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Resumo

Neste trabalho estudamos o célebre Teorema de Klaus F. Roth para
aproximações diofantinas, também conhecido como Teorema de Thue-
Siegel-Roth. Nossos objetivos consistem em fazer um estudo abran-
gente da evolução do problema, que se iniciou com um resultado de
Liouville em 1844, e chegar à completa compreensão das ideias e das
técnicas utilizadas na demonstração do Teorema de Roth.
Palavras-chave: Teorema de Thue-Siegel-Dyson-Roth, aproximações
diofantinas, números algébricos.
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Abstract

In this work we study the celebrated Klaus F. Roth's Theorem in
Diophantine approximations, also known as the Thue-Siegel-Roth The-
orem. Our goals are to make a comprehensive study of the evolution
of the problem that started with a result of Liouville in 1844 and achi-
eve full understanding of ideas and techniques used in the proof of the
Roth's Theorem.
Keywords: Thue-Siegel-Dyson-Roth Theorem, diophantine approxi-
mation, algebraic numbers.
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Introdução

A história do Teorema de Roth começa com o seguinte resultado
devido a Joseph Liouville(1809-1882): se α é um irracional algébrico
de grau n então existe uma constante positiva c(α) tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > c(α)

qn
,

para todos p, q inteiros com q positivo.
Uma consequência deste resultado é que, se a desigualdade∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qµ
(1)

possui um número in�nito de soluções, então µ ≤ n.
Em 1909, Axel Thue(1863-1922) obteve um resultado mais forte

do que o obtido por Liouville e assim conseguiu provar a �nitude de
soluções para um tipo importante de equações diofantinas, que �caram
conhecidas como equações de Thue. Em seu artigo [5], Thue provou
que, se a equação (1) possui um número in�nito de soluções, então
µ ≤ n/2 + 1.

Em 1921, Carl L. Siegel(1896-1981) [4] conseguiu provar que a exis-
tência de in�nitas de soluções da equação (1) implica que

µ ≤ min
s∈{1,...,n−1}

{ n

s+ 1
+ s
}
< 2
√
n.

Siegel ainda conjecturou que a in�nitude de soluções deveria impli-
car que µ ≤ 2. Esta conjectura contrasta com um famoso resultado
Johann P. G. L. Dirichlet(1805-1859) que diz que, dado um número
irracional, existem in�nitos racionais p/q tais que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

q2
.

Em 1947 Freeman J. Dyson(1923) [2] conseguiu melhorar o resul-
tado obtido por Siegel e provar que µ ≤

√
2n. Este Teorema, apa-

rentemente, também foi provado independentemente por Alexander O.
Gelfond(1906-1968). Gelfond publicou seu resultado em 1952 em seu
livro [8].
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Na conclusão de seu artigo, Dyson, comenta que o surgimento de
uma raiz quadrada está diretamente relacionado com o uso de polinô-
mios em duas variáveis e que acredita que se seus resultados pudessem
ser generalizados num contexto de várias variáveis, seria possível então
provar a conjectura de Siegel.

Em 1949, Kurt Mahler(1903-1988) [3] publicou um artigo sobre o
Teorema de Dyson. Mahler conseguiu simpli�car algumas ideias pre-
sentes no artigo de Dyson. Mais precisamente, em seu artigo, Dyson
apresenta um único Lema e a demonstração do Teorema e o resultado
provado por Mahler é uma versão simpli�cada do Lema de Dyson.

Finalmente, em 1955, Klaus F. Roth(1925) [1] investigou o com-
portamento de uma função chamada índice para polinômios em várias
variáveis e com isso provou a conjectura de Siegel, isto é, Roth provou
que µ ≤ 2.

A demonstração do Teorema de Roth é de uma di�culdade técnica
muito grande e sua realização fez com que Roth ganhasse a medalha
Fields em 1958.

No primeiro capítulo temos uma breve introdução ao problema das
aproximações diofantinas e os principais resultados provados são os
Teoremas de Dirichlet e de Liouville.

No segundo capítulo apresentamos uma demonstração do Teorema
de Thue, comentamos a demonstração do Teorema de Siegel e provamos
o �nitude de soluções para as equações de Thue.

Iniciamos o terceiro capítulo com uma demonstração de um re-
sultado de Mahler e usamos este resultado para obter o Teorema de
Dyson.

Finalmente, no quarto capítulo, provamos o Teorema de Roth. Fi-
nalizamos esta dissertação no quinto capítulo onde apresentamos algu-
mas aplicações destes Teoremas e comentamos algumas generalizações
do Teorema de Roth.
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CAPíTULO 1

Alguns resultados sobre aproximações diofantinas

1. Aproximações diofantinas

A teoria das aproximações diofantinas é uma área da teoria dos
números que estuda a aproximação de números irracionais por números
racionais.

É bem conhecido que os números racionais são densos dentro do
conjunto dos números reais. Nosso interesse, quando pensamos em
aproximações diofantinas, é exercer um controle no denominador do
número racional. Por exemplo, suponhamos que queremos aproximar
um número irracional α por números racionais na forma p/q tais que
a diferença entre α e p/q seja menor que 10−100. Se escolhermos q da
ordem de 10100 é fácil conseguir um p tal que |α− p/q| < 10−100. Mas,
se escolhermos q da ordem de 1060 ou 1030, será que ainda consegui-
mos uma diferença menor que 10−100? Nossa intuição nos diz que ao
aproximar um irracional α não é possível conseguir uma aproximação
da forma p/q tal que tanto o denominador q quanto o erro |α − p/q|
sejam �pequenos�. O quão preciso conseguimos deixar essa a�rmação?

Por exemplo, consideremos as seguintes aproximações para o nú-
mero π: 31415/10000 e 355/113. A primeira aproximação tem o erro
da ordem de 10−5 e a segunda tem um erro da ordem de 10−7. No
segundo exemplo conseguimos com um denominador de ordem 102 e
um erro de ordem 10−7, portanto, podemos considerar 335/113 uma
aproximação melhor que 31415/10000.

Começaremos apresentando alguns resultados simples que servirão
para ilustrar as di�culdades de obtermos melhores aproximações. O
primeiro resultado é bastante intuitivo. Se quisermos aproximar um
irracional por um número inteiro então existe um único inteiro que
dista de nosso irracional menos que 1/2.

Proposição 1. Para qualquer número irracional α existe um único

inteiro p tal que

|α− p| < 1

2
.
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Demonstração. Seja bαc o maior inteiro menor que α. Temos
que

0 < α− bαc < 1.

Portanto, se 0 < α−bαc < 1/2 fazemos p = bαc. Se 1/2 < α−bαc < 1
temos que

−1/2 < α− bαc − 1 < 0,

e fazemos p = bαc+ 1.
Suponhamos agora que m e n são inteiros tais que |α−m| < 1/2 e

|α− n| < 1/2 temos pela desigualdade triangular que

|m− n| = |m− α + α− n| ≤ |m− α|+ |α− n| < 1.

Como m e n são inteiros temos que m = n. �

Nossa próxima proposição é uma versão para racionais da proposi-
ção 1.

Proposição 2. Sejam α um número irracional e q um inteiro po-

sitivo. Então existe um número inteiro p tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

2q
.

Demonstração. Como qα é um número irracional podemos apli-
car a proposição 1 que nos diz que existe um único inteiro p tal que

|qα− p| < 1

2
.

Disto é claro que ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

2q
.

�

Notação: Durante todo o texto, a menos de menção contraria, p
será um número inteiro e q será um inteiro positivo.

Antes de apresentarmos um resultado mais forte que a proposição
2 vamos demonstrar um resultado bastante intuitivo e que usaremos
várias vezes durante este texto sem mesmo mencioná-lo.

Proposição 3. Seja α um número irracional e suponhamos que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1 (2)

possua in�nitas soluções p, q então, dado um inteiro positivo M , temos

que o número de soluções tais que q < M é �nito. Portanto, a in�-

nitude de soluções implica que sempre podemos escolher soluções p/q
com q tão grande quanto desejamos.
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Demonstração. Fixado q temos que∣∣∣p
q

∣∣∣ ≤ |α|+ ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < |α|+ 1.

Logo
|p| ≤ q(|α|+ 1).

Disto concluímos que, dado um denominador q, existe uma quan-
tidade �nita de numeradores p tais que p/q é solução. Logo, existe
apenas um número �nito de soluções p/q tais que q < M . �

Uma consequência da proposição anterior é que se α é um irracional
dado e queremos aproximar α por um racional na forma p/q de tal
forma que α e p/q distem no máximo δ, então, a escolha de um δ
�pequeno� implica que q precisa ser um número �grande�. O que é
expresso de forma mais precisa na seguinte proposição:

Proposição 4. Dados um número irracional α e um inteiro posi-

tivo n, existe δ > 0 tal que se p/q satisfaz∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < δ

então n < q.

Demonstração. Pela proposição anterior temos que o número de
soluções de (2) tais que q ≤ n é �nito. De�nimos

δ =
1

2
min

{∣∣∣α− p

q

∣∣∣}
onde o mínimo é calculado sobre todas as frações tais que q ≤ n. Se
não existir p/q nestas condições de�nimos δ = 1. �

2. Teorema da aproximação de Dirichlet

Vamos, agora, provar o Teorema da aproximação de Dirichlet. Este
nos diz que, para um irracional dado, existem in�nitas aproximações
tais que o erro é menor que o inverso do quadrado do denominador. A
demonstração do Teorema da aproximação de Dirichlet é uma simples
aplicação do princípio da casa dos pombos.

2.1. Teorema de Dirichlet.

Teorema 1 (Teorema de Dirichlet, 1842). Seja α um número ir-

racional. Existem in�nitos números racionais da forma p/q, tais que

(p, q) = 1 e ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ 1

q2
. (3)
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Demonstração. Dado α um número irracional e um inteiro Q ≥
1, consideremos os seguintes números

sk = kα− bkαc,

onde k ∈ {0, 1, . . . , Q}.
É claro que 0 ≤ sk < 1. Dividindo o intervalo [0, 1] em Q partes,

isto é, [0, 1] = [0, 1/Q] ∪ [1/Q, 2/Q] ∪ · · · ∪ [(Q− 1)/Q, 1], temos, pelo
princípio da casa dos pombos, que existem inteiros 0 ≤ k1 < k2 ≤ Q
tais que sk1 e sk2 estão em uma mesma parte [`/Q, (`+ 1)/Q].

Desta forma é claro que |sk2 − sk1 | ≤ 1/Q e, consequentemente,∣∣k2α− bk2αc − k1α + bk1αc
∣∣ ≤ 1

Q∣∣(k2 − k1)α− (bk2αc − bk1αc)
∣∣ ≤ 1

Q
.

Sejam q = k2 − k1 e p = (bk2αc − bk1αc). Então:∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qQ
≤ 1

q2
.

Suponhamos que o número de racionais satisfazendo (3) seja �nito.
Isto implica que existe um inteiro positivo n tal que

1

n
<
∣∣∣α− p

q

∣∣∣,
para todos p, q inteiros com q ≥ 1 que veri�cam (3). Repetimos o
processo acima com Q = n e obtemos∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣ ≤ 1

nqn
≤ 1

n
.

Consequentemente o número de racionais satisfazendo (3) é in�nito.
Por �m, para provar que p, q podem ser escolhidos primos entre si
observemos primeiro que se p0, q0 são tais que p0/q0 é solução de (3) e
p0/q0 = p/q, onde p e q são primos entre si, então∣∣∣α− p

q

∣∣∣ =
∣∣∣α− p0

q0

∣∣∣ < 1

q2
0

≤ 1

q2
.

Logo, toda solução de (3) está associada a uma fração reduzida
que também é solução. Portanto, basta demonstrar que o número de
soluções associadas a uma fração reduzida é �nito.

Por absurdo, suponhamos que in�nitas soluções de (3) estão asso-
ciadas a fração reduzida p/q. Logo, existe uma sequência pn/qn, com
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qn crescente, tal que pn/qn = p/q e assim∣∣∣α− p

q

∣∣∣ =
∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣ < 1

q2
n

o que contraria a proposição 4.
�

A próxima proposição nos diz que o Teorema de Dirichlet não pode
ser estendido para os racionais.

Proposição 5. Sejam α um número real, A um número real posi-

tivo e k > 1. Denotamos por S(α) o número de frações p/q com p e q
primos entre si, tais que ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < A

qk
.

Temos que, se S(α) é in�nito, então α é irracional.

Demonstração. Suponhamos que α = a/b é racional. Para as
soluções vale que ∣∣∣a

b
− p

q

∣∣∣ < A

qk
,

donde concluímos que

|aq − pb| < bA

qk−1
.

Não podemos ter in�nitas soluções, pois, o número de soluções tais
que qk−1 < bA é �nito e |aq − pb| é um número inteiro e |aq − pb| só
é nulo quando p/q = a/b, o que só ocorre uma vez dado que p e q são
primos entre si. �

2.2. Teorema de Hurwitz. Em 1891, Adolf Hurwitz(1859-1919)
obteve um resultado mais preciso que o de Dirichlet. Hurwitz demons-
trou o seguinte Teorema:

Teorema 2 (Hurwitz, 1891). Seja α um número irracional. Então:

(a) Existem in�nitas soluções racionais p/q tais que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1√
5q2

.

(b) Dado um número C >
√

5 existe um α irracional tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

Cq2

tem apenas um número �nito de soluções.
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Não vamos provar o item (a), pois para tanto seria interessante nos
desviar um pouco e falar sobre séries de Farey. Uma demonstração
deste item pode ser encontrada no livro de LeVeque [12].

Provaremos o item (b). Usaremos o seguinte Lema:

Lema 1. Suponha que α é um número irracional algébrico de grau

2 que satisfaz f(x) = ax2 + bx+ c, onde a, b e c são inteiros e f(x) não

é o polinômio nulo. Seja D o discriminante D = b2 − 4ac. Se C é um

número real tal que C >
√
D, então a desigualdade∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

Cq2
(4)

tem apenas um número �nito de soluções.

Demonstração. Sejam p e q dois inteiros primos entre si e tais
que q é positivo. Temos que f(p/q) 6= 0. Pois as únicas raízes de f são
α e β, o conjugado de α. Então:∣∣∣f(p

q

)∣∣∣ ≥ 1

q2
.

Suponha que p/q satisfaz ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

Cq2
,

para algum C >
√
D.

Como b = −a(α + β) e ac = a2αβ temos que

D = a2(α + β)2 − 4a2αβ = a2(α− β)2.

Donde temos
1

q2
≤
∣∣∣f(p

q

)∣∣∣
=
∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣∣∣a(β − p

q

)∣∣∣
<

1

Cq2

∣∣∣a(β − α + α− p

q

)∣∣∣
≤ 1

Cq2

(
|a(β − α)|+ |a|

∣∣∣α− p

q

∣∣∣)
≤ 1

Cq2

(√
D +

|a|
Cq2

)
.

Desta desigualdade conseguimos

(C −
√
D)Cq2 < |a|. (5)
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Como, por hipótese, C >
√
D temos que (5) não pode ser válida

para q su�cientemente grande. Logo, a desigualdade (4) possui um
número �nito de soluções.

�

Demonstração do item (b) do Teorema 2. Seja α = 1
2
(
√

5−
1). Então α satisfaz o polinômio f(x) = x2 + x− 1 cujo discriminante
D é 5. Logo, pelo Lema 1, temos que se C >

√
5 a desigualdade∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

Cq2

possui um número �nito de soluções. �

3. Teorema de Liouville

O Teorema de Dirichlet nos diz que um número irracional α sempre
pode ser aproximado por números racionais p/q tais que o erro desta
aproximação é menor que 1/q2. Até aqui os resultados que estudamos
nos garantem a existência de in�nitas aproximações satisfazendo uma
certa desigualdade. Estudaremos, a partir de agora, certas desigualda-
des que só podem ter um número �nito de soluções. Para isto, vamos
restringir o nosso estudo ao caso em que α é um número algébrico; mais
precisamente: dado α algébrico, estudaremos qual é o menor µ tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qµ

tem um número �nito de soluções.

3.1. Teorema de Liouville. Nosso primeiro resultado nesta di-
reção foi provado por Liouville em 1844 e ele nos diz que µ ≤ n, onde
n é o grau do número algébrico.

Teorema 3 (Liouville,1844). Seja α um número irracional algé-

brico de grau n, então existe c(α) > 0 tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > c(α)

qn
,

para todo p, q.

Demonstração. Como α é um número algébrico de grau n, existe
um polinômio f de grau n e coe�cientes inteiros tal que

f(α) = anα
n + · · ·+ a1α + a0 = 0.

Como f ′ é contínua, existe M tal que |f ′(x)| < M para todo x ∈
[α− 1, α + 1].
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Consideremos as aproximações p/q tais que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1.

Como f é irredutível temos que |f(p/q)| 6= 0.
Portanto,∣∣∣f(p

q

)∣∣∣ =
|anpn + an−1p

n−1q + · · ·+ a0q
n|

qn
≥ 1

qn
.

Podemos aplicar o Teorema do valor médio para obter

f
(p
q

)
= f

(p
q

)
− f(α) = f ′(a)

(p
q
− α

)
para algum a ∈ [α− 1, α + 1].

Logo, temos que∣∣∣p
q
− α

∣∣∣ =
|f(p/q)|
|f ′(a)|

≥ 1

|f ′(a)|qn
>
K

qn
,

onde K = 1/M .
Seja c(α) = min{K, 1} temos que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > c(α)

qn
,

para todo p, q.
�

Como corolário do Teorema de Liouville temos o seguinte resultado:

Teorema 4. Seja α um número algébrico de grau n ≥ 2. Dado

ε > 0. Então existe apenas uma quantidade �nita de racionais p/q ∈ Q
tais que ∣∣∣p

q
− α

∣∣∣ ≤ 1

qn+ε
.

Os Teoremas de Thue, Siegel, Dyson e Roth são generalizações deste
último resultado. É importante deixar claro que, �xado k, temos dois
tipos de enunciados:

Tipo 1: Seja α um irracional algébrico de grau n. Então existe

c(α) > 0 tal que ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > c(α)

qk

todo p, q.
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Tipo 2: Sejam α um número algébrico de grau n e ε > 0. Então

existe apenas uma quantidade �nita de racionais p/q tais que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ 1

qk+ε

É um exercício fácil provar que se um resultado do tipo 1 é verda-
deiro, então um resultado do tipo 2 é verdadeiro.

Entretanto, não é claro que se um resultado do tipo 2 é verdadeiro,
então um resultado do tipo 1 é verdadeiro. Por exemplo, o Teorema
de Roth é um resultado do tipo 2 com k = 2, mas, não se sabe se
um resultado do tipo 1 é verdadeiro quando k = 2. Ainda no caso
k = 2, o Teorema de Liouville nos garante a existência de c(α) quando
n = 2, entretanto, quando α é um número algébrico de grau n ≥ 3
conjectura-se que não existe tal c(α) > 0.

Vamos introduzir um terceiro tipo de resultado:
Tipo 3: Sejam α um número algébrico de grau n e ε > 0. Então

existe uma constante c(α, ε) tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > c(α, ε)

qk+ε

para todo p, q.
Fixado k, temos que um resultado do tipo 2 é verdadeiro se e so-

mente se um resultado do tipo 3 é verdadeiro.

3.2. Números de Liouville. O resultado de Liouville inspirou a
seguinte de�nição: dizemos que um número real α é um número de
Liouville se α é irracional e se para todo n ≥ 2 existem inteiros p e q,
com q > 1, tais que ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qn
.

Denotamos por L o conjunto dos números de Liouville.
Como consequência do Teorema de Liouville temos que todos os

números de Liouville são transcendentais. De fato, suponhamos que
exista α um número de Liouville, algébrico de grau n. Temos, pelo
Teorema de Liouville, que ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qn
(6)

tem apenas um número �nito de soluções. Logo, existe ε > 0 tal que

ε <
∣∣∣α− p

q

∣∣∣,
para toda solução de (6).
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Escolhemos k tal que ε > 2−n−k. Como α é um número de Liouville
temos que existem p e q tais que

∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qn+k
≤ 1

2n+k
< ε.

Logo α ∈ L não pode ser algébrico.
O número de Liouville mais famoso é

∞∑
k=1

1

10k!
.

Este é, de fato, um número de Liouville, pois

∞∑
k=1

1

10k!
−

n∑
k=1

1

10k!
=

∞∑
k=n+1

1

10k!

≤ 1

10(n+1)!

∞∑
k=0

1

10k

=
10

9(10(n+1)!)

<
1

10(n+1)!−1

≤ 1

(10n!)n
.

O número
∑∞

1 1/10k! foi apresentado por Liouville [22] como um
exemplo de número transcedental, por isso, este número pode ser con-
siderado o primeiro exemplo de número transcendental. Este número
é conhecido como constante de Liouville.

Vamos agora provar que L é um conjunto não-enumerável.
Consideremos a função f : [0, 1] \ Q → L de�nida da seguinte

forma: Seja α ∈ [0, 1] um número irracional. Podemos escrever α =
a110−1 + a210−2 + . . .+ ak10−k + . . . onde ai ∈ {0, 1, . . . , 9}. De�nimos

f(α) =
∞∑
k=1

ak
10k!

.
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Como α é irracional temos que f(α) também o é (f(α) não pode
ser uma dízima periódica!). Além disso,

∞∑
k=1

ak
10k!
−

n∑
k=1

ak
10k!

=
∞∑

k=n+1

ak
10k!

≤ 9
∞∑

k=n+1

1

10k!

≤ 9

10(n+1)!

∞∑
k=0

1

10k

≤ 10

10(n+1)!

≤ 1

(10n!)n
.

Além disso, como essa função é injetora, concluímos que L é não-
enumerável.

3.3. Densidade e medida dos números de Liouville. Esta
seção segue o livro de John C. Oxtoby [10].

Vamos introduzir alguns conceitos de topologia para conseguirmos
extrair mais algumas informações sobre L.

Um conjunto A ⊂ R é um conjunto denso em nenhuma parte se A
satisfaz uma das condições equivalentes:

(a) se todo intervalo I possui um subintervalo em R \ A;
(b) se R \ A contém um aberto denso;
(c) o interior do fecho de A é vázio.

Um conjunto é dito de primeira categoria (ou magro) se ele pode ser
representado como união enumerável de conjuntos densos em nenhuma
parte.

Uma demonstração do próximo Teorema pode ser encontrada em
[10].

Teorema 5 (Baire). O complemento de um conjunto de primeira

categoria é denso em R.

Vamos usar este resultado para provar que o conjunto dos números
de Liouville é denso na reta real.

Teorema 6. O conjunto dos números de Liouville é denso em R.
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Demonstração. Vamos provar que o complementar do conjunto
de Liouville é de primeira categoria. De�nimos o seguinte conjunto:

Gn =
∞⋃
q=2

∞⋃
p−∞

(
p

q
− 1

qn
,
p

q
+

1

qn
).

E notemos que

L = (R \Q) ∩
∞⋂
n=1

Gn.

Como Q ⊂ Gn temos, por (b), que R \ Gn é denso em nenhuma
parte. Além disso, Q é enumerável, portanto, é união enumerável de
conjuntos densos em nenhuma parte. Portanto, temos que

R \ L = Q ∪
∞⋃
n=1

(R \Gn),

é união de conjuntos densos em nenhuma parte. Segue que R \ L é de
primeira categoria. Portanto, pelo Teorema 5, L é denso em R. �

Apesar de não-enumerável e denso em R temos que L tem medida
nula.

Proposição 6. O conjunto dos números de Liouville L tem medida

nula.

Esta proposição será provada no último capítulo como consequência
da proposição 10. Uma outra demonstração pode ser encontrada em
[10]
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CAPíTULO 2

Teoremas de Thue e Siegel

Any improvement of the exponent n in this lower bound

is of utmost importance because it allows one to solve

diophantine equations f(x, y) = N , in integers x, y,
where f(x, y) is a binary form of degree n.

(G. V. Chudnovsky [23])

1. Introdução

Nosso principal objetivo neste capítulo é provar o seguinte Teorema:

Teorema 7 (Thue). Seja α um número algébrico de grau n ≥ 3.
Se µ é um número real positivo tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qµ
(7)

possui in�nitas soluções, então

µ ≤ n

2
+ 1.

Thue provou esse resultado em 1909, e como consequência, conse-
guiu provar a �nitude de soluções para vários tipos de equações dio-
fantinas. A demonstração que apresentaremos aqui segue o artigo de
Shorey [9]. Vamos ainda comentar a demonstração do Teorema de
Siegel:

Teorema 8 (Siegel). Seja α um número algébrico de grau n ≥ 3.
Se µ é um número real positivo tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qµ
(8)

possui in�nitas soluções, então

µ ≤ n/[s+ 1] + s,

onde s = 1, 2, . . . , n− 1.

Terminaremos este capítulo provando a �nitude de soluções das
chamadas equações de Thue.
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2. Teorema de Thue

2.1. Trabalhando com sistemas de equações. Quando prova-
mos o Teorema de Liouville usamos o polinômio minimal de α para
obter o resultado desejado. Visando obter um resultado mais forte que
o de Liouville parece natural tentar descobrir se existe um polinômio
melhor que o minimal para investigar o quão bem α pode ser aproxi-
mado por racionais. Esta é a chave para demonstrar os Teoremas de
Thue, Siegel, Dyson e Roth.

Thue explorou identidades polinomiais na forma

P (x)− αQ(x) = (α− x)h
(
f0(x) + αf1(x) + · · ·+ αsfs(x)

)
.

E neste processo surgiu a ideia de utilizar polinômios em duas variáveis
(substituindo α por uma variável y). Buscando conseguir estas identi-
dades polinomiais iremos primeiramente provar alguns resultados sobre
soluções de sistemas de equações lineares.

Lema 2. Sejam aij ∈ Z com 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ p e A ≥ max{|aij|}.
Se q > p, o sistema

q∑
i=0

aijxj = 0, 1 ≤ j ≤ p (9)

tem soluções não-triviais em x1, . . . , xq ∈ Z satisfazendo

|xi| ≤ (2qA)p/(q−p) (10)

para todo 1 ≤ i ≤ q.

Demonstração. Seja X um inteiro positivo. De�nimos

U = {(x1, . . . , xq) ∈ Zq : 0 ≤ xi ≤ X}

e

V =
{

(y1, . . . , yp) ∈ Zp : yj =

q∑
i=1

aijxi para 1 ≤ j ≤ p e (x1, . . . , xq) ∈ U
}
.

De�nimos F : U → V por

F (x1, . . . , xq) = (y1, . . . , yp).

Temos que
|yj| ≤ qAX

para todo (y1, . . . , yp) ∈ V. Denotemos por |V | e |U | as cardinalidades
de V e U . Temos que

|V | ≤ (2qAX + 1)p
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e

|U | = (X + 1)q.

Quando �xamos

X = b(2qA)p/(q−p)c.
temos que

X + 1 > (2qA)p/(q−p),

e portanto

|U | = (X + 1)p(X + 1)q−p > (X + 1)p(2qA)p > (2qAX + 1)p ≥ |V |.

Logo F não é injetora. Logo, U possui, pelo menos, dois elementos
distintos, (x′1, . . . , x

′
q) e (x′′1, . . . , x

′′
q), tais que

q∑
i=1

aijx
′
i =

q∑
i=1

aijx
′′
i para todo 1 ≤ j ≤ p.

Concluímos que

xi = x′i − x′′i (1 ≤ i ≤ q)

é uma solução inteira não-trivial de (10) satisfazendo (9).
�

Nosso próximo passo será reduzir o problema de aproximação para
um α que é um inteiros algébricos.

2.2. Redução para inteiros algébricos. Vamos mostrar que é
su�ciente considerar o caso em que α é um inteiro algébrico de grau n.
Suponhamos que α não seja um inteiro algébrico e que existam in�nitas
soluções para ∣∣∣α− h

q

∣∣∣ < 1

qµ+ε
. (11)

Como α é algébrico existem inteiros a0, . . . , an com an > 0 tais que

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0.

Multiplicando a identidade acima por an−1
n concluímos que anα é

um inteiro algébrico. Mas, a desigualdade (11) implica que∣∣∣anα− h′

q

∣∣∣ < an
qµ+ε

<
1

qµ+ε′

possui um número in�nito de soluções, onde qε−ε
′
> an, ε

′ > 0 e ε−ε′ >
0.
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2.3. Potências de α como combinações lineares. Fixemos um
inteiro algébrico α de grau n ≥ 2. Seja

f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an

o polinômio minimal de α. Fixemos tambémH = max{1, |a1|, . . . , |an|}.

Lema 3. Dado s ≥ 0 inteiro sempre podemos escrever

αs =
n−1∑
j=0

bj,sα
j, (12)

onde bj,s ∈ Z, e vale a seguinte estimativa:

max
0≤j<n

|bj,s| ≤ (2H)s.

Demonstração. Iremos provar o Lema por indução em s. Se
s = 0, temos que b0,0 = 1, bj,0 = 0. Suponhamos que (12) seja verdade
e que s > 0. Desta forma

αs+1 = α
n−1∑
j=0

bj,sα
j =

n∑
j=1

bj−1,sα
j. (13)

Além disso, como f(α) = 0, temos que

αn = −
n−1∑
j=0

an−jα
j

e conseguimos

bn−1,sα
n = −bn−1,s

n−1∑
j=0

an−jα
j. (14)

Usando (13) e (14), podemos escrever

αs+1 =
n−1∑
j=0

bj,s+1α
j

onde
b0,s+1 = −bn−1,san

e
bj,s+1 = bj−1,s − an−jbn−1,s (1 ≤ j ≤ n− 1).

Logo
max
0≤j<n

|bj,s+1| ≤ 2H max
0≤j<n

|bj,s|.

Aplicando agora a hipótese de indução temos

max
0≤j<n

|bj,s+1| ≤ (2H)s+1.
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�

2.4. A construção do polinômio R(x, y). Dado um polinômio
R(x, y) de�nimos

Rm(x, y) =
1

m!

∂m

∂xm
R(x, y).

Lema 4. Seja δ > 0 e sejam L e k inteiros positivos satisfazendo

2(L+ 1) > (1 + δ)nk. (15)

Então existe um polinômio não-nulo

R(x, y) =
L∑

λ1=0

1∑
λ2=0

p(λ1, λ2)xλ1yλ2 ∈ Z[x, y] (16)

satisfazendo

Rm(α, α) = 0 (0 ≤ m < k) (17)

e existe um número real positivo u (dependendo apenas de α e δ) para

o qual vale

max
(λ1,λ2)

|p(λ1, λ2)| ≤ uL. (18)

Demonstração. Seja R(x, y) um polinômio qualquer como em
(16). Podemos escrever

Rm(α, α) =
L∑

λ1=0

1∑
λ2=0

p(λ1, λ2)

(
λ1

m

)
αλ1+λ2−m

e usando o Lema 3 conseguimos

Rm(α, α) =
L∑

λ1=0

1∑
λ2=0

p(λ1, λ2)

(
λ1

m

) n−1∑
j=0

bj,λ1+λ2−mα
j

=
n−1∑
j=0

αj
L∑

λ1=0

1∑
λ2=0

p(λ1, λ2)

(
λ1

m

)
bj,λ1+λ2−m. (19)

Como α é de grau n, segue que Rm(α, α) = 0 se, e somente se,

L∑
λ1=0

1∑
λ2=0

p(λ1, λ2)

(
λ1

m

)
bj,λ1+λ2−m = 0 (0 ≤ j < n). (20)

Pelo Lema 3, temos

max
(λ1,λ2)

∣∣∣(λ1

m

)
bj,λ1+λ2−m

∣∣∣ ≤ 2L(2H)L+1 ≤ (4H)2L.
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Portanto, podemos aplicar o Lema 2 com q = 2(L + 1), p = nk e
A = (4H)2L para o sistema de equações lineares (20) obtemos

0 < max
(λ1,λ2)

|p(λ1, λ2)| ≤ (2qA)p/(q−p)

≤
(
4(L+ 1)(4H)2L

)p/(q−p)
,

concluímos de (15) que p/(q − p) < 1/δ e, assim, vale

0 < max
(λ1,λ2)

|p(λ1, λ2)| ≤
(

4(L+ 1)(4H)2L
)1/δ

≤ (4H)4L/δ.

Terminamos escolhendo u = (4H)4/δ. �

2.5. Uma estimativa para Rm(p1/q1, p2/q2). A partir deste ponto
até a demonstração do Teorema de Thue, sempre que escrevermos
R(x, y) �ca subentendido que R(x, y) é um polinômio com as propri-
edades do Lema 4. Fica, também, subentendido que u1, . . . , u8 são
números reais positivos que dependem apenas de α e δ.

Sejam p1/q1 e p2/q2 duas aproximações de α. Podemos aplicar a
expansão em polinômio de Taylor de Rm(x, y) em (α, α) para estimar

|Rm

(
p1
q1
, p2
q2

)
|.

Lema 5. Seja δ > 0. Sejam L e k inteiros positivos satisfazendo

(15), isto é, tais que

2(L+ 1) > (1 + δ)nk.

Sejam p1/q1 e p2/q2 frações reduzidas distintas com q1 > 0 e q2 > 0
satisfazendo ∣∣∣α− pi

qi

∣∣∣ < 1 para i = 1, 2. (21)

Então existe u1 tal que∣∣∣Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≤ (∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣k−m +
∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣)uL1 para 0 ≤ m < k. (22)

Demonstração. Podemos escrever o polinômio R(x, y) na forma

R(x, y) = P (x)− yQ(x) (23)

onde

P (x) =
L∑

λ1=0

p(λ1, 0)xλ1 , Q(x) = −
L∑

λ1=0

p(λ1, 1)xλ1 . (24)

Aplicando o operador
1

m!

∂

∂xm
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em (23), conseguimos

Rm(x, y) = Pm(x)− yQm(x) (25)

onde

Pm(x) =
1

m!
P (m)(x) e Qm(x) =

1

m!
Q(m)(x) (26)

e assim temos que

Pm(x) =
L∑

λ1=0

p(λ1, 0)

(
λ1

m

)
xλ1−m e Qm(x) =

L∑
λ1=0

p(λ1, 1)

(
λ1

m

)
xλ1−m.

(27)
Pelo Lema 4, temos que |p(λ1, 0)| ≤ uLdonde temos

|Pm(x)| ≤ (L+ 1)uL2L(1 + |x|)L

e, portanto, temos

|Pm(x)| ≤
(
u2(1 + |x|)

)L
, (28)

onde u2 é dado por

u2 = 4u ≥ (L+ 1)1/L2u.

Analogamente, conseguimos

|Qm(x)| ≤ (u2(1 + |x|))L. (29)

De (25) e das estimativas (28) e (29), conseguimos

|Rm(x, y)| ≤ |Pm(x)|+ |y||Qm(x)| ≤ (u2(1 + |x|))L(1 + |y|). (30)

Além disso, podemos escrever (25) na forma

Rm(x, y) = Pm(x)− αQm(x)− (y − α)Qm(x).

E aplicando a desigualdade triangular e substituindo x = p1/q1 e y =
p2/q2 temos∣∣∣Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣Rm

(p1

q1

, α
)∣∣∣+

∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣∣∣∣Qm

(p1

q1

)∣∣∣. (31)

Vamos primeiramente estimar∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣∣∣∣Qm

(p1

q1

)∣∣∣.
Temos, por (29), que∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣∣∣∣Qm

(p1

q1

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣uL2(1 +
∣∣∣p1

q1

∣∣∣)L
e como ∣∣∣p1

q1

∣∣∣ ≤ |α|+ ∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣ ≤ |α|+ 1,
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basta de�nir u3 = u2(2 + |α|) para obter∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣∣∣∣Qm

(p1

q1

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣uL3 . (32)

Vamos agora estimar ∣∣∣Rm

(p1

q1

, α
)∣∣∣.

Fixemos 0 ≤ m < k. De�nimos

S(x) = Rm(x, α) e Sν(α) =
1

ν!
S(ν)(α)

e observamos que

Sν(α) =

(
m+ ν

ν

)
Rm+ν(α, α). (33)

Por (17), temos que Rm+ν(α, α) = 0 sempre que m + ν < k e
concluímos que

Sν(α) = 0 para ν < k −m. (34)

Calculando a expansão em polinômio de Taylor em α de S e usando
(34) temos

S
(p1

q1

)
= S

(p1

q1

− α + α
)

=
L−m∑
ν=k−m

Sν(α)
(p1

q1

− α
)ν
. (35)

Substituindo (33) em (35), conseguimos

Rm

(p1

q1

, α
)

=
L−m∑
ν=k−m

(
m+ ν

ν

)
Rm+ν(α, α)

(p1

q1

− α
)ν
.

Logo,∣∣∣Rm

(p1

q1

, α
)∣∣∣ ≤ L−m∑

ν=k−m

(
m+ ν

ν

)
|Rm+ν(α, α)|

∣∣∣p1

q1

− α
∣∣∣ν

=
∣∣∣p1

q1

− α
∣∣∣k−m L−k∑

ν=0

(
k + ν

k −m+ ν

)
|Rk+ν(α, α)|

∣∣∣p1

q1

− α
∣∣∣ν .

Por (21), temos que ∣∣∣p1

q1

− α
∣∣∣ν < 1,

para todo ν ≥ 1. Por (30), temos que

|Rk+ν(α, α)| ≤ uL2 (1 + |α|)L+1.
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Assim conseguimos mostrar que∣∣∣Rm

(p1

q1

, α
)∣∣∣ ≤ ∣∣∣p1

q1

− α
∣∣∣k−muL2 (1 + |α|)L+1

L−k∑
ν=0

(
k + ν

k −m+ ν

)
.

Como
L−k∑
ν=0

(
k + ν

k −m+ ν

)
≤

L∑
ν=k

2ν = 2k(2L−k+1 − 1) = 2L+1 − 2k.

De�nimos
u4 = 4u2(1 + |α|)2.

Pelas estimativas acima temos∣∣∣Rm

(p1

q1

, α
)∣∣∣ ≤ uL4

∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣k−m. (36)

Encerramos a demonstração observando que u3 < u4 e, portanto,
basta de�nirmos u1 = u4 e substituindo as estimativas (32) e (36) em
(31), concluímos o Lema.

�

2.6. Conseguindo m tal que Rm(p1/q1, p2/q2) 6= 0. Observamos
que, dado um k, a desigualdade (22) é tanto mais precisa quanto me-
nor for o L. Por outro lado, a desigualdade (15) deve ser satisfeita.
Deste ponto em diante iremos considerar L e k como inteiros positivos
satisfazendo

L =
⌊1

2
(1 + δ)nk

⌋
(37)

e assim (15) está satisfeita. Consequentemente podemos usar os Lemas
4 e 5.

Em nosso próximo resultado iremos usar um famoso resultado co-
nhecido como Lema de Gauss.

Lema 6 (Gauss). O produto de dois polinômios primitivos é um

polinômio primitivo.

Um polinômio primitivo é um polinômio cujo máximo divisor co-
mum de seus coe�cientes é 1.

Lema 7. Sejam 0 < δ < 1 e L, k inteiros positivos nas condições

�xadas. Sejam p1/q1 e p2/q2 frações reduzidas distintas com q1 ≥ 1 e

q2 ≥ 1. Existem um número real u5 e um inteiro m satisfazendo

0 ≤ m ≤
⌊ u5k

log q1

⌋
+ 2
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tais que

Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)
6= 0.

Demonstração. Seja t um inteiro positivo. Suponhamos que

Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)
= 0 para 0 ≤ m ≤ t. (38)

E, portanto, temos

P (m)
(p1

q1

)
− p2

q2

Q(m)
(p1

q1

)
= 0.

Donde concluímos que

P (m)
(p1

q1

)
Q(m′)

(p1

q1

)
− P (m′)

(p1

q1

)
Q(m)

(p1

q1

)
= 0 (0 ≤ m,m′ ≤ t).

(39)
Denotamos

W (x) = P (x)Q(1)(x)− P (1)(x)Q(x). (40)

Então (39) implica que

W (µ)
(p1

q1

)
= 0 para 0 ≤ µ < t.

Disto concluímos que (x− p1/q1)t divide W (x) e, portanto, (q1x−
p1)t divide W (x). Assim, podemos escrever

W (x) = (q1x− p1)tH(x),

onde H(x) ∈ Q[x]. Escrevemos então

H(x) = gĤ(x),

onde Ĥ(x) é um polinômio primitivo e g é um racional. Temos que

W (x) = g(q1x− p1)tĤ(x) (41)

pelo Lema de Gauss (q1x − p1)tĤ(x) é um polinômio primitivo, logo,
como W (x) tem coe�cientes inteiros temos que g é inteiro. Portanto,
H(x) ∈ Z[x].

De�nimos w como o máximo dos valores absolutos dos coe�cientes
de W (x). Da de�nição de W (x) em (40) e da estimativa de |p(λ1, λ2)|
em (18), temos que existe um número u6, que depende somente de α e
ε, tal que

w ≤ uL6 . (42)
Suponhamos que W (x) não seja o polinômio nulo. Vemos que qt1

divide o coe�ciente do monômio de maior grau de W (x) e assim vale
que qt1 ≤ w. Por (37) e por (42), existe u7 > 1 tal que

w ≤ uk7.
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Portanto,

t ≤
⌊k log u7

log q1

⌋
+ 1.

E assim, basta escolher u5 = log u7.
Precisamos ainda provar que W (x) não é o polinômio nulo. Pela

de�nição de R(x, y) temos que ou P (x) ou Q(x) não é o polinômio
nulo. Supondo que Q(x) é o polinômio nulo temos que P (x) é não-nulo
e conseguimos de (23) e (17) que

P (m)(α) = 0 para 0 ≤ m < k.

Consequentemente

P (m)(α(j)) = 0 para 0 ≤ m < k, 0 ≤ j < n,

onde
α(1), . . . , α(n)

são todas as raízes de f(x). Então (x−α(i))k divide P , todo 1 ≤ i ≤ n,
e, portanto, o grau de P é maior que nk. Mas, o grau de P é, por
de�nição, menor ou igual a L e L < nk. Portanto, Q não pode ser
identicamente nulo.

Sabemos que para todo x tal que Q(x) 6= 0 vale que

W (x) = P (x)Q(1)(x)− P (1)(x)Q(x) = −Q(x)2 ∂

∂x

P (x)

Q(x)
.

Como Q(x)2 só é nulo em um número �nito de pontos W (x) é o po-
linômio nulo se e somente se P (x)/Q(x) é constante.

Suponhamos que
P (x)

Q(x)
= λ.

Temos que λ não pode ser irracional, pois, P (1)/Q(1) é um número
racional. Em particular, λ 6= α. Além disso, observamos de (23) que

R(x, α) = (λ− α)Q(x).

Logo, conseguimos, de (17), que Q(m)(α(j)) = 0 para 0 ≤ m < k e
0 ≤ j < n. Novamente conseguimos concluir que o grau de Q é maior
que nk, o que não pode acontecer já que o grau de Q é menor ou igual
a L e L < nk. Isto prova que P (x)/Q(x) não é constante. Logo

(P (x)/Q(x))
′
= −W (x)/Q2(x)

não é identicamente nulo. Isso completa a prova que W (x) não é iden-
ticamente nulo. �
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2.7. Teorema de Thue.

Demonstração do Teorema 7. Suponhamos que µ > (n/2) +
1.

Seja 0 < δ < 1/2. Suponhamos que exista um número in�nito de
frações p/q com q > 0 satisfazendo∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qµ
. (43)

Seja u8 = u
(1+δ)n/2
1 . Como (43) possui in�nitas soluções podemos

escolher inteiros p1 e q1 tais que (p1, q1) = 1, p1/q1 é solução de (53) e
vale

q1 > max{eu5/δ, u1/δ
8 }. (44)

Escolhemos também p2 e q2 tais que (p2, q2) = 1, p2/q2 é solução de
(53) e vale

log q2 > (δ−1 + 1) log q1. (45)

Seja

k =
⌊ log q2

log q1

⌋
. (46)

Portanto, temos
qk1 ≤ q2 < qk+1

1 . (47)

De�nimos

L =
⌊1

2
(1 + δ)nk

⌋
como em (37). Estamos, portanto, nas condições dos Lema 5 e 7.

Temos, por (44), que⌊ u5k

log q1

⌋
+ 2 ≤ kδ + 2. (48)

Pelo Lema 7, achamos m satisfazendo

0 ≤ m ≤ kδ + 2 (49)

e tal que

Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)
6= 0. (50)

Consequentemente, Rm(p1/q1, p2/q2) é um número racional cujo de-
nominador é no máximo qL1 q2. Portanto, vale∣∣∣Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≥ q−L1 q−1
2 . (51)

Como L ≤ (1 + δ)nk/2 e q−k−1
1 ≤ q−1

2 temos que∣∣∣Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≥ q
− 1

2
(1+δ)nk−k−1

1 . (52)
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Usando o Lema 5∣∣∣Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≤ (∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣k−m +
∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣)uL1
≤ (q

−µ(k−m)
1 + q−µ2 )uL1

≤ (q
−µ(k−kδ−2)
1 + q−µ2 )uL1

≤ max{q−µ(k(1−δ)−2)
1 , qµ2}uk8.

Por (44), conseguimos∣∣∣Rm

(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≤ q
−µ(k(1−δ)−2)+δk
1 . (53)

Combinando (52) e (53) concluímos que

µk(1− δ)− 2µ− δk ≤ 1

2
(1 + δ)nk + k + 1. (54)

Por (45), temos que
k ≥ δ−1.

Logo:

µ ≤ 1

2
(1 + δ)n+ 1 +

1

k
δ +

2µ

k
+ µδ

≤ n

2
+ 1 + δ(2 + 3µ+ n/2)

≤ n

2
+ 1 + δ(2 + 3n+ n/2).

Escolhemos

δ =
2ε

4 + 7n

e assim conseguimos de (52) e (53) que

µ ≤ n

2
+ 1 + ε.

�

3. Teorema de Siegel

3.1. Alguns pré-requisitos. Vamos agora comentar a demons-
tração do Teorema 8. Os interessados nas demonstrações dos Lemas
que iremos enunciar podem encontrá-las no capítulo 22 do livro de
Mordell [13].

Assim como na demonstração do Teorema de Thue essa demons-
tração do Teorema de Siegel passa pela construção de um polinômio.
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A primeira diferença de abordagem entre essas demonstrações é abran-
gência da classe de polinômios estudada. Para provar o Teorema de
Siegel estudamos polinômios da forma

R(x, y) =
a∑
i=0

b∑
j=0

cijx
iyj,

onde b é um inteiro positivo qualquer. Lembremos que na demonstração
do Teorema de Thue o grau de y era no máximo 1.

Iremos admitir os seguintes Lemas:

Lema 8. Seja α um inteiro algébrico de grau n ≥ 3 e sejam a, b, r
inteiros não-negativos tais que

(a+ 1)(b+ 1) > rn.

Então existe um polinômio não-nulo

R(x, y) =
a∑
i=0

b∑
j=0

cijx
iyj, (55)

onde cij são racionais, tal que

R(x, α) = (x− α)rS(x), (56)

e S(x) é um polinômio em x. Além disso, se

Rλ(x, y) =
1

λ!

∂λ

∂xλ
R(x, y), (57)

então Rλ(α, α) = 0 para todo λ = 0, 1 . . . , r − 1.

Lema 9. Sejam b um inteiro �xado tal que 0 ≤ b < n, δ um número

real tal que 0 < δ < 1, e

a =
⌊(n+ δ

b+ 1

)
r
⌋
. (58)

Então existe um polinômio nas condições do Lema 8, um inteiro c =
c(α, δ) e um polinômio R(x, y) da forma (55) tal que

|cij| ≤ cr, 0 ≤ i ≤ a, 0 ≤ j ≤ b. (59)

Lema 10. Se (p1, q1) = 1, (p2, q2) = 1, q1 > 0, q2 > cr, r ≥ 2n2, δ <
1
2
, então existem c1 = c1(α, δ) e um inteiro λ = λ(α, b, δ, p1, q1, p2, q2)

com 0 ≤ λ < δr + n2 tais que

cr1q
a
1q
b
2 max

{∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣r−λ, ∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣} > 1. (60)

Uma das ferramentas utilizadas nas demonstrações apresentadas no
livro de Mordell é o wronskiano. Este terá um papel de destaque nos
próximos capítulos.
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3.2. Teorema de Siegel. O Teorema provado por Siegel é o se-
guinte.

Teorema 9 (Siegel). Seja α um número algébrico de grau n ≥ 3.
Se µ é um número real positivo tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

qµ
(61)

possui in�nitas soluções, então

µ ≤ n

s+ 1
+ s,

onde s = 1, 2, . . . , n− 1.

Demonstração. Começamos �xando um inteiro 0 ≤ b < n, um
número real ε, 0 < ε < 1, e µ = n/(b + 1) + b + ε. Seja δ um número
real tal que 0 < δ < 1/2 e tal que δ/(b + 1) + δµ < ε/2. Sejam c e c1

constantes dadas pelos Lemas 9 e 10, respectivamente.
Suponhamos que a equação (61) possui in�nitas soluções. Vamos

escolher duas soluções de (61), p1/q1 e p2/q2, que são frações reduzidas,
com q1 > max{c4/ε

1 , c} e q2 > q1.
De�nimos r por

r =
⌊ log q2

log q1

⌋
e, portanto, temos qr1 ≤ q2 < qr+1

1 . (62)

Notemos que temos liberdade de escolher q2 grande o su�ciente para
que r ≥ 2n2 e também 4b+4n2µ < εr. Observemos que nossas escolhas
implicam que q2 > cr.

Seja

a =
⌊(n+ δ

b+ 1

)
r
⌋

e seja λ dado pelo Lema 10. Vamos provar que supor a existência de
in�nitas soluções de (61) contradiz o Lema 10. Denotamos

A = cr1q
a
1q
b
2

∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣r−λ
e

B = cr1q
a
1q
b
2

∣∣∣α− p2

q2

∣∣∣.
Como

Ac−r1 = qa1q
b
2

∣∣∣α− p1

q1

∣∣∣r−λ,
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usamos (61) e (62) para conseguir

Ac−r1 < q
a−µ(r−λ)+(r+1)b
1

< q
n+δ
b+1

r+br+b−µr+µλ
1

<
(
q
n+δ
b+1

+b+ b
r
−µ+µλ

r

1

)r
.

Usando que b = µ− n/(b+ 1)− ε e λ ≤ δr + n2 temos

Ac−r1 <
(
q

δ
b+1

+δµ−ε+ b
r

+n2µ
r

1

)r
.

Lembrando que escolhemos δ e r tais que δ/(b + 1) + δµ < ε/2 e
4b+ 4n2µ < εr e, portanto, vale

Ac−r1 < q
−εr/4
1 .

Então, A < (c1q
−ε/4
1 )r e pela nossa escolha de q1 temos A < 1.

Também temos que

Bc−r1 < q
n+δ
b+1

1 qb−µ2

< q
n+δ
b+1

r+r(b−µ)

1

<
(
q
n+δ
b+1

+b−µ
1

)r
=
(
q

δ
b+1
−ε

1

)r
< (q

−ε/2
1 )r.

Logo
B < (c1q

−ε/2
1 )r < (c1q

−ε/4
1 )r < 1

pela escolha de q1.
Mas, o Lema 10 nos diz que max{A,B} > 1 e a contradição vem

de supormos que (61) tem in�nitas soluções.
�

Uma consequência deste resultado é que µ < 2
√
n, pois, escolhendo

s = b
√
nc temos que

µ ≤ n

b
√
nc+ 1

+ b
√
nc < n√

n
+
√
n = 2

√
n.

4. Aplicações do Teorema de Thue-Siegel.

Uma consequência do Teorema de Thue é o seguinte fato: dados α
um número algébrico de grau n ≥ 3 e um número real A temos que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ A

qn
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tem um número �nito de soluções. Notemos que este resultado é um
pouco mais forte que o Teorema de Liouville. A demonstração deste
fato é a seguinte. Para todo q

1
4 ≥ A temos que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ A

qn

≤ A

q
1
4

1

qn−
1
4

≤ 1

qn−
1
4

como n ≥ 3 temos que n− 1/4 > n/2 + 1 e, pelo Teorema de Thue, a
desigualdade tem apenas um número �nito de soluções.

Como consequência deste resultado Thue provou o seguinte Teo-
rema:

Teorema 10. Seja m um inteiro não-nulo. Então a equação

f(x, y) = a0x
n + a1x

n−1y + · · ·+ any
n = m 6= 0, (63)

onde n ≥ 3 e f(x, y) é um polinômio irredutível com coe�cientes intei-

ros, então a equação (63) tem um número �nito de soluções inteiras.

Demonstração. Quando y = 0 temos que f(x, 0) = m tem no
máximo duas soluções inteiras. Podemos supor sem perda de generali-
dade y > 0. Sejam α1, . . . , αn as n soluções de

f(z, 1) = 0.

Temos que

|f(x, y)| =
∣∣∣a0

n∏
i=0

(x− αiy)
∣∣∣ = |m|,

então, pelo menos para algum i, digamos i = 1, temos que

|x− α1y| ≤ |a−1
0 m|1/n = B1.

Então, para i 6= 1,

|x− αiy| = |x− α1y + (α1 − αi)y|
≥ |α1 − αi|y − |x− α1y|.

Seja B2 = min |α1 − αi|, i = 2, . . . , n então

|x− αiy| ≥ B2y −B1

>
1

2
B2y para todo y > 2B1/B2.

Logo ∣∣a0(x− α1y)(B2y/2)n−1
∣∣ < |m|,
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isto é, ∣∣∣x
y
− α1

∣∣∣ < 1

yn

∣∣∣m
a0

∣∣∣( 2

B2

)n−1

≤ 1

yn−
1
4

,

quando

y1/4 >
|m|
|a0|

( 2

B2

)n−1

.

Notemos que α1 é um número algébrico de grau n, pois, f é irredu-
tível e α1 é raiz de f(z, 1) que é um polinômio irredutível de coe�cientes
inteiros.

Pelo Teorema de Thue,∣∣∣x
y
− α1

∣∣∣ ≤ 1

yn−
1
4

só pode ter um número �nito de soluções.
Logo a equação (63) só possui um número �nito de soluções.

�

Devido a este resultado as equações do tipo (63) são conhecidas
como equações de Thue.
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CAPíTULO 3

Uma demonstração do Teorema de Dyson

If a similar lemma could be proved for polynomials in

an arbitrarily large number of variables, the full result

could be deduced. The present paper probably repre-

sents the limit of what can be done with two variables

only. (F. J. Dyson [2])

1. Introdução

O principal objetivo deste capítulo é apresentar uma demonstração
do seguinte Teorema:

Teorema 11 (Dyson [2]). Seja α um irracional algébrico de grau

n. Se µ é um número real positivo tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ 1

qµ
(64)

possui in�nitas soluções, então µ ≤
√

2n.

Dyson publicou a demonstração deste Teorema em 1947. Dois anos
depois, Mahler publicou um artigo [3] com uma simpli�cação do único
Lema do artigo de Dyson. A principal simpli�cação do artigo de Mah-
ler é a introdução do índice de um polinômio em duas variáveis. A
demonstração do Teorema de Dyson apresentada neste texto é uma
adaptação da prova original de Dyson usando o resultado de Mahler.
Nosso intuito com essa abordagem é apresentar as principais ideias
presentes nos artigos de Mahler e Dyson e as principais di�culdades
que foram superadas por Roth visando generalizar estas ideias para
polinômios em várias variáveis.

2. Teorema de Mahler

Em seu artigo, Dyson provou o seguinte Lema:

Lema 11. Seja R(x, y) um polinômio com coe�cientes complexos e

de grau não excedendo u em x e s em y. Sejam

{x0, x1, . . . , xn} e {y0, y1, . . . , yn}
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dois conjuntos, cada um deles formado por n + 1 números complexos.

Sejam δ, λ, t0, t1, . . . , tn números reais tais que{
0 < δ < 1, λ ≥ 2δ−1, s ≤ 1

2
nδ(u+ 1);

0 ≤ ti ≤ s, λbt1 + 1c ≤ u+ 1, i = 0, 1, . . . , n.
(65)

Suponha que ( ∂
∂x

)l( ∂
∂y

)m
R(xi, yi) = 0 (66)

para todos inteiros i, l e m tais que

0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ m ≤ ti, 0 ≤ l ≤ λ(ti −m). (67)

Então

λ
n∑
i=0

(1 + btic)(ti −
1

2
btic) ≤

(
1 +

1

2
n(n+ 1)δ

)
(s+ 1)(u+ 1). (68)

Com este Lema Dyson foi capaz de provar o Teorema 11. O lado
esquerdo de (68) é aproximadamente o número de soluções de (66). A
estratégia usada por Dyson é seguinte: seja f o polinômio minimal de α,
vamos achar um polinômio R(x, y) com duas propriedades importantes.
A primeira delas é que o polinômio f(x0) divide todas as derivadas( ∂

∂x

)l( ∂
∂y

)m
R(x, y)

∣∣∣
x=x0,y=x0

,

quando l e m satisfazem as condições em (67). Portanto, as raízes
de f anulam essas derivadas. A segunda propriedade é que podemos
escolher p1/q1 e p2/q2 aproximações de α de forma que o Lema 11 nos
garante que existem l0 e m0 satisfazendo (67) tais que( ∂

∂x

)l0( ∂
∂y

)m0

R
(p1

q1

,
p2

q2

)
6= 0.

E utilizando o polinômio

R∗(x, y) =
( ∂
∂x

)l0( ∂
∂y

)m0

R(x, y),

conseguimos uma desigualdade para µ que implica que µ ≤
√

2n.
Optamos por substituir o Lema 11 pelo Teorema 12. A principal

vantagem desta escolha é que desta forma podemos introduzir algumas
ideias importantes da demonstração de Roth. A principal delas é o
índice.
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2.1. Wronskianos. Sejam u0(x), u1(x), . . . , ul−1(x) l polinômios
com coe�cientes racionais. Chamamos de wronskiano dos polinômios
u0, . . . , ul−1 o determinante

W (u0(x), . . . , ul−1(x)) = det
( 1

µ!

dµuλ(x)

dxµ

)
(λ, µ = 0, 1, . . . , l − 1).

Esta de�nição é um pouco diferente da usual. Geralmente o wrons-
kiano é de�nido sem que as derivadas de ordem µ sejam multiplicadas
por (µ!)−1. Esta multiplicação servirá para amenizar o crescimento dos
coe�cientes dos polinômios resultantes e pode ser feita de forma que a
derivada do polinômio seja um polinômio de coe�cientes inteiros. Pode-
ríamos também de�nir o wronskiano de quaisquer funções satisfazendo
a classe de diferenciabilidade necessária, mas, como nossas aplicações
serão para polinômios, vamos nos restringir a este caso.

Os wronskianos são geralmente usados em critérios de dependência
linear. Usando as propriedades do determinante, é claro que o wronski-
ano de funções linearmente dependentes é nulo. A recíproca, em geral,
não é verdadeira, por exemplo, se f0(x) = x2 e f1(x) = x|x| temos que
o wronskiano de f0 e f1 é nulo, mas, estas funções são linearmente inde-
pendentes. Todavia, a recíproca é verdadeira para funções analíticas,
isto é, se f0, . . . , fl−1 são funções analíticas linearmente independen-
tes então seu wronskiano é não-nulo. Uma prova deste fato pode ser
encontrada em [14]. Apresentaremos aqui uma prova desse resultado
para polinômios.

Lema 12. Sejam u0, . . . , ul−1 l polinômios com coe�cientes racio-

nais. Temos que o wronskiano destes polinômios é identicamente nulo

se, e somente se, estes são linearmente dependentes.

Por simplicidade vamos ignorar os coe�cientes da forma (µ!)−1, pois
eles não interferem no resultado.

Antes de provar o Lema, vamos provar este mesmo resultado para
monômios. Para isto vamos utilizar a matriz de Vandermonde.

Seja

D =


1 · · · 1
d1 · · · dn
...

. . .
...

(d1)n−1 · · · (dn)n−1


o determinante de uma matriz de Vandermonde é:

V (d1, . . . , dn) = det(D) =
∏

1≤i<j≤n

(dj − di).
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Lema 13. O wronskiano dos monômios a1x
d1 , . . . , anx

dn é igual a

V (d1, . . . , dn)xd1+...+dn−(n2)
n∏
i=1

ai.

Demonstração. O wronskiano W (a1x
d1 , . . . , anx

dn) é igual a

det


a1x

d1 · · · anx
dn

a1d1x
d1−1 · · · andnx

dn−1

...
. . .

...
a1(d1)n−1x

d1−(n−1) · · · an(dn)n−1x
dn−(n−1)

 ,

onde (d)k = d(d− 1) . . . (d− k + 1).
Como o determinante é uma função multilinear nas colunas po-

demos por em evidência akx
dk em cada coluna e assim temos que

W (a1x
d1 , . . . , anx

dn) é igual a

xd1+···+dn
n∏
i=1

ai det


1 · · · 1

d1x
−1 · · · dnx

−1

...
. . .

...
(d1)n−1x

−(n−1) · · · (dn)n−1x
−(n−1)

 .

Como o determinante também é uma função multilinear nas linha
temos que W (a1x

d1 , . . . , anx
dn) é igual a

xd1+···+dn−(n2)
n∏
i=1

ai det


1 · · · 1
d1 · · · dn
...

. . .
...

(d1)n−1 · · · (dn)n−1

 .

Basta provarmos que o determinante acima é igual ao determinante
de D. Lembremos que (d)k = d(d−1) . . . (d−k+1) = dk +pk(d), onde
pk é um polinômio de grau k − 1. Por �m, observemos que pk(d) pode
ser escrito como combinação linear de (d)k−1, . . . , (d)2, (d)1, portanto,
executando operações nas linhas podemos reescrever o determinante
acima como o determinante de uma matriz de Vandermonde. �

Vamos fazer mais uma simpli�cação antes de provarmos o Lema
12. Para isto, de�nimos o grau inferior de um polinômio como o menor
expoente de todos os monômios de coe�cientes não-nulos. Nosso pró-
ximo Lema objetiva justi�car a seguinte observação: basta provarmos
o Lema 12 para polinômios de graus inferiores distintos.

Lema 14. Sejam u0, . . . , ul−1 polinômios linearmente independentes

com coe�cientes racionais. Então existe uma matriz A, n × n, com
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entradas racionais, tal que os polinômios v0, . . . , vl−1 de�nidos por

(v0, . . . , vl−1) = (u0, . . . , ul−1)A

são todos não-nulos e têm graus inferiores distintos. Como consequên-

cia, segue a seguinte igualdade:

W (v0, . . . , vl−1) = W (u0, . . . , ul−1) det(A).

Demonstração. Se dois polinômios u0 e u1 são linearmente inde-
pendentes, então a menos de uma reenumeração, existe uma combina-
ção linear gerando û1, um polinômio de grau inferior maior que o de u0.
Podemos repetir esse processo de forma a obter polinômios v0, . . . , vl−1

com graus inferiores em ordem crescente. Além disso, como todas as
operações realizadas com u0, . . . , ul−1 são operações elementares, pro-
vamos a existência da matriz A, que é invertível, pois é produto de
matrizes elementares.

Por �m, é claro de

(v0, . . . , vl−1) = (u0, . . . , ul−1)A

que vale
(v

(i)
0 , . . . , v

(i)
l−1) = (u

(i)
0 , . . . , u

(i)
l−1)A

para todo i ≥ 1. �

Para um polinômio u não-nulo e de coe�cientes racionais denotamos
MI(u) o monômio de u de grau inferior, isto é,

u = MI(u) + termos de grau estritamente maior.

Chamamos MI(u) de monômio inferior de u.

Demonstração do Lema 12. Caso u0, . . . , ul−1 são monômios, o
resultado segue do Lema 13. De fato, o determinante de Vandemonde
V (d1, . . . , dl) é não-nulo se, e somente se, d1, . . . , dl são dois a dois
distintos.

No caso geral, se u0, . . . , ul−1 são linearmente independentes temos,
pelo Lema 14, que existem v0, . . . , vl−1 tais que

W (v0, . . . , vl−1) = W (u0, . . . , ul−1) det(A) (69)

e, portanto, o wronskiano de u0, . . . , ul−1 é nulo se, e somente se, o
wronskiano de v0, . . . , vl−1 é nulo.

Seja MI(vj) = ajx
dj o monômio inferior de vj. Então a entrada

(i, j) da matriz do wronskiano é (wi,j(1+xri,j)) onde wi,j = aj(dj)i−1x
dj−i+1

e ri,j ∈ Q[x]. Repetindo os mesmos passos do Lema 13 obtemos

W (v0, . . . , vl−1) = detD(x)xd1+···+dn−(n2)
n∏
k=1

ak,
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onde a matriz D(x) = (dj)i−1(1 + xri,j). Notemos que D(0) = D.
Como o determinante é uma função contínua e det(D) 6= 0. Existe
uma vizinhança V de 0 tal que detD(x) 6= 0,∀x ∈ V .

Disto concluímos que W (v0, . . . , vl−1) 6= 0 e, por (69), concluímos
que W (u0, . . . , ul−1) 6= 0. �

O wronskiano de polinômios de coe�cientes racionais é um polinô-
mio de coe�cientes racionais. Nosso próximo passo é calcular o grau
deste polinômio. Para tanto vamos primeiro simpli�car os cálculos
provando que basta estimar o grau para polinômios de graus distintos.

Sejam u0, . . . , ul−1 polinômios linearmente independentes com coe-
�cientes racionais. Podemos achar polinômios v0, . . . , vl−1 linearmente
independentes tais que o grau de vk é menor que o grau de vk−1 para
todo 1 ≤ k ≤ l−1 e tais que cada vk é combinação linear dos polinômios
u0, . . . , ul−1.

Podemos supor que o grau de u0, digamos d0, é maior ou igual ao
grau de todos os outros polinômios. Logo, existem racionais c1, . . . , cl−1

tais que podemos de�nir

u1
λ(x) = cλu0(x) + uλ(x) (λ = 1, 2, . . . , l − 1)

de forma que u1
λ tem grau menor d0.

É claro que podemos repetir este processo para u1
1, . . . , u

1
l−1 e con-

seguir polinômios u0, u
1
1, u

2
2, . . . , u

2
l−1, tais que u1

1 é de grau d1 < d0 e
com grau de u2

λ menor que d1 para todo λ = 2, . . . , l − 1. E depois de
no máximo l − 1 passos conseguimos os polinômios v0, . . . , vl−1, onde
v0 = u0, . . . , vl−1 = ul−1

l−1, tais que seus graus são, respectivamente,
d0, . . . , dl−1, onde

d0 > d1 > . . . > dl−1.

Deste processo concluímos que o wronskiano de u0, . . . , ul−1 é igual
ao wronskiano de v0, v1, . . . , vl−1.

Lema 15. Sejam u0, . . . , ul−1 polinômios com coe�cientes racionais

de grau não excedendo d. Então o wronskiano de u0, . . . , ul−1 é um

polinômio de grau não excedendo l(d− l + 1).

Demonstração. Se u0, . . . , ul−1 são linearmente dependentes não
há o que fazer. Podemos supor que u0, . . . , ul−1 são linearmente inde-
pendentes e, pela observação anterior, que seus graus são d0, . . . , dl−1,
respectivamente, onde d0 > · · · > dl−1.

Temos, portanto, que

d0 ≤ d, d1 ≤ d− 1, . . . , dl−1 ≤ d− (l − 1).
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O wronskiano de u0, . . . , ul−1 é soma de l! termos da forma

± 1

(l − 1)!

di0u0(x)

dxi0
di1u1(x)

dxi1
. . .

dil−1ul−1(x)

dxil−1

onde {i0, . . . , il−1} = {0, 1, . . . , l − 1}. Cada um destes termos possui
grau limitado por

l−1∑
λ=0

(dλ − iλ) =
l−1∑
λ=0

dλ −
l−1∑
λ=0

(l − λ− 1)

≤
l−1∑
λ=0

(d− λ)− (l − λ− 1)

= l(d− l + 1),

como queríamos. �

2.2. O índice de polinômios em duas variáveis. Agora que
já apresentamos as propriedades do wronskiano, nosso próximo passo é
de�nir o índice de polinômios em duas variáveis. O índice é uma função
intrinsicamente ligada a expansão de Taylor do polinômio. Por isso é
extremamente conviniente �xarmos a notação: sejam R(x, y) ∈ R[x, y]
e i, j inteiros não-negativos denotamos

Ri,j(x, y) =
1

i!j!

∂i+j

∂xi∂yj
R(x, y).

Dada uma dupla (ξ, η) de números complexos e uma dupla r, s de
inteiros positivos de�nimos

c(i,j) = Ri,j(ξ, η).

De�nimos a função fR : N2 → [0,∞] por

fR(i, j) =

{
i
r

+ j
s

se c(i,j) 6= 0
∞ caso contrário.

De�nimos o índice θ de R(x, y) em (ξ, η) relativo à r, s por

θ(R) = min
(i,j)

fR(i, j).

Notemos que se R não é o polinômio nulo vale que θ(R) < ∞.
Temos que θ(R) ≥ 0 e que θ(R) = 0 se e somente se R(ξ, η) 6= 0.

A grosso modo, dizer que um polinômio possui um índice grande
signi�ca que a expansão de Taylor deste polinômio possui termos ini-
ciais nulos. E conseguir um polinômio R∗(x, y) tal que a expansão em
polinômio de Taylor em torno de (α, α) tem termos iniciais nulos é

47



uma das chaves para conseguirmos desigualdades para µ o expoente
que aparece em (11).

Buscamos uma relação entre o índice de um polinômio e o índice
de suas derivadas. Seja P (x, y) um polinômio e �xemos i0 e j0 inteiros
não-negativos. De�nimos P0(x, y) como

P0(x, y) =
( ∂
∂x

)i0( ∂
∂y

)j0
P (x, y).

Dados dois números reais (ξ, η) temos que os coe�cientes da expansão
de Taylor de P0 em torno de (ξ, η) são

c(i,j) =
1

i!j!

( ∂
∂x

)i( ∂
∂y

)j
P0(x, y)

∣∣∣
x=ξ,y=η

=
1

i!j!

( ∂
∂x

)i+i0( ∂
∂y

)j+j0
P (x, y)

∣∣∣
x=ξ,y=η

=
(i0 + i)!

i!

(j0 + j)!

j!
c(i+i0,j+j0).

Donde concluímos que

θ(P0) ≥ θ(P )−
(i0
r

+
j0

s

)
. (70)

O índice tem um bom comportamento em relação ao produto e a
soma de polinômios.

Lema 16. Sejam P,Q polinômios. Então, se calculamos todos os

índices na mesma dupla (ξ, η) relativos à r, s, temos que

θ(P +Q) ≥ min{θ(P ), θ(Q)}, (71)

θ(PQ) = θ(P ) + θ(Q). (72)

Demonstração. Vamos primeiro provar (71).
Temos que cP+Q(i, j) = cP (i, j) + cQ(i, j). Se

i

r
+
j

s
< min{θ(P ), θ(Q)},

temos que cP+Q(i, j) = 0.
Provaremos agora (72).
Existem inteiros não-negativos k0 e l0 tais que

k0

r
+
l0
s

= θ(P ),

o termo Pk0,l0(ξ, η) é não-nulo e ainda k0 é o menor inteiro não-negativo
com essa propriedade. Também existem inteiros não-negativos k1 e l1
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tais que
k1

r
+
l1
s

= θ(Q)

o termo Qk1,l1(ξ, η) é não-nulo e k1 é o menor inteiro não-negativo com
essa propriedade.

Escrevemos a expansão em polinômio de Taylor de P (x, y) e Q(x, y)
em torno de (ξ, η):

P (x, y) =
r∑

i0=k0

s∑
j0=0

Pi0,j0(ξ, η)(x− ξ)i0(y − η)j0

e

Q(x, y) =
r∑

i1=k1

s∑
j1=0

Qi1,j1(ξ, η)(x− ξ)i1(y − η)j1 .

Multiplicando temos

P (x, y)Q(x, y) =
r∑

i0=k0

s∑
j0=0

r∑
i1=k1

s∑
j1=0

Pi0,j0(ξ, η)Qi1,j1(ξ, η)(x− ξ)i0+i1(y − η)j0+j1 .

Assim temos que o coe�ciente de (x− ξ)k0+k1(y − η)l0+l1 é

Pk0,l0(ξ, η)Qk1,l1(ξ, η) 6= 0.

Logo θ(PQ) ≤ θ(P ) + θ(Q).
Mas θ(PQ) < θ(P ) + θ(Q) não pode ocorrer, pois os coe�cientes

de PQ são somas de produtos Pi0,j0(ξ, η)Qi1,j1(ξ, η) e estes são todos
nulos se

i0
r

+
j0

s
< θ(P ) ou se

i1
r

+
j1
s
< θ(Q).

�

2.3. Obtendo um polinômio a partir do Wronskiano. Fixe-
mos o polinômio

R(x, y) =
r∑

h=0

s∑
k=0

c(h,k)x
hyk

onde os coe�cientes c(h,k) são racionais não todos nulos. Sejam

θ0, θ1, . . . , θn

números reais satisfazendo

0 < θf ≤ 1 (0 ≤ f ≤ n),

e sejam
{ξ0, ξ1, . . . , ξn} e {η0, η1, . . . , ηn}

dois conjuntos de números complexos cada um destes com n + 1 ele-
mentos.
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Supondo que R(x, y) é de índice θf em (ξf , ηf ) temos que

Ri,j(ξf , ηf ) = 0 se i ≥ 0, j ≥ 0,
i

r
+
j

s
< θf , (73)

para todo 0 ≤ f ≤ n.
Consideremos as representações do polinômio R(x, y) da seguinte

forma

R(x, y) =
l−1∑
λ=0

uλ(x)vλ(y),

onde uλ e vλ são polinômios em uma variável tais que uλ é de grau no
máximo r e vλ é de grau no máximo s. É claro, tomando l − 1 = s e
vλ(y) = yλ, que existe pelo menos uma dessas representações. Escolhe-
mos uma destas representações que minimize l e, consequentemente,
obtemos que 1 ≤ l ≤ min{r, s} + 1. A minimalidade de l nos garante
que

u0, . . . , ul−1

são linearmente independentes. De fato, caso u0, . . . , ul−1 fossem line-
armente dependentes, poderíamos escrever, reordenando se necessário,
que

ul−1(x) =
l−2∑
λ=0

aλuλ(x),

onde os coe�cientes aλ são racionais, e assim teríamos

R(x, y) =
l−2∑
λ=0

uλ(x)
(
vλ(y) + aλvl−1(y)

)
contrariando a minimalidade de l.

Analogamente, temos que

v0, . . . , vl−1

são linearmente independentes.
Seja U(x) o wronskiano de u0, . . . , ul−1 e seja V (x) o wronskiano de

v0, . . . , vl−1. Pelo Lema 12, nenhum destes wronskianos é o polinômio
nulo. E, pelo Lema 15, o grau de U é no máximo l(r − l + 1) e o grau
de V é no máximo l(s− l + 1).

Para todo f tal que 0 ≤ f ≤ n de�nimos rf sendo a maior potência
tal que (x− ξf )rf divide U(x). De�nimos sf como a maior potência tal
que (y − ηf )sf divide V (y). Concluímos que U(x) é divisível por

n∏
f=0

(x− ξf )rf ,
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e que V (y) é divisível por
n∏
f=0

(y − ηf )sf .

E assim obtemos

r0 + r1 + · · ·+ rn ≤ l(r − l + 1),
s0 + s1 + · · ·+ sn ≤ l(s− l + 1).

}
(74)

Agora seja

W (x, y) = det
(
Rχ,µ(x, y)

)
, (χ, µ = 0, 1, . . . , l − 1),

onde

Rχ,µ(x, y) =
1

χ!µ!

l−1∑
λ=0

u
(χ)
λ (x)v

(µ)
λ (y).

Queremos provar que W (x, y) não é o polinômio nulo. Para isso basta
provar que U(x)V (y) = W (x, y) e desta forma concluir que W (x, y)
é produto de dois polinômios não-nulos. E este resultado é claro se
escrevermos os wronskianos

U(x) = det


u0(x) u1(x) . . . ul−1(x)

u
(1)
0 (x) u

(1)
1 (x) . . . u

(1)
l−1(x)

...
...

. . .
...

1
(l−1)!

u
(l−1)
0 (x) 1

(l−1)!
u

(l−1)
1 (x) . . . 1

(l−1)!
u

(l−1)
l−1 (x)


e

V (y) = det


v0(y) v

(1)
0 (y) . . . 1

(l−1)!
v

(l−1)
0 (y)

v1(y) v
(1)
1 (y) . . . 1

(l−1)!
v

(l−1)
1 (y)

...
...

. . .
...

vl−1(y) v
(1)
l−1(y) . . . 1

(l−1)!
v

(l−1)
l−1 (y)

 ,

e usarmos que o produto dos determinantes é o determinante dos pro-
dutos.

Fixemos f ∈ {0, 1, . . . , n}. Então, o índice de R(x, y) em (ξf , ηf )
relativo à r, s é θf ; por (70) o índice de Rχ,µ(x, y) em (ξf , ηf ) é pelo
menos

max
{

0, θf −
χ

r
− µ

s

}
.

Lembremos que W (x, y) é soma de l! termos da forma

±Ri0,0(x, y)Ri1,1(x, y) . . . Ril−1,l−1(x, y),
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onde {i0, . . . , il−1} = {0, 1, . . . l−1}. Por (72), o índice de cada um dos
l! termos é pelo menos

l−1∑
λ=0

max
{

0, θf −
iλ
r
− λ

s

}
≥

l−1∑
λ=0

max
{
− iλ
r
, θf −

iλ
r
− λ

s

}
=

l−1∑
λ=0

max
{

0, θf −
λ

s

}
−

l−1∑
λ=0

iλ
r
.

Usando que
l−1∑
λ=0

iλ
r

=
l−1∑
λ=0

λ

r
=
l(l − 1)

2r
,

e que, por (71), o índice da soma é maior ou igual ao menor dos índices,
concluímos que o índice de W (x, y) em (ξf , ηf ) é pelo menos

l−1∑
λ=0

max
{

0, θf −
λ

s

}
− l(l − 1)

2r
.

Mas U(x)V (y) é divisível por

(x− ξf )rf (y − ηf )sf

e, portanto,

1

i!j!

∂i+j

∂xi∂yj

(
U(x)V (y)

)∣∣∣
x=ξf ,y=ηf

é nulo se

i ≥ 0, j ≥ 0,
i

r
+
j

s
<
rf
r

+
sf
s

e é não-nulo se i = rf , j = sf .
De

U(x)V (y) = W (x, y)

temos que o índice de W em (ξf , ηf ) relativo à r, s é

rf
r

+
sf
s
.

Desta forma obtemos a seguinte relação

l−1∑
λ=0

max
{

0, θf −
λ

s

}
− l(l − 1)

2r
≤ rf

r
+
sf
s

(f = 0, 1, . . . , n). (75)
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2.4. Melhorando algumas estimativas. Vamos agora traba-
lhar com as desigualdades em (75). O Teorema de Mahler sairá de
manipulações algébricas com essas desigualdades.

Somando estas n+ 1 desigualdades e usando (74) obtemos

n∑
f=0

l−1∑
λ=0

max
{

0, θf −
λ

s

}
≤ (n+ 1)

l(l − 1)

2r
(76)

+
l(r − l + 1)

r
+
l(s− l + 1)

s
.

Nosso próximo passo é simpli�car a dupla soma à esquerda em (76).
De�nimos

Λf = min{bθfsc+ 1, l} (f = 0, 1, . . . , n), (77)

e assim temos

max
{

0, θf −
λ

s

}
=

{
θf − λ

s
se 0 ≤ λ ≤ Λf − 1,

0 se λ ≥ Λf .

Portanto,

l−1∑
λ=0

max
{

0, θf −
λ

s

}
=

Λf−1∑
λ=0

(
θf −

λ

s

)
=

1

2
Λf

(
2θf −

Λf − 1

s

)
, (78)

e assim conseguimos uma primeira simpli�cação. Sejam

X =
l

s
e Xf = min{θf , X} (f = 0, 1, . . . , n). (79)

Então

sXf = min{sθf , sX} = min{sθf , l}

e por (77) vale que

Λf − 1 ≤ sXf ≤ Λf , logo, Λf

(
2θf −

Λf − 1

s

)
≥ sXf (2θf −Xf ).

Juntando essa expressão com (76) e com (78) conseguimos provar
que

s

2

n∑
f=0

Xf (2θf−Xf ) ≤ (n+1)
l(l − 1)

2r
+
l(r − l + 1)

r
+
l(s− l + 1)

s
. (80)
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Agora vamos reescrever o lado direito da desigualdade com X no
lugar de l/s

(n+ 1)
l(l − 1)

2r
+
l(r − l + 1)

r
+
l(s− l + 1)

s

=
(

2l − l2

s

)
+
( l
s

+
(n− 1)l(l − 1)

2r

)
= s(2X −X2)

(
1 +

1

2−X

(1

s
+

(n− 1)(l − 1)

2r

))
= s(1− (1−X)2)

(
1 +

1

2−X

(1

s
+

(n− 1)(l − 1)

2r

))
,

Usando que
l ≤ min{r, s}+ 1 ≤ s+ 1

conseguimos a seguinte desigualdade
n∑
f=0

Xf (2θf−Xf ) ≤ 2(1−(1−X)2)

(
1+

1

2−X

(1

s
+

(n− 1)s

2r

))
. (81)

Agora seja δ um número real satisfazendo

0 < δ ≤ 1,

e escolhemos r e s satisfazendo

s ≥ 5

δ
, r ≥ 5(n− 1)s

2δ
.

Então

X =
l

s
≤ s+ 1

s
≤ 1 +

1

5
, 2−X ≥ 4

5
,

1

s
≤ δ

5
,

(n− 1)s

2r
≤ δ

5
,

e assim a temos a seguinte estimativa

1

2−X

(1

s
+

(n− 1)s

2r

)
≤ 5

4

(δ
5

+
δ

5

)
=
δ

2
,

e desta forma conseguimos estimar o lado direito de (81)
n∑
f=0

Xf (2θf −Xf ) ≤ (2 + δ)(1− (1−X)2). (82)

Voltemos a trabalhar com o lado esquerdo da desigualdade em (81).
Fixando f temos que

Xf (2θf −Xf )− θ2
f (1− (1−X)2) = θ2

f (1−X)2 − (θf −Xf )
2

é não-negativo, pois, ou X ≥ θf e, por (79), Xf = θf donde obtemos

θ2
f (1−X)2 − (θf −Xf )

2 = θ2
f (1−X)2 ≥ 0;
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ou X < θf , e, por (79), Xf = X e X < θf ≤ 1 e portanto, pela
diferença de quadrados, temos que

θ2
f (1−X)2 − (θf −X)2 = X(1− θf )

(
θf (1−X) + (θf −X)

)
≥ 0.

e desta forma conseguimos provar que

(1− (1−X)2)
n∑
f=0

θ2
f ≤

n∑
j=0

Xf (2θf −Xf ) ≤ (2 + δ)
(
1− (1−X)2

)
.

Como (1−X)2 < 1, �nalmente obtemos
n∑
f=0

θ2
f ≤ 2 + δ.

Acabamos de provar o seguinte Teorema:

Teorema 12 (Mahler). Sejam δ, θ0, θ1, . . . , θn, n+2 números reais

satisfazendo

0 < δ ≤ 1, 0 < θ0 ≤ 1, . . . , 0 < θn ≤ 1,

e sejam r e s inteiros satisfazendo

s ≥ 5

δ
, r ≥ 5(n− 1)s

2δ
. (83)

Seja R(x, y) um polinômio não-nulo de grau não excedendo r em x
e não excedendo s em y, com coe�cientes racionais e denotamos

Ri,j(x, y) =
1

i!j!

∂i+j

∂xi∂yj
R(x, y).

Além disso, sejam

{ξ0, ξ1, . . . , ξn} e {η0, η1, . . . , ηn}

dois conjuntos com n+ 1 elementos cada. Se

Ri,j(ξf , ηf ) = 0 para todo i ≥ 0, j ≥ 0,
i

r
+
j

s
< θf , f = 0, 1, . . . , n,

então

θ2
0 + θ2

1 + · · ·+ θ2
n ≤ 2 + δ.

3. Teorema de Dyson

Agora que provamos o Teorema de Mahler estamos prontos para
iniciar a prova do Teorema de Dyson. Nosso primeiro passo será �xar
algumas condições iniciais.
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3.1. Condições iniciais. Nesta demonstração vamos escolher al-
gumas constantes satisfazendo diversas condições.

Seja α um inteiro algébrico de grau n > 1 e seja f(x) o polinô-
mio minimal de α. Temos que f(x) possui n raízes distintas αi e que
podemos escrever

f(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an

e assim de�nimos A = max{1, |a1|, . . . , |an|}.
Escolhemos 0 < δ ≤ 1/(16n). Como estamos supondo in�nitas

soluções de (64) podemos escolher p1, q1 tais que p1/q1 é solução e
satisfaz

δ2 log q1 > 4 log(2 + 2A) + 4 log(1 + |α|). (84)

Também podemos escolher p2, q2 tais que p2/q2 é solução de (64) e
satisfaz

log q2 >
5(n− 1)

δ
log q1. (85)

Escolhemos r inteiro satisfazendo

r >
16n log q2

δ log q1

>
log q2

δ log q1

. (86)

E também s inteiro satisfazendo
r log q1

log q2

≤ s < 1 +
r log q1

log q2

e consequentemente

q
r/s
1 ≤ q2. (87)

Destas escolhas temos que

5

δ
<

16n

δ
<
r log q1

log q2

≤ s. (88)

Também temos que

s log q2

r log q1

< 1 +
log q2

r log q1

< 1 + δ. (89)

donde conseguimos
qs2 < q

r(1+δ)
1 . (90)

Obtemos usando (89) e (85) que

r

s
>

log q2

log q1

(
1 + δ

)−1

>
5(n− 1)

2δ
. (91)

Notemos que, por (86) e (91), já garantimos que r e s satisfazem as
condições (83) do Teorema de Mahler.

Por �m, escolhemos B = bqδr1 c.
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3.2. Uma contagem em um conjunto de polinômios. Con-
sideremos o conjunto P de todos os polinômios

V (x, y) =
r∑
i=0

s∑
j=0

vi,jx
iyj, (92)

com coe�cientes inteiros satisfazendo 0 ≤ vi,j ≤ B. Logo P tem

N = (B + 1)(s+1)(r+1)

polinômios.
Fixado V (x, y) ∈ P vamos considerar todas as derivadas

1

i!j!

( ∂
∂x

)i( ∂
∂y

)j
V (x, y)

tais que
i

r
+
j

s
< k (93)

onde k é dado por

k =

√
2 + 2δ

n+ ε2

e onde ε =
√

2nδ(2 + δ). Notemos que ε �ca pequeno com δ, ε é maior
que δ e que

ε ≤ 1

2

√
1 +

1

32n
< 1.

Seja N0 o número de soluções de (93). E seja

φ : {1, . . . , N0} −→
{

(i, j) : 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ s,
i

r
+
j

s
< k
}

uma bijeção. Denotamos por D a função que a cada polinômio V em
P associa a N0-upla D(V ) tal que a m-ésima coordenada de D(V ) é a
derivada

Vm(x, y) =
( ∂
∂x

)φ1(m)( ∂
∂y

)φ2(m)

V (x, y),

onde φ1(m) e φ2(m) são as coordenadas de φ(m).
Vamos estimar N0. Para isto vamos primeiramente �xar um j,

portanto, as soluções de
i

r
+
j

s
< k

são todos inteiros 0 ≤ i ≤ (k − j/s)r. Logo

N0 =

bskc∑
j=0

(
1 +

⌊(
k − j

s

)
r
⌋)
.
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Vamos, então, obter uma cota superior para N0:

N0 =

bskc∑
j=0

(
1 +

⌊(
k − j

s

)
r
⌋)

≤ (1 + bskc)(1 + kr)− (bskc+ 1)bskcr
2s

≤ (1 + sk)
(

1 + kr − bskcr
2s

)
≤ (1 + sk)

(
1 + kr − (sk − 1)r

2s

)
≤ (1 + sk)

(
1 +

kr

2
+

r

2s

)
= 1 + kr +

r

2s
+ sk +

k2rs

2
. (94)

Depois desta estimativa voltemos a trabalhar com o conjuntoD(V ).
Vamos associar a D(V ) uma nova N0-upla de polinômios T (V ), onde
a m-ésima coordenada de T (V ) é o resto da divisão de Vm(x, x) por
f(x).

Se olharmos para T (V ) como um conjunto de coe�cientes vemos
que possui nN0-uplas de coe�cientes. Vamos estimar os coe�cientes
dos polinômios em T (V ). Quando calculamos V em (x, x) temos a
soma de todos os monômios de mesmo grau e V tem no máximo s+ 1
monômios de mesmo grau, portanto, o valor absoluto dos coe�cientes
de V (x, x) é no máximo (1 + s)B. Os coe�cientes de Vm(x, x) são
produtos de coe�cientes de V (x, x) por binômios e disto concluímos
que os coe�cientes de Vm(x, x) são limitados por

2r+s(1 + s)B.

Vamos iniciar a divisão Vm(x, x) por f(x). O primeiro passo consiste
em multiplicar o polinômio mônico f(x) pelo o coe�ciente líder de
Vm(x, x) e subtrair de Vm(x, x). E assim obtemos que os coe�cientes
do polinômio resultante desta diferença são ou da forma u1 − au2 ou
da forma u, onde u, u1, u2 são coe�cientes de Vm(x, x) e a é coe�ciente
de f(x). Portanto, temos a estimativa |u1 − au2| ≤ |u1| + A|u2| ≤
(1 + A)2r+s(1 + s)B. Seja t o número de vezes que executamos esse
processo até o grau do polinômio resultante se torne menor que n.
Temos que os coe�cientes do polinômio resultante são limitados por
(1 + A)t2r+s(1 + s)B.
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Assim concluímos que o valor absoluto dos coe�cientes de elementos
de T (V ) não excede

M = (2(1 + A))r+s(1 + s)B.

Podemos estimar 2M + 1 por

2M + 1 < 2(2(1 + A))r+s(1 + s)(B + 1).

Sejam
T =

⋃
V ∈P

T (V )

e N ′ o número elementos em T . Usando nossas estimativas concluímos
que

N ′ ≤ (2M + 1)nN0

≤ (B + 1)nN02nN0(1 + s)nN0(2(1 + A))(r+s)nN0

Por (84), temos que

δ2 log q1 > 4 log(2(1 + A))

donde obtemos

(2(1 + A))r+s < (2(1 + A))2r < q
δ2r
2

1 .

Também vale que 2(1 + s) < 2s+1 < 2r < q
δ2r
4

1 e como B = bqδr1 c
temos que B + 1 > qδr1 e assim conseguimos mostrar que

2(2(1 + A))r+s(1 + s) < (B + 1)δ.

Logo nossa nova estimativa para N ′ é:

N ′ < (B + 1)(1+δ)nN0 .

Vamos provar que nN0(1 + δ) < (s+ 1)(r+ 1). Por (94) temos que

(1 + δ)nN0 ≤ (1 + δ)n
(

1 + rk +
r

2s
+ sk +

k2rs

2

)
.

Como
k2

2
rs(1 + δ)n = rs− ε2rs

2(n+ ε2)
,

vale que

nN0(1 + δ) ≤ n(1 + δ)
(

1 +
(
k +

1

2s

)
r + ks

)
+ rs− ε2rs

2(n+ ε2)
.

Vamos agora provar que

n(1 + δ)
(

1 +
(
k +

1

2s

)
r + ks

)
<

ε2rs

2(n+ ε2)
.
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Usando que k < 1 e s < r obtemos que

n(1 + δ)
(

1 +
(
k +

1

2s

)
r + ks

)
< 8nr.

Portanto, basta mostrar que

8nr <
ε2rs

2(n+ ε2)
=

δ(2 + δ)rs

(1 + 2δ(2 + δ))
.

Mas isso é verdade, pois, por (88), vale

16n

δ
< s.

Concluímos que

nN0(1 + δ) < rs < rs+ s+ r + 1 = (s+ 1)(r + 1).

Segue que o números de elementos de T é estritamente menor que
o número de elementos de P . Logo, existem V1(x, y) e V2(x, y), dois
polinômios de P , tais que para todos i, j satisfazendo

i

r
+
j

s
< k

vale que
∂i+jV1

∂xi∂yj
(x, y)

∣∣∣
y=x

e
∂i+jV2

∂xi∂yj
(x, y)

∣∣∣
y=x

têm os mesmos restos na divisão por f(x).

3.3. Aplicando o Teorema de Mahler. Vamos aplicar o Teo-
rema de Mahler para R(x, y) = V1(x, y)−V2(x, y), θ0 = εk, ξ0 = p1/q1,
η0 = p2/q2, θ` = k e ξ` = η` = α` onde 1 ≤ ` ≤ n.

Vamos calcular a soma dos quadrados
n∑
`=0

θ2
` =

(
n+ ε2

)
k2

=
(
n+ ε2

)(2 + 2δ

n+ ε2

)
= 2 + 2δ.

Como R(x, y) = V1(x, y)− V2(x, y) temos que

Ri,j(α`, α`) = 0

para todo i, j satisfazendo

i

r
+
j

s
< k.
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Portanto, o Teorema de Mahler implica que existem i0 e j0 tais que

i0
r

+
j0
s
< εk

e tais que

Ri0,j0

(p1

q1

,
p2

q2

)
6= 0.

De�nimos

R∗(x, y) =
1

i0!j0!

( ∂
∂x

)i0( ∂
∂y

)j0
R(x, y).

Temos que ( ∂
∂x

)i( ∂
∂y

)j
R∗(x, y)

∣∣∣
x=α,y=α

= 0

todo i, j satisfazendo

0 ≤ i+ i0
r

+
j + j0

s
< k.

Logo ( ∂
∂x

)i( ∂
∂y

)j
R∗(x, y)

∣∣∣
x=α,y=α

= 0

para todo i, j tais que

0 ≤ i

r
+
j

s
≤ (1− ε)k.

3.4. Finalizando a demonstração. A expansão de R∗(x, y) em
polinômio de Taylor nos diz que

R∗(x, y) =
r∑
i=0

s∑
j=0

ci,j(x− α)i(y − α)j.

Os coe�cientes são da forma

ci,j =
1

i!j!

( ∂
∂x

)i( ∂
∂y

)j
R∗(x, y)

∣∣∣
x=α,y=α

=
r∑

ρ=0

s∑
σ=0

aρ,σ

( ρ!

i!i0!(ρ− i− i0)!

)( σ!

j!j0!(σ − j − j0)!

)
αρ−i−i0+σ−j−j0 ,

onde os coe�cientes aρ,σ são coe�cientes do polinômio R(x, y). Por (87),
temos que qr/s1 ≤ q2 e assim obtemos∣∣∣R∗(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≤ r∑
i=0

s∑
j=0

|ci,j|q−µi1 q−µj2 ≤
r∑
i=0

s∑
j=0

|ci,j|q
−µr( i

r
+ j
s
)

1 .
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Lembremos que ci,j = 0 se

i

r
+
j

s
< (1− ε)k

e assim ∣∣∣R∗(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≤ r∑
i=0

s∑
j=0

|ci,j|q−µr(1−ε)k1 .

Como aρ,σ é coe�ciente de R temos que

|aρ,σ| ≤ B.

O multinômio ( ρ!

i!i0!(ρ− i− i0)!

)
é termo da expansão do multinomial

(1 + 1 + 1)ρ,

donde concluímos que os coe�cientes ci,j são limitados por

B(r + 1)(s+ 1)3r+smr+s,

onde m = max{1, |α|}. Desta forma obtemos∣∣∣R∗(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≤ (r + 1)2(s+ 1)2B(3m)r+sq
−r(1−ε)kµ
1 .

Vamos majorar essa desigualdade por uma potência de q1. Por (84)
temos

s+ 1 < r + 1 ≤ 2r ≤ q
δ2r/4
1 .

Agora, por (84), também vale que

(3m)r+s ≤ (3m)2r ≤
(
(2 + 2A)(1 + |α|)

)2r
< qδ

2r.

Nossa estimativa superior é∣∣∣R∗(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≤ q
−r(1−ε)kµ+r(δ+2δ2)
1 . (95)

Vamos agora conseguir uma cota inferior. Sabemos que R∗(x, y) é
um polinômio de grau não excedendo r em x e não excedendo s em y
e todos os seus coe�cientes são inteiros. Portanto,

R∗

(p1

q1

,
p2

q2

)
é um racional não nulo e sua fração reduzida possui denominador não
excedendo

qr1q
s
2.
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Por (90), vale que qr(1+δ)
1 ≥ qs2 e disto temos∣∣∣R∗(p1

q1

,
p2

q2

)∣∣∣ ≥ q−r1 q−s2 ≥ q
−r(2+δ)
1 . (96)

Logo, por (95) e (96), temos que

q
−r(2+δ)
1 < q

−r(1−ε)kµ+r(δ+2δ2)
1 .

donde vale que

−r(2 + δ) ≤ rδ(1 + 2δ)− r(1− ε)kµ.
Assim conseguimos

(1− ε)kµ ≤ 2 + 2(δ + δ2)

e isolando µ concluímos que

µ ≤ 2

k(1− ε)
(1 + δ + δ2)

≤ 2
√
n+ ε2

(1− ε)
√

2 + 2δ
(1 + δ + δ2)

=
√

2
√
n+ ε2

(
1 + δ + δ2

(1− ε)(
√

1 + δ)

)
.

Como δ pode ser escolhido su�cientemente pequeno concluímos que
µ ≤
√

2n.
Dyson conjecturou que se alguém conseguisse provar um Lema si-

milar ao dele para várias variáveis então seria possível obter µ ≤ 2.
O Lema usado por Dyson foi aqui substituído pelo Teorema de

Mahler. Notemos que nossa estimativa para µ depende diretamente de
k e que, para aplicar o Teorema de Mahler, provamos que a soma dos
quadrados é maior que 2 + δ e por esse motivo aparece a raiz quadrada
na escolha de k.

Para conseguir um resultado melhor que o obtido por Dyson, utili-
zando estas mesmas técnicas, parece necessário conseguir um resultado
mais forte que o obtido por Mahler.
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CAPíTULO 4

O Teorema de Roth

My impression of his proof is that it is a struture,

inevitably of some complexity, every part of which �ts

into its proper place and carries its proper share of

the total load. (H. Davenport [24])

1. Introdução

Depois do artigo de Dyson, parecia evidente a necessidade de uti-
lizar polinômios em várias variáveis para se obter um resultado mais
forte. Entretanto, resultados análogos para polinômios com várias va-
riáveis são muito mais complicados.

Vamos agora apresentar uma segunda demonstração do Teorema de
Liouville e discutiremos o roteiro da prova do Teorema de Roth.

Teorema 13 (Liouville, versão 2). Seja α um número algébrico de

grau n ≥ 2. Dado ε > 0. Então existe apenas uma quantidade �nita

de racionais p, q ∈ Z tais que∣∣∣p
q
− α

∣∣∣ ≤ 1

qn+ε
. (97)

Demonstração. Passo 1: Construção de um polinômio que anule

α.
O primeiro passo é encontrar um polinômio P ∈ Z[x] que anule

α. Podemos utilizar o polinômio minimal de α sobre Q para obter um
polinômio nestas condições. Fixemos P (x) ∈ Z[x] um polinômio de
grau n que anule α.

Passo 2: A existência de soluções de (97) com denominador �grande�

implica na existência de raízes racionais para P .

Usando o fato que P (x) tem grau n e tem coe�cientes inteiros temos
que

P
(p
q

)
=
N

qn
para algum inteiro N.

Expandindo P (x) em torno de α temos

P (x) =
n∑
i=1

1

i!

diP

dxi
(α)(x− α)i.
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As soluções de (97) satisfazem |α− p/q| ≤ 1, logo temos

|N |
qn

=
∣∣∣P(p

q

)∣∣∣
≤
∣∣∣p
q
− α

∣∣∣( n∑
i=1

∣∣∣ 1
i!

diP

dxi
(α)
∣∣∣∣∣∣p
q
− α

∣∣∣i−1)
≤
∣∣∣p
q
− α

∣∣∣n max
1≤i≤n

∣∣∣ 1
i!

diP

dxi
(α)
∣∣∣

= B(α)
∣∣∣p
q
− α

∣∣∣ ≤ B(α)

qn+ε
.

onde

B(α) = n max
1≤i≤n

∣∣∣ 1
i!

diP

dxi
(α)
∣∣∣.

Temos que B(α) é uma constante positiva que depende somente de α
e P .

Segue que |N | ≤ B(α)/qε. Mas N é um inteiro, portanto:

Se
p

q
satisfaz (97) e q > B(α)1/ε, então P

(p
q

)
= 0.

Passo 3: O polinômio P não pode ter raízes racionais

O polinômio P é um polinômio de grau n que anula α, portanto, é
irredutível e não pode ter raízes racionais.

Passo 4: Completando a prova

Suponhamos que a desigualdade (97) tenha in�nitas soluções p/q ∈
Q. Isto implica na existência de uma solução p/q tal que q > B(α)1/ε.
O passo 2 nos diz que P (p/q) = 0, mas, o passo 3 nos diz que P não
pode se anular em um racional. Concluímos que a desigualdade (97)
não pode ter in�nitas soluções. �

Na demonstração do Teorema de Roth, provaremos que a in�nitude
de soluções de ∣∣∣α− h

q

∣∣∣ < 1

qk
, (98)

onde k > 2, nos permite escolher soluções distintas h1/q1, . . . , hm/qm
de forma a garantir a existência de um polinômio Q(x1, . . . , xm) que,
entre outras propriedades, não se anula em h1/q1, . . . , hm/qm. Este é
nosso passo 1.

O nosso passo 2 é mostrar que a expansão em polinômio de Taylor
de Q nos dá uma cota superior para Q(h1/q1, . . . , hm/qm), por exemplo:

|Q(h1/q1, . . . , hm/qm)| ≤ S.
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O nosso passo 3 é concluir que como Q(h1/q1, . . . , hm/qm) 6= 0,
então existe um limitante inferior:

0 < s ≤ |Q(h1/q1, . . . , hm/qm)|.
Por �m, nosso passo 4 essencialmente é concluir que S < s e, por-

tanto, supor que (98) possui in�nitas soluções, quando k > 2, nos leva
a uma contradição.

A parte mais trabalhosa da demonstração será provar a existência
deste polinômio Q. Para provarmos esse resultado precisamos de esti-
mativas para o índice de polinômios em várias variáveis e, para tanto,
iniciaremos com o estudo de wronskianos generalizados.

2. Teorema de Roth

2.1. Wronskianos no Teorema de Roth. Em seu trabalho [1],
Roth utilizou polinômios em várias variáveis para generalizar resultados
obtidos por Dyson. Em seu artigo, Dyson relata que a raiz quadrada
que aparece em sua estimativa está diretamente ligada ao fato dele ter
usado polinômios em duas variáveis e completou conjecturando que a
utilização de várias variáveis poderia culminar no resultado esperado.
O wronskiano é fundamental na demonstração do Teorema de Dyson e
sua versão para polinômios em várias variáveis, o wronskiano generali-
zado, é fundamental para o Teorema de Roth.

O wronskiano generalizado foi introduzido por Ostrowski e Roth
estava ciente que Siegel utilizou o wronskiano generalizado em um con-
texto semelhante ao seu. De�nimos, para polinômios em várias variá-
veis, o wronskiano generalizado do seguinte modo: sejam

φ0(x1, . . . , xp), · · · , φl−1(x1, . . . , xp)

l polinômios em p variáveis. Consideremos operadores diferenciais da
seguinte forma

∆ =
1

i1! . . . ip!

( ∂

∂x1

)i1
. . .
( ∂

∂xp

)ip
(99)

e chamamos i1 + · · ·+ ip a ordem do operador ∆. Sejam

∆0, . . . ,∆l−1

quaisquer operadores diferenciais da forma (99) cujas ordens são no
máximo 0, 1, . . . , l − 1, respectivamente. Chamamos o determinante

G1(x1, . . . , xp) = det
(

∆µφν(x1, . . . , xp)
)

(µ, ν = 0, . . . , l − 1)

de um wronskiano generalizado de φ0, . . . , φl−1. Se p = 1 e ∆0, . . . ,∆l−1

são de ordens distintas, então recuperamos o Wronskiano original. Caso
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p > 1 e l > 1 existem mais do que um wronskiano generalizado. Os
operadores possuem coe�cientes da forma

1

i1! . . . ip!

para amenizar o crescimento dos coe�cientes dos polinômios que surgem
depois que aplicamos tal operador. É claro que se φ0, . . . , φl−1 são
linearmente dependentes então todos os wronskianos generalizados são
nulos.

O Lema 17 nos diz que se todos os wronskianos generalizados são
identicamente nulos então os polinômios são linearmente dependentes.

Lema 17. Se φ0(x1, . . . , xp), . . . , φl−1(x1, . . . , xp) são l polinômios

linearmente independentes em p variáveis, com coe�cientes racionais,

então pelo menos um dos wronskianos generalizados não é identica-

mente nulo.

Demonstração. Fixemos k um inteiro estritamente maior que o
grau de todos os polinômios φ0, . . . , φl−1 em cada uma das variáveis
x1, . . . , xp. Consideremos os l polinômios

fν(t) = φν(t, t
k, . . . , tk

p−1

) (ν = 0, . . . , l − 1) (100)

em uma única variável t. Vamos provar que esses polinômios são line-
armente independentes. Escrevemos

φν(x1, . . . , xp) =
k−1∑
s1=0

· · ·
k−1∑
sp=0

b(ν)(s1, . . . , sp)x
s1
1 . . . xspp .

Suponhamos que os polinômios em (100) sejam linearmente dependen-
tes. Logo existem racionais c0, . . . , cl−1, não todos nulos, tais que

l−1∑
ν=0

cνfν(t) =
l−1∑
ν=0

cν

k−1∑
s1=0

· · ·
k−1∑
sp=0

b(ν)(s1, . . . , sp)t
s1+ks2+···+kp−1sp = 0.

Como a representação de inteiros na forma

s1 + ks2 + · · ·+ kp−1sp (0 ≤ s1 ≤ k − 1, . . . , 0 ≤ sp ≤ k − 1)

é única (pois a representação de um número da base k é única), te-
mos, para todo ν tal que cν 6= 0, que b(ν)(s1, . . . , sp) = 0 para todo
(s1, . . . , sp) e isso implica que todos os coe�cientes de φν são nulos o
que não pode acontecer, pois φ0, . . . , φl−1 são linearmente independen-
tes. Segue do Lema 12 que o wronskiano dos l polinômios em (100), a
saber

W (t) = det
( 1

µ!

( d
dt

)µ
φν(t, t

k, . . . , tk
p−1

)
)

(µ, ν = 0, . . . , l − 1),
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não é identicamente nulo.
Resta-nos escrever o wronskiano W (t) a partir dos wronskianos ge-

neralizados e com isso provar que existe um wronskiano generalizado
não-nulo.

Seja f : Rp → R um polinômio em p variáveis e seja g : R → Rp a
aplicação g(t) = (t, tk, . . . , tk

p−1
) temos que

d(f ◦ g)

dt
(t) =

p∑
i=1

( ∂f
∂xi
◦ g(t)

)dgi
dt

(t).

Como
dgi
dt

(t) = kitk
i−1,

podemos escrever o operador d/dt na forma

d

dt
=

∂

∂x1

+ ktk−1 ∂

∂x2

+ · · ·+ kp−1tk
p−1 ∂

∂xp
,

onde os operadores à direita são aplicados em um polinômio em x1, . . . , xp
e essas variáveis são substituídas por t, tk, . . . , tk

p−1
. Visando generali-

zar esta expressão, vamos calcular (d/dt)2:

d2(f ◦ g)

dt2
(t) =

p∑
i=1

p∑
j=1

( ∂2f

∂xi∂xj
◦g(t)

)dgi
dt

(t)
dgj
dt

(t)+

p∑
i=1

( ∂f
∂xi
◦gi(t)

)d2gi
dt2

(t).

Por indução em µ, vemos que o operador (d/dt)µ é expressado como
combinação linear de operadores diferenciais em x1, . . . , xp da forma
(99), de ordem não excedendo µ,( d

dt

)µ
= fµ,1(t)∆(1)

µ + · · ·+ fµ,r(t)∆
(r)
µ ,

onde r depende de µ, ∆
(1)
µ , . . . ,∆

(r)
µ são operadores de ordens não exce-

dendo µ e fµ,1(t), . . . , fµ,r(t) são polinômios com coe�cientes racionais.
Concluímos assim que W (t) pode ser escrito na seguinte forma:

det


φ0 φ1 . . . φl−1∑

i f1,i(t)∆
(i)
1 φ0

∑
i f1,i(t)∆

(i)
1 φ1 . . .

∑
i f1,i(t)∆

(i)
1 φl−1

...
...

. . .
...∑

i fl−1,i(t)∆
(i)
l−1φ0

∑
i fl−1,i(t)∆

(i)
l−1φ1 . . .

∑
i fl−1,i(t)∆

(i)
l−1φl−1

 .

Utilizando a linearidade do determinante, conseguimos a seguinte
expressão:

W (t) = g1(t)G(1)(t, tk, . . . , tk
p−1

) + · · ·+ gs(t)G
(s)(t, tk, . . . , tk

p−1

),

ondeG(1), . . . , G(s) são wronskianos generalizados de φ0, . . . , φl−1 e g1(t),
. . . , gs(t) são polinômios em t. Como W (t) não é identicamente nulo,
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existe pelos menos um i para o qual G(i)(t, tk, . . . , tk
p−1

) não é identi-
camente nulo e, portanto, G(i)(x1, . . . , xp) não é identicamente nulo.

�

2.2. Conseguindo um polinômio a partir do wronskiano.
Nosso objetivo é conseguir associar a um polinômio R(x1, . . . , xp) não-
nulo com coe�cientes inteiros um polinômio F (x1, . . . , xp) não-nulo com
coe�cientes inteiros tal que temos a decomposição F = UV onde U é
um polinômio em x1, . . . , xp−1 e V é um polinômio em xp.

Lema 18. Seja R(x1, . . . , xp) um polinômio em p ≥ 2 variáveis,

com coe�cientes inteiros, que não é identicamente nulo. Seja R de

grau no máximo rj em xj para j = 1, . . . , p. Então existe um inteiro l
satisfazendo

1 ≤ l ≤ rp + 1, (101)

e existem operadores diferenciais ∆0, . . . ,∆l−1 nas variáveis x1, . . . , xp−1,

de ordem no máximo 0, . . . , l − 1, respectivamente, tais que se

F (x1, . . . , xp) = det
(

∆µ
1

ν!

( ∂

∂xp

)ν
R
)

(µ, ν = 0, . . . , l − 1) (102)

então

(i) F tem coe�cientes inteiros e não é identicamente nulo;

(ii) temos

F (x1, . . . , xp) = U(x1, . . . , xp−1)V (xp), (103)

onde U e V têm coe�cientes inteiros e o grau de U é no má-

ximo lrj em xj para j = 1, . . . , p−1 e o grau de V é no máximo

lrp em xp.

Demonstração. Consideremos todas as representações de R na
forma

R(x1, . . . , xp) = φ0(xp)ψ0(x1, . . . , xp−1)+. . .+φl−1(xp)ψl−1(x1, . . . , xp−1),

onde φν e ψν são polinômios com coe�cientes racionais, o grau de φν é no
máximo rp e o grau de ψν é no máximo rj em xj para j = 1, . . . , p− 1.
É fácil achar uma representação desta forma tomando l − 1 = rp e
φν = xνp. Logo, tais representações existem. Escolhemos uma destas
representações com l minimal. Segue que 1 ≤ l ≤ rp + 1. Assim temos
que

φ0(xp), . . . , φl−1(xp)

são linearmente independentes. Suponhamos que não, isto é, temos,
por exemplo, que

φl−1 = d0φ0 + · · ·+ dl−2φl−2
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com coe�cientes racionais d0, . . . , dl−2 e desta forma concluímos que

R = φ0(ψ0 + d0ψl−1) + · · ·+ φl−2(ψl−2 + dl−2ψl−1),

contrariando a minimalidade de l. Analogamente, temos que

ψ0(x1, . . . , xp−1), . . . , ψl−1(x1, . . . , xp−1)

são linearmente independentes.
Seja W (xp) o wronskiano de φ0(xp), . . . , φl−1(xp). Sabemos, por-

tanto, que W é um polinômio com coe�cientes racionais, não identica-
mente nulo e que W se escreve na forma

W (xp) = det
( 1

µ!

( ∂

∂xp

)µ
φν(xp)

)
(µ, ν = 0, . . . , l − 1).

Seja G(x1, . . . , xp−1) um wronskiano generalizado de

ψ0(x1, . . . , xp−1), . . . , ψl−1(x1, . . . , xp−1)

que não é identicamente nulo, a existência de tal wronskiano é garantida
pelo Lema 17. Então

G(x1, . . . , xp−1) = det
(
∆µψν(x1, . . . , xp−1)

)
(µ, ν = 0, . . . , l − 1),

onde ∆0, . . . ,∆l−1 são certos operadores diferenciais da forma (99), mas
atuando sobre polinômios em p− 1 variáveis. Temos também que G é
um polinômio não-nulo em x1, . . . , xp−1 com coe�cientes racionais.

Podemos escrever

W = det


φ0 φ1 . . . φl−1
∂
∂xp

φ0
∂
∂xp

φ1 . . . ∂
∂xp

φl−1

...
...

. . .
...

1
(l−1)!

∂l−1

∂xl−1
p
φ0

1
(l−1)!

∂l−1

∂xl−1
p
φ1 . . . 1

(l−1)!
∂l−1

∂xl−1
p
φl−1


e

G = det


ψ0 ∆1ψ0 . . . ∆l−1ψ0

ψ1 ∆1ψ1 . . . ∆l−1ψ1
...

...
. . .

...
ψl−1 ∆1ψl−1 . . . ∆l−1ψl−1

 .

Multiplicando os dois determinantes e usando que o produto dos
determinantes é o determinante do produto obtemos

WG = det
( l−1∑
ρ=0

∆µ
1

ν!

( ∂

∂xp

)ν
φρ(xp)ψρ(x1, . . . , xp−1)

)
= det

(
∆µ

1

ν!

( ∂

∂xp

)ν
R
)

(µ, ν = 0, . . . , l − 1).
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Conseguimos construir F (x1, . . . , xp) = W (xp)G(x1, . . . , xp−1) como
em (102). Sabemos que F tem coe�cientes inteiros já que é o determi-
nante de uma matriz na qual as entradas são polinômios com coe�ci-
entes inteiros e que W,G têm coe�cientes racionais.

Suponhamos que h 6= 0, q > 1 e que a fração reduzida h/q seja
coe�ciente de xi11 . . . x

ip−1

p−1 em W . Temos que todos os monômios de G

são múltiplos de q, caso contrário, existe j tal que xi11 . . . x
ip−1

p−1 x
j
p é um

monômio de F com coe�ciente não-inteiro, o que não pode acontecer.
O mesmo ocorre para os coe�cientes de G, donde segue que existe um
racional g tal que os polinômios U(x1, . . . , xp−1) = gG(x1, . . . , xp−1) e
V (xp) = g−1W (xp) têm coe�cientes inteiros.

Finalmente, como W é um determinante de uma matriz l× l cujos
elementos são polinômios em xp de grau no máximo rp, segue que W ,
e portanto V , é de grau no máximo lrp. Analogamente, G, e portanto
U , é de grau no máximo lrj em xj para j = 1, . . . , p− 1. �

Nosso próximo Lema nos dá um limitante superior para o valor
absoluto dos coe�cientes de F a partir de um limitante superior para
os coe�cientes de R.

Lema 19. Seja R um polinômio satisfazendo as condições do Lema

18 e tal que seus coe�cientes têm valor absoluto não excedendo B. En-

tão todos os coe�cientes de F (x1, . . . , xp), de�nidos em (102), têm valor

absoluto não excedendo(
(r1 + 1) . . . (rp + 1)

)l
l!Bl2(r1+···+rp)l.

Demonstração. Lembrando a de�nição de F temos que

F = det
(

∆µ
1

ν!

( ∂

∂xp

)ν
R
)

(µ, ν = 0, 1, . . . , l − 1).

Usando a notação de multi-índice podemos escrever

R(x1, . . . , xp) =
∑
α

bαx
α,

onde α é um multi-índice da forma α = (i1, . . . , ip) tal que 0 ≤ ij ≤ rj,

xα = xi11 . . . x
ip
p e bα = b(i1, . . . , ip)
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assim F é o determinante da matriz

∑
α bαx

α ∂
∂xp

∑
α bαx

α . . . 1
(l−1)!

(
∂
∂xp

)l−1∑
α bαx

α

∆1

∑
α bαx

α ∆1
∂
∂xp

∑
α bαx

α . . . ∆1
1

(l−1)!

(
∂
∂xp

)l−1∑
α bαx

α

...
...

. . .
...

∆l−1

∑
α bαx

α ∆l−1
∂
∂xp

∑
α bαx

α . . . ∆l−1
1

(l−1)!

(
∂
∂xp

)l−1∑
α bαx

α

 .

Notemos que temos (r1 +1) . . . (rp+1) possíveis multi-índices distintos.
Vamos agora utilizar as propriedades do determinante para escrever

F como a soma de determinantes de matrizes formadas apenas por
monômios.

Olhando apenas para a primeira coluna e usando a linearidade do
determinante para a soma, conseguimos escrever F como a soma de no
máximo (r1 + 1) . . . (rp + 1) determinantes de matrizes onde a primeira
coluna é formada apenas por monômios. Prosseguimos com esse pro-
cesso para as próximas colunas. Obtemos assim, uma soma de determi-
nantes de matrizes formadas por monômios. Desta forma conseguimos

uma representação de F como soma de no máximo
(

(r1+1) . . . (rp+1)
)l

termos.
Agora cada um destes determinantes têm entradas da forma

b(i1,...,ip)∆µ
1

ν!

( ∂

∂xp

)ν
xi11 . . . x

ip
p ,

e já sabemos que |b(i1,...,ip)| ≤ B e como

∆µ
1

ν!

( ∂

∂xp

)ν
xi11 . . . x

ip
p = Axt11 . . . x

tp
p ,

para todos t1 ≤ i1, . . . , tp ≤ ip e o coe�ciente A, se não é nulo, é dado
por

A =

(
i1
t1

)
. . .

(
ip
tp

)
,

que tem como limitante

A ≤ 2i1+...+ip ≤ 2r1+...+rp .

Desta forma cada um dos l! termos da expansão de cada um dos
determinantes têm valor absoluto não excedendo

(B2r1+...+rp)l,

portanto, cada um dos
(

(r1 + 1) . . . (rp + 1)
)l

determinantes têm l!

termos de valor absoluto não excedendo (B2r1+...rp)l donde concluímos
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que os coe�cientes de F têm valores absolutos limitados por(
(r1 + 1) . . . (rp + 1)

)l
l!Bl2(r1+···+rp)l.

�

2.3. De�nindo o Índice. Dados um polinômio em p varíaveis
R(x1, . . . , xp) ∈ R[x1, . . . , xp], uma p-upla de números reais (α1, . . . , αp)
e uma p-upla de inteiros positivos r1, . . . , rp de�nimos a função fR :
Np → [0,∞] por

fR(i1, . . . , ip) =

{
i1
r1

+ · · ·+ ip
rp

se c(i1,...,ip) 6= 0,

∞ caso contrário,

onde c(i1,...,ip) é dado pela expansão de Taylor de R em α1, . . . , αp, isto
é,

R(α1 + y1, . . . , αp + yp) =
∑

(i1,...,ip)

c(i1,...,ip)y
i1
1 . . . y

ip
p .

Pela expansão em polinômio de Taylor �ca claro que

c(i1,...,ip) =
1

i1! . . . ip!

( ∂

∂x1

)i1
. . .
( ∂

∂xp

)ip
R(α1, . . . , αp).

De�nimos o índice θ de um polinômio R(x1, . . . , xp) em (α1, . . . , αp)
relativo à r1, . . . , rp por

θ = min
(i1,...,ip)

fR(i1, . . . , ip).

Notemos que se considerarmos apenas polinômios não-nulos temos
que θ(R) < ∞ para todo R. Além disso, θ(R) ≥ 0 e θ(R) = 0 se, e
somente se, R(α1, . . . , αp) 6= 0.

Vamos relacionar o índice de

R′(x1, . . . , xp) =
( ∂

∂x1

)k1
. . .
( ∂

∂xp

)kp
R(x1, . . . , xp)

em (α1, . . . , αp) relativo à r1, . . . , rp com o índice de R(x1, . . . , xp) cal-
culado nos mesmos pontos.

Temos que( ∂

∂x1

)k1
. . .
( ∂

∂xp

)kp
R(x1, . . . , xp) =∑
(i1,...,ip)
ij≥kj

i1!

(i1 − k1)!
. . .

ip!

(ip − kp)!
c(i1,...,ip)x

i1−k1
1 . . . xip−kpp .
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Portanto, fR′(i1 − k1, . . . , ip − kp) = fR(i1, . . . , ip) − (k1/r1 + · · · +
kp/rp) sempre que ij − kj ≥ 0 e assim temos que

θ(R′) = min
(i1,...,ip)
ij≥kj

fR′(i1 − k1, . . . , ip − kp)

= min
(i1,...,ip)
ij≥kj

fR(i1, . . . , ip)−
(k1

r1

+ · · ·+ kp
rp

)
≥ θ(R)−

(k1

r1

+ · · ·+ kp
rp

)
.

O próximo Lema nos apresenta outras duas propriedades do índice.

Lema 20. Sejam P,Q polinômios não identicamente nulos. Então,

se calcularmos todos os índices no mesmo ponto (α1, . . . , αp) relativos

à r1, . . . , rp, temos que

θ(P +Q) ≥ min{θ(P ), θ(Q)}, (104)

θ(PQ) = θ(P ) + θ(Q), (105)

onde (105) permanece verdadeiro se P é um polinômio em x1, . . . , xp−1

com índice calculado em (α1, . . . , αp−1) relativo à (r1, . . . , rp−1) e Q é

um polinômio em xp com índice calculado em αp relativo à rp.

Demonstração. Provaremos primeiro (104).
Temos que cP+Q(j1, . . . , jp) = cP (j1, . . . , jp) + cQ(j1, . . . , jp). Logo,

é claro que se
j1

r1

+ · · ·+ jp
rp
< min{θ(P ), θ(Q)}

temos que cP+Q(j1, . . . , jp) = 0.
Provaremos agora (105).
Seja Pind o polinômio formado pela soma de todos os monômios de

P cujo índice é igual ao índice de P . Analogamente, de�nimos Qind.
Temos que o polinômio

PindQind =
∑

(j1,...,jp)

∑
(k1,...,kp)

cP (j1, . . . , jp)cQ(k1, . . . , kp)x
j1+k1
1 . . . xjp+kp

p ,

é não-nulo e tem índice θ(PindQind) = θ(Pind) + θ(Qind) = θ(P ) + θ(Q).
Resta-nos provar que na multiplicação de P por Q todos os monô-

mios que não aparecem no produto PindQind possuem índice maior que
θ(P ) + θ(Q).

Seja (i1, . . . , ip) tal que existem (j1, . . . , jp) e (k1, . . . , kp) com a de-
composição

(i1, . . . , ip) = (j1, . . . , jp) + (k1, . . . , kp)
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e cP (j1, . . . , jp) 6= 0 e cQ(k1, . . . , kp) 6= 0. Se

i1
r1

+ · · ·+ ip
rp
≤ θ(P ) + θ(Q)

temos obrigatoriamente que

j1

r1

+ · · ·+ jp
rp

= θ(P ) e
k1

r1

+ · · ·+ kp
rp

= θ(Q),

caso contrário, teríamos ou
j1

r1

+ · · ·+ jp
rp
< θ(P )⇒ cP (j1, . . . , jp) = 0

ou
k1

r1

+ · · ·+ kp
rp
< θ(P )⇒ cP (k1, . . . , kp) = 0.

Assim temos que θ(PQ) = θ(P ) + θ(Q) como queríamos. �

2.4. Estimando o índice de um conjunto de polinômios.
Vamos �xar um conjunto de polinômios com algumas propriedades e
passaremos a investigar estimativas para o maior índice que um polinô-
mio neste conjunto pode atingir.

Dados um número real B ≥ 1 e uma m-upla de inteiros positivos
r1, . . . , rm denotaremos por Rm = Rm(B; r1, . . . , rm) o conjunto dos
polinômios R tais que

(a) R tem coe�cientes inteiros e é não-nulo;
(b) o grau de xj em R é no máximo rj;
(c) os coe�cientes de R têm valores absolutos menores ou iguais a

B.
Sejam q1, . . . , qm inteiros positivos e sejam h1, . . . , hm inteiros sa-

tisfazendo (hj, qj) = 1 para j = 1, . . . ,m. Seja θ(R) o índice de
R(x1, . . . , xm) no ponto (h1/q1, . . . , hm/qm) relativo à r1, . . . , rm. De�-
nimos

Θm(B; q1, . . . , qm; r1, . . . , rm) = sup θ(R)

onde o sup é calculado em todos os polinômios R ∈ Rm e para todos
os inteiros h1, . . . , hm que são, respectivamente, primos com q1, . . . , qm,
isto é, (hi, qi) = 1.

Observemos o duplo signi�cado de r1, . . . , rm: eles são ao mesmo
tempo limitantes para o grau das variáveis de R no item (b) e também
aparecem na de�nição de θ(R).

Notemos que estamos calculando o índice para todos as m-uplas
h1, . . . , hm de inteiros respectivamente primos com q1, . . . , qm e uma
outra forma de dizermos isto é dizer que estamos calculando os índices
para todas as m-uplas de racionais com denominador q1, . . . , qm.
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Nosso objetivo é estimar Θm(B; q1, . . . , qm; r1, . . . , rm) para tanto
obteremos uma fórmula indutiva no Lema 22. Para o cálculo de Θm

quandom ≥ 2 adicionaremos algumas hipóteses que não são necessárias
para a estimativa de Θ1(B; q1, r1).

Lema 21. Temos que

Θ1(B; q; r) ≤ logB

r log q
. (106)

Demonstração. Dados R ∈ R1 e h primo com q. Seja θ(R) o
índice de R em h/q relativo à r. Se θ(R) = 0 é claro que θ(R) ≤ logB

r log q
.

Suponhamos que θ(R) 6= 0. Seja k = θ(R)r. Pela de�nição de índice
temos que (x − h/q)k divide R(x) =

∑r
j=k cj(x − h/q)j. Portanto,

(qx−h)k divide R(x). Logo, existe um polinômio Q̂(x) com coe�cientes
racionais tal que vale R(x) = (qx−h)kQ̂(x). Podemos escrever Q̂(x) =
gQ(x) onde g é um racional eQ(x) é um polinômio primitivo, pelo Lema
de Gauss o produto (qx − h)kQ(x) é um polinômio primitivo donde
temos que g é um número inteiro. Disto concluímos que o coe�ciente
de maior grau de R(x) é múltiplo de qk = qθ(R)r desta forma qθ(R)r ≤ B
donde θ(R) ≤ logB/(r log q). �

Nos próximos Lemas estimaremos Θm. Para isto precisamos de
algumas hipóteses adicionais sobre r1, . . . , rm. A ideia principal do
Lema é: dado R ∈ Rm conseguir um polinômio �bom o su�ciente�
para a estimativa do índice e usar essa estimativa para o cálculo do
índice de R. Por �bom o su�ciente� queremos dizer que este novo
polinômio tem propriedades que facilitam o cálculo de seu índice, por
exemplo, sabemos que se F (x1, . . . , xp) = U(x1, . . . , xp−1)V (xp) vale
que θ(F ) = θ(U) + θ(V ). Ficará claro, ao �nal da demonstração do
Lema 23, a importância do Lema 18.

Lema 22. Seja p ≥ 2 um inteiro positivo e sejam r1, . . . , rp inteiros
positivos satisfazendo

rp > 10δ−1, rj−1/rj > δ−1 para j = 2, . . . , p, (107)

onde 0 < δ < 1. Sejam B ≥ 1 e q1, . . . , qp inteiros positivos. Então

Θp(B; q1, . . . , qp; r1, . . . , rp) ≤ 2 max
l
{Φ + Φ1/2 + δ1/2}, (108)

onde o máximo é calculado sobre todos os inteiros l tais que

1 ≤ l ≤ rp + 1, (109)

e onde

Φ = Θ1(M ; qp; lrp) + Θp−1(M ; q1, . . . , qp−1; lr1, . . . , lrp−1) (110)
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e

M = (r1 + 1)pll!Bl2plr1 . (111)

Demonstração. Sejam R ∈ Rp(B; r1, . . . , rp) e h1, . . . , hp inteiros
respectivamente primos com q1, . . . , qp. Temos que mostrar que o índice
θ(R) é menor que 2 maxl(Φ + Φ1/2 + δ1/2).

Sabemos pelo Lema 18 que existem um inteiro l satisfazendo (109)
e um polinômio F (x1, . . . , xp) com as propriedades (i) e (ii) do Lema
18. Pelo Lema 19, os coe�cientes de F têm valores absolutos menores
que (

(r1 + 1) . . . (rp + 1)
)l
l!Bl2(r1+···+rp)l.

De (107), temos que r1 > r2 > . . . > rp e assim concluímos que os
coe�cientes de F são menores que M de�nido em (111). Como

F = U(x1, . . . , xp−1)V (xp),

U, V têm coe�cientes inteiros e no produto entre U e V não ocorre
nenhuma soma entre os coe�cientes dos monômios resultantes, temos
que os valores absolutos dos coe�cientes de U e V são menores que M .

O polinômio U tem grau no máximo lrj em xj para j = 1, . . . , p−1,
e, portanto,

U ∈ Rp−1(M ; lr1, . . . , lrp−1).

Segue que o índice de U em (h1/q1, . . . , hp−1/qp−1) relativo à lr1, . . . , lrp−1

não excede
Θp−1(M ; q1, . . . , qp−1; lr1, . . . , lrp−1).

Donde obtemos que o índice de U relativo à r1, . . . , rp−1 não excede

lΘp−1(M ; q1, . . . , qp−1; lr1, . . . , lrp−1).

Analogamente, V ∈ R1(M ; lrp) e seu índice em hp/qp relativo à rp
não excede

lΘ1(M ; qp; lrp).

Pelo Lema 20, o índice de F = UV em (h1/q1, . . . , hp/qp) relativo à
r1, . . . , rp é a soma dos índices de U e V donde temos

θ(F ) ≤ lΦ. (112)

Como F foi construído no Lema 18 a partir do determinante de
algumas derivadas de R, usaremos esta relação para obtermos um li-
mitante superior para o índice θ(R) utilizando para isto o índice θ(F ).

Pelo Lema 18, F é o determinante de um polinômio com entradas
da forma

∆
1

ν!

( ∂

∂xp

)ν
R(x1, . . . , xp) (113)

78



onde o operador

∆ =
1

i1! . . . ip−1!

( ∂

∂x1

)i1
. . .
( ∂

∂xp−1

)ip−1

é de ordem w = i1 + · · · + ip−1 ≤ l − 1. Portanto, índice do polinômio
(113) em (h1/q1, . . . , hp/qp) relativo à r1, . . . , rp é pelo menos

θ(R)−
( i1
r1

+ · · ·+ ip−1

rp−1

)
− ν

rp
≥ θ(R)− w

rp−1

− ν

rp
≥ θ(R)− ν

rp
− δ,

onde usamos w ≤ (l − 1) ≤ rp < δrp−1, por (109) e (107). Usando que
o índice nunca é negativo temos que o índice do polinômio (113) é pelo
menos

max{0, θ(R)− ν/rp − δ}.
Se expandirmos o determinante da de�nição de F obtemos uma

soma de l! termos cada um da forma

±(∆µ0R)
(

∆µ1

1

1!

∂

∂xp
R
)
. . .
(

∆µl−1

1

(l − 1)!

( ∂

∂xp

)l−1

R
)
, (114)

onde ∆µ0 , . . . ,∆µl−1
são operadores diferenciais em x1, . . . , xp−1 e cujas

ordens destes operadores são no máximo l− 1. Pelo item (ii) do Lema
20, o índice de cada termo não-nulo é, pelo menos,

l−1∑
ν=0

max{0, θ(R)− ν/rp − δ} ≥
( l−1∑
ν=0

max{0, θ(R)− ν/rp}
)
− lδ.

Como F é soma de polinômios da forma (114) o item (i) do Lema 20
nos diz que

θ(F ) ≥
l−1∑
ν=0

max{0, θ(R)− ν/rp} − lδ.

Se θ(R)rp < l, temos que

l−1∑
ν=0

max{0, θ(R)− ν/rp} = r−1
p

∑
0≤ν≤θ(R)rp

(θ(R)rp − ν)

= r−1
p

(
θ(R)rp(bθ(R)rpc+ 1)− bθ(R)rpc

2
(bθ(R)rpc+ 1)

)
= r−1

p (bθ(R)rpc+ 1)
(
θ(R)rp −

bθ(R)rpc
2

)
≥ r−1

p (bθ(R)rpc+ 1)
θ(R)rp

2

≥ 1

2
θ(R)2rp.
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Se θ(R)rp ≥ l, temos

l−1∑
ν=0

max{0, θ(R)− ν/rp} =
l−1∑
ν=0

(θ(R)− ν/rp)

= θ(R)l − l(l − 1)

2rp

≥ θ(R)l − lθ(R)rp
2rp

=
1

2
lθ(R).

Logo

θ(F ) ≥ min
{1

2
lθ(R),

1

2
θ(R)2rp

}
− lδ. (115)

Combinando as desigualdades (112) e (115), obtemos

min
{1

2
lθ(R),

1

2
θ(R)2rp

}
≤ l(Φ + δ).

No primeiro caso 1
2
lθ(R) ≤ l(Φ + δ) temos que θ(R) ≤ 2(Φ + δ) e a

desigualdade (108) está satisfeita.
No segundo caso temos que

1

2
rpθ(R)2 ≤ l(Φ + δ) ≤ (rp + 1)(Φ + δ).

Como rp + 1 < 2rp por (107), donde temos

θ(R) ≤ 2(Φ + δ)1/2 ≤ 2(Φ1/2 + δ1/2)

e, também neste caso, a desigualdade (108) está satisfeita.
�

Notemos que poderíamos substituir a hipótese rj−1/rj > δ−1 no
Lema 22 por r1 > . . . > rp−1 e rp−1/rp > δ−1. Usaremos que rj−1/rj >
δ−1 apenas no Lema 23 quando aplicarmos a hipótese de indução.

Lema 23. Sejam m um inteiro positivo e δ satisfazendo

0 < δ < m−1. (116)

Sejam r1, . . . , rm de inteiros positivos satisfazendo

rm > 10δ−1, rj−1/rj > δ−1 para j = 2, . . . ,m. (117)

Sejam q1, . . . , qm inteiros positivos satisfazendo

log q1 >δ
−1m(2m+ 1), (118)

rj log qj ≥ r1 logq1 para j = 2, . . . ,m. (119)
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Então

Θm(qδr11 ; q1, . . . , qm; r1, . . . , rm) < 10mδ(1/2)m . (120)

Demonstração. Provaremos o Lema por indução em m. Caso
m = 1, temos, pelo Lema 21, que

Θ1(qδr11 ; q1; r1) ≤ log qδr11

r1 log q1

= δ ≤ 10δ1/2,

onde usamos que δ < 1.
Suponhamos que p ≥ 2 é um inteiro e que o Lema 23 seja válido

quando m = p − 1. Notemos (116) e (117) nos garantem que po-
demos utilizar o Lema 22. E assim Θm(qδr11 ; q1, . . . , qm; r1, . . . , rm) ≤
2 max{Φ + Φ1/2 + δ1/2}. Prosseguiremos com estimativas para M e Φ.

Queremos escrever M da forma qδlr para podermos proceder por
indução

M = (r1 + 1)pll!2plr1qδlr11 ≤
(

(r1 + 1)pl2pr1qδr11

)l
.

Usando que l ≤ rp + 1 < r1 + 1 ≤ 2r1 temos que

M < (2(2p+1)r1qδr11 )l < (e(2p+1)r1qδr11 )l.

Por (118) com m = p, temos que 2p+ 1 < δp−1 log q1, portanto vale

M < qδ1lr11 ,

onde
δ1 = δ(1 + p−1) (121)

Desta forma é claro que

Θ1(M ; qp; lrp) ≤ Θ1(qδ1lr11 ; qp; lrp) (122)

e

Θp−1(M ; q1, . . . , qp−1; lr1, . . . , lrp−1) (123)

≤ Θp−1(qδ1lr11 ; q1, . . . , qp−1; lr1, . . . , lrp−1).

Temos, pelo Lema 21, que o termo à direita em (122) é limitado
por

log(qδ1lr11 )

lrp log qp
≤ δ1lr1 log q1

lr1 log q1

= δ1,

onde usamos (119).
Queremos utilizar a hipótese de indução em (123). Vamos veri�car

que δ1 < (p − 1)−1, dado que δ1 > δ, esta é a única hipótese cuja
veri�cação não é trivial.
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Dado que δ1 = δ(1 + p−1) temos que

δ
(

1 +
1

p

)
≤ 1

p

(
1 +

1

p

)
=
p+ 1

p2
≤ 1

p− 1
.

Segue que

Θp−1(qδ1lr11 ; q1, . . . , qp−1; lr1, . . . , lrp−1) < 10p−1δ
(1/2)p−1

1 .

Como δ1 < 2δ, temos que

Φ < 2δ + 2(1/2)p−1

10p−1δ(1/2)p−1

≤ 2δ + 2(10p−1δ(1/2)p−1

)

< 3(10p−1δ(1/2)p−1

).

Aplicando o Lema 22 obtemos

Θp(q
δr1
1 ; q1, . . . , qp; r1, . . . , rp) < 2

(
3(10p−1δ(1/2)p−1

)+31/210(p−1)/2δ(1/2)p+δ1/2
)
.

Vamos simpli�car os três somandos à direita visando obter 10p(δ(1/2)p).
Utilizando que 0 < δ < 1 concluímos que

3(10p−1δ(1/2)p−1

) ≤ 3

10
10pδ(1/2)p

e que

δ1/2 ≤ 1

100
10pδ(1/2)p .

Por �m, como p ≥ 2 temos que 10(p+1)/2 ≥ 103/2 e assim

31/210(p−1)/2δ(1/2)p ≤ 31/2

103/2
10pδ(1/2)p .

Juntando as últimas quatro desigualdades e usando que

3

10
+
( 3

1000

)1/2

+
1

100
<

3

10
+
( 1

100

)1/2

+
1

100
<

1

2
,

concluímos que

Θp(q
δr1
1 ; q1, . . . , qp; r1, . . . , rp) < 2

( 3

10
+

31/2

103/2
+

1

102

)
10pδ(1/2)p

< 10pδ(1/2)p .

Como queríamos. �
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2.5. Um Lema combinatório. Nosso próximo Lema nos diz o
número máximo de soluções inteiras satisfazendo algumas desigualda-
des.

Lema 24. Se r1, . . . , rm são inteiros positivos e λ > 0, então o

número de soluções inteiras j1, . . . , jm das desigualdades

0 ≤ j1 ≤ r1, . . . , 0 ≤ jm ≤ rm,
j1

r1

+ · · ·+ jm
rm
≤ 1

2
(m− λ)

não excede

2m1/2λ−1(r1 + 1) . . . (rm + 1).

Demonstração. Provaremos este resultado por indução. Para o
caso m = 1 temos que o número de inteiros j1 satisfazendo

0 ≤ j1 ≤ r1, j1 ≤
1

2
(1− λ)r1

é no máximo r1 + 1 se λ ≤ 1 e 0 se λ > 1.
Suponhamos que m > 1 e que já sabemos que o resultado é válido

para m−1. Se λ ≤ 2m1/2 não há o que fazer pois o número de soluções
das primeiras desigualdades é (r1 + 1) . . . (rm + 1).

Suponhamos que λ > 2m1/2. Fixando jm temos que o número de
soluções j1, . . . , jm−1 de

0 ≤ j1 ≤ r1, . . . , 0 ≤ jm−1 ≤ rm−1,
j1

r1

+ · · ·+ jm−1

rm−1

≤ 1

2
(m− 1− λ′)

não excede

2(m− 1)1/2λ′−1(r1 + 1) . . . (rm−1 + 1)

onde λ′ = λ− 1 + 2jm/rm.
Logo temos que o total de soluções j1, . . . , jm não excede

rm∑
j=0

2(m− 1)1/2(λ− 1 + 2jm/rm)−1(r1 + 1) . . . (rm−1 + 1).

Portanto, para completarmos o Lema, basta provar que

r∑
j=0

(λ− 1 + 2j/r)−1 < λ−1(m− 1)−1/2m1/2(r + 1)

para inteiros positivos r e m com m > 1 e λ > 2m1/2.
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Caso r seja um número par temos

r∑
j=0

(
λ−

(r − 2j

r

))−1

=

r
2∑

j=− r
2

(
λ− 2j

r

)−1

= λ−1 +

r
2∑
j=1

((
λ− 2j

r

)−1

+
(
λ+

2j

r

)−1)

= λ−1 + 2λ

r
2∑
j=1

(
λ2 −

(2j

r

)2)−1

≤ λ−1 + 2λ

r
2∑
j=1

(λ2 − 1)−1

≤ λ−1 + rλ(λ2 − 1)−1

≤ (r + 1)λ−1(1− λ−2)−1,

onde usamos λ(λ2 − 1)−1 = λ−1(1− λ−2)−1.
Usando que λ > 2m1/2 temos que 1−λ−2 > 1− 1

4
m−1 > (1−m−1)1/2,

como queríamos.
Caso r seja um ímpar, temos

r∑
j=0

(
λ− r − 2j

r

)−1

=

b r
2
c∑

j=0

(
λ− r − 2j

r

)−1

+
r∑

j=d r
2
e

(
λ− r − 2j

r

)−1

=

b r
2
c∑

j=0

((
λ− r − 2j

r

)−1

+
(
λ+

r − 2j

r

)−1)

=

b r
2
c∑

j=0

2λ

λ2 −
(
r−2j
r

)2

=
(⌊r

2

⌋
+ 1
)

2λ(λ2 − 1)−1

=
(r

2
− 1

2
+ 1
)

2λ(λ2 − 1)−1

≤ (r + 1)λ(λ2 − 1)−1

= (r + 1)λ−1(1− λ−2)−1

e o resultado segue pelos mesmos cálculos usados no caso r par.
�
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2.6. A existência do polinômio desejado. Tudo o que foi feito
até aqui objetiva a demonstração do Lema 25. Este é o último Lema e o
único que aparecerá na demonstração do Teorema de Roth. Precisamos
aqui, da mesma forma que precisamos para o Teorema de Dyson, �xar
várias constantes.

Seja α um número irracional algébrico e suponha que a desigualdade∣∣∣α− h

q

∣∣∣ ≤ 1

qk
(124)

é satisfeita por uma in�nidade de pares de inteiros h, q com q > 0 e
k > 2.

Vimos no terceiro capítulo que basta provarmos o Teorema para
inteiros algébricos. Visando simpli�car nossos cálculos faremos esta
redução.

Se α é um inteiro algébrico existe um polinômio

f(x) = xn + a1x
n−1 + . . .+ an, (125)

com coe�cientes inteiros, tal que f(α) = 0. Seja

A = max{1, |a1|, . . . , |an|}. (126)

Vamos estabelecer algumas condições que devem ser satisfeitas por
m, δ, q1, h1, . . . , qm, hm, r1, . . . , rm (que serão escolhidos nesta exata or-
dem). Nos preocuparemos em provar que, de fato, o conjunto de nú-
meros que satisfazem estas condições é não-vazio apenas durante a de-
monstração do Teorema. Estas desigualdades serão hipóteses do Lema
25:

0 <δ < m−1, (127)

10mδ(1/2)m+2(1 + 3δ)nm1/2 <
1

2
m, (128)

rm > 10δ−1, rj−1/rj > δ−1 para j = 2, . . . ,m, (129)

δ2 log q1 > 2m+ 1+2m log(1 + A) + 2m log(1 + |α|), (130)

rj log qj ≥ r1 log q1. (131)

Notemos que essas desigualdades implicam as condições do Lema
23, pois (127) e (130) implicam que δ log q1 > m(2m+ 1). Sempre que
formos usar (130) estaremos, na verdade, usando uma das seguintes
desigualdades  δ2 log q1 > 2m+ 1;

δ2 log q1 > 2m log(1 + A);
δ2 log q1 > 2m log(1 + |α|).
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De�nimos λ, γ, η, B1 por

λ =4(1 + 3δ)nm1/2, (132)

γ =
1

2
(m− λ) (133)

η =10mδ(1/2)m , (134)

B1 =bqδr11 c. (135)

Notemos que (128) é equivalente à

η < γ. (136)

Notemos que B1 é necessariamente grande, pois r1 > 10 e qδ
2

1 >

e2m+1 ≥ e3. Logo vale q
1
2
δr1

1 < B1 que implica

q
1
2
δ2r1

1 < Bδ.
1 (137)

Lema 25. Suponhamos que as condições 127 - 131 estão satisfei-

tas e também que h1, . . . , hm são inteiros relativamente primos com

q1, . . . , qm, respectivamente. Então existe um polinômio Q(x1, . . . , xm)
com coe�cientes inteiros, de grau no máximo rj em xj para j = 1, . . . ,m,

tal que

(i) o índice de Q no ponto (α, . . . , α) relativo à r1, . . . , rm é pelo

menos γ − η;1
(ii) Q(h1/q1, . . . , hm/qm) 6= 0;
(iii) para todas as derivadas

Qi1,...,im(x1, . . . , xm) =
1

i1! . . . im!

( ∂

∂x1

)i1
. . .
( ∂

∂xm

)im
Q,

temos que

|Qi1,...,im(α, . . . , α)| < B1+3δ
1 . (138)

Demonstração. Consideremos P o conjunto de todos os polinô-
mios W (x1, . . . , xm) da forma

W (x1, . . . , xm) =

r1∑
s1=0

. . .

rm∑
sm=0

c(s1, . . . , sm)xs11 . . . xsmm , (139)

onde os coe�cientes c(s1, . . . , sm) são inteiros positivos satisfazendo

0 ≤ c(s1, . . . , sm) ≤ B1. (140)

O número de polinômios W em P é

N = (B1 + 1)r, (141)

1Notemos que γ − η > 0 por (136), caso contrário, este item não nos daria
informação alguma.
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onde
r = (r1 + 1) . . . (rm + 1). (142)

Consideremos todas as m-uplas j1, . . . , jm satisfazendo

0 ≤ j1 ≤ r1, . . . , 0 ≤ jm ≤ rm,
j1

r1

+ · · ·+ jm
rm
≤ γ. (143)

Denotamos por N0 o número de j1, . . . , jm satisfazendo (143). Pelo
Lema 24 e por (133), concluímos que N0 é limitado por

2m1/2λ−1r, (144)

onde r foi de�nido em (142).
Seja

φ : {1, . . . , N0} −→
{

(j1, . . . , jm), 0 ≤ j` ≤ r`,∀ 1 ≤ ` ≤ m,
j1

r1

+· · ·+jm
rm
≤ γ

}
uma bijeção.

Para cada polinômio W associamos uma N0-upla de polinômios
D(W ) onde a `-ésima coordenada é dada por

Wφ(`)(x1, . . . , xm) =
1

φ1(`)! . . . φm(`)!

( ∂

∂x1

)φ1(`)

· · ·
( ∂

∂xm

)φm(`)

W,

(145)
onde φi(`) é a i-ésima coordenada da função φ.

Logo, as coordenadas de D(W ) são as derivadas

Wj1,...,jm(x1, . . . , xm),

onde j1, . . . , jm satisfazem (143). Para cada N0-upla de polinômios
D(W ) associamos uma nova N0-upla de polinômios T (W ) onde a `-
ésima coordenada de T (W ) é dada pelo resto da divisão deWφ(`)(x, . . . , x)
por f(x), onde Wφ(`) é como em (145).

Denotamos por
Tj1,...,jm(W ;x),

o resto da divisão de Wj1,...,jm(x, . . . , x) por f(x).
Nosso interesse agora é estimar o maior valor absoluto dos coe�ci-

entes de todos os restos Tj1,...,jm(W ;x). Os coe�cientes de cada uma das
derivadas Wj1,...,jm(x1, . . . , xm) têm valores absolutos não excedendo

2r1+···+rmB1,

pois cada coe�ciente de Wj1,...,jm(x1, . . . , xm) é da forma

Bc(i1, . . . , im),

onde

B =

{ (
i1
j1

)
. . .
(
im
jm

)
se i` ≥ j`, ∀ 1 ≤ ` ≤ m;

0 caso contrário.
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Quando x1, . . . , xm são substituídos por x temos a soma dos coe�-
cientes associados a monômios de mesmo grau. Assim, os coe�cientes
em Wj1,...,jm(x, . . . , x) têm valores absolutos menores que r2r1+···+rmB1.
Nos resta considerar a operação de divisão do polinômio

Wj1,...,jm(x, . . . , x) = wsx
s + ws−1x

s−1 + · · ·+ w0,

por f(x), o polinômio minimal de α dado em (125). Supondo que s ≥ n
temos que nossa primeira operação é subtrair wsxs−nf(x) (note que
aqui estamos usando a redução para o caso em f(x) é um polinômio mô-
nico) e obtemos um novo polinômio cujos coe�cientes são ou da forma
w′−aw′′ ou da forma w, onde w,w′, w′′ são coe�cientes de Wj1,...,jm e a
um dos coe�cientes de f . Logo, os coe�cientes do novo polinômio têm
valores absolutos menores que |w′|+ |aw′′| < r2r1+···+rm(1 +A)B1, com
A de�nido como em (126). Repetindo o mesmo raciocínio temos que os
coe�cientes do resto Tj1,...,jm(W ;x) têm valores absolutos menores que

M = r2r1+···+rm(1 + A)s−n+1B1.

Seja
T =

⋃
V ∈P

T (V ).

Temos que T tem no máximo (2M + 1)nN0 elementos.
Podemos estimar 2M + 1 por:

2M + 1 ≤ r2r1+···+rm+1(1 + A)s−n+1(B1 + 1).

Vamos estimar o lado direito de tal forma a obter uma potência de
B1 + 1.

Usando que r1 > r2 > · · · > rm temos

2r1+···+rm+1 ≤ 2mr1 ,

mas também temos, por (130), que mr1 log 2 < mr1 log(1 + A) <

δ2r1 log q1 e isto implica que 2mr1 < qδ
2r1

1 < (B1 + 1)δ.
Também temos que

r = (r1 + 1) . . . (rm + 1) ≤ 2r1+...rm ≤ 2mr1 < (B1 + 1)δ. (146)

Como s ≤ r1 + · · ·+ rm ≤ mr1, obtemos que

(1 + A)s−n+1 ≤ (1 + A)mr1

por (130) temos que

m log(1 + A) < δ2 log q1

donde temos que (1 + A)mr1 < qδ
2r1

1 < (B1 + 1)δ.
Concluímos que

2M + 1 < (B1 + 1)1+3δ.
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Portanto T tem no máximo

(B1 + 1)(1+3δ)nN0

elementos.
Por (144) e da de�nição de λ em (132), temos

(1 + 3δ)nN0 ≤ 2(1 + 3δ)nm1/2λ−1r =
1

2
r < r,

portanto
(1 + 2M)nN0 < (1 +B1)r = N.

Vemos que o número de elementos em T é estritamente menor que
o número de polinômios W em P . Logo, temos que existem polinômios
W 1 e W 2 da forma (138) tais que

W 1
j1,...,jm

(x, . . . , x)−W 2
j1,...,jm

(x, . . . , x)

é divisível por f(x) para todo j1, . . . , jm satisfazendo (143). Denotando
W ∗ = W 1 −W 2, temos que todas as derivadas de

W ∗
j1,...,jm

(x1, . . . , xm)

são nulas quando x1 = · · · = xm = α. Pela de�nição de T o índice deW ∗

no ponto (α, . . . , α) relativo à r1, . . . , rm é pelo menos γ. Também os
coe�cientes deW ∗ são inteiros, não todos nulos e têm valores absolutos
não excedendo B1.

Vamos aplicar o Lema 23. O polinômio W ∗(x1, . . . , xm) pertence à

Rm(qδr11 ; r1, . . . , rm).

Pelo Lema 23, seu índice em (h1/q1, . . . , hm/qm) relativo à r1, . . . , rm
é menor que η, de�nido em (134). Logo W ∗ possui alguma derivada

Q(x1, . . . , xm) =
1

k1! . . . km!

( ∂

∂x1

)k1
. . .
( ∂

∂xm

)km
W ∗(x1, . . . , xm),

com
k1

r1

+ · · ·+ km
rm

< η,

tal que
Q(h1/q1, . . . , hm/qm) 6= 0.

O índice de Q no ponto (α, . . . , α) relativo à r1, . . . , rm é pelo menos
γ − η. Por (136) temos que γ − η > 0 e, portanto, Q possui índice po-
sitivo em (α, . . . , α) relativo à r1, . . . , rm. Logo, Q tem as propriedades
(i) e (ii) do enunciado.

Como os coe�cientes de W ∗ têm valores absolutos no máximo B1

segue que os coe�cientes de Q têm valores absolutos no máximo

2r1+···+rmB1 ≤ 2mr1B1 < B1+δ
1 ,

89



onde usamos que

2m log 2 ≤ 2m log(1 + A) ≤ δ2 log q1 (147)

e a observação (137).
Portanto, os coe�cientes de qualquer uma das derivadas de

Qi1,...,im(x1, . . . , xm)

têm valores absolutos menores que 2mr1B1+δ
1 < B1+2δ

1 . Assim segue que

|Qi1,...,im(x1, . . . , xm)| ≤ B1+2δ
1

r1∑
s1=0

· · ·
rm∑
sm=0

|xs11 . . . xsmm |

= B1+2δ
1 (1 + |x1|)r1 . . . (1 + |xm|)rm

donde concluímos que

|Qi1,...,im(α, . . . , α)| < B1+2δ
1 (1 + |α|)r1+···+rm ,

e isso implica (iii) já que, por (130), vale

2m log(1 + |α|) < δ2 log q1,

portanto, por (137), vale

(1 + |α|)mr1 < q
δ2r1/2
1 < Bδ

1.

�

2.7. Teorema de Roth.

Teorema 14 (Roth). Seja α um número irracional algébrico. Te-

mos que ∣∣∣α− h

q

∣∣∣ < 1

qk
,

tem in�nitas soluções somente se k ≤ 2.

Demonstração. Suponhamos que α é um inteiro algébrico, que
k > 2 e que ∣∣∣α− h

q

∣∣∣ < 1

qk
(148)

tem in�nita soluções. Nosso objetivo é provar que as in�nitas soluções
de (148) nos permitem escolher m, δ, q1, h1, . . . , qm, hm, r1, . . . , rm nas
condições do Lema 25.

Seja n o grau de α. Vamos escolher m satisfazendo m > 4nm1/2 e
também

2m

m− 4nm1/2
=

2

1− 4nm−1/2
< k, (149)
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o que só é possível pois k > 2. Para um δ su�cientemente pequeno
temos que

m− 4(1 + 3δ)nm1/2 − 2η > 0, (150)

onde η é dado por (134). Essa condição é exatamente (128). Escolhe-
mos δ satisfazendo (150), (127) e também satisfazendo

2m(1 + 4δ)

m− 4(1 + 3δ)nm1/2 − 2η
< k, (151)

o que é possível graças a (149) e pelo fato que η é pequeno quando δ é
pequeno.

A desigualdade (151) é equivalente a

m(1 + 4δ)

γ − η
< k, (152)

por (132) e (133). Vale notar que até aqui não usamos que (148) tem
in�nitas soluções. Nesta demonstração usaremos as in�nitas soluções
para conseguir a desigualdade contrária a (152).

Escolhemos h1/q1 solução de (148) com (h1, q1) = 1 e com q1 su-
�cientemente grande para satisfazer (130) e prosseguimos escolhendo
soluções h2/q2, . . . , hm/qm com (hi, qi) = 1 satisfazendo

log qj
log qj−1

>
2

δ
(j = 2, . . . ,m). (153)

Agora escolhemos um inteiro r1 satisfazendo

r1 >
10 log qm
δ log q1

, (154)

e também r2, . . . , rm satisfazendo

r1 log q1

log qj
≤ rj < 1 +

r1 log q1

log qj
(j = 2, . . . ,m). (155)

Assim a condição (131) está satisfeita.
A primeira desigualdade em (155) e a desigualdade em (154) impli-

cam que

rm ≥
r1 log q1

log qm
> 10δ−1

e por (155) temos

rj−1

rj
>
r1 log q1

log qj−1

(
1 +

r1 log q1

log qj

)−1

=
log qj

log qj−1

( log qj
r1 log q1

+ 1
)−1

.
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Usando novamente (155) conseguimos

rj log qj
r1 log q1

<
(

1 +
r1 log q1

log qj

) log qj
r1 log q1

=
log qj
r1 log q1

+ 1 ≤ log qm
r1 log q1

+ 1 <
1

10
δ + 1. (156)

Por (156), temos que( log qj
r1 log q1

+ 1
)−1

>
(

1 +
1

10
δ
)−1

>
1

2
,

e por (153) concluímos que

rj−1

rj
>

log qj
log qj−1

( log qj
r1 log q1

+ 1
)−1

>
2

δ

1

2
= δ−1.

Notemos que todas as condições do Lema 25 estão satisfeitas, e,
portanto, existe um polinômio Q(x1, . . . , xm) com as propriedades (i),
(ii) e (iii) do Lema 25. Como Q tem coe�cientes inteiros e não se anula
em (h1/q1, . . . , hm/qm) temos que

|Q(h1/q1, . . . , hm/qm)| =
∣∣∣ r1∑
j1=0

· · ·
rm∑
jm=0

c(j1, . . . , jm)
hj11
qj11

. . .
hjmm
qjmm

∣∣∣
>

1

qr11 . . . qrmm
.

Usando a desigualdade (156),

rj log qj
r1 log q1

<
1

10
δ + 1,

conseguimos

q
rj
j < q

r1(1+δ/10)
1 < q

r1(1+δ)
1 ,

para todo j = 1, . . . ,m. Disto concluímos que

|Q(h1/q1, . . . , hm/qm)| > q
−mr1(1+δ)
1 . (157)

Entretanto, expandindo Q em polinômio de Taylor em torno de
(α, . . . , α) temos

Q
(h1

q1

, . . . ,
hm
qm

)
=

r1∑
j1=0

· · ·
rm∑
jm=0

Qj1,...,jm(α, . . . , α)
(h1

q1

−α
)i1

. . .
(hm
qm
−α
)im

,

e sabemos pela propriedade (i) do Lema 25 que

Qj1,...,jm(α, . . . , α) = 0
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para todo j1, . . . , jm satisfazendo
j1

r1

+ · · ·+ jm
rm

< γ − η.

Como (155) implica que qj ≥ q
r1/rj
1 temos que

1

qj11 . . . qjmm
≤ q

−r1(
j1
r1

+···+ jm
rm

)

1 ,

logo para todo j1, . . . , jm tal que
j1

r1

+ · · ·+ jm
rm
≥ γ − η

vale que∣∣∣(h1

q1

− α
)j1

. . .
(hm
qm
− α

)jm∣∣∣ < 1

(qj11 . . . qjmm )k
≤ q

−r1(γ−η)k
1 .

Agora usando (iii) do Lema 25 temos∣∣∣Q(h1

q1

, . . . ,
hm
qm

)∣∣∣ =

r1∑
j1=0

· · ·
rm∑
jm=0

|Qj1,...,jm(α, . . . , α)|
∣∣∣h1

q1

− α
∣∣∣i1 . . . ∣∣∣hm

qm
− α

∣∣∣im
< (r1 + 1) . . . (rm + 1)B1+3δ

1 q
−r1(γ−η)k
1 .

Lembrando de (137) e de (147) temos que

(r1 + 1) . . . (rm + 1) ≤ 2mr1 ≤ Bδ
1,

portanto, vale que∣∣∣Q(h1

q1

, . . . ,
hm
qm

)∣∣∣ < B1+4δ
1 q

−r1(γ−η)k
1

< q
(1+4δ)δr1−r1(γ−η)k
1 .,

e esta desigualdade junto com (157) nos garante que

−mr1(1 + δ) < (1 + 4δ)δr1 − r1(γ − η)k,

ou, equivalentemente,

k <
m(1 + δ) + δ(1 + 4δ)

γ − η
.

Como δ(1 + 4δ) < 3δm temos que

k <
m(1 + 4δ)

γ − η
,

contrariando a desigualdade (152). Logo (148) não pode ter in�nitas
soluções quando k > 2.

�
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CAPíTULO 5

Aplicações e comentários.

1. Aplicações

Já apresentamos algumas aplicações quando falamos de números de
Liouville e quando provamos a �nitude de soluções para equações de
Thue.

Aplicação 1. O nosso próximo resultado é uma aplicação do Teo-
rema de Roth para polinômios homogêneos, isto é, polinômios tais que
seus monômios de coe�cientes não-nulos têm o mesmo grau. Encontra-
mos essa aplicação no livro de Lequain [11].

Proposição 7. Seja f(x, y) ∈ Q[x, y] um polinômio homogêneo de

grau d sem fatores múltiplos.

(a) Sejam ε > 0 e A > 0. Se d ≥ 2, então o sistema

0 < |f(x, y)| < Amax{|x|, |y|}d−2−ε

tem somente um número �nito de soluções em Z2.

(b) Se d ≥ 3 e se g(x, y) ∈ C[x, y] tem grau menor ou igual a

d− 3. Então, o sistema{
f(x, y) = g(x, y)
f(x, y) 6= 0

tem somente um número �nito de soluções em Z2.

Demonstração. (a) Suponhamos que o conjunto

S =
{

(x, y) ∈ Z2 : 0 < |f(x, y)| < Amax{|x|, |y|}d−2−ε}
seja in�nito. Podemos supor, sem perda de generalidade, que S possui
um número in�nito de elementos tais que |x| ≤ |y|. Assim o conjunto

S1 = {(x, y) ∈ Z2 : 0 < |f(x, y)| < A|y|d−2−ε} (158)

é in�nito.
Como f(x, y) é homogêneo de grau d e não tem fatores múltiplos

concluímos que ou f(x, y) é da forma

f(x, y) = β(x− α1y) · · · (x− αdy)
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ou da forma

f(x, y) = βy(x− α1y) · · · (x− αd−1y)

onde β, α1, . . . , αd ∈ C, β 6= 0, αi 6= αj se i 6= j.
No último caso temos que

f1(x, y) = f(x, y)/y = β(x− α1y) · · · (x− αd−1y).

Neste caso segue que

S1 = {(x, y) ∈ Z2 : 0 < |f1(x, y)| < A|y|d−3−ε}.
Portanto, em qualquer um dos casos, podemos supor que

f(x, y) = β(x− α1y) · · · (x− αry)

onde r = d ou r = d− 1.
Como S1 é in�nito, então existe αi, digamos i = 1, tal que o con-

junto

S2 = {(x, y) ∈ S1; |x− α1y| ≤ |x− αiy|, i = 1, . . . , r}
é in�nito.

Para todo i = 2, . . . , r e todo (x, y) ∈ S2, temos:

|x− αiy| ≥
1

2
(|x− αiy|+ |x− α1y|)

≥ 1

2
|α1y − αiy|

=
1

2
|y||α1 − αi|.

Visando estimar o valor absoluto de f calculado em elementos de
S2 escrevemos

|f(x, y)| = |β||x− α1y|
r∏
i=2

∣∣x− αiy∣∣,
e com isso obtemos

|f(x, y)| ≥ b|x− α1y||y|r−1 ∀(x, y) ∈ S2,

onde b = |β/2r−1
∣∣∏r

i=2 |αi − αi| > 0.
Lembramos que S2 ⊂ S1 e, portanto, temos

A|y|r−2−ε > |x− α1y|b|y|r−1 > 0 ∀(x, y) ∈ S2.

Como b e y são diferentes de zero podemos dividir por b|y|r para
obtermos

A/b

|y|2+ε
>
∣∣∣x
y
− α1

∣∣∣ > 0,
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para todo (x, y) ∈ S2. Como S2 é in�nito concluímos pela proposi-
ção 5 que α1 é um irracional. Pelo Teorema de Roth, temos que a
desigualdade

A/b

|y|2+ε
>
∣∣∣x
y
− α1

∣∣∣
possui um número �nito de soluções. Contrariando a hipótese de S ser
in�nito.

(b) Agora seja g(x, y) ∈ C[x, y] um polinômio de grau s. Podemos
escrever g na forma

g(x, y) =
∑
i+j≤s

bijx
iyj.

Temos, para todo (x, y) ∈ Z2, que

|g(x, y)| ≤
∑
i+j≤s

|bijxiyj| ≤ Amax{|x|, |y|}s

com A =
∑
|bij|.

O conjunto dos pares (x, y) ∈ Z2 tais que f(x, y) = g(x, y) e tais
que f(x, y) 6= 0 está contido no conjunto dos pares (x, y) ∈ Z2 tais que
0 < |f(x, y)| = |g(x, y)| < Amax{|x|, |y|}s. Portanto, temos, por (a),
que quando s ≤ d− 3, existe apenas um número �nito de soluções tais
que f(x, y) = g(x, y). �

Aplicação 2. Nossa próxima aplicação está presente no livro de
A.N. Parshin e I.R. Shafarevich [19].

Proposição 8. Seja {p1, . . . , pn} um conjunto formado por n nú-

meros primos. Seja P = {pi11 pi22 . . . pinn para todo (i1, . . . , in) ∈ Nn}.
Então a equação

x− y = c, c ∈ Z, c 6= 0, (159)

tem apenas um número �nito de soluções com x, y ∈ P .

Demonstração. Suponhamos que x, y seja uma solução de (159),
com

x = pi11 . . . p
in
n , y = pj11 . . . p

jn
n , ik, jk ∈ N.

Escrevemos

ik = 3ak + uk, jk = 3bj + wk, ak, uk, bk, wk ∈ N, uk, wk ≤ 2,

z = pa11 · · · pamm , t = pb11 · · · pbmm ,

então
Az3 −Bt3 = c,

onde A = pu11 . . . pumm e B = pw1
1 . . . pwmm . Seja

S = {pi11 . . . pinn , onde i1, . . . , in ∈ {0, 1, 2}}.
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Logo cada solução de x − y = c é solução de uma equação do tipo
Az3−Bt3 = c, onde A,B ∈ S. Como S é um conjunto �nito, temos que
se x−y = c tem um número in�nito de soluções, então, uma equação da
forma Az3 − Bt3 = c tem in�nitas soluções. Como vimos no Teorema
10, estas equações têm um número �nito de soluções. Portanto, as
equações do tipo (159) têm um número �nito de soluções em P . �

Aplicação 3. Nossa terceira aplicação foi encontrada em [20].
Fixemos r ∈ R, com r > 2. De�nimos uma função fr por

fr(x) =

{
1
qr

se x é uma fração irredutível p
q
com p 6= 0.

0 se x = 0 ou x é irracional.

Nosso interesse será analisar em quais pontos essa função é diferen-
ciável. Vamos veri�car inicialmente quais são os pontos em que essa
função é contínua.

Proposição 9. A função fr é contínua no zero e em todos os

irracionais, mas é descontínua em todos os racionais não-nulos.

Demonstração. Dado um racional não-nulo p/q, existe uma sequên-
cia xn formada por irracionais que converge para p/q, mas f(p/q) =
1/qr e f(xn) = 0 provando que fr não é contínua em p/q. Agora supo-
nhamos que α é 0 ou um irracional. Dado ε > 0 escolhemos n tal que
0 < 1/nr < ε. Pela proposição 4 existe δ > 0 tal que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < δ

somente se n < q. Assim, para toda sequência (xn)n convergindo para
α temos que se

|α− xn| < δ

então

|f(α)− f(xn)| < 1

qr
<

1

nr
< ε.

�

Vamos de�nir agora uma função conhecida como medida de irraci-
onalidade. Dado α ∈ R, de�nimos µ(α) como o menor número tal que
se δ > µ(α) então ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ ≤ 1

qδ

tem apenas um número �nito de soluções, onde p/q é uma fração redu-
zida. Notemos que o conjunto dos números de Liouville é precisamente
o conjunto

{α ∈ R : µ(α) =∞}.
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Já vimos na proposição 5 que µ(α) = 1 se α é racional e pelo Teorema
de Roth vimos que µ(α) = 2 para α irracional algébrico.

Vamos provar que o número a maioria dos números reais tem medida
de irracionalidade 2.

Proposição 10. Seja

T = {α ∈ R : µ(α) > 2}.
Então T tem medida nula.

Demonstração. Seja T0 = T∩[0, 1]. Como a medida de T0 é igual
a medida de T ∩ [n, n + 1] para todo n ∈ Z. Temos que basta provar
que T0 tem medida nula.

De�nimos os seguintes conjuntos

Tn =
{
α ∈ [0, 1] : µ(α) > 2 +

1

n

}
.

Temos que

T0 =
∞⋃
n=1

Tn.

De�nimos também os seguintes conjuntos

Ip,q =
(p
q
− 1

q2+ 1
n

,
p

q
+

1

q2+ 1
n

)
onde p, q são inteiros tais que 0 < p < q e também

I0,q =
(

0,
1

q2+ 1
n

)
e Iq,q =

(
1− 1

q2+ 1
n

, 1
)
.

Dado N ∈ N temos que

Tn ⊂
∞⋃
q=N

q⋃
p=0

Ip,q,

pois se α ∈ Tn então ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < 1

q2+ 1
n

tem solução para q ≥ N . Mas sabemos que

µ
( ∞⋃
q=N

q⋃
p=0

Ip,q

)
≤

∞∑
q=N

q∑
p=0

µ(Ip,q)

=
∞∑
q=N

2

q1+ 1
n

.
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Sabemos que
∑
q−1− 1

n converge. Logo, existe N tal que
∞∑
q=N

2

q1+ 1
n

< ε.

Consequentemente, temos que Tn tem medida nula. Como T0 é
união enumerável de conjuntos de medida nula temos que a medida de
T0 é nula. Como

T =
⋃
n∈Z

(
T ∩ [n, n+ 1]

)
temos que T tem medida nula. �

Uma consequência disto é que o conjunto dos número de Liouville
tem medida nula. Como enuncíamos na proposição 6.

Proposição 11. Seja r > 2. De�nimos

S = {α ∈ R : α é irracional e fr não é diferenciável em α}
e

T = {α ∈ R : µ(α) > 2}.
Então S ⊂ T .

Demonstração. Seja Sn o conjunto dos α irracionais tais que,
para todo δ > 0, existe x ∈ (α− δ, α + δ) tal que∣∣∣fr(x)− fr(α)

x− α

∣∣∣ =
∣∣∣ fr(x)

x− α

∣∣∣ > 1

n
.

Temos que

S =
∞⋃
n=1

Sn.

Pelo de�nição de Sn dado δ existem in�nitos racionais p/q ∈ (α −
δ, α + δ) satisfazendo∣∣∣∣∣fr

(
p
q

)
− fr(α)

p
q
− α

∣∣∣∣∣ =
1

qr
1∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > 1

n
.

Desta forma, conseguimos provar que∣∣∣α− p

q

∣∣∣ < n

qr

tem in�nitas soluções. Portanto, µ(α) > 2 e Sn ⊂ T, por �m, S ⊂
T. �

Temos, pela proposição 10, que S tem medida nula. Temos pela
proposição 11 e pelo Teorema de Roth a seguinte proposição:
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Proposição 12. Temos que fr é diferenciável em todos os números

algébricos de grau n ≥ 2 e descontínua em todos os racionais não-nulos.

2. Comentários

A demonstração do Teorema de Roth que apresentamos segue a
demonstração original apresentada no artigo de Roth [1]. Uma outra
demonstração foi obtida por Esnault e Viehweg, em 1984. Esta de-
monstração aparece no artigo [16], cujo título é �Dyson's Lemma for
polynomials in several variables (and the Theorem of Roth).�. Como
o próprio título já diz eles generalizaram o Lema de Dyson para vá-
rias variáveis e com isso provaram o Teorema de Roth. Uma outra
demonstração foi obtida por Corvaja [17] em 1992.

Existem também algumas generalizações do Teorema de Roth para
contextos diferentes. Ridout publicou, em 1958, uma generalização do
Teorema de Roth para números p-ádicos. O artigo de Ridout [15] segue
a estrutura do artigo de Roth, ele cita alguns Lemas do artigo de Roth
com as devidas modi�cações e assim consegue uma versão do Teorema
de Roth usando a métrica p-ádica.

LeVeque apresenta, em seu livro [12], o seguinte resultado:

Teorema 15. Seja K um corpo de números algébricos de grau N
e seja α algébrico de grau n ≥ 2 sobre K. Então para cada µ > 2 a

desigualdade

|α− ζ| < 1

(H(ζ))µ

tem apenas um número �nito de soluções ζ ∈ K.

Onde H(ζ) é a altura de ζ. Esta demonstração também segue os
passos da demonstração de Roth. Os interessados nesta generalização
podem se interessar pelo trabalho de Daniel Ishak [21]. Neste tra-
balho, Ishak segue as demonstrações do livro de LeVeque corrigindo
alguns problemas que surgem na generalização para corpos de números
algébricos.

O Teorema de Roth é também corolário do Teorema dos subespaços
de Schmidt provado em 1972.

Teorema 16 (Schmidt). Seja x = (x1, . . . , xm). Suponha que as

formas lineares

Li(x) = ai,1x1 + · · ·+ ai,mxm, i = 1, . . . ,m,

têm coe�cientes números algébricos e são linearmente independentes.

Seja δ > 0. Então, existe um número �nito de subespaços próprios de
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Qn tais que, todo x ∈ Zm não-nulo que satisfaz

|L1(x) . . . Lm(x)| < |x|−δ,
pertence um destes subespaços.

Uma demonstração deste Teorema pode ser encontrada no livro de
Schmidt [18].

Vamos mostrar como o Teorema do subespaço implica no Teorema
de Roth. Sejam m = 2, α um número algébrico, L1(x, y) = αy − x e
L2(x, y) = y. Para δ > 0 o Teorema do subespaço de Schmidt nos diz
que todos os pontos da forma (p, q) ∈ Z2 tais que

|αq − p||q| <
√
p2 + q2 ≤ max{|p|, |q|}−δ

pertence a um conjunto �nito de retas.
Se

|αy − x||y| < max{|x|, |y|}−δ (160)

possuir in�nitas soluções inteiras, então um número in�nitos de solu-
ções estão na mesma reta.

Seja x = ky, onde k ∈ Q, uma reta com in�nitas soluções de (160).
Seja (p0, q0) ∈ Z2 satisfazendo p0 = kq0 e p0 o menor inteiro positivo
com esta propriedade. Os pontos de coordenadas inteiras de x = ky
são da forma (tp0, tq0), onde t ∈ Z. E as soluções são da forma de (160)
satisfazem:

|tq0α− tp0||tq0| < max{|tq0|, |tp0|}−δ < |tq0|−δ max{1, |k|−δ}.
Da desigualdade acima conseguimos a desigualdade:

|t|2+δ < |q0|1−δ|q0α− p0|−1 max{1, |k|−δ}.
Portanto, o valor absoluto de t é limitado e (160) só pode ter um número
�nito de soluções.

Como (160) tem um número �nito de soluções concluímos que existe
c(α, δ) > 0 tal que ∣∣∣α− p

q

∣∣∣ > c(α, δ)

q2+δ

tem um número �nito de soluções e este é o Teorema de Roth.

3. Conclusão

A demonstração original do Teorema de Roth é bastante compli-
cada e é necessário trabalhar com várias variáveis restritas a várias
condições. Nessa dissertação optamos por demonstrar alguns dos prin-
cipais Teoremas que antecedem o Teorema de Roth e mostrar como as
ideias deles in�uenciaram a demonstração deste Teorema.
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Tentamos explorar algumas questões que surgem naturalmente ao
estudar este problema:

• Como é feita a transição de uma variável (Teorema de Liou-
ville) para duas variáveis e depois para várias variáveis?
• Como surgiu a ideia de utilizar o wronskiano generalizado?
• O que motivou Roth a de�nir o índice para polinômios em
várias variáveis?

As duas últimas questões são respondidas quando estudamos o tra-
balho de Dyson e Mahler e vemos como o wronskiano e o índice já
aparecem nestes trabalhos. Já a questão sobre o número de variáveis
é mais interessante. Em uma variável é clara a associação do número
algébrico ao seu polinômio minimal. A passagem para duas variáveis
ocorreu devido à tentativa de achar um polinômio melhor que o po-
linômio minimal para estudar as aproximações por números racionais.
Enquanto parecia claro que as técnicas usadas para estudar esse pro-
blema precisavam ser aperfeiçoadas para várias variáveis, a abordagem
utilizada por Roth não nos permite �xar o número de variáveis e estu-
dar o quão bem o método funciona neste caso. Uma das di�culdades
da demonstração é que o número de variáveis precisa satisfazer uma
desigualdade que depende do grau do número algébrico e de k, o ex-
poente de q na desigualdade (148). Se uma das principais di�culdades
das técnicas usadas para atacar esse problema é o grande número de
condições que devem ser satisfeitas, a passagem para o contexto de vá-
rias variáveis fazendo com que o número de variáveis ainda dependa de
certas condições faz com que o Teorema de Roth seja talvez inevita-
velmente difícil, mas, Roth foi muito bem sucedido, conseguindo uma
demonstração muito clara e bem estruturada.
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