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Resumo

Zaidan, A. E. Representações da álgebra de Lie de campos vetoriais sobre um toro
N-dimensional. 2015. 39 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Uni-
versidade de São Paulo, São Paulo, 2013.

O objetivo deste texto é apresentar uma classe de módulos para álgebra de Lie de campos
vetoriais em um toro ]V-dimensiona], Vect(]]'/'r). O caso ]V = 1 nos dá a famosa álgebra de Witt
(sua extensão central é álgebra de Virasoro). A álgebra Vect(TX) apresenta uma classe de módulos
parametrizada por módulos de dimensão finita da álgebra gtX.

Nosso objeto central de estudo são módulos induzidos dos módulos tensoriais de Vect(TX) para
Vect(TJv+i). Estes módulos apresentam um quociente irredutível com espaços de peso de dimensão
Hnita.

A álgebra Vect(TN) apresenta como subálgebra ;iJy+i. Com a restrição da ação de Vect(TX) a
esta subálgebra obtemos o carácter deste quociente.

Para obter um critério de irredutibilidade e construir sua realização de campo livre, consideramos

uma classe de módulos para Qi(lrX+i)/dQo(TW+i) x Vect(T/v), construída a partir de álgebras de
vértice. Quando restritos a Vect(T/v) estes módulos continuam irredutíveis a menos que apareçam
no chiral de de Rham.
Palavras-chave: Ãlgebra Toroidal Completa, Álgebra de Vértice, Ãlgebra de Watt, Chiral de de
Rham, Módulos sensoriais.
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Abstract

Zaidan, A. E.Representation of the Lie Algebra of Vector Fields on a Aí-Dimensionar
Tbrus. 2015. 39 f. Dissertação (Mestrado) Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de
São Paulo, São Paulo, 2015.

The goal of this text is to present a class of modules for the Lie algebra of vector fields in
a N-dimensionar torus, Vect('ll'W). The case N = 1 tive us the famous Witt algebra (its central
extension is the Virasoro algebra). The algebra Vect(TX) has a class of modules parametrized by
rinite dimensional glX-modulem.

The central object of our study are modules induced from tentar modules for Vect(T/'r) to
Vect(TJv+i). Those modules have an irreducible quotient such that every weight space has rinite
dimension.

The algebra Vect(TX) has as subalgebra slw+i. Restricting the action of Vect(T/v) to this
subalgebra we have the character of this quotient.

lb obtain a critreria for irreducibility and construct a free field reazilation, we consider a class of
modulem for Qi(T/v+l)/dQo(TX+i) x Vect(TX), constructed from vertex algebras. When restricted
to Vect(ll'X) thesse modules remam irreducible, unless they belongs to the chiral de Riam complex
Keywords: Chiral de Rham Complex, Full Toroidal Lie Algebra, Tensor Modules, Vertex Algebra,
Watt Algebra.

111





Sumário

Lista de Símbolos Vll

l

3

3

4
4

Introdução

l Módulos de Peso e Carácter
1.1 Módulos de peso
1.2 Módulos de Verme
1.3 Carácter

2 Álgebra Vect(TJV)
2.1 Algebra de Watt
2.2 Extensões Centrais e Generalização da Algebra de Witt
2.3 Âlgebra Toroidal

3 Módulo Tensorial
3.1 Módulo sensorial
3.2 Complexo de de Riam
3.3 Um Teorema de Rao
3.4 Carácteres dos Submódulos

11
11

12

12

14

4 Superálgebra de Vértice
4 ] Dpíinirães n Nn+npÃpq

4.2 Superâlgebras de Lie de Vértice

15

15

16

21

21

23

24

27

31

5 Módulos Limitados
3.1 Módulos Induzidos
5.2 Carácter dos A/lódulos Induzidos

3.3 Clritério para Irredutibilidade
3.4 Chiral de de Riam

A Algebras de Lie

B Represent ações 37

39Referências Bibliográficas

V



vi SUMÁRIO



Lista de Símbolos

K
M(.X)
z;(À)
M( }''' )
x(}'')

d.

bVect(T")
T(W, 'y)
q'n'(T")
W'(7, k)
H' (7, h)

}''(., ,)
«(;)-
«(,)b(z)

} .
HaÍ.

D

M(]")
L(W, 7, A)

Q
d

3

4

4

4
Õ

8

8

8

11

12

12

12

12

15

16

16

17

18

19

21

21

23

28

28

28

Vll



vl11 LISTA DE SÍR{BOLOS



Introdução

Recentemente, uma nova área da teoria das representações surgiu, a teoria de módulos limitados
para álgebra de Lie de dimensão infinita com uma Z/V-graduação densa. Para ,ÍV = 1 temos, como
exemplo, as álgebras de Kac-Moody afim e a álgebra de Virasoro. Neste caso, a principal ferramenta
para a teoria das representação é o conceito de módulo de Verme. No entanto, para J\r > 1 não há
maneira natural de se dividir ZX \ {0} em partes positiva e negativa.

Considere a álgebra de polinâmios de Laurent em AÍ variáveis complexas, Clt?:i, . . . , tlil. Sua
álgebra de derivações, chamada de álgebra de Watt, que é isomorfa a álgebra de campos vetoriais
em um toro N-dimensional, Vect(T/v) é um exemplo de uma álgebra com uma Z/V-graduação densa.
Esta álgebra apresenta uma classe de módulos de origem geométrica, que decorre dos elementos da
álgebra agirem em campos sensoriais como derivadas de Lie. Estes módulos, chamados de módulos
sensoriais, são parametrizados a partir de módulos de glW de dimensão finita.

Um teorema de E. Rao garante que módulos irredutíveis de glX dão origem a módulos sensoriais
irredutíveis para Vect(TJV), salvo quando estes pertencerem ao complexo de de Rham, os módulos
de k-formas diferenciais. Mlesmo estes sendo irredutíveis, seus módulos sensoriais podem não ser
irredutíveis.

Para dividir esta álgebra em parte positiva e negativa consideramos uma coordenada especial, no
nosso caso tomamos a coordenada to da álgebra Z) = Vect(TW+i). Para a decomposição triangular
consideramos a Z-graduação induzida pelo expoente da coordenada to. Podemos expandir a ação
de Vect(TX) no módulo sensorial para a parte positiva e nula da decomposição triangular. Assim,
podemos induzir a ação para toda álgebra, gerando uma nova classe de módulos

À/(7') = Indo.op+7'

Estes módulos têm seus espaços de peso com dimensão infinita, porém, um teorema de S. Berman
e Y. Billig [ll garantem que o quociente

L(7') (]")/M"',
onde A/"a é o submódulo maximal, tem os espaços de peso com dimensão finita.

Temos então dois problemas com relação a estes módulos, determinar seu carácter e obter um
critério de inedutibilidade. O caso /V = 1 foi estudado por Y. Billig, A Molev e R. Zhang l41. No
entanto o médoto aplicado por eles não funcionou para N maiores.

Uma álgebra toroidal completa é o produto semidireto da extensão central da álgebra multiloop
de uma álgebra de Lie pela álgebra de campos vetoriais em um toro. Um outro artigo de Y. Billig l21
apresenta uma categoria de módulos para álgebra toroidal completa utilizando álgebras de vértice.
A partir desse artigo obtemos uma representação de campo livre para estes módulos, e a partir dela
respondemos as duas perguntas.

Para o carácter devemos considerar a ação da subálgebra srJy+i C Vect(T/v+t). Obtemos que
o carácter coincide com um módulo de Veima generalizado para stw+i, porém o módulo não é
isomorfo a um módulo de Verme generalizado. Estes módulos foram chamados de módulos de
Wakimoto generalizados, por Y. Billig e V. Futorny l31.

Para o problema de irredutibilidade um teorema de Y. Billig e V. Futorny ISI garante condições
para certos módulos serem irredutíveis. Os módulos que este teorema não garante irredutibilidade
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2 LISTA DE SÍMBOLOS 0.0

aparecem em uma estrutura algébrica chamada Chiral de de Rha,m. A partir do operador diferencial
deste Chiral temos que estes módulos são na verdade redutíveis.

Organização do l\'atalho
No capítulo l apresentamos as definições de módulo de peso e de Verme, também apresentamos

a definição e propriedades do carácter de um módulo. Estas de6nições serão amplamente utilizadas

No capítulo 2 apresentamos nosso objeto de estudo, a álgebra de campos vetoriais em um toro
N'-dimensional, Vect(TJV). Apresentamos uma motivação física, a álgebra de Virasoro, que é uma
extensão centra! daquela álgebra. Por fim apresentamos a, álgebra. toroidal completa.

No capítulo 3 apresentamos um módulo para a álgebra Vect(1'"), o módulo sensorial T(W, ').
Apresentamos um teorema que descreve quando os módulos sensoriais são irredutíveis. Nos casos
em que o módulo tensorial não é irredutível, um teorema de Eswara Rao fornece muita informação
sobre as componentes irredutíveis. Uma novidade que aparece neste texto são os seus caracteres
que aparecem no final do capítulo.

No capítulo 4 é apresentada a estrutwua de superálgebra de vértice e algumas de suas proprie"
dades. Quatro dessas superálgebras são apresentadas, esta.s desempenham papel chave na represen-
tação de campos livres de Vect(lrX).

Finalmente, no último capítulo são apresentados dois teoremas de Vyacheslav Futorny e Yuly
Billig, o primeiro apresenta o carácter de módulos induzidos de Vect(TX) e o segundo expõe quais
condições estes módulos devem satisfazer para serem irredutíveis. Por íim, apresentamos a estrutura
do Chiral de de Rham.

Para compreensão do texto é recomendável uma certa familiaridade com álgebras de Lie e repre-
sentações de estruturas algébricas. Não possuindo-a não se desencoraje, os apêndices apresentam
toda informação necessária para acompanhar o texto para quem fez um curso básico de álgebra
linear e saiba as propriedades básicas do produto sensorial.

no textoX



Capítulo l

Módulos de Peso e Carácter

Neste capítulo são apresentadas as definições e algumas propriedades de módulo de peso e de
caráter de módulo, seguindo ]9], e também apresentamos as fórmulas dos caracteres dos módulos
de Verme t/(síW) e H(glW) que serão utilizadas mais adiante no texto.

1.1 Módulos de peso
Sda g uma álgebra de Lie semi-simples de dimensão finita sobre um corpo k de característica

0, b uma subálgebra de Carban de g, © um sistema de raízes e V um g-módulo de dimensão finita.
Sabemos que se V for de dimensão finita, então todo elemento de b será diagonalizável. Como b
é abeliana, temos que os elementos de b são simultaneamente diagonalizáveis. Assim, para todo
À c 1)*, podemos definia yÀ := {u C }'jVh c 1), h.u = À(h)u} e teremos

Quando VÀ # 0 dizemos que VÀ é um espaço de peso e que À é um peso de y. Mlesmo no caso de
dimensão inÊnita, se y for soma de espaços de peso, diremos que V' é um módulo de peso. Aqui vale
observei que os À podem ser vistos como auto-valores generalizados.

Ea;emp/o 1. A álgebra g pode agir sobre si mesma pela representação adjunta, neste caso os pesos
são as raízes de g.

Para Q, soja õ+ uma escolha de raízes positivas, dizemos que (para esta escolha de raízes
positivas) u # 0 é um vetar de peso máximo se para todo a c 11+, g.u = 0, onde g. é o espaço
de peso a da representação adjunta. No caso de um módulo ser gerado por um vetar de peso
máximo, diremos que este módulo ê de peso máximo. Além disso, podemos definir g+ = ©.cn+g. e
g = O.*cn ga onde 'D = 'D+,eternos aseguintedecomposição g = g Ob(i)ü+, quechamaremos
de decomposição triangular de g.

llrempZo 2. Seja g = sl2 e k :: (C, e tome a seguinte base para g

,-(? :), «-(ã .T:), .-(: ã)
Tomemos a seguinte subálgebra de Cartan f) :: <h> :: Ch e como parte positiva g+ = <e> = Ce, e
seja V := À4(À) o módulo gerado pelo vedor u de peso máximo À. Vamos mostrar como e e .f agem
neste módulo. Temos que e.u = 0 já que u é de peso máximo, pala / temos

h.f.u .f.h.« + l/., /l.« 2./'.u 2)/.«

h/leis geralmente, seja uO = u e ui = /.uá l temos

/z./.ui = .f.h.uá+ lh,/l.ui = (À 2i)/.ui 2/.ui = (À 2({+ 1))/.uã

3



4 MÕDULOSDEPESOECARÁCTER 1.3

Quanto à ação de e temos

e.ul = e./.uo = .f.e.uo + je, /luo = h.uo = Àuo

Para á > 0, temos

e.«i = e./.u:.l = ./.e.u{ i+hu{ l = .f.e.UÍ i+(À 2({--1))u{ l = >,(.X 2")«i 1 - ã(À+l--{)u{ l
n-:0

l&

Em resuirio, temos ü seguinte diagrama, onde cada ponto é um espaço de peso

h-À6 h-À4 À-À2
7- 3À - ã'''-xlt,Z - 2À 2

h-x

D3 U2

/ =1 / 1

Podemos observar que se, e somente se, À for inteiro positivo, existirá { tal que {(À + l á) = 0,
mais precisamente í = À + 1, ou seja, o espaço de peso ILX-2(= CuX+i) será anulado por e, disse
segue que

Cu,,,
n-: -- À -- l

é um submódulo de y. Este submódulo é o submódulo maximal de M(À) e assim de6nimos L(À)

Jv(À)/-L. Com isso, temos todos os módulos de dimensão Ênita de sl2. Clom efeito, dado um módulo
de dimensão finita n, este será isomodo a -L(n l).

1.2 Mlódulos de Verme

Do último exemplo de seção anterior podemos ver que o módulo -A/(À) poderia ser definido como
U(g )uo = {g.uoly C U(g )}, onde U(g') é a álgebra universal envelopante de g . Isto nos leva a
definição de módulo de Verme, nomeado em homenagem ao matemático Daya-Nand Verme.

Definição 1.2.!. Soja À € b*, e seja kÀ um módulo unidimensional para a sub-álgebra de Borel
b := b g+, onde h c f) age por multiplicação por À(h) e g+ age trivialmente. Definimos o móduZa
de berma de g de peso máximo À como sendo À4(À) = U(g) ®u(Ü) kÀ. Além disso, definimos
1,(À) = A4(À)/L, onde L é o submódulo ma"imal de M(À).

O Teorema PBW (veja B.0.11) implica que À4(À) é isomorfo a U(g') ® kÀ.
Uma generalização que podemos fazer com os módulos de Verma. é no lugar de fazermos o

produto sensorial por módulo unidimensional .15. de b, podemos fazê-lo por um módulo qualquer
(de dimensão finita) V' de uma sub-álgebra parabólica P, i e., uma sub-álgebra que contém uma
sub-álgebra de Borel.

Definição 1.2.2. Seja y um módulo de dimensão finita para a sub-álgebra parabólica P. Definimos
A4(}'') := U(g) WU(b) V como sendo o módulo de Verme generaZázado.

Novamente por PBW temos À/(V) = t/(g ) e)y. A partir de agora iremos nos referir ao módulo
de Verme generalizado pela sua sigla em inglês, GVM.

1.3 Carácter
Dado um módulo de peso y, uma outra maneira de descrevê-lo é através da dimensão dos seus

espaços de pesos- Em Zllb*ll, definimos, para cada À c b*, o símbolo formal ex. Estes símbolos
formais definem uma base de Zllb*ll. Com isto estamos prontos para apresentar a definição de
caráter de um módulo.



1.3 CARÁCTER 5

Definição 1.3.1. Dado um módulo de peso V', a seguinte soma formal X(b') c Zllí)*ll é definida
como sendo o carácter do módKZo V

X(}'') := >: dimyXe*

E empZo 3. Soja g = sÍ2 e considere y = Z,(2). Temos que y = bL2 © Uo a) We, cada um destes
espaços de peso tem dimensão um. Assim, o caráter de y é dado por

X(}') = e'2 + eO + c'

Agora, se considerarmos V = J\4(À), para À qualquer, temos

x0'') - >ll: .*-" - 1":7:í

Proposição 1.3.2 Sejam g urrza áZgeóra de Lie e y e W dois g-módziZos, erzfão ferrzos qz&e

x(}'' © w) + x(u') e x(I'' «, w)

Geralmente, o carácter de um módulo de Verme é representado pelo carácter da envelopante
universal da parte negativa. Em particular, o caracteres dos módulos de Verme das álgebras stW =
Clt:nl ® slN e glJV = Clt:UI ® gllv a) Ca são apresentado pela seguinte proposição:
Proposição 1.3.3. Temos gue

X(U (s [JV ) ) llp
k-l

sk)'/''''': e x(u(ã;)) = ll(i
k-l

.h)'v'

Demonstração. Obter estas fórmulas elegantes para os caracteres exige um conhecimento de fórmu-
las de caracteres, uma boa fonte que tem essas fórmulas é j121. Aqui iremos mostrar como calcular
a dimensão de um dado peso para um modulo de Verme para a álgebra slW (Para ver as estruturas
das raízes veja o Apêndice A).

Por exemplo, tome p = À 3ai 2a2 Vamos calcular a dimensão de UP em à/(À). Temos as
seguintes maneiras de chegarmos a p partindo de À utilizando as raízes:

e (IEI -- c1l -- (1l (112

e

e

e

e

e

-al .«l (al + a2) a2

al (al+ a2) (al+ a2)

ctl (2czl + a2) cvu

(2c-l + a2) (ai + a2)

cvi ai (ai + 2a2)

. (3al + 2ae)

Logo, dim(yp) = 7
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Capítulo 2

Álgebra Vect(TN)

Neste capítulo apresentamos inicialmente a álgebra de Witt, que coincide com a álgebra de
campos vetoriais em um círculo. Em seguida apresentamos a definição de extensão central e como
exemplo a álgebra de Virasoro, extensão central da álgebra de Watt. Aqui apresentamos nosso
objeto de estudo, uma generalização da álgebra de Witt, a álgebra de campos vetoriais em um toro,
Vect(ll'JV) . Por âm, apresentamos uma álgebra que será importante mais adiante, a álgebra toroidal
completa.

2.1 Álgebra de Witt
A álgebra de Witt l,r, nomeada em homenagem ao matemático Ernest Watt, é a álgebra de

derivações do anel (Cjz:til. Definimos, para lz, m C Z

L.:- ,"'':; e IL«,L«l:-(m «)L«--«

No apêndice A mostramos que os L« formam uma base de W
Uma outra maneira de enxergar esta álgebra é pelo seu carácter geométrico. Usualmente o

conjunto de campo de vetores de uma variedade À/ é denotado por l(JW), no entanto, estamos
interessados nos campos que sejam analíticos, i. e., campos em que suas coordenadas sejam funções
analíticas. Este conjunto de campos analíticos tem uma estrutura natural de álgebra de Lie, que
denotaremos por Vect(À4). Esta estrutura decorre do fato de campos vetoriais serem uma derivada,
mais exp]icitamente, sejam X, y c Vect(]1/) e h : A/ a k analítica, definimos

lx, rl(h) x(}''(h)) }''(x(h))

Neste caso, como era para ser, o colchete é bilinear para escaleres mas não para funções. Para ver
como uma função pode ser retirada do colchete, devemos lembrar da regra de Leibniz da derivada
do produto. Sejam /,g : ]W -+ k analíticas, temos que

l/x, srl (A) /x(gY''(h)) gy(/x(h)) /x(g)}''(/.) + .fgx(}'''(h) gl'''(/)x(h) p.fl''(x(À)) +

+ l./'x,gl''l }''l +/x(g)v gl''(/)x

Para h/ :: Si , o círculo unitário, considere a coordenada 0. Definimos

e é fácil ver que os -Z.,. formam uma base para Vect($i). Seu colchete é dado por

['«, '«] - I'"''': ;,««-'':âl - .«*«*: lâ, :;l * (« * o"«*«--::; - (« ' u'«':«'': '

7



8 ÃLGEBRA VECT(T''') 2.3

= (m n)L«+«

2.2 Extensões Centrais e Generalização da Algebra de Watt

Definição 2.2.1. Diremos que g é uma extensão central de g se existir uma sequencia exala curta

o -->ã --} á > g -+ o,

com a imagem de ã coincidindo com o centro de á

A álgebra de Virasoro é uma extensão central da álgebra de Witt. Ela é gerada por {Ln,n C
Z} U {c} e as seguintes relações

IÉ«,.[«l .Lm+«+ :i5(m; "'')Õm+«,0, IZ;.,.l

Apesar de ser primeiro descrita como extensão central da álgebra de Witt, a álgebra de Virasoro tem
seu nome em homenagem ao físico Miguel Ângel Virasoro, pois este apresentou operadores do seu
estudo de modelos de ressonâncias duais. Está álgebra ainda hoje tem mostrado várias aplicações
na física.

Uma generalização natural de álgebra de Watt é considerar o anel .Ax := Cri i, t2 , . . . , tnl
Definimos como a álgebra de Watt, W'X, a álgebra de derivação de .4W, simbolicamente, W'A :=
Der,4X. Seja 'FW = $i x . . . x $] , o toro N-dimensional[, podemos considerar Wp'r =Vect(Tp'r). De
fato, pelo teorema de Schwarz temos que o colchete la/ati, a/útil = 0 para {,.j C {l, . . . , N}.

Uma notação que será muito útil é a notação de multa-índice, que é definida da seguinte forma,
dado r C Z" então t' ::: tTit 2 ...tP. Além disso, definimos d. := t.a/at. e é fácil ver que
{t'd.lr C Z",a € {1, . .. ,nl} é uma base de Vect(TP'').

Com isso, o co]chete em Vect(]rW) é dado por, sejam a, b C {], . . . , ]V} e r,m C Zlv,

ltrd tmdbl = t + lda)dbl + 7nbtr+m(Íb rat'+-d. mbt (zb ratr+mda

Em Vect(Tp'r) definimos a seguinte CSA, bVect(TX) :' <di , . . . , dx>. Uma propriedade que será de

grande importância é que Vect(TX) contém uma cópia de sEJv+i . De fato, temos a seguinte inclusão
para {,.j C {l,...,.N}, .Z%j -+ titjid:, Ei,/V+l > ti/), EX+i,j } tjidj e EW+i,X+i > 1),

onde D := >i:ÍI/ .dh e PJ := (õiÊÕi)k,z C gtX. Além disso, se considerarmos Vect(T"+i) :=

©;..Cita:i, tn, . . . , t:Ulc4,, fica claro que slw 1 := Clt::il 8 slw+i CVect('FW)- Este fato será im-
portante mais adiante.

2.3 Á-lgebra Toroidal

Ãlgebras toroidais são, de uma maneira bem natural, generalizações de álgebras de Kac-Nloody

Sejam ii uma álgebra de Lie simples sobre C e Ar > 1 um inteiro. Consideremos a álgebra de
Lie 7?. ® à de aplicações de um toro N dimensional em g, onde 7?. = Cita:, ti , . . . ; tll é a álgebra de
polinõmios de Fourier sobre um toro. A extensão central universal desta álgebra é devida a Kassel,
sua construção é dada a seguir.

Se.la (2h(TW) o espaço das l-formas diferenciais em um toro: í2à(ll'W) = (DE:o7?dtp Podemos
escolher a seguinte base para nh(TX), como um 7Z-módulo, {k. = t;idt.ja = 0, . . . , Aí}. A derivada
exterior é uma aplicação do espaço 7Z em ç2L(TW) definida como d(./') = )ll::o tp(a//atp)h.
centro K: da extensão universal central ÉI e) 7Z a) K ê realizado como

aÊm

K: nl(T"')/d(K)
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e o colchete de Lie é dado por

l.h(t) ® gi, /2(t) ® g21 =/i/2 ® Igi, g21 +(gilg2).BdFi,

onde gt,g2 c à, /i, /2 c 7Z, (.1.) é a forma de Killing de ã e a barra em /2dF! indica a imagem pela
projeção canónica ç)h.(I'X) -+ X:, no que se segue omitiremos esta barra para representar elementos

A ação natural de D = Vect(Tlv) em 7Z ® á é dada por
deK

t'd., t"pl = m.t'+"g,

esta ação é unicamente estendida a X:

jtrda, thl :: matr+"'lkb + (iab >./ rpt +7nkp
p-o

A álgebra toroidal completa é o produto semidireto

g à©K) xD

Em l21 foi classificada uma categoria de módulos para a álgebra toroidal completa, tal categoria
admite o seguinte caso particular á = 0. Neste caso obtemos módulos para a álgebra K: x Z). A
técnica que utilizaremos será restringir estes módulos a ação de 'Z), o que veremos a seguir é que a
maior paire destes módulos permanece irredutível quando restritos a ação de Z)
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Capítulo 3

Módulo Tensoria,l

Neste capítulo apresentamos o módulo sensorial como de6nido em l3j. Toda álgebra de Lie será
sobre o corpo C.

3.1 Módulo Tensorial

O módulo lensoràaZ é um módulo para a álgebra Vect(TX) e é definido da seguinte forma.

Definição 3.1.1. Sejam W um glW-módulo de dimensão finita e 'y C CJV, então o espaço vetorial

r(w.l) := ç'clçf:, . . . ,çi:l ® w

ê um Vect(Tjv)-módulo com a ação dada por

t'd.(qP 8 «,) := p.q"+' ® .« + )ll: r.qP+' ® .EP'««

onde rC ZW,pC7+ ZN,wC t', aC {l,..., N} e EP" =(õÚõ.j)i,j C glW.

Vamos verificar que, de fato, 7'(W, ') é um Vect(TJV)-módulo. Temos por um lado

lt'd., t'dól(qp 8) 10) = (s«t'+'dó rÓt'+'d.)(qP ® w) =

= (s.pb róp.)qP+'+' au; + >:;::(r + s)p(s. rb)qP+'+' ® (W'b E'')w
Por outro lado

/v

lP

t'd.(t'db(qp a w)) = t'd.(póqp+' 8) w + }l:::i s.qp+' ® Epów) -

= Pb(P + S)aqP+'+' ® W + )ll:É:i Pbr.qP+'+' ® EP"w+
+ E;L: s.(p + s).qP+'+' ® -EPÓt« + >1::;t s.r.qP+'+' ® EPÓw

Observe que )ll:P rpEpap = p.r. Por simetria temos

t'dó(t'd.(qP ® «,)) = p.(p + r)bq"+'+' ® w + }l:;Lt p.,s,qP+'+' ® EPÓ.«+
+ >1:::: ((r + s)prb + rppó)qP+'+' ® EP'.«

Assim
t'd.(t'dó(qH ® lo)) ['dó(t'd.(qp ® w)) = lt'ó.: t'dól(qp ® zo)

Portanto, T(W. 7) é um Vect(TW)-módulo

11
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3.2 Complexo de de Riam

A álgebra exterior AÉ(CW) é um famoso glX-módulo com a ação dada por

X(ul A ui l /\ Xu{ /\ ue+i . . . /\ uk,

onde X C glX e uj C CX,V.j C {l: . . . , k}. Seu módulo sensorial pode ser identificado como formas
diferenciais via os seguintes isomorfismos

qP 8) ei. A /\ ei* + tptÜidti. /\ A ti:d':.
assim, chamaremos estes de módulos tensoriais do complexo de de Rham

«'-''"~, :- , (,'Ü'~,,,) ,
para h C {l:...,N 11-, e para A C {0,Ar} definimos os módulos sensoriais com W sendo os
glX-módulos onde a identidade age multiplicando por k, e a subálgebra .slX age trivialmente. O
interessante é que a derivada exterior das formas diferencias é um morfismo de Vect(TW)-módulos e,
como já sabemos, a imagem pela derivada exterior nem sempre é todo espaço seguinte do complexo
Isso já nos mostra que estes módulos sensoriais não são irredutíveis, porêm, um teorema presente
em li61 mostra que estes são exatamente os únicos redutíveis.
Teorema 3.2.1. Seja W' um gt -módu/o in'eduZz'ueí de dimensão .#náfa, e sega 'y € CX, então o
módulo íensoóaZ T(W, 'y) serlí redzifz'ueZ se eZe aparecer no compZero de de Roam

qlQ'(T/'r) 3 q'Q:(Tx) -$ 5 qln/''(Tw),

" m.-s 'Z« ''«n« «'«m« (k = 0, .M) q-nd. ' # Z''', «tes . t.d« « d.,-ás «,ã. ã«ed«tí«.{'

3.3 Um Teorema de Rao
O seguinte teorema, devido a Eswaia Rao, apareceu em 1161, no entanto, seguiremos l71, pois

este apresenta uma prova mais simples deste teorema. inicialmente observe que se ' € Z'" , então
T(W[, ') = 7'(W:, 0). Com isso definimos os seguintes subespaços de q"rQh(TW) para k C {], . . . , ]V

W(l,k) := (IE) q"®(C(P)ACHA.
PCl+Za'

A CIV) .

E quando 1 = 0 definimos

w(o, k) W'(0, k) o qo ® (C/''' A A Cp'')

Para 'r # 0 também denotaremos W('y, k) = W(7, k), por con\eniência.
Dado um submódu]o M de T(W. '), definimos ]WP := {u C Wlqp8u c JW} e M*

O seguinte lema será utilizado no teorema de Rao.
l,ema 3.3.1. Se JW* # {0}, então &/ = T(W. 'y).

nPcl+zx À/p

Demonslraçâo
r € Z/v

Suponha À/+ / {0} e seja w :/ 0 c M;, temos que para todo a C {l, ,N} e

trdqH ' ® to (p r) qP w+)i:r.qp®EP'w+. EijwC &/.,
p-l

h
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para todo i,j C {], . ,]V} e p C ,y + Z/v. Com isto temos que À4* é um gJW-submódulo de W,
porém W é irredutíve], ]ogo Jt4* = W e, portanto, JM = T(W, 'y). []

Teorema 3.3.2. Para k C {l, . . . , Ar 1} temos que W('r, k) e q'Q*(Tlv)/W('Í,k) são Vect('FJV)-
módz&/os irredutz'ueás.

Dem07zslzação. Considere a seguinte aplicação

[A; : q'rQh(Tx) 4 q'Qk+i(Tp'')

qpe;(ut Au2/\ .. /\ux;) > q;''8)(P/\ui Au2/\

Temos que [k é um morfismo de Vect(TW)-módulos. Com efeito, seja r C ZW e a C
temos

».uh).

{1,

«(t'd.(q" ® («i A

N k

+ }: >: r.qP+' $O ((p + r) A "i A
p-lá-l

A u&)) = p«qP+' (8 ((p + r) A ui A A «A;) +

A -EP'(ui) A

= /z.qP+' ® (p A ui A . . . A uk) + }: rpqP+' ® (-E''p A ui A
p-l

A «k)+

N k
+ >: }: r,qP+' ® (p A t'i A

p-lã-l
A EP'(u{) A . . . A uk)+

N k
+ >1: )1: r,qP+' ® (r A ui A - . . A E''(uí) A

p-le-1

pois para todo á

». uj;) = t'd.(tk(qp ® (ui A A «))

A EP'(oi) A A UA:) = (r A ui A . . . A r(t;{). A A «) = 0,

onde (ui)., é a a-ésima coordenada do vetou ui. É fácil ver que

ker(ük) = W('y, kl im(bk) = H''('y, k + l),

e pelo primeiro teorema do isomorfismo

q'rnk(T/v)/tlÜ(7, k) = W'('y, É + l)

Observe que W('y, 1) = ©.c,+z«,C(qP ® p) e t'd.(qP ® p) = p.(qP+' ® (p + r)), para todo
a € {1,...,N} e r C Z/v, logo Wr('y,l) é irredutível. Além disso ÍP(y,N) = q'vQJV(TW). Dessa
forma, para provar o teorema só precisamos provar que q'Vnk(TW)/tV('y, k) são irredutíveis para
k c {l, . . . , .V 1}. Para isso vamos introduzir a seguinte notação, seja u = (ui,uu: . . . ,uw) C C'"
e r C Z'" definimos

D(u, r

com esta notação a ação de Vect(I'v) em T(W, 'y) fica

D(u, ,)(q" ® ««) <u, p>qP+' ® 10 + qP+' ® (ru')w,

onde <. , .> é o produto interno usual e (ru') C glW
para todo u, r, m c (CJV

Aqui vale a pena notar que (rté')m <'«, «>',
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Suponha que exista À/ um sub-módulo de q'rnk tal que W('y, k) seja um submódulo próprio de
A/. Seja qP ®(ui A ... ,4 uk) c A/ \ W("r,k). Temos que o conjunto {p,ut,u2,...,uk} é l.i.. Com
efeito, sabemos que {ui, u2, . . . ,uk} é linearmente independente, logo suponha que existam ai C C
tais que p = >1:E::i cviui; e sem perda de generalidade podemos supor ch # 0. Assim

M \ W'('y, k) 3 cliqp ® (ui A A «É)

k

>l:çp®(aiuiA
{-1

/\ uk) :: qp 8) (P /\ u2 /\

Absurdo; portanto, o conjunto {p,ui,u2; . . . ,uk]. é linearmente independente, e assim, podemos
escolher u C CW tal que <u, p> # 0 e para todo á, <u,ui> = 0, e teremos que para todo r C ZW

Z)(u,r)qP ®(ui A . ..A uh) = <u, p>qP+' ®(ui A ... A uk) C À4.

Logo (ui A . . . A u#) € M. e pelo lema 3.3.1 temos que Jt/ = q'vQ(TW), implicando que W('y:k) é
maxima[.[]

3.4 Carácteres dos Submódulos

Antes de descrevermos os carácteres dos submódulos, trataremos o caso "r = O que é quando
iP(0, k) # W(0,k). Temos (lue no quociente, iÚ(0,t)/W(0,k), Vect'FJV age trivialmente. Com
efeito, t'd.(q'®(uiA...Aui;)) c W(0, k) se r # 0. E se r = 0 então d.(q'®(ui A. . .Auk)) = O. Com
isso, temos que o único submódulo irredutível de q'rQÉ(TX) é, de fato, W('y, k). Assim concluímos
com o seguinte teorema.

Teorema 3.4.1. Para k € {1, . . . ,.V 1}, o tín co suó-módulo própMo de q'Vç2*(T/'r) é W(,y,k) e
seu carácter é dado por

x(w('y, k) ) ,,X. (: : 1) '«,
P#o

onde, para p C ,y + ZW, de$"amos p C bÜ;«(T''') c'm' p(d.) - p.

De?nonsíração. Dado p c ' + ZW temos, como definido no enunciado do teorema o peso p C
f)Vect(T"')' e o espaço de peso VP é dado por

yP = q" ® (C(P) A Cp'r A A Cf")

Se p = 0 o espaço de peso yP tem dimensão zero, caso contrário, podemos, a partir de p, completar
uma base de CW, digamos {p,ut, . . . ,uw.i}. E a partir desta base, podemos construir a seguinte
basedeyp, {p/\ui./\.../\uí. :jl 5; ãi < ãu < ... < ák l$rt 1}. Logo:concluímos que adimensão
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Resumo

Zaidan, A. E. Representações da álgebra de Lie de campos vetoriais sobre um toro
N-dimensional. 2013. 39 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Uni-
versidade de São Paulo, São Paulo, 2015.

O objetivo deste texto é apresentar uma classe de módulos para álgebra de Lie de campos
vetoriais em um toro ]V-dimensional, Vect(TW). O caso N' = 1 nos dá a famosa álgebra de Watt
(sua extensão central é álgebra de Virasoro). A álgebra Vect(TX) apresenta uma classe de módulos
parametrizada por módulos de dimensão finita da álgebra gtW.

Nosso objeto central de estudo são módulos induzidos dos módulos sensoriais de Vect(TX) pala
Vect(T/'r+i) . Estes módulos apresentam um quociente irredutível com espaços de peso de dimensão
h.nata.

A álgebra Vect(TX) apresenta como subálgebra ;tJy+t. Com a restrição da ação de Vect(TX) a
esta subálgebra obtemos o carácter deste quociente.

Para obter um critério de irredutibilidade e construir sua realização de campo livre, consideramos
uma classe de módulos para QI(TW+i)/dQo(ll'Jv+i) x Vect(T/v), construída a partir de álgebras de
vértice. Quando restritos a Vect(ll'JV) estes módulos continuam irredutíveis a menos que apareçam
no chiral de de Rham.

Palavras-chave: Ãlgebra Toroidal Completa, Ãlgebra de Vértice, Álgebra de Watt, Chiral de de
Rham, Módulos Tensoriais.



11



Abstract

Zaidan, A. E.R,epresentation of the Lie A]gebra of Vector Fíe]ds on a ]V-])imensional
Torus. 2015. 39 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de R/matemática e Estatística, Uni\ersidade de
São Paulo, São Paulo,2015.

The goal of this text is to present a class of modulem for the Lie algebra of vector âelds in
a JV-dimensional torus, Vect(TW). The case N = 1 tive us the famous Witt algebra (its central
extension is the Virasoro algebra). The algebra Vect(ll'X) has a class of modules parametrized by
rinite dimensional gtW-modules.

The central object of our study are modules induced from tensor modules for Vect(TW) to
Vect(TW+i). Those modules have an irreducible quotient such that every weight space has rinite
dimension.

The algebra Vect(TX) has as subalgebra slw+i. Restricting the action of Vect(TW) to this
subalgebra we have the character of this quotient.

To obtain a critreria for irreducibility and construct a free Reld ieazilation, we consider a class of

modulem for ni(T/v+t)/dQo(TJv+i) x Vect('FW), constructed from vertex algebras. When restricted
to Vect(TW) thesse modulem remam irreducible, unless they belongs to the chiral de Rham complex.
Keywords: Chiral de Rham Complex, Full Toroidal Lie Algebra, censor Modules, Vertex Algebra,
Witt Algebra.
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Introdução

Recentemente, uma nova área da teoria das representações surgiu, a teoria de módulos limitados
para álgebra de Lie de dimensão infinita com uma Z/V-graduação densa. Para /V = 1 temos, como
exemplo, as álgebras de Kac-Moody afim e a álgebra de Virasoro. Neste caso, a principal ferramenta
para a teoria das representação é o conceito de módulo de Verme. No entanto, para N > 1 não há
maneira natural de se dividir Z/v \ {0} em partes positiva e negativa.

Considere a álgebra de polinõmios de Laurent em AÍ variáveis complexas, CltÍ:i , . , tlil. Sua
álgebra de derivações, chamada de álgebra de Watt, que é isomorfa a álgebra de campos vetoriais
em um toro N-dimensional, Vect(TW) é um exemplo de uma álgebra com uma ZW-graduação densa.
Esta álgebra apresenta uma classe de módulos de origem geométrica, que decorre dos elementos da
álgebia agirem em campos sensoriais como derivadas de Lie. Estes módulos, chamados de módulos
sensoriais, são parametrizados a partir de módulos de glW de dimensão finita.

Um teorema de E. Rao garante que módulos irredutíveis de glW dão origem a módulos sensoriais
irredutíveis para Vect(TJV), salvo quando estes pertencerem ao complexo de de Rham, os módulos
de k-formas diferenciais. Mesmo estes sendo irredutíveis, seus módulos tensoriais podem não ser
irredutíveis.

Para dividir esta álgebra em parte positiva e negativa consideramos uma coordenada especial, no
nosso caso tomamos a coordenada to da álgebra D = Vect(TW+i). Para a decomposição triangular
consideramos a Z-graduação induzida pelo expoente da coordenada to. Podemos expandir a ação
de Vect(TW) no módulo sensorial para a parte positiva e nula da decomposição triangular. Assim,
podemos induzir a ação para toda álgebra, gerando uma nova classe de módulos

À/(7') = IndDo©D+7'

Estes módulos têm seus espaços de peso com dimensão infinita, porém, um teorema de S. Berman
e Y. Billig jll garantem que o quociente

L(r) (r)/M"',
onde À4"a é o submódulo maximal, tem os espaços de peso com dimensão finita.

Temos então dois problemas com relação a estes módulos, determinar seu carácter e obter um
critério de irredutibilidade. O caso .ÍV = 1 foi estudado por Y. Billig, A Molev e R. Zhang l41. No
entanto o médoto aplicado por eles não funcionou para N maiores.

Uma álgebra toroidal completa é o produto semidireto da extensão central da álgebra multiloop
de uma álgebra de Lie pela álgebra de campos vetoriais em um toro. Um outro artigo de Y. Billig l21
apresenta uma categoria de módulos para álgebra toroidal completa utilizando álgebras de vértice.
A partir desse artigo obtemos uma representação de campo livre para estes módulos, e a partir dela
respondemos as duas perguntas.

Para o carácter devemos considerar a ação da subálgebra stly+i c Vect(TW+i). Obtemos que
o carácter coincide com um módulo de Verme generalizado para slly+l, porém o módulo não é
isomorfo a um módulo de Verme generalizado. Estes módulos foram chamados de módulos de
Wakimoto generalizados, por Y. Billig e V. Futorny l31.

Para o problema de irredutibilidade um teorema de Y. Billig e V. Futorny l31 garante condições
para certos módulos serem irredutíveis. Os módulos que este teorema não garante irredutibilidade

l
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aparecem em uma estrutura algébrica chamada Chiral de de Riam. A partir do operador diferencial
deste Chiral temos que estes módulos são na verdade redutíveis.

Organização do :l\'atalho
No capítulo l apresentamos as definições de módulo de peso e de Verme, também apresentamos

a definição e propriedades do carácter de um !-nódulo. Estas definições serão amplamente utilizadas

No capítulo 2 apresentamos nosso objeto de estudo, a álgebra de campos vetoriais em um toro
/V-dimensionar, Vect(TX). Apresentamos uma motivação física, a álgebra de Virasoro, que é uma
extensão central daquela álgebra. Por fim a.presentamos a álgebra toroidal completa.

No capítulo 3 apresentamos um módulo para a álgebra Vect(11'"), o módulo tensorial 7'(WI, l).
Apresentamos um teorema que descreve quando os módulos sensoriais são irredutíveis. Nos casos
em que o módulo sensorial não é irredutível, um teorema de Eswara Rao fornece muita informação
sobre as componentes irredutíveis. Uma novidade que aparece neste texto são os seus caracteres
que aparecem no final do capítulo.

No capítulo 4 ê apresentada a estrutura de superálgebra de vértice e algumas de suas proprie-
dades. Quatro dessas superálgebras são apresentadas, estas desempenham papel chave na represen-
tação de campos livres de Vect(T/'r).

Finalmente, no último capítulo são apresentados dois teoremas de Vyacheslav Futorny e Yuly
Billig, o primeiro apresenta o carácter de módulos induzidos de Vect(TX) e o segundo expõe quais
condições estes módulos devem satisfazer para. serem irredutíveis. Por fim, apresentamos a estrutura
do Chiral de de iiham.

Para compreensão do texto é recomendável uma certa familiaridade com álgebras de Lie e repre-
sentações de estruturas algébricas. Não possuindo-a não se desencoraje, os apêndices apresentam
toda informação necessária para acompanhar o texto para quem fez um curso básico de álgebra
linear e saiba as propriedades básicas do produto sensorial.

no text;oX



Capítulo l

Módulos de Peso e Carácter

Neste capítulo são apresentadas as definições e algumas propriedades de módulo de peso e de
caráter de módulo, seguindo l91, e também apresentamos as fórmulas dos caracteres dos módulos
de Verme U(slJV) e U(glW) que serão utilizadas mais adiante no texto.

1.1 Módulos de peso
Sda g uma álgebra de Lie semi-simples de dimensão finita sobre um corpo k de característica

0, b uma subálgebra de Cartan de g, © um sistema de raízes e y um g módulo de dimensão finita.
Sabemos que se y for de dimensão finita, então todo elemento de b será diagonalizável. Como b
é abeliana, temos que os elementos de b são simultaneamente diagonalizáveis. Assim, para todo
À C 1)*, podemos definir VÀ := {u C t'jVh c 1), h.u = À(h)u} e teremos

y - a) vx

Quando VÀ # 0 dizemos que VÀ é um espaço de peso e que À é um peso de y. Mesmo no caso de
dimensão infinita, se y for soma de espaços de peso, diremos que V é um módaZo de peso. Aqui vale
observar que os À podem ser vistos como auto-valores generalizados.
EzempZo 1. A álgebra g pode agir sobre si mesma pela representação adjunta, neste caso os pesos
são as raízes de g.

Para a', seja (>+ uma escolha de raízes positivas, dizemos que (para esta escolha de raízes
positiva.s) u # 0 é um vetar de peso máximo se para todo a C 11+, g.u = 0, onde g. é o espaço
de peso a da representação adjunta. No caso de um módulo ser gerado por um vetar de peso
máximo, diremos que este módulo é de peso máximo. Além disso, podemos definir g+ = ©.en+g. e
g = g)aCU ga onde a' = q)+, etemos aseguintedecomposição g :: g a)t)q)g+, quechamaremos
de decomposição triangular de g.

EzempZo 2. Seja g = st2 e k = C, e tome a seguinte base para g

,-(? :), «-(ã J':), .-(S A)
Tomemos a seguinte subálgebra de Cartan b :: <A> = CA e como parte positiva g+ = <e> = (Ce, e
seja y := M(À) o módulo gerado pelo vetou u de peso máximo À. Vamos mostrar como c e .f agem
neste módulo. Temos que e.u = 0 já que u é de peso máximo, para .f temos

h./.u = /.h.u + lh, /l.u = À/.u 2/.u (À 2)/.«

h/leis geralmente, seja uo = u e u{ = /.ui-l temos

/./.ui=/.h.uí+l/},/l.u{ =(À 2{)/.u{ 2/.u{ =(À 2({+1))/.ui

3
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Quanto à ação de e temos

e.ul = e..f.uo = /.e.uo + le, /luo = h.uo = Àuo

Para { > 0, temos

...f-«{-i = /.e.u{ t+hui-i = .f.e.ui i+(À 2({--1))ui--i = )1:(À--2")ui 1 - ã(À+l--{)ui-i
n=0

lZ

Ein iesuíno, telhas o seguinte diagrama, onde cada ponto é um espaço de peso

h-À 6 h-À 4

U3

/=1

h-À 2 h-x

Podemos observar que se, e somente se, À for inteiro positivo, existirá i tal que í(À + l á) = 0,
mais precisamente í :: À + 1: ou sda, o espaço de peso y--À 2(= CuX+i) será anulado por e, disso
segue que

é um submódulo de y. Este submódulo é o submódulo maximal de J14(À) e assim definimos Z;(À)
À/(À)/L. Com isso, temos todos os módulos de dimensão finita de sl2. Com efeito, dado um módulo
de dimensão 6nita n, este será isomorfo a L(n l).

n= -- À -- l

1.2 Mlódulos de Verme

Do último exemplo de seção anterior podemos ver que o módulo M(À) poderia ser definido como
U(g )uo = {y.uoly c U(g )}, onde U(g') é a álgebra universal envelopante de g . Isto nos leva a
definição de módulo de Verme, nomeado em homenagem ao matemático Daya-Nand Verme.

Definição 1.2.1. Seja À c b*, e seja kÀ um módulo unidimensional para a sub-álgebra de Borel
b := b g) g+, onde h C b age por multiplicação por À(h) e g+ age trivialmente. Definimos o módulo
de berma de g de peso máximo À como sendo A/(À) = U(g) ®u(í.) kÀ. Além disso, definimos
1.,(À) = A/(À)/-L, onde L é o submódulo ma'dmal de Ã'f(À).

O Teorema PBW (veja B.0.11) implica que -A4(À) é isomorfo a H(g') ® kÀ.
Uma generalização que podemos fazer com os módulos de Verma é no lugar de fazermos o

produto sensorial por módulo unidimensional -rh de b, podemos fazê-lo por um módulo qualquer
(de dimensão finita) y de uma sub-álgebra parabólica p, i. e., uma sub-álgebra que contém uma
sub-álgebra de Darei.

Definição 1.2.2. Se.ja V um módulo de dimensão finita para a sub-álgebra parabólica P Deânimos
A:f(V') := U(g) Wu(b) y como sendo o módulo de Verme generalizado.

Novamente por PBW temos ]W(V') = U(g') e)y. A partir de agora iremos nos referir ao módulo
de Verme generalizado pela sua sigla em inglês, GVM.

1.3 Clarácter

Dado um módulo de peso V', uma outra maneira de descrevê-lo é através da dimensão dos seus
espaços de pesos- Em Zllt)*ll, definimos, para cada À c b*, o símbolo formal ex. Estes símbolos
formais definem uma base de Zllb*ll. Com isto estamos prontos para apresentar a definição de
caráter de um módulo
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Definição 1.3.1. Dado um módulo de peso }'', a seguinte soma formal X(y) € Zllb*ll é definida
como sendo o carácter do módwZo V

x(\'') E d:m VÀ.*

EzempZo 3. Sda g = sl2 e considere V = L(2). Temos que y = U.2 O Uo q) V2, cada um destes
espaços de peso tem dimensão um. Assim, o caráter de y é dado por

X(y) = e ' + eO + c'

Agora, se considerarmos V = ]14(À), para À qualquer, temos

x(}'') '*'" eÀ

ácz+

Proposição 1.3.2 Sejam g uma á/geóra de Lie e V e }V dois g-módulos, então temos que

X(I''' © H') + X(H') e x(I'' êo }v') )x(w)

Geralmente, o carácter de um módulo de Veima é representado pelo carácter da envelopante
universal da parte negativa. Em particular, o caracteres dos módulos de Verme das álgebras slw =
Clt:UI ® slw e gllv :; (Cjt:nl gt © C(.; são apresentado pela seguinte proposição:
Proposição 1.3.3. Temos que

x(u(;t;))
k-l

H
k-l

sh)'P'''J': e x(c/(ãtl;)) = (1 sh)'''''

Z)emonsíração. Obter estas fórmulas elegantes para os caracteres exige um conhecimento de fórmu-
las de caracteres, uma boa fonte que tem essas fórmulas é [121. Aqui iremos mostrar como calcular
a dimensão de um dado peso para um modulo de Verme para a álgebra stw (Para ver as estruturas
das raízes veja o Apêndice A).

Por exemplo, tome p = À 3ai 2a2 Vamos calcular a dimensão de yP em À/(À). Temos as
seguintes maneiras de chegarmos a p partindo de À utilizando as raízes:

e cll Q:1 (l1 (l2

. al al (CVI +a2) -- a2

. al (a1 +.«2) (al + a2)

. ai (2al +a2) cv2

. (2al + a2) (ai + au)

. ai ai (ai+2ae)

. (3al + 2a2)

Logo, dim(yp) = 7
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Capítulo 2

Álgebra Vect('FN)

Neste capítulo apresentamos inicialmente a álgebra de Witt, que coincide com a álgebra de
campos vetoriais em um círculo. Em seguida apresentamos a definição de extensão central e como
exemplo a álgebra de Virasoro, extensão central da álgebra de Watt. Aqui apresentamos nosso
objeto de estudo, uma generalização da álgebra de Witt, a álgebra de campos vetoriais em um tolo,
Vect(TJV). Por fim, apresentamos uma álgebra que será importante mais adiante, a álgebra toroidal
completa.

2.1 Algebra de Witt
A álgebra de Watt l,T'', nomeada em homenagem ao matemático Ernest Watt, é a álgebia de

derivações do anel Clznl. Definimos, para n, m C Z

L -;"''::: e l-L«,Z.«l:=(m -- ")-Lm+«

No apêndice A mostramos que os L« formam uma base de W'
Uma outra maneira de enxergar esta álgebra é pelo seu carácter geométrico. Usualmente o

conjunto de campo de vetores de uma variedade JW é denotado por l(M), no entanto, estamos
interessados nos campos que sejam analíticos, i. e., campos em que suas coordenadas soam funções
analíticas. Este conjunto de campos analíticos tem uma estrutura natural de álgebra de Lie, que
denotaremos por Vect(A/). Esta estrutura decorre do fato de campos vetoriais serem uma derivada,
mais explicitamente, sejam X, y C Vect(À/) e h : &/ --} k analítica, definimos

lx, yj(A) x(y(h)) }''(x(h))

Neste caso, como era para ser, o colchete é bilinear para escaleres mas não para funções. Para ver
como uma função pode ser retirada do colchete, devemos lembrar da regra de Leibniz da derivada
do produto. Sejam /,g : À4 -+ k analíticas, temos que

l.fx , grl(h) /X(gl''(h)) gl''(/X(A)) /x(g)}''(À) + /gx(y(h) al'(.f)x(A) ç/}'(x(h)) +

::> 1/x, gY''l = /glx, }''l + /x(g)}'' gt''(/)x

Para h/ = Si, o círculo unitário, considere a coordenada 0. Definimos

e é fácil ver que os Z,« formam uma base para Vect($i). Seu colchete é dado por

[L«, z;«] - lo"' : ;,o"*:;l - a"--«*' lâ, âl + (« + Uo"' "'' : â (m -'.. Oo"''-:Ã
7
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(m n)L-+«

2.2 Extensões CcH'LFãis e Generalização da Algebra de Watt

Definição 2.2.1. Diremos que à é uma extensão central de g se existir uma sequencia exala curta

0 a ã --} á ---} g --} 0,

com a imagem de ã coincidindo com o centro de à

A álgebra de Virasoro é uma extensão central da álgebra de Witt. Ela é gerada por {-Ln, n C
Z} U {c} e as seguintes relações

l.C«,.C«l = (m ")Lm+« + -â(m; m)Õm+«,O, l-L«,cl

Apesar de ser primeiro descrita como extensão central da álgebra de Mritt, a álgebra de Virasoro tem
seu nome em homenagem ao físico Miguel Angel Virasoro, pois este apresentou operadores do seu
estudo de modelos de ressonâncias duais. Está álgebra ainda hoje tem mostrado várias aplicações
na tísica.

Uma generalização natural de álgebra de Watt é considerar o ane! .AJV := Cri 1 , t2 : . . . , t:UI.
Definimos como a álgebra de Watt, WJV, a álgebra de derivação de .AX, simbolicamente, WÀ :=
Der.4X. Seja 'FX = Si x . . . x $i, o toro N-dimensional, podemos considerar WW =Vect(TX). De
fato, pelo teorema de Schwarz temos que o colchete Í8/ati, õ/atjl :; 0 para {,.j c {l, . . . , iV}.

Uma notação que será muito útil é a notação de multi-índice, que é definida da seguinte forma,
dado r C Z" então t' := tTit 2 ...tP. Além disso, definimos d. ::; t.a/at. e é fácil ver que
{t'd.lr C Z",a C {l,...,nl} é uma base de Vect(TW).

Com isso, o co]chete em Vect(TX) é dado por, sejam a, b C {], . . . , ]V} e r, m € Z/v,

jtrda , tmdbl tr+'nada, dól + nlzbt'+7rzdb ratr+mda = m.bt (zb r.t'+"d.

Em Vect(TX) definimos a seguinte CSA, bVect(TX) :' <di, - . . , dw>. Uma propriedade que será de

grande importância é que Vect('FN) contém uma cópia de slw+i. De fato, temos a seguinte inclusão
pala i,.j € {1,...,]V}, .Eíj --} tit.jidj, Ei,iv+i -+ tíl), -EAr+i,j --} t;id7 e -EX+t,W+i > 1),

onde Z) := }:Z:;:dk e @j := (õihbz)h,t C glp.r. Além disso, se considerarmos Vect(T"+:) :=

o;..CltJ:i, tti, . . . : tJ:i14,, âca claro que stx+i := Cri:il 8 slx+i cVect(TW). Este fato será im-
portante mais adiante.

2.3 Algebra Toroidal
Ãlgebras toroidais são, de uma maneira bem natural, generalizações de álgebras de Kac-Moody

Sejam Ó uma álgebra de Lie simples sobre C e N > 1 um inteiro. Consideremos a álgebra de
Lie 7Z ® à de aplicações de um toro Ar dimensional em g, onde 7Z = cltJ:, tÍ, . - - , tlÇI é a álgebra de
polinõmios de Fourier sobre um toro. A extensão central universal desta álgebra é devida a Kassel,
sua construção é dada a seguir.

Seja S2k('FJV) o espaço das l-formas diferenciais em um toro: í2L(TJV) = (Dl=:o7Zdtp. Podemos
esco[her a seguinte base para QL('FW), como um 7Z-módu]o, {k. = t;idt.la = 0, . . . , ]V }. A derivada

exterior é uma aplicação do espaço 7Z em Q{(Tlv) definida como d(/) = >:E:o t.(aJ'/atp)kp. O
centro X: da extensão universal central à ® 7Z © JC é realizado como

aÊm

K 'F"')/d(R)
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e o colchete de Lie é dado por

1/1(t) ®gi,/2(t) ®g21 =/i/2 Igl,g21 +(gilg2)/2@i,

onde gi,g2 C à, /i, /2 c 7Z, (.1.) é a forma de Killing de á e a barra em /2dFi indica a imagem pela
projeção canónica Qh(T/v) --> K, no que se segue omitiremos esta barra para representar elementos

A ação natural de 1) = Vect(TX) em 7Z 6) ÉI é dada por
deK

lt'a.: t"gl = m.t'+"g,

esta ação é unicamente estendida a X:

E
p-o

jtrda, tÓI = mat +mkb + Õab r.t'+"kp

A álgebra toroidal completa é o produto semidireto

g àoK) xD

Em l21 foi classificada uma categoria de módulos para a álgebra toroidal completa, tal categoria
admite o seguinte caso particular á = 0. Neste caso obtemos módulos para a álgebra X: x Z). A
técnica que utilizaremos será restringir estes módulos a ação de .Z), o que veremos a seguir é que a
maior parte destes módulos permanece irredutível quando restritos a ação de l).
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Capítulo 3

Módulo Tensorial

Neste capítulo apresentamos o módulo sensorial como definido em [31. Toda álgebra de Lie será
sobre o corpo C.

3.1 Módulo Tensorial

O módulo fensoráa{ é um módulo para a álgebra Vect(ll'X) e é definido da seguinte forma.

Definição 3.1.1. Soam W um glJv-módulo de dimensão finita e 'y € CJV, então o espaço vetorial

r(w:, 7) := q'rclqf: , . . . , ç#:l êo w

é um Vect(TW)-módulo com a ação dada por

t'd.,(qP ® -«) := p.qP+' «, .« + }: r.qP+' ® EP'.
p-l

onde r c ZW,pc7+ ZN,wC W:, aC {l,...,M} e EP' =(õdõ.j)i,j c gtW.

Vamos verificar que, de fato, T(W, ') é um Vect(TW)-módulo. Temos por um lado

lt'ó., t'dól(qp ® w) = (s.,t'+'dó rÓt'+'d.)(qP 8) w) =
= (s.pb - róp.)qP+'+' ® u, + >1:1:;;:(r + s)p(s. rb)qP+'+' ® (E'b E'').«

Por outro lado

t'd.(t'dó(qp :8) w)) = t'd.(póqp+' e) w + >1:l::i s,qp+' e) .Epõw) =

= Pb(P + S)aqP+'+' 8) lo + ::Li pbr.qP+'+' ® EP"w+
+ >1:E;: s.(p + s).qP+'+' êO EPÕ,« + >ll:Íl:i s.r,qP+'+' ® .EPÓ«,

Observe que >1:P opEP'p = p.r. Por simetria temos

t'dó(t'd.(qP ® w)) = p.(p + r)bqP+'+' ® w + )ll:;:i p.s.qP+'+' ® .EPÓw+

+ E::: ((r + s)prb + rPpÕ)qP+'+' ® EP".

Assim
['d.(t'dó(qp ® w)) t'dó(t'd.(qp ® w)) = lt'a., t'dól(qp ® w)

Portanto, T(W. 7) é um Vect('FX)-módulo

11
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3.2 Complexc} de de Rham

A álgebra exterior Ak(CX) é um famoso gt/V-módulo com a ação dada por

X(«l A
k

A «.) - >: ": A
{-1

u{ l /\ Xu{ /\ uá+l /\ uk,

on:de X C gtW e uj C CW,V=í C {l: . . . , k}. Seu módulo sensorial pode ser identificado como formas
diferenciais via os seguintes isomorfismos

d''8ei.b. A e{. --} tf'tÜtdtí: A A ti' ó':.

assim, chamaremos estes de módulos sensoriais do complexo de de Rham;

«'-*'"~, :- « (Ah''",,,) ,

para k C {l:...,.N 1}, e para h C 'l0,Aí} definimos os módulos sensoriais com W sendo os
glW módulos onde a identidade age multiplicando por k, e a subálgebra slw age tnvialmente, O
interessante é que a derivada exterior das formas diferencial é um morfismo de Vect('ll'/v)-módulos e,
como já sabemos, a imagem pela derivada exterior nem sempre é todo espaço seguinte do complexo.
Isso já nos mostra que estes módulos sensoriais não são irredutíveis, porêm, um teorema presente
em [161 mostra que estes são exatamente os únicos redutíveis.
Teorema 3.2.1. Sega W' um glW-módulo ím'edztÉz'oeí de dimensão .Prata, e seja 'y c C", então o
«.ód«[. tens.haZ T(W:, ') s'«á «dutí«eZ s. eZe «pa«, ". c.mpla« de 'í' RA"m

qvQ'(I'w) 5 qlQi(Tx) 5 5 qlQw (Tw),

" «..n« d« te,m« ert«mo; (k = 0, N') ga-d. ' # Z?'', estes e tod" " d'm'Ís se'â' i'"d&ü«.{s

3.3 Um Teorema de Rao

O seguinte teorema, devido a Eswara Rao, apareceu em j161, no entanto, seguiremos l71, pois
este apresenta uma prova mais simples deste teorema. Inicialmente observe que se ' C Z" , então
7'(WI, ') = T(W, 0). Com isso definimos os seguintes subespaços de q'rQk(Tp'r) para k c {l, . . . , /V

w'('v,k) :- a)
PCl+Za'

qp®(C(P)ACX A A CIV).

E quando ' = 0 definimos

Íiii(0, k) := W(0, k) © qo ® (CA' A ACN).

Para 7 # 0 também denotaremos tlÜ(7, k) = W(l, k), por conveniência.
Dado um submódu]o ]W de 7'(W. '), definimos ]WP := {u C Wlqp8u € ,Rf} e ]\4* := n,€1+z«- À4P

O seguinte lema será utilizado no teorema de Rao.
l,ema 3:3.1. Se M* # {0}, então .R/ = 7'(WI,'7)

Z)enz07zsÉração. Suponha À4. 7É {0} e seja w # 0 c M*, temos que para todo a C {l: N} e

t'd.qP'' ®w = (p r)aqP ®w + l:rpçP ® E''w :+ Eijw C À4P,

k

lP
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para todo í,.j C {], . . . ,]V} e p c 7 + Z/v. Com isto temos que JW* é um gZW-submódulo de }V,
porém W é irredutível, ]ogo À/* = W e, portanto, N/ = 7'(W],"r). []

Teorema 3.3.2. Para k C {l,. . ,N 1} temos que W('y,k) e q *(TW)/Ü;('y,k) são Vect(TW)-
módulos árreduÉz'país.

Z)emonsfração. Considere a seguinte aplicação

cx; : q'Qh(TW) 9 q'rQk+:(TW)

qp®(ut/\u2/\ ../\uk) --> qp8)(P/\ui Au2/\

Temos que ük é um morfismo de Vect(TW)-módulos. Clom efeito, seja r C Z/v e a C {l,

A UÁ:) .

Temos que ük é um moríismo de Vect(T'")-módulos. Clom efeito, seja r C Z
temos

N'}

ÜÉ(t'd.(qJ' ® (ui A

N k

+ }: }: ,,q"' 8 ((P + ') A «l A

p-li-l

A «)) P.q"' ® ((P + ,) A ui A A«)+

A .EP"(u{) A A UÀ;) =

= /z.qp+' ® (P A ui A

JV

A uk) + }. rpqP+' ® (E''p A ui /'\
p-l

A«)+

N k

+ >1: )11: r.qP+' ® (p A ui A
p-li-l

A EP'(u{) A . . . A uk)+

N k

+ }: >: r.qP+' ® (r A ui A . . . A E''(z'í) A
p-le-1

pois para todo ã

/'\ uk) = t'd.(tk(qp ® (ui A A «k) )

/v

>:r.('At'iA
p-l

A E''(u{) A ». uk) = (r A ul A . . . A r(ui)a A /'- «)

onde (ui). é a a-ésima coordenada do vedor ui. É fácil ver que

ker(&k) = W('y, k), im(&h) = W('y, k + l),

e pelo primeiro teorema do isomorfismo

q'vQk(Tw)/tP(7, k) = W(7, k + l)

Observe que W(1,1) = ©,e,+Zw(C(qP ® p) e t'd.(qP ® p) = p«(qP+' ® (p + r)), para todo

a c {l,. . . ,N} e r C ZX, logo W(7,1) é irredutível. Além disso tf('y,X) = qvç2/v(TW). Dessa
forma, para provar o teorema só precisamos provar que q'rQh(T/'r)/iy(,Y, k) são irredutíveis para
k c {l, . . . , N 1}. Para isso vamos introduzir a seguinte notação, seja u = (ui,u2: . . . ,ulv) c (CW
e r C Zw definimos

D(u, r

com esta «ração a ação de Vect('FW) em 7'(U',7) fica

0(u, ,)(q" ® «,) <ü, p>qP+' 8) m + qP+' ® (ru')w,

onde <., .> é o produto interno usual e (rut) C gt/v
para todo u, r, m C (C/v

Aqui vale a pena notar que (r«ut)w = <'ü, w>r
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Suponha que exista À'f um sub-módulo de q'rQh tal que Wr(7, k) seja um submódulo próprio de
À/. Seja qP ® (ui A . . . ,R uk) c .R/ \ tP('y,t). Temos (lue o conjunto {p,t;l,u2, . . . ,UX;} é l.i.. Com
efeito, sabemos que {ui, u2, . . . , uk} é linearmente independente, logo suponha que existam ai C C
tais que p :; >1:f-í criei, e sem perda de generalidade podemos supor cli # 0. Assim

M \ !V('y, k) 3 aiqp ® (ui A A «É)

k

>: q- ® («:«: A
á-l

A t;x;) = qp 8) ÍP A u2 A A«)

Absurdo: portanto, o conjunto {p, ui,u2, . . . , UJ;} é linearmente independente, e assim, podemos
escolher u C CX tal que <u, p> # 0 e para todo á, <u, ui> :: 0, e teremos que para todo r C Zlv

[)(H,r)qP ®(z;i A . . . P. uh) = <u, p>qP+' 6)(ul A ... A uk) C ]W.

Logo (t;i A . . . A uh) c -íW* e pelo lema 3.3.1 temos que .R/ = q'rO(ll'W), implicando que !4r('y: k) é
maximal. U

3.4 fl. ..:i .4 ..a. ]a. g..1......4,-i.,i'-.-\./(bl d.t,ÜÇI l;D UUD }J tlIJlll\JULll\JD

Antes de descrevermos os carácteres dos submódulos, trataremos o caso 'y :: 0 que é quando
W(0, k) # W(0,k). Temos que no quociente, iÜ(O,t)/U/(0,k), Vect'FW age trivialmente. Com
efeito, t'd.(q'®(uiA.. .Auk)) c W'(0, k) se r # 0. E se r = 0 então d.(q'e)(ui A. . .Auk)) = 0. Com
isso, temos que o único submódulo irredutível de q'rQÉ(TX) é, de fato, W('y, k). Assim concluímos
com o seguinte teorema.
Teorema 3.4.1. Para k c {l, . . . ,.N 1}, o Único suó-módulo própüo de q'rQk('FW) é W(l,k) e
seu carácter é dado por

X(H'''(7, k)) ,,E.(:
H#0

onde, para p c + ZX, de$nímos p C l)v«t(T") "m' I'(d.) - p..

l)e7rzorzs ração. Dado p c 'y + ZW temos, como definido no enunciado do teorema o peso p C
bv.ct(Tn )' e o espaço de peso yP é dado por

yp = qP (C(P) A CW A

Se p = 0 o espaço de peso yP tem dimensão zero, caso contrário, podemos, a partir de p, completar
uma base de CX, digamos {p,ut, . . . ,uJV.i}. E a partir desta base, podemos construir a seguinte
basede yP, {p/\ui:/\.../\ui* :jlS i< i2 < ... < ãh iS n l}.Logo; concluímosque adimensão



Capítulo 4

Superálgebra de Vértice

Neste capítulo apresentamos as deânições e notações de uma superálgebia de vértice e de uma
superálgebra vértice de Lie. Apresentamos quatro exemplos que nos seixo úteis.

4.1 Definições e Notações
Uma estrutura algébrica que será de grande utilidade para nós é a estrutura de áZgeóra de uérÉáce

A seguir apresentamos sua definição seguindo jlll e [141.

Definição 4.1.1. Uma superálgebra de vértice é um espaço vetorial y, Z2 -graduado, com um vedor
identidade 1 , para indicar um estado de vácuo, um operador 1) chamado de translação infinitesimal
no espaço V, e uma aplicação linear y chamada correspondência de estado-campo:

r(-, z) : v' --} (Endl'')llz, z :ll

a -} y(a, z) = )1, a(n)z " i,
n,CZ

onde a(«) € End(y). Estes devem respeitar o seguinte conjunto de axiomas

1. Para todos a, b € r, a(.)b 0 para n suficientemente grande;

2. IO, }'(a, z)l = }'(O(a),z) = él'(a, z), para todo a c }';

3. y(]l, z) = Idvzo, onde Idv é a identidade em End(}');

4. }''(a, z)] € }'11zll e }''(a,z)]ll,-o a, para todo a C V';

3. Para todos a, b € V os campos I''(a, z) e }'(b, m) são mutualmente locais, isto é,

(z ,«)"ll''(«, z),}''(b,«)l para n suficientemente grande

Uma superálgebra de vértice é chamada de conforme ou pela sigla VOA (Vertex Operador
Algebra), se em adição, possuir um elemento u, chamado de elemento de Virasoro, tal que

6. As componentes É« := W(n+l) do campo

y(u, z) :: >1,u(n)z ' :: >1: Lnz-n-2,
n,eZ n,CZ

satisfazem a relação de Virasoro

IL«, L«l L«.+« + !i:g- ("'': -- m)õm+«,O,

15
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onde Cv{, age em V' Dela multiplicação de um escalar chamado de carga centra/ de V

7. Z) := L i;

8. O operador Lo é diagonalizável em }''

Uma propriedade que é consequência dos axiomas é a seguinte fórmula

'*'.,,:','''', ',': - E à'''".«,',;,,[;,:(â)" '(=)] ,
onde õ é a função dada por

ã(;)

O produto entre dois campos não necessariamente está bem definido. Para isso é definimos o
produto ordenado normal que estará sempre bem definido. Dado um campo a(z) = >'jcz a(j)z'j'
definimos sua parte positiva e negativa como

«(z)- = >:aO)z j :,
.j=o

a(z)+ = }: a(j)z'j'"
.j=-i

e o produto ordenado normal por

«(z)b(,) ü(z)+Z,(z)+(--1)'(')'(Ó)b(z)a(z)- ,

onde p(a); p(b) € {0, 1} são as paridades dos campos a(z) e b(z), respectivamente

4.2 Superálgebras de Lie de Vértice

Seja r uma superálgebra de Lie com base {u(n), c(-i)lu c U, c c C, n € Z} (Z/ e C são conjunto
de índices). Deíinamos os seguintes campos em rlz, z'*l:

u(z) t4.(n) Z
n€Z
E l

) c(z) = c( 1)zO, u CZ/,c C C

Seja ; o subespaço de Cllz,z ill gerado por todos os campos u(z),c(z) e suas derivadas de todas
as ordens.

Definição 4.2.1. Soam r uma superálgebra de Lie e .F o subespaço como definidos anteriormente,
diremos que Z: é uma superálgebra de vértice de Lie se os seguintes axiomas valem:

(VLI) para todo x,y c U,

--'.-,,«'~« - Ê .'«, l.-:(iy»(?)l
onde ./)(z) C .F,n < 0 e depende de z, 3/.

(VL2) para todo c C C, os elementos c( i) são centrais em €

Seja C(+) o subespaço de C com base {'u(n)I'ü € a,n ? 0} e seja r( ) o subespaço de r com
base {u(n), c(-i)lu C Z/,c C C,n < 0}

A álgebra de vértice envelopante universal, Vr, de uma superálgebra de vértice de Lie C é
definida como o módulo

Vr - IndÍI..,((CI) = U(É( )) ® l,

onde (Cll é um C(J.-)-módulo trivial de dimensão l.
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O seguinte teorema, presente em [61, mostra como um superá]gebra de vértice de Lie r gera um
superálgebra de vértice yc e uma outra superálgebra de vértice que é quociente desta.
Teorema 4.2.2. Sela C alma superálgeóra de uérfáce de Lie. Então

ra) yr fem es]rtltura de superáZgeóra de uérfice com o ue]or identidade ]l, a !rarzsZação áná-
rzáfesámaí Z) será dada por Z)(u(n)) :: nu(n i),Z)(c( 1) :; 0,u C Z/,c C C, e a correspondência
estado- campo é de$nidü por:

*''(«i : «., «f:J-«...,.f-:-«*,«,;) -

là(i)"'«:'',)(à(:)"'' «' :',,)(à(i)".'';,)
(b) Todo módulo limitado de C é um módulo de Vc
(c) Para tLm carácter arbitrário X : C --} C, o módulo quociente

Vc ('y) u(cn)i/u(z(-])<('( D X(.) ) ]l > .cc

é uma superátgebra de vértice.O valor X(.c), ta7ribém, é chamado de carga central.
rag Qualquer módulo para C no qua! c(--1) age como X(c)Id, para todo c C C, é zzm rnóduZo para

superáZgeóra de uérfÍce l/r('y) .

Apresentamos agora quatro exemplos de VOAS que serão de grande importância no que se segue
do texto, além de mostrar a utilidade deste último teorema para obtenção de VOAS a partir de
álgebras de vértice de Lie.

VOA Hiperbólico: Um ieticulado hiperbólico, Hyp, é um grupo abeliano com 2.N geradores
{u', u"la = 1, . . . , N} e a forma bilinear simétrica

(-1.) : Hyp x Hyp --} Z,

definida como

(n'luÓ) =.5..Ó,(u'luÓ) =(u"lub) =o, a,Z,= 1,...,]v.
Podemos complexiíicar Hyp para obter um espaço vetorial de dimensão 2N sobre C,

7{ := Hyp 6)z C

Podemos aânizar 'i{ definindo
# (Cjt,t il ® H ©C](,

com o colchete dado por
lsç(n) ; y(m)l n(zly)Õ«,-«K, .«,y C %

lw,K'l

onde z(.) = t" g) z

Com relação ao grau de t, temos a seguinte decomposição triangular de 'i{ = H Grão ® 7{+,
onde Ho := 1 ® }í a) CÃ' e +Í:L := t:tlClt:UI ® }{.

Seja Hyp+ o subreticu]ado de Hyp gerado por {u'ja = 1, . . . : ]V}. Consideremos a sua álgebra
de grupo CJHyp+l = Cleü"' , . . . , e:L"' 1, podemos definir nesta álgebra uma ação de 'lÍo (1) 7{+

z(o)e"'(zly)ey, K'e" =e'; X+eg -0
Definimos o seguinte módulo induzido

l-d:..Ê. ('CJHyp'' l)
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Temos que %;p pode ser realizado como um espaço de Fock sobre 7{

yn+v, - clÇf: , Çl!:: , , çjÇ:l ® .c l«.j , «.j l;:ili: '."I ,

com a ação de 'l{ dada por

"f-D-j''''j, "G)'ãG' "8)-o,

"t«-j««, "c,-ól, "8,'«@
O espaço V;;P admite uma estrutura de álgebra de vértice. A correspondência estado-campo é

dada, nos geradores,por

}'''(«pi, z) - "'(z) - >1:"L)' j
.jcz

}''(uPI,z) = "p(z) - }:qD' j '
.jcz

P - l, ,N,

*'«',;, - ,'«- IÊ,.ã;«.,l .«, l &~$ç
O elemento de Virasoro de UÜw é dado por

»,)

N

-l>.''':"p:HYP

p-l

o campo de Virasoro

}'' («,nyp ; zl u'(z)«'(.)

e a sua carga central é 2N
Fixando ' C CX, o espaço

Mnyp(1) := ç'clçf:' , çi:: , . . . , ç#:l ® Clu.J, «.il;:ilil XI

é um módulo irredutível para %l" D

VOA glX afim: Como ÊiÇ, é redutível, porém não simples, esta álgebra admite mais de uma
maneira de ser afinizada. Aqui consideramos a seguinte versão de glW :

glx Clt,t il®gt,,© CC,

com o colchete definido como

lt" ® X, t"' ® }'l = t"+" ® IX, rl + n.5«,-.Tr(X}'')C

Observe que gt. é uma álgebra de Lie de vértice e considere sua álgebra de vértice envelopante
universal Vol. com carga central l.

A correspondência espaço-campo é dada nos geradores por:

y(X( i)]l,z) X(z) )i: x(j)z j i: X c glN,
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onde X(j) = ad([j ® X).
Como glW admite a decomposição gtX = sÍw © (C/, onde / é a matriz identidade, temos que a

álgebra de vértice afim glW é o produto sensorial da álgebra de vértice afim slx com a álgebra de
vértice de Heisenberg. O elemento de Virasoro wgllv de })in.. é a soma dos elementos de Virasoro
uslx e c./nei de slW e da álgebra de vértice de Heisenberg.

Em l21 foram escolhidos os seguintes elementos de Virasoro:

««~ - «ü l:É ,:':,';:.: '.-:,'.-««l

.n.i . .!..r(.O/(-OI + ;-r(-ql,
As cargas centrais são ]V -- l e 1 3/V, respectivamente.

Adicionando estes dois elementos obtemos como elemento de Virasoro para y;t

««~ - ú l.$ ,:'«';:"" * '.-«'.-:,:1
r'nm fnrcFn rPntrn1 9 Ar

Seja W um glW módulo simples de dimensão finita. Definindo a ação de C' como a ação pela
identidade e (tCltl ® gtlv)1+' = 0, podemos então definir um módulo de Verme generalizado para
glX e considere seu submódulo irredutível Éül,., (W'). Então Lglr., (W) é um módulo irredutível para

VOA Virasoro: A álgebra de Virasoro (veja seção 2.2) é uma álgebra de vértice de Lie com
U = {c.i} e C = {c} onde

} -N'

«,(') - >ll:.'l;l''''í': 1: j,
.jcz .jcz

-.j-2

Seja Vvi. a sua álgebra de vértice envelopante universal com carga central zero, X(c) = 0. E
seja Lvi.(A), h C C o módulo irredutível de peso máximo uh para a álgebra de Lie de Virasoro com
Louh = hu, cuh = 0.

VOA reticulado euclidiano Z/v: Considere a superálgebra CZW com base {(?SL) ' 1/%) ip = 1, . . . , .V,
J c Z} para sua parte impar e como base pala sua parte par o elemento central K. O colchete de
Lie é dado por

l#'(«) ' v'(«)l ' à'óõ«,-. iÃ.', l#'&o, #'t«)i - IV'&o , V'8ol 0

Considere os seguintes campos

é'(.) E #'&) ;'' ,
.jcz

@'(') - }: «'8),'j'
.jcz

Ã'(z)= Ã','

A superálgebra de vértice do reticulado euclidiano, VZ/v , é isomorfa a álgebra de vértice envelo-
pante universal de CZW com carga central 1. Como espaço vetorial ele é o único (;ZW-módulo gerado
pelo vedor de vacuidade 1, satisfazendo

- 1, <,,1 l/'8)1 :: 0, para .j ? 0,p l /v

Em sua realização fermionica vzN é a álgebra exterior com geradores {çl)8),@(.j)ljÉ-i }
correspondencia estado-campo é dada pela fórmula do teorema 4.2.2 item (a).

A
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C) elemento de Virasoro é dado por:

/v

./" . )I' < n'/'Loi'
p-l

sua carga central é 2iV.

4.2



Capítulo 5

Módulos Limitados

Neste capítulo é apresentada uma classe de módulos para álgebra Vect(TW) e a classificação
dos módulos irredutíveis desta classe. Para isso, é utilizada a representação de campo livre para a
álgebra D D< X: e depois é feita a restrição a álgebra Vect(I'W). Para verificar que certos módulos
são redutíveis utilizamos o Chiral de de Riam.

5.1 Módulos Induzidos

Consideremos a álgebra 2) = Vect(TW+i), que é a álgebra de campos vetoriais de um toro N+ l-
dimensional, com as coordenadas fo,ti, . . . ,tX, onde to é a coordenada especial. Consideremos a
graduação em Z com relação ao grau to, isto induz a seguinte decomposição triangular

Z) :: 2). a) .Z)o © D+,

onde 7)+ e Z) são as subálgebras com o grau de [o positivo e negativo, respectivamente, e Do a
subálgebra com to com grau zero, vale notar que Z)o é a soma semi-direta da álgebra Vect('FW) com
o ideal abeliano CltÍ:i, . . . , tüilcZo

Considere o Vect(T")-módulo sensorial T(WI,'y), podemos estender sua ação a Z)o © D+ com
Clt:L , . . . , útil(h agindo por deslocamentos, isto é,

['do(qp ® w) = Pqp+' ® w,

e Z)+ agindo trivialmente. Este módulo será denotado por 7'
Por fim, induzimos para todo 7):

r( }v, , p)

À/(7') Inda.op,.T = Z/(Z)--) e) T.

Este módulo tem uma decomposição em espaços de peso com relação a álgebra de Cartas <cZo, dt,
, dw>. No entanto, todos os espaços de peso de J\4(T), além do próprio T, são de dimensão infinita.

Porém, um teorema de jll nos garante que no quociente irredutível os espaços de peso têm
dimensão finita.

Teorema 5.1.1. rí) O «.ód«/. A/(7') te«. «, Único .«ó«.aduz. «.«ám.Z .A/-'z
(ii) O quociente irredutível LÇT) = NllÃ/l-a tem espaços de peso de dimensão $nita.

Pala entender a estrutura dos módulos L(T) consideramos uma categoria de módulos para ál-
gebra toroidal completa descrita em l21. Se considerarmos à = 0 obtemos uma categoria de módulos
para X: x .D. Veremos a seguir que quando restringimos à ação de Z) esses módulos continuarão
irredutíveis e daremos o carácter destes módulos. No entanto, antes de utilizarmos este resultado
devemos verificar se KI x 1) é uma superálgebra de vértice de Lie.
Teorema 5.1.2. Á álgeóra Z) x X: é uma superáZgeóra de uérfíce de Lie.

21
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Z)emonsÍraçãa. Considere os seguintes campos

#o(,,,) #ot'ko, j, k.(',')-)i:dot'k.. 'j-:
.jcz .jcz

a.(,, ,) - >: dt'ó.;-j :
.jcz

O conjunto C consiste de llm úúco elemento que corresponde ao campo central ko(O:z), assim
(VL2) vale. Pala verificar (VLI) devemos calcular os colchetes dos demais campos Temos

lk.(r, zi), kó(s,z2)l = 0,

la.(,-, ;i), db(', ")l = 1 >. tãt'.í.,-i :, >: #ot'dó,;j': >: ltl,t'd.,Íi :, dot'dóz;j':l
lecz .jcz J {,.jcz

= >1: (s.tfjt'+'d. róto jt' 'd.)'Í'':z;j': = )1: (s.t:t'+'dbz;*': --,.t6t'+'d.z;'-:)zÍ:':z;
{,jcz. {,kcz

(s.dÕ(r + s: z2) rbd.(r + s, z2))
9
zl

dO(,: ;) - }:4t'.h, j-'
jcz

ldo(r, zi), d)(s, z2)j = }: lt8t' ozÍ: :, 4t'ao;4'j''l = >: (.i {)(ti+jt'+'do)zÍ:''z;j'
{,.jcz {,.jcz

''.', * ., .,,, [;;:i'(:)]
Logo estes colchetes estão no formato de (VLI). []

Concluímos esta seção com o teorema de [21 que nos dá a representação de campo livre para a
álgebra Z) x X:.
Teorema 5.1.3. ri) Sqan7} ]14Uyp7 -A'drglN e .AfV' r mod Zos para Vn+ypl ygllv
Então o produto tensohat

Jt4 := J\4Hyp Q9 .A/alX e) J\4yir
é um módulo para a áZgebra 'Z) K X:, com anão dada por:

>: #ot'koz'j = ko(r, z) q y(q', z),
.jcz

}: dot'k.z j-'(',') -+ "'(;)y(q', z),
.jcz

/ .{+l
(t8t'''''6);Í:''z;k+:-' >ll: (k + 2)(t8t'+'.Z.z;*-;)

á,kcz {,kez

g:üb + ., «)2 >1: (i + l)(t8t''''''hz;'-')
{,kez

.] 4':'P Z2

e Myá,, respectàuamente.

d.(r,z -t: «'(.)}''(q',z)
'n

>l: ,..E-' (')}'' (q' , ,
p-l

Edo*'d« j '
.jcz

do(«, ;) q }'''(«,, ;)}'''(q' , ')
n

)i: rÍuj(z)#j(z)y(q', z)+
í,.j=i
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*Ê ,. (á«''.,) «.«', ;'p-:l \

L(WI, 1, h) = À4rHyp ® Z'sZ« 6) Z;t'Í'
é um módulo ãrredutíuet sobre 'D v. K.

(ü) O módulo

5.2 Carácter dos Módulos Induzidos

Em l41 foi ca]cu]ado o carácter dos módulos L(W],'y,/z) para ]V = 1. Inicialmente, foi feita a
restrição destes módulos para a subálgebra sZ2 :: (Cito ll s/2 e verificado o seguinte isomorfismo
L(W. ', h) = U(sZ2) ® T. Em outras palavras, .L(WI, ', h) é um módulo de Verme generalizado para

Para os casos .Ar > 1, temos o seguinte problema, um módulo de Veima generalizado para sZW+i
não pode, em geral, ter sua ação estendida pala Vect(TJv+i). Para contornar isto, em l3j foi dada
a definição de módulo generalizado de Wakimoto: .A4 é um módulo generalizado de Wakimoto com
topo T para sZX+i se T é um sZX+i submódulo com sZ;+i agindo trivialmente (a graduação de
szJv+i é, também, dada com relação ao grau de to), e por fim, o carácter de .A4 coincide com o
carácter de um módulo de Verme generalizado com topo T, isto é,

sZ2

X(.M) U(sZw+i))X(T)

Teorema 5.2.1. Sej.z H' um glX-módz'Zo ãrredutúe/ de dimensão ./ináfa. E seja Mgl,., (H''') o módulo
de Verme nduzido de }+' para gZ com carga centra/ ]. Então o módulo

.M l
) . ç]:] ® Clu,j, u,jl ® Mgl,., (W')

é um módulo generalizado de MaÊimofo para sZN+l

Z)emonslração. Pelo teorema 5.1.3 temos que .A4 é um Vect(TW+i), por restrição temos que .A4 é
um módulo para slW+l com topo

r(w:, 7) çi:l w.
O cálculo do carácter de Clupj,upjl é um difícil problema de combinatória, seu resultado, como
pode ser visto em l31, é

X(Clu-j,«,jl) ll(t s*)'"''
k-l

Vamos calcular e conferir o começo desta série para o caso Ar = 1. Lembrando que Clupj,upjl é
realizado como espaço de Fock, isto é, a graduação de uPj e uPj é .j, temos a seguinte base para esta
graduação:

© {l} ::> dim l

© {ui,ui} ::+ dim2

. {u?,uiui,u?,u2,u2} + dim5

e {uf,u?ui,uiuf,uf,utu2,uiu2,u2ut,uiu2,u3)u3l'::> dim lo

e
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Observe que (l s) 2 = ((1 s)'iy. Expandindo em série (l s)': temos= ((1 s)':y. Expandindo em série (l s)

l

::> (1 -- s)-' l I'. 1+2s+3s2+
1 - ',/

logo

ll(1 .')''
k-l

(1 + 2s + 3s2 + 4ss + .)(1 + 2s2 + )(1 + 2s3 + .) = 1 + 2s + 5s2 + 10s3 +

Comparando os caracteres temos
oo oo

X(Club, «.:íl)®x(u(ãil;)) '')'"'+ ll(t '')'p'''
k-l k-l

'H(t s')'(x+0'+: - X(U(;Ía-+i))
k-l

H

5.3 Clritério para irredutibilidade

Um vedor em Z;(W, ', h) é (bto crítico se é aniquilado por D+. Para um módulo L(W. 'y, h) ser
irredutível devemos então verificar as seguintes condições:

(C) Todo vetar crítico de .L(WI, ', h) pertence ao seu topo T(W, "r, h).
(G) .L(tV, ', h) é gerado pelo seu topo T(W. 'y, h) como um módulo sobre .D

Teorema 5.3.1. Seja W' um gZX-módulo {n'edufz'ueZ de dimensão .#nifa, .y € CAr, A C C. Todo uetor
críÉáco do módaZo L(W, ', /z) pertence ao seu topo a menos gue h :: 0 e W é um írzóduZo tdu aZ para
sZW com ü ádent dada agindo por a = Ar mAr, m = 1,2, . .. , ou o peso má ímo de W é um peso
JündamenfaZ cuh, k = 1, . . . , k 1, com a denfãdade agindo por a :: k -- mJV.

Como a prova é demasiadamente longa e requer ferramentas que não foram introduzidas, apre-
sentamos aqui uma ideia da prova. O capítulo 8 de l31 é dedicado a construção de uma forma bilinear
contra-gradiente não degenerada de

Z,(W:, ', h) x L(W*, 'Y, h) -} C,

onde Wr* é o espaço dual de I'r com a estrutura de slixr-módulo, porém se a identidade age por
CE € (C em W, em ç4''* e]a agirá por ]V -- a. Clamo consequência da. existência desta forma é provado
o seguinte lema:
l,ema 5.3.2. .4 corzdãção rC9 urze para l,(W,7,A) se, e somente se, a cardação rG) urze para
Z,(U'* , 'Y, A) .

Com este lemma a questão se reduz a ver se os módulos L(W. 7, h) e L(I'r*,'y, h) satisfazem a
condição (C). Em caso afirmativo ambos serão irredutíveis.

l,embrando que a(z) é a parte de potências negativas de z da série a(z) (seção 4.1). Seja g c }''
um vetar crítico, temos que (zd.(r, z)) g = 0 expandindo a ação da série temos

«' (.« (É,'$« ' íi:«.:.:*«.i *Ê'-="*,-'1 *

Inicialmente, observe que Z)+ contem elementos da forma doca com p C {l, . . . ,JV} e j ? l,

que agem por a/8uPj. Para obter sua ação no módulo devemos comparar os elementos de mesma
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potência nas séries do teorema 3.1.3. Devido a esta ação podemos projetar no operador (zd.(r, z))
no espaço

Ç'clÇf' , . . . , Çi:l ® CI«,jl:l:ilj,'.'.wl ® Z.,[,., (W) ® Lvi-(h),
pois como g não pode depender de variáveis uP.f ele pertence a este espaço. Assim, obtemos

Pa(,, .) g = 0

onde

'',,,, - l$«« :* .i*Ê'-s'«, *l -- l
Observe que também retiramos a multiplicação por q', já que este elemento é invertível.

Podemos expandir o operador Pa(r, z) em uma serie formal nas variáveis R = (rl, . . . , rN)

Pa(r, z) «'&,(,),E
onde ZT é o conjunto das /V-uplas com entradas inteiras e positivas.

Para todo .j C Z e todo vedor g', existe apenas uma quantidade finita de s C ZT tal que o
coeficiente de zj em Pa.(Z)g' soja não nulo. Assim, o coeficiente de zj em )ll:.CZy r'Pa.(z)g é um
polinâmio em r. Como para cada .j < 0 estes polinõmios se anulam para todo r € ZW, podemos
concluir que para todo s c Zr, a C {l, . . , Ar},

Pa.(Z) g

Para o caso particular sp C Zr com entrada l n& coordenada p e 0 nas demais, obtemos

$, ',«, - 1Ê l11«-,' * «.il \'ÚI,
Assim, obtemos

«(,, z) g

onde

'',,;,- - l$««,: *«.á *Ê,-Ê".~;-'l «- l É,,$çúl *
* IÊ~íi lil«.' «.il q'úl «- l Ê~$ :'ül

Podemos definir uma Z graduação em cada um dos fatores do produto sensorial (Cjupj IP:t'2,..-.WI e)
Lgt.v (W') ® LVir(h) da seguinte maneira

deg(u,j) deg(EHj)) = deg(l,(-j)) = .j

deg(Wr) = deg(uf.) = 0,

onde deg representa o grau da graduação (degree em inglês).
Fixando uma base homogênea com relação às graduações, digamos {Z/l}, {3/f}, {Z/Z'} para os
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espaços CI'u,j l;:ilil.Wl: Z,gi,,(W) e LVir(h), respectivamente, podemos escrever um vedor g como

g - )l: «;j*q"g; ® v; a' y"'

Lema 5.3.3. [9.3 de [31] Seja g u.m. z/eÍor cm'bico nãa mtl,{o, Então ílesla decompor ção apresentada

e ásfem g/7 C W' e Z/ÍI' C Cuh tais que aij # 0 para algum {.
Projetando a equação .fl(r, z) g = 0, no espaço

Ç'cl«.Ji :liii:."'i ® w ® «
obtemos

a'(,': z) -ã

onde g é a projeção de g neste espaço e

~',,;, - lii:«-,: * ,.i *É,,Ê'*l .« Ê,,$ \'al *
* IÉ,,Ê lil«« ' * «.il \'ÚI .« l É,,$\'ÚI

Novamente, tomamos a série formal nas variáveis r, .f::'(r, z) - )l:.czar r'/'" (z) e obtemos

al;(.) g
para todo s € ZT

Existe ainda uma outra graduação. Considere a seguinte ZI'''-graduação

len.(«.j)

onde len vem de comprimento (lenght em inglês), o comprimento total de um monâmio y € Clupjl
é dado por

/v

le«(Z/)

Os operadores /):l;(z) contêm duas componentes homogêneas com relação ao comprimento. Uma
que reduz o comprimento por sl + . . . + SN 1, denotado por Qa.(Z), e outra, que contem os termos
contendo ç.ã: e reduz o comprimento por si + - . . + SN.

Seja .f a componente de maior comprimento de g, digamos len(/) = Z. Então, a componente de
comprimento !+l si ... SN em.f%l;(z) góQ-(z)-.f. Logo

Q..(;) - .f

Os [emas 9.3 e 9.6 de ]3] garantem que so]uções homogêneas desta última equação têm compra
mento 1. Suponha que / bem grau m, então / pode scr escrito como
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Substituindo na equação obtemos

N N
>l. >1: ,.,b(-E'' + õP'(m
p-lb-l

1))«,ó 0

Se considerarmos uma nova ação p' de glX em l,V

p'(E'')w +mõ..w,

então a última equação é equivalente ao sistema

í)'(EC')Wb + P'(EÓ")W. :; (5caWb + õbawc,

onde a, b,c C {], . . ,]V}.
Seja P o conjunto de boas ]V-uplas soluções deste sistema. O lema 9.7 de [31 nos diz que

r .rlwl+q + ,«,w«Olo«: , . . . , w.d ' 7'l
é um Vect(T/v)-submódulo de T(W). Como corolário temos que se É(W,7,A) contém um vetou
crítico não trivial então W é um módulo trivial para sZX com a identidade agindo por a :; N mN',
m = 1,2,. . ., ou o peso máximo de TV é um peso fundamental wh, Ã; :; l,...,k -- 1, com a

identidade agindo por a = k mN, ou W é um módulo de dimensão l com a identidade agindo
pol a - N mN.

Por fim, o lema 9.9 mostra que se L(W,'y,h) contem vedor crítico não trivial então h = 0. A
ideia é praticamente a mesma empregada para mostrar o formato de W só que desta fez considere
a equação:

(z'do(r, z))-g = 0.

5.4 Chiral de de Rham

O chiral de de liham foi introduzido em [lõl. No caso de um toro o espaço desse chira] é o
produto de duas superálgebras de vértice

UH+y. ', VZ'«

Considere os seguintes campos

E''(,) (;)@'(,)

eles geram uma subálgebra de Vzx que é uma álgebra de vértice irredutível de gÍW com carga central

Para VZx apresentamos duas Z-graduações. A graduação /ermáónáca definida como:

l

deg/.,(çú' )) - l,

e a bosõnica:

deg/.,(1/'8)) - l, deg/«(Ã.) deg.f.,(1) = 0,

degÓ..(«j)) - --j ], degÓ.;(V,8)) - --.j, degÓ.,(K') - degÓ.,(]1) -0

Seja }jglv o subespaço de elementos de grau fermiânico k. Temos a decomposição
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Cada subespaço lgw é um glÀ -módulo graduado pela graduação bosõnica. Sua estrutura é
descrita em jla], para nós será importante o seguinte teorema:
Teorema 5.4.1. Para cada k c Z, ylw tí um gt-módulo irzedufz'ueJ cona carga central ]. Sela I'Zhr

a co"'parente de yZkw de me"or gr« bosónico. Se k = 0 (mod N') e"tão t.k tem dome"são /. Se
k = k'(mod N) com l 5; k' < N Calão, como nzódziZo sopre slJV, l/Zm tem como peso máximo o peso
Jbndamentaí wk,. E a malha identidade de gtW age como k Id.

Em conjunto com o teorema 5.1.3 temos o seguinte corolário:
Corolário 5.4.2. O espaço

A4H« ® l-zkx ,

p«,. f.d. k c Z, fem est-lu« d. «-ód«Jo soó« . áig.ó« d' Lje Vect(TW+:).
Restringindo a ação da álgebra Vect(T/v+l), dada pelo teorema 5.1.3, no espaço Mnyp ® I'ZN

obtemos:
d.(r, z) -+ }''(d.(,), z), do(r, z) a }''(do(,), z),

onde
JV

d.(r) - uFOq' + }:r.<.D@f -.nq',
p-l

do(') - - l >ll:"(-n"Loç' + }:< nv'Lnç' + : ,.-'?-n@7 D'p?-nç" i
\.p=jp=la,b=1/

e'}.."Lo« o"
p-l

e definimos d = Q(0), i. e., o coeâciente de z : em y(C?, z) - }l:P-i : up(z)W'(z) :. Este operador
d será a diferencial do chiral de de Riam:

-b M«,. ® }b. b Mn" 8' V"»' +

Se.ja

Para vei que d o d :: O observe que

'*'.,;:',*'.,;,'- - L à*''.«,.,,,,[.;:(á)"'(:)] - '.
Para o próximo teorema precisaremos do seguinte lema.

í,ema 5.4.3. Seja y üma superáZgebra de uérláce e sda.m a,b C y, tais qz&e a(0)b :: 0. Então

la(o), y(b, z)) = 0

Como a.(o)b = 0 a fórmula do comutador nos dá

-*'., ,:,,*'', ','' - E à*'«.«,', ,,, [;;:(i)" '(=)]
Z)emonstração

observe que o lado direito não tem termos de z l logo la(o),y(b, z)l = 0. n

Teorema 5.4.4. .4 ap/ácação

d : A4nyp ® yzkx q &/HYP ® IZv
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é «. A.«..«..r$s«.. d. Vect(1'/"'':)-mód«/o.

Z)emonsfração. Para provar este teorema devemos mostrar que

ld,a.(,:;)l 0,

ld,do(,,z)l

Segue do lema que basta provar

Q(o)d.(r) = 0 e C?(o)do(r) 0

Da definição y(Q, z) Xg:: : «p(,)W'(,) : temos

..., - $ (Ê *:-,-:,«:., * $ «:-,,*:,-:,)

Observe que uij)d.(r) 0 e @Íj)d.(r) - 0 para J ? l, logo

7V

o..,'.n -E («Êá-l :,«i., -'- «f-:,«t.,) -.(,)

-E,.ól
/-1

i)u( 1)q'
/v

',«i n<-uótn'üF.oç'
{-lp-l

{-1
t)u(-i)q' >ll: 'p"F'0<- 0 q'

p-l

Para mostrar que Q(o)do(r) - 0, inicialmente, observe que ulj)cio(r) - 0 para J ? 2 e @&)do(r)
0 para .j 2 1, com isto obtemos

e..,-.m -E (ét{-1 :,«i., *- *t-,,«i:, -' «i-:,«Ê.,) ( Ü(,))

Vamos dividir esta soma em três partes. A primeira parte nos dá

N \

>, d'l-0«Ín l (-do('))
{-l /

N N
o"Ío"l?- n"í- oq' + }l: >1: @t

{-lp-l

/v ]v

n"mq'-n'PÍ-uÇ'+
á-lp-l

+E E «.@l

.M /v

n '"ío) "F- i) ét.n 'pf- i) q'

á=1 a,b=l

/v /v

D"(- o"í-oq' + >1: )1: ,i@(
á-lp-l

/v JV

D 'éÍ-n 'É( -n q' +
i-lp-l

E
/v /v

D d'7- o 'P?-u q'
{=1 a,b::l

Observe que esta última soma é anel-simétrica em {a, á}, logo vale 0. A segunda parte da soma
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\i-l /

N N

2)t'tD"(-D"LOq' + }: >1: 'Pt 2)u(1)<-2)'/'FDq'+{-lp-l

}:'É? q"w ( do(,)) =

N N

{-lp-l
N N

+ : ll: ,.@t-q"iUuil n#'7-U'Pf-.nÇ'
á=1 a,b=l

N N N

' }.. <-n"Loç' + }: }: '.@t d'i-oV'?-oç'
p-:! {=1 a=].

E, finalmente, a terceira parte:

N \

>l,"t-noto l (-do('))
{-l /

N N N N

- >, )i: "i oito"c--n"Loç' + >: >: "?-Q@W<-qlZ'L:,ç'+
{-l p-l {-lp-l

N N
+ >. }, r.u?-i)@(o)u(-1)é( i)'P(-i)q' '

t:=i a,t):=l

N N N

' )l.,"LOÇ(-.nÇ' >1:>1:,'"i Bu? oé7-nç'
p:=1 {=1 a=l

Combinando estas três partes obtemos Q(o)do(r) = 0. n

Exemplo 4. Como exemplo tome o caso N = 2. Apresentamos o diagrama do chiral de de Rham, o
grau fermiõnico varia na direção horizontal e o bosânico na direção vertical.

k - o k - l k-2

O topo dos módulos ]Wnrp('Y) ® y2w com k C {0,. . . ,JV} são os espaços q'rSZh('JI'N) da cadeia
do complexo de de Rham clássico. Aqueles que tiverem submódulos não triviais para Vect(TW+i)
gerarão submódulos não triviais em Jvnvp('y) 6) yzkw .

Aléns disso, temos que para k 5; 0 os módulos jL4nyp('y) ® I'"É têm vetores críticos não triviais
e para k 2 /V os módulos .44nyp('Y) ® yZkw não são gerados pelos seus topos.

Com isso, concluímos que os módulos para os quais o teorema 3.3.1 junto com o lema 3.3.2 não
garantem a irredutibilidade são, na verdade, redutíveis.



Apêndice A

Algebras de Lie

Neste apêndice apresentamos algumas definições e propriedades básicas de álgebras de Lie que
são utilizadas na dissertação. Para isso seguimos principalmente l91 e j171. Pala as álgebras afim
seguimos j101.

As álgebras de Lie surgiram com Sophus Lie na década de 1870, dentro de seu programa de
estender, às equações diferenciais, a teoria de Galois para equações algébricas. As álgebras de Lie
aparecem como objetos infinitesimais associados aos grupos de transformações agindo sobre um
certo espaço, em que um dos principais problemas era sua classificação. Em 1884 Wilhelm Killing
dividiu o problema em dois: o de classificar os objetos abstratos que correspondem as álgebra
de Lie e posteriormente analisar as ações dos grupos correspondentes. O termo álgebra de Lie foi
popularizado a partir da década de 1920 com Hermann Weyl, em substituição ao grupo infinitesimal
que se utilizava desde os tempos de Lie.

A seguir temos a deânição de uma álgebra de Lie.

Definição A.0.5. Uma álgebra de Lie consiste de espaço vetorial g sobre um corpo k, munido do
produto colchete de Lie, que é definido como

1: 1 :g xgag

que respeita as seguintes propriedades

1. é bilinear;

2. é anel-simétrico, i. e., Vz,g/ C g, lz,zl :: 0. isto implica que o colchete é anel comutativo
lz,yl ly,zl;

3. satisfaz a identidade de Jacobi, Vaç, Z/, z c g,

lz, IV, zll Z/l , zl + IZ/, in, ;ll

Ezemp/o 5. Dado um espaço vetorial y, podemos definir o colchete de Lie identicamente nulo
lu,wl = 0,Vu, to C y, neste caso diremos que V é abeliano. Observe que toda álgebra de dimensão
l é abeliana.

Eremp/o 6. Dada uma álgebra associativa .4, definimos .A como sendo a álgebra de Lie com o
colchete dado pelo comutador, que é definido como

1«, ól «ó - ó",
onde a,b C .4

Ezemp/o 7. Dado uma álgebra .A, dizemos que um endomoifismo d do espaço vetorial .A é uma
deráuada se, para todo a,b c ..'l,

d(«.b) + «.d(b).

31
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O conjunto de todas as derivações de -A é denotado por Der(.A), além disso, observe que para todos
d,d' c Der(.A) tem-se que la,d'l = d . d' d' ' d (onde o denota a composição) está em Der( 4) e
define um estrutura de álgebra de Lie. Em particular, tomemos .A = Clz:nl, para definirmos d C
Der(.A) apenas precisamos de6nir d(z), com efeito, para n > 0

d(.") d(z" :)z + ;" 'd(z),

observe ainda que

d(1) + d(1) 0 :+ d(zz':) = 0 + d(z :) -z''d(z),

e por fim
d(,'") d(z''+:)z': +z "+:d(z :)

Definimos

claramente L. C Der(.A) e como L.(z) é uma base de Á, então eles são uma base de Der(.A).
ErempZo 8. Seja g uma álgebra de Lie, e sejam =, 3/ c g, considere o operador ad(z) : g -+ g definido
como ad(z)(y) = laç, yl. Observe que pela identidade de Jacobi tal operador é uma derivação para
todo = c g. Esta é uma maneira de memorizar tal identidade. Vamos chamar de adg o conjunto de
todos operadores da forma ad(z) para algum z C g.
EzempZo 9. Um grupo de Z;ãe é uma variedade diferenciável com uma estrutura de grupo tal que
a operação do grupo e a inversão soam C", isto é, infinitamente diferenciáveis, onde a inversão
se entende por uma aplicação que leva um elemento no seu elemento simétrico. Uma propriedade
dos grupos de Lie é que o espaço tmigente na identidade é uma álgebra de Lie. Dois exemplos
importantes são gZ.(k) = {.A c Mn(k)l det(.A) # 0} e s{«(k) = {.A C Mn(k)l det(-4) = 1},
onde k é C ou IR, estes dois conjuntos admitem uma estrutura de variedade e com o produto
usual de matrizes, eles possuem estrutura de grupo. Suas á]gebras de Lie são g].(k) = ]Wn(k) e
sÇ.(k) = {.A c Mn(k)l ll'(-A) = 0}, respectivamente. Em ambos os casos o colchete é dado pelo
comutador. Uma prova deste fato, para k = IR, pode ser vista em l81.

Algumas definições importantes:

Definição A.0.6. Seja g uma álgebra de Lie. Uma suóáZgebra de Lie de g é um subespaço vetorial
b de g que é fechado pelo colchete, isto é, lb, bl c b, se além disso tivermos 10, bl C b, diremos que
b é um ideal de g. Uma álgebra g de dimensão maior que um tal que só contenha como ideais g e
0 é dita simples.

i)eíinição A.0.7. A sér e deríuada da álgebra de Lie g é definida, por recursão, como

-gg

e'

g(k) - Ig(h i),g(h i)l.

Uma álgebra é dita soltíueí se sua série derivada se anula em algum momento e gemi-simples se não
possuir ideais solúveis além do 0. E possível mostrar que uma álgebra é semi-simples se, e somente
se, for soma direta de álgebras simples.

Analogamente, a série central descerzdenfe da álgebra de Lie g é definida, por recursão, como

g' - g,

g'

g* g* :l

Uma álgebra é dita rzÍZpotenfe se sua série central descendente se anula em algum momento
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Do exemplo 8 temos que adg c Der(g), um fato, cuja prova pode ser vista em 101 teorema 3.3, é
que temos a igualdade para álgebras semi-simples. Isto é, pala toda derivação existe r C g tal que
esta derivação sda ad(aç).

Ainda, do exemplo 8, para álgebras de dimensão finita podemos definir a seguinte forma n(z, Z/) =
'l}(ad(aç)ad(y)), onde iç, y são elementos da álgebra. Esta forma é chamada de forma de Killing. É
fácil ver que a forma de Killing é uma forma bilinear e simétrica.

A partir de agora precisaremos que g seja de dimensão finita. Seja z c g e considere a decom-
posição de Jordan de ad(3ç) = ad(z). + ad(z)«, com ad(aç). a parte semi-simples e ad(z). a parte
nilpotente, ambas são unicamente definidas e, além disso, são derivações. Assim, existem únicos zs
e z« C g, tais que ad(z) = ad(#,) + ad(sç«), estes elementos são chamados parte semi-simples e
nilpotente de z, respectivamente.

Para o resultado que se segue precisaremos que o corpo seja algebricamente fechado. Seja fJ # {0}
uma subálgebra de g formada por elementos semi-simples, isto é, sua parte nilpotente é nula. Seja
z # 0 € 1), como z é semi-simples e o corpo é fechado, ad(z) é diagonalizável, seja y -# 0 c b
autovetor de ad(z). Temos lz,g/l = a3/, com a C k, logo ad(y)(z) = a3/, aplicando novamente
ad(y), temos (lue ad(y)(z) é autovetor de autovalor 0 para ad(g/), o que implica (lue z é autovetor
de autovalor 0 pala ad(y), isto é, laç,g/l = 0. Como z foi qualquer e y foi um autovetor qualquer
temos que r) é abeliana. Tal subálgebra é dita suóáZgeóra goraz, uma subálgebra tonal não contida
propriamente em nenhuma outra subálgebra foral é dita swóáZgeóra goraz mazáma/.

Soja b uma subálgebra toral maximal, como todo elemento de adb é diagonalizável e como b é
abeliana, temos que os elementos de adb são mutualmente diagonalizáveis. Assim, para todo À c b*,
podemos definir gÀ := {z C OjVh C f), lh, zl = À(À)z} e teremos

g = C(b) ©xcb' gÀ,

onde C(b) é o centralizador de b. A proposição 8.2 de 101 mostra que o centralizador de b coincide
com o próprio f).

Quando gÀ # 0 diremos que À é uma raiz de g e o conjunto de todas as raízes é denotado por
©. Para todo À c b* (em especial todas raízes) definimos o elemento tÀ c 1) como À(h) = K(tx,h)
para todo h C b. A existência e unicidade deste elemento decorre do fato da forma de Killing ser
não degenerada em 1). Com isto, podemos definir a seguinte forma bilinear em b*, (À, p) = n(tÀ, tP)
para todos À, p c b*

A seguinte proposição é um resumo das propriedades de {) (g de dimensão finita), ela se encontra
em l91, teorema 8.3.
Proposição A.0.8. ].a' gera b* como espaço ueÉoráa/ e 0 # ©

2. $e a C 'b então os lín cos mtíltãp/as de a em Q' são :La
3. Sd'm a,P C ® .nfã. P 2K(P,a)/K(a, a)a C©
4.Soam a,P C 'b ezzlão 2n(P,a)/K(a, a) C Z
Como a expressão 2K(/3, a)/K(cv, cv) será muito utilizada, deânimos < P, a >:= 2n(/3, a)/n(a, cv).

A propriedade 3 pode ser vista como uma reflexão de /3 em relação ao hiperespaço (subespaço de
codimensão 1) normal a a com relação a forma bilinear K. Estas propriedades são os axiomas de
um sistema de raízes.

Definição A.0.9. Um subconjunto ll de Q' é chamado de base se for linearmente independente e
toda raiz /3 pode ser escrita de como P = >1: A.a (c! C 11) com os coeficientes É. inteiros todos não
negativos ou não positivos para cada P.

O teorema 10.1 de l91 galante que para todo sistema de raízes existe uma base. Definimos a
aZfura de uma raiz P = >1:k..a por ht# = >1: k., se a altura de uma raiz for positiva (negativa)
diremos que a raiz é positiva (negativa, respectivamente). Da definição de base segue que, para uma
dada base, o conjunto de raízes se divide em raízes positivas e negativas.

As raízes em ll são chamadas raízes simples, fixe uma ordem nestas raízes, digamos IT
(ai,.. . ,al), onde Z é a dimensão de b. Os elementos Ài c 1)* definidos como < À{,aj >= (5ij
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são chamados de pesos /undümentaÍs com relação a 11. A matriz (< ai, aJ >)ij, a menos de peimu
rações dos índices, é um invai'jante de g e é chamada de il/athz de Oarfan de g.

!)efinição A.O.IO. Seja g uma álgebra de Lie. Uma su.óáZgeóra de (-;arfam de g é uma subálgebra
hJ c g que satisfaz

1. b é nilpotente e
2. o normalizador de b em g coincide com b, isto é, IX, bl c Ü implica que X c b.

É importante observar que a definição de subálgebra de Cartan não garante sua existência, mas
é provada sua existência para álgebras de dimensão finita sobre um corpo in6nito. Para álgebras
gemi-simples, as subálgebras totais maximais serão subálgebras de Cartas.
EaempZo 10. Considere a álgebra sl2(C), é um fácil exercício mostrar que está álgebra é simples e
não é nilpotente. Mostraremos duas subálgebras de Cartan para esta álgebra. Com a base dada no
EzempZo 2 temos que f) = Ch é uma subálgebra de Cartan. Com efeito, temos que b é abeliana, e
por consequência é nilpotente. E mais, sejam a, b, c C C,

lh, ae + bA + c/l :: 2ae 2c/

que só pertence a b se a = c :: 0.
Uma outra álgebra de Cartan de sl2(C) é E) C(e /), novamente 1) é abeliana e

[.
/, ae + bh + c/l = --2be 2Z,.f + (c + a)h

que só pertence a b se b = 0 e a ;;: c.

ErempZo 11. Considere a álgebra sls(C) com a seguinte base

« - (i
o o o
o o l
o o oel :: e2

. - (: : :), «- (: ; :), '':,',-- (: : i:
O colchete ê dado pelo comutador

-':,«. - (j:
0 0
0 0
0 0

lhi,h21 = 0, lhi: 1 = 2ei, l/u,.ÊI 2.Ê, [ei, .Ê] h,Ih,ejj= ej, lhi,/JI = /], jei,bl 0,

onde í # .j c {0, 1].. As demais relações seguem da identidade de Jacobi
Com relação a esta base temos

ad(hi) = dias(0,0, 2, 1, 2, 1, 1, 1), ad(A2) dias(0,0, 1,2,1, 2,1, 1),

onde diag representa a matriz diagonal com as respectivas entradas. É fácil ver que n(hí, hi) - 12
e H(hl, A2) = --6.

Temos então, as seguintes raízes:

al (2, 1), a2 = ( 1,2), a3 ( 2, 1), c-4 (1, -2), as = (1,1), a6

Resolvendo o sistema n(t.:, hj) = aí(/z:í) para { c {l, 6} e j c 1, 2 obtemos

*.. -:",, *.,-i",, *.;- }":, *..- é",, *.;-i«:*l",, .«.- Ê«:-Ê",.
Temos H(t..:, t.:) = 1/3, ou seja todas as raízes têm a mesma norma, E '';(t.- , ta;) - ';(t.,,t«;) -

K(t..,t.,) = 1/6.
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Uma possível base para (> é ll = (ai, a2). Para esta escolhe de base temos os seguintes pesos
fundamentais Ài = (1/3)(2ai + a2) e À2 = (1/3)(ai + 2a2). E a seguinte Matriz de Cartan

.f:
Uma maneira de representei as raízes e os pesos fundamentais é o seguinte diagrama

Dada uma matriz de Cartan Á de tamanho k x k podemos recuperar a álgebra de Lie associada
a ela via as relações de Chevalley-Serre. Esta álgebra é gerada por 3k geradores {ei,/t, hÍ} com
ã c {l, . . . , k} e as seguintes relações

lhi,hjl l í,bl = õijh{, lhÍ, ejl = -Ai.jej

l/zi,/JI = .Aij/J,(ad(e{)):''''l'Í(eJ) =0,(ad(/.)): ''l'í(/1) =0,
temos ainda que os elementos {Ài} geram uma subálgebra de Cartas, para uma prova disso e do
que se segue veja j181 páginas 48-53.

Para que a matriz de Cartan se.ja associada a uma álgebra de Lie simples de dimensão finita
temos as seguintes condições necessárias e suficientes:

8 As entradas na diagonal de Á são iguais a 2,

© As entrada fora da diagonal são não positivas e 4Íj = 0 se, e somente se, .A.fi = 0,

e .4 é indecomponível,

e Á é simetrizável e a parte simétrica é positiva-definida

Uma matriz é dita simetrizável quando pode ser escrita como produto de uma matriz diagonal e
uma simétrica, esta é chamada de paire simétrica. Matrizes desse tipo são chamadas de malrázes
de ClarEaR do tipo anito.

Se na quarta condição não exigirmos que .4 seja positiva definida, obtemos uma classe muito
maior, as álgebras desta classe são chamadas de álgebras de Kac-h/loody.

Uma importante subclasse de álgebras de Kac-Moody são as álgebras do tipo afim. Elas são
geradas por matrizes de Caitan do tipo afim que são matrizes que respeitam as quatro condições
anteriores (exceto a parte simétrica ser positiva definida) e mais a seguinte condição:

© det(Á) = 0 e a eliminação de uma linha e a respectiva coluna resulta numa matriz do tipo
finito

Exemplo 12. Algebras do tipo afim tem dimensão infinita, neste exemplo mostraremos o caso mais
simples sl2, cuja matriz de Cartan é dada por:

-% 'f)
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Considere as duas raízes simples al e cv2 associadas as trancas {hi, ei, /i } e {h2, e2, /2l', das relações
de Chexmlley-Serre temos

jet[.i].:,e:]j]

Obtemos assim as seguintes raízes:

e e3 = lel) e21 yé 0 :+ al + a2 e raiz,

9 e4 :: jetjei, e2jl :llé 0 :::>F 2ai + a2 é raiz,

e eõ := je2lei,e2jl 7é 0 ;:> al + 2a2 é raiz:

9 jet, e41 ;= [ei, jei, [ei, e2jj] ;= 0 :> 3ai + crZ não é raiz,

ü je2, eSI = je2) je2) je21 eijjl = 0 => al + 3a2 nao e ra.lz,

B e6 = jeU) e41 7é 0 :+' 2ai + 2a2 é raiz,

c7 :: je2) eOI 7é 0 :+ 2oi+ 'za2 é raiz,

je2je2je2, etjjl = o.

Continuando este processo obtemos o seguinte conjunto de raízes

©:; {n.ai+ma2jn,meZ, in ml $ 1}.

o caso finito, múltiplos de raízes podem ser raízes tambémObserve que diferente derv
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Representaçoes

De modo superficial, a teoria das representações é o estudo de estruturas algébricas abstratas
representando seus elementos como transformações lineares entre espaços vetoriais. Um pouco mais
formal, uma representação de uma estrutura algébrica 4 é um espaço vetorial I''' com um moríismo
p : .4 -+ .End(V), isto é, uma aplicação que preserva a estrutura algébrica.

A teoria das representações surgiu em 1896 em um trabalho de F. G. Frobenius. para resolver
um problema enviado por R. Dedekind. Este problema e a resolução apresentada quanto outros
dados da história da teoria das representações podem ser encontradas em lõl.

O interesse desta teoria é tomar objetos abstratos mais concretos, tornando problemas de álgebra
abstrata, muitas vezes, em problemas de álgebra linear.

No exemplo 6 vimos que uma álgebra associativa pode ser transformada em uma álgebra de
Lie. Como End(V) é uma álgebra associativa, a imagem da álgebra de Lie via uma representação é
uma subálgebra de Lie não necessariamente associativa. Porém. a álgebra associativa gerada por ela
contêm muitas informação sobre a representação. Gostaríamos de construir uma estrutura que car-
regasse esta informação e para toda representação da álgebra de Lie tivéssemos uma representação
pra esta estrutura.

Esta estrutura é chamada de álgebra universal envolvente. Vamos mostrar sua construção. Seja
g uma álgebra de Lie sobre um corpo k. Considere os seguintes conjuntos

rog Pa

isto é 7'og é o corpo e 7'&g consiste de elementos que estejam no produto tensorial de { cópias de g
Considere o espaço

r(o) - (D z'a,
Z::U

com a multiplicação de monõmios dada pelo isomorfismo canónico:

Po ® jg = pejo.

Considel'e o ideal / c 7'(g) gerado por todos elementos da forma

« «, b b ® « la, õl,

onde a,b C g. A álgebra universal envolvente, U(g) é dada pelo quociente

u(g) : r(g)//

Observe que L : U(g) --} g definido como

.(.) - «,

37
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onde ü c g é um epimorfismo. Além disso, a imagem de g por & gera t/(g) como álgebra.
O termo universal decorre da seguinte propriedade universal: Dado um homomorfismo p : g > Á,

onde ,4 é uma álgebra associativa, existe único homomorfismo P : [J(g) -+ .A ta] que p = ;i. Este
último homomorfismo no sentido de preservar a estrutura de álgebra associativa, isto ê, X, y c U(g),

F(x'r) x)P(}'')

O seguinte teorema conhecido como teorema PBW fornece uma descrição precisa da estrutura
de Z./(g). ÊJm especial, podemos ver (uma cópia dela como um subespaço de U(g).
Teorema B.O.ll (Poincaré-Birkhoa-Witt) . Seja g uma áZgeóra de Zie rde dimensão ./imita ou não)
e [XilicJ uma base de g ordenada por tina ordem no corÜunto dos índices J. Então, os monõmios
do fzpo

Xi....Xi., ii Ç...Sík,

/armam üma base de U(g)
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