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Resumo

Zaidan, A. E. Representacoes da algebra de Lie de campos vetoriais sobre um toro
N-dimensional. 2015. 39 f. Dissertacio (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Uni-
versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

O objetivo deste texto é apresentar uma classe de médulos para édlgebra de Lie de campos
vetoriais em um toro N-dimensional, Vect(TV). O caso N = 1 nos d4 a famosa algebra de Witt
(sua extensdo central é algebra de Virasoro). A algebra Vect(TV) apresenta uma classe de médulos
parametrizada por médulos de dimensao finita da algebra gly.

Nosso objeto central de estudo sdo médulos induzidos dos médulos tensoriais de Vect(TV) para
Vect(TN*+1). Estes médulos apresentam um quociente irredutivel com espagos de peso de dimensao
finita.

A algebra Vect(T?) apresenta como subalgebra sly41. Com a restricio da acdo de Vect(TV) a
esta subalgebra obtemos o cardcter deste quociente.

Para obter um critério de irredutibilidade e construir sua realizagdo de campo livre, consideramos
uma classe de médulos para QF(TN+1)/dQO(TN*+1) x Vect(TV), construida a partir de algebras de
vértice. Quando restritos a Vect(TV) estes médulos continuam irredutiveis a menos que aparecam
no chiral de de Rham.

Palavras-chave: Algebra Toroidal Completa, Algebra de Vértice, Algebra de Witt, Chiral de de

Rham, Médulos Tensoriais.
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Abstract

Zaidan, A. E.Representation of the Lie Algebra of Vector Fields on a N-Dimensional
Torus. 2015. 39 f. Dissertacdo (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

The goal of this text is to present a class of modules for the Lie algebra of vector fields in
a N-dimensional torus, Vect(T"). The case N = 1 give us the famous Witt algebra (its central
extension is the Virasoro algebra). The algebra Vect(T") has a class of modules parametrized by
finite dimensional gly-modules.

The central object of our study are modules induced from tensor modules for Vect(TN) to
Vect(']I‘N +1), Those modules have an irreducible quotient such that every weight space has finite
dimension.

The algebra Vect(TV) has as subalgebra sln.,1. Restricting the action of Vect(TN) to this
subalgebra we have the character of this quotient.

To obtain a critreria for irreducibility and construct a free field reazilation, we consider a class of
modules for Q1 (TN +1)/dQO(TN+1) x Vect(TV), constructed from vertex algebras. When restricted
to Vect(TY) thesse modules remain irreducible, unless they belongs to the chiral de Rham complex.
Keywords: Chiral de Rham Complex, Full Toroidal Lie Algebra, Tensor Modules, Vertex Algebra,
Witt Algebra.

iii



iv




Sumario

Lista de Simbolos vii
Introducao 1
1 Mobdulos de Peso e Caréacter 3
1.1 Mo6dulos de peso . . . . . o o e e e e e e e e e e e e 3
1.2 Mbdulos de Verma, . . . . . . . . .. . e e e e e e 4
I3 Qarficler . v v v v o ww o o wBd s 5 h s B B S P A B G s MBS 5 MW sy e § s 4
2 Algebra Vect(TV) 7
2.1 Algebra de With . . . . . . . . i 7
2.2 Extensoes Centrais e Generalizacio da Algebra de Witt . . . .. ... ... ... .. 8
2.3 Algebra Toroidal . . ... ... . oo v s twis amumssavssssnmasssasan 8
3 Mobdulo Tensorial 11
3.1 Mobdulo Tensorial . . . . . . . . . . o o e e e e e 11
3.2 Complexodede Rham . . . . . ... . . . . ... ... 12
3.3 Um Teoremade Rao . . . . . . . . . . . it 12
3.4 Caréacteres dos Submédulos . . . . . . .. L 14
4 Superalgebra de Vértice 15
4.1 Definigoes € NOtaGOES . .« « . vt v v v v e e e e e e e e 15
4.2 Superélgebras de Lie de Vértice . . . . . . . . . ..o 16
5 Mobdulos Limitados 21
5.1 Mbdulos Induzidos . . . . . . . . .. L e e 21
5.2 Carécter dos Modulos Induzidos . . . . . . . . .. L 23
5.3 Critério para Irredutibilidade . . . . . . . . . ... ... o 24
54 Chiraldede Rham . . . . . . . . . . . 0 e e e e 27
A Algebras de Lie 31
B Representagoes 37
Referéncias Bibliograficas 39



vi SUMARIO




Lista de Simbolos

Vy 3
M(\) 4
L()\) 4
M(V) 4
x(V) 5
i 8
da 8
Dvectmm) 8
T(W,y) 11
k(T 12
Wy, k) 12
W(y,k) 12
M, 12
Y(-,z2) 15
a(z)— 16
ta(z)b(z): 16
Vilyp 17
Var, 18
Vyn 19
D 21
M(T) 21
L(W,v,h) 23
Vi 28
Q 28

d 28

Vil



. vii LISTA DE SIMBOLOS




Introducao

Recentemente, uma nova drea da teoria das representacgoes surgiu, a teoria de médulos limitados
para algebra de Lie de dimensio infinita com uma Z"-graduagio densa. Para N = 1 temos, como
exemplo, as dlgebras de Kac-Moody afim e a dlgebra de Virasoro. Neste caso, a principal ferramenta
para a teoria das representacdo é o conceito de médulo de Verma. No entanto, para N > 1 ndo hé
maneira natural de se dividir Z" \ {0} em partes positiva e negativa.

Considere a algebra de polindmios de Laurent em N varidveis complexas, C[tlil, .. ,tlivl]. Sua
algebra de derivagoes, chamada de algebra de Witt, que é isomorfa a dlgebra de campos vetoriais
em um toro N-dimensional, Vect(T?) é um exemplo de uma &lgebra com uma Z"-graduacao densa.
Esta 4lgebra apresenta uma classe de modulos de origem geométrica, que decorre dos elementos da
dlgebra agirem em campos tensoriais como derivadas de Lie. Estes médulos, chamados de médulos
tensoriais, sdo parametrizados a partir de médulos de gl de dimensao finita.

Um teorema de E. Rao garante que mddulos irredutiveis de gl do origem a médulos tensoriais
irredutiveis para Vect(T), salvo quando estes pertencerem ao complexo de de Rham, os m6dulos
de k-formas diferenciais. Mesmo estes sendo irredutiveis, seus moédulos tensoriais podem nao ser
irredutiveis.

Para dividir esta algebra em parte positiva e negativa consideramos uma coordenada especial, no
nosso caso tomamos a coordenada to da &lgebra D = Vect(TV*!). Para a decomposicio triangular
consideramos a Z-graduagao induzida pelo expoente da coordenada ty. Podemos expandir a agao
de Vect('lI‘N ) no mddulo tensorial para a parte positiva e nula da decomposicdo triangular. Assim,
podemos induzir a agio para toda algebra, gerando uma nova classe de médulos

M(T) =IndB gp, T

Estes modulos tém seus espacos de peso com dimensao infinita, porém, um teorema de S. Berman
e Y. Billig [1] garantem que o quociente

L(T) = M(T)/M"™,

onde M™ & o submédulo maximal, tem os espacos de peso com dimensio finita.

Temos entdo dois problemas com relagdo a estes médulos, determinar seu caracter e obter um
critério de irredutibilidade. O caso N = 1 foi estudado por Y. Billig, A Molev e R. Zhang [4]. No
entanto o médoto aplicado por eles ndo funcionou para N maiores.

Uma élgebra toroidal completa é o produto semidireto da extensao central da algebra multiloop
de uma algebra de Lie pela dlgebra de campos vetoriais em um toro. Um outro artigo de Y. Billig [2]
apresenta uma categoria de médulos para algebra toroidal completa utilizando algebras de vértice.
A partir desse artigo obtemos uma representacdo de campo livre para estes mddulos, e a partir dela
respondemos as duas perguntas.

Para o cardcter devemos considerar a acao da subilgebra sNINH~ C Vect(TN+1). Obtemos que
o cardcter coincide com um moédulo de Verma generalizado para sly.j, porém o médulo ndo é
isomorfo a um moédulo de Verma generalizado. Estes moédulos foram chamados de mdédulos de
Wakimoto generalizados, por Y. Billig e V. Futorny [3].

Para o problema de irredutibilidade um teorema de Y. Billig e V. Futorny [3] garante condi¢Ges
para certos modulos serem irredutiveis. Os médulos que este teorema ndo garante irredutibilidade
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aparecem em uma estrutura algébrica chamada Chiral de de Rham. A partir do operador diferencial
deste Chiral temos que estes modulos sdo na verdade redutiveis.

Organizacao do Trabalho

No capitulo 1 apresentamos as defini¢oes de médulo de peso e de Verma, também apresentamos
a definigdo e propriedades do carécter de um médulo. Estas definigées serdo amplamente utilizadas
no texto.

No capitulo 2 apresentamos nosso objeto de estudo, a algebra de campos vetoriais em um toro
N-dimensional, Vect(T"). Apresentamos uma motivagéo fisica, a algebra de Virasoro, que é uma
extensdo central daquela algebra. Por fim apresentamos a algebra toroidal completa.

No capitulo 3 apresentamos um médulo para a algebra Vect(T"), o médulo tensorial T(W,7).
Apresentamos um teorema que descreve quando os modulos tensoriais sao irredutiveis. Nos casos
em que o médulo tensorial ndo & irredutivel, um teorema de Eswara Rao fornece muita informagao
sobre as componentes irredutiveis. Uma novidade que aparece neste texto sao os seus caracteres
que aparecem no final do capitulo.

No capitulo 4 & apresentada a estrutura de superalgebra de vértice e algumas de suas proprie-
dades. Quatro dessas superalgebras sdo apresentadas, estas desempenham papel chave na represen-
tacdo de campos livres de Vect(T™).

Finalmente, no ultimo capitulo sdo apresentados dois teoremas de Vyacheslav Futorny e Yuly
Billig, o primeiro apresenta o caracter de médulos induzidos de Vect(TV) e o segundo expde quais
condigdes estes médulos devem satisfazer para serem irredutiveis. Por fim, apresentamos a estrutura
do Chiral de de Rham.

Para compreensio do texto é recomendavel uma certa familiaridade com &lgebras de Lie e repre-
sentacoes de estruturas algébricas. Nao possuindo-a nao se desencoraje, os apéndices apresentam
toda informacdo necessaria para acompanhar o texto para quem fez um curso basico de algebra
linear e saiba as propriedades basicas do produto tensorial.




Capitulo 1

Mobdulos de Peso e Caracter

Neste capitulo sdo apresentadas as defini¢des e algumas propriedades de médulo de peso e de
carater de modulo, seguindo [9], e também apresentamos as férmulas dos caracteres dos médulos

de Verma Ul(sly) e U (E[;,) que serdo utilizadas mais adiante no texto.

1.1 Mobdulos de peso

Seja g uma &lgebra de Lie semi-simples de dimensdo finita sobre um corpo k de caracteristica
0, h uma subalgebra de Cartan de g, ¢ um sistema de raizes e V um g-médulo de dimensao finita.
Sabemos que se V for de dimensdo finita, entdo todo elemento de h serd diagonalizavel. Como §
¢ abeliana, temos que os elementos de fj sdo simultaneamente diagonalizéveis. Assim, para todo
A € b*, podemos definir V) := {v € V|Vh € h, h.v = A(h)v} e teremos

V= @V,\.

Aeh*

Quando V) # 0 dizemos que V), é um espago de peso e que A é um peso de V. Mesmo no caso de
dimensdo infinita, se V' for soma de espagos de peso, diremos que V' & um mddulo de peso. Aqui vale
observar que os A podem ser vistos como auto-valores generalizados.

Ezemplo 1. A algebra g pode agir sobre si mesma pela representacdo adjunta, neste caso os pesos
sao as raizes de g.

Para ®, seja ® uma escolha de raizes positivas, dizemos que (para esta escolha de raizes
positivas) v # 0 é um vetor de peso méximo se para todo a € II*, gov = 0, onde g, é 0 espago
de peso « da representacdo adjunta. No caso de um médulo ser gerado por um vetor de peso
méximo, diremos que este médulo é de peso maximo. Além disso, podemos definir gt = @ e+ ga €
g~ = Dyer-ga onde ~ = —DT | e temos a seguinte decomposi¢ao g = g~ Dhdg™, que chamaremos
de decomposicdo triangular de g.

Ezemplo 2. Seja g = sly e k = C, e tome a seguinte base para g

1=(Go) »=(5) =00

Tomemos a seguinte subélgebra de Cartan fj = (h) = Ch e como parte positiva g* = (e) = Ce, e
seja V := M(\) o médulo gerado pelo vetor v de peso maximo A. Vamos mostrar como ¢ e f agem
neste médulo. Temos que e.v = 0 ja que v é de peso maximo, para f temos

h.fv=fho+[h flv=Afv—-2fv=\N=-2)fuv.
Mais geralmente, seja vg = v e v; = f.v;_1 temos
h.fow; = fhog+ [hy flvi= (A —20) fov; —2fv; = (A —2(2+ 1)) fu; .

3
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i
(O8]

Quanto 4 acdo de e temos
ev1 =e.fug = f.evp + [e, fluo = h.vo = Avg .

Para 1 > 0, temos

i—1
ev; =e.fui_] = fevi_1+hv_1 = f.6.’v1',,1+()\—2(7:—1))'vi_1 = Z(/\—2Tl)’l/i_1 = z'(/\—l—l—i)vi_l.

n=0
Em resumo, temos o seguinte diagrama, onde cada ponto é um espago de peso.

h=Xx—256 h=Xx—-4 h=Xx—2 h=A\

R S TR N T LN T e
’U3\__/’U'2 ’1;1 Ug

f=1 f=1 f=1

Podemos observar que se, e somente se, A for inteiro positivo, existira ¢ tal que i(A +1 — i) =0,
mais precisamente i = A + 1, ou seja, o espago de peso V_ r—2(= Cuxy1) serd anulado por e, disso

segue que
—oc
L:= @ Cun,
n=—A—1

& um submoédulo de V. Este submédulo é o submédulo maximal de M () e assim definimos L(}) :=
M ())/L. Com isso, temos todos os médulos de dimensgo finita de slz. Com efeito, dado um médulo
de dimenséo finita n, este serd isomorfo a L(n — 1).

1.2 Modulos de Verma

Do tltimo exemplo de secdo anterior podemos ver que o moédulo M ()) poderia ser definido como
U(g~)vo = {y-voly € U(g™)}, onde U(g™) é a algebra universal envelopante de g~ Isto nos leva a
definicdo de médulo de Verma, nomeado em homenagem ao matematico Daya-Nand Verma.

Definicdo 1.2.1. Seja A € h*, e seja k) um modulo unidimensional para a sub-algebra de Borel
b:=h®gt, onde h € h age por multiplicagio por A(h) e gt age trivialmente. Definimos o mddulo
de Verma de g de peso méaximo A como sendo M(A) = U(g) ®u(e) kr- Além disso, definimos
L(A\) = M()\)/L, onde L é o submo6dulo maximal de ().

O Teorema PBW (veja B.0.11) implica que M () é isomorfo a U(g™) ® k.

Uma generalizacio que podemos fazer com os médulos de Verma € no lugar de fazermos o
produto tensorial por médulo unidimensional F de b, podemos fazé-lo por um modulo qualquer
(de dimensao finita) V' de uma sub-élgebra paraboélica p, i. e., uma sub-algebra que contém uma
sub-algebra de Borel.

Definicdo 1.2.2. Seja V um médulo de dimensao finita para a sub-élgebra parabolica p. Definimos
M(V) :=U(g) ®y(p) V como sendo o mddulo de Verma generalizado.

Novamente por PBW temos M (V) =~ U(g~)®V. A partir de agora iremos nos referir ao médulo
de Verma generalizado pela sua sigla em inglés, GVM.

1.3 Caracter

Dado um médulo de peso V, uma outra maneira de descrevé-lo é através da dimensao dos seus
espacos de pesos. Em Z[[h*]], definimos, para cada A € h*, o simbolo formal e¢*. Estes simbolos
formais definem uma base de Z[[l*]]. Com isto estamos prontos para apresentar a definicao de
carater de um module.




1.3 CARACTER b}

Definicdo 1.3.1. Dado um moédulo de peso V, a seguinte soma formal x(V) € Z[[h*]] é definida
como sendo o cardcter do modulo V.

x(V) = Z dim Vye.
Aeh*

Ezemplo 3. Seja g = sly e considere V = L(2). Temos que V = V_s & Vy @ V3, cada um destes
espacos de peso tem dimensdo um. Assim, o carater de V' é dado por

x(V)=e 2+ +¢2.

Agora, se considerarmos V = M (), para A qualquer, temos

e/\
x(V)=>Y et%=

_ 2"
i 1—e

Proposicao 1.3.2. Sejam g uma dlgebra de Lie e V e W dois g-mddulos, entdo temos que
x(Ve W) = x(V) +x(W) e x(Ve W) =x(V)x(W).

Geralmente, o cardcter de um moédulo de Verma é representado pelo cardcter da envelopante
universal da parte negativa. Em particular, o caracteres dos médulos de Verma das algebras sly =
C[t*') ® sly e gly = C[t*!] ® gly ® CC sio apresentado pela seguinte proposigio:

Proposicao 1.3.3. Temos que

X(Usiy) =[] =57+ e x(Uly) = [J - s~
k=1 k=1

Demonstracdo. Obter estas formulas elegantes para os caracteres exige um conhecimento de formu-
las de caracteres, uma boa fonte que tem essas férmulas é [12]. Aqui iremos mostrar como calcular

a dimensdo de um dado peso para um modulo de Verma para a &lgebra ;[; (Para ver as estruturas
das raizes veja o Apéndice A).

Por exemplo, tome = A — 3a; — 2a3 Vamos calcular a dimensao de V,, em M ()). Temos as
seguintes maneiras de chegarmos a u partindo de A utilizando as raizes:

e —] —Qa] — Q] — Qg — Qg
e —a; —aj — (o +az) —a

o —aj — (a1 +ag) — (1 + ag)

- — (2(11 + 012) — Q9

—(201 + a2) — (a1 + a2)

o —ay —ay — (a1 + 2a)

e —(3aq + 2a)

Logo, dim(V,) = 7. |
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Capitulo 2

Algebra Vect(T)

Neste capitulo apresentamos inicialmente a algebra de Witt, que coincide com a algebra de
campos vetoriais em um circulo. Em seguida apresentamos a definicdo de extensdo central e como
exemplo a &lgebra de Virasoro, extensdo central da algebra de Witt. Aqui apresentamos nosso
objeto de estudo, uma generalizacdo da 4lgebra de Witt, a algebra de campos vetoriais em um toro,
Vect(’II‘N ). Por fim, apresentamos uma éalgebra que serd importante mais adiante, a dlgebra toroidal
completa.

2.1 Algebra de Witt

A &lgebra de Witt W, nomeada em homenagem ao matematico Ernest Witt, é a 4lgebra de
derivages do anel C[z*!]. Definimos, para n,m € Z
2]
Lq = _ZHHE e [Lm,Lyn]:=(m —n)Lnin.
No apéndice A mostramos que os L, formam uma base de W.

Uma outra maneira de enxergar esta algebra é pelo seu caracter geométrico. Usualmente o
conjunto de campo de vetores de uma variedade M é denotado por X(M), no entanto, estamos
interessados nos campos que sejam analiticos, i. e., campos em que suas coordenadas sejam fungoes
analiticas. Este conjunto de campos analiticos tem uma estrutura natural de édlgebra de Lie, que
denotaremos por Vect(M). Esta estrutura decorre do fato de campos vetoriais serem uma derivada,
mais explicitamente, sejam X.,Y € Vect(M) e h : M — k analitica, definimos

X, Y)(k) = X(Y (h) - Y (X (R).

Neste caso, como era para ser, o colchete é bilinear para escalares mas nao para funcoes. Para ver
como uma, fung¢do pode ser retirada do colchete, devemos lembrar da regra de Leibniz da derivada
do produto. Sejam f,g: M — k analiticas, temos que

[fX,9Y](h) = fX(gY () —gY (fX(h)) = fX(9)Y(h)+ fgX(Y(h) — gY (f)X(h) — gfY(X(h)) =
= [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.
Para M = S!, o circulo unitario, considere a coordenada 6. Definimos
a
. _pgn+1 ¥
L, :=—0 20

e é facil ver que os L, formam uma base para Vect(S!). Seu colchete é dado por

9

a0

_ m+1 .
By L] = [6 00 a0’ 06 00 a0

’9n+1£j| — Hm+n+2 [_a_ 0 ] + (n + 1)9m+n+1£ . (m T l)gm—i—n—'rlﬂ =
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(V8]

= (m — n)Lmin.

2.2 Extenstes Centrais e Generalizacao da Algebra de Witt
Definicao 2.2.1. Diremos que g é uma extensao central de g se existir uma sequencia exata curta
0—3—ag—9g—0,

com a imagem de 3 coincidindo com o centro de g.

A algebra de Virasoro é uma extensdo central da élgebra de Witt. Ela é gerada por {Ln,n €
Z} U {c} e as seguintes relagoes

C
[Lon, Ln] = (m — n) Lipin + ﬁ(m3 — m)dmino, [Ln,c] = 0.

Apesar de ser primeiro descrita como extensao central da algebra de Witt, a algebra de Virasoro tem
seu nome em homenagem ao fisico Miguel Angel Virasoro, pois este apresentou operadores do seu
estudo de modelos de ressonéncias duais. Esta algebra ainda hoje tem mostrado vérias aplicagoes
na fisica.

Uma generalizagdo natural de élgebra de Witt & considerar o anel Ay := C[tF, £, ... 1% ]
Definimos como a algebra de Witt, W/, a algebra de derivagdo de Ay, 51mb011ca.mente VVA
DerAN. Seja TN =S! x ... x S}, o toro N—dunensxonal, podemos considerar W ':Vect('ll‘N ). De
fato, pelo teorema de Schwarz temos que o colchete [8/8t;,8/8t;] =0 para i,j € {1,...,N}.

Uma notagdo que serd muito ttil é a notagao de multi-indice, que é definida da seguinte forma,

dado 7 € Z" entdo t" := t]'t;?...t;». Além disso, definimos d, := t,0/0t, e & facil ver que
{tdylr € Z",a € {1,...,n}} & uma base de Vect(T").
Com isso, o colchete em Vect(T") & dado por, sejam a,b € {1,...,N} er,m € Zy,

[t7da, t™dp] = 17 ™[dg, dp) + mpt" T dp — Tat" T dy = mpt™ T dy — Tot" " dy.

Em Vect(T") definimos a seguinte CSA, fyeey(rvy = (d1, - - -, dn). Uma propriedade que serd de
grande importancia & que Vect(TV) contem uma copia de sly ;. De fato, temos a seguinte inclusao
para i,j € {1,...,N}, Eij — tzt dJ, E;nt1i = —4D, Enyyij — t d e Enyine1 = —D,
onde D := Ziv_ dp e B9 = (8 ;k%l)kl € gly. Além disso, se con81dera,rmos Vect(T*™1) =
@;ZOC[tOil,tﬂ, . tﬂ]dp, fica claro que sly.; := C[tF'] ® sly1 CVect(T"). Este fato sera im-
portante mais adlante

2.3 Algebra Toroidal

Algebras toroidais sdo, de uma maneira bem natural, generalizacoes de algebras de Kac-Moody
afim.

Sejam § uma algebra de Lie simples sobre C e N > 1 um inteiro. Consideremos a élgebra de
Lie R ® g de aplicacoes de um toro N dimensional em g, onde R = C[t(:f, t1 ..... tlf,] ¢é a algebra de
polinémios de Fourier sobre um toro. A extensdo central universal desta algebra & devida a Kassel,
sua construcgdo é dada a seguir.

Seja QL (TN) o espago das 1-formas diferenciais em um toro: QL(TN) = EBN 2dt,. Podemos
escolher a seguinte base para QL (TV), como um R-médulo, {kq = t; dtsla =0, ..., N} A derivada

exterior € uma aplicagdo do espago R em .Q,}z(']I‘N ) definida como d(f) =
centro K da extensdo universal central g ® R & K é realizado como

t,(8f ) Otp)kp. O

_JpO

K = 2 (TV)/d(R)
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e o colchete de Lie é dado por

[£1(t) ® g1, fa(t) ® ga] = f1f2 ® [g1,92] + (g1192) Fdlfr,

onde g1,92 € §, f1,f2 € R, (:|") é a forma de Killing de g e a barra em fadfy indica a imagem pela
projegao canodnica Q}R('JI‘N ) — K, no que se segue omitiremos esta barra para representar elementos
de K.

A acdo natural de D = Vect(T") em R ® § € dada por

[tTda:tmg] = matr—l_mg)

esta acdo é unicamente estendida a K

N
(7 da, tF] = mat™ ™ ky + dap Y pt" " kp
p=0

A algebra toroidal completa é o produto semidireto
g=R®geK)xD.

Em [2] foi classificada uma categoria de médulos para a élgebra toroidal completa, tal categoria
admite o seguinte caso particular § = 0. Neste caso obtemos moédulos para a algebra L x D. A
técnica que utilizaremos serd restringir estes modulos a agao de D, o que veremos a seguir € que a
maior parte destes moédulos permanece irredutivel quando restritos a acdo de D.
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Capitulo 3

Modulo Tensorial

Neste capitulo apresentamos o médulo tensorial como definido em [3]. Toda dlgebra de Lie sera
sobre o corpo C.

3.1 Mobdulo Tensorial

O médulo tensorial é um modulo para a algebra Vect(TY) e é definido da seguinte forma.

Definicdo 3.1.1. Sejam W um gly-moédulo de dimensao finita e y € CN, entdo o espaco vetorial
T(W,7) :=q'Clgi ... ,a5 1®@ W

¢ um Vect(TV)-médulo com a acio dada por

N
' dy (" @ w) := #aqu+r QW+ Z,rpqﬂ+r ® EPw,
p=1

ondereZN pey+2ZN,weW,ae {l,...,N} e EP* = (6pila;)ij € 8ln-
Vamos verificar que, de fato, T'(W,v) € um Vect(T")-médulo. Temos por um lado

[t7da, t°dp](g* ® W) = (sat™dp — " 2da) (¢* @ w) =
= (Sapio — Tola)P*TTT @ w + Zﬁ:l (r + 8)p(5a — ) g" T ® (pr — EPYw

Por outro lado

o dy(q" D w)) = M da(upa ® w + XN, 5,00 @ EPow) =
= pp(p+ 8)aq" " @ w + Yoy pppgt T ® EPwt
+ N: s +s aqp+r+s Q EPby % N: SaT" qp.—i—r-i-s ® EPbw.
p=15p\l p=15aTp

Observe que Zp rp P = pgr. Por simetria temos

t3dp(t"da(g* @ w)) = pa(p +r)pg* "TTEF QW + Z;\;l 1aSpq* T @ EPPwt
+ Z;]\’:l((r + 8)pTs + Tppip) ¢ @ EPw.

Assim
tTdo (P dp (" @ w)) — t°dp(t"do(g" @ w)) = [t7da. t°dp)(¢" ® w)

Portanto, T'(W.~) é um Vect(T")-médulo

11
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3.2 Complexoc de de Rham

A algebra exterior /\k((CN ) & um famoso gl"-moédulo com a a¢io dada por
k
X(’Ul /\.../\'Uk) = Zvll\-‘-vi—l/\XUi/\'Ui—!—l N\ vg,
i=1

onde X e gV e v; € CN,Vj € {1....,k}. Seu modulo tensorial pode ser identificado como formas
diferenciais via os seguintes isomorfismos

g Dei Ao Neg — tht ey AL AT i,

assim, chamaremos estes de modulos tensoriais do complexo de de Rham,
k
g F(TY) =T (/\ (CN>,7) :

para k € {1,...,N — 1}, e para k € {0, N} definimos os médulos tensoriais com W sendo os
gly-moédulos onde a identidade age multiplicando por k, e a subélgebra sly age trivialmente. O
interessante é que a derivada exterior das formas diferencias & um morfismo de Vect(T")-médulos e,
como ja sabemos, a imagem pela derivada exterior nem sempre é todo espago seguinte do complexo.
Isso ja& nos mostra que estes modulos tensoriais ndo sdo irredutiveis, porém, um teorema presente
em [16] mostra que estes sdo exatamente os tinicos redutiveis.

Teorema 3.2.1. Seja W um gly-mddulo irredutivel de dimensdo finita, e seja v € C¥, entdo o
mddulo tensorial T(W,~y) serd redutivel se ele aparecer no complezo de de Rham

FTY) & () & . 4 o (T),

a menos dos termos extremos (k = 0, N) quando v ¢ Z", estes e todos os demais serdo irredutiveis.

3.3 Um Teorema de Rao

O seguinte teorema, devido a Eswara Rao, apareceu em [16], no entanto, seguiremos [7], pois
este apresenta uma prova mais simples deste teorema. Inicialmente observe que se v € ZN | entdo
T(W,~) = T(W,0). Com isso definimos os seguintes subespagos de ¢7Q*(T") para k € {1,...,N —
1)

W(rk)= P ¢“®(CEACYA...ACY).
nEYHIN

E quando v = 0 definimos
W(0,k) =W(0,k)®®®(CYA...ACY).

Para v # 0 também denotaremos W(’y, k) = W(~, k), por conveniéncia.
Dado um submédulo M de T(W, v), definimos M, := {v € W|¢g'®@v € M} e M, := Nezn M),
O seguinte lema sera utilizado no teorema de Rao.

Lema 3.3.1. Se M. # {0}, entdo M = T(W,~).

Demonstragio. Suponha M, # {0} e seja w # 0 € M., temos que para todo a € {1,...,N} e

reZV,
k

t'dag" " @w = (p - T)ag" @w+ erq” ® EP'w = EYw € M,
p=1
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para todo 7,5 € {1,...,N} e p € v+ Z". Com isto temos que M, é um gly-submodulo de W,
porém W é irredutivel, logo M, = W e, portanto, M = T(W, ). O

Teorema 3.3.2. Para k € {1,...,N — 1} temos que W(7v,k) e @ (TN) /W (v, k) sio Vect(TN)-
mddulos irredutiveis.

Demonstragao. Considere a seguinte aplicagao
we s TQF(TN) — QI (TY)

R Wi AvaA . AY) = * @ (LAvI Ava AL A Tg).

Temos que ¢ é um morfismo de Vect(TV)-médulos. Com efeito, seja r € ZV e a € {1,..., N}
temos

w(t"da(q" @ (1 A Avg)) = e @ ((p+T) Avi A Avg)+

N k
+erpq“+’®((u+r)/\vl/\.../\E”a(ul-)/\‘../\uk):

p=1 i=1
N
= 1a@"T ® (WAVIA . AU) + DT @ (BPu A v AL Avg)+
p=1
N k
+ZZ1'pq“+T®(u/\v1 A...NEP ()N ... ANog)+
p=1 i=1

N k
+Zerq“+r QM AvIA...ANEP () A... Avg) =t da(tk(¢" ® (v1 Ao Awg)),
p=1i=1

pois para todo %
N
er(r/\vl/\.../\Epa(vi)/\.../\vk):(r/\v1/\.../\r(vi)a/\.../\vk)=0,
p=1

onde (v;), é a a-ésima coordenada do vetor v;. E facil ver que

—

Ker(ux) = W (v, k), im(u) = W(y,k +1),
e pelo primeiro teorema do isomorfismo
g (TN) /W (y, k) = W v,k +1).

Observe que W(v,1) = ®,e,1z2vC(¢* @ p) e 1'da(¢” ® p) = pa(¢"™ ® (u + 1)), para todo
a€{l,...,N} er € ZV, logo W(v,1) é irredutivel. Além disso W(fy,N) = ¢"QN(T¥). Dessa
forma, para provar o teorema s precisamos provar que g"QF(TN) /W('y,k) sao irredutiveis para
ke {l,...,N —1}. Para isso vamos introduzir a seguinte notagao, seja u = (u1,uz,...,un) € cN

er € ZY definimos
N

D(u,r) :=t" Z u;dy,

i=1

com esta notacao a acao de Vect(TV) em T(W, ) fica
D(u,7)(¢" ® w) = (u, 1)g""" @ w+ ¢""" @ (ru’)w,

onde (.,.) & o produto interno usual e (rut) € gly. Aqui vale a pena notar que (ru‘)w = (u,w)r
para todo u,r,w € CV.
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Suponha que exista M um sub-médulo de g7QF tal que /W('y, k) seja um submédulo préprio de
M. Sejag* ® (vi A...Avg) € M\ W('y,k). Temos que o conjunto {u,v1,v2,...,vk} é Li.. Com
efeito, sabemos que {v1,vs,...,v} é linearmente independente, logo suponha que existam a; € C
tais que p = Ele a;v;, e sem perda de generalidade podemos supor a; # 0. Assim

k
Aﬁ[\W(ﬂ,k)B(}qq“@(Ul/\.../\vk):Zq"@(aivi/\.../\vk):q“®(u/\v2/\.../\vk).

=1

Absurdo, portanto, o conjunto {u,vi,vs,...,vr} € linearmente independente, e assim, podemos
escolher u € CN tal que (u, 1) # 0 e para todo i, (u,v;) = 0, e teremos que para todo 7 € Z¥

D(u,7)¢* @ (v1 A ... Avg) = (u, )" " ® (Vi A... Avg) € M.

Logo (vi A ... Aw) € M, e pelo lema 3.3.1 temos que M = ¢"Q(TY), implicando que W(fy, k) é
maximal. O

3. Caracteres dos Submdédulos

___ Antes de descrevermos os caracteres dos submédulos, trataremos o caso v = 0 que & quando
W(0,k) # W(0,k). Temos que no quociente, W(0,k)/W(0,k), VectT" age trivialmente. Com
efeito, t"da(* & (L1 A ... Avg)) € W(0,k) se T # 0. Eser = 0 entdo da(¢°® (v1 A ... Avg)) = 0. Com
isso, temos que o Gnico submédulo irredutivel de gYQF(TYN) é, de fato, W (v, k). Assim concluimos
com o seguinte teorema.

Teorema 3.4.1. Para k € {1,...,N — 1}, o tnico sub-mddulo proprio de g"QF(TN) é W(v,k) e

seu cardcter é dado por
n—1
= 7
XW(y k)= > (k# 1)6 ,

pey+ZN
pu#0

onde, para i € v+ ZV, definimos u € b{,ect(TN) como p(dy) = pq.

Demonstra¢do. Dado p € v + ZN temos, como definido no enunciado do teorema o peso p €
h,‘:,ect(TN), e o espaco de peso V,, é dado por
V,=¢"®(C()ACN A...ACN).

Se 1 = 0 o espago de peso V,, tem dimens8o zero, caso contréario, podemos, a partir de y, completar
uma base de CV, digamos {u,v1,...,vn_1}. E a partir desta base, podemos construir a seguinte
base de V,,, {pAvi, A Avgy |1 <i <ig < ... <ipg <n— 1}. Logo, concluimos que a dimensao
de V. ¢ (17)). O
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Resumo

Zaidan, A. E. Representacoes da algebra de Lie de campos vetoriais sobre um toro
N-dimensional. 2015. 39 f. Disserta¢do (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Uni-

versidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2015.

O objetivo deste texto é apresentar uma classe de mdédulos para algebra de Lie de campos
vetoriais em um toro N-dimensional, Vect(T"). O caso N = 1 nos d4 a famosa &lgebra de Witt
(sua extensdo central é algebra de Virasoro). A algebra Vect(T") apresenta uma classe de modulos
parametrizada por médulos de dimensao finita da algebra gly.

Nosso objeto central de estudo sdo médulos induzidos dos médulos tensoriais de Vect(T) para,
Vect(TV +1). Estes médulos apresentam um quociente irredutivel com espacos de peso de dimensao
finita.

A algebra Vect(T") apresenta como subalgebra sly41. Com a restrigio da acdo de Vect(TV) a
esta subalgebra obtemos o caracter deste quociente.

Para obter um critério de irredutibilidade e construir sua realizagao de campo livre, consideramos
uma classe de modulos para QL (TN+1) /dQO(TN*1) x Vect(TY), construida a partir de algebras de
vértice. Quando restritos a Vect(TY) estes médulos continuam irredutiveis a menos que aparecam
no chiral de de Rham.

Palavras-chave: Algebra Toroidal Completa, Algebra de Vértice, Algebra de Witt, Chiral de de
Rham, Médulos Tensoriais.
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Abstract

Zaidan, A. E.Representation of the Lie Algebra of Vector Fields on a N-Dimensional
Torus. 2015. 39 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de

Sao Paulo, Sdo Paulo, 2015.

The goal of this text is to present a class of modules for the Lie algebra of vector fields in
a N-dimensional torus, Vect(T"). The case N = 1 give us the famous Witt algebra (its central
extension is the Virasoro algebra). The algebra Vect(T") has a class of modules parametrized by
finite dimensional gly-modules.

The central object of our study are modules induced from tensor modules for Vect(TV) to
Vect(TN*1). Those modules have an irreducible quotient such that every weight space has finite
dimension.

The algebra Vect(TV) has as subalgebra slyi. Restricting the action of Vect(TN) to this
subalgebra we have the character of this quotient.

To obtain a critreria for irreducibility and construct a free field reazilation, we consider a class of
modules for Q1(TN+1)/dQO(TN*1) x Vect(T), constructed from vertex algebras. When restricted
to Vect(TY) thesse modules remain irreducible, unless they belongs to the chiral de Rham complex.
Keywords: Chiral de Rham Complex, Full Toroidal Lie Algebra, Tensor Modules, Vertex Algebra,
Witt Algebra.
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Introducao

Recentemente, uma nova area da teoria das representacoes surgiu, a teoria de mddulos limitados
para algebra de Lie de dimensao infinita com uma ZN -graduacdo densa. Para N = 1 temos, como
exemplo, as 4lgebras de Kac-Moody afim e a algebra de Virasoro. Neste caso, a principal ferramenta
para a teoria das representacdo € o conceito de médulo de Verma. No entanto, para N > 1 nao ha
maneira natural de se dividir ZV \ {0} em partes positiva e negativa.

Considere a &lgebra de polindmios de Laurent em N variaveis complexas, C[tE!, ... ,tﬁl]. Sua
algebra de derivagoes, chamada de algebra de Witt, que é isomorfa a algebra de campos vetoriais
em um toro N-dimensional, Vect(TV) & um exemplo de uma lgebra com uma Z"-graduacio densa.
Esta édlgebra apresenta uma classe de m6dulos de origem geomeétrica, que decorre dos elementos da
algebra agirem em campos tensoriais como derivadas de Lie. Estes médulos, chamados de médulos
tensoriais, sao parametrizados a partir de médulos de gly de dimensdo finita.

Um teorema de E. Rao garante que médulos irredutiveis de gl dao origem a médulos tensoriais
irredutiveis para Vect(']I'N ), salvo quando estes pertencerem ao complexo de de Rham, os médulos
de k-formas diferenciais. Mesmo estes sendo irredutiveis, seus méodulos tensoriais podem nao ser
irredutiveis.

Para dividir esta 4lgebra em parte positiva e negativa consideramos uma coordenada especial, no
nosso caso tomamos a coordenada ty da algebra D = Vect(TV*!). Para a decomposigéo triangular
consideramos a Z-graduagio induzida pelo expoente da coordenada ty. Podemos expandir a agao
de Vect(TY) no médulo tensorial para a parte positiva e nula da decomposi¢ao triangular. Assim,
podemos induzir a agdo para toda &lgebra, gerando uma nova classe de médulos

M(T) = IndB,ep, T-

Estes modulos tém seus espagos de peso com dimensdo infinita, porém, um teorema de S. Berman
e Y. Billig [1] garantem que o quociente

L(T) = M(T)/M™,

onde M ¢ o submédulo maximal, tem os espacos de peso com dimensdo finita.

Temos entao dois problemas com relagio a estes moédulos, determinar seu cardcter e obter um
critério de irredutibilidade. O caso N = 1 foi estudado por Y. Billig, A Molev e R. Zhang [4]. No
entanto o médoto aplicado por eles ndo funcionou para N maiores.

Uma 4lgebra toroidal completa é o produto semidireto da extensao central da algebra multiloop
de uma algebra de Lie pela algebra de campos vetoriais em um toro. Um outro artigo de Y. Billig [2]
apresenta uma categoria de modulos para algebra toroidal completa utilizando 4lgebras de vértice.
A partir desse artigo obtemos uma representacao de campo livre para estes modulos, e a partir dela
respondemos as duas perguntas.

Para o caricter devemos considerar a agdo da subélgebra 5~[N+1~ C Vect(TN+1). Obtemos que
o caracter coincide com um moédulo de Verma generalizado para sly.;, porém o mdédulo nao é
isomorfo a um médulo de Verma generalizado. Estes modulos foram chamados de médulos de
Wakimoto generalizados, por Y. Billig e V. Futorny [3].

Para o problema de irredutibilidade um teorema de Y. Billig e V. Futorny [3] garante condigoes
para certos médulos serem irredutiveis. Os modulos que este teorema nao garante irredutibilidade
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aparecem em uma estrutura algébrica chamada Chiral de de Rham. A partir do operador diferencial
deste Chiral temos que estes modulos sdo na verdade redutiveis.

Organizacao do Trabalho

No capitulo 1 apresentamos as defini¢bes de modulo de peso e de Verma, também apresentamos
a definicdo e propriedades do cardcter de um médulo. Estas definigoes serao amplamente utilizadas
no texto.

No capitulo 2 apresentamos nosso objeto de estudo, a 4lgebra de campos vetoriais em um toro
N-dimensional, Vect(TY). Apresentamos uma motivagao fisica, a algebra de Virasoro, que é uma
extensao central daquela algebra. Por fim apresentamos a algebra toroidal completa.

No capitulo 3 apresentamos um médulo para a &lgebra Vect(T™), o médulo tensorial T'(W, 7).
Apresentamos um teorema que descreve quando os médulos tensoriais sdo irredutiveis. Nos casos
em que o modulo tensorial ndo é irredutivel, um teorema de Eswara Rao fornece muita informagao
sobre as componentes irredutiveis. Uma novidade que aparece neste texto sdo os seus caracteres
que aparecem no final do capitulo.

No capitulo 4 & apresentada a estrutura de superalgebra de vértice e algumas de suas proprie-
dades. Quatro dessas superalgebras sdo apresentadas, estas desempenham papel chave na represen-
tacdo de campos livres de Vect(TV).

Finalmente, no ultimo capitulo sdo apresentados dois teoremas de Vyacheslav Futorny e Yuly
Billig, o primeiro apresenta o caracter de médulos induzidos de Vect(T™) e o segundo expde quais
condigdes estes moédulos devem satisfazer para serem irredutiveis. Por fim, apresentamos a estrutura
do Chiral de de Rham.

Para compreensio do texto é recomendavel uma certa familiaridade com algebras de Lie e repre-
sentacoes de estruturas algébricas. Nao possuindo-a ndo se desencoraje, os apéndices apresentam
toda informacdo necessiria para acompanhar o texto para quem fez um curso basico de algebra
linear e saiba as propriedades béasicas do produto tensorial.




Capitulo 1

Mobdulos de Peso e Caracter

Neste capitulo sdo apresentadas as defini¢coes e algumas propriedades de médulo de peso e de
carater de moédulo, seguindo [9], e também apresentamos as formulas dos caracteres dos médulos

de Verma U (;[;,) elU (5[;,) que serdo utilizadas mais adiante no texto.

1.1 Mobdulos de peso

Seja g uma 4lgebra de Lie semi-simples de dimensdo finita sobre um corpo k de caracteristica
0, h uma subélgebra de Cartan de g, & um sistema de raizes e V um g-mo6dulo de dimensao finita.
Sabemos que se V for de dimensdo finita, entdo todo elemento de h serd diagonalizédvel. Como §
é abeliana, temos que os elementos de §j sdo simultaneamente diagonalizaveis. Assim, para todo
A € h*, podemos definir V), := {v € V|Vh € h, h.v = A(h)v} e teremos

V= @V,\.

AEH*

Quando V), # 0 dizemos que V), é um espago de peso e que A é um peso de V. Mesmo no caso de
dimensao infinita, se V for soma de espacos de peso, diremos que V' é um mddulo de peso. Aqui vale
observar que os A podem ser vistos como auto-valores generalizados.

Ezemplo 1. A 4lgebra g pode agir sobre si mesma pela representagdo adjunta, neste caso os pesos
sao as raizes de g.

Para ®, seja ®* uma escolha de raizes positivas, dizemos que (para esta escolha de raizes
positivas) v # 0 é um vetor de peso méaximo se para todo a € II*, g,v = 0, onde g, é 0 espago
de peso « da representacdo adjunta. No caso de um moddulo ser gerado por um vetor de peso
méximo, diremos que este moédulo é de peso méximo. Além disso, podemos definir gt = B e+ ga €
9~ = Pocn-ga onde &~ = —DT | e temos a seguinte decomposigio g = g~ ®hdg™, que chamaremos
de decomposicao triangular de g.

Ezemplo 2. Seja g = slp e k = C, e tome a seguinte base para g

00 1 0 01
=0 = 0) =6o)
Tomemos a seguinte subalgebra de Cartan ) = (h) = Ch e como parte positiva g7 = (e) = Ce, e
seja V := M(\) o modulo gerado pelo vetor v de peso maximo A. Vamos mostrar como ¢ e f agem
neste médulo. Temos que e.v = 0 ja que v é de peso méximo, para f temos
h.fv=fho+[h flo=Afv—-2fv=(A-2)fuv.
Mais geralmente, seja vg = v e v; = f.v;_1 temos

h.fw,= fhvi+[h flvi=A\—20)fv;—2fvi=A=2G+1))fv.

3
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[
[PN]

Quanto & acdo de e temos
ev; = e.fvg = f.evg + [e, fluo = h.vg = Avp .

Para 1 > 0, temos

i—1
€.V; — e.f.'l)-,;_l = f.e.'Uial—}'h’Uiﬂl = f.e.vi_1+()\—2(‘i—1))-vi_1 = Z()‘—2n)7}i—l = ’i(/\—{—l—i)'l)i_].

n=0
Em resumo, temos o seguinte diagrama, onde cada ponto é um espago de peso.

h=Xx—56 h=X—4 h=A—-2 h=\
e=3)—06 e=2\—2 e=2A
v3 V2 vy )

f=1 f=1 f=1

Podemos observar que se, e somente se, A for inteiro positivo, existira i tal que iA+1-14) =0,
mais precisamente i = A + 1, ou seja, o espaco de peso V_y_a(= Cwyy1) serd anulado por e, disso
segue que

-
L:= @ Cup,
n=—A-1
¢ um submédulo de V. Este submédulo é o submédulo maximal de M () e assim definimos L(}) :=
M())/L. Com isso, temos todos os modulos de dimensao finita de sly. Com efeito, dado um médulo
de dimens3o finita n, este sera isomorfo a L(n — 1).

1.2 Modulos de Verma

Do tltimo exemplo de se¢io anterior podemos ver que o médulo M (A) poderia ser definido como
U(g~)vo = {y-voly € U(g™)}, onde U(g~) & a algebra universal envelopante de g~ . Isto nos leva a
definicdo de médulo de Verma, nomeado em homenagem ao matematico Daya-Nand Verma.

Definicdo 1.2.1. Seja A € §*, e seja k) um moédulo unidimensional para a sub-algebra de Borel

=4 ®gt, onde h € h age por multiplicagio por A(h) e g* age trivialmente. Definimos o mddulo
de Verma de g de peso maximo A como sendo M(A) = U(g) ®y(p) kx- Além disso, definimos
L(\) = M(\)/L, onde L é o submodulo maximal de M (A).

O Teorema PBW (veja B.0.11) implica que M () é isomorfo a U(g™) ® ka.

Uma generalizacio que podemos fazer com os médulos de Verma é no lugar de fazermos o
produto tensorial por médulo unidimensional F de b, podemos fazé-lo por um moédulo qualquer
(de dimenséo finita) V' de uma sub-algebra parabolica p, 1. e., uma sub-algebra que contém uma
sub-algebra de Borel.

Definicdo 1.2.2. Seja V um médulo de dimensdo finita para a sub-algebra parabélica p. Definimos
M(V) := U(g) ®y(s) V como sendo o mddulo de Verma generalizado.

Novamente por PBW temos M (V) ~ U(g~)®V. A partir de agora iremos nos referir ao médulo
de Verma generalizado pela sua sigla em inglés, GVM.

1.3 Caracter

Dado um médulo de peso V, uma outra maneira de descrevé-lo é através da dimensao dos seus
espacos de pesos. Em Z[[h*]], definimos, para cada A € h*, o simbolo formal e*. Estes simbolos
formais definem uma base de Z[[h*]]. Com isto estamos prontos para apresentar a defini¢do de
cardter de um moédulo.




1.3 CARACTER b)

Definicao 1.3.1. Dado um médulo de peso V, a seguinte soma formal x(V) € Z[[h*]] é definida
como sendo o cardcter do mddulo V.

x(V) = Z dim Vye.
Aeh*

Ezemplo 3. Seja g = sl e considere V' = L(2). Temos que V = V_y & Vy & V3, cada um destes
espagos de peso tem dimensdo um. Assim, o carater de V' é dado por

x(V)=e2 40+ 62

Agora, se considerarmos V' = M (), para A qualquer, temos

A

x(V)=Y et t=

_e—2
i€zt l-e
Proposicao 1.3.2. Sejam g uma dlgebra de Lie e V e W dois g-mddulos, entdo temos que
x(Ve W) =x(V)+x(W) € x(Ve W) =x(V)x(W).

Geralmente, o caracter de um médulo de Verma é representado pelo cardcter da envelopante
universal da parte negativa. Em particular, o caracteres dos médulos de Verma das dlgebras sly =
Clt*') @ sly e gly = C[t*!] ® gly ® CC sio apresentado pela seguinte proposicio:

Proposicao 1.3.3. Temos que

XU (siy)) = [J = 5™ e x(U(aty)) = [T - %)™
k=1 k=1

Demonstragdo. Obter estas formulas elegantes para os caracteres exige um conhecimento de formu-
las de caracteres, uma boa fonte que tem essas férmulas é [12]. Aqui iremos mostrar como calcular

a dimensao de um dado peso para um modulo de Verma para a élgebra ;[;, (Para ver as estruturas
das raizes veja o Apéndice A).

Por exemplo, tome p = A — 3a; — 2ap Vamos calcular a dimensao de V), em M(A). Temos as
seguintes maneiras de chegarmos a p partindo de A utilizando as raizes:

@ —] — (] — O] — Qg — Q9
° —al—al-(al—l-ag)—ag

e —a; — (a1 +ag) — (@1 + a3)

-] — (20{1 + 052) — Q9

— (201 + ag) — (a1 + a3)

o —aj —ay — (a1 +2a)

e —(3a1 + 2a3)

Logo, dim(V,) = 7. a
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Capitulo 2

Algebra Vect(T')

Neste capitulo apresentamos inicialmente a algebra de Witt, que coincide com a algebra de
campos vetoriais em um circulo. Em seguida apresentamos a defini¢do de extensdo central e como
exemplo a &lgebra de Virasoro, extensdo central da algebra de Witt. Aqui apresentamos nosso
objeto de estudo, uma generalizacdo da algebra de Witt, a 4lgebra de campos vetoriais em um toro,
Vect(']I'N ). Por fim, apresentamos uma 4lgebra que serd importante mais adiante, a algebra toroidal
completa.

2.1 Algebra de Witt

A &lgebra de Witt W, nomeada em homenagem ao matematico Ernest Witt, é a algebra de
derivacoes do anel C[z*!]. Definimos, para n,m € Z

By = ~—z"+12 e [Lm, Ly :=(m —n)Lyin.
0z
No apéndice A mostramos que os L, formam uma base de W.

Uma outra maneira de enxergar esta algebra é pelo seu caracter geométrico. Usualmente o
conjunto de campo de vetores de uma variedade M é denotado por X(M), no entanto, estamos
interessados nos campos que sejam analiticos, i. e., campos em que suas coordenadas sejam funcoes
analiticas. Este conjunto de campos analiticos tem uma estrutura natural de &lgebra de Lie, que
denotaremos por Vect(M). Esta estrutura decorre do fato de campos vetoriais serem uma derivada,
mais explicitamente, sejam X,Y € Vect(M) e h : M — k analitica, definimos

(X, Y](h) = X (Y (h)) = Y(X(h))-

Neste caso, como era para ser, o colchete é bilinear para escalares mas nao para fungoes. Para ver
como uma funcdo pode ser retirada do colchete, devemos lembrar da regra de Leibniz da derivada
do produto. Sejam f,g: M — k analiticas, temos que

(FX,gY|(h) = fX(gY (h)) - gY (fX(R)) = fX(9)Y (h)+ feX (Y () — gY (f) X (h) - gfY(X(R)) =
= [[X,9Y] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY (f)X.
Para M = S!, o circulo unitéario, considere a coordenada 6. Definimos

d
Lp = —""1—,
o a0

e é facil ver que os L, formam uma base para Vect(S!). Seu colchete é dado por

90’ 90 a0

0] 9]
- == 977‘L+1_ n+1 = m+n-+2
[Lm; Ln] |: 80,9 _69] G [

0 9 } +(n+ 1)9"”"“% - (m+ 1)(9'"“"+1£ =
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D

= (m — Tl)Lm_:n.

2.2 Extensoes Centrais e Generalizacao da Algebra de Witt
Definicdo 2.2.1. Diremos que g é uma extensdo central de g se existir uma sequencia exata curta
0—3—g—9—0,

com a imagem de 3 coincidindo com o centro de g.

A algebra de Virasoro é uma extensdo central da algebra de Witt. Ela é gerada por {Ln,n €
Z} U{c} e as seguintes relagoes

c
[Lans Ln] = (m — n)Lypgpn + ﬁ(m3 — m)0m+n0, [Ln,c] =0.

Apesar de ser primeiro descrita como extensao central da algebra de Witt, a algebra de Virasoro tem
seu nome em homenagem ao fisico Miguel Angel Virasoro, pois este apresentou operadores do seu
estudo de modelos de ressonéncias duais. Esta algebra ainda hoje tem mostrado vérias aplicagoes
na fisica.

Uma generalizagido natural de algebra de Witt é considerar o anel Ay := C[tfl,téﬂ, e ,tjivl .
Definimos como a algebra de Witt, W, a algebra de derivacao de Ay, simbolicamente, wh .=
DerAN. Seja TN = S! x ... x S!, o toro N-dimensional, podemos considerar W ~Vect(TV). De
fato, pelo teorema de Schwarz temos que o colchete [8/8%;,8/8t;] =0 parai,j€ {1,...,N}.

Uma notacgdo que serd muito ttil é a notagdo de multi-indice, que ¢ definida da seguinte forma,

dado 7 € Z™ entdo t" := t]'t5?...17". Além disso, definimos d, := t,0/0t, e & facil ver que
{t"dglr € Z*,a € {1,...,n}} é uma base de Vect(T").
Com isso, o colchete em Vect(T™) é dado por, sejam a,b € {1,...,N} er,m € zy.

[t7da, t™dp] = 7™ [dg, dp) + mpt™ T dp — Tot" T dy = mpt" Ty — Tt dg.

Em Vect(T") definimos a seguinte CSA, Gyecy(rvy = (d1, - - -, dn). Uma propriedade que seré de
grande importancia é que Vect(T?) contém uma copia de sly.1. De fato, temos a seguinte inclusao
para ¢,j € {1,,..,1V}, E; — titgldj, Einyi — 4D, Exngj — tj_ldj e Enjiner — -D,
onde D := Zﬁle dp e BY = (0irdjt)ks € gly- Além disso, se considerarmos Vect(T"™!) =
@ZZOC[tﬁl,titl, .. .,tf\t,l]dp, fica claro que slyy1 == (C[tg:l] ® sy, CVect(TY). Este fato sera im-
portante mais adiante.

2.3 Algebra Toroidal

Algebras toroidais sdo, de uma maneira bem natural, generalizacoes de algebras de Kac-Moody
afim.

Sejam § uma algebra de Lie simples sobre C e N > 1 um inteiro. Consideremos a algebra de
Lie R ® g de aplicagbes de um toro N dimensional em g, onde R = C[ti tli:_ - tf,] é a algebra de
polinémios de Fourier sobre um toro. A extensdo central universal desta algebra ¢ devida a Kassel,
sua construcdo é dada a seguir.

Seja QL (TN) o espago das 1-formas diferenciais em um toro: QL(TN) = (DQJZORdtp. Podemos
escolher a seguinte base para Ok (TV), como um R-médulo, {ke = t;'dta|la =0,...,N}. A derivada
exterior é uma aplicacio do espago R em 0% (TV) definida como d(f) = ZQ’:O tp(0f /Otp)kp. O
centro K da extensao universal central g ® R ¢ K é realizado como

K = Qk(TY)/d(R)
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e o colchete de Lie é dado por

(A1) ® g1, f2() ® g2) = fifa ® [g1, 92] + (91192) fadfi,

onde g1,92 € §, f1, fo € R, (:|-) é a forma de Killing de § e a barra em fodf; indica a imagem pela
projecao candnica Q%z (']I‘N ) = K, no que se segue omitiremos esta barra para representar elementos
de K.

A acdo natural de D = Vect(TV) em R ® g é dada por

[trdﬂ.> tmg] = matr+mga

esta acdo é unicamente estendida a K

N
[t"da, t5] = mat™ ™ ky + 0ap Y pt" " hkp.
p=0

A algebra toroidal completa é o produto semidireto
g=R®geKK)xD.

Em [2] foi classificada uma categoria de médulos para a algebra toroidal completa, tal categoria
admite o seguinte caso particular § = 0. Neste caso obtemos méodulos para a algebra K x D. A
técnica que utilizaremos sera restringir estes modulos a agdo de D, o que veremos a seguir é que a
maior parte destes modulos permanece irredutivel quando restritos a acao de D.
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Capitulo 3

Modulo Tensorial

Neste capitulo apresentamos o médulo tensorial como definido em [3]. Toda &lgebra de Lie seré,
sobre o corpo C.

3.1 Modbdulo Tensorial

O mddulo tensorial ¢ um médulo para a dlgebra Vect(T?) e é definido da seguinte forma.

Definicdo 3.1.1. Sejam W um gly-médulo de dimensao finita e v € CV, entdo o espaco vetorial
T(W,7) = q¢"Clai", .. .,q5' 1@ W

é um Vect(']I‘N )-médulo com a acao dada por

N
t"do(q" ® w) = peg"" @ w + Z Tpg"" ® EP%w),
p=1

onder € ZN pey+ZN , we W,a€ {1,...,N} e EP* = (8,i045)i,; € oly-
Vamos verificar que, de fato, T'(W,v) & um Vect(T")-moédulo. Temos por um lado

(t"dg, t°dp] (" ® W) = (8at"T3dp — Tpt"T5d,) (¢* @ w) =
= (Saptp — Topta)g* T @ w + le)\le(T + 8)p(Sa — )" ® (pr — EP%)w

Por outro lado

" da(t2dp(q* B w)) = t"da(1pg" ™ ® w + 10| 5,04+ ® EPow) =
= o (ps + 8)ag" "t @ w+ YL prpgt T @ EPfwt
+ Z,L sp(p + 8)aght s @ EPPw + Z;)VZI SaTpq" T ® EPbw.

Observe que zp rpEP* 1 = pgr. Por simetria temos

Ldp(t"da(g" ® w)) = pa(i+1)og" T @ W+ 0L paspgt T ® EPw+
+ Z;\;l ((r + 8)prs + Tppap)g* T ® EPw.

Assim
t"do(t°dp(q" ® w)) — t°dp(t"du(q" ® w)) = [t"da, t°dp)(¢" @ w)

Portanto, T'(W, ) é um Vect(T")-médulo

11
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3.2 Complexc de de Rham

A &lgebra exterior /\k (CN) & um famoso gV -médulo com a agdo dada por
k
X(’U1 A .../\’Uk) = Z’Ul A Vi1 A Xv; Avigr ... Ao,
i=1

onde X € al¥ e v; € CVN,Vj € {1....,k}. Seu modulo tensorial pode ser identificado como formas
diferenciais via os seguintes isomorfismos

Den A Aey — N dly AL AL dE,

assim, chamaremos estes de médulos tensoriais do complexo de de Rham,
k
g =1 \(€),1).

para k € {1,...,N — 1}, e para k € {0, N} definimos os modulos tensoriais com W sendo os
gly-modulos onde a identidade age multiplicando por k, e a subélgebra sly age trivialmente. O
interessante é que a derivada exterior das formas diferencias € um morfismo de Vect(TN )-médulos e,
como j4 sabemos, a imagem pela derivada exterior nem sempre & todo espaco seguinte do complexo.
Isso j& nos mostra que estes modulos tensoriais nao s3o irredutiveis, porém, um teorema presente
em [16] mostra que estes sdo exatamente os tnicos redutiveis.

Teorema 3.2.1. Seja W wm gly-mddulo irredutivel de dimensdo finita, e sejo y € CVN, entio o
médulo tensorial T(W,~) serd redutivel se ele aparecer no complezo de de Rham

7(TN) & () & . & gal(TY),

a menos dos termos eztremos (k = 0,N) quando v ¢ ZN | estes e todos os demais serdo irredutivess.

3.3 Um Teorema de Rao

O seguinte teorema, devido a Eswara Rao, apareceu em [16], no entanto, seguiremos [7], pois
este apresenta uma prova mais simples deste teorema. Inicialmente observe que se y € Z" , entdo
T(W,~) = T(W,0). Com isso definimos os seguintes subespagos de ¢7Q*(TN) para k € {1,...,N —
1}

W(r.k) = @ ¢#®CEACYA...ACY).
pey+LN

E quando vy = 0 definimos
W(0,k) = W(0,k) @ ® (CY A...ACM).

Para v # 0 também denotaremos W(v, k) = W (v, k), por conveniéncia.
Dado um submédulo M de T(W, ), definimos M, := {v € W|g*Qv € M} e M, := Nc i zv M.
O seguinte lema sera utilizado no teorema de Rao.

Lema 3.3.1. Se M, # {0}, entdo M = T(W,7).

Demonsiragio. Suponha M, # {0} e seja w # 0 € M., temos que para todo a € {1,...,N} e

rezZnN,
k

tTdeg" T Quw=(—7)eg" W+ erq“ ® EP*w = EYw € M,
p=1
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para todo i,5 € {1,...,N} e p € v+ Z". Com isto temos que M, é um gly-submédulo de W,
porém W & irredutivel, logo M, = W e, portanto, M = T(W,~). O

Teorema 3.3.2. Para k € {1,...,N — 1} temos que W(v,k) e q”’Qk('I[‘N)/W('y,k) sio Vect(TV)-
mddulos irredutiveis.

Demonstragdo. Considere a seguinte aplicagao
L q"/Qk:(TN) — q7Qk+1(T1V)

"R (Vi Ava A . Avg) = ¢* Q@ (LAvI Ava A ... A V).

Temos que ¢, € um morfismo de Vect(TN)-modulos. Com efeito, seja » € ZN e a € {1,...,N}
temos

(" da(g" @ (VI A .. AvE)) = 1a@® TR (L +T) AL AL Avg)+
N k

+3 D g TR (AT AvI A AEP () AL Avy) =
p=1 i=1

N
= @ TR (LAVIA ... AYg) —I—erq"“@) (EP°u vy A... Nug)+
p=1

N k

+ZZqu"+T R (pAvI A ANEPY ()AL Avg)+
p=1i=1

N k
+Zerq“+r (T AvIA...NEP () A ... Avg) =t da(ue(d” ® (1 A ... Ag)),
p=1i=1

pois para todo

N

er(r/\vl/\.../\Epa(vi)/\.../\'Uk) =(AviA...AT(V)aN...NvE) =0,

p=1
onde (v;)q € a a-ésima coordenada do vetor v;. E facil ver que

ker(ue) = W (7, k), im(uk) = W(7,k + 1),
e pelo primeiro teorema do isomorfismo
@ (TN) /W (v, k) = W(y, k+1).

Observe que W(v,1) = @,c,42vC(¢" ® p) e t'da(g" @ p) = ta(g"™ ® (pu + 1)), para todo
a€{l,...,N}er € ZV, logo W(v,1) é irredutivel. Além disso W(*\/,N) = ¢"QN(TV). Dessa
forma, para provar o teorema s6 precisamos provar que ¢"QF(TV)/ W(’y,k) sdo irredutiveis para
ke {1,...,N — 1}. Para isso vamos introduzir a seguinte notacao, seja u = (u1, ug,...,un) € cN
e r € ZV definimos

N
D(u,r) :=t" Z u;d;,
i=1
com esta notacdo a acio de Vect(TV) em T(W,~) fica
D(u,r)(¢" @ w) = (u, w)¢"™" @ w+ ¢""" @ (ru')w,

onde (.,.) é o produto interno usual e (ru') € gly. Aqui vale a pena notar que (ru‘)w = (u, w)r
para todo u,r,w € CV,
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Suponha que exista M um sub-médulo de g7QF tal que /M?(’y, k) seja um submédulo préprio de
M. Seja g* ® (i A ... ANvg) € M\ W(y,lc). Temos que o conjunto {u,v1,v2,...,v} € Li.. Com
efeito, sabemos que {v1,v2,...,v;} é linearmente independente, logo suponha que existam «; € C
tais que p = Zle a;v;, e sem perda de generalidade podemos supor a; # 0. Assim

k
M\W(v,k)2a1¢"® (vi A...Avg) =Zq“®(awi/\.../\'uk) =g"@(uAva ... Avg).
' i=1
Absurdo, portanto, o conjunto {iu,vi,vs,...,ur} € linearmente independente, e assim, podemos

escolher u € CV tal que (u, i) # 0 e para todo i, (u,v;) = 0, e teremos que para todo r € N
D(u,r)g* ® (i A ... Avg) = (u, p)g* " ® (Vi A... Avg) € M.

Logo (v1 A ...Awvg) € M, e pelo lema 3.3.1 temos que M = ¢"Q(TY), implicando que W(’y;k) é
maximal.

a

3.4 Caracteres dos Submoédulos

__ Antes de descrevermos os caréacteres dos submédulos, trataremos o caso v = 0 que & quando
W(0,%k) # W(0,k). Temos que no quociente, W(0,k)/W(0,k), VectTV age trivialmente. Com
efeito, t7da(°® (viA...Avg)) € W(0,k) ser # 0. E ser =0 entdo da(¢°® (v1 A ... Avg)) = 0. Com
isso, temos que ¢ Gnico submédulo irredutivel de ¢7QF(TN) &, de fato, W (v, k). Assim concluimos
com o seguinte teorema.
Teorema 3.4.1. Para k € {1,...,N — 1}, o inico sub-mddulo proprio de q'QF(TN) € W(v,k) e
seu cardcter é dado por
W)= 3 (Z - i)
[LE"/—}-ZN
k#0

onde, para ju € v+ ZV, definimos p € htfect(TN) como p(dy) = flg.

Demonstragio. Dado p € v + ZY temos, como definido no enunciado do teorema o peso p €
bz,ect(w,), e o espaco de peso V,, é dado por
V,=¢"®(Cu) ACN A...ACN).

Se u = 0 o espago de peso V,, tem dimens@o zero, caso contrario, podemos, a partir de p, completar
uma base de CV, digamos {y,v1,...,vn—1}. E a partir desta base, podemos construir a seguinte
base de V,, {pAvy, AL Avgy_ |1 <dp <dp < ... <idpg < n—1}. Logo, concluimos que a dimensao
de Ve (7)) O




Capitulo 4

Superalgebra de Vértice

Neste capitulo apresentamos as defini¢ées e notacoes de uma superélgebra de vértice e de uma
superélgebra vértice de Lie. Apresentamos quatro exemplos que nos serdo uteis.

4.1 Definicoes e Notacoes

Uma estrutura algébrica que sera de grande utilidade para nos é a estrutura de dlgebra de vértice.
A seguir apresentamos sua defini¢do seguindo [11] e [14].

Definicio 4.1.1. Uma superalgebra de vértice € um espago vetorial V', Zg -graduado, com um vetor
identidade 1, para indicar um estado de vacuo, um operador D chamado de translagdo infinitesimal
no espaco V, e uma aplicagao linear Y chamada correspondéncia de estado-campo:

Y(-,z): V = (EndV)[[z, 27

a— Y(a,z)= Z a(n)z_"_l,
neEL

onde a(,) € End(V). Estes devem respeitar o seguinte conjunto de axiomas

1. Para todos a,b € V, a(,)b = 0 para n suficientemente grande;

2. |D,Y(a,z)] = Y(D(a),z) = %Y(a,z), para todo a € V;

b

Y (1,z) = Idy 2°, onde Idy é a identidade em End(V);

-~

Y(a,z)1 € V|[[z]] e Y(a,2)1|,=0 = a, para todo a € V;

ot

Para todos a,b € V os campos V(a,z) e V (b, w) sdo mutualmente locais, isto &,

(z —w)"[Y(a,z),Y(byw)] =0, para n suficientemente grande.

Uma, superélgebra de vértice é chamada de conforme ou pela sigla VOA (Vertex Operator
Algebra), se em adigdo, possuir um elemento w, chamado de elemento de Virasoro, tal que

6. As componentes Ly, := w(p+1) do campo
Y(w,z) = Zw(n)z""_l = Z Lo~ 4,
nez neZ

satisfazem a relagdo de Virasoro

CV#
12

my Ln| = (T — ) Lim4n m-—m ;n+np,
[Lm, L] = ( )Linsn + (m® —m)é

15
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onde Cy;, age em V pela multiplicagio de um escalar chamado de carga central de V;
7. D= L_yg;
8. O operador Ly & diagonalizavel em V.

Uma propriedade que & consequéncia dos axiomas ¢ a seguinte férmula

n>0

onde ¢ & a fungdo dada por
§(z) =Y 2"
neZ
O produto entre dois campos nao necessariamente estd bem definido. Para isso & definimos o
produto ordenado normal que estard sempre bem definido. Dado um campo a(z) = ZjeZ a(j)z_j —1
definimos sua parte positiva e negativa como

o0 —Co
a(z)- = Za(j)z_j_l, a(z)+ = Z a(j)z_j_l
=0 j=1

e o produto ordenado normal por
L a(2)b(2) : = a(2)+b(2) + (—1)PPPPb(2)a(z) -,

onde p(a), p(b) € {0, 1} sdo as paridades dos campos a(z) e b(z), respectivamente.

4.2 Superalgebras de Lie de Vértice

Seja £ uma superalgebra de Lie com base {u(,),c(—1ylu € U,c € C,n € Z} (U e C sao conjunto
de indices). Definamos os seguintes campos em L[z, z~!]:

u(z) = XZu(n)z_"_l7 c(z) = C(_I)ZO, welU,ceC.
nEZ

Seja F o subespago de L[[z,2z71]] gerado por todos os campos u(z),c(z) e suas derivadas de todas
as ordens.

Defini¢do 4.2.1. Sejam £ uma superdlgebra de Lie e F o subespago como definidos anteriormente,
diremos que £ é uma superalgebra de vértice de Lie se os seguintes axiomas valem:
(VL1) para todo x,y € U,

n

oo =S [ (&) o(2)]

3=0

onde fj(z) € F,n <0 e depende de z,y.
(VL2) para todo ¢ € C, os elementos ¢(_1) sao centrais em L.

Seja L4y o subespago de £ com base {u)lu € U,n > 0} e seja £(_y o subespago de £ com

base {u(), c(—1)lu € U,c € C,n <0}
A algebra de vértice envelopante universal, V, de uma superalgebra de vértice de Lie L &

definida como o modulo
e = Indﬁm (Cl) ~U(Ly) ®1,

onde C1 é um ﬁ(_)—m(’)dulo trivial de dimensao 1.
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O seguinte teorema, presente em [6], mostra como um superédlgebra de vértice de Lie £ gera um
superalgebra de vértice V. e uma outra superalgebra de vértice que é quociente desta.

Teorema 4.2.2. Seja L uma superdlgebra de vértice de Lie. Entao

(a) Vi tem estrutura de superdlgebra de vértice com o vetor identidade 1, a translacio infi-
nitesimal D serd dada por D(u(,)) = —NU(p—1), D(c—1) = 0,u € U,c € C, e a correspondéncia
estado-campo é definida por:

1 k—1 k ; =
Y (a(_l_m) [ a(—l—nkfl)a(gl—nk)ﬂ’ Z) -

- ()"0 (8) ) ()" )

(b) Todo mddulo limitado de L é um médulo de V.
(¢) Para um cardcter arbitrdrio x : C — C, o mddulo quociente

Ve() = U(Loy) 1/ U (Loy){(e=1) — x(e))1)eec

¢ uma superdlgebra de vértice.O valor x(c), também, é chamado de carga central.
(d) Qualquer mdédulo para L no qual c(-1) age como x(c)Id, para todo c € C, é um mdédulo para
superdlgebra de vértice V(7).

Apresentamos agora quatro exemplos de VOAs que serdo de grande importancia no que se segue
do texto, além de mostrar a utilidade deste ultimo teorema para obtengdo de VOAs a partir de
algebras de vértice de Lie.

VOA Hiperbélico: Um reticulado hiperbélico, Hyp, é um grupo abeliano com 2N geradores
{u®,v*la=1,...,N} e a forma bilinear simétrica

() : Hyp x Hyp — Z,
definida como
(W) = 6y,  (u®ul) = (v*p®) =0, a,b=1,...,N.
Podemos complexificar Hyp para obter um espago vetorial de dimensao 2N sobre C,
‘H := Hyp ®z C.
Podemos afinizar H definindo R
H:=C[t,t" | @ H®CK,

com o colchete dado por
[H,K] =0,
onde T(n) = " Q x.
Com relagao ao grau de t, temos a seguinte decomposigao triangular de H=H_oHoo Hy,
onde Ho == 1 ® H®CK e Hy :=tFIC[tF @ H.
Seja Hyp™ o subreticulado de Hyp gerado por {u%|la = 1,..., N}. Consideremos a sua algeb1a
de grupo C[Hyp™] = C[c**', . .. etu” ], podemos definir nesta algebla uma agao de Ho ® H:

ze? = (zly)e?, Ke¥=¢’, Hoe¥ =0.
Definimos o seguinte médulo induzido

H
VHyp InclH - (C[Hyp™]).



18 SUPERALGEBRA DE VERTICE 4.2

Temos que V}_I:m pode ser realizado como um espago de Fock sobre H

+1 +1 =1,...,N
Hyp =Clg™", g an'] ®C[“pjavpj|?:1,2,... I,
com a agao de #H dada por
P P _ P
Wy =T YG) T gy Y0 =D
0 P 0

p - — = g ——
Y=g = IV ”@)_aupj’ Y0 = g,

O espaco Vi admite uma estrutura de algebra de vértice. A correspondéncia estado-campo é
Hyp ) P p

dada, nos geradores, por

Y (up1,2) =uP(z) = Zu€j)z_j_1,

JEZ
Y(op,9) = 9(0) = Loz p=L W,
JEZ
( N co 5=
— Z-.p
Y(d,2) =q o Z"”Z uf_y Jexp [ =D m > )
p— =1 J p=1 j=1
O elemento de Virasoro de VHyp é dado por
N
WHYP — Zuplvpl,
p=1
o campo de Virasoro
N
Y (WP, 2) Z uP(2)0P(2) 1,
p=1

e a sua carga central &€ —2N.
Fixando v € CV, o espago
+1 41 AN
Myyp(7) = q"Clgy 95 - qN ] ® C[um:")p]l] 1.2,.. )

¢ um modulo irredutivel para ngp

VOA gly afim: Como g, é redutivel, porém nao simples, esta dlgebra admite mais de uma
maneira de ser afinizada. Aqui consideramos a seguinte versao de g[N

E[N = C[t t—ll ® g(n © CO)
com o colchete definido como
"X, t"gY]= "R [ X, Y] + nop,—nTr(XY)C

Observe que gl, é uma 4lgebra de Lie de vértice e considere sua algebra de vértice envelopante
universal Vg com carga central 1.
A correspondéncia espago-campo é dada nos geradores por:

Y(X(_pl,2) ZXJ)L i1 X egly,
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onde X(;) = ad(t! ® X).

Como gly admite a decomposicao gly = sly @ CI, onde I é a matriz identidade, temos que a
algebra de vértice afim gly é o produto tensorial da algebra de vértice afim sly com a &lgebra de
vértice de Heisenberg. O elemento de Virasoro w8~ de VEIN é a soma dos elementos de Virasoro

W' e wHel de sl e da algebra de vértice de Heisenberg.

Em (2] foram escolhidos os seguintes elementos de Virasoro:
by .
Wi 2(N ) Z E( 1) ( 1) NI(—I)I(—I)]I s

. 1 1
Hi
w™ = WI(—I)I(—I)I + 5](‘2)]1,

As cargas centrais sio N — 1 e 1 — 3N, respectivamente.
Adicionando estes dois elementos obtemos como elemento de Virasoro para, VQA[
N

[
wIN = ——— 2(N+1 ZE( I)Eﬂl)]l-}-f( 1)[( 1)]1 + I( 2)1[
).7_

com carga central —2N.

Seja W um gly moédulo simples de dimensdo finita. Definindo a agdo de C' como a agdo pela
identidade e (tC[t] ® gly)W = 0, podemos entdo definir um médulo de Verma generalizado para
EIN e considere seu submédulo irredutivel Ly, (W). Entdo Lg, (W) € um moédulo irredutivel para
Vaty -
’ A{/OA Virasoro: A algebra de Virasoro (veja segdo 2.2) & uma éalgebra de vértice de Lie com
U = {w} e C = {c} onde

w(z) = Zw(‘;grz"j"l = Z sz_7_2
jez j€z
Seja Wyir a sua algebra de vértice envelopante universal com carga central zero, x(c) = 0. E
seja Lyir(h), h € C o m6dulo irredutivel de peso méaximo vy, para a algebra de Lie de Virasoro com
Lovp, = hv, cup, = 0.
VOA reticulado euclidiano Z" : Considere a superalgebra Cly com base {¢(J), 6.) lp=1,...,N,

j € Z} para sua parte impar e como base para sua parte par o elemento central K. O colchete de
Lie é dado por

8¢y Y0ny) = OabOm,—n1 K, [BFmys Blny) = [Biny Yloy] = 0.

Considere os seguintes campos:

W)= oz, W) =D v, K(2) =K

JEZ JEZ

A superélgebra de vértice do reticulado euclidiano, V;n~, é isomorfa a algebra de vértice envelo-
pante universal de C'ly com carga central 1. Como espago vetorial ele é o tinico Cly-médulo gerado
pelo vetor de vacuidade 1, satisfazendo

K1 =1, gb’(]j)]l:w’é.)]l:(), paraj>0,p=1,...,N.

Em sua realizacao fermionica Vzn € a élgebra exterior com geradores {¢(]),u(])|§<1_"l"’N}. A
correspondencia estado-campo é dada pela formula do teorema 4.2.2 item (a).
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O elemento de Virasoro é dado por:
N
fer _
= i:ﬁ—zf/’f-l)l’
p.__

sua carga central &€ —2N.




Capitulo 5

Mo6dulos Limitados

Neste capitulo é apresentada uma classe de médulos para algebra Vect(T?) e a classificacio
dos médulos irredutiveis desta classe. Para isso, é utilizada a representagio de campo livre para a
dlgebra D x K e depois é feita a restrigdo a algebra Vect(TYN). Para verificar que certos médulos
sao redutiveis utilizamos o Chiral de de Rham.

5.1 Modulos Induzidos

Consideremos a algebra D = Vect(TN*1), que é a 4lgebra de campos vetoriais de um toro N + 1-
dimensional, com as coordenadas tp,t1,...,tn, onde ty é a coordenada especial. Consideremos a
graduagao em Z com relagdo ao grau tp, isto induz a seguinte decomposigdo triangular

DZD_®DO®D+,

onde D4 e D_ sdo as subalgebras com o grau de ty positivo e negativo, respectivamente, e Dy a
subalgebra com ty com grau zero, vale notar que Dy é a soma semi-direta da algebra Vect(T") com
o ideal abeliano (C[titl, e ,tf,l]do.

Considere o Vect(T™)-mé6dulo tensorial T'(W, ), podemos estender sua acdo a Dy ® D com
(C[tlﬂ, .. ,tﬁl]do agindo por deslocamentos, isto &,

trdo(qﬂ ® w) = ‘Bql-t+r ® w,

e D, agindo trivialmente. Este moédulo sera denotado por 7' = T(W, v, ).
Por fim, induzimos para todo D:

M(T) =IndB ¢p, T ~UD_) @ T.

Este médulo tem uma decomposicdo em espagos de peso com relagdo a algebra de Cartan (dg, dy, . ..
,dn). No entanto, todos os espacos de peso de M (T'), além do préprio T, sdo de dimensdo infinita.

Porém, um teorema de [1] nos garante que no quociente irredutivel os espacos de peso tém
dimensao finita.

Teorema 5.1.1. (i) O mddulo M(T) tem um tinico submddulo mazimal M™%,

(i1) O quociente irredutivel L(T) = M/M™ tem espagos de peso de dimensdo finita.

Para entender a estrutura dos moédulos L(T") consideramos uma categoria de médulos para al-
gebra toroidal completa descrita em [2]. Se considerarmos g = 0 obtemos uma categoria de médulos
para K x D. Veremos a seguir que quando restringimos a a¢io de D esses médulos continuarao
irredutiveis e daremos o cardcter destes modulos. No entanto, antes de utilizarmos este resultado
devemos verificar se K x D é uma superélgebra de vértice de Lie.

Teorema 5.1.2. A dlgebra D x K é uma superdlgebra de vértice de Lie.

21
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Demonsiragao. Considere os seguintes campos

ko(r, 2) :zt%ﬂkoz‘j, ku(r, 2) = > t]tr koz 971,
JEZ JEZ

z) = Ztgt’rdaz—j_l, (r,2) = ZE]tngz —i-2
JEZ JEZ

O conjunto C consiste de um finico elemento que corresponde ao campo central ko(0,z), assim,
(VL2) vale. Para verificar (VL1) devemos calcular os colchetes dos demais campos. Temos

[ka(r) 21)1 kb(s’ 22)] =0,

do(r, 21),dp(s, 22)] it trda =l tjtsdbz_j_l = fztrd Z_z_ ,tjtsde_J h =
0 2t 2 Lo 0

€L JEZ 4,jEZ

e a1 i1 Y I R
_ } : (satz-I-J tr—}-sdb_rbt’(t)-f—JtrTsda)zl 7 122 -1 _ Z (Sa'tlo&:tr—!—sdbz2 k-1 —Tbtgtr+sda22 k 1)21 % lzé _
LJEZ i,k€Z

= (Sadp(7 + s, 22) — Tpda(r + 5, 22)) [21_16 (j—i)]

ldo(r, 21),do(s,22)] = 3 [tht dozi 2, 8ht°dozy? 21 = S (G — )t 47 do) 2 257 0 =
1,JEZL 1,jEZ

_Z_J(]" 27,)(t0t’"+sdo)z Ic—i—l 2 _ Z (L 2)(t1€+7‘+sd Z2—k -3 ( 1—123_;_1)

i,kEL i,kEZ

_9 igejz(iw)(t’gtmdoz;’“‘z) (zf 12?1) == (a%dﬂ(r“’”)) [ ( )]

0 z
s ()]

Logo estes colchetes estdo no formato de (VL1). O

Concluimos esta secdo com o teorema de [2] que nos dé a representagao de campo livre para a
algebra D x K.

Teorema 5.1.3. (i) Sejam Muyp, Mg, ¢ Myir mddulos para VI;'LYP, Vaiy € Wir, Tespectivamente.
Entao o produto tensorial
M = ]V[Hyp &K IWQ(N ® Myir

é um mddulo para a dlgebra D x K, com a¢ao dada por:

Zt‘gtrkozaj = ko(‘r, Z) — Y(qr,z),

jEZ

Ztgtrkaz_j_l = ka(r,2) = u*(2)Y(q", 2),
jez
n

Ztétrdaz_j_l = do(r,2) > v (2)Y (¢, 2) : + Z'f'pEm(z)Y(qr,z),

JEL p=1
t%t doz 72 =dp(r,z) = — : Y(w,2)Y(q",2) : — Z..; rud (2)EY (2)Y (¢, 2)+

JEZ =1
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n
d
2. (Eu’%z)) Y(q',2)
p=1
(it) O mddulo
L(W,~v,h) = Muyp ® Lgi, @ Lvsr

é um mddulo irredutivel sobre D x K.

5.2 Caracter dos Md6dulos Induzidos

Em [4] foi calculado o caracter dos médulos L(W v,h) para N = 1. Inicialmente, foi feita a
restricao destes mddulos para a subélgebra sly = Clty 1 ® sly e verificado o seguinte isomorfismo
L(W,v,h) =U (s~l2) ® T. Em outras palavras, L(W,~y, h) é um médulo de Verma generalizado para
Slz.

Para os casos N > 1, temos o seguinte problema, um médulo de Verma generalizado para sl N+1
nio pode, em geral, ter sua agdo estendida para Vect(TN*!). Para contornar isto, em [3] foi dada
a definicdo de modulo generalizado de Wakimoto: M é um moédulo generalizado de Wakimoto com

topo T para slN+1 se T' é um sly4+; submédulo com slNJrl agindo trivialmente (a graduacdo de

sl N+1 €, também, dada com relagdo ao grau de tg), e por fim, o cardcter de M coincide com o
caracter de um moédulo de Verma generalizado com topo T, isto &,

X(M) = x(U (sl y11))x(T).

Teorema 5.2.1. Seja W um gln-mddulo irredutivel de dimensao finita. E seja Mg, (W) o médulo
de Verma induzido de W para gl com carga central 1. Entdo o mddulo

M =q"Clg, ..., qn"] ® Clupj, vpj] © Mgy (W)
é um mddulo generalizado de Wakimoto para sl N4l-

Demonstragdo. Pelo teorema 5.1.3 temos que M & um Vect(TN+1), por restrigdo temos que M &
um moédulo para sly; com topo

T(W,v) = ¢'Clgy", ..., q5' 1 @ W.

O calculo do caracter de Cluy;, vp;] € um dificil problema de combinatéria, seu resultado, como

pode ser visto em [3], &
(o]

X(Clupg, vl) = [T~ )72,

k=1
Vamos calcular e conferir o comego desta série para o caso N = 1. Lembrando que Clup;, vp;] €
realizado como espago de Fock, isto &, a graduagao de wuy; e v,; € j, temos a seguinte base para esta
graduagao:
® {1} = dim1

e {uj,v1} = dim2

{u?, ugvy, 0%, ug, vo} = dim 5

3.2 2 .3 :
{uy, ufvr, wivy, vy, urug, wive, ugvy, V1v2, u3, v3} = dim 10
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(1}
(M)

Observe que (1 — s)~2 = ((1 — s)~')’. Expandindo em série (1 —s)~" temos
.
1—s

1
=14+s+s+...= :(

— e ) =1+2s+35"+...

_—
Q
o

(6]

—18

f(a-s5" 2:(1+23+332+4s3+...)(1—1—232+...)(1—!—233—{-...)=1+25+532+1053+...

o
b

ol
Il
-

Comparando os caracteres temos

[o o] o [ee]
= ' _N2 L. ' 2, s
x(Clups, vy ) @x U @) = [[ (=52 + [T (=57 = [T (1=~ = x(U (sl 1a))-
k=1 k=1 k=1

O

5.3 Critério para Irredutibilidade

Um vetor em L(W,~, h) é dito critico se é aniquilado por D,.. Para um médulo L(W,, h) ser
irredutivel devemos ent&o verificar as seguintes condicoes:

(C) Todo vetor critico de L(W, v, h) pertence ao seu topo T(W,v, h).

(G) L(W,,h) & gerado pelo seu topo T'(W, v, h) como um médulo sobre D_.
Teorema 5.3.1. Seja W um gl -mddulo irredutivel de dimensdo finita, v € CN, h € C. Todo vetor
critico do médulo L(W,~y, k) pertence ao seu topo a menos que h =0 e W é um mddulo trivial para
sly com a identidade agindo por « = N —mN, m =1,2,..., ou o peso mdzimo de W €é um peso
fundamental wg, k=1,...,k — 1, com a identidade agindo por a =k — mN.

Como a prova é demasiadamente longa e requer ferramentas que nio foram introduzidas, apre-
sentamos aqui uma ideia da prova. O capitulo 8 de [3] & dedicado a construgéo de uma forma bilinear
contra-gradiente ndo degenerada de

L(W,v,h) x L(W*,v,h) = C

onde W* & o espago dual de W com a estrutura de sly-moédulo, porém se a identidade age por
o € Cem W, em W* ela agira por N — . Como consequéncia da existéncia desta forma & provado
o seguinte lema:

Lema 5.3.2. A condicio (C) vale para L(W,v,h) se, e somente se, a condicio (G) vale para
L(W*,~,h).

Com este lemma a questdo se reduz a ver se os médulos L(W,v,h) e L(W*,~, h) satisfazem a
condicao (C). Em caso afirmativo ambos serdo irredutiveis.

Lembrando que a(z)_ é a parte de poténcias negativas de z da série a(z) (se¢do 4.1). Seja g€ V
um vetor critico, temos que (zd,(r, z))—g = 0 expandindo a acao da série temos

N oo
q" | exp erZupjzj vw,;w +qa Tp (k) %
p = =1 p=1 k€Z
I' oo —j
xexp | — =
p Z 50 9=>0
p=1 3=1 Y _
Inicialmente, observe que D™ contem elementos da forma t’ dy compe{l,...,N}ej=>1,

que agem por 9/8uy;. Para obter sua agdo no modulo devemos comparar os elementos de mesma
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poténcia nas séries do teorema 5.1.3. Devido a esta agdo podemos projetar no operador (zdq(r, z))—
N0 €spago
fIW(C[(Ilea 23 :(INI] ® C[Umlj 12, ] ® Lgi, (W) & Lyir(h),

pois como g nao pode depender de varidveis u,; ele pertence a este espago. Assim, obtemos
Py(r,z)_g=0

onde

i 2. z77 9
S LTRSS o ) T S ol pen
pj

p=1 keZ p=1 j=1

Observe que também retiramos a multiplicacdo por ¢", ja que este elemento é invertivel.

Podemos expandir o operador FP,(r, z) em uma serie formal nas variaveis R = (r1,...,7n):
P,(r,z) = E 7° Pas(2),
sez¥

onde Zﬁ é o conjunto das N-uplas com entradas inteiras e positivas.
Para todo j € Z e todo vetor ¢/, existe apenas uma quantidade finita de s € Zf tal que o
coeficiente de z7 em P,5(z)g’ seja ndo nulo. Assim, o coeficiente de z7/ em ZsEZfX 1°Pys(2)g & um

polindmio em r. Como para cada j < 0 estes polindmios se anulam para todo » € Z", podemos
concluir que para todo s € ZY, a € {1,...,N},

Pys(z)—g=0.
Para o caso particular s, € Z¥ com entrada 1 na coordenada p e 0 nas demais, obtemos

0 oo [k-1 9 k5
-k : Z
E : E(Ic)g = ( E ( E WaiZ + Ga aqﬂ) A a'Upk) 9

k=1 k=1 \i=1

Assim, obtemos

Py(r,2)-g =0,
onde
[oe] ) a N > N e Z—j 8
P = | i+ tag+ YD By oo | - n Y g |+
i=1 p=1 k=0 p=l g=1

i=l

> i 0 k9 c 2 8
Z Tp z (Z WaiZ' + qa 8_%) Zk Oupk &P Z " Z ZJ avm
p=

Podemos definir uma Z graduagao em cada um dos fatores do produto tensorial (C['um-|§: 5 N] ®

Lgi, (W) ® Lyic(h) da seguinte maneira,

deg(vp;) = deg(EElfj)) = deg(L(—5) =,
deg(W) = deg(vp) =0,

onde deg representa o grau da graduagio (degree em inglés).
Fixando uma base homogénea com relagdo as graduacoes, digamos {y.}, {1/;’ b {y)'} para os
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=1, s N 5
espacos Clup; |§’:1’2 I, Lgi, (W) e Lyi(h), respectivamente, podemos escrever um vetor g como

mn

g—LJamq Py ® Y ® g -
ijk

Lema 5.3.3. [9.3 de [3]] Seja g um vetor critico nio nulo. Entdo nesta decomposi¢io apreseniada
existem yj € W e yy' € Cup, tais que oujp # 0 para algum 1.

Projetando a equacdo P,(r,z)_g = 0, no espago
g“Clup; ];’_{"2"’ | ® W & v,

obtemos

onde g é a projecao de g neste espago e

N o _4
P:(T’,Z)_ = szmz +qa—+ZTPZE exp _erzz_jiﬁf- +
= k=0 ~ i

=1

N co k-1 ) 5 Zﬁk 5
+1D ™ (Zivaiz’ +qa6_qa) & Dug exp 2717
p=1 k=1 \i=1 p= i=1

Novamente, tomamos a série formal nas variaveis r, P} (r,z) = Zsezg‘{ 7Pl (2) e obtemos

Pl(z)-g=0

para todo s € ZY.
Existe ainda uma outra graduacdo. Considere a seguinte ZN -graduacdo

len, (vp;) = ap,

onde len vem de comprimento (lenght em inglés), o comprimento total de um monoémio y € Clup;]
¢ dado por

N
len(y) = ZIena(y).
a=1

Os operadores P (z) contém duas componentes homogéneas com relagao ao comprimento. Uma
que reduz o comprimento por s;+...+sy — 1, denotado por Qqs(z), e outra, que contem os termos
contendo ¢, 66 e reduz o comprimento por s; + ...+ sy

Seja f a componente de maior comprimento de g, digamos len(f) = [. Entdo, a componente de
comprimento I +1 —s; —...— sy em Pl (z)_7 é Qqs(2)_f. Logo

Qas(z)-f =0.

Os lemas 9.5 e 9.6 de [3] garantem que solugdes homogéneas desta Gltima equagao tém compri-
mento 1. Suponha que f tem grau m, cntdo f podc scr cscrito como

N
f= prm@wp, wp, € W.
p=1
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Substituindo na equacao obtemos
N N
> D e + Gpa(m = 1)wp = 0.
p=1b=1
Se considerarmos uma nova agéo p’ de gl em W:
P (EP*)w = EP* + mdpw,
entao a ultima equagdo é equivalente ao sistema,
P (B wy + p' (B*®)we = Sequy, + dbawe,

onde a,b,c € {1,...,N}.
Seja P o conjunto de toas N-uplas solugoes deste sistema. O lema 9.7 de [3] nos diz que

P= EB ¢ ®(riwr + ... +rywy)|(w,...,wun) EP
rezN

¢ um Vect(T")-submédulo de T(W). Como corolario temos que se L(W,~,h) contém um vetor
critico nao trivial entdo W é um médulo trivial para sly com a identidade agindo por &« = N —mN,
m = 1,2,..., ou o peso miximo de W é um peso fundamental wg, ¥ = 1,...,k — 1, com a
identidade agindo por & = kK — mN, ou W é um moédulo de dimensdo 1 com a identidade agindo
por a = N —mN.

Por fim, o lema 9.9 mostra que se L(W,v,h) contem vetor critico ndo trivial entdo h = 0. A
ideia é praticamente a mesma empregada para mostrar o formato de W s6 que desta fez considere
a equagao:

(22do(r, z))_g = 0.

5.4 Chiral de de Rham

O chiral de de Rham foi introduzido em [13]. No caso de um toro o espago desse chiral é o
produto de duas superalgebras de vértice

V+

Hyp ® VZN

Considere os seguintes campos
E(z) =: ¢*(2)¥"(2) 1,

eles geram uma subélgebra de Vzn que é uma élgebra de vértice irredutivel de 5[ v com carga central
1.

Para Vy~ apresentamos duas Z-graduacgoes. A graduagdo fermidnica definida como:
degfer(gb?j)) =1, degfer(wa')) = =1, degfer(K) = degfer(]l) =0,
e a bosoénica:
degbos(ﬁj)) =—-j—1, degbos('@bfj)) = =7, degbos(K) = degbos(]l) =0.

Seja VZkN o subespago de elementos de grau fermidnico k. Temos a decomposicdo

Vv = D Vg

keZ
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Cada. subespago VZk'N é um é\[N—médulo graduado pela graduacdo bosdnica. Sua estrutura €
descrita em [13], para nos sera importante o seguinte teorema:
Teorema 5.4.1. Para cada k € Z, } Z"f,, é um gA[—mo’dulo irredutivel com carga central 1. Seja 17’2’”}\,-
a componente de VZkN de menor grau bosénico. Se k = 0 (mod N) entdo sz“N tem dimensdo 1. Se
k= k'(mod N) com 1 < k' < N entdo, como médulo sobre sly, ‘75\, tem como peso mdzimo ¢ peso
fundamental wy. E a matriz identidade de gly age como k Id.

Em conjunto com o teorema 5.1.3 temos o seguinte corolario:
Corolario 5.4.2. O espago

Meayp @ VZk‘"”

para todo k € Z, tem estrutura de mddulo sobre a dlgebra de Lie Vect(TV+1).

Restringindo a acdo da &lgebra Vect(’]l'N“), dada pelo teorema 5.1.3, no espago Mpyyp ® V;N
obtemos:
do(7,2) = Y(da(r), 2), do(r,2) = Y (do(r), 2),

onde
N
da(r) = o8 + D _mod{ 1) ¥
p=1
( N N N
y 7 ] b r
do(r) = — | oy _yd + Do ¥ nd + D el y¥lnd |-
\p=1 p=1 ab=1 /
Seja

N

Q= 2”?—1)45?—1)1
p:

e definamos d = Q(0), i. e., o coeficiente de zlem Y(Q,z) = Zévzl : vP(2)¢P(z) :. Este operador
d sera a diferencial do chiral de de Rham:

d d k+1 d
= Miuyp ® Vgy = Migyp ® Vo' — -

Para ver que d od = 0 observe que
Y@, Y (@)= ¥ 2vQma. [ () 8 (2)] =0
121 )y 1 %2 -— o n! (n) ) 22 1 622 2 — WU

Para o préximo teorema precisaremos do seguinte lema.

Lema 5.4.3. Seja V uma superdlgebra de vértice e sejam a,b € V, tais que a@gb = 0. Entédo
[a’(ﬂ)) Y(b) Z)] =0.
Demonstragio. Como a(g)b = 0 a férmula do comutador nos da

[V (a,21), Y (b, 2)] = ;ni!y(a(n)b,zz) [zl—l (%)"o (j—jﬂ :

observe que o lado direito ndo tem termos de 271 logo [ao), Y (b.2)] = 0. |

Teorema 5.4.4. A aplicacao

4 k jk+1
d: I\IHyp X VZ N — Nnyp DY VZJ\- .
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é um homomorfismo de Vect(TN*!)-mddulos.

Demonstragdo. Para provar este teorema devemos mostrar que
[d7 d(l(r7 Z)] = 0)

[d,do(r, 2)] =0.

Segue do lema que basta provar
Q(o)da(r) =0 € Q()do(r) = 0.

Da defini¢ao Y (Q, z) = Z;V:l 1 vP(2)pP(z) : temos:

=1 =0

Qo) = Z <Z¢’( i 1)“(:)+Z”( - 1))

Observe que v’éj)da(r) =0e (;S’G)da(r) =0 para j > 1, logo

N

Qda(r) = Y ({ryvley +v{nydle)) dalr) =
=1
N ) N N
=D ridayvinyd - ZZW’( Pl ¥i-nd =
I=1 =1 p=1

N
=D b ylnd — Z’"P”?—I)W(J—l)qr =4.
p=1

i=1

29

Para mostrar que Qg)do(r) = 0, inicialmente, observe que vf j)do(T) =0paraj>2e ¢’£j)do(r) =

0 para j > 1, com isto obtemos

N
—Quydo(r) =) (dﬁ_m’zo) + d_gyvy + ”2_1)915?0)) (=do(7))-

i=1

Vamos dividir esta soma em trés partes. A primeira parte nos da:

N . .
(Z ¢%—1)U20)> (_dO("')) =
=1
N N ) ) N N ) )
=22 Hnvloyulynd + DD KV P +

i=1 p=1 =1 p=1

N N ) )
Z > rad{_yvloy -y ¥ond =
=1 b:

N N N N
= Z Z "'i¢é—1)“€)—1)'u€—1)qr + Z Z 7'i¢f41)¢1()—2)'¢€—1)qr+
i=1 p=1 i=1 p=1
N N
> D rarn @9y yd"

i=1 a,b=1

Observe que esta tltima soma é anti-simétrica em {a,1}, logo vale 0. A segunda parte da soma:
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N ] ) \
(Z ooty | (~oolr) =

=1
N N
ZZ¢( 2)”0)“( 1) 1)q +ZZ¢( 2)”(1 A zﬂPp na' +
=1 p=1 =1 p=1
N N ) ]
+D 0D bVl nT =
i=1 a,b=1
N N N
—Zd’( 2T + DD a9l ¥ nd"

=1 a=1

E, finalmente, a terceira parte:

N
<5_j v;'_l)qszo)) (~do(r)) =
i=1

N N
=22 vt nUnd + L L”( oo ¥-ne +
i=1 p=1 i=1 p=1
N N
L > TSy u-nPn¥( e =
i=1 a,b=1
N N N ’ _
==yt — DD rav -y
p=1 i=1 a=1
Combinando estas trés partes obtemos Qg)do(r) = 0. a

Ezemplo 4. Como exemplo tome o caso N = 2. Apresentamos o diagrama do chiral de de Rham, o
grau fermidnico varia na diregao horizontal e o bosdnico na diregao vertical.

O topo dos moédulos Mpyp(7) ® VZﬁV com k € {0,...,N} sao os espagos ¢"$2¥(1N) da cadeia
do complexo de de Rham classico. Aqueles que tiverem submoédulos nao triviais para Vect(TN+1)
gerardo submodulos nao triviais em Myyp(7) ® IZN

Além disso, temos que para k < 0 os m6dulos Myyp(7) ® Q VE 7~ tém vetores criticos nao triviais
e para k > N os modulos Muyp(7) ® VZkN nao sao gerados pelos seus topos.

Com isso, concluimos que os moédulos para os quais o teorema 5.3.1 junto com o lema 5.3.2 nao
garantem a irredutibilidade sao, na verdade, redutiveis.




Apéndice A

Algebras de Lie

Neste apéndice apresentamos algumas defini¢ées e propriedades bésicas de algebras de Lie que
sao utilizadas na dissertagdo. Para isso seguimos principalmente [9] e [17]. Para as algebras afim
seguimos [10].

As algebras de Lie surgiram com Sophus Lie na década de 1870, dentro de seu programa de
estender, as equagoes diferenciais, a teoria de Galois para equagoes algébricas. As algebras de Lie
aparecem como objetos infinitesimais associados aos grupos de transformagoes agindo sobre um
certo espago, em que um dos principais problemas era sua classificagdo. Em 1884 Wilhelm Killing
dividiu o problema em dois: o de classificar os objetos abstratos que correspondem as &lgebra
de Lie e posteriormente analisar as acdes dos grupos correspondentes. O termo algebra de Lie foi
popularizado a partir da década de 1920 com Hermann Weyl, em substitui¢do ao grupo infinitesimal
que se utilizava desde os tempos de Lie.

A seguir temos a definicdo de uma algebra de Lie.

Definicao A.0.5. Uma algebra de Lie consiste de espago vetorial g sobre um corpo k, munido do
produto colchete de Lie, que é definido como

[,]:axg—g
que respeita as seguintes propriedades
1. é bilinear;
2. & anti-simétrico, i. e., Vz,y € g, [z,z] = 0. Isto implica que o colchete é anti comutativo

[:L‘)y] = ‘[y,a:];

3. satisfaz a identidade de Jacobi, Vz,y, z € g,
[z, [y, 2]] = [[=,9], 2] + [v. [z, 2]].

Ezemplo 5. Dado um espago vetorial V, podemos definir o colchete de Lie identicamente nulo
[v,w|] = 0,Vv,w € V, neste caso diremos que V' é abeliano. Observe que toda algebra de dimenséo
1 é abeliana.

Fzemplo 6. Dada uma &lgebra associativa A, definimos A~ como sendo a algebra de Lie com o
colchete dado pelo comutador, que é definido como

[a,b] = ab — ba,

onde a,b € A.

Ezemplo 7. Dado uma algebra A, dizemos que um endomorfismo d do espago vetorial A é uma
derivada se, para todo a,b € A,
d(a.b) = d(a).b+ a.d(b).

31
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O conjunto de todas as derivagdes de A ¢ denotado por Der(A), além disso, observe que para todos
d,d € Der(A) tem-se que [d,d'] = dod — d’ od (onde o denota a composicao) esta em Der(A) e
define um estrutura de algebra de Lie. Em particular, tomemos A = Cl[z*!], para definirmos d €
Der(A) apenas precisamos definir d(z), com efeito, para n > 0

d(z") = d(z" ")z + 2" 1d(2),
observe ainda que

d(1) = d(1) +d(1) = 2d(1) = 0 = d(zz7') = 0= d(z7") = —z2d(2),

e por fim
d(z™™) = d(z™"")t + 2 mH (1),
Definimos
L. = _zn+1_a_
" 0z’

claramente L, € Der(A) e como L,(z) é uma base de A, entdo eles sao uma base de Der(A).

Ezemplo 8. Seja g uma algebra de Lie, e sejam z,y € g, considere o operador ad(z) : g — g definido
como ad(z)(y) = [z,y]. Observe que pela identidade de Jacobi tal operador é uma derivacao para
todo = € g. Esta é uma maneira de memorizar tal identidade. Vamos chamar de adg o conjunto de
todos operadores da forma ad(z) para algum z € g.

Ezemplo 9. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel com uma estrutura de grupo tal que
a operagao do grupo e a inversdo sejam C*, isto &, infinitamente diferenciéveis, onde a inversao
se entende por uma aplicagdo que leva um elemento no seu elemento simétrico. Uma propriedade
dos grupos de Lie é que o espago tangente na identidade € uma algebra de Lie. Dois exemplos
importantes sao gin(k) = {4 € My(k)| det(A) # 0} e sln(k) = {A € Mp(k)| det(4) = 1},
onde k & C ou R, estes dois conjuntos admitem uma estrutura de variedade e com o produto
usual de matrizes, eles possuem estrutura de grupo. Suas &lgebras de Lie sdo gl, (k) = My(k) e
sly(k) = {A € M, (k)| Tr(A) = 0}, respectivamente. Em ambos os casos o colchete & dado pelo
comutador. Uma prova deste fato, para k = R, pode ser vista em [8].

Algumas defini¢oes importantes:

Definicdo A.0.6. Seja g uma algebra de Lie. Uma subdlgebra de Lie de g € um subespago vetorial
f de g que é fechado pelo colchete, isto &, [§,] C b, se além disso tivermos [g, §] C b, diremos que
b & um ideal de g. Uma 4lgebra g de dimensao maior que um tal que s6 contenha como ideais g e
0 é dita simples.

Definicdo A.0.7. A série derivada da algebra de Lie g & definida, por recursao, como

g9 =g,
g =g, 9],
g®) = [g~ 1), g*~ 1),

Uma algebra & dita soltvel se sua série derivada se anula em algum momento e semi-simples se nao
possuir ideais soluveis além do 0. E possivel mostrar que uma algebra é semi-simples se, e somente
se, for soma direta de &lgebras simples.

Analogamente, a série ceniral descendente da dlgebra de Lie g € definida, por recursao, como

g' =g,

g*> = (g, 9],
g" = [g, "]

Uma &lgebra ¢ dita nilpotente se sua série central descendente se anula em algum momento.
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Do exemplo 8 temos que adg C Der(g), um fato, cuja prova pode ser vista em [9] teorema 5.3, &
que temos a igualdade para algebras semi-simples. Isto é, para toda derivacao existe = € g tal que
esta derivagao seja ad(z).

Ainda, do exemplo 8, para algebras de dimens@o finita podemos definir a seguinte forma x(z,y) =
Tr(ad(z)ad(y)), onde z,y sdo elementos da dlgebra. Esta forma é chamada de forma de Killing. E
facil ver que a forma de Killing é uma forma bilinear e simétrica.

A partir de agora precisaremos que g seja de dimensdo finita. Seja = € g e considere a decom-
posicdo de Jordan de ad(z) = ad(z)s + ad(z),, com ad(z), a parte semi-simples e ad(z), a parte
nilpotente, ambas sdo unicamente definidas e, além disso, sao derivacdes. Assim, existem tinicos zg
e zn € g, tais que ad(z) = ad(zs) + ad(z,), estes elementos sdo chamados parte semi-simples e
nilpotente de z, respectivamente.

Para o resultado que se segue precisaremos que o corpo seja algebricamente fechado. Seja ) # {0}
uma subalgebra de g formada por elementos semi-simples, isto &, sua parte nilpotente & nula. Seja,
z # 0 € f), como z é semi-simples e o corpo é fechado, ad(z) é diagonalizavel, seja y # 0 € h
autovetor de ad(z). Temos [z,y] = ay, com a € k, logo ad(y)(z) = —ay, aplicando novamente
ad(y), temos que ad(y)(z) é autovetor de autovalor 0 para ad(y), o que implica que z é autovetor
de autovalor 0 para ad(y), isto &, [z,y] = 0. Como z foi qualquer e y foi um autovetor qualquer
temos que h é abeliana. Tal subélgebra é dita subdlgebra toral, uma subélgebra toral ndo contida
propriamente em nenhuma outra subalgebra toral é dita subdlgebra toral mazimal.

Seja h uma subalgebra toral maximal, como todo elemento de adh é diagonalizével e como h é
abeliana, temos que os elementos de adf) sdo mutualmente diagonalizaveis. Assim, para todo X\ € h*,
podemos definir gy := {z € g|Vh € b, [h,z] = A(h)z} e teremos

g=C(H) Sren* 9,

onde C(h) é o centralizador de . A proposi¢ao 8.2 de [9] mostra que o centralizador de f coincide
com o proprio f.

Quando gy # 0 diremos que A é uma raiz de g e o conjunto de todas as raizes é denotado por
®. Para todo A € h* (em especial todas raizes) definimos o elemento ¢ty € h como A(h) = k(ty, h)
para todo h € h. A existéncia e unicidade deste elemento decorre do fato da forma de Killing ser
nao degenerada em . Com isto, podemos definir a seguinte forma bilinear em h*, (A, 1) = K(tx, )
para todos A, u € h*.

A seguinte proposi¢do é um resumo das propriedades de ® (g de dimensao finita), ela se encontra
em [9], teorema 8.5.

Proposicao A.0.8. 1.® gera h* como espago vetorial e 0 ¢ ®.

2. Se a € ® entao os unicos miltiplos de o« em ® sdo +a

3. Sejam a, f € ® entao B — 2k(B,a)/k(a,a)a € D

4.Sejam «, f € ® entdo 2k(B,a)/k(a,a) € Z

Como a expressdo 2x(8, a)/x(a, @) serd muito utilizada, definimos < g, @ >:= 2x(8, a)/x(, @).
A propriedade 3 pode ser vista como uma reflexdo de 8 em relagdo ao hiperespago (subespago de
codimensdo 1) normal a o com relagdo a forma bilinear k. Estas propriedades sdo os axiomas de
um sistema de raizes.

Definicao A.0.9. Um subconjunto IT de ® é chamado de base se for linearmente independente e
toda raiz f3 pode ser escrita de como 8 =) koo (o € II) com os coeficientes k, inteiros todos ndo
negativos ou nao positivos para cada 3.

O teorema 10.1 de [9] garante que para todo sistema de raizes existe uma base. Definimos a
altura de uma raiz B = Y koo por ht3 = > k,, se a altura de uma raiz for positiva (negativa)
diremos que a raiz é positiva (negativa, respectivamente). Da defini¢ao de base segue que, para uma
dada base, o conjunto de raizes se divide em raizes positivas e negativas.

As raizes em II sdo chamadas raizes simples, fixe uma ordem nestas raizes, digamos II =
(a1,...,0aq), onde [ é a dimensdo de . Os elementos A; € h* definidos como < A, j >= 0j;
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sio chamados de pesos fundamentais com relagdo a II. A matriz (< o, o >)s5, a menos de permu-
tacbes dos indices, & um invariante de g e é chamada de Matriz de Cartan de g.

Definigio A.0.10. Seja g uma 4lgebra de Lie. Uma subdlgebra de Cartan de g € uma subalgebra
§ C g que satisfaz

1. § é nilpotente e

2. o normalizador de § em g coincide com b, isto &, [X, 5] C b implica que X € §.

E importante observar que a definigdo de subélgebra de Cartan ndo garante sua existéncia, mas
é provada sua existéncia para algebras de dimenséo finita scbre um corpo infinito. Para algebras
semi-simples, as subalgebras torais maximais serdo subalgebras de Cartan.

Ezemplo 10. Considere a lgebra sl(C), é um facil exercicio mostrar que estd algebra & simples e
nio & nilpotente. Mostraremos duas subalgebras de Cartan para esta algebra. Com a base dada no
Ezemplo 2 temos que h = Ch é uma subalgebra de Cartan. Com efeito, temos que h é abeliana, e
por consequéncia é nilpotente. E mais, sejam a,b,c € C,

(R, ae + bh + cf] = 2ae — 2¢f,

que s6 pertence a hsea =c=0.
Uma outra algebra de Cartan de sf3(C) é h = C(e — f), novamente fj € abeliana e

[e — f,ae + bh + cf] = —2be — 2bf + (c + a)h,

que s6 pertence a hseb=0ea= —c

Ezemplo 11. Considere a algebra s(3(C) com a seguinte base

/1 0 0 00 0 010 000
h1—010,h2—010,61—(000,622001),
kooo 00 —1 000 000
000 000 00 1 0 00
n=1{1 00}, =100 0}, [er,ead={0 0 0}, [fi,fo]={ 0 0O
000 010 000 ~10 0

O colchete é dado pelo comutador
[, ha] = 0, [hs, ei] = 2ei, [ha, fil = —2f;, [ei, fil = ha, [hiye5] = —ej, [, £5) = Fis leir £5] =0,

onde i # j € {0,1}. As demais relagdes seguem da identidade de Jacobi.
Com relagao a esta base temos

ad(h1) = diag(0,0,2,-1,-2,1,1,-1), ad(hs) = diag(0,0,-1,2,1,-2,1,~1),

onde diag representa a matriz diagonal com as respectivas entradas. E facil ver que x(h;, h;) = 12
e k(hy, ha) = —6.
Temos entdo, as seguintes raizes:

oy = (2,-1), a2 =(-1,2), a3 =(-2,1), au = (1,-2), as = (1,1), ag = (—1,-1).

Resolvendo o sistema (tq,, hj) = ai(h;) parai € {1,...,6} e j € 1,2 obtemos
1 1 1 1 i 1 1 1
tO' - _h B ta") =-h ] ta = ——h 3 tD'A =—=h ) tas = _h‘ + —h: 3 t(l' =——h - —h’-"
1= M tae = ghas o g taa g2 tas = gha T 52, las g~ ghe

Temos #(ta;, ta;) = 1/3, ou seja todas as raizes tém a mesma norma. E K(tay, tas) = &(tas, tas) =
—K(tay s tay) = 1/6.
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Uma possivel base para ® é II = (a1, o). Para esta escolhe de base temos os seguintes pesos
fundamentais A\; = (1/3)(2a1 + a2) e A2 = (1/3) (a1 + 2a2). E a seguinte Matriz de Cartan

(5 5)

Uma maneira de representar as raizes e os pesos fundamentais é o seguinte diagrama,

o9 (64}

(673} Q4

Dada uma matriz de Cartan A de tamanho k x k& podemos recuperar a algebra de Lie associada
a ela via as relagoes de Chevalley-Serre. Esta algebra é gerada por 3k geradores {e;, f;, h;} com
i € {1,...,k} e as seguintes relagdoes

[hi, hj] =0, lei, 5] = Osihi, [hs, 7] = Agzey,

[hi, £5] = —Asj 5, (ad(e;))' 4 (e;) =0, (ad(£;)) "9 (f;) =0,

temos ainda que os elementos {h;} geram uma subélgebra de Cartan, para uma prova disso e do
que se segue veja [18] paginas 48-55.

Para que a matriz de Cartan seja associada a uma &lgebra de Lie simples de dimenséao finita
temos as seguintes condigoes necessarias e suficientes:

e As entradas na diagonal de A sdo iguais a 2,

e As entrada fora da diagonal sdo nao positivas e A;; = 0 se, e somente se, Aj; =0,
e A é indecomponivel,

e A é simetrizavel e a parte simétrica é positiva-definida.

Uma matriz é dita simetrizdvel quando pode ser escrita como produto de uma matriz diagonal e
uma simétrica, esta é chamada de parte simétrica. Matrizes desse tipo sao chamadas de matrizes
de Cartan do tipo finito.

Se na quarta condigdo ndo exigirmos que A seja positiva definida, obtemos uma classe muito
maior, as algebras desta classe sdo chamadas de algebras de Kac-Moody.

Uma importante subclasse de algebras de Kac-Moody sdo as édlgebras do tipo afim. Elas sio
geradas por matrizes de Cartan do tipo afim que sdo matrizes que respeitam as quatro condigoes
anteriores (exceto a parte simétrica ser positiva definida) e mais a seguinte condigéo:

e det(A) = 0 e a eliminacdo de uma linha e a respectiva coluna resulta numa matriz do tipo
finito.

Ezemplo 12. Algebras do tipo afim tem dimensdo infinita, neste exemplo mostraremos o caso mais
simples sly, cuja matriz de Cartan é dada por:

(% %)
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Considere as duas raizes simples oy e o associadas as trincas {h1,e1, fi} e {ha, ez, f2}, das relagdes
de Chevalley-Serre temos

[e1eiler,e2]]] =0 e [ea]ea]ez, e1]]] = 0.

Obtemos assim as seguintes raizes:

e3 = [61,62] # 0= a3 + ay & raiz,

eq = leile1, e2]] # 0 = 2a1 + ap € raiz,

es = [62[81,62” # 0= o1 + 209 € raiz,

le1, eq] = [e1, le1, [e1, e2]]] = 0 = 3o1 + ag ndo & raiz,

L

le2, es] = —[e2, [e2, [e2, e1]]] = 0 = a1 + 3ag ndo é raiz,

es = [e2,e4] # 0 = 20 + 202 € raiz,

er = [ea, e6] # 0 = 2a; + 3o € raiz,
e ...
Continuando este processo obtemos o seguinte conjunto de raizes
® = {noy + mas|n,meZ, jn—m| <1}

Observe que diferente do caso finito, miltiplos de raizes podem ser raizes também.




Apéndice B
Representacoes

De modo superficial, a teoria das representacoes é o estudo de estruturas algébricas abstratas
representando seus elementos como transformacdes lineares entre espagos vetoriais. Um pouco mais
formal, uma representagido de uma estrutura algébrica A é um espaco vetorial V' com um morfismo
p:A— End(V), isto é, uma aplicagdo que preserva a estrutura algébrica.

A teoria das representagoes surgiu em 1896 em um trabalho de F. G. Frobenius. para resolver
um problema enviado por R. Dedekind. Este problema e a resolucdo apresentada quanto outros
dados da histéria da teoria das representacdes podem ser encontradas em [3].

O interesse desta teoria é tornar objetos abstratos mais concretos, tornando problemas de algebra
abstrata, muitas vezes, em problemas de 4lgebra linear.

No exemplo 6 vimos que uma &lgebra associativa pode ser transformada em uma &lgebra de
Lie. Como End(V) é uma algebra associativa, a imagem da algebra de Lie via uma representagao é
uma subalgebra de Lie ndo necessariamente associativa. Porém. a &lgebra associativa gerada por ela
contém muitas informagao sobre a representagdo. Gostariamos de construir uma estrutura que car-
regasse esta informagdo e para toda representacdo da algebra de Lie tivéssemos uma representagao
pra esta estrutura.

Esta estrutura é chamada de algebra universal envolvente. Vamos mostrar sua construgao. Seja
g uma 4lgebra de Lie sobre um corpo k. Considere os seguintes conjuntos

Tg=k Tig=gT" g,

isto é T%g é o corpo e T*g consiste de elementos que estejam no produto tensorial de i copias de g.
Considere o espago

o0
T(g) = P Ts,
i=0
com a multiplicacdo de mondémios dada pelo isomorfismo canénico:

T'g® Tjg ~ T'H’jg.
I
Considere o ideal I C T'(g) gerado por todos elementos da forma

a®b—-—b®a—[a,b],

onde a,b € g. A algebra universal envolvente, U(g) é dada pelo quociente

Observe que ¢ : U(g) — g definido como

t(a) = a,
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onde a € g é um epimorfismo. Além disso, a imagem de g por ¢ gera U(g) como &lgebra.

O termo universal decorre da seguinte propriedade universal: Dado um homomorfismo p : g — A,
onde A é uma 4lgebra associativa, existe Ginico homomorfismo p : U(g) — A tal que p = p. Este
tltimo homomorfismo no sentido de preservar a estrutura de dlgebra associativa, isto &, X, Y € U(g),

pXY) = p(X)p(Y).

O seguinte teorema conhecido como teorema PBW fornece uma descrigao precisa da estrutura
de U(g). Em especial, podemos ver (uma copia de) g como um subespaco de U(g).
Teorema B.0.11 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Seja g uma dlgebra de Lie (de dimensao finita ou nao)
e {X;}ics uma base de g ordenada por uma ordem no conjunto dos indices J. Entao, os monomios
do tipo
Xy Xy, 0<...<ig

formam uma base de U(g).
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