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Resumo

Assumindo a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparéveis (segundo a ordem
de Rudin-Keisler) provamos que o grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ admite uma topologia
de grupo enumeravelmente compacta com uma seqiiéncia nao trivial convergente. Sob as mesmas
hip6teses, mostramos que um grupo topolégico abeliano quase livre de tor¢ao (G,+,7) com
|G| = |7| = ¢ admite uma topologia independente de 7 que o torna um grupo topoldgico e
caracterizamos algebricamente os grupos abelianos de nao torcao que tém cardinalidade ¢ e
que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente compacta (sem seqiiéncias nao triviais
convergentes). Provamos, ainda, que o grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ admite uma
topologia de grupo que torna seu quadrado enumeravelmente compacto e construimos um
semigrupo de Wallace cujo quadrado é, também, enumeravelmente compacto. Por fim, assumindo
a existéncia de 2° ultrafiltros seletivos, garantimos que se um grupo abeliano de nao torgao e
cardinalidade ¢ admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta, entao o mesmo

admite 2° topologias de grupo enumeravelmente compactas (duas a duas nao homeomorfas).

Palavras-chave: compacidade enumeravel, grupos topolégicos, ultrafiltros seletivos
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Abstract

Assuming the existence of ¢ pairwise incomparable selective ultrafilters (according to the
Rudin-Keisler ordering) we prove that the free abelian group of cardinality ¢ admits a countably
compact group topology that contains a non-trivial convergent sequence. Under the same
hypothesis, we show that an abelian almost torsion-free topological group (G,+,7) with
|G| = |7| = ¢ admits a group topology independent of 7 and we algebraically characterize the non-
torsion abelian groups of cardinality ¢ which admit a countably compact group topology (without
non-trivial convergent sequences). We also prove that the free abelian group of cardinality ¢
admits a group topology that makes its square countably compact and we construct a Wallace’s
semigroup whose square is countably compact. Finally, assuming the existence of 2°¢ selective
ultrafilters, we ensure that if a non-torsion abelian group of cardinality ¢ admits a countably
compact group topology, then it admits 2° (pairwise non-homeomorphic) countably compact

group topologies.

Keywords: countable compactness, topological groups, selective ultrafilters
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Introducao

Em 1944, Halmos [23] mostrou que (R,+) admite uma topologia que o torna um grupo
topoldgico compacto e perguntou que outros grupos abelianos podem ser munidos de uma tal

1 Esta questdo contribuiu significativamente para o desenvolvimento da teoria dos

topologia.
grupos abelianos, particularmente através da introducao dos grupos algebricamente compactos
por Kaplansky [27]. No fim da década de 50, Harrison [24] e Hulanicki [25] resolveram o problema
proposto por Halmos. Eles mostraram que um grupo abeliano G admite uma topologia que o
torna um grupo compacto se, e somente se, GG é isomorfo a um produto de cépias de R, de inteiros
p-adicos, de p-grupos quase ciclicos e de grupos ciclicos finitos onde, para cada nimero primo p,
o numero de cdpias de Z,(c0) nao excede o nimero de cépias de R.

O teorema de Ivanovskij-Kuz'minov afirma que todo grupo topolégico compacto é um espago
diddico (isto é, a imagem por uma aplicacdo continua de um cubo de Cantor generalizado) e,
portanto, todo grupo compacto infinito possui uma seqiiéncia nao trivial convergente. A questao
da existéncia de grupos topoldgicos enumeravelmente compactos sem seqiiéncias nao triviais
convergentes é bastante conhecida e nao possui solucao definitiva até o presente momento.

O primeiro exemplo de grupo enumeravelmente compacto (infinito) sem seqiiéncias nao
triviais convergentes foi obtido por Hajnal e Juhdsz [22] em 1976, sob a hipdtese do continuo
(CH). Quatro anos mais tarde, van Douwen [18] exibiu um outro exemplo com o auxilio do axioma
de Martin (MA). Apenas recentemente, Garcia-Ferreira, Tomita e Watson [20] mostraram que

a existéncia de um grupo enumeravelmente compacto sem seqiiéncias nao triviais convergentes

!Neste trabalho, todas as topologias consideradas serdo supostas 71 — o que implica de Tychonoff, no caso de
uma topologia de grupo.



2 Introducio

nao depende de qualquer forma do axioma de Martin.

Nesta tese, apresentamos algumas construgoes de topologias enumeravelmente compactas em
grupos abelianos de ndo torcao que dependem apenas da existéncia de ultrafiltros seletivos. A
existéncia de ultrafiltros seletivos é independente de ZFC.2 No apéndice B reproduzimos a prova
de Blass [5] de que o axioma de Martin para ordens parciais enumerdveis (MA ountable) implica a
existéncia de 2°¢ ultrafiltros seletivos. Todavia, a existéncia de 2° ultrafiltros seletivos é compativel
com a falha total de MA.3

Antes de descrevermos os resultados obtidos neste trabalho, gostariamos de justificar nossa
escolha de trabalhar com grupos abelianos de nao torcao. As técnicas que consideramos baseiam-
se na demonstracao do teorema de Kertész-Szele, o qual afirma que todo grupo abeliano infinito
admite uma topologia de Tychonoff nao discreta que o torna um grupo topolégico. Além disso,
Dikranjan e Shakhmatov [14] provaram que nenhum grupo livre com mais de um elemento admite
uma topologia de grupo enumeravelmente compacta e, em [15], os mesmos autores demonstraram
que o grupo de permutacoes de um conjunto infinito X também nao admite uma tal topologia.

Sob condig¢oes mais fracas que a hipétese do continuo generalizada (GCH), Castro-Pereira
e Tomita [11] mostraram que um grupo abeliano de torgao admite uma topologia de grupo
enumeravelmente compacta se, e somente se, o mesmo admite uma topologia de grupo
pseudocompacta. Assumindo a existéncia de um ultrafiltro seletivo, eles provaram que se G
é um grupo abeliano de torcao tal que |G| = ¢, entdao G admite uma topologia de grupo
enumeravelmente compacta se, e somente se, G é isomorfo a uma soma direta finita de grupos
da forma €, <1, Z;fi:j) onde p é um nimero primo, tpo < tp1 < ... < tp, Sa0 nimeros naturais
e cada ¢p; é um cardinal tal que se i < [, é o maior inteiros para o qual ¢,; é infinito, entao
Opi = ¢.

Com respeito a sua estrutura, esta tese é composta por oito capitulos e dois apéndices. O
apéncice A apresenta algumas caracterizacoes da seletividade, além de propriedades relacionadas
a este conceito. O apéndice B, por sua vez, traz uma prova de que MA ountable implica a existéncia
de 2° ultrafiltros seletivos.

O primeiro capitulo tem por objetivo listar os principais conceitos e resultados que serao
utilizados ao longo do texto, bem como fixar algumas notagOes e terminologias que serao

empregadas adiante.

2Existem 2° ultrafiltros seletivos sob CH ou MA. Por outro lado, Shelah mostrou via forcing que existem
modelos de ZFC sem p-pontos (e, em particular, sem ultrafiltros seletivos). Kunen [28] mostrou que ndo existem
ultrafiltros seletivos no modelo dos reais aleatdrios.

3No sentido de Baumgartner [2].
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No capitulo 2, assumimos a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis
(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para construir uma topologia enumeravelmente compacta
com uma seqiiéncia nao trivial convergente no grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ que o
torna um grupo topolégico.* Garcfa-Ferreira e Tomita obtiveram o mesmo resultado assumindo
o axioma de Martin para ordens parciais o-centradas (MA,_centered )-

O capitulo 3 mostra que a reta real admite uma topologia de grupo enumeravelmente
compacta sem seqiiéncias nao triviais convergentes. Embora este seja um resultado original
— j& que assumimos apenas a existéncia de ultrafiltros seletivos para obté-lo — o capitulo em
questao foi colocado neste trabalho com o tnico intuito de facilitar a compreensao do leitor, uma
vez que versoes mais gerais dos resultados nele apresentados encontram-se nos capitulos 4 e 5.

O capitulo 4 generaliza as construcdes apresentadas no capitulo 3.° Explicitamente,
mostramos que é possivel munir um grupo abeliano quase livre de tor¢cao de cardinalidade ¢
de uma topologia que o torna um grupo topoldgico enumeravelmente compacto sem seqiiéncias
nao triviais convergentes. Em 2002, Tkachenko e Yaschenko [37] usaram MA para mostrar que
se (G,+,7) é um grupo topoldgico abeliano quase livre de torgao tal que |G| = || = ¢, entdo
existe o uma topologia em G independente de 7 (isto é, tal que 7 N o é a topologia cofinita em
G) que torna (G,+) um grupo topolégico. Este resultado também decorre da nossa construcao,
0 que mostra que nao é necessaria qualquer forma do axioma de Martin para obté-lo.

Sob MA, Dikranjan e Tkachenko [17] caracterizaram algebricamente os grupos abelianos de
nao torg¢ao que tém cardinalidade ¢ e que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente
compacta. A saber, eles mostraram que um tal grupo G admite uma tal topologia se, e somente
se, |G/T(G)| = ¢ e, para quaisquer n,d € N tais que d | n, o conjunto dG[n| é finito ou tem
cardinalidade ¢. No capitulo 5, mostramos que esta caracterizacao algébrica dos grupos abelianos
de nao torcao que tém cardinalidade ¢ e que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente
compacta permanece vélida se assumirmos apenas a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a
dois incomparaveis.

Assumindo MA,_centered; Tomita [39] mostrou que o grupo abeliano livre de cardinalidade
¢ admite ¢* topologias enumeravelmente compactas (duas a duas nao homeomorfas) que o
tornam um grupo topoldgico. No capitulo 6, provamos que a existéncia de 2° ultrafiltros

seletivos é suficiente para garantir que se um grupo abeliano de nao tor¢ao e cardinalidade ¢

4Uma vez que dois grupos abelianos livres ndo enumerdveis de mesma cardinalidade sdo isomorfos, escreveremos
“o grupo abeliano livre de cardinalidade x” em vez de “um grupo abeliano livre de cardinalidade x” onde kK > w
é um cardinal.

5Continuamos, aqui, assumindo a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis.
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admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta, entao o mesmo admite 2° topologias
enumeravelmente compactas (duas a duas nao homeomorfas) que o tornam um grupo topolégico.
Isto melhora o resultado de [39] em duas dire¢oes: em primeiro lugar, estamos assumindo
uma hipdtese mais fraca que o axioma de Martin para ordens parciais o-centradas; além disso,
ampliamos a classe dos grupos para os quais temos o resultado.

Em 1998, Tomita [38] provou que o grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ ndo admite uma
topologia de grupo que torna sua w-ésima poténcia enumeravelmente compacta. No capitulo
7, assumimos a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis e mostramos
que existe uma topologia de grupo no grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ que torna seu
quadrado enumeravelmente compacto. Isto responde uma questao proposta por Madariaga-
Garcia e Tomita em [30] e por Tkachenko em [36].

Em 1952, Numakura [31] mostrou que todo semigrupo cancelativo (& direita e a esquerda)
compacto é um grupo topoldgico. Em 1955, Wallace [45] perguntou se todo semigrupo cancelativo
enumeravelmente compacto é um grupo topoldgico e esta questao permanece aberta em ZFC. Um
contraexemplo para a pergunta de Wallace é conhecido como semigrupo de Wallace. Robbie e
Svetlichny [32] responderam negativamente a pergunta de Wallace usando CH em 1996. Em 2007,
Madariaga-Garcia e Tomita [30] construiram um semigrupo de Wallace assumindo a existéncia
de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis. Nestas mesmas condi¢Ges, mostramos que
existe um semigrupo topoldgico cancelativo que nao é um grupo topolégico e cujo quadrado é
enumeravelmente compacto. Isto responde a questao 4 proposta por Grant em [21].

Destacamos que os resultados apresentados no capitulo 2 encontram-se submetidos a uma
revista com arbitragem (vide [6]), bem como os resultados apresentados nos capitulos 5 e 6 (vide
[7]). Além disso, os resultados apresentados no capitulo 4 foram aceitos para publica¢do no
Houston Journal of Mathematics (vide [8]) e uma versao mais fraca dos resultados apresentados
no capitulo 7 foi publicada no Fundamenta Mathematicae (vide [9]).

Finalmente, o capitulo 8 traz algumas consideragoes finais a respeito deste trabalho.



cAPiTULO 1

Definicoes e resultados preliminares

Nao temos o intuito de desenvolver neste capitulo toda a teoria necesséria para a compreensao
desta tese; seu propoésito € fixar as nomenclaturas e notagoes que serao empregadas adiante, bem
como enunciar alguns resultados que serao utilizados ao longo do texto. Nossas referéncias basicas
sao [33], [19], [1], e [29].

1.1 Algebra

Seja (G,+) um grupo abeliano. Denotaremos por Og o seu elemento neutro e por —z o
inverso de z € G. Observamos desde ja que alguns abusos de notagdo serao cometidos ao longo
deste trabalho. Por exemplo, quando nao houver risco a interpretacao, representaremos o grupo
(G,+) e seu elemento neutro Og por G e 0, respectivamente.

Dado X C G, denotaremos por (X) o subgrupo de G gerado por X. Se X = {z}, o grupo
ciclico gerado por z serd denotado por (x). A ordem de um subgrupo H de G sera representada
por |H|. Se |(z)| > w, diremos que = tem ordem infinita. Caso contrario, a ordem de = sera dada

por o(z) = |(x)|. Observamos que se m,n € N\ {0} e o(z) = n, entdao o(mz) = n/mdc(m,n).

Proposicao 1.1.1. Sejam F e G grupos abelianos, H um subgrupo de G, f : H — F um

homomorfismo de grupos, x € G ey € F'. E possivel estender f a um homomorfismo de grupos
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f: (HU{x}) = F satisfazendo f(z) = y se, e somente se, uma das sequintes condigdes é

satisfeita:

(i) nx & H, para todo n € N\ {0};

(it) {n e N\ {0} :nz € H} # 0 e f(mz) = my, onde m = min{n € N\ {0} : nz € H}.
Demonstragao. Ver lema 1.1.5 de [1]. O

Dizemos que S C G é independente se 0 ¢ S e se, para quaisquer $i,...,s, € S dois
a dois distintos e quaisquer mq,...,m, € 7Z tais que misy + ... + mps, = 0, tivermos que

misy = ... = myusSy, = 0.

Corolario 1.1.2. Sejam S um subconjunto independente de G e H um grupo. Suponhamos que
para cada x € S exista ¢(x) € H tal que se x tem ordem finita, entio o(¢p(x)) | o(z). E possivel

estender ¢ a um homomorfismo de grupos de (S) em H. ]

O subgrupo de tor¢ao de G é denotado por T'(G) e é constituido de todos os elementos de G
que tém ordem finita. Dizemos que G é de ndo tor¢ao (ou que G é nao periddico) se G # T(G).
Caso contrério, G é dito de tor¢ao. Se existe n € N tal que o(x) < n para todo z € G, dizemos
que G é de tor¢do limitada. Por fim, G é dito quase livre de tor¢ao se |G[n]| < w para todo
n € N\ {0}, onde G[n] = {z € G : nz = 0}.

Teorema 1.1.3. (Priifer-Baer) Todo grupo abeliano de tor¢ao limitada é isomorfo a uma soma

direta de grupos ciclicos cujas ordens sao finitas e limitadas.
Demonstragao. Ver 4.3.5 de [33]. O

Se X é um conjunto, escreveremos GX para denotar o produto [L,ex Gz onde G, = G, para

cada z € X. Escreveremos, ainda, GX)

para representar a soma direta @, x Gz onde G, = G,

para cada z € X. Se J € G¥, o suporte de J é o conjunto suppJ = {z € X : J(z) # 0}.
Dizemos que G é abeliano livre se existe X um subconjunto nao vazio de G tal que cada

funcao definida em X a valores em um grupo abeliano H se estende a um tUnico homomorfismo

de grupos de G em H.!

Proposicao 1.1.4. (i) Se um subconjunto X de G testemunha que G € um grupo abeliano

livre, entao G é isomorfo a soma direta dos subgrupos ciclicos infinitos (x), onde x € X.

!Neste caso, dizemos que X testemunha que G é um grupo abeliano livre.
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(i) O conjunto X testemunha que ZX) ¢ wm grupo abeliano livre.

Demonstragao. Ver 2.3.8 de [33]. O

Corolario 1.1.5. Seja X um conjunto de cardinalidade k > w. Se G € um grupo abeliano livre

de cardinalidade r, entdo G € isomorfo a Z(X) .

Demonstragao. Como |G| = k > w, existe Y um subconjunto de G de cardinalidade x que

(X) ¢ um grupo

testemunha que G é um grupo abeliano livre. Além disso, X testemunha que Z
abeliano livre. Uma vez que |X| = |Y|, o argumento apresentado na proposicao 2.1.4 de [33] nos

permite concluir que G é isomorfo a Z(X). Ul

Dizemos que G é divisivel se, para cada g € G e cada n € N\ {0}, a equagdo nz = g tem

uma solugao x € G.

Proposicao 1.1.6. (Baer) Sejam H um subgrupo do grupo abeliano G, D um grupo (abeliano)

divistvel e f : H — D wm homomorfismo de grupos. Eziste f : G — D wm homomorfismo de
grupos tal que f la=f.

Demonstragao. Ver 4.1.2 de [33]. O

Teorema 1.1.7. Um grupo abeliano é divisivel se, e somente se, € isomorfo a uma soma direta

de cépias de Q e de grupos quase-ciclicos.?

Demonstragao. Ver 4.1.5 de [33]. O

Teorema 1.1.8. Todo grupo abeliano € isomorfo a um subgrupo de um grupo divisivel.

Demonstragao. Ver 4.1.6 de [33]. O

A circunferéncia unitaria centrada na origem do plano complexo munida da multiplicacio
usual de niimeros complexos é um exemplo de grupo abeliano divisivel, o qual serd denotado por
T.

Sew € T en € N\ {0}, entdo z € T é uma raiz n-ésima de w se 2" = w. No caso particular
em que w = 1, um tal z é denominado raiz n-ésima da unidade. E facil ver que as raizes n-ésimas

da unidade sao precisamente os nimeros complexos da forma

2mik 2k . 27k
e n = Cos (—) + 7sen (—)
n n

2Dado p um ndmero primo, o subgrupo de Q/Z gerado pelo conjunto {1/p™" +Z : n € w} é denominado p-grupo
quase-ciclico e é denotado por Z(p™).
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onde k € {0,1,...,n — 1}. Também nao ¢é dificil notar que para cada w € T, existem n raizes

n-ésimas de w e que o conjunto das raizes n-ésimas de w é obtido através de uma translagao do

conjunto das raizes n-ésimas da unidade por uma raiz n-ésima de w.?

1.2 Topologia

Seja (X, 7) um espaco topolégico.* Para cada x € X, denotaremos por 7, a familia de todas
as vizinhancas abertas de x em X.
Dizemos que X é enumeravelmente compacto se todo recobrimento aberto enumeravel de X

admite um sub-recobrimento finito.

Proposigao 1.2.1. Todo subconjunto fechado de um espaco enumeravelmente compacto €

enumeravelmente compacto.
Demonstragao. Ver 3.10.4 de [19]. O

Proposigao 1.2.2. A imagem de um espago enumeravelmente compacto por uma aplica¢do

continua € enumeravelmente compacta.

Demonstragao. Ver 3.10.5 de [19]. O

Dizemos que X é pseudocompacto se toda funcao continua a valores reais definida em X é

limitada.
Proposigao 1.2.3. Todo espaco topolégico enumeravelmente compacto € pseudocompacto.

Demonstragao. Ver 3.10.20 de [19]. O

Dado A C X, denotaremos por A o fecho de A em X. Dizemos que x € X é um ponto de
acumulagao de A se (U \ {z}) N A # 0, para cada U € 7.

Proposicao 1.2.4. Um espaco topoldgico X € enumeravelmente compacto se, e somente se, todo

subconjunto infinito de X tem um ponto de acumulagao.

Demonstragao. Ver 3.10.3 de [19]. O

3Portanto, assim como as raizes n-ésimas da unidade, as raizes n-ésimas de w se encontram simetricamente
distribuidas em T.
“Quando nio houver risco & interpretagio, representaremos o espaco topolégico (X, 7) por X, simplesmente.
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O cardter de um ponto x no espaco topolégico X é dado por
X(x, X) = min{|B(x)| : B(z) é um sistema fundamental de vizinhangas para  em X}
e o cardter de X é dado por
X(X) =sup{x(z,X) 1z € X} +w.
O peso de X, por sua vez, é dado por
w(X) = min{|B| : B é uma base de abertos para X} + w.

Observamos que |7| < 2¢(%).

Teorema 1.2.5. (Kronecker) Se ( € R\ Q, entao {(x +Z,(x +Z) : x € R} é um subconjunto

denso do toro TZ2.

Demonstragao. Ver 4.13 na segao 4 do capitulo 1 de [10]. O

Sejam (M, d) um espago métrico e A um subconjunto de M. Se A # 0, o diametro de A é
definido por 0(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}. Se A = (), entdo §(A) = 0. Dado € > 0, dizemos que
A C M é e-denso se, para cada y € M, existe a € A tal que §(y,a) < e.

Coroldrio 1.2.6. Sejam € >0 e ¢ € R\ Q. Emiste | = 1(C,e) > 0 tal que se I é um intervalo

aberto de R de comprimento maior que I, entio {(x + Z,(x +Z) : x € I} € e-denso no toro T?.

Demonstragdo. Seja C uma cobertura finita do toro T2 por bolas abertas de raio €/2. Como
¢ € R\ Q, do teorema 1.2.5 decorre que {(x + Z,(x + Z) : x € R} é denso em T2. Logo, para
cada U € C existe zy € R tal que (zy+Z,(xy+7Z) € U. Temos que {(xzy+Z,(xy+Z): U € C}
é um subconjunto e-denso do toro T2. Portanto, se J é um intervalo aberto de R que contém
{zv € R : U € C}, entdo o conjunto {(x + Z,(x + Z) : * € J} é e-denso em T2. Seja [ o
comprimento de J. Observamos que se I é um intervalo aberto de R de comprimento maior que
[, entdo existe a € R tal que J +a C I. Como as translacdes em T? sdo isometrias, concluimos
que {(z +Z,(x +7Z):x € I} é e-denso em T?. O
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1.3 Grupos topoldgicos

Um semigrupo é um conjunto munido de uma operacao bindria associativa. Dizemos que um
semigrupo (S,-) é um semigrupo topolégico se existe uma topologia no conjunto S que torna a
operacao - : S x .S — S continua, onde consideramos S x .S munido da topologia produto.

Um grupo topolégico é uma tripla (G, -, 7), onde (G, -) é um grupo e 7 é uma topologia em G

que torna as aplicacoes

GxG — G
(T,y) = z-y
e
G —
R S
continuas.’

E evidente que todo grupo topolégico é, em particular, um semigrupo topoldgico.
Observamos, ainda, que todo subgrupo (no sentido algébrico) de um grupo topolégico é um

grupo topoldgico, se o considerarmos munido da topologia de subespaco.

Exemplo 1.3.1. O grupo T munido da topologia de subespaco induzida por R% é um grupo

topolégico.

Exemplo 1.3.2. O grupo R/Z munido da topologia quociente induzida pela projecao de R em
R/Z é um grupo topoldgico.

Sejam GG e H grupos topoldgicos. Uma aplicagao f : G — H é dita um isomorfismo de grupos
topoldgicos se f é um isomorfismo de grupos entre os grupos (no sentido algébrico) G e H e se f
é um homeomorfismo entre os espagos topoldgicos G e H. Dizemos que dois grupos topolégicos

sao isomorfos se existe um isomorfismo de grupos topoldgicos entre eles.
Proposicao 1.3.3. Os grupos topolégicos T e R/7Z sdao isomorfos.

Demonstragdo. A aplicagao
¢: R/Z — T
r+7 — e

estd bem definida, uma vez que se z,y € R sido tais que © + Z = y + Z, entao existe n € Z tal

5Novamente, estamos considerando G' x G munido da topologia produto.
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que x =y + n e, portanto,
Pz +Z) = p((y +n) + Z) = MW = 2miedmin = 27 — oy 4 7).
Também nao é dificil mostrar que ¢ é um homomorfismo de grupos. Com efeito,
Pz +Z) + (y+2) = o(z +y) + Z) = 7Y = 2T — (2 4+ L) (y + Z)

quaisquer que sejam z,y € R. Por fim, a prova de que ¢ é um homeomorfismo pode ser

encontrada em [19] (ver Exemplo 2.4.11). O

No que segue, identificaremos os grupos topoldgicos T e R/Z e denotaremos por § a métrica
em R/Z dada por
x4+ Z,y+Z)=min{|lz —y+n|:neZ}

quaisquer que sejam z,y € R.

Proposigao 1.3.4. Seja {G, : A € A} uma familia de grupos topologicos. O conjunto [[ycp G

com a operacdo usual de produto de grupos e munido da topologia produto € um grupo topoldgico.

Demonstragao. Ver 1.2.7 de [1]. O

1.4 Teoria dos conjuntos

Sejam « e ( ordinais e f : « — . Dizemos que f é uma aplicagdo cofinal se f[a] é ilimitado
em 3. A cofinalidade de um ordinal § é denotada por cf(3) e é definida como sendo o menor
ordinal « tal que existe uma aplicacao cofinal f: a — £.

Um cardinal k é dito regular se cf(x) = k. Caso contrario, x é dito singular.
Lema 1.4.1. (Kénig) Se k € um cardinal infinito e cf(k) < A, entdo k> > k.

Demonstragao. Ver 10.40 de [29]. O

Temos que ¢ = ¢. Do lema de Konig segue que cf(c) > w.
Uma familia A de conjuntos é dita um A-sistema se existe um conjunto r — denominado

raiz do A-sistema — tal que a N'b = r, quaisquer que sejam a e b elementos distintos de A.
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Proposigao 1.4.2. Seja k um cardinal infinito. Suponha que 0 > k seja um cardinal regular tal
que Vo < 0 (|a<F| < 0). Assuma que |A| > 6 e que Vo € A (|z] < k). Existe B C A tal que

|B| = 0 e B constitui um A-sistema.

Demonstragao. Ver 1.6 de [29]. O

1.5 Ultrafiltros seletivos e p-limites

Um filtro sobre w é uma familia nao vazia § de subconjuntos de w com as seguintes

propriedades:
(1) 0 &3;
(2) Se A,B € §, entao AN B € §;

(3) SeAeFeBCwétal que AC B, entdao B € §.

Uma base para um filtro sobre w é uma familia nao vazia 6 de subconjuntos de w com as

seguintes propriedades:

(1) 0 ¢ B;

(2) Se A, B € B, entao existe C' € B tal que ANB D C.

Se B é uma base para um filtro sobre w, entao {X C w: 3B € B tal que X D B} é um filtro
sobre w, denominado filtro gerado por ‘B.

Um wltrafiltro sobre w é um filtro sobre w maximal com respeito a inclusado. Dizemos que um
ultrafiltro u sobre w é principal se existe n € w tal que u = {A C w: n € A}; caso contrario, u é

denominado livre.

Proposicao 1.5.1. Um filtro § sobre w € um ultrafiltro se, e somente se, para cada X C w,
XeFouw\X€EF.

Demonstragao. Ver lema 7.4 de [26]. O

Denotaremos por Sw a compactificacio de Stone-Cech do espaco discreto w, a qual serd
identificada com o conjunto de todos os ultrafiltros sobre w munido da topologia que tem
{V(A) : A C w} como base de abertos, onde V(A) = {u : u é um ultrafiltro sobre w e A € u}.
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Nesta identificacao, o espaco discreto w corresponde a familia dos ultrafiltros principais sobre w.
Representaremos por w* a familia dos ultrafiltros livres sobre w (isto é, w* = fw \ w).

Dada f: w — w, a funcao f : fw — PBw definida por

Bf(p)={Acw: f'(A)ep}

é denominada a extensdo de Stone-Cech de f.

Definicao 1.5.2. Dados p,q € w*, dizemos que p <rg q se existe uma funcdo f : w — w tal
que Bf(q) = p, onde Bf denota a extensio de Stone-Cech de f. A pré-ordem <pg em w* é

chamada de ordem de Rudin-Keisler.b

Definigao 1.5.3. Um ultrafiltro livre p sobre w € dito seletivo se para cada particio {P, : n € w}

de w, existe m € w tal que Py, € p ou existe B € p tal que |BNP,| < 1, qualquer que sejan € w.”

O préximo lema serd fortemente utilizado ao longo deste trabalho. Sua demonstragao

encontra-se no apéndice A.

Lema 1.5.4. [40] Seja {p; : j € w} uma familia de ultrafiltros seletivos dois a dois incompardveis
(seqgundo a ordem de Rudin-Keisler). Para cada j € w, seja {ai i k € w} € pj uma seqiiéncia
estritamente crescente de nimeros naturais tal que k < ai, qualquer que seja k € w. FExiste

{I; : j € w} uma familia de subconjuntos de w dois a dois disjuntos tal que:
(i) {ai 1k e I;} € pj, para cada j € w;
(i1) {[k, ai;] 1j €w, ke l;} € uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.

A seguinte defini¢ao foi introduzida em [3] e estd bastante ligada & nogao de compacidade

enumeravel.

Definigao 1.5.5. Sejam p € w* e {x, : n € w} uma seqiéncia em um espago topoldgico X.
Dizemos que x € X € p-limite de {z,, : n € w} se, para cada vizinhanga U de x, o conjunto

{n€ew:x, €U} é um elemento de p. Neste caso, escrevemos x = p — lim{xz,, : n € w}.
Proposicao 1.5.6. Se p € w* e {X; : i € I} € uma familia de espagos topoldgicos, entao
(Wi)ier € [lier Xi € p-limite da seqiéncia {(z})icr : n € w} C [lic; Xi se, e somente se,

y; = p — lim{z] : n € w}, para todo i € I.

SPor “pré-ordem”, entendemos uma, relacio reflexiva e transitiva.
"Dizer que p € w* é seletivo é 0 mesmo que dizer que, para cada particio {P, :n € w} de w, existe m € w tal
que P,, € p ou existe B € p tal que |BN P,| = 1, qualquer que seja n € w.
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Demonstragao. Suponhamos que (y;)ic; = p — im{(2])icr : n € w} e tomemos i € I. Se €;
é uma vizinhanca de y; em X, entdo {n € w: 2 € O} = {n € w: (2])icr € Q} € p, onde
Q =1l e Q; = Xj, para todo j € I\ {i}. Portanto, y; = p — lim{z] : n € w}.
Reciprocamente, suponhamos que y; = p — lim{z} : n € w}, para todo ¢ € I. Sejam
Q = [[;c; Q2 um aberto basico de [[;c; X; tal que (yi)ier € Qe F = {i € I : Q; # Xi}.
Observamos que F' é um subconjunto finito de I e que, portanto, {n € w : (z}')ic; € Q} =

Nier{n € w: 2l € Q;} € p. Logo, (¥i)ier = p — Um{ (2] )icr : n € w}. O

7

Proposigao 1.5.7. Sejam G um grupo topolégico e p € w*.

(i) Se {xp, : n € w} e {y, : n € w} sdo seqiéncias em G e x,y € G sdio tais que

r=p—lim{z,:n €w} ey=p—lim{y, :n €w}, entao z+y =p—lim{x, +y, : n € w};

(i1) Se {xy, : n € w} € uma seqiéncia em G e x € G sdo tais que v = p — lim{x, : n € w},

entio —x = p — lim{—x, : n € w}.

Demonstragao. (i) Seja V uma vizinhanga aberta de z+y em G. Uma vez que + : G XG — G
¢ continua, existem V, e V, subconjuntos abertos de G tais que x € V;, y € V, e
Ve+V, CV. Como z =p—lim{x, : n € w} ey =p—lim{y, : n € w}, os conjuntos
A, ={necew:z, € V} e A4y ={n cw:y, € Vy} sao elementos de p. Temos que
{fnew:z,+y, € V} D Ay N Ay e, portanto, {n € w : xz, +y, € V} € p. Logo,
r+y=p-—Ilim{z, +y, :n € w}.

(ii) Andloga a de (i), uma vez que a aplicagdo que associa cada elemento = de G ao seu oposto

—x é continua.

O

Proposicao 1.5.8. Se p € w* e X € um espago topoldgico compacto, entdo toda seqiéncia em

X admite p-limite.

Demonstragao. Seja {x, : n € w} uma seqiéncia em X. Como p é um filtro sobre w, a
familia {{z, : n € A} : A € p} tem a propriedade da intersecgao finita. Da compacidade
de X decorre que ﬂAepm # (. Afirmamos que se z € ﬂAepm, entao
x = p—lim{z, : n € w}. Com efeito, seja U uma vizinhanga de x em X. O conjunto
{n € w:xz, € U} € p, uma vez que p é um ultrafiltro sobre w e = € m para
todo A € p. O



CAPITULO 2

Uma topologia enumeravelmente compacta com uma sequéncia nao trivial
convergente no grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ que o torna um grupo

topoldgico

Neste capitulo, assumiremos a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis
(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para mostrar que o grupo abeliano livre de cardinalidade
¢ admite uma topologia enumeravelmente compacta com uma seqiiéncia nao trivial convergente
que o torna um grupo topoldgico.!

Para cada J € Z() \ {0} construiremos um homomorfismo de grupos ¢ : Z(9) — T de modo
que o produto diagonal da familia {¢; : J € Z() \ {0}} seja injetor e que a imagem de Z()
por esta aplicagao tenha as propriedades desejadas quando munida da topologia de subespago
induzida por TZ\0},

As aplicagoes ¢ serdo estabelecidas de forma independente, em dois estdgios: comecaremos
definindo ¢y em um subgrupo enumeravel de Z(9) e, em seguida, estenderemos este homomorfismo
parcial a Z(9). A primeira etapa serd feita por indugio onde, em cada passo, aproximaremos os
valores de ¢; por arcos abertos nao vazios de T. Esta aproximacao por arcos exige que as
seqiiéncias consideradas apresentem uma certa liberdade para terem atribuidos a si pontos de

acumulacao pré-determinados, o que justifica a préxima secao.

!Sejam X um conjunto e f : w — X. Dizemos que f é trivial se existe no € w tal que f(n) = f(no) para todo
n > ng.

15
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2.1 Uma escolha adequada de sequéncias

Se J € Z19, entdo

J= ) JW

pEsupp J
onde X, : ¢ — Z é tal que
1 se &=
m@:{ y o
Definimos
|J| = max{|J(p)| : p € supp J}
e

1l=">_ 17wl

pesupp J

Denotaremos por F o conjunto de todas as funcdes f : w — Z() que satisfazem uma das

seguintes condigoes:

(1) [If(n)]| > n, para todo n € w;

w =, para todo n € w;

(2) (a) supp f(n)

N
(b) supp f(n) \ Um<nsupp f(m) # 0, para todo n € w.

Definigao 2.1.1. Sejam f € F ei € {1,2}. Dizemos que f é do tipo i se f satisfaz a condi¢ao

(i) descrita acima.

Proposicao 2.1.2. Se f:w — Z, entio existe j : w — w estritamente crescente satisfazendo

uma das sequintes condicoes:

(i) foj édo tipo 1;

(ii)) foj = fi+ fo, onde fi,fo : w — Z), fo é do tipo 2 ou constante e existe m wm

numero natural tal que, para cada n € w, fi1(n) € uma combinacao linear com coeficientes

pertencentes a {—1,1} de m elementos de {x, : n € w}.?

Demonstracao. Ha dois casos a serem considerados:

2Se m = 0, entdo f1(n) = 0, para todo n € w.
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Caso 1: {||f(n)|| : n € w} é ilimitado.
Por inducao, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros

naturais tal que ||f(ng)|| > k, para todo k € w. Temos que

jr w — w
k'—)ﬂk

é uma funcao estritamente crescente tal que f o j é do tipo 1.

Caso 2: {||f(n)|| : n € w} é limitado.
Sejam f1, fo : w — Z© dadas por

filn) = > eesupp fmynw £ (M)(E) - Xe se supp f(n) Nw # 0
0 se supp f(n) Nw =10
(§]
fo(n) = D eesupp f(n)\w S (&) - xe se supp f(n) \w # 0
0 se supp f(n) \w = 0.

Observamos que f(n) = fi(n) + fo(n), para todo n € w.

Se Upew Supp fg(n) for infinito, entdo existe j1 : w — w estritamente crescente tal que fooj;
é do tipo 2. Se Upe, SUpp fg(n) for finito, entao existe j; : w — w estritamente crescente

tal que fg o j1 é constante.?

Temos que {Hfl oji(n)|] : n € w} é limitado e, portanto, existem m € w e jo : W — w
estritamente crescente tais que ||f; o ji o ja(n)|| = m, qualquer que seja n € w. Sejam
j=jioje fi=ficjefo=froj. Noteque fi, fo:w =29, foj=fi+frefrédo
tipo 2 ou constante.

Se m = 0, entao fi(n) = 0, para todo n € w. Se m > 0, entdao supp f1(n) # 0, qualquer

que seja n € w. Para cada n € w, consideremos {&j, ...,§; } uma indexagao de supp f1(n)

3De fato, temos que Uncw Supp f2 (n) = Unew(supp f(n)\w) e, portanto, (Unew SUpp fo (n))Nw = . Suponhamos
que Unpew SUpp fg(n) seja infinito. Fagamos no = 0 e suponhamos definidos ng,ni,...,nx nimeros naturais.
Tomemos ng11 > ng tal que supp fa(nei1) \ Uickss supp fa(ni) # 0. Temos que ji1 : w — w dada por j(k) = ng
é estritamente crescente e fg o j1 é do tipo 2. Suponhamos, agora, que Unecw SUPP fg(n) seja finito. Como
{If()|| : n € w} é limitado, {|f2(n)| : n € w} também o é. Logo, {f2(n) : n € w} é um conjunto finito e,
portanto, existe ji : w — w estritamente crescente tal que fg o j1 é constante.
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tal que §f < &F < ... <& . Temos que

kn
fi(n) = ngn(fl(n)(if)) “(Xep + -+ xen)
=0 L) (€] vezes

onde sgn : Z — {—1,1} é dada por

1 se a>0
sgn(a): -1 se a<0

Como

kn
S AmED] = lIf1(n)]| =m
1=0

temos que fi(n) se escreve como combinagao linear de m elementos de {x, : n € w} com

coeficientes pertencentes a {—1,1}. O

Proposigao 2.1.3. Existe {f¢ : w < £ < ¢} uma indezagdo de F tal que Upe, supp fe(n) C &,
para todo & € [w, /.

Demonstragao. Observamos, primeiramente, que |F| = ¢¥ = ¢. Portanto, podemos considerar

{fg tw < € < ¢} uma indexagao de F tal que, para cada f € F, o conjunto

Ap={¢ € lw,cl: f=fe}

tenha cardinalidade ¢.*

Fixemos f € F. Como Upe, supp f(n) C ¢, cf(c) > w e | Upew supp f(n)] < w, existe a < ¢
tal que Upew supp f(n) C a. Seja £ € Ay. Se £ < a, facamos f¢ = g, onde g(n) = (n + 1) - xo,
para todo n € w. Temos que g é do tipo 1 e, portanto, g € F. Se £ > «, facamos f; = fg.

Vé-se facilmente {fe : w < £ < ¢} é uma indexacao de F tal que Upg, supp fe(n) C §, para
todo & € |w,¢]. O

*Seja ¢ : ¢ x ¢ — ¢\ w uma bijecdo. Escrevamos ¢\ w = Ug<¢({} x ¢). Para cada £ < ¢, consideremos

{fu: 1 € 6({€} x ¢)} uma indexacio de F. Temos que {f, : 1 € Uscd({€} x )} = {f : w < pu < ¢} tem a
propriedade desejada.



Capitulo 2 19

2.2 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {p¢ : w < & < ¢} uma familia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparéveis segundo
a ordem de Rudin-Keisler e {fs : w < ¢ < ¢} uma indexacao de F tal que Upe, supp fe(n) C &,
qualquer que seja & € [w,¢[. Para cada J € Z \ {0}, construiremos ¢; : Z() — T um

homomorfismo de grupos tal que:
o 65(J) #0+Z
o ¢j(xe) =pe — lim{p;(fe(n)) : n € w}, para todo £ € [w,¢;
e ¢5(xn) — 0+ Z.
A fim de conciliar a primeira condi¢io com as demais, comecaremos definindo ¢; em Z(F),
onde E € [¢]¥ é dado pela proposicao abaixo.
Proposicao 2.2.1. Seja J € 29\ {0}. Ewiste E € [c]* tal que:
(i) suppJ C E;
(ii) |E\ w| = w;
(iii) Unew supp fe(n) C E, qualquer que seja § € E\ w.

Demonstragao. Para cada n € w, fagamos E(n) = w. Se £ € [w, ¢[, definimos indutivamente

E(€) = {&} YU, cunen supp fe(n) E(u)

e facamos
E= UCEsupp JU[w,w+w| E(C)

Temos que suppJ U [w,w + w[C E, uma vez que ¢ € E({) C E, qualquer que seja ( €
supp J U [w,w + w[. Além disso, um argumento indutivo garante que E({) € [¢]“ para todo
¢ < ¢ e, portanto, E € [¢c]“. Por fim, se £ € F \ w, entao existe ( € suppJ U [w,w + w| tal
que ¢ € E(¢). Um outro argumento indutivo garante que se a € E(f3), entao E(a) C E(p),
quaisquer que sejam «, 3 < ¢.° Logo, Une, supp fe(n) C E(§) C E(¢) C E. O

®Temos que E(n) = w, para todo n € w. Logo, se n € w e m € E(n), entdo E(m) = E(n). Fixemos 3 € [w, (|
e suponhamos que, para todo v < 3, valha a seguinte propriedade: se § € E(v), entdo E(d) C E(v). Tomemos
a € E(B). Se a = B, entdao E(a) = E(B). Suponhamos, portanto, o # 3. Temos que o € E(u) C E(B), para
algum p € Unew supp fz(n). Como Upew supp fs(n) C B, segue que u < S. Por hipétese de indugao, E(a) C E(u).
Logo, E(a) C E(B).
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Lema 2.2.2. Sejam J € Z©)\ {0} e E € [c]* satisfazendo as condicbes (i), (i) e (iii) da
proposicao 2.2.1. Existe {Ey : k € w} uma familia de subconjuntos finitos de E, {by : k € w}
uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros naturais, {rp : k € w} uma seqiéncia de

numeros reais positivos e i : w — E \ w tais que:
(i) supp J C Ep;

(i) E = UkewFk;

(iii) i(k) € By, para todo k € w;

(1) Exi1 D Ep UULSupD figm) (bm) : m < k}, para todo k € w;
(v) {by: k € i Y({&})} € pe, para todo € € E \ w;

(vi) Se fi) € do tipo 1, entao || fiy(bi)|| - & > 4;

(vii) Se fix) € do tipo 2, entdo supp fig (bx) \ Ey # 0;

(viii) o = ;
41711

Tk
2 || fig) (b))
Demonstragao. Consideremos {a, : n € w} uma enumeracao de E tal que a9 ¢ w. Sejam

Fy =suppJU{ap} e Fop1 = F, UUJ{supp fe(m) : m < n,& € F,\w}U{an41}, para cada n € w.
Temos que {F), : n € w} é uma familia de subconjuntos finitos de E tal que:

(iz) g1 = , para todo k € w.

(1) suppJ C Fp;
(2) E = UpeuFr;
(3) Fry1 D Fr UU{supp fe(m) :m < n,& € F, \ w}.

Fixemos { € E\w e n € w. Se f¢ é do tipo 1, definimos
Ay ={kew:||fe(R)] > 2 Yy}

onde

Yo =171 T 1@l
I<m
CeFm\UJ
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para todo m € w e
Yoo = |l

Se f¢ € do tipo 2, definimos

A5 = {k € w: supp fe(k) \ F # 0}

Afirmamos que A5, 6 um subconjunto cofinito de w, quaisquer que sejam n € w e £ € E\ w.
De fato, sejam { € E\w en € w. Se f¢ é do tipo 1, entao A5 o {(kecw:k>2""Y, 1}
e, portanto, A5 é um subconjunto cofinito de w. Suponhamos que f¢ seja do tipo 2. Se
A$ ndo fosse um subconjunto cofinito de w, entdo w \ AS, seria um conjunto infinito. Como
w\ A5 = {k € w : supp fe(k) C F,}, terfamos que Uew\ 4§ SUPP fe(k) C F,, o que é absurdo,
uma vez que f¢ é do tipo 2 e F;, ¢ finito.

Logo, para cada £ € E \ w, temos que {A% :n € w} C pg, uma vez que pe é um ultrafiltro
livre sobre w. Da seletividade de ps decorre que existe uma seqiiéncia {ag :n € w} € pe tal
que a5, € A en < a%, para cada n € w. Com efeito, fixemos £ € F \ w. Para cada n € w,
seja Bg = A% \{m € w:m < n}. Como A% € pe e pe € um ultrafiltro livre sobre w, temos
que BS, € pe. Do fato de p¢ ser seletivo decorre que existe B € p¢ tal que B C* Bg, para
todo n € w. Tomemos {c, : n € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros naturais
tal que B\ {m € w:m < c,} C BS e |cn,cns1] N B # 0. Para cada n € w, consideremos
D,, =]cn,cnt1]) N B. Temos que {D, : n € w} U {w \ UpewDp} é uma particio de w tal
que w \ UpewDy & pe € Dy, & pe, para todo n € w. Da seletividade de pe segue que existe
{a% :n € w} € pe tal que as € D, para todo n € w. Em particular, a,, € BfL, o que implica que
a% € A% en < a%, para todo n € w.

Do lema 1.5.4 segue que existe {I¢ : { € £\ w} uma familia de subconjuntos de w dois a dois

disjuntos tal que:

(a) {a5:ne I} € pe, para cada & € E\ w;

(b) {[n,a$]:n € I¢, £ € E\ w} é uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.
Para cada £ € F \ w, seja
(c) Ne =min{n e w:§{ € F,}.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que
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(d) N¢ < n, para todo n € I.°

Consideremos {ny : k € w} uma enumeracgao estritamente crescente de UEE E\wI§.7 Seja
i: w — Fl\w

kE — (k)

onde i(k) é o inico elemento de E \ w tal que ng € L.

Para cada k € w, facamos by, = afl(,f ), Ey = F,, e definamos rj, segundo os ftens (viii) e (ix)

do enunciado deste lema. Resta mostrar que as condigoes (i)-(vii) estao satisfeitas.
(i) Como 0 < ng, temos que Ey = Fy,, D Fy D supp J.
(i) UrewBEr = Ukewln, = E.

(iii) Seja k € w. Temos que ny € I). De (d) segue que Ny < ng. De (c) e (3) vem que
’l(k) S FNi(k) C Fnk = FE}.

(iv) De (3) vem que Ej, C Ejy1, pois {ng : k € w} é uma enumeragao estritamente crescente de

UgeE\wI§~ Resta mostrar que supp fi(m)(bm) C Egy1, para cada m < k. De (3) decorre que

Epyr=Fy,, D U{supp Jem):m <ngpp — 1, € Fyy 1\ w}

Por (iii), i(m) € By, C By, = F,,, C F,
(b), by = ail(::) < ng41 — 1, para todo m < k. Logo, supp fi(m) (bm) C Egy1-

wi1—1, para todo m < k. Além disso, i(m) € w. Por

(v) Seja & € B\w. Temos que {by : k € i *({&})} = {an, k€ i \({g})} = {ah 1 n € I} € pe,
por (a).

(vi) Suponhamos que fi(k) seja do tipo 1. Temos que by, = aib(f) e Afl(f), Da definicao de Af@(,f)
vem que
I figr ()] > 2y,

onde

Yoo =101 IT NIl
I<ngp—1
Cankfl\w

5As condigdes (a) e (b) permanecem vélidas se substituirmos I¢ por I¢ \ {0,1, ..., N¢}.
"Logo, k < ng, para cada k € w.
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Observamos que se m < k, entao n,, < ny_; e, portanto, i(m) € E,, = F,, C F,,_, C

i(m) M]3 (g, i)

F,,.—1. Note que i(m) € w. Como by, = an,.’ € [Nm,an,, '] = 0, temos que

by < myp e, portanto, b, < ni — 1. Uma vez que

1
BEGERIVIE L1 < | figm) (b)) ]|

Tk

concluimos que

[ ficy ()] - 7 > 4.

(vil) Suponhamos que Ji(r) seja do tipo 2. Temos que by = af@(,f) € Af@(,f). Da definicao de Af@(,f)
vem que

supp fiw) (br) \ Ex = supp fie) (br) \ Fn,, # 0. O
Recordamos que B denota o conjunto de todos os arcos abertos nao vazios de T.

Lema 2.2.3. Sejam J € Z©) \ {0} e E € [c]* satisfazendo as condicbes (i), (i) e (iii) da
proposicao 2.2.1. FEziste ¢ [, m): ZE) = T um homomorfismo de grupos com as sequintes

propriedades:

(i) ¢ 1z (J) # 0+ Z;
(i4) ¢s 7 (Xe) = pe —lim{¢y [z (fe(n)) :n € w}, para cada § € E'\ w;

(iii) &7 1gm (Xn) = 0+ Z.2

Demonstragao. Consideremos {Ey : k € w}, {by : k € w}, {rp k€ wlei:w — E\w
de acordo com o lema 2.2.2. A fim de exibirmos um homomorfismo de grupos ¢; [,
satisfazendo as condicoes (i), (ii) e (iii) deste lema, construiremos indutivamente aplicagoes
auxiliares ¢ : E — B, para cada k € w.

Para cada { € Ep, tomemos y: € R tal que

1
> T ve=3

Eesupp J

e definamos 1y(§) como sendo o arco aberto de T centrado em y¢ + Z com diametro 7. Temos

8Estamos considerando Z®) ¢ Z(©).
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que

5( > J<£>-wo<£>>s > U(f)|'5(¢o(§)):||J|!-r0:%.

£esupp J £esupp J
Logo,
0+Z¢ > J(E) o)

£e€supp J

uma vez que

SHZE Y IO h®).

Eesupp J

Por fim, se £ € E'\ Ep, facamos 9o(&) = T.
Seja k € w e suponhamos definida ¢ : £ — B. Vamos construir ¢, : £ — B com as

seguintes propriedades:

(1) Yr4+1(§) C Yi(€), para todo £ € F;

(2) Se § € E'\ Eg1, entdo ¢p41(§) = T;
Se § € Ejt1, entao 6(Yr41(§)) = re1;

(3) Be(i(0) OV S scaupp s ) Ji0) B (1) - g () # 0

(4) Se £ € (Exy1 \ Bx) Nw, entao 6(z,0+ Z) < rg, para todo = € g4+1(§).

Se £ € (Eps1 \ Er) Nw, seja ¥y(€) o arco aberto de T centrado em 0 + Z com didmetro 7.
Se £ € (Egt1 \ Ex) \ w, seja 1[1;6(5) um arco aberto de T com didmetro ;. Se £ € Ej, tomemos

() = Yi(9).
Se § € B\ Ey+1, fagamos ¢y+1(§) = T. Se £ € Egi1 \ supp fi) (br), seja ¢p+1(§) o arco
aberto de T centrado no ponto médio de ¢ (€) com didmetro rj,1. Vamos, agora, definir Yr11(8)

para & € supp fi(x)(bx)-

Caso 1: f;y) ¢ do tipo 1.
Temos que

Yo fium®eu)- V() =T

HESUPP fi(x) (bx)

onde vy, (p) é o arco aberto de T centrado no ponto médio de (1) com didmetro
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Portanto, para cada . € supp fix)(bx), existe wﬁ € @k(u) tal que

> Fiy (i) (1) - 2 € W(i(K)).

WESUPP fi(x)(br)

k

Consideremos ¥y11(u) o arco aberto de T centrado em z,

com diametro 7y 1.

As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao verificadas. De fato, se £ € Ej, entao @Zk( €) éo

arco aberto de T centrado no ponto médio de 9 (§) com didmetro . Como :):€ € Yr(§)

e i1 < 3, temos que Ypy1(§) C Yp(§). Se € € (Bgyr \ Eg) Nw, entdo %(f) ¢ 0 arco
aberto de T centrado em 0+ Z com diametro %. Como a:’g S @k (&) e rpy1 < ™k, temos que

0(x,0+Z) < ri, para todo = € Yr1().

Caso 2: fj) ¢ do tipo 2.
Tomemos o € supp fix)(br) \ Ex. Para cada § € supp fx)(bx) \ {a}, denotemos por z¢ o
ponto médio de ) (£). Como 1y (a) = T, existe z, € 1r(c) tal que

> Fitey(O) (1) - 2 + Firy (br) (@) - 20 € Yp(i(K)).

wesupp fix) (bre)\{o}

Assim, para cada & € supp fix)(bx), definimos 9y11(§) como sendo o arco aberto de T

centrado em z¢ com diametro 744 1.

As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao verificadas, uma vez que supp fx)(bx) Nw = 0.

Como T é um espaco métrico completo e (7x)xre, € uma seqiiéncia de niimeros reais positivos
que converge para 0, concluimos que se £ € E, entao Niey,¥r(§) = ﬁkewm é um conjunto
unitdrio. Denotaremos por ¢(x¢) o tnico elemento de Ny, ¥k(§). Uma vez que {x¢ : £ € E} é
um subconjunto independente e gerador de Z(E) é possivel estender ¢ a um homomorfismo de
grupos @ [, (e): 7E) - T.

Temos que

¢5 Tzm (J)= > J(w)- b1 lge e Y J

pesupp J pesupp J

e, portanto, ¢s [, (J) # 0+ Z. Logo, (i) estéd verificada.
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Fixemos ¢ € E \ w. Para cada k € i~1({¢}), temos que

b 17 (fir)(br)) € > Ficry(br) (1) - Yre1 ()

peEsupp f; (k) (br)

b Iz (Xiky) € Yr(i(k)).

De (3) segue que
8(os 1z (firy(Or))s @0 Tz (Xir))) < di+d2
< 2rp

onde
dr = (2 esupp 00 (i) Litk) (Ok) (1) - Yi1 (1)

dz = 0(Yr(i(k))).
Como r, — 0, a seqiiéncia {¢y [, (fe(br)) @ k € i71(€)} converge para ¢y [, (xe). Da

propriedade (v) do lema 2.2.2 segue que

by Iz (Xe) = pe —lim{@y 7 (fe(n)) :n € w}.

Logo, (ii) esta verificada.
Resta mostrar que a seqiiéncia {¢; ;@ (Xn) : n € w} converge para 0 + Z. Para tanto,
basta observar que fixado k € w, o conjunto {n € w: 6(¢s [zm (xn),0+ Z) > 11} é finito (uma

vez que o mesmo estd contido em Ej). Logo, (iii) estd verificada. O

Estamos prontos para estender ¢ [,z a um homomorfismo de grupos ¢ : Z) — T. Nossa
tnica preocupacao serd garantir que ¢y(xe) = pe — lim{¢;(fe(n)) : n € w} para cada { € ¢\ E,
uma vez que suppJ C Few C E.

Lema 2.2.4. Para cada J € 7\ {0}, eziste ¢y : Z©) — T um homomorfismo de grupos tal

que:
(1) ¢a(J) # 0+ Z;
(it) ¢1(xe) = pe —lim{p(fe(n)) : n € w}, para cada § € [w,c[;

(111) ¢j5(xn) = 0+ Z.
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Demonstragao. Faremos a construcao de ¢ por inducao. De acordo com a proposicao 2.2.1,
existe E € [¢]* tal que suppJ C E, |E\ w| = w e Upeusupp fe(n) C E, qualquer que seja
¢ € E'\ w. Segundo o lema 2.2.3, é possivel construir ¢ [,m): ZE) — T um homomorfismo de

grupos com as seguintes propriedades:

(1) ¢ Tz (J) # 0+ Z;

(2) &7 Iz (x¢) = pe —lim{py [5m (fe(n)) :n € w}, para cada & € E \ w;
(3) &g Izm (Xn) = 0+ Z.

Consideremos {ag : £ < ¢} uma enumeracao estritamente crescente de ¢\ E. Definamos

¢7(Xao) = Pay — Im{o [7e) (fap(n)) 1 n € w}

e facamos

G(J) = ¢ Iy (J)

para todo J € ZF)9 Note que a seqiiéncia {¢; [7) (fap(n)) : n € w} admite pqo,-
limite em T, uma vez que T é compacto. Estendamos qg J a um homomorfismo de grupos
O | potaey: ZEHN 5 T,

Repetindo indutivamente esta construcio, obteremos ¢y : Z(9 — T um homomorfismo de

grupos satisfazendo (i), (ii) e (iii). O

2.3 Explicitando a topologia
A préxima proposicao mostra que o produto diagonal da familia {¢; : J € Z(©) \ {0}} é um
monomorfismo de grupos.
Proposicao 2.3.1. Suponhamos que, para cada J € Z()\ {0}, exista wm homomorfismo de
grupos ¢y : Z\) — T tal que ¢5(J) # 0+ Z. A aplicagio
. 7O - TZON0}
J = o)

dada por
®(J)(J) = ¢;(J), para cada J € Z)\ {0}

9Estamos considerando ZF) ¢ zFW{eob) < 709,
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¢ denominada produto diagonal da familia {¢y : J € Z\{0}} e é um monomorfismo de grupos.

Demonstracio. Sejam G, H € Z{9). Temos que ®(G + H)(J) = ¢5(G + H) = ¢5(G) + ¢5(H) =
O(G)(J)+®(H)(J) = [®(G) + ®(H)](J), para todo J € Z()\ {0}. Logo, ® é um homomorfismo
de grupos. A fim de provar que ® é injetora, basta mostrar que se H € Z(©) é tal que ®(H) =0,
entdo H = 0. Suponhamos, portanto, que H € Z seja tal que ®(H) = 0, ou seja, que
®(H)(J) = 0+ Z para todo J € Z©) \ {0}. Entdo, ¢;(H) = 0+ Z, para todo J € Z() \ {0}.
Como ¢;(J) # 04 Z para cada J € Z() \ {0}, temos que H ¢ Z(9) \ {0}. Logo, H = 0. O

Teorema 2.3.2. O grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ admite wuwma topologia
enumeravelmente compacta com uma seqiéncia nao trivial convergente que o torna um grupo

topoldgico.

Demonstragao. O grupo abeliano livre @[Z(c)] munido da topologia de subespaco induzida por
TZO\O} ¢ ym grupo topoldgico. Nao é dificil ver que ®(x,,) — 0, uma vez que ¢;(x,) — 0+ Z,
para todo J € Z() \ {0}.

Consideremos f : w — @[Z(c)]. Da proposicao 2.1.2 segue que existe j : w — w estritamente
crescente tal que ® 1o foj é do tipo 1l ou ® o foj= fi+ f2, onde fo é do tipo 2 ou constante
e existe m > 0 um nimero natural tal que, para cada n € w, fi(n) é uma combinagao linear com
coeficientes pertencentes a {—1,0,1} de m elementos de {x, : n € w}. No primeiro caso temos
que @ 1o foj = f para algum £ € [w,c[ e, portanto, ®(x¢) = pe — Lim{® o f¢(n) : n € w}.
Suponhamos agora que o segundo caso ocorra. Do fato de a seqiiéncia {®(x,) : n € w} ser
convergente decorre que existe j : w — w estritamente crescente tal que ® o f; o j tem p-limite
em @[Z(C)], qualquer que seja p € w*. Uma vez que fo é do tipo 2 ou constante, temos que
f2 0 j também o é e, portanto, ® o fo o j admite p-limite em @[Z(‘)] para algum p € w*. Como
fojoj=®o0fioj+ ®o fyo , concluimos que f o joj tem p-limite em ®[Z()] e, portanto,

®[Z)] é enumeravelmente compacto. O



CAPITULO 3

Uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem sequéncias nao

triviais convergentes na reta real

Neste capitulo, assumiremos a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis
(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para mostrar que o grupo aditivo da reta real admite uma
topologia enumeravelmente compacta sem seqiiéncias nao triviais convergentes que o torna um
grupo topoldgico.

Como queremos aproveitar as idéias desenvolvidas no capitulo 2, comegaremos identificando
R com Q). Para cada J € Q) \ {0}, construiremos ¢y : Q© — T um homomorfismo de
grupos de modo que o produto diagonal da familia {¢; : J € Q) \ {0}} seja injetor e que a
imagem de Q) por esta aplicacio tenha as propriedades desejadas quando munida da topologia
de subespago induzida por TQ\{0}

A principal diferenca entre os capitulos 2 e 3 estd, justamente, na construgdo dos
homomorfismos ¢ ;. Como os elementos de T tém mais de uma raiz n-ésima para cada n > 1
nimero natural, precisaremos definir uma aplicacao auxiliar adicional no lema 3.2.6 a fim de

garantir que cada ¢ esteja bem-definido e seja um homomorfismo de grupos.

3.1 Uma escolha adequada de seqiiéncias
Proposicao 3.1.1. O grupo (R,+) € isomorfo ao grupo (Q©), 4).

29
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Demonstragao. Seja B = {z¢ : £ < ¢} uma base ordenada de R como Q-espaco vetorial. Para

cada z € R\ {0} existe um tnico F, € [¢]<*“ nao vazio e um tnico subconjunto {a¢ : £ € F,} de

Q\ {0} verificando
T = Z A¢Te.

§EF,

Facamos Fy = (). A aplicacao
o: R — QW

T fe
onde

ac se E£€F,

fx(g) = ¢
0 se £cc\F,

é um isomorfismo de grupos. De fato, nao ha dividas de que ¢ é bijetora. Sejam z,y € R. Se
x =0o0uy =0, entdo p(r +y) = ¢(x) + ¢(y), uma vez que ¢(0) = fo = 0. Suponhamos,
portanto, 0 # x =3 ccp agte e 0 # y = Z&Fy bexe. Temos que

r+y= Z agxe + Z bexe + Z (ag + bg).’L‘g

EEF\Fy §EFY\Fy Ee(FanFy)\I
onde
IZ{&EFxﬂFy:ag—i-bg:O}.
Logo, fzyy = fz + fy, 0 que implica o(z + y) = ¢(x) + ¢(y). O

Se J € Q9. entdo

T= > Jm-xu
pesupp J
onde x, : ¢ — Q ¢é tal que
1 se &E=p
Xu(g)—{ 0 se &+p
Dado p € supp J, podemos escrever
p(J; 1)
J(p) =
(k) q(J, p)

onde p(J; ), q(J; p) € Z, q(J, 1) > 0 e mde(p(J; p), q(J; p)) = 1. Seja

d(J) = mmc{q(J, ) : p € supp J}
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e, para cada u € supp J, seja

a(J, p) = p(J, ) -

Por fim, sejam

lg(J)| = max{q(J, ) : p € supp J},
Ip(J)| = max{[p(J, n)| : u € supp J},

|a(J)| = max{|a(J; p)| : p € supp J }

la(DIl=" > lalJml-

pesupp J

Denotaremos por F o conjunto de todas as funcdes f : w — Q) que satisfazem uma das

seguintes condicoes:

(1) supp f(n) \ Um<nsupp f(m) # 0, para todo n € w;
(2) lg(f(n))| > n, para todo n € w;

(3) {lg(f(n))] : n € w} é limitado e |p(f(n))| > n, para todo n € w.

Definicao 3.1.2. Sejam f € F ei € {1,2,3}. Dizemos que f é do tipo i se f satisfaz a condi¢ao

(i) descrita acima.

A préxima proposicao mostra que é possivel recuperar uma subseqiiéncia de cada seqiiéncia

nao trivial em Q(‘) através de F.

Proposicao 3.1.3. Se f:w — Q) entdo existe j : w — w estritamente crescente tal que f o j

€ constante ou € de um dos tipos acima mencionados.

Demonstracao. Ha quatro casos a serem considerados.

Caso 1: Upey, supp f(n) é infinito.
Seja ng = 0. Fixemos &k € w e suponhamos definidos ng,n1,...,nx. Uma vez que
Unew supp f(n) é infinito, existe um numero natural ngy; > ng tal que supp f(ngr1) \

Uj<k+1supp f(ng) # 0. Temos que

jrw = w
k:r—>nk



32 Capitulo 3

¢ uma funcao estritamente crescente tal que f o j é do tipo 1.

Caso 2: Upey, supp f(n) é finito e {|g(f(n))| : n € w} é ilimitado.
Por indugdo, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros

naturais tal que |¢(f(ng))| > k, para todo k € w. Temos que

jr w = w
k'—>nk

é uma funcao estritamente crescente tal que f o j é do tipo 2.

Caso 3: Upey, supp f(n) é finito, {|¢(f(n))| : n € w} é limitado e {|p(f(n))| : n € w} é ilimitado.
Por inducdo, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros

naturais tal que |p(f(ng))| > k, para todo k € w. Temos que

jr w — w
k'—)ﬂk

é uma funcgao estritamente crescente tal que f o j é do tipo 3.

Caso 4: Upey, supp f(n) é finito, {|p(f(n))| : n € w} e {|lg(f(n))| : n € w} s@o limitados.
Temos que {f(n) : n € w} é um conjunto finito e, portanto, f possui uma subseqiiéncia

constante. O

Proposigao 3.1.4. Existe {f¢ : 0 < { < ¢} uma indexacio de F tal que Upe, supp fe(n) C &,
para todo & €]0,¢|.

Demonstragdo. Andloga a da proposicao 2.1.3. OJ

3.2 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {p¢ : 0 < £ < ¢} uma familia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparéveis segundo
a ordem de Rudin-Keisler e {f¢ : 0 < £ < ¢} uma indexacao de F tal que Uy,e, supp fe(n) C &,
qualquer que seja & €]0, c[.

Proposicao 3.2.1. Seja J € Q) \ {0}. Eziste E € [c]* tal que supp J C E e Upe,, supp fe(n) C
E, para cada € € E'\ {0}.
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Demonstra¢do. Andloga & da proposicao 2.2.1. O

Lema 3.2.2. Sejam J € Q) \ {0} e E € [¢]* tais que suppJ C E e Upe, supp fe(n) C E, para
cada § € E\{0}. Existe {Ey : k € w} uma familia de subconjuntos finitos de E, {by, : k € w} uma
seqliéncia estritamente crescente de nimeros naturais, {ry : k € w} uma seqiéncia de nimeros
reais positivos e i : w — E \ {0} tais que:

(i) supp J C Ep;
(ii)) E = Uge,Fk;
(i1i) i(k) € Ex, para todo k € w;
(v) Egs1 D Ei UU{Supp figm) (bm) : m < k}, para todo k € w;
(v) {by : k €7 ({E})} € pe, para todo € € B\ {0};
(vi) Se fuy € do tipo 1, entio supp fu (be) \ By # 0;
(vii) Se fix) € do tipo 2, entdo |q(fix)(br))| - > d(J) - [ ;e d(figm) (bm));
(viii) Se fixy € do tipo 3, entao |a(fik)(br))| - 7 > 4 d(fick)(br));
. 1
()70 = a(

Tk

ity (b))

(x) rps1 = , para todo k € w.
2+ |la(

Demonstragao. Consideremos {a, : n € w} uma enumeragao de E. Sejam Fy = supp J U {ag}

e Frp1 = F, UU{supp fe(m) : m < n,& € F, \ {0}} U{ant1}, para cada n € w. Temos que
{F,, : n € w} é uma familia de subconjuntos finitos de E tal que:

(1) suppJ C Fy;
(2) E = UpewFn;
(3) Frt1 D Fr UU{supp fe(m) :m < n,& € F,\ {0}}.

Fixemos { € £\ {0} e n € w. Se f¢ é do tipo 1, definimos

A5 = {k € w: supp fe(k) \ F # 0}
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Se f¢ € do tipo 2, definimos
AS = {kew:|q(fe(k))| > 2" X1}

onde

Xm = [la(J)[|-d(J) - H d(fe(1)) - H lla(fe(D)I|
ceFano} ceFan o}

para todo m € w e
X1 = [la()]] - d(J).

Se fe € do tipo 3, entao |a(fe(n))| > n para cada n € w e {|g(fe(n))| : n € w} é limitado.
Tomemos M € w tal que |g(fe(n))| < Mg, para todo n € w. Definimos

A§ = (ke w: la(fe(k)] > 27 Ml - Y1)

onde

Yoo =lla(DI[- [ la(f@)l
CeFn (0}

para todo m € w e

Yor = [la(J)]]-

Observamos que AS 6 um subconjunto cofinito de w, quaisquer que sejam n € we & € E\ {0}.
Logo, para cada £ € E \ {0}, temos que {A% :n € w}h C pg, uma vez que pg é um ultrafiltro

livre sobre w. Da seletividade de p¢ decorre que existe uma seqiiéncia {a% in € w} € pe tal que

a% ceASenc< a%, para cada n € w.

Do lema 1.5.4 segue que existe {I¢ : £ € F'\ {0}} uma familia de subconjuntos de w dois a

dois disjuntos tal que:

(a) {d5:ne I¢} € pe, para cada € € E'\ {0};

(b) {[n,a5]:n € I¢, £ € E\ {0}} é uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.
Para cada £ € E \ {0}, seja

(c) Ne =min{n cw:§{ e F,}.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que



Capitulo 3 35

(d) N¢ < n, para todo n € I¢.

Consideremos {ny : k € w} uma enumeracao estritamente crescente de U&e E\{0}le. Seja

i: w — E\{0}
E — i(k)

onde i(k) é o tinico elemento de E \ {0} tal que ny € I;,).
Para cada k € w, fagamos by = afm(,f ) , B, = F,,, e definamos 7, segundo os itens (ix) e (x) do

enunciado deste lema. Resta mostrar que as condigoes (i)-(viii) estao satisfeitas.

(i) Como 0 < ny, temos que Ey = Fy,, D Fy D supp J.
(ii) UkewFr = ngank =F.

(iii) Seja k € w. Temos que ny € Iy. De (d) segue que Nypy < ng. De (c) e (3) vem que
i(k) € N,y C Fny = Ek.

iv) De (3) vem que E, C Ejy1, pois {ng : k € w} é uma enumeracao estritamente crescente de
q +
Ueer\fo}le- Resta mostrar que supp fiom)(bm) C Ejy1, para cada m < k. De (3) decorre
que
Epy1 = Fpypy D U{supp fe(m) :m <1 — 1,6 € Fyy 1\ {0} ).

Por (iii), i(m) € Ey, C Ey = Fy, C Fy,, -1, para todo m < k. Além disso, i(m) # 0. Por
(b), by, = aﬁl(:f) < ng41 — 1, para todo m < k. Logo, supp fi(m)(bm) C Egy1-

(v) Seja & € E\ {0}. Temos que {b : k € i 1({eN)} = {a'¥ 1k e i l({e})} = {a§ i n eI} €
pe, por (a).

(vi) Suponhamos que f;) seja do tipo 1. Temos que by, = a%,f) € A%(,f). Da definicao de Afl(,f)
vem que

supp fi(k)(bk) \ Ex = supp fi) (br) \ Fn,, # 0.

(vii) Suponhamos que f;) seja do tipo 2. Temos que by = afl(f) € Ail(f). Da definicao de Afl(,f)

vem que
q(firy (br))| > M2 X,
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onde
Xppo1=lla(D-d(7)- [  dfem)- [ lalfem)ll.
m<ng—1 m<ng—1
§€Fn, —1\{0} §€Fn, —1\{0}
Observamos que se m < k, entao n,, < ng_; e, portanto, i(m) € E,, = F,, C F,, _, C

F,,—1. Note que i(m) # 0. Como b, = a%;n) e [nm,a%m)] N [nk,ai(k)] = (), temos que

n
bm < ni e, portanto, b,, < ni — 1. Uma vez que

1
T (T Tl Na(Fim )]

concluimos que

la( iy @) e > d(T) - TT d(figmy (bm)-

m<k

(viii) Suponhamos que f;) seja do tipo 3. Um argumento analogo ao apresentado em (vii) nos
permite concluir que

la( fir)y (br))] - 71 > 4 - Mgyt > 4 - d(figr (br))- O

Os préximos trés lemas compreendem a parte técnica referente aos tipos 1, 2 e 3.

Lema 3.2.3. Sejam I € [, c€ N\ {0}, e>0, AcB, Fe[l]<*, Je€QY) puecsuppJ\F e
Y F — B\ {T} com 6(1(€)) > €/c, para todo € € F. Seja F = F Usupp.J. Existe ¢ : F — B
satisfazendo as sequintes condicoes:

(i) d(J) (&) Cp(E), para todo & € F;
(i) 3((&)) = 5

€

la(J)[[ - - d(J)

, para todo & € F;

(i) 0P gesupp s (5 €) - ¢-(€)) <€
(iv) AN demppja(J» §)-c- @Z)(f) # 0.

Demonstragio. Se € € F\ suppJ C F, fixemos uma raiz d(J)-ésima do ponto médio de ¥ (€) e

definamos (&) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questdao com didmetro

~ €

) = SN e d0r)
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Se & € supp J\ {p}, fixemos z¢ € T da seguinte maneira: se { € F', entao z¢ é uma raiz d(J)-ésima

do ponto médio de ¥(&); se £ € F, entao z¢ é um elemento arbitrario de T. Seja

x = Z a(J,€) - c- ze.

gesupp J\{u}

Tomemos z, € T tal que
r+a(,p) c -z, €A

Para cada £ € supp.J, definimos 12(5) como sendo o arco aberto de T centrado em z¢ com

diametro
~ €

) = e di):

As condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) estd@o verificadas. De fato, é evidente que (i) e (ii) estao satisfeitas,
uma vez que para cada { € F, z¢ é uma raiz d(J)-ésima do ponto médio de ¥ (§). A condicao

(iii) é uma conseqiiéncia de (ii). Por fim, a validade de (iv) decorre da escolha de z,. O

Lema 3.2.4. Sejam I € [, c € N\ {0}, e >0, A€ B com §(A) > ¢, F e [I[]<*, JeQW),
w€ FnsuppJ com q(J,p)-e>cep: F— B\{T} com §(1p(§)) > €/e, para todo £ € F. Seja
F = FUsuppJ. Eziste ¢ : F — B satisfazendo as sequintes condicées:

(i) d(J) - () C ¥(§), para todo § € F';
(ii) S((€)) = 3 Tat - dlJ)
(ZZZ) 6(Z§EsuppJa(J7 g) tC 72)(5)) <€

(iv) AN demppJ‘I(J» §)-c @Z)(f) # 0.

, para todo & € F;

Demonstragio. Se & € F\ suppJ C F, fixemos uma raiz d(.J)-ésima do ponto médio de (€) e

definamos (&) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questao com didmetro

€

S = 3 - d)

Se § € supp J\ {1}, fixemos z¢ € T da seguinte maneira: se { € F, entao z¢ é uma raiz d(J)-ésima

do ponto médio de ¥(&); se & € F, entao z¢ é um elemento arbitrario de T. Seja

xr = Z a(J,€) - c- ze.

¢esupp J\{u}
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Denotemos por z, o ponto médio de ¢ (u). Existem d(J) raizes d(J)-ésimas de x,. Se

multiplicarmos cada uma delas por a(J, i) - ¢ teremos

q(J; p)
mdc(c, q(J, 1))

novos elementos, uma vez que p(J, u) e q(J, 1) sdo primos entre si. De

1
¢ ey 1
mde(c,q(J,p)) — ¢ €
segue que a distancia entre dois desses novos elementos consecutivos é menor que €. Como

0(A—x)=0(A) > ¢ existe z, € T tal que d(J) -z, =z, e
r+a(J,p)-c -z, €A

Para cada £ € suppJ, definimos 1;(5) como sendo o arco aberto de T centrado em z¢ com

diametro
~ €

W) = S T ey

As condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) estao verificadas. De fato, é evidente que (i) e (ii) estao satisfeitas,
uma vez que para cada { € F, z¢ é uma raiz d(J)-ésima do ponto médio de ¥(§). A condicao

(iii) é uma conseqiiéncia de (ii). Por fim, a validade de (iv) decorre da escolha de z,,. O

Lema 3.2.5. Sejam I € [c]°, c€ N\ {0}, ¢ >0, Ae B, Fe[I|<¥, JeQW, u e FnsuppJ com
la(J, p)|-€ > 4-d(J) etp : F — B\{T} com d(x(€)) > €/c, para todo € € F. Seja F = FUsupp J.

Eziste z; F =B satisfazendo as sequintes condigdes:

(i) d(J) (&) Cp(€), para todo & € F;

€

, para todo £ € F;
2-[la(J)][ - c-d(J)

(ii) 3((€)) =

(Z”) 5(Z§€suppJ CL(J, g) “C 77/)(5)) <€

(i) AN Z§€supp]a’(']7 §)-c y(§) #0.

Demonstragio. Se £ € F \ supp J C F, fixemos uma raiz d(.J)-ésima do ponto médio de ¥ () e
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definamos ¥ (&) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questao com diametro

~ €

) = S aDI e d0r)

Se € supp J\ {p}, fixemos z¢ € T da seguinte maneira: se { € F, entao z¢ é uma raiz d(J)-ésima

do ponto médio de ¥(&); se & € F, entao z¢ é um elemento arbitrario de T. Seja

r = Z a(J,€) - c- ze.

gesupp J\{u}

Denotemos por z,, o ponto médio de ¢(p). Fixemos uma raiz d(J)-ésima de x, e, centrado nela,

consideremos A o arco aberto de T com diametro

€

5(A) = e dly

Se multiplicarmos A por a(.J, j1) - ¢ obteremos T, uma vez que |a(J, )| - € > 4 - d(J). Portanto,
existe z, € A tal que

z+a(J,p)-c -z, €A

Para cada £ € suppJ, definimos 1/;(5) como sendo o arco aberto de T centrado em z¢ com

diametro
~ €

) = DI e dir)

As condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) estao verificadas. De fato, temos que (i) e (ii) estao satisfeitas,
j4 que A é suficientemente pequeno para que d(.J) - A esteja contido em ¥(€) e a(J,p) - ¢ é
suficientemente grande para que a(.J, 1) e A seja igual a T. A condicao (iii) é uma conseqiiéncia

de (ii). Por fim, a validade de (iv) decorre da escolha de z,. O

Lema 3.2.6. Sejam J € Q) \ {0} e E € [c]“ tais que supp J C E e Upe, supp fe(n) C E, para
cada & € E\ {0}. Euxiste ¢ lowm: QE) — T wm homomorfismo de grupos com as sequintes

propriedades:

(i) ¢g lgw (J) #0+Z;

(i) ¢ lgw (xe) = pe —lim{¢y [qw) (fe(n)) : n € w}, para cada & € E\ {0}.}

'Estamos considerando Q) ¢ Q(©).
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Demonstragao. Consideremos {E,, : n € w}, {bp, :n € w}, {rn, :n€wlei:w— E\{0} de
acordo com o lema 3.2.2. A fim de exibirmos um homomorfismo de grupos ¢ [z satisfazendo
as condigoes (i) e (ii) deste lema, construiremos indutivamente aplicagoes auxiliares ¢, : E — B
ey B, — B, para cada n € w.

Para cada { € Ep, tomemos y: € R tal que

1
Y. T ve=3

£€supp J

e facamos

1
-y 4T
Le d(J) Ye +

Temos que

Z a(J,&)-:L'5:%+Z.

&€supp J

Seja 1§ (&) o arco aberto de T centrado em x¢ com diametro

70

(J)

Seja, também, g (&) = d(J) - ¢¥g(§). Claramente, §(1o(§)) = r9. Uma vez que

3(5() = -

SHZEe Y all0)w(e)

E€supp J

i ah9-u©) < X latrel-awie) < 5

E€supp J E€supp J

concluimos que

0+Z¢& > a(L,&) 5.

£€supp J

Por fim, se £ € FE'\ Ey, fagamos ¢y(§) = T.
Seja n € w. Suponhamos definidas ¢, : £ — B e ) : E, — B. Vamos construir
Yni1: E— Bey ., Eyy1 — B com as seguintes propriedades:

(1) Se{€F \ Epni1, entao "Z}nJrl(f) =T;

(2) Se & € Epy1 \ By, entao ¢ (€) ¢ tal que:
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(2) d(T) - Tlncnsr d(Figm) (bm)) - 541 (€) € ¥n(8);

. B T'n+1
(b) 5( n+1(£)) - d(J) . Hm<n+—;d(fi(m)(bm))'

Neste caso, fagcamos

wn—&—l H d fz (m) wn—l—l(f)

m<n+1
(3) Se & € Ey, entao vy, () é tal que:
(a) d(fin)(bn) - 511 (€) C ¥5(6);

(b) o( :L+1(€)) = d(J) - Hm<n:jld(fi(m)(bm))‘

Neste caso, facamos

U1 (©) =d() - [ dfiim)(m)) - 5ia (6).

m<n+1

@ Yali) N Y alfimyn), ) - dCT) - T digmyOm)) - 51 (1) # 0.

WESUPP fi(n)(bn) m<n

Se § € E'\ By, fagamos ¢n41(§) = T. Se £ € (Ent1 \ En) \ supp fi(n)(bn), entao ¢, () = T.

Definimos ¢, | (£) como sendo um elemento de B com diametro

. B Tn+1
5(¢n+1(£>) - d(J) - Hm<n+1 d(fi(m) (bm))
e fagamos
Ynt1(€ I dtfien ) ¥rea8)
m<n+1

Se & € Ej, \ supp fin)(bn), fixemos uma raiz d(fi,)(b,))-ésima do ponto médio de 1y, (§).

Definimos ¢, ;(§) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questao com diametro

Tn+1

S(Ypi1(8)) = d(J) - Tlnens1 A figm) (bm))

e facamos

wn—l-l H d fz (m) w;—i—l(g)

m<n+1
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Vamos, agora, definir .1 (€) € $+1(€) para € € SUpp fiu (bn)-

Caso 1: fj,) ¢ do tipo 1.
Tomemos « € supp f;(n)(bn) \ By Aplicando o lema 3.2.3 para ¢, d(J) - I],,,-,, d(fiim)(bm)),
Tny Un(i(n)), En OV supp fit) (bn), fin)(bn), @ e 15, obtemos ¢ : supp fiq,)(bn) — T
satisfazendo as condigdes (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.3. Fagamos v;  ,(§) = D(E),
para todo § € supp f(n)(bn). As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Caso 2: [, € do tipo 2.
Tomemos o € supp f;n)(bn) tal que q( fin) (bn), @)-rn > d(J) I 1,1 <pn A figm)(bm)). Podemos
supor que o« € FE, pois, do contrario, os argumentos utilizados no caso 1 podem ser
repetidos aqui. Aplicando o lema 3.2.4 para ¢, d(J) - [[,,cp A(fitm)(bm))s Tns ¥n(i(n)),
E, 0V supp fitn)(bn), fign)(bn), a e 1y, obtemos Y : supp fitm)(bn) — T satisfazendo
as condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.4. Facamos v;_ ,(§) = ¥ (&), para todo
& € supp fi(n)(bn). As condigoes (1), (2), (3) e (4) estdo satisfeitas.

Caso 3: fj(,) ¢ do tipo 3.
Tomemos a € supp fin)(bn) tal que |a(fipn)(bn), @)| - 70 > 4 - d(fin)(bn)). Novamente,
podemos supor que « € Ej,. Aplicando o lema 3.2.5 para ¢, d(J) - [[,,, <, d(fitm)(bm)); Tns
VY (i(n)), EnNsupp fim)(bn), fim)(bn), a e 1y, obtemos ¥ : supp fin)(bn) — T satisfazendo
as condigdes (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.5. Facamos v;_ (§) = ¥ (&), para todo
& € supp fi(n)(bn). As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Por indugao, obtemos aplicacoes ¢, : E — B e ¢ : E, — B para cada n € w, satisfazendo

as seguintes condigoes:

e Grr1(€) C ¥n(€), para todo € € E;
5(1/}71(5)) = Tn, S€ f S D %(f) =T, se 5 € E\Em
° %(f) = d(J) ' Hm<n d(fz(m)(bm)) ' W»Z(f% se é‘ SO

Como T é um espago métrico completo e (r,)ncw é uma seqiiéncia de niimeros reais positivos
que converge para 0, concluimos que se & € E, entao Npewtn(€) = Npewt?n(€) é um conjunto
unitdrio. Denotaremos por ¢(x¢) o tnico elemento de Npey,¥n(§).

Para cada § € E, sejam N¢ = min{n € w : £ € E,} e n > N¢. Temos que 9,(§) # T
e, portanto, existe um tnico elemento de vy (£) que multiplicado por d(J) - [I,,<,, d(fi(m)(bm))
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6 igual a ¢(xe). De fato, ¥(€) = d(J) - [nen dlfiim) (b)) - ¥5(6). Como d(xe) € (),
existe pelo menos um elemento de 1, (£) que multiplicado por d(J) - [[,,,<,, d(fi(m)(bm)) é igual
a ¢(xe). Se d(J) - [I,nen d(fim)(bm)) = 1, nada temos a fazer. Suponhamos, portanto, que
d(J) - TLnen d(figm)(bm)) > 1. A distancia entre duas raizes d(J) - [, <, d(fiom)(bm))-ésimas

consecutivas de ¢(x¢) ¢ igual a

1
d(J) - Tlnen A fim) (bm))

Como ¥y (§) contém uma raiz d(J) - [,,,<,, d(fiim)(bm))-ésima de ¢(x¢) e

* _ ™n !
5(¥n(€)) = 3] T, Ao ) < d(J) - Tnen A(Fitm) (bm))

concluimos que 1, (§) contém uma tnica raiz d(J) - [,,,<,, d(fi(m)(bm))-ésima de ¢(x¢), ou seja,
que existe um tnico elemento de ¥y, (§) que multiplicado por d(J) - [],,,<,, d(fi(m)(bm)) € igual a

#(x¢). Denotaremos tal elemento por

1

Consideremos

1
{d(J) Tlnen A figm) (b))

e denotemos por G o grupo gerado por UgepG¢. Uma vez que se { € ' e n > N¢, entao

ng 'XgGQ(E)Zn>N§}

1 1
a0y oo, @om G)) w) = T oo ( gy o)) «)

Nf §m<n

podemos estender ¢ a um homomorfismo de grupos de G em T. Usando o fato de T ser um

grupo divisivel, estendemos ¢ a um homomorfismo de grupos ¢ [gm): Q¥ - T.

Temos que

brTge (D= 3 aldp) 65 lgm (Cl(lJ)-XQe ST ol )

pesupp J pesupp J

e, portanto, ¢ [oe) (J) # 0+ Z. Logo, (i) estd verificada.
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Fixemos ¢ € E\ {0}. Para cada k € i~1({¢}) temos que

65 Tgw (FimO)) € > alfiwy b)) - d(T) - [T dFiom) (b)) - iigr (1)

KESUPP fi(x) (br) m<k
Além disso,
o5 lom (Xig)) € Yr(i(k)).

De (4) vem que
5(¢7 Tow (fig (k) @7 Tow (Xe)) < di+da
< 2rp

onde
dy = 5(Zuesuppfi(k)(bk) a(fi(k)<bk)7 w) - d(J) - Hm<k d(fi(m) (b)) - ¢Z+1(M))

dy = 0(¢r(i(k)))-

Como rp — 0, concluimos que a seqiiéncia {¢; g (fir) (b)) : k € i7'({£})} converge para
b lgw (x¢). Da propriedade (v) do lema 3.2.2 segue que

o7 lgm (Xe) = pe —lim{oy [gm (fe(n)) 1 n € w}.

Logo, (ii) esta verificada. O

Estamos prontos para estender ¢ [ a um homomorfismo de grupos ¢, : Q) — T. Nossa
tnica preocupacao serd garantir que ¢j(x¢) = pe — lim{¢;(fe(n)) : n € w} para todo £ € ¢\ E,
uma vez que suppJ C E.

Lema 3.2.7. Para cada J € Q) \ {0}, eziste ¢y : Q) — T wm homomorfismo de grupos tal
que:

(i) ¢5(J) # 0+ Z;

(ii) ¢j(xe) = pe —lim{ds(fe(n)) : n € w}, para cada § €0, c[.

Demonstragao. Faremos a construcao de ¢y por inducao. De acordo com a proposicao 3.2.1,
existe E € [c]* tal que suppJ C E e Upe, supp fe(n) C E, para cada £ € E'\ {0}. Segundo o
lema 3.2.6, ¢ possivel construir ¢; [z Q®) — T um homomorfismo de grupos com as seguintes

propriedades:
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(1) é7 lgw (J) #0+Z;

(2) ¢s lge (Xe) = pe —lim{¢y [gw) (fe(n)) : n € w}, para cada € E'\ {0},

Consideremos {og : § < ¢} uma indexacao estritamente crescente de ¢\ E. Definamos

07 (Xay) = Pap — lim{d; [oe) (fao(n)) :n € w}

e facamos
bs(J) = ¢ g (J)
para todo J € Q) 2
Seja G4, o subgrupo de Q© gerado por Q) U {Xao}- Podemos estender by a um
homomorfismo de grupos de G, em T. Uma vez que T é divisivel e G,, é um subgrupo de
QEV{e0})  estendemos ¢ a um homomorfismo de grupos ¢ |l Q(EUtah: QEHao}) .
Repetindo indutivamente esta construgao, obteremos ¢ : Q) — T um homomorfismo de

grupos satisfazendo (i) e (ii). O

3.3 Explicitando a topologia

A préxima proposicao mostra que o produto diagonal da familia {¢; : J € Q) \ {0}} é um

monomorfismo de grupos.

Proposicao 3.3.1. Suponhamos que para cada J € Q(°)\{0} exista um homomorfismo de grupos
by : Q) =T tal que ¢5(J) #0+Z. A aplicagio

d: Q© — TANO}
J = o))

dada por
®(J)(J) = ¢s(J), para cada J € Q) \ {0}

€ um monomorfismo de grupos.

Demonstragdo. Andloga a da proposicao 2.3.1. Ul

2Estamos considerando Q) ¢ QFY{eoh) « ),
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Teorema 3.3.2. O grupo aditivo da reta real admite uma topologia que o torna um grupo

topoldgico enumeravelmente compacto sem seqiiéncias nao triviais convergentes.

[©N

Demonstragio. Temos que ®[Q9] munido da topologia de subespaco induzida por TQ\{0}

[©N

um grupo topoldgico. De acordo com as proposicoes 3.1.1 e 3.3.1, basta mostrar que @[Q(‘)]
enumeravelmente compacto e nao possui seqiiéncias nao triviais convergentes.

Consideremos f : w — ®[Q)]. Se f é trivial, nada temos a fazer. Se ndo, f possui duas
subseqiiéncias constantes e distintas ou existe j : w — w estritamente crescente tal que fo j é
injetora. Com efeito, ® o f : w — Q) é ndo trivial. Se 1o f tem uma subseqiiéncia do tipo i,
para algum i € {1,2,3}, entdo existe j : w — w estritamente crescente tal que ®'o foj é injetora.
Suponhamos que ®~!o f nio tenha subseqiiéncias de qualquer um dos tipos acima mencionados.
Existem, portanto, j : w — w estritamente crescente e J € Q) tais que (®~' o f o j)(n) = J,
para todo n € w. Podemos supor que se n ¢ jlw], entdo (®~!o f)(n) # J. Como &~ o f é ndo
trivial, w \ jlw] é um conjunto infinito. Aplicando novamente a proposigao 3.1.3 e usando o fato
de que ®~! o f ndo possui subseqiiéncias dos tipos 1, 2 ou 3, asseguramos a existéncia de uma
outra subseqiiéncia constante de ! o f, distinta de ! o f o j.

No primeiro caso, temos que {f(n) € ®[Q] : n € w} tem pelo menos dois pontos de
acumulacao distintos e, portanto, f nao é convergente. Suponhamos que o segundo caso ocorra.

As aplicagoes
g: w — B[Q]

n = (foj)(2n)

g w — @[Q(‘)]
n (foj)(Qn-i—l)

sao subseqiiéncias distintas de f. De acordo com a proposi¢ao 3.1.3, existem jg,j1 @ w — w
estritamente crescentes tais que ® 1 o gg 0 jo, "1 0 gy 0 j; € F, uma vez que f o j é injetora.
Logo, existem &, & €]0, ¢[ distintos tais que @~ o gg o jo = fe, e D71 o g1 0 j1 = fe,.

Dado i € {0,1}, temos que

¢J(X§i) =D¢ — lim{¢J(f§i (n)) tne OJ}
para todo J € Q) \ {0} e, portanto,

O(xe;) = pg; — lim{(® o f¢;)(n) : n € w}.
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Logo, ®(x¢,) e ®(xe¢,) sdo pontos de acumulacao distintos de {f(n) : n € w}.






cAPITULO 4

Grupos abelianos quase livres de torcao que tém cardinalidade ¢: topologias
de grupo enumeravelmente compactas sem sequéncias nao triviais

convergentes e topologias independentes

Neste capitulo, assumiremos a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis
(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para mostrar que um grupo abeliano quase livre de torgao
G tal que |G| = ¢ admite uma topologia que o torna um grupo topolégico enumeravelmente

compacto sem seqiiéncias nao triviais convergentes.

Como queremos aproveitar as idéias desenvolvidas no capitulo 3, comecaremos imergindo o
grupo G na soma direta (Q/Z)“) @ QD). Para cada (H,J) € (Q/Z)«) @ Q<D \ {(0,0)}
construiremos ¢g yy : (Q/2)®) & Q) — T um homomorfismo de grupos de modo que o
produto diagonal da familia {¢y, ) : (H,J) € (Q/Z)«) @ Q<D \ {(0,0)}} seja injetor e que a
topologia em GG gerada pela composta deste produto diagonal com a imersao em (Q/Z)(“’) pQw-D
tenha as propriedades desejadas.

Uma das novidades deste capitulo é que G pode conter elementos de ordem finita. Todavia,
o fato de G ser um grupo abeliano quase livre de tor¢do impedird que os elementos de uma
seqiiéncia injetora em G tenham suas ordens limitadas por um nitimero natural n. Portanto,

poderemos continuar atribuindo a tais seqiiéncias pontos de acumulagao de ordem infinita.

Destacamos que é possivel adaptar a construgao descrita acima para obter o seguinte

49
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resultado: se G é um grupo abeliano quase livre de torgdo e existe uma topologia 7 em G
tal que |G| = |r| = ¢, entao é possivel construir uma topologia o em G que é independente
de 7 e que torna G um grupo topolégico. Estas adaptacoes foram incorporadas ja no inicio
deste capitulo, fazendo com que o texto ficasse ligeiramente diferente do padrao apresentado nos

capitulos 2 e 3.

4.1 Uma escolha adequada de seqiiéncias

Seja G um grupo abeliano quase livre de torgao tal que |G| = ¢ e suponhamos que exista 7
uma topologia Tj em G tal que |7| = ¢.! Denotemos por F a familia de todos os subconjuntos
fechados de G' que tém cardinalidade ¢ e consideremos {Fj : f < ¢} uma indexacdo de F tal que
Fy =G e Fg # G, para todo 3 €0, c[.

Seja 1 : G — (Q/Z)“) @ Q(«*D um monomorfismo de grupos.? Temos que

1l = (@))€ D) 0 QD :w <€ < o)

qualquer que seja 8 < ¢. Para cada 8 €]0, ¢[, tomemos 8 e (Q/Z)(w) tal que |Qg| = ¢, onde
Qs = {($§7y§) € ¢1[Fp]: l‘? =z},

Tomemos, ainda, z¢ € (Q/Z)“) de modo que {(xg,yg) € ]G] : xg = xo} tenha cardinalidade

¢. Se xg = 0, facamos ¥ = ¢ e

Qo = {(z2,9¢) € ¢1[G] : a¢ = 2°}.

Se nao, existe n > 1 um numero natural tal que o(zg) = n. Neste caso, definimos

Qo = {(nacg,nyg) € p1|G] : :ng =20}

0

e 2 = nxg = 0. Nao é dificil notar que |Qp| = ¢. Para cada 8 < ¢, consideremos

Py ={y € QD (28 y) € Qg}.

1Observamos que a topologia cofinita em G é T}.

2Como G é um grupo abeliano, segue que G é isomorfo a um subgrupo de um grupo divisfvel. Além disso, todo
grupo divisivel é isomorfo a uma soma direta de cépias de Q e de Z,(c0) C Q/Z, para p nimero primo. Uma vez
que |G| = ¢ e que |T(G)| < w, bastam w cépias de Q/Z e ¢ cépias de Q.
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Como |Pg| = ¢, existe {Sg : f < ¢} tal que:

e Sg C Pg, para cada 3 < c;
e |S5| = ¢, para cada 8 < ¢;

e S, NSz =0, quaisquer que sejam a, 5 < ¢ distintos.?

Tomemos Z = {2z : w < § < ¢} uma base de QD como Q-espaco vetorial tal que
|Z N Ss| = ¢, para todo B < ¢.* Consideremos o : (Q/Z)®) @ QWD — (Q/z)«) @ QWD
o isomorfismo de grupos dado por ¢2(a,0) = (a,0) e ¢2(0,2¢) = (0, x¢), quaisquer que sejam
(a,0) € (Q/Z)®) @ Q<D e ¢ € [w, ¢[, onde X¢ ¢ [w, ¢[— Q é tal que

(1) = 1 se p=¢§
T 0 se p#E

e facamos p = 9 0 1.
Dado 8 < ¢, seja
Ts ={(z,y) €Qp:y € SgNZ}.

Temos que |T3| = ¢ e T, N T = 0, quaisquer que sejam «, 3 < ¢ distintos. Consideremos, ainda,
Ly = {¢€ € [w,<[: (27, x¢) € wa[T5]}-
Observamos que |Lg| = ¢ e que L, N Lg = (), quaisquer que sejam «, 3 < ¢ distintos. Além disso,

{(0,xe) € (Q/2)® @ QD : ¢ € Lo}  ¢[q).

3Para cada 8 < ¢, consideremos uma particio {Ps o : @ < ¢} de Ps tal que |Ps.o| = ¢, para todo a < c.
Tomemos f : ¢ X ¢ — ¢ uma bijegdo tal que f(0,0) = 0 e ordenemos ¢ X ¢ da seguinte maneira: (4,7) < (8, @)
se, e somente se, f(4,7) < f(B,a). Fixemos zo,0 € Po,0. Seja (B,a) € ¢ X ¢ e suponhamos escolhidos x5, € P55,
para todo (8,7) < (a,B). Temos que [{zs5~ : (4,7) < (o, 5)} < ¢, uma vez que f(o, ) < ¢. Logo, existe
28,0 € Pa.a \ {zs5, : (0,7) < (o, 8)}. Dado S < ¢, denotemos {z,o : @ < ¢} por S;.

“Consideremos S = {Ss : f < ¢} e tomemos {Rs : § < ¢} uma indexacdo de S tal que, para cada S € S, o
conjunto {§ < ¢ : S = Rs} tenha cardinalidade ¢. Fixemos zo € Ro \ {0}. Seja a < ¢ um ordinal e suponhamos
escolhido, para cada v < a, 4 € Ry de modo que {z4 : v < a} seja um subconjunto linearmente independente
do Q-espaco vetorial QD Como |({z, : v < a})| < max{w,|a|} < ¢ e |Ra| = ¢, existe o € R4 tal que
{zy : ¥ < a+ 1} é linearmente independente. Por indugdo, obtemos {z, : a < ¢} C QD linearmente
independente tal que |[{zo : @ < ¢} N Sg| = ¢, para todo f < ¢. Seja B uma base de QD que contém
{za : @ < ¢}. Como |B| = ¢, podemos tomar {z¢ : w < £ < ¢} uma indexagdo de B.
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Se (H,J) € (Q/2)“) @ QD entao

onde p(H,n),q(H,n) € Z, q(H,n) >0, 0 < p(H,n) < q(H,n) — 1 e mdc(p(H,n),q(H,n)) =1,
para cada n € supp H. Além disso,

onde p(J, p1), q(J, ) € Z, q(J, ) > 0 e mde(p(J, p), q(J; p)) = 1, para cada p € supp J. Sejam
l¢(H)| = max{q(H,n) : n € supp H},
lg(J)| = max{q(J, p) : p € supp J }

Ip(J)| = max{|p(J. )| : 1 € supp J}.

Consideremos
d(H) = mmc{q(H,n) : n € supp H}

d(J) = mmc{q(J, ) : p € supp J}.5

Para cada n € supp H, seja

d(H)
a(H,n) =p(H,n
(H.m) = plH,n) - o
e, para cada pu € supp J, seja
d(J)
CLJ, :pJa :
(J, 1) = p(J, ) a0

Sejam, ainda,

|a(J)| = max{|a(J, p)| : 1 € supp J}

la(H, DIl =Y laH )+ Y la(Jp)l.

nesupp H pesupp J

Por fim, observamos que supp(H, J) = supp H U supp J.

5Se H = 0, entdo d(H) = 1. Analogamente, se J = 0, entdo d(J) = 1.
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Denotaremos por H o conjunto de todas as fungoes

~ ¢l6] € (/D)) & Qe
= (gn), £()

h: w
n

que satisfazem uma das seguintes condicoes:

(1) supp f(n) \ Um<nsupp f(m) # 0, para todo n € w;
(2) |q(f(n))| > n, para todo n € w;
(3) {lg(f(n))] : n € w} é limitado e |p(f(n))| > n, para todo n € w;

(4) |qg(g(n))| > n, para todo n € w.

Definigao 4.1.1. Sejam h € H e i € {1,2,3,4}. Dizemos que h € do tipo i se h satisfaz a

condi¢ao (i) descrita acima.

Proposigao 4.1.2. Se h: w — ¢[G] C (Q/Z)“) @ Q<D entdo ewiste j: w — w estritamente

crescente tal que h o j € constante ou € de um dos tipos acima mencionados.

Demonstragio. Para cada n € w, escreveremos h(n) = (g(n), f(n)), onde g : w — (Q/Z)“) e

f:w— QD 6 HE cinco casos a serem considerados.

Caso 1: Upey, supp f(n) é infinito.
Seja ng = 0. Fixemos k € w e suponhamos definidos ng,n1,...,nx. Uma vez que

Unew supp f(n) é infinito, existe um numero natural ngy; > ng tal que supp f(ngs1) \

Ui<k+1supp f(ny) # 0. Temos que

jr w = w
k"—)ﬂk

é uma funcao estritamente crescente tal que h o j é do tipo 1.

Caso 2: Uy, supp f(n) é finito e {|¢(f(n))| : n € w} é ilimitado.

Por inducdo, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de numeros

5Esta notacdo continuara sendo adotada ao longo deste capitulo.
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naturais tal que |q(f(ng))| > k, para todo k € w. Temos que

jr w = w
k'—)ﬂk

é uma funcao estritamente crescente tal que h o j é do tipo 2.

Caso 3: Upey, supp f(n) é finito, {|¢(f(n))| : n € w} é limitado e {|p(f(n))| : n € w} é ilimitado.
Por indugdo, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros

naturais tal que |p(f(ng))| > k, para todo k € w. Temos que

jrw — w
k'—)ﬂk

é uma funcao estritamente crescente tal que h o j é do tipo 3.

Caso 4: Upe,supp f(n) é finito, {|g(f(n))| : n € w} e {|p(f(n))] : n € w} sdo limitados e
{lg(g(n))| : n € w} ¢ ilimitado.
Por inducao, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de numeros

naturais tal que |q¢(g(ng))| > k, para todo k € w. Temos que

jr w = w
k»—)nk

é uma funcao estritamente crescente tal que h o j é do tipo 4.

Caso 5: Upey, supp f(n) é finito, {|q¢(f(n))| : n € w}, {Ip(f(n))| : n € w} e {|lg(g(n))] : n € w}
sao limitados.

Existe j1 : w — w estritamente crescente tal que f o j; é constante. Existem, também,
m € w e jo : w— w estritamente crescente tais que |g(go ji 0 j2(n))| = m, para todo n € w.
Se Upeyw Supp g o ji1 o jo(n) é finito, entao existe js : w — w estritamente crescente tal que
g o j1 o ja o j3 é constante. Neste caso, temos que h o j é constante, onde j = j; o j2 0 js.
Se Upew supp g o j1 © j2(n) fosse infinito, existiria js : w — w estritamente crescente tal que
supp g o j1 © j2 © j3(n) \ Upm<n Supp g o ji o ja o js(m) # 0, para todo n € w. Neste caso,
{hojioja0j3(n):n € w} ¢ ¢[G] pois, do contrario, {hoj1 0jz0j3(n) —hojiojsojs(0):
ne€w}l={(gojiojoojs(n)—gojiojz053(0),0) : n € w} também estaria contido em [G],
o que é absurdo, uma vez que {(go ji 0 ja0j3(n) —gojioje2073(0),0) :n €w} C Gml] é
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infinito e G é quase livre de torgao. O

Proposicao 4.1.3. Existe {h¢ : £ € Lo} uma indezacdo de H tal que Upey, supp he(n) C &, para
todo & € Lyg.

Demonstragdo. Observamos, primeiramente, que |H| = ¢* = ¢. Portanto, podemos considerar

{ﬁg : € € Lo} uma indexagao de H tal que, para cada h € H, o conjunto
Ah:{§€L0:h:;L§}

tenha cardinalidade c.
Fixemos h € H. Como Upe,, supp h(n) C ¢, cf(c) > w e | Upew supp h(n)| < w, existe a < ¢

tal que Unew supp h(n) C a. Seja & € Ap. Se § < a, fagamos hg = h, onde h(n) = (g9(n), Og(w.«) ),

_1
n+1

facamos he = ﬁg.

com g(n) = - X0, para todo n € w. Temos que h é do tipo 4 e, portanto, h € H. Se £ > «,

Vé-se facilmente que {h¢ : £ € Lo} é uma indexacao de H tal que Uye, supp he(n) C &, para
todo & € Ly. O
4.2 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {pg : £ € Lo} uma familia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparéveis segundo
a ordem de Rudin-Keisler e {h¢ : £ € Lo} uma indexacao de H tal que Uy,ey, supp he(n) C &,
qualquer que seja € € Ly.

Proposigdo 4.2.1. Seja (H,J) € (Q/Z)“) @ QW=D \ {(0,0)}. Eziste E € [c]* tal que:
(i) supp(H,J) C E;
(i) |EN Lo| = w;

(iii) Unew supp he(n) C E, qualquer que seja £ € E N Ly.

Demonstragao. Para cada £ € ¢\ Ly, facamos F(§) = {{}Uw. Se £ € Ly, definimos indutivamente

E() ={t VU, cunee, supp he (n) E(p).

Fixemos f)o € [Lo)* e fagamos
E= UCésupp(H,J)uio E(Q).
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Temos que supp(H,J) U Ly C E, uma vez que ( € E(() C E, qualquer que seja ¢ €
supp(H, J) U Ly. Além disso, um argumento indutivo garante que E(€) € [¢]* para todo £ < ¢ e,
portanto, E € [c]*. Por fim, se £ € EN L, entdo existe ¢ € supp(H, J)ULg tal que £ € E(¢). Um
outro argumento indutivo garante que se o € E(3), entdao E(a) C E(f), quaisquer que sejam
a, B < ¢. Logo, Upey, supp he(n) C E(§) C E(¢) C E. O]

Lema 4.2.2. Sejam (H,J) € (Q/Z)“) @ Q<D \ {(0,0)} e E € [c]* satisfazendo as condi¢des
(i), (i) e (iii) da proposicao 4.2.1. Existe {Ej : k € w} uma familia de subconjuntos finitos de
E, {b; : k € w} uma seqiéncia estritamente crescente de numeros naturais, {ry : k € w} uma

sequiéncia de numeros reais positivos e i : w — E N Ly tais que:
(i) supp(H,J) C Ep;

(ii) E = UpewEr;

(i1i) i(k) € Ey, para todo k € w;

(1v) Exi1 D B UU{supp him)(bm) : m < k}, para todo k € w;

(v) {by: k € i ({&})} € pe, para todo & € EN Lo;

(vi) Se higy € do tipo 1, entdo supp fir)(br) \ Ex # 0;
(vit) Se higy € do tipo 2, entao |q(fix)(br))| - & > d(J) - [ 1k A fitm)(bm));
(viii) Se hyy € do tipo 3, entdo |a(fi) (br))| - T > 4 - d(fi)(bk));

(ix) Se hiy € do tipo 4, entdo ]q(gi(k)(bk))\ i > d(H) - [Ler d(Gi(m)(bm));
1
(o) ro= g
4-lla(H, J)]
Tk
2 - [|a(hig) (br))|
Demonstragao. Consideremos {a, : n € w} uma enumeracao de E. Sejam Fy = supp(H, J)U{ap}

e Fopr = F, UU{supphe(m) : m < n,§ € F, N Lo} U{ans1}, para cada n € w. Temos que
{F, :n € w} é uma familia de subconjuntos finitos de E tal que:

(xi) Ti11 = , para todo k € w.

(1) supp(H,J) C Fp;

(2> E = UpewFn;
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(3) Frny1 D FrUU{supphe(m) :m <n,§ € F,,N Lo}

Fixemos { € ENLgen € w. Se he é do tipo 1, definimos
A5, = {k € w: supp fe(k) \ F # 0}.
Se h¢ é do tipo 2, definimos
AL ={k e w:lq(fe(k)| > 2" X1}

onde

X = la(H, D[ -d(T)- ] dfe®)- T lathe®)]]
CE%‘%Z?WLO Ceé'%nnrlwo

para todo m € w e
Xy = |la(H, )| - d(J).

Se he é do tipo 3, entdo |a(fe(n))] > n, para cada n € w e {|¢(fe(n))| : n € w} é limitado.
Tomemos M € w tal que |g(fe(n))| < Mg, para todo n € w. Definimos

A§ = {k € w: |a(fe(k))] > 2 - Ml - Vi)

onde

Yoo = lla(H, D)~ T llahe@))]]
I<m
CEFELOLO

para todo m € w e
Yoy = |la(H, J)|-

Se hg € do tipo 4, definimos
A ={kcw: lq(ge(k))| > 22 Z, 1}

onde

Zo = lla(H, D -d(H) - T[ dlgc®)- ] lathc@)li
ceFanLy ceFanL
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para todo m € w e
Z_y = la(H, J)|| - d(H).

Observamos que A% ¢ um subconjunto cofinito de w, quaisquer que sejam n € we £ € ENLy.
Logo, para cada £ € E N Ly, temos que {Ag :n € wp C pg, uma vez que pe é um ultrafiltro

livre sobre w. Da seletividade de p¢ decorre que existe uma seqiiéncia {a% in € w} € pe tal que

a% GA% en < a%, para cada n € w.

Do lema 1.5.4 segue que existe {I¢ : £ € E N Lo} uma familia de subconjuntos de w dois a

dois disjuntos tal que:

(a) {a% :n € I} € pe, para cada £ € EN Lo;

(b) {[n, ag] in€lg, £ € ENLp} é uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.
Para cada £ € E N Ly, seja

() Ne =min{n e w:§{ € F,}.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que

(d) N¢ <n, para todo n € I.
Consideremos {ny : k € w} uma enumeracgao estritamente crescente de Uge BnLole. Seja

i w — ENlLy
E — i(k)

onde i(k) é o tinico elemento de E'N Lo tal que ny € I;y,).
Para cada k € w, fagamos by, = aiL(,f ), Ey = F,, e definamos 7 segundo os itens (x) e (xi) do

enunciado deste lema. Resta mostrar que as condigoes (i)-(ix) estao satisfeitas.
(i) Como 0 < ng, temos que Ey = F,,, D Fy D supp(H, J).
(ii) UkcwEr = ngank = F.

(iii) Seja k € w. Temos que ny € I). De (d) segue que Ny < ng. De (c) e (3) vem que
i(k) € Fny,, C Fn, = Ej.
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(iv) De (3) vem que Ej, C Ejy1, pois {ng : k € w} é uma enumeragao estritamente crescente de
UsernLole- Resta mostrar que supp () (bm) C Ejy1, para cada m < k. De (3) decorre
que

Eppn=Fyy D U{supp he(m) :m <ngpr — 1,6 € Fyyppy 1N Lo}.

Por (iii), i(m) € Ep, C By, = F,, C F,
(b), by, = afl(:f) < ng41 — 1, para todo m < k. Logo, supp A(m) (bm) C Epy1-

wi1—1, para todo m < k. Além disso, i(m) € Lo. Por

(v) Seja & € EN Ly. Temos que {b : k € i *({eP)} = {ai? ke i\ ({¢})} = {a§ i n eI} €
pe, por (a).

(vi) Suponhamos que hi) seja do tipo 1. Temos que by = aﬁl(,f) € Af@(,f). Da definicao de Af‘@(,f)

vem que
supp fi(k) (bx) \ Ex = supp fix)(bx) \ Fn,, # 0.

(vii) Suponhamos que h;) seja do tipo 2. Temos que by, = ail(,f) € Afl(,f). Da definicao de Afl(,f)
vem que
la(figey (0k))] > 2772 X,

onde

Xy = la(H, DN -d() - [ dfetm) - T[]  llalhe(m))]].

m<ng—1 m<ng—1
§€F,, —1NLo §€F,, —1NLo
Observamos que se m < k, entao n,, < ng_; e, portanto, i(m) € E,, = F,, C F,, _, C
F,,—1. Note que i(m) € Ly. Como b, = affrT) e [nm,aln(m)] N [nk,azl(,f)] = (), temos que

bm < ni e, portanto, b,, < ni — 1. Uma vez que

1
T =
7 282 a(H, |- T, (i) (bm))]]

concluimos que

lq(figry ()] - 7 > d(T) - T d(figmy(bm))-

m<k

(viii) Suponhamos que h;() seja do tipo 3. Um argumento andlogo ao apresentado em (vii) nos

permite concluir que

la(fiky(Or))] -7 > 4 - Mgyt > 4 - d( fir) (br))-
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(ix) Suponhamos que h;,) seja do tipo 4. Um argumento andlogo ao apresentado em (vii) nos

permite concluir que

|9(giy )] - i > d(H) - [T d(Gigm) (bm))- O

m<k

O proximo lema compreende a parte técnica referente ao tipo 4.

Lema 4.2.3. Sejam I um conjunto infinito, ¢ € N\ {0}, ¢ > 0, A € B com 6(A) > ¢,
H e (Q/2)1), n € suppH com q(H,n)-€¢ > cex € T. Ezistey € T tal que d(H) -y = =
ea(H,n)-c-ye A

Demonstragao. Existem d(H) raizes d(H )-ésimas de z. Se multiplicarmos cada uma delas por

a(H,n) - ¢ teremos
q(H,n)
mdc(c, q(H,n))

novos elementos, uma vez que p(H,n) e ¢(H,n) sao primos entre si. De

o) _ q(Hn) 1

mdc(c,q(H,n)) = ¢ €

segue que a distancia entre dois desses novos elementos consecutivos é menor que €. Como
d(A) > e existeye Ttalqued(H) -y=zea(H,n) -c-yec A O

Lema 4.2.4. Sejam (H,J) € (Q/2)“) @ QD \ {(0,0)} e E € [¢] satisfazendo as condigdes
(i), (i) e (iii) da proposi¢do 4.2.1. Existe ¢(g ) [(@/2)@ @Bk, (Q/Z)«) @ QEN.) 5 T

um homomorfismo de grupos com as sequintes propriedades:

(1) ¢,y @z @aegEnw.o (H,J) #0+Z;

(i) d(r.0) Tz @agEnied (0,Xe) = pe —im{¢m 1 [(g/zy@agErwd (he(n)) :n € w}, para
cada € € EN Ly."

Demonstragao. Consideremos {E,, : n € w}, {b, : n € w}, {rn, :n € w}ei:w— ENLyde
acordo com o lema 4.2.2.
Se H = 0, fagamos &(H) =0+47Z. Se H # 0, seja gZ;(H) um elemento nao nulo de T tal que

o(¢p(H)) | o(H). Em ambos os casos, estendemos ¢ a um homomorfismo de grupos de (H) em

"Estamos considerando (Q/Z)*) @ QF"wD ¢ (Q/z)«) @ Q.
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T. Dados k € w e s € N\ {0}, definimos Ay s : w = Q/Z por

1
-+7Z se n=k
s

Ak,s(n) =
0+7Z se n#k.
Seja
Go = ({Ag,qm) : k € supp H}).
Como T é um grupo divisivel e (H) é um subgrupo de Gy, podemos estender q@ a um
homomorfismo de grupos ¢ [g,: Go — T.

Se J =0, tomemos 9(§) um arco aberto de T com diametro

70

(J)

e facamos 1o(&) = d(J) - ¥§(€), para todo £ € Ey N [w, .

5(45(6)) = -

Suponhamos J # 0. Para cada £ € Ey N [w, ¢[, tomemos y¢ € R tal que
1
Z J(f)'y§:§—$
&€supp J

onde z € [0,1] é tal que z +Z = ¢ |, (H) e facamos

1
= — 7.
Le d(J) Ye +

Temos que

S a6 e = <§+Z) 6 1y (H).

£esupp J

Seja 1§ (&) o arco aberto de T centrado em x¢ com diametro

70

(J)

Seja, também, 9o (§) = d(J) - ¢g(§). Claramente, §(1o(§)) = r9. Uma vez que

5(45() = -

%+Z €dla, (H)+ > al.&)-¥5(¢)

£esupp J
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[§]

5<¢ lao (H)+ > a(J,a-wa‘(f)):é( > a(J,@-wa‘(a))g > rau,s)\-é(wm))gi

&esupp J Eesupp J E€supp J

concluimos que

0+Z &6, (H)+ Y. alJ.€) 45(9).

Eesupp J

Por fim, se € € (E'\ Ep) N [w, ¢[, facamos 9y(&) = T.
Seja n € w. Suponhamos definidas ¢, : E N [w,¢[— B e ¢} : E, N [w, ¢([— B. Suponhamos,

também, definido ¢ [, : G5, — T um homomorfismo de grupos, onde

G = { Mkt 1, -, Ay (b)) © F € sUPD H U U, <, SUPD Gi(1) () })-

m<n

Vamos definir 1,1 : EN[w, ¢[= B, ¥ | : Epp1Nfw, c[— B e estender ¢ [, a um homomorfismo

de grupos ¢ [g Gpi1 — T, onde

b1
Gt = ({Akd(m) TL i1 (i (b)) * % € SUPP H U Uy, pp1 SUPD Gim) (b)) })
satisfazendo as seguintes condicdes:
(1) Se § € (E\ Ent1) Nw,c[, entao ¢pi1(8) = T;
(2) Se & € (Epy1 \ En) N w,c, entao ¢} 1 (§) é tal que:
(a) d(J) - Tlmenir A(fiom)(0m)) - 51 (€) C ¥n(€);

(b) 5(¢?L+1(§)) = d(J) - Hm<n:irld(fi(m)(bm))‘

Neste caso, fagamos

wn—&—l H d fz (m) wn—l—l(f)

m<n+1
(3) Se & € EpNw,c], entao 1y (&) é tal que:
(2) d(fign)(bn)) - 51 (€) C ¥ (£);

(b) 6(¥n1(9) = 37 Hm<n+jd<fi<m><bm))'
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Neste caso, fagamos

Y1 (6 T @fiom) (b)) - 51 (9).

m<n—+1

(4) %(( )) (¢ la Gns1 (gz(n)( )) + Z’u,€suppfl(n) br) (fz n)( ) ) d(J) ’ Hm<n d(fz(m)(bm)) :
Uni1(n) # 0.8

Se § € (E\ Ent1) N [w, ¢, fagamos ¢ny1(€) = T. Se £ € [(Ent1 \ En) \ supp fi(n) (bn)] N w, <,
entao v, (§) = T. Definimos 9} ;(£) como sendo um elemento de B com didmetro

. B T'n+1
e fagamOS
¢n+1 H d fz (m) 1/)"+1(€)
m<n—+1

Se € € (En \supp fin)(bn)) N[w, ¢, fixemos uma raiz d( fj(,)(bn))-ésima do ponto médio de 1, ().

Definimos ¢, ;(£) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questao com diametro

) B Tn+1
5(1/1714.1(5)) - d(J) - Hm<n+1 d(fi(m) (bm))
e fagamos
Ynt1(€ L i o)) 4520
m<n+1

Vamos, agora, definir ¥, 1 (§) e ¥n11(€) para € € supp fi(,)(bn) e estender ¢ g, a ¢ [q, ;-

Caso 1: h;,,) € do tipo 1.
Como T ¢ divisivel e G, é um subgrupo de Gp41, podemos estender ¢ [g, a um
homomorfismo de grupos ¢ [g, ,: Gni1 — T. Fixemos a € supp fjn)(bn) \ En. Aplicando
o lema 3.23 para [w,cl, d(7) - [Ten @i (bm))s s Uni(m)) — & Tanss (Gigoy (br)):
En 0 supp fin)(bn), fin)(bn), a e 1y, obtemos ¢ : supp fitn)(bn) — T satisfazendo
as condigdes (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.3. Facamos v;  ,(§) = ¥(€), para todo
§ € supp fi(n)(bn). As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Caso 2: h;,, € do tipo 2.

®Se fi(n)(bn) = 0, entao Zp,esupp Fitny (On) a(fin)(bn), 1) - d(J) - Hm<n d(fim)(bm)) - i1 (p) = {0+ Z}.
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Como T é divisivel e G, é um subgrupo de G,4;, podemos estender ¢ [g, a um

homomorfismo de grupos ¢ [g Gnt1 — T. Fixemos a € supp fip,)(bn) tal que

n+1 :
q(fin)(bn), @)rn > d(J)-11,<p A(fi(m) (bm)). Podemos supor que a € Ej, pois, do contrério,
os argumentos utilizados no caso 1 podem ser repetidos aqui. Aplicando o lema 3.2.4 para

[w,c[, d(‘]) ’ Hm<n d(fz(m)(bm))7 T'n, ¢n(l(n)) -9 an+1 (gz(n)(bn))> E,, N supp fz(n)(bn))
fitn)(bn), a e 1y, obtemos Y : supp fitn)(bn) — T satisfazendo as condigoes (i), (ii), (iii) e

(iv) do lema 3.2.4. Fagamos 1 1(§) = ¥(§), para todo & € supp fi)(bn). As condigdes
(1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Caso 3: Ny, ¢ do tipo 3.

Como T é divisivel e G, é um subgrupo de G,41, podemos estender ¢ [g, a um
homomorfismo de grupos ¢ [, ,: Gny1 — T. Fixemos a € supp fip,)(bn) tal que
|a(fin) (bn), @)| - 7o > 4 - d(fin)(bn)). Novamente, podemos supor que a € E,. Aplicando
o lema 3.25 para [, cl, d(7) - Thyyen d(ficm ) 7n Bn(i0) — & Tanss (930 (bn)
Ey 0 supp fitn)(bn), fign)(bn), a e 9, obtemos 9 : supp fiy)(b,) — T satisfazendo
as condigdes (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.5. Facamos v;_ (§) = P(€), para todo
& € supp fi(n)(bn). As condigoes (1), (2), (3) e (4) estdo satisfeitas.

Caso 4: h;,,) € do tipo 4.

Se £ € (Eny1 \ En) Nsupp fin)(bn), definimos 15, ;(§) como sendo um elemento de B tal

que

* — Inl

Se § € E, Nsupp fin)(bn), fixemos uma raiz d(f;(,)(bn))-ésima do ponto médio de ¥, (€).

Definimos 9} | (£) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questao com didmetro

* — Intl

Em ambos os casos, facamos

o1 (§) =d(D) - [ dlfiim)(bm)) - i1 (6).

m<n+1

Denotemos por z¢ o centro de 1, 1(§), para todo & € supp fi(n) (bn)-
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Seja
Ginr = ({Mka(i) 11, sy () * B € SUPD H U U <1 5UDP i) (brm) ).

Como T ¢é divisivel e G, é um subgrupo de én+1, podemos estender ¢ [g. a um

n

homomorfismo de grupos ¢ [~ : Gpy1 — T. Fixemos [ € supp g (bn) tal que
Gn+1 + (n)

4(Gitn) (bn ), 1) - > d(H) * []cn, A(Gigm) (bm))- Se k € supp gin)(bn) \ {l}, seja yx uma
raiz d(gn)(bn))-ésima de ¢ [ (Apacr)I1,,_, d(gim (bm)))-

Aplicando o lema 4.2.3 para w, d(H) - [,,,, A(gi(m) (bm))s T, Yn(i(n)) —u — v, gin)(bn), [
e =0 lg,, , (M)l ., dgim®n)): onde

u = Z (gz(n)( H d( gz(m)

kesupp g;(n) (bn)\{l} m<n

v= Z (fz ( H dfz(m TR

é€supp f;(n)(bn) m<n

obtemos y; € T tal que d(gi(n)(bn)) -yt = & I, ., (Mra(a)T1,, -, d(gim) (b)) €

a(Gi(n)(bn) )+ T d(giomy (b)) - w1 + u+ v € P (i(n)).

m<n

Estendamos ¢ [z = a um homomorfismo de grupos ¢ g Gnt1 — T de modo que

n+1 n+1°

G 1[G (b d(H) 1,021 d(Gimy (b)) = Yk

para todo k € supp g;(n)(bn). As condigoes (1), (2), (3) e (4) estdo satisfeitas.

Por inducao, obtemos aplicagoes 1, : E N [w,¢[— B ey : E, N [w,c— B para cada n € w,

satisfazendo as seguintes condigoes:

® Ppi1(§) C Pn(), para todo € € EN [w,cf;
6(¢n(§)) = Tn, S€ 5 € kN [W’ C[ € wn(f) =T, se 5 € (E \ En) N [wv C[;

hd ¢n(€) = d(']) ’ Hm<n d(fi(m)(bm)) ’ WL({), se f € E,N [w7 C['
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Obtemos, ainda, ¢ [¢: G — T um homomorfismo de grupos, onde G = U,c,G, C (Q/Z)).

Usando o fato de T ser um grupo divisivel, estendemos ¢ [¢ a um homomorfismo de grupos
¢ l(q/zy@: (Q/2)®) = T.

Como T é um espago métrico completo e (r,)necw é uma seqiiéncia de niimeros reais positivos

que converge para 0, concluimos que se & € E N [w,¢[, entdao Npew®n(§) = Nnew®n(§) é um

conjunto unitério. Denotaremos por qz(xg) o0 tnico elemento de Ny, n(§)-

Para cada £ € E N [w, ¢, sejam Ne = min{n c w: £ € E,} e n > Ng. Temos que 9,(§) # T
e, portanto, existe um tinico elemento de vy, (§) que multiplicado por d(J) - [1,,,<,, d(fi(m)(bm)) é

igual a ¢(x¢). Denotaremos tal elemento por

o T i )
Consideremos

1
{ d(J) - TLnen A figm)(bm))

Ge — e € QUEND ;> Ng}
e denotemos por G o grupo gerado por Ugcpnw,(Ge. Uma vez que se £ € EN [w,c[ en > Ng,

entao

1 ~ 1
‘b(d(J)‘Hmed(fi(m)(bm))'X5>_ 11 d(f"(””(bm))'¢<d<J>~Hm<nd<fi<m)<bm>>'X5>

Nf §m<n

podemos estender QNS a um homomorfismo de grupos de G em T. Usando o fato de T ser um

grupo divisivel, estendemos é a um homomorfismo de grupos ¢ [Q(Eniw.D: QBN — .

Definimos ¢(x,.1) [(@/z) @guenis. (Q/Z)@) @ QENW<D — T por

b,) Nz ogensa (HyJ) =6 gz (H) + ¢ lgenwa (J)

para todo (H,J) € (Q/Z)«) @ QENw:D,
Se J = 0, entdo ¢ [ gz aqEnk.D (H,J) = ¢ [(@/z)@ (H) # 7Z, uma vez que
(H,J) # (0,0). Suponhamos, portanto, que J # 0. Temos que

¢ lgenwen (J) € Y alJ,€) - ¥5(&).

Eesupp J
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Como

0+Z& ¢ gz H)+ > al.€) 958

&€supp J
temos que @ [(g,z) @ agEnk.d (H,J) # 7Z. Logo, (i) esta verificada.
Fixemos ¢ € EN Ly. Para cada k € i~1({¢}), temos que ¢ [(@/2) @ eqEnk.) (P (br)) é um

elemento de

¢ lg/my@enEned (@) + Y alfiuyO), ) - d) - [T dfiim)Om)) - Vi ().

pesupp ficpy (bx) m<k

Além disso,

¢ l@/zy@anEnie (0,Xiw) € Yr(i(k)).

De (4) vem que

(¢ T(q/z)@aqEniw.d (hik) (k) ¢ [(@/zy@agEnws (0,Xiw)) < di+ds
< 2rg

onde

01 = 8 caupp 10 ) Ui (082 2) - ACT) - Tl iy (b)) - 4 (12)

= 0(¢r(i(k)))-

Como 7 — 0, concluimos que a seqiiéncia {¢ [ (@/z) @QEniw. (higy(br)) = k € it {eN)}
converge para ¢ [(qz) eq(El ) (0, x¢). Da propriedade (v) do lema 4.2.2 segue que

¢ [(Q/z) ) @Bl (0,x¢) = pe — lim{¢ [(Q/2) @QEnlw.D (he(n)) : n € w}.
Logo, (ii) esta verificada. O

Estamos prontos para estender ¢(H,J) r(@/Z)(W}@Q(Eﬁ[w,c[) a um homomorfismo de grupos
b : (Q/Z)@ @ QD - .

Lema 4.2.5. Para cada (H,J) € (Q/Z)“) aQ«<D\{(0,0)}, existe (g, ) :(Q/Z2)W QW d —

T um homomorfismo de grupos tal que:

(i) ¢,y (H, J) #0+Z;
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(1) ¢(w,7)(0, X¢) = pe — Hm{ P, sy (he(n)) : n € w}, para cada § € Lo.

Demonstragao. Faremos a construgao de ¢y, jy por indugao. De acordo com a proposigao 4.2.1,
existe £ € [c]“ tal que supp(H,J) C E, |[EN Ly| = w e Upe,supphe(n) C E, qualquer
que seja & € E N Lg. Segundo o lema 4.2.4 é possivel construir ¢g, s F(Q/Z)(w)@Q(Eﬁ[wD:

(Q/Z)®) @ QMWD — T um homomorfismo de grupos com as seguintes propriedades:

(1) om0 r(@/z)(w)@Q(Eﬁ[w,c[) (H,J)#0+7Z;

(2) ¢ lom@aegEa (0,Xe) = pe —lim{dw ) [(@/zy@agEnw.o (he(n)) : n € w}, para
cada £ € EN Ly.

Consideremos {a¢ : £ < ¢} uma indexacdo estritamente crescente de [w,¢[\E e fixemos
{O5 : § < ¢} uma indexacdo da familia dos abertos bésicos de T(Q/2) &« D\{(0,0)} cujas
projecoes em cada coordenada sao arcos abertos de T com extremos racionais ou o préprio T.
Suponhamos que Oy = T(@/2)eQD\{(0,0)}  Dado § < ¢, €SCreveremos

coord(05) = {(H, J) € TWHSUD s projiy 51(05) # T}
onde
proj () = z(H, J)

para todo z € T eQEN\(00}  para cada 8 € ¢\ {0}, fixemos {Lgs : 6 < ¢} uma particao
de Lg tal que |Lgs| = ¢, para todo § < c.

e Se g € Ly, definamos

O(1.7)(0, Xao) = Pao — I 1) [(/z)@aqEni D (hao(n)) : n € w}
e facamos
b.)(H, J) = dm.g) l(gjzy@ egeEnw.o (H,J)
para todo (H,.J) € (Q/Z)«) @ QFNkw<D 9
e Se existem € ¢\ {0} e § < ¢ tais que ag € Lg s, definamos gZ;(HJ) (0, Xap) de modo que

¢(r,7) (%, Xao) € Proj (1) (Os)

9Estamos considerando QFNw:D « QUENw.eDHao}) — @llwsD,
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e facamos

S, (H, J) = ¢1,0) N0/ eqEno (H,J)
para todo (H,J) € (Q/Z)“) @ QENw:<D),

e Se ap & Ug<cLg, definamos ¢~>( 1,7)(0, Xap) arbitrariamente e fagamos

S,y (H, J) = ¢, /@ enenie (H,J)
para todo (H,J) € (Q/Z)) @ QFNw:D,

Enfw,d)U{ao}) En[w,q

Seja Gg o subgrupo de QU gerado por Q! ) U {Xay}- Podemos estender
(Z;(H’ 7) @ um homomorfismo de grupos de (Q/Z)“) @ Gy em T. Uma vez que T é divisivel,

estendemos é(HJ) a um homomorfismo de grupos ¢y, r(@/z)(w)@Q((Eﬁ[w[)u{ao})3 (Q/Z)(W) o
QUENw,hU{ao}) _ T

Repetindo indutivamente esta construgao, obteremos ¢, ) : (Q/Z)(w) ® QW) — T um

homomorfismo de grupos satisfazendo (i) e (ii). O

4.3 Explicitando a topologia

A proxima proposicdo mostra que o produto diagonal da familia {gb(H’ J) (H,J) €
(Q/Z)«) @ Q<D {(0,0)}} é um monomorfismo de grupos.

Proposicao 4.3.1. Suponhamos que para cada (H,J) € (Q/Z)®) @ Q<D {(0,0)} exista um
homomorfismo de grupos ¢,y (Q/Z)«) @ QD — T tal que b,gy(H,J) # 0+ Z. A

aplicacao
d: (Q/2)® @ Qe — TQDWeQD\{(0,0)}

(H,.J) - d(H,J)
dada por
O(H, J)(H,J) = ¢z.y(H,J), para cada (H,J) € (Q/2)“) @ QD {(0,0)}
€ um monomorfismo de grupos.

Demonstragdo. Andloga & da proposigao 2.3.1. O
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Teorema 4.3.2. Se G é um grupo abeliano quase livre de tor¢ao tal que |G| = ¢, entio G
admite uma topologia que o torna um grupo topoldgico (regular) enumeravelmente compacto sem

seqliéncias nao triviais convergentes.

Demonstragdo. Seja
o={p o d (UN®[P[G]]) : U ¢ aberto em T(Q/Z)(w)@(@([%d)\{(0’0)}}.

Temos que o é uma topologia em G que o torna um grupo topoldgico (regular).

Consideremos h : w — G. Se h é trivial, nada temos a fazer. Se nao, h possui duas
subseqiiéncias constantes e distintas ou existe j : w — w estritamente crescente tal que h o j
é injetora. No primeiro caso, temos que {h(n) € G : n € w} tem pelo menos dois pontos de

acumulacao distintos e, portanto, h nao é convergente. Suponhamos que o segundo caso ocorra.

As aplicagoes
hg: w — G
n +— (hoj)(2n)

h12 w — G
n +— (hoj)(2n+1)

sao subseqiiéncias distintas de h. De acordo com a proposi¢ao 4.1.2, existem jg,j1 @ w — w
estritamente crescentes tais que ¢ o hg o jg, @ o hy 0 j1 € H, uma vez que h o j é injetora. Logo,

existem &p, &1 € Lo distintos tais que ¢ o hg o jo = hg, € @ o hy o j1 = he,.
Dado i € {0,1}, temos que

¢(H,J)(07X§i) =D — 1im{¢(H,J)(hEi(n)) ‘ne w}
para todo (H,J) € (Q/2)“) @ Q<D \ {(0,0)} e, portanto,
(I)(()?X&) =DPg — hm{q)(hﬁi (n)):ne€ w}‘

Logo,
90_1(07X§i) =D¢; — lim{(h; o j;)(n) : n € w}.

Assim, ¢71(0, xg,) € ©71(0, x¢,) sao pontos de acumulagdo distintos de {h(n) : n € w}. O
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4.4 'Topologias independentes

Definicao 4.4.1. [35] Sejam 71 e 1o duas topologias T\ e nao discretas em um conjunto X.

Dizemos que 1 e T sdo independentes se 71 N T coincide com a topologia cofinita em X .

Observamos que se (G,7) é um grupo topolégico abeliano, entdao G[n] é um subconjunto
fechado de G para todo n € N. Portanto, se G é um grupo de nao tor¢ao, uma condicao
necessaria para que G admita uma topologia independente de 7 é ser quase livre de torgao.

A prova da préxima proposicao baseia-se na demonstracao de um caso particular do teorema
de Cech-Pospisil, o qual afirma que se X é um espaco compacto de Hausdorff tal que x(z, X) > w

para todo = € X, entao | X| > c.

Proposigao 4.4.2. Se X € um espacgo topoldgico regular, enumeravelmente compacto e sem

seqliéncias nao triviais convergentes, entdao | X| > «c.

Demonstragdo. Para cada n € w, vamos construir uma familia {K; : f € 2"} de subconjuntos

fechados infinitos de X tal que:

(1) Se f€2™ em <mn,entdo Ky C Ky, ;

(2) Se f,ge 2™ e f # g, entao Ky N K, = 0.

Sen = 0, entao 2" = {0}. Facamos Ky = X. Fixemos n € w e suponhamos que {K; : f € 2"}
seja uma familia de subconjuntos fechados infinitos de X satisfazendo as condigoes (1) e (2). Para
cada f € 2", consideremos fo, f1 € 2" tais que fo [n= f, f1 [n= f, fo(n) =0e fi(n) = 1.
Como Ky é um subconjunto fechado infinito de X, existem z,y € Ky pontos de acumulagao
distintos de Ky em X 10 Da regularidade de X segue que existem U e V subconjuntos abertos
de X taisquex €U,y €V eUNV =0. Una vez que = e y sao pontos de acumulacao de Ky
em X, temos que U N Ky e V N Ky sao subconjuntos infinitos de X. Como K é fechado em X,
temos que UNK; C Ky e VN Ky C Ky. Definimos Ky, = UNKy e Ky, = VN Ky. Temos

108¢eja, F um subconjunto fechado infinito de X. Do fato de X ser enumeravelmente compacto decorre que existe
r € F um ponto de acumulacdo de F' em X. Suponhamos que, para cada vizinhanca aberta U de x em X, o
conjunto F'\ U seja finito. Seja {z, : n € w} uma enumeracao injetora de F. Temos que {z, : n € w} \ U é um
conjunto finito, para toda vizinhanga aberta U de z em X. Isto implica que a seqiiéncia nao trivial {z, : n € w}
de X converge para z, o que é absurdo. Logo, existe uma vizinhanca aberta U de z em X tal que F\ U é um
subconjunto infinito de X. Da compacidade enumeravel de X segue que existe y um ponto de acumulagdo de
F\ U (e, portanto, de F') em X. Como F'\ U é um subconjunto fechado de X, temos que y € F'\ U e, portanto,
T #y.
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que {Ky: fe2m} ={Ky : f€2"}U{Ky, : f € 2"} é uma familia de subconjuntos fechados
infinitos de X que satisfaz as condigdes (1) e (2).

Para cada f € 2¥, seja K5 = MpewKyp,. De (1) segue que Ky # 0, uma vez que X é
enumeravelmente compacto. De (2) decorre que se f,g € 2 e f # g, entdo Ky N K, = 0. Logo,
|F| > c. O

Corolario 4.4.3. Seja X wm espaco topoldgico reqular, enumeravelmente compacto e sem
sequiéncias nao triviais convergentes. Se F é um subconjunto fechado e infinito de X, entdo
|F| > c.

Demonstracao. Basta observar que se F' é um subconjunto fechado e infinito de X, entdao F' é um
espaco topolégico regular, enumeravelmente compacto e sem seqiiéncias nao triviais convergentes.

Da proposicao 4.4.2 segue que |F| > c. O]

Teorema 4.4.4. Se G € um grupo abeliano quase livre de tor¢ao e existe uma topologia T em G

tal que |G| = || = ¢, entdo existe uma topologia o em G com as sequintes propriedades:

(i) (G,0) é um grupo topologico;

(i) T e o sdo independentes.

Demonstragao. Seja o a topologia em G dada pelo teorema 4.3.2. De acordo com o corolario
4.4.3, a fim de mostrar que 7 e o sao independentes, é suficiente verificar que G \ F3 ¢ o, para
todo 8 €]0, ¢[.

Fixemos f € ¢\ {0}. Se mostrarmos que ®[¢(F)] N Os # 0 para todo § < ¢, teremos que
O[p(F3)] serd denso em T@/2)eQE {00} yma vez que {Os : § < ¢} constitui uma base de
abertos para T(Q/2)“ Q= D\{(0,0)} Logo, Fj nao serd um subconjunto fechado de (G, o), uma
vez que Fg # G.

Temos que ¢[Fs] = (2 0 ¢1)[Fs] > ¢alTs] = {(2”,xe) : € € Lg}. Portanto, D[p[Fy]] >
®[{(2”,x¢) : € € Lg}]. Claramente, ®[{(z”,x¢) : € € Lz} N Og # 0. Seja § < ¢ e suponhamos
escolhidos {&, : v < 6} C Lg tais que ®(z”, x¢,) € O,. Seja coord(Os) = {(Ho, Jo), --., (Hi, Ji)}-
Temos que Lg s\ ({& 17 <} U Uf:o En,.5,)) # 0, onde E(g, j,) ¢ obtido através da proposicao
4.2.1 aplicada a (Hj;,J;). Tomemos & € L\ ({& : v < 0y uUL, Ew,.5,)) # 0. Do lema 4.2.5
segue que d>(H1.,JZ.)(a:ﬂ, X¢s) € Proju,.g,)(Os), para todo i < k + 1. Portanto, @(xﬁ,xgé) €0s. O
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Corolério 4.4.5. Se G é um grupo abeliano quase livre de tor¢ao tal que |G| = ¢ e existe uma
topologia 7 em G tal que w(G,T) = w, entdo existe uma topologia o em G com as seguintes

propriedades:
(i) (G,0) é um grupo topoldgico;
(i) T e o sdo independentes.

Demonstragio. Basta observar que |7| < 2¥(G7) = ¢ e que, como (G,7) é T1, entdo |7| > |G| = c.

Logo, |T| = ¢, o que nos permite aplicar o teorema 4.4.4. O]






CAPITULO b

Caracterizacao algébrica dos grupos abelianos de nao torcao que tém
cardinalidade ¢ e que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta

Neste capitulo, assumiremos a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis
(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para caracterizar algebricamente os grupos abelianos de
nao torcao que tém cardinalidade ¢ e que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta sem seqiiéncias nao triviais convergentes.

Seja G um grupo abeliano de nao torgao tal que |G| = ¢. Sabemos que se G admite
uma topologia de grupo enumeravelmente compacta, entdo |G/T(G)| = ¢ e, para quaisquer
n,d € N\ {0} tais que d | n, o conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade ¢. Nosso objetivo é
mostrar que estas condicoes algébricas também sao suficientes para garantir a existéncia de uma

topologia de grupo enumeravelmente compacta em G.

A principal diferenga com relacao ao capitulo anterior é a necessidade de atribuir pontos de
acumulacao de ordem finita a algumas seqiiéncias em . Comecaremos selecionando candidatos
adequados e imergindo G em uma soma direta conveniente de cépias de Q/Z e Q. A idéia de
“reduzir” a quantidade de seqiiéncias para as quais serdo atribuidos pontos de acumulagao pré-
fixados também se faz presente neste capitulo e, a fim de escolhé-las adequadamente, recorremos

a nocao de subconjuntos n-rounds de um grupo fixado, onde n é um nimero natural nao nulo.

75
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Encerraremos este capitulo mostrando que se um grupo abeliano de nao torgao e cardinalidade
¢ admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem seqiiéncias nao triviais
convergentes, entao o mesmo admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem

seqiiéncias nao triviais convergentes com peso 2°.

5.1 Selecionando candidatos a pontos de acumulagao
Seja G um grupo abeliano tal que:
e |G| =g
o [G/T(G)]=¢
o Vn,d € N\ {0} (d|n — |dGn]| < w ou |[dG]n]| = ¢).

Consideremos {Fy, P} uma partigao de ¢ tal que |Py| = |Pi| = ¢, wU{w} C P e
{w+n:n>1} C F.

Afirmagao 5.1.1. Ezistem Ly € [P e ¢ : G — (Q/Z)F) Q) um monomorfismo de grupos
tais que wU {w} C L1 e {(0,x¢) € (Q/Z)0) @ QU : ¢ € Ly} € [G].

1

Demonstragio. Seja @1 : G — (Q/Z)F) @ Q) um monomorfismo de grupos.! Por hipétese,

|G/T(G)| = ¢. Logo, existe W um subconjunto de G tal que:
o w ¢ T(G), para todo w € W;
e w; —wy € T(G), quaisquer que sejam wi,wy € W com w; # ws.

Tomemos yy € W e definamos Yy = {yo}. Seja @ < ¢ um ordinal. Para cada § < «,
suponhamos definido Y3 = {y, : v < #} um subconjunto independente de G tal que:

OYﬁCW;

e Se vy < <a,entao Y, C Y3.

!Como G é um grupo abeliano, segue que G é isomorfo a um subgrupo de um grupo divisivel. Além disso, todo
grupo divisivel é isomorfo a uma soma direta de cépias de Q e de Z,(c0) C Q/Z, para p nimero primo. Uma vez
que |G| = ¢, bastam ¢ cépias de Q e de Q/Z.
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Se a for um ordinal limite, facamos Y, = Ug<,Y3. Suponhamos, portanto, que a seja um ordinal
sucessor — digamos, o =  + 1. Afirmamos que existe y, € W tal que (yo) N (Y3) = {0}. Com
efeito, se nao existisse um tal elemento, entao para cada w € W existiria m,, € Z\ {0} de modo
que my, - w € (Yg). Todavia, |(Y3)| < max{w,|B]|} < ¢. Como |[W| = ¢, existiriam y € (Y3) e
W C W tais que:

o W|=c¢

& My, W =1y, paratodowEW.
Uma vez que |Z \ {0}| = w, seria possivel tomar W C W e m € Z \ {0} tais que:

o [W|=c;

o m-w =y, paratodowew.
Todavia, isto contradiz o fato de que a diferenca de dois elementos distintos quaisquer de W nao
pertence a T'(G). Portanto, existe y, € W tal que (yo) N (Y3) = {0}. Facamos Y, = Yz U {ya}.
Temos que Y, é um subconjunto independente de G tal que Y, C W e Yz C Y,, qualquer que
seja B < . Seja Y = Ug<Ya.

Temos que Y C W é um subconjunto independente de G de cardinalidade ¢. Consideremos

{z¢ : € < ¢} uma indexagao de Y e escrevamos

1(z¢) = (ag,be) € (Q/2) ) @ QM)

qualquer que seja £ < ¢. Para cada n € w, seja
Ap={{<c:n-ag =0}

Como |Y| = ¢, existe n € w tal que |A,| = ¢. Fixemos um tal n e olhemos para o conjunto
{n-z¢: £ € A,}. Observamos que o mesmo tem cardinalidade ¢, uma vez que [A,| =ceY C W
¢ um subconjunto independente de G. Além disso, 1(n - z¢) = (0,n - b¢), para todo § € A,.
Tomemos {c¢ : ¢ € Pi} uma base do Q-espaco vetorial Q(7%) que contém {n - b : £ € A,} e
tal que {c¢: ¢ € wU{w}} C {n-be: €€ Ay} Seja o : (Q/Z)10) @ QUY) — (Q/Z)0) @ QU o
isomorfismo de grupos dado por @s(a,0) = (a,0), qualquer que seja (a,0) € (Q/Z)F0) @ QU ¢
©2(0, > cepaccc) = (0,2 e acX¢)s qualquer que seja F' € [P]< com {a¢ : ¢ € F} C Q\{0}.
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Tomemos L1 € [P]° tal que [Py \ Li| =ce {n-be: £ € Ay} = {cc : ¢ € L1}. Temos que
wU{w} C Ly e {(0,x¢) : § € L1} C P[G], onde ¢ = @30 1. O

Denotemos por D o conjunto dos nimeros naturais n > 1 tais que G contém uma copia de
ng ) e, portanto, um subconjunto independente de cardinalidade ¢ constituido de elementos

de ordem n.

Afirmagao 5.1.2. Para cadan € D, existe {(xy,0) € (Q/Z)() @ Q) : ¢ < ¢} € @[G] com as

sequintes propriedades:
(i) o(m?) =n, para todo £ < ¢;
(ii) supp .T}? Nsupp ), = 0, quaisquer que sejam &, < ¢ com & # pu.

Demonstragao. Sejam n € D e {(yg,0) € (Q/Z)") @ QU : ¢ < ¢} C ¢[G] independente com
o(yg) = n, para todo § <.

Caso 1: ¢ é regular.

Aplicando o lema do A-sistema para {suppyy : { < c}, obtemos I, € [¢]* e Ry, € [Po]<¥
tais que {suppy; : § € I} constitui um A-sistema de raiz R,. Tomemos J, € [I,]° tal
que se &, 1 € Jp, entdo y?(() = y,,(¢) para todo ¢ € Rn.2 Seja {Jn0, Jn1} uma particio
de J, tal que |Jy, 0| = |Jn1]| = ¢. Fixemos f:¢— Jy0e g:c— Jy1 bijecoes e definamos
x? = y;}(g) — yg(g), para todo & < c.

Dado § < ¢, temos que o(zy) = n, uma vez que n -y = n - Wi — y;@))
n- y?(g) -n- yg(g) =0—0 =0 e se m é um numero natural ndo nulo menor que n,
entao m - T = m - Y — M- Yo # 0, uma vez que o(y?(g)) = o(y;(g)) =nef{y:§{<c}
é um subconjunto independente de G.

Por fim, sejam &, p < ¢ tais que £ # p. Se ¢ € supp a:? N supp z;, entao uma das seguintes

possibilidades ocorre:

* € ESUPP Yje) N SUPP Y(,);
* € ESUpP Yje) MSUPP Yg):
® C € SUPPYy(e) N SUPP V()

® € Supp Yye) N SUPP Yy,

2Um tal J,, existe, uma vez que R, é finito, Q/Z é enumerével e |I,,| = c.
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Logo, ( € R, e, portanto, ( € supp y}‘(g) N suppy;}(m N suppy’;(g) N suppyg(u). Como
f(6),9(8), f(1), 9(u) € Jp, temos que y?(g)(é) = y?(“)(é) = yg(@(C) = y’,?(u)(é) e, portanto,

x?({) = x,,(¢) = 0 — o que ¢ absurdo, pois tomamos ¢ € supp zg Nsupp ;. Portanto,

supp a:g Nsupp ), = (), quaisquer que sejam &, pu < ¢ com & # p.

Caso 2: ¢ nao é regular.
Neste caso, cf(c) < ¢ e ¢ é um cardinal limite.

Seja {Iy : o < cf(¢)} uma familia de subconjuntos de ¢ dois a dois disjuntos tal que

¢ = Unccf(c) Lo © |Ia] = Ka, para cada a < cf(c), onde:

o {Kq:a <cf(c)} é uma seqiiéncia estritamente crescente e cofinal em c;
® Ko € um cardinal regular, para todo o < ;

* o > max{w, o], supg_, K5} T3

Para cada a < cf(c) podemos repetir a construgao feita no caso 1 e obter {(zf,0) €
(Q/Z) P aQ™) : ¢ € I} C [G] tal que o(zf) = nparatodo { € I, e supp zy Nsupp zj, =
, quaisquer que sejam &, u € I, com :

0, quai jam &, p € I E# 1

Sejam Jo = Ip e o < cf(c) um ordinal. Suponhamos que para cada 3 < «, exista Jg C Ig
tal que |Jg| = |Ig| = kg e supp g N supp z, = 0, quaisquer que sejam &, p € Ug<qJg com
§ # p. Seja Xo = Ugeu,_ 7, SUPP :Eg Temos que | X, | < kq €, portanto, existe J, C I, tal
que |Jo| = |Ia] € supp g N Xo = 0, para todo & € J,.4

Definimos J = Uy<cf(c)Ja- Temos que |J| = ¢ e supp :L'? Nsupp z,, = (), quaisquer que sejam
& peJ com € # p. O

38eja {\a : @ < cf(c)} uma seqiiéncia estritamente crescente e cofinal em ¢. Definamos ko = max{w, |Xo|T}T.
Temos que Ko > w e Ko < ¢, uma vez que ¢ é um cardinal limite e Ao < ¢. Seja a < cf(¢) e suponhamos que kg
esteja definido para todo 8 < «, de modo que:

— max{|B], As|T} < w5 < g

— kg € um cardinal regular;

— Se v < B <, entdo ky < Kg.
Definimos ko = max{|al, [Aa|,supg_, £3}". Temos que max{|al,|Aa|"} < Ko e como o < cf(c), temos que
SUPg<q kg < €. Logo, ka < ¢, uma vez que ¢ é um cardinal limite. Do fato de ko ser um cardinal sucessor
decorre que ko é um cardinal regular. Por fim, observamos que se 8 < «, entdo kg < kq. Por indugdo em cf(c),
construimos {kq : o < cf(c)} satisfazendo as condigoes listadas acima. Facamos Iy = ko e, para cada o < cf(c),
tomamos Io = Ka \ Ug<akp. Temos que ¢ = Ug<ct(c)la € [Ia] = Ka, para todo a < cf(c).

4Isto ocorre uma vez que supp xg Nsuppx, = (), quaisquer que sejam &, y € I com & # pu.
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Afirmagao 5.1.3. Para cadan € D, existe L, € [Py]° tal que Ly, N L, = 0, quaisquer que sejam
m,n € D com m # n. Além disso, eriste {(z¢,0) € (Q/Z)T) @ Q) : ¢ € UpepLyn} C 3[G]

com as sequintes propriedades:
(i) Se & € Ly, entao o(xe) = n;

(ii) Se &, € UpepLy € & # i, entdo supp x¢ Nsupp x, = 0;

(iii) & € supp x¢, para todo & € UpepLy,.

Demonstragdo. Para cada n € D, seja {zf : £ < ¢} onde {(zf,0) € (Q/Z)P) @ Q) : ¢ <
¢} C ¢[G] satisfaz as condigoes (i) e (ii) da afirmac@o 5.1.2. Consideremos {X¢ : ( < ¢} uma
indexacao de {{zf : { <<} :n € D} de modo que

{C<e: Xe={ap <} =c

para todo n € D.
Fixemos z € X e definamos {y = min supp . Denotaremos x por x¢,. Seja a < ¢ um ordinal.

Para cada < «, suponhamos definidos {g € Py e x¢, € X com as seguintes propriedades:

o {3 = minsuppxgﬁ;

e Sey < 8 < a, entdo supp x¢, N supp ¢, = 0.

Temos que | Ug<q supp 2¢,| < max{|al,w} < ¢. Uma vez que [X,| = ¢ e suppz Nsuppy =
para quaisquer x e y elementos distintos de X, existe z € X, tal que supp 2N (Ug<q supp 1:5[3) =
(. Definamos &, = minsupp z e escrevamos ¢, = z. Por indugéo, obtemos &, € Py e x¢, € Xa,
para todo o < ¢.

Se n € D, definimos
Ly={a€Py: Xo={2f : { <} \{w+m:m>1}

Note que |Lp| = ¢, uma vez que {a < ¢: Xo = {27 : { < c}}| = ce s # §p se ae (3 sao
elementos distintos de ¢. Além disso, L,, N L, = 0, se m,n € D e m # n. Se £ € L,, entao
o(zg) =neseé, 1t € UpepLy € § # p, entdo suppzg Nsuppz, = . Por fim, se { € UpepLn,
entao § € supp z¢. O
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Proposicao 5.1.4. Eziste p : G — (Q/Z)F0*%) @ Q) um monomorfismo de grupos tal que

{(0,x¢) € (Q/Z)P*) & QP : ¢ € L1} C ¢[G] e {(ye,0) € (Q/Z)I>«) g QU : ¢ €
UnEDLn} - SO[G]) onde:

(i) Se & € Ly, entao o(ye) =n;
(it) Se & € UpepLy, entao suppye C {£} X w.

Demonstragdo. Seja {(z¢,0) € (Q/Z)") @ QU : ¢ € UpepLy} C @[G] satisfazendo as
condicdes (i), (ii) e (iii) da afirmacéo 5.1.3. Consideremos a aplicacio ¢ : (Q/Z)F) @ Q1) —
(Q/7)Foxw) @ Q1) definida da seguinte maneira:

e Seja ¢ € Ly, para algum n € D. Denotemos supp z¢ por {ag, a1, ...,am}, onde ag < a1 <

o < Q. A q-ésima parcela Q/Z da soma direta (Q/Z)0) serd levada identicamente na

(€,1)-ésima parcela da soma direta (Q/Z)Foxw),

e Se p € Py\Ugeu, . pL, SUPP T¢, entdo a u-ésima parcela Q/Z da soma direta (Q/Z)F) serd

levada identicamente na (s, 0)-ésima parcela da soma direta (Q/Z)Fox),
e ¢(0,b) = (0,b), para todo b € Q(F),

A aplicacao ¢ é um monomorfismo de grupos. Sejam ¢ = o @ e (y,0) = ¢(x¢,0), para

todo &€ € UpepLy,. Temos que ¢ é um monomorfismo de grupos tal que

{(0,x¢) € (Q/2)P*) & Q") : ¢ € L1} C ¢[G]

{(ye,0) € (Q/Z) ) g QY . ¢ € UpepLn} C 9[G].

Além disso, se & € Ly, entao o(yg) = o(¢(x¢,0)) = n, uma vez que ¢ é um monomorfismo de

grupos. Por fim, suppye C {{} x w, qualquer que seja £ € UpepLy. O

5.2 Uma escolha adequada de seqiiéncias

Se (H,J) € (Q/Z)Fox«) ¢ Q) entdo
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onde p(H,(§n)),q(H,(&n)) € Z, q(H,(§n)) > 0, mde(p(H, (& n)),q(H,(§n)) = 1 e
0<p(H,(n) <q(H, (&n))— 1 para cada ({,n) € supp H. Além disso,

~ p(J, )

) = q(J, 1)

onde p(J, 1), q(J, p) € Z, q(J, 1) > 0 e mde(p(J, p), q(J, 1)) = 1, para cada p € supp J. Sejam
¢(H)| = max{q(H, (§,n)) : ({,n) € supp H},

lq(J)| = max{q(J, p) : p € supp J }

()] = max{|p(J, p)| : p € supp J}.

Consideremos

d(H) = mmc{q(H, (§,n)) : (§,n) € supp H}

d(J) = mmc{q(J, ) : p € supp J}.5

Para cada (§,n) € supp H, seja

e D
a(H, (&,n)) =p(H, (& n)) q(H, (&,n))
e, para cada p € supp J, seja d(J)
aldw) =plh) - s

Sejam, ainda,

|a(J)| = max{|a(J, p)| : p € supp J}

la(H, Nll= > ladE(En)+ Y la(p)l.

(§;n)€supp H pEsupp J
Observamos que

supp(H, J) = supp H Usupp J.

®Se H = 0, entdo d(H) = 1. Analogamente, se J = 0, entdo d(J) = 1.
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Se H € (Q/Z)(P0X%) ¢ X C Py x w, entdo H |xe (Q/Z)F0*w) é dada por

H(En) se (§n)eX

para todo (§,n) € Py x w. Por fim, se X C Py X w, escreveremos

m[X] ={{ € Py: 3In € w tal que (§,n) € X}

m[X]={n €w:3 € P tal que ({,n) € X}.

Definigao 5.2.1. [17] Sejam S C G infinito e n > 1 um nidmero natural. Dizemos que S é

n-round se:
e SCG[n|;

e A restricio do homomorfismo de grupos

wg: G — G
T — dx

a S ¢é finita-a-um, qualquer que seja d divisor proprio de n.5

As duas proposigoes seguintes encontram-se em [17]. Como suas demonstracoes sdo curtas,

optamos por reproduzi-las aqui.

Proposigao 5.2.2. [17] Sejam n > 1 um nimero natural e S um subconjunto infinito de G|n).

Ezxistem T C G infinito e z € G tais que T+ 2z C S e T € d-round, para algum divisor d de n.

Demonstragao. Seja S C Gn| infinito. Se S é n-round, tomamos T'= S e z = 0. Se ndo, existe
d um divisor proprio de n tal que a restricao de ¢4 a S nao é finita-a-um. Tomemos d minimal
com respeito a esta propriedade. Existem g € G e S’ C S infinito tais que pq4(x) = g, para todo
x € 5. Fixemos z € S’ e fagamos T' = S’ — z. Temos que T C G[d]. Além disso, se  é um divisor
préprio de d, entao r é, em particular, um divisor proprio de n e v < d. Logo, a restricao de ¢,
a S é finita-a-um. Dal segue que a restri¢do de ¢, a T é finita-a-um e, portanto, T' é d-round.
Por fim, T+z2z=(8"—-2)+zC S CS. O

STsto 6, ¢, ' ({x}) é um subconjunto finito de G, qualquer que seja = € G.
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Proposicao 5.2.3. [17] Seja n > 1 um nimero natural. Se existe S C G tal que S € n-round,

entaon € D.

Demonstragao. Observamos que |S| > w e que S C G[n]. Como |G[n]| < w ou |G[n]| = ¢, temos
que |G[n]| = ¢. Para cada divisor préprio d de n, temos que dS é um subconjunto infinito de
dG[n] e como |dG[n]| < w ou |[dG[n]| = ¢, concluimos que |[dG[n]| = ¢. Vamos mostrar que z\) ¢
isomorfo a um subgrupo de G por indugao no nimero de divisores de n.

Se n é um numero primo, entdo G[n] é isomorfo a soma direta de ¢ cépias de Z,(f ) e, portanto,
n € D. Suponhamos, agora, que n = mp, onde m > 1 é um ntmero natural e p é um ntmero
primo. Temos que pS é um subconjunto m-round de G.” Como o ntimero de divisores de m é
estritamente menor que o nimero de divisores de n temos, por hipétese de indugao, que m € D.
Isto significa que Zgﬁ) é isomorfo a um subgrupo de G. Podemos escrever m = mgp¥, onde
mdc(mo,p) = 1. Observamos que G[n] = G[mop**1] = G[mg] © G[p**!]. Do teorema de 1.1.3
decorre que G[pFt!] = @fillZgji), onde 61, ..., 0,41 sdo cardinais menores ou iguais a ¢. Uma vez

que /mGn]| =ce
mG[n] = mop" (Glmo] & Glp**1)) = mop"Glp* ] = mop* & 2.7

concluimos que 6;11 = ¢. Logo, 79 | ¢ isomorfo a um subgrupo de G, o que significa que

pk+1
k+1 (

pFt1l € D. Portanto, se n = p ou seja, se mg = 1), entdon € D. Se n # pFHL, entdo mg > 1

e pFt1S é um subconjunto mg-round de G. Como o numero de divisores de myg € estritamente
menor que o nimero de divisores de n, da hipdtese de indugao segue que mgy € D. Logo, Zg,i)o é
isomorfo a um subgrupo de GG. Portanto, ng )~ fom @ Zz(;’“) 41 ¢ isomorfo a um subgrupo de G, o

que implica que n € D. O

Denotaremos por H o conjunto de todas as fungoes

h #lG] € (@/2)) @ QM)

(9(n), f(n))

3 &

_>
|_>
que satisfazem uma das seguintes condicoes:

(1) supp f(n) \ Um<n supp f(m) # (), para todo n € w;

"Com efeito, pS é um subconjunto infinito de G, pois S 0 é e S é n = mp-round, o que faz com que (), restrita a
S seja finita-a-um. Além disso, pS C G[m], pois S C G[n]. Por fim, se r é um divisor préprio de m, entéo pr é um
divisor proprio de n e, portanto, ¢, restrita a S é finita-a-um, o que significa que ¢, restrita a pS é finita-a-um.
Logo, pS é m-round.
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(2) lg(f(n))| > n, para todo n € w;
(3) {lg(f(n))] : n € w} é limitado e |p(f(n))| > n, para todo n € w;

(4) |g(g(n))| > n, para todo n € w;

Proposicio 5.2.4. Se h : w — ¢[G] C (Q/z)Po*w) @ QW) entdo existem j : w — w
estritamente crescente e ¢ € ¢[G] tais que a seqiéncia n — (h o j)(n) + ¢ € constante ou é

de um dos tipos acima mencionados.

Demonstracio. Para cada n € w, escreveremos h(n) = (g(n), f(n)), onde g : w — (Q/Z)Foxw)
e f:w— QW) Além disso, observamos que (0,0) = ¢(0) € [G]. Ha seis casos a serem

considerados.

Caso 1: Upe, supp f(n) € infinito.
Por inducao, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de numeros

naturais tal que supp f(ng+1) \ Ui<kr1supp f(n;) # 0. Temos que

jr w — w
k'—)ﬂk

¢ uma fungao estritamente crescente tal que hoj é do tipo 1. Neste caso, tomamos ¢ = (0, 0).

Caso 2: Upey, supp f(n) é finito e {|g(f(n))| : n € w} é ilimitado.
Por induca@o, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de ntimeros

naturais tal que |¢(f(ng))| > k, para todo k € w. Temos que

jrw = w
k+—>nk

é uma fungao estritamente crescente tal que hoj é do tipo 2. Neste caso, tomamos ¢ = (0, 0).
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Caso 3: Upey, supp f(n) é finito, {|¢(f(n))| : n € w} é limitado e {|p(f(n))| : n € w} é ilimitado.
Por indugdo, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros

naturais tal que |p(f(ng))| > k, para todo k € w. Temos que

jrw — w
k'—)ﬂk

é uma fungao estritamente crescente tal que hoj é do tipo 3. Neste caso, tomamos ¢ = (0, 0).

Caso 4: Upe,supp f(n) é finito, {|g(f(n))| : n € w} e {|p(f(n))] : n € w} sdo limitados e
{lg(g(n))| : n € w} é ilimitado.
Por inducao, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros

naturais tal que |q(g(ng))| > k, para todo k € w. Temos que

jr w = w
k'—)ﬂk

¢ uma fungao estritamente crescente tal que hoj é do tipo 4. Neste caso, tomamos ¢ = (0, 0).

Caso 5: Upey, supp f(n) é finito, {|g(f(n))| : n € w}, {Ip(f(n))| : n € w} e {|lg(g(n))] : n € w}
sao limitados e Uyey, supp g(n) é infinito.

Uma vez que Upe,suppg(n) é infinito, existe j; : w — w estritamente crescente tal
que suppg o ji1(n) \ Upm<nsuppg o ji(m) # 0, para todo n € w. Como U,e, supp f(n)
é finito e tanto {|¢(f(n))| : n € w} quanto {|p(f(n))| : n € w} sao limitados, existe
jo @ w — w estritamente crescente tal que f o jj o ja(n) = b € QW1 *w)  para todo
n € w. Temos que {(g o ji1 o j2(n),b) : n € w} é um subconjunto infinito de ¢[G]
e, portanto, S = {(g o j1 o jo(n) — g o j1 © 52(0),0) : n € w} também o é. Como
{lg(g(n))] : n € w} é limitado, existe k¥ > 1 um ntmero natural tal que S C ¢[G][k].
Logo, existem T' C ¢[G] infinito e z € ¢[G] tais que T+ z C S e T é d-round, para
algum divisor d de k.® Seja j3 : w — w uma funcdo estritamente crescente tal que
T+ 2z ={(gojiojaojs(n) —gojioyj2(0),0) : n € w}y. Em outras palavras, T =
{(gojioj20js(n)—goji072(0),0)—z:n € w}. Como T é d-round, temos que T' C [G][d].
Portanto, existem j4 : w — w uma funcao estritamente crescente e r um divisor de d tais
que o((g o j10ja0 730 js(n) —goji072(0),0) — z) = r, para todo n € w. Observamos que
r € D, uma vez que {(goj10j20j30j4(n) —goji0j2(0),0) —z:n € w} é r-round. Sejam

80bserve que z tem ordem finita.
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c=—hoj10j2(0) —zej=ji0j20j30740J5, onde j5: w — w é uma funcdo estritamente
crescente tal que supp(goj(n) —goji0j2(0) = 2) \Um<n supp(goj(m) —gojioja(0) —z) # 0,
para todo n € w.

Caso 6: Uyc, supp f(n) é finito, {|q¢(f(n))| : n € w}, {|p(f(n))| : n € w} e {|g(g(n))]| : n € w}
sao limitados e Uy, supp g(n) é finito.
Temos que {g(n) : n € w} é finito, bem como {f(n) : n € w}. Portanto, h possui uma

subseqiiéncia constante. O
Proposigao 5.2.5. Eiste {h¢:{ € (L1 UU,cp Ln) \ w} uma indevacdo de H tal que:

(1) hy(n) = (0,xn), para todo n € w.
(it) Se & € Ly, entao he € do tipo 1, 2, 3 ou 4;
(iii) Se existe k € D tal que £ € Ly, entdo he € do tipo 5 e o(he(n)) = k, para todo n € w;

(iv) Unewsupp he(n) C (§ x w) U, para todo € € (L1 UU,ep Ln) \ w.

Demonstracdo. Observamos, primeiramente, que |H| = ¢ = ¢. Portanto, podemos considerar
) ) )

{ﬁg &€ (L1UU,ep Ln) \ w} uma indexacao de H tal que, para cada h € H, o conjunto

Ap ={6 € (L1 UUpep Ln) \w : he = h}

tenha cardinalidade c.
Fixemos h € H. Como Upe,, supp h(n) C (¢ xw)Ue, cf(c) > w e |Upew supp h(n)| < w, existe
a < ¢ tal que a > w e Upewsupp h(n) C (o x w) U a.

Caso 1: h é do tipo 1, 2, 3 ou 4.

Se§ € Lyef>a, facamos he = iLg.

Se & € Ly e& < a, fagamos he = H, onde H(n) = (0, x,) para todo n € w. Observamos
que H é do tipo 1 e, portanto, H € H.

Se £ € UpepLy, existe um dnico m € D tal que € L,,. Neste caso, facamos hg = I,
onde Fi,,(n)(w+n+1,0) é um elemento de Q/Z de ordem m, F,,(n)(u, k) = 0+7Z qualquer
que seja (u, k) € (Ppxw)\{(w+n+1,0)} e F,,(n)(0) = 0, qualquer que seja 6 € Pj, para
todo n € w. Temos que F, é do tipo 5 e, portanto, F,,, € H. Além disso, o(Fp,(n)) = m,

para todo n € w.
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Caso 2: h é do tipo 5.
Se £ € Ly, fagamos he = H.
Como h é do tipo 5, existe m € D tal que o(h(n)) = m, para todo n € w.
Se £ € Ly, e § > «, fagamos he = ilg.
Se £ € Ly, e § < «, fagamos he = Fiy,.
Se { € Ly, para algum k € D\ {m}, facamos h¢ = Fj.

As condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) estao verificadas. O

5.3 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {p¢ : £ € (L1 U Upep Ln) \ w} uma familia de ultrafiltros seletivos dois a dois
incomparaveis segundo a ordem de Rudin-Keisler e {h¢ : £ € (L1U{J,,cp Ln) \w} uma indexagao
de H satisfazendo as condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) da proposi¢ao 5.2.5. No que segue, escreveremos
he(n) = (g¢(n), fe(n)), onde g¢ : w = (Q/Z)P*“) e fe :w — QU

Proposicdo 5.3.1. Seja (H,J) € (Q/Z)Fo*«) ¢ QU \ {(0,0)}. Ewiste E € [c]” tal que:
(i) supp(H,J) C (E x w) U E;
(1i) [EN[(L1UUpep Ln) \ ]| = w;

(ii1) Unewsupp he(n) C (E x w) U E, qualquer que seja & € EN[(L1UU,cp Ln) \ w].

Demonstragdo. Para cada § € ¢\ [(L1 U U,ep Ln) \ w], facamos E(§) = {{} Uw. Se
£ € (L1UU,ep Ln) \ w, definimos indutivamente

E(€) ={{u U;Lem[unew supp ge (n)]UU,, ., sUPP fe(n) E(p).

Fixemos L; € [L1 \ w]” e facamos

b= UCEWl [supp H]Usupp JUL; E(C)

Temos que supp(H,J)U L, C (E x w) U E, uma vez que { € E(¢) C E, qualquer que seja
¢ € m[supp H] Usupp.J U Ly. Além disso, um argumento indutivo garante que E(£) € [¢]”
para todo £ < ¢ e, portanto, E € [¢c]*. Por fim, se { € EN[(L1 UU,ep Ln) \ w], entao existe
¢ € mi[supp H] U supp J U L tal que € € E(¢). Um outro argumento indutivo garante que
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se a € F(B), entdao F(a) C E(f), quaisquer que sejam «, 3 < ¢. Logo, m1[Upe, supp ge(n)] U
Unew supp fe(n) C E(§) C E(C) C E e, portanto, Upe, supp he(n) C (E x w) U E. O

Lema 5.3.2. Sejam (H,J) € (Q/Z)F0>*<) o QPN {(0,0)} e E € [¢]* satisfazendo as condigdes
(i), (ii) e (iii) da proposi¢ao 5.3.1. Existe {E}, : k € w} uma famdlia de subconjuntos finitos de E,
{er 1 k € w} e{by : k € w} seqiiéncias estritamente crescentes de nimeros naturais, {ry : k € w}

uma seqiiéncia de nimeros reais positivos e i:w — EN[(L1 UU,cp Ln) \ w] tais que:
(1) supp(H,J) C (Ep x eg) U Ep;
(ii) E = UpeoEg;
(i1i) i(k) € Ey, para todo k € w;
(1) (Egy1 X ert1) U Egg1 O (B X ex) U Ep UU{Supp b (bm) : m < k}, para todo k € w;
(v) {bx + k € i ({€})} € pe, para todo & € EN[(L1UU,ep Ln) \ wl;
(vi) Se higy € do tipo 1, entdo supp fir)(br) \ Ex # 0;
(vii) Se hiy € do tipo 2, entdo ]q(fi(k)(bk)ﬂ g > d(J) T Len d(fi(m)(bm));
(viii) Se hyy € do tipo 3, entdo |a(fi)(br))| - Tk > 4 - d(fir)(bk));
(iz) Se hiky € do tipo 4, entio |q(gik) (0x))| - i > d(H) - I Ln<ip A(Gi(m) (b))

(x) Se hiyy € do tipo 5, entdo suppginy(bi) \ (Ex x ex) # 0 e o(gir(be) =
0(Gi(k) (Ok) Tsupp gu ) (bi)\(Bxxex) )7
1
(.Z'Z) To = 5
4-la(H, J)||
T
2 - [|a(hig) (br))]

(xii) T4 = , para todo k € w.
Demonstragao. Consideremos {a, : n € w} uma enumeragao de E. Seja
Fy = m[supp H] Usupp J U {ao}

e tomemos gy € w tal que gyp > max my[supp H]. Para cada n € w, definimos

Foi1 = F, UJ{m[supp gg(m)] U supp ff(m) :m<n,&eF,N[(L1 U UneD Lp) \wl} U{ant1}
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e tomemos gn+1 € w tal que gp11 > gn €

Gnt1 > maxme[J{supp ge(n) : m <n,§ € Fy N [(L1UU,ep Ln) \ w]}].

Temos que {F,, : n € w} é uma familia de subconjuntos finitos de E e {g, : n € w} é uma

seqiiéncia estritamente crescente de niimeros naturais tais que:
(1) supp(H,J) C (Fo x go) U Fo;
(2) E = UnewFn;
(3) (Fas1Xgnt1)UFni1 D (FuX gn)UF,UU{supp he(m) : m < n,§ € F,N[(L1UU,ep Ln) \w]}.
Fixemos £ € EN[(L1UU,cp Ln) \w] e n € w. Se he é do tipo 1, definimos
AS = {k € w:supp fe(k) \ Fn # 0}.
Se h¢ € do tipo 2, definimos

A = {k e wlg(fe(k)] > 2" - X}

onde
X = |la(H, J)||-d(J) - 1T d(fe(1)) - 11 lla(he(D)]]
I<m I<m
CEFMO[(LIUUTLQD Ln)\w] CEme[(Lluunep Ln)\w}

para todo m € w e
Xy = |la(H, )| - d(J).

Se he é do tipo 3, entdo |a(fe(n))] > n, para cada n € w e {|¢(fe(n))| : n € w} é limitado.
Tomemos M € w tal que |g(fe(n))| < Mg, para todo n € w e definimos

A§ = {k € w: |a(fe(k))] > 2 - Ml - Vi)

onde

Yin = |la(H, J)|| - I1 [la(he(D)I]
I<m
CeFmN[(L1UU, e p Ln)\w]
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para todo m € w e
Yoy = |la(H, J)|-

Se h¢ € do tipo 4, definimos
AL = {k € w:lalge(k))| > 22 Z, 1)

onde

Zy = ||a(H, J)|| - d(H) - 11 d(gc(1)) - 11 [la(he(D)I]
I<m I<m
CEFmN[(L1UU,e p Ln)\w] CEFmN[(L1UU, e p Ln)\W]
para todo m € w e
Z-y = |la(H,J)|| - d(H).

Se h¢ é do tipo 5, definimos

Ag = {k € w :supp g&(k) \ (Fn X gn) # @} N {k cw: O(gf(k) [suppgg(k)\(angn)) = 0(g€(k))}‘

Observamos que A% é um subconjunto cofinito de w, quaisquer que sejam n € w e
¢ € [EN (L1 UUnep Ln)] \ w.? Logo, para cada & € [EN (L1 UU,cp Ln)] \ w, temos que
{A% :n € w} C pe, uma vez que pg é um ultrafiltro livre sobre w. Da seletividade de pg decorre

¢ ¢

que existe uma seqiiéncia {a% in € w} € pe tal que a% € Ay en < ap, para cada n € w.

Do lema 1.5.4 segue que existe {I¢ : £ € [EN(L1U,,cp Ln)] \w} uma familia de subconjuntos

de w dois a dois disjuntos tal que:
(a) {a5:ne I¢} € pe, para cada § € [EN (L1 UU,ep L)l \ w;

(b) {[n,a$] :n € Ie, E€ [EN(L1UU,ep Ln)] \ w} é uma familia de intervalos de w dois a dois

disjuntos.

Para cada § € [EN (L1 U, cp Ln)] \ w, seja

9Sejam £ € [EN (L1 UlU,epLn) \w e n € w. Suponhamos que he seja do tipo 5. Temos que
{k € w : suppge(k) \ (Fr. X gn) # 0} é um subconjunto cofinito de w. Como h¢ é do tipo 5, existe d € D
tal que {he(k) : k € w} é um subconjunto d-round de ¢[G] e o(he(k)) = o(ge(k)) = d, para todo k € w. Por
absurdo, suponhamos que {k € w : 0(g¢ (k) Tsupp g¢ (k)\(Fn xgn)) = ©(g¢(k))} ndo seja um subconjunto cofinito de w.
Tomemos r um divisor préprio de d e I € [w]“ tais que 0(ge(k) [supp ge (k)\(Fnxg,)) = 7, Para todo k € I. Note
que supp(r - he(k)) C Fn X gn, para todo k € I. Temos que {r- he(k) : k € I} C ®(¢,m)eF, xg, G(c,m), onde
Gc,m) = (Q/Z)[d/r] e, portanto, {r-he(k) : k € I} é um conjunto finito, o que contradiz o fato de {he¢(k) : k € w}
ser d-round.
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(c) Ne =min{n cw:¢{ e F,}.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que
(d) N¢ < n, para todo n € I¢.

Consideremos {n, : k € w} uma enumeragdo estritamente crescente de

Uge EN[(L1UU, oy Ln)\w) Le- Seja

it w — EN[(LiUU,epLn)\w]
E — (k)

onde i(k) é o tinico elemento de E N [(L1 UU,cp Ln) \ w] tal que ny € Iiy,).
Para cada k € w, facamos b, = aﬁ,,(,f), Ey = F,,, e; = gn, € definamos 7 segundo os itens

(xi) e (xii) do enunciado deste lema. Resta mostrar que as condicoes (i)-(x) estao satisfeitas.

(i) Como 0 < ng, temos que Ey = F,, D Fy D misupp H] UsuppJ e ey = gn, > go >
max 7o [supp H|. Logo, supp(H, J) C (Ey X ep) U Ey.

(ii) UkewEr = UkaFnk =F.

(iii) Seja k € w. Temos que ny € I). De (d) segue que Ny < ng. De (c) e (3) vem que
i(k) € Fn,,, C Fn, = Ek.

(iv) De (3) vem que Ey C Eyy1 e (Ex x ex) C (Eg+1 X €x+1), pois {ng : k € w} é
uma enumeracao estritamente crescente de Uee En( LiWUnen Ln)\w]Ig- Resta mostrar que
Supp Ai(m) (bm) C (Ert1Xexr1)UEg 1, paratodom < k. Temos que (Egq1 X egr1)UEg 11 =
(Frg1 X Gngyr) U Fy ., € de (3) decorre que

(Fnk+1 ><gnk+1)UFnk+1 2 U{supp h{(m) tm < nk-i-l_l?f € Fnk+1_1m[(L1UUnED Ln)\w]}

Por (iii), i(m) € En, C Ep = F,, C Fy, 1,
i(m) € [(L1 UU,ep Ln) \ w]. Por (b), by, = a%(mm) < ngsq1 — 1, para todo m < k. Logo,
Supp Ai(m) (bm) C (Erkt1 X exq1) U Egy1, para todo m < k.

para todo m < k. Além disso,

(v) Seja & € EN[(L1UU,cp Ln) \w]. Temos que {by : k € i-1({e))} = {ai : k e i1 ({¢})} =
{a% :n € I¢} € pe, por (a).
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. ‘ . . k) i(k) - i(k)
i . = .
(vi) Suponhamos que h (k) seja do tipo 1. Temos que by = an,” € Ap,’. Da definigao de Ay,

vem que

supp fi(k) () \ Ex = supp fi) (br) \ Fn,, # 0.

(vii) Suponhamos que h;) seja do tipo 2. Temos que by, = ail(,f ) ¢ AZ(: ). Da defini¢ao de Afl(,f )
vem que
la(figry (0k))] > 2772 X,

onde

Xny—1 = |[a(H, J)||-d(J])- 11 d(fe(m))- I1 [la(he(m))]]-
m<ng—1 m<ni—1
ﬁEFnk,lﬁ[(LlLIJCUneDLn)\w] §€Fnk,10[(L1LIJCUn€D Lp)\w]

Observamos que se m < k, entao n,, < nj e, portanto, i(m) € E,, = F,,, C F,, , C Fy, 1.

Como b,, = ail(f:) e [nm, aﬁl(::)] N [nk,ail(f)] = (), temos que b, < nj e, portanto, b, < nj — 1.

Uma vez que

1
252 a(H, D[ Tl iy (o))

Tk

concluimos que

la( iy @) i > d(T) - TT d(figmy (bm)-
m<k
(viii) Suponhamos que h;s seja do tipo 3. Um argumento andlogo ao utilizado em (vii) nos

permite concluir que
la(ficky (k)] - T > 4 - Mgyt > 4 - d( firy (br))-

(ix) Suponhamos que h;g) seja do tipo 4. Um argumento andlogo ao utilizado em (vii) nos

permite concluir que

1q(giry(br))| - 7% > d(H) - H d(gi(m)(bm))-

m<k
(x) Suponhamos que hi) seja do tipo 5. Temos que b = ail(,f ) ¢ Ail(f ). Da definicao de Ail(,f )
vem que

Supp Gi(k) (br) \ (Ex X ex) = supp gy (bx) \ (Fny X gny,) # 0
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0(9i(k) (k) Tsupp gicey (br)\(Ex xex)) = O(Git) (Ok) Tsupp gy oy )\ (Fry xgn)) = O(Gichy (b)) O

Lema 5.3.3. Sejam (H,J) € (Q/Z)P0x%) g QP {(0,0)} e E € [¢]* satisfazendo as condigdes
(i), (ii) e (i) da proposi¢io 5.3.1. Existe d(m.1) [(q/z)ronmxw)sgring: (Q/z)(PonE)xw) g

QUNE) 5 T wm homomorfismo de grupos com as sequintes propriedades:

(i) bH,7) T(Q/Z)((POmEnw)@Q(PImE) (H,J)#0+7Z;

(1) .0y (zyonmxwsgEins (0,xe) = pe — Im{dm,y) gz ronmxwggrins (he(n))
n € w}, para cada & € (EN L)\ w;

(iii) ¢,y (@yzyrorEmxwagring (Ye, 0) = pe —lim{o(m, 1) [(q/z)(ronmxwrggrinm (he(n)) :n €
w}, para cada & € (ENU,cp Ln) \ w.1°

Demonstragao. Consideremos {E, : n € w}, {e, : n € w}, {by, : n € w}, {r, : n € w} e
i:w— [EN (L1 UU,ep Ln)] \ w de acordo com o lema 5.3.2.

Se H = 0, facamos gZ)(H) =0+ Z. Se H # 0, seja QAﬁ(H) um elemento nao nulo de T tal que
o(¢(H)) | o(H). Em ambos os casos, estendemos ¢ a um homomorfismo de grupos de (H) em
T. Dados (¢, m) € (PoNE) x w e k € N\ {0}, definimos Ay 5 : (FPo N E) X w — Q/Z por

LT s (D) = (Gm)

A(C,m),k(”? l) =
0+2 se () # (Cm).

Seja
GO - <{A(C7m),co : (Cam> € EO X 60})
onde
C-1 se Z(O) ¢ UnepLn
co = _
c—1-d(Yi0)) se i(0) € Upepln
e

C_1 = d(H)

19Estamos considerando (Q/Z)((FoNE)xw) ¢ QUNE) = (Q/7) o) @ Q1)
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Como T é um grupo divisivel e (H) é um subgrupo de Gy, podemos estender ¢ a um
homomorfismo de grupos ¢ [g,: Go — T.

Se J =0, tomemos 9§(§) um arco aberto de T com diametro

70

SE) = 705

e facamos 1g(&) = d(J) - ¥§(€), para todo £ € Ey N Py.
Suponhamos J # 0. Para cada £ € Ey N Pp, tomemos s¢ € R tal que

Z J(f)ung%—m

Eesupp J

onde z € [0,1] é tal que 2 +Z = ¢ |, (H) e facamos

1
= — 7.
ts d(J) Sg-i-

Temos que

Y. all) te= <;+Z> ~ ¢ lay (H).

&€supp J

Seja 1§ (&) o arco aberto de T centrado em t¢ com diametro

70

S3(E) = g7

Seja, também, (&) = d(J) - ¢¥g(§). Claramente, §(1o(§)) = r9. Uma vez que

%+Z €¢la, (H)+ > al.&)-¢5(¢)

Eesupp J

[§]

] =

(ote i+ 3 arw5©) =3 X ah9050) < X a9l 7 <

Eesupp J &€supp J Eesupp J

concluimos que

0+Z &6, (H)+ Y. al].€) 15(¢).

Eesupp J

Por fim, se £ € (E'\ Eg) N Py, fagamos (&) = T.
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Seja n € w. Suponhamos definidas ¢, : EN P, — Be ) : B, NP, — B. Suponhamos,

também, definido ¢ [, : G5, — T um homomorfismo de grupos, onde

Gy = <{A(C,m),cn-nk<n d(gi(ky (b)) * (Ca ) € Ep X en}>

Cn—1 se i(n) € UnepLm
Cn = .
Cn—1- d(yz(n)) s€ z(n) € UmGDLm

Vamos definir o411 : EN Py — B, 5,1 : By N Pp — B e estender ¢ [, a um homomorfismo

n

de grupos ¥ g, ,,: Gnt1 — T, onde

Gt = ({A¢m)enin Thoenss dlgigo ) © (€M) € Eng1 X enya})

com
se i(n+1) € UnepLm

Cn
{ Cn - d(yz’(n—i-l)) se Z(n + 1) € Uneplm

satisfazendo as seguintes condigoes:

Cn+1 =

(1) Se £ € (E'\ Eny1) N Py, entao ¢p41(§) = T;
(2) Se & € (Eny1 \ En) N Py, entao 1y, (&) € tal que:

(a) d(J) ' Hm<n+1 d(fz(m) (bm)) ' w;:—‘rl(g) - %(5),

(b) o( ’;"Z*‘rl(é)) = d(J) - Hm<n_7:rld(fi(m)(bm))‘

Neste caso, facamos

Y1 (6 T @fiom) bm)) - 541 (9).

m<n+1
(3) Se £ € B, N Py, entao vy, (&) é tal que:

(@) d(fin)(bn)) - P51 (&) TP (E);

(b) 6(¥n11(9) = 37 Hm<n+jd<fi<m><bm))'
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Neste caso, fagamos

Y1 (6 T @fiom) (b)) - 51 (9).

m<n—+1

(4) Se hjy for do tipo 1, 2, 3 ou 4, entao

pLESUpp fi(n)(b’ﬂ) m<n

(5) Se hz(n) for do tipo 5, entdao ¢ an+1 (gz(n)(bn)) = Z(C,p)Esuppyi(nW(EnXen) a(yi(n)’(Cap)) ’
cn—1 " [m<n A(9itm) (0m)) = & TG (A(Cp)en-TTn e d(gim (bm)))-

Se £ € (E\ 1) N Py, facamos Y 1(€) = T. Se & € [(Fusr \ En) \Supp finy(ba)] N P, entio
(&) = T. Definimos 1 (£) como sendo um elemento de B com didametro

) B Tn+l
S(Yp11(8)) = d(J) - TLmnens1 A figm)(bm))
e facamos
Ynt1(€ L dfion ) -7 ©)
m<n+1

Se £ € (Ey \ supp fi(n) (b)) NP1, fixemos uma raiz d( f;(,)(bn))-ésima do ponto médio de ¥, ().

Definimos 7 ;(£§) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questao com diametro

. B Tn+1
e facamos
¢n+1 H d fz (m) n+1(§)
m<n+1

Vamos, agora, definir 1, 1(§) e ¥ny1(§) para € € supp fin)(bn) e estender ¢ g, a ¢ [g, ;-

Caso 1: h;,, € do tipo 1.
Como T ¢é divisivel e G} é um subgrupo de Gy41, podemos estender ¢ [g, a um

homomorfismo de grupos ¢ [g,,,: Gnt1 — T. Fixemos o € supp fi(,)(bn) \ En. Aplicando
o lema 3.2.3 para P, d(‘]) Hm<n (fz(m( ))7 Tn, ¢n(1(n)) -0 an+1 (gz(n)(bn>)7
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E, 0 supp fin)(bn), fin)(bn), a e 1y, obtemos Y : supp fitm)(bn) — T satisfazendo
as condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.3. Facamos v;_ (§) = ¥(€), para todo
& € supp fi(n)(bn). As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Caso 2: h;,,) € do tipo 2.
Como T é divisivel e G, é um subgrupo de G,y1, podemos estender ¢ [g a um

n

homomorfismo de grupos ¢ [g Gpnt1 — T. Tomemos o € supp fin(bn) tal que

i1
q(fin)(bn), @)rn > d(J)- 11, A(fi(m)(bm)). Podemos supor que a € Ej, pois, do contrério,
os argumentos utilizados no caso 1 podem ser repetidos aqui. Aplicando o lema 3.2.4 para
Pr 007 Tl W ). i V()0 6 ). B 000 S ). S )
a e 1, obtemos 9 : supp fi,)(bn) — T satisfazendo as condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) d

lema 3.2.4. Fagamos 5 (§) = Y (&), para todo & € supp fitn)(bn). As condigoes (1), (2),

(3) e (4) estao satisfeitas.

Caso 3: h;(,,) € do tipo 3.
Como T é divisivel e G}, C G411, podemos estender ¢ a um homomorfismo de grupos de
Gnt1 em T. Tomemos o € supp f(n)(bn) tal que [a(fipn)(bn), )| - rn > 4 - d(fin)(bn))
Novamente, podemos supor que « € F,. Aplicando o lema 3.2.5 para P, d(J) -
[Lncn A figm)(bm))s oy ¥n(i(n)) — ¢ [cniy (Gign)(0n))s En 0 Supp finy(bn), fitn)(bn), o
e 1%, obtemos v : supp fitn)(bn) = T satlsfazendo as condigoes (i), (ii), (iii) e (iv) do lema
3.2.5. Facamos ¢} (§) = 1;( §), para todo § € supp fi(n)(bn). As condigdes (1), (2), (3) e

(4) estao satisfeitas.

Caso 4: h;,, € do tipo 4.
Se £ € (Eny1\ En) Nsupp fin)(bn), definimos 17, ;(§) como sendo um elemento de B tal

que

* — Int

Se £ € Ey Nsupp fi(n)(bn), fixemos uma raiz d(fj(,)(bn))-ésima do ponto médio de 1y, (§).

Definimos 1} ; () como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questao com diametro

* — Intl
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Em ambos os casos, facamos

wn-i—l H d fz(m ¢Z+1(§)

m<n+1
Denotemos por z¢ o centro de ;1 (§), para todo § € supp f;(,)(bn)-

Seja
én+1 <{A (€.0),ent1Tlmern HGigm) (bm)) : (¢,p) € (Ey X e,) Usupp gi(n)(bn)}>-

Como T é divisivel e G, é um subgrupo de én+1, podemos estender ¢ [g, a um
homomorfismo de grupos ¢ [¢ - Gny1 — T. Fixemos (u,l) € sSupp gi(n)(bn) tal que

4(Gitny (), (1, 1)) - . > d(H) - [1ner, AGigm) (b)) Se (¢;p) € supp gi(n)y(bn) \ {(12,1)},
fixemos y ¢y uma raiz d(g;(n)(bn))-ésima de ¢ (G (A(Cvp)ycnﬂﬂm@ d(gi () (b b))

Aplicando o lema 4.2.3 para Py X w, ¢nt1-]cpn A(Gigm)(bm))s Tny Yul(i(n)) —u—10, gin) (bn),
(M’ Z) ex = d) rén+1 (A(le)vcn+1'l_[m<n d(gz(m)( m)))’ Onde

u = > a(Gi(ny(0n), (€,)) - Cnir - [T dGitrm) (bm)) - e p)

(¢,p)E€suPD gi(n) (bn)\{ (11,1) } m<n

v= Z (fz n)( H dfz(m 3

é€supp f;(n)(bn) m<n

obtemos y,,;) € T tal que d(gi(n)(bn)) - Yup) = @ Ta, ., (M) cnsr- Tl dGim (bm)) €

a(Gi(ny(0n), (11:1)) - enr - [ d(gigmy (b)) - Yy + e+ v € Pnli(n)).

m<n

Estendamos ¢ [énH a um homomorfismo de grupos ¢ [g Gni1 — T de modo que

n+1 :
¢ anJrl (A(C,P)yanrl'H,,n<n+1 d(gi(m)(bm))) = y(<1p)
para todo (¢,p) € supp gi(n)(bn)-

Caso 5: h;,,) € do tipo 5.
Uma vez que supp i(n) (0n) \ (Bn X €n) # 0 € 0(gi(n) (0n) Tsupp gy ) (ba)\(Bnxen)) = O(Gim) (bn)),
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concluimos que

{9i(n) 0n)} U{AC ) en TL -, d(gimy (b)) * (65P) € En X €n}

PoﬂE) ><w)

é um subconjunto independente do grupo (Q/Z)(( Portanto, podemos definir

~

¢(Gim) (bn)) = 22 (¢ p)esuppy i n(Enxen) WWitn)s (G P)) - a1+ [cn A(Giam) (b)) - & Ta,
(A(C,p),cn~1_[m<nd(gi<m)(bm)))7 o(x) = ¢ |g, (x) para todo z € G, e estender ¢ a um
homomorfismo de grupos de ({gi(n) (bn)} U{A (¢ p),cn 1, -, d(gigm) (b)) © (6;P) € En X €n}) em
T. Como T é divisivel e ({g;(n)(bn)} L{{A(C:p)ﬁnﬂm@ d(gi(my(bm)) © (C;P) € Ep X €x}) é um
subgrupo de G, 41, podemos estender ¢ a um homomorfismo de grupos ¢ [, ,: Gny1 — T.
Por inducao, obtemos aplicagoes ¢, : EN P, — B e ) : E, NP — B para cada n € w,

satisfazendo as seguintes condigoes:

o Ypi1(§) C (), para todo £ € EN Py.
e 0(Yp(&))=rn,seE€E,NPreY,(§) =T, se{ € (E\ E,) NP

Obtemos, ainda, ¢ [g: G — T um homomorfismo de grupos, onde G = Upc G, C
(Q/Z)((PomE)X“’). Usando o fato de T ser um grupo divisivel, estendemos ¢ [z a um
homomorfismo de grupos ¢ [ gz (rone xe): (Q/z)((PonE)xw) _y

Como T é um espago métrico completo e (r,)necw é uma seqiiéncia de niimeros reais positivos
que converge para 0, concluimos que se &€ € EN P}, entao Npewtn (&) = Npewtn (€) é um conjunto
unitério. Denotaremos por ¢(x¢) o tnico elemento de Npewtn (€).

Para cada £ € EN P, sejam Ne = min{n € w : £ € E,} e n > N¢. Temos que 9,(§) # T
e, portanto, existe um tinico elemento de vy, (§) que multiplicado por d(J) - [1,,,<,, d(fi(m)(bm)) é

igual a qg(xg). Denotaremos tal elemento por

i 1

Consideremos

1

Ce = {dw) T @i O

)) - Xe € @(EﬁPl) in > N&}
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e denotemos por G o grupo gerado por Ueeenp, Ge. Uma vez que que se § € EN P en > N,

entao

1 ~ 1
<d<‘])'Hm<N§ d(fi<m>(bm))'xﬁ> _Nénmmd(f“m)(bm))'¢<d(J) Lo ACFiimy (& ))'Xf>

¢

podemos estender ¢~$ a um homomorfismo de grupos de G em T.

Usando o fato de T ser um grupo divisivel, estendemos ¢~) a um homomorfismo de grupos
) fQ<leE): QUANE) _, .
Definimos qﬁ(H,J) [(Q/Z)((POQE)XW)@Q(WE); (Q/Z)((PoﬂE)Xw) ® Q(PmE) T por

S0y [(@/z)ronmxmsgrne (H,J) =6 1g/zyrnmxe (H)+ 6 lowns (J)

para todo (ﬂ, j) c (Q/Z)((POQE)XW) @ Q(PmE)'

Se J =0, entdo ¢y, [(gz)Ponm<rggeins (H,J) =& [ q/zyronmxe (H) # 0+ Z, uma
vez que (H,J) # (0,0). Suponhamos, portanto, que J # 0. Temos que

¢ lgwmnm (J) € D alJ,€) - ¥5(&).

£esupp J

Como

04+Z o] (Q/7)(PonE)xw) (H)+ Z a(J,€) -5 (§)

E€supp J
temos que ¢, 7 [(@/2)((PonB) <) (P10 E) (H,J) # 0+ Z. Portanto, (i) esta verificada.

Fixemos & € (EN Ly)\ w. Para cada k € i~*({¢}) temos que B H,7) [(Q/Z)((pomE)Xw)@Q(me)
(hi(k) (b)) € um elemento de

¢ Lz Gi®e) + Y alfigwy )y 1) - d(T) - T d(figmy(bm)) - iisr (1)-

WESUPD fi(x)(br) m<k

Além disso,

b0y N (@/z)Ponmrxrzgeing (0, X)) € Yi(i(k)).

De (4) vem que

5(b(a,) Nz ronmrxerggrine (i (bk), by 1@z ronmxwggrine (0,Xiw)) < di+da



102 Capitulo 5

onde

dr = 8(9 [qyz)ronmrxe (i) () + 2 pesupp £ ) ¢ Sir) (O)s 11)-A(T) T <o dSFiom) () -5 11 (1))

dy = 6(¢r(i(k)))-

Como 7, — 0, concluimos que a seqiiéncia {¢ g, 1) [(@/2)((PonE)xw) (P10 E) (hiy(br)) = k €
“1({¢})} converge para D) 1(@/z)(PonB x) gy g(Pr0E) (0, x¢). Da propriedade (v) do lema 5.3.2

segue que

b0y [(@jzyPonmxw ggrinm (0,Xe) = pe — im{ .y [(g/zyronmxwggrinm (he(n)) :n € w}.

Logo, (ii) esta verificada.
Por fim, seja & € E N U,cpLn
que suppys C E, x e,. Para cada k € i~'({¢}) temos que b(H,0) [(Q/z)((PonE) xw) g@(PLNE)

Como F X w = Upeu(E, X €,), existe n € w tal

(hiy (b)) = ¢ [(@/z)(Ponm)xw) (9i(k)(bx)), uma vez que h;yy é do tipo 5. Além disso, temos

i(k
que ¢ [(g/z)ronmxw) (Gik)(br)) = ¢ [(qzyronmxw) (Yi(r)), para todo k > n. Da propriedade (v)
do lema 5.3.2 segue que

bH,.7) F(Q/Z)((POME)XQ))@Q(PUWE) (Ye,0) = pe — lim{@ (g, 7 r(Q/Z)((PoﬁE)xw)@Q(PlﬁE) (he(n)) :n € w}.
Logo, (iii) esta verificada. O

Estamos prontos para estender ¢z, 7 [(Q Z)(PoNE) xw) g(P1nE) @ UM homomorfismo de grupos
Sa,gy + (Q/2)") & QU — T.

Lema 5.3.4. Para cada (H,J) € (Q/Z)F0x«) ¢ Q) \ {(0,0)}, existe D) : (Q/Z)Foxw) g

Q) — T wm homomorfismo de grupos tal que:

(i) du.g)(H,J) #0+Z;

(1) &(r,.0)(0, X¢) = pe — lim{d(y 5)(he(n)) : n € w}, para cada § € Ly \ w.
(iii) G5y (Ye, 0) = pe — im{P(s, sy (he(n)) : n € w}, para cada § € UnepLn.

Demonstragao. Faremos a construgao de ¢y, yy por indugao. De acordo com a proposi¢ao
5.3.1, existe ' € [¢]* tal que supp(H,J) C (E xw)UE, |[EN[(L1UU,epLn) \w]| =we
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Unewsupp hg(n) C (E x w) U E, qualquer que seja & € E N [(L1 UJ,ep Ln) \ w]. Segundo o
lema 5.3.3 é possivel construir ¢z, 5y [(q/z)(Ponm) <) gqPinm): (Q/z)(PonE)xw) gy (PNE) _,

um homomorfismo de grupos tal que:
(1) b,y Nz ronmrxerggene (H,J) # 0+ Z;

(2) by Ngzyrone e ggrinm (0,xe) = pe — Im{dr ) g/zyronm)<e1ggrnm (he(n)) :n €
w}, para cada £ € (EN L) \ w;

(3) b0 N(gz)ronmxerggrinm (Ye; 0) = pe — lim{ o1 [(z)Ponmrxergqrinm (he(n)) 1 n €
w}, para cada £ € ENUpepLy.

Consideremos {og : £ < ¢} uma indexacdo estritamente crescente de ¢\ E.

e Se ap € Py \ U,epLn, usamos o fato de T ser um grupo divisivel para estender

b(H,7) [(Q/Z)((ponmm)@@(plm) a um homomorfismo de grupos

bH,7) [(Q/Z)( [(PonE)U{ag} xw) gQ(P1NE) - (@/Z) ([(PonE)Heol]xw) gy QANE) _y T,

e Se ap € P\ (L1 \ w), usamos o fato de T ser um grupo divisivel para estender

br,) (@/z)(Ponmxe) gg(pine & um homomorfismo de grupos

P(H,0) (@)2)(PonBYxw) gqU(PLNBU{ag ) : (Q/z)((PoNE)xw) g QUANE)Ut@0d) .

e Se ag € UpeplLy, definamos

(#1,7) (Yoo, 0) = Pag — lim{ () [(@/z)(PonE) <) gPinm) (hag(n)) 1 € w}
e facamos
S,y (H, J) = b | (@/2)((PonE) <) gy(P11E) (H,J)
para todo (]:I, j) IS (Q/Z)((POWE)XW) @ QANE),
Seja Go o subgrupo de (@/2) (WIP10NX) gerado por (Q/2)! 559Uy, . Podemos

estender ¢~)( f,7) & um homomorfismo de grupos de Gy & QPNE) em T. Uma vez que T é

divisivel, estendemos ¢(f7, 7y a um homomorfismo de grupos

(11,0 |0z PonEI o lx) ggrnmy: (Q/Z)[FNEIe0dlxw) g QUPINE) .
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e Se ap € L1 \ w, definamos

(;(H,J)(Ov Xao) = Pao — UIm{@(m,5) [(q/z)(Ponm) <) ggpinm) (hag(n)) 11 € w}
e facamos
S (H, J) = b [ (@/2)((PonB) <) g (P10 E) (H,J)
para todo (ﬁ, j) c (Q/Z)((POWE)XW) @ QANE),

Seja G o subgrupo de Q((F1NE)Ae0}) gerado por QUINE) U{x4, }. Podemos estender &(H’J)

a um homomorfismo de grupos de (Q/Z)((PoNE)x%) @ Gy em T. Uma vez que T é divisivel,

estendemos q~5( H,7) @ um homomorfismo de grupos

S(t1,0) |02y (Ponmxgg(Pinmtaeh: (Q/Z)FPNE)X) g QUANEI a0l .

Repetindo indutivamente esta construgao, obteremos ¢y, 7 : (@/Z)(Pox“’) ® QP — T um

homomorfismo de grupos satisfazendo (i), (ii) e (iii). O

5.4 Explicitando a topologia

A préxima proposicio mostra que o produto diagonal da familia {¢g s : (H,J) €
(Q/z)(Poxw) ¢ Q) \ {(0,0)}} é um monomorfismo de grupos.

Proposicao 5.4.1. Suponhamos que para cada (H,J) € (Q/Z)F0*) @ Q) \ {(0,0)} ezista
um homomorfismo de grupos ¢,y : (Q/z)Poxw) @ QP — T tal que b (H,J) #0+7Z. A
aplicacao

3. (Q/7)Poxw) g P 5 TQD)*eQIIN(0,0)}

(H,J) > ®(H,J)
dada por
S(H, J)H, J) = dgu,gy(H, ), para cada (H,J) € (Q/2)"*) & Q") {(0,0)}
€ um monomorfismo de grupos.

Demonstragdo. Andloga a da proposicao 2.3.1. O
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Teorema 5.4.2. Se G € um grupo abeliano de nao tor¢do tal que |G| = ¢, |G/T(G)| = ¢ e,
para quaisquer n,d € N\ {0} tais que d | n, o conjunto dG[n] € finito ou tem cardinalidade c,
entao G admite uma topologia que o torna um grupo topolégico enumeravelmente compacto sem

sequiéncias nao triviais convergentes.

Demonstragao. Seja
7={p Lo d N U N®[P[G]]) : U & aberto em TE/A0*EQN 00}y,

Temos que 7 é uma topologia em G que o torna um grupo topolégico.

Consideremos h : w — G. Se h é trivial, nada temos a fazer. Se nao, h possui duas
subseqiiéncias constantes e distintas ou existe j : w — w estritamente crescente tal que h o j
é injetora. No primeiro caso, temos que {h(n) € G : n € w} tem pelo menos dois pontos de
acumulacao distintos e, portanto, h nao é convergente. Suponhamos que o segundo caso ocorra.

As aplicagoes

hg: w — G
n +— (hoj)(2n)

hi: w - G
n +— (hoj)2n+1)

sao subseqiiéncias distintas de h. De acordo com a proposi¢ao 5.2.4, existem jo,j1 : w — w
estritamente crescentes e cg,c; € ¢[G] tais que ho,hq € H, onde ho, hy : w — ¢|G] sao dadas
por ho(n) = ¢ o hg o jo(n) + co e hi(n) = @ o hy 0 ji(n) + ¢1, para todo n € w. Logo, existem
0,&1 € (L1 UU,ep Ln) \ w distintos tais que ho = he, e hy = hg, .

Seja i € {0,1}. Se hg, é do tipo 1, 2, 3 ou 4, entao

b, (0, Xe;) = Pe; — Im{ P,y (he, (n)) = 1 € w}
para todo (H,J) € \(Q/Z)"0*«) ¢ QP){(0,0)} e, portanto,
(D(()?Xfi) =DPg — hm{(I)(hEi (n)) :n € w}.

Logo,
o7 0.xe) — ¢ (er) = pe, — lim{(hi 0 ji)(n) : m € w}.
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Se hg, € do tipo 5, entao

G,y (Ye;» 0) = pe; — Um{ b, gy (he; (n)) 1 n € w}

para todo (H,J) € \(Q/Z)Fo>**) ¢ QU"1){(0,0)} e, portanto,

D(ye,,0) = pe; — Lim{P(hg,(n)) : n € w}.
Logo,
0 M (ye,,0) — o (¢s) = pe, — im{(h; 0 ji)(n) : n € w}.

Assim, {h(n) € G : n € w} tem dois pontos de acumulacao distintos. O

5.5 Caracterizagao algébrica dos grupos abelianos de nao torcao
que tém cardinalidade ¢ e que admitem uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta
Proposicao 5.5.1. Se G € um grupo topoldgico pseudocompacto infinito, entao |G| > «.
Demonstragao. Ver teorema 9.11.2 de [1]. O

Proposicao 5.5.2. Seja G um grupo abeliano de ndo tor¢do. Se G admite uma topologia de

grupo pseudocompacta, entao |G/T(G)| > c.
Demonstragao. Ver teorema 9.11.5 de [1]. O

Como todo espacgo topoldgico enumeravelmente compacto é, em particular, pseudocompacto,

obtemos os seguintes corolarios:

Corolério 5.5.3. Seja G um grupo abeliano de nao tor¢dao tal que |G| = ¢. Se G admite uma
topologia de grupo enumeravelmente compacta entdo, para cada niumero natural n > 1 e para

cada divisor d de m, o conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade c.

Demonstracao. Seja 7 uma topologia enumeravelmente compacta em G que o torna um grupo
topolégico. A aplicacdo ¢, : G — G dada por ¢,(r) = nx para cada = € G, é continua.
Logo, G[n] = ¢, 1({0¢}) é um subgrupo fechado de G e, portanto, enumeravelmente compacto.

Como ¢4 é um homomorfismo de grupos continuo, temos que dG[n] = ¢4[G[n]] é um subgrupo
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enumeravelmente compacto de G[n]. Da proposi¢gao 5.5.1 segue que dG[n] é finito ou tem

cardinalidade c. O

Corolério 5.5.4. Seja G um grupo abeliano de nao tor¢do tal que |G| = ¢. Se G admite uma

topologia de grupo enumeravelmente compacta, entio |G/T(G)| = c.

Demonstragao. Decorre imediatamente da proposicao 5.5.2. O

Teorema 5.5.5. Seja G um grupo abeliano de nao tor¢ao tal que |G| = ¢. As sequintes condigoes

sao equivalentes:

(i) G admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta;

(i1)) G admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem seqiéncias ndao triviais

convergentes;

(i) |G/T(G)| = ¢ e para quaisquer n,d € N\ {0} com d | n, o conjunto dG[n] € finito ou tem

cardinalidade c.

Demonstragao. Claramente, (ii) implica (i). Dos coroldrios 5.5.3 e 5.5.4 decorre que (i) implica

(iii). Por fim, do teorema 5.4.2 segue que (iii) implica (ii).!! O

5.6 Aumentando o peso do grupo

Teorema 5.6.1. Seja G um grupo abeliano de nao torgao tal que |G| = ¢, |G/T(G)| = ¢ e, para
quaisquer n,d € N\ {0} com d | n, o conjunto dG[n] € finito ou tem cardinalidade ¢. Existe uma
topologia em G que o torna um grupo topoldgico enumeravelmente compacto sem seqiiéncias nao

triviais convergentes com peso 2°.

Demonstragdo. Seja {z : £ € P; \ L1} um subconjunto denso de T2[. Denotemos por S o
subgrupo de (Q/Z)P*%) & Q) gerado por {(0,xe) € (Q/Z)P*) & QP : ¢ € P\ Ly}
e consideremos p : S — T2l 6 homomorfismo de grupos dado por p(0,x¢) = 2, para todo

£ € P\ L. Como T2 ¢ divisivel, podemos estender p a um homomorfismo de grupos
p- (Q/Z)((PU\UneDLn)XW) sy Q((Pl\Ll)Uw) — le2°[

' As implicagdes (ii) = (i) e (i) = (iii) valem em ZFC. Usamos a existéncia de ultrafiltros seletivos apenas para
mostrar que (iii) = (ii).
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Seja {ag¢ : £ < ¢} uma indexacao estritamente crescente de (L1 UJ,,cp Ln) \ w. Definimos

nebD
Zag = Pag — hm{p(hao (n)) n e w}

e fagamos p(0, Xag) = Zag, € @0 € L1 \ W € p(Yag,0) = Zag, S€ @0 € UpepLy.

Repetindo indutivamente esta construcio, obtemos p : (Q/Z)F0*%) @ Q") — TIE21 um
homomorfismo de grupos tal que p(0,x¢) = pe — lim{p(he(n)) : n € w}, se £ € L1 \w e
p(ye,0) = pe — lim{p(he(n)) : n € w}, se & € UnepLin.

Seja G T dado por G = {(®(p(z)), p(p(x))) € T¢ x TI*1 . 2 € G} onde ¢ e ® foram
definidas nas proposicdes 5.1.4 e 5.4.1, respectivamente. Temos que G é isomorfo a G e G, munido
da topologia de subespaco induzida por T2 é um grupo topolégico enumeravelmente compacto

sem seqiiéncias nao triviais convergentes com peso 2°. O



CAPITULO 6

Sobre o niimero de topologias de grupo enumeravelmente compactas que um

grupo abeliano de nao torcao e cardinalidade ¢ admite

Neste capitulo, assumiremos a existéncia de 2¢ ultrafiltros seletivos para mostrar que se um
grupo abeliano de nao torgao e cardinalidade ¢ admite uma topologia de grupo enumeravelmente
compacta, entdo o mesmo admite 2¢ topologias enumeravelmente compactas (duas a duas nao
homeomorfas) que o tornam um grupo topolégico.

Comegaremos definindo o invariante topolégico F e, apds uma breve recordagao da notagao
adotada no capitulo 5, mostraremos que se G é um grupo abeliano de nao torcao e cardinalidade ¢
que admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta, entdo dados k < 2° um cardinal
e {(Xa,Ta) : @ < k} uma familia de espagos topoldgicos, é possivel munir G de uma topologia
T que o torna um grupo topoldgico enumeravelmente compacto com F(G,7) # F(Xa,Ta) para

todo « < k.

6.1 O invariante topolégico F

Recordamos que se (X, 7) é um espaco topoldgico e z € X, entdo 7, denota o conjunto de

todas as vizinhangas abertas de x em X.

Definicao 6.1.1. Se X € um espago topoldgico e x € X € um ponto de acumulacdo de

109
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{zp :n €ew} C X, definimos
F(X A{zp:newhz)={ACw:3U €y, tal que {n € w:z, € U} C A}.

Proposicao 6.1.2. Se X ¢ um espaco topoldgico e x € X € um ponto de acumulacdo de

{zn:n ew} C X, entio F(X,{zn:n € w},z) € um filtro sobre w.

Demonstragao. Como x é ponto de acumulagdo de {z, : n € w}, para cada U € 7, existe
n € w tal que z, € U. Logo, 0 ¢ F(X,{zp, : n € whz) ew € F(X,{x, : n € w},x). Se
A B € F(X,{zp : n € w},x), entdo existem U,V € 7, tais que {n € w: x, € U} C Ae
{new:2, eV} CB ComoUNVemne{ncw:z, €c UNV} C AN B, temos que
ANB e F(X,{zy : n € w},x). Por fim, se A € F(X,{z, : n € w},z) e B C w sdo tais que
A C B, entao existe U € 7, talque {n € w: z,, € U} C A C B. Logo, B € F(X,{z, : n € w},x).
Portanto, F(X,{z, : n € w},z) é um filtro sobre w. O

Denotaremos por F(X) a familia de todos os filtros F(X,{z, : n € w},x), onde X é um
espaco topoldgico fixado e z € X é um ponto de acumulagao de {z,, : n € w} C X. Observamos
que se | X| = ¢, entdo |F(X)| < ¢!

Lema 6.1.3. Sejam X e Y espacos topolégicos e h : X — Y um homeomorfismo. Se x € X €
um ponto de acumulagao de {x, : n € w} C X, entdo h(x) € Y é um ponto de acumulagao de
{h(zp) :new}CY e F(X,{zn:ncw}l,z)=FY,{h(zn) : n € w}, h(x)).

Demonstragao. Seja U uma vizinhanga aberta de h(z) em Y. Como h é continua, temos que
h=Y(U) é uma vizinhanga aberta de x em X. Do fato de z ser ponto de acumulagio de
{x, : n € w} decorre que ({z, : n € w} \ {z}) Nh~ Y U) # 0. Logo, existe n € w tal que
r, € h™1(U)\ {z} e, portanto, h(x,) € U \ {h(z)} uma vez que h é injetora. Com isso,
concluimos que ({h(z,) : n € w} \ {h(x)}) NU # 0. Logo, h(x) é um ponto de acumulacao de
{h(zy) : n € w}.

Se A € F(X,{x, : n € w},x), entdo existe U uma vizinhanca aberta de z em X tal que
{n€w:z, € U} C A Como h é um homeomorfismo, temos que h(U) é uma vizinhanga
aberta de h(z) em Y e {n € w : h(z,) € h(U)} = {n € w: z, € U} C A. Portanto,
A e F(Y,{h(xn) : n € w}, h(x)). Analogamente, mostramos que F(Y,{h(z,) : n € w}, h(x)) C
F(X, {zn:n € w},z). O

Corolério 6.1.4. Se X e Y sdo espacos topolégicos homeomorfos, entio F(X) = F(Y). O

'Basta notar que |[¢]S%| = ¢ e que ¢ X ¢ é equipotente a .
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6.2 Recordando a notagao adotada no capitulo 5

Seja G um grupo abeliano de nao torcao e cardinalidade ¢ que admite uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta.? Denotaremos por D o conjunto dos ntimeros naturais n > 1

()

tais que G contém uma cépia de Zp’ e consideraremos {Fy, P} uma particao de ¢ tal que
|Py| = |Pi|=¢, wU{w}CPle{w+n:n>1} C Py. Tomemos ¢ : G — (Q/Z)Foxw) g Q)

um monomorfismo de grupos tal que

{(0,x¢) € (/)" & Q" - ¢ € L1} C o[C]

{(y§70) S (Q/Z)(POXW) @ Q(Pl) € UneDLn} C QO[G]

onde Lj € [P1]° é tal que wU {w} C Ly e {Ly, : n € D} é uma familia de elementos de [Py dois

a dois disjuntos satisfazendo:

e {w+n:neNyNU,cpLn=10;
® o(y¢) =n, para todo £ € Ly, e todo n € D;

e suppy: C {£{} X w, para todo & € UpepLp.

Se (H,J) € (Q/z)Po*«) ¢ Q1) entao

p(H, (§;n)
q(H, (§,n))

onde p(H,(&,n)),q(H, (&,n)) € Z, q(H,(§n)) > 0, mde(p(H,(§n)),q(H,(§n)) = 1 e
0<p(H,(&n)) <q(H,(&n)) —1, para cada (,n) € supp H. Além disso,

~—

H(n) = +Z

_ (1)
q(J, 1)

J (1)

onde p(J, u), q(J, 1) € Z, q(J, 1) > 0 e mde(p(J, p), q(J, 1)) = 1, para cada p € supp J.
Sejam
lq(H)| = max{q(H, (£{,n)) : (§,n) € supp H},

2De acordo com os corolarios 5.5.3 e 5.5.4, para cada nimero natural n > 1 e para cada divisor d de n, o
conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade ¢ e |G/T(G)| = «.
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l¢(J)] = max{q(J, p) : p € supp J},

[p(J)] = max{|p(J, p)| : p € supp J}.

Denotaremos por H o conjunto de todas as fungoes

h: ¢lG] c (Q/Z)"*) & Q)

(9(n), f(n))

3 €

—
—
que satisfazem uma das seguintes condicoes:
(1) supp f(n) \ Up<nsupp f(m) # 0, para todo n € w;
(2) lg(f(n))| > n, para todo n € w;
(3) {lg(f(n))] : n € w} é limitado e |p(f(n))| > n, para todo n € w;
(4) |qg(g(n))| > n, para todo n € w;
(5) (a) suppg(n)\ Um<nsupp g(m) # 0, para todo n € w;

(

)
b)
)
)

Existe k € D tal que o(g(n)) = k, para todo n € w;

(c

(d) {g(n) : n € w} é um subconjunto k-round de ¢[G].

f(n) =0, para todo n € w;

Sabemos que se h : w — p[G] C (Q/Z)F*%) @ QU entdo existem j : w — w estritamente
crescente e ¢ € ¢[G] tais que a seqiiéncia n +— (h o j)(n) 4 ¢ é constante ou é de um dos tipos

acima mencionados. Consideremos {h¢ : { € (L1 UJ,,cp Ln) \ w} uma indexacao de H tal que:

o hy(n) = (0,xn), para todo n € w;

Se £ € Ly, entao h¢ € do tipo 1, 2, 3 ou 4;

Se existe k € D tal que € Ly, entao he é do tipo 5 e o(he(n)) = k, para todo n € w;

Unew supp he(n) C (§ x w) UE, para todo & € (L1 UU,cp Ln) \ w.

Sabemos também que se {p¢ : { € (L1 UU,cpLn) \ w} é uma familia de ultrafiltros
seletivos dois a dois incomparaveis segundo a ordem de Rudin-Keisler, entao para cada (H,J) €
(Q/z)Poxw) g Q1) \ {(0,0)}, existe b(a,g) (Q/z)(Pox«) ¢ Q) — T um homomorfismo de

grupos tal que:
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o O, (H,J) #0+Z;
o &7 (0, xe) = pe — lim{¢(g 1) (he(n)) : n € w}, para cada § € L \ w.
® 9,7y (Ye, 0) = pe — lim{ (g 1) (he(n)) : n € w}, para cada § € UpepLn \ w.

Em particular, temos que ¢y, 1)(0, Xw) = pu — im{dx,7)(0, Xn) : 1 € W}

6.3 A construcao de uma nova topologia

Fixemos k < 2° um cardinal e consideremos {(Xq, 7o) : @ < s} uma familia de espagos
topolégicos tal que |X,| = ¢, para todo @ < k. Mostraremos que é possivel munir G de
uma topologia que o torna um grupo topoldgico enumeravelmente compacto nao homeomorfo
a (Xa,Ta), para todo o < k. Como estamos assumindo a existéncia de 2° ultrafiltros seletivos,
podemos tomar {p¢ : w < & < ¢} C w* uma familia de ultrafiltros seletivos dois a dois

incomparaveis (segundo a ordem de Rudin-Keisler) tal que p,, & Up<nF(Xa).2
Lema 6.3.1. Seja A € p,. Existe ¢4 : (Q/2)P0*) & Q) — T wm homomorfismo de grupos
tal que:

(i) ¢a(0,xe) = pe — lim{pa(he(n)) : n € w}, para cada § € Ly \ w;

(i) da(ye,0) = pe —lim{pa(he(n)) : n € w}, para cada § € J,,cp Ln \ w;

(117) {n € w:palhy,(n)) € Qa} = A, para alguma vizinhang¢a Q4 de (0, x) em T.
Demonstragao. Para cada n € w, seja

04+7Z se négA
%+Z se n € A.

¢(Oa Xn) = {

Facamos, ainda,

¢(07Xw) = % + Z.
Temos que ¢(0,xy) = pow — lim{@d(hy(n)) : n € w} e {n € w : da(hy,(n)) € Qa} = A,
onde 4 denota o arco aberto de T centrado em % + Z com didmetro %. Estendamos ¢ a

um homomorfismo de grupos de {O(Q/Z)<P0XW>} ® Z@t) em T e usemos o fato de T ser um

3Tsto ¢ possivel, ja que | Ua<r F(Xo)| < max{s,c} < 2°.
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grupo divisivel para estender ¢ a um homomorfismo de grupos ¢4 [(Q /Z) (@ +e\wt1) xw) Q)
(Q/Z)((erw\erl)Xw) @ Q(w+1) —~ T.

Consideremos {og : £ < ¢} uma indexacao estritamente crescente de ¢\ (w + w).

e Se ag € P; \ Ly, usamos a divisibilidade de T para estender ¢4 [(Q/Z)<<w+w\w+1)XW)@Q@JH) a

um homomorfismo de grupos

DA 1(Q)z)(wterwt1)xw) gQUe+Uiagh - (Q/Z)((W+w\w+1)Xw) @ QUth{aol) _y .

e Se a9 € Py \ UpepL,, também usamos a divisibilidade de T para estender

ba f(@/z)((w+w\w+1)XW>@Q(w+1> a um homomorfismo de grupos

¢ [(g/z)(w+rwtutanxmggutn (Q/Z) W Fe i te0llxw) g @loth) .

e Se ag € L1, definimos

94(0, Xa) = Pap — lim{da [(@/z) (et xw) ggert) (hao(n)) : n € w}

e facamos

PA(H, J) = ¢a [ (g/z)(wra\winxwggern (H,J)
para todo (H,J) € (Q/z)((wHw\wtl)xw) g Qlwt1),

Seja Go o subgrupo de QUwtDUH{ao}) gerado por QW) U {Xao}- Estendamos b4 a um
homomorfismo de grupos de (Q/Z)((WH«\wt1)xw) g Gy em T e usemos a divisibilidade de T

para estender ¢4 a um homomorfismo de grupos

bA F(Q/Z)((uwi»w\w%»l)Xw)EBQ((uH»l)U{aO}): (Q/Z)((w+w\w+l)xw) o QUuthU{ao}) .

e Se ag € UpepLy, definimos

94 (Yap, 0) = Pag — lim{da [(q)z)wrorwinxwggutn (Rag(n)) 1 n € w}

e facamos

Pa(H, J) = ¢a [ (gzy(wtorornxwggu+n (H,J)

para todo (H,J) € (Q/Z)(wHe\wth)xw) g Qlwt1),
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Seja G o subgrupo de (Q/z)(w+\wtDH{aolxw) gerado por (Q/Z)(WHe\wtDxw) y fy, 1.
Estendamos (5,4 a um homomorfismo de grupos de Gy P Q@+ em T e usemos a

divisibilidade de T para estender ¢4 a um homomorfismo de grupos
da r(Q/Z)([(w+w\w+1)u{ao}]XW)®Q(W+1): (Q/Z)([(erw\erl)U{ao}]><w) e @(erl) - T.

Repetindo indutivamente esta construcgao, obteremos ¢4

: (@/Z)(POXW) @ Q(Pl) — ']I‘ um
homomorfismo de grupos satisfazendo (i) e (ii).

O

Temos que
D (Q/Z)(Poxw) @ Q(Pl) N T(Q/Z)(PoXw)@Q(PN\{(Qo)}
(H,J) s ®(H,.J)

wy(H,J), paracada (H,J) € (Q/2)"**) & Q") {(0,0)}
é um monomorfismo de grupos. Além disso,
b @2 et o T
(H,J) - O(H,J)
dada por
O(H,J)(A) = pa(H,J), paracada A€ p,
¢ um homomorfismo de grupos. Logo,
U (Q/z)Pxw) @ P) - T@/DTXDeQPIN00) g Tpe
(H,J) = (P(H,J),b(H,J))
¢ um monomorfismo de grupos.

Temos que

T={¢ o U (UNT[P[G]]) : U é aberto em T(@/2) X8RN {(0.0)} g T}
é uma topologia em G que o torna um grupo topoldgico. Além disso, temos que

0 (0, x¢) = pe — lim{p " (he(n)) :n € w}, se £ € Ly \w
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© ' (ye,0) = pe — lim{p~ " (he(n)) 1 n € w}, se & € Unepln \ w.

Em particular, temos que

F(G {70, xn) :n € w}, 0o 10, x0)) C po.

De fato, se A € F(G,{¢ 1(0,xn) : n € w},o 10,xs)), entdo existe U vizinhanca aberta
de ¢71(0,xw) em G tal que {n € w : ¢ (hy(n)) € U} € A Como ¢ 1(0,xn) =
pw — lim{p " (hy,(n)) : n € w}, temos que {n € w: ¢ (hy,(n)) € U} € p, e, portanto, A € p,.

Observamos, ainda, que

Pw C F(G, {10, xn) i n € w} o710, xw))-

Com efeito, sejam A € p, e @ C T@DT*DOQIN00} g TP tal que projg, () = T
para todo (H,J) € (Q/Z)Fo*«) ¢ Q) \ {(0,0)}, proj;(2) = T para todo A € p, \ {4} e
proj4(Q) = Q4. Temos que ¥(0,x,) € Qe {ncw: p t(hyn) € lo¥ (D)} ={necw:
U(hy(n)) € Q) ={n cw: ¥Y(hy(n))(A) € projs(Q)} = {n € w: pa(hu(n)) € Qa} = A. Logo,
A€ F(GAe™1(0,xn) 1 n € w} o (0, xw))-

Assim, F(G, {710, xn) : n € w}, o 10, xw)) = Pw € Ua<wF(Xa), 0 que implica que o grupo
topolégico (G, 7) nao é homeomorfo a (X,,7,), qualquer que seja a < k. Temos, portanto, o

seguinte resultado.

Teorema 6.3.2. Se G € um grupo abeliano de nao tor¢do e cardinalidade ¢ que admite uma
topologia de grupo enumeravelmente compacta, entdo G admite 2° topologias enumeravelmente

compactas (duas a duas nao homeomorfas) que o tornam um grupo topoldgico. O



CAPITULO [

Construindo uma topologia de grupo no grupo abeliano livre de cardinalidade

¢ que torna seu quadrado enumeravelmente compacto

Neste capitulo, assumiremos a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis
(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para mostrar que o grupo abeliano livre de cardinalidade ¢
pode ser munido de uma topologia de grupo que torna seu quadrado enumeravelmente compacto.

Para cada J € Q(*®) construiremos um homomorfismo de grupos ¢; : Q%) — T de
modo que o produto diagonal da familia {¢; : J € Q%) \ {0}} seja injetor e que a imagem
de Z(=*%) pelo mesmo tenha quadrado enumeravelmente compacto quando munida da topologia
de subespaco induzida por TQ N0} A construcao de tais homomorfismos continuara sendo

cXw)

feita em duas etapas: por indugao, definiremos ¢; em um subgrupo enumeravel de o) e, em

(exw)

seguida, o estenderemos convenientemente a Q . Em cada passo da inducao, aproximaremos

os valores de ¢; por arcos abertos nao vazios de T. Para que isto se torne vidvel, lidaremos com

©Xw) que possuem liberdade suficiente para terem atribuido a si

trés familias de seqiiéncias em Q(
um ponto de acumulagao pré-determinado.

As familias do tipo A sdo compostas por algumas seqiiéncias cujos suportes sdo dois a dois
disjuntos. O tratamento que daremos a elas é semelhante ao apresentado nos capitulos anteriores
desta tese. S@o necessarias, contudo, novas idéias para tratar das familias do tipo B e C, uma
vez que estas possuem um par { fo, f1} de seqiiéncias em Q(*%) cujos suportes nao sao disjuntos

e que, portanto, nao podem ser tratados independentemente.

117
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Para cada n € w, fixaremos (60, m,) € supp fo(n) Nsupp f1(n) e consideraremos a seqiiéncia

{an : n € w} dada por

 hm)6am)
" () (Onymn)|

As familias do tipo B estao relacionadas a convergéncia da seqiiéncia {a, : n € w} para 0
e as familias do tipo C estao relacionadas a convergéncia de {a, : n € w} para um nitmero
irracional. No primeiro caso, trataremos de fo e fi separadamente, enquanto no segundo,

usaremos o teorema de Kronecker para lidar simultaneamente com ambas.

Se a seqiiéncia {a, : m € w} convergir para um numero racional nao nulo, usaremos a
caracterizacao das solucoes gerais de equagoes diofantinas lineares em duas varidveis para obter

uma familia do tipo A ou teremos de escrever uma combinacio linear de elementos de Z(*%)

cXw)

com coeficientes racionais. E por esta razio que trabalhamos com seqiiéncias em Q( em vez

de Z(exw),

7.1 Uma escolha adequada de seqiiéncias

Se J € Q(*%) entdo

J = Z J (s k) - X (k)
(p,k)€supp J

onde X (k) : ¢ X w — Q é tal que

1 se (&n) = (k)

Xty (67) = { 0 se (€n)# (k).

Se (u, k) € supp J, podemos escrever
J(p, k) =
onde p(J, (1, k), (., (1, ) € Z, q(J, (11, ) > 0 e mde(p(J, (1, k), a(, (1, k))) = 1. Seja

b(J) = mme{q(J, (1, k)) : (p, k) € supp J}
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e, para cada (u, k) € supp J, seja

Seja, ainda,
|a(J)| = max{|a(J, (1, k))| = (1, k) € supp J}.

Por fim, se X C ¢ X w, entao

m[X]={{ <c¢:3Incwtal que ({,n) € X}

mo[X] ={n € w:3¢ < ctal que (,n) € X}.

Definicdo 7.1.1. Seja f : w — Z*9.  Dizemos que f é do tipo 1 se supp f(n) \
Um<n supp f(m) # 0 para cada n € w. Dizemos que f é do tipo 2 se |f(n)| > n para cada

n € w, onde | £(n)] = max{|f(n)(u, k)| : (1, k) € supp f(n)}.

A proposigao abaixo encontra-se em [30]. Como sua demonstracdo é curta, optamos por

reproduzi-la aqui.

Proposicao 7.1.2. [30] Se f :w — Z(X9) entdo existe j : w — w estritamente crescente tal

que f o j € constante ou ¢ de um dos tipos acima mencionados.

Demonstracdo. HA trés casos a serem considerados.

Caso 1: Upey, supp f(n) é infinito.
Seja ng = 0. Fixemos k € w e suponhamos definidos ng,n1,...,nx. Uma vez que
Unew supp f(n) é infinito, existe um numero natural ngy; > ng tal que supp f(ngs1) \

Ui<kr1supp f(ny) # 0. Temos que

jrow — w
k»—>nk

é uma funcgao estritamente crescente tal que f o j é do tipo 1.

Caso 2: Upey, supp f(n) é finito e {|f(n)| : n € w} é ilimitado.

Por inducdo, tomemos {n; : k € w} uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros
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naturais tal que |f(ng)| > k, para todo k € w. Temos que

jr w — w
k'—)ﬂk

é uma funcgao estritamente crescente tal que f o j é do tipo 2.

Caso 3: Upey, supp f(n) é finito e {|f(n)| : n € w} é limitado.
Temos que {f(n) : n € w} é um conjunto finito e, portanto, f possui uma subseqiiéncia

constante. O

Defini¢ao 7.1.3. Seja F' = {fo, ..., fx} uma familia finita de seqiiéncias em Q%) Dizemos
que F € do tipo A se:

e fi(n) € Z“) para todo n € w e todo i € {0, ..., k};

e fi € do tipo 1 ou 2, para todo i € {0,...,k};

e supp fi(n) Nsupp fj(n) =0 para todo n € w e para quaisquer i,j € {0, ...,k} com i # j.
Se F' € do tipo A, fagamos d(F) = 1. Dizemos que F ¢é do tipo B se:

e fi(n) € Z*) para todo n € w e todo i € {2,..,k};

fi € do tipo 1 ou 2, para todo i € {2,....,k};

fo(n) = ﬁ fo(n) e fi(n) = ﬁ - fi(n) para cada n € w, onde fo:w — ZEX) ¢ do tipo
1ou?2 fi:w— ZE9 ¢ do tipo 1 ou 2 e d(F) € um inteiro positivo;

e supp fo(n) C supp fi(n), para todo n € w;
e supp fi(n) Nsupp fj(n) =0 para todo n € w e para quaisquer i,j € {2,....,k} com i # j;
e supp f;(n) Nsupp fj(n) =0 para todo n € w, para todo i € {0,1} e todo j € {2,....k};

Para cada n € w, eziste (0, my,) € supp fo(n) tal que a seqiéncia

€ estritamente mondtona e converge para 0.
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Dizemos que F ¢ do tipo C se:

o fi(n) € ZLX9) para todo n € w e todo i € {0, ..., k};

fi € do tipo 1 ou 2, para todo i € {0,....,k};
e supp fo(n) = supp fi(n), para todo n € w;
e supp f;(n) Nsupp fj(n) =0 para todo n € w e para quaisquer i,j € {2,....,k} com i # j;

e supp fi(n) Nsupp fj(n) =0 para todo n € w, para todo i € {0,1} e todo j € {2,....k};

Para cada n € w, eziste (0, my) € supp fo(n) tal que a seqiéncia

¢ estritamente mondtona e converge para algum ¢ € R\ Q.
Se F' € do tipo C, fagamos d(F') = 1.

O conjunto F de todas as familias do tipo A, B ou C nos permite recuperar uma subseqiiéncia

de um par qualquer de seqiiéncias em Z(<%).

Proposicio 7.1.4. Sejam g,h : w — Z(*9) . Ezistem F € F, j : w — w estritamente crescente

¢ §.h € 29 tais que (903)(m) = 3+ Syeparf(n) e (hoj)n) = h+ X yep by f(n) para todo
n € w, onde ay, by € Z para todo f € F.

cXw)

Demonstracao. Consideremos gg, g1, ho, h1 : w — A dadas por

gO(n) = Z g(n) (M? k) * X (k)

(u,k)€supp g(n)\supp h(n)

g1(n) = > 9(n) (1 k) - X (k)

(u,k)€supp g(n)Nsupp h(n)

ho(n) = Z h(”)(/j’? k) * X (k)

(u,k)€supp h(n)\supp g(n)

ha (n) = Z h(n)(lu’a k) “ X (k)

(p,k)€supp h(n)Nsupp g(n)
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Temos que g(n) = go(n) + g1(n) e h(n) = ho(n) + hi(n), para todo n € w.

Da proposigao 7.1.2 segue que existe jj : w — w estritamente crescente tal que gg o 51, 91 0 J1,
ho o j1 e hy o j1 sdo do tipo 1, 2, ou constante. Se g1 o j1 ou hy o g1 for constante, é possivel
tomar F € [*Q%)]<¥ do tipo A e §,h € Z(*¥) tais que (g o j1)(n) = §+ djerasf(n) e
(hoji)(n) =h+ ZfeF by f(n) para todo n € w, onde ayf,by € Z para todo f € F. Podemos,

portanto, supor que g1 o j1 € hy o g1 sao do tipo 1 ou 2.

Seja

4= {{groa)oe

(71 o 7)) i) : (p, k) € supp(g1 0 j1)(n) = supp(h1 0 j1)(n),n € w}.

Se A é finito — digamos A = {%g’ 3 }, onde p;,q; € Z\ {0}, ¢; > 0 e mde(p;, ;) = 1 para

ceey E
todo i € {0, ..., k} — consideremos

g1,i(n) = > (g1 091) () (1 k) * X (k)

(m,k)€supp(g1041)(n),
(g91041)(n)(m:k) _ P4

(h10j1)(n)(1,k) " q;

hi,i(n) = > (h1 o j1)(n) (ks k) - X (k)

(u,k)€supp(h101)(n),
(91041) (M) (1:k) _ pi
(h1031)(n) (1K) ~ g4

para cada n € w e cada i € {0, ...,k}. Note que

k
(grog)(n) =Y g1i(n)
=0

k
(hioji)(n) = hyi(n).
i=0
Sei€{0,....k} en € w, entdo supp g1,(n) = supp h1;(n). Além disso,

gri(n) (. k) _ pi
hii(n)(p, k) ai

para cada (u, k) € supp g1:(n) = supp hy;(n). Como mdc(p;, ¢;) = 1, temos que g; | hyi(n)(u, k)
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para todo (u, k) € supp g1,(n) = supp h1(n). Seja f; : w — Z(**) dada por

_ hai(n)(u, k)

filn)(p, k) = "
para cada (u, k) € ¢ X w e cada n € w. Temos que
k
(groj)(n) =) pi- filn)
i=0
e
k
(h1oj1)(n) =g filn).
i=0

Tomemos jo : w — w estritamente crescente tal que f; o jo é do tipo 1, 2 ou constante, para
cada i € {0,....k}. Dado i € {0,...,k}, definimos s; = f; o jo. Sejam sp11 = go o j1 0 jo €
Sk+2 = hgojj0ja. Consideremos {ny, ..., 7;} uma enumeragao estritamente crescente do conjunto
I ={ie{0,..,k}:s; ndo é constante}. Se spi1 € Skyo sa80 constantes, facamos F' = {s,, : 0 <
i < }; se spy1 € constante e spi9 nao é constante, facamos F' = {sy, : 0 < i < 1} U {sky2}; se
Sk+1 Nao é constante e siio é constante, facamos F' = {s,, : 0 < <1} U {sgt1}; s€ Sp41 € Skyo
nao sao constantes, fagcamos F' = {s,, : 0 < <[} U{sgy1} U {Sk+2}. Temos que F é do tipo A

e, portanto, pertence a F. Observamos que

!
(gojiod)n) =Y si(0)+sks1(n)+ D pni - sn,
=0

i€{0,.. k}\I

l
(hojiog2)(n)= Z 5:(0) + sg+2(n) +qu " Sny
i=0

i€{0,....k}\I

para todo n € w.

Se A é infinito, existem jo : w — w estritamente crescente e {(6,,my) : n € w} C ¢ X w tais
que g10j10j2 € hyojioja sdo do tipo 1 ou 2, (0, mn) € supp(gi 010 j2)(n) Nsupp(hiojiojz)(n)
para todo n € w,

(91 0 J1 0 j2) (1) (6, M)
(h1 o j1 o j2)(n)(0n, ma)

—¢
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para algum ¢ € [—o00, +00|, com

(g101072)(n)(0n, )
{<hloj1ojz><n><emmn>' © }

estritamente mondtona.

Se ¢ = 0, consideremos sy = g1 © j1 © j2, S1 = h1 0 j1 © Jo, S2 = gg © J1 © jo € 83 = hg 0 j1 0 ja.
Seja I = {i € {0,1,2,3} : s; ndo é constante}. Observe que 0,1 € I. Se 2,3 € I, entao
F = {sp, s1, 82,83} é do tipo B e, portanto, pertence a F. Tomemos j = jj 0 jo € § = h =0.
Temos que (g o j)(n) = so(n) + s2(n) e (hoj)(n) = si(n) + s3(n) para todon € w. Se 2 € I
e 3 ¢ I, facamos F = {sp,$1,82}, j =j19J2, g =0¢e h = s3(0). Se 2 ¢ I e 3 € I, fagamos
F = {so,51,83}, j = ji0j2, § = s2(0) e h = 0. Por fim, se 2,3 ¢ I, facamos F = {so0,s1},
j=j10j2, §=s52(0) e h = s3(0).

Se ( = —o0 ou ( = 400, entao

(h1 041 0j2)(n)(0n, mn)

(919719 42)(1) By 1)

Procedamos, agora, como no caso ¢ = 0.

Se ¢ € R\ Q, consideremos sy = g1 071 0j2, $1 = h1 071072, S2 = gpoj10j2 € $3 = hgo ji 0 jo.
Seja I = {i € {0,1,2,3} : s; ndo é constante}. Observe que 0,1 € I. Se 2,3 € I, entao
F = {s0,51,52,53} é do tipo C e, portanto, pertence a F. Tomemos j = jioja e § = h = 0.
Temos que (g o j)(n) = sp(n) + sa(n) e (hoj)(n) = si(n) + s3(n) para todo n € w. Os outros
casos (2€ T e3¢, 2¢1e3¢€l,23¢I)sao tratados de maneira andloga.

Se ( € Q\ {0}, entdo ¢ = goonde p,geZ \ {0}, ¢ > 0 e mdc(p, q) = 1. Consideremos

q-(g10j1072)(n) —p- (hiojioj2)(n)
q

ro(n) =

(h10j103j2)(n)
q

para cada n € w. Além disso, sejam ry = ggo j1 0 jo € r3 = hg o j1 0 jo. Existe j3 : w — w

ri(n) =

estritamente crescente tal que

nq-(grojiojzojs)(n) —p-(hiojiojeoyz)(n)
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é do tipo 1, 2 ou constante. Se tal seqiiéncia for do tipo 1 ou 2, facamos 59 = ¢ - (g1 0 j1 ©
joojs) —p-(h1ojrojaojs), § = hiojioja0ojs, Sg = rg0jsg e s3 = r30J3. Seja
I = {i € {2,3} : s; ndo é constante}. Se 2,3 € I, entdao F = {sg,s1, 52,53} é do tipo B,
onde sp(n) = % -50(n) e s1(n) = é - 51(n) para todo n € w. Tomemos j = jiojaoj3, g=0¢e
h = 0. Temos que (goj)(n) =so(n)+p-s1(n)+s2(n) e (hoj)(n)=q-si(n)+ ss(n) para todo
n € w. Osoutros casos (2€ e3¢, 2¢1e3cl,23¢I)sao tratados de maneira analoga.

Se a seqiiéncia

nq-(grojiojzojs)(n) —p-(h1ojiojeoygz)(n)

(exw)

é constante, existe J € Z tal que

q-(g1oj107203)(n)(p, k) —p- (h1ojiojaojs)(n)(uk)=J(uk)

para todo (u,k) € ¢ X w e todo n € w.
Fixemos (u, k) € ¢ X w. Como mdc(p,q) = 1, a equacao diofantina gz — py = J(p, k) tem

infinitas solugoes. Se x = z(, 1), ¥ = Y(uk) € uma solucao particular da mesma, entao todas as

suas solugoes sao da forma x = x(, 1) — pt, Yy = Y(ux) — qt, para t € Z. Logo, para cadan € w e

cada (p, k) € supp(g1 0 j1 © ja © j3)(n) = supp(g1 o j1 © jz © j3)(n), existe (k) € Z tal que

(910102 0343)(n) (1, k) = Ty k) — Pl (k)

(h10j1 042 0353)(n) (1 k) = Y(uk) — Tln,(uk)-

Observe que se (u, k) € supp J, podemos tomar ZTuk) = 0, Yk = 0. Destacamos, ainda,

H.k
que se p,q > 0, entao ¢ possivel tomar x(, r), Y(uk) > 0.! Portanto, para cada n € w, temos que

(grojioj2043)(n) = Z T(uk) " X(uk) TP Z —tn, (k) " X (k)
(p,k)Esupp J (u,k)€supp(g10j1052073)(n)
(]
(h1oj10j2043)(n) = Z Y(uk) " X(uk) T4 Z —tn, (k) * X (k)
(p,k)€Esupp J (u,k)€supp(h1oj1052053)(n)

Tsto serd importante na construcéo de um semigrupo de Wallace cujo quadrado é enumeravelmente compacto.
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Além disso,

n Z T (k) X (k)
(p,k)€supp J

N Yk X(wk)
(u,k)€supp J

sao constantes.

Tomemos j4 : w — w estritamente crescente tal que a seqiiéncia sq : w — Z(%) dada por

so(n) = > L, (k) " X (k)

(u,k)€supp(g10j10j2053054)(n)

seja do tipo 1 ou 2 e definamos j = j; 0 jo 0 j3 o0 js, § = Z(u,k)ESuppr(u,k?) © X(uk)>
h = 2 (uk)esupp J Y(uk) * X(uwk)> S1 = go o j e s2 = hgoj. Consideremos I = {i € {1,2} :
s; nao é constante}. Se 1,2 € I, entdao F' = {sg, s1,s2} é do tipo A e, portanto, pertence a F.
Além disso, (goj)(n) = g+p-so(n)+s1(n) e (hoj)(n) =h+q-so(n)+ sa(n) para todo n € w.
Os outros casos (1€ Te2¢ I, 1¢1e2¢cl,1,2¢I)sao tratados de maneira andloga. O

Proposigao 7.1.5. Existe {F¢ : 0 < { < ¢} uma indexagio de F tal que Upey, supp f(n) C € X w,
para toda f € F¢ e todo & €]0, /.

Demonstragao. Observamos, primeiramente, que |F| = ¢¥ = ¢. Portanto, podemos considerar

{Fg : 0 < € < ¢} uma indexacao de F tal que, para cada F' € F, o conjunto
Ap ={£€)0,c[: F = F¢}

tenha cardinalidade c.

Fixemos F' € F. Como Usep Upeysupp f(n) C e X w, cf(c) > w e |Uper Upewsupp f(n)| < w,
existe & < ¢ tal que Uscp Upey supp f(n) C a X w. Seja § € Ap. Se < a, fagamos Fy = {f},
onde f(n) = (n+1)-x(0,0)- Temos que f é do tipo 2 e, portanto, F¢ é do tipo A. Em particular,
Fe € F. Se § > a, fagcamos I = 13‘5.

Vé-se facilmente que {F¢ : 0 < { < ¢} é uma indexagao de F tal que Upey, supp f(n) C € X w,
para toda f € F¢ e todo £ €]0, c[. O

Se ¢ €]0,c[, denotaremos por n(Fg) a cardinalidade de F¢ e escreveremos F; =
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{fe0s s fg’n(Fg)_l}. Se F¢ é do tipo C, o limite da seqiiéncia

serd denotado por (.

Seja ¢ € R\Q. Do teorema de Kronecker segue que {(z+Z,(zx+7Z) : x € R} é um subconjunto
denso do toro T?. Portanto, para cada e > 0, existe I¢(¢) > 0 de modo que {(z+Z,(z+Z) : x € I}
é e-denso no toro T2, para todo I intervalo aberto de R de comprimento maior ou igual a l¢(e).

Podemos supor que se €; < e, entdo l¢(€1) > l¢c(€2).

7.2 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {p¢ : 0 < £ < ¢} uma familia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis e
{F¢ : 0 < £ < ¢} uma indexacao de F tal que Upey, supp fe j(n) C £ X w para todo j < n(Fg) e
todo £ €]0, .

Proposicao 7.2.1. Seja J € Q) \ {0}. Eziste E € [c]* de modo que suppJ C E x w e tal
que se £ € B\ {0}, entdo Upe,supp fe j(n) C E X w, para todo j < n(F).

Demonstragao. Fagamos E(0) = w. Se £ €]0, ¢[, definimos indutivamente

B(€) = {6} UU,.ex, E()

onde

Xe¢ = T1[Ujcn(ry) Unew Supp fe;(n)].

Seja
E= UCEﬂl [supp J] E(C)

Temos que supp J C E X w, uma vez que ¢ € E(¢) C E, qualquer que seja ¢ € m1[supp J]. Além
disso, um argumento indutivo garante que E(§) € [¢]¥, para todo £ < ¢ e, portanto, E € [¢]“.
Por fim, se £ € E \ {0}, entao existe ( € mi[supp J] tal que £ € E(¢). Um outro argumento
indutivo garante que se a € E(f), entdao E(a) C E(S), quaisquer que sejam «a, 3 < ¢. Logo,
71 [Unew supp fe j(n)] C E(§) C E(¢) C E, para todo j < n(Fg). O

Lema 7.2.2. Sejam J € Q) \ {0} ¢ E € [c]* de modo que suppJ C E x w e tal que se
£ € E\ {0}, entdo Upepsupp fej(n) C E x w, para todo j < n(F¢). Eziste {Ey : k € w} uma
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familia de subconjuntos finitos de E, {er : k € w} e {by : k € w} seqiéncias estritamente
crescentes de numeros naturais, {rr : k € w} uma seqiéncia de nimeros reais positivos e

i:w— E\{0} tais que:
(i) supp J C Ey X eq;
(ii) B % w = Ugew(E) X €x);
(iii) i(k) € Ey, para todo k € w;
(iv) e > n(Fyy)), para todo k € w;
(v) (Eks1 X €xy1) O (B X ex) UU{SUPD fi(m),j(0m) : J < n(Fiym)),m < k}, para todo k € w;
(vi) {bg : k € i ({&})} € pe, para todo & € E\ {0};
(vii) Se Fyy,y € do tipo A, entdo:
® Supp fir),j (k) \ (Ex x ex) # 0, se fiw); € do tipo 1 e j <n(Fiuy);
o [a(fik),;(bk))| -k >4 - d(Fyry), se fir),; € do tipo 2 e j < n(Fyu);
(viii) Se Fyy, € do tipo B, entdo:
supp fik),j (br) \ (Ex x ex) # 0, se fi(k),j é do tipo 1 e j < 2;
la( fiky,; (br))| - i > 4 - d(Fypy), se fi(k)’j é do tipo 2 e j < 2;
supp fik),j (k) \ (B X ex) # 0, se fyxy; € do tipo 1 e 2 < j < n(Fyyy);

la(figr),; (Ok))] - i > 4 - d(Fyy), se fi),; € do tipo 2 e 2 < j < n(Fyy);
la(firy,1 (bx), (Opys mip )| - T > 4 - [a( figy,0(bk), (Oby,, M, )| - d(Firy)

(iz) Se Fygy € do tipo C, entdo:

® supp fick,; (k) \ (Bx X ex) # 0, se fig); € do tipo 1 €2 < j < n(Fyp);
o [a(fir);(Oe))| -6 > 4 d(Fywy), se firy,; € do tipo 2 e 2 < j < n(Fyy));
(

° |CL( z(k 71 bk))(ebkﬂmbk)” Tk > 4 lC (k)(%c);

a( i( ,O(bk)7<9bkambk ) Tk Tk
TR ORCRN) %( ) it <Z<k><8>'<8’
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J— 1 .
(x) 0 4- Z(&,n)esuppJ ’a(']7 (éa ’I”L))‘ 7
Tk
2: Zj<n(Fi(k)) Z(é,n)€suppfi(k),j(bk) |a(fl(k),j(bk)7 (& TL))‘ .

(%) Thg1 =

Demonstragao. Consideremos {a, : n € w} uma enumeracao de F X w. Seja
Go = mi[supp J U {ap}]
e tomemos gy € w tal que gy > max ma[supp J U {ap}]. Para cada n € w, definimos
Gni1 = m[{ant1} U {supp fej(m) : m <n,& € G, \ {0}, < n(Fe)} UG,
e tomemos gn+1 € w tal que gn11 > gn,

gn+1 > max{n(Fe) : £ € Gpy1 \ {0}}

Gn+1 > maxmo[{ant1} U U{supp feijlm) :m <n, &€ Gp\{0},5 < n(Fe)}l.

Temos que {G,, : n € w} é uma familia de subconjuntos finitos de E e {g, : n € w} é uma

seqiiéncia estritamente crescente de niimeros naturais tais que:

(1) suppJ C Goy X go;

(2) E X w = UpewGn X gn;

(3) (Gns1 X gn+1) D (Ga % gn) UU{supp fe j(m) :m < n,§ € Gu \ {0}, j < n(Fe)}.

Fixemos { € E \ {0} e n € w. Suponhamos, primeiramente, que F¢ seja do tipo A. Se
J <n(F¢) e fe; é do tipo 1, definimos

A%j ={k € w:supp fe (k) \ (Gn x gn) # 0}.
Se j < n(F¢) e fe; é do tipo 2, definimos

AV = {k € wla(fe; (k)] > 2" - d(Fe) - Xp1}
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onde

Y= Y k) ] ( 3 awmuxw$»0

(p,k)€esupp J I<p J<n(F¢) (p.k)€supp f¢,;(1)
(eGp\{0}

paracadap € we

(p;k)Esupp J
Por fim, definimos

A5 = ﬁj<n(FE)A§£j-

Suponhamos, agora, que F¢ seja do tipo B. Se j <2 e f@j é do tipo 1, definimos
A5 = {k € w :supp fe j(k) \ (Gn % gn) # 0}.
Sej<2e f&j ¢é do tipo 2, definimos
AT = {k € w |a(fe (k)] > 27 - d(Fy) - Xoa ).
Se 2 < j < n(Fg) e fe; é do tipo 1, definimos
A5 = {k € w:supp fe j (k) \ (Gy x gn) # 0}.
Se 2 < j < n(Fg)e fe; édo tipo 2, definimos
A5 = {k € w:la(fe (k)] > 2" - d(Fe) - Xno1}-
Seja, também,
B = {k e w:la(fei(k), (O, mp))| > 2" - d(Fe) - |a(feo(k), (O, m))| - Xp—1}-
Definimos

A= () AN B
j<n(Fg)



Capitulo 7 131

Finalmente, suponhamos que F¢ seja do tipo C. Se 2 < j < n(F¢) e fej é do tipo 1, definimos
A5T = {k € w:supp fe (k) \ (Gy x gn) # 0}
Se 2 < j < n(Fg) e fe; é do tipo 2, definimos

AST = {k € w: |a(fe (k)] > 2" - d(Fe) - Xpa}.

Facamos
Af;l ={k cw:la(fe1(k), (O, my))| > on+4 . b - X1}
e (feo(k), (B, mp))
¢ = DGO ke T n+5 }
3 { a(fea(k), Ok, my)) &= Ge ,g‘ 1
onde
I =1 1
me =\ X )
Definimos

A= [ AYncs
1<j<n(Fy)

Observamos que A, 6 um subconjunto cofinito de w, quaisquer que sejam n € we ¢ € E\{0}.2
Logo, para cada £ € E \ {0}, temos que {A% :n € wh C pg, uma vez que pg é um ultrafiltro
livre sobre w. Da seletividade de p¢ decorre que existe uma seqiiéncia {a% in € w} € pe tal que
s, € A5 e n < df, para cada n € w.

Do lema 1.5.4 segue que existe {I¢ : £ € F'\ {0}} uma familia de subconjuntos de w dois a

dois disjuntos tal que:

(a) {d§ :n € I¢} € pe, para cada & € E'\ {0};

(b) {[n, a8 :n € I¢, £ € £\ {0}} é uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.
Para cada { € E'\ {0}, seja

() Ne =min{n e w:¢{ € Gy}

fe,0(k) (O ,mi))
fe,1(k)((0k,my))

= £,1 ¢ o= s s . fe,0(R) (O ,mp))
entdao A" e C}, sdo subconjuntos cofinitos de w, pois T (@) CeeC eR\Q.

2Se F¢ é do tipo B, entdo BS é um subconjunto cofinito de w j& que — 0. Se F¢ é do tipo C,
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que
(d) N¢ <n, para todo n € I.

Consideremos {ny : k € w} uma enumeracao estritamente crescente de Ugcp\ 101 l¢- Seja

i: w — E\{0}
E — (k)
onde i(k) é o tinico elemento de E \ {0} tal que ny € I;).
Para cada k € w, facamos b = a%(,f), Ey = Gn,, € = gn, ¢ definamos 7 segundo os itens (x)

e (xi) do enunciado deste lema. Resta mostrar que as condigdes (i)-(ix) estao satisfeitas.

(i) Como 0 < nyp, temos que Ey X eg = Gpy X gny O Go X go D supp J.

(i) Ugew(Er X er) = Ugew(Gny X gn,) = E X w.

(iii) Seja k € w. Temos que ny € I). De (d) segue que Nypy < ng. De (c) e (3) vem que
i(k) € Gnyy C Gy = Ej.

(iv) ex = gn, > max{n(Fg): § € Gy, \ {0}}. Como i(k) € Gy, \ {0}, temos que e}, > n(Fjq,))-

(v) De (3) vem que Ej11 X ex11 D Ex X e, pois {ny : k € w} é uma enumeragao estritamente
crescente de Ugep\(0)l¢. Resta mostrar que supp fi(m)ﬂ-(bm) C Ejy1 X ex41, para cada
m < k e cada j < n(Fj(y)). De (3) decorre que

Eryi1Xegr1 = Gnk+1 XGnpyq 2 U{supp fé:j(m) tm < ngp1—1,§ € G”kJrl—l\{O}?j < n(F£>}

Por (iii), i(m) € Ep C Ex = Gp,, C Gy, 1, para todo m < k. Além disso, i(m) # 0. Por
(), b = ann’ < ngy1 — 1, para todo m < k. Logo, supp fitm),j(bm) C Ejt1 X eg41, para
todo j < n(Fm))-

(vi) Seja & € E\ {0}. Temos que {by : k € i~ 1({e})} = {aP : k e i1 ({&})} = {ab i n € I} €
D¢, por (a).

(vii) Suponhamos que Fix) seja do tipo A. Temos que by = af@(f) € Af;(,f). Se fik),; € do tipo 1 e
j< n(Fl(k)), entao

supp fik),; (k) \ (Ex X ex) = suppb fir),;(0k) \ (Gny, X gn,) 7 0.
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(viii)

Se fir),; € do tipo 2 e j < n(Fz-(k)), entao

la(fighy,j (br))] > 2 - d(Fyry) - X1

onde

Ypr= X W)l [T (X X lalfeo.6m)).

(6,m)esupp J I<ng—1 Jj<n(F¢) (0,m)€supp f¢,;(1)
CeGnk—l\{O}

Observamos que se m < k, entdo n,, < ng_; e, portanto, i(m) € E,, = Gy, C Gy, , C

Gn,—1. Note que i(m) # 0. Como b, = afl(:f) e [nm,afl(ff)} N [nk,a;(f)] = (), temos que

bm < ny e, portanto, b, < ny — 1. Logo,
|a(fick),; (k)| - 71 > 4 - d(Fyry)-

Suponhamos que Fjy seja do tipo B. Os argumentos utilizados em (vii) nos permitem

mostrar que:

® supp fix),; (0x) \ (Ex X ex) # 0, se fi(k)d» édotipolej<2;
o [a(fir);j(bw))| - >4 - d(Fyry), se fi(km édotipo2ej<2;
 supp fir),; (k) \ (Ex X ex) # 0, se fix),; € dotipo 1 e 2 < j < n(Fyp);
o |a(fir),;(0x))| - & > 4 - d(Fyry), se fir),; € do tipo 2 e 2 < j < n(Fyp).

Temos que by = afl(f ) € Aﬁl(f ). Da definicao de B,il(,f ) segue que
la( figy1 (bk)s (O )| > 24 d(Fyy) - al Figry.0(0n)s (O M, ))| - X1

Observamos que se m < k, entdo n,, < ng_; e, portanto, i(m) € E,, = Gy, C Gy, , C
Gpn,—1. Note que i(m) # 0. Como b, = aﬁfﬁf) e [nm,afl(::)} N [nk,a%k)] = (), temos que

bm < ny e, portanto, b, < ni — 1. Logo,
|a(fig),1(0k), (Bo, )| - 7 > 4= |a(figry 0(bk), (B, 7y )| - A(Fiqr))-

Suponhamos que Fj;y seja do tipo C. Os argumentos utilizados em (vii) nos permitem

mostrar que:
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® supp fix),;(0k) \ (Ek X ex) # 0, se fig),; € dotipo 1 e 2 < j <n(Fip);
o |a(fir),;(0x))| - Tk > 4 - d(Fyry), se fix),; € do tipo 2 e 2 < j < n(Fyp).

Temos que by = ail(,f e Ail(,f ). Da definicao de A%f )1 segue que

la(fik),1(0k), (B, s M) | > 2mitd Uitk - Xng—1

onde
1
b i) = l<i<k> 2nk+5—Xnk,1 '
Como
1 Tk
.
27’Lk+5 . Xnk—l - 8
temos que
Tk
lCi(k) (8) < lnk,i(k)'
Portanto,

Tk
‘a(fi(k),l(bk)a (ebk,TTLbk))’ TR >4 l”kﬂ(k) >4 lgi(k) <8> .

Da definicao de Cﬁ(,f ) segue que

alfi.0(bk), O mn) el
Al fitt) 1 (Bx), (O, )) -t 20 et

oML X, <1

e, portanto,

alfig).0(0n): (O ) <Tk>_c N <W>'<T’f 0
a( figry 1 (0n), (O, )) S0 \(87) 0 e g 8

Lema 7.2.3. Sejam J € Q%) \ {0} ¢ E € [¢]* de modo que suppJ C E x w e tal que se & €
E\ {0}, entdo Upey supp fej(n) C E x w, para todo j < n(Fe). Eziste ¢y |guxw): QExw) 5 T

um homomorfismo de grupos com as sequintes propriedades:
(i) ¢ lgExw (J) #0+Z;

(i) Se & € E\{0}, entdo ¢ [gExw) (X(e,5)) = Pe —lim{¢s [gExw) (fej(n)) : n € w}, para cada
7 < TL(FS).S

3Estamos considerando Q(F*«) ¢ Q(¢*«),
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Demonstragao. Consideremos {E,, : m € w}, {em : m € w}, {by : m € W}, {rm :m € w} e
i:w — E\ {0} de acordo com o lema 7.2.2. A fim de exibirmos um homomorfismo de grupos
¢ [gexe) satisfazendo as condigdes (i) e (ii) deste lema, construiremos indutivamente aplicagoes
auxiliares ¥, : E X w — Be ¢}, : By, X e, — B, para cada m € w.

Para cada (§,n) € Ep x e, tomemos y(¢ ) € R tal que

1
> TEn) yen = 3

(§;n)€supp J

e facamos .

Uem = gryy Yem T L

Temos que

1
> al(6n) wen = 5 +Z

(¢,n)€supp J

Seja ¢5(&,n) o arco aberto de T centrado em T(¢,n) com diametro

7o

()

Seja também g (&,n) = d(J) - Y§ (&, n). Claramente, d(¢(§,n)) = ro. Uma vez que

S(U5(6m) = -

lize S al(&n) diEn)

2
(§;n)€supp J

(X e vien) s X laen) o) < §

(¢,n)esupp J (¢,n)€supp J

concluimos que

0+Z¢ Y, alJ(&n) v5En).

(§;n)€supp J
Por fim, se (§,n) € (E xw) \ (Eo X eg), fagamos ¢o(&,n) = T.
Seja m € w. Suponhamos definidas ¥, : E X w — B e ¢}, : By, X ey, — B. Vamos construir

Ymi1: Exw—Bey 1 Eni1 X émy1 — B com as seguintes propriedades:

(1) Se (§,n) € (B X w) \ (Emt1 X €mt1), entao ¥,11(&,n) =T,

(2) Se (&,n) € (Emy1 X em+1) \ (Em X em), entao 1y, 4 (§,n) é tal que:
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(a‘) b(‘]) : Hk<m+1 d(E(k)) : ¢:n+l(§v n) C wm(fa TL);

"m+1
(b) 6(¢rmy1(€,m)) = b(J) - [pemer A Firy)

Neste caso, fagamos

Vm+1(§,n) I dFiwy) - v &n).

k<m+1
(3) Se (§,n) € Ey X ey, entao ¥r, (£, n) é tal que:

) - Tm+1
(b) 6(¥5,41(8,m)) = b(J) - Hk<7:+1 d(Fiwy)

Neste caso, facamos

i (&n) =0(T) - [ dFiwy) - i1 (&)

k<m+1

(4) Para cada j < n(Fju)),

bl 0 (X alfimyln), (€000 [T ) Gralem) £0,

(§,m)€supp fi(m),; (bm) k<m

Se (57”) € (E X w) \ (Em-‘rl X €m+1)> fagamos wm+1(§7n) =T. Se (gan) S [(Em—i-l X €m+1) \
(Em X €m)] \ Uj<n(F,(ny) SUPP fi(m),j(bm), entdo (&, n) = T. Definimos ¢, (¢, n) como sendo

um elemento de B com didmetro

T'm+1
b(J) ) Hk<m+1 d(Fi(k))

0(Ymi1(§,m)) =

e facamos

¢m+1(§7 - b H d m+1(§7 TL)

k<m+1
Se (&,n) € (Em X em) \ Uj<n(Fy(pmy) SUPP fi(m),j(bm), fixemos uma raiz d(Fj(,))-ésima do ponto
médio de vy, (§,n). Definimos 1}, ;(£,n) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em

questao com diametro
Tm+1

b(J)  Tlkcms1 d(Figry)

0(m11(&n)) =
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e facamos

Umir(&n) =b(J) - [ d(Fiw) - ¥ (&n).

k<m+41

Vamos, agora, definir ¢}, 1(£,n) e ¥nq1(€,n) para (§,n) € Uj<n(Fy(pm)) SUPP fitm).j (bm)-

Caso 1: Fj,) ¢ do tipo A.
Seja j < n(Fjum))- Fixemos (u, k) € supp fim),;(bm) tal que:

® (//J’ k) ¢ Em X em, se fz(m),j é do tipo 1;

o [a(fi(m),j(bm), (1 k)| - 1 > 4 - d(Fym)), s fim),; € do tipo 2.

Para cada (§,n) € supp fi(m),;(bm) \ {(@, k)}, fixemos 2(¢,) € T da seguinte maneira: se
(§,n) € Ey X ey, entao z ) é uma raiz d(Fj(,))-ésima do ponto médio de vy, (i1, k); se

(§,n) € Em X e, entdo 2, é escolhido arbitrariamente. Seja
Tj = Z (fz m),j( ) H d Z(k Z(&m)-
(&;n)€8UPD fi(my,; (bm)\{(1:k)} k<m

Se fi(m),j ¢ do tipo 1, tomemos z(, ;) € T tal que

a(fitmy,j (bm), (1 T) - T dFi) - 2u) + 25 € m(i(m), 5).

k<m

Se fi(m),; € do tipo 2, podemos supor que (u, k) € Ep, X ep, pois, do contrério, os argumentos
utilizados acima podem ser repetidos aqui. Sejam Z(, ;) uma raiz d( Z(m)) -ésima do ponto

médio de 1y, (1, k) e A o arco aberto de T centrado em Z(,, ;) com didmetro

o(4) = 4-5(J) - Miemrr AFi)

Observamos que

a(fi(my i (Om), (1, %)) - b(T) - [ d(Fyy) - A=T

k<m

e, portanto, existe Z(uk) € A tal que

a(fi(m).j (bm), (1 ) 11 d(Eiw) - zup) + 25 € dm(i(m), ).

k<m
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Para cada (§,n) € supp fi(m),;(bm), seja 1, ,1(§,n) o arco aberto de T centrado em z(¢ )

com diametro

. B "m+1
O(Ym41(§5m)) = b(J) - Tlecmstr A(Firy)
e facamos
wm—i-l (5’ H d wm—l-l(é? )
k<m+1

As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Caso 2: Fj(,, ¢ do tipo B.
e (&n) € U2§j<n(pi(m))suppfi(m)yj(bm), procedemos como no caso 1 para definir

mt1(§m) € Ymy1(§,n). Fixemos (11, k) € supp fim),0(bm) tal que

‘a(fi(m),l(bm)v (N? k))| T >4 ’a(fi(m),o(bm)’ (H7 k))‘ ’ d(Fz(m))

e fixemos (v,1) € supp fi(m),0(bm) tal que:

e (1,l) € Ep X ey, se fz‘(m),o é do tipo 1;

o |a(figmy0(bm), @, )] - 7im > 4+ d(Fym)), se figm),o ¢ do tipo 2.

Para cada (§,1) € supp fim),1(bm) \ {(1, k), (v,1)}, definimos 2(¢ ,,) como no caso 1.

Se (k) = (v,1), sejam xp e z1 também como no caso 1. Seja Z(,;) uma raiz
a(fi (m), 0(bm), (11, k) - b(J) - [T d(F, i(k) ) ésima do ponto médio de ¥,,(i(m),0) — zg. Se
(1, k) € Em X em, pedimos também que d(Fj()) - Z(u k) € U, (1, k), onde ¥, (11, k) é o arco

aberto de T centrado no ponto médio de ¥}, (u, k) com didmetro

O( (s k) = ===

Seja I o arco aberto de T centrado em Z(, x) com diametro

ok

) = a0 Thremss dFoy)

4Isto pode ser feito como no caso 1.
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Existe 2, 1) € I tal que

al fimy,1 (bm), (1 J) - T dFiw) - 2up) + 71 € m(i(m), 1)
k<m

a( fitm),0(bm), (1 T) - 1 dFi) - 2up) + o € ¥m(i(m),0).
k<m

Para cada (§,n) € supp fim),1(bm), seja ¥y, 1 1(§,n) o arco aberto de T centrado em z(¢ )

com diametro

% - T'm+1
6(¢m+1(€7n)) - b(J) . Hk<m+1 d(Fz(k:))
e facamos
wm—l-l(fa - b H d m+1 (gvn)
k<m+1

As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Suponhamos, agora, que (u, k) # (v,1). Se (1, k) € Em X e, seja Z(, ) uma raiz d(Fyy,))-
ésima do ponto médio de 9y, (1, k). Se (u1, k) € En X e, seja Z(,, ) um elemento arbitrario
de T. Seja z(,;) uma raiz a(fiom)o0(bm), (¥,1)) - (J) - [ [z < d(Fi(x))-ésima do ponto médio
de ¥ (i(m),0) — g — x, onde

Ty = Z a(fi(m),(]( H d " Z(Em)

(&m)€8uPp fi(m),0(bm)\{ (1:K), (,)} k<m

& = a(fimyo(bm); (11, %)) - 0(J) T d(Finy) - Zut)-

k<m

Se (v,1) € Ep X ey, pedimos também que d(Fjy,)) - 2(1,1) € Uk (v,1), onde ¢, (v,1) é o arco

aberto de T centrado no ponto médio de 7, (v, 1) com diametro

3 (1)) = T2 D)

Definimos
zo = To + a(fi(m),0(bm) H d(Fiky) - 2(,1)-

k<m

Temos que z é o ponto médio de ¥, (i(m),0) — zp. Seja I o arco aberto de T centrado em
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Z(u,k) com diametro

"0 = aGrimro ) (e - D) Ty o)

Existe z(,x) € I tal que

a(fitm),1(bm), (1, H d(Fy)) * 2(uk) + T1 € Ym(i(m), 1)

k<m+1

a(fi(m),O(bm)7 (M? k)) ’ b(‘]) ’ H d(F’L(k)) "2 (k) + 2o € wm(l(m)’ 0)

k<m+1

Para cada (§,n) € supp fim),1(bm), seja ¥y, 1 1(§,n) o arco aberto de T centrado em z(¢ )

com diametro

. B T'm+1
6(Ymy1(&sn)) = b(J) - ITk<msr d(Figk))
e facamos
wm—i-l(fa H d m+1(§’n)'
k<m+1

As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Caso 3: Fj(,,) ¢ do tipo C.
e (&n) € U2§j<n(pi(m))suppfi(m)yj(bm), procedemos como no caso 1 para definir

mt1(§m) € Ymy1(§,n). Fixemos (11, k) € supp fi(m),0(bm) tal que

|a’(fz(m), (bm)7 (#7 k))‘ Tm
1 . T > lgi<m) <8)

a(fi(m),O(bm)7(M7k)) N < ) C (Tm)‘<Tm
a(Fitm) .1 (bm), () itm) i \ g 8

Para cada (§,n) € supp fiom),0(bm) \ {(1,k)}, definimos z( ) como no caso 1. Sejam,

também, xo e 21 como no caso 1. Se (u, k) € Epy X e, s€ja Z(, ) uma raiz d(Fj(,,))-ésima

do ponto médio de vy, (11, k). Se (11,k) & Em X em, seja Z(, ) um elemento arbitrédrio de T.

wk
Consideremos A o arco aberto de T centrado em Z,, ;) com diametro

o(4) = 4-5(J) - Miemrr AFi)
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A fim de provar que existe z(, ) € A tal que

a(fi(m),O(bm)7 (M7 k)) ' b(J) ’ H d(Fz(k)) " (k) € wm(z(m)a 0) — 2o

k<m

a(figmy 1 (bm), (11, 8)) - 0(T) - T d(Figy) - 2y € m(i(m), 1) — a1

k<m

¢ suficiente mostrar que o conjunto

_ z a(fi(m),O(bm)’ ('uv k)) " realf . . ' ¥
x={ (42 ST Gy o) 2 € o) (100 11 i) i}

é 1 /4-denso em T?, onde A é um intervalo aberto de R tal que A+ Z = A. Temos que

vz Wiem,0(bm), (k) o )
{< e a( fitmy,1(bm), (11, k) +Z) 12 €10, gy m/8)[}

é 1 /4-denso em T2, uma vez que

a( figmy,0(bm), (1, k) y (m) o <m>‘ m
a(fi(m),l(bm),(u,k)) Ci(m) 8 i(m) " “Ci(m) .

Logo,

N - a(fi(m),(](bm)v (N? k)) o o al f: .
y = {( 2, SmaCu z) 2 €10, a1 (Bu)s (1, ) m/4[}

também é 7, /4-denso em T2, j& que

‘a(fi(m),l(bm)a (:U'? k))‘ Tm

Observamos que d(Fj(,)) = 1, pois Fj(,, é do tipo C. Logo,

|a(fi(m),1(bm)> (M) k))’ *Tm

0
’ 4

= a(fi(m),1<bm)7 (1, k)) - b(J) - H d(Fi(k)> A+

k<m




142 Capitulo 7

para algum r € R e, portanto,

Y = X + <T’+Z a(fz(m),O(bm)7(/'L>k)) T—I—Z)

a(fi(m),l (bm)7 (M? k))

Como as translacoes sdo isometrias de T2, conclufmos que X é r,,/4-denso em T2. Tomemos

Z(uk) € A tal que

a(fi(my,0(bm)s (11, 8)) - 0(T) - T d(Figry) - 2(u,m) € m(i(m), 0) = g

k<m

a(fimya (bm), (11, %)) - 0(T) - T d(Fiy) - 2(uik) € ¥ (i(m), 1) = z1.

k<m

Para cada (§,n) € supp fim),1(bm), seja ¥y, 1 1(§,n) o arco aberto de T centrado em z(¢ )

com diametro

5(1/}m+1(f,n)) = b(J) - Hk<7:+1 d(Fi(k))

e facamos

Ymp(&n) =b(T) - [ dFw) - hir(&m).

k<m+1

As condigoes (1), (2), (3) e (4) estao satisfeitas.

Por indugao, obtemos aplicagoes ¥y, : E X w — B e ¢}, : Ep, X e, — B para cada m € w,

satisfazendo as seguintes condigoes:

b me—i-l(gvn) - ¢m(€’n)7 para todo (f’n) € Ex w;
e 0(Vm(&,m)) =Tm, se (E,n) € Epy X e e Un(E,n) =T, se (§,n) € (B xw)\ (En X en);

b wm(&a n) = b(J) ' Hk<m d(Fl(k)) ’ w:@(fv n)? se (fvn) € Em X em.

Como T é um espago métrico completo e (7, )mew ¢ uma seqiiéncia de nimeros reais positivos
que converge para 0, concluimos que se (£,1) € E X w, entao Npmew®m(&,1) = Nmewtm(€,1) é
um conjunto unitario. Denotaremos por ¢(x (¢ ,)) 0 tnico elemento de Nyew®m (€, n).

Para cada (§,n) € E x w, sejam N,y = min{m € w : (§,n) € Ey X en} e m > Ne.

Temos que ¥, (§,n) # T e, portanto, existe um tnico elemento de 7, (£, n) que multiplicado por
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b(J) - Tpem A(Fix)) € igual a ¢(x(¢,n)). Denotaremos tal elemento por

1
d)(b(J) Te<m d(Firy) ‘X(&n))

Consideremos

1
G@’")‘{ b(J)  Tleem A(Firy)

X(em) € Q) :m > Nw)}

e denotemos por G o grupo gerado por Ue e pxwG(en)- Uma vez que se (§,n) € Exwem > n,

entao

1 1
¢( X n)z d(F; -¢( X )
b() Thon, dFiy) ™) N@,ng«m( ©) O\ 5] T (i) 67

podemos estender ¢ a um homomorfismo de grupos de G em T. Usando o fato de T ser divisivel,

estendemos ¢ a um homomorfismo de grupos ¢ [gzxw): Q&) — T.

Temos que

67 lgexe (1)€Y ald, (& n)) - ¥5(&, n).

(§,n)esupp J

Como

(¢,n)€supp J

conclufmos que ¢ [gExw) (J) # 0+ Z. Logo, (i) estd verificada.

Fixemos £ € E\ {0} e j < n(Fg). Para cada m € i1 ({¢}) temos que

oy TQ(EXw) (fz(m),j(bm)) € Z a(fz(m),](bm) H d ¢m+1(§7 )

(gvn)esul)p fz(m),] (bm) k<m

Além disso,

b Towxe) (X(i(m).j)) € Ym(i(m), j).

De (4) segue que

5(97 TgExw) (figm),j(bm)), d7 lgExw) Xam).y)) < di+da
< 2rm,
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onde

dy :6<Z(§ n)ESUpPD fi(m),; (bm) (fz m),j( ) (&7 )) ( ) Hk<m ( l(k) w:%+l(€7n)>

dy = 6(¢m(i(m), ).

Como 7y, — 0, conclufmos que a seqiiéncia {¢; [g@Exw) (figm),;(bm)) : m € i1 ({£})} converge
para ¢ [gExw) (X(i(m),5))- Da propriedade (vi) do lema 7.2.2 segue que

b TgExw (X(im).j) = pe —Im{dy [gwxw) (fim),;(n)) 1 n € w}.
Logo, (ii) esta verificada. O

Estamos prontos para estender ¢ [gexw) a um homomorfismo de grupos ¢ : Qlexw) 5 T
Nossa tinica preocupagao serd garantir que se § € ¢\ E, entdo ¢;(x(¢,;)) = pe — lim{¢(fe ;(n)) :
n € w}, para cada j < n(Fy).

Lema 7.2.4. Para cada J € Q%) \ {0}, eziste s : Q%) — T wm homomorfismo de grupos
tal que:
(1) ¢5(J) # 0+ Z;

(ii) Se & €]0,¢[, entdo ¢;(x(¢j)) = pe — lim{@(fej(n)) : n € w}, para cada j < n(Fy).

Demonstracao. Faremos a construcao de ¢; por inducao. De acordo com a proposicao 7.2.1,
existe £ € [¢] de modo que suppJ C E X w e tal que se { € E'\ {0}, entdo Upe, supp fe,i(n) C
E x w, para todo j < n(F¢). Segundo o lema 7.2.3, é possivel construir ¢; [gxw): QExw) 5T

um homomorfismo de grupos com as seguintes propriedades:

(1) ¢s lgwxe (J) # 0+ Z;

(2) Se § € E\ {0}, entdo ¢ [gExw) (X(e ) = Pe — im{¢y [gExw (fej(n)) i n € w}, para cada
7 < TL(F&)

Consideremos {ag : £ < ¢} uma indexacdo estritamente crescente de ¢\ E. Para cada

Jj < n(Fa,), definamos

07 (X(a0,5)) = Pao — im{d [gexw) (fag,j(n)) 1 n € w}.
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Se j > n(F,,), definamos ¢ J(X(ao,j)) arbitrariamente. Por fim, fagamos

6s(J) = ¢ lguexe (J)

para todo J € QExw) 5
Seja H,, o subgrupo de o)

CXw) Exw

gerado por QE*w) y {X(ao,n) : M € w}. Podemos estender by

a um homomorfismo de grupos de H,, em T. Uma vez que T é divisivel, estendemos d~> J aum
homomorfismo de grupos ¢.; [gEufag)xw): QUBU{aoh)xw) _
Repetindo indutivamente esta construcao, obteremos ¢ : Q%) — T um homomorfismo de

grupos satisfazendo (i) e (ii). O

7.3 Explicitando a topologia

A préxima proposicdo mostra que o produto diagonal da familia {¢; : J € Q(“) \ {0}} é

um monomorfismo de grupos.

Proposigao 7.3.1. Suponhamos que para cada J € Q%) \ {0} exista um homomorfismo de
grupos ¢y : Q%) — T tal que ¢5(J) # 0+ Z. A aplicacio

P - Q(ch) N TQ(ch)\{o}
J = a0
dada por
®(J)(J) = ¢s(J), para cada J € Q) \ {0}

€ um monomorfismo de grupos.

Demonstragao. Andloga a da proposigao 2.3.1. O

Teorema 7.3.2. Existe uma topologia de grupo no grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ que

torna seu quadrado enumeravelmente compacto.

Demonstragao. O grupo abeliano livre @[Z(‘Xw)] munido da topologia de subespaco induzida por

TN\ O} ¢ ym grupo topoldgico.

SEstamos considerando QF*«) ¢ QEV{xo}xw) - qlexw),
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Sejam g,h : w — ®[Z(*¥)]. De acordo com a proposicao 7.1.4, existem & €]0,¢[, j : w — w

estritamente crescente e g, h € Z(*%) tais que

((I) OgO] + Z agq - sz

i<n(F)

para todo n € w, onde ag ;,b¢; € Z, para todo i < n(F).
Do lema 7.2.4 segue que

¢1(X(e.0) = pe —lim{¢s(fei(n)) : n € w}
para todo i < n(Fg) e todo J € Q%) \ {0}. Portanto,
D(X(e1)) = pe — Im{®(fei(n)) :n € w}

para todo i < n(F¢). Isto implica que

(g+ > ag >_p§—hm{<1><§+ > a&i-fg,i(n)>:n€w}

i<n(Fy) i<n(F)
e
(h—f— Z bei- X 51)) :pg—lim{®<l~1+ Z bgﬂ--fgﬂ-(n)) :new}.
i<n(F) i<n(Fy)
Logo,

<cI><g+ > ag- X(&z) <h+ > beivx §Z>>

i<n(F) i<n(Fe)

é um ponto de acumulacio de {(g(n),h(n)) : n € w}. Portanto, ®[Z()] x S[Z(w)] &
enumeravelmente compacto. O
7.4 Sobre o problema de Wallace

Recordamos que um semigrupo é um conjunto nao vazio munido de uma operacao binaria

associativa. Um semigrupo de Wallace é um semigrupo topoldgico cancelativo (a direita e a
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esquerda) enumeravelmente compacto que ndo é um grupo topoldgico.5

Teorema 7.4.1. Existe um semigrupo de Wallace cujo quadrado é enumeravelmente compacto.

Demonstragao. Temos que S = {®(J) € TQ N0}, g ¢ N(>@)} ¢ um semigrupo topolégico
cancelativo (a direita e a esquerda) que nao é um grupo. Seja {(g(n),h(n)) : n € w} um
subconjunto infinito de S x S, onde g,k : w — ®[NE)]. De acordo com a demonstracao da

(exXw)

proposigao 7.1.4, existem & €]0,¢[, j : w — w estritamente crecente e g, heN tais que

(@ togo)(n) =g+ D agi- feiln)

i<n(F§)

para todo n € w, onde ag;,be; € N para todo i < n(Fg).

Mostramos no teorema 7.3.2 que (2(J + X ;cp(r,) Gei * X(g,0)): O(h + Dicn(ry) bei * X(e.))) €
um ponto de acumulagao de {(g(n),h(n)) : n € w}. Como (®(g + Ei<n(Fg) g+ X(&,i)) d(h+
O

ZKH(F&) bei* X(e,i))) € B[N concluimos que S x S é enumeravelmente compacto.

5Um semigrupo (S,-) é dito cancelativo (a direita e & esquerda) se z - @ = z -y implicaz = yex -2 =1y - 2
implica x = y, sempre que z,y, 2z € S.






CAPITULO 8

Consideracdes finais

8.1 Resultados obtidos

Nesta tese, utilizamos técnicas de teoria dos conjuntos para construir topologias
enumeravelmente compactas em grupos abelianos de nao torcdo. Assumindo a existéncia de
¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis segundo a ordem de Rudin-Keisler, obtivemos

os seguintes resultados:

(1) O grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ admite uma topologia enumeravelmente compacta

com uma seqiéncia nao trivial convergente que o torna um grupo topoldgico.

Conforme mencionamos, Garcia-Ferreira e Tomita obtiveram o mesmo resultado assumindo
MA,; —centered- NOs [6] mostramos que a existéncia de uma topologia de grupo enumeravelmente
compacta com uma seqiiéncia nao trivial convergente no grupo abeliano livre de cardinalidade ¢

é compativel com a falha total de MA.

(2) Se (G,4+,7) € um grupo topolégico abeliano quase livre de tor¢ao tal que |G| = || = ¢, entdo
existe o uma topologia em G independente de T (isto €, tal que T N o é a topologia cofinita

em G) que torna (G,4+) um grupo topoldgico.

149
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Tkachenko e Yaschenko [37] obtiveram o mesmo resultado assumindo MA. Todavia, eles
afirmaram nao saber se era possivel obté-lo assumindo apenas MA ountable- NOs [8] mostramos

que sim, uma vez que MA o untable implica a existéncia de 2° ultrafiltros seletivos.

(3) Se G é um grupo abeliano de nao tor¢ao tal que |G| = ¢, entao G admite uma topologia de
grupo enumeravelmente compacta se, e somente se, |G/T(G)| = ¢ e, para quaisquer n,d € N

tais que d | n, o conjunto dG[n] € finito ou tem cardinalidade c.

A caracterizagao algébrica dos grupos abelianos de nao torcao e cardinalidade ¢ que admitem
uma topologia de grupo enumeravelmente compacta apresentada em (3) havia sido obtida por
Dikranjan e Tkachenko [17] sob MA. Nés [7] mostramos que nao é necessaria qualquer forma do

axioma de Martin para obté-la.

(4) Existe uma topologia de grupo mo grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ que torna seu

quadrado enumeravelmente compacto.

Tomita [38] provou que o grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ ndo admite uma topologia de
grupo que torna sua w-ésima poténcia enumeravelmente compacta, mas nada se sabia a respeito
de poténcias finitas. Com (4), nés [9] respondemos uma questao proposta por Madariaga-Garcia

e Tomita em [30] e por Tkachenko em [36].

(5) Existe um semigrupo topoldgico cancelativo que ndo € um grupo topoldgico e cujo quadrado

€ enumeravelmente compacto.

Em outras palavras, nés [9] asseguramos a existéncia de um semigrupo de Wallace cujo
quadrado é enumeravelmente compacto, o que responde uma questao proposta por Grant em
[21].

Assumindo a existéncia de 2° ultrafiltros seletivos, obtivemos o seguinte resultado:

(6) Se um grupo abeliano de nao tor¢ao e cardinalidade ¢ admite uma topologia de grupo
enumeravelmente compacta, entdo o mesmo admite 2° topologias enumeravelmente compactas

(duas a duas nao homeomorfas) que o tornam um grupo topoldgico.

Assumindo MA,_centered, Tomita [39] mostrou que o grupo abeliano livre de cardinalidade ¢
admite ¢t topologias enumeravelmente compactas (duas a duas nao homeomorfas) que o tornam

um grupo topoldgico. N6s [7] melhoramos o resultado de [39] em duas diregbes: em primeiro
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lugar, estamos assumindo uma hipétese mais fraca que o axioma de Martin para ordens parciais
o-centradas; além disso, ampliamos a classe dos grupos para os quais temos o resultado.

Os resultados enunciados em (2), (3) e (6) referem-se a classes bastante gerais de grupos. Para
obté-los, tivemos de lidar com o fato de os elementos de T possuirem mais de uma raiz n-ésima,
para cada n > 1 nimero natural; isto nos levou a considerar uma aplicagao auxiliar adicional
na construcao dos homomorfismos por aproximacao. Observamos, também, que a imersao de
um grupo abeliano em um grupo divisivel nao é necessariamente sobrejetora e, portanto, foi
preciso tomar um cuidado maior na selecao dos candidatos a pontos de acumulacao. Além disso,
houve necessidade de considerar seqiiéncias com termos de ordem finita, as quais receberam um
tratamento especial. Os resultados enunciados em (1) e (4), por sua vez, dizem respeito ao grupo
abeliano livre de cardinalidade ¢. A dificuldade em obté-los reside no fato de fazermos exigéncias
extras sobre a topologia a ser construida: em (1), impomos que a mesma deve ter uma seqiiéncia

nao trivial convergente e em (4), pedimos que seu quadrado seja enumeravelmente compacto.

8.2 Problemas abertos

Problema 8.2.1. (ZFC) O grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ admite uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta (sem seqiiéncias nao triviais convergentes)?

O problema 8.2.1 aparece, por exemplo, em [12] e em [13] e é considerado uma das grandes
questoes da drea. Madariaga-Garcia e Tomita [30] mostraram que a existéncia de ¢ ultrafiltros
seletivos dois a dois incomparaveis (segundo a ordem de Rudin-Keisler) permite muni-lo de uma
tal topologia e este é o melhor resultado obtido até entao. Eles perguntaram se podemos concluir

o mesmo assumindo a existéncia de apenas um ultrafiltro seletivo.

Problema 8.2.2. Assumindo a existéncia de um ultrafiltro seletivo, € possivel munir o grupo
abeliano livre de cardinalidade ¢ de uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem

seqiiéncias nao triviais convergentes?

O préximo problema, proposto por Dikranjan e Shakhmatov em [16] e [15], também relaciona
a compacidade enumeravel de um grupo topoldgico com a existéncia de seqiiéncias nao triviais
convergentes. Neste trabalho, demos uma resposta afirmativa ao mesmo no caso de um grupo

abeliano livre, assumindo a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis.
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Problema 8.2.3. Se um grupo abeliano de cardinalidade ¢ admite uma topologia de grupo
enumeravelmente compacta, entdo o mesmo admite uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta com uma seqiiéncia ndo trivial convergente?

Um grupo abeliano G é dito algebricamente compacto se existe um grupo abeliano H tal
que G x H admite uma topologia de grupo compacta. Os grupos algebricamente compactos
formam uma subclasse “estreita” da classe dos grupos abelianos (por exemplo, Z nao é um
grupo algebricamente compacto). Por outro lado, todo grupo abeliano G é algebricamente
pseudocompacto, ou seja, é possivel encontrar um grupo abeliano H tal que G x H admite uma
topologia de grupo pseudocompacta. Em [16], os autores perguntam se todo grupo abeliano G
¢é algebricamente enumeravelmente compacto, isto é, se é possivel encontrar um grupo abeliano
H tal que G x H admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta.

Madariaga-Garcia e Tomita [30] e Tkachenko [36] propuseram uma questao semelhante. Eles
perguntaram se o grupo abeliano livre de cardinalidade ¢ admite uma topologia de grupo que
torna seu quadrado enumeravelmente compacto. Neste trabalho, demos uma resposta afirmativa
a tal indagacao, assumindo a existéncia de ¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incompardveis e
utilizando ferramentas até entao inusitadas, tais como o teorema de Kronecker para curvas no
toro T2 e a caracterizacio das solucdes gerais de equacdes diofantinas lineares em duas variaveis.

H4 interesse em saber que outros grupos abelianos admitem uma tal topologia (e, em

particular, sao algebricamente enumeravelmente compactos).

Problema 8.2.4. Caracterizar algebricamente os grupos abelianos de ndo tor¢ao que tém
cardinalidade ¢ e que admitem uma topologia de grupo que torna seu quadrado enumeravelmente

compacto.

Em [15], os autores mostraram (via forcing) que a existéncia de uma topologia de grupo
enumeravelmente compacta no grupo abeliano livre de cardinalidade 2¢ é consistente (com ZFC).

Todavia, nada se sabe a respeito de grupos maiores.

Problema 8.2.5. E possivel munir o grupo abeliano livre de cardinalidade 2% de uma topologia

que o torna um grupo topoldgico enumeravelmente compacto?

Encerraremos esta segao discorrendo sobre o problema de Scarborough-Stone, o qual relaciona
as nocoes de compacidade seqiiencial em produtos e compacidade enumeravel no espaco
resultante. Recordamos que um espago topoldgico X é sequencialmente compacto se toda

seqiiéncia em X possui uma subseqiiéncia convergente.
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Em 1966, Scarborough e Stone [34] perguntaram se qualquer produto de espagos topolégicos
seqiiencialmente compactos é enumeravelmente compacto. Assumindo o axioma diamante <>,
Vaughan [42] construiu uma familia de espagos Ty seqiiencialmente compactos cujo produto nao
é enumeravelmente compacto. Isto mostra a consisténcia (com ZFC) de uma resposta negativa
para o problema de Scarborough-Stone.

Uma conjungao de resultados de diversos matematicos — incluindo Vaughan, Nyikos, Soukup,
Velicovic e Weiss — soluciona completamente o problema em questao para espagos topoldgicos
satisfazendo determinados axiomas de separacao. Eles mostraram que tanto “sim” quanto “nao”
sao respostas consistentes (com ZFC) para o problema de Scarborough-Stone restrito a classe
dos espagos T5 e Tg.

A restrigdo do problema de Scarborough-Stone a classe dos grupos topolégicos — citada em

[44] e [43], por exemplo — permanece, contudo, aberta.

Problema 8.2.6. (Problema de Scarborough-Stone para grupos topoldgicos) O produto de

grupos topolégicos seqiiencialmente compactos € enumeravelmente compacto?






APENDICE A

Ultrafiltros seletivos

Denotaremos por Bw a compactificacdo de Stone-Cech do espaco discreto w, a qual serd
identificada com o conjunto de todos os ultrafiltros sobre w munido da topologia que tem
{V(A4) : A C w} como base de abertos, onde V(A) = {u : u é um ultrafiltro sobre w e A € u}.
Nesta identificacao, o espaco discreto w corresponde a familia dos ultrafiltros principais sobre w.
Representaremos por w* a familia dos ultrafiltros livres sobre w (isto é, w* = fw \ w).

Dada f:w — w, a funcdo Bf : fw — Bw definida por

Bfp)={AcCw: [7(A)ep}
é denominada a extensio de Stone-Cech de f.

Definicao A.1. Dados p,q € w*, dizemos que p <k q se existe uma funcdo f :w — w tal que
Bf(q) = p, onde Bf denota a extensio de Stone-Cech de f. A pré-ordem <gx em w* € chamada

de ordem de Rudin-Keisler.!

Definicao A.2. Dizemos que p,q € w* sao equivalentes (e escrevemos p =gk q) se existe uma

bije¢io f:w — w tal que p = Bf(q), onde onde Bf denota a extensdio de Stone-Cech de f.

A demonstragao do préximo lema foi extraida de [4].

Por “pré-ordem”, entendemos uma relacio reflexiva e transitiva.
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Lema A.3. Se f:w — w e p € w* sao tais que Bf(p) = p, entdo {n € w: f(n) =n} € p.

Demonstragdo. Se x,y € w, escreveremos T ~ ¥y se, e somente se, existem m,n € w tais que
f(x) = f™(y).2 Temos que ~ é uma relacio de equivaléncia em w e, evidentemente, f(z) ~ .
Diremos que z € w é periddico se existir k € N\ {0} tal que f*(x) = x. Tomemos A C w de

modo que:
e |[ANE| =1, para todo F € w/ ~;

e Se FE possui um elemento periédico, entao o elemento de ANE também é peridédico, qualquer

que seja E € w/ ~.

Fixemos E € w/ ~ e denotemos por a o elemento de AN E. Para cada x € E, sejam
m(z) = min{m € w: In € w tal que f"(z) = fM(a)},

n(z) = min{n € w: f*(z) = ™% (a)}

d(z) = m(x) — n(z).

Afirmamos que d(f(z)) = d(x) + 1 ou z = a. Com efeito, seja y = f(x). Temos que
FrO (@) = 1O) = [0 a)

e, portanto, m(z) < m(y). Ha dois casos a serem considerados:

Caso 1: m(z) < m(y).
Se n(z) > 1, entdao f*®-1(y) = @) (z) = f™*)(a) o contradiz a definicio de m(y),
uma vez que m(z) < m(y). Logo, n(z) = 0, o que implica z = f™®)(a) e, portanto,
y = f(x) = fm@+(a). Assim, m(y) < m(z) + 1. Como m(z) < m(y), temos que
m(y) = m(z)+1. Uma vez que y = f™®)+1(a), concluimos que n(y) = 0. Dado o exposto,
d(y) = m(y) —n(y) = m(y) = m(z) +1=m(z) —n(z) +1=d(z)+ 1.

Caso 2: m(z) = m(y).
Sejam m = m(z) = m(y) e b= [™(a). Como m(z) = m(y) e "V (z) = frW(y) =
<

™) (a), temos que n(x) < n(y)+1. Se n(x) = n(y)+1, entdo d(y) = d(z)+1. Suponhamos

29 =id, e f*T = fo f, para todo n € w.
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que n(z) < n(y) + 1. Se n(x) > 1, entdo f*®~1(y) = f*@)(z) = f™(a), o que contradiz
o fato de n(z) — 1 < n(y). Logo, n(x) = 0, o que implica x = f™(a) = b. Como
(b)) = W) (y) = b, temos que b é periédico. Da definicdo de A segue que a também
é periédico e, portanto, f¥(a) = a, para algum k € N\ {0}. Tomemos p € N tal que
pk > m e observamos que fPF™(z) = fPE=(f™(a)) = fP*(a) = a. Logo, m = m(z) =0

e, portanto, x = b = a.

Como E foi tomada arbitraria, podemos considerar d(z), para todo € w. Mostramos acima
que d(f(z)) = d(z) + 1, para todo = € w \ A.
Sejam
Xo ={z € w:d(x) é par}

X1 ={z €w:d(x) é impar}.

Temos que w = XoUX; e XoNX; = 0. Como p € w*, existe i € {0, 1} tal que X; € p. Observamos
que X; N f~Y(X;) € A. Uma vez que Bf(p) = p, concluimos que f~1(X;) € p e, portanto, A € p.
O mesmo argumento mostra que f~'(A) € p, o que implica AN f~1(4) € p. Contudo, se
r € AN f7Y(A), entdo z, f(x) € A. Da definicio de A e do fato de x ~ f(z) decorre que
f(z) =z Assim, AN f~Y(A) C{z€w: f(r) =2} e dai segue que {z €w: f(z) =x} €p. O

Proposicao A.4. Se p,q € w*, entdo p =rk q se, e somente se, p <prk ¢ € ¢ <RK P.

Demonstragao. Se p =gk ¢, entdo existe f : w — w uma bijecao tal que Bf(q) = p (e,
conseqiientemente, 3(f~1)(p) = q). Logo, p <grx q ¢ ¢ <rk p. Reciprocamente, suponhamos
que p <rg q e q¢ <pk p. Sejam g,h : w — w tais que Bg(q) = p e Sh(p) = q. Temos que
B(goh)(p) = p e, de acordo com o lema A.3, o conjunto A = {n € w: (goh)(n) =n} é um
elemento de p. Observamos que (g o h) [4 é injetora, o que implica que h [4 também o é. Seja
B c Atal que Be€pe|w\B|=|w\h[B]] =w Tomemos f:w — w uma bijegdo tal que
f 15=h 5. Temos que Bf(p) = Bh(p) = ¢ Logo, p =i ¢ a

Dizemos que p € w* é minimal com respeito a ordem de Rudin-Keisler se nao existe ¢ € w*
tal que ¢ <px p e p Zrk q. Portanto, se p,q € w* sdo minimais com respeito a ordem de

Rudin-Keisler, entao p =rx ¢ ou p e ¢ sao incomparaveis.

Definigao A.5. Um ultrafiltro livre p sobre w € dito seletivo se para cada particio {P, :n € w}
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de w, existe m € w tal que Py, € p ou existe B € p tal que |BNP,| < 1, qualquer que sejan € w.3

Lema A.6. Seja p € w*. As sequintes condigdes sao equivalentes:
(i) p € Rudin-Keisler minimal;
(ii) Para cada f:w — w, existe A € p tal que f |4 € injetora ou constante;

(i1i) Se {P, :n € w} € uma particao de w, entdo existe m € w tal que P, € p, ou existe B € p

tal que |BN P,| <1, para cada n € w;

(iv) Para cada coloragdo g : [w]? — {0, 1}, existe C € p tal que C é g-homogéneo (isto é, existe
j €{0,1} tal que g({a,b}) = j, para cada par {a,b} € [C]?).

(v) Para cada partigio {Py, P1} de [w]?, existem D € p e j € {0,1} tais que [D]*> C P;.

Demonstragao. Mostraremos que (i) = (i1) = (ii1) = (iv) = (v) = (iv) = (ii1) = (3).

(1) = (4i): Seja f : w — w uma funcdo. Se [f(p) é um ultrafiltro principal sobre w,
entdo existe a € w tal que {a} € Bf(p) e, portanto, f~1({a}) € p. Neste caso, temos que
f 1a é constante, onde A = f~1({a}). Suponhamos que Sf(p) seja um ultrafiltro livre sobre
w. Temos que Bf(p) <rx p e, por hipétese, p é minimal. Logo, p =rx Sf(p). Portanto,
existe uma permutagao m de w que satisfaz p = Br(Bf(p)) = (B o Bf)(p) = B(wo f)(p). Seja
A={n€cw:(mof)(n) =n}. Do lema A.3 segue que A € p. Além disso, f [4 é injetora.

(1i) = (i4i): Seja {P, : n € w} uma particdo de w e consideremos f : w — w dada por
f(x) = n se, e somente se, x € P,. Por hipdtese, existe A € p tal que f [4 é injetora ou
constante. No primeiro caso, temos que |[AN P,| < 1, para todo n € w. No segundo, temos que
existe n € w tal que P, € p.

(iii) = (iv): Seja g : [w]?> — {0,1} uma coloragio. Definamos

Xg={ne€w\{0}:g({n,0}) =0}

X7 ={n€w\{0}:g({n,0}) =1}.

Temos que w \ {0} = XJU XY e XJN XY = 0. Como w\ {0} € p, existe i € {0,1} tal que
X? € p. Fagamos Ag = X! e lp = i. Seja m € w e suponhamos definidos A, € p e I, € {0, 1}.

3Dizer que p € w* é seletivo é o mesmo que dizer que, para cada particio {P, :n € w} de w, existe m € w tal
que P,, € p ou existe B € p tal que |BN P,| = 1, qualquer que seja n € w.
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Consideremos
Xg = {n € Ay \ (m+1) : g({n,m +1}) = 0}

X ={neAn\ (m+1):g({n,m+1}) =1}.

Novamente, existe i € {0,1} tal que Xim'H € p. Fagamos A,,11 = X[”'H e lm+1 = 1.

Observamos que Ay D A; D ... D Ay, D ... Sejam Py = w \ Ap e Py1 = Ay, \ Apt1, para
cada n € w. Temos que {P, : n € w} é uma partigdo de w tal que P, ¢ p, qualquer que seja
n € w. De (iii) decorre que existe A € p tal que |[AN P,| < 1, para todo n € w. Fixemos um tal
A e consideremos f : w — w dada por f(0)=0e

f(n+1) = max{f(n), max A\ Ag,)}+1

4 Uma vez que f é estritamente crescente e f(0) = 0, temos que

para cada n € w.
{[f(n), f(n + 1)[: n € w} é uma particdo de w. Como cada elemento desta particdo ¢ um
subconjunto finito de w, nenhum deles pertence a p. De (iii), novamente, segue que existe B € p
tal que | BN [f(n), f(n+1)[| <1, para todo n € w. Temos que AN B € p.

Sejam {z,, : n € w} uma enumeragao estritamente crescente de AN B,

Yo = {xon : n € w}

Y, = {372n+1 n e w}.

Tomemos ¢ € {0,1} tal que Y; € p e fagamos D =Y.
Afirmamos que se m,n € D e m < n, entdo n € A,,. Com efeito, da definicdo de D segue

que existe k € w tal que
m< f(k)< f(k+1)<n

e, portanto, n > max A\ Ag). Como n € A, temos que n € Afy. Contudo, Ay O Ay, uma
vez que m < f(k). Logo, n € A,.

Sejam
Dy={neD:l, =0}

“Observamos que A \ Ay =AN(PoUPLU...U Pyy,)) e, portanto, este é um conjunto finito.
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Dlz{nED:lnzl}

ei € {0,1} tal que D; € p. Temos que C = D; é g-homogéneo. De fato, se {m,n} € [C]? e

m < n, entdo g({m,n}) = l,, =i, uma vez que n € A,.

(iv) = (v): Seja {Py, P1} uma particio de [w]?. Consideremos a coloragdo ¢ : [w]? — {0, 1}
dada por g({z,y}) =0, se {z,y} € Py e g({z,y}) =1, se {z,y} € P;. Por hipétese, existe C € p
tal que C' é g-homogéneo e, portanto, existe j € 2 tal que [C]? C P;.

(v) = (iv): Seja g : [w]? — {0,1} uma coloracio. Consideremos { Py, P1} a seguinte particio
de [w]?: {x,y} € [w]? pertence a Py se g({x,y}) = 0. Caso contrario, {x,y} € P;. Por hipdtese,
existem D € p e j € 2 tais que [D]*> C P;. Logo, D ¢ g-homogéneo.

(iv) = (7i1): Seja {P, : n € w} uma particao de w. Suponhamos que P,, € p, para todon € w.
Definamos a coloragdo g : [w]?> — {0,1} da seguinte maneira: g({z,y}) = 0 se {z,y} C P,, para
algum n € w e g({z,y}) = 1, caso contrario. Por hipdtese, existe A € p tal que g é constante em
[A]?. Como estamos supondo que P, ¢ p, para todo n € w, temos que |AN P,| < 1, para cada
necw.

(791) = (i): Seja p um ultrafiltro livre sobre w satisfazendo (3). Vamos mostrar que para
cada fungado f : w — w tal que Bf(p) € w*, temos que Sf(p) =rk p- Seja, portanto, f como
acima. Para cada n € w, consideremos P, = f~!({n}). Temos que {P, : n € w} é uma particio
de w tal que P, ¢ p, para todo n € w. Por hipétese, existe A € p tal que |[AN P,| < 1, para cada
n € w. Dali, segue que f |4 é injetora e, portanto, Bf(p) =rk p- O

Lema A.7. [41] Sejam p um ultrafiltro seletivo e {ay : k € w} € p uma seqiiéncia estritamente

crescente de numeros naturais tal que k < ag, para todo k € w. Fxiste I C w tal que:

(i) {ag : k € I} € p;
(ii) {[k,ax] : k € I} é uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.

Demonstragao. Consideremos A = {ay : k € w} € p uma seqiiéncia estritamente crescente de
ntimeros naturais tal que k < ag, para cada k € w. Definamos uma partigao {Py, P} de [w]? da
seguinte maneira: para cada {z,y} € [w]?, {z,y} é um elemento de P, se, e somente se, existem
i,k € w, com i < k, tais que {z,y} = {a;,ar} e a; < k. Como p é um ultrafiltro seletivo, do lema
A.6 decorre que existe B € p tal que B C A e [B]?> C Py ou [B]?> C Py.

Afirmamos que [B]? ¢ P;. Com efeito, seja {t, : n € w} uma seqiiéncia estritamente crescente
de numeros naturais tal que B = {a, : n € w}. Se {ay,ar,} € Pi, entdo ay, > t, para todo

n > 0, o que é uma contradi¢do. Portanto, [B]?> C P,. Assim, se {a;,a;} € [B]? com a; < ag,
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entdo i < a; < k < ag. Seja I C w tal que B = {ay : k € I}. As condigoes (i) e (ii) s@o

satisfeitas. O

Lema A.8. [/1] Sejam po e p1 ultrafiltros seletivos incompardveis (sequndo a ordem de Rudin-
Keisler). Para cada j € 2, seja {Aai : k € w} € p; uma seqiéncia estritamente crescente
de niumeros naturais tal que k < a{c, qualquer que seja k € w. FExistem Iy e 11 subconjuntos

disjuntos de w tais que:
(i) {a‘,i 1k eI} € pj, para cada j € 2;
(i1) {[k, ai] 1j €2,k €I} éuma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.
Demonstragdo. De acordo com o lema A.7, existem Jy, J; C w tais que
(1) B; = {ai : k€ Jj} € pj, para cada j € 2;
(2) {Ik, ai] : k € J;} é uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos, para cada j < 2.
Uma vez que pg e p1 sao ultrafiltros distintos, podemos assumir que
(3) BynBy =0.°

Nosso objetivo é encontrar Iy C Jy e Iy C Ji subconjuntos disjuntos de w de modo a satisfazer

os itens (i) e (ii). De acordo com (2), o item (ii) estara satisfeito se valer
(4) [i,ad] N [k,a}] = 0, quaisquer que sejam i € Iy e k € I;.5

Da seletividade de p; e de (3) decorre que existe Cy € p; tal que C7 C By e tal que se a e b

sao elementos consecutivos de By, entao |[a,b] N Ci| < 1. Seja
T = J{li,a] : af € By e [i,al] N C1 # 0}

Se n € T, existe um tnico t € w tal que n € [t,a)] e existe um tnico m € w tal que
{m} = [t,a]NCy. Fagamos fo(n) = m para cada n € T e definamos fy em w\ T arbitrariamente.

Uma vez que 3fo(po) # p1 (pois po e p1 sdo incomparéveis), existe Dy € py tal que Dy C Cy
e fo '(D1) & po- Seja Co = By \ fo ' (D1) € po.

®De fato, se tomarmos C' € po \ p1, podemos trabalhar com os conjuntos Bo NC' € po ¢ B1 N (w\ C) € p1.
5Se valer (4), entdo Iy e I serdo disjuntos.
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Afirmamos que se a) € Cj, entdo [i,a)] N Dy = 0. De fato, se a} € [i,a?] N Dy, entdo
{a}} = [i,a?] N Dy = [i,al] N Cy e, portanto, fo(a?) = a} € Dy. Assim, a? € fy*(D1), o que
contradiz a defini¢do de Cj.

Usando a seletividade de pg, podemos encontrar Dy € pg tal que Dy C Cj e tal que se a e b
sao elementos consecutivos de Dy, entao |[a,b] N Dp| < 1.

Por um argumento andlogo, concluimos que existem FEg € pg, E1 € p1 tais que:
(5) Ej C Dj, para cada j € 2;
(6) Se a} € Ey, entdo [t,af] N Ey = 0.

(7) Se a? € Ey, entéo [i,ad] N E; = 0.

Seja I; C w tal que E; = {ai : k € I;}, para cada j € 2. Do item (5), segue que Iy e I;
satisfazem (i). Conforme observado, para mostrar que vale (ii), é suficiente mostrar que vale (4).
Portanto, suponhamos por absurdo que existam i € Iy e t € I; tais que [i,aY]N[t,a}] # 0. Entdo,

a) € [t,al] ou aj € [i,a?], o que contradiz (6) e (7). Logo, (ii) estd satisfeita. O

Lema A.9. [{0] Seja {p; : j € w} uma familia de ultrafiltros seletivos dois a dois incompardveis
(seqgundo a ordem de Rudin-Keisler). Para cada j € w, seja {ai i k € w} € pj uma seqiiéncia
estritamente crescente de niumeros naturais tal que k < ai, qualquer que seja k € w. FExiste

{I; : j € w} uma familia de subconjuntos de w dois a dois disjuntos tal que:
(i) {ai 1k e I} € pj, para cada j € w;
(i1) {[k, ai] 1j €w,k €1} €uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.

Demonstragao. Por indugao, vamos construir para quaisquer j,¢ € w, um subconjunto I;; de w

tal que:

(1) Ijt41 C Iy, para cada t € w;

(2) {[k,ai] :j <t, k€ I;} é uma familia de intervalos de w dois a dois disjuntos, para todo

t € w;

(3) {a‘]i 1k €I} € pj, quaisquer que sejam j,t € w.
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Do lema A.7 segue que existe Ipo C w tal que {a% tkelyo} €poe{lk, ai] 1k € lpo} é uma
familia de intervalos de w dois a dois disjuntos.
Suponha que I;; tenha sido definido para j,t < s de modo a satisfazer as condicoes (1), (2) e

(3). Seja Is41,0 = w. Resta definir Ig;1 441 € It 541, para 0 <t < s. Aplicamos o lema A.8 para

+1
{a

o lema A.8 para {ai+1 tke€lsii1}e {a,lC ik €11}, obtendo Iy 2 e I1 s41. Continuamos com

ckelgpiote {ag :k € Ins}, obtendo Is411 € Ips+1. Em seguida, aplicamos novamente

este processo até aplicarmos o lema A.8 para {ai“H k€ lgp1s} e{al - k€ I,}, obtendo assim

Isi1,641 € I5 s41. Observamos que:

o [1sy1 Cltselsi1r1 C Isyay, para todo t < s;

o {[k,al) k€L s} U{(k,aj™]: k € I11,4+1} é uma familia de intervalos de w dois a dois
disjuntos;
o {al :kelisi1} Epe {aiJrl 1k € Ist1441} € psy1, para todo t < s.

Temos que (1), (2) e (3) sao satisfeitas para quaisquer j,¢ < s+ 1. Portanto, podemos definir
I; ; satisfazendo (1), (2) e (3) para quaisquer j,t € w.

Para cada j € w, p; é seletivo. De acordo com (3), existe K; C I;; tal que:
(4) K;\ I;; é finito, para cada t € w;
(5) {af.: k € K;} € pj.
De (4) decorre que existe M; € w tal que:
(6) K; C I;;UMj;, para todo | < j;
Seja
(7) I; = K; \ max{al + 1:1 < j,k < M;}.

De acordo com (5), I; satisfaz (i), para cada j € w.

Sejam 7,7, k, K € wcom k € Ij e k' € Ij;. Se j = j', dos itens (7) e (4) decorre que k,
k' € I; C I;;. De (2) segue que [k,ai] N [k:’,ai,] = (). Podemos assumir, portanto, que j' < j.
Temos que k € I ;. Se k' € I ;, de (2) segue que [k:,ai] N [k:’,a?:/] = (. Se k' & Ij j, entao
k' e Mj, pois k' € I;; C Kj» C Iy ;UM;. De (7) segue que k > ail,. Logo, [k,ai]ﬁ[k’,a‘,il,] =0. O
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Ultrafiltros seletivos e o axioma de Martin

Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que p,q € P sdo incompativeis se
nao existe r € P tal que r < p e r < g. Um subconjunto A de P é uma anticadeia se quaisquer
dois elementos distintos de A forem incompativeis. Dizemos que D C P é denso se, para cada
p € P, existe ¢ € D tal que ¢ < p. Por fim, G C P é dito um filtro genérico para uma familia D

de subconjuntos densos de P se:

(1) Vp,qe G Ire G (r<per <gq);
(2) Vpe GVYqeP (p<q—qeq);

(3) DeD—GND #0.

O azioma de Martin (MA) afirma que se P é um conjunto parcialmente ordenado de modo
que todas as suas anticadeias sejam enumerdveis, entao para cada familia D de subconjuntos
densos de P tal que |D| < ¢, existe um filtro genérico.

O axioma de Martin para ordens parciais enumerdveis (MAcountable) afirma, por sua vez, que
se [P é um conjunto parcialmente ordenado enumeravel, entao para cada familia D de subconjuntos
densos de P tal que |D| < ¢, existe um filtro genérico.

Nao hé davidas de que MA implica MAcountable: Mostraremos a seguir que MA ountable

implica a existéncia de 2° ultrafiltros seletivos (dois a dois incomparaveis segundo a ordem de

165
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Rudin-Keisler em w*). A demonstracao que apresentaremos aqui deve-se a A. Blass e encontra-se

em [5].1
Lema B.1. (MA ountable) Se B € base para um ultrafiltro livre sobre w, entdo |B| = c.

Demonstragao. Por absurdo, suponhamos que exista 6 uma base para um ultrafiltro livre sobre
w tal que |B| < ¢. Afirmamos que existem Sy, S1 C w infinitos e disjuntos tais que Sp N B # ()
e S1 N B # 0, qualquer que seja B € B. Com efeito, consideremos P = Fn(w, 2) ordenado pela

inclusao reversa (isto é, se p,q € P, entao p < ¢ se, e somente, se p D ¢). Para cada n € w, seja
D, ={p€P:nedomp}
e, dados B € B e m € w, consideremos

DEoy={p€P:3n € B\ mtal que p(n) =0}

Dg,={pe€P:3nec B\mtal que p(n) = 1}.

Como ‘B ¢ base para um ultrafiltro livre sobre w, os elementos de B sao subconjuntos infinitos

de w e, portanto,
D={Dy:necwlU{Dgg:BeBmewlU{D},:BeB,mecw}

¢ uma familia de subconjuntos densos de P tal que |D| < max{w,|B|} < ¢. Como |P| = w,
podemos aplicar MA quntable € garantir a existéncia de G C P um filtro genérico para D. Se
f =UG, entdo que f € “2. Definimos S; = f~1({0}) e Sy = f~1({1}). Temos que Sy e S sdo
subconjuntos infinitos de w tais que Sy N B # () e S1 N B # 0, qualquer que seja B € B.

Como 9B gera um ultrafiltro sobre w e tanto Sy quanto S intersecta todo elemento de ‘B,

entao Sy e S pertencem ao ultrafiltro em questao, o que é absurdo, uma vez que SoNS; = (. 0

Teorema B.2. (MA ountable) Fristem 2° ultrafiltros seletivos.

'Em [5], o autor mostra que MA implica a existéncia de 2° ultrafiltros seletivos (dois a dois incomparéveis
segundo a ordem de Rudin-Keisler em w*). Como estamos interessados em obter o mesmo resultado partindo de
MA countable, 0l necessario fazer uma pequena modificagdo na demonstragdo do lema B.1, uma vez que MA countable
ndo garante que p = ¢. Achamos, também, mais adequado reescrever a demonstragdo do teorema B.2 usando a
notacao de arvore bindria.
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Demonstragao. Seja {f, : a < ¢} uma indexacao do conjunto de todas as fungoes f : w — w de
modo que se a < ¢ é um ordinal limite, entdo f, é uma func¢ao limitada. Para cada a < ¢ e cada

@ € 2, vamos definir V¥ como sendo uma base para algum filtro sobre w tal que:

(1) Y& contém todos os subconjuntos cofinitos de w;

(2) Se 3 < a, entao y‘g c Ve,

(3) 1¥&| < max{w, |a|};

(4) fa ¢ limitada ou injetora em algum elemento de Yg;

(5) Se « ¢é o primeiro ordinal em que ¢ : ¢ — 2 e ¢ : ¢ — 2 diferem, Vg = y}f, mas ng possui

um elemento disjunto de algum elemento de ygﬁ’ 11

Se ¢ € 92, definimos Y como sendo a familia de todos os subconjuntos cofinitos de w.
Fixemos a < ¢ um ordinal e suponhamos construido y;;’ para cada < a e cada ¢ € #2. Vamos
definir Y para cada ¢ € 2. Se a < ¢ é um ordinal limite e ¢ € %2, facamos Vg = U5<ay§[ﬁ.
Suponhamos que a < ¢ seja um ordinal sucessor — digamos, « = 8+ 1 — e fixemos ¢ € “2.

Vamos construir 8 uma base para um filtro sobre w com as seguintes propriedades:

« B0V
o |B| < max{w, |a|} < ¢
e f, ¢é limitada ou injetora em algum elemento de 8.2

Se f, € limitada em algum elemento de y;;’“* , facamos B = y}jfﬁ . Suponhamos, portanto,
que f, seja ilimitada em todo elemento de y}j s Seja P a familia de todos os subconjuntos finitos
de w nos quais f, ¢é injetora, ordenada pela inclusao reversa. Temos que P é enumeravel. Para
cada Y € yg’[ﬂ, seja Dy ={peP:pNY # 0}. Temos que Dy é denso em P, uma vez que f, é
ilimitada em Y. Como ngrﬁ | < ¢, podemos usar MA quntable Para assegurar a existéncia de um
filtro G em P tal que G N Dy # (), para todo Y € y‘g“?. Seja T'=|JG. Como G é filtro, temos
que fq é injetora em T. Como G N Dy # () para todo Y € y}j”, temos que T intersecta todo
elemento de yg’“’ . Seja B a base para um filtro sobre w obtida adicionando T" a y;’ '8 ¢ fechando

a familia resultante por interseccoes finitas.

20 conjunto B funcionard quase como Y¢, ji que a condicio (5) pode falhar.
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Como B contém todos os subconjuntos cofinitos de w e |®B| < ¢, do lema B.1 decorre que
o filtro gerado por B nao é um ultrafiltro sobre w. Portanto, existe S C w tal que S e w\ S
intersectam todo elemento de B. Fixemos um tal S. Se ¢(f) = 0, adicionamos a B o conjunto
S e fechamos esta familia por intersecgoes finitas, a fim de obter V. Se ¢(8) = 1, fazemos o
mesmo para o conjunto w \ S.

Para cada o < ¢ e cada ¢ € 2, definimos Y = YZ'*. As condigdes (1), (2), (3), (4) e (5)
estao satisfeitas. Se p € 2, tomemos D¥ um ultrafiltro contendo Uy« Vi. De (1) segue que D¥
é livre. De (4) segue que D¥ é seletivo.? De (5) vem que D¥? # DY, se o # . O

Corolério B.3. (MA ountable) Fzistem 2° ultrafiltros seletivos dois a dois incompardveis sequndo

a ordem de Rudin-Keisler em w*.

Demonstracdo. Do teorema B.2 segue que existem 2° ultrafiltros seletivos. Sabemos que
quaisquer dois deles sdo incomparaveis ou equivalentes. Como existem apenas ¢ bijecoes de w
em w, temos que cada classe de equivaléncia possui no maximo ¢ elementos e, portanto, devemos
ter 2¢ dessas classes, cada uma tendo um ultrafiltro seletivo como representante. Logo, existem

2¢ ultrafiltros seletivos dois a dois incomparaveis segundo a ordem de Rudin-Keisler em w*. [

30bservamos que se §f é um ultrafiltro sobre w, A € e f : w — w é limitada em A, entéo existe B € il tal que
f I8 é constante. Com efeito, F = {n € w: f~'({n}) N A # 0} é um conjunto finito e A C Uperf~*({n}). Se
f'({n}) € Y para cada n € w, entdo w\ A = Nuep(w \ f({n})) € 4, o que é absurdo. Logo, existe n € F tal
que B = f~'({n}) € 4. Claramente, f [ é constante.
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