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Agradeço ao Instituto de Matemática e Estat́ıstica da Universidade de São Paulo pelas

diversas oportunidades de me desenvolver profissionalmente. Tendo recebido (gratuitamente)

tanto, não posso fazer outra coisa senão exercer a minha profissão com ética e excelência, em
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Resumo

Assumindo a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis (segundo a ordem

de Rudin-Keisler) provamos que o grupo abeliano livre de cardinalidade c admite uma topologia

de grupo enumeravelmente compacta com uma seqüência não trivial convergente. Sob as mesmas

hipóteses, mostramos que um grupo topológico abeliano quase livre de torção (G,+, τ) com

|G| = |τ | = c admite uma topologia independente de τ que o torna um grupo topológico e

caracterizamos algebricamente os grupos abelianos de não torção que têm cardinalidade c e

que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente compacta (sem seqüências não triviais

convergentes). Provamos, ainda, que o grupo abeliano livre de cardinalidade c admite uma

topologia de grupo que torna seu quadrado enumeravelmente compacto e constrúımos um

semigrupo de Wallace cujo quadrado é, também, enumeravelmente compacto. Por fim, assumindo

a existência de 2c ultrafiltros seletivos, garantimos que se um grupo abeliano de não torção e

cardinalidade c admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta, então o mesmo

admite 2c topologias de grupo enumeravelmente compactas (duas a duas não homeomorfas).

Palavras-chave: compacidade enumerável, grupos topológicos, ultrafiltros seletivos
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Abstract

Assuming the existence of c pairwise incomparable selective ultrafilters (according to the

Rudin-Keisler ordering) we prove that the free abelian group of cardinality c admits a countably

compact group topology that contains a non-trivial convergent sequence. Under the same

hypothesis, we show that an abelian almost torsion-free topological group (G,+, τ) with

|G| = |τ | = c admits a group topology independent of τ and we algebraically characterize the non-

torsion abelian groups of cardinality c which admit a countably compact group topology (without

non-trivial convergent sequences). We also prove that the free abelian group of cardinality c

admits a group topology that makes its square countably compact and we construct a Wallace’s

semigroup whose square is countably compact. Finally, assuming the existence of 2c selective

ultrafilters, we ensure that if a non-torsion abelian group of cardinality c admits a countably

compact group topology, then it admits 2c (pairwise non-homeomorphic) countably compact

group topologies.

Keywords: countable compactness, topological groups, selective ultrafilters
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Introdução

Em 1944, Halmos [23] mostrou que (R,+) admite uma topologia que o torna um grupo

topológico compacto e perguntou que outros grupos abelianos podem ser munidos de uma tal

topologia.1 Esta questão contribuiu significativamente para o desenvolvimento da teoria dos

grupos abelianos, particularmente através da introdução dos grupos algebricamente compactos

por Kaplansky [27]. No fim da década de 50, Harrison [24] e Hulanicki [25] resolveram o problema

proposto por Halmos. Eles mostraram que um grupo abeliano G admite uma topologia que o

torna um grupo compacto se, e somente se, G é isomorfo a um produto de cópias de R, de inteiros

p-ádicos, de p-grupos quase ćıclicos e de grupos ćıclicos finitos onde, para cada número primo p,

o número de cópias de Zp(∞) não excede o número de cópias de R.

O teorema de Ivanovskij-Kuz’minov afirma que todo grupo topológico compacto é um espaço

diádico (isto é, a imagem por uma aplicação cont́ınua de um cubo de Cantor generalizado) e,

portanto, todo grupo compacto infinito possui uma seqüência não trivial convergente. A questão

da existência de grupos topológicos enumeravelmente compactos sem seqüências não triviais

convergentes é bastante conhecida e não possui solução definitiva até o presente momento.

O primeiro exemplo de grupo enumeravelmente compacto (infinito) sem seqüências não

triviais convergentes foi obtido por Hajnal e Juhász [22] em 1976, sob a hipótese do cont́ınuo

(CH). Quatro anos mais tarde, van Douwen [18] exibiu um outro exemplo com o aux́ılio do axioma

de Martin (MA). Apenas recentemente, Garćıa-Ferreira, Tomita e Watson [20] mostraram que

a existência de um grupo enumeravelmente compacto sem seqüências não triviais convergentes

1Neste trabalho, todas as topologias consideradas serão supostas T1 — o que implica de Tychonoff, no caso de
uma topologia de grupo.
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2 Introdução

não depende de qualquer forma do axioma de Martin.

Nesta tese, apresentamos algumas construções de topologias enumeravelmente compactas em

grupos abelianos de não torção que dependem apenas da existência de ultrafiltros seletivos. A

existência de ultrafiltros seletivos é independente de ZFC.2 No apêndice B reproduzimos a prova

de Blass [5] de que o axioma de Martin para ordens parciais enumeráveis (MAcountable) implica a

existência de 2c ultrafiltros seletivos. Todavia, a existência de 2c ultrafiltros seletivos é compat́ıvel

com a falha total de MA.3

Antes de descrevermos os resultados obtidos neste trabalho, gostaŕıamos de justificar nossa

escolha de trabalhar com grupos abelianos de não torção. As técnicas que consideramos baseiam-

se na demonstração do teorema de Kertész-Szele, o qual afirma que todo grupo abeliano infinito

admite uma topologia de Tychonoff não discreta que o torna um grupo topológico. Além disso,

Dikranjan e Shakhmatov [14] provaram que nenhum grupo livre com mais de um elemento admite

uma topologia de grupo enumeravelmente compacta e, em [15], os mesmos autores demonstraram

que o grupo de permutações de um conjunto infinito X também não admite uma tal topologia.

Sob condições mais fracas que a hipótese do cont́ınuo generalizada (GCH), Castro-Pereira

e Tomita [11] mostraram que um grupo abeliano de torção admite uma topologia de grupo

enumeravelmente compacta se, e somente se, o mesmo admite uma topologia de grupo

pseudocompacta. Assumindo a existência de um ultrafiltro seletivo, eles provaram que se G

é um grupo abeliano de torção tal que |G| = c, então G admite uma topologia de grupo

enumeravelmente compacta se, e somente se, G é isomorfo a uma soma direta finita de grupos

da forma
⊕

i≤lp Z
(θp,i)

ptp,i
onde p é um número primo, tp,0 < tp,1 < ... < tp,lp são números naturais

e cada θp,i é um cardinal tal que se i ≤ lp é o maior inteiros para o qual θp,i é infinito, então

θp,i = c.

Com respeito à sua estrutura, esta tese é composta por oito caṕıtulos e dois apêndices. O

apêncice A apresenta algumas caracterizações da seletividade, além de propriedades relacionadas

a este conceito. O apêndice B, por sua vez, traz uma prova de que MAcountable implica a existência

de 2c ultrafiltros seletivos.

O primeiro caṕıtulo tem por objetivo listar os principais conceitos e resultados que serão

utilizados ao longo do texto, bem como fixar algumas notações e terminologias que serão

empregadas adiante.

2Existem 2c ultrafiltros seletivos sob CH ou MA. Por outro lado, Shelah mostrou via forcing que existem
modelos de ZFC sem p-pontos (e, em particular, sem ultrafiltros seletivos). Kunen [28] mostrou que não existem
ultrafiltros seletivos no modelo dos reais aleatórios.

3No sentido de Baumgartner [2].



Introdução 3

No caṕıtulo 2, assumimos a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis

(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para construir uma topologia enumeravelmente compacta

com uma seqüência não trivial convergente no grupo abeliano livre de cardinalidade c que o

torna um grupo topológico.4 Garćıa-Ferreira e Tomita obtiveram o mesmo resultado assumindo

o axioma de Martin para ordens parciais σ-centradas (MAσ−centered).

O caṕıtulo 3 mostra que a reta real admite uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta sem seqüências não triviais convergentes. Embora este seja um resultado original

— já que assumimos apenas a existência de ultrafiltros seletivos para obtê-lo — o caṕıtulo em

questão foi colocado neste trabalho com o único intuito de facilitar a compreensão do leitor, uma

vez que versões mais gerais dos resultados nele apresentados encontram-se nos caṕıtulos 4 e 5.

O caṕıtulo 4 generaliza as construções apresentadas no caṕıtulo 3.5 Explicitamente,

mostramos que é posśıvel munir um grupo abeliano quase livre de torção de cardinalidade c

de uma topologia que o torna um grupo topológico enumeravelmente compacto sem seqüências

não triviais convergentes. Em 2002, Tkachenko e Yaschenko [37] usaram MA para mostrar que

se (G,+, τ) é um grupo topológico abeliano quase livre de torção tal que |G| = |τ | = c, então

existe σ uma topologia em G independente de τ (isto é, tal que τ ∩ σ é a topologia cofinita em

G) que torna (G,+) um grupo topológico. Este resultado também decorre da nossa construção,

o que mostra que não é necessária qualquer forma do axioma de Martin para obtê-lo.

Sob MA, Dikranjan e Tkachenko [17] caracterizaram algebricamente os grupos abelianos de

não torção que têm cardinalidade c e que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta. A saber, eles mostraram que um tal grupo G admite uma tal topologia se, e somente

se, |G/T (G)| = c e, para quaisquer n, d ∈ N tais que d | n, o conjunto dG[n] é finito ou tem

cardinalidade c. No caṕıtulo 5, mostramos que esta caracterização algébrica dos grupos abelianos

de não torção que têm cardinalidade c e que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta permanece válida se assumirmos apenas a existência de c ultrafiltros seletivos dois a

dois incomparáveis.

Assumindo MAσ−centered, Tomita [39] mostrou que o grupo abeliano livre de cardinalidade

c admite c+ topologias enumeravelmente compactas (duas a duas não homeomorfas) que o

tornam um grupo topológico. No caṕıtulo 6, provamos que a existência de 2c ultrafiltros

seletivos é suficiente para garantir que se um grupo abeliano de não torção e cardinalidade c

4Uma vez que dois grupos abelianos livres não enumeráveis de mesma cardinalidade são isomorfos, escreveremos
“o grupo abeliano livre de cardinalidade κ” em vez de “um grupo abeliano livre de cardinalidade κ” onde κ > ω
é um cardinal.

5Continuamos, aqui, assumindo a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis.



4 Introdução

admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta, então o mesmo admite 2c topologias

enumeravelmente compactas (duas a duas não homeomorfas) que o tornam um grupo topológico.

Isto melhora o resultado de [39] em duas direções: em primeiro lugar, estamos assumindo

uma hipótese mais fraca que o axioma de Martin para ordens parciais σ-centradas; além disso,

ampliamos a classe dos grupos para os quais temos o resultado.

Em 1998, Tomita [38] provou que o grupo abeliano livre de cardinalidade c não admite uma

topologia de grupo que torna sua ω-ésima potência enumeravelmente compacta. No caṕıtulo

7, assumimos a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis e mostramos

que existe uma topologia de grupo no grupo abeliano livre de cardinalidade c que torna seu

quadrado enumeravelmente compacto. Isto responde uma questão proposta por Madariaga-

Garcia e Tomita em [30] e por Tkachenko em [36].

Em 1952, Numakura [31] mostrou que todo semigrupo cancelativo (à direita e à esquerda)

compacto é um grupo topológico. Em 1955, Wallace [45] perguntou se todo semigrupo cancelativo

enumeravelmente compacto é um grupo topológico e esta questão permanece aberta em ZFC. Um

contraexemplo para a pergunta de Wallace é conhecido como semigrupo de Wallace. Robbie e

Svetlichny [32] responderam negativamente a pergunta de Wallace usando CH em 1996. Em 2007,

Madariaga-Garcia e Tomita [30] constrúıram um semigrupo de Wallace assumindo a existência

de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis. Nestas mesmas condições, mostramos que

existe um semigrupo topológico cancelativo que não é um grupo topológico e cujo quadrado é

enumeravelmente compacto. Isto responde a questão 4 proposta por Grant em [21].

Destacamos que os resultados apresentados no caṕıtulo 2 encontram-se submetidos a uma

revista com arbitragem (vide [6]), bem como os resultados apresentados nos caṕıtulos 5 e 6 (vide

[7]). Além disso, os resultados apresentados no caṕıtulo 4 foram aceitos para publicação no

Houston Journal of Mathematics (vide [8]) e uma versão mais fraca dos resultados apresentados

no caṕıtulo 7 foi publicada no Fundamenta Mathematicae (vide [9]).

Finalmente, o caṕıtulo 8 traz algumas considerações finais a respeito deste trabalho.



CAṔITULO 1

Definições e resultados preliminares

Não temos o intuito de desenvolver neste caṕıtulo toda a teoria necessária para a compreensão

desta tese; seu propósito é fixar as nomenclaturas e notações que serão empregadas adiante, bem

como enunciar alguns resultados que serão utilizados ao longo do texto. Nossas referências básicas

são [33], [19], [1], e [29].

1.1 Álgebra

Seja (G,+) um grupo abeliano. Denotaremos por 0G o seu elemento neutro e por −x o

inverso de x ∈ G. Observamos desde já que alguns abusos de notação serão cometidos ao longo

deste trabalho. Por exemplo, quando não houver risco à interpretação, representaremos o grupo

(G,+) e seu elemento neutro 0G por G e 0, respectivamente.

Dado X ⊂ G, denotaremos por 〈X〉 o subgrupo de G gerado por X. Se X = {x}, o grupo

ćıclico gerado por x será denotado por 〈x〉. A ordem de um subgrupo H de G será representada

por |H|. Se |〈x〉| ≥ ω, diremos que x tem ordem infinita. Caso contrário, a ordem de x será dada

por o(x) = |〈x〉|. Observamos que se m,n ∈ N \ {0} e o(x) = n, então o(mx) = n/mdc(m,n).

Proposição 1.1.1. Sejam F e G grupos abelianos, H um subgrupo de G, f : H → F um

homomorfismo de grupos, x ∈ G e y ∈ F . É posśıvel estender f a um homomorfismo de grupos

5



6 Caṕıtulo 1

f̃ : 〈H ∪ {x}〉 → F satisfazendo f̃(x) = y se, e somente se, uma das seguintes condições é

satisfeita:

(i) nx 6∈ H, para todo n ∈ N \ {0};

(ii) {n ∈ N \ {0} : nx ∈ H} 6= ∅ e f(mx) = my, onde m = min{n ∈ N \ {0} : nx ∈ H}.

Demonstração. Ver lema 1.1.5 de [1].

Dizemos que S ⊂ G é independente se 0 6∈ S e se, para quaisquer s1, ..., sn ∈ S dois

a dois distintos e quaisquer m1, ...,mn ∈ Z tais que m1s1 + ... + mnsn = 0, tivermos que

m1s1 = ... = mnsn = 0.

Corolário 1.1.2. Sejam S um subconjunto independente de G e H um grupo. Suponhamos que

para cada x ∈ S exista φ(x) ∈ H tal que se x tem ordem finita, então o(φ(x)) | o(x). É posśıvel

estender φ a um homomorfismo de grupos de 〈S〉 em H.

O subgrupo de torção de G é denotado por T (G) e é constitúıdo de todos os elementos de G

que têm ordem finita. Dizemos que G é de não torção (ou que G é não periódico) se G 6= T (G).

Caso contrário, G é dito de torção. Se existe n ∈ N tal que o(x) ≤ n para todo x ∈ G, dizemos

que G é de torção limitada. Por fim, G é dito quase livre de torção se |G[n]| < ω para todo

n ∈ N \ {0}, onde G[n] = {x ∈ G : nx = 0}.

Teorema 1.1.3. (Prüfer-Baer) Todo grupo abeliano de torção limitada é isomorfo a uma soma

direta de grupos ćıclicos cujas ordens são finitas e limitadas.

Demonstração. Ver 4.3.5 de [33].

Se X é um conjunto, escreveremos GX para denotar o produto
∏
x∈X Gx onde Gx = G, para

cada x ∈ X. Escreveremos, ainda, G(X) para representar a soma direta
⊕

x∈X Gx onde Gx = G,

para cada x ∈ X. Se J ∈ GX , o suporte de J é o conjunto supp J = {x ∈ X : J(x) 6= 0}.
Dizemos que G é abeliano livre se existe X um subconjunto não vazio de G tal que cada

função definida em X a valores em um grupo abeliano H se estende a um único homomorfismo

de grupos de G em H.1

Proposição 1.1.4. (i) Se um subconjunto X de G testemunha que G é um grupo abeliano

livre, então G é isomorfo à soma direta dos subgrupos ćıclicos infinitos 〈x〉, onde x ∈ X.

1Neste caso, dizemos que X testemunha que G é um grupo abeliano livre.
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(ii) O conjunto X testemunha que Z(X) é um grupo abeliano livre.

Demonstração. Ver 2.3.8 de [33].

Corolário 1.1.5. Seja X um conjunto de cardinalidade κ > ω. Se G é um grupo abeliano livre

de cardinalidade κ, então G é isomorfo a Z(X).

Demonstração. Como |G| = κ > ω, existe Y um subconjunto de G de cardinalidade κ que

testemunha que G é um grupo abeliano livre. Além disso, X testemunha que Z(X) é um grupo

abeliano livre. Uma vez que |X| = |Y |, o argumento apresentado na proposição 2.1.4 de [33] nos

permite concluir que G é isomorfo a Z(X).

Dizemos que G é diviśıvel se, para cada g ∈ G e cada n ∈ N \ {0}, a equação nx = g tem

uma solução x ∈ G.

Proposição 1.1.6. (Baer) Sejam H um subgrupo do grupo abeliano G, D um grupo (abeliano)

diviśıvel e f : H → D um homomorfismo de grupos. Existe f̃ : G → D um homomorfismo de

grupos tal que f̃ �H= f .

Demonstração. Ver 4.1.2 de [33].

Teorema 1.1.7. Um grupo abeliano é diviśıvel se, e somente se, é isomorfo a uma soma direta

de cópias de Q e de grupos quase-ćıclicos.2

Demonstração. Ver 4.1.5 de [33].

Teorema 1.1.8. Todo grupo abeliano é isomorfo a um subgrupo de um grupo diviśıvel.

Demonstração. Ver 4.1.6 de [33].

A circunferência unitária centrada na origem do plano complexo munida da multiplicação

usual de números complexos é um exemplo de grupo abeliano diviśıvel, o qual será denotado por

T.

Se w ∈ T e n ∈ N \ {0}, então z ∈ T é uma raiz n-ésima de w se zn = w. No caso particular

em que w = 1, um tal z é denominado raiz n-ésima da unidade. É fácil ver que as ráızes n-ésimas

da unidade são precisamente os números complexos da forma

e
2πik
n = cos

(2πk

n

)
+ i sen

(2πk

n

)
2Dado p um número primo, o subgrupo de Q/Z gerado pelo conjunto {1/pn+Z : n ∈ ω} é denominado p-grupo

quase-ćıclico e é denotado por Z(p∞).
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onde k ∈ {0, 1, ..., n − 1}. Também não é dif́ıcil notar que para cada w ∈ T, existem n ráızes

n-ésimas de w e que o conjunto das ráızes n-ésimas de w é obtido através de uma translação do

conjunto das ráızes n-ésimas da unidade por uma ráız n-ésima de w.3

1.2 Topologia

Seja (X, τ) um espaço topológico.4 Para cada x ∈ X, denotaremos por τx a famı́lia de todas

as vizinhanças abertas de x em X.

Dizemos que X é enumeravelmente compacto se todo recobrimento aberto enumerável de X

admite um sub-recobrimento finito.

Proposição 1.2.1. Todo subconjunto fechado de um espaço enumeravelmente compacto é

enumeravelmente compacto.

Demonstração. Ver 3.10.4 de [19].

Proposição 1.2.2. A imagem de um espaço enumeravelmente compacto por uma aplicação

cont́ınua é enumeravelmente compacta.

Demonstração. Ver 3.10.5 de [19].

Dizemos que X é pseudocompacto se toda função cont́ınua a valores reais definida em X é

limitada.

Proposição 1.2.3. Todo espaço topológico enumeravelmente compacto é pseudocompacto.

Demonstração. Ver 3.10.20 de [19].

Dado A ⊂ X, denotaremos por A o fecho de A em X. Dizemos que x ∈ X é um ponto de

acumulação de A se (U \ {x}) ∩A 6= ∅, para cada U ∈ τx.

Proposição 1.2.4. Um espaço topológico X é enumeravelmente compacto se, e somente se, todo

subconjunto infinito de X tem um ponto de acumulação.

Demonstração. Ver 3.10.3 de [19].

3Portanto, assim como as ráızes n-ésimas da unidade, as ráızes n-ésimas de w se encontram simetricamente
distribúıdas em T.

4Quando não houver risco à interpretação, representaremos o espaço topológico (X, τ) por X, simplesmente.
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O caráter de um ponto x no espaço topológico X é dado por

χ(x,X) = min{|B(x)| : B(x) é um sistema fundamental de vizinhanças para x em X}

e o caráter de X é dado por

χ(X) = sup{χ(x,X) : x ∈ X}+ ω.

O peso de X, por sua vez, é dado por

w(X) = min{|B| : B é uma base de abertos para X}+ ω.

Observamos que |τ | ≤ 2ω(X).

Teorema 1.2.5. (Kronecker) Se ζ ∈ R \ Q, então {(x + Z, ζx + Z) : x ∈ R} é um subconjunto

denso do toro T2.

Demonstração. Ver 4.13 na seção 4 do caṕıtulo 1 de [10].

Sejam (M, δ) um espaço métrico e A um subconjunto de M . Se A 6= ∅, o diâmetro de A é

definido por δ(A) = sup{δ(x, y) : x, y ∈ A}. Se A = ∅, então δ(A) = 0. Dado ε > 0, dizemos que

A ⊂M é ε-denso se, para cada y ∈M , existe a ∈ A tal que δ(y, a) < ε.

Corolário 1.2.6. Sejam ε > 0 e ζ ∈ R \ Q. Existe l = l(ζ, ε) > 0 tal que se I é um intervalo

aberto de R de comprimento maior que l, então {(x+ Z, ζx+ Z) : x ∈ I} é ε-denso no toro T2.

Demonstração. Seja C uma cobertura finita do toro T2 por bolas abertas de raio ε/2. Como

ζ ∈ R \ Q, do teorema 1.2.5 decorre que {(x + Z, ζx + Z) : x ∈ R} é denso em T2. Logo, para

cada U ∈ C existe xU ∈ R tal que (xU +Z, ζxU +Z) ∈ U . Temos que {(xU +Z, ζxU +Z) : U ∈ C}
é um subconjunto ε-denso do toro T2. Portanto, se J é um intervalo aberto de R que contém

{xU ∈ R : U ∈ C}, então o conjunto {(x + Z, ζx + Z) : x ∈ J} é ε-denso em T2. Seja l o

comprimento de J . Observamos que se I é um intervalo aberto de R de comprimento maior que

l, então existe a ∈ R tal que J + a ⊂ I. Como as translações em T2 são isometrias, conclúımos

que {(x+ Z, ζx+ Z) : x ∈ I} é ε-denso em T2.
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1.3 Grupos topológicos

Um semigrupo é um conjunto munido de uma operação binária associativa. Dizemos que um

semigrupo (S, ·) é um semigrupo topológico se existe uma topologia no conjunto S que torna a

operação · : S × S → S cont́ınua, onde consideramos S × S munido da topologia produto.

Um grupo topológico é uma tripla (G, ·, τ), onde (G, ·) é um grupo e τ é uma topologia em G

que torna as aplicações

G×G → G

(x, y) 7→ x · y

e
G → G

x 7→ x−1

cont́ınuas.5

É evidente que todo grupo topológico é, em particular, um semigrupo topológico.

Observamos, ainda, que todo subgrupo (no sentido algébrico) de um grupo topológico é um

grupo topológico, se o considerarmos munido da topologia de subespaço.

Exemplo 1.3.1. O grupo T munido da topologia de subespaço induzida por R2 é um grupo

topológico.

Exemplo 1.3.2. O grupo R/Z munido da topologia quociente induzida pela projeção de R em

R/Z é um grupo topológico.

Sejam G e H grupos topológicos. Uma aplicação f : G→ H é dita um isomorfismo de grupos

topológicos se f é um isomorfismo de grupos entre os grupos (no sentido algébrico) G e H e se f

é um homeomorfismo entre os espaços topológicos G e H. Dizemos que dois grupos topológicos

são isomorfos se existe um isomorfismo de grupos topológicos entre eles.

Proposição 1.3.3. Os grupos topológicos T e R/Z são isomorfos.

Demonstração. A aplicação

ϕ : R/Z → T
x+ Z 7→ e2πix

está bem definida, uma vez que se x, y ∈ R são tais que x + Z = y + Z, então existe n ∈ Z tal

5Novamente, estamos considerando G×G munido da topologia produto.
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que x = y + n e, portanto,

ϕ(x+ Z) = ϕ((y + n) + Z) = e2πi(y+n) = e2πiye2πin = e2πiy = ϕ(y + Z).

Também não é dif́ıcil mostrar que ϕ é um homomorfismo de grupos. Com efeito,

ϕ((x+ Z) + (y + Z)) = ϕ((x+ y) + Z) = e2πi(x+y) = e2πixe2πiy = ϕ(x+ Z)ϕ(y + Z)

quaisquer que sejam x, y ∈ R. Por fim, a prova de que ϕ é um homeomorfismo pode ser

encontrada em [19] (ver Exemplo 2.4.11).

No que segue, identificaremos os grupos topológicos T e R/Z e denotaremos por δ a métrica

em R/Z dada por

δ(x+ Z, y + Z) = min{|x− y + n| : n ∈ Z}

quaisquer que sejam x, y ∈ R.

Proposição 1.3.4. Seja {Gα : λ ∈ Λ} uma famı́lia de grupos topológicos. O conjunto
∏
λ∈ΛGλ

com a operação usual de produto de grupos e munido da topologia produto é um grupo topológico.

Demonstração. Ver 1.2.7 de [1].

1.4 Teoria dos conjuntos

Sejam α e β ordinais e f : α→ β. Dizemos que f é uma aplicação cofinal se f [α] é ilimitado

em β. A cofinalidade de um ordinal β é denotada por cf(β) e é definida como sendo o menor

ordinal α tal que existe uma aplicação cofinal f : α→ β.

Um cardinal κ é dito regular se cf(κ) = κ. Caso contrário, κ é dito singular .

Lema 1.4.1. (König) Se κ é um cardinal infinito e cf(κ) ≤ λ, então κλ > κ.

Demonstração. Ver 10.40 de [29].

Temos que cω = c. Do lema de König segue que cf(c) > ω.

Uma famı́lia A de conjuntos é dita um ∆-sistema se existe um conjunto r — denominado

raiz do ∆-sistema — tal que a ∩ b = r, quaisquer que sejam a e b elementos distintos de A.
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Proposição 1.4.2. Seja κ um cardinal infinito. Suponha que θ > κ seja um cardinal regular tal

que ∀α < θ (|α<κ| < θ). Assuma que |A| ≥ θ e que ∀x ∈ A (|x| < κ). Existe B ⊂ A tal que

|B| = θ e B constitui um ∆-sistema.

Demonstração. Ver 1.6 de [29].

1.5 Ultrafiltros seletivos e p-limites

Um filtro sobre ω é uma famı́lia não vazia F de subconjuntos de ω com as seguintes

propriedades:

(1) ∅ 6∈ F;

(2) Se A,B ∈ F, então A ∩B ∈ F;

(3) Se A ∈ F e B ⊂ ω é tal que A ⊂ B, então B ∈ F.

Uma base para um filtro sobre ω é uma famı́lia não vazia B de subconjuntos de ω com as

seguintes propriedades:

(1) ∅ 6∈ B;

(2) Se A,B ∈ B, então existe C ∈ B tal que A ∩B ⊃ C.

Se B é uma base para um filtro sobre ω, então {X ⊂ ω : ∃B ∈ B tal que X ⊃ B} é um filtro

sobre ω, denominado filtro gerado por B.

Um ultrafiltro sobre ω é um filtro sobre ω maximal com respeito à inclusão. Dizemos que um

ultrafiltro u sobre ω é principal se existe n ∈ ω tal que u = {A ⊂ ω : n ∈ A}; caso contrário, u é

denominado livre.

Proposição 1.5.1. Um filtro F sobre ω é um ultrafiltro se, e somente se, para cada X ⊂ ω,

X ∈ F ou ω \X ∈ F.

Demonstração. Ver lema 7.4 de [26].

Denotaremos por βω a compactificação de Stone-Čech do espaço discreto ω, a qual será

identificada com o conjunto de todos os ultrafiltros sobre ω munido da topologia que tem

{V (A) : A ⊂ ω} como base de abertos, onde V (A) = {u : u é um ultrafiltro sobre ω e A ∈ u}.
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Nesta identificação, o espaço discreto ω corresponde à famı́lia dos ultrafiltros principais sobre ω.

Representaremos por ω∗ a famı́lia dos ultrafiltros livres sobre ω (isto é, ω∗ = βω \ ω).

Dada f : ω → ω, a função βf : βω → βω definida por

βf(p) = {A ⊂ ω : f−1(A) ∈ p}

é denominada a extensão de Stone-Čech de f .

Definição 1.5.2. Dados p, q ∈ ω∗, dizemos que p ≤RK q se existe uma função f : ω → ω tal

que βf(q) = p, onde βf denota a extensão de Stone-Čech de f . A pré-ordem ≤RK em ω∗ é

chamada de ordem de Rudin-Keisler.6

Definição 1.5.3. Um ultrafiltro livre p sobre ω é dito seletivo se para cada partição {Pn : n ∈ ω}
de ω, existe m ∈ ω tal que Pm ∈ p ou existe B ∈ p tal que |B∩Pn| ≤ 1, qualquer que seja n ∈ ω.7

O próximo lema será fortemente utilizado ao longo deste trabalho. Sua demonstração

encontra-se no apêndice A.

Lema 1.5.4. [40] Seja {pj : j ∈ ω} uma famı́lia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis

(segundo a ordem de Rudin-Keisler). Para cada j ∈ ω, seja {ajk : k ∈ ω} ∈ pj uma seqüência

estritamente crescente de números naturais tal que k < ajk, qualquer que seja k ∈ ω. Existe

{Ij : j ∈ ω} uma famı́lia de subconjuntos de ω dois a dois disjuntos tal que:

(i) {ajk : k ∈ Ij} ∈ pj, para cada j ∈ ω;

(ii) {[k, ajk] : j ∈ ω, k ∈ Ij} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

A seguinte definição foi introduzida em [3] e está bastante ligada à noção de compacidade

enumerável.

Definição 1.5.5. Sejam p ∈ ω∗ e {xn : n ∈ ω} uma seqüência em um espaço topológico X.

Dizemos que x ∈ X é p-limite de {xn : n ∈ ω} se, para cada vizinhança U de x, o conjunto

{n ∈ ω : xn ∈ U} é um elemento de p. Neste caso, escrevemos x = p− lim{xn : n ∈ ω}.

Proposição 1.5.6. Se p ∈ ω∗ e {Xi : i ∈ I} é uma famı́lia de espaços topológicos, então

(yi)i∈I ∈
∏
i∈I Xi é p-limite da seqüência {(xni )i∈I : n ∈ ω} ⊂

∏
i∈I Xi se, e somente se,

yi = p− lim{xni : n ∈ ω}, para todo i ∈ I.

6Por “pré-ordem”, entendemos uma relação reflexiva e transitiva.
7Dizer que p ∈ ω∗ é seletivo é o mesmo que dizer que, para cada partição {Pn : n ∈ ω} de ω, existe m ∈ ω tal

que Pm ∈ p ou existe B ∈ p tal que |B ∩ Pn| = 1, qualquer que seja n ∈ ω.
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Demonstração. Suponhamos que (yi)i∈I = p − lim{(xni )i∈I : n ∈ ω} e tomemos i ∈ I. Se Ωi

é uma vizinhança de yi em Xi, então {n ∈ ω : xni ∈ Ωi} = {n ∈ ω : (xni )i∈I ∈ Ω} ∈ p, onde

Ω =
∏
j∈I Ωj e Ωj = Xj , para todo j ∈ I \ {i}. Portanto, yi = p− lim{xni : n ∈ ω}.

Reciprocamente, suponhamos que yi = p − lim{xni : n ∈ ω}, para todo i ∈ I. Sejam

Ω =
∏
i∈I Ωi um aberto básico de

∏
i∈I Xi tal que (yi)i∈I ∈ Ω e F = {i ∈ I : Ωi 6= Xi}.

Observamos que F é um subconjunto finito de I e que, portanto, {n ∈ ω : (xni )i∈I ∈ Ω} =

∩i∈F {n ∈ ω : xni ∈ Ωi} ∈ p. Logo, (yi)i∈I = p− lim{(xni )i∈I : n ∈ ω}.

Proposição 1.5.7. Sejam G um grupo topológico e p ∈ ω∗.

(i) Se {xn : n ∈ ω} e {yn : n ∈ ω} são seqüências em G e x, y ∈ G são tais que

x = p− lim{xn : n ∈ ω} e y = p− lim{yn : n ∈ ω}, então x+ y = p− lim{xn + yn : n ∈ ω};

(ii) Se {xn : n ∈ ω} é uma seqüência em G e x ∈ G são tais que x = p − lim{xn : n ∈ ω},
então −x = p− lim{−xn : n ∈ ω}.

Demonstração. (i) Seja V uma vizinhança aberta de x+y em G. Uma vez que + : G×G→ G

é cont́ınua, existem Vx e Vy subconjuntos abertos de G tais que x ∈ Vx, y ∈ Vy e

Vx + Vy ⊂ V . Como x = p − lim{xn : n ∈ ω} e y = p − lim{yn : n ∈ ω}, os conjuntos

Ax = {n ∈ ω : xn ∈ Vx} e Ay = {n ∈ ω : yn ∈ Vy} são elementos de p. Temos que

{n ∈ ω : xn + yn ∈ V } ⊃ Ax ∩ Ay e, portanto, {n ∈ ω : xn + yn ∈ V } ∈ p. Logo,

x+ y = p− lim{xn + yn : n ∈ ω}.

(ii) Análoga à de (i), uma vez que a aplicação que associa cada elemento x de G ao seu oposto

−x é cont́ınua.

Proposição 1.5.8. Se p ∈ ω∗ e X é um espaço topológico compacto, então toda seqüência em

X admite p-limite.

Demonstração. Seja {xn : n ∈ ω} uma seqüência em X. Como p é um filtro sobre ω, a

famı́lia {{xn : n ∈ A} : A ∈ p} tem a propriedade da intersecção finita. Da compacidade

de X decorre que
⋂
A∈p {xn : n ∈ A} 6= ∅. Afirmamos que se x ∈

⋂
A∈p {xn : n ∈ A}, então

x = p − lim{xn : n ∈ ω}. Com efeito, seja U uma vizinhança de x em X. O conjunto

{n ∈ ω : xn ∈ U} ∈ p, uma vez que p é um ultrafiltro sobre ω e x ∈ {xn : n ∈ A} para

todo A ∈ p.



CAṔITULO 2

Uma topologia enumeravelmente compacta com uma seqüência não trivial

convergente no grupo abeliano livre de cardinalidade c que o torna um grupo

topológico

Neste caṕıtulo, assumiremos a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis

(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para mostrar que o grupo abeliano livre de cardinalidade

c admite uma topologia enumeravelmente compacta com uma seqüência não trivial convergente

que o torna um grupo topológico.1

Para cada J ∈ Z(c) \ {0} construiremos um homomorfismo de grupos φJ : Z(c) → T de modo

que o produto diagonal da famı́lia {φJ : J ∈ Z(c) \ {0}} seja injetor e que a imagem de Z(c)

por esta aplicação tenha as propriedades desejadas quando munida da topologia de subespaço

induzida por TZ(c)\{0}.

As aplicações φJ serão estabelecidas de forma independente, em dois estágios: começaremos

definindo φJ em um subgrupo enumerável de Z(c) e, em seguida, estenderemos este homomorfismo

parcial a Z(c). A primeira etapa será feita por indução onde, em cada passo, aproximaremos os

valores de φJ por arcos abertos não vazios de T. Esta aproximação por arcos exige que as

seqüências consideradas apresentem uma certa liberdade para terem atribúıdos a si pontos de

acumulação pré-determinados, o que justifica a próxima seção.

1Sejam X um conjunto e f : ω → X. Dizemos que f é trivial se existe n0 ∈ ω tal que f(n) = f(n0) para todo
n ≥ n0.

15
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2.1 Uma escolha adequada de seqüências

Se J ∈ Z(c), então

J =
∑

µ∈supp J

J(µ) · χµ

onde χµ : c→ Z é tal que

χµ(ξ) =

{
1 se ξ = µ

0 se ξ 6= µ.

Definimos

|J | = max{|J(µ)| : µ ∈ supp J}

e

||J || =
∑

µ∈supp J

|J(µ)|.

Denotaremos por F o conjunto de todas as funções f : ω → Z(c) que satisfazem uma das

seguintes condições:

(1) ||f(n)|| > n, para todo n ∈ ω;

(2) (a) supp f(n) ∩ ω = ∅, para todo n ∈ ω;

(b) supp f(n) \ ∪m<n supp f(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω.

Definição 2.1.1. Sejam f ∈ F e i ∈ {1, 2}. Dizemos que f é do tipo i se f satisfaz a condição

(i) descrita acima.

Proposição 2.1.2. Se f : ω → Z(c), então existe j : ω → ω estritamente crescente satisfazendo

uma das seguintes condições:

(i) f ◦ j é do tipo 1;

(ii) f ◦ j = f1 + f2, onde f1, f2 : ω → Z(c), f2 é do tipo 2 ou constante e existe m um

número natural tal que, para cada n ∈ ω, f1(n) é uma combinação linear com coeficientes

pertencentes a {−1, 1} de m elementos de {χn : n ∈ ω}.2

Demonstração. Há dois casos a serem considerados:

2Se m = 0, então f1(n) = 0, para todo n ∈ ω.
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Caso 1: {||f(n)|| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que ||f(nk)|| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que f ◦ j é do tipo 1.

Caso 2: {||f(n)|| : n ∈ ω} é limitado.

Sejam f̃1, f̃2 : ω → Z(c) dadas por

f̃1(n) =

{ ∑
ξ∈supp f(n)∩ω f(n)(ξ) · χξ se supp f(n) ∩ ω 6= ∅

0 se supp f(n) ∩ ω = ∅

e

f̃2(n) =

{ ∑
ξ∈supp f(n)\ω f(n)(ξ) · χξ se supp f(n) \ ω 6= ∅

0 se supp f(n) \ ω = ∅.

Observamos que f(n) = f̃1(n) + f̃2(n), para todo n ∈ ω.

Se ∪n∈ω supp f̃2(n) for infinito, então existe j1 : ω → ω estritamente crescente tal que f̃2◦j1
é do tipo 2. Se ∪n∈ω supp f̃2(n) for finito, então existe j1 : ω → ω estritamente crescente

tal que f̃2 ◦ j1 é constante.3

Temos que {||f̃1 ◦ j1(n)|| : n ∈ ω} é limitado e, portanto, existem m ∈ ω e j2 : ω → ω

estritamente crescente tais que ||f̃1 ◦ j1 ◦ j2(n)|| = m, qualquer que seja n ∈ ω. Sejam

j = j1 ◦ j2, f1 = f̃1 ◦ j e f2 = f̃2 ◦ j. Note que f1, f2 : ω → Z(c), f ◦ j = f1 + f2 e f2 é do

tipo 2 ou constante.

Se m = 0, então f1(n) = 0, para todo n ∈ ω. Se m > 0, então supp f1(n) 6= ∅, qualquer

que seja n ∈ ω. Para cada n ∈ ω, consideremos {ξn0 , ..., ξnkn} uma indexação de supp f1(n)

3De fato, temos que ∪n∈ω supp f̃2(n) = ∪n∈ω(supp f(n)\ω) e, portanto, (∪n∈ω supp f̃2(n))∩ω = ∅. Suponhamos
que ∪n∈ω supp f̃2(n) seja infinito. Façamos n0 = 0 e suponhamos definidos n0, n1, ..., nk números naturais.
Tomemos nk+1 > nk tal que supp f̃2(nk+1) \ ∪l<k+1 supp f̃2(nl) 6= ∅. Temos que j1 : ω → ω dada por j(k) = nk
é estritamente crescente e f̃2 ◦ j1 é do tipo 2. Suponhamos, agora, que ∪n∈ω supp f̃2(n) seja finito. Como
{||f(n)|| : n ∈ ω} é limitado, {|f̃2(n)| : n ∈ ω} também o é. Logo, {f̃2(n) : n ∈ ω} é um conjunto finito e,
portanto, existe j1 : ω → ω estritamente crescente tal que f̃2 ◦ j1 é constante.
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tal que ξn0 < ξn1 < ... < ξnkn . Temos que

f1(n) =

kn∑
i=0

sgn(f1(n)(ξni )) · (χξni + ...+ χξni︸ ︷︷ ︸
|f1(n)(ξni )| vezes

)

onde sgn : Z→ {−1, 1} é dada por

sgn(a) =

{
1 se a ≥ 0

−1 se a < 0.

Como
kn∑
i=0

|f1(n)(ξni )| = ||f1(n)|| = m

temos que f1(n) se escreve como combinação linear de m elementos de {χn : n ∈ ω} com

coeficientes pertencentes a {−1, 1}.

Proposição 2.1.3. Existe {fξ : ω ≤ ξ < c} uma indexação de F tal que ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ ξ,

para todo ξ ∈ [ω, c[.

Demonstração. Observamos, primeiramente, que |F| = cω = c. Portanto, podemos considerar

{f̃ξ : ω ≤ ξ < c} uma indexação de F tal que, para cada f ∈ F , o conjunto

Af = {ξ ∈ [ω, c[: f = f̃ξ}

tenha cardinalidade c.4

Fixemos f ∈ F . Como ∪n∈ω supp f(n) ⊂ c, cf(c) > ω e | ∪n∈ω supp f(n)| ≤ ω, existe α < c

tal que ∪n∈ω supp f(n) ⊂ α. Seja ξ ∈ Af . Se ξ < α, façamos fξ = g, onde g(n) = (n + 1) · χ0,

para todo n ∈ ω. Temos que g é do tipo 1 e, portanto, g ∈ F . Se ξ ≥ α, façamos fξ = f̃ξ.

Vê-se facilmente {fξ : ω ≤ ξ < c} é uma indexação de F tal que ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ ξ, para

todo ξ ∈ [ω, c[.

4Seja φ : c × c → c \ ω uma bijeção. Escrevamos c \ ω = ∪ξ<cφ({ξ} × c). Para cada ξ < c, consideremos
{f̃µ : µ ∈ φ({ξ} × c)} uma indexação de F . Temos que {f̃µ : µ ∈ ∪ξ<cφ({ξ} × c)} = {f̃µ : ω ≤ µ < c} tem a
propriedade desejada.
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2.2 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {pξ : ω ≤ ξ < c} uma famı́lia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis segundo

a ordem de Rudin-Keisler e {fξ : ω ≤ ξ < c} uma indexação de F tal que ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ ξ,

qualquer que seja ξ ∈ [ω, c[. Para cada J ∈ Z(c) \ {0}, construiremos φJ : Z(c) → T um

homomorfismo de grupos tal que:

• φJ(J) 6= 0 + Z;

• φJ(χξ) = pξ − lim{φJ(fξ(n)) : n ∈ ω}, para todo ξ ∈ [ω, c[;

• φJ(χn)→ 0 + Z.

A fim de conciliar a primeira condição com as demais, começaremos definindo φJ em Z(E),

onde E ∈ [c]ω é dado pela proposição abaixo.

Proposição 2.2.1. Seja J ∈ Z(c) \ {0}. Existe E ∈ [c]ω tal que:

(i) supp J ⊂ E;

(ii) |E \ ω| = ω;

(iii) ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ E, qualquer que seja ξ ∈ E \ ω.

Demonstração. Para cada n ∈ ω, façamos E(n) = ω. Se ξ ∈ [ω, c[, definimos indutivamente

E(ξ) = {ξ} ∪
⋃
µ∈∪n∈ω supp fξ(n)E(µ)

e façamos

E =
⋃
ζ∈supp J∪[ω,ω+ω[E(ζ).

Temos que suppJ ∪ [ω, ω + ω[⊂ E, uma vez que ζ ∈ E(ζ) ⊂ E, qualquer que seja ζ ∈
supp J ∪ [ω, ω + ω[. Além disso, um argumento indutivo garante que E(ξ) ∈ [c]ω para todo

ξ < c e, portanto, E ∈ [c]ω. Por fim, se ξ ∈ E \ ω, então existe ζ ∈ supp J ∪ [ω, ω + ω[ tal

que ξ ∈ E(ζ). Um outro argumento indutivo garante que se α ∈ E(β), então E(α) ⊂ E(β),

quaisquer que sejam α, β < c.5 Logo, ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ E(ξ) ⊂ E(ζ) ⊂ E.

5Temos que E(n) = ω, para todo n ∈ ω. Logo, se n ∈ ω e m ∈ E(n), então E(m) = E(n). Fixemos β ∈ [ω, c[
e suponhamos que, para todo γ < β, valha a seguinte propriedade: se δ ∈ E(γ), então E(δ) ⊂ E(γ). Tomemos
α ∈ E(β). Se α = β, então E(α) = E(β). Suponhamos, portanto, α 6= β. Temos que α ∈ E(µ) ⊂ E(β), para
algum µ ∈ ∪n∈ω supp fβ(n). Como ∪n∈ω supp fβ(n) ⊂ β, segue que µ < β. Por hipótese de indução, E(α) ⊂ E(µ).
Logo, E(α) ⊂ E(β).
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Lema 2.2.2. Sejam J ∈ Z(c) \ {0} e E ∈ [c]ω satisfazendo as condições (i), (ii) e (iii) da

proposição 2.2.1. Existe {Ek : k ∈ ω} uma famı́lia de subconjuntos finitos de E, {bk : k ∈ ω}
uma seqüência estritamente crescente de números naturais, {rk : k ∈ ω} uma seqüência de

números reais positivos e i : ω → E \ ω tais que:

(i) supp J ⊂ E0;

(ii) E = ∪k∈ωEk;

(iii) i(k) ∈ Ek, para todo k ∈ ω;

(iv) Ek+1 ⊃ Ek ∪
⋃
{supp fi(m)(bm) : m ≤ k}, para todo k ∈ ω;

(v) {bk : k ∈ i−1({ξ})} ∈ pξ, para todo ξ ∈ E \ ω;

(vi) Se fi(k) é do tipo 1, então ||fi(k)(bk)|| · rk > 4;

(vii) Se fi(k) é do tipo 2, então supp fi(k)(bk) \ Ek 6= ∅;

(viii) r0 =
1

4 · ||J ||
;

(ix) rk+1 =
rk

2 · ||fi(k)(bk)||
, para todo k ∈ ω.

Demonstração. Consideremos {an : n ∈ ω} uma enumeração de E tal que a0 6∈ ω. Sejam

F0 = supp J ∪{a0} e Fn+1 = Fn∪
⋃
{supp fξ(m) : m ≤ n, ξ ∈ Fn \ω}∪{an+1}, para cada n ∈ ω.

Temos que {Fn : n ∈ ω} é uma famı́lia de subconjuntos finitos de E tal que:

(1) supp J ⊂ F0;

(2) E = ∪n∈ωFn;

(3) Fn+1 ⊃ Fn ∪
⋃
{supp fξ(m) : m ≤ n, ξ ∈ Fn \ ω}.

Fixemos ξ ∈ E \ ω e n ∈ ω. Se fξ é do tipo 1, definimos

Aξn = {k ∈ ω : ||fξ(k)|| > 2n+4 · Yn−1}

onde

Ym = ||J || ·
∏
l≤m

ζ∈Fm\ω

||fζ(l)||
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para todo m ∈ ω e

Y−1 = ||J ||.

Se fξ é do tipo 2, definimos

Aξn = {k ∈ ω : supp fξ(k) \ Fn 6= ∅}.

Afirmamos que Aξn é um subconjunto cofinito de ω, quaisquer que sejam n ∈ ω e ξ ∈ E \ ω.

De fato, sejam ξ ∈ E \ ω e n ∈ ω. Se fξ é do tipo 1, então Aξn ⊃ {k ∈ ω : k ≥ 2n+4 · Yn−1}
e, portanto, Aξn é um subconjunto cofinito de ω. Suponhamos que fξ seja do tipo 2. Se

Aξn não fosse um subconjunto cofinito de ω, então ω \ Aξn seria um conjunto infinito. Como

ω \ Aξn = {k ∈ ω : supp fξ(k) ⊂ Fn}, teŕıamos que ∪
k∈ω\Aξn

supp fξ(k) ⊂ Fn, o que é absurdo,

uma vez que fξ é do tipo 2 e Fn é finito.

Logo, para cada ξ ∈ E \ ω, temos que {Aξn : n ∈ ω} ⊂ pξ, uma vez que pξ é um ultrafiltro

livre sobre ω. Da seletividade de pξ decorre que existe uma seqüência {aξn : n ∈ ω} ∈ pξ tal

que aξn ∈ Aξn e n < aξn, para cada n ∈ ω. Com efeito, fixemos ξ ∈ E \ ω. Para cada n ∈ ω,

seja Bξ
n = Aξn \ {m ∈ ω : m ≤ n}. Como Aξn ∈ pξ e pξ é um ultrafiltro livre sobre ω, temos

que Bξ
n ∈ pξ. Do fato de pξ ser seletivo decorre que existe B ∈ pξ tal que B ⊂∗ Bξ

n, para

todo n ∈ ω. Tomemos {cn : n ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números naturais

tal que B \ {m ∈ ω : m < cn} ⊂ Bξ
n e ]cn, cn+1] ∩ B 6= ∅. Para cada n ∈ ω, consideremos

Dn =]cn, cn+1] ∩ B. Temos que {Dn : n ∈ ω} ∪ {ω \ ∪n∈ωDn} é uma partição de ω tal

que ω \ ∪n∈ωDn 6∈ pξ e Dn 6∈ pξ, para todo n ∈ ω. Da seletividade de pξ segue que existe

{aξn : n ∈ ω} ∈ pξ tal que aξn ∈ Dn, para todo n ∈ ω. Em particular, an ∈ Bξ
n, o que implica que

aξn ∈ Aξn e n < aξn, para todo n ∈ ω.

Do lema 1.5.4 segue que existe {Iξ : ξ ∈ E \ω} uma famı́lia de subconjuntos de ω dois a dois

disjuntos tal que:

(a) {aξn : n ∈ Iξ} ∈ pξ, para cada ξ ∈ E \ ω;

(b) {[n, aξn] : n ∈ Iξ, ξ ∈ E \ ω} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Para cada ξ ∈ E \ ω, seja

(c) Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ Fn}.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que
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(d) Nξ < n, para todo n ∈ Iξ.6

Consideremos {nk : k ∈ ω} uma enumeração estritamente crescente de ∪̇ξ∈E\ωIξ.7 Seja

i : ω → E \ ω
k 7→ i(k)

onde i(k) é o único elemento de E \ ω tal que nk ∈ Ii(k).

Para cada k ∈ ω, façamos bk = a
i(k)
nk , Ek = Fnk e definamos rk segundo os ı́tens (viii) e (ix)

do enunciado deste lema. Resta mostrar que as condições (i)-(vii) estão satisfeitas.

(i) Como 0 ≤ n0, temos que E0 = Fn0 ⊃ F0 ⊃ supp J .

(ii) ∪k∈ωEk = ∪k∈ωFnk = E.

(iii) Seja k ∈ ω. Temos que nk ∈ Ii(k). De (d) segue que Ni(k) < nk. De (c) e (3) vem que

i(k) ∈ FNi(k) ⊂ Fnk = Ek.

(iv) De (3) vem que Ek ⊂ Ek+1, pois {nk : k ∈ ω} é uma enumeração estritamente crescente de

∪̇ξ∈E\ωIξ. Resta mostrar que supp fi(m)(bm) ⊂ Ek+1, para cada m ≤ k. De (3) decorre que

Ek+1 = Fnk+1
⊃
⋃
{supp fξ(m) : m ≤ nk+1 − 1, ξ ∈ Fnk+1−1 \ ω}.

Por (iii), i(m) ∈ Em ⊂ Ek = Fnk ⊂ Fnk+1−1, para todo m ≤ k. Além disso, i(m) 6∈ ω. Por

(b), bm = a
i(m)
nm ≤ nk+1 − 1, para todo m ≤ k. Logo, supp fi(m)(bm) ⊂ Ek+1.

(v) Seja ξ ∈ E \ω. Temos que {bk : k ∈ i−1({ξ})} = {ai(k)
nk : k ∈ i−1({ξ})} = {aξn : n ∈ Iξ} ∈ pξ,

por (a).

(vi) Suponhamos que fi(k) seja do tipo 1. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

||fi(k)(bk)|| > 2nk+4 · Ynk−1

onde

Ynk−1 = ||J || ·
∏

l≤nk−1
ζ∈Fnk−1\ω

||fζ(l)||.

6As condições (a) e (b) permanecem válidas se substituirmos Iξ por Iξ \ {0, 1, ..., Nξ}.
7Logo, k ≤ nk, para cada k ∈ ω.
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Observamos que se m < k, então nm ≤ nk−1 e, portanto, i(m) ∈ Em = Fnm ⊂ Fnk−1
⊂

Fnk−1. Note que i(m) 6∈ ω. Como bm = a
i(m)
nm e [nm, a

i(m)
nm ] ∩ [nk, a

i(k)
nk ] = ∅, temos que

bm < nk e, portanto, bm ≤ nk − 1. Uma vez que

rk =
1

2k+2 · ||J || ·
∏
m<k ||fi(m)(bm)||

conclúımos que

||fi(k)(bk)|| · rk > 4.

(vii) Suponhamos que fi(k) seja do tipo 2. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

supp fi(k)(bk) \ Ek = supp fi(k)(bk) \ Fnk 6= ∅.

Recordamos que B denota o conjunto de todos os arcos abertos não vazios de T.

Lema 2.2.3. Sejam J ∈ Z(c) \ {0} e E ∈ [c]ω satisfazendo as condições (i), (ii) e (iii) da

proposição 2.2.1. Existe φJ �Z(E) : Z(E) → T um homomorfismo de grupos com as seguintes

propriedades:

(i) φJ �Z(E) (J) 6= 0 + Z;

(ii) φJ �Z(E) (χξ) = pξ − lim{φJ �Z(E) (fξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ E \ ω;

(iii) φJ �Z(E) (χn)→ 0 + Z.8

Demonstração. Consideremos {Ek : k ∈ ω}, {bk : k ∈ ω}, {rk : k ∈ ω} e i : ω → E \ ω
de acordo com o lema 2.2.2. A fim de exibirmos um homomorfismo de grupos φJ �Z(E)

satisfazendo as condições (i), (ii) e (iii) deste lema, construiremos indutivamente aplicações

auxiliares ψk : E → B, para cada k ∈ ω.

Para cada ξ ∈ E0, tomemos yξ ∈ R tal que

∑
ξ∈supp J

J(ξ) · yξ =
1

2

e definamos ψ0(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado em yξ + Z com diâmetro r0. Temos

8Estamos considerando Z(E) ⊂ Z(c).
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que

δ

( ∑
ξ∈supp J

J(ξ) · ψ0(ξ)

)
≤

∑
ξ∈supp J

|J(ξ)| · δ(ψ0(ξ)) = ||J || · r0 =
1

4
.

Logo,

0 + Z 6∈
∑

ξ∈supp J

J(ξ) · ψ0(ξ)

uma vez que
1

2
+ Z ∈

∑
ξ∈supp J

J(ξ) · ψ0(ξ).

Por fim, se ξ ∈ E \ E0, façamos ψ0(ξ) = T.

Seja k ∈ ω e suponhamos definida ψk : E → B. Vamos construir ψk+1 : E → B com as

seguintes propriedades:

(1) ψk+1(ξ) ⊂ ψk(ξ), para todo ξ ∈ E;

(2) Se ξ ∈ E \ Ek+1, então ψk+1(ξ) = T;

Se ξ ∈ Ek+1, então δ(ψk+1(ξ)) = rk+1;

(3) ψk(i(k)) ∩
∑

µ∈supp fi(k)(bk) fi(k)(bk)(µ) · ψk+1(µ) 6= ∅;

(4) Se ξ ∈ (Ek+1 \ Ek) ∩ ω, então δ(x, 0 + Z) < rk, para todo x ∈ ψk+1(ξ).

Se ξ ∈ (Ek+1 \ Ek) ∩ ω, seja ψ̃k(ξ) o arco aberto de T centrado em 0 + Z com diâmetro rk.

Se ξ ∈ (Ek+1 \ Ek) \ ω, seja ψ̃k(ξ) um arco aberto de T com diâmetro rk. Se ξ ∈ Ek, tomemos

ψ̃k(ξ) = ψk(ξ).

Se ξ ∈ E \ Ek+1, façamos ψk+1(ξ) = T. Se ξ ∈ Ek+1 \ supp fi(k)(bk), seja ψk+1(ξ) o arco

aberto de T centrado no ponto médio de ψ̃k(ξ) com diâmetro rk+1. Vamos, agora, definir ψk+1(ξ)

para ξ ∈ supp fi(k)(bk).

Caso 1: fi(k) é do tipo 1.

Temos que ∑
µ∈supp fi(k)(bk)

fi(k)(bk)(µ) · ˜̃
ψk(µ) = T

onde
˜̃
ψk(µ) é o arco aberto de T centrado no ponto médio de ψ̃k(µ) com diâmetro

δ(
˜̃
ψk(µ)) =

rk
4
.
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Portanto, para cada µ ∈ supp fi(k)(bk), existe xkµ ∈
˜̃
ψk(µ) tal que∑

µ∈supp fi(k)(bk)

fi(k)(bk)(µ) · xkµ ∈ ψk(i(k)).

Consideremos ψk+1(µ) o arco aberto de T centrado em xkµ com diâmetro rk+1.

As condições (1), (2), (3) e (4) estão verificadas. De fato, se ξ ∈ Ek, então
˜̃
ψk(ξ) é o

arco aberto de T centrado no ponto médio de ψk(ξ) com diâmetro rk
4 . Como xkξ ∈

˜̃
ψk(ξ)

e rk+1 ≤ rk
2 , temos que ψk+1(ξ) ⊂ ψk(ξ). Se ξ ∈ (Ek+1 \ Ek) ∩ ω, então

˜̃
ψk(ξ) é o arco

aberto de T centrado em 0 +Z com diâmetro rk
4 . Como xkξ ∈

˜̃
ψk(ξ) e rk+1 ≤ rk

2 , temos que

δ(x, 0 + Z) < rk, para todo x ∈ ψk+1(ξ).

Caso 2: fi(k) é do tipo 2.

Tomemos α ∈ supp fi(k)(bk) \ Ek. Para cada ξ ∈ supp fi(k)(bk) \ {α}, denotemos por zξ o

ponto médio de ψ̃k(ξ). Como ψk(α) = T, existe zα ∈ ψk(α) tal que∑
µ∈supp fi(k)(bk)\{α}

fi(k)(bk)(µ) · zµ + fi(k)(bk)(α) · zα ∈ ψk(i(k)).

Assim, para cada ξ ∈ supp fi(k)(bk), definimos ψk+1(ξ) como sendo o arco aberto de T
centrado em zξ com diâmetro rk+1.

As condições (1), (2), (3) e (4) estão verificadas, uma vez que supp fi(k)(bk) ∩ ω = ∅.

Como T é um espaço métrico completo e (rk)k∈ω é uma seqüência de números reais positivos

que converge para 0, conclúımos que se ξ ∈ E, então ∩k∈ωψk(ξ) = ∩k∈ωψk(ξ) é um conjunto

unitário. Denotaremos por φ(χξ) o único elemento de ∩k∈ωψk(ξ). Uma vez que {χξ : ξ ∈ E} é

um subconjunto independente e gerador de Z(E) é posśıvel estender φ a um homomorfismo de

grupos φJ �Z(E) : Z(E) → T.

Temos que

φJ �Z(E) (J) =
∑

µ∈supp J

J(µ) · φJ �Z(E) (χµ) ∈
∑

µ∈supp J

J(µ) · ψ0(µ)

e, portanto, φJ �Z(E) (J) 6= 0 + Z. Logo, (i) está verificada.
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Fixemos ξ ∈ E \ ω. Para cada k ∈ i−1({ξ}), temos que

φJ �Z(E) (fi(k)(bk)) ∈
∑

µ∈supp fi(k)(bk)

fi(k)(bk)(µ) · ψk+1(µ)

e

φJ �Z(E) (χi(k)) ∈ ψk(i(k)).

De (3) segue que

δ(φJ �Z(E) (fi(k)(bk)), φJ �Z(E) (χi(k))) ≤ d1 + d2

< 2rk

onde

d1 = δ(
∑

µ∈supp fi(k)(bk) fi(k)(bk)(µ) · ψk+1(µ))

e

d2 = δ(ψk(i(k))).

Como rk → 0, a seqüência {φJ �Z(E) (fξ(bk)) : k ∈ i−1(ξ)} converge para φJ �Z(E) (χξ). Da

propriedade (v) do lema 2.2.2 segue que

φJ �Z(E) (χξ) = pξ − lim{φJ �Z(E) (fξ(n)) : n ∈ ω}.

Logo, (ii) está verificada.

Resta mostrar que a seqüência {φJ �Z(E) (χn) : n ∈ ω} converge para 0 + Z. Para tanto,

basta observar que fixado k ∈ ω, o conjunto {n ∈ ω : δ(φJ �Z(E) (χn), 0 + Z) ≥ rk} é finito (uma

vez que o mesmo está contido em Ek). Logo, (iii) está verificada.

Estamos prontos para estender φJ �Z(E) a um homomorfismo de grupos φJ : Z(c) → T. Nossa

única preocupação será garantir que φJ(χξ) = pξ − lim{φJ(fξ(n)) : n ∈ ω} para cada ξ ∈ c \ E,

uma vez que supp J ⊂ E e ω ⊂ E.

Lema 2.2.4. Para cada J ∈ Z(c) \ {0}, existe φJ : Z(c) → T um homomorfismo de grupos tal

que:

(i) φJ(J) 6= 0 + Z;

(ii) φJ(χξ) = pξ − lim{φJ(fξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ [ω, c[;

(iii) φJ(χn)→ 0 + Z.
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Demonstração. Faremos a construção de φJ por indução. De acordo com a proposição 2.2.1,

existe E ∈ [c]ω tal que supp J ⊂ E, |E \ ω| = ω e ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ E, qualquer que seja

ξ ∈ E \ ω. Segundo o lema 2.2.3, é posśıvel construir φJ �Z(E) : Z(E) → T um homomorfismo de

grupos com as seguintes propriedades:

(1) φJ �Z(E) (J) 6= 0 + Z;

(2) φJ �Z(E) (χξ) = pξ − lim{φJ �Z(E) (fξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ E \ ω;

(3) φJ �Z(E) (χn)→ 0 + Z.

Consideremos {αξ : ξ < c} uma enumeração estritamente crescente de c \ E. Definamos

φ̃J(χα0) = pα0 − lim{φJ �Z(E) (fα0(n)) : n ∈ ω}

e façamos

φ̃J(J̃) = φJ �Z(E) (J̃)

para todo J̃ ∈ Z(E).9 Note que a seqüência {φJ �Z(E) (fα0(n)) : n ∈ ω} admite pα0-

limite em T, uma vez que T é compacto. Estendamos φ̃J a um homomorfismo de grupos

φJ �Z(E∪{α0}) : Z(E∪{α0}) → T.

Repetindo indutivamente esta construção, obteremos φJ : Z(c) → T um homomorfismo de

grupos satisfazendo (i), (ii) e (iii).

2.3 Explicitando a topologia

A próxima proposição mostra que o produto diagonal da famı́lia {φJ : J ∈ Z(c) \ {0}} é um

monomorfismo de grupos.

Proposição 2.3.1. Suponhamos que, para cada J ∈ Z(c) \ {0}, exista um homomorfismo de

grupos φJ : Z(c) → T tal que φJ(J) 6= 0 + Z. A aplicação

Φ : Z(c) → TZ(c)\{0}

J̃ 7→ Φ(J̃)

dada por

Φ(J̃)(J) = φJ(J̃), para cada J ∈ Z(c) \ {0}
9Estamos considerando Z(E) ⊂ Z(E∪{α0}) ⊂ Z(c).
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é denominada produto diagonal da famı́lia {φJ : J ∈ Z(c)\{0}} e é um monomorfismo de grupos.

Demonstração. Sejam G,H ∈ Z(c). Temos que Φ(G+H)(J) = φJ(G+H) = φJ(G) + φJ(H) =

Φ(G)(J) + Φ(H)(J) = [Φ(G) + Φ(H)](J), para todo J ∈ Z(c) \{0}. Logo, Φ é um homomorfismo

de grupos. A fim de provar que Φ é injetora, basta mostrar que se H ∈ Z(c) é tal que Φ(H) = 0,

então H = 0. Suponhamos, portanto, que H ∈ Z(c) seja tal que Φ(H) = 0, ou seja, que

Φ(H)(J) = 0 + Z para todo J ∈ Z(c) \ {0}. Então, φJ(H) = 0 + Z, para todo J ∈ Z(c) \ {0}.
Como φJ(J) 6= 0 + Z para cada J ∈ Z(c) \ {0}, temos que H 6∈ Z(c) \ {0}. Logo, H = 0.

Teorema 2.3.2. O grupo abeliano livre de cardinalidade c admite uma topologia

enumeravelmente compacta com uma seqüência não trivial convergente que o torna um grupo

topológico.

Demonstração. O grupo abeliano livre Φ[Z(c)] munido da topologia de subespaço induzida por

TZ(c)\{0} é um grupo topológico. Não é dif́ıcil ver que Φ(χn)→ 0, uma vez que φJ(χn)→ 0 + Z,

para todo J ∈ Z(c) \ {0}.
Consideremos f : ω → Φ[Z(c)]. Da proposição 2.1.2 segue que existe j : ω → ω estritamente

crescente tal que Φ−1 ◦ f ◦ j é do tipo 1 ou Φ−1 ◦ f ◦ j = f1 + f2, onde f2 é do tipo 2 ou constante

e existe m > 0 um número natural tal que, para cada n ∈ ω, f1(n) é uma combinação linear com

coeficientes pertencentes a {−1, 0, 1} de m elementos de {χn : n ∈ ω}. No primeiro caso temos

que Φ−1 ◦ f ◦ j = fξ para algum ξ ∈ [ω, c[ e, portanto, Φ(χξ) = pξ − lim{Φ ◦ fξ(n) : n ∈ ω}.
Suponhamos agora que o segundo caso ocorra. Do fato de a seqüência {Φ(χn) : n ∈ ω} ser

convergente decorre que existe j̃ : ω → ω estritamente crescente tal que Φ ◦ f1 ◦ j̃ tem p-limite

em Φ[Z(c)], qualquer que seja p ∈ ω∗. Uma vez que f2 é do tipo 2 ou constante, temos que

f2 ◦ j̃ também o é e, portanto, Φ ◦ f2 ◦ j̃ admite p-limite em Φ[Z(c)] para algum p ∈ ω∗. Como

f ◦ j ◦ j̃ = Φ ◦ f1 ◦ j̃ + Φ ◦ f2 ◦ j̃, conclúımos que f ◦ j ◦ j̃ tem p-limite em Φ[Z(c)] e, portanto,

Φ[Z(c)] é enumeravelmente compacto.



CAṔITULO 3

Uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem seqüências não

triviais convergentes na reta real

Neste caṕıtulo, assumiremos a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis

(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para mostrar que o grupo aditivo da reta real admite uma

topologia enumeravelmente compacta sem seqüências não triviais convergentes que o torna um

grupo topológico.

Como queremos aproveitar as idéias desenvolvidas no caṕıtulo 2, começaremos identificando

R com Q(c). Para cada J ∈ Q(c) \ {0}, construiremos φJ : Q(c) → T um homomorfismo de

grupos de modo que o produto diagonal da famı́lia {φJ : J ∈ Q(c) \ {0}} seja injetor e que a

imagem de Q(c) por esta aplicação tenha as propriedades desejadas quando munida da topologia

de subespaço induzida por TQ(c)\{0}.

A principal diferença entre os caṕıtulos 2 e 3 está, justamente, na construção dos

homomorfismos φJ . Como os elementos de T têm mais de uma raiz n-ésima para cada n > 1

número natural, precisaremos definir uma aplicação auxiliar adicional no lema 3.2.6 a fim de

garantir que cada φJ esteja bem-definido e seja um homomorfismo de grupos.

3.1 Uma escolha adequada de seqüências

Proposição 3.1.1. O grupo (R,+) é isomorfo ao grupo (Q(c),+).

29
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Demonstração. Seja B = {xξ : ξ < c} uma base ordenada de R como Q-espaço vetorial. Para

cada x ∈ R \ {0} existe um único Fx ∈ [c]<ω não vazio e um único subconjunto {aξ : ξ ∈ Fx} de

Q \ {0} verificando

x =
∑
ξ∈Fx

aξxξ.

Façamos F0 = ∅. A aplicação

ϕ : R → Q(c)

x 7→ fx

onde

fx(ξ) =

{
aξ se ξ ∈ Fx
0 se ξ ∈ c \ Fx

é um isomorfismo de grupos. De fato, não há dúvidas de que ϕ é bijetora. Sejam x, y ∈ R. Se

x = 0 ou y = 0, então ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y), uma vez que ϕ(0) = f0 = 0. Suponhamos,

portanto, 0 6= x =
∑

ξ∈Fx aξxξ e 0 6= y =
∑

ξ∈Fy bξxξ. Temos que

x+ y =
∑

ξ∈Fx\Fy

aξxξ +
∑

ξ∈Fy\Fx

bξxξ +
∑

ξ∈(Fx∩Fy)\I

(aξ + bξ)xξ

onde

I = {ξ ∈ Fx ∩ Fy : aξ + bξ = 0}.

Logo, fx+y = fx + fy, o que implica ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y).

Se J ∈ Q(c), então

J =
∑

µ∈supp J

J(µ) · χµ

onde χµ : c→ Q é tal que

χµ(ξ) =

{
1 se ξ = µ

0 se ξ 6= µ.

Dado µ ∈ supp J , podemos escrever

J(µ) =
p(J, µ)

q(J, µ)

onde p(J, µ), q(J, µ) ∈ Z, q(J, µ) > 0 e mdc(p(J, µ), q(J, µ)) = 1. Seja

d(J) = mmc{q(J, µ) : µ ∈ supp J}
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e, para cada µ ∈ supp J , seja

a(J, µ) = p(J, µ) · d(J)

q(J, µ)
.

Por fim, sejam

|q(J)| = max{q(J, µ) : µ ∈ supp J},

|p(J)| = max{|p(J, µ)| : µ ∈ supp J},

|a(J)| = max{|a(J, µ)| : µ ∈ supp J}

e

||a(J)|| =
∑

µ∈supp J

|a(J, µ)|.

Denotaremos por F o conjunto de todas as funções f : ω → Q(c) que satisfazem uma das

seguintes condições:

(1) supp f(n) \ ∪m<n supp f(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω;

(2) |q(f(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(3) {|q(f(n))| : n ∈ ω} é limitado e |p(f(n))| > n, para todo n ∈ ω.

Definição 3.1.2. Sejam f ∈ F e i ∈ {1, 2, 3}. Dizemos que f é do tipo i se f satisfaz a condição

(i) descrita acima.

A próxima proposição mostra que é posśıvel recuperar uma subseqüência de cada seqüência

não trivial em Q(c) através de F .

Proposição 3.1.3. Se f : ω → Q(c), então existe j : ω → ω estritamente crescente tal que f ◦ j
é constante ou é de um dos tipos acima mencionados.

Demonstração. Há quatro casos a serem considerados.

Caso 1: ∪n∈ω supp f(n) é infinito.

Seja n0 = 0. Fixemos k ∈ ω e suponhamos definidos n0, n1, ..., nk. Uma vez que

∪n∈ω supp f(n) é infinito, existe um número natural nk+1 > nk tal que supp f(nk+1) \
∪l<k+1 supp f(nl) 6= ∅. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk
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é uma função estritamente crescente tal que f ◦ j é do tipo 1.

Caso 2: ∪n∈ω supp f(n) é finito e {|q(f(n))| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que |q(f(nk))| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que f ◦ j é do tipo 2.

Caso 3: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|q(f(n))| : n ∈ ω} é limitado e {|p(f(n))| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que |p(f(nk))| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que f ◦ j é do tipo 3.

Caso 4: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|p(f(n))| : n ∈ ω} e {|q(f(n))| : n ∈ ω} são limitados.

Temos que {f(n) : n ∈ ω} é um conjunto finito e, portanto, f possui uma subseqüência

constante.

Proposição 3.1.4. Existe {fξ : 0 < ξ < c} uma indexação de F tal que ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ ξ,

para todo ξ ∈]0, c[.

Demonstração. Análoga à da proposição 2.1.3.

3.2 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {pξ : 0 < ξ < c} uma famı́lia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis segundo

a ordem de Rudin-Keisler e {fξ : 0 < ξ < c} uma indexação de F tal que ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ ξ,

qualquer que seja ξ ∈]0, c[.

Proposição 3.2.1. Seja J ∈ Q(c) \{0}. Existe E ∈ [c]ω tal que supp J ⊂ E e ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂
E, para cada ξ ∈ E \ {0}.
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Demonstração. Análoga à da proposição 2.2.1.

Lema 3.2.2. Sejam J ∈ Q(c) \ {0} e E ∈ [c]ω tais que supp J ⊂ E e ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ E, para

cada ξ ∈ E\{0}. Existe {Ek : k ∈ ω} uma famı́lia de subconjuntos finitos de E, {bk : k ∈ ω} uma

seqüência estritamente crescente de números naturais, {rk : k ∈ ω} uma seqüência de números

reais positivos e i : ω → E \ {0} tais que:

(i) supp J ⊂ E0;

(ii) E = ∪k∈ωEk;

(iii) i(k) ∈ Ek, para todo k ∈ ω;

(iv) Ek+1 ⊃ Ek ∪
⋃
{supp fi(m)(bm) : m ≤ k}, para todo k ∈ ω;

(v) {bk : k ∈ i−1({ξ})} ∈ pξ, para todo ξ ∈ E \ {0};

(vi) Se fi(k) é do tipo 1, então supp fi(k)(bk) \ Ek 6= ∅;

(vii) Se fi(k) é do tipo 2, então |q(fi(k)(bk))| · rk > d(J) ·
∏
m<k d(fi(m)(bm));

(viii) Se fi(k) é do tipo 3, então |a(fi(k)(bk))| · rk > 4 · d(fi(k)(bk));

(ix) r0 =
1

4 · ||a(J)||
;

(x) rk+1 =
rk

2 · ||a(fi(k)(bk))||
, para todo k ∈ ω.

Demonstração. Consideremos {an : n ∈ ω} uma enumeração de E. Sejam F0 = supp J ∪ {a0}
e Fn+1 = Fn ∪

⋃
{supp fξ(m) : m ≤ n, ξ ∈ Fn \ {0}} ∪ {an+1}, para cada n ∈ ω. Temos que

{Fn : n ∈ ω} é uma famı́lia de subconjuntos finitos de E tal que:

(1) supp J ⊂ F0;

(2) E = ∪n∈ωFn;

(3) Fn+1 ⊃ Fn ∪
⋃
{supp fξ(m) : m ≤ n, ξ ∈ Fn \ {0}}.

Fixemos ξ ∈ E \ {0} e n ∈ ω. Se fξ é do tipo 1, definimos

Aξn = {k ∈ ω : supp fξ(k) \ Fn 6= ∅}.



34 Caṕıtulo 3

Se fξ é do tipo 2, definimos

Aξn = {k ∈ ω : |q(fξ(k))| > 2n+2 ·Xn−1}

onde

Xm = ||a(J)|| · d(J) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm\{0}

d(fζ(l)) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm\{0}

||a(fζ(l))||

para todo m ∈ ω e

X−1 = ||a(J)|| · d(J).

Se fξ é do tipo 3, então |a(fξ(n))| > n para cada n ∈ ω e {|q(fξ(n))| : n ∈ ω} é limitado.

Tomemos Mξ ∈ ω tal que |q(fξ(n))| ≤Mξ, para todo n ∈ ω. Definimos

Aξn = {k ∈ ω : |a(fξ(k))| > 2n+4 ·Mξ! · Yn−1}

onde

Ym = ||a(J)|| ·
∏
l≤m

ζ∈Fm\{0}

||a(fζ(l))||

para todo m ∈ ω e

Y−1 = ||a(J)||.

Observamos que Aξn é um subconjunto cofinito de ω, quaisquer que sejam n ∈ ω e ξ ∈ E \{0}.
Logo, para cada ξ ∈ E \ {0}, temos que {Aξn : n ∈ ω} ⊂ pξ, uma vez que pξ é um ultrafiltro

livre sobre ω. Da seletividade de pξ decorre que existe uma seqüência {aξn : n ∈ ω} ∈ pξ tal que

aξn ∈ Aξn e n < aξn, para cada n ∈ ω.

Do lema 1.5.4 segue que existe {Iξ : ξ ∈ E \ {0}} uma famı́lia de subconjuntos de ω dois a

dois disjuntos tal que:

(a) {aξn : n ∈ Iξ} ∈ pξ, para cada ξ ∈ E \ {0};

(b) {[n, aξn] : n ∈ Iξ, ξ ∈ E \ {0}} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Para cada ξ ∈ E \ {0}, seja

(c) Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ Fn}.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que
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(d) Nξ < n, para todo n ∈ Iξ.

Consideremos {nk : k ∈ ω} uma enumeração estritamente crescente de ∪̇ξ∈E\{0}Iξ. Seja

i : ω → E \ {0}
k 7→ i(k)

onde i(k) é o único elemento de E \ {0} tal que nk ∈ Ii(k).

Para cada k ∈ ω, façamos bk = a
i(k)
nk , Ek = Fnk e definamos rk segundo os ı́tens (ix) e (x) do

enunciado deste lema. Resta mostrar que as condições (i)-(viii) estão satisfeitas.

(i) Como 0 ≤ n0, temos que E0 = Fn0 ⊃ F0 ⊃ supp J .

(ii) ∪k∈ωEk = ∪k∈ωFnk = E.

(iii) Seja k ∈ ω. Temos que nk ∈ Ii(k). De (d) segue que Ni(k) < nk. De (c) e (3) vem que

i(k) ∈ FNi(k) ⊂ Fnk = Ek.

(iv) De (3) vem que Ek ⊂ Ek+1, pois {nk : k ∈ ω} é uma enumeração estritamente crescente de

∪ξ∈E\{0}Iξ. Resta mostrar que supp fi(m)(bm) ⊂ Ek+1, para cada m ≤ k. De (3) decorre

que

Ek+1 = Fnk+1
⊃
⋃
{supp fξ(m) : m ≤ nk+1 − 1, ξ ∈ Fnk+1−1 \ {0}}.

Por (iii), i(m) ∈ Em ⊂ Ek = Fnk ⊂ Fnk+1−1, para todo m ≤ k. Além disso, i(m) 6= 0. Por

(b), bm = a
i(m)
nm ≤ nk+1 − 1, para todo m ≤ k. Logo, supp fi(m)(bm) ⊂ Ek+1.

(v) Seja ξ ∈ E \ {0}. Temos que {bk : k ∈ i−1({ξ})} = {ai(k)
nk : k ∈ i−1({ξ})} = {aξn : n ∈ Iξ} ∈

pξ, por (a).

(vi) Suponhamos que fi(k) seja do tipo 1. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

supp fi(k)(bk) \ Ek = supp fi(k)(bk) \ Fnk 6= ∅.

(vii) Suponhamos que fi(k) seja do tipo 2. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

|q(fi(k)(bk))| > 2nk+2 ·Xnk−1
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onde

Xnk−1 = ||a(J)|| · d(J) ·
∏

m≤nk−1
ξ∈Fnk−1\{0}

d(fξ(m)) ·
∏

m≤nk−1
ξ∈Fnk−1\{0}

||a(fξ(m))||.

Observamos que se m < k, então nm ≤ nk−1 e, portanto, i(m) ∈ Em = Fnm ⊂ Fnk−1
⊂

Fnk−1. Note que i(m) 6= 0. Como bm = a
i(m)
nm e [nm, a

i(m)
nm ] ∩ [nk, a

i(k)
nk ] = ∅, temos que

bm < nk e, portanto, bm ≤ nk − 1. Uma vez que

rk =
1

2k+2 · ||a(J)|| ·
∏
m<k ||a(fi(m)(bm))||

conclúımos que

|q(fi(k)(bk))| · rk > d(J) ·
∏
m<k

d(fi(m)(bm)).

(viii) Suponhamos que fi(k) seja do tipo 3. Um argumento análogo ao apresentado em (vii) nos

permite concluir que

|a(fi(k)(bk))| · rk > 4 ·Mi(k)! ≥ 4 · d(fi(k)(bk)).

Os próximos três lemas compreendem a parte técnica referente aos tipos 1, 2 e 3.

Lema 3.2.3. Sejam I ∈ [c]c, c ∈ N \ {0}, ε > 0, A ∈ B, F ∈ [I]<ω, J ∈ Q(I), µ ∈ supp J \ F e

ψ : F → B \ {T} com δ(ψ(ξ)) ≥ ε/c, para todo ξ ∈ F . Seja F̃ = F ∪ supp J . Existe ψ̃ : F̃ → B
satisfazendo as seguintes condições:

(i) d(J) · ψ̃(ξ) ⊂ ψ(ξ), para todo ξ ∈ F ;

(ii) δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
, para todo ξ ∈ F̃ ;

(iii) δ(
∑

ξ∈supp J a(J, ξ) · c · ψ̃(ξ)) < ε;

(iv) A ∩
∑

ξ∈supp J a(J, ξ) · c · ψ̃(ξ) 6= ∅.

Demonstração. Se ξ ∈ F̃ \ supp J ⊂ F , fixemos uma raiz d(J)-ésima do ponto médio de ψ(ξ) e

definamos ψ̃(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questão com diâmetro

δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
.
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Se ξ ∈ supp J \{µ}, fixemos zξ ∈ T da seguinte maneira: se ξ ∈ F , então zξ é uma raiz d(J)-ésima

do ponto médio de ψ(ξ); se ξ 6∈ F , então zξ é um elemento arbitrário de T. Seja

x =
∑

ξ∈supp J\{µ}

a(J, ξ) · c · zξ.

Tomemos zµ ∈ T tal que

x+ a(J, µ) · c · zµ ∈ A.

Para cada ξ ∈ supp J , definimos ψ̃(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado em zξ com

diâmetro

δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
.

As condições (i), (ii), (iii) e (iv) estão verificadas. De fato, é evidente que (i) e (ii) estão satisfeitas,

uma vez que para cada ξ ∈ F , zξ é uma raiz d(J)-ésima do ponto médio de ψ(ξ). A condição

(iii) é uma conseqüência de (ii). Por fim, a validade de (iv) decorre da escolha de zµ.

Lema 3.2.4. Sejam I ∈ [c]c, c ∈ N \ {0}, ε > 0, A ∈ B com δ(A) ≥ ε, F ∈ [I]<ω, J ∈ Q(I),

µ ∈ F ∩ supp J com q(J, µ) · ε > c e ψ : F → B \ {T} com δ(ψ(ξ)) ≥ ε/c, para todo ξ ∈ F . Seja

F̃ = F ∪ supp J . Existe ψ̃ : F̃ → B satisfazendo as seguintes condições:

(i) d(J) · ψ̃(ξ) ⊂ ψ(ξ), para todo ξ ∈ F ;

(ii) δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
, para todo ξ ∈ F̃ ;

(iii) δ(
∑

ξ∈supp J a(J, ξ) · c · ψ̃(ξ)) < ε;

(iv) A ∩
∑

ξ∈supp J a(J, ξ) · c · ψ̃(ξ) 6= ∅.

Demonstração. Se ξ ∈ F̃ \ supp J ⊂ F , fixemos uma raiz d(J)-ésima do ponto médio de ψ(ξ) e

definamos ψ̃(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questão com diâmetro

δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
.

Se ξ ∈ supp J \{µ}, fixemos zξ ∈ T da seguinte maneira: se ξ ∈ F , então zξ é uma raiz d(J)-ésima

do ponto médio de ψ(ξ); se ξ 6∈ F , então zξ é um elemento arbitrário de T. Seja

x =
∑

ξ∈supp J\{µ}

a(J, ξ) · c · zξ.
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Denotemos por xµ o ponto médio de ψ(µ). Existem d(J) ráızes d(J)-ésimas de xµ. Se

multiplicarmos cada uma delas por a(J, µ) · c teremos

q(J, µ)

mdc(c, q(J, µ))

novos elementos, uma vez que p(J, µ) e q(J, µ) são primos entre si. De

q(J, µ)

mdc(c, q(J, µ))
≥ q(J, µ)

c
>

1

ε

segue que a distância entre dois desses novos elementos consecutivos é menor que ε. Como

δ(A− x) = δ(A) ≥ ε, existe zµ ∈ T tal que d(J) · zµ = xµ e

x+ a(J, µ) · c · zµ ∈ A.

Para cada ξ ∈ supp J , definimos ψ̃(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado em zξ com

diâmetro

δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
.

As condições (i), (ii), (iii) e (iv) estão verificadas. De fato, é evidente que (i) e (ii) estão satisfeitas,

uma vez que para cada ξ ∈ F , zξ é uma raiz d(J)-ésima do ponto médio de ψ(ξ). A condição

(iii) é uma conseqüência de (ii). Por fim, a validade de (iv) decorre da escolha de zµ.

Lema 3.2.5. Sejam I ∈ [c]c, c ∈ N\{0}, ε > 0, A ∈ B, F ∈ [I]<ω, J ∈ Q(I), µ ∈ F ∩ supp J com

|a(J, µ)|·ε > 4·d(J) e ψ : F → B\{T} com δ(ψ(ξ)) ≥ ε/c, para todo ξ ∈ F . Seja F̃ = F ∪supp J .

Existe ψ̃ : F̃ → B satisfazendo as seguintes condições:

(i) d(J) · ψ̃(ξ) ⊂ ψ(ξ), para todo ξ ∈ F ;

(ii) δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
, para todo ξ ∈ F̃ ;

(iii) δ(
∑

ξ∈supp J a(J, ξ) · c · ψ̃(ξ)) < ε;

(iv) A ∩
∑

ξ∈supp J a(J, ξ) · c · ψ̃(ξ) 6= ∅.

Demonstração. Se ξ ∈ F̃ \ supp J ⊂ F , fixemos uma raiz d(J)-ésima do ponto médio de ψ(ξ) e
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definamos ψ̃(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questão com diâmetro

δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
.

Se ξ ∈ supp J \{µ}, fixemos zξ ∈ T da seguinte maneira: se ξ ∈ F , então zξ é uma raiz d(J)-ésima

do ponto médio de ψ(ξ); se ξ 6∈ F , então zξ é um elemento arbitrário de T. Seja

x =
∑

ξ∈supp J\{µ}

a(J, ξ) · c · zξ.

Denotemos por xµ o ponto médio de ψ(µ). Fixemos uma raiz d(J)-ésima de xµ e, centrado nela,

consideremos Ã o arco aberto de T com diâmetro

δ(Ã) =
ε

4 · c · d(J)
.

Se multiplicarmos Ã por a(J, µ) · c obteremos T, uma vez que |a(J, µ)| · ε > 4 · d(J). Portanto,

existe zµ ∈ Ã tal que

x+ a(J, µ) · c · zµ ∈ A.

Para cada ξ ∈ supp J , definimos ψ̃(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado em zξ com

diâmetro

δ(ψ̃(ξ)) =
ε

2 · ||a(J)|| · c · d(J)
.

As condições (i), (ii), (iii) e (iv) estão verificadas. De fato, temos que (i) e (ii) estão satisfeitas,

já que Ã é suficientemente pequeno para que d(J) · Ã esteja contido em ψ(ξ) e a(J, µ) · c é

suficientemente grande para que a(J, µ) · c · Ã seja igual a T. A condição (iii) é uma conseqüência

de (ii). Por fim, a validade de (iv) decorre da escolha de zµ.

Lema 3.2.6. Sejam J ∈ Q(c) \ {0} e E ∈ [c]ω tais que supp J ⊂ E e ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ E, para

cada ξ ∈ E \ {0}. Existe φJ �Q(E) : Q(E) → T um homomorfismo de grupos com as seguintes

propriedades:

(i) φJ �Q(E) (J) 6= 0 + Z;

(ii) φJ �Q(E) (χξ) = pξ − lim{φJ �Q(E) (fξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ E \ {0}.1

1Estamos considerando Q(E) ⊂ Q(c).
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Demonstração. Consideremos {En : n ∈ ω}, {bn : n ∈ ω}, {rn : n ∈ ω} e i : ω → E \ {0} de

acordo com o lema 3.2.2. A fim de exibirmos um homomorfismo de grupos φJ �Q(E) satisfazendo

as condições (i) e (ii) deste lema, construiremos indutivamente aplicações auxiliares ψn : E → B
e ψ∗n : En → B, para cada n ∈ ω.

Para cada ξ ∈ E0, tomemos yξ ∈ R tal que

∑
ξ∈supp J

J(ξ) · yξ =
1

2

e façamos

xξ =
1

d(J)
· yξ + Z.

Temos que ∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) · xξ =
1

2
+ Z.

Seja ψ∗0(ξ) o arco aberto de T centrado em xξ com diâmetro

δ(ψ∗0(ξ)) =
r0

d(J)
.

Seja, também, ψ0(ξ) = d(J) · ψ∗0(ξ). Claramente, δ(ψ0(ξ)) = r0. Uma vez que

1

2
+ Z ∈

∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ)

e

δ

( ∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ)

)
≤

∑
ξ∈supp J

|a(J, ξ)| · δ(ψ∗0(ξ)) ≤ 1

4

conclúımos que

0 + Z 6∈
∑

ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ).

Por fim, se ξ ∈ E \ E0, façamos ψ0(ξ) = T.

Seja n ∈ ω. Suponhamos definidas ψn : E → B e ψ∗n : En → B. Vamos construir

ψn+1 : E → B e ψ∗n+1 : En+1 → B com as seguintes propriedades:

(1) Se ξ ∈ E \ En+1, então ψn+1(ξ) = T;

(2) Se ξ ∈ En+1 \ En, então ψ∗n+1(ξ) é tal que:
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(a) d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ) ⊂ ψn(ξ);

(b) δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.

Neste caso, façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

(3) Se ξ ∈ En, então ψ∗n+1(ξ) é tal que:

(a) d(fi(n)(bn)) · ψ∗n+1(ξ) ⊂ ψ∗n(ξ);

(b) δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.

Neste caso, façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

(4) ψn(i(n)) ∩
∑

µ∈supp fi(n)(bn)

a(fi(n)(bn), µ) · d(J) ·
∏
m<n

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(µ) 6= ∅.

Se ξ ∈ E \En+1, façamos ψn+1(ξ) = T. Se ξ ∈ (En+1 \En) \ supp fi(n)(bn), então ψn(ξ) = T.

Definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo um elemento de B com diâmetro

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

e façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

Se ξ ∈ En \ supp fi(n)(bn), fixemos uma raiz d(fi(n)(bn))-ésima do ponto médio de ψ∗n(ξ).

Definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questão com diâmetro

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

e façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).
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Vamos, agora, definir ψ∗n+1(ξ) e ψn+1(ξ) para ξ ∈ supp fi(n)(bn).

Caso 1: fi(n) é do tipo 1.

Tomemos α ∈ supp fi(n)(bn)\En. Aplicando o lema 3.2.3 para c, d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)),

rn, ψn(i(n)), En ∩ supp fi(n)(bn), fi(n)(bn), α e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn) → T
satisfazendo as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.3. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ),

para todo ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 2: fi(n) é do tipo 2.

Tomemos α ∈ supp fi(n)(bn) tal que q(fi(n)(bn), α)·rn > d(J)·
∏
m<n d(fi(m)(bm)). Podemos

supor que α ∈ En pois, do contrário, os argumentos utilizados no caso 1 podem ser

repetidos aqui. Aplicando o lema 3.2.4 para c, d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)), rn, ψn(i(n)),

En ∩ supp fi(n)(bn), fi(n)(bn), α e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn) → T satisfazendo

as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.4. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ), para todo

ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 3: fi(n) é do tipo 3.

Tomemos α ∈ supp fi(n)(bn) tal que |a(fi(n)(bn), α)| · rn > 4 · d(fi(n)(bn)). Novamente,

podemos supor que α ∈ En. Aplicando o lema 3.2.5 para c, d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)), rn,

ψn(i(n)), En∩supp fi(n)(bn), fi(n)(bn), α e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn)→ T satisfazendo

as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.5. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ), para todo

ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Por indução, obtemos aplicações ψn : E → B e ψ∗n : En → B para cada n ∈ ω, satisfazendo

as seguintes condições:

• ψn+1(ξ) ⊂ ψn(ξ), para todo ξ ∈ E;

• δ(ψn(ξ)) = rn, se ξ ∈ En e ψn(ξ) = T, se ξ ∈ E \ En;

• ψn(ξ) = d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) · ψ∗n(ξ), se ξ ∈ En.

Como T é um espaço métrico completo e (rn)n∈ω é uma seqüência de números reais positivos

que converge para 0, conclúımos que se ξ ∈ E, então ∩n∈ωψn(ξ) = ∩n∈ωψn(ξ) é um conjunto

unitário. Denotaremos por φ(χξ) o único elemento de ∩n∈ωψn(ξ).

Para cada ξ ∈ E, sejam Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ En} e n ≥ Nξ. Temos que ψn(ξ) 6= T
e, portanto, existe um único elemento de ψ∗n(ξ) que multiplicado por d(J) ·

∏
m<n d(fi(m)(bm))
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é igual a φ(χξ). De fato, ψn(ξ) = d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) · ψ∗n(ξ). Como φ(χξ) ∈ ψn(ξ),

existe pelo menos um elemento de ψ∗n(ξ) que multiplicado por d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) é igual

a φ(χξ). Se d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) = 1, nada temos a fazer. Suponhamos, portanto, que

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) > 1. A distância entre duas ráızes d(J) ·

∏
m<n d(fi(m)(bm))-ésimas

consecutivas de φ(χξ) é igual a

1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

.

Como ψ∗n(ξ) contém uma raiz d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))-ésima de φ(χξ) e

δ(ψ∗n(ξ)) =
rn

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

<
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

conclúımos que ψ∗n(ξ) contém uma única raiz d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))-ésima de φ(χξ), ou seja,

que existe um único elemento de ψ∗n(ξ) que multiplicado por d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) é igual a

φ(χξ). Denotaremos tal elemento por

φ

(
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ
)
.

Consideremos

Gξ =

{
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ ∈ Q(E) : n ≥ Nξ

}
e denotemos por G o grupo gerado por ∪ξ∈EGξ. Uma vez que se ξ ∈ E e n > Nξ, então

φ

(
1

d(J) ·
∏
m<Nξ

d(fi(m)(bm))
· χξ
)

=
∏

Nξ≤m<n
d(fi(m)(bm)) · φ

(
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ
)

podemos estender φ a um homomorfismo de grupos de G em T. Usando o fato de T ser um

grupo diviśıvel, estendemos φ a um homomorfismo de grupos φJ �Q(E) : Q(E) → T.

Temos que

φJ �Q(E) (J) =
∑

µ∈supp J

a(J, µ) · φJ �Q(E)

(
1

d(J)
· χµ

)
∈

∑
µ∈supp J

a(J, µ) · ψ∗0(µ)

e, portanto, φJ �Q(E) (J) 6= 0 + Z. Logo, (i) está verificada.
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Fixemos ξ ∈ E \ {0}. Para cada k ∈ i−1({ξ}) temos que

φJ �Q(E) (fi(k)(bk)) ∈
∑

µ∈supp fi(k)(bk)

a(fi(k)(bk), µ) · d(J) ·
∏
m<k

d(fi(m)(bm)) · ψ∗k+1(µ).

Além disso,

φJ �Q(E) (χi(k)) ∈ ψk(i(k)).

De (4) vem que

δ(φJ �Q(E) (fi(k)(bk)), φJ �Q(E) (χξ)) ≤ d1 + d2

< 2rk

onde

d1 = δ(
∑

µ∈supp fi(k)(bk) a(fi(k)(bk), µ) · d(J) ·
∏
m<k d(fi(m)(bm)) · ψ∗k+1(µ))

e

d2 = δ(ψk(i(k))).

Como rk → 0, conclúımos que a seqüência {φJ �Q(E) (fi(k)(bk)) : k ∈ i−1({ξ})} converge para

φJ �Q(E) (χξ). Da propriedade (v) do lema 3.2.2 segue que

φJ �Q(E) (χξ) = pξ − lim{φJ �Q(E) (fξ(n)) : n ∈ ω}.

Logo, (ii) está verificada.

Estamos prontos para estender φJ �Q(E) a um homomorfismo de grupos φJ : Q(c) → T. Nossa

única preocupação será garantir que φJ(χξ) = pξ − lim{φJ(fξ(n)) : n ∈ ω} para todo ξ ∈ c \ E,

uma vez que supp J ⊂ E.

Lema 3.2.7. Para cada J ∈ Q(c) \ {0}, existe φJ : Q(c) → T um homomorfismo de grupos tal

que:

(i) φJ(J) 6= 0 + Z;

(ii) φJ(χξ) = pξ − lim{φJ(fξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈]0, c[.

Demonstração. Faremos a construção de φJ por indução. De acordo com a proposição 3.2.1,

existe E ∈ [c]ω tal que suppJ ⊂ E e ∪n∈ω supp fξ(n) ⊂ E, para cada ξ ∈ E \ {0}. Segundo o

lema 3.2.6, é posśıvel construir φJ �Q(E) : Q(E) → T um homomorfismo de grupos com as seguintes

propriedades:



Caṕıtulo 3 45

(1) φJ �Q(E) (J) 6= 0 + Z;

(2) φJ �Q(E) (χξ) = pξ − lim{φJ �Q(E) (fξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ E \ {0}.

Consideremos {αξ : ξ < c} uma indexação estritamente crescente de c \ E. Definamos

φ̃J(χα0) = pα0 − lim{φJ �Q(E) (fα0(n)) : n ∈ ω}

e façamos

φ̃J(J̃) = φJ �Q(E) (J̃)

para todo J̃ ∈ Q(E).2

Seja Gα0 o subgrupo de Q(c) gerado por Q(E) ∪ {χα0}. Podemos estender φ̃J a um

homomorfismo de grupos de Gα0 em T. Uma vez que T é diviśıvel e Gα0 é um subgrupo de

Q(E∪{α0}), estendemos φ̃J a um homomorfismo de grupos φJ �Q(E∪{α0}) : Q(E∪{α0}) → T.

Repetindo indutivamente esta construção, obteremos φJ : Q(c) → T um homomorfismo de

grupos satisfazendo (i) e (ii).

3.3 Explicitando a topologia

A próxima proposição mostra que o produto diagonal da famı́lia {φJ : J ∈ Q(c) \ {0}} é um

monomorfismo de grupos.

Proposição 3.3.1. Suponhamos que para cada J ∈ Q(c)\{0} exista um homomorfismo de grupos

φJ : Q(c) → T tal que φJ(J) 6= 0 + Z. A aplicação

Φ : Q(c) → TQ(c)\{0}

J̃ 7→ Φ(J̃)

dada por

Φ(J̃)(J) = φJ(J̃), para cada J ∈ Q(c) \ {0}

é um monomorfismo de grupos.

Demonstração. Análoga à da proposição 2.3.1.

2Estamos considerando Q(E) ⊂ Q(E∪{α0}) ⊂ Q(c).
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Teorema 3.3.2. O grupo aditivo da reta real admite uma topologia que o torna um grupo

topológico enumeravelmente compacto sem seqüências não triviais convergentes.

Demonstração. Temos que Φ[Q(c)] munido da topologia de subespaço induzida por TQ(c)\{0} é

um grupo topológico. De acordo com as proposições 3.1.1 e 3.3.1, basta mostrar que Φ[Q(c)] é

enumeravelmente compacto e não possui seqüências não triviais convergentes.

Consideremos f : ω → Φ[Q(c)]. Se f é trivial, nada temos a fazer. Se não, f possui duas

subseqüências constantes e distintas ou existe j : ω → ω estritamente crescente tal que f ◦ j é

injetora. Com efeito, Φ−1◦f : ω → Q(c) é não trivial. Se Φ−1◦f tem uma subseqüência do tipo i,

para algum i ∈ {1, 2, 3}, então existe j : ω → ω estritamente crescente tal que Φ−1◦f◦j é injetora.

Suponhamos que Φ−1 ◦f não tenha subseqüências de qualquer um dos tipos acima mencionados.

Existem, portanto, j : ω → ω estritamente crescente e J ∈ Q(c) tais que (Φ−1 ◦ f ◦ j)(n) = J ,

para todo n ∈ ω. Podemos supor que se n 6∈ j[ω], então (Φ−1 ◦ f)(n) 6= J . Como Φ−1 ◦ f é não

trivial, ω \ j[ω] é um conjunto infinito. Aplicando novamente a proposição 3.1.3 e usando o fato

de que Φ−1 ◦ f não possui subseqüências dos tipos 1, 2 ou 3, asseguramos a existência de uma

outra subseqüência constante de Φ−1 ◦ f , distinta de Φ−1 ◦ f ◦ j.

No primeiro caso, temos que {f(n) ∈ Φ[Q(c)] : n ∈ ω} tem pelo menos dois pontos de

acumulação distintos e, portanto, f não é convergente. Suponhamos que o segundo caso ocorra.

As aplicações

g0 : ω → Φ[Q(c)]

n 7→ (f ◦ j)(2n)

e
g1 : ω → Φ[Q(c)]

n 7→ (f ◦ j)(2n+ 1)

são subseqüências distintas de f . De acordo com a proposição 3.1.3, existem j0, j1 : ω → ω

estritamente crescentes tais que Φ−1 ◦ g0 ◦ j0,Φ−1 ◦ g1 ◦ j1 ∈ F , uma vez que f ◦ j é injetora.

Logo, existem ξ0, ξ1 ∈]0, c[ distintos tais que Φ−1 ◦ g0 ◦ j0 = fξ0 e Φ−1 ◦ g1 ◦ j1 = fξ1 .

Dado i ∈ {0, 1}, temos que

φJ(χξi) = pξi − lim{φJ(fξi(n)) : n ∈ ω}

para todo J ∈ Q(c) \ {0} e, portanto,

Φ(χξi) = pξi − lim{(Φ ◦ fξi)(n) : n ∈ ω}.
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Logo, Φ(χξ1) e Φ(χξ2) são pontos de acumulação distintos de {f(n) : n ∈ ω}.





CAṔITULO 4

Grupos abelianos quase livres de torção que têm cardinalidade c: topologias

de grupo enumeravelmente compactas sem seqüências não triviais

convergentes e topologias independentes

Neste caṕıtulo, assumiremos a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis

(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para mostrar que um grupo abeliano quase livre de torção

G tal que |G| = c admite uma topologia que o torna um grupo topológico enumeravelmente

compacto sem seqüências não triviais convergentes.

Como queremos aproveitar as idéias desenvolvidas no caṕıtulo 3, começaremos imergindo o

grupo G na soma direta (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[). Para cada (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[) \ {(0, 0)}
construiremos φ(H,J) : (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[) → T um homomorfismo de grupos de modo que o

produto diagonal da famı́lia {φ(H,J) : (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) \ {(0, 0)}} seja injetor e que a

topologia em G gerada pela composta deste produto diagonal com a imersão em (Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)

tenha as propriedades desejadas.

Uma das novidades deste caṕıtulo é que G pode conter elementos de ordem finita. Todavia,

o fato de G ser um grupo abeliano quase livre de torção impedirá que os elementos de uma

seqüência injetora em G tenham suas ordens limitadas por um número natural n. Portanto,

poderemos continuar atribuindo a tais seqüências pontos de acumulação de ordem infinita.

Destacamos que é posśıvel adaptar a construção descrita acima para obter o seguinte

49
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resultado: se G é um grupo abeliano quase livre de torção e existe uma topologia τ em G

tal que |G| = |τ | = c, então é posśıvel construir uma topologia σ em G que é independente

de τ e que torna G um grupo topológico. Estas adaptações foram incorporadas já no ińıcio

deste caṕıtulo, fazendo com que o texto ficasse ligeiramente diferente do padrão apresentado nos

caṕıtulos 2 e 3.

4.1 Uma escolha adequada de seqüências

Seja G um grupo abeliano quase livre de torção tal que |G| = c e suponhamos que exista τ

uma topologia T1 em G tal que |τ | = c.1 Denotemos por F a famı́lia de todos os subconjuntos

fechados de G que têm cardinalidade c e consideremos {Fβ : β < c} uma indexação de F tal que

F0 = G e Fβ 6= G, para todo β ∈]0, c[.

Seja ϕ1 : G→ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) um monomorfismo de grupos.2 Temos que

ϕ1[Fβ] = {(xβξ , y
β
ξ ) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) : ω ≤ ξ < c}

qualquer que seja β < c. Para cada β ∈]0, c[, tomemos xβ ∈ (Q/Z)(ω) tal que |Qβ| = c, onde

Qβ = {(xβξ , y
β
ξ ) ∈ ϕ1[Fβ] : xβξ = xβ}.

Tomemos, ainda, x0 ∈ (Q/Z)(ω) de modo que {(x0
ξ , y

0
ξ ) ∈ ϕ1[G] : x0

ξ = x0} tenha cardinalidade

c. Se x0 = 0, façamos x0 = x0 e

Q0 = {(x0
ξ , y

0
ξ ) ∈ ϕ1[G] : x0

ξ = x0}.

Se não, existe n > 1 um número natural tal que o(x0) = n. Neste caso, definimos

Q0 = {(nx0
ξ , ny

0
ξ ) ∈ ϕ1[G] : x0

ξ = x0}

e x0 = nx0 = 0. Não é dif́ıcil notar que |Q0| = c. Para cada β < c, consideremos

Pβ = {y ∈ Q([ω,c[) : (xβ, y) ∈ Qβ}.

1Observamos que a topologia cofinita em G é T1.
2Como G é um grupo abeliano, segue que G é isomorfo a um subgrupo de um grupo diviśıvel. Além disso, todo

grupo diviśıvel é isomorfo a uma soma direta de cópias de Q e de Zp(∞) ⊂ Q/Z, para p número primo. Uma vez
que |G| = c e que |T (G)| ≤ ω, bastam ω cópias de Q/Z e c cópias de Q.



Caṕıtulo 4 51

Como |Pβ| = c, existe {Sβ : β < c} tal que:

• Sβ ⊂ Pβ, para cada β < c;

• |Sβ| = c, para cada β < c;

• Sα ∩ Sβ = ∅, quaisquer que sejam α, β < c distintos.3

Tomemos Z = {zξ : ω ≤ ξ < c} uma base de Q([ω,c[) como Q-espaço vetorial tal que

|Z ∩ Sβ| = c, para todo β < c.4 Consideremos ϕ2 : (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[) → (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[)

o isomorfismo de grupos dado por ϕ2(a, 0) = (a, 0) e ϕ2(0, zξ) = (0, χξ), quaisquer que sejam

(a, 0) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) e ξ ∈ [ω, c[, onde χξ : [ω, c[→ Q é tal que

χξ(µ) =

{
1 se µ = ξ

0 se µ 6= ξ

e façamos ϕ = ϕ2 ◦ ϕ1.

Dado β < c, seja

Tβ = {(x, y) ∈ Qβ : y ∈ Sβ ∩ Z}.

Temos que |Tβ| = c e Tα ∩ Tβ = ∅, quaisquer que sejam α, β < c distintos. Consideremos, ainda,

Lβ = {ξ ∈ [ω, c[: (xβ, χξ) ∈ ϕ2[Tβ]}.

Observamos que |Lβ| = c e que Lα ∩Lβ = ∅, quaisquer que sejam α, β < c distintos. Além disso,

{(0, χξ) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) : ξ ∈ L0} ⊂ ϕ[G].

3Para cada β < c, consideremos uma partição {Pβ,α : α < c} de Pβ tal que |Pβ,α| = c, para todo α < c.
Tomemos f : c × c → c uma bijeção tal que f(0, 0) = 0 e ordenemos c × c da seguinte maneira: (δ, γ) ≺ (β, α)
se, e somente se, f(δ, γ) < f(β, α). Fixemos x0,0 ∈ P0,0. Seja (β, α) ∈ c× c e suponhamos escolhidos xδ,γ ∈ Pδ,γ ,
para todo (δ, γ) ≺ (α, β). Temos que |{xδ,γ : (δ, γ) ≺ (α, β)}| < c, uma vez que f(α, β) < c. Logo, existe
xβ,α ∈ Pβ,α \ {xδ,γ : (δ, γ) ≺ (α, β)}. Dado β < c, denotemos {xβ,α : α < c} por Sβ .

4Consideremos S = {Sβ : β < c} e tomemos {Rδ : δ < c} uma indexação de S tal que, para cada S ∈ S, o
conjunto {δ < c : S = Rδ} tenha cardinalidade c. Fixemos x0 ∈ R0 \ {0}. Seja α < c um ordinal e suponhamos
escolhido, para cada γ < α, xγ ∈ Rγ de modo que {xγ : γ < α} seja um subconjunto linearmente independente
do Q-espaço vetorial Q([ω,c[). Como |〈{xγ : γ < α}〉| ≤ max{ω, |α|} < c e |Rα| = c, existe xα ∈ Rα tal que
{xγ : γ < α + 1} é linearmente independente. Por indução, obtemos {xα : α < c} ⊂ Q([ω,c[) linearmente
independente tal que |{xα : α < c} ∩ Sβ | = c, para todo β < c. Seja B uma base de Q([ω,c[) que contém
{xα : α < c}. Como |B| = c, podemos tomar {zξ : ω ≤ ξ < c} uma indexação de B.
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Se (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[), então

H(n) =
p(H,n)

q(H,n)
+ Z

onde p(H,n), q(H,n) ∈ Z, q(H,n) > 0, 0 ≤ p(H,n) ≤ q(H,n) − 1 e mdc(p(H,n), q(H,n)) = 1,

para cada n ∈ suppH. Além disso,

J(µ) =
p(J, µ)

q(J, µ)

onde p(J, µ), q(J, µ) ∈ Z, q(J, µ) > 0 e mdc(p(J, µ), q(J, µ)) = 1, para cada µ ∈ supp J . Sejam

|q(H)| = max{q(H,n) : n ∈ suppH},

|q(J)| = max{q(J, µ) : µ ∈ supp J}

e

|p(J)| = max{|p(J, µ)| : µ ∈ supp J}.

Consideremos

d(H) = mmc{q(H,n) : n ∈ suppH}

e

d(J) = mmc{q(J, µ) : µ ∈ supp J}.5

Para cada n ∈ suppH, seja

a(H,n) = p(H,n) · d(H)

q(H,n)

e, para cada µ ∈ supp J , seja

a(J, µ) = p(J, µ) · d(J)

q(J, µ)
.

Sejam, ainda,

|a(J)| = max{|a(J, µ)| : µ ∈ supp J}

e

||a(H,J)|| =
∑

n∈suppH

|a(H,n)|+
∑

µ∈supp J

|a(J, µ)|.

Por fim, observamos que supp(H,J) = suppH ∪ supp J .

5Se H = 0, então d(H) = 1. Analogamente, se J = 0, então d(J) = 1.
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Denotaremos por H o conjunto de todas as funções

h : ω → ϕ[G] ⊂ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[)

n 7→ (g(n), f(n))

que satisfazem uma das seguintes condições:

(1) supp f(n) \ ∪m<n supp f(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω;

(2) |q(f(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(3) {|q(f(n))| : n ∈ ω} é limitado e |p(f(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(4) |q(g(n))| > n, para todo n ∈ ω.

Definição 4.1.1. Sejam h ∈ H e i ∈ {1, 2, 3, 4}. Dizemos que h é do tipo i se h satisfaz a

condição (i) descrita acima.

Proposição 4.1.2. Se h : ω → ϕ[G] ⊂ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[), então existe j : ω → ω estritamente

crescente tal que h ◦ j é constante ou é de um dos tipos acima mencionados.

Demonstração. Para cada n ∈ ω, escreveremos h(n) = (g(n), f(n)), onde g : ω → (Q/Z)(ω) e

f : ω → Q([ω,c[).6 Há cinco casos a serem considerados.

Caso 1: ∪n∈ω supp f(n) é infinito.

Seja n0 = 0. Fixemos k ∈ ω e suponhamos definidos n0, n1, ..., nk. Uma vez que

∪n∈ω supp f(n) é infinito, existe um número natural nk+1 > nk tal que supp f(nk+1) \
∪l<k+1 supp f(nl) 6= ∅. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que h ◦ j é do tipo 1.

Caso 2: ∪n∈ω supp f(n) é finito e {|q(f(n))| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

6Esta notação continuará sendo adotada ao longo deste caṕıtulo.
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naturais tal que |q(f(nk))| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que h ◦ j é do tipo 2.

Caso 3: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|q(f(n))| : n ∈ ω} é limitado e {|p(f(n))| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que |p(f(nk))| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que h ◦ j é do tipo 3.

Caso 4: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|q(f(n))| : n ∈ ω} e {|p(f(n))| : n ∈ ω} são limitados e

{|q(g(n))| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que |q(g(nk))| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que h ◦ j é do tipo 4.

Caso 5: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|q(f(n))| : n ∈ ω}, {|p(f(n))| : n ∈ ω} e {|q(g(n))| : n ∈ ω}
são limitados.

Existe j1 : ω → ω estritamente crescente tal que f ◦ j1 é constante. Existem, também,

m ∈ ω e j2 : ω → ω estritamente crescente tais que |q(g ◦ j1 ◦ j2(n))| = m, para todo n ∈ ω.

Se ∪n∈ω supp g ◦ j1 ◦ j2(n) é finito, então existe j3 : ω → ω estritamente crescente tal que

g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3 é constante. Neste caso, temos que h ◦ j é constante, onde j = j1 ◦ j2 ◦ j3.

Se ∪n∈ω supp g ◦ j1 ◦ j2(n) fosse infinito, existiria j3 : ω → ω estritamente crescente tal que

supp g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(n) \ ∪m<n supp g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω. Neste caso,

{h ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(n) : n ∈ ω} 6⊂ ϕ[G] pois, do contrário, {h ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(n)−h ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(0) :

n ∈ ω} = {(g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(n)−g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(0), 0) : n ∈ ω} também estaria contido em ϕ[G],

o que é absurdo, uma vez que {(g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(n)− g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(0), 0) : n ∈ ω} ⊂ G[m!] é
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infinito e G é quase livre de torção.

Proposição 4.1.3. Existe {hξ : ξ ∈ L0} uma indexação de H tal que ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ ξ, para

todo ξ ∈ L0.

Demonstração. Observamos, primeiramente, que |H| = cω = c. Portanto, podemos considerar

{h̃ξ : ξ ∈ L0} uma indexação de H tal que, para cada h ∈ H, o conjunto

Ah = {ξ ∈ L0 : h = h̃ξ}

tenha cardinalidade c.

Fixemos h ∈ H. Como ∪n∈ω supph(n) ⊂ c, cf(c) > ω e | ∪n∈ω supph(n)| ≤ ω, existe α < c

tal que ∪n∈ω supph(n) ⊂ α. Seja ξ ∈ Ah. Se ξ < α, façamos hξ = h, onde h(n) = (g(n), 0Q([ω,c[)),

com g(n) = 1
n+1 · χ0, para todo n ∈ ω. Temos que h é do tipo 4 e, portanto, h ∈ H. Se ξ ≥ α,

façamos hξ = h̃ξ.

Vê-se facilmente que {hξ : ξ ∈ L0} é uma indexação de H tal que ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ ξ, para

todo ξ ∈ L0.

4.2 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {pξ : ξ ∈ L0} uma famı́lia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis segundo

a ordem de Rudin-Keisler e {hξ : ξ ∈ L0} uma indexação de H tal que ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ ξ,

qualquer que seja ξ ∈ L0.

Proposição 4.2.1. Seja (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) \ {(0, 0)}. Existe E ∈ [c]ω tal que:

(i) supp(H,J) ⊂ E;

(ii) |E ∩ L0| = ω;

(iii) ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ E, qualquer que seja ξ ∈ E ∩ L0.

Demonstração. Para cada ξ ∈ c\L0, façamos E(ξ) = {ξ}∪ω. Se ξ ∈ L0, definimos indutivamente

E(ξ) = {ξ} ∪
⋃
µ∈∪n∈ω supphξ(n)E(µ).

Fixemos L̃0 ∈ [L0]ω e façamos

E =
⋃
ζ∈supp(H,J)∪L̃0

E(ζ).
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Temos que supp(H,J) ∪ L̃0 ⊂ E, uma vez que ζ ∈ E(ζ) ⊂ E, qualquer que seja ζ ∈
supp(H,J)∪ L̃0. Além disso, um argumento indutivo garante que E(ξ) ∈ [c]ω para todo ξ < c e,

portanto, E ∈ [c]ω. Por fim, se ξ ∈ E∩L0, então existe ζ ∈ supp(H,J)∪L̃0 tal que ξ ∈ E(ζ). Um

outro argumento indutivo garante que se α ∈ E(β), então E(α) ⊂ E(β), quaisquer que sejam

α, β < c. Logo, ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ E(ξ) ⊂ E(ζ) ⊂ E.

Lema 4.2.2. Sejam (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[) \ {(0, 0)} e E ∈ [c]ω satisfazendo as condições

(i), (ii) e (iii) da proposição 4.2.1. Existe {Ek : k ∈ ω} uma famı́lia de subconjuntos finitos de

E, {bk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números naturais, {rk : k ∈ ω} uma

seqüência de números reais positivos e i : ω → E ∩ L0 tais que:

(i) supp(H,J) ⊂ E0;

(ii) E = ∪k∈ωEk;

(iii) i(k) ∈ Ek, para todo k ∈ ω;

(iv) Ek+1 ⊃ Ek ∪
⋃
{supphi(m)(bm) : m ≤ k}, para todo k ∈ ω;

(v) {bk : k ∈ i−1({ξ})} ∈ pξ, para todo ξ ∈ E ∩ L0;

(vi) Se hi(k) é do tipo 1, então supp fi(k)(bk) \ Ek 6= ∅;

(vii) Se hi(k) é do tipo 2, então |q(fi(k)(bk))| · rk > d(J) ·
∏
m<k d(fi(m)(bm));

(viii) Se hi(k) é do tipo 3, então |a(fi(k)(bk))| · rk > 4 · d(fi(k)(bk));

(ix) Se hi(k) é do tipo 4, então |q(gi(k)(bk))| · rk > d(H) ·
∏
m<k d(gi(m)(bm));

(x) r0 =
1

4 · ||a(H,J)||
;

(xi) rk+1 =
rk

2 · ||a(hi(k)(bk))||
, para todo k ∈ ω.

Demonstração. Consideremos {an : n ∈ ω} uma enumeração de E. Sejam F0 = supp(H,J)∪{a0}
e Fn+1 = Fn ∪

⋃
{supphξ(m) : m ≤ n, ξ ∈ Fn ∩ L0} ∪ {an+1}, para cada n ∈ ω. Temos que

{Fn : n ∈ ω} é uma famı́lia de subconjuntos finitos de E tal que:

(1) supp(H,J) ⊂ F0;

(2) E = ∪n∈ωFn;
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(3) Fn+1 ⊃ Fn ∪
⋃
{supphξ(m) : m ≤ n, ξ ∈ Fn ∩ L0}.

Fixemos ξ ∈ E ∩ L0 e n ∈ ω. Se hξ é do tipo 1, definimos

Aξn = {k ∈ ω : supp fξ(k) \ Fn 6= ∅}.

Se hξ é do tipo 2, definimos

Aξn = {k ∈ ω : |q(fξ(k))| > 2n+2 ·Xn−1}

onde

Xm = ||a(H,J)|| · d(J) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩L0

d(fζ(l)) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩L0

||a(hζ(l))||

para todo m ∈ ω e

X−1 = ||a(H,J)|| · d(J).

Se hξ é do tipo 3, então |a(fξ(n))| > n, para cada n ∈ ω e {|q(fξ(n))| : n ∈ ω} é limitado.

Tomemos Mξ ∈ ω tal que |q(fξ(n))| ≤Mξ, para todo n ∈ ω. Definimos

Aξn = {k ∈ ω : |a(fξ(k))| > 2n+4 ·Mξ! · Yn−1}

onde

Ym = ||a(H,J)|| ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩L0

||a(hζ(l))||

para todo m ∈ ω e

Y−1 = ||a(H,J)||.

Se hξ é do tipo 4, definimos

Aξn = {k ∈ ω : |q(gξ(k))| > 2n+2 · Zn−1}

onde

Zm = ||a(H,J)|| · d(H) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩L0

d(gζ(l)) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩L0

||a(hζ(l))||
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para todo m ∈ ω e

Z−1 = ||a(H,J)|| · d(H).

Observamos que Aξn é um subconjunto cofinito de ω, quaisquer que sejam n ∈ ω e ξ ∈ E∩L0.

Logo, para cada ξ ∈ E ∩ L0, temos que {Aξn : n ∈ ω} ⊂ pξ, uma vez que pξ é um ultrafiltro

livre sobre ω. Da seletividade de pξ decorre que existe uma seqüência {aξn : n ∈ ω} ∈ pξ tal que

aξn ∈ Aξn e n < aξn, para cada n ∈ ω.

Do lema 1.5.4 segue que existe {Iξ : ξ ∈ E ∩ L0} uma famı́lia de subconjuntos de ω dois a

dois disjuntos tal que:

(a) {aξn : n ∈ Iξ} ∈ pξ, para cada ξ ∈ E ∩ L0;

(b) {[n, aξn] : n ∈ Iξ, ξ ∈ E ∩ L0} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Para cada ξ ∈ E ∩ L0, seja

(c) Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ Fn}.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

(d) Nξ < n, para todo n ∈ Iξ.

Consideremos {nk : k ∈ ω} uma enumeração estritamente crescente de ∪̇ξ∈E∩L0Iξ. Seja

i : ω → E ∩ L0

k 7→ i(k)

onde i(k) é o único elemento de E ∩ L0 tal que nk ∈ Ii(k).

Para cada k ∈ ω, façamos bk = a
i(k)
nk , Ek = Fnk e definamos rk segundo os ı́tens (x) e (xi) do

enunciado deste lema. Resta mostrar que as condições (i)-(ix) estão satisfeitas.

(i) Como 0 ≤ n0, temos que E0 = Fn0 ⊃ F0 ⊃ supp(H,J).

(ii) ∪k∈ωEk = ∪k∈ωFnk = E.

(iii) Seja k ∈ ω. Temos que nk ∈ Ii(k). De (d) segue que Ni(k) < nk. De (c) e (3) vem que

i(k) ∈ FNi(k) ⊂ Fnk = Ek.
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(iv) De (3) vem que Ek ⊂ Ek+1, pois {nk : k ∈ ω} é uma enumeração estritamente crescente de

∪ξ∈E∩L0Iξ. Resta mostrar que supphi(m)(bm) ⊂ Ek+1, para cada m ≤ k. De (3) decorre

que

Ek+1 = Fnk+1
⊃
⋃
{supphξ(m) : m ≤ nk+1 − 1, ξ ∈ Fnk+1−1 ∩ L0}.

Por (iii), i(m) ∈ Em ⊂ Ek = Fnk ⊂ Fnk+1−1, para todo m ≤ k. Além disso, i(m) ∈ L0. Por

(b), bm = a
i(m)
nm ≤ nk+1 − 1, para todo m ≤ k. Logo, supphi(m)(bm) ⊂ Ek+1.

(v) Seja ξ ∈ E ∩ L0. Temos que {bk : k ∈ i−1({ξ})} = {ai(k)
nk : k ∈ i−1({ξ})} = {aξn : n ∈ Iξ} ∈

pξ, por (a).

(vi) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 1. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

supp fi(k)(bk) \ Ek = supp fi(k)(bk) \ Fnk 6= ∅.

(vii) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 2. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

|q(fi(k)(bk))| > 2nk+2 ·Xnk−1

onde

Xnk−1 = ||a(H,J)|| · d(J) ·
∏

m≤nk−1
ξ∈Fnk−1∩L0

d(fξ(m)) ·
∏

m≤nk−1
ξ∈Fnk−1∩L0

||a(hξ(m))||.

Observamos que se m < k, então nm ≤ nk−1 e, portanto, i(m) ∈ Em = Fnm ⊂ Fnk−1
⊂

Fnk−1. Note que i(m) ∈ L0. Como bm = a
i(m)
nm e [nm, a

i(m)
nm ] ∩ [nk, a

i(k)
nk ] = ∅, temos que

bm < nk e, portanto, bm ≤ nk − 1. Uma vez que

rk =
1

2k+2 · ||a(H,J)|| ·
∏
m<k ||a(hi(m)(bm))||

conclúımos que

|q(fi(k)(bk))| · rk > d(J) ·
∏
m<k

d(fi(m)(bm)).

(viii) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 3. Um argumento análogo ao apresentado em (vii) nos

permite concluir que

|a(fi(k)(bk))| · rk > 4 ·Mi(k)! ≥ 4 · d(fi(k)(bk)).
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(ix) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 4. Um argumento análogo ao apresentado em (vii) nos

permite concluir que

|q(gi(k)(bk))| · rk > d(H) ·
∏
m<k

d(gi(m)(bm)).

O próximo lema compreende a parte técnica referente ao tipo 4.

Lema 4.2.3. Sejam I um conjunto infinito, c ∈ N \ {0}, ε > 0, A ∈ B com δ(A) ≥ ε,

H ∈ (Q/Z)(I), n ∈ suppH com q(H,n) · ε > c e x ∈ T. Existe y ∈ T tal que d(H) · y = x

e a(H,n) · c · y ∈ A.

Demonstração. Existem d(H) ráızes d(H)-ésimas de x. Se multiplicarmos cada uma delas por

a(H,n) · c teremos
q(H,n)

mdc(c, q(H,n))

novos elementos, uma vez que p(H,n) e q(H,n) são primos entre si. De

q(H,n)

mdc(c, q(H,n))
≥ q(H,n)

c
>

1

ε

segue que a distância entre dois desses novos elementos consecutivos é menor que ε. Como

δ(A) ≥ ε, existe y ∈ T tal que d(H) · y = x e a(H,n) · c · y ∈ A.

Lema 4.2.4. Sejam (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[) \ {(0, 0)} e E ∈ [c]ω satisfazendo as condições

(i), (ii) e (iii) da proposição 4.2.1. Existe φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) : (Q/Z)(ω) ⊕ Q(E∩[ω,c[) → T
um homomorfismo de grupos com as seguintes propriedades:

(i) φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (H,J) 6= 0 + Z;

(ii) φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (0, χξ) = pξ − lim{φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (hξ(n)) : n ∈ ω}, para

cada ξ ∈ E ∩ L0.7

Demonstração. Consideremos {En : n ∈ ω}, {bn : n ∈ ω}, {rn : n ∈ ω} e i : ω → E ∩ L0 de

acordo com o lema 4.2.2.

Se H = 0, façamos φ̂(H) = 0 + Z. Se H 6= 0, seja φ̂(H) um elemento não nulo de T tal que

o(φ̂(H)) | o(H). Em ambos os casos, estendemos φ̂ a um homomorfismo de grupos de 〈H〉 em

7Estamos considerando (Q/Z)(ω) ⊕Q(E∩[ω,c[) ⊂ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[).
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T. Dados k ∈ ω e s ∈ N \ {0}, definimos Λk,s : ω → Q/Z por

Λk,s(n) =


1

s
+ Z se n = k

0 + Z se n 6= k.

Seja

G0 = 〈{Λk,d(H) : k ∈ suppH}〉.

Como T é um grupo diviśıvel e 〈H〉 é um subgrupo de G0, podemos estender φ̂ a um

homomorfismo de grupos φ �G0 : G0 → T.

Se J = 0, tomemos ψ∗0(ξ) um arco aberto de T com diâmetro

δ(ψ∗0(ξ)) =
r0

d(J)

e façamos ψ0(ξ) = d(J) · ψ∗0(ξ), para todo ξ ∈ E0 ∩ [ω, c[.

Suponhamos J 6= 0. Para cada ξ ∈ E0 ∩ [ω, c[, tomemos yξ ∈ R tal que

∑
ξ∈supp J

J(ξ) · yξ =
1

2
− x

onde x ∈ [0, 1[ é tal que x+ Z = φ �G0 (H) e façamos

xξ =
1

d(J)
· yξ + Z.

Temos que ∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) · xξ =

(
1

2
+ Z

)
− φ �G0 (H).

Seja ψ∗0(ξ) o arco aberto de T centrado em xξ com diâmetro

δ(ψ∗0(ξ)) =
r0

d(J)
.

Seja, também, ψ0(ξ) = d(J) · ψ∗0(ξ). Claramente, δ(ψ0(ξ)) = r0. Uma vez que

1

2
+ Z ∈ φ �G0 (H) +

∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ)
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e

δ

(
φ �G0 (H)+

∑
ξ∈supp J

a(J, ξ)·ψ∗0(ξ)

)
= δ

( ∑
ξ∈supp J

a(J, ξ)·ψ∗0(ξ)

)
≤

∑
ξ∈supp J

|a(J, ξ)|·δ(ψ∗0(ξ)) ≤ 1

4

conclúımos que

0 + Z 6∈ φ �G0 (H) +
∑

ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ).

Por fim, se ξ ∈ (E \ E0) ∩ [ω, c[, façamos ψ0(ξ) = T.

Seja n ∈ ω. Suponhamos definidas ψn : E ∩ [ω, c[→ B e ψ∗n : En ∩ [ω, c[→ B. Suponhamos,

também, definido φ �Gn : Gn → T um homomorfismo de grupos, onde

Gn = 〈{Λk,d(H)·
∏
m<n d(gi(m)(bm)) : k ∈ suppH ∪

⋃
m<n supp gi(m)(bm)}〉.

Vamos definir ψn+1 : E∩[ω, c[→ B, ψ∗n+1 : En+1∩[ω, c[→ B e estender φ �Gn a um homomorfismo

de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T, onde

Gn+1 = 〈{Λk,d(H)·
∏
m<n+1 d(gi(m)(bm)) : k ∈ suppH ∪

⋃
m<n+1 supp gi(m)(bm)}〉

satisfazendo as seguintes condições:

(1) Se ξ ∈ (E \ En+1) ∩ [ω, c[, então ψn+1(ξ) = T;

(2) Se ξ ∈ (En+1 \ En) ∩ [ω, c[, então ψ∗n+1(ξ) é tal que:

(a) d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ) ⊂ ψn(ξ);

(b) δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.

Neste caso, façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

(3) Se ξ ∈ En ∩ [ω, c[, então ψ∗n+1(ξ) é tal que:

(a) d(fi(n)(bn)) · ψ∗n+1(ξ) ⊂ ψ∗n(ξ);

(b) δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.
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Neste caso, façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

(4) ψn(i(n)) ∩ (φ �Gn+1 (gi(n)(bn)) +
∑

µ∈supp fi(n)(bn) a(fi(n)(bn), µ) · d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) ·

ψ∗n+1(µ)) 6= ∅.8

Se ξ ∈ (E \En+1)∩ [ω, c[, façamos ψn+1(ξ) = T. Se ξ ∈ [(En+1 \En) \ supp fi(n)(bn)]∩ [ω, c[,

então ψn(ξ) = T. Definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo um elemento de B com diâmetro

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

e façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

Se ξ ∈ (En \ supp fi(n)(bn))∩ [ω, c[, fixemos uma raiz d(fi(n)(bn))-ésima do ponto médio de ψ∗n(ξ).

Definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questão com diâmetro

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

e façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

Vamos, agora, definir ψ∗n+1(ξ) e ψn+1(ξ) para ξ ∈ supp fi(n)(bn) e estender φ �Gn a φ �Gn+1 .

Caso 1: hi(n) é do tipo 1.

Como T é diviśıvel e Gn é um subgrupo de Gn+1, podemos estender φ �Gn a um

homomorfismo de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T. Fixemos α ∈ supp fi(n)(bn) \En. Aplicando

o lema 3.2.3 para [ω, c[, d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)), rn, ψn(i(n)) − φ �Gn+1 (gi(n)(bn)),

En ∩ supp fi(n)(bn), fi(n)(bn), α e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn) → T satisfazendo

as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.3. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ), para todo

ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 2: hi(n) é do tipo 2.

8Se fi(n)(bn) = 0, então
∑
µ∈supp fi(n)(bn)

a(fi(n)(bn), µ) · d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(µ) = {0 + Z}.
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Como T é diviśıvel e Gn é um subgrupo de Gn+1, podemos estender φ �Gn a um

homomorfismo de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T. Fixemos α ∈ supp fi(n)(bn) tal que

q(fi(n)(bn), α)·rn > d(J)·
∏
m<n d(fi(m)(bm)). Podemos supor que α ∈ En pois, do contrário,

os argumentos utilizados no caso 1 podem ser repetidos aqui. Aplicando o lema 3.2.4 para

[ω, c[, d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)), rn, ψn(i(n)) − φ �Gn+1 (gi(n)(bn)), En ∩ supp fi(n)(bn),

fi(n)(bn), α e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn) → T satisfazendo as condições (i), (ii), (iii) e

(iv) do lema 3.2.4. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ), para todo ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições

(1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 3: hi(n) é do tipo 3.

Como T é diviśıvel e Gn é um subgrupo de Gn+1, podemos estender φ �Gn a um

homomorfismo de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T. Fixemos α ∈ supp fi(n)(bn) tal que

|a(fi(n)(bn), α)| · rn > 4 · d(fi(n)(bn)). Novamente, podemos supor que α ∈ En. Aplicando

o lema 3.2.5 para [ω, c[, d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)), rn, ψn(i(n)) − φ �Gn+1 (gi(n)(bn)),

En ∩ supp fi(n)(bn), fi(n)(bn), α e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn) → T satisfazendo

as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.5. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ), para todo

ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 4: hi(n) é do tipo 4.

Se ξ ∈ (En+1 \ En) ∩ supp fi(n)(bn), definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo um elemento de B tal

que

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.

Se ξ ∈ En ∩ supp fi(n)(bn), fixemos uma raiz d(fi(n)(bn))-ésima do ponto médio de ψ∗n(ξ).

Definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questão com diâmetro

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.

Em ambos os casos, façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

Denotemos por zξ o centro de ψ∗n+1(ξ), para todo ξ ∈ supp fi(n)(bn).
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Seja

G̃n+1 = 〈{Λk,d(H)·
∏
m<n d(gi(m)(bm)) : k ∈ suppH ∪

⋃
m<n+1 supp gi(m)(bm)}〉.

Como T é diviśıvel e Gn é um subgrupo de G̃n+1, podemos estender φ �Gn a um

homomorfismo de grupos φ �G̃n+1
: G̃n+1 → T. Fixemos l ∈ supp gi(n)(bn) tal que

q(gi(n)(bn), l) · rn > d(H) ·
∏
m<n d(gi(m)(bm)). Se k ∈ supp gi(n)(bn) \ {l}, seja yk uma

raiz d(gi(n)(bn))-ésima de φ �G̃n+1
(Λk,d(H)·

∏
m<n d(gi(m)(bm))).

Aplicando o lema 4.2.3 para ω, d(H) ·
∏
m<n d(gi(m)(bm)), rn, ψn(i(n))− u− v, gi(n)(bn), l

e x = φ �G̃n+1
(Λl,d(H)·

∏
m<n d(gi(m)(bm))), onde

u =
∑

k∈supp gi(n)(bn)\{l}

a(gi(n)(bn), k) · d(H) ·
∏
m<n

d(gi(m)(bm)) · yk

e

v =
∑

ξ∈supp fi(n)(bn)

a(fi(n)(bn), ξ) · d(J) ·
∏
m<n

d(fi(m)(bm)) · zξ,

obtemos yl ∈ T tal que d(gi(n)(bn)) · yl = φ �G̃n+1
(Λl,d(H)·

∏
m<n d(gi(m)(bm))) e

a(gi(n)(bn), l) · d(H) ·
∏
m<n

d(gi(m)(bm)) · yl + u+ v ∈ ψn(i(n)).

Estendamos φ �G̃n+1
a um homomorfismo de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T de modo que

φ �Gn+1 (Λk,d(H)·
∏
m<n+1 d(gi(m)(bm))) = yk

para todo k ∈ supp gi(n)(bn). As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Por indução, obtemos aplicações ψn : E ∩ [ω, c[→ B e ψ∗n : En ∩ [ω, c[→ B para cada n ∈ ω,

satisfazendo as seguintes condições:

• ψn+1(ξ) ⊂ ψn(ξ), para todo ξ ∈ E ∩ [ω, c[;

• δ(ψn(ξ)) = rn, se ξ ∈ En ∩ [ω, c[ e ψn(ξ) = T, se ξ ∈ (E \ En) ∩ [ω, c[;

• ψn(ξ) = d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) · ψ∗n(ξ), se ξ ∈ En ∩ [ω, c[.
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Obtemos, ainda, φ �G: G→ T um homomorfismo de grupos, onde G = ∪n∈ωGn ⊂ (Q/Z)(ω).

Usando o fato de T ser um grupo diviśıvel, estendemos φ �G a um homomorfismo de grupos

φ �(Q/Z)(ω) : (Q/Z)(ω) → T.

Como T é um espaço métrico completo e (rn)n∈ω é uma seqüência de números reais positivos

que converge para 0, conclúımos que se ξ ∈ E ∩ [ω, c[, então ∩n∈ωψn(ξ) = ∩n∈ωψn(ξ) é um

conjunto unitário. Denotaremos por φ̃(χξ) o único elemento de ∩n∈ωψn(ξ).

Para cada ξ ∈ E ∩ [ω, c[, sejam Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ En} e n ≥ Nξ. Temos que ψn(ξ) 6= T
e, portanto, existe um único elemento de ψ∗n(ξ) que multiplicado por d(J) ·

∏
m<n d(fi(m)(bm)) é

igual a φ̃(χξ). Denotaremos tal elemento por

φ̃

(
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ
)
.

Consideremos

Gξ =

{
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ ∈ Q(E∩[ω,c[) : n ≥ Nξ

}

e denotemos por G̃ o grupo gerado por ∪ξ∈E∩[ω,c[Gξ. Uma vez que se ξ ∈ E ∩ [ω, c[ e n > Nξ,

então

φ̃

(
1

d(J) ·
∏
m<Nξ

d(fi(m)(bm))
· χξ
)

=
∏

Nξ≤m<n
d(fi(m)(bm)) · φ̃

(
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ
)

podemos estender φ̃ a um homomorfismo de grupos de G̃ em T. Usando o fato de T ser um

grupo diviśıvel, estendemos φ̃ a um homomorfismo de grupos φ �Q(E∩[ω,c[) : Q(E∩[ω,c[) → T.

Definimos φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) : (Q/Z)(ω) ⊕Q(E∩[ω,c[) → T por

φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (H̃, J̃) = φ �(Q/Z)(ω) (H̃) + φ �Q(E∩[ω,c[) (J̃)

para todo (H̃, J̃) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q(E∩[ω,c[).

Se J = 0, então φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (H,J) = φ �(Q/Z)(ω) (H) 6= Z, uma vez que

(H,J) 6= (0, 0). Suponhamos, portanto, que J 6= 0. Temos que

φ �Q(E∩[ω,c[) (J) ∈
∑

ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ).
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Como

0 + Z 6∈ φ �(Q/Z)(ω) (H) +
∑

ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ)

temos que φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (H,J) 6= Z. Logo, (i) está verificada.

Fixemos ξ ∈ E ∩L0. Para cada k ∈ i−1({ξ}), temos que φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (hi(k)(bk)) é um

elemento de

φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (gi(k)(bk)) +
∑

µ∈supp fi(k)(bk)

a(fi(k)(bk), µ) · d(J) ·
∏
m<k

d(fi(m)(bm)) · ψ∗k+1(µ).

Além disso,

φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (0, χi(k)) ∈ ψk(i(k)).

De (4) vem que

δ(φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (hi(k)(bk)), φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (0, χi(k))) ≤ d1 + d2

< 2rk

onde

d1 = δ(
∑

µ∈supp fi(k)(bk) a(fi(k)(bk), µ) · d(J) ·
∏
m<k d(fi(m)(bm)) · ψ∗k+1(µ))

e

d2 = δ(ψk(i(k))).

Como rk → 0, conclúımos que a seqüência {φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (hi(k)(bk)) : k ∈ i−1({ξ})}
converge para φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (0, χξ). Da propriedade (v) do lema 4.2.2 segue que

φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (0, χξ) = pξ − lim{φ �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (hξ(n)) : n ∈ ω}.

Logo, (ii) está verificada.

Estamos prontos para estender φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) a um homomorfismo de grupos

φ(H,J) : (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) → T.

Lema 4.2.5. Para cada (H,J) ∈ (Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)\{(0, 0)}, existe φ(H,J) : (Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[) →
T um homomorfismo de grupos tal que:

(i) φ(H,J)(H,J) 6= 0 + Z;
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(ii) φ(H,J)(0, χξ) = pξ − lim{φ(H,J)(hξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ L0.

Demonstração. Faremos a construção de φ(H,J) por indução. De acordo com a proposição 4.2.1,

existe E ∈ [c]ω tal que supp(H,J) ⊂ E, |E ∩ L0| = ω e ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ E, qualquer

que seja ξ ∈ E ∩ L0. Segundo o lema 4.2.4 é posśıvel construir φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) :

(Q/Z)(ω) ⊕Q(E∩[ω,c[) → T um homomorfismo de grupos com as seguintes propriedades:

(1) φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (H,J) 6= 0 + Z;

(2) φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (0, χξ) = pξ − lim{φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (hξ(n)) : n ∈ ω}, para

cada ξ ∈ E ∩ L0.

Consideremos {αξ : ξ < c} uma indexação estritamente crescente de [ω, c[\E e fixemos

{Oδ : δ < c} uma indexação da famı́lia dos abertos básicos de T(Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)\{(0,0)} cujas

projeções em cada coordenada são arcos abertos de T com extremos racionais ou o próprio T.

Suponhamos que O0 = T(Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)\{(0,0)}. Dado δ < c, escreveremos

coord(Oδ) = {(H,J) ∈ T(Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)
: proj(H,J)(Oδ) 6= T}

onde

proj(H,J)(x) = x(H,J)

para todo x ∈ T(Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)\{(0,0)}. Para cada β ∈ c \ {0}, fixemos {Lβ,δ : δ < c} uma partição

de Lβ tal que |Lβ,δ| = c, para todo δ < c.

• Se α0 ∈ L0, definamos

φ̃(H,J)(0, χα0) = pα0 − lim{φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (hα0(n)) : n ∈ ω}

e façamos

φ̃(H,J)(H̃, J̃) = φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (H̃, J̃)

para todo (H̃, J̃) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q(E∩[ω,c[).9

• Se existem β ∈ c \ {0} e δ < c tais que α0 ∈ Lβ,δ, definamos φ̃(H,J)(0, χα0) de modo que

φ̃(H,J)(x
α0 , χα0) ∈ proj(H,J)(Oδ)

9Estamos considerando Q(E∩[ω,c[) ⊂ Q((E∩[ω,c[)∪{α0}) ⊂ Q([ω,c[).
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e façamos

φ̃(H,J)(H̃, J̃) = φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (H̃, J̃)

para todo (H̃, J̃) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q(E∩[ω,c[).

• Se α0 6∈ ∪β<cLβ, definamos φ̃(H,J)(0, χα0) arbitrariamente e façamos

φ̃(H,J)(H̃, J̃) = φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q(E∩[ω,c[) (H̃, J̃)

para todo (H̃, J̃) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q(E∩[ω,c[).

Seja G0 o subgrupo de Q((E∩[ω,c[)∪{α0}) gerado por Q(E∩[ω,c[) ∪ {χα0}. Podemos estender

φ̃(H,J) a um homomorfismo de grupos de (Q/Z)(ω) ⊕ G0 em T. Uma vez que T é diviśıvel,

estendemos φ̃(H,J) a um homomorfismo de grupos φ(H,J) �(Q/Z)(ω)⊕Q((E∩[ω,c[)∪{α0}) : (Q/Z)(ω) ⊕
Q((E∩[ω,c[)∪{α0}) → T.

Repetindo indutivamente esta construção, obteremos φ(H,J) : (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[) → T um

homomorfismo de grupos satisfazendo (i) e (ii).

4.3 Explicitando a topologia

A próxima proposição mostra que o produto diagonal da famı́lia {φ(H,J) : (H,J) ∈
(Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) \ {(0, 0)}} é um monomorfismo de grupos.

Proposição 4.3.1. Suponhamos que para cada (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) \ {(0, 0)} exista um

homomorfismo de grupos φ(H,J) : (Q/Z)(ω) ⊕ Q([ω,c[) → T tal que φ(H,J)(H,J) 6= 0 + Z. A

aplicação

Φ : (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) → T(Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)\{(0,0)}

(H̃, J̃) 7→ Φ(H̃, J̃)

dada por

Φ(H̃, J̃)(H,J) = φ(H,J)(H̃, J̃), para cada (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) \ {(0, 0)}

é um monomorfismo de grupos.

Demonstração. Análoga à da proposição 2.3.1.
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Teorema 4.3.2. Se G é um grupo abeliano quase livre de torção tal que |G| = c, então G

admite uma topologia que o torna um grupo topológico (regular) enumeravelmente compacto sem

seqüências não triviais convergentes.

Demonstração. Seja

σ = {ϕ−1 ◦ Φ−1(U ∩ Φ[ϕ[G]]) : U é aberto em T(Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)\{(0,0)}}.

Temos que σ é uma topologia em G que o torna um grupo topológico (regular).

Consideremos h : ω → G. Se h é trivial, nada temos a fazer. Se não, h possui duas

subseqüências constantes e distintas ou existe j : ω → ω estritamente crescente tal que h ◦ j
é injetora. No primeiro caso, temos que {h(n) ∈ G : n ∈ ω} tem pelo menos dois pontos de

acumulação distintos e, portanto, h não é convergente. Suponhamos que o segundo caso ocorra.

As aplicações

h0 : ω → G

n 7→ (h ◦ j)(2n)

e
h1 : ω → G

n 7→ (h ◦ j)(2n+ 1)

são subseqüências distintas de h. De acordo com a proposição 4.1.2, existem j0, j1 : ω → ω

estritamente crescentes tais que ϕ ◦ h0 ◦ j0, ϕ ◦ h1 ◦ j1 ∈ H, uma vez que h ◦ j é injetora. Logo,

existem ξ0, ξ1 ∈ L0 distintos tais que ϕ ◦ h0 ◦ j0 = hξ0 e ϕ ◦ h1 ◦ j1 = hξ1 .

Dado i ∈ {0, 1}, temos que

φ(H,J)(0, χξi) = pξi − lim{φ(H,J)(hξi(n)) : n ∈ ω}

para todo (H,J) ∈ (Q/Z)(ω) ⊕Q([ω,c[) \ {(0, 0)} e, portanto,

Φ(0, χξi) = pξi − lim{Φ(hξi(n)) : n ∈ ω}.

Logo,

ϕ−1(0, χξi) = pξi − lim{(hi ◦ ji)(n) : n ∈ ω}.

Assim, ϕ−1(0, χξ0) e ϕ−1(0, χξ1) são pontos de acumulação distintos de {h(n) : n ∈ ω}.
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4.4 Topologias independentes

Definição 4.4.1. [35] Sejam τ1 e τ2 duas topologias T1 e não discretas em um conjunto X.

Dizemos que τ1 e τ2 são independentes se τ1 ∩ τ2 coincide com a topologia cofinita em X.

Observamos que se (G, τ) é um grupo topológico abeliano, então G[n] é um subconjunto

fechado de G para todo n ∈ N. Portanto, se G é um grupo de não torção, uma condição

necessária para que G admita uma topologia independente de τ é ser quase livre de torção.

A prova da próxima proposição baseia-se na demonstração de um caso particular do teorema

de Čech-Posṕısil, o qual afirma que se X é um espaço compacto de Hausdorff tal que χ(x,X) ≥ ω
para todo x ∈ X, então |X| ≥ c.

Proposição 4.4.2. Se X é um espaço topológico regular, enumeravelmente compacto e sem

seqüências não triviais convergentes, então |X| ≥ c.

Demonstração. Para cada n ∈ ω, vamos construir uma famı́lia {Kf : f ∈ 2n} de subconjuntos

fechados infinitos de X tal que:

(1) Se f ∈ 2n e m < n, então Kf ⊂ Kf�m ;

(2) Se f, g ∈ 2n e f 6= g, então Kf ∩Kg = ∅.

Se n = 0, então 2n = {∅}. Façamos K∅ = X. Fixemos n ∈ ω e suponhamos que {Kf : f ∈ 2n}
seja uma famı́lia de subconjuntos fechados infinitos de X satisfazendo as condições (1) e (2). Para

cada f ∈ 2n, consideremos f0, f1 ∈ 2n+1 tais que f0 �n= f , f1 �n= f , f0(n) = 0 e f1(n) = 1.

Como Kf é um subconjunto fechado infinito de X, existem x, y ∈ Kf pontos de acumulação

distintos de Kf em X.10 Da regularidade de X segue que existem U e V subconjuntos abertos

de X tais que x ∈ U , y ∈ V e U ∩ V = ∅. Uma vez que x e y são pontos de acumulação de Kf

em X, temos que U ∩Kf e V ∩Kf são subconjuntos infinitos de X. Como Kf é fechado em X,

temos que U ∩Kf ⊂ Kf e V ∩Kf ⊂ Kf . Definimos Kf1 = U ∩Kf e Kf2 = V ∩Kf . Temos

10Seja F um subconjunto fechado infinito de X. Do fato de X ser enumeravelmente compacto decorre que existe
x ∈ F um ponto de acumulação de F em X. Suponhamos que, para cada vizinhança aberta U de x em X, o
conjunto F \ U seja finito. Seja {xn : n ∈ ω} uma enumeração injetora de F . Temos que {xn : n ∈ ω} \ U é um
conjunto finito, para toda vizinhança aberta U de x em X. Isto implica que a seqüência não trivial {xn : n ∈ ω}
de X converge para x, o que é absurdo. Logo, existe uma vizinhança aberta U de x em X tal que F \ U é um
subconjunto infinito de X. Da compacidade enumerável de X segue que existe y um ponto de acumulação de
F \ U (e, portanto, de F ) em X. Como F \ U é um subconjunto fechado de X, temos que y ∈ F \ U e, portanto,
x 6= y.
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que {Kf : f ∈ 2n+1} = {Kf0 : f ∈ 2n} ∪ {Kf1 : f ∈ 2n} é uma famı́lia de subconjuntos fechados

infinitos de X que satisfaz as condições (1) e (2).

Para cada f ∈ 2ω, seja Kf = ∩n∈ωKf�n . De (1) segue que Kf 6= ∅, uma vez que X é

enumeravelmente compacto. De (2) decorre que se f, g ∈ 2ω e f 6= g, então Kf ∩Kg = ∅. Logo,

|F | ≥ c.

Corolário 4.4.3. Seja X um espaço topológico regular, enumeravelmente compacto e sem

seqüências não triviais convergentes. Se F é um subconjunto fechado e infinito de X, então

|F | ≥ c.

Demonstração. Basta observar que se F é um subconjunto fechado e infinito de X, então F é um

espaço topológico regular, enumeravelmente compacto e sem seqüências não triviais convergentes.

Da proposição 4.4.2 segue que |F | ≥ c.

Teorema 4.4.4. Se G é um grupo abeliano quase livre de torção e existe uma topologia τ em G

tal que |G| = |τ | = c, então existe uma topologia σ em G com as seguintes propriedades:

(i) (G, σ) é um grupo topológico;

(ii) τ e σ são independentes.

Demonstração. Seja σ a topologia em G dada pelo teorema 4.3.2. De acordo com o corolário

4.4.3, a fim de mostrar que τ e σ são independentes, é suficiente verificar que G \ Fβ 6∈ σ, para

todo β ∈]0, c[.

Fixemos β ∈ c \ {0}. Se mostrarmos que Φ[ϕ(Fβ)] ∩ Oδ 6= ∅ para todo δ < c, teremos que

Φ[ϕ(Fβ)] será denso em T(Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)\{(0,0)}, uma vez que {Oδ : δ < c} constitui uma base de

abertos para T(Q/Z)(ω)⊕Q([ω,c[)\{(0,0)}. Logo, Fβ não será um subconjunto fechado de (G, σ), uma

vez que Fβ 6= G.

Temos que ϕ[Fβ] = (ϕ2 ◦ ϕ1)[Fβ] ⊃ ϕ2[Tβ] = {(xβ, χξ) : ξ ∈ Lβ}. Portanto, Φ[ϕ[Fβ]] ⊃
Φ[{(xβ, χξ) : ξ ∈ Lβ}]. Claramente, Φ[{(xβ, χξ) : ξ ∈ Lβ}] ∩ O0 6= ∅. Seja δ < c e suponhamos

escolhidos {ξγ : γ < δ} ⊂ Lβ tais que Φ(xβ, χξγ ) ∈ Oγ . Seja coord(Oδ) = {(H0, J0), ..., (Hk, Jk)}.
Temos que Lβ,δ \ ({ξγ : γ < δ} ∪

⋃k
i=0E(Hi,Ji)) 6= ∅, onde E(Hi,Ji) é obtido através da proposição

4.2.1 aplicada a (Hi, Ji). Tomemos ξδ ∈ Lβ,δ \ ({ξγ : γ < δ} ∪
⋃k
i=0E(Hi,Ji)) 6= ∅. Do lema 4.2.5

segue que φ(Hi,Ji)(x
β, χξδ) ∈ proj(Hi,Ji)(Oδ), para todo i < k+ 1. Portanto, Φ(xβ, χξδ) ∈ Oδ.
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Corolário 4.4.5. Se G é um grupo abeliano quase livre de torção tal que |G| = c e existe uma

topologia τ em G tal que w(G, τ) = ω, então existe uma topologia σ em G com as seguintes

propriedades:

(i) (G, σ) é um grupo topológico;

(ii) τ e σ são independentes.

Demonstração. Basta observar que |τ | ≤ 2w(G,τ) = c e que, como (G, τ) é T1, então |τ | ≥ |G| = c.

Logo, |τ | = c, o que nos permite aplicar o teorema 4.4.4.





CAṔITULO 5

Caracterização algébrica dos grupos abelianos de não torção que têm

cardinalidade c e que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta

Neste caṕıtulo, assumiremos a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis

(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para caracterizar algebricamente os grupos abelianos de

não torção que têm cardinalidade c e que admitem uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta sem seqüências não triviais convergentes.

Seja G um grupo abeliano de não torção tal que |G| = c. Sabemos que se G admite

uma topologia de grupo enumeravelmente compacta, então |G/T (G)| = c e, para quaisquer

n, d ∈ N \ {0} tais que d | n, o conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade c. Nosso objetivo é

mostrar que estas condições algébricas também são suficientes para garantir a existência de uma

topologia de grupo enumeravelmente compacta em G.

A principal diferença com relação ao caṕıtulo anterior é a necessidade de atribuir pontos de

acumulação de ordem finita a algumas seqüências em G. Começaremos selecionando candidatos

adequados e imergindo G em uma soma direta conveniente de cópias de Q/Z e Q. A idéia de

“reduzir” a quantidade de seqüências para as quais serão atribúıdos pontos de acumulação pré-

fixados também se faz presente neste caṕıtulo e, a fim de escolhê-las adequadamente, recorremos

à noção de subconjuntos n-rounds de um grupo fixado, onde n é um número natural não nulo.
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Encerraremos este caṕıtulo mostrando que se um grupo abeliano de não torção e cardinalidade

c admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem seqüências não triviais

convergentes, então o mesmo admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem

seqüências não triviais convergentes com peso 2c.

5.1 Selecionando candidatos a pontos de acumulação

Seja G um grupo abeliano tal que:

• |G| = c;

• |G/T (G)| = c;

• ∀n, d ∈ N \ {0} (d | n→ |dG[n]| < ω ou |dG[n]| = c).

Consideremos {P0, P1} uma partição de c tal que |P0| = |P1| = c, ω ∪ {ω} ⊂ P1 e

{ω + n : n ≥ 1} ⊂ P0.

Afirmação 5.1.1. Existem L1 ∈ [P1]c e ϕ̃ : G→ (Q/Z)(P0)⊕Q(P1) um monomorfismo de grupos

tais que ω ∪ {ω} ⊂ L1 e {(0, χξ) ∈ (Q/Z)(P0) ⊕Q(P1) : ξ ∈ L1} ⊂ ϕ̃[G].

Demonstração. Seja ϕ1 : G → (Q/Z)(P0) ⊕ Q(P1) um monomorfismo de grupos.1 Por hipótese,

|G/T (G)| = c. Logo, existe W um subconjunto de G tal que:

• w 6∈ T (G), para todo w ∈W ;

• w1 − w2 6∈ T (G), quaisquer que sejam w1, w2 ∈W com w1 6= w2.

Tomemos y0 ∈ W e definamos Y0 = {y0}. Seja α < c um ordinal. Para cada β < α,

suponhamos definido Yβ = {yγ : γ < β} um subconjunto independente de G tal que:

• Yβ ⊂W ;

• Se γ < β < α, então Yγ ⊂ Yβ.

1Como G é um grupo abeliano, segue que G é isomorfo a um subgrupo de um grupo diviśıvel. Além disso, todo
grupo diviśıvel é isomorfo a uma soma direta de cópias de Q e de Zp(∞) ⊂ Q/Z, para p número primo. Uma vez
que |G| = c, bastam c cópias de Q e de Q/Z.
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Se α for um ordinal limite, façamos Yα = ∪β<αYβ. Suponhamos, portanto, que α seja um ordinal

sucessor — digamos, α = β + 1. Afirmamos que existe yα ∈ W tal que 〈yα〉 ∩ 〈Yβ〉 = {0}. Com

efeito, se não existisse um tal elemento, então para cada w ∈W existiria mw ∈ Z \ {0} de modo

que mw · w ∈ 〈Yβ〉. Todavia, |〈Yβ〉| ≤ max{ω, |β|} < c. Como |W | = c, existiriam y ∈ 〈Yβ〉 e

W̃ ⊂W tais que:

• |W̃ | = c;

• mw · w = y, para todo w ∈ W̃ .

Uma vez que |Z \ {0}| = ω, seria posśıvel tomar ˜̃W ⊂ W̃ e m ∈ Z \ {0} tais que:

• | ˜̃W | = c;

• m · w = y, para todo w ∈ ˜̃W .

Todavia, isto contradiz o fato de que a diferença de dois elementos distintos quaisquer de W não

pertence a T (G). Portanto, existe yα ∈ W tal que 〈yα〉 ∩ 〈Yβ〉 = {0}. Façamos Yα = Yβ ∪ {yα}.
Temos que Yα é um subconjunto independente de G tal que Yα ⊂ W e Yβ ⊂ Yα, qualquer que

seja β < α. Seja Y = ∪α<cYα.

Temos que Y ⊂ W é um subconjunto independente de G de cardinalidade c. Consideremos

{zξ : ξ < c} uma indexação de Y e escrevamos

ϕ1(zξ) = (aξ, bξ) ∈ (Q/Z)(P0) ⊕Q(P1)

qualquer que seja ξ < c. Para cada n ∈ ω, seja

An = {ξ < c : n · aξ = 0}.

Como |Y | = c, existe n ∈ ω tal que |An| = c. Fixemos um tal n e olhemos para o conjunto

{n · zξ : ξ ∈ An}. Observamos que o mesmo tem cardinalidade c, uma vez que |An| = c e Y ⊂W
é um subconjunto independente de G. Além disso, ϕ1(n · zξ) = (0, n · bξ), para todo ξ ∈ An.

Tomemos {cζ : ζ ∈ P1} uma base do Q-espaço vetorial Q(P1) que contém {n · bξ : ξ ∈ An} e

tal que {cζ : ζ ∈ ω ∪ {ω}} ⊂ {n · bξ : ξ ∈ An}. Seja ϕ2 : (Q/Z)(P0)⊕Q(P1) → (Q/Z)(P0)⊕Q(P1) o

isomorfismo de grupos dado por ϕ2(a, 0) = (a, 0), qualquer que seja (a, 0) ∈ (Q/Z)(P0) ⊕Q(P1) e

ϕ2(0,
∑

ζ∈F αζ ·cζ) = (0,
∑

ζ∈F αζ ·χζ), qualquer que seja F ∈ [P1]<ω com {αζ : ζ ∈ F} ⊂ Q\{0}.
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Tomemos L1 ∈ [P1]c tal que |P1 \ L1| = c e {n · bξ : ξ ∈ An} = {cζ : ζ ∈ L1}. Temos que

ω ∪ {ω} ⊂ L1 e {(0, χξ) : ξ ∈ L1} ⊂ ϕ̃[G], onde ϕ̃ = ϕ2 ◦ ϕ1.

Denotemos por D o conjunto dos números naturais n > 1 tais que G contém uma cópia de

Z(c)
n — e, portanto, um subconjunto independente de cardinalidade c constitúıdo de elementos

de ordem n.

Afirmação 5.1.2. Para cada n ∈ D, existe {(xnξ , 0) ∈ (Q/Z)(P0)⊕Q(P1) : ξ < c} ⊂ ϕ̃[G] com as

seguintes propriedades:

(i) o(xnξ ) = n, para todo ξ < c;

(ii) suppxnξ ∩ suppxnµ = ∅, quaisquer que sejam ξ, µ < c com ξ 6= µ.

Demonstração. Sejam n ∈ D e {(ynξ , 0) ∈ (Q/Z)(P0) ⊕ Q(P1) : ξ < c} ⊂ ϕ̃[G] independente com

o(ynξ ) = n, para todo ξ < c.

Caso 1: c é regular.

Aplicando o lema do ∆-sistema para {supp ynξ : ξ < c}, obtemos In ∈ [c]c e Rn ∈ [P0]<ω

tais que {supp ynξ : ξ ∈ In} constitui um ∆-sistema de raiz Rn. Tomemos Jn ∈ [In]c tal

que se ξ, µ ∈ Jn, então ynξ (ζ) = ynµ(ζ) para todo ζ ∈ Rn.2 Seja {Jn,0, Jn,1} uma partição

de Jn tal que |Jn,0| = |Jn,1| = c. Fixemos f : c → Jn,0 e g : c → Jn,1 bijeções e definamos

xnξ = ynf(ξ) − y
n
g(ξ), para todo ξ < c.

Dado ξ < c, temos que o(xnξ ) = n, uma vez que n · xnξ = n · (ynf(ξ) − yng(ξ)) =

n · ynf(ξ) − n · yng(ξ) = 0 − 0 = 0 e se m é um número natural não nulo menor que n,

então m · xnξ = m · ynf(ξ) −m · y
n
g(ξ) 6= 0, uma vez que o(ynf(ξ)) = o(yng(ξ)) = n e {ynξ : ξ < c}

é um subconjunto independente de G.

Por fim, sejam ξ, µ < c tais que ξ 6= µ. Se ζ ∈ suppxnξ ∩ suppxnµ, então uma das seguintes

possibilidades ocorre:

• ζ ∈ supp ynf(ξ) ∩ supp ynf(µ);

• ζ ∈ supp ynf(ξ) ∩ supp yng(µ);

• ζ ∈ supp yng(ξ) ∩ supp ynf(µ);

• ζ ∈ supp yng(ξ) ∩ supp yng(µ).

2Um tal Jn existe, uma vez que Rn é finito, Q/Z é enumerável e |In| = c.
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Logo, ζ ∈ Rn e, portanto, ζ ∈ supp ynf(ξ) ∩ supp ynf(µ) ∩ supp yng(ξ) ∩ supp yng(µ). Como

f(ξ), g(ξ), f(µ), g(µ) ∈ Jn, temos que ynf(ξ)(ζ) = ynf(µ)(ζ) = yng(ξ)(ζ) = yng(µ)(ζ) e, portanto,

xnξ (ζ) = xnµ(ζ) = 0 — o que é absurdo, pois tomamos ζ ∈ suppxnξ ∩ suppxnµ. Portanto,

suppxnξ ∩ suppxnµ = ∅, quaisquer que sejam ξ, µ < c com ξ 6= µ.

Caso 2: c não é regular.

Neste caso, cf(c) < c e c é um cardinal limite.

Seja {Iα : α < cf(c)} uma famı́lia de subconjuntos de c dois a dois disjuntos tal que

c = ∪α<cf(c)Iα e |Iα| = κα, para cada α < cf(c), onde:

• {κα : α < cf(c)} é uma seqüência estritamente crescente e cofinal em c;

• κα é um cardinal regular, para todo α < c;

• κα ≥ max{ω, |α|, supβ<α κβ}+.3

Para cada α < cf(c) podemos repetir a construção feita no caso 1 e obter {(xnξ , 0) ∈
(Q/Z)(P0)⊕Q(P1) : ξ ∈ Iα} ⊂ ϕ̃[G] tal que o(xnξ ) = n para todo ξ ∈ Iα e suppxnξ ∩suppxnµ =

∅, quaisquer que sejam ξ, µ ∈ Iα com ξ 6= µ.

Sejam J0 = I0 e α < cf(c) um ordinal. Suponhamos que para cada β < α, exista Jβ ⊂ Iβ

tal que |Jβ| = |Iβ| = κβ e suppxnξ ∩ suppxnµ = ∅, quaisquer que sejam ξ, µ ∈ ∪β<αJβ com

ξ 6= µ. Seja Xα = ∪ξ∈∪β<αJβ suppxnξ . Temos que |Xα| < κα e, portanto, existe Jα ⊂ Iα tal

que |Jα| = |Iα| e suppxnξ ∩Xα = ∅, para todo ξ ∈ Jα.4

Definimos J = ∪α<cf(c)Jα. Temos que |J | = c e suppxnξ ∩ suppxnµ = ∅, quaisquer que sejam

ξ, µ ∈ J com ξ 6= µ.

3Seja {λα : α < cf(c)} uma seqüência estritamente crescente e cofinal em c. Definamos κ0 = max{ω, |λ0|+}+.
Temos que κ0 > ω e κ0 < c, uma vez que c é um cardinal limite e λ0 < c. Seja α < cf(c) e suponhamos que κβ
esteja definido para todo β < α, de modo que:

– max{|β|, |λβ |+} < κβ < c;

– κβ é um cardinal regular;

– Se γ < β < α, então κγ < κβ .

Definimos κα = max{|α|, |λα|+, supβ<α κβ}+. Temos que max{|α|, |λα|+} < κα e como α < cf(c), temos que
supβ<α κβ < c. Logo, κα < c, uma vez que c é um cardinal limite. Do fato de κα ser um cardinal sucessor
decorre que κα é um cardinal regular. Por fim, observamos que se β < α, então κβ < κα. Por indução em cf(c),
constrúımos {κα : α < cf(c)} satisfazendo as condições listadas acima. Façamos I0 = κ0 e, para cada α < cf(c),
tomamos Iα = κα \ ∪β<ακβ . Temos que c = ∪̇α<cf(c)Iα e |Iα| = κα, para todo α < cf(c).

4Isto ocorre uma vez que suppxnξ ∩ suppxnµ = ∅, quaisquer que sejam ξ, µ ∈ Iα com ξ 6= µ.
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Afirmação 5.1.3. Para cada n ∈ D, existe Ln ∈ [P0]c tal que Lm∩Ln = ∅, quaisquer que sejam

m,n ∈ D com m 6= n. Além disso, existe {(xξ, 0) ∈ (Q/Z)(P0) ⊕ Q(P1) : ξ ∈ ∪n∈DLn} ⊂ ϕ̃[G]

com as seguintes propriedades:

(i) Se ξ ∈ Ln, então o(xξ) = n;

(ii) Se ξ, µ ∈ ∪n∈DLn e ξ 6= µ, então suppxξ ∩ suppxµ = ∅;

(iii) ξ ∈ suppxξ, para todo ξ ∈ ∪n∈DLn.

Demonstração. Para cada n ∈ D, seja {xnξ : ξ < c} onde {(xnξ , 0) ∈ (Q/Z)(P0) ⊕ Q(P1) : ξ <

c} ⊂ ϕ̃[G] satisfaz as condições (i) e (ii) da afirmação 5.1.2. Consideremos {Xζ : ζ < c} uma

indexação de {{xnξ : ξ < c} : n ∈ D} de modo que

|{ζ < c : Xζ = {xnξ : ξ < c}}| = c

para todo n ∈ D.

Fixemos x ∈ X0 e definamos ξ0 = min suppx. Denotaremos x por xξ0 . Seja α < c um ordinal.

Para cada β < α, suponhamos definidos ξβ ∈ P0 e xξβ ∈ Xβ com as seguintes propriedades:

• ξβ = min suppxξβ ;

• Se γ < β < α, então suppxξγ ∩ suppxξβ = ∅.

Temos que | ∪β<α suppxξβ | ≤ max{|α|, ω} < c. Uma vez que |Xα| = c e suppx ∩ supp y = ∅
para quaisquer x e y elementos distintos de Xα, existe z ∈ Xα tal que supp z∩ (∪β<α suppxξβ ) =

∅. Definamos ξα = min supp z e escrevamos xξα = z. Por indução, obtemos ξα ∈ P0 e xξα ∈ Xα,

para todo α < c.

Se n ∈ D, definimos

Ln = {ξα ∈ P0 : Xα = {xnξ : ξ < c}} \ {ω +m : m ≥ 1}.

Note que |Ln| = c, uma vez que |{α < c : Xα = {xnξ : ξ < c}}| = c e ξα 6= ξβ se α e β são

elementos distintos de c. Além disso, Lm ∩ Ln = ∅, se m,n ∈ D e m 6= n. Se ξ ∈ Ln, então

o(xξ) = n e se ξ, µ ∈ ∪n∈DLn e ξ 6= µ, então suppxξ ∩ suppxµ = ∅. Por fim, se ξ ∈ ∪n∈DLn,

então ξ ∈ suppxξ.
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Proposição 5.1.4. Existe ϕ : G → (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) um monomorfismo de grupos tal que

{(0, χξ) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) : ξ ∈ L1} ⊂ ϕ[G] e {(yξ, 0) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) : ξ ∈
∪n∈DLn} ⊂ ϕ[G], onde:

(i) Se ξ ∈ Ln, então o(yξ) = n;

(ii) Se ξ ∈ ∪n∈DLn, então supp yξ ⊂ {ξ} × ω.

Demonstração. Seja {(xξ, 0) ∈ (Q/Z)(P0) ⊕ Q(P1) : ξ ∈ ∪n∈DLn} ⊂ ϕ̃[G] satisfazendo as

condições (i), (ii) e (iii) da afirmação 5.1.3. Consideremos a aplicação ϕ̂ : (Q/Z)(P0) ⊕ Q(P1) →
(Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) definida da seguinte maneira:

• Seja ξ ∈ Ln, para algum n ∈ D. Denotemos suppxξ por {α0, α1, ..., αm}, onde α0 < α1 <

... < αm. A αi-ésima parcela Q/Z da soma direta (Q/Z)(P0) será levada identicamente na

(ξ, i)-ésima parcela da soma direta (Q/Z)(P0×ω).

• Se µ ∈ P0 \∪ξ∈∪n∈DLn suppxξ, então a µ-ésima parcela Q/Z da soma direta (Q/Z)(P0) será

levada identicamente na (µ, 0)-ésima parcela da soma direta (Q/Z)(P0×ω).

• ϕ̂(0, b) = (0, b), para todo b ∈ Q(P1).

A aplicação ϕ̂ é um monomorfismo de grupos. Sejam ϕ = ϕ̂ ◦ ϕ̃ e (yξ, 0) = ϕ̂(xξ, 0), para

todo ξ ∈ ∪n∈DLn. Temos que ϕ é um monomorfismo de grupos tal que

{(0, χξ) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) : ξ ∈ L1} ⊂ ϕ[G]

e

{(yξ, 0) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) : ξ ∈ ∪n∈DLn} ⊂ ϕ[G].

Além disso, se ξ ∈ Ln, então o(yξ) = o(ϕ̂(xξ, 0)) = n, uma vez que ϕ̂ é um monomorfismo de

grupos. Por fim, supp yξ ⊂ {ξ} × ω, qualquer que seja ξ ∈ ∪n∈DLn.

5.2 Uma escolha adequada de seqüências

Se (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1), então

H(ξ, n) =
p(H, (ξ, n))

q(H, (ξ, n))
+ Z
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onde p(H, (ξ, n)), q(H, (ξ, n)) ∈ Z, q(H, (ξ, n)) > 0, mdc(p(H, (ξ, n)), q(H, (ξ, n))) = 1 e

0 ≤ p(H, (ξ, n)) ≤ q(H, (ξ, n))− 1 para cada (ξ, n) ∈ suppH. Além disso,

J(µ) =
p(J, µ)

q(J, µ)

onde p(J, µ), q(J, µ) ∈ Z, q(J, µ) > 0 e mdc(p(J, µ), q(J, µ)) = 1, para cada µ ∈ supp J . Sejam

|q(H)| = max{q(H, (ξ, n)) : (ξ, n) ∈ suppH},

|q(J)| = max{q(J, µ) : µ ∈ supp J}

e

|p(J)| = max{|p(J, µ)| : µ ∈ supp J}.

Consideremos

d(H) = mmc{q(H, (ξ, n)) : (ξ, n) ∈ suppH}

e

d(J) = mmc{q(J, µ) : µ ∈ supp J}.5

Para cada (ξ, n) ∈ suppH, seja

a(H, (ξ, n)) = p(H, (ξ, n)) · d(H)

q(H, (ξ, n))

e, para cada µ ∈ supp J , seja

a(J, µ) = p(J, µ) · d(J)

q(J, µ)
.

Sejam, ainda,

|a(J)| = max{|a(J, µ)| : µ ∈ supp J}

e

||a(H,J)|| =
∑

(ξ,n)∈suppH

|a(H, (ξ, n))|+
∑

µ∈supp J

|a(J, µ)|.

Observamos que

supp(H,J) = suppH ∪ supp J.

5Se H = 0, então d(H) = 1. Analogamente, se J = 0, então d(J) = 1.
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Se H ∈ (Q/Z)(P0×ω) e X ⊂ P0 × ω, então H �X∈ (Q/Z)(P0×ω) é dada por

H �X (ξ, n) =

{
H(ξ, n) se (ξ, n) ∈ X
0 + Z se (ξ, n) 6∈ X

para todo (ξ, n) ∈ P0 × ω. Por fim, se X ⊂ P0 × ω, escreveremos

π1[X] = {ξ ∈ P0 : ∃n ∈ ω tal que (ξ, n) ∈ X}

e

π2[X] = {n ∈ ω : ∃ξ ∈ P0 tal que (ξ, n) ∈ X}.

Definição 5.2.1. [17] Sejam S ⊂ G infinito e n > 1 um número natural. Dizemos que S é

n-round se:

• S ⊂ G[n];

• A restrição do homomorfismo de grupos

ϕd : G → G

x 7→ dx

a S é finita-a-um, qualquer que seja d divisor próprio de n.6

As duas proposições seguintes encontram-se em [17]. Como suas demonstrações são curtas,

optamos por reproduzi-las aqui.

Proposição 5.2.2. [17] Sejam n > 1 um número natural e S um subconjunto infinito de G[n].

Existem T ⊂ G infinito e z ∈ G tais que T + z ⊂ S e T é d-round, para algum divisor d de n.

Demonstração. Seja S ⊂ G[n] infinito. Se S é n-round, tomamos T = S e z = 0. Se não, existe

d um divisor próprio de n tal que a restrição de ϕd a S não é finita-a-um. Tomemos d minimal

com respeito a esta propriedade. Existem g ∈ G e S′ ⊂ S infinito tais que ϕd(x) = g, para todo

x ∈ S′. Fixemos z ∈ S′ e façamos T = S′−z. Temos que T ⊂ G[d]. Além disso, se r é um divisor

próprio de d, então r é, em particular, um divisor próprio de n e r < d. Logo, a restrição de ϕr

a S é finita-a-um. Dáı segue que a restrição de ϕr a T é finita-a-um e, portanto, T é d-round.

Por fim, T + z = (S′ − z) + z ⊂ S′ ⊂ S.

6Isto é, ϕ−1
d ({x}) é um subconjunto finito de G, qualquer que seja x ∈ G.
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Proposição 5.2.3. [17] Seja n > 1 um número natural. Se existe S ⊂ G tal que S é n-round,

então n ∈ D.

Demonstração. Observamos que |S| ≥ ω e que S ⊂ G[n]. Como |G[n]| < ω ou |G[n]| = c, temos

que |G[n]| = c. Para cada divisor próprio d de n, temos que dS é um subconjunto infinito de

dG[n] e como |dG[n]| < ω ou |dG[n]| = c, conclúımos que |dG[n]| = c. Vamos mostrar que Z(c)
n é

isomorfo a um subgrupo de G por indução no número de divisores de n.

Se n é um número primo, então G[n] é isomorfo à soma direta de c cópias de Z(c)
n e, portanto,

n ∈ D. Suponhamos, agora, que n = mp, onde m > 1 é um número natural e p é um número

primo. Temos que pS é um subconjunto m-round de G.7 Como o número de divisores de m é

estritamente menor que o número de divisores de n temos, por hipótese de indução, que m ∈ D.

Isto significa que Z(c)
m é isomorfo a um subgrupo de G. Podemos escrever m = m0p

k, onde

mdc(m0, p) = 1. Observamos que G[n] = G[m0p
k+1] ∼= G[m0] ⊕ G[pk+1]. Do teorema de 1.1.3

decorre que G[pk+1] ∼= ⊕k+1
i=1 Z

(θi)

pi
, onde θ1, ..., θk+1 são cardinais menores ou iguais a c. Uma vez

que |mG[n]| = c e

mG[n] ∼= m0p
k(G[m0]⊕G[pk+1]) ∼= m0p

kG[pk+1] ∼= m0p
k ⊕ Z(θi)

pi

conclúımos que θk+1 = c. Logo, Z(c)

pk+1 é isomorfo a um subgrupo de G, o que significa que

pk+1 ∈ D. Portanto, se n = pk+1 (ou seja, se m0 = 1), então n ∈ D. Se n 6= pk+1, então m0 > 1

e pk+1S é um subconjunto m0-round de G. Como o número de divisores de m0 é estritamente

menor que o número de divisores de n, da hipótese de indução segue que m0 ∈ D. Logo, Z(c)
m0 é

isomorfo a um subgrupo de G. Portanto, Z(c)
n
∼= Z(c)

m0 ⊕ Z(c)

pk+1 é isomorfo a um subgrupo de G, o

que implica que n ∈ D.

Denotaremos por H o conjunto de todas as funções

h : ω → ϕ[G] ⊂ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1)

n 7→ (g(n), f(n))

que satisfazem uma das seguintes condições:

(1) supp f(n) \ ∪m<n supp f(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω;

7Com efeito, pS é um subconjunto infinito de G, pois S o é e S é n = mp-round, o que faz com que ϕp restrita a
S seja finita-a-um. Além disso, pS ⊂ G[m], pois S ⊂ G[n]. Por fim, se r é um divisor próprio de m, então pr é um
divisor próprio de n e, portanto, ϕpr restrita a S é finita-a-um, o que significa que ϕr restrita a pS é finita-a-um.
Logo, pS é m-round.
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(2) |q(f(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(3) {|q(f(n))| : n ∈ ω} é limitado e |p(f(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(4) |q(g(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(5) (a) supp g(n) \ ∪m<n supp g(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω;

(b) f(n) = 0, para todo n ∈ ω;

(c) Existe k ∈ D tal que o(h(n)) = o(g(n)) = k, para todo n ∈ ω;

(d) {h(n) : n ∈ ω} é um subconjunto k-round de ϕ[G].

Proposição 5.2.4. Se h : ω → ϕ[G] ⊂ (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1), então existem j : ω → ω

estritamente crescente e c ∈ ϕ[G] tais que a seqüência n 7→ (h ◦ j)(n) + c é constante ou é

de um dos tipos acima mencionados.

Demonstração. Para cada n ∈ ω, escreveremos h(n) = (g(n), f(n)), onde g : ω → (Q/Z)(P0×ω)

e f : ω → Q(P1). Além disso, observamos que (0, 0) = ϕ(0) ∈ ϕ[G]. Há seis casos a serem

considerados.

Caso 1: ∪n∈ω supp f(n) é infinito.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que supp f(nk+1) \ ∪l<k+1 supp f(nl) 6= ∅. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que h◦j é do tipo 1. Neste caso, tomamos c = (0, 0).

Caso 2: ∪n∈ω supp f(n) é finito e {|q(f(n))| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que |q(f(nk))| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que h◦j é do tipo 2. Neste caso, tomamos c = (0, 0).
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Caso 3: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|q(f(n))| : n ∈ ω} é limitado e {|p(f(n))| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que |p(f(nk))| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que h◦j é do tipo 3. Neste caso, tomamos c = (0, 0).

Caso 4: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|q(f(n))| : n ∈ ω} e {|p(f(n))| : n ∈ ω} são limitados e

{|q(g(n))| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números

naturais tal que |q(g(nk))| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que h◦j é do tipo 4. Neste caso, tomamos c = (0, 0).

Caso 5: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|q(f(n))| : n ∈ ω}, {|p(f(n))| : n ∈ ω} e {|q(g(n))| : n ∈ ω}
são limitados e ∪n∈ω supp g(n) é infinito.

Uma vez que ∪n∈ω supp g(n) é infinito, existe j1 : ω → ω estritamente crescente tal

que supp g ◦ j1(n) \ ∪m<n supp g ◦ j1(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω. Como ∪n∈ω supp f(n)

é finito e tanto {|q(f(n))| : n ∈ ω} quanto {|p(f(n))| : n ∈ ω} são limitados, existe

j2 : ω → ω estritamente crescente tal que f ◦ j1 ◦ j2(n) = b ∈ Q(P1×ω), para todo

n ∈ ω. Temos que {(g ◦ j1 ◦ j2(n), b) : n ∈ ω} é um subconjunto infinito de ϕ[G]

e, portanto, S = {(g ◦ j1 ◦ j2(n) − g ◦ j1 ◦ j2(0), 0) : n ∈ ω} também o é. Como

{|q(g(n))| : n ∈ ω} é limitado, existe k > 1 um número natural tal que S ⊂ ϕ[G][k].

Logo, existem T ⊂ ϕ[G] infinito e z ∈ ϕ[G] tais que T + z ⊂ S e T é d-round, para

algum divisor d de k.8 Seja j3 : ω → ω uma função estritamente crescente tal que

T + z = {(g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3(n) − g ◦ j1 ◦ j2(0), 0) : n ∈ ω}. Em outras palavras, T =

{(g◦j1 ◦j2 ◦j3(n)−g◦j1 ◦j2(0), 0)−z : n ∈ ω}. Como T é d-round, temos que T ⊂ ϕ[G][d].

Portanto, existem j4 : ω → ω uma função estritamente crescente e r um divisor de d tais

que o((g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3 ◦ j4(n)− g ◦ j1 ◦ j2(0), 0)− z) = r, para todo n ∈ ω. Observamos que

r ∈ D, uma vez que {(g ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3 ◦ j4(n)− g ◦ j1 ◦ j2(0), 0)− z : n ∈ ω} é r-round. Sejam

8Observe que z tem ordem finita.
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c = −h ◦ j1 ◦ j2(0)− z e j = j1 ◦ j2 ◦ j3 ◦ j4 ◦ j5, onde j5 : ω → ω é uma função estritamente

crescente tal que supp(g◦j(n)−g◦j1◦j2(0)−z)\∪m<n supp(g◦j(m)−g◦j1◦j2(0)−z) 6= ∅,
para todo n ∈ ω.

Caso 6: ∪n∈ω supp f(n) é finito, {|q(f(n))| : n ∈ ω}, {|p(f(n))| : n ∈ ω} e {|q(g(n))| : n ∈ ω}
são limitados e ∪n∈ω supp g(n) é finito.

Temos que {g(n) : n ∈ ω} é finito, bem como {f(n) : n ∈ ω}. Portanto, h possui uma

subseqüência constante.

Proposição 5.2.5. Existe {hξ : ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω} uma indexação de H tal que:

(i) hω(n) = (0, χn), para todo n ∈ ω.

(ii) Se ξ ∈ L1, então hξ é do tipo 1, 2, 3 ou 4;

(iii) Se existe k ∈ D tal que ξ ∈ Lk, então hξ é do tipo 5 e o(hξ(n)) = k, para todo n ∈ ω;

(iv) ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ (ξ × ω) ∪ ξ, para todo ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω.

Demonstração. Observamos, primeiramente, que |H| = cω = c. Portanto, podemos considerar

{h̃ξ : ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω} uma indexação de H tal que, para cada h ∈ H, o conjunto

Ah = {ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω : h̃ξ = h}

tenha cardinalidade c.

Fixemos h ∈ H. Como ∪n∈ω supph(n) ⊂ (c×ω)∪ c, cf(c) > ω e | ∪n∈ω supph(n)| ≤ ω, existe

α < c tal que α > ω e ∪n∈ω supph(n) ⊂ (α× ω) ∪ α.

Caso 1: h é do tipo 1, 2, 3 ou 4.

Se ξ ∈ L1 e ξ ≥ α, façamos hξ = h̃ξ.

Se ξ ∈ L1 e ξ < α, façamos hξ = H, onde H(n) = (0, χn) para todo n ∈ ω. Observamos

que H é do tipo 1 e, portanto, H ∈ H.

Se ξ ∈ ∪n∈DLn, existe um único m ∈ D tal que ξ ∈ Lm. Neste caso, façamos hξ = Fm,

onde Fm(n)(ω+n+1, 0) é um elemento de Q/Z de ordem m, Fm(n)(µ, k) = 0+Z qualquer

que seja (µ, k) ∈ (P0×ω) \ {(ω+n+ 1, 0)} e Fm(n)(θ) = 0, qualquer que seja θ ∈ P1, para

todo n ∈ ω. Temos que Fm é do tipo 5 e, portanto, Fm ∈ H. Além disso, o(Fm(n)) = m,

para todo n ∈ ω.
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Caso 2: h é do tipo 5.

Se ξ ∈ L1, façamos hξ = H.

Como h é do tipo 5, existe m ∈ D tal que o(h(n)) = m, para todo n ∈ ω.

Se ξ ∈ Lm e ξ ≥ α, façamos hξ = h̃ξ.

Se ξ ∈ Lm e ξ < α, façamos hξ = Fm.

Se ξ ∈ Lk, para algum k ∈ D \ {m}, façamos hξ = Fk.

As condições (i), (ii), (iii) e (iv) estão verificadas.

5.3 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {pξ : ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω} uma famı́lia de ultrafiltros seletivos dois a dois

incomparáveis segundo a ordem de Rudin-Keisler e {hξ : ξ ∈ (L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω} uma indexação

deH satisfazendo as condições (i), (ii), (iii) e (iv) da proposição 5.2.5. No que segue, escreveremos

hξ(n) = (gξ(n), fξ(n)), onde gξ : ω → (Q/Z)(P0×ω) e fξ : ω → Q(P1).

Proposição 5.3.1. Seja (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) \ {(0, 0)}. Existe E ∈ [c]ω tal que:

(i) supp(H,J) ⊂ (E × ω) ∪ E;

(ii) |E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω]| = ω;

(iii) ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ (E × ω) ∪ E, qualquer que seja ξ ∈ E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω].

Demonstração. Para cada ξ ∈ c \ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω], façamos E(ξ) = {ξ} ∪ ω. Se

ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω, definimos indutivamente

E(ξ) = {ξ} ∪
⋃
µ∈π1[∪n∈ω supp gξ(n)]∪

⋃
n∈ω supp fξ(n)E(µ).

Fixemos L̃1 ∈ [L1 \ ω]ω e façamos

E = ∪ζ∈π1[suppH]∪supp J∪L̃1
E(ζ).

Temos que supp(H,J) ∪ L̃1 ⊂ (E × ω) ∪ E, uma vez que ζ ∈ E(ζ) ⊂ E, qualquer que seja

ζ ∈ π1[suppH] ∪ supp J ∪ L̃1. Além disso, um argumento indutivo garante que E(ξ) ∈ [c]ω

para todo ξ < c e, portanto, E ∈ [c]ω. Por fim, se ξ ∈ E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω], então existe

ζ ∈ π1[suppH] ∪ supp J ∪ L̃1 tal que ξ ∈ E(ζ). Um outro argumento indutivo garante que
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se α ∈ E(β), então E(α) ⊂ E(β), quaisquer que sejam α, β < c. Logo, π1[∪n∈ω supp gξ(n)] ∪⋃
n∈ω supp fξ(n) ⊂ E(ξ) ⊂ E(ζ) ⊂ E e, portanto, ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ (E × ω) ∪ E.

Lema 5.3.2. Sejam (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω)⊕Q(P1) \ {(0, 0)} e E ∈ [c]ω satisfazendo as condições

(i), (ii) e (iii) da proposição 5.3.1. Existe {Ek : k ∈ ω} uma famı́lia de subconjuntos finitos de E,

{ek : k ∈ ω} e {bk : k ∈ ω} seqüências estritamente crescentes de números naturais, {rk : k ∈ ω}
uma seqüência de números reais positivos e i : ω → E ∩ [(L1 ∪

⋃
n∈D Ln) \ ω] tais que:

(i) supp(H,J) ⊂ (E0 × e0) ∪ E0;

(ii) E = ∪k∈ωEk;

(iii) i(k) ∈ Ek, para todo k ∈ ω;

(iv) (Ek+1 × ek+1) ∪ Ek+1 ⊃ (Ek × ek) ∪ Ek ∪
⋃
{supphi(m)(bm) : m ≤ k}, para todo k ∈ ω;

(v) {bk : k ∈ i−1({ξ})} ∈ pξ, para todo ξ ∈ E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω];

(vi) Se hi(k) é do tipo 1, então supp fi(k)(bk) \ Ek 6= ∅;

(vii) Se hi(k) é do tipo 2, então |q(fi(k)(bk))| · rk > d(J) ·
∏
m<k d(fi(m)(bm));

(viii) Se hi(k) é do tipo 3, então |a(fi(k)(bk))| · rk > 4 · d(fi(k)(bk));

(ix) Se hi(k) é do tipo 4, então |q(gi(k)(bk))| · rk > d(H) ·
∏
m<k d(gi(m)(bm));

(x) Se hi(k) é do tipo 5, então supp gi(k)(bk) \ (Ek × ek) 6= ∅ e o(gi(k)(bk)) =

o(gi(k)(bk) �supp gi(k)(bk)\(Ek×ek));

(xi) r0 =
1

4 · ||a(H,J)||
;

(xii) rk+1 =
rk

2 · ||a(hi(k)(bk))||
, para todo k ∈ ω.

Demonstração. Consideremos {an : n ∈ ω} uma enumeração de E. Seja

F0 = π1[suppH] ∪ supp J ∪ {a0}

e tomemos g0 ∈ ω tal que g0 > maxπ2[suppH]. Para cada n ∈ ω, definimos

Fn+1 = Fn ∪
⋃
{π1[supp gξ(m)] ∪ supp fξ(m) : m ≤ n, ξ ∈ Fn ∩ [(L1 ∪

⋃
n∈D Ln) \ ω]} ∪ {an+1}
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e tomemos gn+1 ∈ ω tal que gn+1 > gn e

gn+1 > maxπ2[
⋃
{supp gξ(n) : m ≤ n, ξ ∈ Fn ∩ [(L1 ∪

⋃
n∈D Ln) \ ω]}].

Temos que {Fn : n ∈ ω} é uma famı́lia de subconjuntos finitos de E e {gn : n ∈ ω} é uma

seqüência estritamente crescente de números naturais tais que:

(1) supp(H,J) ⊂ (F0 × g0) ∪ F0;

(2) E = ∪n∈ωFn;

(3) (Fn+1×gn+1)∪Fn+1 ⊃ (Fn×gn)∪Fn∪
⋃
{supphξ(m) : m ≤ n, ξ ∈ Fn∩[(L1∪

⋃
n∈D Ln)\ω]}.

Fixemos ξ ∈ E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω] e n ∈ ω. Se hξ é do tipo 1, definimos

Aξn = {k ∈ ω : supp fξ(k) \ Fn 6= ∅}.

Se hξ é do tipo 2, definimos

Aξn = {k ∈ ω : |q(fξ(k))| > 2n+2 ·Xn−1}

onde

Xm = ||a(H,J)|| · d(J) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩[(L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω]

d(fζ(l)) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩[(L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω]

||a(hζ(l))||

para todo m ∈ ω e

X−1 = ||a(H,J)|| · d(J).

Se hξ é do tipo 3, então |a(fξ(n))| > n, para cada n ∈ ω e {|q(fξ(n))| : n ∈ ω} é limitado.

Tomemos Mξ ∈ ω tal que |q(fξ(n))| ≤Mξ, para todo n ∈ ω e definimos

Aξn = {k ∈ ω : |a(fξ(k))| > 2n+4 ·Mξ! · Yn−1}

onde

Ym = ||a(H,J)|| ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩[(L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω]

||a(hζ(l))||
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para todo m ∈ ω e

Y−1 = ||a(H,J)||.

Se hξ é do tipo 4, definimos

Aξn = {k ∈ ω : |q(gξ(k))| > 2n+2 · Zn−1}

onde

Zm = ||a(H,J)|| · d(H) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩[(L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω]

d(gζ(l)) ·
∏
l≤m

ζ∈Fm∩[(L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω]

||a(hζ(l))||

para todo m ∈ ω e

Z−1 = ||a(H,J)|| · d(H).

Se hξ é do tipo 5, definimos

Aξn = {k ∈ ω : supp gξ(k) \ (Fn × gn) 6= ∅} ∩ {k ∈ ω : o(gξ(k) �supp gξ(k)\(Fn×gn)) = o(gξ(k))}.

Observamos que Aξn é um subconjunto cofinito de ω, quaisquer que sejam n ∈ ω e

ξ ∈ [E ∩ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln)] \ ω.9 Logo, para cada ξ ∈ [E ∩ (L1 ∪

⋃
n∈D Ln)] \ ω, temos que

{Aξn : n ∈ ω} ⊂ pξ, uma vez que pξ é um ultrafiltro livre sobre ω. Da seletividade de pξ decorre

que existe uma seqüência {aξn : n ∈ ω} ∈ pξ tal que aξn ∈ Aξn e n < aξn, para cada n ∈ ω.

Do lema 1.5.4 segue que existe {Iξ : ξ ∈ [E∩(L1∪
⋃
n∈D Ln)]\ω} uma famı́lia de subconjuntos

de ω dois a dois disjuntos tal que:

(a) {aξn : n ∈ Iξ} ∈ pξ, para cada ξ ∈ [E ∩ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln)] \ ω;

(b) {[n, aξn] : n ∈ Iξ, ξ ∈ [E ∩ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln)] \ ω} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois

disjuntos.

Para cada ξ ∈ [E ∩ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln)] \ ω, seja

9Sejam ξ ∈ [E ∩ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln)] \ ω e n ∈ ω. Suponhamos que hξ seja do tipo 5. Temos que

{k ∈ ω : supp gξ(k) \ (Fn × gn) 6= ∅} é um subconjunto cofinito de ω. Como hξ é do tipo 5, existe d ∈ D
tal que {hξ(k) : k ∈ ω} é um subconjunto d-round de ϕ[G] e o(hξ(k)) = o(gξ(k)) = d, para todo k ∈ ω. Por
absurdo, suponhamos que {k ∈ ω : o(gξ(k) �supp gξ(k)\(Fn×gn)) = o(gξ(k))} não seja um subconjunto cofinito de ω.
Tomemos r um divisor próprio de d e I ∈ [ω]ω tais que o(gξ(k) �supp gξ(k)\(Fn×gn)) = r, para todo k ∈ I. Note
que supp(r · hξ(k)) ⊂ Fn × gn, para todo k ∈ I. Temos que {r · hξ(k) : k ∈ I} ⊂ ⊕(ζ,m)∈Fn×gnG(ζ,m), onde
G(ζ,m) = (Q/Z)[d/r] e, portanto, {r ·hξ(k) : k ∈ I} é um conjunto finito, o que contradiz o fato de {hξ(k) : k ∈ ω}
ser d-round.



92 Caṕıtulo 5

(c) Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ Fn}.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

(d) Nξ < n, para todo n ∈ Iξ.

Consideremos {nk : k ∈ ω} uma enumeração estritamente crescente de

∪̇ξ∈E∩[(L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω]Iξ. Seja

i : ω → E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω]

k 7→ i(k)

onde i(k) é o único elemento de E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω] tal que nk ∈ Ii(k).

Para cada k ∈ ω, façamos bk = a
i(k)
nk , Ek = Fnk , ek = gnk e definamos rk segundo os ı́tens

(xi) e (xii) do enunciado deste lema. Resta mostrar que as condições (i)-(x) estão satisfeitas.

(i) Como 0 ≤ n0, temos que E0 = Fn0 ⊃ F0 ⊃ π1[suppH] ∪ supp J e e0 = gn0 > g0 >

maxπ2[suppH]. Logo, supp(H,J) ⊂ (E0 × e0) ∪ E0.

(ii) ∪k∈ωEk = ∪k∈ωFnk = E.

(iii) Seja k ∈ ω. Temos que nk ∈ Ii(k). De (d) segue que Ni(k) < nk. De (c) e (3) vem que

i(k) ∈ FNi(k) ⊂ Fnk = Ek.

(iv) De (3) vem que Ek ⊂ Ek+1 e (Ek × ek) ⊂ (Ek+1 × ek+1), pois {nk : k ∈ ω} é

uma enumeração estritamente crescente de ∪ξ∈E∩[(L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω]Iξ. Resta mostrar que

supphi(m)(bm) ⊂ (Ek+1×ek+1)∪Ek+1, para todo m ≤ k. Temos que (Ek+1×ek+1)∪Ek+1 =

(Fnk+1
× gnk+1

) ∪ Fnk+1
e de (3) decorre que

(Fnk+1
×gnk+1

)∪Fnk+1
⊃
⋃
{supphξ(m) : m ≤ nk+1−1, ξ ∈ Fnk+1−1∩ [(L1∪

⋃
n∈D Ln)\ω]}.

Por (iii), i(m) ∈ Em ⊂ Ek = Fnk ⊂ Fnk+1−1, para todo m ≤ k. Além disso,

i(m) ∈ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω]. Por (b), bm = a

i(m)
nm ≤ nk+1 − 1, para todo m ≤ k. Logo,

supphi(m)(bm) ⊂ (Ek+1 × ek+1) ∪ Ek+1, para todo m ≤ k.

(v) Seja ξ ∈ E∩ [(L1∪
⋃
n∈D Ln)\ω]. Temos que {bk : k ∈ i−1({ξ})} = {ai(k)

nk : k ∈ i−1({ξ})} =

{aξn : n ∈ Iξ} ∈ pξ, por (a).
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(vi) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 1. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

supp fi(k)(bk) \ Ek = supp fi(k)(bk) \ Fnk 6= ∅.

(vii) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 2. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

|q(fi(k)(bk))| > 2nk+2 ·Xnk−1

onde

Xnk−1 = ||a(H,J)||·d(J)·
∏

m≤nk−1
ξ∈Fnk−1∩[(L1∪

⋃
n∈D Ln)\ω]

d(fξ(m))·
∏

m≤nk−1
ξ∈Fnk−1∩[(L1∪

⋃
n∈D Ln)\ω]

||a(hξ(m))||.

Observamos que se m < k, então nm < nk e, portanto, i(m) ∈ Em = Fnm ⊂ Fnk−1
⊂ Fnk−1.

Como bm = a
i(m)
nm e [nm, a

i(m)
nm ]∩ [nk, a

i(k)
nk ] = ∅, temos que bm < nk e, portanto, bm ≤ nk−1.

Uma vez que

rk =
1

2k+2 · ||a(H,J)|| ·
∏
m<k ||a(hi(m)(bm))||

conclúımos que

|q(fi(k)(bk))| · rk > d(J) ·
∏
m<k

d(fi(m)(bm)).

(viii) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 3. Um argumento análogo ao utilizado em (vii) nos

permite concluir que

|a(fi(k)(bk))| · rk > 4 ·Mi(k)! ≥ 4 · d(fi(k)(bk)).

(ix) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 4. Um argumento análogo ao utilizado em (vii) nos

permite concluir que

|q(gi(k)(bk))| · rk > d(H) ·
∏
m<k

d(gi(m)(bm)).

(x) Suponhamos que hi(k) seja do tipo 5. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k)
nk

vem que

supp gi(k)(bk) \ (Ek × ek) = supp gi(k)(bk) \ (Fnk × gnk) 6= ∅
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e

o(gi(k)(bk) �supp gi(k)(bk)\(Ek×ek)) = o(gi(k)(bk) �supp gi(k)(bk)\(Fnk×gnk )) = o(gi(k)(bk)).

Lema 5.3.3. Sejam (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω)⊕Q(P1) \ {(0, 0)} e E ∈ [c]ω satisfazendo as condições

(i), (ii) e (iii) da proposição 5.3.1. Existe φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) : (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕
Q(P1∩E) → T um homomorfismo de grupos com as seguintes propriedades:

(i) φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (H,J) 6= 0 + Z;

(ii) φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (0, χξ) = pξ − lim{φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hξ(n)) :

n ∈ ω}, para cada ξ ∈ (E ∩ L1) \ ω;

(iii) φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (yξ, 0) = pξ− lim{φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hξ(n)) : n ∈
ω}, para cada ξ ∈ (E ∩

⋃
n∈D Ln) \ ω.10

Demonstração. Consideremos {En : n ∈ ω}, {en : n ∈ ω}, {bn : n ∈ ω}, {rn : n ∈ ω} e

i : ω → [E ∩ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln)] \ ω de acordo com o lema 5.3.2.

Se H = 0, façamos φ̂(H) = 0 + Z. Se H 6= 0, seja φ̂(H) um elemento não nulo de T tal que

o(φ̂(H)) | o(H). Em ambos os casos, estendemos φ̂ a um homomorfismo de grupos de 〈H〉 em

T. Dados (ζ,m) ∈ (P0 ∩ E)× ω e k ∈ N \ {0}, definimos Λ(ζ,m),k : (P0 ∩ E)× ω → Q/Z por

Λ(ζ,m),k(µ, l) =


1

k
+ Z se (µ, l) = (ζ,m)

0 + Z se (µ, l) 6= (ζ,m).

Seja

G0 = 〈{Λ(ζ,m),c0 : (ζ,m) ∈ E0 × e0}〉

onde

c0 =

{
c−1 se i(0) 6∈ ∪n∈DLn
c−1 · d(yi(0)) se i(0) ∈ ∪n∈DLn

e

c−1 = d(H).

10Estamos considerando (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕Q(P1∩E) ⊂ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1).
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Como T é um grupo diviśıvel e 〈H〉 é um subgrupo de G0, podemos estender φ̂ a um

homomorfismo de grupos φ �G0 : G0 → T.

Se J = 0, tomemos ψ∗0(ξ) um arco aberto de T com diâmetro

δ(ψ∗0(ξ)) =
r0

d(J)

e façamos ψ0(ξ) = d(J) · ψ∗0(ξ), para todo ξ ∈ E0 ∩ P1.

Suponhamos J 6= 0. Para cada ξ ∈ E0 ∩ P1, tomemos sξ ∈ R tal que

∑
ξ∈supp J

J(ξ) · sξ =
1

2
− x

onde x ∈ [0, 1[ é tal que x+ Z = φ �G0 (H) e façamos

tξ =
1

d(J)
· sξ + Z.

Temos que ∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) · tξ =

(
1

2
+ Z

)
− φ �G0 (H).

Seja ψ∗0(ξ) o arco aberto de T centrado em tξ com diâmetro

δ(ψ∗0(ξ)) =
r0

d(J)
.

Seja, também, ψ0(ξ) = d(J) · ψ∗0(ξ). Claramente, δ(ψ0(ξ)) = r0. Uma vez que

1

2
+ Z ∈ φ �G0 (H) +

∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ)

e

δ

(
φ �G0 (H) +

∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) ·ψ∗0(ξ)

)
= δ

( ∑
ξ∈supp J

a(J, ξ) ·ψ∗0(ξ)

)
≤

∑
ξ∈supp J

|a(J, ξ)| · r0

d(J)
≤ 1

4

conclúımos que

0 + Z 6∈ φ �G0 (H) +
∑

ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ).

Por fim, se ξ ∈ (E \ E0) ∩ P1, façamos ψ0(ξ) = T.
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Seja n ∈ ω. Suponhamos definidas ψn : E ∩ P1 → B e ψ∗n : En ∩ P1 → B. Suponhamos,

também, definido φ �Gn : Gn → T um homomorfismo de grupos, onde

Gn = 〈{Λ(ζ,m),cn·
∏
k<n d(gi(k)(bk)) : (ζ,m) ∈ En × en}〉

e

cn =

{
cn−1 se i(n) 6∈ ∪m∈DLm
cn−1 · d(yi(n)) se i(n) ∈ ∪m∈DLm

Vamos definir ψn+1 : E ∩ P1 → B, ψ∗n+1 : En+1 ∩ P1 → B e estender φ �Gn a um homomorfismo

de grupos ψ �Gn+1 : Gn+1 → T, onde

Gn+1 = 〈{Λ(ζ,m),cn+1·
∏
k<n+1 d(gi(k)(bk)) : (ζ,m) ∈ En+1 × en+1}〉

com

cn+1 =

{
cn se i(n+ 1) 6∈ ∪m∈DLm
cn · d(yi(n+1)) se i(n+ 1) ∈ ∪m∈DLm

satisfazendo as seguintes condições:

(1) Se ξ ∈ (E \ En+1) ∩ P1, então ψn+1(ξ) = T;

(2) Se ξ ∈ (En+1 \ En) ∩ P1, então ψ∗n+1(ξ) é tal que:

(a) d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ) ⊂ ψn(ξ);

(b) δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.

Neste caso, façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

(3) Se ξ ∈ En ∩ P1, então ψ∗n+1(ξ) é tal que:

(a) d(fi(n)(bn)) · ψ∗n+1(ξ) ⊂ ψ∗n(ξ);

(b) δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.
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Neste caso, façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

(4) Se hi(n) for do tipo 1, 2, 3 ou 4, então

ψn(i(n))∩
(
φ �Gn+1 (gi(n)(bn))+

∑
µ∈supp fi(n)(bn)

a(fi(n)(bn), µ)·d(J)·
∏
m<n

d(fi(m)(bm))·ψ∗n+1(µ)

)
6= ∅;

(5) Se hi(n) for do tipo 5, então φ �Gn+1 (gi(n)(bn)) =
∑

(ζ,p)∈supp yi(n)∩(En×en) a(yi(n), (ζ, p)) ·
cn−1 ·

∏
m<n d(gi(m)(bm)) · φ �Gn (Λ(ζ,p),cn·

∏
m<n d(gi(m)(bm))).

Se ξ ∈ (E \En+1)∩P1, façamos ψn+1(ξ) = T. Se ξ ∈ [(En+1 \En)\ supp fi(n)(bn)]∩P1, então

ψn(ξ) = T. Definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo um elemento de B com diâmetro

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

e façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

Se ξ ∈ (En \ supp fi(n)(bn)) ∩ P1, fixemos uma raiz d(fi(n)(bn))-ésima do ponto médio de ψ∗n(ξ).

Definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questão com diâmetro

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

e façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

Vamos, agora, definir ψ∗n+1(ξ) e ψn+1(ξ) para ξ ∈ supp fi(n)(bn) e estender φ �Gn a φ �Gn+1 .

Caso 1: hi(n) é do tipo 1.

Como T é diviśıvel e Gn é um subgrupo de Gn+1, podemos estender φ �Gn a um

homomorfismo de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T. Fixemos α ∈ supp fi(n)(bn) \En. Aplicando

o lema 3.2.3 para P1, d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)), rn, ψn(i(n)) − φ �Gn+1 (gi(n)(bn)),
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En ∩ supp fi(n)(bn), fi(n)(bn), α e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn) → T satisfazendo

as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do lema 3.2.3. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ), para todo

ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 2: hi(n) é do tipo 2.

Como T é diviśıvel e Gn é um subgrupo de Gn+1, podemos estender φ �Gn a um

homomorfismo de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T. Tomemos α ∈ supp fi(n)(bn) tal que

q(fi(n)(bn), α)·rn > d(J)·
∏
m<n d(fi(m)(bm)). Podemos supor que α ∈ En pois, do contrário,

os argumentos utilizados no caso 1 podem ser repetidos aqui. Aplicando o lema 3.2.4 para

P1, d(J)·
∏
m<n d(fi(m)(bm)), rn, ψn(i(n))−φ �Gn+1 (gi(n)(bn)), En∩supp fi(n)(bn), fi(n)(bn),

α e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn) → T satisfazendo as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do

lema 3.2.4. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ), para todo ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições (1), (2),

(3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 3: hi(n) é do tipo 3.

Como T é diviśıvel e Gn ⊂ Gn+1, podemos estender φ a um homomorfismo de grupos de

Gn+1 em T. Tomemos α ∈ supp fi(n)(bn) tal que |a(fi(n)(bn), α)| · rn > 4 · d(fi(n)(bn)).

Novamente, podemos supor que α ∈ En. Aplicando o lema 3.2.5 para P1, d(J) ·∏
m<n d(fi(m)(bm)), rn, ψn(i(n)) − φ �Gn+1 (gi(n)(bn)), En ∩ supp fi(n)(bn), fi(n)(bn), α

e ψ∗n, obtemos ψ̃ : supp fi(n)(bn)→ T satisfazendo as condições (i), (ii), (iii) e (iv) do lema

3.2.5. Façamos ψ∗n+1(ξ) = ψ̃(ξ), para todo ξ ∈ supp fi(n)(bn). As condições (1), (2), (3) e

(4) estão satisfeitas.

Caso 4: hi(n) é do tipo 4.

Se ξ ∈ (En+1 \ En) ∩ supp fi(n)(bn), definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo um elemento de B tal

que

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.

Se ξ ∈ En ∩ supp fi(n)(bn), fixemos uma raiz d(fi(n)(bn))-ésima do ponto médio de ψ∗n(ξ).

Definimos ψ∗n+1(ξ) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em questão com diâmetro

δ(ψ∗n+1(ξ)) =
rn+1

d(J) ·
∏
m<n+1 d(fi(m)(bm))

.
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Em ambos os casos, façamos

ψn+1(ξ) = d(J) ·
∏

m<n+1

d(fi(m)(bm)) · ψ∗n+1(ξ).

Denotemos por zξ o centro de ψ∗n+1(ξ), para todo ξ ∈ supp fi(n)(bn).

Seja

G̃n+1 = 〈{Λ(ζ,p),cn+1·
∏
m<n d(gi(m)(bm)) : (ζ, p) ∈ (En × en) ∪ supp gi(n)(bn)}〉.

Como T é diviśıvel e Gn é um subgrupo de G̃n+1, podemos estender φ �Gn a um

homomorfismo de grupos φ �G̃n+1
: G̃n+1 → T. Fixemos (µ, l) ∈ supp gi(n)(bn) tal que

q(gi(n)(bn), (µ, l)) · rn > d(H) ·
∏
m<n d(gi(m)(bm)). Se (ζ, p) ∈ supp gi(n)(bn) \ {(µ, l)},

fixemos y(ζ,p) uma raiz d(gi(n)(bn))-ésima de φ �G̃n+1
(Λ(ζ,p),cn+1·

∏
m<n d(gi(m)(bm))).

Aplicando o lema 4.2.3 para P0×ω, cn+1 ·
∏
m<n d(gi(m)(bm)), rn, ψn(i(n))−u−v, gi(n)(bn),

(µ, l) e x = φ �G̃n+1
(Λ(µ,l),cn+1·

∏
m<n d(gi(m)(bm))), onde

u =
∑

(ζ,p)∈supp gi(n)(bn)\{(µ,l)}

a(gi(n)(bn), (ζ, p)) · cn+1 ·
∏
m<n

d(gi(m)(bm)) · y(ζ,p)

e

v =
∑

ξ∈supp fi(n)(bn)

a(fi(n)(bn), ξ) · d(J) ·
∏
m<n

d(fi(m)(bm)) · zξ,

obtemos y(µ,l) ∈ T tal que d(gi(n)(bn)) · y(µ,l) = φ �G̃n+1
(Λ(µ,l),cn+1·

∏
m<n d(gi(m)(bm))) e

a(gi(n)(bn), (µ, l)) · cn+1 ·
∏
m<n

d(gi(m)(bm)) · y(µ,l) + u+ v ∈ ψn(i(n)).

Estendamos φ �G̃n+1
a um homomorfismo de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T de modo que

φ �Gn+1 (Λ(ζ,p),cn+1·
∏
m<n+1 d(gi(m)(bm))) = y(ζ,p)

para todo (ζ, p) ∈ supp gi(n)(bn).

Caso 5: hi(n) é do tipo 5.

Uma vez que supp gi(n)(bn)\(En×en) 6= ∅ e o(gi(n)(bn) �supp gi(n)(bn)\(En×en)) = o(gi(n)(bn)),
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conclúımos que

{gi(n)(bn)} ∪ {Λ(ζ,p),cn·
∏
m<n d(gi(m)(bm)) : (ζ, p) ∈ En × en}

é um subconjunto independente do grupo (Q/Z)((P0∩E)×ω). Portanto, podemos definir

φ̂(gi(n)(bn)) =
∑

(ζ,p)∈supp yi(n)∩(En×en) a(yi(n), (ζ, p)) · cn−1 ·
∏
m<n d(gi(m)(bm)) · φ �Gn

(Λ(ζ,p),cn·
∏
m<n d(gi(m)(bm))), φ̂(x) = φ �Gn (x) para todo x ∈ Gn e estender φ̂ a um

homomorfismo de grupos de 〈{gi(n)(bn)}∪{Λ(ζ,p),cn·
∏
m<n d(gi(m)(bm)) : (ζ, p) ∈ En×en}〉 em

T. Como T é diviśıvel e 〈{gi(n)(bn)} ∪ {Λ(ζ,p),cn·
∏
m<n d(gi(m)(bm)) : (ζ, p) ∈ En × en}〉 é um

subgrupo de Gn+1, podemos estender φ̂ a um homomorfismo de grupos φ �Gn+1 : Gn+1 → T.

Por indução, obtemos aplicações ψn : E ∩ P1 → B e ψ∗n : En ∩ P1 → B para cada n ∈ ω,

satisfazendo as seguintes condições:

• ψn+1(ξ) ⊂ ψn(ξ), para todo ξ ∈ E ∩ P1.

• δ(ψn(ξ)) = rn, se ξ ∈ En ∩ P1 e ψn(ξ) = T, se ξ ∈ (E \ En) ∩ P1.

• ψn(ξ) = d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm)) · ψ∗n(ξ), se ξ ∈ En ∩ P1.

Obtemos, ainda, φ �G: G → T um homomorfismo de grupos, onde G = ∪n∈ωGn ⊂
(Q/Z)((P0∩E)×ω). Usando o fato de T ser um grupo diviśıvel, estendemos φ �G a um

homomorfismo de grupos φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) : (Q/Z)((P0∩E)×ω) → T.

Como T é um espaço métrico completo e (rn)n∈ω é uma seqüência de números reais positivos

que converge para 0, conclúımos que se ξ ∈ E∩P1, então ∩n∈ωψn(ξ) = ∩n∈ωψn(ξ) é um conjunto

unitário. Denotaremos por φ̃(χξ) o único elemento de ∩n∈ωψn(ξ).

Para cada ξ ∈ E ∩ P1, sejam Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ En} e n ≥ Nξ. Temos que ψn(ξ) 6= T
e, portanto, existe um único elemento de ψ∗n(ξ) que multiplicado por d(J) ·

∏
m<n d(fi(m)(bm)) é

igual a φ̃(χξ). Denotaremos tal elemento por

φ̃

(
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ
)
.

Consideremos

Gξ =

{
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ ∈ Q(E∩P1) : n ≥ Nξ

}
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e denotemos por G̃ o grupo gerado por ∪ξ∈E∩P1Gξ. Uma vez que que se ξ ∈ E ∩ P1 e n > Nξ,

então

φ̃

(
1

d(J) ·
∏
m<Nξ

d(fi(m)(bm))
· χξ
)

=
∏

Nξ≤m<n
d(fi(m)(bm)) · φ̃

(
1

d(J) ·
∏
m<n d(fi(m)(bm))

· χξ
)

podemos estender φ̃ a um homomorfismo de grupos de G̃ em T.

Usando o fato de T ser um grupo diviśıvel, estendemos φ̃ a um homomorfismo de grupos

φ �Q(P1∩E) : Q(P1∩E) → T.

Definimos φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) : (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕Q(P1∩E) → T por

φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (H̃, J̃) = φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) (H̃) + φ �Q(P1∩E) (J̃)

para todo (H̃, J̃) ∈ (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕Q(P1∩E).

Se J = 0, então φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (H,J) = φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) (H) 6= 0 + Z, uma

vez que (H,J) 6= (0, 0). Suponhamos, portanto, que J 6= 0. Temos que

φ �Q(P1∩E) (J) ∈
∑

ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ).

Como

0 + Z 6∈ φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) (H) +
∑

ξ∈supp J

a(J, ξ) · ψ∗0(ξ)

temos que φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (H,J) 6= 0 + Z. Portanto, (i) está verificada.

Fixemos ξ ∈ (E ∩ L1) \ ω. Para cada k ∈ i−1({ξ}) temos que φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E)

(hi(k)(bk)) é um elemento de

φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) (gi(k)(bk)) +
∑

µ∈supp fi(k)(bk)

a(fi(k)(bk), µ) · d(J) ·
∏
m<k

d(fi(m)(bm)) · ψ∗k+1(µ).

Além disso,

φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (0, χi(k)) ∈ ψk(i(k)).

De (4) vem que

δ(φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hi(k)(bk)), φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (0, χi(k))) ≤ d1 + d2

< 2rk
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onde

d1 = δ(φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) (gi(k)(bk))+
∑

µ∈supp fi(k)(bk) a(fi(k)(bk), µ)·d(J)·
∏
m<k d(fi(m)(bm))·ψ∗k+1(µ))

e

d2 = δ(ψk(i(k))).

Como rk → 0, conclúımos que a seqüência {φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hi(k)(bk)) : k ∈
i−1({ξ})} converge para φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (0, χξ). Da propriedade (v) do lema 5.3.2

segue que

φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (0, χξ) = pξ − lim{φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hξ(n)) : n ∈ ω}.

Logo, (ii) está verificada.

Por fim, seja ξ ∈ E ∩
⋃
n∈D Ln. Como E × ω = ∪n∈ω(En × en), existe n ∈ ω tal

que supp yξ ⊂ En × en. Para cada k ∈ i−1({ξ}) temos que φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E)

(hi(k)(bk)) = φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) (gi(k)(bk)), uma vez que hi(k) é do tipo 5. Além disso, temos

que φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) (gi(k)(bk)) = φ �(Q/Z)((P0∩E)×ω) (yi(k)), para todo k > n. Da propriedade (v)

do lema 5.3.2 segue que

φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (yξ, 0) = pξ − lim{φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hξ(n)) : n ∈ ω}.

Logo, (iii) está verificada.

Estamos prontos para estender φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) a um homomorfismo de grupos

φ(H,J) : (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) → T.

Lema 5.3.4. Para cada (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) \ {(0, 0)}, existe φ(H,J) : (Q/Z)(P0×ω) ⊕
Q(P1) → T um homomorfismo de grupos tal que:

(i) φ(H,J)(H,J) 6= 0 + Z;

(ii) φ(H,J)(0, χξ) = pξ − lim{φ(H,J)(hξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ L1 \ ω.

(iii) φ(H,J)(yξ, 0) = pξ − lim{φ(H,J)(hξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ ∪n∈DLn.

Demonstração. Faremos a construção de φ(H,J) por indução. De acordo com a proposição

5.3.1, existe E ∈ [c]ω tal que supp(H,J) ⊂ (E × ω) ∪ E, |E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω]| = ω e
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∪n∈ω supphξ(n) ⊂ (E × ω) ∪ E, qualquer que seja ξ ∈ E ∩ [(L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω]. Segundo o

lema 5.3.3 é posśıvel construir φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) : (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕ Q(P1∩E) → T
um homomorfismo de grupos tal que:

(1) φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (H,J) 6= 0 + Z;

(2) φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (0, χξ) = pξ − lim{φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hξ(n)) : n ∈
ω}, para cada ξ ∈ (E ∩ L1) \ ω;

(3) φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (yξ, 0) = pξ − lim{φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hξ(n)) : n ∈
ω}, para cada ξ ∈ E ∩ ∪n∈DLn.

Consideremos {αξ : ξ < c} uma indexação estritamente crescente de c \ E.

• Se α0 ∈ P0 \
⋃
n∈D Ln, usamos o fato de T ser um grupo diviśıvel para estender

φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) a um homomorfismo de grupos

φ(H,J) �(Q/Z)([(P0∩E)∪{α0}]×ω)⊕Q(P1∩E) : (Q/Z)([(P0∩E)∪{α0}]×ω) ⊕Q(P1∩E) → T.

• Se α0 ∈ P1 \ (L1 \ ω), usamos o fato de T ser um grupo diviśıvel para estender

φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) a um homomorfismo de grupos

φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q((P1∩E)∪{α0}) : (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕Q((P1∩E)∪{α0}) → T.

• Se α0 ∈ ∪n∈DLn, definamos

φ̃(H,J)(yα0 , 0) = pα0 − lim{φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hα0(n)) : n ∈ ω}

e façamos

φ̃(H,J)(H̃, J̃) = φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (H̃, J̃)

para todo (H̃, J̃) ∈ (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕Q(P1∩E).

Seja G0 o subgrupo de (Q/Z)([(P0∩E)∪{α0}]×ω) gerado por (Q/Z)((P0∩E)×ω)∪{yα0}. Podemos

estender φ̃(H,J) a um homomorfismo de grupos de G0 ⊕ Q(P1∩E) em T. Uma vez que T é

diviśıvel, estendemos φ̃(H,J) a um homomorfismo de grupos

φ(H,J) �(Q/Z)([(P0∩E)∪{α0}]×ω)⊕Q(P1∩E) : (Q/Z)([(P0∩E)∪{α0}]×ω) ⊕Q(P1∩E) → T.
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• Se α0 ∈ L1 \ ω, definamos

φ̃(H,J)(0, χα0) = pα0 − lim{φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (hα0(n)) : n ∈ ω}

e façamos

φ̃(H,J)(H̃, J̃) = φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q(P1∩E) (H̃, J̃)

para todo (H̃, J̃) ∈ (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕Q(P1∩E).

Seja G0 o subgrupo de Q((P1∩E)∪{α0}) gerado por Q(P1∩E)∪{χα0}. Podemos estender φ̃(H,J)

a um homomorfismo de grupos de (Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕G0 em T. Uma vez que T é diviśıvel,

estendemos φ̃(H,J) a um homomorfismo de grupos

φ(H,J) �(Q/Z)((P0∩E)×ω)⊕Q((P1∩E)∪{α0}) : (Q/Z)((P0∩E)×ω) ⊕Q((P1∩E)∪{α0}) → T.

Repetindo indutivamente esta construção, obteremos φ(H,J) : (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) → T um

homomorfismo de grupos satisfazendo (i), (ii) e (iii).

5.4 Explicitando a topologia

A próxima proposição mostra que o produto diagonal da famı́lia {φ(H,J) : (H,J) ∈
(Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) \ {(0, 0)}} é um monomorfismo de grupos.

Proposição 5.4.1. Suponhamos que para cada (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) \ {(0, 0)} exista

um homomorfismo de grupos φ(H,J) : (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) → T tal que φ(H,J)(H,J) 6= 0 + Z. A

aplicação

Φ : (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) → T(Q/Z)(P0×ω)⊕Q(P1)\{(0,0)}

(H̃, J̃) 7→ Φ(H̃, J̃)

dada por

Φ(H̃, J̃)(H,J) = φ(H,J)(H̃, J̃), para cada (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) \ {(0, 0)}

é um monomorfismo de grupos.

Demonstração. Análoga à da proposição 2.3.1.
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Teorema 5.4.2. Se G é um grupo abeliano de não torção tal que |G| = c, |G/T (G)| = c e,

para quaisquer n, d ∈ N \ {0} tais que d | n, o conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade c,

então G admite uma topologia que o torna um grupo topológico enumeravelmente compacto sem

seqüências não triviais convergentes.

Demonstração. Seja

τ = {ϕ−1 ◦ Φ−1(U ∩ Φ[ϕ[G]]) : U é aberto em T(Q/Z)(P0×ω)⊕Q(P1)\{(0,0)}}.

Temos que τ é uma topologia em G que o torna um grupo topológico.

Consideremos h : ω → G. Se h é trivial, nada temos a fazer. Se não, h possui duas

subseqüências constantes e distintas ou existe j : ω → ω estritamente crescente tal que h ◦ j
é injetora. No primeiro caso, temos que {h(n) ∈ G : n ∈ ω} tem pelo menos dois pontos de

acumulação distintos e, portanto, h não é convergente. Suponhamos que o segundo caso ocorra.

As aplicações

h0 : ω → G

n 7→ (h ◦ j)(2n)

e
h1 : ω → G

n 7→ (h ◦ j)(2n+ 1)

são subseqüências distintas de h. De acordo com a proposição 5.2.4, existem j0, j1 : ω → ω

estritamente crescentes e c0, c1 ∈ ϕ[G] tais que h̃0, h̃1 ∈ H, onde h̃0, h̃1 : ω → ϕ[G] são dadas

por h̃0(n) = ϕ ◦ h0 ◦ j0(n) + c0 e h̃1(n) = ϕ ◦ h1 ◦ j1(n) + c1, para todo n ∈ ω. Logo, existem

ξ0, ξ1 ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω distintos tais que h̃0 = hξ0 e h̃1 = hξ1 .

Seja i ∈ {0, 1}. Se hξi é do tipo 1, 2, 3 ou 4, então

φ(H,J)(0, χξi) = pξi − lim{φ(H,J)(hξi(n)) : n ∈ ω}

para todo (H,J) ∈ \(Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1){(0, 0)} e, portanto,

Φ(0, χξi) = pξi − lim{Φ(hξi(n)) : n ∈ ω}.

Logo,

ϕ−1(0, χξi)− ϕ
−1(ci) = pξi − lim{(hi ◦ ji)(n) : n ∈ ω}.
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Se hξi é do tipo 5, então

φ(H,J)(yξi , 0) = pξi − lim{φ(H,J)(hξi(n)) : n ∈ ω}

para todo (H,J) ∈ \(Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1){(0, 0)} e, portanto,

Φ(yξi , 0) = pξi − lim{Φ(hξi(n)) : n ∈ ω}.

Logo,

ϕ−1(yξi , 0)− ϕ−1(ci) = pξi − lim{(hi ◦ ji)(n) : n ∈ ω}.

Assim, {h(n) ∈ G : n ∈ ω} tem dois pontos de acumulação distintos.

5.5 Caracterização algébrica dos grupos abelianos de não torção

que têm cardinalidade c e que admitem uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta

Proposição 5.5.1. Se G é um grupo topológico pseudocompacto infinito, então |G| ≥ c.

Demonstração. Ver teorema 9.11.2 de [1].

Proposição 5.5.2. Seja G um grupo abeliano de não torção. Se G admite uma topologia de

grupo pseudocompacta, então |G/T (G)| ≥ c.

Demonstração. Ver teorema 9.11.5 de [1].

Como todo espaço topológico enumeravelmente compacto é, em particular, pseudocompacto,

obtemos os seguintes corolários:

Corolário 5.5.3. Seja G um grupo abeliano de não torção tal que |G| = c. Se G admite uma

topologia de grupo enumeravelmente compacta então, para cada número natural n > 1 e para

cada divisor d de n, o conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade c.

Demonstração. Seja τ uma topologia enumeravelmente compacta em G que o torna um grupo

topológico. A aplicação ϕn : G → G dada por ϕn(x) = nx para cada x ∈ G, é cont́ınua.

Logo, G[n] = ϕ−1
n ({0G}) é um subgrupo fechado de G e, portanto, enumeravelmente compacto.

Como ϕd é um homomorfismo de grupos cont́ınuo, temos que dG[n] = ϕd[G[n]] é um subgrupo
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enumeravelmente compacto de G[n]. Da proposição 5.5.1 segue que dG[n] é finito ou tem

cardinalidade c.

Corolário 5.5.4. Seja G um grupo abeliano de não torção tal que |G| = c. Se G admite uma

topologia de grupo enumeravelmente compacta, então |G/T (G)| = c.

Demonstração. Decorre imediatamente da proposição 5.5.2.

Teorema 5.5.5. Seja G um grupo abeliano de não torção tal que |G| = c. As seguintes condições

são equivalentes:

(i) G admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta;

(ii) G admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem seqüências não triviais

convergentes;

(iii) |G/T (G)| = c e para quaisquer n, d ∈ N \ {0} com d | n, o conjunto dG[n] é finito ou tem

cardinalidade c.

Demonstração. Claramente, (ii) implica (i). Dos corolários 5.5.3 e 5.5.4 decorre que (i) implica

(iii). Por fim, do teorema 5.4.2 segue que (iii) implica (ii).11

5.6 Aumentando o peso do grupo

Teorema 5.6.1. Seja G um grupo abeliano de não torção tal que |G| = c, |G/T (G)| = c e, para

quaisquer n, d ∈ N \ {0} com d | n, o conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade c. Existe uma

topologia em G que o torna um grupo topológico enumeravelmente compacto sem seqüências não

triviais convergentes com peso 2c.

Demonstração. Seja {zξ : ξ ∈ P1 \ L1} um subconjunto denso de T[c,2c[. Denotemos por S o

subgrupo de (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) gerado por {(0, χξ) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) : ξ ∈ P1 \ L1}
e consideremos ρ : S → T[c,2c[ o homomorfismo de grupos dado por ρ(0, χξ) = zξ, para todo

ξ ∈ P1 \ L1. Como T[c,2c[ é diviśıvel, podemos estender ρ a um homomorfismo de grupos

ρ : (Q/Z)((P0\∪n∈DLn)×ω) ⊕Q((P1\L1)∪ω) → T[c,2c[.

11As implicações (ii) ⇒ (i) e (i) ⇒ (iii) valem em ZFC. Usamos a existência de ultrafiltros seletivos apenas para
mostrar que (iii) ⇒ (ii).
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Seja {αξ : ξ < c} uma indexação estritamente crescente de (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω. Definimos

zα0 = pα0 − lim{ρ(hα0(n)) : n ∈ ω}

e façamos ρ(0, χα0) = zα0 , se α0 ∈ L1 \ ω e ρ(yα0 , 0) = zα0 , se α0 ∈ ∪n∈DLn.

Repetindo indutivamente esta construção, obtemos ρ : (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) → T[c,2c[ um

homomorfismo de grupos tal que ρ(0, χξ) = pξ − lim{ρ(hξ(n)) : n ∈ ω}, se ξ ∈ L1 \ ω e

ρ(yξ, 0) = pξ − lim{ρ(hξ(n)) : n ∈ ω}, se ξ ∈ ∪n∈DLn.

Seja G̃ ⊂ T2c dado por G̃ = {(Φ(ϕ(x)), ρ(ϕ(x))) ∈ Tc × T[c,2c[ : x ∈ G} onde ϕ e Φ foram

definidas nas proposições 5.1.4 e 5.4.1, respectivamente. Temos que G é isomorfo a G̃ e G̃, munido

da topologia de subespaço induzida por T2c é um grupo topológico enumeravelmente compacto

sem seqüências não triviais convergentes com peso 2c.



CAṔITULO 6

Sobre o número de topologias de grupo enumeravelmente compactas que um

grupo abeliano de não torção e cardinalidade c admite

Neste caṕıtulo, assumiremos a existência de 2c ultrafiltros seletivos para mostrar que se um

grupo abeliano de não torção e cardinalidade c admite uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta, então o mesmo admite 2c topologias enumeravelmente compactas (duas a duas não

homeomorfas) que o tornam um grupo topológico.

Começaremos definindo o invariante topológico F e, após uma breve recordação da notação

adotada no caṕıtulo 5, mostraremos que se G é um grupo abeliano de não torção e cardinalidade c

que admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta, então dados κ < 2c um cardinal

e {(Xα, τα) : α < κ} uma famı́lia de espaços topológicos, é posśıvel munir G de uma topologia

τ que o torna um grupo topológico enumeravelmente compacto com F(G, τ) 6= F(Xα, τα) para

todo α < κ.

6.1 O invariante topológico F

Recordamos que se (X, τ) é um espaço topológico e x ∈ X, então τx denota o conjunto de

todas as vizinhanças abertas de x em X.

Definição 6.1.1. Se X é um espaço topológico e x ∈ X é um ponto de acumulação de

109
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{xn : n ∈ ω} ⊂ X, definimos

F(X, {xn : n ∈ ω}, x) = {A ⊂ ω : ∃U ∈ τx tal que {n ∈ ω : xn ∈ U} ⊂ A}.

Proposição 6.1.2. Se X é um espaço topológico e x ∈ X é um ponto de acumulação de

{xn : n ∈ ω} ⊂ X, então F(X, {xn : n ∈ ω}, x) é um filtro sobre ω.

Demonstração. Como x é ponto de acumulação de {xn : n ∈ ω}, para cada U ∈ τx existe

n ∈ ω tal que xn ∈ U . Logo, ∅ 6∈ F(X, {xn : n ∈ ω}, x) e ω ∈ F(X, {xn : n ∈ ω}, x). Se

A,B ∈ F(X, {xn : n ∈ ω}, x), então existem U, V ∈ τx tais que {n ∈ ω : xn ∈ U} ⊂ A e

{n ∈ ω : xn ∈ V } ⊂ B. Como U ∩ V ∈ τx e {n ∈ ω : xn ∈ U ∩ V } ⊂ A ∩ B, temos que

A ∩ B ∈ F(X, {xn : n ∈ ω}, x). Por fim, se A ∈ F(X, {xn : n ∈ ω}, x) e B ⊂ ω são tais que

A ⊂ B, então existe U ∈ τx tal que {n ∈ ω : xn ∈ U} ⊂ A ⊂ B. Logo, B ∈ F(X, {xn : n ∈ ω}, x).

Portanto, F(X, {xn : n ∈ ω}, x) é um filtro sobre ω.

Denotaremos por F(X) a famı́lia de todos os filtros F(X, {xn : n ∈ ω}, x), onde X é um

espaço topológico fixado e x ∈ X é um ponto de acumulação de {xn : n ∈ ω} ⊂ X. Observamos

que se |X| = c, então |F(X)| ≤ c.1

Lema 6.1.3. Sejam X e Y espaços topológicos e h : X → Y um homeomorfismo. Se x ∈ X é

um ponto de acumulação de {xn : n ∈ ω} ⊂ X, então h(x) ∈ Y é um ponto de acumulação de

{h(xn) : n ∈ ω} ⊂ Y e F(X, {xn : n ∈ ω}, x) = F(Y, {h(xn) : n ∈ ω}, h(x)).

Demonstração. Seja U uma vizinhança aberta de h(x) em Y . Como h é cont́ınua, temos que

h−1(U) é uma vizinhança aberta de x em X. Do fato de x ser ponto de acumulação de

{xn : n ∈ ω} decorre que ({xn : n ∈ ω} \ {x}) ∩ h−1(U) 6= ∅. Logo, existe n ∈ ω tal que

xn ∈ h−1(U) \ {x} e, portanto, h(xn) ∈ U \ {h(x)} uma vez que h é injetora. Com isso,

conclúımos que ({h(xn) : n ∈ ω} \ {h(x)}) ∩ U 6= ∅. Logo, h(x) é um ponto de acumulação de

{h(xn) : n ∈ ω}.
Se A ∈ F(X, {xn : n ∈ ω}, x), então existe U uma vizinhança aberta de x em X tal que

{n ∈ ω : xn ∈ U} ⊂ A. Como h é um homeomorfismo, temos que h(U) é uma vizinhança

aberta de h(x) em Y e {n ∈ ω : h(xn) ∈ h(U)} = {n ∈ ω : xn ∈ U} ⊂ A. Portanto,

A ∈ F(Y, {h(xn) : n ∈ ω}, h(x)). Analogamente, mostramos que F(Y, {h(xn) : n ∈ ω}, h(x)) ⊂
F(X, {xn : n ∈ ω}, x).

Corolário 6.1.4. Se X e Y são espaços topológicos homeomorfos, então F(X) = F(Y ).

1Basta notar que |[c]≤ω| = c e que c× c é equipotente a c.
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6.2 Recordando a notação adotada no caṕıtulo 5

Seja G um grupo abeliano de não torção e cardinalidade c que admite uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta.2 Denotaremos por D o conjunto dos números naturais n > 1

tais que G contém uma cópia de Z(c)
n e consideraremos {P0, P1} uma partição de c tal que

|P0| = |P1| = c, ω ∪ {ω} ⊂ P1 e {ω + n : n ≥ 1} ⊂ P0. Tomemos ϕ : G → (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1)

um monomorfismo de grupos tal que

{(0, χξ) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) : ξ ∈ L1} ⊂ ϕ[G]

e

{(yξ, 0) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) : ξ ∈ ∪n∈DLn} ⊂ ϕ[G]

onde L1 ∈ [P1]c é tal que ω ∪ {ω} ⊂ L1 e {Ln : n ∈ D} é uma famı́lia de elementos de [P0]c dois

a dois disjuntos satisfazendo:

• {ω + n : n ∈ N} ∩
⋃
n∈D Ln = ∅;

• o(yξ) = n, para todo ξ ∈ Ln e todo n ∈ D;

• supp yξ ⊂ {ξ} × ω, para todo ξ ∈ ∪n∈DLn.

Se (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1), então

H(ξ, n) =
p(H, (ξ, n))

q(H, (ξ, n))
+ Z

onde p(H, (ξ, n)), q(H, (ξ, n)) ∈ Z, q(H, (ξ, n)) > 0, mdc(p(H, (ξ, n)), q(H, (ξ, n))) = 1 e

0 ≤ p(H, (ξ, n)) ≤ q(H, (ξ, n))− 1, para cada (ξ, n) ∈ suppH. Além disso,

J(µ) =
p(J, µ)

q(J, µ)

onde p(J, µ), q(J, µ) ∈ Z, q(J, µ) > 0 e mdc(p(J, µ), q(J, µ)) = 1, para cada µ ∈ supp J .

Sejam

|q(H)| = max{q(H, (ξ, n)) : (ξ, n) ∈ suppH},

2De acordo com os corolários 5.5.3 e 5.5.4, para cada número natural n > 1 e para cada divisor d de n, o
conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade c e |G/T (G)| = c.
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|q(J)| = max{q(J, µ) : µ ∈ supp J},

e

|p(J)| = max{|p(J, µ)| : µ ∈ supp J}.

Denotaremos por H o conjunto de todas as funções

h : ω → ϕ[G] ⊂ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1)

n 7→ (g(n), f(n))

que satisfazem uma das seguintes condições:

(1) supp f(n) \ ∪m<n supp f(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω;

(2) |q(f(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(3) {|q(f(n))| : n ∈ ω} é limitado e |p(f(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(4) |q(g(n))| > n, para todo n ∈ ω;

(5) (a) supp g(n) \ ∪m<n supp g(m) 6= ∅, para todo n ∈ ω;

(b) Existe k ∈ D tal que o(g(n)) = k, para todo n ∈ ω;

(c) f(n) = 0, para todo n ∈ ω;

(d) {g(n) : n ∈ ω} é um subconjunto k-round de ϕ[G].

Sabemos que se h : ω → ϕ[G] ⊂ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1), então existem j : ω → ω estritamente

crescente e c ∈ ϕ[G] tais que a seqüência n 7→ (h ◦ j)(n) + c é constante ou é de um dos tipos

acima mencionados. Consideremos {hξ : ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω} uma indexação de H tal que:

• hω(n) = (0, χn), para todo n ∈ ω;

• Se ξ ∈ L1, então hξ é do tipo 1, 2, 3 ou 4;

• Se existe k ∈ D tal que ξ ∈ Lk, então hξ é do tipo 5 e o(hξ(n)) = k, para todo n ∈ ω;

• ∪n∈ω supphξ(n) ⊂ (ξ × ω) ∪ ξ, para todo ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω.

Sabemos também que se {pξ : ξ ∈ (L1 ∪
⋃
n∈D Ln) \ ω} é uma famı́lia de ultrafiltros

seletivos dois a dois incomparáveis segundo a ordem de Rudin-Keisler, então para cada (H,J) ∈
(Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) \ {(0, 0)}, existe φ(H,J) : (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) → T um homomorfismo de

grupos tal que:
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• φ(H,J)(H,J) 6= 0 + Z;

• φ(H,J)(0, χξ) = pξ − lim{φ(H,J)(hξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ L1 \ ω.

• φ(H,J)(yξ, 0) = pξ − lim{φ(H,J)(hξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ ∪n∈DLn \ ω.

Em particular, temos que φ(H,J)(0, χω) = pω − lim{φ(H,J)(0, χn) : n ∈ ω}.

6.3 A construção de uma nova topologia

Fixemos κ < 2c um cardinal e consideremos {(Xα, τα) : α < κ} uma famı́lia de espaços

topológicos tal que |Xα| = c, para todo α < κ. Mostraremos que é posśıvel munir G de

uma topologia que o torna um grupo topológico enumeravelmente compacto não homeomorfo

a (Xα, τα), para todo α < κ. Como estamos assumindo a existência de 2c ultrafiltros seletivos,

podemos tomar {pξ : ω ≤ ξ < c} ⊂ ω∗ uma famı́lia de ultrafiltros seletivos dois a dois

incomparáveis (segundo a ordem de Rudin-Keisler) tal que pω 6∈ ∪α<κF(Xα).3

Lema 6.3.1. Seja A ∈ pω. Existe φA : (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) → T um homomorfismo de grupos

tal que:

(i) φA(0, χξ) = pξ − lim{φA(hξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈ L1 \ ω;

(ii) φA(yξ, 0) = pξ − lim{φA(hξ(n)) : n ∈ ω}, para cada ξ ∈
⋃
n∈D Ln \ ω;

(iii) {n ∈ ω : φA(hω(n)) ∈ ΩA} = A, para alguma vizinhança ΩA de φA(0, χω) em T.

Demonstração. Para cada n ∈ ω, seja

φ(0, χn) =

{
0 + Z se n 6∈ A
1
2 + Z se n ∈ A.

Façamos, ainda,

φ(0, χω) = 1
2 + Z.

Temos que φ(0, χω) = pω − lim{φ(hω(n)) : n ∈ ω} e {n ∈ ω : φA(hω(n)) ∈ ΩA} = A,

onde ΩA denota o arco aberto de T centrado em 1
2 + Z com diâmetro 1

4 . Estendamos φ a

um homomorfismo de grupos de {0(Q/Z)(P0×ω)} ⊕ Z(ω+1) em T e usemos o fato de T ser um

3Isto é posśıvel, já que | ∪α<κ F(Xα)| ≤ max{κ, c} < 2c.
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grupo diviśıvel para estender φ a um homomorfismo de grupos φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q(ω+1) :

(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω) ⊕Q(ω+1) → T.

Consideremos {αξ : ξ < c} uma indexação estritamente crescente de c \ (ω + ω).

• Se α0 ∈ P1 \ L1, usamos a divisibilidade de T para estender φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q(ω+1) a

um homomorfismo de grupos

φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q((ω+1)∪{α0}) : (Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω) ⊕Q((ω+1)∪{α0}) → T.

• Se α0 ∈ P0 \ ∪n∈DLn, também usamos a divisibilidade de T para estender

φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q(ω+1) a um homomorfismo de grupos

φ �(Q/Z)([(ω+ω\ω+1)∪{α0}]×ω)⊕Q(ω+1) : (Q/Z)([(ω+ω\ω+1)∪{α0}]×ω) ⊕Q(ω+1) → T.

• Se α0 ∈ L1, definimos

φ̃A(0, χα0) = pα0 − lim{φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q(ω+1) (hα0(n)) : n ∈ ω}

e façamos

φ̃A(H,J) = φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q(ω+1) (H,J)

para todo (H,J) ∈ (Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω) ⊕Q(ω+1).

Seja G0 o subgrupo de Q((ω+1)∪{α0}) gerado por Q(ω+1) ∪ {χα0}. Estendamos φ̃A a um

homomorfismo de grupos de (Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕G0 em T e usemos a divisibilidade de T
para estender φ̃A a um homomorfismo de grupos

φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q((ω+1)∪{α0}) : (Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω) ⊕Q((ω+1)∪{α0}) → T.

• Se α0 ∈ ∪n∈DLn, definimos

φ̃A(yα0 , 0) = pα0 − lim{φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q(ω+1) (hα0(n)) : n ∈ ω}

e façamos

φ̃A(H,J) = φA �(Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω)⊕Q(ω+1) (H,J)

para todo (H,J) ∈ (Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω) ⊕Q(ω+1).
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Seja G0 o subgrupo de (Q/Z)([(ω+ω\ω+1)∪{α0}]×ω) gerado por (Q/Z)((ω+ω\ω+1)×ω) ∪ {yα0}.
Estendamos φ̃A a um homomorfismo de grupos de G0 ⊕ Q(ω+1) em T e usemos a

divisibilidade de T para estender φ̃A a um homomorfismo de grupos

φA �(Q/Z)([(ω+ω\ω+1)∪{α0}]×ω)⊕Q(ω+1) : (Q/Z)([(ω+ω\ω+1)∪{α0}]×ω) ⊕Q(ω+1) → T.

Repetindo indutivamente esta construção, obteremos φA : (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) → T um

homomorfismo de grupos satisfazendo (i) e (ii).

Temos que

Φ : (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) → T(Q/Z)(P0×ω)⊕Q(P1)\{(0,0)}

(H̃, J̃) 7→ Φ(H̃, J̃)

dada por

Φ(H̃, J̃)(H,J) = φ(H,J)(H̃, J̃), para cada (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) \ {(0, 0)}

é um monomorfismo de grupos. Além disso,

Φ̂ : (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) → Tpω

(H̃, J̃) 7→ Φ̂(H̃, J̃)

dada por

Φ̂(H̃, J̃)(A) = φA(H̃, J̃), para cada A ∈ pω

é um homomorfismo de grupos. Logo,

Ψ : (Q/Z)(P0×ω) ⊕Q(P1) → T(Q/Z)(P0×ω)⊕Q(P1)\{(0,0)} ⊕ Tpω

(H̃, J̃) 7→ (Φ(H̃, J̃), Φ̂(H̃, J̃))

é um monomorfismo de grupos.

Temos que

τ = {ϕ−1 ◦Ψ−1(U ∩Ψ[ϕ[G]]) : U é aberto em T(Q/Z)(P0×ω)⊕Q(P1)\{(0,0)} ⊕ Tpω}

é uma topologia em G que o torna um grupo topológico. Além disso, temos que

ϕ−1(0, χξ) = pξ − lim{ϕ−1(hξ(n)) : n ∈ ω}, se ξ ∈ L1 \ ω
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e

ϕ−1(yξ, 0) = pξ − lim{ϕ−1(hξ(n)) : n ∈ ω}, se ξ ∈ ∪n∈DLn \ ω.

Em particular, temos que

F(G, {ϕ−1(0, χn) : n ∈ ω}, ϕ−1(0, χω)) ⊂ pω.

De fato, se A ∈ F(G, {ϕ−1(0, χn) : n ∈ ω}, ϕ−1(0, χω)), então existe U vizinhança aberta

de ϕ−1(0, χω) em G tal que {n ∈ ω : ϕ−1(hω(n)) ∈ U} ⊂ A. Como ϕ−1(0, χω) =

pω − lim{ϕ−1(hω(n)) : n ∈ ω}, temos que {n ∈ ω : ϕ−1(hω(n)) ∈ U} ∈ pω e, portanto, A ∈ pω.

Observamos, ainda, que

pω ⊂ F(G, {ϕ−1(0, χn) : n ∈ ω}, ϕ−1(0, χω)).

Com efeito, sejam A ∈ pω e Ω ⊂ T(Q/Z)(P0×ω)⊕Q(P1)\{(0,0)} ⊕ Tpω tal que proj(H,J)(Ω) = T
para todo (H,J) ∈ (Q/Z)(P0×ω) ⊕ Q(P1) \ {(0, 0)}, projÃ(Ω) = T para todo Ã ∈ pω \ {A} e

projA(Ω) = ΩA. Temos que Ψ(0, χω) ∈ Ω e {n ∈ ω : ϕ−1(hω(n)) ∈ ϕ−1 ◦ Ψ−1(Ω)} = {n ∈ ω :

Ψ(hω(n)) ∈ Ω} = {n ∈ ω : Ψ(hω(n))(A) ∈ projA(Ω)} = {n ∈ ω : φA(hω(n)) ∈ ΩA} = A. Logo,

A ∈ F(G, {ϕ−1(0, χn) : n ∈ ω}, ϕ−1(0, χω)).

Assim, F(G, {ϕ−1(0, χn) : n ∈ ω}, ϕ−1(0, χω)) = pω 6∈ ∪α<κF(Xα), o que implica que o grupo

topológico (G, τ) não é homeomorfo a (Xα, τα), qualquer que seja α < κ. Temos, portanto, o

seguinte resultado.

Teorema 6.3.2. Se G é um grupo abeliano de não torção e cardinalidade c que admite uma

topologia de grupo enumeravelmente compacta, então G admite 2c topologias enumeravelmente

compactas (duas a duas não homeomorfas) que o tornam um grupo topológico.
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Construindo uma topologia de grupo no grupo abeliano livre de cardinalidade

c que torna seu quadrado enumeravelmente compacto

Neste caṕıtulo, assumiremos a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis

(segundo a ordem de Rudin-Keisler) para mostrar que o grupo abeliano livre de cardinalidade c

pode ser munido de uma topologia de grupo que torna seu quadrado enumeravelmente compacto.

Para cada J ∈ Q(c×ω) construiremos um homomorfismo de grupos φJ : Q(c×ω) → T de

modo que o produto diagonal da famı́lia {φJ : J ∈ Q(c×ω) \ {0}} seja injetor e que a imagem

de Z(c×ω) pelo mesmo tenha quadrado enumeravelmente compacto quando munida da topologia

de subespaço induzida por TQ(c×ω)\{0}. A construção de tais homomorfismos continuará sendo

feita em duas etapas: por indução, definiremos φJ em um subgrupo enumerável de Q(c×ω) e, em

seguida, o estenderemos convenientemente a Q(c×ω). Em cada passo da indução, aproximaremos

os valores de φJ por arcos abertos não vazios de T. Para que isto se torne viável, lidaremos com

três famı́lias de seqüências em Q(c×ω) que possuem liberdade suficiente para terem atribúıdo a si

um ponto de acumulação pré-determinado.

As famı́lias do tipo A são compostas por algumas seqüências cujos suportes são dois a dois

disjuntos. O tratamento que daremos a elas é semelhante ao apresentado nos caṕıtulos anteriores

desta tese. São necessárias, contudo, novas idéias para tratar das famı́lias do tipo B e C, uma

vez que estas possuem um par {f0, f1} de seqüências em Q(c×ω) cujos suportes não são disjuntos

e que, portanto, não podem ser tratados independentemente.
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Para cada n ∈ ω, fixaremos (θn,mn) ∈ supp f0(n) ∩ supp f1(n) e consideraremos a seqüência

{an : n ∈ ω} dada por

an =
|f0(n)(θn,mn)|
|f1(n)(θn,mn)|

.

As famı́lias do tipo B estão relacionadas à convergência da seqüência {an : n ∈ ω} para 0

e as famı́lias do tipo C estão relacionadas à convergência de {an : n ∈ ω} para um número

irracional. No primeiro caso, trataremos de f0 e f1 separadamente, enquanto no segundo,

usaremos o teorema de Kronecker para lidar simultaneamente com ambas.

Se a seqüência {an : n ∈ ω} convergir para um número racional não nulo, usaremos a

caracterização das soluções gerais de equações diofantinas lineares em duas variáveis para obter

uma famı́lia do tipo A ou teremos de escrever uma combinação linear de elementos de Z(c×ω)

com coeficientes racionais. É por esta razão que trabalhamos com seqüências em Q(c×ω) em vez

de Z(c×ω).

7.1 Uma escolha adequada de seqüências

Se J ∈ Q(c×ω), então

J =
∑

(µ,k)∈supp J

J(µ, k) · χ(µ,k)

onde χ(µ,k) : c× ω → Q é tal que

χ(µ,k)(ξ, n) =

{
1 se (ξ, n) = (µ, k)

0 se (ξ, n) 6= (µ, k).

Se (µ, k) ∈ supp J , podemos escrever

J(µ, k) =
p(J, (µ, k))

q(J, (µ, k))

onde p(J, (µ, k)), q(J, (µ, k)) ∈ Z, q(J, (µ, k)) > 0 e mdc(p(J, (µ, k)), q(J, (µ, k))) = 1. Seja

b(J) = mmc{q(J, (µ, k)) : (µ, k) ∈ supp J}
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e, para cada (µ, k) ∈ supp J , seja

a(J, (µ, k)) = p(J, (µ, k)) · b(J)

q(J, (µ, k))
.

Seja, ainda,

|a(J)| = max{|a(J, (µ, k))| : (µ, k) ∈ supp J}.

Por fim, se X ⊂ c× ω, então

π1[X] = {ξ < c : ∃n ∈ ω tal que (ξ, n) ∈ X}

e

π2[X] = {n ∈ ω : ∃ξ < c tal que (ξ, n) ∈ X}.

Definição 7.1.1. Seja f : ω → Z(c×ω). Dizemos que f é do tipo 1 se supp f(n) \
∪m<n supp f(m) 6= ∅ para cada n ∈ ω. Dizemos que f é do tipo 2 se |f(n)| > n para cada

n ∈ ω, onde |f(n)| = max{|f(n)(µ, k)| : (µ, k) ∈ supp f(n)}.

A proposição abaixo encontra-se em [30]. Como sua demonstração é curta, optamos por

reproduzi-la aqui.

Proposição 7.1.2. [30] Se f : ω → Z(c×ω), então existe j : ω → ω estritamente crescente tal

que f ◦ j é constante ou é de um dos tipos acima mencionados.

Demonstração. Há três casos a serem considerados.

Caso 1: ∪n∈ω supp f(n) é infinito.

Seja n0 = 0. Fixemos k ∈ ω e suponhamos definidos n0, n1, ..., nk. Uma vez que

∪n∈ω supp f(n) é infinito, existe um número natural nk+1 > nk tal que supp f(nk+1) \
∪l<k+1 supp f(nl) 6= ∅. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que f ◦ j é do tipo 1.

Caso 2: ∪n∈ω supp f(n) é finito e {|f(n)| : n ∈ ω} é ilimitado.

Por indução, tomemos {nk : k ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente de números
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naturais tal que |f(nk)| > k, para todo k ∈ ω. Temos que

j : ω → ω

k 7→ nk

é uma função estritamente crescente tal que f ◦ j é do tipo 2.

Caso 3: ∪n∈ω supp f(n) é finito e {|f(n)| : n ∈ ω} é limitado.

Temos que {f(n) : n ∈ ω} é um conjunto finito e, portanto, f possui uma subseqüência

constante.

Definição 7.1.3. Seja F = {f0, ..., fk} uma famı́lia finita de seqüências em Q(c×ω). Dizemos

que F é do tipo A se:

• fi(n) ∈ Z(c×ω) para todo n ∈ ω e todo i ∈ {0, ..., k};

• fi é do tipo 1 ou 2, para todo i ∈ {0, ..., k};

• supp fi(n) ∩ supp fj(n) = ∅ para todo n ∈ ω e para quaisquer i, j ∈ {0, ..., k} com i 6= j.

Se F é do tipo A, façamos d(F ) = 1. Dizemos que F é do tipo B se:

• fi(n) ∈ Z(c×ω) para todo n ∈ ω e todo i ∈ {2, ..., k};

• fi é do tipo 1 ou 2, para todo i ∈ {2, ..., k};

• f0(n) = 1
d(F ) · f̃0(n) e f1(n) = 1

d(F ) · f̃1(n) para cada n ∈ ω, onde f̃0 : ω → Z(c×ω) é do tipo

1 ou 2, f̃1 : ω → Z(c×ω) é do tipo 1 ou 2 e d(F ) é um inteiro positivo;

• supp f0(n) ⊂ supp f1(n), para todo n ∈ ω;

• supp fi(n) ∩ supp fj(n) = ∅ para todo n ∈ ω e para quaisquer i, j ∈ {2, ..., k} com i 6= j;

• supp fi(n) ∩ supp fj(n) = ∅ para todo n ∈ ω, para todo i ∈ {0, 1} e todo j ∈ {2, ..., k};

• Para cada n ∈ ω, existe (θn,mn) ∈ supp f0(n) tal que a seqüência{
f0(n)(θn,mn)

f1(n)(θn,mn)
: n ∈ ω

}
é estritamente monótona e converge para 0.
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Dizemos que F é do tipo C se:

• fi(n) ∈ Z(c×ω) para todo n ∈ ω e todo i ∈ {0, ..., k};

• fi é do tipo 1 ou 2, para todo i ∈ {0, ..., k};

• supp f0(n) = supp f1(n), para todo n ∈ ω;

• supp fi(n) ∩ supp fj(n) = ∅ para todo n ∈ ω e para quaisquer i, j ∈ {2, ..., k} com i 6= j;

• supp fi(n) ∩ supp fj(n) = ∅ para todo n ∈ ω, para todo i ∈ {0, 1} e todo j ∈ {2, ..., k};

• Para cada n ∈ ω, existe (θn,mn) ∈ supp f0(n) tal que a seqüência{
f0(n)(θn,mn)

f1(n)(θn,mn)
: n ∈ ω

}
é estritamente monótona e converge para algum ζ ∈ R \Q.

Se F é do tipo C, façamos d(F ) = 1.

O conjunto F de todas as famı́lias do tipo A, B ou C nos permite recuperar uma subseqüência

de um par qualquer de seqüências em Z(c×ω).

Proposição 7.1.4. Sejam g, h : ω → Z(c×ω). Existem F ∈ F , j : ω → ω estritamente crescente

e g̃, h̃ ∈ Z(c×ω) tais que (g ◦ j)(n) = g̃ +
∑

f∈F aff(n) e (h ◦ j)(n) = h̃+
∑

f∈F bff(n) para todo

n ∈ ω, onde af , bf ∈ Z para todo f ∈ F .

Demonstração. Consideremos g0, g1, h0, h1 : ω → Z(c×ω) dadas por

g0(n) =
∑

(µ,k)∈supp g(n)\supph(n)

g(n)(µ, k) · χ(µ,k),

g1(n) =
∑

(µ,k)∈supp g(n)∩supph(n)

g(n)(µ, k) · χ(µ,k),

h0(n) =
∑

(µ,k)∈supph(n)\supp g(n)

h(n)(µ, k) · χ(µ,k)

e

h1(n) =
∑

(µ,k)∈supph(n)∩supp g(n)

h(n)(µ, k) · χ(µ,k).
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Temos que g(n) = g0(n) + g1(n) e h(n) = h0(n) + h1(n), para todo n ∈ ω.

Da proposição 7.1.2 segue que existe j1 : ω → ω estritamente crescente tal que g0 ◦ j1, g1 ◦ j1,

h0 ◦ j1 e h1 ◦ j1 são do tipo 1, 2, ou constante. Se g1 ◦ j1 ou h1 ◦ g1 for constante, é posśıvel

tomar F ∈ [ωQ(c×ω)]<ω do tipo A e g̃, h̃ ∈ Z(c×ω) tais que (g ◦ j1)(n) = g̃ +
∑

f∈F aff(n) e

(h ◦ j1)(n) = h̃ +
∑

f∈F bff(n) para todo n ∈ ω, onde af , bf ∈ Z para todo f ∈ F . Podemos,

portanto, supor que g1 ◦ j1 e h1 ◦ g1 são do tipo 1 ou 2.

Seja

A =

{
(g1 ◦ j1)(n)(µ, k)

(h1 ◦ j1)(n)(µ, k)
: (µ, k) ∈ supp(g1 ◦ j1)(n) = supp(h1 ◦ j1)(n), n ∈ ω

}
.

Se A é finito — digamos A =
{p0
q0
, ..., pkqk

}
, onde pi, qi ∈ Z \ {0}, qi > 0 e mdc(pi, qi) = 1 para

todo i ∈ {0, ..., k} — consideremos

g1,i(n) =
∑

(µ,k)∈supp(g1◦j1)(n),
(g1◦j1)(n)(µ,k)
(h1◦j1)(n)(µ,k)

=
pi
qi

(g1 ◦ j1)(n)(µ, k) · χ(µ,k)

e

h1,i(n) =
∑

(µ,k)∈supp(h1◦j1)(n),
(g1◦j1)(n)(µ,k)
(h1◦j1)(n)(µ,k)

=
pi
qi

(h1 ◦ j1)(n)(µ, k) · χ(µ,k)

para cada n ∈ ω e cada i ∈ {0, ..., k}. Note que

(g1 ◦ j1)(n) =
k∑
i=0

g1,i(n)

e

(h1 ◦ j1)(n) =

k∑
i=0

h1,i(n).

Se i ∈ {0, ..., k} e n ∈ ω, então supp g1,i(n) = supph1,i(n). Além disso,

g1,i(n)(µ, k)

h1,i(n)(µ, k)
=
pi
qi

para cada (µ, k) ∈ supp g1,i(n) = supph1,i(n). Como mdc(pi, qi) = 1, temos que qi | h1,i(n)(µ, k)
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para todo (µ, k) ∈ supp g1,i(n) = supph1,i(n). Seja fi : ω → Z(c×ω) dada por

fi(n)(µ, k) =
h1,i(n)(µ, k)

qi

para cada (µ, k) ∈ c× ω e cada n ∈ ω. Temos que

(g1 ◦ j1)(n) =
k∑
i=0

pi · fi(n)

e

(h1 ◦ j1)(n) =
k∑
i=0

qi · fi(n).

Tomemos j2 : ω → ω estritamente crescente tal que fi ◦ j2 é do tipo 1, 2 ou constante, para

cada i ∈ {0, ..., k}. Dado i ∈ {0, ..., k}, definimos si = fi ◦ j2. Sejam sk+1 = g0 ◦ j1 ◦ j2 e

sk+2 = h0◦j1◦j2. Consideremos {n0, ..., nl} uma enumeração estritamente crescente do conjunto

I = {i ∈ {0, ..., k} : si não é constante}. Se sk+1 e sk+2 são constantes, façamos F = {sni : 0 ≤
i ≤ l}; se sk+1 é constante e sk+2 não é constante, façamos F = {sni : 0 ≤ i ≤ l} ∪ {sk+2}; se

sk+1 não é constante e sk+2 é constante, façamos F = {sni : 0 ≤ i ≤ l} ∪ {sk+1}; se sk+1 e sk+2

não são constantes, façamos F = {sni : 0 ≤ i ≤ l} ∪ {sk+1} ∪ {sk+2}. Temos que F é do tipo A

e, portanto, pertence a F . Observamos que

(g ◦ j1 ◦ j2)(n) =
∑

i∈{0,...,k}\I

si(0) + sk+1(n) +

l∑
i=0

pni · sni

e

(h ◦ j1 ◦ j2)(n) =
∑

i∈{0,...,k}\I

si(0) + sk+2(n) +

l∑
i=0

qni · sni

para todo n ∈ ω.

Se A é infinito, existem j2 : ω → ω estritamente crescente e {(θn,mn) : n ∈ ω} ⊂ c × ω tais

que g1 ◦j1 ◦j2 e h1 ◦j1 ◦j2 são do tipo 1 ou 2, (θn,mn) ∈ supp(g1 ◦j1 ◦j2)(n)∩supp(h1 ◦j1 ◦j2)(n)

para todo n ∈ ω,
(g1 ◦ j1 ◦ j2)(n)(θn,mn)

(h1 ◦ j1 ◦ j2)(n)(θn,mn)
→ ζ
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para algum ζ ∈ [−∞,+∞], com{
(g1 ◦ j1 ◦ j2)(n)(θn,mn)

(h1 ◦ j1 ◦ j2)(n)(θn,mn)
: n ∈ ω

}
estritamente monótona.

Se ζ = 0, consideremos s0 = g1 ◦ j1 ◦ j2, s1 = h1 ◦ j1 ◦ j2, s2 = g0 ◦ j1 ◦ j2 e s3 = h0 ◦ j1 ◦ j2.

Seja I = {i ∈ {0, 1, 2, 3} : si não é constante}. Observe que 0, 1 ∈ I. Se 2, 3 ∈ I, então

F = {s0, s1, s2, s3} é do tipo B e, portanto, pertence a F . Tomemos j = j1 ◦ j2 e g̃ = h̃ = 0.

Temos que (g ◦ j)(n) = s0(n) + s2(n) e (h ◦ j)(n) = s1(n) + s3(n) para todo n ∈ ω. Se 2 ∈ I
e 3 6∈ I, façamos F = {s0, s1, s2}, j = j1 ◦ j2, g̃ = 0 e h̃ = s3(0). Se 2 6∈ I e 3 ∈ I, façamos

F = {s0, s1, s3}, j = j1 ◦ j2, g̃ = s2(0) e h̃ = 0. Por fim, se 2, 3 6∈ I, façamos F = {s0, s1},
j = j1 ◦ j2, g̃ = s2(0) e h̃ = s3(0).

Se ζ = −∞ ou ζ = +∞, então

(h1 ◦ j1 ◦ j2)(n)(θn,mn)

(g1 ◦ j1 ◦ j2)(n)(θn,mn)
→ 0.

Procedamos, agora, como no caso ζ = 0.

Se ζ ∈ R\Q, consideremos s0 = g1 ◦ j1 ◦ j2, s1 = h1 ◦ j1 ◦ j2, s2 = g0 ◦ j1 ◦ j2 e s3 = h0 ◦ j1 ◦ j2.

Seja I = {i ∈ {0, 1, 2, 3} : si não é constante}. Observe que 0, 1 ∈ I. Se 2, 3 ∈ I, então

F = {s0, s1, s2, s3} é do tipo C e, portanto, pertence a F . Tomemos j = j1 ◦ j2 e g̃ = h̃ = 0.

Temos que (g ◦ j)(n) = s0(n) + s2(n) e (h ◦ j)(n) = s1(n) + s3(n) para todo n ∈ ω. Os outros

casos (2 ∈ I e 3 6∈ I, 2 6∈ I e 3 ∈ I, 2, 3 6∈ I) são tratados de maneira análoga.

Se ζ ∈ Q \ {0}, então ζ = p
q , onde p, q ∈ Z \ {0}, q > 0 e mdc(p, q) = 1. Consideremos

r0(n) =
q · (g1 ◦ j1 ◦ j2)(n)− p · (h1 ◦ j1 ◦ j2)(n)

q

e

r1(n) =
(h1 ◦ j1 ◦ j2)(n)

q

para cada n ∈ ω. Além disso, sejam r2 = g0 ◦ j1 ◦ j2 e r3 = h0 ◦ j1 ◦ j2. Existe j3 : ω → ω

estritamente crescente tal que

n 7→ q · (g1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n)− p · (h1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n)
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é do tipo 1, 2 ou constante. Se tal seqüência for do tipo 1 ou 2, façamos s̃0 = q · (g1 ◦ j1 ◦
j2 ◦ j3) − p · (h1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3), s̃1 = h1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3, s2 = r2 ◦ j3 e s3 = r3 ◦ j3. Seja

I = {i ∈ {2, 3} : si não é constante}. Se 2, 3 ∈ I, então F = {s0, s1, s2, s3} é do tipo B,

onde s0(n) = 1
q · s̃0(n) e s1(n) = 1

q · s̃1(n) para todo n ∈ ω. Tomemos j = j1 ◦ j2 ◦ j3, g̃ = 0 e

h̃ = 0. Temos que (g ◦ j)(n) = s0(n) + p · s1(n) + s2(n) e (h ◦ j)(n) = q · s1(n) + s3(n) para todo

n ∈ ω. Os outros casos (2 ∈ I e 3 6∈ I, 2 6∈ I e 3 ∈ I, 2, 3 6∈ I) são tratados de maneira análoga.

Se a seqüência

n 7→ q · (g1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n)− p · (h1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n)

é constante, existe J ∈ Z(c×ω) tal que

q · (g1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n)(µ, k)− p · (h1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n)(µ, k) = J(µ, k)

para todo (µ, k) ∈ c× ω e todo n ∈ ω.

Fixemos (µ, k) ∈ c × ω. Como mdc(p, q) = 1, a equação diofantina qx − py = J(µ, k) tem

infinitas soluções. Se x = x(µ,k), y = y(µ,k) é uma solução particular da mesma, então todas as

suas soluções são da forma x = x(µ,k) − pt, y = y(µ,k) − qt, para t ∈ Z. Logo, para cada n ∈ ω e

cada (µ, k) ∈ supp(g1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n) = supp(g1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n), existe tn,(µ,k) ∈ Z tal que

(g1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n)(µ, k) = x(µ,k) − ptn,(µ,k)

e

(h1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n)(µ, k) = y(µ,k) − qtn,(µ,k).

Observe que se (µ, k) 6∈ supp J , podemos tomar x(µ,k) = 0, y(µ,k) = 0. Destacamos, ainda,

que se p, q > 0, então é posśıvel tomar x(µ,k), y(µ,k) ≥ 0.1 Portanto, para cada n ∈ ω, temos que

(g1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n) =
∑

(µ,k)∈supp J

x(µ,k) · χ(µ,k) + p ·
∑

(µ,k)∈supp(g1◦j1◦j2◦j3)(n)

−tn,(µ,k) · χ(µ,k)

e

(h1 ◦ j1 ◦ j2 ◦ j3)(n) =
∑

(µ,k)∈supp J

y(µ,k) · χ(µ,k) + q ·
∑

(µ,k)∈supp(h1◦j1◦j2◦j3)(n)

−tn,(µ,k) · χ(µ,k).

1Isto será importante na construção de um semigrupo de Wallace cujo quadrado é enumeravelmente compacto.
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Além disso,

n 7→
∑

(µ,k)∈supp J

x(µ,k) · χ(µ,k)

e

n 7→
∑

(µ,k)∈supp J

y(µ,k) · χ(µ,k)

são constantes.

Tomemos j4 : ω → ω estritamente crescente tal que a seqüência s0 : ω → Z(c×ω) dada por

s0(n) =
∑

(µ,k)∈supp(g1◦j1◦j2◦j3◦j4)(n)

−tn,(µ,k) · χ(µ,k)

seja do tipo 1 ou 2 e definamos j = j1 ◦ j2 ◦ j3 ◦ j4, g̃ =
∑

(µ,k)∈supp J x(µ,k) · χ(µ,k),

h̃ =
∑

(µ,k)∈supp J y(µ,k) · χ(µ,k), s1 = g0 ◦ j e s2 = h0 ◦ j. Consideremos I = {i ∈ {1, 2} :

si não é constante}. Se 1, 2 ∈ I, então F = {s0, s1, s2} é do tipo A e, portanto, pertence a F .

Além disso, (g ◦ j)(n) = g̃+ p · s0(n) + s1(n) e (h ◦ j)(n) = h̃+ q · s0(n) + s2(n) para todo n ∈ ω.

Os outros casos (1 ∈ I e 2 6∈ I, 1 6∈ I e 2 ∈ I, 1, 2 6∈ I) são tratados de maneira análoga.

Proposição 7.1.5. Existe {Fξ : 0 < ξ < c} uma indexação de F tal que ∪n∈ω supp f(n) ⊂ ξ×ω,

para toda f ∈ Fξ e todo ξ ∈]0, c[.

Demonstração. Observamos, primeiramente, que |F| = cω = c. Portanto, podemos considerar

{F̃ξ : 0 < ξ < c} uma indexação de F tal que, para cada F ∈ F , o conjunto

AF = {ξ ∈]0, c[: F = F̃ξ}

tenha cardinalidade c.

Fixemos F ∈ F . Como ∪f∈F ∪n∈ω supp f(n) ⊂ c×ω, cf(c) > ω e |∪f∈F ∪n∈ω supp f(n)| ≤ ω,

existe α < c tal que ∪f∈F ∪n∈ω supp f(n) ⊂ α × ω. Seja ξ ∈ AF . Se ξ < α, façamos Fξ = {f},
onde f(n) = (n+ 1) ·χ(0,0). Temos que f é do tipo 2 e, portanto, Fξ é do tipo A. Em particular,

Fξ ∈ F . Se ξ ≥ α, façamos Fξ = F̃ξ.

Vê-se facilmente que {Fξ : 0 < ξ < c} é uma indexação de F tal que ∪n∈ω supp f(n) ⊂ ξ×ω,

para toda f ∈ Fξ e todo ξ ∈]0, c[.

Se ξ ∈]0, c[, denotaremos por n(Fξ) a cardinalidade de Fξ e escreveremos Fξ =
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{fξ,0, ..., fξ,n(Fξ)−1}. Se Fξ é do tipo C, o limite da seqüência{
fξ,0(n)(θn,mn)

fξ,1(n)(θn,mn)
: n ∈ ω

}
será denotado por ζξ.

Seja ζ ∈ R\Q. Do teorema de Kronecker segue que {(x+Z, ζx+Z) : x ∈ R} é um subconjunto

denso do toro T2. Portanto, para cada ε > 0, existe lζ(ε) > 0 de modo que {(x+Z, ζx+Z) : x ∈ I}
é ε-denso no toro T2, para todo I intervalo aberto de R de comprimento maior ou igual a lζ(ε).

Podemos supor que se ε1 ≤ ε2, então lζ(ε1) ≥ lζ(ε2).

7.2 Construindo homomorfismos de grupos

Sejam {pξ : 0 < ξ < c} uma famı́lia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis e

{Fξ : 0 < ξ < c} uma indexação de F tal que ∪n∈ω supp fξ,j(n) ⊂ ξ × ω para todo j < n(Fξ) e

todo ξ ∈]0, c[.

Proposição 7.2.1. Seja J ∈ Q(c×ω) \ {0}. Existe E ∈ [c]ω de modo que supp J ⊂ E × ω e tal

que se ξ ∈ E \ {0}, então ∪n∈ω supp fξ,j(n) ⊂ E × ω, para todo j < n(Fξ).

Demonstração. Façamos E(0) = ω. Se ξ ∈]0, c[, definimos indutivamente

E(ξ) = {ξ} ∪
⋃
µ∈Xξ E(µ)

onde

Xξ = π1[∪j<n(Fξ) ∪n∈ω supp fξ,j(n)].

Seja

E = ∪ζ∈π1[supp J ]E(ζ).

Temos que supp J ⊂ E × ω, uma vez que ζ ∈ E(ζ) ⊂ E, qualquer que seja ζ ∈ π1[supp J ]. Além

disso, um argumento indutivo garante que E(ξ) ∈ [c]ω, para todo ξ < c e, portanto, E ∈ [c]ω.

Por fim, se ξ ∈ E \ {0}, então existe ζ ∈ π1[supp J ] tal que ξ ∈ E(ζ). Um outro argumento

indutivo garante que se α ∈ E(β), então E(α) ⊂ E(β), quaisquer que sejam α, β < c. Logo,

π1[∪n∈ω supp fξ,j(n)] ⊂ E(ξ) ⊂ E(ζ) ⊂ E, para todo j < n(Fξ).

Lema 7.2.2. Sejam J ∈ Q(c×ω) \ {0} e E ∈ [c]ω de modo que supp J ⊂ E × ω e tal que se

ξ ∈ E \ {0}, então ∪n∈ω supp fξ,j(n) ⊂ E × ω, para todo j < n(Fξ). Existe {Ek : k ∈ ω} uma
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famı́lia de subconjuntos finitos de E, {ek : k ∈ ω} e {bk : k ∈ ω} seqüências estritamente

crescentes de números naturais, {rk : k ∈ ω} uma seqüência de números reais positivos e

i : ω → E \ {0} tais que:

(i) supp J ⊂ E0 × e0;

(ii) E × ω = ∪k∈ω(Ek × ek);

(iii) i(k) ∈ Ek, para todo k ∈ ω;

(iv) ek > n(Fi(k)), para todo k ∈ ω;

(v) (Ek+1 × ek+1) ⊃ (Ek × ek) ∪
⋃
{supp fi(m),j(bm) : j < n(Fi(m)),m ≤ k}, para todo k ∈ ω;

(vi) {bk : k ∈ i−1({ξ})} ∈ pξ, para todo ξ ∈ E \ {0};

(vii) Se Fi(k) é do tipo A, então:

• supp fi(k),j(bk) \ (Ek × ek) 6= ∅, se fi(k),j é do tipo 1 e j < n(Fi(k));

• |a(fi(k),j(bk))| · rk > 4 · d(Fi(k)), se fi(k),j é do tipo 2 e j < n(Fi(k));

(viii) Se Fi(k) é do tipo B, então:

• supp fi(k),j(bk) \ (Ek × ek) 6= ∅, se f̃i(k),j é do tipo 1 e j < 2;

• |a(fi(k),j(bk))| · rk > 4 · d(Fi(k)), se f̃i(k),j é do tipo 2 e j < 2;

• supp fi(k),j(bk) \ (Ek × ek) 6= ∅, se fi(k),j é do tipo 1 e 2 ≤ j < n(Fi(k));

• |a(fi(k),j(bk))| · rk > 4 · d(Fi(k)), se fi(k),j é do tipo 2 e 2 ≤ j < n(Fi(k));

• |a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))| · rk > 4 · |a(fi(k),0(bk), (θbk ,mbk))| · d(Fi(k));

(ix) Se Fi(k) é do tipo C, então:

• supp fi(k),j(bk) \ (Ek × ek) 6= ∅, se fi(k),j é do tipo 1 e 2 ≤ j < n(Fi(k));

• |a(fi(k),j(bk))| · rk > 4 · d(Fi(k)), se fi(k),j é do tipo 2 e 2 ≤ j < n(Fi(k));

• |a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))| · rk > 4 · lζi(k)(
rk
8 );

•
∣∣∣∣a(fi(k),0(bk), (θbk ,mbk))

a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))
· lζi(k)

(
rk
8

)
− ζi(k) · lζi(k)

(
rk
8

)∣∣∣∣ < rk
8

;
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(x) r0 =
1

4 ·
∑

(ξ,n)∈supp J |a(J, (ξ, n))|
;

(xi) rk+1 =
rk

2 ·
∑

j<n(Fi(k))

∑
(ξ,n)∈supp fi(k),j(bk) |a(fi(k),j(bk), (ξ, n))|

.

Demonstração. Consideremos {an : n ∈ ω} uma enumeração de E × ω. Seja

G0 = π1[supp J ∪ {a0}]

e tomemos g0 ∈ ω tal que g0 > maxπ2[supp J ∪ {a0}]. Para cada n ∈ ω, definimos

Gn+1 = π1[{an+1} ∪
⋃
{supp fξ,j(m) : m ≤ n, ξ ∈ Gn \ {0}, j < n(Fξ)}] ∪Gn

e tomemos gn+1 ∈ ω tal que gn+1 > gn,

gn+1 > max{n(Fξ) : ξ ∈ Gn+1 \ {0}}

e

gn+1 > maxπ2[{an+1} ∪
⋃
{supp fξ,j(m) : m ≤ n, ξ ∈ Gn \ {0}, j < n(Fξ)}].

Temos que {Gn : n ∈ ω} é uma famı́lia de subconjuntos finitos de E e {gn : n ∈ ω} é uma

seqüência estritamente crescente de números naturais tais que:

(1) supp J ⊂ G0 × g0;

(2) E × ω = ∪n∈ωGn × gn;

(3) (Gn+1 × gn+1) ⊃ (Gn × gn) ∪
⋃
{supp fξ,j(m) : m ≤ n, ξ ∈ Gn \ {0}, j < n(Fξ)}.

Fixemos ξ ∈ E \ {0} e n ∈ ω. Suponhamos, primeiramente, que Fξ seja do tipo A. Se

j < n(Fξ) e fξ,j é do tipo 1, definimos

Aξ,jn = {k ∈ ω : supp fξ,j(k) \ (Gn × gn) 6= ∅}.

Se j < n(Fξ) e fξ,j é do tipo 2, definimos

Aξ,jn = {k ∈ ω : |a(fξ,j(k))| > 2n+4 · d(Fξ) ·Xn−1}
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onde

Xp =
∑

(µ,k)∈supp J

|a(J, (µ, k))| ·
∏
l≤p

ζ∈Gp\{0}

( ∑
j<n(Fζ)

∑
(µ,k)∈supp fζ,j(l)

|a(fζ,j(l), (µ, k))|
)

para cada p ∈ ω e

X−1 =
∑

(µ,k)∈supp J

|a(J, (µ, k))|.

Por fim, definimos

Aξn = ∩j<n(Fξ)A
ξ,j
n .

Suponhamos, agora, que Fξ seja do tipo B. Se j < 2 e f̃ξ,j é do tipo 1, definimos

Aξ,jn = {k ∈ ω : supp fξ,j(k) \ (Gn × gn) 6= ∅}.

Se j < 2 e f̃ξ,j é do tipo 2, definimos

Aξ,jn = {k ∈ ω : |a(fξ,j(k))| > 2n+4 · d(Fξ) ·Xn−1}.

Se 2 ≤ j < n(Fξ) e fξ,j é do tipo 1, definimos

Aξ,jn = {k ∈ ω : supp fξ,j(k) \ (Gn × gn) 6= ∅}.

Se 2 ≤ j < n(Fξ) e fξ,j é do tipo 2, definimos

Aξ,jn = {k ∈ ω : |a(fξ,j(k))| > 2n+4 · d(Fξ) ·Xn−1}.

Seja, também,

Bξ
n = {k ∈ ω : |a(fξ,1(k), (θk,mk))| > 2n+4 · d(Fξ) · |a(fξ,0(k), (θk,mk))| ·Xn−1}.

Definimos

Aξn =
⋂

j<n(Fξ)

Aξ,jn ∩Bξ
n.
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Finalmente, suponhamos que Fξ seja do tipo C. Se 2 ≤ j < n(Fξ) e fξ,j é do tipo 1, definimos

Aξ,jn = {k ∈ ω : supp fξ,j(k) \ (Gn × gn) 6= ∅}.

Se 2 ≤ j < n(Fξ) e fξ,j é do tipo 2, definimos

Aξ,jn = {k ∈ ω : |a(fξ,j(k))| > 2n+4 · d(Fξ) ·Xn−1}.

Façamos

Aξ,1n = {k ∈ ω : |a(fξ,1(k), (θk,mk))| > 2n+4 · ln,ξ ·Xn−1}

e

Cnξ =

{
k ∈ ω :

∣∣∣∣a(fξ,0(k), (θk,mk))

a(fξ,1(k), (θk,mk))
· ln,ξ − ζξ · ln,ξ

∣∣∣∣ · 2n+5 ·Xn−1 < 1

}
onde

ln,ξ = lζξ

(
1

2n+5 ·Xn−1

)
.

Definimos

Aξn =
⋂

1≤j<n(Fξ)

Aξ,jn ∩ Cξn.

Observamos que Aξn é um subconjunto cofinito de ω, quaisquer que sejam n ∈ ω e ξ ∈ E\{0}.2

Logo, para cada ξ ∈ E \ {0}, temos que {Aξn : n ∈ ω} ⊂ pξ, uma vez que pξ é um ultrafiltro

livre sobre ω. Da seletividade de pξ decorre que existe uma seqüência {aξn : n ∈ ω} ∈ pξ tal que

aξn ∈ Aξn e n < aξn, para cada n ∈ ω.

Do lema 1.5.4 segue que existe {Iξ : ξ ∈ E \ {0}} uma famı́lia de subconjuntos de ω dois a

dois disjuntos tal que:

(a) {aξn : n ∈ Iξ} ∈ pξ, para cada ξ ∈ E \ {0};

(b) {[n, aξn] : n ∈ Iξ, ξ ∈ E \ {0}} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Para cada ξ ∈ E \ {0}, seja

(c) Nξ = min{n ∈ ω : ξ ∈ Gn}.

2Se Fξ é do tipo B, então Bξn é um subconjunto cofinito de ω já que
fξ,0(k)((θk,mk))

fξ,1(k)((θk,mk))
→ 0. Se Fξ é do tipo C,

então Aξ,1n e Cξn são subconjuntos cofinitos de ω, pois
fξ,0(k)((θk,mk))

fξ,1(k)((θk,mk))
→ ζξ e ζξ ∈ R \Q.



132 Caṕıtulo 7

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

(d) Nξ < n, para todo n ∈ Iξ.

Consideremos {nk : k ∈ ω} uma enumeração estritamente crescente de ∪̇ξ∈E\{0}Iξ. Seja

i : ω → E \ {0}
k 7→ i(k)

onde i(k) é o único elemento de E \ {0} tal que nk ∈ Ii(k).

Para cada k ∈ ω, façamos bk = a
i(k)
nk , Ek = Gnk , ek = gnk e definamos rk segundo os ı́tens (x)

e (xi) do enunciado deste lema. Resta mostrar que as condições (i)-(ix) estão satisfeitas.

(i) Como 0 ≤ n0, temos que E0 × e0 = Gn0 × gn0 ⊃ G0 × g0 ⊃ supp J .

(ii) ∪k∈ω(Ek × ek) = ∪k∈ω(Gnk × gnk) = E × ω.

(iii) Seja k ∈ ω. Temos que nk ∈ Ii(k). De (d) segue que Ni(k) < nk. De (c) e (3) vem que

i(k) ∈ GNi(k) ⊂ Gnk = Ek.

(iv) ek = gnk > max{n(Fξ) : ξ ∈ Gnk \ {0}}. Como i(k) ∈ Gnk \ {0}, temos que ek > n(Fi(k)).

(v) De (3) vem que Ek+1 × ek+1 ⊃ Ek × ek, pois {nk : k ∈ ω} é uma enumeração estritamente

crescente de ∪ξ∈E\{0}Iξ. Resta mostrar que supp fi(m),j(bm) ⊂ Ek+1 × ek+1, para cada

m ≤ k e cada j < n(Fi(m)). De (3) decorre que

Ek+1×ek+1 = Gnk+1
×gnk+1

⊃
⋃
{supp fξ,j(m) : m ≤ nk+1−1, ξ ∈ Gnk+1−1\{0}, j < n(Fξ)}.

Por (iii), i(m) ∈ Em ⊂ Ek = Gnk ⊂ Gnk+1−1, para todo m ≤ k. Além disso, i(m) 6= 0. Por

(b), bm = a
i(m)
nm ≤ nk+1 − 1, para todo m ≤ k. Logo, supp fi(m),j(bm) ⊂ Ek+1 × ek+1, para

todo j < n(Fi(m)).

(vi) Seja ξ ∈ E \ {0}. Temos que {bk : k ∈ i−1({ξ})} = {ai(k)
nk : k ∈ i−1({ξ})} = {aξn : n ∈ Iξ} ∈

pξ, por (a).

(vii) Suponhamos que Fi(k) seja do tipo A. Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Se fi(k),j é do tipo 1 e

j < n(Fi(k)), então

supp fi(k),j(bk) \ (Ek × ek) = supp fi(k),j(bk) \ (Gnk × gnk) 6= ∅.
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Se fi(k),j é do tipo 2 e j < n(Fi(k)), então

|a(fi(k),j(bk))| > 2nk+4 · d(Fi(k)) ·Xnk−1

onde

Xnk−1 =
∑

(θ,m)∈supp J

|a(J, (θ,m))| ·
∏

l≤nk−1
ζ∈Gnk−1\{0}

( ∑
j<n(Fζ)

∑
(θ,m)∈supp fζ,j(l)

|a(fζ,j(l), (θ,m))|
)
.

Observamos que se m < k, então nm ≤ nk−1 e, portanto, i(m) ∈ Em = Gnm ⊂ Gnk−1
⊂

Gnk−1. Note que i(m) 6= 0. Como bm = a
i(m)
nm e [nm, a

i(m)
nm ] ∩ [nk, a

i(k)
nk ] = ∅, temos que

bm < nk e, portanto, bm ≤ nk − 1. Logo,

|a(fi(k),j(bk))| · rk > 4 · d(Fi(k)).

(viii) Suponhamos que Fi(k) seja do tipo B. Os argumentos utilizados em (vii) nos permitem

mostrar que:

• supp fi(k),j(bk) \ (Ek × ek) 6= ∅, se f̃i(k),j é do tipo 1 e j < 2;

• |a(fi(k),j(bk))| · rk > 4 · d(Fi(k)), se f̃i(k),j é do tipo 2 e j < 2;

• supp fi(k),j(bk) \ (Ek × ek) 6= ∅, se fi(k),j é do tipo 1 e 2 ≤ j < n(Fi(k));

• |a(fi(k),j(bk))| · rk > 4 · d(Fi(k)), se fi(k),j é do tipo 2 e 2 ≤ j < n(Fi(k)).

Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de B

i(k)
nk segue que

|a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))| > 2nk+4 · d(Fi(k)) · |a(fi(k),0(bk), (θbk ,mbk))| ·Xnk−1

Observamos que se m < k, então nm ≤ nk−1 e, portanto, i(m) ∈ Em = Gnm ⊂ Gnk−1
⊂

Gnk−1. Note que i(m) 6= 0. Como bm = a
i(m)
nm e [nm, a

i(m)
nm ] ∩ [nk, a

i(k)
nk ] = ∅, temos que

bm < nk e, portanto, bm ≤ nk − 1. Logo,

|a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))| · rk > 4 · |a(fi(k),0(bk), (θbk ,mbk))| · d(Fi(k)).

(ix) Suponhamos que Fi(k) seja do tipo C. Os argumentos utilizados em (vii) nos permitem

mostrar que:
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• supp fi(k),j(bk) \ (Ek × ek) 6= ∅, se fi(k),j é do tipo 1 e 2 ≤ j < n(Fi(k));

• |a(fi(k),j(bk))| · rk > 4 · d(Fi(k)), se fi(k),j é do tipo 2 e 2 ≤ j < n(Fi(k)).

Temos que bk = a
i(k)
nk ∈ A

i(k)
nk . Da definição de A

i(k),1
nk segue que

|a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))| > 2nk+4 · lnk,i(k) ·Xnk−1

onde

lnk,i(k) = lζi(k)

(
1

2nk+5 ·Xnk−1

)
.

Como
1

2nk+5 ·Xnk−1
≤ rk

8

temos que

lζi(k)

(
rk
8

)
≤ lnk,i(k).

Portanto,

|a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))| · rk > 4 · lnk,i(k) ≥ 4 · lζi(k)

(
rk
8

)
.

Da definição de C
i(k)
nk segue que∣∣∣∣a(fi(k),0(bk), (θbk ,mbk))

a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))
· lnk,i(k) − ζi(k) · lnk,i(k)

∣∣∣∣ · 2nk+5 ·Xnk−1 < 1

e, portanto, ∣∣∣∣a(fi(k),0(bk), (θbk ,mbk))

a(fi(k),1(bk), (θbk ,mbk))
· lζi(k)

(
rk
8

)
− ζi(k) · lζi(k)

(
rk
8

)∣∣∣∣ < rk
8
.

Lema 7.2.3. Sejam J ∈ Q(c×ω) \ {0} e E ∈ [c]ω de modo que supp J ⊂ E × ω e tal que se ξ ∈
E \ {0}, então ∪n∈ω supp fξ,j(n) ⊂ E × ω, para todo j < n(Fξ). Existe φJ �Q(E×ω) : Q(E×ω) → T
um homomorfismo de grupos com as seguintes propriedades:

(i) φJ �Q(E×ω) (J) 6= 0 + Z;

(ii) Se ξ ∈ E \{0}, então φJ �Q(E×ω) (χ(ξ,j)) = pξ− lim{φJ �Q(E×ω) (fξ,j(n)) : n ∈ ω}, para cada

j < n(Fξ).
3

3Estamos considerando Q(E×ω) ⊂ Q(c×ω).
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Demonstração. Consideremos {Em : m ∈ ω}, {em : m ∈ ω}, {bm : m ∈ ω}, {rm : m ∈ ω} e

i : ω → E \ {0} de acordo com o lema 7.2.2. A fim de exibirmos um homomorfismo de grupos

φJ �Q(E×ω) satisfazendo as condições (i) e (ii) deste lema, construiremos indutivamente aplicações

auxiliares ψm : E × ω → B e ψ∗m : Em × em → B, para cada m ∈ ω.

Para cada (ξ, n) ∈ E0 × e0, tomemos y(ξ,n) ∈ R tal que

∑
(ξ,n)∈supp J

J(ξ, n) · y(ξ,n) =
1

2

e façamos

x(ξ,n) =
1

d(J)
· y(ξ,n) + Z.

Temos que ∑
(ξ,n)∈supp J

a(J, (ξ, n)) · x(ξ,n) =
1

2
+ Z.

Seja ψ∗0(ξ, n) o arco aberto de T centrado em x(ξ,n) com diâmetro

δ(ψ∗0(ξ, n)) =
r0

d(J)
.

Seja também ψ0(ξ, n) = d(J) · ψ∗0(ξ, n). Claramente, δ(ψ0(ξ, n)) = r0. Uma vez que

1

2
+ Z ∈

∑
(ξ,n)∈supp J

a(J, (ξ, n)) · ψ∗0(ξ, n)

e

δ

( ∑
(ξ,n)∈supp J

a(J, (ξ, n)) · ψ∗0(ξ, n)

)
≤

∑
(ξ,n)∈supp J

|a(J, (ξ, n))| · δ(ψ∗0(ξ, n)) ≤ 1

4

conclúımos que

0 + Z 6∈
∑

(ξ,n)∈supp J

a(J, (ξ, n)) · ψ∗0(ξ, n).

Por fim, se (ξ, n) ∈ (E × ω) \ (E0 × e0), façamos ψ0(ξ, n) = T.

Seja m ∈ ω. Suponhamos definidas ψm : E × ω → B e ψ∗m : Em × em → B. Vamos construir

ψm+1 : E × ω → B e ψ∗m+1 : Em+1 × em+1 → B com as seguintes propriedades:

(1) Se (ξ, n) ∈ (E × ω) \ (Em+1 × em+1), então ψm+1(ξ, n) = T;

(2) Se (ξ, n) ∈ (Em+1 × em+1) \ (Em × em), então ψ∗m+1(ξ, n) é tal que:
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(a) b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n) ⊂ ψm(ξ, n);

(b) δ(ψ∗m+1(ξ, n)) =
rm+1

b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

.

Neste caso, façamos

ψm+1(ξ, n) = b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n).

(3) Se (ξ, n) ∈ Em × em, então ψ∗m+1(ξ, n) é tal que:

(a) d(Fi(m)) · ψ∗m+1(ξ, n) ⊂ ψ∗m(ξ, n);

(b) δ(ψ∗m+1(ξ, n)) =
rm+1

b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

.

Neste caso, façamos

ψm+1(ξ, n) = b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n).

(4) Para cada j < n(Fi(m)),

ψm(i(m), j)∩
( ∑

(ξ,n)∈supp fi(m),j(bm)

a(fi(m),j(bm), (ξ, n)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) ·ψ∗m+1(ξ, n)

)
6= ∅.

Se (ξ, n) ∈ (E × ω) \ (Em+1 × em+1), façamos ψm+1(ξ, n) = T. Se (ξ, n) ∈ [(Em+1 × em+1) \
(Em × em)] \ ∪j<n(Fi(m)) supp fi(m),j(bm), então ψm(ξ, n) = T. Definimos ψ∗m+1(ξ, n) como sendo

um elemento de B com diâmetro

δ(ψ∗m+1(ξ, n)) =
rm+1

b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

e façamos

ψm+1(ξ, n) = b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n).

Se (ξ, n) ∈ (Em × em) \ ∪j<n(Fi(m)) supp fi(m),j(bm), fixemos uma raiz d(Fi(m))-ésima do ponto

médio de ψ∗m(ξ, n). Definimos ψ∗m+1(ξ, n) como sendo o arco aberto de T centrado na raiz em

questão com diâmetro

δ(ψ∗m+1(ξ, n)) =
rm+1

b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))
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e façamos

ψm+1(ξ, n) = b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n).

Vamos, agora, definir ψ∗m+1(ξ, n) e ψm+1(ξ, n) para (ξ, n) ∈ ∪j<n(Fi(m)) supp fi(m),j(bm).

Caso 1: Fi(m) é do tipo A.

Seja j < n(Fi(m)). Fixemos (µ, k) ∈ supp fi(m),j(bm) tal que:

• (µ, k) 6∈ Em × em, se fi(m),j é do tipo 1;

• |a(fi(m),j(bm), (µ, k))| · rm > 4 · d(Fi(m)), se fi(m),j é do tipo 2.

Para cada (ξ, n) ∈ supp fi(m),j(bm) \ {(µ, k)}, fixemos z(ξ,n) ∈ T da seguinte maneira: se

(ξ, n) ∈ Em × em, então z(ξ,n) é uma raiz d(Fi(m))-ésima do ponto médio de ψ∗m(µ, k); se

(ξ, n) 6∈ Em × em, então z(ξ,n) é escolhido arbitrariamente. Seja

xj =
∑

(ξ,n)∈supp fi(m),j(bm)\{(µ,k)}

a(fi(m),j(bm), (ξ, n)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(ξ,n).

Se fi(m),j é do tipo 1, tomemos z(µ,k) ∈ T tal que

a(fi(m),j(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(µ,k) + xj ∈ ψm(i(m), j).

Se fi(m),j é do tipo 2, podemos supor que (µ, k) ∈ Em×em pois, do contrário, os argumentos

utilizados acima podem ser repetidos aqui. Sejam z̃(µ,k) uma raiz d(Fi(m))-ésima do ponto

médio de ψ∗m(µ, k) e A o arco aberto de T centrado em z̃(µ,k) com diâmetro

δ(A) =
rm

4 · b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

.

Observamos que

a(fi(m),j(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) ·A = T

e, portanto, existe z(µ,k) ∈ A tal que

a(fi(m),j(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(µ,k) + xj ∈ ψm(i(m), j).
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Para cada (ξ, n) ∈ supp fi(m),j(bm), seja ψ∗m+1(ξ, n) o arco aberto de T centrado em z(ξ,n)

com diâmetro

δ(ψ∗m+1(ξ, n)) =
rm+1

b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

e façamos

ψm+1(ξ, n) = b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n).

As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 2: Fi(m) é do tipo B.

Se (ξ, n) ∈ ∪2≤j<n(Fi(m)) supp fi(m),j(bm), procedemos como no caso 1 para definir

ψ∗m+1(ξ, n) e ψm+1(ξ, n). Fixemos (µ, k) ∈ supp fi(m),0(bm) tal que

|a(fi(m),1(bm), (µ, k))| · rm > 4 · |a(fi(m),0(bm), (µ, k))| · d(Fi(m))

e fixemos (ν, l) ∈ supp fi(m),0(bm) tal que:

• (ν, l) 6∈ Em × em, se f̃i(m),0 é do tipo 1;

• |a(fi(m),0(bm), (ν, l))| · rm > 4 · d(Fi(m)), se f̃i(m),0 é do tipo 2.

Para cada (ξ, n) ∈ supp fi(m),1(bm) \ {(µ, k), (ν, l)}, definimos z(ξ,n) como no caso 1.

Se (µ, k) = (ν, l), sejam x0 e x1 também como no caso 1. Seja z̃(µ,k) uma raiz

a(fi(m),0(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m d(Fi(k))-ésima do ponto médio de ψm(i(m), 0) − x0. Se

(µ, k) ∈ Em× em, pedimos também que d(Fi(m)) · z̃(µ,k) ∈ ψ̃∗m(µ, k), onde ψ̃∗m(µ, k) é o arco

aberto de T centrado no ponto médio de ψ∗m(µ, k) com diâmetro

δ(ψ̃∗m(µ, k)) =
δ(ψ∗m(µ, k))

4
.4

Seja I o arco aberto de T centrado em z̃(µ,k) com diâmetro

δ(I) =
rm

4 · |a(fi(m),0(bm), (µ, k))| · b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

.

4Isto pode ser feito como no caso 1.
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Existe z(µ,k) ∈ I tal que

a(fi(m),1(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(µ,k) + x1 ∈ ψm(i(m), 1)

e

a(fi(m),0(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(µ,k) + x0 ∈ ψm(i(m), 0).

Para cada (ξ, n) ∈ supp fi(m),1(bm), seja ψ∗m+1(ξ, n) o arco aberto de T centrado em z(ξ,n)

com diâmetro

δ(ψ∗m+1(ξ, n)) =
rm+1

b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

e façamos

ψm+1(ξ, n) = b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n).

As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Suponhamos, agora, que (µ, k) 6= (ν, l). Se (µ, k) ∈ Em × em, seja z̃(µ,k) uma raiz d(Fi(m))-

ésima do ponto médio de ψ∗m(µ, k). Se (µ, k) 6∈ Em× em, seja z̃(µ,k) um elemento arbitrário

de T. Seja z(ν,l) uma raiz a(fi(m),0(bm), (ν, l)) · b(J) ·
∏
k<m d(Fi(k))-ésima do ponto médio

de ψm(i(m), 0)− x̃0 − x, onde

x̃0 =
∑

(ξ,n)∈supp fi(m),0(bm)\{(µ,k),(ν,l)}

a(fi(m),0(bm), (ξ, n)) · b(J)
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(ξ,n)

e

x = a(fi(m),0(bm), (µ, k)) · b(J)
∏
k<m

d(Fi(k)) · z̃(µ,k).

Se (ν, l) ∈ Em× em, pedimos também que d(Fi(m)) · z(ν,l) ∈ ψ̃∗m(ν, l), onde ψ̃∗m(ν, l) é o arco

aberto de T centrado no ponto médio de ψ∗m(ν, l) com diâmetro

δ(ψ̃∗m(ν, l)) =
δ(ψ∗m(ν, l))

4
.

Definimos

x0 = x̃0 + a(fi(m),0(bm), (ν, l)) · b(J)
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(ν,l).

Temos que x é o ponto médio de ψm(i(m), 0)− x0. Seja I o arco aberto de T centrado em
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z̃(µ,k) com diâmetro

δ(I) =
rm

4 · |a(fi(m),0(bm), (µ, k))| · b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

.

Existe z(µ,k) ∈ I tal que

a(fi(m),1(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · z(µ,k) + x1 ∈ ψm(i(m), 1)

e

a(fi(m),0(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · z(µ,k) + x0 ∈ ψm(i(m), 0).

Para cada (ξ, n) ∈ supp fi(m),1(bm), seja ψ∗m+1(ξ, n) o arco aberto de T centrado em z(ξ,n)

com diâmetro

δ(ψ∗m+1(ξ, n)) =
rm+1

b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

e façamos

ψm+1(ξ, n) = b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n).

As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Caso 3: Fi(m) é do tipo C.

Se (ξ, n) ∈ ∪2≤j<n(Fi(m)) supp fi(m),j(bm), procedemos como no caso 1 para definir

ψ∗m+1(ξ, n) e ψm+1(ξ, n). Fixemos (µ, k) ∈ supp fi(m),0(bm) tal que

|a(fi(m),1(bm), (µ, k))|
4

· rm > lζi(m)

(
rm
8

)
e ∣∣∣∣a(fi(m),0(bm), (µ, k))

a(fi(m),1(bm), (µ, k))
· lζi(m)

(
rm
8

)
− ζi(m) · lζi(m)

(
rm
8

)∣∣∣∣ < rm
8
.

Para cada (ξ, n) ∈ supp fi(m),0(bm) \ {(µ, k)}, definimos z(ξ,n) como no caso 1. Sejam,

também, x0 e x1 como no caso 1. Se (µ, k) ∈ Em × em, seja z̃(µ,k) uma raiz d(Fi(m))-ésima

do ponto médio de ψ∗m(µ, k). Se (µ, k) 6∈ Em× em, seja z̃(µ,k) um elemento arbitrário de T.

Consideremos A o arco aberto de T centrado em z̃(µ,k) com diâmetro

δ(A) =
rm

4 · b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

.
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A fim de provar que existe z(µ,k) ∈ A tal que

a(fi(m),0(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(µ,k) ∈ ψm(i(m), 0)− x0

e

a(fi(m),1(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(µ,k) ∈ ψm(i(m), 1)− x1

é suficiente mostrar que o conjunto

X =

{(
x+Z,

a(fi(m),0(bm), (µ, k))

a(fi(m),1(bm), (µ, k))
·x+Z

)
: x ∈ a(fi(m),1(bm), (µ, k))·b(J)·

∏
k<m

d(Fi(k))·Ã
}

é rm/4-denso em T2, onde Ã é um intervalo aberto de R tal que Ã+ Z = A. Temos que{(
x+ Z,

a(fi(m),0(bm), (µ, k))

a(fi(m),1(bm), (µ, k))
· x+ Z

)
: x ∈]0, lζi(m)

(rm/8)[

}
é rm/4-denso em T2, uma vez que∣∣∣∣a(fi(m),0(bm), (µ, k))

a(fi(m),1(bm), (µ, k))
· lζi(m)

(
rm
8

)
− ζi(m) · lζi(m)

(
rm
8

)∣∣∣∣ < rm
8
.

Logo,

Y =

{(
x+ Z,

a(fi(m),0(bm), (µ, k))

a(fi(m),1(bm), (µ, k))
· x+ Z

)
: x ∈]0, |a(fi(m),1(bm), (µ, k))| · rm/4[

}
também é rm/4-denso em T2, já que

|a(fi(m),1(bm), (µ, k))|
4

· rm > lζi(m)

(
rm
8

)
.

Observamos que d(Fi(m)) = 1, pois Fi(m) é do tipo C. Logo,]
0,
|a(fi(m),1(bm), (µ, k))| · rm

4

[
= a(fi(m),1(bm), (µ, k)) · b(J) ·

∏
k<m

d(Fi(k)) · Ã+ r
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para algum r ∈ R e, portanto,

Y = X +

(
r + Z,

a(fi(m),0(bm), (µ, k))

a(fi(m),1(bm), (µ, k))
· r + Z

)
.

Como as translações são isometrias de T2, conclúımos que X é rm/4-denso em T2. Tomemos

z(µ,k) ∈ A tal que

a(fi(m),0(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(µ,k) ∈ ψm(i(m), 0)− x0

e

a(fi(m),1(bm), (µ, k)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) · z(µ,k) ∈ ψm(i(m), 1)− x1.

Para cada (ξ, n) ∈ supp fi(m),1(bm), seja ψ∗m+1(ξ, n) o arco aberto de T centrado em z(ξ,n)

com diâmetro

δ(ψ∗m+1(ξ, n)) =
rm+1

b(J) ·
∏
k<m+1 d(Fi(k))

e façamos

ψm+1(ξ, n) = b(J) ·
∏

k<m+1

d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n).

As condições (1), (2), (3) e (4) estão satisfeitas.

Por indução, obtemos aplicações ψm : E × ω → B e ψ∗m : Em × em → B para cada m ∈ ω,

satisfazendo as seguintes condições:

• ψm+1(ξ, n) ⊂ ψm(ξ, n), para todo (ξ, n) ∈ E × ω;

• δ(ψm(ξ, n)) = rm, se (ξ, n) ∈ Em × em e ψm(ξ, n) = T, se (ξ, n) ∈ (E × ω) \ (Em × em);

• ψm(ξ, n) = b(J) ·
∏
k<m d(Fi(k)) · ψ∗m(ξ, n), se (ξ, n) ∈ Em × em.

Como T é um espaço métrico completo e (rm)m∈ω é uma seqüência de números reais positivos

que converge para 0, conclúımos que se (ξ, n) ∈ E × ω, então ∩m∈ωψm(ξ, n) = ∩m∈ωψm(ξ, n) é

um conjunto unitário. Denotaremos por φ(χ(ξ,n)) o único elemento de ∩m∈ωψm(ξ, n).

Para cada (ξ, n) ∈ E × ω, sejam N(ξ,n) = min{m ∈ ω : (ξ, n) ∈ Em × em} e m ≥ Nξ.

Temos que ψm(ξ, n) 6= T e, portanto, existe um único elemento de ψ∗m(ξ, n) que multiplicado por
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b(J) ·
∏
k<m d(Fi(k)) é igual a φ(χ(ξ,n)). Denotaremos tal elemento por

φ

(
1

b(J) ·
∏
k<m d(Fi(k))

· χ(ξ,n)

)
.

Consideremos

G(ξ,n) =

{
1

b(J) ·
∏
k<m d(Fi(k))

· χ(ξ,n) ∈ Q(E×ω) : m ≥ N(ξ,n)

}
e denotemos por G o grupo gerado por ∪(ξ,n)∈E×ωG(ξ,n). Uma vez que se (ξ, n) ∈ E×ω e m > n,

então

φ

(
1

b(J) ·
∏
k<N(ξ,n)

d(Fi(k))
· χ(ξ,n)

)
=

∏
N(ξ,n)≤k<m

d(Fi(k)) · φ
(

1

b(J) ·
∏
k<m d(Fi(k))

· χ(ξ,n)

)

podemos estender φ a um homomorfismo de grupos de G em T. Usando o fato de T ser diviśıvel,

estendemos φ a um homomorfismo de grupos φJ �Q(E×ω) : Q(E) → T.

Temos que

φJ �Q(E×ω) (J) ∈
∑

(ξ,n)∈supp J

a(J, (ξ, n)) · ψ∗0(ξ, n).

Como

0 + Z 6∈
∑

(ξ,n)∈supp J

a(J, (ξ, n)) · ψ∗0(ξ, n)

conclúımos que φJ �Q(E×ω) (J) 6= 0 + Z. Logo, (i) está verificada.

Fixemos ξ ∈ E \ {0} e j < n(Fξ). Para cada m ∈ i−1({ξ}) temos que

φJ �Q(E×ω) (fi(m),j(bm)) ∈
∑

(ξ,n)∈supp fi(m),j(bm)

a(fi(m),j(bm), (ξ, n)) · b(J) ·
∏
k<m

d(Fi(k)) ·ψ∗m+1(ξ, n).

Além disso,

φJ �Q(E×ω) (χ(i(m),j)) ∈ ψm(i(m), j).

De (4) segue que

δ(φJ �Q(E×ω) (fi(m),j(bm)), φJ �Q(E×ω) (χ(i(m),j))) ≤ d1 + d2

< 2rm



144 Caṕıtulo 7

onde

d1 = δ

(∑
(ξ,n)∈supp fi(m),j(bm) a(fi(m),j(bm), (ξ, n)) · b(J) ·

∏
k<m d(Fi(k)) · ψ∗m+1(ξ, n)

)
e

d2 = δ(ψm(i(m), j)).

Como rm → 0, conclúımos que a seqüência {φJ �Q(E×ω) (fi(m),j(bm)) : m ∈ i−1({ξ})} converge

para φJ �Q(E×ω) (χ(i(m),j)). Da propriedade (vi) do lema 7.2.2 segue que

φJ �Q(E×ω) (χ(i(m),j)) = pξ − lim{φJ �Q(E×ω) (fi(m),j(n)) : n ∈ ω}.

Logo, (ii) está verificada.

Estamos prontos para estender φJ �Q(E×ω) a um homomorfismo de grupos φJ : Q(c×ω) → T.

Nossa única preocupação será garantir que se ξ ∈ c \E, então φJ(χ(ξ,j)) = pξ − lim{φJ(fξ,j(n)) :

n ∈ ω}, para cada j < n(Fξ).

Lema 7.2.4. Para cada J ∈ Q(c×ω) \ {0}, existe φJ : Q(c×ω) → T um homomorfismo de grupos

tal que:

(i) φJ(J) 6= 0 + Z;

(ii) Se ξ ∈]0, c[, então φJ(χ(ξ,j)) = pξ − lim{φJ(fξ,j(n)) : n ∈ ω}, para cada j < n(Fξ).

Demonstração. Faremos a construção de φJ por indução. De acordo com a proposição 7.2.1,

existe E ∈ [c]ω de modo que supp J ⊂ E × ω e tal que se ξ ∈ E \ {0}, então ∪n∈ω supp fξ,i(n) ⊂
E × ω, para todo j < n(Fξ). Segundo o lema 7.2.3, é posśıvel construir φJ �Q(E×ω) : Q(E×ω) → T
um homomorfismo de grupos com as seguintes propriedades:

(1) φJ �Q(E×ω) (J) 6= 0 + Z;

(2) Se ξ ∈ E \ {0}, então φJ �Q(E×ω) (χ(ξ,j)) = pξ − lim{φJ �Q(E×ω) (fξ,j(n)) : n ∈ ω}, para cada

j < n(Fξ).

Consideremos {αξ : ξ < c} uma indexação estritamente crescente de c \ E. Para cada

j < n(Fα0), definamos

φ̃J(χ(α0,j)) = pα0 − lim{φJ �Q(E×ω) (fα0,j(n)) : n ∈ ω}.
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Se j ≥ n(Fα0), definamos φ̃J(χ(α0,j)) arbitrariamente. Por fim, façamos

φ̃J(J̃) = φJ �Q(E×ω) (J̃)

para todo J̃ ∈ Q(E×ω).5

Seja Hα0 o subgrupo de Q(c×ω) gerado por Q(E×ω) ∪ {χ(α0,n) : n ∈ ω}. Podemos estender φ̃J

a um homomorfismo de grupos de Hα0 em T. Uma vez que T é diviśıvel, estendemos φ̃J a um

homomorfismo de grupos φJ �Q(E∪{α0}×ω) : Q((E∪{α0})×ω) → T.

Repetindo indutivamente esta construção, obteremos φJ : Q(c×ω) → T um homomorfismo de

grupos satisfazendo (i) e (ii).

7.3 Explicitando a topologia

A próxima proposição mostra que o produto diagonal da famı́lia {φJ : J ∈ Q(c×ω) \ {0}} é

um monomorfismo de grupos.

Proposição 7.3.1. Suponhamos que para cada J ∈ Q(c×ω) \ {0} exista um homomorfismo de

grupos φJ : Q(c×ω) → T tal que φJ(J) 6= 0 + Z. A aplicação

Φ : Q(c×ω) → TQ(c×ω)\{0}

J̃ 7→ Φ(J̃)

dada por

Φ(J̃)(J) = φJ(J̃), para cada J ∈ Q(c×ω) \ {0}

é um monomorfismo de grupos.

Demonstração. Análoga à da proposição 2.3.1.

Teorema 7.3.2. Existe uma topologia de grupo no grupo abeliano livre de cardinalidade c que

torna seu quadrado enumeravelmente compacto.

Demonstração. O grupo abeliano livre Φ[Z(c×ω)] munido da topologia de subespaço induzida por

TQ(c×ω)\{0} é um grupo topológico.

5Estamos considerando Q(E×ω) ⊂ Q(E∪{α0}×ω) ⊂ Q(c×ω).
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Sejam g, h : ω → Φ[Z(c×ω)]. De acordo com a proposição 7.1.4, existem ξ ∈]0, c[, j : ω → ω

estritamente crescente e g̃, h̃ ∈ Z(c×ω) tais que

(Φ−1 ◦ g ◦ j)(n) = g̃ +
∑

i<n(Fξ)

aξ,i · fξ,i(n)

e

(Φ−1 ◦ h ◦ j)(n) = h̃+
∑

i<n(Fξ)

bξ,i · fξ,i(n)

para todo n ∈ ω, onde aξ,i, bξ,i ∈ Z, para todo i < n(Fξ).

Do lema 7.2.4 segue que

φJ(χ(ξ,i)) = pξ − lim{φJ(fξ,i(n)) : n ∈ ω}

para todo i < n(Fξ) e todo J ∈ Q(c×ω) \ {0}. Portanto,

Φ(χ(ξ,i)) = pξ − lim{Φ(fξ,i(n)) : n ∈ ω}

para todo i < n(Fξ). Isto implica que

Φ

(
g̃ +

∑
i<n(Fξ)

aξ,i · χ(ξ,i)

)
= pξ − lim

{
Φ

(
g̃ +

∑
i<n(Fξ)

aξ,i · fξ,i(n)

)
: n ∈ ω

}

e

Φ

(
h̃+

∑
i<n(Fξ)

bξ,i · χ(ξ,i)

)
= pξ − lim

{
Φ

(
h̃+

∑
i<n(Fξ)

bξ,i · fξ,i(n)

)
: n ∈ ω

}
.

Logo, (
Φ

(
g̃ +

∑
i<n(Fξ)

aξ,i · χ(ξ,i)

)
,Φ

(
h̃+

∑
i<n(Fξ)

bξ,i · χ(ξ,i)

))

é um ponto de acumulação de {(g(n), h(n)) : n ∈ ω}. Portanto, Φ[Z(c×ω)] × Φ[Z(c×ω)] é

enumeravelmente compacto.

7.4 Sobre o problema de Wallace

Recordamos que um semigrupo é um conjunto não vazio munido de uma operação binária

associativa. Um semigrupo de Wallace é um semigrupo topológico cancelativo (à direita e à
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esquerda) enumeravelmente compacto que não é um grupo topológico.6

Teorema 7.4.1. Existe um semigrupo de Wallace cujo quadrado é enumeravelmente compacto.

Demonstração. Temos que S = {Φ(J) ∈ TQ(c×ω)\{0} : J ∈ N(c×ω)} é um semigrupo topológico

cancelativo (à direita e à esquerda) que não é um grupo. Seja {(g(n), h(n)) : n ∈ ω} um

subconjunto infinito de S × S, onde g, h : ω → Φ[N(c×ω)]. De acordo com a demonstração da

proposição 7.1.4, existem ξ ∈]0, c[, j : ω → ω estritamente crecente e g̃, h̃ ∈ N(c×ω) tais que

(Φ−1 ◦ g ◦ j)(n) = g̃ +
∑

i<n(Fξ)

aξ,i · fξ,i(n)

e

(Φ−1 ◦ h ◦ j)(n) = h̃+
∑

i<n(Fξ)

bξ,i · fξ,i(n)

para todo n ∈ ω, onde aξ,i, bξ,i ∈ N para todo i < n(Fξ).

Mostramos no teorema 7.3.2 que (Φ(g̃ +
∑

i<n(Fξ)
aξ,i · χ(ξ,i)),Φ(h̃ +

∑
i<n(Fξ)

bξ,i · χ(ξ,i))) é

um ponto de acumulação de {(g(n), h(n)) : n ∈ ω}. Como (Φ(g̃ +
∑

i<n(Fξ)
aξ,i · χ(ξ,i)),Φ(h̃ +∑

i<n(Fξ)
bξ,i · χ(ξ,i))) ∈ Φ[N(c×ω)], conclúımos que S × S é enumeravelmente compacto.

6Um semigrupo (S, ·) é dito cancelativo (à direita e à esquerda) se z · x = z · y implica x = y e x · z = y · z
implica x = y, sempre que x, y, z ∈ S.
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Considerações finais

8.1 Resultados obtidos

Nesta tese, utilizamos técnicas de teoria dos conjuntos para construir topologias

enumeravelmente compactas em grupos abelianos de não torção. Assumindo a existência de

c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis segundo a ordem de Rudin-Keisler, obtivemos

os seguintes resultados:

(1) O grupo abeliano livre de cardinalidade c admite uma topologia enumeravelmente compacta

com uma seqüência não trivial convergente que o torna um grupo topológico.

Conforme mencionamos, Garćıa-Ferreira e Tomita obtiveram o mesmo resultado assumindo

MAσ−centered. Nós [6] mostramos que a existência de uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta com uma seqüência não trivial convergente no grupo abeliano livre de cardinalidade c

é compat́ıvel com a falha total de MA.

(2) Se (G,+, τ) é um grupo topológico abeliano quase livre de torção tal que |G| = |τ | = c, então

existe σ uma topologia em G independente de τ (isto é, tal que τ ∩ σ é a topologia cofinita

em G) que torna (G,+) um grupo topológico.

149
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Tkachenko e Yaschenko [37] obtiveram o mesmo resultado assumindo MA. Todavia, eles

afirmaram não saber se era posśıvel obtê-lo assumindo apenas MAcountable. Nós [8] mostramos

que sim, uma vez que MAcountable implica a existência de 2c ultrafiltros seletivos.

(3) Se G é um grupo abeliano de não torção tal que |G| = c, então G admite uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta se, e somente se, |G/T (G)| = c e, para quaisquer n, d ∈ N
tais que d | n, o conjunto dG[n] é finito ou tem cardinalidade c.

A caracterização algébrica dos grupos abelianos de não torção e cardinalidade c que admitem

uma topologia de grupo enumeravelmente compacta apresentada em (3) havia sido obtida por

Dikranjan e Tkachenko [17] sob MA. Nós [7] mostramos que não é necessária qualquer forma do

axioma de Martin para obtê-la.

(4) Existe uma topologia de grupo no grupo abeliano livre de cardinalidade c que torna seu

quadrado enumeravelmente compacto.

Tomita [38] provou que o grupo abeliano livre de cardinalidade c não admite uma topologia de

grupo que torna sua ω-ésima potência enumeravelmente compacta, mas nada se sabia a respeito

de potências finitas. Com (4), nós [9] respondemos uma questão proposta por Madariaga-Garcia

e Tomita em [30] e por Tkachenko em [36].

(5) Existe um semigrupo topológico cancelativo que não é um grupo topológico e cujo quadrado

é enumeravelmente compacto.

Em outras palavras, nós [9] asseguramos a existência de um semigrupo de Wallace cujo

quadrado é enumeravelmente compacto, o que responde uma questão proposta por Grant em

[21].

Assumindo a existência de 2c ultrafiltros seletivos, obtivemos o seguinte resultado:

(6) Se um grupo abeliano de não torção e cardinalidade c admite uma topologia de grupo

enumeravelmente compacta, então o mesmo admite 2c topologias enumeravelmente compactas

(duas a duas não homeomorfas) que o tornam um grupo topológico.

Assumindo MAσ−centered, Tomita [39] mostrou que o grupo abeliano livre de cardinalidade c

admite c+ topologias enumeravelmente compactas (duas a duas não homeomorfas) que o tornam

um grupo topológico. Nós [7] melhoramos o resultado de [39] em duas direções: em primeiro
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lugar, estamos assumindo uma hipótese mais fraca que o axioma de Martin para ordens parciais

σ-centradas; além disso, ampliamos a classe dos grupos para os quais temos o resultado.

Os resultados enunciados em (2), (3) e (6) referem-se a classes bastante gerais de grupos. Para

obtê-los, tivemos de lidar com o fato de os elementos de T possúırem mais de uma raiz n-ésima,

para cada n > 1 número natural; isto nos levou a considerar uma aplicação auxiliar adicional

na construção dos homomorfismos por aproximação. Observamos, também, que a imersão de

um grupo abeliano em um grupo diviśıvel não é necessariamente sobrejetora e, portanto, foi

preciso tomar um cuidado maior na seleção dos candidatos a pontos de acumulação. Além disso,

houve necessidade de considerar seqüências com termos de ordem finita, as quais receberam um

tratamento especial. Os resultados enunciados em (1) e (4), por sua vez, dizem respeito ao grupo

abeliano livre de cardinalidade c. A dificuldade em obtê-los reside no fato de fazermos exigências

extras sobre a topologia a ser constrúıda: em (1), impomos que a mesma deve ter uma seqüência

não trivial convergente e em (4), pedimos que seu quadrado seja enumeravelmente compacto.

8.2 Problemas abertos

Problema 8.2.1. (ZFC) O grupo abeliano livre de cardinalidade c admite uma topologia de

grupo enumeravelmente compacta (sem seqüências não triviais convergentes)?

O problema 8.2.1 aparece, por exemplo, em [12] e em [13] e é considerado uma das grandes

questões da área. Madariaga-Garcia e Tomita [30] mostraram que a existência de c ultrafiltros

seletivos dois a dois incomparáveis (segundo a ordem de Rudin-Keisler) permite muni-lo de uma

tal topologia e este é o melhor resultado obtido até então. Eles perguntaram se podemos concluir

o mesmo assumindo a existência de apenas um ultrafiltro seletivo.

Problema 8.2.2. Assumindo a existência de um ultrafiltro seletivo, é posśıvel munir o grupo

abeliano livre de cardinalidade c de uma topologia de grupo enumeravelmente compacta sem

seqüências não triviais convergentes?

O próximo problema, proposto por Dikranjan e Shakhmatov em [16] e [15], também relaciona

a compacidade enumerável de um grupo topológico com a existência de seqüências não triviais

convergentes. Neste trabalho, demos uma resposta afirmativa ao mesmo no caso de um grupo

abeliano livre, assumindo a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis.
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Problema 8.2.3. Se um grupo abeliano de cardinalidade c admite uma topologia de grupo

enumeravelmente compacta, então o mesmo admite uma topologia de grupo enumeravelmente

compacta com uma seqüência não trivial convergente?

Um grupo abeliano G é dito algebricamente compacto se existe um grupo abeliano H tal

que G × H admite uma topologia de grupo compacta. Os grupos algebricamente compactos

formam uma subclasse “estreita” da classe dos grupos abelianos (por exemplo, Z não é um

grupo algebricamente compacto). Por outro lado, todo grupo abeliano G é algebricamente

pseudocompacto, ou seja, é posśıvel encontrar um grupo abeliano H tal que G×H admite uma

topologia de grupo pseudocompacta. Em [16], os autores perguntam se todo grupo abeliano G

é algebricamente enumeravelmente compacto, isto é, se é posśıvel encontrar um grupo abeliano

H tal que G×H admite uma topologia de grupo enumeravelmente compacta.

Madariaga-Garcia e Tomita [30] e Tkachenko [36] propuseram uma questão semelhante. Eles

perguntaram se o grupo abeliano livre de cardinalidade c admite uma topologia de grupo que

torna seu quadrado enumeravelmente compacto. Neste trabalho, demos uma resposta afirmativa

a tal indagação, assumindo a existência de c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis e

utilizando ferramentas até então inusitadas, tais como o teorema de Kronecker para curvas no

toro T2 e a caracterização das soluções gerais de equações diofantinas lineares em duas variáveis.

Há interesse em saber que outros grupos abelianos admitem uma tal topologia (e, em

particular, são algebricamente enumeravelmente compactos).

Problema 8.2.4. Caracterizar algebricamente os grupos abelianos de não torção que têm

cardinalidade c e que admitem uma topologia de grupo que torna seu quadrado enumeravelmente

compacto.

Em [15], os autores mostraram (via forcing) que a existência de uma topologia de grupo

enumeravelmente compacta no grupo abeliano livre de cardinalidade 2c é consistente (com ZFC).

Todavia, nada se sabe a respeito de grupos maiores.

Problema 8.2.5. É posśıvel munir o grupo abeliano livre de cardinalidade 22c de uma topologia

que o torna um grupo topológico enumeravelmente compacto?

Encerraremos esta seção discorrendo sobre o problema de Scarborough-Stone, o qual relaciona

as noções de compacidade seqüencial em produtos e compacidade enumerável no espaço

resultante. Recordamos que um espaço topológico X é seqüencialmente compacto se toda

seqüência em X possui uma subseqüência convergente.
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Em 1966, Scarborough e Stone [34] perguntaram se qualquer produto de espaços topológicos

seqüencialmente compactos é enumeravelmente compacto. Assumindo o axioma diamante ♦,

Vaughan [42] construiu uma famı́lia de espaços T6 seqüencialmente compactos cujo produto não

é enumeravelmente compacto. Isto mostra a consistência (com ZFC) de uma resposta negativa

para o problema de Scarborough-Stone.

Uma conjunção de resultados de diversos matemáticos — incluindo Vaughan, Nyikos, Soukup,

Velicovic e Weiss — soluciona completamente o problema em questão para espaços topológicos

satisfazendo determinados axiomas de separação. Eles mostraram que tanto “sim” quanto “não”

são respostas consistentes (com ZFC) para o problema de Scarborough-Stone restrito à classe

dos espaços T5 e T6.

A restrição do problema de Scarborough-Stone à classe dos grupos topológicos — citada em

[44] e [43], por exemplo — permanece, contudo, aberta.

Problema 8.2.6. (Problema de Scarborough-Stone para grupos topológicos) O produto de

grupos topológicos seqüencialmente compactos é enumeravelmente compacto?
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Ultrafiltros seletivos

Denotaremos por βω a compactificação de Stone-Čech do espaço discreto ω, a qual será

identificada com o conjunto de todos os ultrafiltros sobre ω munido da topologia que tem

{V (A) : A ⊂ ω} como base de abertos, onde V (A) = {u : u é um ultrafiltro sobre ω e A ∈ u}.
Nesta identificação, o espaço discreto ω corresponde à famı́lia dos ultrafiltros principais sobre ω.

Representaremos por ω∗ a famı́lia dos ultrafiltros livres sobre ω (isto é, ω∗ = βω \ ω).

Dada f : ω → ω, a função βf : βω → βω definida por

βf(p) = {A ⊂ ω : f−1(A) ∈ p}

é denominada a extensão de Stone-Čech de f .

Definição A.1. Dados p, q ∈ ω∗, dizemos que p ≤RK q se existe uma função f : ω → ω tal que

βf(q) = p, onde βf denota a extensão de Stone-Čech de f . A pré-ordem ≤RK em ω∗ é chamada

de ordem de Rudin-Keisler.1

Definição A.2. Dizemos que p, q ∈ ω∗ são equivalentes (e escrevemos p ≡RK q) se existe uma

bijeção f : ω → ω tal que p = βf(q), onde onde βf denota a extensão de Stone-Čech de f .

A demonstração do próximo lema foi extráıda de [4].

1Por “pré-ordem”, entendemos uma relação reflexiva e transitiva.
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Lema A.3. Se f : ω → ω e p ∈ ω∗ são tais que βf(p) = p, então {n ∈ ω : f(n) = n} ∈ p.

Demonstração. Se x, y ∈ ω, escreveremos x ∼ y se, e somente se, existem m,n ∈ ω tais que

fn(x) = fm(y).2 Temos que ∼ é uma relação de equivalência em ω e, evidentemente, f(x) ∼ x.

Diremos que x ∈ ω é periódico se existir k ∈ N \ {0} tal que fk(x) = x. Tomemos A ⊂ ω de

modo que:

• |A ∩ E| = 1, para todo E ∈ ω/ ∼;

• Se E possui um elemento periódico, então o elemento de A∩E também é periódico, qualquer

que seja E ∈ ω/ ∼.

Fixemos E ∈ ω/ ∼ e denotemos por a o elemento de A ∩ E. Para cada x ∈ E, sejam

m(x) = min{m ∈ ω : ∃n ∈ ω tal que fn(x) = fm(a)},

n(x) = min{n ∈ ω : fn(x) = fm(x)(a)}

e

d(x) = m(x)− n(x).

Afirmamos que d(f(x)) = d(x) + 1 ou x = a. Com efeito, seja y = f(x). Temos que

fn(y)+1(x) = fn(y)(y) = fm(y)(a)

e, portanto, m(x) ≤ m(y). Há dois casos a serem considerados:

Caso 1: m(x) < m(y).

Se n(x) ≥ 1, então fn(x)−1(y) = fn(x)(x) = fm(x)(a) o contradiz a definição de m(y),

uma vez que m(x) < m(y). Logo, n(x) = 0, o que implica x = fm(x)(a) e, portanto,

y = f(x) = fm(x)+1(a). Assim, m(y) ≤ m(x) + 1. Como m(x) < m(y), temos que

m(y) = m(x)+1. Uma vez que y = fm(x)+1(a), conclúımos que n(y) = 0. Dado o exposto,

d(y) = m(y)− n(y) = m(y) = m(x) + 1 = m(x)− n(x) + 1 = d(x) + 1.

Caso 2: m(x) = m(y).

Sejam m = m(x) = m(y) e b = fm(a). Como m(x) = m(y) e fn(y)+1(x) = fn(y)(y) =

fm(y)(a), temos que n(x) ≤ n(y)+1. Se n(x) = n(y)+1, então d(y) = d(x)+1. Suponhamos

2f0 = idω e fn+1 = f ◦ fn, para todo n ∈ ω.
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que n(x) < n(y) + 1. Se n(x) ≥ 1, então fn(x)−1(y) = fn(x)(x) = fm(a), o que contradiz

o fato de n(x) − 1 < n(y). Logo, n(x) = 0, o que implica x = fm(a) = b. Como

fn(y)+1(b) = fn(y)(y) = b, temos que b é periódico. Da definição de A segue que a também

é periódico e, portanto, fk(a) = a, para algum k ∈ N \ {0}. Tomemos p ∈ N tal que

pk ≥ m e observamos que fpk−m(x) = fpk−m(fm(a)) = fpk(a) = a. Logo, m = m(x) = 0

e, portanto, x = b = a.

Como E foi tomada arbitrária, podemos considerar d(x), para todo x ∈ ω. Mostramos acima

que d(f(x)) = d(x) + 1, para todo x ∈ ω \A.

Sejam

X0 = {x ∈ ω : d(x) é par}

e

X1 = {x ∈ ω : d(x) é ı́mpar}.

Temos que ω = X0∪X1 e X0∩X1 = ∅. Como p ∈ ω∗, existe i ∈ {0, 1} tal que Xi ∈ p. Observamos

que Xi ∩ f−1(Xi) ⊂ A. Uma vez que βf(p) = p, conclúımos que f−1(Xi) ∈ p e, portanto, A ∈ p.
O mesmo argumento mostra que f−1(A) ∈ p, o que implica A ∩ f−1(A) ∈ p. Contudo, se

x ∈ A ∩ f−1(A), então x, f(x) ∈ A. Da definição de A e do fato de x ∼ f(x) decorre que

f(x) = x. Assim, A ∩ f−1(A) ⊂ {x ∈ ω : f(x) = x} e dáı segue que {x ∈ ω : f(x) = x} ∈ p.

Proposição A.4. Se p, q ∈ ω∗, então p ≡RK q se, e somente se, p ≤RK q e q ≤RK p.

Demonstração. Se p ≡RK q, então existe f : ω → ω uma bijeção tal que βf(q) = p (e,

conseqüentemente, β(f−1)(p) = q). Logo, p ≤RK q e q ≤RK p. Reciprocamente, suponhamos

que p ≤RK q e q ≤RK p. Sejam g, h : ω → ω tais que βg(q) = p e βh(p) = q. Temos que

β(g ◦ h)(p) = p e, de acordo com o lema A.3, o conjunto A = {n ∈ ω : (g ◦ h)(n) = n} é um

elemento de p. Observamos que (g ◦ h) �A é injetora, o que implica que h �A também o é. Seja

B ⊂ A tal que B ∈ p e |ω \ B| = |ω \ h[B]| = ω. Tomemos f : ω → ω uma bijeção tal que

f �B= h �B. Temos que βf(p) = βh(p) = q. Logo, p ≡RK q.

Dizemos que p ∈ ω∗ é minimal com respeito à ordem de Rudin-Keisler se não existe q ∈ ω∗

tal que q ≤RK p e p 6≡RK q. Portanto, se p, q ∈ ω∗ são minimais com respeito à ordem de

Rudin-Keisler, então p ≡RK q ou p e q são incomparáveis.

Definição A.5. Um ultrafiltro livre p sobre ω é dito seletivo se para cada partição {Pn : n ∈ ω}
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de ω, existe m ∈ ω tal que Pm ∈ p ou existe B ∈ p tal que |B∩Pn| ≤ 1, qualquer que seja n ∈ ω.3

Lema A.6. Seja p ∈ ω∗. As seguintes condições são equivalentes:

(i) p é Rudin-Keisler minimal;

(ii) Para cada f : ω → ω, existe A ∈ p tal que f �A é injetora ou constante;

(iii) Se {Pn : n ∈ ω} é uma partição de ω, então existe m ∈ ω tal que Pm ∈ p, ou existe B ∈ p
tal que |B ∩ Pn| ≤ 1, para cada n ∈ ω;

(iv) Para cada coloração g : [ω]2 → {0, 1}, existe C ∈ p tal que C é g-homogêneo (isto é, existe

j ∈ {0, 1} tal que g({a, b}) = j, para cada par {a, b} ∈ [C]2).

(v) Para cada partição {P0, P1} de [ω]2, existem D ∈ p e j ∈ {0, 1} tais que [D]2 ⊂ Pj.

Demonstração. Mostraremos que (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇒ (iv)⇒ (v)⇒ (iv)⇒ (iii)⇒ (i).

(i) ⇒ (ii): Seja f : ω → ω uma função. Se βf(p) é um ultrafiltro principal sobre ω,

então existe a ∈ ω tal que {a} ∈ βf(p) e, portanto, f−1({a}) ∈ p. Neste caso, temos que

f �A é constante, onde A = f−1({a}). Suponhamos que βf(p) seja um ultrafiltro livre sobre

ω. Temos que βf(p) ≤RK p e, por hipótese, p é minimal. Logo, p ≡RK βf(p). Portanto,

existe uma permutação π de ω que satisfaz p = βπ(βf(p)) = (βπ ◦ βf)(p) = β(π ◦ f)(p). Seja

A = {n ∈ ω : (π ◦ f)(n) = n}. Do lema A.3 segue que A ∈ p. Além disso, f �A é injetora.

(ii) ⇒ (iii): Seja {Pn : n ∈ ω} uma partição de ω e consideremos f : ω → ω dada por

f(x) = n se, e somente se, x ∈ Pn. Por hipótese, existe A ∈ p tal que f �A é injetora ou

constante. No primeiro caso, temos que |A ∩ Pn| ≤ 1, para todo n ∈ ω. No segundo, temos que

existe n ∈ ω tal que Pn ∈ p.
(iii)⇒ (iv): Seja g : [ω]2 → {0, 1} uma coloração. Definamos

X0
0 = {n ∈ ω \ {0} : g({n, 0}) = 0}

e

X0
1 = {n ∈ ω \ {0} : g({n, 0}) = 1}.

Temos que ω \ {0} = X0
0 ∪ X0

1 e X0
0 ∩ X0

1 = ∅. Como ω \ {0} ∈ p, existe i ∈ {0, 1} tal que

X0
i ∈ p. Façamos A0 = X0

i e l0 = i. Seja m ∈ ω e suponhamos definidos Am ∈ p e lm ∈ {0, 1}.
3Dizer que p ∈ ω∗ é seletivo é o mesmo que dizer que, para cada partição {Pn : n ∈ ω} de ω, existe m ∈ ω tal

que Pm ∈ p ou existe B ∈ p tal que |B ∩ Pn| = 1, qualquer que seja n ∈ ω.
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Consideremos

Xm+1
0 = {n ∈ Am \ (m+ 1) : g({n,m+ 1}) = 0}

e

Xm+1
1 = {n ∈ Am \ (m+ 1) : g({n,m+ 1}) = 1}.

Novamente, existe i ∈ {0, 1} tal que Xm+1
i ∈ p. Façamos Am+1 = Xm+1

i e lm+1 = i.

Observamos que A0 ⊃ A1 ⊃ ... ⊃ An ⊃ .... Sejam P0 = ω \ A0 e Pn+1 = An \ An+1, para

cada n ∈ ω. Temos que {Pn : n ∈ ω} é uma partição de ω tal que Pn 6∈ p, qualquer que seja

n ∈ ω. De (iii) decorre que existe A ∈ p tal que |A ∩ Pn| ≤ 1, para todo n ∈ ω. Fixemos um tal

A e consideremos f : ω → ω dada por f(0) = 0 e

f(n+ 1) = max{f(n),maxA \Af(n)}+ 1

para cada n ∈ ω.4 Uma vez que f é estritamente crescente e f(0) = 0, temos que

{[f(n), f(n + 1)[: n ∈ ω} é uma partição de ω. Como cada elemento desta partição é um

subconjunto finito de ω, nenhum deles pertence a p. De (iii), novamente, segue que existe B ∈ p
tal que |B ∩ [f(n), f(n+ 1)[| ≤ 1, para todo n ∈ ω. Temos que A ∩B ∈ p.

Sejam {xn : n ∈ ω} uma enumeração estritamente crescente de A ∩B,

Y0 = {x2n : n ∈ ω}

e

Y1 = {x2n+1 : n ∈ ω}.

Tomemos i ∈ {0, 1} tal que Yi ∈ p e façamos D = Yi.

Afirmamos que se m,n ∈ D e m < n, então n ∈ Am. Com efeito, da definição de D segue

que existe k ∈ ω tal que

m < f(k) < f(k + 1) ≤ n

e, portanto, n > maxA \Af(k). Como n ∈ A, temos que n ∈ Af(k). Contudo, Am ⊃ Af(k), uma

vez que m < f(k). Logo, n ∈ Am.

Sejam

D0 = {n ∈ D : ln = 0},

4Observamos que A \Af(n) = A ∩ (P0 ∪ P1 ∪ ... ∪ Pf(n)) e, portanto, este é um conjunto finito.
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D1 = {n ∈ D : ln = 1}

e i ∈ {0, 1} tal que Di ∈ p. Temos que C = Di é g-homogêneo. De fato, se {m,n} ∈ [C]2 e

m < n, então g({m,n}) = lm = i, uma vez que n ∈ Am.

(iv) ⇒ (v): Seja {P0, P1} uma partição de [ω]2. Consideremos a coloração g : [ω]2 → {0, 1}
dada por g({x, y}) = 0, se {x, y} ∈ P0 e g({x, y}) = 1, se {x, y} ∈ P1. Por hipótese, existe C ∈ p
tal que C é g-homogêneo e, portanto, existe j ∈ 2 tal que [C]2 ⊂ Pj .

(v)⇒ (iv): Seja g : [ω]2 → {0, 1} uma coloração. Consideremos {P0, P1} a seguinte partição

de [ω]2: {x, y} ∈ [ω]2 pertence a P0 se g({x, y}) = 0. Caso contrário, {x, y} ∈ P1. Por hipótese,

existem D ∈ p e j ∈ 2 tais que [D]2 ⊂ Pj . Logo, D é g-homogêneo.

(iv)⇒ (iii): Seja {Pn : n ∈ ω} uma partição de ω. Suponhamos que Pn 6∈ p, para todo n ∈ ω.

Definamos a coloração g : [ω]2 → {0, 1} da seguinte maneira: g({x, y}) = 0 se {x, y} ⊂ Pn, para

algum n ∈ ω e g({x, y}) = 1, caso contrário. Por hipótese, existe A ∈ p tal que g é constante em

[A]2. Como estamos supondo que Pn 6∈ p, para todo n ∈ ω, temos que |A ∩ Pn| ≤ 1, para cada

n ∈ ω.

(iii) ⇒ (i): Seja p um ultrafiltro livre sobre ω satisfazendo (3). Vamos mostrar que para

cada função f : ω → ω tal que βf(p) ∈ ω∗, temos que βf(p) ≡RK p. Seja, portanto, f como

acima. Para cada n ∈ ω, consideremos Pn = f−1({n}). Temos que {Pn : n ∈ ω} é uma partição

de ω tal que Pn 6∈ p, para todo n ∈ ω. Por hipótese, existe A ∈ p tal que |A∩Pn| ≤ 1, para cada

n ∈ ω. Dáı, segue que f �A é injetora e, portanto, βf(p) ≡RK p.

Lema A.7. [41] Sejam p um ultrafiltro seletivo e {ak : k ∈ ω} ∈ p uma seqüência estritamente

crescente de números naturais tal que k < ak, para todo k ∈ ω. Existe I ⊂ ω tal que:

(i) {ak : k ∈ I} ∈ p;

(ii) {[k, ak] : k ∈ I} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Demonstração. Consideremos A = {ak : k ∈ ω} ∈ p uma seqüência estritamente crescente de

números naturais tal que k < ak, para cada k ∈ ω. Definamos uma partição {P0, P1} de [ω]2 da

seguinte maneira: para cada {x, y} ∈ [ω]2, {x, y} é um elemento de P0 se, e somente se, existem

i, k ∈ ω, com i < k, tais que {x, y} = {ai, ak} e ai < k. Como p é um ultrafiltro seletivo, do lema

A.6 decorre que existe B ∈ p tal que B ⊂ A e [B]2 ⊂ P0 ou [B]2 ⊂ P1.

Afirmamos que [B]2 6⊂ P1. Com efeito, seja {tn : n ∈ ω} uma seqüência estritamente crescente

de números naturais tal que B = {atn : n ∈ ω}. Se {at0 , atn} ∈ P1, então at0 ≥ tn para todo

n > 0, o que é uma contradição. Portanto, [B]2 ⊂ P0. Assim, se {ai, ak} ∈ [B]2 com ai < ak,
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então i < ai < k < ak. Seja I ⊂ ω tal que B = {ak : k ∈ I}. As condições (i) e (ii) são

satisfeitas.

Lema A.8. [41] Sejam p0 e p1 ultrafiltros seletivos incomparáveis (segundo a ordem de Rudin-

Keisler). Para cada j ∈ 2, seja {ajk : k ∈ ω} ∈ pj uma seqüência estritamente crescente

de números naturais tal que k < ajk, qualquer que seja k ∈ ω. Existem I0 e I1 subconjuntos

disjuntos de ω tais que:

(i) {ajk : k ∈ Ij} ∈ pj, para cada j ∈ 2;

(ii) {[k, ajk] : j ∈ 2, k ∈ Ij} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Demonstração. De acordo com o lema A.7, existem J0, J1 ⊂ ω tais que

(1) Bj = {ajk : k ∈ Jj} ∈ pj , para cada j ∈ 2;

(2) {[k, ajk] : k ∈ Jj} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos, para cada j < 2.

Uma vez que p0 e p1 são ultrafiltros distintos, podemos assumir que

(3) B0 ∩B1 = ∅.5

Nosso objetivo é encontrar I0 ⊂ J0 e I1 ⊂ J1 subconjuntos disjuntos de ω de modo a satisfazer

os ı́tens (i) e (ii). De acordo com (2), o item (ii) estará satisfeito se valer

(4) [i, a0
i ] ∩ [k, a1

k] = ∅, quaisquer que sejam i ∈ I0 e k ∈ I1.6

Da seletividade de p1 e de (3) decorre que existe C1 ∈ p1 tal que C1 ⊂ B1 e tal que se a e b

são elementos consecutivos de B0, então |[a, b] ∩ C1| ≤ 1. Seja

T =
⋃
{[i, a0

i ] : a0
i ∈ B0 e [i, a0

i ] ∩ C1 6= ∅}.

Se n ∈ T , existe um único t ∈ ω tal que n ∈ [t, a0
t ] e existe um único m ∈ ω tal que

{m} = [t, a0
t ]∩C1. Façamos f0(n) = m para cada n ∈ T e definamos f0 em ω\T arbitrariamente.

Uma vez que βf0(p0) 6= p1 (pois p0 e p1 são incomparáveis), existe D1 ∈ p1 tal que D1 ⊂ C1

e f−1
0 (D1) 6∈ p0. Seja C0 = B0 \ f−1

0 (D1) ∈ p0.

5De fato, se tomarmos C ∈ p0 \ p1, podemos trabalhar com os conjuntos B0 ∩ C ∈ p0 e B1 ∩ (ω \ C) ∈ p1.
6Se valer (4), então I0 e I1 serão disjuntos.
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Afirmamos que se a0
i ∈ C0, então [i, a0

i ] ∩ D1 = ∅. De fato, se a1
t ∈ [i, a0

i ] ∩ D1, então

{a1
t } = [i, a0

i ] ∩ D1 = [i, a0
i ] ∩ C1 e, portanto, f0(a0

i ) = a1
t ∈ D1. Assim, a0

i ∈ f
−1
0 (D1), o que

contradiz a definição de C0.

Usando a seletividade de p0, podemos encontrar D0 ∈ p0 tal que D0 ⊆ C0 e tal que se a e b

são elementos consecutivos de D1, então |[a, b] ∩D0| ≤ 1.

Por um argumento análogo, conclúımos que existem E0 ∈ p0, E1 ∈ p1 tais que:

(5) Ej ⊂ Dj , para cada j ∈ 2;

(6) Se a1
t ∈ E1, então [t, a1

t ] ∩ E0 = ∅.

(7) Se a0
i ∈ E0, então [i, a0

i ] ∩ E1 = ∅.

Seja Ij ⊂ ω tal que Ej = {ajk : k ∈ Ij}, para cada j ∈ 2. Do item (5), segue que I0 e I1

satisfazem (i). Conforme observado, para mostrar que vale (ii), é suficiente mostrar que vale (4).

Portanto, suponhamos por absurdo que existam i ∈ I0 e t ∈ I1 tais que [i, a0
i ]∩ [t, a1

t ] 6= ∅. Então,

a0
i ∈ [t, ait] ou a1

t ∈ [i, a0
i ], o que contradiz (6) e (7). Logo, (ii) está satisfeita.

Lema A.9. [40] Seja {pj : j ∈ ω} uma famı́lia de ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis

(segundo a ordem de Rudin-Keisler). Para cada j ∈ ω, seja {ajk : k ∈ ω} ∈ pj uma seqüência

estritamente crescente de números naturais tal que k < ajk, qualquer que seja k ∈ ω. Existe

{Ij : j ∈ ω} uma famı́lia de subconjuntos de ω dois a dois disjuntos tal que:

(i) {ajk : k ∈ Ij} ∈ pj, para cada j ∈ ω;

(ii) {[k, ajk] : j ∈ ω, k ∈ Ij} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Demonstração. Por indução, vamos construir para quaisquer j, t ∈ ω, um subconjunto Ij,t de ω

tal que:

(1) Ij,t+1 ⊂ Ij,t, para cada t ∈ ω;

(2) {[k, ajk] : j ≤ t, k ∈ Ij,t} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos, para todo

t ∈ ω;

(3) {ajk : k ∈ Ij,t} ∈ pj , quaisquer que sejam j, t ∈ ω.
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Do lema A.7 segue que existe I0,0 ⊂ ω tal que {a0
k : k ∈ I0,0} ∈ p0 e {[k, ajk] : k ∈ I0,0} é uma

famı́lia de intervalos de ω dois a dois disjuntos.

Suponha que Ij,t tenha sido definido para j, t ≤ s de modo a satisfazer as condições (1), (2) e

(3). Seja Is+1,0 = ω. Resta definir Is+1,t+1 e It,s+1, para 0 ≤ t ≤ s. Aplicamos o lema A.8 para

{as+1
k : k ∈ Is+1,0} e {a0

k : k ∈ I0,s}, obtendo Is+1,1 e I0,s+1. Em seguida, aplicamos novamente

o lema A.8 para {as+1
k : k ∈ Is+1,1} e {a1

k : k ∈ I1,s}, obtendo Is+1,2 e I1,s+1. Continuamos com

este processo até aplicarmos o lema A.8 para {as+1
k : k ∈ Is+1,s} e {ask : k ∈ Is,s}, obtendo assim

Is+1,s+1 e Is,s+1. Observamos que:

• It,s+1 ⊂ It,s e Is+1,t+1 ⊂ Is+1,t, para todo t ≤ s;

• {[k, atk] : k ∈ It,s+1} ∪ {[k, as+1
k ] : k ∈ Is+1,t+1} é uma famı́lia de intervalos de ω dois a dois

disjuntos;

• {atk : k ∈ It,s+1} ∈ pt e {as+1
k : k ∈ Is+1,t+1} ∈ ps+1, para todo t ≤ s.

Temos que (1), (2) e (3) são satisfeitas para quaisquer j, t ≤ s+ 1. Portanto, podemos definir

Ij,t satisfazendo (1), (2) e (3) para quaisquer j, t ∈ ω.

Para cada j ∈ ω, pj é seletivo. De acordo com (3), existe Kj ⊂ Ij,j tal que:

(4) Kj \ Ij,t é finito, para cada t ∈ ω;

(5) {ajk : k ∈ Kj} ∈ pj .

De (4) decorre que existe Mj ∈ ω tal que:

(6) Kl ⊂ Il,j ∪Mj , para todo l ≤ j;

Seja

(7) Ij = Kj \max{alk + 1 : l < j, k < Mj}.

De acordo com (5), Ij satisfaz (i), para cada j ∈ ω.

Sejam j, j′, k, k′ ∈ ω com k ∈ Ij e k′ ∈ Ij′ . Se j = j′, dos ı́tens (7) e (4) decorre que k,

k′ ∈ Ij ⊂ Ij,j . De (2) segue que [k, ajk] ∩ [k′, ajk′ ] = ∅. Podemos assumir, portanto, que j′ < j.

Temos que k ∈ Ij,j . Se k′ ∈ Ij′,j , de (2) segue que [k, ajk] ∩ [k′, aj
′

k′ ] = ∅. Se k′ 6∈ Ij′,j , então

k′ ∈Mj , pois k′ ∈ Ij′ ⊂ Kj′ ⊂ Ij′,j∪Mj . De (7) segue que k > aj
′

k′ . Logo, [k, ajk]∩[k′, aj
′

k′ ] = ∅.





APÊNDICE B

Ultrafiltros seletivos e o axioma de Martin

Seja (P,≤) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que p, q ∈ P são incompat́ıveis se

não existe r ∈ P tal que r ≤ p e r ≤ q. Um subconjunto A de P é uma anticadeia se quaisquer

dois elementos distintos de A forem incompat́ıveis. Dizemos que D ⊂ P é denso se, para cada

p ∈ P, existe q ∈ D tal que q ≤ p. Por fim, G ⊂ P é dito um filtro genérico para uma famı́lia D
de subconjuntos densos de P se:

(1) ∀p, q ∈ G ∃r ∈ G (r ≤ p e r ≤ q);

(2) ∀p ∈ G ∀q ∈ P (p ≤ q → q ∈ G);

(3) D ∈ D → G ∩D 6= ∅.

O axioma de Martin (MA) afirma que se P é um conjunto parcialmente ordenado de modo

que todas as suas anticadeias sejam enumeráveis, então para cada famı́lia D de subconjuntos

densos de P tal que |D| < c, existe um filtro genérico.

O axioma de Martin para ordens parciais enumeráveis (MAcountable) afirma, por sua vez, que

se P é um conjunto parcialmente ordenado enumerável, então para cada famı́liaD de subconjuntos

densos de P tal que |D| < c, existe um filtro genérico.

Não há dúvidas de que MA implica MAcountable. Mostraremos a seguir que MAcountable

implica a existência de 2c ultrafiltros seletivos (dois a dois incomparáveis segundo a ordem de

165
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Rudin-Keisler em ω∗). A demonstração que apresentaremos aqui deve-se a A. Blass e encontra-se

em [5].1

Lema B.1. (MAcountable) Se B é base para um ultrafiltro livre sobre ω, então |B| = c.

Demonstração. Por absurdo, suponhamos que exista B uma base para um ultrafiltro livre sobre

ω tal que |B| < c. Afirmamos que existem S0, S1 ⊂ ω infinitos e disjuntos tais que S0 ∩ B 6= ∅
e S1 ∩ B 6= ∅, qualquer que seja B ∈ B. Com efeito, consideremos P = Fn(ω, 2) ordenado pela

inclusão reversa (isto é, se p, q ∈ P, então p ≤ q se, e somente, se p ⊃ q). Para cada n ∈ ω, seja

Dn = {p ∈ P : n ∈ dom p}

e, dados B ∈ B e m ∈ ω, consideremos

Dm
B,0 = {p ∈ P : ∃n ∈ B \m tal que p(n) = 0}

e

Dm
B,1 = {p ∈ P : ∃n ∈ B \m tal que p(n) = 1}.

Como B é base para um ultrafiltro livre sobre ω, os elementos de B são subconjuntos infinitos

de ω e, portanto,

D = {Dn : n ∈ ω} ∪ {Dm
B,0 : B ∈ B,m ∈ ω} ∪ {Dm

B,1 : B ∈ B,m ∈ ω}

é uma famı́lia de subconjuntos densos de P tal que |D| ≤ max{ω, |B|} < c. Como |P| = ω,

podemos aplicar MAcountable e garantir a existência de G ⊂ P um filtro genérico para D. Se

f =
⋃
G, então que f ∈ ω2. Definimos S1 = f−1({0}) e S2 = f−1({1}). Temos que S0 e S1 são

subconjuntos infinitos de ω tais que S0 ∩B 6= ∅ e S1 ∩B 6= ∅, qualquer que seja B ∈ B.

Como B gera um ultrafiltro sobre ω e tanto S0 quanto S1 intersecta todo elemento de B,

então S0 e S1 pertencem ao ultrafiltro em questão, o que é absurdo, uma vez que S0∩S1 = ∅.

Teorema B.2. (MAcountable) Existem 2c ultrafiltros seletivos.

1Em [5], o autor mostra que MA implica a existência de 2c ultrafiltros seletivos (dois a dois incomparáveis
segundo a ordem de Rudin-Keisler em ω∗). Como estamos interessados em obter o mesmo resultado partindo de
MAcountable, foi necessário fazer uma pequena modificação na demonstração do lema B.1, uma vez que MAcountable

não garante que p = c. Achamos, também, mais adequado reescrever a demonstração do teorema B.2 usando a
notação de árvore binária.
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Demonstração. Seja {fα : α < c} uma indexação do conjunto de todas as funções f : ω → ω de

modo que se α < c é um ordinal limite, então fα é uma função limitada. Para cada α < c e cada

ϕ ∈ c2, vamos definir Yϕα como sendo uma base para algum filtro sobre ω tal que:

(1) Yϕα contém todos os subconjuntos cofinitos de ω;

(2) Se β < α, então Yϕβ ⊂ Y
ϕ
α ;

(3) |Yϕα | ≤ max{ω, |α|};

(4) fα é limitada ou injetora em algum elemento de Yϕα ;

(5) Se α é o primeiro ordinal em que ϕ : c→ 2 e φ : c→ 2 diferem, Yϕα = Yψα , mas Yϕα+1 possui

um elemento disjunto de algum elemento de Yψα+1.

Se ϕ ∈ 02, definimos Yϕ0 como sendo a famı́lia de todos os subconjuntos cofinitos de ω.

Fixemos α < c um ordinal e suponhamos constrúıdo Yϕβ para cada β < α e cada ϕ ∈ β2. Vamos

definir Yϕα para cada ϕ ∈ α2. Se α < c é um ordinal limite e ϕ ∈ α2, façamos Yϕα = ∪β<αY
ϕ�β
β .

Suponhamos que α < c seja um ordinal sucessor — digamos, α = β + 1 — e fixemos ϕ ∈ α2.

Vamos construir B uma base para um filtro sobre ω com as seguintes propriedades:

• B ⊃ Yϕ�ββ ;

• |B| ≤ max{ω, |α|} < c;

• fα é limitada ou injetora em algum elemento de B.2

Se fα é limitada em algum elemento de Yϕ�ββ , façamos B = Yϕ�ββ . Suponhamos, portanto,

que fα seja ilimitada em todo elemento de Yϕ�ββ . Seja P a famı́lia de todos os subconjuntos finitos

de ω nos quais fα é injetora, ordenada pela inclusão reversa. Temos que P é enumerável. Para

cada Y ∈ Yϕ�ββ , seja DY = {p ∈ P : p ∩ Y 6= ∅}. Temos que DY é denso em P, uma vez que fα é

ilimitada em Y . Como |Yϕ�ββ | < c, podemos usar MAcountable para assegurar a existência de um

filtro G em P tal que G ∩DY 6= ∅, para todo Y ∈ Yϕ�ββ . Seja T =
⋃
G. Como G é filtro, temos

que fα é injetora em T . Como G ∩ DY 6= ∅ para todo Y ∈ Yϕ�ββ , temos que T intersecta todo

elemento de Yϕ�ββ . Seja B a base para um filtro sobre ω obtida adicionando T a Yϕ�ββ e fechando

a famı́lia resultante por intersecções finitas.

2O conjunto B funcionará quase como Yϕα , já que a condição (5) pode falhar.
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Como B contém todos os subconjuntos cofinitos de ω e |B| < c, do lema B.1 decorre que

o filtro gerado por B não é um ultrafiltro sobre ω. Portanto, existe S ⊂ ω tal que S e ω \ S
intersectam todo elemento de B. Fixemos um tal S. Se ϕ(β) = 0, adicionamos a B o conjunto

S e fechamos esta famı́lia por intersecções finitas, a fim de obter Yϕα . Se ϕ(β) = 1, fazemos o

mesmo para o conjunto ω \ S.

Para cada α < c e cada ϕ ∈ c2, definimos Yϕα = Yϕ�αα . As condições (1), (2), (3), (4) e (5)

estão satisfeitas. Se ϕ ∈ c2, tomemos Dϕ um ultrafiltro contendo ∪α<cYϕα . De (1) segue que Dϕ

é livre. De (4) segue que Dϕ é seletivo.3 De (5) vem que Dϕ 6= Dψ, se ϕ 6= ψ.

Corolário B.3. (MAcountable) Existem 2c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis segundo

a ordem de Rudin-Keisler em ω∗.

Demonstração. Do teorema B.2 segue que existem 2c ultrafiltros seletivos. Sabemos que

quaisquer dois deles são incomparáveis ou equivalentes. Como existem apenas c bijeções de ω

em ω, temos que cada classe de equivalência possui no máximo c elementos e, portanto, devemos

ter 2c dessas classes, cada uma tendo um ultrafiltro seletivo como representante. Logo, existem

2c ultrafiltros seletivos dois a dois incomparáveis segundo a ordem de Rudin-Keisler em ω∗.

3Observamos que se U é um ultrafiltro sobre ω, A ∈ U e f : ω → ω é limitada em A, então existe B ∈ U tal que
f �B é constante. Com efeito, F = {n ∈ ω : f−1({n}) ∩ A 6= ∅} é um conjunto finito e A ⊂ ∪n∈F f−1({n}). Se
f−1({n}) 6∈ U para cada n ∈ ω, então ω \ A = ∩n∈D(ω \ f−1({n})) ∈ U, o que é absurdo. Logo, existe n ∈ F tal
que B = f−1({n}) ∈ U. Claramente, f �B é constante.
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