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Resumo

Consideremos A e B duas algebras de Artin tais que B é uma extensao cindida de A pelo ideal
@, onde @ é um ideal nilpotente de B. Estudamos algumas propriedades homoldgicas das categorias
mod A e mod B, tais como dimensao projetiva e injetiva. A partir disso mostramos que se B pertence
a uma das seguintes classes: hereditaria, laura, fracamente shod, shod, quase inclinada, colada a
esquerda, colada a direita ou disfarcada; entdo A pertence a mesma classe. Além disso, restringindo
nosso estudo para algebras de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado, comparamos
as respectivas aljavas ordindrias, bem como suas apresentacoes. Finalmente, apds caracterizarmos o
ideal @, exibimos alguns exemplos de extensoes no contexto de dlgebras de caminhos com relagoes,

que mostram que A pode ser de uma das classes citadas sem que B o seja.

Palavras-chave: extensoes cindidas, representacoes de algebras, dimensoes homoldgicas.
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Abstract

Let A and B be two Artin algebras such that B is a split-by-nilpotent extension of A by @), were
Q@ is a nilpotent ideal of B. We study some homological properties of the categories mod A and
mod B such that the projetive and the injetive dimensions of their objects. Using this we show that
if B belongs to one of this classes: hereditary, laura, weakly shod, shod, quasi-tilted, left glued, right
glued or concealed; then A belongs to same class. Moreover restricting our study to finite dimensional
algebras over algebraically closed fields, we compare the ordinary quivers and presentations of the
corresponding algebras. Finally, after giving a characterization of ideal () as above, we exhibit some
exemples of split extensions in the context of path algebras bounded by relations, which shows that

A can be one of the above cited algebras without B so.

Keywords: split extensions, algebras representation, homological dimensions.
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Introducao

A algebra B é dita uma extensdo da algebra A se existir um epimorfismo de algebras 7 : B — A.

Também podemos dizer que o par (B, 7) é uma extensao de A.

Este conceito aparece na literatura, por exemplo, em On the cohomology groups of an associative
algebra (1945 - Annals of Mathematics 46, 58-67) de G. Hochschild, onde encontramos a chamada

“ segregate 7, que é quando

extensdo singular, que é quando (Nuc )% = 0 e a chamada extensdo
B = A ® Nucw. Neste trabalho, Hochschild trata (sem dar nome) de extensdes “ segregate ”cujo

nicleo (Nuc7) é um ideal nilpotente.

No livro Homological algebra (1956 - Princeton University Press) de H. Cartan e S. Eilenberg,
uma extensao de algebra m : B — A é dita inessencial quando 7 tiver inverso a direita, isto é, se
existir um morfismo de algebras o : A — B tal que mo = id4. Atualmente dizemos que o epimorfismo
cinde, ou ainda, que a extensao é cindida. Além disso podemos escrever B =2 A @ Nuc 7 (soma de
A-mébdulos).

Nos trabalhos da tltima década, em especial [6], [7], [9] e [10] encontramos o termo que aqui serd

estudado: extensao cindida por ideal nilpotente.

Vamos estudar nesse trabalho caracteristicas comuns entre duas dlgebras de Artin A e B quando
B for uma extensao cindida de A por um ideal nilpotente, isto é, quando existir um epimorfismo
cindido de dlgebras m : B — A, cujo nicleo é um ideal nilpotente de B (ver [6,7,9,10]). Quando
isso acontece podemos considerar A como uma subélgebra de B. Mais ainda, todo mddulo sobre A
é um modulo sobre B e vice-versa. Para fazer uma conexao entre as categorias dos moédulos de tipo

finito sobre A e sobre B, utilizamos os funtores de mudanga de anéis

— ®4 B,Homy(B4,—) :mod A — mod Be —®pA,Homg(Ap,—) : mod B — mod A4
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(ver [12]). Com eles relacionamos os médulos indecomponiveis em mod A e em mod B, em especial
os projetivos e os injetivos. Na verdade, todo B-mddulo projetivo é isomorfo a um médulo da forma
P ®4 B, onde P4 é uma A-mddulo projetivo; e todo B-mddulo injetivo é isomorfo a um mdédulo da

forma Hom 4 (B, I), onde I é um A-mdédulo injetivo.

A partir disso relacionamos resolugbes e apresentagoes projetivas (e injetivas) de um “mesmo”
moédulo visto como A-médulo e como B-mdédulo e, portanto, conseguimos algumas propriedades
homolégicas da categoria ind A a partir de propriedades ind B (aqui ind C' é a subcategoria plena de
mod C' cujos objetos sdo representantes das classes de isomorfismo dos C-mddulos indecomponiveis).

Um resultado, envolvendo as dimensoes projetivas (dp) e injetivas (di), é o seguinte:

Para todo A-médulo M indecomponivel,
-se dp Mp <1 entao dp My < 1;
-sediMp <lentaodi My <1.

Tal resultado merece destaque pois nos garante duas propriedades de B que sdo herdadas por A:

ser hereditdria e ser shod.

Uma pergunta natural é se esse tipo de resultado também é valido para outras classes de dlgebras.
Estudamos entao os conceitos de parte direita (R) e parte esquerda (£) da categoria de médulos [16]

que podem ser definidas, para uma algebra de Artin C, por

L:={X €indC |seY é predecessor de X, entaodpY <1} e
R:={X €indC|se X é sucessor de Y, entdo diY < 1}.

Essas subcategorias de ind C' nos permitem caracterizar algumas classes de algebras que sao

frequentemente estudadas em teoria de representagoes [5]. Algumas dessas classes estao no seguinte

Teorema A de [10]. Sejam A e B é&lgebras de Artin, tais que B é uma extensao cindida por

nilpotente de A. Entéo,

e se B é laura entao A também é laura;
e se B colada a esquerda entdo A também é colada & esquerda;

e se B colada a direita entdo A também é colada a direita;
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e se B é fracamente shod entdo A também é fracamente shod;
e se B é shod entdo A também é shod;

e se B é quase inclinada entao A também é quase inclinada.

Mostramos também um resultado analogo para algebras disfarcadas, porém como estas dlgebras

sao de tipo de representacao infinito, precisamos supor que A é de tipo infinito.

As reciprocas desses resultados nao sdo validas. Para construirmos alguns contra-exemplos res-
tringimos nosso estudo para algebras de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado, mas
ainda considerando B uma extensdo cindida de A por um ideal nilpotente ). Mostramos que a aljava
ordinaria de A é uma subaljava da aljava ordindria de B, um resultado que j4 era esperado uma vez que
A pode ser vista como subdlgebra de B. H4 também uma forte ligacdo entre as apresentagoes dessas
algebras, o que nos permitiu caracterizar o ideal @) [6]. Utilizamos tal caracterizagdo para construir
exemplos de extensoes cindidas por nilpotente. Por fim, para justificar que uma algebra pertence ou
nao a uma das classes de dlgebras estudadas, fizemos uso da aljava de Auslander-Reiten [8,11] que

permite uma “visualizagao” da categoria dos médulos indecomponiveis e das subcategorias £ e R.
Organizacao do Trabalho

No primeiro capitulo fazemos um apanhado de definicoes e resultados gerais envolvendo categorias
e funtores, médulos sobre algebras, produto tensorial e dlgebras de caminhos (ver [1,8,11-13]), que

sao utilizados no decorrer do trabalho.

Para os demais capitulos foram estudadas as extensoes cindidas por nilpotente, principalmente
em [6,7,9,10].

No Capitulo 2 definimos extensao cindida por um ideal nilpotente para dlgebras de Artin. Es-
tudamos as categorias mod A e mod B através dos funtores de mudancas de anéis, em especial, os
modulos projetivos e injetivos. Mostramos ainda que se A é uma &dlgebra conexa entdao B também o

é. Os resultados foram retirados em sua maioria de [7,9,10].

Ja no Capitulo 3 restringimos o estudo para algebras de dimensao finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado e passamos a estudar as caracterizagoes, feitas em [6], das aljavas ordindrias e

apresntacoes das algebras A e B, bem como do ideal nilpotente Q.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo das propriedades homoldgicas das categorias mod A e mod B.
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Para isso, incluimos uma secao introdutéria contendo defini¢oes e algumas propriedades de coberturas
projetivas, envolventes injetivas, dimensoes projetivas e injetivas, etc. A segunda secao compara as
propriedades homolégicas dos A-médulos e dos B-moédulos. Ao final mostramos que se B é uma
algebra hereditéria (ou shod) entdo A também ¢ hereditdria (ou shod). Tais resultados sao em sua

maioria de [7,10].

No Capitulo 5 extendemos esse tltimo resultado para outras classes de algebras. Iniciamos com
um estudo das partes direita e esquerda das categorias mod A e mod B. As algebras laura, colada
a direita (& esquerda), fracamente shod, shod, quase inclinada e disfargada podem ser determinadas
utilizando esses conceitos, como em [5]. Provamos que se B pertence a uma dessas classes entao
A também pertence a mesma classe [10]. Finalmente, na ultima se¢do damos alguns exemplos de
extensoes cindidas, utilizando as técnicas do Capitulo 3, que mostram que A pode ser de uma dessas

classes de dlgebras sem que B o seja.

Incluimos um apéndice com algumas caracteristicas da aljava de Auslander-Reiten que sao usadas

nos exemplos do Capitulo 5.



Capitulo 1

Preliminares

Comegamos nosso trabalho incluindo as definigoes e os resultados bésicos de dlgebras artinianas
que serao utilizados nos proximos capitulos. Muitos dos resultados terao suas demonstragoes omi-
tidas, as quais podem ser encontradas, por exemplo, em [1], [8], [11] e [13]. Na segdo de dlgebras
de caminhos restringimos nosso estudo as algebras de dimensao finita sobre corpos algebricamente
fechados.

Em muitas partes do trabalho utilizamos propriedades de categorias e funtores, por isso incluimos
inicialmente uma secao com algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados. Estes podem ser

encontrados por exemplo em [1], [8] e [12].
1.1 Categorias e Funtores

Uma categoria € é definida por:

e uma classe de objetos de €, denotada por Ob €;

e para cada par (X, Y) de objetos de € associamos um conjunto chamado de conjunto de
morfismos de X para Y, denotado por Homg(X,Y), e tal que se (X, Y) # (X', Y') entdo
Homg(X, Y) N Home(X', Y')= 0;

e para cada tripla (X, Y, Z) de objetos de €, hd uma operagao de composigao de morfismos,
denotada por o: Home(Y,Z)xHome(X,Y) — Home(X,Z) tal que

— ho(gof)=(hog)o f paratodo f € Home(X,Y), g € Home(Y,Z), h € Home(Z,W);

— para todo objeto X de € existe um morfismo idx em Home(X,X), chamado de morfismo



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

identidade de X, tal que foidy = f e idx o g = g, para todo morfismo f € Homg(X,Y)
e g € Homg(Z,X).

Escreveremos, por abuso de notagao, X € Ob €, ou ainda X € € para dizer que X é um objeto
da categoria €e f: X —Y (ou X J, Y') denota que f € Homg(X,Y). Além disso, em alguns casos

também escreveremos fg no lugar de f o g.

Dado um morfismo f : X — Y, uma secgao de f é um morfismo g : Y — X tal que fg = idy
e uma retragao de f é um morfismo h : Y — X tal que hf = idx. Diremos que o morfismo
f: X — Y é um isomorfismo se existir A : Y — X que é uma seccao e uma retracao de f, ou seja,

hf =idx e fh = idy. Nesse ultimo caso, dizemos que os objetos X e Y sao isomorfos (X =2 Y).

Dados os objetos X7, ..., X;, de €, a soma direta é um objeto de €, denotado por X1 ® ... ® X,
junto com um conjunto de morfismos u; : X; — X1 ® ... ® X,,, com ¢ = 1,....,n , tais que para
cada objeto Z € Ob € e cada conjunto de morfismos f; : X; — Z, i = 1,...,n em €, existe um
tnico morfismo f : X1 & ... ® X,, — Z tal que para cada i vale f; = f ow;. Também escrevemos

n
GBXZ- =X ...0 X,. Cada morfismo u; é chamado de i-ésima inclusao.
i=1

Uma categoria € ¢é dita aditiva se:
e para quaisquer objetos X1, ..., X,, de € existe a soma direta X; @ ... ® X,, em ¢;

e 0 conjunto Homg(X,Y") tem estrutura de grupo abeliano, para cada X,Y € €;

e existe um objeto zero, 0 € Ob €, tal que o morfismo identidade idg é o elemento nulo do grupo
abeliano Homg(0, 0);

e para f, g, h morfismos em €, vale (f +g)oh= foh+gohe fo(g+h)=fog+ foh (desde
que estas operagoes estejam definidas).

Para uma categoria aditiva €, a categoria dual ou oposta, denotada por € é definida como
a categoria cujos objetos sao os mesmos de €, Homgor(X,Y) = Home(Y, X) para X, Y € Ob € e a
composic¢ao de f € Homgop (X,Y) com g € Homgor(Y, Z) é fg € Homg(Z, X) = Homgor (X, Z).

n
Exemplo 1.1 (Notagao matricial) Seja @Xi gunto com {u;}; a soma direta dos objetos X;
i=1
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n
de uma categoria aditiva €. Existem morfismos p; : @Xi — X, (j-ésima projecdo) tais que
i=1

n
pjou; =idx;, pjou; =0 sei#j e@(uiopi):id@xi.

i=1
Dados os morfismos f; : X; — Y eg; : Y — Z; em €, denotamos por f = [ fi o fa ] :
9
X1®..0X,, — Y omorfismo tal que fou; = f; para cadai=1,...neg= ; Y - 719..92,,
Im

o morfismo tal que p; o g = g; para cada i =1,...,m.

SeX=X10..0X,eZ=21P...0 Z, entdo um morfismo h: X — Z em € € denotado pela

hii hi2 -+ hip

_ ho1 hoo -+ hoy
matriz h : [hij] = ] ] ’ onde hij =pijohou; : X; — Z;.

hml hm2 e hmn

Dizemos que uma categoria ® é uma subcategoria de € se:

a classe Ob ® é uma subclasse de Ob ¢€;

se X,Y € Ob D, entao Homp(X,Y) C Home(X,Y);
e a composicao de © é a mesma de C;

para cada objeto X de ©, o morfismo identidade em Homg(X,X) coincide com o morfismo
identidade em Home (X, X).

Uma subcategoria © de € é dita plena se Homg(X,Y) = Homg(X,Y) para todos os objetos X
eY em ®.

Funtores

Sejam € e D categorias, define-se um funtor covariante F': € — ® associando para cada objeto
X de € um objeto FX (ou F(X)) de ©® e para cada morfismo f : X — Y em €, um morfismo
Ff:FX — FY (ou F(f)) em ® tal que:
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o F(gf)=(Fg)(Ff), para todos f e g morfismos em €;

o IMidx = idpx, para todo objeto X de €.

Define-se um funtor contravariante F' : € — ® associando para cada objeto X de € um objeto
FX de ® e para cada morfismo f: X — Y em €, um morfismo Ff: FY — FX em © tal que:

e F(gf)=(Ff)(Fg), para todos f e g morfismos em €;

o Iidx = idrx, para todo objeto X de €.

Sejam € e ® categorias aditivas. Um funtor F' : € — ® ¢é dito aditivo se dados X e Y em €,
temos F(X®Y)=2F(X)® F(Y)em D ese f,g € Home(X,Y) entao F(f +g) = F(f) + F(g).

Sejam F', G funtores covariantes da categoria € na categoria ®. Um morfismo funtorial ou
transformacao natural ® : I — G é uma familia {®x}xec op¢ de morfismos ¢y : FX — GX
de ® tal que, se f : X — Y é um morfismo de €, entao &y o Ff = Gf o Px, ou seja, o seguinte

diagrama é comutativo:

dx
FX—GX

o e

Sejam F', G sao funtores contravariantes da categoria € na categoria ®. Um morfismo funtorial
ou transformacgao natural ® : F — G é uma familia {®x }xc op ¢ de morfismos ¢x : FX — GX
de ® tal que, se f: X — Y é um morfismo de €, entdo ®x o F'f = G f o Py, ou seja, o seguinte

diagrama é comutativo:

[
FX —>GX

il o e

A composi¢ao de morfismos funtoriais definida por (®V¥)x = ®xVx é ainda um morfismo
funtorial. Para cada funtor F' tem-se um morfismo funtorial identidade idrp : F© — F dado por
(idp)x = idpx. Um morfismo funtorial ® : FF — G é dito isomorfismo funtorial se cada ®x for

um isomorfismo em ®. Nesse caso existe um morfismo funtorial ¥ : G — F tal que ®V = idg e
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U = idp. Utilizaremos F = G para dizer que existe um isomorfismo funtorial entre F' e G. A

composicao de isomorfismos funtoriais é também um isomorfismo funtorial.

Sejam € e ® categorias, F': € — D e G : D — € funtores. Dizemos que F' é adjunto & esquerda
de G ou G é adjunto a direita de F ou ainda que o par (F, G) é adjunto se para todos os objetos
X € €e M €D existe uma bijecio ®(x 5s) : Home(X, GM) — Homgp(F X, M) que é funtorial em

cada varidvel.

Um funtor (covariante) F : € — D é dito uma equivaléncia entre as categorias € e ® se existir
um funtor G : ® — € tal que F'G = idp e GF = id¢. Nesse caso, dizemos que G é um quase-inverso
de F' e que as categorias € e D sao equivalentes (€ ~ D). Um funtor contravariante F' : € — D é
dito uma equivaléncia entre as categorias € e ® se o funtor covariante induzido F:¢% D for

uma equivaléncia de categorias. Nesse caso, F' é chamado de dualidade.

Um funtor covariante F' : € — ® induz, para cada par (X, Y) de objetos de €, uma aplicagao
F : Homg(X,Y) — Homg(FX, FY) dada por f — Ff. Se esta aplicacdo é injetora, dizemos que o
funtor F é fiel. Se for sobrejetora, dizemos que o funtor F' é pleno. O funtor F é dito denso se

para cada objeto M de ® existir um objeto X de € tal que M e F'X sao isomorfos em 3.

Proposicao 1.1 Sejam € e ® categorias. Um funtor F' : € — O € uma equivaléncia de categorias

se, e somente se, ' € fiel, pleno e denso. |

1.2 Algebras e Moédulos

Seja R um anel comutativo com unidade. Uma R-dlgebra A é um anel com unidade que ao

mesmo tempo é um maddulo sobre R e tal que para todo x € R e para todo a,b € A vale:

(ab)x = a(bx) = (ax)b.

A toda R-algebra A corresponde uma outra R-algebra, chamada de algebra oposta A° que
tem a mesma estrutura de R-médulo de A, mas a multiplicacao * é definida por a * a’ := d/a para
todos a, a’ € A.

Uma R-ilgebra A é dita uma algebra de Artin se R é um anel artiniano e A é um R-mdédulo

de tipo finito (isto é, finitamente gerado).

Daqui para frente, caso nao se faga mencao ao contrario, as dlgebras serao consideradas R-algebras
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de Artin.

Exemplo 1.2 (Algebra de Matrizes) Seja k um corpo. O conjunto M, (k), das matrizes n X n
com coeficientes em k, munido das operagoes usuais de matrizes, € uma k-dlgebra de Artin de di-

mensao n2. |

Um R-submdédulo B da R-élgebra A é uma R-subélgebra de Ase 14 € B e bl € B, Vb,V € B.

Um R-submoédulo Z de uma R-algebra A é um ideal a direita de A se aa € Z, para todo a € 7
e para todo a € A. Se aac € I, Vo € Z, Va € A entdo Z é um ideal & esquerda de A. Se 7 é um
ideal & direita e um ideal a esquerda, entao Z é um ideal bilateral de A ou simplesmente um ideal
de A.

Exemplo 1.3 Consideremos T um ideal de uma R-dlgebra A. Seja % o conjunto das classes modulo
Z da forma a +7I= {a+a : « € I}, para todo a € A. Entdo, % tem uma estrutura de R-
mddulo dada por (a +Z)+(b+7Z) :=(a+b)+Z e (a+I)x := ax + I, para todo a,b € A e para
todo x € R e tem uma estrutura de anel dada por (a +Z) (b+ I) :=ab + I, para todo a,b € A.
Além disso, essas duas estruturas sdo compativeis, ou seja, para todos a,b € A e para todo x € R:
((a+D)b+D))x =(a+I)((b+ZT)x) = ((a+T)x)(b+ I). Portanto, % ¢ uma R-dlgebra, a qual

chamamos de dlgebra quociente de A por 7. |

Seja 7 um ideal a direita da R-dlgebra A. Um subconjunto SCTé d1t0 um gerador do ideal 7

se cada elemento w de 7 possa ser escrito como w = Z:culaZ onde w; = H sj e cada s; € S. Se §
i=1 j=1
for finito, Z é dito finitamente gerado.

Diremos que um ideal Z de uma R-algebra A é nilpotente se existir um inteiro positivo n tal

n
que I" = 0, onde I" := {Z a1,00,...an, | aj, € T}
i=1

k 0 0
Exemplo 1.4 Seja k um corpo. O conjunto A = ( : k ) = {( . ) | z,y,2z € k} € uma
y oz

k-subdlgebra da dlgebra de matrizes Ma(k).

00 0 O
O conjunto T = L 0 ¢ um ideal (bilateral) de A nilpotente e é gerado por S = { < Lo > },
k

onde 13 € a unidade do corpo k.
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Um ideal Z de uma R-algebra A é dito maximal se ndo existir um ideal Z # Z, T # A tal que
ICcICA.

Proposicao 1.2 Sejam A uma R-dlgebra de Artin e T um ideal de A. Sdo equivalentes:
1. T € o maior ideal nilpotente.
2. 1 € a intersecao de todos os ideais marimass. |

Um ideal com as propriedades da proposigao acima é chamado de radical (de Jacobson) de A e

é denotado por rad A.
Morfismos de algebras

Sejam A e B duas R-algebras. Um morfismo ou homomorfismo de R-dlgebras de A em B é
uma aplicagdo ¢ : A — B que é R-linear e é um homomorfismo de anéis, isto é, para todos a,as € A
ex,y € R:

o parx + azy) = ¢(ar)z + d(az)y;

o Plaraz) = ¢(ar)g(az);

e ¢(14) = 1p;

Se ¢ é injetora entao ¢ é dita um monomorfismo de algebras. Se ¢ é sobrejetora entao ¢ € dita

um epimorfismo de algebras. E, se ¢ é bijetora, entao ¢ é dita um isomorfismo de algebras.

Neste tltimo caso, dizemos que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A = B.

Exemplo 1.5 Se A é uma R-subdlgebra de B, entao a aplicagdo v : A — B, definida por 1(a) = a,
€ um monomorfismo de dlgebras, chamado de inclusao canoénica.
Se T ¢ um ideal bilateral de A entdo, a aplicacio ™ : A — %, definida por w(a) = a+ I é um

epimorfismo de dlgebras e é chamado de projegao candnica. |

Um monomorfismo é dito monomorfismo cindido quando possuir uma retracdo e um epimor-

fismo é dito epimorfismo cindido quando possuir uma secgao.

Seja ¢ : A — B um morfismo de algebras. Entao:
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1. A imagem de ¢ ( Im ¢ := {¢(a) |a € A} ) é uma subélgebra de B;

2. ¢(0) =0;

3. 6(—a) = —6(a);

4. O nucleo de ¢ ( Nuc ¢ :={a € A|¢(a) =0} ) é um ideal bilateral de A;
5. ¢ é injetora se, e somente se, Nuc ¢ = 0;

6. ¢(rad A) Crad B.

Proposicao 1.3 (Teorema do isomorfismo para dlgebras) Se ¢ : A — B € um epimorfismo

de dlgebras, entao

A
Nuc ¢

1

B

Mobdulos

Nessa se¢ao as algebras serao R-dlgebras de Artin, onde R é uma anel comutativo com unidade.

Seja A uma R-algebra. Um A-mdédulo a direita M é simplesmente um médulo & direita sobre
o anel A. Neste caso, M é dotado de uma estrutura natural de R-médulo a direita, dada por
mx = m(laz), para todo m € M e para todo z € R. Como R é comutativo, M também tem

estrutura de R-mddulo a esquerda. Além disso, se x € R, m € M e a € A vale
(xm)a = z(ma) = m(za).

Analogamente, define-se A-mddulos & esquerda.

Usaremos a seguinte notacao: M4 denota um A-mddulo a direita e 4M denota um A-médulo a
esquerda. Em muitos casos, omitiremos enunciados envolvendo médulos a esquerda, pois estes sao

inteiramente andlogos ao caso dos médulos a direita.

Exemplo 1.6 Sejam M4 um A-mdédulo e T um ideal de A, entdo o conjunto

MT = {ijaj|mj €eM,o; €T}
J
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é um A-submddulo de My4.

Se M for anulado pelo ideal T, isto €, se MZ = 0, entdo M possui wma estrutura natural de

%—mo’dulo, dada por m - (a +7) := ma, para m € M e a € A. |

Se M é um A-médulo & direita entdo o radical de M, denotado por rad M4, é o A-submddulo
M (rad A). O radical do A-médulo A4 é rad Ay = Arad A =rad A. Vale ainda que rad (M & N)4 =

rad M4 @ rad N4; e se Ny é um submédulo de M4 com N C rad M, entao rad % = ra?\,M.

Proposicao 1.4 (Lema de Nakayama) Sejam My um A-mddulo de tipo finito e Ny um submddulo
de M 4. Entao N C rad M se, e somente se, N + L = M implica que L = M, para todo submddulo
LoaC My. |

Sejam A e B duas R-algebras. Um conjunto M que tem estrutura de A-mdédulo a esquerda e
estrutura de B-médulo a direita é um (A-B)-bimdédulo se estas estruturas forem compativeis, isto
é, se a(mb) = (am)b para todoa € A, me M eb e B.

Denotaremos um (A-B)-bimédulo M por 4 Mp.
Morfismos de médulos

Sejam M e N dois A-médulos & direita. Um morfismo de A-mdédulos ou homomorfismo
de A-mdédulos é uma aplicagao f : M — N tal que f(mia + meb) = f(m1)a + f(mse)b para todos

mi,mo € M e a,b € A. Um morfismo de A-mddulos é, claramente, R-linear.

Se M e N sao (A-B)-bimédulos, uma aplicacao que é um morfismo de A-médulos a direita e de

B-mdédulos a esquerda é dita um morfismo de (A-B)-bimdédulos.

Se f: M — N é um morfismo de A-médulos, dizemos que f é um monomorfismo se f é injetora
e que f é um epimorfismo se f é sobrejetora. Se f é bijetora, entao dizemos que é um isomorfismo

de modulos, neste caso dizemos que M e N sao isomorfos e denotamos por M = N.

Para um morfismo de médulos a direita (ou a esquerda) f : M — N valem propriedades andlogas

as enunciadas para um morfismo de algebras:

1. A imagem de f e o nicleo de f sao submddulos de N e M respectivamente;

2. f(0) =0;
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3. f(=m) = —f(m);
4. f é um monomorfismo se, e somente se, Nuc f = 0;
5. f é um epimorfismo se, e somente se, Conuc f := % = 0;

6. f(rad M4) Crad N4 (ou f(rad 4M) Crad 4N).

Denotamos por Hom 4 (M, N) o conjunto dos morfismos (de A-médulos) de M em N. Tal conjunto
tem estrutura de R-mddulo com as seguintes operagoes: se f,g € Hom4(M,N) e x € R definimos
(f+g9)(m):= f(m)+g(m) e (fx)(m) := zf(m), para todo m € M.

Denotaremos por Mod A (A-Mod ) a categoria aditiva cujos objetos sdo os A-mddulos a direita (&
esquerda) e os morfismos sao os morfismos de A-médulos. Denotaremos também por mod A (A-mod)

a subcategoria plena de Mod A (A-Mod ) cujos objetos sao os A-mddulos de tipo finito.

Seja M4 um A-médulo. Definimos um funtor covariante Hom4 (M, —) : Mod A — Mod R que a
cada A-médulo N4 associa o R-médulo Hom 4 (M, N) e a cada morfismo de A-médulos f: Ly — Ny
associa o morfismo R-linear Hom4 (M, f) : Homa(M,L) — Homa(M,N), onde Hom4 (M, f)(g) :=
fg. Analogamente, definimos o funtor contravariante Hom4(—, M) : Mod A — Mod R que a cada
médulo N4 associa o R-médulo Hom 4(M, N) e a cada morfismo de A-médulos f : Ly — N4 associa
o morfismo R-linear Hom4(f, M) : Hom4(N, M) — Homa(L, M), onde Homa(f, M)(g) :== gf.

Dadas as R-algebras A e B vale:

1. para gsMp e Np, Homp(M, N) é um A-médulo a direita com (fa)(m) := f(am);
2. para 4Mp e aN, Homy (M, N) é um B-médulo a esquerda com (bf)(m) := f(mb);
3. para 4M e A4Np, Homy (M, N) é um B-médulo & direita com (fb)(m) := f(m)b;

4. para Mp e sNp, Homp(M, N) é um A-médulo & esquerda com (af)(m) := af(m).

Podemos entao definir outros funtores, como por exemplo: Hom4(—,4 Ng) : Mod A — Mod B

e Homp(—,4 Np) : Mod B — Mod A°P. Todos esses funtores sao aditivos.

Exemplo 1.7 Dado um A-mddulo My € Mod A temos que Homg(4Aa, My) = My. Mais ainda,

esse isomorfismo € funtorial, ou seja, Homa(aAa, —) = idpjod 4 |
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Se M4 e Ny sao de tipo finito, entdo Hom 4 (M4, N4) é também de tipo finito. Podemos entao

considerar os funtores “restrigdes”como Hom 4(—,4 Np) : mod A’ — mod B por exemplo.

Exemplo 1.8 (Funtor dual) O funtor contravariante D := Hompr(—,R) : mod A — mod A%
é uma dualidade cujo funtor quase-inverso é D := Homp(—,R) : mod A’ — mod A, ou seja,
D?:=DoD=id

mod 4 € portanto mod A ~ mod A°P.
Para cada A-mddulo M, o A°P-mdédulo DM ¢é chamado de dual de M. Dados os A-mddulos M
e N, vale ainda que Hom 4 (M, N) = Hom gor (DN, DM). [ ]

Sequéncia exata de moédulos
Uma sequéncia de A-médulos e de morfismos de A-mdédulos

fi fi fiz
o M s M M ==

¢é dita exata em M; se Im f;1 = Nuc f;. Tal sequéncia é dita exata se for exata em todo M;.

Observemos que dado um morfismo de A-médulos f: M — N, temos que f é um monomorfismo
N f , .
se, e somente se, a sequéncia 0 — M = N for exata; e f é um epimorfismo se, e somente se, a

sequéncia M R VN 0 for exata.

Uma sequéncia exata de A-médulos da forma ( L ! M—2=N 0 é chamada de

sequéncia exata curta. Dizemos que uma sequéncia exata curta cinde se f tiver uma secgédo, ou

equivalentemente, se g tiver uma retragao. Nesse caso, M =2 L & N.

O funtor dual é um funtor exato, ou seja, se 0 — L — M — N — 0 é uma sequéncia exata

curta, entao a sequéncia induzida 0 — DN — DM — DL — 0 também é exata.

Proposicao 1.5 Seja A uma R-dlgebra.

a) A sequéncia 0 — Ly EA My L Ny é exata se, e somente se, pra todo X 4, a sequéncia de

om X, om X)
R-mddulos 0 — Hom 4 (X, L) _toma(hD) Hom 4 (X, M) toma(X9) Hom4 (X, N) € exata.

b) A sequéncia L, EN My L Ny — 0 € ezata se, e somente se, pra todo X 4, a sequéncia de

om 7)( om 7X s
R-médulos 0 —> Homa(N, X) —=49%)_ pom (M, X) Y Homu(L, X) € exata.
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c) A sequéncia 0 — Ly EN My EN Ny — 0 € exata e cinde se, e somente se, para todo Xa, a

[N

sequéncia de R-mddulos 0 — Hom (X, L) —— Hom (X, M) — Hom (X, N) —=0

exata.

d) A sequéncia 0 — Ly 4, My 25 Ny — 0 € exata e cinde se, e somente se, para todo X 4, a

[N

sequéncia de R-mddulos 0 — Homy(N, X) —— Homa (M, X) ——Homa(L,X) —=0

exata.

Moédulos indecomponiveis, simples, projetivos e injetivos

Seja A uma R-dlgebra de Artin. Lembraremos nessa secao propriedades de algumas classes de
modulos que sao importantes no estudo da categoria de mddulos de tipo finito. Consideraremos

somente A-moddulos a direita e de tipo finito.

Um A-médulo M4 ndo nulo é dito indecomponivel se M = My & M, implicar que M; = 0 ou
My = 0.

Indicaremos por ind A a subcategoria plena de mod A que consiste de um conjunto completo de re-
presentantes das classes de isomorfismos dos A-mdédulos indecomponiveis de tipo finito. Muitas vezes,

por abuso de notagao, escreveremos M € ind A para indicar que M é um A-mddulo indecomponivel.

Proposicao 1.6 (Teorema de Krull-Schmidt) Seja A uma R-dlgebra de Artin, entdo todo A-
mddulo de tipo finito se decompde como soma direta finita de A-mddulos indecomponiveis de tipo

finito. Mais ainda, tal decomposicdo € unica a menos de isomorfismo e ordem dos “fatores”. |

Um A-médulo S4 ndo nulo é dito simples se os seus tinicos submédulos séo os triviais, ou seja,
S4 e 0.

Definicao 1.1 Um A-mddulo P4 € dito projetivo se possuir as sequintes propriedades equivalentes:

1. para todo epimorfismo f : Mgy — Na e todo morfismo g : P4 — N4 existe um morfismo
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G:Pa — My tal que fg = g, ou seja, o sequinte diagrama comuta:

2. Py é um somando direto do A-médulo AN = @A,\ onde Ay = A para todo A € A.
AEA

3. toda sequéncia exata curta da forma 0 M ! N—2sp 0 cinde.

4. o funtor Homy(P,—) : Mod A — Mod R € ezato, ou seja, dada uma sequéncia exata curta

0 L ! M—L=N 0 em Mod A, entdo a sequéncia induzida em Mod R,

0 —— Homy (P, L) — Homu(P, M) —— Hom (P, N) ——= 0 também é exata.

Os indecomponiveis que aparecem na decomposicao do A-médulo A 4 formam uma lista completa

dos A-médulos projetivos indecomponiveis. Os outros projetivos sdo somas destes.

Definicao 1.2 Um A-mddulo 14 € dito injetivo se possuir as sequintes propriedades equivalentes:

1. para todo monomorfismo f : Ma — Na e todo morfismo g : Mg — 1 existe um morfismo

g:Nag — 14 tal que gf = g, ou seja, o sequinte diagrama comuta:

0—M N N
gl 0.7
7 g
»
1
2. toda sequéncia exata curta da forma 0 I ! M—2=N 0 cinde.

3. o funtor Homy(—,I) : Mod A — Mod R € ezato, ou seja, dada uma sequéncia exata curta

0 L ! M—1=N 0 em Mod A, entdo a sequéncia induzida em Mod R,

0 —Homy(N,I) —— Homa(M,I) —=Homu(L,I) ——= 0 também € ezata.
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Se P4 é um A-modulo projetivo entao o dual DP é um A°P-mdédulo injetivo e reciprocamente, se

I4 é um A-médulo injetivo entdo DI é um A°P-mdbdulo projetivo.
1.3 Produto tensorial de médulos

Para essa segao continuaremos considerando R um anel comutativo com unidade e R-algebras de
Artin.

Sejam M4 e AN A-médulos e W um R-médulo. Uma fungdo g : M x N — W é dita A-bilinear
se para todos m,m' € M, n,n' € N, z,2’ € Rea c A,
i) g(mz +m'z’,n) = g(m,n)z + g(m', n)z";
i) g(m, na +n'a’) = g(m, n)z + g(m, n')a’
iii) g(ma,n) = g(m,an).
Um produto tensorial de M e N é um par (T, 7), onde T' é um R-méduloe 7: M x N — T
é uma aplicagdo A-bilinear, que tem a seguinte propriedade: para cada par (W, g), onde W é um

R-médulo e g : M x N — W é A-bilinear, existe uma tunica aplicagdo R-linear g : T — W tal que

gT = g, ou seja, que o seguinte diagrama é comutativo:

T

Dados os A-médulos M4 e 4N existe, e é unico (a menos de isomorfismo), o produto tensorial de
M e N. Denotamos T por M ® 4 N, 7 é chamada de funcao tensorial e 7(m,n) = m ® n sao ditos
tensores. Temos que 7(M x N) gera M ®4 N, e entao podemos escrever para cada t € M ®4 N,
n
t= Z(ml ® n;). Portanto, se M e N sao de tipo finito, entdo M ®4 N também é de tipo finito.
i=1
Consideremos as R-édlgebras A, B e C, e os bimédulos pM4 e 4N¢. Neste caso, o produto
tensorial M ® 4 N (que é um R-médulo) tem uma estrutura natural de (B-C)-bimédulo dada por

b(m ®@n)c:=bm ® nc.

Sejam f : My — M) eg: Na — Ny morfismos. A aplicacao f xg: M x N — M x N
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definida por (f x g)(m,n) := (f(m),g(n)) composta com a fungao tensorial de M’ ®4 N’ é uma
aplicacao A-bilinear de M x N em M’ ®4 N’. Logo induz uma aplicacao R-linear denotada por
f®g:M®aN — M ®4 N’ que satisfaz (f ® g)(m ®n) = f(m) ® g(n). Denotaremos por f @ M
a aplicacao f ® idys, onde idps é a aplicacao identidade de M.

Fixado uma A-mdédulo M 4, fica definido um funtor covariante M ® 4 — : Mod A’ — Mod R que
associa a cada A-médulo 4L o R-médulo M ®4 L e a cada morfismo de A-médulos f :4 L —4 N
associa a aplicacdo R-linear M ®4 f : M @4 L — M ®4 N. Da mesma forma podemos definir o
funtor covariante — ® 4 M : Mod A — Mod R, para um A-mdédulo & esquerda oM.

Se A e B sdo R-élgebras e 4 Mp é um (A-B)-bimédulo entdo também temos os seguintes funtores

covariantes:
—Q@aMp : ModA — ModB AM ®g— : Mod B’ — Mod AP
LA — L XA MB e BN — AM XpB N
f — f®aM f — M®pf

Também podemos considerar as “restrigoes” desses funtores para mddulos de tipo finito, por ex-
emplo — ®4 Mp : mod A — mod B.

Esses funtores sao aditivos e exatos a direita, isto é, dada uma sequéncia exata

X X
L EN ML N — 0 entio a sequéncia X®ALA>X®AM&>X®AN*>O
também é exata. Quando X for um A-mddulo projetivo entao esse funtor é exato. O mesmo vale

para o funtor da forma — ®4 X.

O préximo exemplo tem aqui um esbogo de sua demonstragdo apenas para ilustrar como sao

construidos os isomorfismos que envolvem produtos tensoriais.

Exemplo 1.9 Seja M4 um A-mddulo. Entdo, M ®4 A= My

Prova. Definimos f : M x A — M por f(m,a) := ma. Efcicz'l verificar que f € uma aplicagcdo
A-bilinear, entdao pela definicio do produto tensorial, existe f : M ®4 A — M R-linear tal que
f(m®a) = ma. Definimos também g : M — M ®4 A por g(m) := m®14. Temos que g é R-linear
e que fg =idy e gf = idyg N Portanto, M ®4 A = My como R-mddulos. Porém, observamos

que f e g sdo também morfismos de A-mddulos, logo M @4 A = M, também como A-mddulos. W

Mais ainda, o isomorfismo acima é funtorial, ou seja, —®4 A ~ idpoq 4- Além desse valem também

os seguintes isomorfismos funtoriais:
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1. Se 4M é um médulo entdo A @4 M =4 M
2. Se Ly, AMp e Np sao trés médulos, entdo L @4 (M @p N) = (L ®s M) @ N

3. Seja {My}ren uma familia de A-médulos a direita e {N,},cr uma familia de A-médulos a

esquerda. Entao, (@ M>\> ®4 GBN7 = @ (My ®a Nv)

AEA ~el (Ay)EAXT

Uma consequéncia de 3 e do Exemplo 1.9 é que se Ls e 4M sdo A-médulos e A um conjunto
qualquer, entdo L @4 AN = L;A) e AN @ M~y MW,

Proposicao 1.7 (Teorema da adjuncao) Sejam A e B R-dlgebras e AMp um (A-B)-bimddulo.
Os funtores — ®4 Mp : Mod A — Mod B e Homp(M, —) : Mod B — Mod A sao adjuntos. Ou seja,

dados os mddulos Ly e Np existe o sequinte isomorfismo funtorial (em cada varidvel):
Hom4(L,Homp (M, N)) ~ Homp(L ®4 M, N)
|

O isomorfismo acima é de R-mddulos. Porém, se considerarmos C e D duas R-élgebras de modo

que ¢L4 e pNp sejam bimédulos, entao o isomorfismo acima é de (D-C)-bimédulos.

Vale também que se gM 4 é um bimédulo, entdo os funtores M ® 4 — : Mod A°? — Mod B e
Homp (M, —) : Mod B°? — Mod A°P sao adjuntos.

Proposicao 1.8 Seja A uma R-dlgebra e T um ideal bilateral de A.

Para todo A-mddulo L4 existe um isomorfismo funtorial L ® 4 % = % dado por
l®(a+7T)—la+ LT.
|

Proposicao 1.9 Sejam A e B duas R-dlgebras, P4 um A-mddulo projetivo de tipo finito, M um

bimddulo e Ng um B-mddulo. Existe um isomorfismo funtorial

N ®p Homa(P, M) ~ Hom4(P,N @5 M)
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dado por n® f +— ¢ com ¢(p) =n® f(p). [ |

1.4 Algebra de Caminhos

Algebra basica e conexa

Um elemento e de uma R-algebra é dito idempotente se e? := ee = e. Um idempotente e é dito
central se dado a € A tem-se ea = ae. Dois idempotentes e e € sdo ditos ortogonais se ee = ée = 0.
Um idempotente e é dito primitivo se dados os idempotentes ortogonais é e é com e = é + é entao

é=0oue=0.

Uma R-élgebra A, nao nula, é dita conexa (ou indecomponivel) se A = A; @ Ay, com A e A
R-algebras implicar que A; = 0 ou Ay = 0; ou equivalentemente, se os tinicos idempotentes centrais

sao 0 e 1y

Proposicao 1.10 Uma R-dlgebra A € conexa se, e somente se, dados dois A-mddulos projetivos
indecomponiveis P e P, existem A-mddulos projetivos indecomponiveis P = Py, Py, -- ,P, = P tais
que Homy (P;, Piy1) # 0 ou Homa(Piy1, ;) #0,Vi=1,---,n. [ |

Sejam A uma R-algebra de Artin e Ay = P/ & --- @ P a decomposigao de A em projetivos
indecomponiveis de mod A, com F; # P; sempre que i # j. Dizemos que A é uma élgebra bésica se

n; = 1, Vi = 1, T

Proposicao 1.11 Seja A uma R-dlgebra de Artin. Todo A-mddulo projetivo indecomponivel de tipo

finito € isomorfo a um A-mddulo da forma eA, onde e € um idempotente. |

Proposicao 1.12 Seja A uma R-dlgebra de Artin, bdsica e conexa. FEntdo existem idempotentes
n

ortogonais e primitivos {ei,...,e,} tais que 14 = Zei. Em particular, Ay = e1tA®--- D e, A. Tal
i=1

conjunto € chamado de sistema completo de idempotentes ortogonais e primitivos de A. B

Algebra de caminhos

Ao longo dessa secao vamos considerar k um corpo algebricamente fechado.
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Uma aljava A é uma quadrupla (Ag, Ay, s, €) onde Ag e A sdo conjuntos e s,e : A — Ag sdo
fungoes. Os elementos de Ag sdo chamados de vértices de A e os elementos de A; sdo chamados de
flechas de A. Dada uma flecha oo € A, chamamos s(a) de vértice inicial de a e e(«) de vértice

final de . Uma aljava A é dita finita quando os conjuntos Ag e Ay sdo finitos.

é
ey y 1
Exemplo 1.10 Podemos representar uma aljava por um diagrama como, 1?5 3 por
exemplo. Aqui temos Ao = {1,2,3}, A1 = {a, 8,7,0}, s(a) =s(8) =1, s(y) =e(a) =e(f) =2 ¢
s(6) = e(d) =e(y) = 3. [ |

Uma subaljava de A é uma aljava (Ag, Ay, 3, &) de forma que Ag C Ag, A} C Ay, 5= 5|A1 e

€= e\AI. Uma subaljava é dita plena se a flecha a = b estiver em A sempre que a,b € Ag.

Um caminho w em A de comprimento n > 0 é uma sequéncia de flechas w = aq - - - a, tal que
e(a;) = s(aj+1) para 1 < i < n. Por convencao, um caminho de comprimento zero (ou caminho
trivial) é um caminho sem flechas associado a um vértice a € Ag, que denotamos por e,. Para um
caminho nao trivial w = a1 - - - @, definimos o vértice inicial de w por s(w) := s(a1) e o vértice
final de w por e(w) := e(ay,). Para um caminho trivial e, definimos s(e,) = e(e,) = a. Um caminho

w de comprimento n > 1 ¢é dito um ciclo orientado quando s(w) = e(w).

Um passeio de comprimento n > 1 de a € Ag para b € Ay é uma sequéncia de flechas
v =ai-ap coma € {s(ar),e(an)}, b € {s(an) e(an)} e {s(ai), ()} N {s(aiy1), e(aipr)} # 0
para 1l <i < n.

Dado um vértice a € Ay, a subaljava plena A, de A formada pelos vértices b € A tais que existe
um passeio de a para b é chamada de componente conexa de A contendo a. Quando A = A,

para algum a dizemos que a aljava A é conexa.

Consideremos agora A uma aljava finita. Seja kA o k-espago vetorial cuja base é o conjunto de

todos os caminhos de A. Definimos em kA o seguinte produto: dados v e o caminhos de A, entao

o see(y) # 5(0), 70 = 0;
o, se 1y = e, para algum a € Ag
e see(y)=s(0),y- 0= { v, se o0 = e, para algum a € Ag

a1---anfi--- B se y=ar-apeo=p B
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Estendendo esse produto, por linearidade, aos elementos de kA temos que kA é uma k-dlgebra, a

qual chamamos de dlgebra de caminhos de A.

Exemplo 1.11 Seja A a aljava 1 3.

N

2
A base de kA como k-espago vetorial € {e1, ea, e3,eq,, 3,7,0,a3,70} e portanto a dimensao de kA

edimgkA = 10. Quanto a multiplicagcdo teremos, por exemplo, - = af, a-d =0, e3-d =6, etc. B
Denotaremos por Ja o ideal de kA gerado pelas flechas de A.

Proposicao 1.13 Sejam A uma aljava finita com Ay = {1,...,n}, kA sua dlgebra de caminhos e e;

o caminho trivial associado ao vértice i € Ag. Entao:

1. kA € uma dlgebra associativa.

2. o conjunto {e;}tien, € um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos de kA. Em

particular, kA tem identidade 1 = e1 + -+ - + €.

3. kA € uma dlgebra bdsica e kA = ey (kA) @ -+ @ en(kA) € a decomposi¢ao de kA em mddulos

indecomponiveis.
4. kA tem dimensdo finita se, e somente se, A ndo possui ciclos orientados.
5. kA € uma dlgebra conexa se, e somente se, A € uma aljava conexa.

6. Jan =rad kA se, e somente se, A ndo possui ciclos orientados.

=

. J
o numero de flechas de © para j € igual ao ndmero dimy (ei (ﬁ) ej). |
A

Um ideal 7 de kA ¢é dito admissivel se existir n > 2 tal que JX CIC Ji.

Uma relagao p em A é uma combinacdo linear de caminhos de comprimento pelo menos dois,

todos com os mesmos vértices iniciais e finais.

Um ideal admissivel Z sempre possui um conjunto finito de geradores formado por relagoes. Por

isso chamamos o par (A,Z) de aljava com relagoes.
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Proposicao 1.14 Sejam A uma aljava finita, T um ideal admissivel de kA e % a dlgebra quociente.

Entao:

1. % tem dimensao finita sobre k.

2. o conjunto {e; +ZL}icn, € um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos de %

3. % € uma dlgebra bdsica.

4. % € uma dlgebra conexa se, e somente se, A € uma aljava coneza.

kA __ Ja
5. radI—I.

Teorema 1.15 Seja A uma k-dlgebra bdsica e de dimensao finita sobre k. Eziste uma aljava A4 e
um epimorfismo na : kAs — A tal que I := Nucny € um ideal admissivel de kA 4. Em particular,

~ kAa
Axipa |

O epimorfismo do teorema acima é chamado de uma apresentacao de A e a aljava A 4 é chamada

de aljava ordinaria de A.
Médulos e representacoes de aljavas

Sejam k um corpo algebricamente fechado e A uma aljava finita. Uma representagao de A é
dada por V- = ((Vi)iea,, (Ta)aen, ), onde para cada i € Ag, V; é um k-espaco vetorial de dimensao

finita e para cada a € Ay, T, € uma transformagao linear de Vi) em Ve(q).

Ta

Exemplo 1.12 Seja A a aljava 1 iZ. Entdo k2=——k € uma representacdo de A, onde
B Ts

ik Va=k, Tu=|}]|eTs=] 1] n

Seja w = ajas .. .a, um caminho ndo trivial de A. Definimos a transformacéao linear

T(w) @ Vyw)y — Vew) dada pela composta Ty, Ta, -+ Ta,. Estendemos esta definicio para uma
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t
combinagao linear de caminhos w = Z Aiw;, onde s(w;) = s(wj) e e(w;) = e(wy), Vi,j € {1,...,n},
i=1

t
fazendo T'(w) = Z AT (w;).
i=1

Uma representacao de (A,7Z) é uma representacao de A de forma que para cada relagao w de
7 tem-se T'(w) = 0.

Dadas duas representagoes V = ((Vi)ieags (Ta)aca,) € W = (Wi)iea,, (Sa)aca, ), um morfismo
¢ : V — W é uma familia {¢;}icn, de transformagoes lineares tal que, para cada flecha i>3j o
seguinte diagrama é comutativo

Vi,

W o s

Vi—W;
S J

ou seja, ¢;T, = Sapi. A composta de dois morfismos ¢ definida coordenada a coordenada. Definimos

entdo a categoria mod (A,Z) cujos objetos sdo as representacoes de (A,Z) e os morfismos sao os

descritos acima.

Teorema 1.16 Seja A = % onde A € uma aljava finita e T um ideal admissivel de kA. Entdo as

categorias mod (A,Z) e mod A sdo equivalentes.

Pelo teorema acima podemos identificar os A-mddulos com representagoes de (A, 7). Em especial,
as representacoes que correspondem aos A-médulos simples, projetivos indecomponiveis e injetivos
indecomponiveis podem ser calculados a partir da aljava ordinaria (A) e das relagoes (Z). Para

detalhes dessas descrigoes ver, por exemplo, [8] ou [13].

2
a s
Exemplo 1.13 Sejam A a aljava 1 4 eZ o ideal gerado por Ba — §v. A sequinte repre-
Y §
3
0
O/ \0

sentacao de (A,Z) dada por 0\ /0 corresponde a um A-mddulo simples, que denotamos por

0 & 0
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0
S3. Em muitos casos, representaremos esse modulo escrevendo apenas o o, onde o “1” indica a
1

dimensdo do espago vetorial na “posicao 3”. |



Capitulo 2

Extensao cindida por nilpotente

Neste capitulo define-se o que é uma extensao cindida por nilpotente de uma dada algebra e
algumas propriedades decorrentes desta definicao. Para isso consideramos, nessa primeira parte, R
um anel artiniano comutativo e R-dlgebras de Artin. Além disso, os médulos sdo médulos a direita

(caso nao se faga mencao ao contrario).
2.1 Propriedades iniciais

Definigao 2.1 Sejam A e B duas R-dlgebras e Q um ideal nilpotente de B. Dizemos que B é
uma extensao cindida de A pelo nilpotente @ (ou mais brevemente extensao cindida por

nilpotente de A) se existir um epimorfismo cindido de dlgebras m: B — A tal que Nucm = Q.

Vejamos um primeiro exemplo:

R 0
Exemplo 2.1 Consideremos R = R o corpo dos nimeros reais e as R-dlgebras B = ) e

R R

R 0 0 0

A= . O conjunto Q = € um ideal nilpotente de B.
0 R R 0

Deﬁnimosw:B—>Ap0r<m 0> —

z 0 , .
que € claramente um epimorfismo com
y oz z

0

]

Nuct = Q. O morfismoo : A — Bdadopor(ﬁ O>r—><
z

Portanto, B € uma extensdao cindida de A pelo ideal nilpotente Q).

0 , N
0 € inversa a direita de .
z

A partir da Definicao 2.1, j4 podemos fazer as seguintes observagoes:

27
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Observagao 2.1 Consideremos B uma extensdo cindida de A pelo ideal nilpotente Q ew: B — A

o epimorfismo cindido cujo nicleo € Q.

1. Como 7 € um epimorfismo, pelo Teorema 1.3 (do isomorfismo para dlgebras), temos A = g.
2. Como w € um epimorfismo cindido, entao existe 0 : A — B tal que mo = ida, onde idsg € o

morfismo identidade da dlgebra A.

3. Como o : A — B € monomorfismo de dlgebras (pois wo = ida), podemos considerar A uma

R-subdlgebra de B (pois A = Imo que é uma subdlgebra de B).

4. Se M é um A-mddulo, podemos dar uma estrutura de B-mddulo a M definida por

m-b:=mmn(b), Yme M eVb e B.

Da mesma forma, se M é um B-mddulo, podemos dar uma estrutura de A-mddulo a M definida
por
m*a:=mo(a), Vm € M eVa € A,

onde o é o morfismo do item 2.
Vale o mesmo para mddulos a esquerda. Temos, em particular, que B é um A-mddulo e A um

B-mddulo. Mais ainda, temos as sequintes estruturas de bimddulos: gAp, pAa, AAB, aBa,

etc.

5. A sequéncia exata de (A-A)-bimddulos abaizo cinde.
0—=Q —=B= =A—>0
Como A é projetivo (como um (A-A)-bimddulo), basta observar que ™ é um homomorfismo de
(A-A)-bimddulos:
sejam a e a’ em A eb em B, temos que
m(axbxa') =7(o(a)bo(d")) = wo(a)m(b)ro(a') = ar(b)d,

pois ™ € homomorfismo de dlgebras e mo = id 4.

6. Decorre da iltima observagdo que o A-mddulo B pode ser escrito como B = A®Q (soma direta
de A-mddulos).

rad B
Q

7. Como @ ¢ nilpotente, entdo Q estd contido no radical rad B e, portanto, rad A =
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Do item 6 da observacao acima temos que B = A @ ) como R-mddulos. Nesse caso o produto
da algebra pode ser escrito por:
Dados a1 + q1,a2 + ¢2 € A @ Q, temos

(a1 + q1)(a2 + @2) = ar1a2 + (a1g2 + qraz + ¢1¢2).

Usaremos, no entanto, a seguinte notagao:

(a1,q1)(az, ¢2) = (a1a2,a1q2 + q1a2 + q1g2).

Observemos ainda que a unidade da algebra é (14,0) € A® Q.

Usamos essas observagoes na primeira proposicao:

Proposicao 2.1 Seja B uma extensdo cindida de A pelo nilpotente Q) e seja e € A um idempotente.

Entao, eBe € uma extensao cindida de eAe por eQe.

Prova. Das observagoes acima temos B = A & ) como R-médulo, e dai podemos escrever também
eBe = eAe @ eQe. Definimos 7 : eAe ® eQe — eAe por 7(eae, eqe) = eae, isto é, a projecao de

R-moédulos. Entao, m é R-linear, sobrejetora e para a,a € A e ¢, ¢ € Q ainda vale:

7((eae, eqe)(eae, ege)) = m(e(aed)e, e(aed+qea+qeq)e) = e(aea)e = (eae)(eae) = m(eae, eqe)m(eae, ege)

m(e,0) = m(elge, ele) = el g4e = e,
0 que mostra que 7w é um epimorfismo de algebras.

Para mostrar que cinde, seja o : ede — eAe @ eQe dada por o(eae) = (eae,0). Temos entao,
para cada a € A, mo(eae) = 7 (eae,0) = eae. Além disso, claramente Nuc m = eQe que é nilpotente
pois eQe C @ e ) é nilpotente. [ |

2.2 Categorias mod A e mod B

Nosso objetivo é identificar propriedades comuns entre as R-algebras A e B, quando B é uma ex-
tensao cindida por nilpotente de A. Para isso, vamos comparar os médulos de tipo finito (finitamente

gerados) sobre A e sobre B.



30 CAPITULO 2. EXTENSAO CINDIDA POR NILPOTENTE

Funtores de mudanga de anéis

Para comparar os médulos de mod A com os médulos em mod B usaremos os funtores:

7®BA

HomB(AB, —)

ZN

mod B mod A

N

Hom4(Ba, —)

-®aB

Temos os seguintes isomorfismos funtoriais:

Lema 2.2 Se B ¢ uma extensdo cindida por nilpotente de A entao:

(a) —®4 Bp ®p Ag = idmod A

(b) HomB(AB, HomA(BA, —)) ~ 'L'dmod A

Prova. Consideremos 7 : B — A um epimorfismo cindido tal que Nuc 7 é um ideal nilpotente de B,

o:A — B tal que mo = id4 e os produtos * e - como no item 4 da Observacao 2.1.

(a) Seja M4 um A-médulo. Definimos as fungoes R-lineares @y : M ®4 B ®p Ay — My por
Py (mRb®a) ::mw(b)aei)M:MAHM@JAB@BAA por @M(m) =mR1lpR1l,.

1. &y e <1:>M sao A-lineares:
Sejam a,a’ € A, b€ Bem € M, entao
— D (mebRa)d’) = Py (mbRad’) = mr(b)(ad’) = (mn(b)a)d’ = Py (mRbRa)a’.
— éM(ma) =ma®lpRlg=m®axlpRlg=m®o(a)®1lg=m1lpRo(a) 14 =
m1lg@m(o(a))la=m®1lpRa=(m®1lg®1la)a= Dy(m)a.
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2. (I)M(i)M = idM € CI)MQ)M = idMA@ABB®BAA:
Sejam m € M, a € Aebe€ B, entao
— Dy Ppr(m) =Py (Mm@ 1@ 14) =ma(1p)la = mlgly = m = idp(m).
— Dy Py (mRbRa) =0y (mr(b)a) =mr(d)a®1lp 1y =m® (r(b)a) x 1g ® 14 =
m ® on(b)o(a) ® 14 = m @ 1 ® (ow(b)o(a)) - 14 = m ® 1p ® w(on(b)o(a)) =
mlprb)la=me1lpRb-a=mebRa=1idy,0,Bsesis(MADR a).
3. {(I)M}MemodA é um morfismo funtorial: Sejam M4 e N4 dois A-médulose f: Mg — Ny

um morfismo de A-mddulos, mostraremos que o diagrama abaixo é comutativo:

Dy,
M &4 B®p Ay —2> My
f®B®Al ¢) lf
N®aB®p Aa ryae Na

Para todom € M, b€ B e a € A temos que
OnofRBRA(MRI®A) = PN (f(m)@b®a) = f(m)n(b)a = f(mm(b)a) = fo®r (mRbRa).

(b) Para o segundo isomorfismo, definimos as fungoes ¥y, : Homp(Ap, Hom4(Ba, My)) — My
por Wy (¢) == ¢(14)(1g) e Wy : My — Homp(Ap, Hom4(Ba, My)) por Wy (m)(a)(b) :=
mam(b).

1. U, é A-linear:
Sejam ¢, € Homp(Ap,Hom4(Ba,M4)) e a € A, entao
= V(o +¢) = [(¢+¢)(1a)](1B) = [¢(1a) + ¥(14)](1B) = ¢(14)(1B) + ¥ (14)(1B) =
Ui (o) + ¥ (¥)
— Wu(ga) = ((¢pa)(14)) (1) = ¢(ala)(lp)
[¢6(1a)o(a)l(1B) = ¢(1a)(1po(a)) =

2. U, é A-linear:

[¢(ro(a))](15) = ¢(1a - o(a))(1B) =
¢(1a)(1p *a) = [p(14)(18)]a = Vr(d)a

Sejam m,m’ € M4, a,a’ € A e b e B, entao

r(m)(a)(b)+Tar(m')(a)(b) =

- \iiM(m+m’)(a)~(b) = (m+m’)a7r(lz) = maw(lz)—km’aﬂ(b)
[War(m)(a) + War(m)(a)](b) = [War(m) + War(m'))(a)(b)
— Wy (ma)(a)(b) = (ma')an(b) = m(d'a)m(b) = W (m)(da

)(0) = (War(m)a’)(a)(b)
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3. WUy = idas € W Wns = iy s (Ap oma (Ba,Ma)):
Sejam m € M, a€ A, b€ Be ¢ € Hompg(Ap,Homa(Ba, M4)), entao
— Wy (m) = Upr(m)(14)(15) = mign(lg) = mlalg =m
— s (War(0) ) (@)(6) = (War(6) )am(b) = War(Gam(b)) = (6ar (b)) (14)(15) =
= ¢(am(b))(1p) = ¢(a-b)(1p) = (¢(a)b)(1r) = ¢(a)(b)
4. {\IJM}Memod 4 ¢ um morfismo funtorial: Sejam M4 e Na dois A-médulose f: Mg — Na

um morfismo de A-mddulos, mostraremos que o diagrama abaixo é comutativo:

Homp(Ag, Hom4(Ba, My)) SLN My

HomB(AB,HomA(BAaf))l o lf
Homp(Ap,Homa(Ba, N4)) 5. Na

De fato, para todo ¢ € Homp(Ap,Hom4(Ba, M4)) temos que
¥ oHomp(Ap, Hom(Ba, f))(¢) = Wx(Homa(Ba, f)og) = [(Homa(Ba, f)od)(14)](1p) =
[Homa(Ba, f)(¢(14))](18) = (f o ¢(14))(15) = f(¢(1a)(1B)) = f o Yr(9)

Observe que nao vale — ®p A® 4 Bp ~ id p € nem Homy(By,Homp(Ap, —)) =~ id

mod mod B+ 5¢
fosse esse o caso, terfamos uma equivaléncia entre as categorias mod A e mod B. Mostraremos que

os funtores — ® g A ndo sao fiéis, portanto, pela Proposicao 1.1 nao sao equivaléncias de categorias:
Exemplo 2.2 O funtor — ®p A : mod B — mod A ndo € fiel.

Prova. Sejam A e B duas R-algebras tais que B é uma extensao cindida de A por um ideal nilpotente
(n&o nulo) Q. Consideremos a aplicacdo — ®@p A : Homp(Q, B) — Hom4(Q ®p A, B®p A). Como
g®a =qlp®a =1p®q-a = 1 ® m(q¢)a = 0 para todo ¢ € @ e para todo a € A, temos
Homa(Q ®p A, B ®p A) = {0}. Mas o homomorfismo (B-linear) inclusdo, ¢ : Qg — Bp, é nao

nulo, portanto essa aplicagao nao é injetora. |
Exemplo 2.3 O funtor Homp(Ap,—) : mod B — mod A ndo € fiel.

Prova. Sejam A e B duas R-algebras tais que B é uma extenséao cindida de A por um ideal nilpotente

(nao nulo) @. Consideremos a aplicagao
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Homp(Ap,—) : Homp(DQ, DQ) — Hom4(Homp(A, DQ),Homp(A, DQ)) onde D é o funtor dual
definido no Exemplo 1.8. O morfismo identidade id : DQ — D@ ¢é nao nulo. Mostraremos
que Hom4(Homp(A, DQ),Hompg(A, DQ)) = 0, o que implicard que Homp(Ap, —) nao é fiel. Pela

defini¢ao de funtor dual e pelo Teorema da adjuncao (1.7), vale a seguinte sequéncia de isomorfismos:
Homp(A, DQ) = Homp(A,Homg(Q, R)) = Homgr(A®p Q,R) = D(A®p Q).

Pelo mesmo raciocinio do exemplo anterior, A ®p @@ = 0 e portanto Homp(A, DQ) = 0. |
Veremos agora uma outra forma de olhar o funtor — ®p A : mod B — mod A.

Dado um B-médulo M, observe que MﬂQ é anulado por @, logo tem uma estrutura natural de g—
médulo, dada por (m+MQ)(b+ Q) := mb+ M@, e consequentemente de A-médulo ((m+MQ)-a :=
(m+ MQ)(o(a) + Q) = mo(a) + MQ).

Definimos o funtor F' : mod B — mod A associando a cada B-médulo M, o A-médulo F'M := MMQ,
e para cada morfismo de B-médulos f : Mg — Npg, o morfismo de A-mdédulos F'f : #Q — NLQ dado

por m+ MQ +— f(m)+ NQ.

Lembremos que um funtor G : mod B — mod A ¢é dito R-linear se para cada par de mdédulos
(Xp, Yp) a aplicagao
Homp(X,Y) — Homa(GX,GY)
f — Ff
é R-linear. O funtor F' aqui definido é R-linear pois para f,g € Hompg(M,N), x € Re m € M, vale
F(fa+9)(m+MQ) = (fo+g)(m)+NQ = (f2)(m)+g(m)+NQ = (f(wm)+NQ)+(g(m)+ NQ) =
(Fflz+ Fg)(m+ MQ).

Além disso, I’ preserva somas diretas, pois

(@)= @ eig = Diig - D

Proposicao 2.3 O funtor F € funtorialmente isomorfo a — ®p A : mod B — mod A .

Para a demonstracao vamos utilizar o Teorema de Watts, que enunciaremos a seguir:

Lema 2.4 (Teorema de Watts) Sejam A e B R-dlgebras e G : Mod B — Mod A um funtor R-linear.

As condicoes abairo sao equivalentes:
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(i) G € exato a direita e preserva somas diretas.
(i1) Eziste um isomorfismo funtorial G ~ —®p M, onde M é o A-mddulo G(B).

(i1i) G admite um adjunto a direita.

Prova. (da Proposicao 2.3) Como o funtor F' é R-linear e preserva somas diretas, basta demontrar

que ele é exato a direita, pois pela equivaléncia (i) < (ii) do teorema de Watts teremos F' ~ —®p %

e consequentemente F' =~ — ®@p A, uma vez que F(Bg) = % = g =~ A

Seja L ! M—2=N 0 uma sequéncia exata a direita em mod B. Mostraremos que a

N Ff Fg .
sequéncia % % NLQ 0 ¢ exata em mod A.

A aplicacao Fg : MﬂQ — NAQ ¢é sobrejetora pois dado n+ NQ € NLQ, como g € sobrejetora existe
m € M tal que g(m) = n, dai Fg(m + MQ) = g(m)+ NQ =n+ NQ.

Mostremos também que Im F'f = Nuc Fg:

Sel e L, entao (Fg)(Ff)(l+ LQ) = Fg(f(1) + MQ) = g(f(1)) + NQ = 0 pois gf = 0. Portanto,
Im Ff C Nuc Fg. Por outro lado, seja m € M tal que Fg(m + MQ) = 0, isto é, g(m) + NQ = 0.
Entao, g(m) = > n;q; € NQ. Para cada n;, seja m; € M de forma que g(m;) = n; (g é sobrejetora).
Dai g(m) = > niq; = > g(mi)g = > g(mig;) = g(>_ miq;) pois g é homomorfismo de B-mddulos e
¢; € Q C B. Entao,

m — Y m;q; € Nuc g =1Im f e portanto, existe [ € L tal que m — > m;q; = f(l), ou seja,

m— f(l) =3 miq; € MQ. Finalmente, Ff(l + MQ) = f(I) + MQ = m + MQ, o que mostra que
Im F'f O Nuc Fg. |

2.3 Projetivos, injetivos e conexidade

Dadas duas R-algebras A e B, onde B é extensao cindida por nilpotente de A, queremos obter
informacdes de B que sejam herdadas por A e vice-versa. A primeira que iremos analisar é a cone-
xidade dessas algebras, para isso comecaremos estudando a relagao entre os médulos projetivos das

categorias mod A e mod B.
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Projetivos e Injetivos

Vamos comparar os médulos projetivos e injetivos em mod A com os projetivos e injetivos em
mod B. Veremos que a cada projetivo (injetivo) em mod A corresponde um projetivo (injetivo) em

mod B e vice-versa.

Lema 2.5 Seja Mp wm B-mddulo finitamente gerado. Entao, M = 0 se, e somente se, MMQ =0.

Prova. Obviamente MﬂQ = 0 quando M = 0. Suponhamos % = 0, ou seja, M = MQ. Como
B é uma &lgebra de Artin temos que rad Mp = Mrad B, e como (@ é nilpotente temos ) C rad B.
Portanto, M = M@Q C Mrad B = rad Mpg. Pelo Lema de Nakayama (1.4), se L C rad M é submdédulo
de M e M+ L =M entao L = M. Tomando L = 0, resulta que M = 0. |

Proposicao 2.6 Seja B uma extensao cindida de A pelo ideal nilpotente @, entdo:

(a) Xp € mod B é um B-mddulo projetivo e indecomponivel se, e somente se, existe P4 € mod A

projetivo e indecomponivel tal que X = P ®4 B.

(b) Yp € mod B é um B-mddulo injetivo e indecomponivel se, e somente se, existe [ € mod A

injetivo e indecomponivel tal que Y = Hom (B, I).

Prova.

(a) <« Seja P4 projetivo e indecomponivel, mostraremos que P ® 4 Bp é projetivo e indecom-
ponivel.
Como P4 ¢é projetivo entdo existem P e um conjunto J tais que P @ P/ = Ai‘l]). Dai
(P@aB)® (P'@aB)=AY) @4 Bg = (A0, Bg)") = BY) isto ¢ P®4 B é somando
do B-médulo livre B](BJ) e portanto é projetivo.
Suponhamos agora que P ®4 Bp = Mp & Np. Aplicando o funtor — ®p A temos
Py 2P, B A= (Mp@®Np)®p A= (M®®pA) @& (N g A). Pela Proposicao
2.3 chegamos a Py =2 % &) NAQ Como P4 é indecomponivel temos % =0ou NAQ =0e
pelo Lema 2.5 segue que M = 0 ou N = 0. Portanto, P ® 4 Bp ¢é indecomponivel.
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= Seja Xp projetivo e indecomponivel. Entao, Bp = @Mi, onde M; sao B-modulos

(2
projetivos e indecomponiveis dois a dois nao isomorfos e Xg = M; para algum ¢. Da

mesma forma Ay = @ Pj com P; projetivos indecomponiveis, dois a dois nao isomorfos.
J

I

Mas, Bg = A ®4 Bp = @Pj ®ABB%@(P]'®ABB). Logo, BB:®M2‘
i j ‘

@ P; ® 4 Bp. Como cada P; ®4 Bp ¢ projetivo e indecomponivel, concluimos que Xp =
J
P; ® 4 Bp para algum j.

Seja I4 um A-médulo injetivo e indecomponivel, mostraremos que Hom4(B, ) é um B-
modulo injetivo e indecomponivel. Lembremos que se I4 é injetivo entao o dual DI é
um A°’-médulo projetivo e se I4 é indecomponivel entdao DI é indecomponivel. Como
DI é um A°P-médulo projetivo e indecomponivel, com argumento similar ao do item (a),
teremos que o B°?-médulo B® 4 DI é projetivo e indecomponivel. Dai, o dual deste tltimo
D (B ®y DI) é B-injetivo. Finalmente, pelo Teorema da adjuncao (1.7), a sequéncia
de isomorfismos abaixo nos leva a concluir que Homy4(B,I) é um B-mdédulo injetivo e

indecomponivel:
D (B®a DI)=Homg(B®4 DI,R) = Homu(B,Homg(DI, R)) = Homu4(B,I).

Seja Yp um B-modulo injetivo e indecomponivel. Como DY é um B°-mdédulo projetivo e
indecomponivel, por um argumento similar ao do item (a), existe um A°’-médulo projetivo
e indecomponivel P tal que DY &£ B ® 4 P. Tomando I, = DP, temos que [4 é injetivo

e indecomponivel e pelo Teorema da adjungao (1.7) vale a sequéncia de isomorfismos

Y5 = DDYp = D(B®4P)=Homp(B®y4 P,R)
Hom 4 (B,Hompg(P, R)) = Hom4 (B, DP) = Homu4(B, I).

I

n

Se X é um B-médulo projetivo em mod B, entdo podemos escrever X = @Xi, onde cada Xj;

i—1

é um B-modulo projetivo indecomponivel. Pela Proposicao 2.6, para cada ¢ = 1,...,n existe um
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n

A-médulo projetivo e indecomponivel P; tal que X; = P, ® 4 B. Fazendo P = @ P;, temos que P é
i—1

um A-médulo projetivo e X = P ®4 B. Um raciocinio andlogo vale para médulos injetivos.

Conexidade das algebras

Com essas informagoes, em particular sobre médulos projetivos, j4 podemos enunciar um resul-

tado sobre a conexidade das &lgebras envolvidas.

Proposigao 2.7 Seja B uma extensao cindida por nilpotente de A. Se A € uma dlgebra coneza,

entao B também € uma dlgebra conexa.

Prova. Sejam X e X dois B-médulos projetivos e indecomponiveis. Pela Proposicao 2.6 existem
A-médulos P4 e P4 tais que X 2 P®sBe X~ P®yB. Como A é uma algebra conexa existem

A-moédulos projetivos e indecomponiveis P = Py, P,...,.P, = P tais que, para cada 1,
Hom 4 (P;, Pit1) # 0 ou Hom 4 (P11, P;) # 0.

Dai, Xo = P®s B, X1 = PL®s B, ..., X, = P,®4 B = P ®4 B sao B-modulos projetivos e
indecomponiveis e ainda temos que Homp(X;, X;11) # 0 ou Homp(X;+1, X;) # 0 para cada i, pois
se f: P, — P; ¢ nao nulo entao f ®4 B : X; — X;41 ¢ também nao nulo; caso contrario como
Im(f®aB) =1Imf®a B, aplicando o funtor —®p A terfamos Im f = Im f ® 4 B&pg A = 0. Portanto,

B é uma &lgebra conexa. |
Observagao 2.2 A reciproca ndo vale, como mostra o exemplo a sequir.

Exemplo 2.4 Sejam A e B as R-dlgebras do Ezxemplo 2.1. Jd sabemos que B é uma extensdo

.. . . . 1 . .
cindida por nilpotente de A. Neste caso B € uma dlgebra conexa, mas 0 8 > € um idempotente

. 1 . .
central de A diferente de ( g g ) e < 0 (1) ), ou seja, A mao € conezxa. |
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Capitulo 3

Aljavas das extensoes

Consideremos agora k um corpo algebricamente fechado e k-algebras dadas por aljavas com
relacbes. Se B é uma extensao cindida de A pelo nilpotente @), qual serd a relagdo entre suas
respectivas aljavas? Apds um exemplo (que também mostra que a reciproca da Proposigao 2.7 néo
vale) responderemos tal questdao, mostraremos uma relagdo entre as apresentagdes das dlgebras e
finalmente caracterizaremos, neste contexto, o ideal nilpotente (). Para isso consideraremos algebras

béasicas e com dimensao finita sobre k.

a B

Exemplo 3.1 Sejam A a aljava 1 3, eZ o ideal (admissivel) de kA gerado pela relag¢ao

2

kA
af —~6. Consideremos B = Ea eQ=<a+7Z,0+7Z>. ComoA € conexa, entdo B € uma dlgebra

conexa.

Seja a k-dlgebra A = g. Temos a sequinte sequéncia de isomorfismos:

4

B

b kAT ~ kA ~ kA de A € a alj 1 \3
=_ = =~ & onde A € a aljava :
Q <a+Z,0+7> <a,0> ’ J

2

Nesse caso, B ¢ uma extensdo cindida de A pelo ideal nilpotente Q, mas A ndo € conera, uma

vez que A ndo € conexa.

39
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Antes de relacionarmos as aljavas de A e de B, relembraremos a construcao de uma apresentacao

de uma k-algebra.

Observacao 3.1 (Apresentacao de uma k-algebra) Sejam C uma k-dlgebra basica e de dimensao
finita sobre k e {ey, ..., en} um conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos de C. Cons-

truimos a aljava ordindria de C, denotada por Ac, da sequinte forma:

O conjunto (Ac)o = {1,...,n}, ou seja, os vértices estao em correspondéncia biunivoca com o

. . . g - [e7 .
conjunto de idempotentes {e1,...,e,}. Dados dois vértices a e b, o nimero de flechas a — b é

dimyg, (ea (r;a(?z%) eb>. Mostra-se, em [8] por exemplo, que tal construgao independe do conjunto

completo de idempotentes ortogonais e primitivos de C' escolhido.
Consideremos a dlgebra de caminhos kAc e denotemos por €, o caminho trivial associado ao

vértice a. Definimos uma apresentagdo no : kAc — C da sequinte forma:

rad ¢
rad 2¢
para cadai = 1,....,n, no(€) = e;; para cada o € (Ac)1, no(a) = x4 enc(arag...ar) = Tay Tay -+ Tay -

Escolhemos uma k-base {xq +rad2C' |a = b} do espaco vetorial e, ( ) ep. Definimos entao,

FEstendemos por linearidade aos demais elementos de kA. Mostra-se (em [8] por exemplo) que esse
morfismo k-linear € também um morfismo de dlgebras, € sobrejetor e Ic := Nuc no € um ideal

admissivel de kA¢.

Suponhamos que B seja uma extensao cindida de A pelo ideal nilpotente (). Veremos que a aljava

de A é uma subaljava de Ap.

Proposicao 3.1 Seja B uma extensao cindida de A pelo ideal nilpotente Q. Entao

e (Ap)o=(Aa)o-

e Dados os vértices a e b, o conjunto de flechas em Ap € o mesmo que em A4 mais

: Q
dimy <eaQrad AT (rd )0 1 02 eb> flechas.

Prova. Seja {ey, ..., ey} um conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos de B. Como

el = e; # 0 para qualquer ¢, entao, como @ é nilpotente, ¢; ¢ @, ou seja, cada e; + @ é nao nulo. Daf

o conjunto {ej; + @, ..., e, + @} é um conjunto completo de idempotentes ortogonais e primitivos de

g, pois
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(e T QP =l +Q=e+Q;
. para i # j vale que (e; + Q)(e; + Q) = e;ej + Q = 0, pois e;ej = 0;

. Suponhamos que e; + Q = (e + Q) + (6 + Q) com e+ Q e é + ) idempotentes ortogonais. Pelo
Teorema do levantamento de idempotentes (ver por exemplo [1], VIII.1.5) podemos supor que
e e é sao idempotentes de B. Entao, (e + rad B) e (é + rad B) sao idempotentes ortogonais: de
e2+Q =e+Q segue que e? —e € Q C rad B e portanto (e +rad B)? = % +rad B = e + rad B;
ede (e+Q)(é+ Q) =0 segue que e¢ € Q C rad B e portanto (e + rad B)(é + rad B) = 0.
Além disso, como e; + Q = e+ é+ Q, entdo e; — (e + é) € Q C rad B e portanto e; + rad B =
(e +rad B) + (é + rad B). Segue entao que e € rad B ou é € rad B, pois e; + rad B é primitivo
(ver por exemplo [1], VIII.1.6). Como rad B é nilpotente, entdao e = 0 ou é = 0. Logo, e¢; + @ é

primitivo.

Aa=1p4+Q=) e+Q=) (e+Q).

i=1 =1

Portanto, (AB)O = (AA)().

Para a segunda parte, sejam a e b vértices, entdao o nimero de flechas de a para b em (Ap); é

dimy, (e rad eb).

%rad2B

Como k-espago vetorial temos que a sequéncia exata abaixo cinde

/

0—>QC >radB=—"rad A——0,
o./

onde 7’ e ¢’ sdo as respectivas restricoes de m: B — A e 0 : A — B aos radicais.

Entéo rad B = rad A ¢ (Q e portanto,

rad’B = (rad A® Q)(rad A® Q) = rad A @ (Q(rad A) + (rad A)Q + Q2>.

Dai, como rad ?A C rad A e Q(rad A) + (rad A)Q + Q? C Q temos que

rad B _ rad A® Q . radA Q

rad’B rad2A @ (Q(rad A)+ (rad A)Q + QQ) - rad?4 ’ Q(rad A) + (rad A)Q + Q'
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Finalmente, dimjy (ea rr;‘éi?% eb> = dimy (ea r?éj;z eb> + dimy (ea o(rad A)+(?ad IR eb>. Como
dimy, (ea r?(?;: eb) é o nimero de flechas de a para b em (A4); segue o resultado. [ |
Ideal @

Antes de enunciarmos a caracterizagao do ideal () precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1 Sejam A uma aljava, kA a dlgebra de caminhos de A e T um ideal de kKA. Dizemos

que um conjunto S C kA de geradores de T é minimal se, para cada p em S, temos:
(a) Se p é um caminho em A, entdo para todo subcaminho prdprio p de p temos p ¢ T.

m
(b) Se p = Zz\jwj com m > 2, \j € k nao nulos e w; € A caminhos de comprimento positivo
=1
todos com o mesmo inicio e o mesmo fim, entdo para cada subconjunto préprio J C {1,...,m}
ndo vazio, temos Z ANjwj ¢ T.
jeJ

De forma andloga define-se conjunto minimal de geradores para um ideal de %, onde I € um ideal
admissivel de kA.

Lema 3.2 Seja T um ideal finitamente gerado de uma k-dlgebra kA, onde A € uma aljava. Entdo

existe um conjunto de geradores minimal para Z.

Prova. A partir de um conjunto qualquer {p1, p2, ..., ps} de geradores de Z, podemos obter um novo
conjunto G = {egpi€p : a,b € Agel < i < s} de combinagoes lineares de caminhos com mesmo
inicio e mesmo fim em A e que ainda é gerador de ). Aqui ¢, é o caminho trivial do vértice

a € Ag. Basta observar que cada elemento do primeiro conjunto de geradores pode ser escrito como
Pi = Z €aPj€b-
a,beAg
m
Seja o = Z Ajwj € G com m > 2, e suponhamos que o nao satisfaz a condigao (b) da Definigao
j=1
3.1. Entao existe um subconjunto nao vazio préprio J C {1,...,m} tal que 6 € Z, onde 6§ = Z Ajw.
JjeJ
Podemos trocar o por 6 e 0 —6 no conjunto de geradores de Z. Repetindo o processo um nimero finito
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de vezes chegamos a um novo conjunto G’ = {01, ...,0,} de geradores de Z, onde cada combinagao

com pelo menos 2 caminhos satisfaz a condigao (b).

Suponhamos agora que o € G’ é um caminho que nao satisfaz a condigao (a) da Definicao 3.1.
Nesse caso, existe um subcaminho &, préprio, de o tal que 6 € Z. Mas entao existem wi e wo

caminhos tais que ¢ = w16ws. Troquemos o por & em G'.

Apés um nimero finito de passos chegamos a um conjunto minimal S = {p1, ..., p;} de geradores
de 7. -

Sejam w um caminho e o uma flecha. Denotaremos por a|w se existirem subcaminhos @ e w de
w, tais que w = Waw.

Mostraremos agora que existe uma apresentacao npg para algebra B tal que o conjunto das flechas

que estao em (Ap)1 \ (Aa)1 gera o ideal Q.

Proposicao 3.3 Sejam B uma extensdo cindida de A pelo ideal nilpotente Q e na : kA — A uma
apresentacdo de A. Entao, existem uma apresentacdo np : kAp — B e morfismos de dlgebras

0 — kA4 LA kAp, kA = kA4 — 0 tais que 76 = idga, € o sequinte diagrama € comutativo

onde 7 é o epimorfismo cindido e o é tal que mo = idy4.

Prova. Sejam 7w : B — A, 0 : A — B morfismos tais que mo = id4 ¢ = Nucw. Podemos identificar
A como uma subélgebra de B e o como a inclusdo. Pela Proposicao 3.1 podemos considerar A4 como
uma subaljava de Ag. A inclusédo A4 — Ap induz um monomorfismo de algebras 6 : kA4 — kApg

dado por (¢;) = ¢; para cada i € (Ay)p e 6(a) = « para cada o € (A4)1.

Pela Observacio 3.1, o conjunto X;; := {na(a) +rad24|i > j € (Aa)1} é uma k-base para
, ( rad A ) ,
€ \rad2a) %"
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Seja S := (Ap)1 \ (A4a)i. Pela Proposicao 3.1 o nimero de flechas de i para j em S é

dimg, | e; @ e;
b ‘Qrad A+ (rad A)Q + Q2 7 )

Para cada flecha ¢ LA J em S escolhemos gg € () de modo que o conjunto

Yij = {qs+(Qrad A + (rad 4)Q + Q?) |i LA j € S} seja uma k-base para e; ¢

Qrad A+ (rad A)Q + Q2

rad B
rad 2B
fazendo np(€;) = e; para cada i € (Ap)o, nB(a) = na(a) para cada o € (Ax)1 e nB(B) = qg para

cada B € S.

Temos entao que X;; UY;; é uma base para e; < ) ej. Definimos uma apresentacao para B

Dessa forma temos que npd = ona pois npd(e;) = np(e;) = e; = ona(e;) e para o € (Ay)p temos
né(a) = np(a) = na(a) = ona(a).

Definimos também 7 : kAp — kA4 por 7(€;) = ¢; para cada i € (Ap)o, () = « para cada
a € (Ax)1 en(f) =0 paracada § € S. Temos, claramente, que 76 = idga ,. Além disso, na®t = mnp
pois

. para cada i € (Ap)o, mnp(€) = w(e;) = wo(e;) = e; e naz(e;) =na(e) = ej;

. para cada a € (Ax)1, () = ma(a) = Tona(a) =na(a) e nawt(a) = na(a);

. para cada 3 € S, m(8) = w(gs) = 0 ¢ 147 (5) = na(0) = 0.

Corolario 3.4 Nos termos da Proposicao 3.3, sejam La := Nucna e Ip := Nucnp.
Entao 6(Z4) C Ip.

Prova. Seja w em kA 4 tal que n4(w) = 0. Entdo, como ¢(w) = w e pela comutatividade do diagrama

da proposigao anterior, ng(w) = np(6(w)) = ona(w) = o(0) =0, ou seja, 6(w) =w € Ip. [ |

Corolario 3.5 Seja B uma extensdo cindida de A pelo ideal nilpotente Q. Entdo, existe uma apre-

sentacao de B e um subcongunto S de flechas de (Ap)1, tais que o ideal Q é gerado pelas classes das

flechas de S.
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Prova. Consideremos a apresentacao de B e os morfismos 7 € 6 como na demonstracao da Proposigao
3.3. Por construcao, o nicleo de 7 é gerado por S. Mostraremos que ng(Nuc@) = Q. Se 3 € S entao
m™g(B) = m(gz) = 0, ou seja, np(Nuc7) C (). Para a outra inclusdo, seja ¢ € Q e w € kAp com
q =npw).

Como 76 = idia , entao a sequéncia de k-espagos vetoriais 0 — Nuc7m — kAp A, kA, — 0 cinde
e portanto podemos escrever w = w+w com @ € Nuc@ e w € kA 4. Mostraremos que np(w) = q. Para
isso, basta mostrar que w € Zg. Temos que na7(w) = mp(w) = w(q) = 0, ou seja, w = 7(w) € Z4.
Pelo Corolério 3.4, w = 6(w) € Ip. [ |

A pergunta natural é quando que um ideal gerado por classes de flechas define uma extensao

cindida por nilpotente. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.2 Consideremos a mesma aljava A e o mesmo ideal T do exemplo 3.1, porém agora
consideremos Q' =< a+7Z >. Nesse caso Q' é um ideal gerado pela classe de uma flecha de A, mas
B = TA nao € uma extensdao cindida por nilpotente de A = g. Se fosse esse o caso, teriamos A uma
k-subdlgebra de B, o que ndao acontece, pois em A temos que ¥6 € nulo (pois y6+Z =afB+Z € Q')
e em B € nao nulo. Notemos que o conjunto S = {a} ndo tem a propriedade do coroldrio que segue,

isto €, alaf, mas nao existe p € S com p|yo. [ |

Corolario 3.6 Nos termos da Proposicdo 3.3, seja X um conjunto minimal de geradores para Ip.

Entao o conjunto S tem a sequinte propriedade:

m
“sempre que para p = Z)‘iwi € X existiremi € {l,..m}eao; €S
i=1
com «|w;, entdo para cada j € {1,...,m} existira o;; € S tal que aj|w;”

m
Prova. Seja p = Z)"wi € X tal que para algum i existe a; € S com «;|w;. Podemos escrever

i=1
p = Z)‘Zwi + ZAjwj com I,J C {1,...,m} de forma que, para cada i € I existe a; € S com
icl jed

a;|w;, e para cada j € J nao existe @ € S com «|w;. Mostraremos que J = (. Suponhamos o

contrario, entao 7(p) = ZAjwj € Za, pois naw(p) = mp(p) = m(0) = 0. Pelo Corolédrio 3.4,
Jj€J

Z Ajw; = 5(2 Ajw;j) € Ip. Contradicao com a minimalidade de X. Logo, J = 0. |

JjeJ jeJ
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Mostraremos que a propriedade desse corolario é suficiente para garantir que um ideal gerado por

flechas defina uma extensao cindida por nilpotente.

Proposicao 3.7 Sejam B uma k-dlgebra, ng : kAp — B uma apresentacdo de B e (Q um ideal de
B, gerado pela classe das flechas de um conjunto S. Entdo existem uma apresentacdo de A = g,
na: kAy — A e morfismos de dlgebras 0 — kA4 LA kAp, kAp A, EAx — 0 tais que T6 = idga ,

e o sequinte diagrama de linhas e colunas exatas é comutativo

0 0 0
0—=QnIp Ip Ta 0
. T
0 Q kAp kA4 —0
nB 7 nA
0 Q B———A 0
0 0 0
onde w € o epimorfismo candnico.
Prova. Pela demonstracao da primeira parte da Proposi¢ao 3.1 ja temos que (Ax)o = (Ag)o.

Consideremos o conjunto A; = (Ap); \ S. Chamando Ay = (A 4)g, mostraremos que Ay = A.

Como A é uma subaljava de Ap existe um morfismo de algebras ¢ : kA — kAp dada por

d(€;) = €, para cada i € Ag e 6(a) = o para cada o € A;. Claramente, 6 ¢ um monomorfismo.

Definimos agora 7 : kAp — kA por
ﬁ(él) =€, Vi € (AB)Q
wla) =a,Va ¢ S

7(a) =0, Va € S;
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e estendendo por linearidade aos demais elementos de kAp teremos que esse morfismo k-linear é
também um epimorfismo de dlgebras, que 76 = 1A € que o nucleo é gerado por S. Denotemos por
Q = Nuc 7.

Definimos agora um morfismo 14 : kA — A da seguinte forma: dado p € kA, existe w € kAp
tal que p = #(w). Notemos que 73(Q) = Q, dai se #(w) = #(@) entdo w — @ € Q e portanto
np(w —w) € Q, isto é, mp(w) = mnp(®). Podemos entao definir n4(p) := mnp(w).

Entao n4 é um epimorfismo pois ™ e ng 0 sdo e claramente vale 7ng = n47. Para mostrar que
n4 € uma apresentagao de A falta verificar que Z4 := Nucn4 é um ideal admissivel de kKA. Dai pela

unicidade da aljava ordindria teremos que A4 = A.

Devemos mostrar que existe n > 2 tal que J" C T4 C J?, onde J denota o ideal de kA gerado
pelas flechas de A. Denotemos também por Ja, o ideal de kAp gerado pelas flechas de Ap.

t
T4 C J?: Suponhamos que Z4 z J?, e seja pETA\ J?. Podemos escrever p = Z)‘iai + 7, com
i=1
at,..,ap € A1, A, .., M € k ey € J2 Entao mg(p) = nant(p) = na7(6(p)) = nalp) =0,
pois Mg = Na®, p = 6(p) € kAp, 76 = Ixa ¢ p € Za. Ou seja, p+Ip = n5(p) € Q.
Como @ é gerado por classes de flechas de S, existem f31,...,0s € S e 41, ..., 05 € k tais que
S

p+1p= Z(ﬂﬁl + Zp. Portanto,
=1

t S
Z)\iai +v+1Ip= 251@' +1Ip =
i1 i=1

t s t s
= > N +y—> 8B € Ip C J3, (pois Tp 6 admissivel) = Y~ Mo — Y 6:8; € JA,
i=1 i=1 i=1 =1
=

t S t S
= Z )\iai — Z(Slﬁl =0 (pOiS o, € 51 S20 ﬂechas) = Z )\iai = Zél/ﬁl
i=1 i=1 i=1 i=1
Contradigao, pois cada o; € S e cada 5 € Ay = (Ap)1\ S. Logo, T4 C J2.
J*"CZy: Como Zp é um ideal admissivel de kAp, existe n tal que JZB C ZIp. Dai como A é
subaljava de Ap vale que J" C Jx_ C Ip, ou seja, ne(p) = 0 para todo p € J".

Finalmente, para todo p € J", temos na(p) = na(7o(p)) = mp(6(p)) = mp(p) = 0.
Logo, J® C Z4.
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Temos entao o seguinte diagrama comutativo e de linhas exatas,

0—=Q—>kAp——>kAy 0
77Bl@i nBl lnA
0 Q——B——A 0

onde ¢ e I sao as respectivas inclusoes de Q em B e de Q em kAp.
Pelo Lema da serpente ( [1] por exemplo) chegamos ao diagrama que queremos.

Teorema 3.8 Sejam np : kAp — B uma apresentacao de B, X um conjunto minimal de geradores
de Ip = Nucnp, Q um ideal gerado por classes de flechas de um conjunto S, emw: B — A = g a

projecdo canédnica. Se S tem a sequinte propriedade:

m
“sempre que para p = Z)‘iwi € X existiremi € {l,...m}ea; €S
i=1
com «|wj, entdo para cada j € {1,...,m} existira o;; € S tal que aj|w;”

entdo w € um epimorfismo cindido, ou seja, B € uma extensdo cindida de A pelo nilpotente Q.

Prova. O ideal ) é nilpotente, isto é, @ C rad B pois é gerado por classes de flechas.

Construiremos um morfismo de dgebras o : A — B tal que mo = id4. Pela Proposicao 3.7,
existem uma apresentacao de A, n4 : kA4 — A e morfismos de dlgebras 0 — kA4 = kAp,

kAp 5 kA — 0 tais que 76 = idga, © ™5 = NAT.

Dado a € A existe w € kA com a = ny(w). Definimos o(a) := npo(w). Para que o esteja
definida ¢é suficiente mostrar que 6(Z4) C Zp, onde T4 = Nuc n4, pois dai se na(w) = na(@), entao

w—w € L4, o que implica que 6(w — @) € I, ou seja, npd(w) = Npd ().

Antes de mostrar tal inclusdo vejamos que o definida dessa forma é um morfismo de algebras
e é uma inversa a direita de m: é um morfismo de algebras pois 14, np € & o sdo. Agora dado
a = na(w) € A, entdo mo(a) = mnpd(w) = nané(w) = na(w) = a. Portanto, neste caso, ™ é um

epimorfismo cindido, ou seja, B é uma extensao cindida de A pelo nilpotente Q.
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Voltemos & inclusao 6(Z4) C Zp:

m
Seja p = Z Aiw; € X. Lembremos da demonstragao da Proposicao 3.7 que 71(a) = ase a ¢ S e

() =0 se c;ié S. Se para algum i, 7(w;) = 0 entdo existe uma flecha «; € S com «;|w;. Dali, pela
hipdtese, para cada j existe oj € S com «j|w;, o que implica, nesse caso, que 7(p) = 0. Agora se
7(p) # 0 entao 7(w;) # 0 para algum 4, ou seja, ndo existe a € S com a|w; e consequentemente, nao
existe & € S com a|w; para todo j, o que implica que 7(w;) = w;, para todo i e portanto 7(p) = p.

Ou seja, para todo p € X temos que 7(p) = 0 ou 7(p) = p.
Denotemos por Y um conjunto minimal de geradores de Z4. Mostraremos que 6(Y) C Zp.
Seja v € Y. Como fT|IB :Ip — T4 é um epimorfismo (pelo diagrama da Proposicao 3.7) existe

m
p € Ip com 7(p) = . Entao p = Z Aipi, onde \; € ke cada p; = pj, ...p;,, com p;; € X. Além disso,
i=1

cada 7 (pi;) = pi; ou 7 (p;;) =0 ey =r(p) =7 <Z Aiﬂi) =Y Ni(pi) com 7 (pi) = #(piy)- 7 (ps,)-
=1 =1

Como v é nao nulo existe i tal que 7(p;) # 0. Pela minimalidade de Y esse i é unico, pois cada
7(pj) € Ta. Dal v = Ni@w(p;) = Ni7w(psy)...7(pi,). Novamente pela minimalidade de Y (e como cada
7(pi;) € La), temos que t = 1 e assim v = N\j7t(p;; ) = A\ipi; € Zp. Finalmente, pela defini¢ao de &,
6(v) =~ €Is. u

Exemplo 3.3 Agora podemos justificar o Exemplo 3.1. Notemos que @ € gerado pelas classes das

flechas de S = {a,d}. Além disso, a|af e §|vd. Portanto, o epimorfismo canénico w : B —

B Ow

cinde. Ou seja, B € uma extensdo cindida de A = g pelo ideal Q.
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CAPITULO 3. ALJAVAS DAS EXTENSOES



Capitulo 4

Propriedades homolégicas herdadas

Sejam as R-dlgebras de Artin A e B tais que B uma extensao cindida de A pelo ideal nilpotente
Q. Queremos comparar caracteristicas das algebras A e B envolvendo propriedades homoldgicas das
categorias mod A e mod B. Ao final desse capitulo chegamos a um resultado importante que nos

garantird que se B é uma algebra hereditaria (ou shod) entdo A também é hereditaria (ou shod).
4.1 Introducgao

Iniciaremos relembrando algumas defini¢oes e algumas proposigoes que serao usadas ao longo do
capitulo. Nesta secao, consideraremos R um anel comutativo com unidade e C' uma R-algebra de

Artin qualquer. Os médulos serao considerados a direita, caso nao se faca mencgao ao contrario.

Definicao 4.1 Um epimorfismo de C-mddulos f : M — N € dito supérfluo se, para todo morfismo

h:L— M, acomposicio fh: L — N ser um epimorfismo implicar que h também é um epimorfismo.

Um monomorfismo f : M — N ¢€ dito essencial se, para todo morfismo h : N — L, a composi¢cao

hf: M — L ser um monomorfismo implicar que h também € um monomorfismo.

Lema 4.1
e A composicio de epimorfismos supérfluos € ainda supérfluo.

e A composicdo de monomorfismos essenciais € ainda essencial.

Prova. Faremos a demonstracao para epimorfismos supérfluos. O outro caso é analogo.

o1
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Sejam f: M — N eg: N — L dois epimorfismos supérfluos. Temos que gf : M — L é um
epimorfismo, falta mostrar que é supérfluo. Seja entao, h : W — M um morfismo de forma que
(gf)h : W — L seja um epimorfismo. Como g é supérfluo, temos que fh é um epimorfismo e como

f € supérfluo, segue que h é um epimorfismo. [ |

Definicao 4.2 Um submddulo N de um C-mddulo M € dito supérfluo em M se, para todo
submdédulo L de M, a igualdade N + L = M implicar que L = M.

Lema 4.2 Um epimorfismo de C-mdédulos f : M — N € supérfluo se, e somente se, Nuc f for um

submaodulo supérfluo em M.

Prova.

(=) Sejam L um submédulo de M tal que Nucf+L = M e¢: L — M ainclusao de L em M. Dado
n € N existe m € M tal que f(m) = n, pois f é um epimorfismo. Além disso, podemos escrever
m = z+lcomz € Nucf el € L. Finalmente, n = f(m) = f(z+1) = f(x)+f(1) = f(I) = fh(D),
isto é, a composicao ft é um epimorfismo. Como f é supérfluo, temos que ¢ é um epimorfismo

e portanto um isomorfismo. Logo, L = M.

(<) Seja g: L — M tal que fg: L — N seja um epimorfismo. Mostraremos que M = Nuc f +Img
e dai como Nuc f é supérfluo em M resulta que Im g = M, ou seja, que g é um epimorfismo.
Obviamente Nuc f+Img C M. Por outro lado, dado m € M, como fg é um epimorfismo, existe
l € L tal que fg(l) = f(m). Entdao m — g(I) € Nuc f e m = (m — g(1)) + g(I) € Nuc f + Im g.

|
Agora podemos reescrever o lema de Nakayama (Proposigao 1.4) da seguinte forma:
Lema 4.3 (Lema de Nakayama)
Seja M um C-mddulo de tipo finito. Um submddulo N de M é supérfluo se, e somente se,
N Crad M. |

Corolario 4.4 Se M € de tipo finito, entao um epimorfismo f: M — N € supérfluo se, e somente
se, Nuc f Crad M. |
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Defini¢ao 4.3 Uma cobertura projetiva de um C-mddulo M €é um par (P, f), onde P é um C-
mddulo projetivo e f : P — M é um epimorfismo supérfluo. Dualmente, uma envolvente injetiva
de um C-mddulo M é um par (1,g), onde I é um C-mddulo injetivo e g : M — I é um monomorfismo

essencial.

Mostra-se, em [1] por exemplo, que um médulo de tipo finito sobre uma algebra de Artin sempre
admite uma cobertura projetiva, com P também de tipo finito e uma envolvente injetiva, com [
também de tipo finito. Mostraremos agora que tal cobertura é unica a menos de isomorfismo. O

resultado também vale para a envolvente injetiva, mas a demonstracao serd omitida.

Lema 4.5 Seja (P, f) é uma cobertura projetiva de M. Para cada epimorfismo g : P — M, com

P’ projetivo, existe um epimorfismo h : P’ — P tal que fh = g.

Prova. Como P’ é projetivo e f : P — M é um epimorfismo (ja que é cobertura projetiva de M),

existe h : P — P tal que fh = g, isto é, que faz o seguinte diagrama comutar:

P/
g
5
P —f> M—0

Resta verificar que h é um epimorfismo e isso decorre do fato de fh ser um epimorfismo e de f ser
supérfluo. |
Proposicao 4.6 Sejam M um C-mddulo de tipo finito, (P, f) e (P, f) coberturas projetivas de M.

Entdo existe um isomorfismo h: P — P tal que fh = f.

Prova. Como (P, f) é uma cobertura projetiva, pelo Lema 4.5, existe um epimorfismo h : P — P
tal que fh = f. Dai, a sequéncia exata curta 0 — Nuch — P P~ 0 cinde e portanto
P = Nuc h @ P. Utilizando novamente o Lema 4.5, trocando P por P concluimos que P também
é um somando de direto de P. Portanto, P = P e Nuc h = 0, isto é, h é um isomorfismo como

queriamos. ]
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Muitas vezes, por abuso de linguagem, diremos apenas que P é uma cobertura projetiva de M,

ou ainda, que f é uma cobertura projetiva de M. O mesmo para envolvente injetiva.

Definicao 4.4

e Uma apresentacao projetiva de um C-mddulo M € uma sequéncia exata Pp LN Py /o M —0
onde P e Py sao C-mddulos projetivos. Tal apresentacdo € dita minimal se fo : Pp — M e

f1: Pr — Nuc fy forem coberturas projetivas.

e Uma apresentacao injetiva de um C-mddulo M € uma sequéncia exata 0 — M B B I, onde
Iy e I sao C-mddulos injetivos. Tal apresentacdo € dita minimal se go: M — Iy e g1 : Imgy — I1

forem envolventes injetivas.

Definicao 4.5

e Uma resolugao projetiva de um C-mddulo M € uma sequéncia exata
fn f1 f()
-—P,—P,1— - —>P—F—M-—0

onde cada P; € um C-mddulos projetivo.

Tal resolugao € dita minimal se fo: Py — M e f; : P, — Nuc f;—1, 1 = 1,2, ..., forem coberturas

projetivas.

Tal resolugao € dita com comprimento n se P, 20 e P, =0, Vi > n.

e Uma resolugao injetiva de um C'-maodulo M é uma sequéncia exata
g0 91 g
0O—- M= = - = I,_1==I — - -

onde cada I; € um C-mddulo injetivo.

Tal resolucao € dita minimal se gg: M — Iy eg; : Img;—1 — I;, 1 =1,2,..., forem envolventes
mjetivas.

Tal resolugao € dita com comprimento n se I, 20 e I; =0, Vi > n.
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Definicao 4.6

e Dizemos que a dimensao projetiva de um C'-mddulo M é um inteiro n, se esse for o menor inteiro
tal que existe uma resolugao projetiva de M com comprimento n. Denotaremos por dp Mo =n (ou
dp M =n).

e Dizemos que o dimensao injetiva de um C-mddulo M é um inteiro n, se esse for o menor inteiro
tal que existe uma resolugao injetiva de M com comprimento n. Denotaremos por di Mo = n (ou
di M =mn).

Definigao 4.7 A dimensao global de uma dlgebra de Artin C, denotado por dim. gl. C' é

sup{dp Mc¢c | M¢c €é um C-mddulo}.

Mostra-se (ver [1] por exemplo), que se M é de tipo finito (sobre uma &lgebra de Artin), entao

i) dp M¢ = n se, e somente se, a resolucao projetiva minimal de M tem comprimento n. Analoga-

mente para di Mg = n;

ii) dim. gl. C'=sup{dp M¢ | M¢ é um C-médulo de tipo finito} =
sup{dp S¢ | S¢ é um C-mddulo simples} = sup{dp M¢ | M¢ é um C-médulo indecomponivel}.

Transposto

Precisaremos agora introduzir alguns funtores de mod C' em mod C°P. Relembremos, primeira-

mente, o funtor dual definido no Exemplo 1.8.

Dada uma apresentacao projetiva P; EL\ Py £ M — 0 de um C-médulo M, aplicando o funtor
dual, chegamos a

0— DM 22 ppy 21 pp,

que é uma apresentacao injetiva do C°P-médulo DM. Mais ainda, se a primeira for minimal a
segunda também serd. Dualmente, se partirmos de uma apresentagao injetiva (minimal) em mod C,

aplicando o funtor dual, chegaremos a uma apresentagao projetiva (minimal) em mod CP.
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Para uma élgebra de Artin C, chamamos de C-dual ao funtor

(=) := Hom¢(—,C) : mod C — mod C?.

Seja P; ELY Py M = 0 uma apresentagao projetiva minimal em mod C. Aplicando o funtor
C-dual, temos a seguinte sequéncia exata 0 — M? o, Pt iR P! — Conuc f{ — 0. Denotaremos
Conuc f} por Tr¢M (ou simplesmente Tr M) e chamaremos de transposto de M. Desta forma, fica
definido um funtor Tr : mod C — mod C° que é chamado funtor transposicao. Vejamos algumas

propriedades desse funtor:

Lema 4.7 ( [11], IV)
(a) Tr (B M;) = @(Tr M;), onde M; € mod C.
(b) M € mod C € projetivo se, e somente se, Tr M = 0.

(c) M €ind C se, e somente se, Tr M € ind CP.

t
(d) Se M € ind C € ndo projetivo, entdo P} L P! — Tr M — 0 é uma apresentagdo projetiva

mintmal em mod C°P.

Também define-se os funtores transladado de Auslander-Reiten (A-R) por 7 := DTr e
transladado (de A-R) inverso por 77! := Tr D.

A composicio de D com o C-dual é o funtor de Nakayama v := D(—)! e v~} := Hom¢(DC, —)

é a quase-inversa.
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Lema 4.8

(a) Seja Py A, Py o, M — 0 uma apresentacdo projetiva minimal de M € mod C. Entdo existe a

sequéncia exata

0—>7‘M—>1/P1V—fl>1/P0V—fO>VM—>O.

(b) Seja 0 — N LN Iy Y I uma apresentacao injetiva minimal de M € mod C'. Entdo existe a
sequéncia exata

_ v—1 0 — v—1 1 — _
0— v IN SRy 1Ib a9ty 111——%'T IN 0.
Prova.

(a) Aplicando o funtor C-dual a apresentacao projetiva minimal P; A, Py LNy YN 0 temos, em
mod CP,

t t
0 M Lo pt ILpt 1o o

Agora aplicando o funtor dual, que é exato:
¢ Dfi ¢ DIy t
0— DTrM — DP; — DFy — DM" — 0 em mod C,

ouseja, 0 = 7M — vP v, VP 1o, vM — 0.

(b) Aplicando o funtor dual na apresentacao injetiva minimal 0 — N N ALy 5 temos, em

mod C°P, a seguinte apresentagao projetiva minimal:

pI, 2% pr, 2% pN — 0.

Agora aplicando o funtor C°P-dual, temos

t t o
0 — (DN P2 (pr)t 2 (D1t — Tr O DN — 0.

Observemos que do Exemplo 1.8 segue os isomorfismos funtoriais para um C-médulo X:
(DX)! = Homcer (DX, C) ~ Home(DC, DDX) ~ Home(DC, X) = v 1 X.

- vl v-1
Entdao: 0 — v 1N 2 v, 4 v 1 — 771N = 0.
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Proposicao 4.9 Seja C' uma dlgebra de Artin e M € mod C. Entao,

(a) dp Mc <1 se, e somente se, Homc(DC,7M) = 0.

(b) di M <1 se, e somente se, Homa(771M,C) = 0.

Prova.

(a)

Seja Py LR Py fo, M — 0 uma apresentagao projetiva minimal de M. Pelo Lema 4.8, existe
a sequéncia exata

0—>7’M—>1/P1V—fl>yP0V—ﬁ)>VM—>O.

Aplicando o funtor v~! = Homg(DC, —) temos o seguinte diagrama comutativo com linhas

exatas:

0—v 't M ——v P ——v WP —— v uM

ig ) lg ) lg

0 —— Nuc f; P Py M 0

Logo, Hom¢(DC, 7M) = v~ M = Nuc f1 e Nuc fi = 0 se, e somente se dp M < 1.

Seja 0 — N LN Iy Y I uma apresentacao injetiva minimal de N. Pelo Lema 4.8 existe a

sequéncia exata

_ 1/_10 _ l/_ll _ _
0— v IN SOy 1]0 gy, 111%7’ IN 0.

Aplicando o funtor v temos o diagrama comutativo de linhas exatas:

0—=w "M ——=vvvly—=ww '} —=yr'M —0

F L

0 M Iy I Conuc gy —=0

Logo, Conucg; = v7~'M = DHomg(77'M, C). Entdo, diM < 1 se, e somente se, Conucg; = 0,
ou seja, Homg(771M, C) = 0.
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4.2 Propriedades homolégicas em mod A e em mod B

A partir de agora, consideremos B uma extensao cindida de A pelo ideal nilpotente (). Nosso ob-
jetivo é comparar as dimensoes homologicas dos médulos em ind A e em ind B. Para isso comecaremos

comparando as respectivas coberturas e apresentagoes projetivas.

Proposicao 4.10 Seja B um extensdo cindida de A pelo nilpotente Q, entdo a projecao candnica
M

de B-mddulos p,, : M — 10 € um epimorfismo supérfluo.
Prova. Como Nucp, = M@ e Mp é de tipo finito, basta verificar que MQ C rad Mp. Como Q ¢
nilpotente, ja temos ) C rad B, dai M@ C Mrad B = rad Mp. |

Observagao 4.1 Seja M é um A-mddulo. Olhando M como B-mddulo temos que MQ = 0 pois
@ = Nucw (onde m: B — A € o epimorfismo cindido) e entdo m - ¢ = mn(q) = 0. Portanto, nesse

caso, o epimorfismo candnico p,, : M — MﬂQ = M € na verdade a aplicagdo identidade de Mp.

Se considerarmos o B-modulo M ® 4 B teremos, pela Proposicao 2.3 e pelo Lema 2.2, que

% &2 M ®a B A= M. Neste caso, o epimorfismo candénico M @4 B — %

pode ser visto como p,, o 5 M ®a B — M, dado por m ®b— m - b.

Lembrando que B = A& Q como A-mddulos, essa ultima aplicacao, olhada como um morfismo

de A-mddulos, pode ainda ser expressa por m® (a,q) — ma, uma vez que m-(a,q) = mn(a,q) = ma.

Lema 4.11 Seja f : P — M uma cobertura projetiva em modA. Entdo fQB : PR aBp — M® 4 Bp

€ uma cobertura projetiva em mod B.

Prova. Ja sabemos que P ® 4 B é B-projetivo, mostraremos que f ® B é um epimorfismo supérfluo.
De Im (f ® B) = (Im f) ®4 B = M ®4 B segue que f ® B é um epimorfismo.

Consideremos P e M como B-médulos (temos que f é também B-linear) M®aB — M

’ p]% ®aA B
€Ppg,p: P ®aB — P osepimorfismos canonicos como na Observagao 4.1.

Teremos o seguinte diagrama comutativo de B-moédulos

B
P®AB&>M®AB
pP®ABi O lpM@AB

P M
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pois f é B-linear e entao p,, ®AB(f®B)(p®b) =D, S(f(p)@b) = f(p)-b= f(p-b) = pr®AB(p®b).

Sejaagora h : X — P® 4B tal que (f®B)oh é um epimorfismo. Nesse caso, pela comutatividade
do diagrama, fop, . poh(=p,, o, po(f®B)oh) é um epimorfismo. Como f e p, .  sdo supérfluos,

entao f também é supérfluo e portanto h é um epimorfismo como queriamos. |

opP®AB

Corolario 4.12 Seja P, LN Py o, M — 0 uma apresentagdo projetiva em mod A. Entao
B B . . L
PL®s B het Py®as B fo®: M ®4 B — 0 é uma apresentagao projetiva em mod B. Mais ainda, se

a primeira € minimal, entdo a sequnda também € minimal.

Prova. A primeira parte decorre do fato de que P ® 4 B é projetivo em mod B sempre que P é
projetivo em mod A e do funtor — ® 4 B ser exato a direita.
Vejamos agora quanto a minimalidade das apresentagdes. Suponhamos que a primeira é minimal.

Pelo Lema 4.11 temos que Py ®4 B f@ M ®4 B — 0 é uma cobertura projetiva em mod B.

Da mesma forma segue de P; LN Im f; — 0 ser uma cobertura projetiva em mod A, que

B
Pr®s B he! Im f; ®4 B — 0 é uma cobertura projetiva em mod B.

O resultado segue de Im f; ®4 B = Im (f1 ®4 B) = Nuc (fo ® B). [ |

Proposicao 4.13 Seja f : P — M wuma cobertura projetiva em mod A. FEntdo a composicao

Pue,s(f®B): P®aB— M éuma cobertura projetiva em mod B.

Prova. Segue da Proposi¢ao 4.10 que p,, , ., € um B-epimorfismo supérfluo e do Lema 4.11 que f®@ B
é um B-epimorfismo supérfluo. A composicdo também é um B-epimorfismo supérfluo. E P ®4 B é

B-projetivo porque P é A-projetivo. |
Corolario 4.14 Seja M4 € mod A, entao dp Mp =0 = dp M4 = 0.

Prova. Seja f: P — M4 uma cobertura projetiva em mod A. Pela proposigao anterior
Pue,slf®@B): P®aB — M é uma cobertura projetiva em mod B. Como dp Mp = 0 entdo tal
cobertura ¢ um isomorfismo. Temos que Nuc f®4 B C Nucp,, . ,(f®B) e portanto Nuc f®4 B = 0.
Aplicando o funtor — ®p A chegamos a Nuc f = 0 e portanto f é um isomorfismo, isto é, dp M4 = 0.
|
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Proposicao 4.15 Seja M € mod A. Se dp Mp <1 entdo dp (M ®4 B)p < 1.

Prova. Seja P; LR Py o, M — 0 uma apresentacao projetiva minimal em mod A. Pelo Corolario
B B - . ..

412, P ®a B fot Py®ys B fo®f M ®4 B — 0 é uma apresentacao projetiva minimal em mod B.

Mostraremos que essa apresentagao é na verdade uma resolucao projetiva minimal, de onde seguird

que dp (M ®4 B)p < 1.

Seja 0 — P, N, Py o, Mp — 0 uma resolugao projetiva minimal em mod B (dp Mp < 1). Pela

proposicao anterior, temos que Py ® 4 B é cobertura projetiva de Mg, logo ﬁo = FPy®a B.

Consideremos p :=p,, . , 0 epimorfismo canonico da Observacio 4.1. Observe que Im (f; ® B) =
Nuc (fo ® B) C Nuc (p(fo ® B)) e como Py — Nuc (p(fo ® B)) — 0 é cobertura projetiva, entdo existe
um morfismo Py ®4 B — P que faz o seguinte diagrama de linhas exatas comutar:

B B
P1®ABﬁ;®>P0®ABﬂ);®>M®AB;>O

i lp

0 2 Po®a B~ M 0

Determinacao de ﬁlz
Consideremos a sequéncia exata inferior, do diagrama acima, olhada como uma sequéncia de A-
médulos. Observemos que, nesse caso, Py @4 B = Py @4 (AD Q) = (Ph®4 A) ® (P ®4 Q) =
Py @ (Py®4 Q) e da mesma forma M @4 B= M @ (M ®4 Q).

Dado (m,m®q) € M @& (M ®4 Q) temos
(m, M ® q) = (m,m @ 0) + (.0, & q) —m® (14,0) + 1 @ (0,q) = mls+m0=m

e portanto, como aplicacdo A-linear, podemos escrever p=1[1 0 ].
Analogamente, dado (p,p ® q) € Py ® (Py®4 @), temos

(P ®q) ——p® (14,0)+H® (0,9) 22 fo(p) @ (14,0) + fo(p) ® (0, q) =

(fo(p), fo(p) ® 0) + (fo(P)O, fo(P) ® @) = (fo(p),0) + (0, fo(p) ® @) = (fo(p), fo(P) ® q)
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. ~ : fo 0
e portanto, como aplicagao A-linear, fo ® [ 0 fo®Q ]

Logo, p(fo®@ B) =1 0]{]00 0 = fo O]eentéoﬁl’éNuc[fO 0 ].

0 fo®Q

Mas, se pe Pyet € Py®4 Q, entdao (p,t) € Nuc| fu 0] <= fo(p) =0 e assim,
Py 22 Nuc fo @ (Py @4 Q).

Como P; é cobertura projetiva de Nuc fy em mod A entdo P; ® 4 B é cobertura projetiva de Nuc fy
em mod B. Seja P a cobertura projetiva de Py ®4 () em mod A, entdao P® 4 B é cobertura de Py®4 Q
em mod B. Denotemos por g: P®4 B — Py ®4 @ tal cobertura.

Como Fp é projetivo, entao Py ® 4 — é exato e aplicando tal funtor em 4Qp —4 Bp temos a

inclusao de B-médulos Py ®4 @ < Py ®4 B. Chamemos de f~‘ a composicao de g com a inclusao ¢.

Consideremos agora o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

®B ®B
P®4B i P0®ABL>M®A34>O

gl k

(PP®P)®4 B —~Py®y B M 0
[/1®B f p(fo®B)

Mostraremos que existe um somando P’ de P tal que o diagrama de linhas exatas a seguir é
comutativo e a linha inferior é uma resolugao projetiva minimal para Mp:

QB ®B
P, @4 B h P0®ABJCO—>M®AB—>0

gl k

OH(P:[@P/>®ABH~PO®AB M 0
[/1®B '] p(fo®B)

onde f’ é a restricio de f a P/ ®4 B.
Do epimorfismo B-linear Py @4 BOP®4 B — P =0 segue que Py é somando de (PL®P)®4B.
Seja entdo P” somando de Py @ P tal que P; = P" ®4 B, ou seja,

0— >P'@sB——Py@4B —sM—>0
A 0=A p(fo®B)



4.2. PROPRIEDADES HOMOLOGICAS EM MOD A E EM MOD B 63

é uma resolucao projetiva minimal de Mp. Aplicando o funtor — ® g A temos

f//

0 —— Tor? (M, A) P Ly 0
P, fi Py fo M 0

I

pois TorP (Py ®4 B, A) = 0 uma vez que Py ®4 B é projetivo, e M @ A = M ®p % ~ M

MQ My

uma vez que M é anulado por Q.

De fi1 : P, — Nuc fy ser cobertura projetiva e f” : P” — Nuc fy ser um epimorfismo temos,
pelo Lema 4.5, um epimorfismo P’ — P; — 0 e portanto P” = P; ® P’ para algum P’ submdédulo

de P, como queriamos.
= 1 . .~
Neste caso, f1 ® B = [ f1i®B f ][ 0 ] é composicao de monomorfismos e portanto um

monomorfismo. Finalmente,

®B ®B
0—>PosBE P o, BPE e, B—0

é uma resolugao projetiva minimal para (M ®4 B)p, isto é, dp (M ®4 B)p < 1. [ |

Mostraremos agora que se um A-moédulo indecomponivel é tal que dp Mp < 1, entdo dp My < 1.

Um resultado andlogo vale também para a dimensao injetiva. Para isso precisamos de alguns lemas:

Lema 4.16 Seja M um mddulo em ind A. Entao
(a) TB(M XA B) = HomA(BBA, TAM)
(b) 75 "Homa(pBa, M) = (1,'M) @4 Bp
Prova. Lembremos inicialmente que quando P4 é projetivo, entao valem os seguintes isomorfismos

funtoriais:
B®y HomA(P, A) I~ HomA(P, B®y A) =~ HomA(P, BA)

~ Hom 4(P,Hompg(B, B)) ~ Homp(P ®4 B, B).
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(a) Seja Py LR Py o0 M = 0 uma apresentacao projetiva minimal de M 4. Pelo Corolario 4.12,

PLosB Y Py B Mo, B —0

é uma apresentacao projetiva minimal em mod B. Aplicando o funtor B-dual, pelo Lema 4.7
temos que
(Py®s B)! — (PL@aB)! — TrB(M @4 B) — 0

é uma apresentacao projetiva minimal em mod B°P.

Por outro lado, aplicando o funtor A-dual na apresentacido projetiva minimal de My, temos

que P} — P} — Tr AM — 0 é uma apresentacio projetiva minimal em mod AP e portanto
B®aPt— B®a Pl — Be,TrM —0

também é uma apresentacao projetiva minimal em mod B°P.

Pelos isomorfismos iniciais, temos que B®4 P} = B®4 Homa(Py, A) = Homp(Py®4 B, B) =
(Po®a B)t e By Pl = (P, ®4 B)! e assim chegamos ao seguinte diagrama comutativo com
linhas exatas:

(Py®a B! —— (PL®4 B! ——=TrB(M ®4 B)—=0

lf lg |

B ®y4 P} B ®y4 P} B®@aTrAM ——0
onde f e g s@o isomorfismos e h é o morfismo induzido, o que implica que h também é isomor-
fismo.
Finalmente,

8(M ®4 B) = DTrB(M ®4 B) = D(B®a Tr*M) = Homg(B ®4 Tr AM, R) =

Hom(Ba, Homp(Tr AM, R)) = Hom (B, DTrAM) = Homa(B, 74 M).

(b) Se M é injetivo entdao Hom(pBa, M) também é injetivo e portanto

7'M = 0= 75 'Hom(gBa, M).
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Agora se M é nao injetivo, entao My = TATglM e assim utilizando o item (a) para TglM

temos
TélHomA(BBA,M) x> TngomA(BBA,TA(Tle)) = TélTB((Tle)(@ABB) = (TglM)(X)ABB.

Lema 4.17 Seja M um mddulo em ind A. Entao

(a) dp M ®4 Bp <1 se, e somente se, dp M <1 e Hom (D 2Q,74M) = 0.

(b) diHom4(pBa,M)p <1 se, e somente se, diMs <1 e HOmA(TXIM, A4Q) = 0.

Prova.

(a) Pela Proposigao 4.9, dp (M ®4 Bp) <1 se, e somente se, Homp(DB, (M ®4 B)) = 0.

Observemos que DB ®p Bag = (DB)s 2 DyB = DA(A® Q) = DyA® DAQ. Dai, utilizando

o lema anterior e o Teorema da Adjuncao (1.7) chegamos aos seguintes isomorfismos:
Homp (DB, 75(M ®4 B) = Homp(DB,HomA(pBa,7aM)) = Homy (DB ®p Ba, TaM) =
Hom (DA @® DaQ,7aM) = Homy (DA, 7AM) @ Homg(DAQ, TaM).
Portanto dp (M ®4 Bp) <1< Homa(DaA,74M) =0 e Hom4(DAQ,74M) = 0, ou seja,

dp (M®A BB) <lsedpMyg<le HOmA(DAQ,TAM) =0.

Pela Proposigao 4.9, diHom4(pBa, M)p <1 <~ HomB(TngomA(BBA,M),B) =0.

Temos, nesse caso, os seguintes isomorfismos
Homg (15 Homa(aBg, M), B) = Homp((7,'M) ®4 Bg, B) = Homu(7,'M, B ®p B) =

HomA(TglM,A B) = HomA(TglM,AA BaQ) = HomA(TglM,A A) @ HomA(TglM, A4Q)

e portanto di Hom4(gBa, M)p <1 & HomA(TglM, AA)=0¢e HomA(TXIM, AQ) =0,
ou seja,
diHom4(pBa, M)p <1 & di Ma <1 e Homu(r' M, 4Q) = 0.
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]

Lema 4.18 Sejam A uma R-dlgebra e M um A-mddulo em mod A. Entao, DMp = DMy em

mod B°P.
Prova. Lembremos que M@ = 0 e portanto My = M ®p Ay 2 M ®p (B/Q)a. Definiremos um
isomorfismo ® : DMp — D(M ®p (B/Q)4):

Seja f : Mp — R, R-linear. Definimos g : M x (B/Q) — R por g(m,b+ Q) := f(mb) que é
bilinear, logo existe uma R-linear ¢’ : M ® (B/Q) — R tal que ¢'(m ® (b+ Q)) = f(mb). Definimos
®(f) == ¢, ouseja, B(f)(m® (b+Q)) = f(mb). E facil ver que ® é R-linear, vejamos que é também
B-linear: dado f € DMp e b € B, entao, Vm € M e Vb’ € B temos
B(bf)(m @ (¥ + Q) = (b)) = F(mH)b) = f(m(b'D))
bB(/))(m e (f + Q) = B(f)((m e (¥ + Q))b) = B(f)(m ® (Vb + Q) = F(m(HD).

Definiremos agora ¥ : D(M ®p (B/Q)a) — DMp. Seja g : M ®p (B/Q)a — R, R-linear.
Definimos ¥(g)(m) := g(m ® (1p + @Q)). Nao é dificil ver que ¥ é B-linear. Mostraremos que é a
inversa de ®. Seja g em D(M ®p (B/Q)4), entao, Vm € M e Vr € B temos

O(W(g))(m e (b+Q)) = ¥(g)(mb) = g(mb® (15 +Q)) = g(m @ (b+ Q))

ese f € DMp, entdo, Vm € M

Proposicao 4.19 Seja M um mddulo em ind A,
(a) sedp Mp <1 entao dp M4 < 1.

(b) sediMp <1 entdodi My < 1.

Prova.

(a) Como dp Mp < 1, pela Proposigao 4.15 temos que dp (M ®4 Bg) < 1 e pelo lema anterior
segue que dp M4 < 1.
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(b) Do isomorfismo do lema anterior, segue que dpDMp = dpDM 4 como B-médulos. Pela hipétese,
di Mp <1 e entao dp DMp < 1. Portanto, dp DMy < 1 como B-médulo. Pela parte (a),
dp DM 4 <1 como A-mddulo, isto é, di M4 < 1. [ |

Para um A-médulo indecomponivel, se dpMp = 0 entdo dpM 4 = 0 (Corolario 4.14) ese dpMp < 1
entdo dp M4 < 1 (Proposicao 4.19). Vejamos agora o que acontece quando dp Mp = 1.

2

o s

AR
Exemplo 4.1 Sejam k um corpo algebricamente fechado, B a dlgebra dada pela aljava 1 4,

ol 3 &

com a relagdo fa — 0y =0 e Q o ideal de B gerado pelas classes de B e . Entdo, pelo Teorema
3.8, a dlgebra B € uma extensdo cindida por nilpotente de A = g. Temos também que A € dada pela

[e3

aljava 1 4. O A-mddulo simples Ss associado ao vértice 8 € A-projetivo mas nao € B-projetivo

3 8

edp(S3)p =1, pois 0 — PlB — Pf — S3 — 0 € uma resolugcdo projetiva minimal em mod B. W

4.2.1 Algebra hereditaria e algebra shod.

Agora, a partir desse ultimo resultado, podemos fazer afirmacéGes a respeito das dlgebras envolvi-

das. Vamos, entao, lembrar as defini¢oes de algebra hereditaria e de algebra shod.
Definicao 4.8 Uma dlgebra de Artin C € dita hereditaria se dim. gl. C < 1.

Definicao 4.9 Uma dlgebra de Artin C € dita shod se para cada mddulo indecomponivel M tem-se
dp Mc <1 oudi Mo < 1.

A partir das defini¢ées acima fica claro que toda algebra hereditaria é shod.

Teorema 4.20 Seja B uma extensdo cindida por nilpotente de A. Se B € uma dlgebra hereditdria

entdo A também € uma dalgebra hereditdria.

Prova. Seja M um A-médulo em ind A. Como B é hereditaria, entdao dp Mp < 1 e pela Proposigao
4.19 temos dp M4 < 1. Logo, sup{dp M | M € ind A} <1, isto é, dim. gl. A <1. [ |
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Teorema 4.21 Seja B uma extensdo cindida por nilpotente de A. Se B € uma dlgebra shod entdo

A também € uma dlgebra shod.

Prova. Seja M um A-médulo indecomponivel em mod A. Como B é shod entao dp Mp < 1 ou
di Mp <1 e pela Proposicao 4.19 temos dp M4 < 1 ou di M4 < 1. Logo, A é shod. |

A pergunta natural é o que podemos falar sobre a reciproca desses teoremas. Como mostram os

exemplos a seguir, nao sao verdadeiras em geral.

Exemplo 4.2 Sejam A e B as k-dlgebras do Exemplo 4.1. Entao
00— P - P®oP; —- P —> Sy — 0

€ uma resolucdo projetiva minimal para o B-mddulo simples Sy e, portanto, dp Sy =2 > 1, ou seja,
B ndo € hereditaria. No entanto, em A temos que dp S1 =dp S3 =0 edp Sy =dp Sy = 1, isto €,
dim. gl. A=1. |

Exemplo 4.3 Seja k um corpo algebricamente fechado. Consideremos B a k-dlgebra dada pela

2

e B 0 0

0
aljava 1 ~3, limitada pela relagio Ba = 0 e M o B-mddulo indecomponivel & <~k Entao,

0 - P — P —- P3 — M — 0 ¢ uma resolugao projetiva minimal para M e0 — M — I} —
Iy, — I3 — 0 € uma resolucdo injetiva minimal para M, ou seja, dp M = 2 e di M = 2. Portanto,

B nao € shod.

Sejam @ o ideal de B gerado por § e A = g. Entdo, B € uma extensdo cindida de A pelo ideal

nilpotente Q. A dlgebra A € dada por o . 1 .7 5 que € hereditdria e portanto shod. |



Capitulo 5

Parte direita e parte esquerda

No final do capitulo anterior vimos, quando B é uma extensao cindida por nilpotente de A, que
A é uma algebra hereditaria (ou shod) sempre que B for hereditdria (ou shod). [Teorema 4.20 e
Teorema 4.21]

Veremos nesse capitulo que isso também é verdade para outras classes de dlgebras. As classes
que aqui serao apresentadas podem ser caracterizadas pelas partes direita R e esquerda L de sua

respectiva categoria de mddulos.

Comegamos, portanto, definindo as categorias L4, Lp, R4 € Rp e relacionando-as.
5.1 Parte direita e parte esquerda da categoria de modulos

Aqui todas as dlgebras sdo R-algebras de Artin. As dlgebra A e B sao tais que B é uma extensao

cindida de A pelo ideal nilpotente @) e C' denotard uma algebra qualquer.

Definicao 5.1 Dados dois C-mdédulos indecomponiveis M e N, um caminho de M para N de

comprimento t > 0 em ind C' € uma sequéncia
M=M M — o — M LS M =N

onde cada M; € ind C e cada f; € um morfismo ndo nulo.
Notagao: M ~~ N

Nesse caso dizemos que M ¢ um predecessor de N e que N € um sucessor de M.

69
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Notemos que um C-médulo M é sempre sucessor e predecessor dele mesmo, basta considerar um

caminho de comprimento ¢ = 0.

Definicao 5.2

A parte esquerda de mod C, denotada por Lo, € a subcategoria plena de ind C' cujos objetos sdo
0s modulos para os quais a dimensdo projetiva de seus predecessores € menor ou igual a 1. Também
escreveremos Lo ={X € indC | se Y ~» X entaodpY < 1}.

A parte direita de mod C, denotada por Ro, € a subcategoria plena de ind C' cujos objetos sdo
0s mdodulos para os quais a dimensdo injetiva de seus sucessores € menor ou igual a 1. Também
escreveremos Roc ={X € indC | se X ~ Y entao diY < 1}.

Nao é dificil ver que, com as defini¢bes acima, a subcategoria Lo é fechada para predecessores e

a subcategoria R¢ ¢é fechada para sucessores.

Consideremos agora o caso em que B é uma extensao cindida por nilpotente de A e comparemos

as partes direita e esquerda de mod A e mod B.

Lema 5.1 Sejam B uma extensao cindida de A pelo ideal nilpotente QQ e My um A-mddulo inde-

componivel.

1. Se M @a B e Lp entdo M € L4.

2. Se Homy (B, M) € Rp entdo M € R 4.

3. Se M ®sBeRp entio M € Ry.

4. Se Homa(B, M) € Lp entao M € L4.
Prova. Observemos inicialmente que se L € ind A entdo, pelo Lema 2.6, L. ®4 B € ind B e
Hom4(B, L) € ind B. Além disso, se f: L — L é nao nulo segue que f@ B: L®,4 B — L®4 B

e A(B, f) := Homu(B, f) : Homus(B,L) — HomA(B,I:) sdo ndo nulos, pois fE BR A = f =
Homp(A,Hom4 (B, f)).
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1. Seja L € ind A um predecessor de M e consideremos L = Ly £ Li— - — L, I L,=M

um caminho de L para M em ind A. Aplicando o funtor — ® 4 B, temos que

LoaB=Lo@aB" P 1@ B—  — Ly 1@1B"" L,oxB=M&B

¢ um caminho de L ® 4 B para M ® 4 B em ind B. Como M ®4 B € Lg entaodp L®4 B <1
e pelo Lema 4.17 segue que dp L4 < 1 e portanto M € L 4.

. Seja L € ind A um sucessor de M e consideremos M = L EL Li— - — L, I L, =L um

caminho de M para L em ind A. Aplicando o funtor Hom 4(B, —), temos que

Hom (B, M) “E2” Hom (B, Ly) — - -+ — Homa(B, Ln_1) *22" Hom (B, L)

é um caminho de Homy4 (B, M) para Hom4(B, L) em ind B. Como Homu4(B, M) € Rp entao
diHomy (B, L) <1 e pelo Lema 4.17 segue que di L4 <1 e portanto M € R 4.

. Utilizando o Teorema da Adjungao (1.7), o isomorfismo do Exemplo 1.9 e lembrando que

Bg = Ax P Qa, temos os seguintes isomorfismos de R-mddulos:
HOmB(M ®a B, HOmA(BB,M)) = HomA(M Qa4 BRp BA,M)
>~ Homy(M ®4 B, M)
mA(M®A (Aa @ Qa), )
( M®aAx) ® (M @4 QA),M>

Hom(Ma @ (M ®4 Q), )
Hom (M, M) © Homa(M ®4 Q, M)

I

1%

Hom 4

12

12

Como Hom 4 (M, M) é nao nulo, entdo existe um B-homomorfismo nao nulo de M ®4 B para
Hom 4 (B, M), ou seja Hom 4 (B, M) é um sucessor de M ® 4 B. Como M ®4 B € Rp e Rp é
fechado para sucessores entao Hom4(B, M) € Rp. Pelo item 2, temos que M € R 4.

. Pelo isomorfismo apresentado em 3 temos que M ®4 B é um predecessor de Homy (B, M).
Como Hom 4 (B, M) € L e Lp é fechado para predecessores entdao M ®4 B € L. Pelo item
1 temos M € L4. |
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5.2 Algebras determinadas por L e R

As classes de algebra aqui tratadas serdo: laura, colada a direita, colada a esquerda, fracamente
shod e quase inclinada. As definicGes apresentadas ndo sdo necessariamente as originais, mas obvia-

mente sao equivalentes.

Precisamos primeiramente da definicao de subcategorias finita e cofinita:

Definicao 5.3 Uma subcategoria D de ind C' € dita finita em ind C se contém apenas um nimero
finito de C-mddulos. E é dita cofinita em ind C' se a subcategoria ind C'\ D € finita em ind C'.

Definicao 5.4 Uma dlgebra de Artin C € dita de tipo de representacao finito se a categoria

ind C for finita. Caso contrdrio dizemos que C € de tipo de representagao infinito.
Como trataremos da finitude de subcategorias de ind A e ind B usaremos o seguinte lema:
Lema 5.2 Seja M4 uma A-mdédulo. Entdo, Mo = N4 se, e somente se, M @4 B= N ®4 B.

Prova. Seja f: M4 — N4 um isomorfismo. Entao f® B: M ®4 B — N ®4 B também serd um
isomorfismo cuja inversa é f '@ B: N®4 B — M ®4 B, pois (f® B)(f"'®B) = ff'®@B =
idy @ B=idyg,pe (f1@B)(f®B)=f1f®B=idy®B=idyg,B-

Reciprocamente, se g : M ®4 B — N ®@aq Bentdo g A: M@,2BRgA - N4 B A
também serda um isomorfismo e portanto M4 M @4 BRI A= N R4 B A= Ny. ]

Corolario 5.3 Se B € de tipo de representacao finito, entao A também € de tipo de representacdo
finito.

Prova. Suponhamos que ind A é infinita, pelo lema anterior o conjunto {M ®4 B|M € ind A} Cind B
¢ infinito. Contradicao, pois ind B é finita. |

5.2.1 Algebra laura.

Essa classe de algebras foi introduzida em [3] e contém as demais classes ja citadas: colada (a

direita e & esquerda), fracamente shod, shod, quase inclinada e hereditéria. (Ver também [5])
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Definicao 5.5 Uma dlgebra de Artin C' € dita uma algebra laura se a unido Lo UR¢o for cofinita
em ind C.

Teorema 5.4 Seja B uma extensdo cindida por nilpotente de A. Se B € uma dlgebra laura entdo A

também € laura.

Prova. Seja M € ind A tal que M ¢ L4 URy4. Se M ®4 B € Lp entao pelo item 1 do Lema 5.1
terfamos M € L4. Da mesma forma, pelo item 3 do mesmo lema, temos que M ®4 B ¢ Rp e
portanto M ® 4 B € ind B mas M ®4 B¢ Lp URp.

Como B é laura, entao L U Rp € cofinita em ind B e consequentemente £4 U R 4 é cofinita em
ind A. Caso contrario, pelo Lema 5.2 terifamos que ind B\ (Lp U Rp) seria infinita. Portanto, A é

laura. |
5.2.2 Algebras coladas a direita e 4 esquerda.

As algebras coladas foram introduzidas em [2].

Definicao 5.6 ( [2], 3.2) Seja C uma dlgebra de Artin.
(a) C € dita colada a esquerda se {M €indC |di M < 1} € cofinita em ind C.
(b) C é dita colada a direita se {M € ind C' |dp M < 1} € cofinita em ind C.

Em [3] mostra-se a seguinte equivaléncia:

Lema 5.5 ( [3], 2.2) Seja C uma dlgebra de Artin.
(a) C € colada a esquerda se, e somente se, Ro € cofinita em ind C.

(b) C € colada a direita se, e somente se, Lo € cofinita em ind C. [ |

Teorema 5.6 Seja B uma extensdo cindida por nilpotente de A.
(a) Se B é uma dlgebra colada a direita entao A também é colada a direita.

(b) Se B € uma dlgebra colada & esquerda entao A também € colada a esquerda.
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Prova.

(a) Suponhamos que B seja colada a direita. Seja M € ind A tal que M ¢ R4. Pelo item 3 do
Lema 5.1 temos que M ®4 B ¢ Rp. Pelo lema anterior Rp é cofinita em ind B, dai segue do

Lema 5.2 que R 4 € cofinita em ind A. Portanto, A é colada a direita.

(b) Analogamente, se M € ind A é tal que M ¢ L4, pelo item 1 do Lema 5.1 M ®4 B ¢ Lp. Dai se
B é colada a esquerda temos que Lp é cofinita em ind B e o Lema 5.2 implica que £4 € cofinita

em ind A, isto é, A é colada a esquerda. [ |

5.2.3 Algebra fracamente shod.

Estd é uma subclasse da classe de algebras laura e como o nome sugere contém a classe das

algebras shod.

Definicao 5.7 ( [15], 2.3) Uma dlgebra de Artin C € chamada fracamente shod se existe um
inteiro positivo n tal que todo caminho em ind C' de um injetivo para um projetivo tem comprimento

no mdarimo n.

Mostra-se em [4] que basta olhar os caminhos de médulos em ind C'\ Lo para médulos em
ind C'\ Re:

Lema 5.7 ( [4], 1.1) Uma dlgebra de Artin C' é fracamente shod se existe um inteiro positivo n tal
que todo caminho em ind C de um mddulo que nao estda em Lo para um modulo que ndo esta em Ro

tem comprimento no mdxrimo n. |

Teorema 5.8 Seja B uma extensdo cindida por nilpotente de A. Se B € uma dlgebra fracamente

shod entdo A também € fracamente shod.

Prova. Sejam M,N €ind Acom M ¢ L4 e N ¢ Ry tais que M é predecessor de N. Consideremos
M = Ly B Ly — - — L, In L, = N um caminho de M para N em ind A. Aplicando o funtor
— ®4 B, temos que

M&sB=LoosB"fLiosB— - — L, 104B"Y L ©,B=Nw,B
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é um caminho de M ®4 B para N ®4 B de comprimento n em ind B. Pelo Lema 5.1, M ®4 B ¢ Lp
e N®y B ¢ Rp. Como B é fracamente shod, pelo lema anterior, existe ng tal que n < ng. Portanto,

A é fracamente shod. [ |
5.2.4 Algebra shod

O resultado para dlgebras shod ja foi enunciado em 4.21. Incluimos aqui uma defini¢ao equivalente
a dada anteriormente, envolvendo as partes direita e esquerda da categoria de mddulos, que serd

utilizada nos exemplos. Ha também uma nova versao para a demonstragao do Teorema 4.21.

Essa classe de dlgebras foi introduzida em [14] onde também encontramos a equivaléncia:

Proposicao 5.9 ( [14], 2.1) Seja C uma dlgebra de Artin.
Entao C € uma dlgebra shod se, e somente se, ind C' = Lo U R¢. |

Prova 2.[ para o Teorema 4.21] Suponhamos que B é shod e seja M4 € ind A. Como M ®4 B € ind B
entao, pela proposicao anterior, M ® 4 B € Lp ou Rp. Pelos itens 1 e 3 do Lema 5.1 teremos que
MeLygouM e R, ousejaind AC LiUR4. Como a outra inclusao é ébvia, segue que A é shod.

[ |

5.2.5 Algebra quase inclinada.

Pela definicao abaixo, é facil ver que a classe das algebras inclinadas é uma subclasse das dlgebras
shod.

Definicao 5.8 ( [16], II) Uma dlgebra de Artin C € dita quase inclinada se for shod e
dim. gl. C < 2.

Mostra-se em [16] que vale:

Lema 5.10 ( [16], IT 1.14) Seja C uma dlgebra de Artin. Entdo C € quase inclinada se, e somente

se, Lo contém todos os mddulos projetivos de ind C'.

Teorema 5.11 Seja B uma extensdo cindida por nilpotente de A. Se B € uma dlgebra quase incli-

nada entdo A também € quase inclinada.
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Prova. Seja P € ind A um médulo projetivo, mostraremos que P € L4. Pelo Lema 2.6 temos que
P ®4 B é projetivo e indecomponivel e, como B é quase inclinada, entdo P ® 4 B € Lg. Pelo item 1

do Lema 5.1 segue que P € L 4. |
5.2.6 Algebra disfarcada.

Esta é uma classe de dlgebras de tipo de representacao infinito, que pertence as demais classes ja
citadas nesse capitulo. Sua definicdo pode ser encontrada, por exemplo em [8]. Sua caracterizagao

pode ser feita da seguinte forma:

Lema 5.12 ( [2], 3.4) Seja C uma dlgebra de Artin de tipo de representagdo infinito. Entdo, C é

uma dlgebra disfarcada se, e somente se, C € colada a esquerda e C € colada a direita. |

Gostarfamos de enunciar um resultado para essa classe, andlogo aos aqui apresentados. Porém,
se uma algebra B, de tipo de representacao infinito, é extensdo cindida de uma algebra A por um

ideal nilpotente, ndo podemos garantir que A também seja de tipo infinito.
Exemplo 5.1 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Ap a aljava 1;;2 e Aa a aljava
1<2—2. Entdao, kAp € uma extensao cindida de kA4 pelo ideal gerado pela flecha 5. A dlgebra

B ¢ de tipo de representacdo infinito, mas kA4 € de tipo finito. |

Acrescentaremos, portanto, a hipdtese de que A seja de tipo de representacao infinito, pois o

Corolario 5.3 garante que B também sera de tipo infinito.

Teorema 5.13 Sejam A uma dlgebra de tipo de representacdo infinito e B uma extensdo cindida

por nilpotente de A. Se B € uma dlgebra disfarcada, entdo A também € uma dlgebra disfarcada.

Prova. Como B é disfarcada, pelo Lema 5.12, B é colada a esquerda e a direita. Pelo Teorema
5.6, segue que A também é colada & esquerda e a direita e como A é de tipo infinito, segue que A é

também disfarcada. [ ]
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5.3 Exemplos

Veremos que as reciprocas dos teoremas acima nao sao verdadeiras. Os exemplos serdao dados no
contexto de algebras dadas por aljavas com relagoes. Por isso, consideremos um corpo k algebrica-

mente fechado.

Para decidir se a dlgebra que estivermos estudando é de uma determinada classe olharemos a
chamada Aljava de Auslander-Reiten da algebra. O estudo de tal aljava é suficiente para obter as
informagodes da categoria dos médulos indecomponiveis que precisamos. Esse fato nao serd detalhado
neste trabalho, apenas faremos algumas consideracoes sobre a aljava de Auslander-Reiten de uma

algebra no Apéndice A.
Para decidir se uma algebra é extensao cindida de outra usaremos a técnica do Teorema 3.8.
1° Exemplo.
AN
5\ a
Seja B a k-algebra dada pela aljava 1 2 5 il 6 com as relagoes o;3; = 0, v;6; = 0 para
NSNS
d3 2 4 2
todo i, 7, e B1y1 = 0, ou seja, B = %, onde A ¢ a aljava acima e Z ¢é o ideal gerado por «;/3;, v;d; e
B

Segue um esquema da aljava de Auslander-Reiten para B, onde destacamos Lp e Rp:

P .+« ._ .. | compo- I ‘ | P
@ ? § % nentes % ! % 7 :
p 7. NN A

egulares | "7
regular “

Ly G T ®) Rp

onde S;, P; e I; s@o os médulos indecomponiveis simples, projetivo e injetivo referentes ao vértice i,
. , . 0 0 1 1 2
respectivamente. Além disso, N = 83000,N’: 00 23, M) = 01100,M2 = 00 10, M3 = 01 10

S+ | I |Ps compo- N Te
TR e | T Q] T

* | regulares | 77

0
eMy= o1 10.
1

Vejamos a que classes de algebras B pertence:

e B ¢ laura, pois (ind B) \ (,CB U RB) = {Sg,Ml,P5.S4,M3,M4,M2,IQ} é finita.
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e B nao é colada a esquerda, pois ind B \ Rp nao é finita.
e B nao ¢ colada a direita, pois ind B \ Lp nao é finita.

e B nao é shod, pois S3 ¢ Lp URp por exemplo.

e B nao é quase inclinada pois nao é shod.

e B nao é fracamente shod, pois nao existe um inteiro que limite os caminhos de I para Ps da

forma:

Ih - S3 — P — Mg — I, - 83 — P5 — Mg — I, — ... —» Ps.
Vejamos agora alguns exemplos de k-dlgebras A; tais que B seja uma extensao cindida por um
ideal nilpotente Q;:
A
Consideremos @ o ideal de B gerado por d3 e A = B/@Q1. Entao, B é uma extensao cindida
o a N

de A pelo nilpotente Q1. Temos que A; é a dlgebra dada pela aljava 1< 2 =6 com as

52 72\4/2 012

relagoes herdadas de B. Um esquema para a aljava de Auslander-Reiten dessa algebra é:

T compo- . compo- ! e
plz{l:.,z.\\]v/} nen:)esw ...//.I.ll.\\SQ 1.“.)3. / \ \ nenfes‘ //N .slrzflﬁ
regulares \ / regulares 5
' / \
\ /7

La, @/’. 7 \@ Ra,

Temos entao que:

e A; élaura, pois (ind A1) \ (L4, UR4,) = {53, My, P5.54, M3, My, MQ,IQ} é finita.
e A; nao é colada a esquerda, pois ind Ay \ R4, nao é finita.

e A; nao é colada a direita, pois ind A1 \ £4, nao é finita.
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e A; nao é shod, pois S3 ¢ L4, UR 4, por exemplo.
e A; nao é quase inclinada, pois nao é shod.

e A nao é fracamente shod, pois nao existe um inteiro que limite os caminhos de I» para Ps da

forma:
Ih - 8 — P — My — I, - S — P — My — Iy — ... —» Ps.
AQ:
Consideremos ()2 o ideal de B gerado por «j e por as. Entao B é uma extenséo cindida de
PN

As = B/Q2 pelo nilpotente Q2. Além disso, Ay é dada pela aljava 1«2 5 6 com as

2N
3 4

relacoes herdadas de B. Um esquema para a aljava de Auslander-Reiten dessa algebra é:

P, .« . _...| compo- ]1| ‘P3 -
t e
pF N T e | F N W
BN \ BN
(Sg) Py . (Sg)

) @/-~~M4-\@

517

2

/\/\
\/\/

La,

Entao,

e Ay élaura, pois (ind Az) \ (L4, U Ra,) = {S3, M1, P5.Sy, M3, My, Mo, I5} é finita.

e Ay nao é colada a esquerda, pois ind Ay \ R4, nao ¢ finita.

A2 é colada a direita, pOiS ind A2 \ ‘CAZ = {Sg,Ml,P5.S4,Mg,M4,M2,IQ,Ig,I4,S5} é finita.

Asg nao é shod, pois S3 ¢ L4, UR4, por exemplo.

As nao é quase inclinada pois nao ¢é shod.

e A nao é fracamente shod, pois nao existe um inteiro que limite os caminhos de I» para Ps da
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forma:

Ih - S35 —- P — Mg — I, - S3 — P5 — Mg — I, — ... —» Ps.

A3:

Consideremos Q)3 o ideal de B gerado por (32 e por 2. Temos que B uma extensao cindida de

s om0
/6;\ i/4\15<(16
-

Az = B/Qs3 pelo nilpotente Q3. Além disso, Az é dada pela aljava 1<% com as
N/ &
03
relacdes herdadas de B. Um esquema para a aljava de Auslander-Reiten dessa dlgebra é:
Py=1,| [Ps=1I3
compo- P AN compo-

Py @ - - - Sy Ss Ss /.\ nentes /.\ Is
Pl%. . §.% regulares %Il% \\Pﬁ /\ regulares /\ I,//
£A3 RAB

Entao,
e A3 é laura, pois (ind Az) \ (L4, U Ra,) = {S3} é finita.

e A3 nao é colada a esquerda, pois ind A3 \ R4, nao ¢ finita.

e A3 nao é colada a direita, pois ind Az \ £4, nao é finita.

As nao é shod, pois pois S3 ¢ L4, UR4,.

e A3z nao é quase inclinada, pois nao é shod.

As é fracamente shod, pois se M ¢ L4, ¢ N ¢ Ra, com M ~» N, entao M = N = Ss.
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Ay

81

Consideremos 4 o ideal de B gerado por ai, as, 81 e f2. Temos que B uma extensao cindida

3
01 Y1
. o ) o
de Ay = B/Qy4 pelo nilpotente Q4. Além disso, A4 é dada pela aljava 1 <=2 5

AN

relacdes herdadas de B. Um esquema para a aljava de Auslander-Reiten dessa dlgebra é:

compo-

Py R I Ps P
A I N N
P, Lo . regulares | 27 g, L

12 (SS) S6
- N N -
(55) Se Py N
£A4 RA4
Entao,
e Ay élaura, pois (ind Ag) \ (La, UR4,) =0

e A, nao é colada a esquerda, pois ind A4 \ R4, nao ¢é finita.

Ay é colada a direita, pois (ind A4) \ La, = {I2, I3, 14} é finita.

Ay é shod, pois ind Ay = L4, U Ra,.

Ay é fracamente shod pois é shod.

Ay é quase inclinada, pois Py, Py, P3, Py, Ps = S5, Ps = Sg € L4,.

6 com as
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2° Exemplo.

Veremos agora que a reciproca do Teorema 5.4 nao é verdadeira.

aq Q2 a3
Seja B = % onde A ¢ a aljava 1 ﬁi 2 g: 3 gi 4 e T é o ideal gerado por a1, BiBi—1, ®;Bi—1 €
1 2 3

Biai—1 para i = 2,3. Um esquema para a aljava de Auslander-Reiten de B é

P, .. /. compo- I
A, \ nentes / N
P, / ) \ . / regulares | . ./. . \ So A P compo- 12|
\\ nentes \
|P3 regulares | .. o .. \ Ss3 e ® - compo- I3
// n?ntes // \\
|P4 regulares | . o - Is
Lp
Rp

Nesse caso, Lp U Rp nao é cofinita em ind B, portanto B nao é uma algebra laura.

Consideremos agora o ideal () de B gerado pelas classes das flechas a3 e 3. Entao, B é uma

aq (e ')
-, <—
- 2 3 4 com as

extensao cindida de A = g pelo ideal ). A algebra A é dada pela aljava 1
B B

relagoes herdadas de B. Um esquema para a aljava de Auslander-Reiten de A é

Py . /o compo- I
/ nentes N
Py / . %. / regulares | . \ S L. PO compo- I
tes
Sy |P3 e Co I3
Ra
La

A 4lgebra A é laura, pois ind A\ (L4 UR4) = 0.
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3° Exemplo.

Veremos agora que a reciproca do Teorema 5.13 nao é verdadeira.
g (65}

Seja B = % onde A é a aljava 1Z-2Z-3 e Z é o ideal gerado por asaq, B251, aof1 € focvy. A
B1 B2

aljava de Auslander-Reiten de B é a mesma da dlgebra A do exemplo anterior, exceto pelo Sy que
nesse caso nao existe. Portanto, B nao é uma algebra disfarcada, pois nao é colada a esquerda por

exemplo.

Consideremos o ideal ) de B gerado pelas flechas s e 2. Entao, B é uma extensao cindida de

A= g pelo ideal Q. A algebra A é dada pela aljava 1 il 2 3 e portanto um esquema da aljava

B1

de Auslander-Reiten para A é

Ps P P compo- I

Zi W el B Z

Ra=Lax

Entdo A é disfar¢ada, uma vez que ind A\ Ry =0 =ind A\ L4.
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Apéndice A
Aljava de Auslander-Reiten

Sejam k um corpo algebricamente fechado e C uma k-algebra de dimensao finita. A essa dlgebra
associamos uma aljava, cujos vértices correspondem aos objetos da categoria ind C' e as flechas

correspondem aos chamados morfismos irredutiveis. Por isso, comecaremos definindo esses morfismos.

A construcao da aljava de Auslander-Reiten nao sera discutida. Serao salientadas apenas algumas

caracteristicas dessa aljava.

As demonstragoes e mais detalhes sobre esse assunto podem ser encontradas em, por exemplo,
[8], [11] e [13].

Definicao A.1 Sejam M e N dois C-mddulos em mod C. Um morfismo f € Homg(M, N) € dito

irredutivel se:

(i) f nao € monomorfismo que cinde e nem epimorfismo que cinde;

(ii) se f = gh entao, ou g € um epimorfismo que cinde, ou f € um monomorfismo que cinde.

Exemplo A.1 Se P é um C-mddulo projetivo indecomponivel nao simples, entao a inclusdo

t:rad P — P ¢ um morfismo irredutivel. |

Sejam M e N dois C-médulos em ind C. Denotamos por rad ¢(M, N) o k-espago vetorial dos

morfismos de M para N que nao sao isomorfismos. Um morfismo f : M — N é irredutivel se, e

do(M,N
somente se, f € radc (M, N)\rad%(M, N). O k-espao vetorial Irr (M, N) = =& (M, N)

———————= é chamado
rad 2,(M, N)

de espaco dos morfismos irredutiveis.

85
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Definicao A.2 Seja C' uma k-dlgebra de dimensdo finita. A aljava de Auslander-Reiten de C,
denotada por I'c € a aljava definida por:

(i) os vértices estao em correspondéncia biunivoca com as classes de isomorfismos dos C-mddulos

indecomponiveis;

(ii) o numero de flechas de [M] para [N] € igual a dimy Irr (M, N).

Decorre, diretamente da definicao, que se C' é de tipo de representacao infinito entao I'c tem

infinitos vértices. Nesse caso, I'c pode ter infinitas componentes conexas.
Sequéncias de Auslander-Reiten

Uma sequéncia exata curta de C-modulos que nao cinde, 0 — N — E — M — 0, é uma

sequéncia de Auslander-Reiten (A-R) se:

(i) M e N sao indecomponiveis;

(ii) dados X e modC e h: X — M um morfismo que nao seja um epimorfismo que cinde, existe
h:X — E tal que gh = h.

Podemos trocar (ii) pela condi¢do equivalente:

(iii) dados X € modC e h: N — X um morfismo que nao seja um monomorfismo que cinde, existe
h:E — X tal que hf = h.

Proposicao A.1 (Existéncia e unicidade) Sejam C' uma R-dlgebra de Artin e M um C-mdédulo

indecomponivel.
1. Se M nao for projetivo, entdo existe e € unica a sequéncia de A-R terminando em M :
0> N—->FEF—> M — 0.

Além disso, N =2 17M, onde 71 = DTr como definido no Capitulo 4.
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2. Se M nao for injetivo, entao existe e € unica a sequéncia de A-R comecando em N :
0> N—->FEF—> M — 0.

Além disso, M = 77N, onde 7! = Tr D como definido no Capitulo 4.

|
Podemos escrever uma sequéncia de A-R da seguinte forma
n
0 - NLAPE: LM 0
i=1
f1 fia
com cada F; indecomponivel, f = : onde f; = : N — Efl eg= [ g1 - gn ] onde
fn f’Lt7
gi [ g o Gig ] : Efl — M. Nesse caso, cada f;; e cada g;; ¢ um morfismo irredutivel.

Se M é um C-médulo indecomponivel e nao projetivo, entao o niimero de flechas que saem de
[TM] ¢é igual ao numero de flechas que chegam em [M]. Por outro lado, se M é um C-mddulo
indecomponivel e nao injetivo entdo o numero de flechas que saem de [M] é igual ao numero de

flechas que chegam em [T~ ' M].

Na aljava de A-R tal sequéncia corresponderia a um diagrama da forma:
[E1]
%‘ g11
(M) [M]

Intp

Exemplo A.2 Seja k um corpo algebricamente fechado, A a aljova 1é2£3 , I o ideal de kA
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gerado por Ba. A aljava de A-R de % tem a seguinte forma:

Em geral, escreveremos apenas M para representar [M]. Por convencao as flechas sempre estao

da esquerda para direita.

Vejamos qual é a relacao de um morfismo qualquer entre C-médulos indecomponiveis e os mor-

fismos irredutiveis.

Denotemos por rad *°(M,N) := m rad "(M, N). Uma componente conexa I' de T¢ é dita
neN
standard generalizada se rad *(M, N) = 0 para todos M, N € I".

Uma propriedade importante da aljava de A-R é que se M e N sdo C-médulos indecomponiveis
tais que M “aparece” & direita de N na aljava, entao Homg (M, N) = 0. Por isso para encontrar os
predecessores (em ind C') de um C-médulo indecomponivel, basta olhar os C-mddulos que ficam a

sua esquerda na aljava.

Proposicao A.2 Seja I' uma componente standard generalizada de I'c e M, N € I. Se f €

Home (M, N) é nao nulo e nao isomorfismo entao f é soma de compostas de morfismos irredutiveis. B
Em particular, para uma &algebra de tipo de representacgao finito vale:

Corolario A.3 Seja C uma dlgebra de tipo de representacdo finito e M e N dois C-mddulos inde-
componiveis. Entao, se f € Homa (M, N) € nao nulo e nao isomorfismo entao f é soma de compostas

de morfismos irredutiveis. |
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