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INTRODUGCAO )

Na presente tese expomos o0s resultados que obtivemos no
estudo da teoria dos P—espagos, Por P-espago entendemos um
espago completamente regular em que a intersecgao enumerd -
vel de conjuntos abertos é um conjunto aberto. Bssa defini-
¢30 & equivalente & de L. Gillman e M. Uenriksen ;| Cillman-
Definig¢So 5,1 | @zﬂ):

Um P-cgpazo ¢ um espago completamente regular em gue, no
anel dos fungdes numéricas continuas, tddo ideal primo fixo
é maximal -

No capitulo I fazemos um resumo dos resultados ds teoria
dos P-espagos que interessam aos nossos estudos e que foram
obtidos pelos referidos autores .

As propriedades de que goza um P-espago pecrmitem muni-lo
de uma estrutura uniforme compativel cow a sua topologia e
dge fAdcil ecaracterizagao, chamada estrutura unifdrme natural
( Defini¢@o 2 ). A apresentacao dessa estrutura completa o
capitulo I.

No caoitulo II apresentamos os resultados que obtivemos,
relativamente ao problema de se estabeleccer condigoes £m
que podemos assepurar que um P-espago & completo guando mu-
nido de sua estrutura uniforme natural. Verificamos que:
Todo P-espago jf_—Lindeldf é completo ( Froposigao 1 ).

ume familia de P-espagos completos, com po
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uperior & do continuo, entzZo, a soma d&s -
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78da vez que usarmes uma notac®o sem referéncia ante-

rior, {ica entendido que fazemos uso de notagao empregada
nos ".i1léments de liathématique® 4o grupo Rourbaki. Supomos
conhecido o conteldo de sua "Topologie Générale", principal

mente ao que se referem os capitules I, Il.e IX.

#x) - As indicagOes entre colchetes referem—se & bibliogra
fia no fim deéste trabalhio® as gue estiveren entre parénte -
s¢s remetem o leitor ao ponto conveniente desta tese.
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ses espacos topoldgicos é um P—espaco completo ( Propsl:i)Fo

-

S¢ # é um P-espago tal gue todo recobrimento sberto pos =
sua um sub—=recobrimento (Oi)ifI , com poténecia de I nao supe
. N & 7 L o 5 . §
rior a do continuo, e em gue, para todo i~ I, 0 conjunto

—
1

J#T ;P 0,010, # ¢ +é enumerdvel, entio & é completo
J .
( Froposicao 3 ).
Na primeira parte do capitulo III estabelecemos relagodes
L

existentes entre as estruturas uniformes: universal, de

Nackhbin ( Defini;ﬁo 4 ) e natural . Achamos os resultauos se

Se & & um T-espago X -—Lindelof, entdo z estrutura unifor
me natural & igual & un1Vur°al ( Proposigao 5 )
Uma condigio necessdria e suficiente para que em um P-es-

5

pago a estrutura uniforme natural seja iguzl & de Nachbin &

que t8da parti¢ao uberta seja enumerivel ( Teoremu 2 ),
Sendo £ um P-espago ﬁg-Lindeldf, uma condéi¢io necessdria

g suficiente para gue a estrutura uniforme de Nachbin seja

universal & que & seja um espago de Lindelof ( Proro

i
o
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sicho 6 ). Quercmos observar que a igualdade entre as estru-
turas uniformes natural e de Nachbin é equivalente & existén
cia de uma Unica estrutura uniforme que torna uniformemente
continuas t8das as fungdes numéricas continuszs .

Ka segunda parte do capitulo III abordamos o seguinte pro
hlemas

wm um produto finito de P-espacos, estabelecer relacoes

R

entre & estruitura uniforme natural do produto e a estrutura
vroduto das estruturas uniformes naturais dos fatbres. Neste
sentido, conseguimos mostrar que;

A estrutura uniforme natural de um produto finito de P-es

os é mais fina que a estrutura produto das naturais dos

<)

Hu

H

fat8res ( Proposicho 7 )3 se o espago produto for de
Lindelof odencs garantir que elas coincidem Proposiczo 8).
3 1S

U4 casos em que elas sdo distintas, tendo em vista que uma
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condicfo necessdria para que a estrutura uniforme produto
das naturais em 3xi seja idéntica & natural do produtoAé que,
em &, as c¢struturas uniformes natural ¢ universal coincidam
( Teoremz 3 ) e lembrando que e¢xistem P-espagos em que a es—
trutura uniforme nuwtural é diferente da universal ( por exem
plo, um espaco discreto com pot@rcia superior & do continuo),
No capitulo IV mostramos as aplicacoes gue fizemos em To-
pologia Geral, usando a teoria dos iP-espagos. Como primeira

aplicagto temos que, se £ é um espago comvletamente regular

- no gqual t8da funggo numérica sepsradamente continua é conti-

T

" nus, entwo £ & discreto ( Teorema 4 ).

Sabemos que, em um espago topoldgico, nem sempre as se -
quéncias simplesmente convergentes de fungoes numéricas con-
tiruas tém limite contiuuwo, Um problema natural é, entio,
procurar caracterizar a classe dos espagos tooldgicos em
gue isso sempre aconteg¢a . Chegamos ao teorema seguinte;

ém &, espago completamente regular, uma condigzZo necessi-
ria e suficiente para que t8da seguéneis simplesmente conver
gente de fun¢does numéricas continuas, tenha por limite uma

o o~ L e . z . — i 0 ™ - s )
fungao numérice contirua, € que & seja um P-espago ( Teore ~-

\J

ma 5 ). Fizeuwos, em seguida, a extensso désse resultado o e

it

s guaisquer ( Proposicao 9 ).

*
cos
No cw.itulo V nos afastamos da teoria dos P—-espagos, Da -

mos ai uma nota s8bre o compactificado ée Stone — Cech . Sen—

do (E.). . uma familis de espagos completamente regulares
s S P : 2
wn problema natural gue se apresenta é o de saber se o

-2 2 L ot i 3 - s 7,
compactiiicado de Stone - Cech do produto & candnicamente ho
wmeomorfo ao produto dos compactificados de Stone - Cecn dos

fatd8res . Adwin Fewitt estabeleceu relativamente & questao um

(7)

teorema afirmando serem 8sses espag¢os homeomorfos . Hewitt -
Teorema 14 : - Foi observado por Dieudonré que 8sse teorema é
falso ! Dieudonné ; e no trabalho de Pierre Samuel | Samuel-

Opeervagoes sdbre a estrutura uniforme de Cech - Pédgina 127,
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encontramos contrs exemplos .« 4 respeito verificamos que,
sendo I um espago completamente regular, temos:

Uma condi¢ao necessdria para gue o compactificado de
Stone — Cech de Axu seja candnicamente homeomorfo =20 produ-
to dos compactificados de Stone - Cech dos fatdres, é que &
seja pseudo compacto (Teorema 6) .

0 espago I sendo nao compacto, uma condi¢io necesséria
e 4xi seja cand-

para gque o compactificado de Stone - Cech @
nicamente homeomorfo ao produto dos compactificados de
Stone — Cech dos fatdres, é que E, nunido da estrutura uni-
forme universal, nzo seja completo ( Teorcma 8 ) .

Sendo £ paracompacto, ou Q-espago ou P-espago, entio, u-
me condigZo necessdria (e suficiente) para que o compactifi
cato de Stone — Cech de AxE seja candnicamente homeomorfo
ao produto dos compactificados dg Stone - Qech dos fat8res,

¢ que i seja compacto ( Teoremas 7 e 9 ).

Finalizando esta introdugao queremos manifestar nosso re
conhecimento ao professor Chaim Samuel Honig, pela constan-—
te assisténecia que nos prestou durante todo o desenvolvimen
to de nosso trabalho .

Agradeceimos ao professor Rdison Farah pela acolhida que
nos deu guando quisemos elaborar nossa tese ligacos a Cadel
ra de Andlisc Superior e, @08 professores Francisco Antonio
Lacaz Netto ¢ Flidvio Botelho Reis pelo apoio gque sempre nos

deramn .
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CAPITULO I -1 =

P-ESPACOS - ESTRUTURA UNIFORME NATURAL

1~ P-ESPACOS

Definig¢3o 1 - Um espago completamente regular B é chama-

do um P-espago se a intersec¢fio enumerdvel
de conjuntos abertos de E é um conjunto a-
berto de E.

Teorema 1 - Seja E um espago completamente regular. As
propriedades seguintes sio equivalentes.
-a- BE é um P-espago.
-b— Para t8da fun¢ao numérica continua de E
a imagen reciproca de¢ zero é um conjunto a-
berto. Gillman - Teorema 5.3
Como se nota facilmente, afirmar a propriedade =b—- & e-
quivalente a afirmar que t8da fungdo numérica continua que
assume um dado valor em um ponto, assume O mesmo valor numa
vizinhanga d&sse ponto.
Decorrem imedictamente d@sse teorema, os coroldrios que

seguerl,

Coroldrio 1 — Todo sub—espago de um P-espaogo é um  P-es—

pago.

Coroldirio 2 - T8da soma topoldgica de P-espagos é um P-

-espago.

Coroldrio 3 = Todo produto de um ndmero finito de P-es-

pagos & um P-espago.

Da definigho de P-espago verificamos facilmente que todo
sub~conjunto cnumerivel de um P-espago € fechado e discre—

to. De onde concluimos o

Coroldrio 4 — Todo P-espago compacto & finito e todo P-

~espago localmente compacto é discreto.
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Coroldrio © - Se um P-espago E é pseudo compacto , isto

’

é, se t8da fun¢ao numérica continua de E
é limitada, entfo £ é finito. 'Gillman -

b

Corolarios do Teorema 5.3

g
RIS HES

Exemplos - Consideremos o produto E = Ri’ onde ﬂi=R

i1
é munido da topologia discreta, com a seguinte topologia :

Para todo (xi) um sistema fundamental de vizinhan -

D

B i

cas € formado dos produtos Vi’ onde Vizgxi$ pera tocdo

E
lel
ied e Vi: Bi para todo itJd, com poténcia de J-. I nao supe-
rior & v . Verifica—~se facilmente que E é um P-espaco. En-

tdo0, pelo corolério 1, todo sub—-espago de E é um P-espago.

A importfncia d8sse exemplo € que todo P-espago é homeomor

1T . F i |
fo a um sub—-espago de iii Hi para algum I. :Honig o

I-2- LSTRUTURA UNIFORME NATURAL

Sendo E um P-espago, porhamos, para t8da fungfo numéri-
reR
constitue uma base de filtro de entornos

ca continua f, U _= fal(r)xf—l(r). A classe de conjun -
4

tos (Upd e o(m, R)
de uma estrutura uniforme compativel com a topologia de K.
De fato, para t8da funcio numérica continua f, a diagonal
de ExE estd contida em Upe Sendo f e g fungdes numéricas
continuas, = familia dos conjuntos naa vaziocs de
{fﬁl(r)f@g_l(r');(r’r,)éRxR forma uma partigao de E  por
conjuntos abertos e portanto fechados. Isso porque para 1§
da funcao numérica f, os conjuntos nao vazios de{f‘l(rXfLR
formam uma parti¢o de E e no caso de f'continua 8sses coﬁ-
juntos sao abertos, devido a propriedade —b— do teorema 1.
Como a poténecia de RxR é‘igual & potdncia do continuo, po-
de~se definir em E uma fungzao numérica eontinua h tal que
h seja constante em todo f-l(r)f%g—l(r') nao vazio e h(x)
diferente de h(y) se x e y pertencem a sub—conjuntos dis-
tintos da parti¢zo. Como para a fun¢dao numérica continua h

assim definida temos U, contido em Uffﬂug, resulta que
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(U simétricos

£ e 3 : * 4
g)fQC(E,R) ¢ base de um filtro ¥s Sendo os Uf
e Uf= Uf, 0 filtro;ézé um filtro de entornos de uma estru -

ﬁ%ura uniforme. Como para todo ponto X de E, os conjuntos

-
* )

A g 1 ~ ’ . Fd
b (r), onde f(xo) = r e £ fungao numerica continua, cons =

. tituem, devido ao teorema 1, um sistema fundamental de vi -

M~

| zinhangas de X, decorre que a estrutura uniforme obtida

~ compativel com a topologia de E.

Definicao 2 - Bstrutura uniforme natural sb8bre um P-es-

paco, é a estrutura uniforme definida pelo
g d . | !
filtro 4 . E indicada por QQP.;_Honlg j




cAPfTULO 1I

P-ESPACOS COMPLETOS

Definicao 3 ~ Diz-se que um espago topoldgico goza da
propricdade de Lindeldf de ordem N , ou
simplesmente, ¢ um espago  ~Lindeldf, on-
de ~ & um nlmero cardinal transfinito, se
todo recobrimento aberto de E contém  um
sub-recobrimento de ndmero cardinal menor
ou igual a ¥ . Um espago ¥ ~Lindeldf é di
to também um espa§6 de Lindulof.

Supomos 08 P-aspagos a que se referem as proposigdes 1,

' 2 ¢ 3, munidos da estrutura uniforme natural.

Proposicao 1 = Todo P-espaco N, ~Lindeltf é completo.

Demonstrag@o = Seja iy filtro de Cauchy em E. Suponhamos

que ¥ nfio convirja em E. #nt@o para todo x ¢ B, existe uma
vizinhanca aberta ¢ fechada AX tal que nenhun Méﬂ:', esteja
contido em AX. A familia (Ax)x&E forma um recobrimento de B
por conjuntos abertos e fechados que admite wn sub~recobri-~
mento (Axi)iaI
denamos I de modo que para todo i« I, o conjunto dos indi =~

com potdncia de I nZo superior a XN, . Bem or

ces menores que i seja enumerdvel. Definimoss Ol= Axl e pa~

i )

ra todo i »1, Oi= AXi'ii-gﬁi ':ij; Seja J o sub=conjunto
de I constituido de todos os indices i tais que Oi seja nao
vazio. A fam{lia goi)iFJ forma assim uma parti¢do de E por

conjuntos abcrtos. Estando 0i contido em Axi, temos para to

s

do}ﬁifﬁ , M nio contido em Oi’ qualquer que seja i+ J. De-
finindo ume func¢Zo numérica continue f de modo que f(x) =
ra x+< 0, om _se i j cmos U= ..' 0.x0..
para x¢ 0., com r;.% r, se # 3, te £ i 0,x0,. En
t80 para todo s . , MxM n@o estd contido em U., pois se

" £
para algum M< :tivéssemos Mxl contido enm Ugpr existirie um
indice i ¢ 7 tal que MxM contido em 0,x0, porque (0

slygipo

uma partigdo de E. Resultaria pois M contido em Oi' o que ¢é
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urdo. £xiste entio um entbrno U, de modo que para  todo

£

e ¥
4L, MxM ngo estd contido em Uge Isso significa que ‘3

g . v 3 ..‘) »
é filtro de Cauchy, contrdirio co suposto. Logo | converge

Proposigio 2 = Seja (&), . uma famflia de P-espagos com-
pletos, com potdnciz de I nZo superior a
do continuo. fntio o somn d3sses espacos

topoldgicos ¢ um P-espago completo.

i X Vo s
Demonstracso — Seja

i

filtro de Cauchy no espago soma .

- Jé podemos supor, sem pérda de generalidade, EifﬁEj igual 20

o~
T

~ conjunto vazio sempre que i ¥ j. Existe M4 + com M contido
em Ei para algum i¢ I. De fato, definindo uma fungZo numéri-
ca continua f no espugo soma de modo que f(x) = r, se X¢E,
s RN ]
comr. ¥ r,. se i # j, temos U, = .. E.x& . Como = & filtro
1, J et y 1l L1 i v
de Cauchy, existe ¥4 4 de modo que MxM esteja contido em Uf.
Isso acarrete o existéneia de um B, tal que I esteja conti-
~ i o (A
do em 33 . gntao 4 possue uma base 7y em By . 'f;e base de¢

um filtro de Cauchy L?io em Eio’ munido da estruturs unifor—

me netural gque indicamos por ’V%O. Com sfeito, seja U;O =

= ;L§ f—l(r)xf—l(r) um entdrno de ;V;O. Logo, temos  que
-i . a2 : ’ P

V= UFOL;(a;diO)x(;jEio) é um entdrno da estrutura uniforme

netural do espago soma. pXiste pois ng?u de modo que MxM cs

teja contido em V e por conseguinte MxM contido em U;O. Como

4
< )

4 22 ) . 5 é :v, Y - Y A Y ) « «
Eio ¢ completo, resulta que. SE W converge em 25, para um

: 7
ponto X ¢, portanto, que 1 converge para o mesmo ponto X no

espago soma dos espagos topoldgicos.

~

Proposicao 3 - Seja E um P-espugo tal gue todo recobrimen

to aberto contenha um sub-recobrimento
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k. (Oi)iGI” com poténcia de I nao sgperior
A & do continuo, e de modo gque para t6do
i1 o conjunto I, =3.jT-I§ oi;}oj %;ﬁé

s¢ja enumerdvel. EntZo i ¢ completo.

Obscrvemos que os P-espagos satisfazendo as hipéteses
ﬁéb Proposi¢oes expostas neste capitulo, sZo Q-espacgos
fﬁewitt - Definig3o 12 i, devido ao seguinte teorcmas
. Uma condigzo necessaria e suficiente para que um P-espa
%fa»seja wn Q-cspaco, ¢ que 8le seja completo gquando munido

 da estrutura uniforme natural. | Honig.
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CAPITULO III

RELACDES ENTRE ESTRUTURAS UNTFORMES SOBRZ UM P-LSPACO

éII”l“ RELACDES SNTRE AS SSTRUTURAS UNIFORMES UNIVERSAL,
NATURAL ©» DE NACHBIN

Bm um espago uniformizavel B, existe a mais fina 4as es
" truturas uniformes compativeis com a topologia de H. Essa
festrutura, que se indica por ‘v , & chamada estrutura uni

()

* forme universsl., Como todo afastamento s8bre E é equiva

. lente a um afastamento limitado resulta a

Proposigio 4 - Se 'l é uma estrutura uniforme s8bre E,

tal que todo afastamento continuo ¢ limi
tado sb8bre E seja uniformemente continuo
em £xd, munido da estrutura uniforme pro
duto 1ixiL , entdo u= ’EQV

{ Bourbaki 3~ § 1= ixercicio 5 j

Definicfo 4 - Seja B um espag¢o topoldgico uniformizdvel.

A menos fina das estruturas uniformes com
™

pativeis com & topologia de E que tornalr u

+

niformemente continuss t6das as aplica -

es numéricas continuas de &, é chamada

(o}

¢
astrutura uniforme de Nachbin. Indicamos

p or ;.1. I\I .

& féeil verificar que em um P-espagn, t6da fungio numé-
rica éontinua é uniformemente continua quando o munimos da

estruture uniforme natural. Scgue—-se portanto que

o EQP T .{N. As proposicgoes 5 e 6 ¢ o0 teorema 2 es—

—— = e st

(%) - Usamos "“afastamento" com o mesmo significado do

"Secart" do Bourbaki.
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tabelecem condigoes em que podemos garantir o igualdade en=

tre essas estruturas uniformes,

Proposicdo 5 ~ Se & & um P-espago &1~Linde16f, entzao a

gstrutura uniforme natural ¢ igual & uni-
versal.

Damonstragaq - Seja -y uma estrutura uniforme qualquer ,

compativel com o topologia de #. Vamos mostrar que ela € me
nos fina que o notural. Seja V um ent8rno simétrico qual -
guer pertencente ao filtro de entornos de '(r . Temos

y}é V(y)xV(y) contido em %. Para todo x# B existe uma vizi
nﬁanga aberta ¢ fechada Ax tal que AX eSteja contido em
V(x)., A fanflia (AX)XLE forme wm recobrimento de £ por con-
juntos abertos o fechédos que admite wa sub—recobrimento
(Axi)iéI com poténcia de I nao superior a 'ﬁi. Bem ordena-
mos I de modo que para todo i¢ I, o conjunto dos Indices me

nores que i s¢ja enumeravel. Definimos Ol= Ay, © para tndo
i»1, 0. Ay, + % L 'Ar. 1. Seja J o sub-conjunto de I consti
E 3 1 :,,,J(._]_"" = J,.S -

tuido de todos os Indices i tais que 0, seja néo vazio. L4
familia (Oi)iﬂJ forme uma partic@o de E por conjuntos abur—
tos., Definindo uma fungzZo numérica continua £ de modo que
i(x) = r, para xg0,, com ri# rj se i # j, temos s ©
" 135 0,%0,. Como para todo i&J temos

.~

. , .2 . 2
0,20, AxiXAXiQQ,V(Xi)XV(Xi)Cw.V! resulta Us contido em V.

0 nosso teorema fica assim demonstrado.

Basa proposicao nos permite obscrvar que, se a hipdtesc
do continuo for verdadeirs, entzo, em todo P-espaco com po-
ténecia igual a do continuo, as estruturas uniformes univer—

sal & natural coinciden.

Teorena 2 = Uma condigdo necessiria ¢ suficiente para
que em um P-espago a estrutura uniforme natu
ral se¢ja igual & de Nachbin, & que t8da par—

ti¢ao aberta seja enumerivel.
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ndigao necessaria - Para t0da fungao numérica continua

s todo £ positivo, indiguemos por V 0 conjunto ge to~

‘ £,
s 08 (x,y) ¢ Bxi para os quais temos ?f(x) - fly)i 4.5, Su
onhamos gque exista uma partigao aberta nac enumeirdvel . Is—
acarreta o existénecia de uma particzo aberta de ndmero
dinal igual a b;,. eja pois (O ) , com poténcia de I
f@gual a “g , uma partigazo aberta db Z. 0 conjunto

W= ifi O,in é um conjunto do filtro de entornos da estru-
Jtura ﬁniforme natural. Vamos mostrar que, para todo conjun-—

to finito de funcdoes numéricas continuas fi500- ,f de Ee
n
todo 7, positivo, temos é;i pr’ nzo contido em W, Isso fel

to, teremos demonstrado a condigdo necessiria.

Sejam T . ’fn n quaisquer funcdes numéricas conti-

10
nuas de . Tomemos em cada Oi um ponto Xi' sxiste um  sub-
~conjunto I1 de I, com poténcia igual a fxi e tal que
{f (x.) - f (x,)i:fé; para todo (i, j)¢ I,xI;. De fato, to-

memos na Tcto num<rica o recobrimento ( m Ly I 1 ? 1) P

Z scndo o conjunto de todos os racionais inteiros. Ao menos

para um m¢ 4, deve existir um sub-conjunto I, de I, com po-

1

t8ncia igusl & + , de modo que para todo ig;Il se tenha
N s

m ;;zfl(xi)ﬁ_(mvl) ?, Isso € verdade pois, indicando-se

por Jm o conjunto de¢ todos os indices i¢ I para oo quais

L

' moa T (x.)¢ (mel) = como I = “.0 J I seria enumerd -~
' z - 1( 1)' ( ) 2 ! meZ2 “m’ "

vel ge todos os Jm o fossem. Basta tomar para Il um J de
. m

r poténecia igual a .. Assim, por indug¢io, encontramos 08
sub-conjuntos I & I ' O I, I com poténecias iguais
K | J ot Tl e e e e e T p e &
a Y. e satisfazendo a §fp(xi) - ¥F (x,)ftff, para  todo

~

(i,j)g_IpxIp e p =1, .., ,n. P°*ulta pois que para todo

A
(i,3)¢ IxI ei # j temos (xi,xj) pertencente a p¥1 prf_
(xi,xi) nZo pertencente a qualouer kaok s €, DPOTr conse-
s J

guinte, nao pertencente a W, como queriamos mostrar,

Condig#o suiiciente ~ Como & estrutura uniforme de

ISt

Nachbin ¢é sempre menos fina que a natural, basta mostrar
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gue, ‘em nosso caso, & estrutura uniforme de Nachbin ¢ mais
fina quc¢ a natural. Seja f uma fungao numérica continua.

ﬁualquer de £. Indiguemos por (On) N sendo o conjunto

_ neN’
de todos os racionais inteiros e positivos, a familia cons-
tituida dos conjuntos nao vazios de i (r) escolhsa
" J.L

.ﬂde N como conjunto de Indices é possivel em vista de t8da
i J
'partlgao aberta ser, por hipdtese, enumerivel. £ claro que
. = : 0 x0_. Definimos agora a seguinte fun;éo numérica
f nsl no o n
econtinua g: 2(x) = n se x¢ 0. Temos que V = 0 x =
i g alx) €0, q o1 nh o,
=‘Uf. De fato, se (x,y)< N 0 xO L vem (x,y)g:onxon para
algum n< N, o que acarreta g(x) = g(y) e , por conseguinte,
(x,y)e Vv ,1; Se (X,y)é;vg’l, vem (x,y)(yonxon para alggm
ne N, pois (x,y)¢ O XO com n ¥ m acarreta fe(x) - gly)i =
=in-m' 1 e, portanuo, (x,y) nao pertencente a Vg 1
{ ' 59
brando que o conjunto Vg 1 pertence ao filtro de entornos

Lem

da estrutura uniforme de Nuchbin, a igualdade Vg 17 Uf mos-
¥

tra a condig¢ao suficiente.

Proposigao 6 — Sendo B um P-espago N ,-Lindeldf, uma con

dic30 necessaria e suficiente para que &
estrutura uniforme de Nachbin seja igusl
4 universal, é que E seja um espago de
Lindelof.

Condic2o necessiria - Suponhamos que £ nao seja €Spago

de Lindelof. Bxiste pois um recobrimento aberto (Aj)i¢I com

potdncia de I igual a R}'e que nao contém um sub-rccobrimen
to enumerdvel. A todo x4 £ associemos um Ai tal que x¢ Ai.
Seja B ums vizinhanga aberta e fechada de x, com B_ ’ Ai.'
(Bx 5. B forma um recobrimento de I por conjuntos abertos e

S B

8

fechados que admite um sub—recobrimento (Bx-)a em que a

12F

poténcia de I' & igual a X\, . Nao pode (P ) LT admitir um

sub—-recobrimento enumerivel porque neste cuoo também a fami
lia (Ai)i'I admitiria um sub—recobrimento enumeravel. Bem
ordenamos I' de modo gue para todo i¢ I', o conjunto dos ig




dices menores que i seja enwnerdvel. Definimos Ol= By, ¢ P2

B

: .- _ P
‘ra todo i 1, Oi Bxi: L aey . By

‘de I' constituide de todos os indices i tais que Oi seja

Seja J o sub-conjunto

‘nio vazio. A famflia §Oi)itJ forma assim uma partigdo de B
- por conjuntos abertos. O conjunto J ndo ¢ enumerdvel pois,
s8¢ o fosse, como para todo i« J Oi esta contido em Bxi
a familia (Bxi)igJ seria vm sub-recobrimento enumerdvel de
(Bxi)iél' . B qaé nos leva a uma contradic¢so. Temos assim

(O')i’J constituindo uuma partigao de £ por conjuntos aber-

s

tos e com poténcia de J igual a ﬁl . Raciocinando de manei-
ra andloga ao fuito na demonstragdo da condigio necessdria

do teorema 2, concluiremos que a e¢strutura uniforme natural
¢ estritamente mais fina que a de Nachbin ¢ , portanto, que
a estrutura uniforme universal & cstritamente mais fina que
a de Nzuehbin. Isso mostra, devido & hipdtese da condigZo ne
cessdria, que ¢ insustentével & suposigdo de que £ nio seja

gspaco de Lindelof.

Condicao suficiente — O espago sendo de Lindeldf, temos

pelo teorema 2 a igualdade entre as estruturas uniformes de
Nechbin e natural e, pela proposigao 1, a igualdade entre
as estruturas uniformes natural e universcl. Segue-se, pois
& igualdade entre as estruturas uniformes de Nachbin ¢ uni-

versal.

kssa proposigao pode ser também enuncisde da seguinte ma

Sendo I um P-espago INY~Lindelﬁf, uma condig¢ac necessi -~
ria e suficiente para que seja Unica a estruture unifor-
me s8bre B gque torna uniformemente continuas t8das as

fungdes numéricas continuas, € que & sejz um espago de

Lindelod.



I-2- &STRUTURAS UNIFORMES SOBRE UM PRODUTO FINITO Di

i)u '"‘C"l) A f'

Proposicfho 7 - Sejam B B P*eopdgo . A estrutu-

1,1/' "
ra uniforme natural de {;1 I, é mais fina

gue a estrutura uniforme produto das natu—

eis dos Ei.
Demonstragao — Os conjuntos da forma
{ -1 ! A\'-., -
mn 5 “r)xs 1 (r)y ey A (r)xi (r)fu

(r)xf (r),

’ "y E ; Yy !
9 (Xl"h 9Xn) 9 (y19 . 9yn),;(xi,yi,k.r R i

i=1, 2,...,n;, onde os f. sao fungoes numéricas conti

nmuas definidws nos Ei’ formam um sistema fundamental de en -

tornos da egurutura uniforme produto das naturais dos fatd -

eS¢ .LCII].O»J nue' (f')_h:f (11), L ; ' - f (}")Xf;ll( r)! o

TJL 'R n

k. : n el T C R A TR T 7
porque ;(xl, "’Xn> ¢ (yl,‘.~,y )} pertence ao primeiro mem-—
bro da igualdade acima - - (x 'Yy )f b R (r)x; (p) para
todo 1 <. para todo i existe um nidmero rual r, tdl que

- o ..-L a4 v —l - S . . 3 ,—1
(xi,yi)_;fi (*i)Xfi (Ti).mwwt para todo i Xi"“fi (ri) e

- 5 ..l k = —1 A
) . i""l(l ) . (Xlg v e ’Xn) b f]_ (I‘l)./_ > 3 an (J.n) 9 B
Al B LA e ) =
(le"'-’yn)\'. Il (rl).)(- Xf (.; )
(Xl" s X_) (yl,”‘ﬂ,yn); pertence ao segundo membro da i-

gualdade acima Como

ey o v =1 A § i b
(Tla- ',?Q)aﬁn oy (rl)x; 'an (rn)'xlfl (rl)k"'hln (rn):

¢ um conjunto do filtro de entornos da estrutura uniforme na
n

tural de i;iﬁi s porgue os conjuntos nao vazios de
f_l(r ) x Yfml(r ) n {ormam uma particdo de
L o U y 1

l l n 86 i ( I‘l, g 9 I’n),_ R

{;1 Ei por conjuntos abertos, a proposigzo fica demonstrada



- D=
Coroldrio = Se os By 1= 1, 2, ...,n, sao P-espacos
completos guando munidos da estrutura uﬁi i
forme natural, entzo o produto também é um
P-espago completo quando munido da estrutu-

ra uniforme natural.

n
Demonstra;ao - Os E.l sendo completos, também ;ji Ei é

completo quando munido da estrutura uniforme produto. Como

um espago uniformizavel completo com uma dada estrutura u-
niforme é também completo com gualquer outra estrutura uni
forme maig fina compativel com a sua topologia , a conclu-

sto é imediateamente obtida da proposicho anterior.

Proposigao 8 - Sejam Eyy +..y B Prespagos de modo que
n

g = Yr B a o de Lindelof. A4 es

a g1 p eju espag elo A e

trutura uniforme natural de  é igual &
gstrutura uniforme produto das naturais

dos fatBres.

Demonstragao — 0s conjuntos f,ﬁ quBq, para t8das as

purtigoes (B ) de E por conjuntos abertos, formam  um

q’qeN
sistema fundamcntaj do filtro de entornos da estrutura uni

forme natural de B. Para t8da partigao (Bq)qﬁN por conjun-—
tos abertos, mostremos que existe um conjunt; do filtro de
entornos da estrutura uniforme produto das naturais que es
t4 contido em | oifi B qu Isso provard que a estrutura uni-
forme produto Jés naturais é mais fina que a natural do
produto e, portanto, ficaré demonstrada & nossa pProposi¢zo
devido & proposigap g

Para todo x = (xl, ,xn) € 38, existe um Unico q& N
tal que x4 B . Determinemos em E uma vizinhanga aberta e

ch:ada Dp de Xp tal que (Di)x...x(Di) esteja contido em

Bq, A fwhllli [ lDi ) forma um recobrimento de E por

X~B
conjuntos aoertos e fechados. Por ser 5 um espago de
n
Lindelof, existe um sub-recobrimento enumerivel (pll l) o
P Definimos ara todo :
)er y D

n
de %, extraido de (p 7



Dp-, onde Ip

¢

fpé Ep’ o conjunto aberto e fechado Oxp= ia I

é o sub*convunto de N constituido de todos os 1ndlces i

. WP S c i =
‘tais que Xy € Di- 4 familia (Oxp)xpéﬁp forma um recobrimen=

to de ﬁp por conjuntos abertos e fechados. Para todo

- . . . .

x = (xl, ..q,xn)irﬁ, existe sempre unm {ndice 10&.N de modo
‘ ) . : 1 n

qpe 0, 1X°°"X0Xn esteja contido em Dxiox°-'XDxio'.De fato,

sabemos que se xpe;Dii, temos Oxp'contido em Dpl. Agora, co

no existe ioﬁ;N de modo que (xl, e X ) = D"10X=~-XD igs Pa
ra qualquer (xl, ...,XP)E.E, resulta Oxlx...xoxn contido

1 n A . P
em DXiOX.,.XDXiO . Sendo E espago de Lindeldf, também o é

para todo » e, por conseguinte, (O‘p)XpEEP contém  um

p
sub-recobrimento enumerdvel (Qy ) de & . Definimos
Pk keN . P

AP~ A ATy p ¥ Y o
Ay OXpl e pera kxl, A Ox 5 :M;/k Pj* . Os conjun
tos nao vaziocs de (Ai)k’N formam uma partlgéo aberta de B

_ 1 N -
€ temos Ay, X... Xl contido em pr X... %04~ para todo

k1 Piy
(“l’ *°"kn)6 N Qualquer que seja (kl, ...,kn)e N° exisoe

te sempre q ¢ N tal que Ailx...xAﬁn esteja contido em B .

aq
Resulta pois
i n 1 T

i Bl Xe s« « AL X Ko ote XA contido e

1~ ']'n ( 11’;1 n}xn) (Akl 1{1’1) =
’ k] 9 o 0 ag L‘:ﬂ)‘:,]}\‘
. B x2 . Como
gl g g

3 ) n Vo L eL R )
(Aklx...xnkn) x (Aklx...XAKn) & igual a

q 1
i v l l { - gl n ’
LM A XA el s wwr A X gue € um conjunto do fil
(,!.i'aff"{\T kTR "REN Pk A’k ) a J =

tro de entornos da estrutura uniforme produto das naturals,
o proposigio estd demonstrada.

Observamos gue na proposicao precedente nao basta em ge~
ral supor que os espagos fatlres sejam de Lindeldf. Se &

verdade que sendo um produto de espagos topoldgicos um espa



¢o de Lindelof, os fatbres também o sfo, a rcciproca nao &
necessariamente vcrdadcira{iKelley - Capitulo 1 - Problema L
Nota}

Nem sempre podemos assegurar que em um produto finito de

P-espagos, as estruturas uniformes natural e produto das na-
turais coincidem. & o que nos mostra o coroldrio do teorema

seguinte.

Teorema 3 — Seja B um P~espaga. Uma condigfo necessiria
para que sdbre Ex#, as estruturas uniformes
natural e produto das naturais coincidam, é
cue as estruturas uniformes natural e univer-
sul de B coincidanm.
Qgggqgtqgiag - Todo afastamento continuo e limitado sdbre
@& & uriformemente continuo em Axk, quando munido da estrutu-
ra uniforme natural e, porianto, guando muriido da vroduto
das naturais, devido & hipdtese da igualdade entre essas es-
truturas urniformes. Em viritude da proposigao 4 concluimos ,
pois, a igualdade entre as estruturas uniformes natural e u-

niversal de i#.

Qggg&éyig - urxistem Prespagos em que a éstrutura uniforme
produto das naturais € estritamente menos fi-
ne gue a estrutura uniforme natural do produ-
to,

Demonstra:ao — Seja & um espago topoldgico discreto em

‘ que a potlnecia de 2 é maior gque a do continuo. Como, para

t8da fungio numérica continua f de i, U, é diferente da dig

gonal de sni porque a poténcia de B ¢ maior que a do conti -

nuo, temos sbtre B, a estrutura uniforme universal estrite

mente mais fina que a natural, Resulta, pelo teorema ante -
rior, gue a estrutura uniforme natural de 3x2 é estritamente

mais fina que a estrutura uniforme produto das naturais.



CaAaFrTTULO IV

APLICACOES DA TeORIA DOS P-s&SPACOS EM TOPOLOGIA GERAL

Seja f uma aplicagao do espago B em um espago P .

lxﬁg y
1! indica-se por fx a aplicagao de i, em ¥ ag

Para todo x & B

sim definidas - f"(y) = f(x,y) para todo y¢ i Andlogamen-

2 -

te, introduz-se, para todo y ¢ E,, a aplicag@o fy de 2, em F.

1
3 o S A By - = i - 7 . - -
Definigao 5 ~- Sejam Bys B,y F espagos topologicos e f u
y ma aplicaczo de E,%E,
é dita separadamente continua, se p

em F. A aplicagao f
ara to-

X#,. @8 aplicacdoes f e f fo-

1 X8y 88 8p ¢ e y

rem continuas -

do (%,y) B

‘

um espago completamente regular. Uma con

Al

Lema 1 - Seja B
digdo necesséria para que t8da aplicagiio separa
damente continua de ixi em R ceja continua, &
gue i seja um P-esgpago.

Demonstragzo — Suponhamos que H, completamente regular,

nao seja um P-espugo - sxiste ent3o, pelo teorema 1, uma fun

. i = ~ . ;
¢to numérica contirua f de E, tal que, £ “(6) nao seja aber

t
d

&)

s

; ; : M X R
en i &xicte poils xoé;f (0) de modo aue tbda vizinhangso
ie x, tenha intersecgo ndo vazia com o complementar de

f l(O). Definimos a seguinte aplicsgZo de Exi em R

0 se f(x) = f(y) = 0 e

£
glx,y) = 2f(x) . £(y) para o8 demais pontos.

fz(X) . fg(y)

m
b
%
S
1

. A% 5= 5 ~ ” -
Verifica~se, facilmente, que a aplicagao g € separadamente
continuay mus, nao continua, porque g(xo,x ) = 0 e tO0da vi-

zinhanga de (x5 x, ) possue um ponto (z,2) para o gqual z per

tence ao complem,ntar de T (O), 0 que acarreta g(z,z) = 1.
Leme. 2 ~ Seja o um espago topoldsgico scuparado em que to-
do ponto possue um sistema fundamental de vizi-

nhangas abertas e fechadus. Uma condigao neces—
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sdria para que t8da aplicacio separadamente .con-
tinua de ExZ em R scja continua, é que £ seja
discreto

T

Demonstragzo - Suponhamos £ um espaco topoldgico nio dis-

creto satisfazendo &s hipSteses do lema. Vamos construir uma
aplicaglo de £xi em R que seja separadamente continua e ngo
contfnua . Isso feito, o nosso lema ficard demonstrado -

Como existe em E um ponto a ndo isolado, (a,z) é um ponto

ngo isolado de BxE. Seja (Oi)‘gI um sisteme fundamental de
i

.

vizinhancas abertas de (a,a). A cada i¢ I, associemos um con
junto i, nao vazio, aberto e fechado em =, com Ay %A, contido
e Oi e (a,a) nao pertencente a A, khi- Isso & pos 51vel por: =
que, tomando-se em O, wm ponto (y ) # (a,a), que existe
porque (a,a) nao € 1aolauo, podemos , por ser o espago I se-—
porado, encontrar uma vizinhangsa AixAi de (xi,xi) com (a,a)
nzo pertencente & AiEAGE AL aberto e fechudo em &, ¢ AixAi
contido em O. bsoervamos que, pelo fato de todo ponto de
5 adnitir wa sistema fundamental de vizinhangas abertus e fe
chadas nos foi possivel tomar Ai aberto e fechado com Aixﬁi
ontido em Oj« Bem ordenuamos I Definimos por inducfo ums a-—
plicagso H de I no conjunto das partes de &, que indicamos

201 ¢ .da seguinte maneiras H(1l) = Al; suposto H definido

para todo j L i, pomos

H(1) =¢ se 0,0 ‘“31 H(xH(§Y: # ¢ ou
H(1) = A, se oif": 3‘1 m(§)xu(§)i=

il

O conjunto 4 = {ff (i)xH(i) nao é fechado vorgue (2,a) nio

o-rtence a A ¢ (a,a) pertence a A. De fato, como (a,s) nao

pertence a ;ix;. ra todo ié& I, temos (a,a) n3o pertencente
& As AgOTa, 5;(0 % para todo i porque, se H(i) = ,
Oi'iflﬁﬁé F(j)xi(j). #+« e, por conseguinte, A{foi%§§: e se¢

H(i) = A., vem A.xA. contido em 0., de onde resulta A7 10.#¥ .
i i i i
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Logo, temos (a,a)é A. Para tode i # i, H{i)r 1H(3) ='ﬁ . Com
¢feito. Suponhsmos j{;i- Se H(i) =¢ o fato é trivial: se

(i) = hys vem Oy b P B(k)xE(k), =+ e, portanto,

0, YH(G)xHE(§) = 4o . Segue-se daf, lembrando que H(i)xH(i)

.q+ contido em O que H(i)xH(i)/ VI()xH(3) =& , o que a-

correta H(1) F (1) g - Definimos agora a seguinte aplica-

zao de oaxB em Ry 1 y,y) se (x,y)=A e £{x,y) = 0 se

(x,y) := A- sssa aplicagdo ndo & continue porgue A é diferen
- = , Separadamante -

te de sua aderincia A. Ela €, porcm,~éontinu“- Com razao

para todo (x,y)¢ 2xB, os conjuntos .x.,E e Dx'y! té&m inter

secgao nzo vazia com, no méximo, um conjunto da forma

H(i)xH(i), porque H(1):"H(j) = ¢ scumpre que 1 # j. Lembran

[on

o que para todo i, H(i) é um conjunto aberto ¢ fechado, re
sulta que f é scparadamente continua - O Tema fica comple

tarente demonstrado,

Teorema 4 - Uma condigfo necesséria (e suficicnte) para
que eum um @spaco completamente regular, t8da
aplicagao separadamente continua de ExE em R
=k = , 4 L k' Y ] o 5
seja continua, € gque E seja discreto.

Demonu+w'ﬂﬁo = Pelo lema 1 o espago completamente regu -

lar B & um P-cspago. Como um P-espago satisfaz as hipdteses

do lema 2, por causa da propriedade —b— Go teorema 1, o nos

8o teorema estd demonstrado s

Teorema 5 — Seja B um espago completamente regular. Uma

condic%o necessiria e suficicnte para que enm

8, t8da sequéncia simplesmente convergente
de fungdes numéricas continuas tenha por 1i-
mite uma fung¢ido numérica continua, & qus B
scvja um P-espago .

Condicto necessdria — Seja X, um ponto qualquer de B e

(v.)

n'nglN

um conjunto enumeravel de vizinhangas de Xo' Como

& & completamente regular, existe, para todo néN, uma apli



cacao continua £, de £ em 0,17, com fn(xo) =0 e fn(x)“= 1
para x 4 Vor® Para todo n< N, definimos a seguinte fungzo nu

mérica continua g : g (x) = sup £, (x). Para todo x¢E-,
i« i;:;n

fgn(x))an é uma sequéncia morotdnica nZo aecrescente, li-

mitada, e, portanto, convergente para um limite g(x) com

0 “g(x)< 1+ A fungao numérica g,

as
a hipdtese de nosso teorem=, uma funczo numérica continua -
=1, : 2
Agora, g ~(-1,1) esté contido em ¢ Vn. De fato, se
n=1

PR |
’ L ; - : 5
xg (-1,1), vem g(x)< 1, de ondec se segue que para todo

gim definida, é, devido

néN, gn(x)ﬂ;l, 0 que acarrets fn(x){nl, ¢, portanto, xﬁEVn

e )

4 . R Y v
para todo n, ou seje x& /7 i V_. Como g(x ) = 0, o conjunto
n=1 1 0

=i . . "

g (-1,1) é uma vizinhanga aberta de X ¢, por conscguinte,
T , & =Y T P y < . I . 5 .M
. ¢ uma vizinhanga de Xo’ 0 gque demonstra ser £ um

n=]

P-espago.

uma sequéncia qual -

Condigao suficiente - Seja (f.)
n'n:N
- o >, ~» ..,’.,' - s s - =N = - - -
gquer de fung¢oes numericas continuas de B, simplesmente con-
vergente para uma fungao numdérica f. Mostremos que f ¢ con-
tinua em qualquer ponto z, de E- Para tanto, bastard mos -
trar que existe uma vizinhanga de X, €m que a converglneia
da sequlncia considerada é uniforme .
Para todo nlmero natural p, existe um nimero natural N,

; A 1
+a s {F (x - O ara i par m) satis -
tal que =in(xo) fm(xo)' . para todo par (n,m) satis

b
fazendo n»N_ e m »N_, Como a fungao numérica £ - f & con
T D n m =
tinuz, existe, para todo par (n,m) satisfazendo a condigzo

acima, uma vizinrhanca V de x de modo que
p,n,m o}
'f (x) - £ (x)! # — para todo x&V_ . Pondo
ik m P “ T Pp,n,m

vy o= i v , que é uma vizinhan¢a de x_ porque B é um
D n-N_ p,n,m 0

m=N-

D

1
P-espago, podemos escrever ;fp(x) - fm(x)f&i o para  YTodeo

x¢. V. en=:+N , m. N . Chamando
b D P
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Lo S
V=+¢;, V., que ¢ também uma vizinhang¢a de x , temos z con -
p= 1 P 0
~

vergincia uniforme de (f ¢m V, como queriamos mosStrar-:

Il n&«N
Vamos fazer, em seguida, a extensao do teorema acima, pa-—

. . . = . ~ 7 . .
ra ospagos topoldgicos quaisquer. A extensao ¢ feita seguin-—

do uma técnica j& bem conhecida em topologia -

Seja & um espago topoldgico com topologia 7, gue indica-—
mos por & .. - Seja 4 a menos fina das topologias que tornam

5

w

continuas as funcOes numéricas continuas de B, » £, é unm

iy

espago topoldgico uniformizdvel:«

Definicho 6 — Sendo E um espago topoldgico, com topologia

-

. . 5 B : ’ 4
-y O espago uniformizavel &.. ¢ chamado o

espaco uniformizavel associado ao c¢spago I

Vamos lembrar aqui alguns resultados contidos na "Topolo-
gie générale" do grupo Bourbuki -

Seja-ig uma e¢strutura uniforme Compat1Vpl com a topologisa
de um espago topoldgico uniformizdvel £ ¢ C a interscecao
dos conjuntos do filtro que define a estrut tura L. 0 conjun-=
to C Gepende apenas da topologia de £ e nao da estrutursa uni
forme compativel com a sua topologia. Zssa observagso permi-
te¢ a seguinte caracterizagao de (g

¢ = (xy)eaxk | f(x) = £(y) para t8da
fun¢ao numérica continua§ .

las3o (x,y)¢ Cy & uma relag2o de equival@neia que de-

=
T
[

signamos por T. i estrutura uniforme separada associada a 4

lefinida s8bre /T & compativel com a topologia do espaco

e o
quociente - i RPourbaki 2 - Capitulo 2 - § 2, Observagdes ;

’

) 7 — Seja 4 um espago topologico uniformizdvel -

0 espago topoldgico E/T & chamado o e¢spago

(Bl

completamente regular associado a B.

D@;_ngdo 8 = Seja & um espago topoldgzico munido da topo-

logia i . O espajo complctamente regular as



sociado a0 ¢spago uniformizdvel 8. . & chama

o

do o espa;o couplctamente regular asseciado

a0 espego 5 . -

Zropricdade A — om B, espago topoldgico, t8da seoudncia

UN

simplesmente convergente de fung¢oes numé

ricas continuas, tem por limite uma fun-—

¢ao numérica continua.

Lema 1 - A propriedade A € verdadeira em &, s¢ e sdmen—

tc se cla for verdadeira em E..

Demonsiragao — O lems decorre imediatamcnte do fato de
E . e &, terem o mesmo anel de fungdes numéricas conti -
rnuas .

Lema 2 - Se¢ja £ um espago topoldgico uniformizdvel. A

propriedade A & verdadeira em & se e sOmente

m
o

ela for verdadeirs em /T .

)bmonst1bgﬂo - . demonstragao dfsse fato, que farcmos em

seguida, & bastante simples .
Scja h a aplicacio canbnica de E sbbre /7. Se £ é  uma
E ~ ’ , ’ . - ~ 7 o ~
iungto numérica continua de /T, ent3o g = fok & uma fungsao
nunérica continua de 4 e t8da funcao numérica continua g de
s pode ser decomposta nessa forma pera ums Unica funciZo nu-
nérica continua f de £/T. HE, assim, lembrando a caracteri-—
za;20 gue dcmos a (, uma correspondéncia biunivoca candnica
- N e ) ~ N 7 H _ s . - - R ’ e
entre s aplicagoes numéricas continuas de & ¢ ag numericas
continuas de L/7. Sejanm (f )

5 (g ) onde g = f_oh ,

n’ngN n-N’ n n
duas sequéncias c¢e fungoes numéricas continuas de E/T e X,
respectivamente « Se (fr)n‘W convergir simplesmente para uma
Il = X

~ ’ 3 o ~ 3 ’ a

fungfo numérica f, entlo (gn)p’N converglird simplesmente pa
ra a iungao numérica g = foh. Inversamente, se (gn)n N con-
vergir simplesmente para uma fungzo uumérica g, g seréd cons
tente ao longo das classes de equivalénela porque o mesmo @

contzce com os g . Foderd, portanto, ser decomposta de ma—

n
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|
N

neira Unica na forma g = foh e (f ) convirgira simplesmen

te para f. Resulta, pois, que (f converge simplesmente
~ ) , i o N N

para uma funcao numérica continua f sc e somente se (g )n¢“

convergiy simplesmente para s fungao numérica continua

g = foh

Propopigdo 9 - 4m um espago topoldgico & ¢ verdadeira a
propriedade A sc, ¢ somente se, o0 espaco
completamente regular associado for um
P~espago.

Demonsiragfo = Lssa proposigao é uma consequénecia imedia-

e 4

ts das definicles 6, 7, & &, dos lemas 1 e 2, e do teorema 5.

A proposigdo gceguinte e seus coroldrios, de verificagao
bastente simples, mostram a possitilidade de se obter topolo

gius de P-espago com determinadas propriedades.

Proposic¢ao 10 - Seja E . completamente regular. Lxiste a

menos fsz das topologias de r—espago
mais fines que © .

*Wem):rlo‘trag_w Fdens Y. uma estrutura uniforme compativel
com a topologia % de & e (Vi)i#l uma base do filtro de en -
tornos de . , COm 08 Vi simétricos. A classe Gos conjuntos
f;% Vi , para todos os J .. I enumerdveis, forma um sistema
fundamental de entornos de uma estrutura uniforme *’- . De fa

fodo

to,

&) A diagonal de xS estd contida enm 5“3 V, » para todo

pe C e ’ - " - V4 . o . R
J .1 enumeravel, vorque ela esta contida em Vi gqualguer que

seja 1 It
o) S o
) V.= ¢ vV, = I 'V, 3
;i i ! Bl
Li-wu i 155
c) Fara todo V3 , 1 %I, existe V. , j &I, tal que
n n o Jdn

2 _ sl . 2 " ’
v, ¢ Vi . De onde se segue . V.« N S Voo

i & » d :I ) -

Jn i =1 I n=l 1l = n

A topologia ' deduzida de /' €& mais fina que ‘»
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Sendo ., separado e uniformizivel, resulta ., completamen-

te regular. Como Vi(x) = Qiij V%(x) , a topologia 7

é de P-espago. Além disso, "' é a menos fina das topologias

i-": J

L . ~ s & [ _ i S S b
de P—-espago ocue sao mais finas que 7., como se verifica fa -

cilmente.

Corolario 1 ~ geja & .. completamente regular. Uma condi =

¢ao necessaris e suficiente para que todo

ponto x de E.. tenha um conjunto enumerdvel
de vizinhancas, cuja interseccao seja x, é
gue a nenos fina dus topologias de P—espago

gque sdo mais finas que 7., seja a discretas

Corola

.-

i3

1

lo
irno

3eja (fi)i#I uma familis de aplicacOes de B
em ﬁi(para“todo i, fi ¢ aplicagao de B em
&i); oS Ei sendo <spagos completamente regu
lares, Suponhamos que para todo (x,y) ¢ IxA,
com x ¥ y, exista indice i tal que

fi(x) % fi(y)- intho, existe em £ a menos

fina das topologias de P—espago que tornam
e ~ s
a8 gwllcacoes fi continuas.

Demonstragio = O espago Z.. , onde % é a menos fina das

o

topologias de & que tornam as fi continuas, & completamente

regular. Tomemos a ' associada a i, no sentido da proposi

24
cao 10. Para "' as T, sao continuas. Se “ '* é uma topolo-
gig de P~espugo s6bre B, com a propriedade de tornar as fi
continuag, 7''' é mais fina que 7' e, por conseguinte, mais

fina que ', devido & proposigao 10- Logo ;' é a topologia

]

gque responde ao noeso problema.

@ 5

Corolério 3 - Seja (%.).
o J ('l)léI

bre um espago E; os E. sendo espagos com: =

uma familia de topologias sb -

A

pletamente regulares. I

{

-

L

wxiste a menos fina

das topologias de r—espago que sao mais fi-

.

nes que as [y



S
Corolério 4 - Seja (&), , uwna familia de espagos comple

tamente regulares., Existe a menos fina das

topologias de P-espago, que tornam as pro—

jecdes de _'f B, s8bre os B contfnuas.
i=T 71 i

m inand Aate 207 - v o9 . -
Terminando €ste capitulo, vamos apresentar mais duas ca

racterizagoes dog P-espagos.

Proposigio 11l - Uma condig2o necesséria e suficiente pa-
ra que um espago completamente regular
. ;. ’ X . ~
seja um P-espago €& que, para tdda fungao
numérica continua f, ezista uma fungizo
numérica continua g, tal que fg seja a
funcao constante zero com f(x) = 0 se e
sdmente se g(x) # 0.

Condigao necessaria — Se f(x) é diferente de zero para

todo ponto x de I, tomamos para g a fungzo constante zero -
o caso ontrério, basta definir g assim: g(x)

do i-f (O) e ¢(x) = O para todo x 4 f—l(O).

i

1 pera to

il

...1(

- l o
COHOl/uO suficiente - Basta notar que f “(0) g (R) ,

sendo o conjunto ab:rto constituido dos num=ros reais di

ferenteg de zero-

Proposigso 12 - Uma condigg@o necessdris e suficisnte pa-
ra que um espago completamente regular u
seja um P-espago & que todo sub-conjunto
enumeridvel de func¢oes numéricas conti -
nuas de £ seja um conjunto equicontinuo -
{ Bourbaki 4 - §3

Condigao necesséria — Seja X, LB e <fn)ntN um conjunto €
nunerdvel qualguer de fungdes numéricas continuas de &. Pa-

>

ra todo n scja Or ume vizinhanga aberta de X tal que x¢ Orl
-4

impligue 5fp(‘} = fn(Xo)§<‘3 s ~ Dbositivo e arbitrario.

Sendo E um P-espago, o0 conjunto O = {: 0 é aberto e, pa-

n=1 el
ra todo x#¢ 0, n gualquer, vem Efn(x) - fn(xo)ir-& .
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Condigzo suficiente = Seja (0 ) . uma familia enumerd-

e —— n’ ' nel
vel de conjuntos abertos de B ¢ O = 0. Tomemos um

n=1l "n 4
ponto qualquer XoifO, Para cada n existe uma aplicag¢ao con—
tinua de 5 em (0,1 tal que fr(xo) =0 e fn(x) = 1 pa~
4
ra ® g; Oh' Sendo cusa famflia de fungdes equicontinua em

X , existe uma vizinhan¢a aberta A de Xo tal que x4~ A impli
que fn(x)ail para todo n - Isso significa que A estd conti-

a
do em 0 ¢, por conseguinte, que O € aberto.
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CAPITULO V

Ay

COMPACTIFICADO DT STONE — CuCH

Seja E um espago completamente regular- Consideremos s6-
bre & a menos fina das estruturas uniformes que tornam uni-
Tormemente continuas t8das as fungdes numéricas continuas e

. uf . . Y
vdas de i Indicamo—la por ”16(3) ou simplesmente i/ ,

limita if
quando nao houver qualquer duvida quanto ao espag¢o s8bre o

qual ela estd definida . Essa estrutura uniforme & compati -
vel com & topologia ‘{7 de E. Com efeito, a topologia,que de

la se deduz, ¢ a menos fina das topologias gue tornam conti

as de E; . Co~

nuas as fungoes nunéricas continuas e¢ limitad e

mo fi. é com: letamente regular, a topologia deduzida é i -
gual a o - Munido da estrutura uniforme é e da topologia
., B é um espago uniforme precompacto .| Bourbaki 3 - § 1
Bxercicio 7 e Bourbaki 2 - § 5 do Capituloc II - Provposi-

¢a0 5

e~ . 5 o * .
Definicao 9 = A estrutura uniforme iy s6bre um espago

# completamente regular, é chamada estru—
tura uniforme de Stone = Cech s 0 completa
do de &, munido dessa estrutura uniforme,
é denominado o compactificado de Stone -

- Cech. £ indicado por &f(E).

Observamos que {5(E) goZa das seguintes propried=des, de
ficil veri‘ica@éo:'

a) fﬂ(ﬂ) é compacto e contém & como sub—espago denso -

b) T8aa fun¢io numérica continua e limitada de Z se pro-
longa por continuidade a {i(E).

Fode—se verificar também ficilmente, que essas proprieda
des caracterizam o compactificado de 3Stone - bech lMais ex—
plicitamentes

Se P é um espago compacto contendo densamente [ e, se t6

1]

da tunc¢io numérica continua e limitada de & se prolonga por



continuidade a P, cntio T é homeomerfo a z ( .
Lembramos aqui que, sendo (2, )l  uma familia de es pa 08
completamente regulares, os espagos i ( I 5 i
; 1 ! i

s820 ditos canbnicamente homeomerfos se existir um homeomor—

-
N
®
e -.
e
~—~

fismo entre &sses espagos cuja restrigio a ! ﬂi ¢ a iden

RESRRN
tidade .

Leme. — Sendo & um espago completamente regular, na con—
dig¢Zo necessdria para que em ixk se tenha a estru
tura uniforme de Stone - Cech igual ao produto
das estruturas uniformes de Stone - éech dos fa-

t8res & que & seja pseudo compacto.

Demonstragfo — £m £x8, munido de estrutura uniforme de

Stone - Cech, gualguer fun¢gac numérica continua e limitada

4 & I 4= Lo o 5 508 1 Tidig g0 — % ';{ AR s ,'f'f‘ o
é uniformemente continua. Como =qo(ﬁxz) = "b(*’x zo(g) ;

vor hipdtese, entio em particular gualgquer afastamento con-—
tinuo e limitado de & é uniformemente continuo em x5 muni-

) .4 oW -~ : -
do da estrutura uniforme ’Wg(g)x S (E). Portanto, pela pro
: 5 0

o \
nosicRo 4, ’ag = "QO ; €, por conscguinte, o completado de
&y munido da estrutura uniforme universal ’56, é compacto .

Teso diz gque L & peseudo compacto, porgue tddaa Iungdo Lu'°%¢
W 2 - - 1 £ R = - 2 * g - b | , 54
ca continua de £ sendo uniformemente contirnua em £, munido

de 'Lbo se prolonga ao seu com.letado e &, portanto, limita

Teorema 6 — Uma condi¢2o necessiria para que o compacti-—

. e e

ficado de Stone — Cech de sxl saja candnica-

Ch

mente homeomorfo ao produto dos compactiiiica
dos de Stone - Cech dos fatbres, é que & se-
ja pseudo compacto.
Qﬂﬁﬂ?iﬂ&ﬁgﬁ‘” Sendo og espagos homeomorfos compactos, o
homeomorfismo candnico é também um icomorfismo entre as

suas estruturas uniformes . A restrigao a ix3, que é a apli-

cagao identidade, sendo um isomorfismo entre ExE com
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. ¥ 1 o R )
‘s (Bx8) e Bxd com <4 (E)x /(E), acarreta !/ (Exd)
0 0 o o' %

o RN S : .
= LB(E)X Jo(ﬂ)a O lema anterior nos permite concluir  que

W

7 .
& é pseudo compacto -

Teorema 7 — Sc¢ja B um Q-espago ou um P-espago . Uma condi
cao necessdria (e suficiente) para que o com
pactificado de Stone - Cech de axi seja cand
nicamente homeomorfo ao produte dos compacti
ficados de Stone - Eech dos fatlres ¢ que i
seja compacto .

Demonstragao — O homeomorfismo candnico entre os dois es

pagos compactos acarreta, devido ao teorcma 6, B °pseudo
compacto . Como todo espago completamente regular e pseudo
compacto & um Q-espaco se e sdmente se &le for compacto

i Hewitt — teorcma 54 }, o teorema fica demonstrado para o

caso de £ s¢r um Q-espago. No caso de 3 ser um P-espago, o

teorems é uma consequéncia do coroldrio 5 do teorema 1.

Lema - Sendo B um espago completamente regular nao com -
to, uma condig¢zo necessdria para que s8hre ExE
se tenha a estrutura uniforme de Stone — Cecb =
gual a0 produto das estruturas uniformes de Stone-
- 5ech dos fatbres, é que £, munido da estrutura

uniforme universal, nao seja completo.

Demonstragzo = Por um raciocinio andlogo wo feito no ini

cio da demonstracazo do lema do teorema 6, temos '?g — IS g
o
Logo, i, munido da estrutura uniforme universal ’Qb, € um

ezpaco uniforme precompacto - Portanto, s¢ &, com essa estru
tura uniforme, fosse completo, E seria compacto, o gque con-

1ipdtese - Nosso lema fica assim verificado -

Teorema § — Seja 4 um espago completamente rcgular nao
compacto . Una condic¢ao necessdria para que o
compactificado de Stone - Cech de ExE seja

canfnicamente homeomorfo =0 produto dos com~
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pactificados de Stone - éech dos fatéres, é
que A, munido da estrutura uniforme univer -
sal, nao sc¢ja completo.

Demonstra¢zo = Com raciocinio andlogo ao feito no inicio

da demonstragio do tcorema 6, temos como conclusao

'Ed(ExE) = ’kb(ﬁ)x Qo(j), Logo, pelo lema anterior, resulta
que ©, munido da estrutura uniforme universal, nac é comple

to.

Al

Teorems 9 - Seja & um espago paracompacto,f Bourbaki 2 -
Capitulo 1, § 10 - Definig¢do 9 7 (¥ )
Uma condig¢Zo necessiria € suficiente) para
gue o compactificado de Stone - éech de BExA
seja canlnicamente homeomorfo ao produto dos
compactificados dos fatdres, é que & seja
compacto .

Demonstracao — Suponhamos £ nao compacto, antio, devido

20 teorema 8, E, munido dz estrutura uniforme universal, &
nao completo. Mas, isso é falso, porgue todo espago paracom

pacto & completo quando munido da estrutura uniforme univer

43

al- ¥ Kac !

Observagao — Seja E wn espago completamente regular com
S J g

a propriedade seguinte:

0 sictemsa (Vi)iﬁi de vizinhangas da diagonal /% de &x:

contém (V.). _ , J . I enumeravel, tal que . : V. = . -
1714d ) i=d 1
Neuse caso, & ¢ completo com a estrutura uniforme universal-

! Umegaki |
‘nt30, no teorema 9, podemos substituir a hipdtese de & pa-
racompacto por s completamente regular gozando da proprieda

de acima.

(+) = Ver ‘' Kelley - Capitulo 5 ! , para propriedades dos

espagos paracompactos



Coroldrio - Seja & um espago.métrico, Uma condig@o neces

sédria (e suficiente) para que o compactifica

ao

de Stone — Cech de &xd se¢ja canbnicamente

homeomorfo ao produto dos compactificados de

Stone = Cech dos fatbres, ¢ que B seja com —

pacto.

Demonstracao —

do espago métrico
~ e
#ste corolario

~
-

da observag

#ste coroldric & obtido lembrando que to-—

é paracompacto -

pode também ser obtido como consequéncia

’

ao feita apos o teorema 9 .
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