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Na prt-sente tese expomos os r;;;;sultados'lue obtivemos no
estudo da teoria dos ~-espaços. Por P-espaço entendemos um
espaço completamente regular em que a intersecção enumerá -
veI ele conjuntos abertos é U.nl conjunto aberto . .Gssa defini-
ção é e quí.va.I errt e à de L· Gillman e TvI. Ilenz-í.ke en

" Ci·!-)Def í.n í ç ào 5.•1.: ,1.

Um ?-espa·so ~ um espaço comp.Le t amerrt e regular em que, no
anel d..s funçõ 8D num é ricaa contínuas, tddo ideal primo fixo

Cillman-

é maximal·
No capítulo I fazemos um reswno dos resultados da teoria

dos P-espa~os qu.einteressam aos nossos estudos e que foram
obtidos pelos r-e r'e r í dos autores.

As propriedades de que goza um P-espaço permitem muni-Io
de uma estrutura uniforme compatív~l com a sua topologia e
de fácil caracterização, chamada ~strutura uniforme natural
( Definição 2 ), A apresentação dessa estrutura completa o
capítulo I.

No cap.ít uLo 11 apresentamos os resultados que obtivemos,
r-c La t i varnerrt e ao problema de se estabelecer condições em
C.lH:; podemos assecur-ar- que UIn P-espaço 8 completo quando mu-
nido áe sua estrutura uniformE; natural, Verificamos que:

~L'odoP-uspaço:.i +Lá nd eLc f é completo ( Pr-o posí.ç áo 1 ).
Sendo (:"~.)."r uma f'amf Lí a de P-espaços completos, com PQ

1 11::
t6ncia de I n~o superior ~ do continuo, entio, a soma d~s -

._--------- -----~--
(.~)- 'J.'ôdavez quo usarmos uma. notação 8bID referência ante-
ri or', fica ent end í.do que fazemos uso di) not aç ào empr-er-ada

nos 11 ,~lém2nta de ::Iathématique"do €TUPO Bourbaki· Supomos
conhecido o corrt eúdo de sua "Topolo{rie Oér,(;ralc",pr-í nc í.paj,

Illent8ao que se r::feI'8IDos capítulos I, 11· e IX.
(/~.)- As inclicaç ô es entre coLche t es ref'erem-se à bibliogra
fia no fim dêGte trabalho ~ as q.UE:! estivar-em entre par-êrrt e -
Sd8 rLmetem o l~itor ao ponto conveni&nte desta tese
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completo ( :Prop,~21}.~)

S-:; B é um J?'-b8p~:çO tal gU8 todo r-e co b r-í.ruerrt o aberto pos -

sua um sub+r-e co b r-Lraen t.o (O,)" I ' com po tên ci a de I não supe
l l(- -

r í or à do contínuo, e em qu.e , . para todo i·: I, o conjunto

I. = ;i'" I1 \..

Proposição

O. (I
l' J

J ) <

-/ 0 \ é enume r-áve L, então .8 é completo

Na pr-í me í ra parte do capf tulo 1Ir estabelecemos rela-'õess

ex í.st cn t es errt r-s as estruturas uniformes: universal, de

Nacl.b Ln ( Do fí.n í ç ào 4 ) e natuTal. Achamo s os r-e s u Lt.a..o s se

38 ~~é um l'-espúço :<, .-Lindelof, então a estrutura un í f'o r

lar; natural é iru:ü u universal ( Pr-opo s í.ç ao 5 ) ,
Uma cond í çiio ne ce s s ár-La e suficiente para que em um Pr es -

,
e

Que tôda partição abe rta seja enumerável. ( Teoremê.i 2 ),

Sendo ~u.!!'l p- es paç o >;'.: +Lí.nd e.Lof , urna co nd.í.ç ão ne ces s ár-í.a

(o au fi ci ent e par-a que a estrutura umI'o rme de Na chb í n seja

ir;l::.al à un.í.ve r-s a L é que ..~ seja um espaço de Li.nd eLo f ( Prop.Q
C' l' (~-;:;o
"'.) ::/ G.\.. te:) ou c, 1~' ID o c:,J ...;,. _v \ .;,:) obs e r-var- que a ie:1Ã.aldad.e entre as estru-

t.uras uni fOrI'l8S nut.ur-a l e de Nachbin é e qu.i valente à existên

c i a de lUIl8 ún.íca est r-utu r-a uniforme que to:,:'yjS, un.i I'ormemert e

numéricas corrt í nua.s .

Na s e gundu parto do capítulo 111 abo r damo s o s e cu í.n t e pr.Q

Lm um produto fí n í to de Pr es paç os , estabelecer relaçõc;s

en t r, a e st i-uvura uniforme natural elo produto e a e st r-utur-a

pr-odu t o das c e t r-ut ur-ae urrí.f'o rme s naturais dos f a t ô r-es . Nos t e

s crrt i.do , coYwe{"uimo8 mostrar que;

ri estrutura uniforme natu,ral de um produto fini to de Pr es

puç os é mais :Li.Y!.8. que a estrutura produto dae naturais dos

( P'I'O';)()C'J'('';':o 7 ). S·-' o.- .t . }"J .:; '-A,; ') •.•.••••••• espaço produto for de

Lindelof, po denc s garantir que elas coí nc í dem ( Pr-o po s Lç ào 8),

r.rá casos em que elas são distintas, tendo em v í.e t a que uma
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condição necess~ria para que a estrutura uniform8 produto

das naturais em ExE seja id0ntica ~ natural do produto ~ que,

em E, as G.struturas uniformes natural G universal coin6idam

( Teorema 3 ) e Lembr-ando que existem P-~Sp(3.ÇOS em que a es-

trutura uniforme n.rtur-a l ~ diferente da universal ( por exe!!].

p.l.o , um espaço discreto com pot ênc í a superior à do contínuo).

i\o capítulo IV mo et r-amo s as aplicações que fí.z emos em To-

poLos í a GeréÜ, uc ando fi teoria dos I'-espaços. Como primeira

ap.Lí caç ào temos quo , se .e é um espaço comp Let.arnerrte r eguLar-

1 .••.d ,"'" I' , d ,,',no qua to a f'unç ao numer-a ca s epr.r-a amerrt e corrt í.nua 8 con t í.r

nua, erit ào E é discreto ( Teorema 4 ) .

Sabemos que, em um espaço topológico, nem e empr-e as se-

quên cías simplesmente conve rgen't es de f'unç oes numéricas con-

t:LIUaS têm Lí.m.i te corrt í nuo , Um problema na tu r-a.L é, então,

procurar car-ac t er-í.zar' a cLas.s e dos espaç os to ~,ológicos em

que isso sempre aconteça. Chegamos ao teorema s egu í.n t e s

6Th .8, eapaç o ccmp.Le t ament e regular, uma condição ne ce se á-

ria e suficiente para que tôda s81luência simplesmente conv8.r

gente de funções numéricas contínuas, 't enha por limite urna

fta~~:;:ãonumé r í cu contínua, é que ~ seja um Pr es paç o ( Teore .-

lna 5 ). Fizemos, em seguida, a extensão dêsse r08u1tado a es

paços topoló['icos quad s que r ( Proposição 9 ).

No capítulo V LOEJ afastamos da teoria dos P-espaços. Da -
'"

nota sôbre o compactificado üe Stcne - C8ch. 8en-

do (Li) 1: I uma família de es paç os completamente rep:ulares,

wn problema natural que se apresenta é o de saber se o
v

compact í f í cado de Stone - Cech do produto é canônicamentc ho

neomor-fc ao produto dos compactificados de Stone - 6ech dos
f'atôr.es. Edwin Hewitt estabeleceu relativéilllente à questão um

t eo i-ema af'í rmando serem êsses espaços homeomorfos :~S'ewitt -

Tüorema 14 i . :[<'01. observado por Iri eudo nr.é que êss~ teorema é

falso L Di.eudonné.1 e no trabalho de jlierre Sarnuel :" Samuel-

ObE'Grvaqões sôbl'e a Ecstrutura uniforme de Cech - Página 127J,



- IV -
encontramos contra exemp.Ios , L respeito verificamos Que,
sendo E um espaço comp.l et emerrt e re€,ular, temos:

Uma condiçio necess~ria para ~ue o compactificado de
Stone - 6ech de l~X..G seja canô.ní camen t e homeomorfo ao produ-
to dos compactificados de stone - Cech dos fatôres, é que E

seja pa eudo compacto (Teorema 6) •

O espaço ~ sendo nio compacto, uma condição neceGs~ria
ps.ra que o compactificado de Stone - Cech de ..::;x~seja canô-
ní camerrt e homcomo r-f'o ao produto dos compactifi cados de
Stone - Cech dos f'a tô res, é que E, munido da estrutura uni-
f'o rme un í ve r-s a.L, não s e j a ccmp Le to ( Teor...:ma8 )_

Sendo E paracompacto, ou Q-espaço ou P-espaço, então, u-
ma condição nece3s~ria (o suficiente) para que o compactif~
cada dê ~.1tone- Cech de BxE seja canôrrí.camerrt e homeomorfo
ao produto dos compactificados d~ Stone - Cech dos fatôres,
é que ~ seja compacto ( Teoremas 7 e 9 ).

Pí na.lí z.ando esta introdução queremos manifestar nosso re
conhecimento ao professor Chaim Samue L Ho ni g, pela constan-
te assistência que nos prestou durante todo o desenvo Lv.í.meri

to de nosso trabalho·
Agrad8Ce1l10S ao professor Edison Farah pela acolhida eUê1

nos d(;)uquando quisemos elaborar nossa tese ligaClos à Cade~
1'a de Anális;::Superior e, aos professores Francisco Antonio
Lacaz Netto o Flávio Bo'telho Reis pelo apoio que sempre nos
deram.



C A P t T U L O I - 1-

P-ESPAÇOS - ESTRUTURA UNlFORNlli NATURAL
1-1- P-ESPAÇOS

Definiç ão 1 - Um espaço comp.Le'tament e regular li é chama-
do um P-espaço se a intersecção enumerável
de conjuntos abertos de E é um conjunto a-
berto de E.

Teorema 1 - Seja E um espaço completamente regular. As
propriedades seguintes são equivalentes.
-a- E é um P-espaço.
-b- Para tôda função numérica contínua de E

a imagem recíproca d~ Z0ro é um conjunto a-
berto •. Gillman - Teorema 5.3

Como se nota fàcilmente, afirmar a propriedade -b- é e-
quivalente a afirmar que tôdu função numérica contínua que
o.ssume um dado valor em um ponto, assume o mesmo valor numa
vizinhança dêsse ponto.

Decorrem imediatamente dêss~ teorema, os corolários que
segueza,

Corol6.rio 1 - Todo sub+eapaç o de um P-espeço ,.;:um P-es-
paço.

Corolário 2 - Tôda soma topológica de P-espaços é um P-
+eapaço,

Corolário 3 - Todo produto de um número finito de P-es-
paços é um P-~spaço.

Da definição de P-espaço verificamos fàcilmente que todo
sUb-conjunto enumeré.vel de um P-espaço é fechado e discre-
to. De onde concluímos o

Corolário 4 - Todo P-espaço compacto é finíto e todo P-
-espaço localmente compacto é discreto.
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Corolário ~ - Se wn P-espaço E é pseudo compacto , isto_._~----_.- -.._.-::....

é , se tôda função numérica cr-n t í nua d'e E

é limitada, então E é finito. !Gillman

Corolários do Teorema 5.3 \
.' -'

Exemplos - Consideremos o produto E == :r.'~'I·R., onde R. ==R
- 1:. 1 l.

é munido da topologia discreta, com a seguinte topologia :

Par-a todo (x.). I' um sistema fundrunental de vd z í.nhan -
1 l'

ç8.S é formado do s produtos .:' V., ond.e v .»'.«.'. par-a todo
lf:,I 1 1 ~ 1

il:,J e V.::: R, para todo i-~J, com potência de J < I não supe-
1 1- , " ,

r ior a ,,' . Verifica-se facilmente que E e um Pr-e apaç o . En-"c
tão, p810 co r-oLári o 1, todo sub-r capaç o de E é um Pr eapaç o ,

A importância dêsSG exemplo
v rfo a um sub+eapaço de "J' H. para

l~,I a

é que todo P-espaço é homeomor
r ...,

a.Lgum I. ~I:To'ni g ..;

1-2- ESTRUTURA mUrORM:8 l'TATURAL

Sendo E um P-espaço, poriliamos, para tôda função numéri-
. ,-1 -J

ca contínua f, U_C'= 1,,'0 f (r)xf '(r). A classe de conjun -
..L r(:.te

tou (Uf)f(C(E,R) constitue uma base de filtro de entornas
de uma estrutura uniforme compatível com a topologia de E.

De fato, para tôda função numérica contínua f, a dí agoria.L

de ExE está contida em Uf' Sendo f e g funções numéricas

contínuas, a família dos conjuntos não. vazios de
r f-l( ) r, -l( I )" forma uma partição de E',' r i:g r ;(r,r')f;RxR por
conjuntos abertos e portanto fechados. Isso porque para t§
da f'unoào numéríca f, os con jurrto s não vazios de('f-1(r)',

- . T::.R
formam uma partição de E e no caso de f'contínua êsses con-

juntos sao abertos, devido à propriedade -b- do teorema l.

Como a potência. de RxH é igual à potência do contínuo, po-

de-se definir em E uma função numérica eontínua h tal que
h s e j a constante em todo f-l(r):"':g-l(rf) não vazio e hf x )

diferente de h(y) se x e y pertencem a sub-conjuntos dis-

tintos da partição. Como para a função numérica contínua h

assim defini da temos Uh contido em Ur' ,Ug' resulta que



-' 3 -
<, I

(Uf)fÇC(E,R) é base de um filtro\ ... Sendo os Uf simétricos
2 - .' --

e Ul:: Uf' o filtro;;; é um filtro de entornos de urna estru -

tura uniforme. Comopara todo ponto x de E, os conjuntoso
f-l(r), onde f(x ) = r e f função num~rica contínua, cons -o
ti tuem, devido ao teorema 1, um sistema fundamental de vi -

zinhanças de x , decorre que a estrutura uniforme obtida éo
compatível com a topologia de E.

Defip.}_..Ç.ão.~ - Estrutura uniforme natural sôbre um P-es-

paço, é a estrutura uniforme d8finida pelo

filtro 'r.,. É indicada por.,.p. [Honig J
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C A P t T U L O 11-
P-ESPAÇ~º!fl.P~~TO~

Definição 3 - Diz-se que um espaço topológico goza da

propriedade d0 Lindelof d~ ordem ~ ou

s í.mpâ esment e , é um espaço \ -Lindelof, on-
\,;, ,

de:': e um numero cardinal transfini to, se

todo recobrimento ab~rto de E cont6m um

sub-recobrimento de número cardinal menor

ou igual a .V • Um espaço .t<.-Lindelof B di

to também um espaço de Lindulof.

Supomos 08 P-I::)SPUÇOS a que S~ rt-)f~rem as :proposições 1,

2 ç 3, munidos da estrutura uniforme natural.

]:lroposição ~ - Todo Pr eapaç c '\. -Lindelüf ~ completo.

Demonstraç8.o_ - Seja " filtro de Cauchy em E. Suponhamos- .j

que \'" nao convirja um E. Então para todo x f E, exí.e t e uma
• , •• Jt

vizinhança aberta 8 f'echada A tal que nenhum !VIr;; ..•.. , estejax .
contido em A • A família (A) "forma um r-e cob r-í.merrt o de Ex x Xf.~
por conjuntos abertos e fechados que admite um aub+r-ccob rã+

mento (AXi) i:: I com potência de I não superior a ~~:,• Bem or

denamos I de modo que para todo i ~I, o conjunto dos índi -

ces menor-en que i seja enumeráve l , Definimot:3: °1:;: AXl e pa-
ra todo i.?l, O.::: Ax.···;(' ("; ·'Ax::. S8jaJ I) sub+con jun to

1. 1. L. J <. :l . J .
dl3 I constituido de todos os índices i ta.is que O. sGja não1-

vazio. A família (O.). J forma assim. uma partição de.E por, 1. lé:
conJ~untos abertos. Bstando O. contido ~m Ax., t~mos para to1. 1. .-

do ]\:I.::,....:., 1I n?io contido em 0i' qua.Lque r que seja i; J. DIJ-

finindo uma função num~rica contínua f d~ modo que f(x) :::r.
, 1.

par-a x~:..:)i' com ri -I rj se i ~ j, tt;IDOS Uf= ~(~ 0ixOi. E~
tão par-a todo Ivl:: .;. , IvIxM não está contido em Uf' pois Se

para algum Me ';"tiv~ssemos IvIxM corrt í do em T]f' existiria um

índice i t'·,; tal que 1VlxMcontido em 0ixOi porque (Oi)L.J é
uma partição de E. Resultaria pois M contido dID O., o que é1.
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absurdo. Existe então um entôrno Uf de modo qUJ para todo

M ~ ;r , MxM não está contido em Ufo Isso s í.gn.í.f í.cr, que '~r
n2io é filtro de cauchy, cont rúr-í o 8.0 suposto. Logo!)!' converge

para algum ponto de E.

Ess~ proposição nos permite observar que, se n hipótese

do contínuo for ve r-dade í r-a, todo Pr espaç o com po t êrict a iguc.l

~~do corrt fnuo é completo o

Pr~~osiç'lo 2 - Seja (E.). I uma família de P-espaços com-
1 1.,.

pletos, com pot~nciG. d0 I n~o superior ~

do contínuo. Bntn.o a aorna d êe s ee e apaç os

topolÓé~COS 8 um P-esPQço completo.
r '( ••

Demonstr~2.llo - Se ja .~~; filtro de Cau chy no espaço s ornu o

Jú podemos supor, S5m perda de ~enercüid2dl.:";, E. ("; fi:. igual 8.0
,. 1 J

conjunto vazio s empr e que i f j. Existe M E ~ com M contido....
em Ei para a.Lgum i f: 10 De fato, de t í m.ndo uma função numéri-

ca continua f no espuço soma de modo qUê f(x) = r. se
J.

I . .-I' ,
com r. -I r. S(;) i fj, temos U~ = '\"'1: E.x.2: .• Como '.; e

1 J ...0 .' I l(:: 1. 1 '.

de Cauchy , existe 11': :.~ dê modo que MxM esteja contido em Ufo
Isso acar-r e t o 8. existência de um Eio tal que M esteja con t í-:

, •.•• t ' --./" ,
do em j~' o i;nt8.o ....{ possue uma base :'\; em El' • .o!.:.i e base de1.0", .. o

.,. •....• "
um fj.l tro de Cauchy ~:;i em Ei , munido da estrutura um f'o r-:

o ° .
me na tur-c.L qUG t nô í.camo s por :·i~O. Com e fe í to , seja

= '., f-1(r)xf-l(r) um entôrno de "'pio. Logo, t emos
rcR

V = TJ~o~.J( .. Zio)X(: ..Eio) é um en tô rno da estrutura uniforme
nut ur-a.l do e apaç o soma. Existe pois lVI ;~:o. , de modo que I.t.JVi(;~

t.,jjs. ccn t í ôo em V e por cone eguí nt e MxM. contido em u~o. Como
'"I'

:-i conver-ge em E· parao 20

x E- Ei,

filtro

Bio é conpleto, resulta que
·7J

ponto x t:, po r-t an t o , que J converge para o mesmo ponto x no

espaço soma dos ~spaços topológicoso

um

:Proposic3.o :. - Sej~ E um Pr eapc.ç o tal qU8 todJ recobrimen_~....;..Io_"'::-~~ _

to aberto contenha um sub-rGcobrimento
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(o.). I" com pot8ncia de I nao superior

1 lf

à do contínuo, e de modo que pará todo
i~.:.I o conjunto I. = ~I j :-I ! O.:'"iO. .,~.;

1'. . l' J . \
sçj~ enum~rável. Ent&O ~ ~ completo.

Obs er'vamo s qU8 os P-8spaços satisfazendo às hipóteses
des proposições dxpostas neste capítulo, são Q-espaços
:)Iewitt - Def'Ln í.ç ào 12 :~, dcvi do ao seguinte teorema s

Uma condiç~o n8cessária e suficiente para que um P-esp~
ço seja um Q-d3paço, á que ê Le seja completo quando munido
da estrutura uniforme natural. [Honig.:
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C A P 1. T U L O 111

A

RJi:LAÇOES ENTlm _.g:S~TURA~.~H,IFOJ1M.r.:SSO}~)i.8UM P-2SPAÇO

1II-l- IiBLAÇOES ~NTRE AS ESTRUTURAS UNIPORlVIES UNIVERSAL,
NATURAL ~ DE NACHBIN

:Em um espaço uniform1zável E, existe a mais fina ias as

truturas uniform\:Js compatívets com a topologia de E. Essa

es t rut ur-a , que se indica por :',,: , é chamada es t r-ut ur a uni
'0

fo rrne universal. Como todo af'as t amerrto (.i~) sôbre E é equi v§.

lente a um af'as tamerrt.o limitado resulta a

?~osição .i - S8 ,-U. é uma estrutura uní.f'orme sôbre E,

tal que todo afastamento contínuo e limi

tado sôbre E seja uniformemente contínuo

em Ex.l'~, munido da estrutura uniforme pr2
=: .:; {. •

o
;,Bourbaki 3- § 1- ;~xercício 5 j
duto entã.o

Definiçê.o 4 - Seja E um e spaç o topológico uná f'ormí.z áve L.

A menos fina das estruturas un í ro rrnes com

pa t í ve í.s com 8. topologia de E que torn.aJn:.u

niform~mente contínu~s tôdas as aplica

ções numéricas contínuas de E, é chamada

estrutura uniforme de Nachbin. Indicamos

por -v
I J •"N

,
.[.i; f'é.c í L verificar que em um Pr-e apaç o , tôda função numé-

rica éontínu.u é uniformemente contínua quando o munimos da

t)f>truturc. uru.f'o rme natural. St::gue-se portanto que

'~N' As proposições 5 e 6 ~ o t~orema 2 es-

- --_._ ..__ .~-----------
(~) - Usamos "nf'ae t ament o" com o mesmo significado do

"éC:3rt" do Bourbaki.
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tabe Lecem condiçõ (;S em qUI:! podamos garanti r a igualdade .en-

tre essas estruturas uniformes.

Proposiçã2..2 - S0 ~ é um P-espaço ~:;.+Lind eLõ f', então a

8strutnra uniforme natural é iguül à uni-

v~~rs8.l.

~.l!~!rr;tçãl? - Seja: ',i.. uma estrutura un í.f'o rme qualquer,

compa t í ve L com a t.opo Lo gâ a de B. Vamos mostrar que ela é m~

nos f ína que o. nut.ur-a l., Seja V um entôrno aí mét r-í.co qual-

quer pe r-t en cerrt c ao filtro de entornas de' .:1_ • Temos, 2
""~V(y)xV(y) contido em V. Para todo x~:' E ex.í s t e urna vizl

Y?.tJ
nhanç a ab e r-t a e f'e chada Ax tal que Ax e s t e j a contido em

V(x). A f'amf Lí,u (Ax)x. ,.;\ forma um r-e cob r-í.men t.o de E por con-
t·.•...,

juntos abortos 0 f'e chado s que admi t':-J UJI1 sub+r-e cob r-í.me.n'to

(AXi)i.c.r com po t êric í.a de I não superior a>': .. Bem ordcna-
.•..

mos I de modo que para todo i f. I, o conjunto dos índices me

noras aue i s0ja enumer~vel. Definimos 01= AXl e para tndo

i ,-:-1, O.~ Ax.-.r'.'\':;l.-,-.L Seja J o s ub+con jun to de I coris tj,~ ~':" J '-,1..} ,,'-J.:
tuido de todos os índices i tais que O. s8ja não vazio. L. l

partição de E por conjuntos abcr-família (O,)", J fo rrna uma
l J.';

tos. Defin,indo uma função numérica contínua f de modo

f(x) = r. para
l

-- '" O, xO.. Comoi;,J l J..

X':- O" com r. 'I r. se i f J'. t8TI!OS U
f
;;:-

'-' 1 l J, #

para todo i f~J temos
2 2

AxiXAxi(.: V(xi)xV(xi) ~:V, resulta Df contido em V.

teorama fica assim demonstrado.
O.xO.1 1 '.

O nosso

,Essa p r-opc s i ~ão nos permi te oba e.r-va'r Que, Sí.:. a hi pó t e.s e

do contínuo for v~rdadeira, ent~o, em todo P-espaço com po-

tância igual à do contínuo, as estruturas unif()rm~s univGr-

sal ~ naturul coincidem.

Teore,íla 2 - Uma condição no ce s s ár-La .:; suficiente para

Que em um P-c:spaço a estrutura uniforme na.tu

ral 80 j a i é:Ual à de Nachb í n , ~ Que tôda pa-r-

tição aberta s e j a enume rúve l ,
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.Q.<2..12cl~.9A:.S? ~~.~~~~~8sá_~i_~- })ara tôda função numérica contínua

f e todo r: posi ti vo, indi quemos po r Vf. o con junto de to-
. ,

dos os (x,y) ;~Exl': para os quais temos ! f( x) - f(y) i /:.:,. Su-

ponhamos que exista uma partição aberta não cnurnerável. Is-

ca acar-re-ta a ex i et ên c í.a de uma pa r-t í.ç áo aberta de númc.r-o

cardinal igual a';\'. í' Seja pois (ai) iE:I ' com po t ênc í.a de I

ig-u.al a " \ , UJl1a partição aberta d8 E. a conjunto

''1 = i.> o. xo . é um conjunto do filtro de errt or-noa da es t r-u-i.~I ). 1

tura uniforme natural. Vamos mostrar qu.e, para toclo co.n jurr-

to fini to de funções num~ri cas contínuas fI' ...
todo;': posi ti vo , temos (':1 Vf ' n8..o contido em.. , p= p'-
to, teremos demonstrado a condição necessária.

funções numér í. cas

,f de}~ e
n

W. Isso fei

Sejam fI' ... ,fn n quaisquer

nu8.S de B. Tome:Inosem cada O. um ponto
1

-conjunto 11 de I, C01ll potência igual

Ifl(xi) - fl(Xj) i/. [-:.para todo (i, j)~ IlxIr ])e fato, to-

memos na reta num.ir-ica o rscobrimento ( m~,.m:l\~·)m, ..Z
Z s e.ndo o co~junto de todos os racionais Ln t oí. r-o s . Ao menos

contí-

x. . L~:x.ib t e um sub-
1

8 >'1. e tal que

para um mL Z, cü,ve existir um aub+ con j unto 11 de 1, com po-

tência igw:;.l a .." de modo que para todo i ,~:11 se t enha

m ~.'.fl(x.).' (ml) '2· ,Isso c verdade
2" 1

por J o conjunto de todos os índices- m
m,,,-,,,(f,(x..).~ (m·.l) ~7 , como

c." .i. 1 L

vaI se todos os J o fossem.m

pois, indicando-S0

i ~I para o;': qua.í s

potência igual a :\, . Assim,

1 = :"·Z· J , 1 seria enumerá ~m.. m
Basta tornar para 11 um Jm
po r Lriduç 8.0? encontramo E~

de
os

sub+con junt os 1m .. 11l1-1'::~... C. 11 ~_ 1 com. potências igua18
a'. e sat í s f'az erido a i f (x.) - f (x.) i,.'.: para todo.. " ~p 1 P J
(i J'). I xl t: p:::: 1, ., , ,n. R8~ulta pois que para todo~ ...." I)

1:' .p.;
(i?j)(' I xI e:i:j j temos (x.,x.) pe r-t en cen't e a. 1_ Vf l- n n 1 J. p::..l p'
(:. (x., x .) n8.o pertencente a qualquer 01'x01{ , E, por conse-

1 J
fuinte? não pe rt en cen te a W, como que r í amos mostrar.

Ç.?E:ª.is_Êl:o.s"U.i.i.c_i.e,r.,!:t.L.- Como a es t rut ura unjofo rme de

Nachb í n b sempre menos fina que a na tur-e.L, basta mos tr-a r
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que, 'em nosso caso~ a estrutura uniforme de Nachbin é ·mais

fina ~uv a natural. Seja f wna função numérica contínua

qualquer de E. Indiquemos por (O) 1\T' N sendo o conjunton ntl'.
de todos os racionais inteiro~ e positivos, a família cons-

tituida dos conjuntos não vazios de ~.f-l(r)~ l'GR. A escolha

de ~: como conjunto de índices é possível em vista de tôda

par t í.ç ào abc r-t.a ser, por hipótese, enumeró.ve1. ~ claro que

u = ;.' O xO • Definimos agora a s egu í nt e f'unç áo numéri ca
f n-N n n

contínua g: g( x ) = n se x (: O • Temos que V 1= '. '11~ O xO z:.. n ['"., n~:-1'1 n n
::: Ur •• De fato, SE: (x,y),~ ""N! O xO , vem (.x;y)r.- O.xO para

I nf. n n '.- n n
algum n ~ N, o quü acarreta g(x) ::: g(y) e , por conseguinte,

(x,Y)E V 1; G8 (x,y),7:: V l' vem (x,y) C O 7.0 para alf'UIn
[!, g, n n

nr.=H, pois (x,y)COr/;:Om com n 1m acarreta I["(x) - b(y)i ==,. .

::: ; n - rn ::' 1 e, po rt 8.nto, (x, y)
i

brando que o

~riao po r-t.en cun t e a V 1. L8mg,
V ] pertence ao filtro de entornosg, _.
de Y'j,chbin, a .í.gue.l.dad e Vg, 1::::Ur mos-

tra a condiç~o suficiente.

conjunto

da estrutura un í f'orme

ProposiC'ão 6 - Sendo E um P--espaço \,-Lindelof, uma con..._---~-- .. " -
diç~o necessária e suficiente para que a

es t r-utu ra uniforme de Na.chbi n seja irJ.ul

à universal, é que .8 s t:: j a ULl espaço du

LindE::lóf.

CondLcjio neces s á r.i.a - SUpOnhl1.mOSque .s riao seja espaço----_.,---_._---
de Id nd eLof, .':'~Jd.ste pois um recobrimento abo r ..•.o (l\) i~ I com

potên c í.a ele I ifual a ".~ t:l que não contém um sub-rGcobrimeu-

to enumor-ávo l . A todo x(·.i: associemos um A. tal que xf A. .•
1 ~

Sej~:;,:B 1.11]18. v í z í.r.hariç a aberta e f'ochada de x , com J3
x À

("p) f'orma WIl r-e cobr-í.merrt o de :c por con jurrto s abcrt os 8
.i.Jx x.:.2

fechados que adnu t e um s ub+r-e cob r-Lmon t o (BXi)i:I' em que a
pot ê.nc.í a de II é iD'ual a \ N-ao uode (n) adnrí t í r- um

Ck t;.. .. \1. • .e- ')Xi ii..I
'

.UJi

sub+r-ecob rí ment o enumer-áve I porque neste C8,,30 também a fa.mi

lia (A.).]" admi t í r-í u um sub+r-e cob r-ínen t.o 8nu..mE:I'3.v,1. 13em
1 l',~_

ordenamos I I d0 modo que para todo i :.:'.I I, o conjunto dos ín
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dicas menores que i s e j a enumer-áve f , Definimos °1= BXl e p§

ra todo i.:: 1, O, = Bx' ,"'\ r,"" ' Bx"'. S~ju J o sub+con jun to~ a t., J<.l J
de l' constituido de todos os índices i tais

r
C!,ue O,

1
nÊÍ.ovazio. A f amf Lí a (O.). J forma assim uma partição de

I 1 1.<:
por' conjuntos ab ert os . O conjunto J não (; enumer-áv oL

seja

E

pois,

se o fosse, como para todo i ~ J O. está contido em Bx',
1 1

a f'arrí Lí.a (Bx')' ,J s er-í.a um sub+r-e cobr-tment o enumer áve L de
1 1",-~..

(J3x. ), I' , o que nos leva a uma contradição. Temos assim
1 lE· ,

(Oi)i(J corist i tuindo uiaa partição de E por conjuntos aber-

tos e· com potência de J igual a :\1. . Raciocinando d~ manei-

ra análoga ao f .....t to na dc:monstração da condição ne ces aár-í a

do t~orema 2, concluiremos que a estrutura uniforme natural

é estritamente ma.is fina qUd a de Nachbin c , portanto~ que

a. est rutur a uniforme uni ve r aa L é es t r-i t ament e mm s fina que

a da Nechbin. Isso mostra, devido ~ hip6tese da condição n~

cessária, qUI:; é insust21-:.távtl s•. suposição de qU0 E não seja

espaço de Lind~lbf.

Condição .!E.:~f.icit:!Ete - O espaço aerido de Ilind01'jf, temos

pelo toorema 2 a igu.9,ldi::de entre as estruturas uniformes de

Nachbí n e natural e, pe La proposição 1, a ifualdade entre

as es t ru tu r.rs uniformes natural e uni vbroS:...l. Segu~-sl~;, po í c ,

J. iguald;:;,dc~ errt r e as estruturas uniformes d~ Nachb í.n G uni-

B:.::saproposição j:ode ser também enuno.i ada da seguinte ma

ne í r-a :

S-3ndo =: um l'-espaço~< -Lindelof, uma condição necessá ,-
I

ria e aufí c í e.nt e para que seja única a estrutura unifor-

me s ô bre .8 que torna uniformemente contínuas tôdas as
f ..• " , ,unç oes nurae ri cas corrt í nuas , e que J~ a e j a um espaço de
Lindt:.:!lof.
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"III-2- ~STRU1'URA0 UNI }!'()RlvTf:;SSOBrt,:~ UM PRODUTO FINI'rO Dl~_____ .__ . - --- --"'-"P-- - ....•. . _

~)ejarn :81, . , .. i E , Pr ee paç o s , A estrutu-n n
r-a un í f'o rme natural de r" E é mais finai==1 i
que a estrutura uniforme produto das natu-

r-a í s dos E,.
~

D8mo~~tr~ç~~ - Os conjuntos da forma
.: ",! -J -1 :. + L '-1"
~" ' ',~ R' fI' (r) xf1 (r), ' , .' " ,'~ f (r) xf ( r) ~:::r". r, ,.. n n

, :' " ' I ; -1 '-1
:::'/'(x1", ~xn) 1 (Y1'''' ~Yn)': (xi,Yi)C r>:'R fi (r)xfi (r),

i :=: 1, 21' _ ,n;" onde os f. são funções numéricas contí
~

nuas de í í n í de,s nos 2" formam um sistema fundamental de en o,,

1

tornos da eet r-u tur-a un í f'o rme produto das naturais dos fatô'-
" -

1'1,08, Temos que. ". ",-1(, )"f:-1(,), ,,' 1'1 r,,(, '1 r ~, '
r·:!~ .,

~por-que . (X"- ""', l' ,x.) , (Y1,." ,Yn),J pertence ao primeiro mem-n

bro da. i gua1dCLde acima . .: ':';. (x" Y. ),:, .:" 11 'r:-R
t odo i ~",~""paz-a todo i existe um número

f~l(r)xf~l(r) para
1 1

1'8&1 r. tal OU8:L ,.

-1
xi ~:fi (r i ) e
-1xf (Y') ,
n n

xf-1(r )
n li

'.' _ .....

,x )n (y 1" .' 'Yn)~' pertence ao s e sundo membro da i·'

COlrlOgucüdaüe uc í.ma

, -1 -1· I -1 -1 '"
( ,..." '). -,:,11 ' 1'1 (rI) x . ,xf (r),'x .f1 (r1 )x. "xf. (r ) ;

Y'.", '" :".Ll n n· -. _ n n
,L n .

é um conjunto elo filtro de entornos da estrutura uniforme na
n

t.ur-a l éitJ "1~' 7 por que os con jurrt os não vazios de1= 1

n
i • 1:;. por- conjuntos abertos, a proposição f íca demonstradai==1 1
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Corolário ... ...Se os B" i = 1, 2, ...,n, sao P-espaços
1

completos quando munidos da estrutura uni -
forme natural, então o produto também é 'um
Pr espaç o compLeto quando munido da estrutu-
ra uniforme natural.

n
Demo~straLã~ - Os Ei sendo completos, tamb~m i~i ~i é

completo quando munido da estrutura uniforme produto. Como
um espaço urri forrm záve L completo com uma dada estrutura u-
niforme é também compl~to com qualquer outra estrutura un:!
formE: mais fina compatív\:.llcom a sua topologia , a conclu-
são é Lmed.í a.t.ament e obtida da pr-opo s í ç áo anterior.

Proposição 8 - Sejam El' ..., E P-espaços de modo que
n - n

.ó :::: rI" E s ej a espaço de Lí.nd eLo f', A esp=l p
trutura uniforme natural de .8 é igual à
~strutu:cauniforme produto das naturais
dos fatôres.

Demonstração - Os conJ'untos :.J B xB para tôdas~ q',:..N q o'
E por conjuntos abertos, formam

as
p;.:.rtiçõ'es(B) -r- de

q qf!~
sistema f'undarnen t ar do filtro de entornos da estrutura uni

um

f'o rme natural d0 E. Para tôda partição (B )'N por conjun-
q q~:

tos abertos, mostremos que existe um conjunto do filtro de
errtornos da estrutura uniforme produto das naturais que es
tá contido em ( B xB . Isso provará que a estrutura uni-

QéN q q
forme produto das naturais é mais fina que a natural do
produto e, portanto, ~icará demonstrada a nossa proposição
devido à proposiçãp 7.

Par-a todo x =:. (Xl' ,Xn) E. .r!;, existe um 'único q~::N
tal que x~ B . Determinemos em E uma vizinhança aberta e'.. q p'
f'e cl.o.ô a DP de x tal que (D).) x...x(Dn) este J' a contido em

x P n x x
B . A f'arnf Lí.a ( ~:IDP) ,., forma um recobrimento de B porq p::: X x-:.ti
conjuntos abertos e fechados. Por ser B um espaço de

n
Lá ndeLo f , exí st e um sub+r-ecobr-í.merrtoenumerável ( CiIDP

1,)"Nn p- x 1..:
de .8,extraido de ( [TI nP) .E- Definimos, para todop- x XE



x (- E , o conjunto aberto e fechado 0x:::: /,,'1'; DPi'
P P P 1::' p X

~ o sub-conjunto de N constituido de todos os índices ~

tais que x'" DP
1,· A f'am.í Lí.a (Ox )x 'L' forma um r-e cob r-í.men-ep \:: X p p(- Dp ,

to de 1:; por co n jun to s abertos e fechados. Para todo
p

x ::: (x}' .•. , x ) (. E, existe sempre um índice i C N de modo
,n 1 o

que 0X1x ... xOxn esteja contido em DxioX ... XD~io' De fato,
sabemos que se x ~ DP

1" temos 0x contido em DP
-i. Agora, coTI x ~P' x.•., -

. t . - Nr ""d ' ( ) ," D1 , I)n ,11i.Q eX1S e 1 t e mono que Xl' ... "X ". l'OX' >.X 10' pao - n~x x-
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onde Ip

,e,

aub+r-o cob ní.men to enume r-áve I (O ) de E •
xP.k kf.N·, P

AP
l
' ::: Ox, 1 e P[:'X8 k ,1. 1, Ak~::::° r ",;' , •• ,' , O"j

~• .!;' • xPk : !..j<k './ xPj"

- , O (AP) f t' -tos nao vazJ.os, ne k kr-N ormam urna par r ç ao

A1 n t"de temos k1x ... xAkn con-l o em

. Os conjun-

aberta de .~
P

0X. x ... xOx para todo
'Pkl ' Pkn

(k1" .. ,kr:)(: Nn• Qualquer que seja (k1, ... ,kn)E-Nn
d 1 n

te s cmpr e q ( N tal que Ak1 x .•. xAkn esteja contido em

Eü8u1 ta pois

~B •q

(.1 n) (1 TI), ':';'kJ.x.•• xAkn x Ak1x ••• x.,'ik
Y1

I '," ) 1IT
n

" h:J.' . .. . ? t, r: hTI

contido em

Como

1 11
X (Ak x ••• xAk )

1 ·n
,

,'3 .í gua l, a

do f11

tro de entornas da estrutura uniforme produto das natu:rais,
-, d

c'o pr-o po s í ç ao esta demor..stra a.

Obs ervamo a que na proposição pr ec eden t e nao basta em ge-
r a.L supor que os espaços f'a t ô r-ea sejam de Lí.n deLo f, SE.:

,
e

verdade rrue sendo um produto de espaço ...s 't.o po Ló g.í co s um esp§.
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ço de Lindelbf, os fatôres também o são, a recíproca nao é
necessàriamente vt;rdadoira.[ KeLl.ey - Capí tuLo 1 - Problema L
Nota ""1_J

Nem sempre podemos assegurar que em um produto finito de

P-e3paços, as estruturas uniformes natural e produto das na-

tUI8.1S coincidem. ~ o que nos mostra o corol&rio do teorema

seguinte.

Teor~m<:t---.l- Seja J-~ UJIl P-espaço. Uma condição necessária

para que sôbre ExE, as est r-utur-ae uniformes
I

natural e produto das naturaiG coincidam,
,
e

sue as estruturas uniformes natur-a l. e uni ver-

8u.1 de J::: coincidam.

Demo net r-acáo - Todo afastamento corrt í nuo e Lí.uu. t.ado sôbre--_ .._- _"!.~_.. -
.8 é ur.í.f'o rmemerrt e contínuo em .:~x.t., quando munido da c s t r-ut.u-

ra uniforme natural e, po rt an to , quando mur.í co de. p r-oduto

das naturais, d~vid0 ~ hipótese da igualdade entre essas es-

truturas ur.iformes, Em virtude da proposição 4 concluimos ,

pois, a igualdade entre as estruturas uniformes natural e u-

niversal de ~.

CgX'2..l:.~l)-.?. - ~;xistem l-'-espaços em qUF; a eet ru t.ur-a un í.f'o rrne

pro dut.o das naturais é e s t r-i t.urnerrt.e menos :fi-

1'.5. que a. estrutura uniforme natural d o produ-

to,

:~U8 a potência de _G é maior que a di) contínuo. Como, para
~d f ~ , .to a 'unç ao numeri ca contínua f de .Li: , é dif6rente da dia

é'On&l de _!:::;'.l~ 1.:J(J}'qU8a potência de E {; maior que a do corrt í

nuo , 't emos s ô t re E, 8. estrutura un í f'orme universal es t r i t-.

mente mais fina que a natural. Resulta, pE::lo teorema ante

rí or-, que a estrutura uniforme natural de ~~x.Jé estritamente

mai a fina que a estrutura uniforme produto das naturais.
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C h } 1 T U L O IV

~1PLICAÇnES D,;' T.óORIA. ,DOS_ :t:-~SP~ÇOS Ero! TOPOLOGIA GERAL

Seja f uma aplicação do espaço .81 x.:;'; 2 ' em um espaço F.

Para todo x f Ll' indica-se por fx a aplicação de .82 em F a.§

e í.m definida: fx(Y) == f(x,y) para todo Yt; ~2 Anà.Lo gamerr-

te, introduz-se, par-a todo Y E E,." a aplicação f de'::: em F.~ Y 1

:P_t.0·iIliç~~2. - Sf:jarn El' :82, F espaç os topológ:icos e f u-

ma aplicação de ~~lx.E2 em F. A aplicação f'

é dita separadamente contínua, se para to-

do (x, y.) t.:: El x:C;2 as aplicações fx e fy fo-

rem contínuas.

Lema 1 - Seja E um espaço completamente regulG.r. Uma con

éiição ne cee s ár-La par-a que t ô da ap'l.í caç Eo separa

d amerrt e contínua de _~xE em R c e j a con t f nuu, 6
que j':; seja um P-espaço •

~lstração - SUpO;nhu."'Il03que .8, oomp Le t amerrt e regular,

n8.o seja um P-espG.ço· 3xiste então, pelo teorema 1, uma fun-
'" r . t' f d ._-, t I n-l( 6) '" . b

ç ao numer-aca con n.r.ua e ~,a que, I . nao s e j e 5. 'er
to em 1.:; • E~(ü.>te pois xo( f-ICO) de modo que t.ô da vd z í nhanç a

de x t8nha intersecção não vazia com o complementar de
1 o

f - (O) . Definimos a seguinte apli caç 8.0 de l<;xE em R:

g(x,Y) == O se f( x ) :';:

== 2f(x).f(y)
2 r.

f (x ) '!"' fL ( Y )

f( y) == O e

para os demais pontos.

'ii8rlfica-se, f'àc íLmen t e , que a aplicação g é separadamente
,. ....." () ô dcorrt.í nua; mus , nao corrt í nua, porque g x ,x ::::O e t ô c a vi-o o

zí.nhanç a de (x ,x ) possue um ponto (z, z) r-ar-a o qual z pc,!'
o o -1 -

tence 0.0 comp.Lemon t ar- de f (O), o que acarreta g( z , z ) :;::1·

Seja J.' um espaço t.opo Ló sí.co s i.pa r-ado em que to-

do ponto possue um s í.s t ema fundamental de vizi-

nhanças abertas e f'e chadaa- Uma condição neces-
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scÍria para que tôda aplicação separadamente' .corr-

tínua d e ExZ em R s o j a corrt Inua, é que.11: se)a

discr0to'

p0monstraç'2p - Suponhamos E um e s paç o topológico não dis-

creto satisfazendo às hipóteses do lema. Vamos construir uma

aplicação de Bx;~ em R que seja s epar-ad amerrt e contínua e

corrt fnua . Isso feito, o nosso lema ficará d emons t r-ado .

Corno ex í s t e em E um ponto a não isolado, (a, a) é um ponto

•...•
nao

não isolado de BxE. Seja (O.) um sistema fundamental de
1 if:I

ví z í.nhanç as abertas de (a, a) • A cada i E I, as so c í emos um con

junto ~. não vazio, aberto e fechado em ~,
1

eli!. O. e (a, a) não pe rt enccrrt e a A. xA.-
J. J. J.

que, tomando-se em O. rua ponto (x. ,x.) :/ (n,a),l l 1
po rque (a, a) nào é Lao Lado , podemos , por Der o

com A.xA. contidoJ. l, ,Isso e posslvel por -

que existe

espaço B se-

pc rado , encontrar uma v í z í nhanç a A. xt.. de (:x., x.) com (a, a)
l l 1 J.

n;:,o pertencente ::;.;'~.xA.; .;. aberto e f e chudo em.8, ol l l
Oba e r-vamoe que, pelo f'ato de todo pontocontido em O.

l
2; ad.n.i til' um e í s t ema fundamental de vizinhanças ab er t as e fe

A.xA.
l l

de

chadas nos foi possivel tomar A. aberto e fechado com A.X~.
1 l 1

cc nt í do em O.' Bem ordenrunos I ·Definimos por Lruluç ào uma a-
J.

p'l í.caç áo H de I no conjunto das partes de .B, qu e indicamos
: ~ ,da· séf.uinte maneira: H(l) = Ali suposto H deflnido

para +oúo j .:..i, pomos

H(i) -
°ir' r ,

j H( j) xH( . \ : fse i
i J -'.• (1.... j";.i

("', i L.-i n( j )XB( j)
-e-,

se !O", , L. . - r~ J<~ .

ou

A.1.

o t \ i H(i)xH(i) ...• ,
fechado (a, a)cor_lJ un: o ;1.

_.
i 1"1 nao e porque nao

fj.rt811C(;: . ( a, a) pertence A" De fato, (a, a) "-a H. t; a como nao
pc r-t erice a.: .. :x .; . para

1 l-

a is:» Aftora, A;' 10. i',';.
~ J.

todo i t: I, t.emos (a, a) não pertencente

par-a todo i po r-que , se p( i) = \b ,

O.. ' \ r i" ... : H( j)xH( j)"
L '. J.'.J. .

IIei) = ~ ve~' Xl·"l.i' ,....Ai .Li

../ o,,:" e, por co ne eguLn t.e , I ··:0 ../.;". e seI e ___1. ~ j i I "r' 1

contido em O., de onde resulta A (·iO. fI .
1 '1 '
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Loro, temos (8.,a)(-1'... Para todo i 'I j, H(i)t' lH(j) ;::';t . Com

f .t C<' •• S 'H(') - t f t ' t . . 1IJ (;;,l 'o. 0UPOIJ.l1:::;.mos J {~l ••... 8 .\.L - a: o '1.1 o e r-rva a ~ se.' ,, ," . I "
H(i) == .fl., vem O.: 't! l_-, H(k)xII(k) - (h e, po r-t an to ,l li . - k<l" r: 1::"

01;"'~d(j)XH(j) ::':,(' Segue-se daí, lembrando que H(i)xH(i)

ijstá contido em 0i' que H(i)xH(i)i'qI(j)xH(j) =:/' , o que a-

CLI,Treta lI( i);···.H( j) ::: Ç', . Definimos agora a seguinte aplica-

em R: f(x,y) =, 1 SG (x,y) t A e í'(x,y) - ° se
(x,;y):~ A· ,:'-::S82. aplicação não

t - .". ~ '''1 'a ae sua auer~nCla A· K a e,

~ corrt fnua po r-que A é diferen
sePêradaJn-ante - ",-

por'ern; ,,'contInua. Com razao

para todo (x,y)( 2xB, os conjuntos ;x",E e Ef:Y; t3m inter
~ - , . ds e cç ao nao vaz í a com, no maxa mo, um conjunto 8. forma

H(i)xH(i), po r que H(i):~H(j) ::: ,:.~:. s empr-e que i I j. Lembran

do qu e par-a tOGO i, H(i) 0 um con jun to aberto ,;; f'e ch ado , r~
suJ.ta qu\;; f contínua· O ~~ma fica compl~
t.ar.en t e demonut r-ado.

Teorema 4. - Uma cond í ç áo ne oes s árí a (e euf'Lc í cn t e ) para

que eÚi U'Il espaço comp Let amerrte regular, t.ô da

aplicação separadamente contínua de ExE em 11
. t' ,~~Ja cün lnua, e ~ue E 8~ja discreto.

:J8IJLOnU~.J?_aç%.?. - Pelo lema 1 o espaço comp.Le t amerrt e r e gu -

lar B cS um 1)-8spaço. Como um Pr eapaç o s a.t í af'az às Irí pó t es es

d:J lema 2, por causa da propriedade -b- 0.0 t eo r-ema 1, o nos

80 t~or~ma ~stá demonstrado·

?()~~m8:..2- 8t::ja B um espaço completam8nt0 rç:gular. Uma

condição necessária e su íí c í on t e para que em

E, tôda sequência simp10sm16:nta convergente
d<.J funções numé ri C:'-lS contínuas t.enha por li-

mi te uma função numé r-í ca contínua, 0 que

se j a um P-espaço .
- , . 1C~diç~o ne ce s aaru a - Seja x um ponto qua quer de E

o
(V )"J um conjunto enumerável de vizinhanças de x _n n. r. o Como

:s é comp.Let.amerrt c regular, existe, para todo n E· N, uma ap11
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c aç ao contínua f

11

I; V . Para
r n
contínua g-n
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de .i!: em ~-0,1_-, com f (x ) == ° e f (x) == 1n o n-
todo n (. N, definimos a seguinte função n~

g (x) == sup f. (x). rara todo x (. E·n . l '. ,
1': i:"n

8 uma sequência mono t.ô n.i ca n~~o Qecrescente, 1i-

para x
, .

merlca

.'g (x) \
'. 'n 'n(N

mitada, 8, portanto, corrve.r-gerrt e para um Lí.m í t8 g( x ) com

o c:: g( x)<::; 1· A função numé r í ca g, assim d-::fj.nida, é, d ev.í do

à h í pót e s e de nosso t eo r-ema , uma função numé r í ca contínua·

A.gora? g-l(-l,l) está contido em :}~\ V
n
. De fato, se

n=l-,
x ::~g-J...(-1,1), vem g(x)<.1, de onde S0 s e guo que para todo

rNT -( )/-, t f( )-1 -n e. n , g x '.,-,-, o que ace.r-re a . x <._, c;, portanto, xt::Vn ~,n n
• . t·;··R,\

para todo n, ou se J2 X {:: f i Vn· Como g( xC') == 0, o co.n jurrto
n=l ./

-1
g (-1,1) é uma vizinhança aberta dC:Jx e,

o por consoguinte,

-:: " iT,
n é UJTlavizinhança de x o' o qUi:) demonstra 88r E um

n::::1

P-espaço.

Condição suficiente - SGja (f) uma sequ0ncia qual
.---- n rl~~N

qUGr de funções nwn~.ricas contínuas de E, simplesmente; con-

vi:;:r:'gent0 para urna tunção numérica f . Mostremos que f ~ con-

tínua em qualquer ponto x de E· Para tanto, bastará moso
traI' qu e ex í s t e uma vizinhança de x em que a co nv e r-gôric i ao .
da s,:;quôncia co ns í de r-ada é uniforme.

Para to do número na tura1 p,
'; () ()' I l1 f x - f x ,.<-
'n o mo"p

existe 1.1.IYl núme-r-o natural N,
P

para todo par (n,m) satis -tal que

f'az.e ndo n "~N '" m -' ~T J Como a f'unç ão'p . p num8rica f - f (; conn m
tirrud, existe, para todo par (n,m) satisfaz~ndo a condiç~o

una vizinhança V de x de; modo quep,n,m o
1

! f (x) -- f (x)! / para to do x,:: V
n m" l) -- p,n,m Pondo

vp ==
", ' v ,que é uma vizinhança de x po r que E é ump,n,m onvN

'o
m'N-'. P

Pr es paço ,

X .; V c n'.- p

1
Podemos e s cr-cvs r i f (x) - f (x)i ,;' para todo. n m' P

N , m ; N • Chamando
p p



- 20 -

v = 'i V, que 8 também uma vi zinhanç a de x , temos a con
-0::-:1 p o

verggncia uniforme de (f) -J em V, como queríamos mostrar-- n n~~

Vamos fazer, em Gdguid.a, a E;xt~nsão do 't eor-ema acima, pa-

ra espaços topológicos quaisquer. A ext8nsão 0 feita seguin-

do uma técnica já bem co nhe cí.da ern topologia-

QU2 indica-

., a menos fina das topologias que tor-nammos por .c:;

con t í nuas as f'unç ó e s numéri cas contínuo.s dl;:o

dspaço topológico uniformizável'

'0".ti O): •

.:
>i'
.u.; ..

'0>

,
e um

..".'

Def.iniç~o 0. - Sendo E um es paç o topológi CO, com topologia

',:, o espaço un í f'o rn í.z ávo L "E o. G chamado o
-

l.spaço uniformizável associado 8.0 0spaço

Varno s lembrar aqui a l.guns Tt:)sult ado s corrt í.dos na "Topolo-

@it:i g6n{:rale" do {trupo Bo ur-buki, .

Seja <'J/ uma cs t ru tur-a un í f'o rmc cornpa t f vc L com a topologia

de um espaço topológico uniformizd.vel .8 e C a int\:::rsé-cção

dos conjuntos do filtro que d e fí.n« a estrutura '.J. O oo n jun-

to C depende apenas d;:t. topologia de E e não da, estrutura uni

f'orme comprrt ívo I com a sua t.opo Lo gí.a , 3ssa observação pe rrm-:

s e r-u.í n t e
c caract'Crização de C~

C =. (x,y) C .c.,;xB ; f'{x ) = f(y) para tôda

r'unç áo , . ,,'numer i ca co.n t í nua ~ •

A rela:;:'iio (x,y)( C, é uma relação de cquival~ncia que de-
eígriamos por T _ ,'... estrutura un í f'orme sepurada as s oc í ada a i.>/
d e.f'Ln i da sô br e o:.o:/C::'G compa't f ve L com a t.o po Lo g.í u do es paç o

ilUO c ícnt (":0 ;~'ourb;:llü 2 - Capítulo 2 - § 2, Obs8rvaçõ,;s~:

:Q.~r~n.:io!~~o_:L- Seja .b um espaço topológico un í.f orrm z áv eL

O e s paç o topológico .E/T é chamado o e spaç o

conip.Le t amerrte regular ac so c í ado a E:.

J2.~.t\.ni.9ã..o_.8
0

0- ~)í:.;j a li; U.m espaço t.o poLó gi co muni do da topo-

loria O d3pa,~o comp Lc tament8 regular as
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e o c í ado ao cSPclÇ!O un.í.f'o rmâ z.áve.L {:;" é chama

.•..•...,

do o es pa., o comp.l c t amcrrt e r..::gular associado

.':J1TI 1;? espaço t.opo Ló mco , tôda seouência

simp10s.ffi8nte converp.ent8 d8 funçõE::s num8

r í cas contínuas, té:;Jn por limi te uma f'urr-

ç8.0 numé r-L ca contínua.

r.ema 1 A propriedade A [ verdad0ira em ~~.
'.:.

,
s" E; eornerr-

t;j EJc c La for ve r-d.ade l r-a em E i:
'..

nu D. f3 •

1:el!~~_~ - St:. ja .8 um e ap aç o topo Ló g í co uni f'o rmí z áve L. A

propriedadu A ~ v~rdadeira em ~ se e s6illente SE;

ela :for v e r'dad e.í ra em j::;/T.

- L dclllons t r aç ão fato, que f ar-erno s em

seguida, ,) bas t an t e simples.

~)l.;;jc!. 11 a up'l í caç áo canô n.í ca de E s ô b re .J:~/T. Se f é uma

de '>/T'.. , "V '...........,

entao g = foh e uma Iunçao

nu.aérí.ca co n t í nua de .l:~ e t ô da função numó rí ca contínua €~ C~0

..'J pod.é:: s e r de cornpo s t a n e s s a forma p2T8. UT1é,.. única flJnçs.o nu-

;;lérica co n t i nua f de B/T. H,~, assim, lembrando a car-ac t e r-ã-:

za ; ao que dc.mo s a C, uma co rrespondênciél bi un í vo eu cunôn í Cê1.

entre s.s apJ_i caçõ 2S numé r-i cas contínuas de

"()n·t"L'Y1UQS(J ',/m CO''''J' am (f ) " (o' )C 1 •• '.'. Coe J.(:;, ,,W .!.. ,)0;; CWo N L: e, . Te'n r~~ TI n .. , orid e & :::: f oh ,n n
thV':LS 8.::quênC'i.:.Is Ct.:; funções numé r-í cas contínuas d e .t~/T e

r-e.s pe c t i v aincn t e . :38 (f ) ., convc r g.í r e í.mp.Le amerrt e para uma
n n·~N

:;'unç'8.o numér í ca f, E::ntdo (g) N convergirá simplesmente pa.
n n(\ .. -

ra d iunção nUill0rica g = foh. InversanlE.ntc.:, 3e (g) _ con-
n n".N

vE;rgir s í.mp.l.c smcn t e para uma função numé r-í ca g, g s e r á cons

't an t e [to 10n[:0 êL::.8 cLae s e s de e qui va Lên c í a porque o mesmo a

co n t r. c e com os ma-portanto, s e r- decompo e t a d~
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nc í ra única na forma g := foh 8 (f ) '1\' conve r-gí r á s í.mp.Lc smenn n~ 1.'

te para f· n88ulta, pois, que (f )'r co nvc.r-ge e i.rnp Le smen t en n!·;~\~
Para uma funcão numé r í ca contínuo. f se e som.ent(~ SE:;' (g) .. ~ n n(N

. 1 t o - , . t'convf:rgLc 8ll:l.P_(.:.;SlTl,;11 e para a r unç ao nume r i ca•. con anua

f.~ =: foh ~

~;;rflum espaço t.opoLó gí.co ti: 8 verdadeira

propriedade A s~, 0 somente se, o espaço

a

comp Let ament e r-e guLar- associado for um

~:?-Cf:lpaço .

.GGsa proposição é uma cOl1sequÉ}ncia imGdia-

ta das definiç3es 6, 7, e C, dos lemas 1 e 2, e do teorema 5.
A pro pos í.ç áo e e.gu.i.nt e e seus co ro Lár r os , ele verificação

bae t an t e s.Lmp.l es , rnos t r-am a po s sí bilidé1.de de se obt e r- topol.Q

€i~s de E-espa~o com de·tenninadas propriedades.

?ropo~_~ão_~:o - Seja E .: ' completamente r.:::gular Lxí.st e a
:.:.:

~~nos fin~ das topologias de 2-espa~Q
:...•...•

mui s f í.ne.s qu~ ,'_;.

S,,::ja.: .» uma estrutura uniforme compatível

com a topologia .. de.;.8 e (V,)" I uma base do filtro de Em -
l lt~;

.,'

tornos de>, , com os V. simétricos. A classe dos conjuntos
l

~ para todos os J ""~'I enumeráveis, f'o rma um sistema; .' V
j,.-: tT i

. ,
tunuament c.L de errt.or-nos ele uma estrutura uniforme ,,' r •• ])8 fa

to,

de ~xE está contida em i V D~raj,,~J i' ...U
por que ela está conti da em V. qua.Lque r1 '

todo

Que
.L

e e j a i . I~

b)
-1•. V' .l

"I V,
'. T l
l':, cJ

c) lara to úo i ' I, existe V..;
n __.?. Jn

:i .: I, tal o u e"n - ~

2
V.

Jn
. De 0Y1C;.8 se s egue r/"

n==l n=l
v·l nn=l

~'J

A t.opoLog í a '>, deduzida de ".' é mais fina que -'.1
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Sendo E., separado e un.i f'o rrm z áve L, resulta E:, compl e tamen-

te r-agu.La.r. Como ~.,:jVi (x) = :i;~'j v~!(x) ,~topolof:üa -"(':'

é de Pr-e s paç o , Além disso, .~>,é a menos fina das topologias

de 1'- espaço cue ::>ão mais finas que ft:, como se veri fi ca fà -
cilmente.

S;orolário ! - Seja Z '._ completamente regular, Uma condi -

ção necessária e suficiente para que todo

ponto x de E.:,.. tenha um conjunto enume r-áve L

de vizinhanças, cuja intersecção s e j a x ,
,
e

Que a menos fina dus topologias de P-espaço

que são mais finas que l~!:.·, seja a discreta-

Corolário 2 -- Sb j a ( fi) ie: 1 uma família de apli caçõ es

em ~.(para todo i, f. ~ aplicação de E
1 - 1

-.' ). OS ·:i' sendo (;..S,1a80S comp.l.e t amerrt e'-'i' J.:Ji .1:' , -

de B
em

:C8@

lares, Suponhamos que para todo (x, Y) F .8xE,

com x i y, exista ímhce i tal que

f.(x) I f.(Y)· 3ntão, existe em E a menos
1 J.

fillu das topologias de l'-espB.ço que tornam

as az,'licações f. contínuas.
1

D_~_I.1lQ.!~_ê_:~.r:tl,çZl<?_- O espaço E ';__ , onde';~'" é a menos fina das
0':)

topolocias de G oue tornam as fi contínuas, é comp l.e t ament e

l'8é01lo.r. Tomemos a 'r;' associada a ",::..; no sentido da p ro po ej,

gia de }'- espU.ç o

as f. são corrt í nuae . Se ~',' I J é uma
1

s6bre E, com a propri~dade de tornar as

topolo-(;0.0 10· }'ara ":".'

,
corrt í nuas ~ ..-'" , , é ma í s fina que'/,' e, por cone e guí.n t e ,

f.
1

mais

fina deU€: •. ', devido à proposição 10· Logo ":.:j' é a t.opo Loga a

que r~sponde ao nosso problema.

Cor_ol2:~i..o....J - Seja C<-i,) i,:,,1 uma f'amf Lí.a de 'topo Lo s-Las sô -

bre um eapaç o Ej os B".. sendo espaços com
:.-l

pletamente regularss. Existe a menos fina

das topologias de ~-es9aço que são mais fi-

nas que as ~:'i
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COI ..Q)~..4r_i_<?._4. - Se ja (:Si) it: I uma família de espaços comp l e

tamente regulares. Existe a menos fina das

topologias de P-espaçoj que tornam as pro-

jeções de r{ E s5bre os E continuas.
itI i i

'I'erruí nàndo ê s t e cap í tulo j vamos apresentar mais duas ca-

ractariza~õos dos P-espaços.

:f'!.'..<?J?<?J-.:..i::..S:.E:?_ 11 - Uma condição necessária e suficiente pa-

ra que um espaço completamente r0gular E

seja um P-espaço é quej para tôda função

numé r.i ca contínua f, exí s ta urna f'unç ão

numérica contínua g, t&l que fg seja a

funç~o constante zero com f(x) = ° se e
s~mGnte se f(X) i Q •

.º-<?!l9..i_çjiQ....!~.~~SG(~:!.-'.~..~ - Se f'( x ) é ó í f'er errt e do z(C)ro para

todo ponto x dt, .:.~~tomamos par-a g a f'unç ao co ne tan t e zero·

1,:0 caso contrário, b::1.sta definir g assim: g(x) .- I pe.r a to

elo x:~ r-I (O) e f( x ) _. O para todo x 4 f-'I( O)

Qo~?_i;;~;,o....~~_1~:LciE;nt0 - :basta notar que f -l( o) == g-l( I()

d; S en do o conjunto ab: r t o consti tui do do s núm- r-o s reai s di

f~rentes de ~ero·

.l?1;~0)25.?_~9'3.0__~2 - Uma condição necessária e s uf íc i en t e pEC

ra que um espaço completamunte regul'lr .w

seja um P-espaço é que todo sub+ con j un t.o

enumeráveJ.. de f'unç ó e s numé r í ce s corrt í

nuas de .ti: seja um conjunto equico:ntínuo·

i. Bour'b ak i 4 - §3 '.:

.QorS~.~s_0..o_.p8.9.a_~s.f..!,}_a - Seja Xo ~ :E e (f) 1\T um conjunto en :n ':l~ -
, . -, . ,nume rávc I q1.úilqu(:;I' de f'unç ó e s nume ri cas corrt í.nuas de J~. Pa-

r a todo n 2(.1& 0 urna vizinhança abe rt a de x tal que x r:: O
(j YJ. o ··n

.í mpl Lque 'f (x ) - f (x )! <"., po a i t l vo e arbitrário.n no'" »Ó,

Sendo j~ um P-G:::;paço~ o conjunto O =:, O é abe r t.o e ,n=l n
r-a t odo x " 0, n qua'Lque r , vem ; f (x) - f (x ): '.: ::.n n o
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COJ~Q.j:S_~()_,,_~_~Í~i.~i_e.!l_~_e,- Seja (On)nCN

vel de conjuntos abertos de E e O =
urna f'am í Lí.&~ enum« rá-

ponto qu.i.Lqu e r x E O. Par-a cada n
o

. " O : Tomemos
n=l n

cx i s t e uma ap Líc-.ç âo
um

con-

tínua de:~ em to, 1: tal que f (x) =: On o
, ,-

ra x (:, O' • Sendo 0~8a faarí Lí a de f'unç o e s; n

e f (x) = 1 pa-n
equicontínua em

x , ex i.s te uma vi z í.nhanç a abe rt a A de x tal que x r: A, implio o . -' -
que; fn (x.) < 1 para todo n . Isso significa que A t~st8. conti-

do em O ;.::~ por co na e gu i n t e , que O é abc:rto,
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C A P ! T liL O V

Se ja .8 um espaço cornp.l.e. tamente regular r Consideremos sô-

b re .G a menos fina das estruturas un.Lf o rme s que tornam uni-
-. -L t" t ô d .s» - , , t í10TIn8men~e con lnuas o as as ~unçoes num~rlcas con lnuas e

.,~ )I

limitadas de i~, Tnd.í camo+La por 'I (E) ou e i.mp Le smerrt e 'fi',
\'0 .- 'O

quando não houver qualquer dúvida quanto ao espaço sôbre o

qual ela e s t á definida" Essa estrutura uniforme é compatí .,.

vel com a topolog:i.a I~:',de E. Com e f ei to, a topolo {'i a, que d.§

La S8 deduz , ~ a menos fina das t opo Lo g í as que tornam conti

nuas as funções numé r-i cas contínuas I;j lini tadas de Er' Co-~...,
mo E" é come Le t arnerrt e r-e gu La r, a t.o po Lo g ía deduzida é i-

gual a '~:: . TiIlmido da estrutura uniforme , !" e da to po lo O'iao t::

..ti: é um espaço urn f'o rme precompacto ~ r Bou.r'bak í, 3 - ~ 1.: ,
nxercício 7 e Bourbaki 2 - § 5 do Capítulo 11 - Pr-opo s í>

ç~w 5 {- '

Definição 9 - A e s t r-utur-a urrí f'orme ,; ,~
'v , aôb r-e um espaço

o
~:i~ comp.l.e t ame rrt a regular, é chamada estru-

tura un í f'orrne de stone -. Cech. O comp.l.e t.a

do de .3, munido dessa e s t r-u tu r-a uniforme,

~ denominado o compactificado de Stone-

- Cech t indicado por ~'(2).

Ob(lerV8JnOS que

fácil v8riiicaç~0:

a) ;";( 1:) é compacto e contém b como aub+ e ap aç o dE:.nso,

b) ;.rÔU8, função nurné rí ca contínua e lim:L tada d,:;2~ se pro-

go~a das seguintes propried:::..des~ de

lur:€"a pOI' continuidaã.e a ;'~j(..ó).

:t.'odc-'se verificar também f'à.c í Lmerrt e , que essas pr-o pr í.eda
,'

des caracterizam o compactificado de stone - Cech l1ais ex-

pl:1.citôlilente:

~;e F é um e s paç o compacto contendo densamentel; e, se t§

da t'unç ào numérica contínua e limi t.aô a de .2 se prolonga por
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continuidade a 1\ Gnt~o F 6 homeomerfo a

Lerub r-amos aqui Que, sendo (..:~.). _ uma f'am í Laa de espaços
~ l l·:·l

comp.l et ament e regulares, os espaços"i, ( ~', .::::.) e
L.I l

s ao ditos canônicamente homeomorfos se existir um homecmor-

fiSIt10 entre •...esses espaços cuja restriçdo a 'í "T"
I ;, . ".'-1.

l
é a iden

i" T
tid:::l.de .

~LeI!l.L - Sendo .::;um espaço comp Let amerrt e re€;ular, uma corr-

cl.iç'&o , .
ne ces s ar-r a para que em ,~x:;:; se tenha a e st ru

tura urrí f'o rrne de Stone - Cech igual ao produto

das estruturas um ro r-ne e de stone - Cech dos 1a-

tôres ú que .2; seja pseudo compacto.

Em ExE, munido da estrutura ur í f'o rme de
..•.

Stone _. Ce ch , 1 ,,~ , . t fqua que r runç ao numer-i ca co nt anua e limitada

é uniformemente co n t.f nua . Como

por h í pót 8::; e, en 1:;8.0 em par-t i. cular qualquer a 18.E':: t ament o con-

tínuo c limi t ado de )~ é un í f'o rmement e contínuo em ~x.~ mum>
'g \'

.' (..~)x/· (.8) I Por t an to , pela
o o

\::, por ccns e gut rrt e , o completado
PTQ

de

do da estrutura uni f'orrnc

'0 o
.C·;, munido ds. estrutura uniforme uni ver-sa.L

I~;s o diz que

é comnao t o ."0' .J;

:E é pe eudo compacto, po r que t ô ó a f'unç ao lJ.V ..Hl8:::'3:

ca contínua de J.~ e endo uniformemente co nt í nua em .6, mur.í do

de se p ro Longa ao seu com .Le t ado e lf, po r-t an t o , lLli ta

da.

I'eo r-ema () - Uma condição necessária para qt..l8 o compac t t-:

ficado de stone - Cech de ~X~ seja can5nica-

mente homeomorfo ao produto dos compactificQ

dos de stone - Cech dos fatôres, 8 que G se-

ja p~e~do compCicto.

~:.~!~C2.~lf:;t~_c:!:S-~u_c::.-- ~:;t:;ndoos espaços homeorno r-fo s compa.ctos, o
hcmeomor-fí.smo canôrxí.co é t.ambém um is')mor::t'is1J2.oentre a8

SUêi3 U3 trutuI'ús uni fo rmes . A r-e s t riç 2,0 a .i;x:i:, qUL; é a apli-

cuç ao identidade, sendo WD isomorfismo entre 3xE com
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;,'i'(ExB) e Ex~ com /.'j (!~)x ','/(1), acarreta ::... (Ex.lf,' =
''0'''0 .' o o ;

.. .(- .... >.~
= '(i (B)x ' ..' (B). O lema anterior nos permite concluir o~ue

00

E é ps eudo cornpact o .

~:.e..9rer!!:.~ - Seja .8 um Q-eepaço ou um li-espaço. Uma condi

(?ão necessária (E:. cuf í.c í ont e ) para que o com
-.

pactificado de stone - bech de ~x~ SEja can6

nic&mente homeomorfo ao produto dos compact!
','

ficados de Stone - Cech dos fat5res ~ oue E

SOjE1 compacto •

.D~mom:~tri:lção- O homeomo r-f í smo c anô n i co entre os dois 8S

paç os compactos ac ar-r-et a , devido ao t.eo r-ema ó, E -, po cudo

compacto. Como todo espaço completamentç regular e pseudo

compacto 8 um fJ-espaço S8 e somente se ê Le for co.npuc t.o

!.Hewitt - teorcma 54 j, o teorema ficu demons~rado para o

caso de i; s c r um. Q-E;Sr)açO, No caso de .3 ser um l'-espaço, o

teorema é uma consequência do coroléÍrio 5 do teorema 1.

-Lema - Sendo .8 um espaço completamente reg1.üar nao com>

pacto, UIIla condiç8.o ne ce s s á r i a para que sôb r e ExE
,.'

se t enna a estrutura uniforme de StoYl.e - Ce ch i-

gual ao produto das estruturas uniformes de stone'-
;

- Oech dos f'a t ô res, é que i:, mun i do da e s t r-ut.ur-a

uniforme un í ve r-s a.L, não seja con.p.Le to .

cio da demonstração do lema do teorema 6, t6ffiOS

Demonstração - Por um raciocínio aná.Lo so :.:.'.0 fe l to
:7\'...~./

o

,
no ira

_.
\.•..r o,

E; um10,.0..,,0, i;, munido da estrutura uniforme universal "- o
~Gpa(;o un í.fo rrne precompacto· Portanto, com essa estru

turü un í fo rme , f'o es e completo, li: seria compacto, o qUE' con-
. hi nó t wrtr8.:.rJ a a n i po 080· l~OSSO lema fica assim verificado.

TeoremC'.i,i) - Seja :j; um espaç o cornplc t amerrt e rGf'ular riao

compacto. Uma condiç~o n0cess~ria p~ra que o

compactificado de Stone - 60Ch de Ex2 seja

canônicamente homeomorfo ao produto dos corn-
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pactificados de stone - Cech dos fat6resj

,
e

que ~~, munido do. estrutura uniforme uni ver -

sal, não sGja completo.

Demonstraç ão - Com racio cínio aná Lo fO ao f'e i to no iní cio

da demonstração do t00rema 6, temos como conclusão
.>, ~ .: f.P )f:'

.~ (ExE) = I~ (~)x y (~).logo, pelo lema anteriorj resultao o o
que l~, munido da estrutura uniforme universal, não é comple

to.

Sl~.2.}'emi:':.....2.- ~)e j a8 um espaço paracompacto.

Capítulo 1, § 10 - Definiºão 9

Bourbaki 2 -
-. h,)
I

Uma condição necessária (e suficiente) para

que o compactificado de stone - 6ech de ExE
seja canôn.í carnent e homeomorfo ao produto dos

compac t.í f í cado s dos fa tô r-e s , é que i; seja

compacto,

Demonstraçã.o - Suponhamos E não compacto.2;ntão, devido

ao teorema 8, B, munido da estrutura unifoTIue universal,
,
e

não completo. Mets, isso é falso, porque to do e spaç o par-acop

pac t o é completo (mando munido da estrutura uniforme uni ver
sal· :,.Kac

O~serva,;ão. - Seja B um espaço completamente regular com

a propY'iedade seguinte:

o si s t e-ma (V.)... I de
l lt:

contém ('.T.) .. T , J .: I
l l,~<..J

l'T e ~J s e cas o, :;; é

vizinhanças da diagonal !\ de
enumerável, tal que . , V ::::t. J i

completo com a estrutura uniforme universal·
i Ume gak í

:~;ntão, no teorema 9j podemos substituir a hipótese de .ó lJt~-

r3.compacto por .~ completamente regular [.ozando da p r-opr í.e da

de acima·

.._--- _._-_.-_.__ ._--- ._-------- ._--
( .. ) _. Ver. Kelley -- Capítulo 5 ..~ , jJi.Lra propriedaôes dos

espaços puracompactos



- 30 -

Corolá.rio Seja E um espaço.métrico. Uma condição neci::§
sária (8 suficiente) para que o compactificª
do de Stone - Cech de8xJ~ E:e:;ja canôrn.camerrte

homeomorfo ao }:I'oduto dos compactificados de
Stonc - bcch dos fatôres, " .e qU8 ~ seJa com -
pacto.

J)t;:;~~Est}'aç~.o- Bste co r-o Lár-Lo é obtido lembrando qUE; to-
1',.' tdo espaço mecrlCO e paracompac o'

2;ste co roLár-Lo po de também ser obti do como cons equ ê nc i a
de. observação fe í.t.a apó s o teorema 9 .
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