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-I N T R O D U ç A O.

Trata a presente tese do seguinte problema: seja ~

um ideal primo de um anel de polinômios R =kLX
l
, •.•,X 1 (-\,:> 1= R ,

n n 6 n
\)/= (O»), determinar o conjunto S formado por zero e por todos os

polinômios f, f j: O e gr. f ) O, de R, tais que todo ronto de
n

V ~ 'l~(b'l ) (variedade algébrica do Sn determinada pelo ideal 1:> )
seja um ponto múltiplo de ordem pelo menos f (~ inteiro, ~~ 1)

da hiper-superfície algébrica H = \T(R .f). O resultado a que chegá-

mos é o seguinte: S a:: \J (P). Para demo~strármos êste teorema estabe-

lecemos, inicialmente, uma condição necessária e suficiente para que

um polinômio f de R pertença à potênc ia simbólica f -ésima

de v E' a SegUinte~ A) - f E r;(r) quando, e somente quando,

tôdas 2S derivadas parciais m í at as de f e de ordens 0,1, ••.,f-l

portencem 2 t). Para a demonstraçao dêste teorema são fundamentais

os critérios das matrizes jacobianas e das matrizes jacobianas mistas,

que caracterizam os pontos simples de uma variedade algébrica. No ca-

p í tulo V fizemos uma expos,ição de alguns dos resultados, devidos a

O .Zar á skd, sôbre pontos simples de uma variedade algébrica ([19} (1) •

No capítulo IV, estudámos, além das derivações de primeira ordem e dos

aneis lOCais (necessários ac desenvolvimento do capítulo V) as deriva-

çõ,:;sparciais e as derivações parciais mistas. Aqui adotámos a defini-

ção de F.JLSchmidt de derivação de ordem superior e fizemos uma nova

exposiç~o sôbre as pr opriedades destas derivaç ões. No capítulo VI, pe-

la aplicaç~o do teorema A» obtivemos uma nova demonstração de um resul

tado de O.Zariski sôbr e as funções de ~ (V) (corpo de funções rac í o-

.nais sôbre a variedade algébrica irredutível V) que se anulam com uma

dada ordem, em quasi todos os ~ontos de uma sub-variedade W de V.

Os capítulos 1,11 e IIr contêm uma exposiçao dos resul

tados fundamentais sôbre aneis noetherianos e aneis de quocientes, v,ª,

riedades algébricas é teoria da dimens~o, que são necessários ao dese~

volvimento dos capítulos seguintes.

Quero expressar aqui os meus agradecimentos ao Prof. O.

Zariski pela sugestao do problema acima e pela orientação prestada du

rante a preparaç~o dêste tr~balho.

d
(~)tOSnúmeros entre colchetes se referem à bibliografia citada no fim
es e trabalho.



C A P I T U L O I.

Anei~ noetherianos e aneis de quocientes.

•
1. Aneis noetherianos.

Diremos que um anel comutativo R satisfaz à con-

dição da base se todo ideal él de R tiver uma base fini ta. Por

tanto, para todo ideal Gl, de R existem elementos D( 1" •• , D(s

pertencentes a R e tais que o ideal por êles gerado coincide

com GL, isto e, todo elemento O( de CL pode ser escrito sob a
s s

forma <X =)~ a o()(o + 2..~m oX o, onde a o E R ( i=l, •.,s ) e
1~1 l l i~i l l l

mi E. Z (i=l, ••.,s), Z anel dos números inteiros. Se R tiver

elemento unidade, todo elemento V( de 01. poderá ser escrito,
s

simplesmente, sob a forma o<. = _\..: alocx,., (alo(:R, i=l, •.•,s ) •
i=l -

Diremos que um anel comutativo R satisfaz à con-

dição das cadeias crescentes se tôda cadeia crescente de ideais

(1) ()L1 C C1.
2

C. • •• C Cl
i

C •••

tiver somente um número finito de têrmos distintos.

fica que existe um índice N tal que ôLo = 010 1
l l+

i ~N, ou seja, a cadeia (1) permanece estacionária

um certo índice em diante.

Isto signi-

para todo

a partir de

Teorema 1 - Um anel---
da base---
cadeias

R ~ satisfaz ~ condição

também satisfaz i condição das

crescentes ~ reciprocamente.

A demonstraçao pode ser encontrada em (13}pp.25-26 ou (151pp.76-

78 •

Um anel R que verifica uma dessas condiçoes (e

portanto as duas) e denominado anel noetheriano.

Seja

care:nospor Rtx1 o

com coeficientes em

X urna indeterminada sôbre um anel R, indi-

anel formado por todos os polinômios em X

R.

Teor~ 2 (Hilbert) - Se R _f_or__um_a_n__e_lnoetheri-

~~, R[X] _s_e_r_a_t_a_m_b_é_m~~ anel noethe-
riano.

Para a demonstração ver [13jpp.23-24 ou (15)pp,

74-75 . Dêste teorema decorrem,fàcilmente as proposições:
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1. Se R for Q!l! .ill:llil noetheriano também

R[Xl, ...,Xn1(anel de polinômios em n indeter-

minadas Xl"",Xn com coeficientes em R) será

um anel noetheriano.

2. Se k for ~ corpo entao k[Xl, •..,Xn1 sera um

anel noetheriano.

2. Decomposição ~~ ~ ideal.

Diremos que um ideal I·) de um anel comutativoi}- ,

R, é um ideal primo se for verificada B condição: ab E \J,

a ~ \.1 > b E \) (a,b E R) ou, o que é equivalente, se

R/\) for um campo de integridade.

Diremos que um ideal ll' de um anel comutativo R,

e um ideal primário se for verificada a condição: ab E c)-, a <;\. ~

--~) bfE Cí\_ , onde f é um inteiro positivo conveniente; ou,

o que e equivalente, se todo divisor do zero de RI <Si- for um ele

mento nilpotente.

Seja C)- um ideal primária e consideremos o conju~

to ~ de todos os elementos a de R tais que exista um intei-

ro positivo conveniente f tal que aS'E ~. Demonstra-se que

tl5) pp.66-67 :

3. ~J e um ideal primo.

Diremos que o ideal primo \), assim definido (e que tamb~m é cha

mado radical de (\_ e é indicado por K) = Rad. C't) está associa-

do ~ ideal primária L't, e que o ideal primário t:\- ~!~~ce ~

ideal primo y). _
A caracterizaçao de um ideal primário C} e do seu

ideal primo associado \J é dada pelo seguinte Ll3,p.33J, ou,

Ll5,p.68]:
Teorema 2. - Se.iam \).§ ~~ dois ideais que ~~if~-

~ as ~ond~soes ~

1. G\- C \J
2. ab E. q-, b ~ C\ ----7 a 0_ ~;

3. Se a c:.. 't:'entaoexiste um inteiro

positivo conveniente J tal que
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En tao q. é um ideal primári o e

o ideal primo associado a Ct.

Se R for noetheriano serão válidas as seguintes

relações entre um ideal primário

4.

~ e o seu radical

e \J t c C\, onde f ~
conveniente.

\.> :
tl

um inteiroCt C \-'

,Eositivo

No que se segue sempre indicaremos por R um anel

noetheriano. Diremos que um ideal GL de R e um ideal redutível

se pudermos representar 01. sob a forma G1 0L
l

() ()l2' onde

L11 e rLf sao ideais de R tais que Cil f. Gl.
l

e CL ;. <n.
2
•

Um ideal nao redutível chama-se ideal irredutível. Sendo R um

anel noetheriano valem as seguintes proposições ([13) pp. 35-37, ou,

(L5} ,pp .165-166

5. Todo ideal de R e intersecçao de um numero fi-

nito de ideais irredutíveis.

6. Todo ideal irredutível e primário.

Portanto, temos o

Teorema ! (primeiro teorema da decomposição) - Todo

ideal de ~ anel noetheri~no ~ igual ~

intersecçao de um numero finito de ide-

ai~ primários.

Assim, todo ideal Gl de R pode ser escrito sob a forma ~

(2)

onde ('tI' Ct2"",l1r são ideais primárias. Vejamos como podemos

simplificar esta decomposição. Evidentemente, podemos suprimir os

ideais primários que contêm a intersecção dos restantes. Ainda

mais, temos ([131 ,pp.37-39, GL51,p.169)!

7. Se q i, ... ,q.h forem ideais primários perten-

centes a um mesmo ideal pri~ ~, então

q. i tI ••. ' (\ õ"\-h será ~ ideal primáriO perten-

cente ao mesmo ideal primo ~J.

8. Sejam ct-i e ot2 dois ideais primários nao

pertencentes ~ ~ mesmo idea~ Erimo, ent~

01. I (\ lS\ I ~ ~ ~ ideal primarl.o.
\ 1 -r2
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Portanto, na decomposição (2) podemos substituir os ideais primá-

rios que pertencem a um mesmo ideal primo por um outro ideal pri-

mário pertencente ar- mesmo ideal primo. Obteremos assim uma decom

posição de Gl como intersecç~o de ideais primários e que goza das

seguintes propriedades: 1.Nenhum ideal primário é supérfluo, isto

é, não contém a intersecção dos restantes; 2. todos ns ideais pri-

mos associados aos ideais primários' são distintos. Uma decomposiçao

que tenha estas propriedades é denominada decomposiçao normal do

ideal Gl. Temos entao o

Teorema 2 (segundo teorema da decomposição) - Todo

ideal de um anel noetheriano admite uma

decomposição ~;~a~.

Seja (2) uma decomposição normal do ideal Q. Diremos que

ql' ... , Ctr
(onde '\).o 1.

i=l,.••,r) são os ideais primos de m. e .P..S componentes primá.rias

não são determinadas de modo único, no entretanto, podemos falar

da unicidade dos ideais primos. Precisamente, temos o

são as componente~ primár}.as (]c; 61. e q ue \"'1' ••• , ~r

é o ideal primo associado ao iC.ea1 primário (l}i'

Teorema 6 (primeiro teorema da unicidade) - Sejam

(,'L = [ C'tl' ... , q. r) e (1 = [0) i'...,q. ~1
duas de~.?1!lJ~.osiç~esnormai~ de um mesmo

ide~.l m... Então !emos r'--s ~, usando

uma notaçao ~eniente, Y\ e-e Y)i
(i=l, ...,r), .9.E!:9-e \)i = Rad'~i'

1)1 = Rad. \\ (i=l, ..•,r).

A demonstraçao dêste teorema pode ser en cont.r ada em lL31,PP-39-4l,

ou, (151,pp.170-171.

Daremos agora

m. = [q 1 ' Gr 2 ,.•.• , (t r1
R. Indiquemos por

um outro teorema de unicidade. Seja

uma decom~osição nOTC"al de um ideal

~ = ~ \)1' \)2" <') \'>::c'{ o conjunto dos i-
.--< ' Ç"'"

deais primos de Cl. Consideremos um subvc cnjunt o 2., de 2 ..

2:,\ = \Vi ' \Ji '''''~)i t' onde ~'.~c::, Dj":.'8!':lOSc:.'le ~' é um
1 2 h

sub-sistema isolado ;uando for ver í.f i ce ô a :::c('r,~.:'..çao:se

de

e se

",IV:J E: ~'
~e.< --.

Indiquemos pore.:ltao
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Gl_1 a Lnt er-s e cç ao dos ideais primários de <fl pertencentes aosL.
°d --tI m ri 1 ",Ileais primos de 2., : \;l~l = lGl- i

l
' q. i

2
' ••.,q i

h
• Se L for um

sub-sistema isolado diremos que 0l~. é uma componente isolada de

51. • Pois bem, vale o seguinte ((131 ,pp.42-43, (15) ,pp.175-176):

Teorema I (segundo teorema da unicidade) - Tôda ~-

ponente isolada de ~ ideal 01. ! de-

terminada de modo único pelos corres-

pondentes ideais primos.

Este teorema nos diz que se considerarmos uma outra decomposiç~o

normal do ideal Ol.. ~ til. = (q. i, ('t2' ... , q~1 e se considerar-

mos a componente isolada correspondente ao mesmo sistema 2:1

nes-

ta nova decomposição, então as duas componentes isoladas coincidem

(sem que, no entretanto, haja coincidência das componentes primá-

rias destas componentes isoladas).
\

Se o sistema isolado 2. tiver um único elemento

Vi' diremos que tJi é um ideal primo isola~o de 0l; o corres-

pondente ideal primário ~\i é, pela definiçao acima, uma compo-

nente isolada de [L. Um ideal primo n~o isolado é denominado

ideal primo de imersao de trt .

3. Radical de um ideal.

Seja R um anel comutativo e CL um ideal de R.

Chamaremos radical de Gt ao conjunto de todos os elementos a

de R tais que alguma potência (com expoente inteiro e positivo)

de a e~\:.e~áem ()L. Indicaremos o radical de um ideal pela nota-

çao Rad , n. E' imediato que Rad. 61. é um ideal de R e tam-

bém, se n for primário, Rad. ()L será o ideal primo associado

a Cl. Suporemos, neste parágrafo, que o anel R seja noetheri-

ano; al.gumas das propriedades que daremos a seguir são válidas mG~

mo sem esta hipótese. Temos as seguintes proposições ((15) ,pp.163-

176, p.183):

9.

10.
11.

G1. C Rad. trl ;

Rad.(Rad. 01..) = Rad , {SL;

Se j a (S1. = [c.\1' . . . ,q. r "1

mal de um ideal Gl, enteo

uma decomposição nor-

Rad. ('il =

Rad , ó(- i (i=l, •••,s)•
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Observe.ndoque Rad. \'J = \0 se -~:J for um ideal primo virá, peLa

prop.ll:

12. 6l = Rad. cn. quando, ~ somente quando, OL

for intersecção de ~ número finito de ideais

primos.

Temos também:

13. Rad.(Gl,t,) = Rad.(ü1 i' t) = Rad. n f'lRad.fr•

Apliquemos esta última proposiçao ao caso do produto Df 10}2 de

dois ideais primários 0"\1 e <\ 2' pertencentes a um mesmo ideal

primo -r. Teremos

portanto, pela 11., o ideal primo ~ é o único ideal primo isola-

do de (\11 q.2· Considerando ainda o caso de uma potência tl de

um ideal primo tJ, teremos (a 13. pode ser, fàcilmente, gener&-

lizada para um número maior de fatores): Ra d, tl = tJ . Porten-

to, na decomposição normal de tJ~ há um ideal primária pertencen-

te ao ideal primo \J; ainda mais, ~) é o único ideal primo iso

lado de t;)f. Indicaremos a componente isolada de ~}, que par:

tence a \J ' por )((f) e a denominaremos potência simbólica

~-ésima do ideal primo rJ. Observemos que pelo segundo teorema

de unicidade (teorema 7) esta componente isolada ~(~) permanece

~f. Um

~) (p) ,

quando R é o anel de polinômios k[Xl, •..,xn1 (capítulo VI).

a mesma qualquer que seja a decomposiçao normal do ideal

dos nossos resultados é a car~cterizaçao dos elementos de

4. Aneis de quocientes.

Sejam R e R I dois aneis comutativos com R C R' .

Introduziremos duas operações entre os ideais de R e os de R'.

Seje. (Jl um ideal de e consideremos o ideal geredo, em

R I <í1. é da

R R' Ql..

R', pelos element os de CfL.
,.......

a + 2....r!a., onde
.11
1

ria só contém um número finito de têrmos. Se

forma

Portanto, todo elemento de

aE..n, a.E. m.., rl c=.:..R'
1

e a som2.tó-

tiver clemente

unidade, todo elemento de R' C~ poderá ser escr.ito, simplesmente,

2:' r!a., onde r! cf. R' e aloE é\L e a somatória só
.' 1 1 1
1

sob a forma
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contém um numero fini to de têr!llOR. O Ldeal 61' R' (íl. é denomina-

do ideal extensão de (fl. ao an oI RI. Seja agora (lI um ideal de

R' e consideremos a intersecçao \)l = l;-L' nR; é imediato que Ol..

é um ideal de R. O ideal õl. ~ n.'f'lR é denominndo pr o j e çao do

d I~'i eal I.. no anel R. Dar emos aqui um resumo das principais pro-

priedades das operações extensão e projeçao; as suas demonstraçoes

podem ser en cont.r-ada s em 0-5), pp. 200-205:

14.Se(Jlc't on t ao R'~RCR't-;

15. R I (01 + f-r) = R I <Yl + R' t- ;
16, R' (()"1ti) c= R; (~L oP.:t ;

17. R'(n I\t.r) CR'6'L {\ Rit.;

18. R! ( t:-';,. ; t) C R; úL ,p; t-.r

19 ( I ..{)I) 1 ,I
• OL + í... r. R ~ 0"1 t-. R + t: () P. ;

2 O , (ln..' e' ) (\ R :J (Cíl
l

1\ n) ( ~' (\ :ri ' ~

21 ( ""I n ",:') (~ " ,_ I "'li r R'" r-; ( -I)' r. R \ "
• \.. I.. 'v I _l - \. l' "\.;"" 'v 'I I'

22 (""": f.1) A R C t c:' ~ p\ )'"')'
• U L ~ f..... I I \. ~ l I '\ _ , :: \ h.. i' _l,' ..•

Nestas relaçoes dc:'sirl e

ideais de R'. Também temOR:

Dor [·811ccn-0::-••.•.•__ • ~ _

te ao ideaJ. -::l2:'i r,10- - _":.._--_.-

Em particular:

24. A projec,-ao de um Ld.§a~ R:ri2.ll0de TI i é l)~ ideal

primo de R.

Seja rrt um ideal de R; oonsideremos o ideal exten

- -sao R' c;L e apliquemos a êste último a operaçao de projeçao. Obte

remos um ide2.1 R'()L(\R = (fl'" ele R qG8 é denominado ideal redu-

zido de ()l. Do mesmo modo, soj a G"l' um Ld.ea L de R'; pela operaçao

de projeçao obteremos um Ld oaL CL' (1R (l.e R e se a êste último a-
'*'pl í car mos a operaç;;;o de extensão ob t er-emos um ideal. R' (m.' (\ R) = (}l'

de
f -n . Sao imediatas as

propr iedade s :

25·

seus elemen tos.st~_ di vi s or e s do r.:;::.' (!
".'
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a/b, onde a E. R, b E R e b nao é um divisor do zcro, Definire-

mos: a/b = c/d f----7 ad bc ; a/b + c/d '-'(aJ.+ 1:;r )/bd e

a/b.c/d = aC/bd. E' fácil ver que o conjunto 2: de t ôdes est cs

fraçoes e um anel com elemento unidade (= %~~, onde b E R e b

nao e um divisor do zero). S2 é denominado anel total d~ quocien-

tes. A aplicaçao a E.R --7 ab/b ~ ~~ é um isomorfismo de R

em ~,portanto, podemos considerar R como um sub-anel de 2.:.
Consideremos agora um sub-conjunto S de R que verifica as pro-

priedades: 1. S t ~;2. a t S, b E. S ----" ab €. S e 3. Nenhum

elemento de S é um divisor do zero. Um sub-conjunto S que verl

fica as trôs condições acima é denominadn sistema multiplicativo.

Repetindo a mesma construçao anterior para as fraçoes a/b, com

a~R e b € S, obteremos um sub-anel R' RS do anel 2::, . O

anol R'=RS e denominado anel de quocient._q~ de R em relaçao ao
---

sistema mu1tiplicativo S. E' imediato que podemos considerar R

como um sub-anel de R'.

Um caso muito importante e aquele em que S = R -r,
onde ~ e um ideal primo de R, \J t R, G, além disso) Y> contém

todos os divisores do zero de R.

Aos aneis R e R'=RS podemos aplic~T as propri~

dades 14,15, •••.,25; aqui ainda valem out.ras pr-o crí.ededes proverij

entes do fato que R' é um anel de quocie~tes de R, Como estas

propriedades serao importantes para o desenvolvimento dos capitu-

los rrr e V, daremos aqui as suas demonstrações (Crf, 15 9?po213-

223). No que se segu~ supor8IDOS que R ~enha elemento w1idade.

Teorema 8 - Todo ideal de R' é extensao de um

ideal de R.

Com efeito, seja tl um ideal de R' e consiã.ere-

mos a sue,projeçao sôbre R: 01.= ()1.1 11R. Temos R' (}L C n'. Seja

a/b (a E R, b f. S) um elemento qualquer de iJl, como b E:. R' te

remos a = (a/b).b E úl' (\R = õl. Por outro Indo, temos a/b

= a.(l/b), logo, a/b ~ R'~. Estabelecemos assim a inclus~o

(J1.' C R' lTl que com a ant~rior nos dá n\,.., R'lJ1..(q,e.d.).

Demonstrámos ao mesmo t.emoo aue t odo ;.dealde R'~ - --- - ----- -

e igual ao seu ideal reduzido.

Seja 01 um ideal qualquer de R; entao todo elemen



- 9 -

to 2' de R I (}L é da forma a'
-iL-. b!a., onde b! E..R I e
. 1. 1. 1.
1.

C E. S), por t an t o, a' ""a. E. 01 • Mas b! :: b.j C
1. 1. 1.

= (2: b.a.)/c, ondei 1. 1.

todo elemento de R' Ol..

(b. f. R
1. e

-,
'> b.a. E <.íl.
L ....•1. 1.

1.

e c E S. Provámos assim <lue

é da forma a/ c, onô e a E 01. e c E S.

D'aqui podemos demonstrar o

Teorema 2 - Um elemento, a* de R pertence ao

ideal reduzido 01." de (Jl quando, e

somente quando, existe um elemonto con-

veniente c de S tal ~ a~c E GL •

Com efeito, seja a>t um elemento de crl'" = R'ti1(\R;

teremos a....~ R'ú'L, logo, a" = a/c, onde a E..m e c ES. D'a-

aqui vem a~c = a E 01. Reciprocamente, seja a~ um elemento de

R que multiplicado por um elemento c de S nos dá um elemento

de (,'1. u'" Q Desta relação a 'i: a/c E. R'Gl, '* E. Rs= a. vem mas a

logo, a>l E. R 'm ('IR=
()l ,. • (q.e.d.).

Teorema 10 - Se R for ~ anel noetheriano, entao

R' é também um anel noetheriano.

se finita:

temos GL'

teorema 8.

E' imediato, pois todo ideal (~Qe rt tem uma ba-

lJl = R, (al,••.,as) ,e para o ideal extensao ()l.1 = R' (H.

R' .(al,•••,as); a tese do teorema segue-se agora Jc

Consideremcs agora uma decompcsiçao ncrmal de um

ideal õl de R (anel noetheriano com elemento unidade)~

ITl = [~l, •••,qs} Ponhamos y\ = Rad , q,i (i=l, •..,s). Indiqu~

mos por A c ccri j unt c dc,síndices \1,2,••.,s t. Seja B c sub-ccn

juntc de A f crmaôo peLc.s índices ~, \~E A, tais que

1r~~S = ~ e seja C o complemento de B em A. Domonstraremos

o

Tecremall -Qidealrec.uzido de (5'l~ ~ dado pela in-

tersec~~o das componentes primárias de

m.. cujc'sideais prim:Js nã~ têm nenhum

elemente comum com S, isto é,
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Demcmstraçac - Se B = ~ t er-em cs '!?i f\ S f ~ pare.

d.esta última relação t í r-amos ~i (\S I ~ e, pcrtantc,

m. I") S f ~. Entae existe um eLemen tr. c de S pertencente a <Sl,

logc, c/c:o c.(l/c) = 1 pe r t enc ei _ a R'm.., Lst c 0, R'ól

de onde vem, 01. = R. Isto demons tr-a o teorema no caso em que

B =~. Suponha~cs que B f~. Seja a~ um elementc de ~~j pelo

teor-ema 9 existe um elemento c de S tal que a"'c E. <íl, lego,

a"c~E. 01'"( p, t B). Mas c É- \.J (~€: B), pcr t an t o , Cll : (c) = C"l, ;
- I,· v , ~(3 1(~ n 1\~

ent a o de a"c E.. C5\:1l. vem a:l, ~ 01 :(c) = q.~, de onde, a"'~ 0\.
\" T0 0€ B í~

Isto ncs mostra que GL'f<C n 01 • Se B = A teremcs \}l..'II C CR ,
~ _ ~~B t(~

en tao, pela pr op os í ça c 25 virá 61. =

orema ac Ima , Suponhamos que B f A. De \f" (\ S f ~ ('(; € C) vem

Q'1)flS f ~,pcrtantc, «(\ ~)('\S I ~.Seja c ULl elemento per-
'65 C ~

tencente a esta intersecçaú e seja

i=1,2, •.• ,s;

R' ,

10""
Ul ,c que demonstra o te-

x um elemento qualquer de

n ~. O produto xe pertence a crt, Log o , pelo te or ema 9,
~'-B ~

*x E õl • Isto c ornp Le t a a demcnstraçac do teorema 11.

um ideal primário de R e

r ("\S == ~ (~=Rai. ~ ) •

Enta0 o ideal ~I = R', ~ primário

e temos Rad , q = r' = R'~; ainda
I

mais, q (')R == q .
Demonstraçãc - Basta verificar as três condiçcGs d.c

teorema 3 para cs ideais 0;\ e f-J', para ccncluirmcs que ~\ é
• I •

pr imár í c e que \) == R' ,,\':1 e o ideal prime que lhe pertence. E'

\ \ / \imed.iato que 01 C \;. Se a c G:. Í'J, teremes 2. E. r' logo,

a~E. ~ (r inteiro pcsitivo conveniente) e entãc af/cp E. (fi'
isto verifica a c0ndição 3. Se (2·1/cl) (202/c2) ~ q\ ~ (2.

2
/c2) 4:q.'

terem0s "ia2 E." e 82 ~ 9-' logc, "i ~ V:) e en t ac

al/cl E t)\ , o que verifica a c cnd í.ça c 2. L r eLaç ac. <1f\ f1 R = <r't-

resulta, imedie.tamente, do tecrema 11. Istc c ompLet a a demcnstra-

Tecrema 12 - Seja ~

suponhamos que

~
çac d: teorema 12.

Em par t í.cu Lar , s upcndo-S~ . um ideal prime te-

remos o
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Cor.:12,riG- Seja ~ um ideal

~(\S =~, ent~c

aI prime, de R'

primv do R tal quo
I5'J = R' ~

\

G temos V /IR = 1fo

é um iêe-

o teorema 12 nos mostra que a aplicaçaa
\---7 Ót = R' <5t

primári~s at G.e R tais que \'J 1\ S = ~ (V = Rad. c'p
ideais primários de R' (distintos êe R').

~CR ~ UInaaplic!?ç~o biunív~,ca dGS iieais

sôbre GS

•

-Tecrema 13 - Usande as mesmas notaçoes que as empro-

gadas ne teorema 11, temos

R' ei e: n (5\I, onde 0\ I = R' m
(lf:B i~ W ir-.

(~E.B); ainda ~, ~ t ~ decJmpG-

si:;a")~al de id.eal R'm..

Demonstrãção - Se B = ~ já vimos que R'CL = R',

c que demonstra o teorema. SupenhamGs que B f ~. Temos R' 6l =

= R I ~ C nR I (.\-(.I, = n trt' . Seja a/c um elementc de nm I

~EB \- ~E-B (!> ~fB t(.:l'

t.er emcs a/c E. ~l (IfEB) lego, pele teor-erna 9, a f. ()\~ (~EB),
~ ~ - * ~'\~

portanto, a ~ 6L e ent~o a/c R'at. Iste nos mostra que

n ~I~ C R' ci , logo, R I <n = n q' . A segunda parte d.:;teorema
~EB (?>~B (!>

é Ime cí a t a ••

Vamos agera ccnsidercr um caSG mais particular, a-

quele em que S = R- \J, onde ~:l é um ideal prime d.e R (r f li)

e R e um anel neetherianc cem elemontG unida~o. Aqui precisamos

supôr que ""r contenha todcs GS divisores de,zero de li. Nas te ca

se, inlice.remos por R' = R~_C anel R' = RS' Pe I.c que vimos an-

teriormente temos as proposiçoes:

26. Se tJl for um Lieal primo tal que r 1 q. \';),
entac R'fl=R'.

27. Se t>l· for um ideal primo c cnt í do em t>, o

ic.eal R'rI = -ri será primo e ~ i r. R = 6:1'

Por causa destas duas propriedades diremos que os únicos ideais .

primos que s ao c onservad c.s, quand c passamos <:10 anel R ao anel de

quccientes R' = R r' sac os Lde a í s contidos em J").; teG.os

tros ideais sac perd.idos (iste é, têm por extensao o anel

De 26. e 27. e do teorema 8 resulta que

::;s ou-
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28. O iê.oal r~
de anel RI

e o único i6eal máximal

Também temos:

29. A aplicação t->l C R ~ R I rl == Y;)i,
~ ~ aplicaçãc biunívoca dos ideais primos ~e

R, cúntidos em r ,sôbre os ic..eais primos 60

RI (c..istintos de RI).

30. Seja 01. == [0\1' ... ,0)- À uma d.ecornposiçac ~-

mal de ~ ic..ealOL ::'e R; indiqueme..s pcr B

2. sub-conjuntc c.e i1,2,,,,,sr tal gue: se- -~E.B entao r@ C ~. Entao temos

a)R'{5L==nO\I,::mê.e q'==R'Oi (~€B)ialém
<?~B t~ ~ T0

disso ~ ic..eais primes c.e R 101. sa o t;)~==

= R I '\:) ( (? €. B ) ;
~ I~

b ) Gt" == n 0\ •

C ' , ~GB - ~ , - 1 - -v:-,nonS1aeremcs uma aec~mpos1çac norma ~e ~_

(ver §3): y:> n = (\0(n), ~l"'" q. J, cnde y.) C \)i == Rac.. Cí,b

(, 1 ) -\D(n) , tA, í.mbó I í "d' {f")
1= ,••• ,s e \_ e a po enC1a S1m o 1ca n-eS1ma e 6-'

Pela prcposiçao 30 Vlra:

31. R' r" == ~I n = R I ~(n) e rin r. R ==

onde -IA' ==R I V:l e R I es R •
~- ~ - y.:>

32. Seja rI' um ideal primo ce R c ont i.dc em
- (n ) I (n)'r . Ent ac temos R I t) 1 == t-> 1

~~ (n) Í\ R = ~(n).

'h (n)
\i '

e

Esta última proposiçao e uma ccnsequência imediata da proposiçao

30.

5. Intersecçãc ê.as p::Jtências de ~ iê.eal.

Seja R um anel noetheriano com elemente uniê.ade e

consiJ.eremos um ic.eal 01 '::"0 R, Ol ~ R. Demonstraremos () seguin-

te (Cfr. (l],p. 692)~

Teorema 1:.2 - Uma ccnê.içac necessária e
<>o

par a que n Ol.n "" (O),
n==l

suficiente

~ 9....uenenhum

di visor elo ~~ ele R ~_~ja 9_?Eê:.~'::' .§:

1:" mé,iulo ei .
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Demonstraçeo - Suponhamos que n (j1n = (O);
n=l
R é cSngr uc a 1,

u.t:;;Vv-

•.•vS ~eQçnstrar -j,ue nenhum é:.iviscr co zero de

móc.ulc 5L • Ora, se existisse um civisor de zero e. tal que

e. Ei OL • Mas s en d c
I

a= 1 (mod. 01.) teríamos OLf (O) e também

a um divisar do zero existe c I O, c € R, tal que ac = O; por

outro Lad c , a = l+b, com b E. (Jl, logo, c = -cb, então, c =

= c(_b)n, qualquer que seja n. Ls t c nos mos t.r a que existe um ele-

mento c, c I O, comum a t2é:.as as potências 1e ~L, lego,
00n (JLn I (O). Fica assim deraone t.r a co que 2. ccncliçã::; é necessária.
n=l
Passamos

çames

demonstrar que a ccnJição é também suficiente. Fa

cn..n e seja ~ (íl = [q l' ••. , <t s1 uma cecomposi-

agoraooa

b = n
n=l

çãc normal de ideal S 01. Pr ovar-emc s , em pr í.me í r c lugar, que

b m. = b • Lnd i.quemoa pcr ~Jl" •• , t)s os ideais primos é:.e b m.. :
~\ =Rad.qi (i=l, ••• ,s). Pala um dad c i sé p c áern cs ter dcis

casos: eu c'l. C ~)i' ou, Gl 4=- ~0i' Se (ll. C ~:)i t er en os

m.f: C ~i ((,nde f i é um inteiru tal que ~tc Cl1i); mas

b C ali, lego, b C rrt i' Se m. c\-Ifi teremos ~ i: ()l = ot- i'

Por cut r o Lado , b c. ~ ()l: m. C O~i: Gl. ,logo, b. C O)-i' Portanto,

em ambos os cases t eraos ~ C q ., Log c , h c & U1.; mas é eviJente
,~

~ Cil c. b , então, b = S oi . Prcvaremcs eg or a que b. = (O).

~cl' ••• , cr t uma base c:e b . Da Lgua Lca de ~ = b m. resul-

r
c. = 2: a .. c ., onde a .. E. CR e

~ . -'1 ~J J ~J
r J=

""' ( b .. - a .. ) c. = O, onde? ~J ~J J
J=l

Destas equações vem 6 c. = O
J

D. == 1 (moc.. 01.), p cr t an t c , n não e um

6 c. = O vem c.
J J

b c (O). (q.e.d.).

Tecrema 17 - Seja R ~ anel nc.etheriano ~ e18-

que

Seja

ta que i=l, •.. ,r. PcrtantJ,

t emcs b .. é
~J

(j=l, •.. ,r), onde 6, = \~ .. -a .. \.
~J ~J

divisar ao zero; 10-

o simbol::, ~e Kronecker.

Mas

go, .ie j=l, •.. ,r. Isto nos mos-O para

tra que

mente unià.ace e cem um único i::"eal ma-- ----
ximal '6TG. Entao temos

c.:>

n n
(O).)n =

n=l

- elemento ~eDem::,nstraça(. - Seja a um R na::, per-

tencente Consideremcs ideal principal R.a; Õ'íb
.

a m· c cc,mo e o
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úní c c ideal máximal e a 4-)~, teremos Rv a r= R. Isto n cs mostra

~ue t cdc elemento a de R, a ~ ~)'b e um elementc uni t ár í.c

portanto, nenhu~ ~iviscr 1c zero ~e R PCQ2 ssr cêngruc a

dulc &r-b. O te orema 17 é entac uma ccnsequência :1:::; teor ema

em R,

1 mc-

16.

Tecrema 18 - Seja R ~ anel nGetheriane, ~ ele-

mento unidace e cc~ um únic:::;iieal ma-

ximal )1&. Te~os
oun(C\ + rtr) = ci ,
n::l

cnc e (S"\. ± ~ i:leal qualq uer de r..
-Demcnstraçao - Se <n.:: R, ::; t.ecrema é Lmeu.í at o, S~

ponhamos que O"\. ~ R, entãc Ol. c.m. Ccnsiceremc.s (;anel r esLcuc

ã = RIm.., e seja Z o homcmcr f í.smo canêní.cc c.e R s ôbre R. E I

imecliatcque R é um anel noetheriano, com elemente unis.aélee c;:;m

um único ideal máximal
00n mn = (O). Apl í cancc a ambos
n=l

m = -c m. Portanto, pelo tecrema 17, temes

os membros c.esta última relaçãc,
00

n(<n+'"ríbn) = (51. (q.e.s..).
n=l _
Gutra aplicaça0 do teorema 15.

a imágem reciproca c.e ~, virá

Faremos ainda uma

Seja R um campo de integriCade noetheriano cem elementc..urrí.da -

ue e seja

divisor do
(»

(\ \') n
n=l

l:t R um ideal primo de R. E' imediato que nenhum

zero de R e cêngruo a 1, módulo ~, pcrtantc

(O) • 0.0_n ~(n)

n=l
= (O), cnieTeorema 19

primo de um ca::npode integri1a~e ~-

theriano R (eco elemento uni.ô.ade) .§.

Com efeito, consiCeremcs c anel ~e quccientes R' =

= Rr; é

Pcrtantc

e um campo ~e Ln t egr í.da ce noetherianc.imediat0 que R'
00

n ~3n = (O), onde

n=l ( )n In
prüposiça~ 31, temos \J = 1?

n ~)(n) = (O). (q.e.d.).
n=l

1') , = h' r: Por out rc Ladc,

R 1 J,í.)(n) C -v::lnf\ , ogo, \ \~

pela

e

-entao
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C A P I T U L ° 11.

T8cr~ dos zeros ~e Hilbert.

1. Varieia~es algébricas.

Seja k um corpo e consid.erezncsuma extensac algé-

brica alg~bricaznente fechad.a i de k. Chamaremos ponto ~c espaço

afim de n dimensces sôbre i a uma n-upla ,-,rG.ena6.a(0(1'· .. ,a()
eleolementos de i. ° conjunto de t ccos os p cnt cs é d enorni.nadc es-

paço afim de n ~imens;es s6bre i e é indica~o por AR. Diremos
n -

que ::0ispcntos p(o<.l"" 'O(n)=p(<x) e Q( ~l'.'.' I-'n)=Q(0))c,e A~

sac pentes conjugados s6bre k quando, e s~mente quando, existe

um k-d sonor-fí.smo <r" de k«)(l'." 'O(n) (que também indicarenos,

abr-ev tac.a.nente, por k(cd) s3bre k(~l"" '~n) tal que \S ~O(i) =

'~i (i=l,~~.,n). E' imediato que tc~o ponto de espaço A~ s6

tem um número fini t o (,epentes ccn juga à os , Separemos os pontos ue
K

A em classes, c o.locandc
n K . . .
A cúnJugsQ.cs:1e um

K n.
A , lste é, iiviCimos
n
dem, ou,

numa mesma classe toc.;:,s:JS pontes de

mesmo pente. Obtemos assim uma partiçao ~a

Ai em classes tais que duas delas eu coinci
n

não têm nenhum elemente comum. Chamaremos pento s6bre k

k ( •S ou tambern
n

é d.encminadc es-

a qualquer uzna destas classes e indicaremos por
k

per S) o conjunto c.e tôdas estas classes. S
n n

Eaço linear de n dimensoes sSbre ~. Indicaremes um ponto sôbre

k por um dos pontos de A~ pertencente ~ correspondente classe.
n

ConsideremGs agGra o anel de polin3znios

Rn = k[X
l
,··· ,Xn1 de n inleterminac..as Xl"" ,Xn c om c cef i.ci.en

tes em k , Seja (fi.. um ideal ce li . Diremos que um ponto p(~)
n

de ~R é um zero ,:;'e tn. se tive~mcs f(tX.)=: O para todo f 118
"ri

m.. E t imediato que 8S p(x) for um zero de 01 então todos os

ccn jugad os ele p«(){)t ambém serão zeros de OL. Diremos que um pGn-
R61. se um dos pcnt os (O{) de li. per-
n

zero de (!L. ° conjunto de tolos os

e denominada variedade algébri-

to Sn é um zero de

~ classe P for um

P

tencente

zeros de 6L (pertencentes aS)
n

S§. do ideal ()t e é Lnô í.cado por' \Y (()1.). Pela prcp.2,I, podemcs

dizer que a variedade algébrica de um ideal é o conjunto de tcdos

os zer:Js comuns a um número finito de oquaçZes algébricas (fJr-

mais): fl(Xl,""Xn) = O, ••. , fs(Xl, .•.,Xn) = 0, onde fi € ltn
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(i=l, ... , s ) •

Seja w uma variedace algébrica nc S; diremes
n

W se tode ponto ~~que um pe:linêmio f, de R, se anula sôbre
n

W fer um zere de f , Iriô i car-emos pcr J (W)

os pClinêmiJs 1e R que se anulam sôbre W.n
cencminado ideal da variedade algébrica ~. Temes as seguintes pr~

:)c::,njuntode tOGOS

O id.eal 'j (w) é

pcsiç0es:

L Se m. = R errt ac
n

t~c 'U (m.)

2. Se (1 e 'f..r
(Jl C ~ en t ao

'\J (()t) = ~; se (ft= (O) en-

S •
n
ferem dois ideais ~e n

n
e se

e W2 S2,0 varieJa-

1(VIl) (\ J (W2)·

As c.emonstraçces c.estas prúp:)sições podem ser enccntradas em (1519

'lJ(\Jl) ~1J(t.).

3. '\.j' ( m. + t) = '\f ( (1) (\V ( t ).
4. \í(m.t) 'tr(()1{\'~) = IJ(CL)vtr(t-).

5· Se Wl: W (~l e W variedades algébricas no

Sn) entao J (Wl) ~ :J (w).

6. '\J(:J Cív)) = W.

7· Se W = "/vl ~ '°
2
, onde -N, Wl

des algébricas, errt ao J CN)

pp.78-81.

Diremos Que uma variedade algébrica W é reiutível

quando W = W
l
v VJ

2
, ond.e Vil e \:v

2
sac variedad.es algébricas e

W
l

f. u, V!2I "~7. Uma varie2.ac.ealgébrica não redutível é d.enunina-

da variedade algébrica irreclutível. Temos c seguinte crit6rio ele

irredutibilidade (15 ,pp.81-84):

Tecrema 1 - Uma varieda~e algébrica W é irredutí-

vel guandc, ~ sc'oente guando, J ('"n
~ ~ idea! prime.

!,inda, neste par ágraf c, iarem:::s2. deccnp csi ç ao 18

uma ve.riec.ac.ealgé bri ca em corapcn entes irrec'.utíve .is. Da s proposi-

çces 5 e 6 vem J (vvl)-::> :l (r), J C·l) f. J (::") S0 ';;1 c \'v, ":fll·...
(onde ~ e ~l são varieda~es algébric~s!o Sn)· Come Rn 8

um anel neetheriano (prc.;p.2,I)resulte., imec.iatpmente, Que

8. Toda cad.eia d.ecrescente 1e ~e.rie~aees ~ébric~~

de Sn tem s:í!1enteum númer-o fir::lto de têrmcs

distintos, Lst c é, se;Vl? ";:2-:)•.• ("::1'"''.1
2
,..,

varie~2des algébricas) enta8 existe UD índice N

tal Que Wi=Wi+l para tedo i? N.
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Desta prcposiçac vem o

Tec:rema 2 Tôd.averieé,20.ealgébrica ~ uniac ie um

númerc finit0 ~e varied2~es algébricas

irrellltíveis.

Seja ~ llmevaried~de algébrica; pelo teorema ante

ricr pecemos escrever

( 1 ) 'fii = W1 u 'JJ2 I,.) • • • u ';'Js '

cnda t2das as variedades algébricas ~l""'Ws saa irredutíveis.

Se a decompcsiçãe (1) verificar a ccndiçao

\\Ti47Jlu ••• V'v1i_lv '.7i+ 1 \J ••• uV/s (i=l, •••,s), diremos que (1) é

uma ':'8comp::.siçãonormal da vé'.rieC'.a(iealgébrica "íl. Ev í.derit.ement o,

se (1) não verificar esta última condição, basta sup~imir as vari~

âade s algébricas W. que estejam contidas na un í.ac u.aa restantes,
1-

que obteremos u~a deccmpcsiçao normal de

Teorema .L T2c.a variedade

~. Pcrtanto, temos

algébrica ~dmite ~ ~e-

compcsiçac ~rmal.

Também temos o seguinte teci ema ia uni ci cace (a menos :-:'acrcem ) :ia

decoffipcsiçaonormal de uma varie~ate algébrica ( 15 ~pp.86-88):

Teorema 4. Se ':l=',V
l
v •.. w'.1s e ~J = ;:i u ..• \J '~'~

forem duas éLeccmpcsi<f.8esncrmais:le uma

variedale algébrica, ent~o r=s ~' usan-

de uma nctaçãc conveniente, teremos

"., (. 1 ),~'i = ~i1i 1=, ... ,s .

2. Teorema dOB zeros ~e Rilbert.

O problema que examinarem0s, neste parágrafc, é o

seguinte: dada uma variedade algébrica

minar :)ccnjunto c:.etccc,s os po lí.nômí cs

'\Y ( 01.) c.. o S , uetor-
n
se anulam

'N =

s:Sbre

f c..e R que
n

~, iste é, determinar ° ideal ~ (7). A respesta é ~ada pelo

Tearama dos zeros de Rilbert - Se crL for um ideal

de Rn entao J ('\)'(01» = Rac.l!1, is-

to ~, p2.ra todo pdinGmic f, ~ ~ .ê:-

nula sGbre 1)' ( m.), existe ~ potência

ccnveniente ele f que ~,~tence ~ 61.
Transcrevere::J.Osuma áa s demon str2.ÇeeS G.eO. Zariski

(ver "A new prccf of Rilbart 's Nullstellensatz", Bull. l\.M. S., velo

53,ng4, pp.362-36S). Em primeir: lugar deDonstrarec~s 0 seguinte
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Lema! - Se V (m..) = f; enta;) 0l. = (1).

Dêste lema, co~~ f;ji observado p~r Rabincwitsch (Math. Ann., velo

102 (1929), p,518) segue-se o tecrema ~cs zeros ~e Hilbert, Ce~

efeitc, seja ~ X uma cutra incetermina~a e consi~erGmcs 8 a-
n+l

nel de po.l i.nôm i os kCX1, ••• ,X ,X 11 = R 1 e nele ;) ideal
n n+ n+

t = L'l. + (g), cnc,e g = 1 + X lf, f senic um pc Lí.nôm.i o qual-
n+

quer, fio, que se anula s êbr e '\i «(Jl). Tem0s '\J (t) = 95, no

espaço S l' Log o , pele lema 1, fr = (1); ent~c.l existe uma id.en-
n+

tEa~e da f'c rma 2-' l~.h. + gh 1, onde L. E. m., h E:n 1 ei 1 1 1 n+

h. € R I' Substituin~o X por -l/f e eliminan~~ cs denomi-
1 n+ n+l

Isto nos mústra que

L.A.B. = ff, cn âe
.11
1

f ~ ltad.. (JL, logo,

B. E. :n •
1 n

nadares virá uma relaç;;-~, d.e. fc,rLla

3 (v (01.» C li.2.c:..oi , Ll2S

por outro lê.le, temes Ra d , m C j (u (<J1», e n t ac , j ('\J( 1.fL)) =

= Rac . <n. Assim, uma vez c.emcnstrac.o o lema 1, e s t ar a c.em cns t r-ec.o

c teerSilla Cos zeros d.e Hilbert. Provaromes sgC!ra que c. lema 1 ~

uma ccnsequência :ie

Lema 2 - Se um campo finite c.e integri:a~e

I -kr ~ -- -,-(1) f cr um c cr oc
n = \,. ':> 1' •.. j ~ n J _~_ __' _v_..:.::::'

entae êle sera ~ extensão algébrica ~e k.

Cem efeito, seja (Jl um ideal Ce R, a"ll R , e seja Y\ um iC:ealn n 1.\-

máx ina.I c.e Rn que ccntenha si . Se provarmos que tr (;r.l-) I 0
resul terá que 'lJ «(51.) ., 0, pc í.s ()LC \) e então 1r (<n.) -::> v ( õ.)
(prep.2). Ccns Lcerem cs o anel r e s í duo Rn = Rn/~ == k [0(1"" '<Xnl,
onúe V'i t)-resí:.:'cuo c.e Xi (i=l, ••• ,n). Pelo leoa 2 virá que

D(l"" 'O(n sãe e,lg~bric0s sôbre k , portanto, P(e<.l'· · · ,t>(n) é
k

um pente Jo espaço afim A. O ponto P de S, detGr~inaio per
n n

e um zero de "f' pcr t an t c , U"' (~) ;, 0. Demonstrámcs

Gl.,Rn vem u-(m.) I Sn' isto é, demonstrámes o

(CXl, ••• ,Q( n)

assim que de

lema 1.

Passames agora a demonstrar o lema 2. Se n=l tenos

11 = klsll que, por hipótese, á um cape, Lcg o , 1/'$1 f(~l)'

(1) Seja k um sub-corpJ de un ccrpc K e c0nsiQeremcs n ele-
ment cs ~l' ••. , Sn de K. O anel In kC~l" .• , 'Çn1, ge r ad o

pelos elementos ~l""'~n s Sbr e o cor p.: k é denco.inac.o campo

finito de integridade.
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onde f é um pc.Li.nSm i c em uma inc.eteroine.'::a X cem coeficientes

em k , Portanto Sl é raiz G.G pcl í.nCmí o Xf(X)-l, Lst , é, S 1

é algébricc sôbre ki iste., c.emenstra c lema 2 para r-=l, Sup2nha-

IDCS, por ind~çac, o lema 2 verde.deir0 para campcs finitcs ~e inte-

gridade cem n-l geradores e ccnsideremcs c campc finitv ce inte-

gr í dade In = k (~l' ... , SnJ· 'I'emcs In = k( ~ 1) C-s 2"'" Sn1, P:::E.

tante, ~i (i=2, ... ,n) é algébricc sêbre k(-gl)' Seja fi(X) U..l11

pclinêmio irreelutível de Si; pcdemcs supêr que os cceficientes de

fi pertençam a kC~11. Indiquemes por bi (. coeficiente de têrmc

de mais alte grau de f.(X). Seja w ,W f 0, um elementc qualquor
l

de In' entao lU = f( ~l"'" Sn)' cnde f tem cceficientes em

k , Se multiplicarmos w per uma potência cenveniente de b2•·• bn
~ N ,

cbteremcs (b2 ••. b) w = '>' g (\ , cnc e N=m2..• mn (m. grau de
n ~ r- r- l

fi)' gr E. k C ~11 e °1"" ,ON indicam (numa certa ordem) to:J.jS

'('r-J. ~If\.

os pr cdu t cs ':> 2 ••• S n ' com ° ~ r-i ~ C'li-l (1=2, .•. ,n). Seja

-s [In:k('"Çl)J e seja ~1=1'W2'"''\.U''' uma base de In sC-

bre k(~l).Temos C\,.. 2:,a .w.,cmde a\.(.J.é:.k(Sl);port~ntc,
j=l r-J J I

para cada o. \""existe um elemento B r- de k C ~11 tal que
•••

= z:A . LU ., onc e A . ~ k ( ~ 11
j=l ~J J ~J

b = bl b2 ••. bn tererne's bf w =

13 O "'~r- I"

01 =Bl ..• B:r e

E. kCS1~ e b

(j=l, .•. ,~~. Pendo
..t

;> c. tu ., onde c.
~-, J J J
J=l

nao c..epende de W. Seja egoxt: ~ um elemento qualqner ele k(~11,

-S f 0, e ap l i.quemcs 2. r e l e çc o an t er i.or par a W = l/~ ~ k( S 1) .

Teremos b~/~ = cl + c2
w

2 + •.• + c>s-ú.).,{'e s an Lc Ul=ls U2, .. · ,w'"
uma base de In sêbre k( Sl) virá b r/~ = "i E. kC s 11. SuponhQ.

mos que ~ 1 seja transcenc.ente s ôbr e k ; e s ooLhenô o 'S · ::iferen-

te de qualquer um dos fateres irredutíveis de b obteríamcs um

absurdo. Isto prova que ~l é algébrico s5bre k , e, pcrtantc,

que I e Uilla extensac algébrica de k. (q.e.d.).
n

Daremos ngcra algumas consequ€ncias de teorema dos

zeros. Ccnsideremos o ca s o em que (JL é um ideal primo í?; te-

remos j (tr(r)) = fiado -r = \0, portanto, pelo teorema 1, 't.J(~)

e u~a variedade algébrica irredutivel. Tomes assim o
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Ccroláric 1 ~') fer ~ ic.eal pr imo de

(J ( ~? )

Se R , en-
n -

será ~ variedade algé-tao

brica irredutível.

Também temos:

Ccroléric 2 - A aplicaçao

de ~ ~ ~m ideal prime c.e Rn' ~ ~

aplicação bil1nívoca elo cenjunto des

ideais primos de Rn s5bre ~ c~njun-

to Qas variedades algéb!icas irre~utí-

veis do S.
--- n

Notemos que a aplicaç;u inversa da ~escrita no ccrclário 2 é a se-

guinte; 'Jl

redutivel do

~ c-:n, on de 7 ó uma varieé:.aiealgébrica ir-~

S .
n
Seja P um ponto do esp2~o li~ear S ; leôcnstra-

n
J (p) .

eremos que :J (p) e um id.eal máximal de

formado por todos os pclinCmics f de Rn
.~ ('J \-J .L.'

'1:,,',ese anu Lam num dos

e ~ n6clec do hcmc~crpentos (o() da classe P, port8nt~,

fismo: é um ccrpo, loga,

J (p)

fER n
e uô i~eal máximal. Demonstrámcs, em particular, qua todo

é uma var í.oda ce algébrica irredutivel.ponte eleespaço linear S
n

Seja agera i(J um ideal máximal ê:.eRn e consideremos a v2rie0.a-

de algébrica de r Pelo lema 1 t emcs

pcnto de '\r ( t). Temes ~P f C tr ( ~) ,

IDas J ('IJ ( t1 » = ~' logo, '1 (p) = ~')
{p t = '\T' (~). Demonstre.rnos assim que a varLedaae algébrica c...eum

ic.e2lmáximal G.e R é um ponto de espaço line2r S. E' fácil
n n

ver que a ideais máximais distintos de ~ corresp:::.ndempontos
n

~stintcs é:.e Sn e reciprccamente. D&stes resultaelos tiramcs o

Cer;:,láric1 - i: §:..pl:h..ca~~C?tJ -~ '\r (~), onde

v (y) / ~; se j a P um

por tante, J (p) -:)J (1T ( ~» ;
e ent;o (prop.6)

-r ~ um i~i3i'-lmáximel J~ nn ~ ~

aplJ._~_?'9_~?_:?_~y~í~_~t?9_ de conjunto é:.eto-

é.os os i~eais m~ximai8 de R sebre-- -- --,--_._---.----.__._. n
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3. Ponto geral ~ ~ variedade algébrica irredu-

ti velo

Seja V/, "IV 1= ~, uma variedade algébrica irredu tivel
do espaço linear Sn' Diremos que uma n-upla (51"'" 5n)' de

elementos pertencentes a alguma extensão de k, é um pento geral

de;' se estiver verificada a condição: se f€ R =k[Xl, •.• ,x 1
então f( '5) = O quando, e sôme nt.e quando, n n

f( Cl() = O para todo ponto (O() de li. Sej a ~.) = :J (.f) o ideal

ele 'v-v e consideremos o anel resíduo R = H /YJ. Lt contém um
n n o· n

corpo k' isomorfo a k; identificando k' com k e indicando

~or s_ o r-resíduo de Xi (i=l, ••• ,n) teremos

Rn ,..k [ 51' ... , S nl que é um campc fini to de integridade. Esta n-,!;!

pIa (~l' ••• , Sn) é um pont o geral de ";:, pois se f E Rn tere-

nos f('!) = O quando, e somente quando, f €. ~ e, portanto,

quando, e semente quando, f(e():: O para todo pcrrt o (o<.) de

7.

Seja V uma variedade algébrica irredutível do Sn

e seja (~l"'" ~n) um ponto geral de V. O campo finito de in-

tegri dade k l S l' ••• , ~ n1 é denominado ane 1 d.as coordenadas de y
e é indicado por % (V]. O corpo de quocientes de ~ LV} é deno-

minado corpo das funções racionais s8bre ! e é indicado por

J (V) i notemos que 1 (V) = k( S l' • ~• , Sn)' Se ja "~{ uma sub-vari

edade e.lgébrica de Vi temos, J (V) C :J C-'1), portanto, a c ideal

j, c:n corresp::mJ.e, pelo hornonorfi snc ~: R. ~ Y?n l.V"j
(que a F E:. nn faz corresponder F( ~) ~ ~lvf), um ié..eal de
%í)} . .aeciprocnmente, se (R' for um ideal de % tV} terel.,os

~l( 61') :> j (V), porta.nt o, a tll corre s ponderá uua sub-varie d.ade
. ~,

algebrica de V. Observemos que se v~ for um ideal primo entao

cf( 01') t ambéu será um id.eal primo e reciprocamen.te; é i:nediato

que a ideais prinos distintos de % LV) correspondem, por meio

de <3-1, ideais pr imos di;tintos de H • Portanto, pelo corolário
n

2, teremos:

9. A aplicaçãú 6')1 ~ '\J (Crleri)) (-:;nde ~I

é um id.eal primo de '1-6LV)) ~ ~ aplicação

biunívoca do conjunto de tOGOS ~ ideais primos

de ~ ~v1 sôbre.2. conjunto de tô::':'as ~ sub-

variedades algébricas irredutíveis de V.

Seja::n V e W duas varieda(es algébricas irredutí

veis, cem ",VC v , in:liquemos por (Sl"'" ~n) um ponto geral de



- 22 -

v. Seja pC-x/v) o i;::eal primo (;.e :.7 era 'Sbtv1. Por U;;J c.os teo-

renas :le isomorfismo (ver [.41, p 036) teremos Rn/::! (W) ""

- Rn/ J (v) / J (V)/ J (:.;;) = -n, lv)/? C-;/V), portanto, Jb (v1/ ?C.7/V);:

k["'l1:"','ln1,onc:e ("\.l, .• ;'''tn) é UD ponto geral C!.e '7. Es

ta relaçao nos n os t.r-a que para obter um ponto geral de ':i ~ bas-

tante tomar os fi> ('.-;/V)-resíduos elos elementos "SI' ••• , Sn'

Ainê.a, neste par ágr af c , f'ar emoe al gumas e p.Lí caç ces

dos resultac.os sêbre aneis de quocientes (ver cap.I,§4). Seja V

uma var í.e daé,e e.lgébrica irredutível e seja %(v1 = k[Sl"."~n1

o anel das coordenadas ê.e V~ ConsiQeremes uma sub-vnrieuade algé-

brica irredutível ';iJ de V e seja p (>i/V) o ideal primo de ',~'

no anel J-G LV}. O anel ele quocientes Q,(,v/V) G.e J-0 [V) em rela-

ção ao id.eal primo r C-li/V) t en um único ideal máx ima.L "vrl..c.-r/v).

Na passágem do anel JbLV1 ao anel de quocientes Q,(:ilv) só s~o

conservados os ié:'eais Que estRo contidos en ? (}/V) (proposições

26 e 27 do cap.I), portanto, podemos dizer que sé são conservauas

~ sub-varieelaJ.es algébricas de y. Que contêm ',1. Por êste motivo

c..irelJ.cs Que Q(V:/V) ncs permite estuJar a var í.e dade algébrica V

nun ent8rno da sub=var Ledade a. E' fácil iemonstrar a relaçao:
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C A P I T U L O 111.

Tecria da 1imensao.

§l - Grau ,ie transcenc.ência4
-- ~I~~~~~~

geja k um sub-corpc ie um cerpo K (neste caso,

K é também cham2G.o extensao de ~, ou, s6bre-corpo te k). Ccnsi-

deremos o anel de pclinêmios En = k[Xl"~,,Xnl.

Definição 1 - Diremos que n elementos xl"",x
n

de K, saG algébricamente inãependenT

tes sôbre k (ou, relativamente a k)

se para todo polin3mio f, f E rt ,
n

f f O, tivermos f(x1,.· .,x
n
) f O.

Caso contrário, diremos que os eleme~

tos xl, •••,xn sa~ algébricamente ~e-

pe~~ontes s6bre k.

Definiçaa 2 - ~eja X = (x ) um sub-conJ'unto ie
o( d.,EA

K. Diremos que X é um ccnjuntc trans-

cendente s6bre k (eu, que os elementos

de X são algebricamente inc.epen.":"entes

sôbre k, ou, que a família (X~/) ,é
- .•••• 1:1( E.~:. -

algebricamente livre sGbre ~) se os
eleItlentcsde todc sub-cc.njuntc finito

de X forem alg~bricemente independe~

tes sôbre k.

Definiçao 1- Diremos que um sub-conjunto X de

é UItlabase :letranscend.ência sôbre

K

k,

se 1) X e um conjunto transcendente

sôbre k; 2) K é uma extensão algé-

br í ca te k(X) = k(x ) c"
O{O(-:;:.,a

Demonstra2-se as seguintes proposições (ver [41,
val.I, pp.110-112):

1. TGda extensaQ K de k tem uma base de trans---- ----
cenc.ência sôbre k.

2. Seja X um sub-conjunto de K' se X for trans-
-'

cenc.ente sôbre ~, entac X pode ~ imerso numa

base de transcendência G.e K sôbra k.---
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3. Se K Üver ~ bé'.seê.etranscendêncie finita

sêbr;e l!j ent~G qualque,r~ de transceniência

de K s$bre ! é finita ~ ~ ~ ~esmc numero ~e

elementos •.

Definiç~ú 1- Seja K uma extensao de k e supo-

nhamos que K tenha uma base ie tran~

cend&ncie. finita sêbre'k, ent~o o núo~

ro de elementos desta base é denomina-

de grau de transcendência ~ ! sôbre

k e é indicado por gr.tr.K/k.

Demcnstra-se::! seguinte (ver U51,pp.25l-252, eu, t41,vol.I,pp.1l3-

114):

Te Grema 1 - Seja K urnaextensac C.8 k e o. ~
8xtens~c c.e !; suponharncs_9ye os grau~

de transcendência ie K sfbre k e ce

Q sSbre K sejc.:nfini!.~' Nestas c(Jn-

diçces temos: gr.tr.C\/k = gr.tr.CJ/K +

+ gr.tr. K/k.

Seja R um campG ~e integricaê.e que

contém um corpo k e seja O c cer-

Definiçao .2.

pc de quocientes de R; suponhamos que

o grau de transcendência de O sêbre
~ . \ N

k seJa fin~to. Entao chama-se ~

de transcendência de fl sôbre k ao
- ---

grau de transcendência de (1 sôbr e k ,

E' imediato que existe ume.base eletranscendência de O s2bre k

cujcs elementús pertencem a R.

Sejam R e R' ~ois campos de integric.ade que c~n-

têm um mesmo corpo k e supcnhamos que exista u:nhomo:núrfismc ~

de R sêbre ~'. Suponhamos ainda que o grau de transcendência de

R sGbre k seja finito. E' imediata a prcposiçac:

4. Se ç: for um isc,mcrfismo entae gr.tr. R'/k

= gr.tr. R/k.

Demonstraremos o tecrema (nu qua1~sta~os fazen~o aa Desmas hip5-

teses acima):



Teerer:la 2

se entaG

e um iscocrfism0.

~ primeira parte de tecreoa e ime~iata. Vejamos a

segunia. Seja ixi,'" =; Y (x! ~ R' ) uma base 1e tre.nseen-.lênc ia1.

k' C::;80 L e um hCLlcillcrfismo :te R s~bre R' e-, ----
':e TI' s ôbr e

xí s ten elementes -c x . C~ x! ( i=l, •. , n) .
1. 1.

E' fácil ver que )xl, .•• ,xn ~ é uma base C.8 transcendência üe R

sSbre k. Precisamcs ~emcnstrar que se u ER, u ~ O, entac

'tu í O. Or a , u é algébrico sCbre k(x
l
, •.• ,x

n
1, portanto, u

é raiz c:e uma e qu aç ac d.a ferma: a,,(x)um + •.. + e.m(x) = O, onde
~ 1

ai(x) ~ k[x1, ••• ,xnJ e aj;;(x) t- O. De s t a equa çac vem

8.
r
(xl )u,[;J + ••• + a,_(x') = O, onie a. (Xl) lê. k[:C

1
1,••• ,Xl 1, u'=<:.u

v .u 1. n

e n~(xl) t- O (peis aD(x)~O e ~xi, ..• ,x'nf é U!J2 base de

transcenélência::e R' ,s3bre 1:); portanto, u'","<::u t O. (q.e.c...).

Seja -r um ic..eal prL:1Jc..e ');n C8.!'Jpo':'.::; integrid.ac..e

R; supcnnamc s que fi cc.nt enha um C~Tp::' k e o ue l;T.~:::,.R/k = r

1\ tais queem

(fini te). Nestas c onô.í.ç ce s c..are::::.vs a sE:gui,~.-te

IlefiniçD.CJ 6 i J.eal0.ioensac

sêbre k ec., g::~8.Udo t ::-a[~sccnG.ência

se;

Rl""I\./1y0 s ôbr c ~c, -'e 'Vl /. E'
I fJ-' ~. I ')

,~.n::~l.'l pr.::--,,-:l,.'11(s , i~~~Y' ·-','".:'I"1.'''1-1çac~_ '-'_ ~ .0' _ __ _~_ ,

t.

,. .t.;:) 1G.1.mo
k
~. '""' '"_.'

Observe~cs que pcd.e~Gs supCr qU0 k Cal e, entae, ~al~ tecreoe.

2, c grau c..e transcendência ue TI' sSbrc k é f in i t o , Linc..a pe-

1:::>me srio t e or ema tencs O ~ ~iw. "f~ r (se '(J-f H) e d i.;a , r =

==r qu an dc , e sômen te qu r nc c "r ==(O). Pt.r t an t c , se t ambêra supu-

zer:-:;cs "'(J 1= (O) t er erace

al pr í o c eie TI, -r f. :;;..
Ccnsic:eroillcs c anel r-e s í c.uo h' = n/y.> e seja

t\ um ideal pr í nc que c cnt.e nha ~. Lc ideal rl corresp;:.nc:..~

ra, pe10 hG::l8nOrf1.SD~ can2nicc de ti s~bre R', uô ideal primo

r~ de R' e t.en cs XO~ = ~\/-r'Mas :l'/r~.== :-t/r /rl/r ;
;;; R/ r = li', p cr t an t o, diill'k r'l = ;;,im"k Y\' isto é, as dimensces

ie 'leis i;:eais pr i.n..s .,?c,r:r:~pu!_':~~~t~.s. "', ('2C1'p~S :"'8 in!.El.g:rié:",-ade

h~)r:.cCl::-rfdls, se.c, iguais. Il'aqui pc é en , s -'vi:;,~aT c. seg~Ünt::; p::,c.pried.~

.ie (cnde e s t an cs usando as mesmas nc t a ç r e.: e nj;JC'L'28S):

é um ide
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5. Se r c ~l e V Ia \?l enta c dim'k Y> >
> diL1'k~l'

Cco efeitc, c(,nsidereQ~s c anel resíduc, 11./~::: li' e nele o ideal

01
/ Ipr í ac i i = ~Jl y:>; tel~Cs rI f (o) pois "('1 f ~. Pcr t.an to ,

pela pr cpc s í.ç a.. ac i na e pelo t e cr ersa 2, virá dii:l'
k

~l

= dio'k y)~< gr.tr.R'/k = :im'k~' (q.e.d.).

Da prC!p~siçao 5 resulta, imediatrunenta, r

Tecrer:12. 2.. Se ~ campo de integri~a~e 11. (k C Ü

e gr.tr. n/k = r, finit~) tivermes uma

ca~eia estritamente crescente de ideais

pr í mce s (O) C 'fI C \'J 2 C .•• C ~'" I- 11.

(onde ~i f ~i+l) entilv

r-I ~ din , fI> dim'Y->2 > ... > G.ic;·r..,.~O,

Um id.eal pr í.mc -r' fI- (O), ele UL'l

CaL'1pCde integrid.ade TI é denooinac..c

ideal primo ~inioal se v ~nicc i~eal

ccntido pràpriamente em ~ for c

ic..eal nulo.

Pela prcposiçao 5 teremcs:

6. Seja li ~ car::.pc de integridade ~ ccntém um

corpo ~; seja gr.tr. n/k = r (finitc). Se

c í.m , r = O, cnde ~ ~ ua ic.eal prLI10 d.e !l, en-

tãc p ~ um iieal máxiDal ele R; se dim.?? =

r-I então ~ ~ ~ ideal primo illínimal de R.

No case ~e um campo ie integrid.a~e qualquer (mas que verifique as

ccndiçoes da pr;)pc;~ição 6) nilc pcd emos , em geral, inverter as pr2.

pr í.e.lace s ac í raa, Lst o é, se r> for máx imaL (mínit:lal) não pcderncs

af í.r-uar que di.m, 'r = O ((~im. f=r-l). O caso que nos interessa,

neste trabalho, é aquele em que R é um campo finitc c..e integri-

dad.e (e, por tan t c , anel :::as ccorG.enad2.s Le uma var í ec.ade algébri-

ca irredu ti veL) , para tais canpvs :.e integri'laie p..:.ê.ereD(s '::'ar

respostas afiroativas às c'.uas questces ac í ma. Se '1 for c ano I c.:.e

polinSmios em n inc..eteroinedas: R = k[X
l
, ... ,X~, pc c.e r emcs re-

-sclver as questoes anteriores p~r processes elGoenbarGs. E~ pri-

meirc lugar femonstraQ-se os teoremas (ver ll~,pp.264-265, eu,

[5J ,p. 42) :
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Tecrema 1. - Se f, f~O, f:Jr ~ p:-,linCmiv irre -::'utí-

vel 'iú anel
-- -- ---
pal

mal.

Rn' ent~G ~ i~eal princi-

'\f = (f) sera UQ ic.eal prime:; :níni-

Se lP for ~ ideal prime míniôal de

ane 1 Rn entao to ~ ~ ideal prin-

cipal.

Dêstes acis resultados deccrre~, f~cilmente, c

Teorema .2

seguinte (ver (151,

p.265):

Se ~ :or ~ i:3.eal prim:, mínimal é~e

Rn entaG dim'k r == n-l.

Pela aplicaçãc dG lema 2 c.c capítulo 11, teremos:

TecroQa 1- Se 1: for ~ ideal Qáximal de Rn

tãc ê.iô.\,?=O.

en-

Definição 8 - Seja V uma var-ã eda.,e algébrica ir-

reiutível ~~ espaço linear Sk e se-
n

ja f = j (V) C Rni chanar emcs ::.iman-

sac (sebre k) da vArieda~e alg~brica

V à é:.imensao Co iiieal pr i rac y:;.
dadas anteriormente p~tem0s ~izer que a dimensão

de uma varieã.ad.e algébrica V, na c vaz i.a , é igual ao grau ::~etr8n~

cen::.ência c;e ~ (v1 sêbre k , eu seja, é igual a'-" grau c:.e trans-

cenc.ânc i a do c cr pc S (V) sêbre k , Se V I rjJ teremos

O ~dim'k V ~ ni ainia mais, pela prop.6 e pelo teorema 7, tere-

Ines, dif.1.V = O quané c , e s ômerite quanc c, V for um ponto. TaGlbér:1

temes diGl. V = n quando, e somente quando, V = Sn' O tecrema 6

nos mestra que t6da hiper-superficie algébrica irredutível (istu 6,

var í.eô ace algébrica ó.e um ideal principal (f), onde f E Jl , fl=O,n _

e f é irrec.utfvel sSbre k) io espaço linear Sn tem dimensac

n-l e reciprcc~~ente.

§2 - Dependência inteira.

Seja 1\. um sub-anel c,e um anel O j errta o poâem cs

considerar () .CCDO um R-m6dulo (ver ~51,pp.285-286). Diremos que

Q é um R-mé.d.ulG f Lni t c se existirem elementus Ql""'Wn em

n tais que () = il w 1 + ••• + R wn' Daremos a seguinte
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:Definiçnc 2. D'ir-eracs que um eI emento W é..e um u-

nódulo O , cnr;.e fi e um sub-anel
i""c ,-, anel Cl e 1\ tem elemento uni-~v

~a~e, é inteiro s3bre ~, se w f cr

f :::Xn +

TeQ::ls a seguinte pr cpc s í.ça c

raiz é..e Ul7l pclinSmic
n-l

+ alX +

(i=l, ... ,n) .

(ver [15), p , 290) :

+ a ,
n

on de a. E R
~

7· Se W E. o. fc:r inteiro sôbre R s:. ~ O tiver

elemento unidade, então R[w"\ é um B-raé'::ul0

finito.

eOD efeito, pcr hip6tese,
n n-1

da f'cr raa LV + "iw
A • ra

pctencla de w ,W , com m ~ n, e
n-1

1, W , ••• , LV CGn c:::.eficientes em n. Ls t o nos mcs t r a que
n-1

R[w) = R.l + ILw + ••• + h. (0 ,eu seja, n.Cw1 é um Ii--raódu Lc

+ •.• + a
n

(0 satisfaz uma relaçac

= O (a. E R); portanto, tScla
~

combí.naça o linear ele

finitc. (q.e.d.).

:Da definiç;o Je n-méG.ulo finito resulta, ime~iata-

I:lente, que

8. Seja fi uo sub-cnel de um anel

~~, é UD sub-anel de UD ~ne~ R
2

; sUyGng~-

~ que hl seja ~ R-!néc.ulo fiE2:":'c.o..~ gue. R2
seja ~ lt1-raCdulo f i n í t o, Nestas co~ª_:i.:..~.::es,R

2
~ um 1\-m[dulo finitc.

:Deocnstraremes v (cfr. t15) ,p.289):

Tecrema 8 - Se o anel (l f cr um ~~-;nLlul() fini to

(;:, C O e

cem elemento

li sub-anel de o , 1E n)

unilade, entao t,-,;,,· elemen-v~v---
inteiro s2bre r.\' .te. ê.e Cl e
n

0.. Z li. co ., erice W . E.. O
'=1 1 ~

Seja o< um elementc qualquer ele Cl, i teremcs «, ~ . E () ,
1.

n n
lcgc; c(lõ.; = 2:.a .. W., de onúe vem 2,(a .. -~ .. O()(ú.

~ . l·lJ J . 1 ~J lJ J
JO J=

(i=l, •.• ,n; ~. s imb oLo de Krcnecker) e ent~o (j. li).
1.j 1

n
(D = la .. - \ .. "1\). Mas 1 = ~b.W. (b

l
. E.R), logo,lJ 1.J'" -ç..., 1. ~

~=1

Cem efeit~, temes

O

O
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n
A = 2: b. 6, "-J.

. 1 1. 1.
1.=~

çac n c s nos t.r-a

= O, por t.arrt c , (a .. - b .. !X\ = O. Es t a
1.J 2.J

que ~ ~ inteire.. s:bre ~. (q.e.i.).

última rela-

Seja R um sub-anel de um anel R' e supcnhamos

que R' tenha elementc unila~e. Das pr~pcsiç;es 7 e 8 e de teore-

ma 8 resulta, i~ediatamentd, que

Te::rema .2. O c0njuntc I\ ,.ie toê.cs os elementos ele

R I ~ s a o inteires sSb::c,~ R, e Uf11sub-

anel ce RI.

ChamareillGS R de fêcho inteir::J de I\ em RI. Se li R d i r em os

que e inteir2Dente fechac~o em li'. Se fe,r lli~ campo de int~TI.

griCale e se J.' f cr o c cr po c:'e quocientes 1e R, en tac d.ir-emoe ,

sioplesmente, que li e inteiramente fechadc, se TI. = R.
Seja R um campo de integridade inteiramente fech~

cL n.. seu c cr p c c.e qu-.:cientes Cl; se ja L. uma extens~o algébrl

ca de Cl. Lnd í.quemos p.zr rt .:; fêche; inte Lr-o de h em :S. Nes

tas c0nc.iç:es t erncs (ver [151, p. 294) :

9. 52 ~ ~ c o~J)C je qu ,.;c2-.~!':'t:,:,_~::'e íL
Cr.m e f e i t ; , t o dc elemento D< de :2.. e raiz, c:e uma

nequ aç a o ar\)( + •.. + a O c crn cr.e f i c í.errt e s em ~(,. Mnltipli-
v n n-l

cand o anb cs :;s merabr os desta igualdade p xr ar teremes

( )n ()n-l n-l ( '--) n
3.(;0<. + a al a_o<. + "0 + a, a 1 aro( + ara = O; pcrtaQ

C -.. v n- _, J n
t o, a, IX é inteire s2bre J., Lcg c , a:.,t>( 0= b

e

E r;:. D'aqui v em

~ = b_/a" c que ccmpleta 3. 1emonstraçao de 9·
'-' '-"

•

10. Se Ü ,~L_. sera

uma extens~c algéb:::--ica finita.ie O.----- _.. ',...,--'--'-- -.-,
C.:;m e f e í t c , t e.nc s li = 2:. :',. W., 0rH':.e W. ~ R.

i';'1. 1. 1.

Mas, pela c.eJ:lc,nstraça0 ê.a prcp.9, t::,dc eleDGn'~eiê 2: e c qUGC~.

ente c.e um e Lerae n t c 1e Li. por um e l eme rrt o ê:.e R. Pcr t.arrt o,
sL.. (). tu., CJ que ;:emenstre. a pr cp os i.ç ac 10.

1.

temes

~=I

i=l
Nct einc s que•• se ~ fer u.na ex t ens a c algébrica fini-

ta de 0-, TI n~v será, necessàriamente, um R-mód.ulc, fini te. Um

exe.a pl.c., f" i :.adu p cr F .K. Schmidt (ver HÜoer dí,o Erh'3.l tung der«to..

Kettensatze ::"er I:iealtheorie bei beliebigen endlichen K~:,:,pe:Yweiter-

ungen", M.Z., vcL41(193G)). Ne arrt r et an t c , .i s t c serapr e a cont e ce

no caSL em que TI. é um anel de pclinCmics CQffi c~eficjG~te3 nur.l ccr
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po k. Precisamente, teoos o teorema (~eviiG a F.K.Schmidt; ver

[151 ,pp. 295-297) :

Te crema 10 - Seja li ~ anel d.e polinôr::lios ~ ....E.

indeterminad.as Xl, ••• ,X 'sêbre Q~
r -

corpo k; ~ 2: for ~ extensão al-

gébrica finHa de Cl (corpo de quoci-

entes ele R) então 2. fêchc inteiro c\

ele R em '" será u.n R-mGs.ulo fini te.~, ---- -- ~~~~~~~
s6 ô emcns tr ar emc.e êste t e cr ema no casei em que 1:

-e uma extensa o algébrica; se,earável ~e C\. . Para. case geral ver

o trabalhe Ce F.K.Schmid.t~ c i t ad o acima. Pele t ecr ema de e Le men t.c

pr í mí.t í vc temos ~= C\( s,), cnô.e pocemoS su pôr- que e';€.TI. Co-

me .2:: é extensão separAvel c.e (); "; ê raiz de um pvlinêmio

~eparé.vel f x" + a1xn-
l

+ ••• +a , :.né.e a. '- R G n"" (2:: \)1.n l.

As raizes de f sae t6das distintas; indiquemo-las por i1"" ~ ,

"F;2' ..• , Sn (c:.nc.e ~2' .•. 'Sn pertencem a 0.., extensão algé-

brica algebricamente fechada '..:.e C\). Todc elemento ~ de 2:-.
poue ser escrito sob a fcr ma LU = \; (X) + Al (X) ~ + ••• +

+ 1. l(X) ~n-l, onde A. (X) ~ Cl • Lnt.r oaue í.r emca GlS c cn j uga doe
n- ~ l.

ele v:>: <..vi = l"c(X) + Al(X) ~1 + ••• + J.n_1(X) S~-l (i=l, ••• ,n;

D. • s .(X) =
J

<"\ = w). Dêste sistema ::.e equaçZes tiramos
n

= 2'B .. co ,
i••1 lJ l.

Vandermcncle

once D. e c d.eterminante de

n-l\... ~.l.
e B.. é o ccmplemen to algébrico

21J 2
r-; n( -t:: 't.") é uma funç ac
u es • • '=>i - ':>j

1. <:J
simétrica éte Sl' ••. , "Sn' pcr t.an t c , é uma funçãc racicnal c.~os C')~

ficientes al, ••• ,a
n
, Ls t c é, n?E.C\; mas, por cu t r o Laô o, D2

." . 2 r .e Ln t e í.r c scbre li, lego, D E. R. Supcnhamcs agora que '-U s e j a

inteire sêbre 1\., entãu, A. (X). Q ó inteiro sSbr e H (pds

BiJ' e inteiro s6bre a), l~go, A.(X). ~2 ~ tamb~m inteiro s6bre
2 J 2

R. Mas A.(X) o. E ()., portantc, A.(X) D.. = P.(X) E Il. D'aqui ti-
J J J

2 n-l P.(X) .
r-ames A. (X) =P . (X)j o, , portanto, W = 2: J 2 ~ J. Esta r-eLaçac

J J j=t O
1 S _ ~n-l ,

R C R. 2 + R. 2 + ••• + lt. ---::-2' i s t c é, fi: e

c: O 6

(j=O,l, ••• ,n-1),

\ 1 ~i ~~

tamente, é diferente ele zero

de elemento ~~. Nc t.emcs que

(i=l, ••• ,n), que, cer-

ncs mestra que
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um sub-módul0 de um R-módulo finito, portanto, li é um R-módul0

finito, pois R é um anel noetheriant (ver [141 ,v.,l.II,§ 99).

Seja R um sub-anel de um campo de integridade R'

e suponhamos que R contenha um corpo k. Seja r == gr.tr. R/k.

Suporemos ainda que todo elementc de R' seja inteiro sôbre R

(neste case diremos que R' depende inteiramente de R, ou, que

R e R' ~stao ligados pela relaç;o de dependincia inteira). Nestas

condições demonstraremos o (Cfr. [15), pp. 298-300) :

Teoremall Sejam t.:> e ~' dois ideais primos

de R e R', respecti~ament~, ligados
_ N

pela re1açao t' = ~)(\ R; en~ temos

d' 4 d' -\ \lm'k ~J = lmok uJ .,
Demonstraç ao - Se \,) = R ( ou~ -) = R ,) o te orema é

imediato. Suponhamos ~,) ~ R (e, portanto, í} f. R t); podemos consi-

derar R/ X) como um sub-anel de R' / ~'>'. Para c~l.egarm'.'s à tese do te,2

rema basta demonstrar que todo element o (,,;)' de R' / k;,1 é algébrico si

bre R/ 'e (ver teorema 1). seja c.,) um e1ement c de R I cuj o ~' -resi

dU0 é (.)'; como R' depende inteiramente de R teremos
n n-l

w + aI W

r -resíduo

ai E R/~ ,

+ ••• + a = O, onde a, tE R. En d i cand o por a! o
n l l

d .' In ,n-l 'O de ai vi r a W + al lU' +. •• + an = , on e

isto é, CJ)' é algébrico s ôbr e R/i). (q<e.d.).

Observemos que na demonstraç~o anterior provámos

depende inteiramente de

que

R/~ .
Terminaremos iste parágrafo dando o enunciado do te-

orema de normalizaç;o de Emmy'Noether; a sua demonstraç;o poderá ser

encontrada em [15) ,pp.301-316, ou, (5) ,pp.41-42.

Teorema de normalizaç~o - Seja R == k( ~l'· o., ~n)

um campo fini to de int ..:'g!idade ~ indi-

quemos ~~ r ~ 3~~ g:au de transcen-

dincia sôbre k. F';,t?-o _e_xist_~~ r ele-

mentos x1",.,xr em R t~j~ gue R

d d
' t . +,::> - 1- .,

epen a r.n elramen:,.s:. ~~ HÜ:=i:Lxl'''' ,xr);

ainda mais, se k fo::, 1;::~ co::,po infini-

to, podemos escolher Á1"o<,xr como

combinaçoes linear~...ê.. r:_om~oe_ficientes

em k, dos gerador3s

R sôbre k.

de
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§ 3 - Relaçõe~ entre ~ ideais primos ~ ~ ~

~ de integridade ligados pela relaçao de de-

pendência inteira.

Sejam R e R' dois campos de integridade, sendo

R um sub-anel de R'; suponhamos que R e R' tenham o mesmo el!!.

mento unidade e que todo elemento de R' seja inteiro sôbre R.

Neste parágrafo, quando considerarmos um ideal primo t> de R (ou

de R '!? estará subentendido que t?' .;.R (ou "(e;' R').

Lema 1 - ~ .i ~ corpo quando, e somente quando, R

.i ~ corEo.

Demonstração - E' ime~iàto que se R for um corpo,

R' sera também um corpo. Vejamos a recíproca. Seja ~ um elemento

de R, tu 1= O; o seu inverso l/c..;) pertence a R I, portanto, satis-

faz uma relação da forma (l/w)n + al(l/w)n-l + ••• + a
n

; O, onde

1'.. € R (i=l, ••• ,n). D'aqui tiramos l/~:::: -al - a
2

U) - ••• -

1 n-l
- a LV e, portanto, l/w E R. Isto nos mostra que R é um cor-n
po. (q. e •d, ) •

~~ - Serja
~

um ideal primo ~ R ~ considere-

~.! conjunto S = R --p que ~ .!:!!!! siste-

ma multiplicativo tanto ~ R ~~ R' •

Q anel RS é então inteiramente deEendente

.2:2. ane 1 Rã? •

Cem efeito, um elemento de RS é da forma w/s,

onde (.>E R' e s E.S. O el ement o ú) é inteiro sôbre R, portanto,

satisfaz uma relaçãe da forma wn + aI wn-l + ••• + an = O (ai E R) •

D'aqui tirames (w/s)n + (al/s)(w/s)n-l + "0 + an/sn = O onde

a/si E R~, logo, w/s é inteiro sôbre R~. (qoe.d.).

~ i - Se R ti ver um úniao ideal máximal -r,
existirá ~ ideal máximal ~'de R' ~-

k projeçao sôbre R é t>: t;)\ f\ R ::::~')o

Comefeito, pelo lema i, R' nao é um corpo, portan-

te, existe em R' pelo menos um ideal máximal ~'. Evidentemente,

temes ~' ('\ R ::::t>. (q. eodo) o
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Teor9ma 12 Para todC' ideal primo ~ de R exis·-

te ~ ideal primo t":>1 de R I que ~

projyta ~ \).

Demonstraç~o - Consideremos o conjunto S e R- ~

e cons truamos os aneis de quocientes R ~ e RS· Seja l'
o único ideal máximal de R (r,prop.28); temos ~ (\R = tJ
prop.27). Pele lema 2 o anel RS depende inteiramente de

::: tJ·R-r
(1,

RÕ)' por-

. "",'detanto, pelo lema 3, existe um ideal maximal ~

jeta em 1> -:P'('\ Ri' :::1> . Pondo ~I::: ~t tl R' ,

1>' ti R AR I ::: 1" clR = 1'1 ()

R'S que se pro-

teremos

além disso, 6J' é um ideal primo de

R'(l (\ R ::: J> r. R = õ)
RI. (q.e.d.).

e,

No que se segue manteremos as mesmas hipóteses sô-

bre os aneis R e R I •

Teorema li - Sejam ~l
e dois ideais primos

de R ~ suponhamos ~e

t->l1= 6> 2· Seja \0) i um ideal primo---

de R' cuja projeçao sôbre R e t" 1.----
Entao existe um ideal prim~ t)2 de

R I cuja projeçao e 6)2 ~ ~ contém

Erà:priamente .S! ideal 6)i·
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Demonstraç;c - Consideremos cs an oi.s
,

rGSlv..UGS

R/\lJl ee R e R'/p~:: R'; p od.emcs é'.izer que R 6 U~l subo-anel ~le
R', pc í s , ~')l:: fi (\I\.. O anel R' Jepenc:e inteiramente (ie R

(cbservaç~.: dada Lcg c a seguir da tecre:a, i i ). Se ja ~2 ~~ t'.)21y\ ;
pele t e cr eaa 12 existe um ideal primo 1-;> ue h' tal que
_I - _ õ2
-r2 ('I TI: :; 'r2 e e in::diato que ~)~ ~ (O). Se ja r~ 0 i leal pri

GlOd.e R' tal que \)~ e &J~/y,)~; teremos ~'Jc2 --::> t->'l' -r~I V~
e t)~(\H = r2' 1st o dem..ns t.r a o te0rema 13.

Te:.;rema 14 Sejam -y.>~ e r~ uci s

11 '

ideais primes
, I

~ supcnhamos que t\ C ~~2'

~l C ~'J2'

y\ :; rJ{ 1\ li e

temosr{ I "r~. Entac

rI~Y->2' onde,tJ2 :; i'J2 (\ R.

Demcnstraç~.:., - s5 precisamos demonstrar que

t>1 I 'r2 pois já t emos t\ C t'2' Cvnsic::.erem~ s os aneis resíduos

R=TI/Pl e R'=R'/f~;t~ ..._s RCR' e R? éinteiramentec~e-

pendente c::.e R. Seja t2:; \f.);/t'~ que, c e.rt amen t.e , é um ideal

prime n a ; nu I.c. Se dem,:;nstrar,ncs que ~~ (\ li 'Í (O) resul+cará que

t>~(\ TI. :; ~2 'Í -<rI' Po r t an t o , pr e c i eamcs demonstrar, que se f'
fer um ideal prim~ nac nulc de um campo de integrid~éle RI (que

depende Ln t.e i r araen t e de u.n seu sub-anel ti) ent~o 'yJ1 (1ft :cD.C e
('j

ox i s t o um ele:r:er.';c r.0YJI'Í (O)
ri=I I)

+ "i W +". + F: '" O \ Pc o C R en . l ~

pcd.emcs supôr que a 1. O. Desta relaçac vem a E ~.:i () L"{ =~ Av')
n t= n\ 6 '

pt.r tan t o y.> f (O). Isto completa a deDlonstraçãc, Coc teoreLla 14.

Ccrclário - Seja r ~ ideal pJino E2i;1.~:!.:~81o_:;"E3.. li.

~ se ja -rI :2-_l12. ~~ea.:~:.o:prio~.:2:~ R r tal

q~ t:>' r, E = )? ~nt~o ~'e um i1eal

primo mínimal de R'.

c id.eal nul..:- ie

t» 1= O, em 'rI. Tellos

R. Ora, sendo
nLv

-Definiçao 10 -Seja li um anel e seja ITl ~~ i1ea1

riac uni táric de 1\. Um Ld.e aL primo "(J
de li é c.en ominad c idC;2:!. .PoY:~c iscla-

onde

(Jt se ~ verificar

1) G"l C ~ e 2) se

~l e um ici.eal p r i.mc

t\ = )2'

as ccndi-do de

çoes: (jL c..~, C ~/J

J.e R en-

tao
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'f,' imec..iat::: que quan âc li é um anel ncetheriano, esta c.efiniç;:o

cc.inc i de co:n a à.efiniçãe dada no cap.I, p.5.

Seja E. ~ sub-anel (com elemento unida-

de) ~ ~ campo de integric.ade rt i e su-

ponhamos ~ue ~ dependa inteiramente ~e

R. En tac r-m iJeal pr imo 121 é:.e li ' gue se

projeta ~ ieieal primo iscladc; c.e <D-
(iceal de R) é um ideal primo isclado de

R'.01..

Demcnstraçãc - Seja \J = "r'(\Ii.; temes (l. C\", 10-
_., -

go, m. c. "rI e entao li' ()t. C. "r :. que verifica a c ond i.ça o 1). Seja

-ri um ideal pr í.no de ]lI tal que R' (R C l?i C C?' e seja

\'\ = ri (\LI.. 'I'er-em os (fl c ~\ c ~ ' logo, ~1 "":? j on t a o, pele

teorema 14, virá "fi = t-", (; que verifica a condi;;;::, 2) o

Nãe ~ válida, em geral, a reciproca te lem~ 4, is~c

é, pedem existir id.eais prLnos Ls cLa.Lca J.e li' m. CJ. ''l n ao se pr :::j5'.

tam em ideais primos is01a1os de ()"l (ver C, t::;] pp 7';'(\ __7.)1) I·"+·8"··~·C·"'. .,1" .,)»Ó: 'J ...' ~._.- " ." -". ',L·~.-'

s8-nos saber em que condiçoes todo i~eal primo isolado ~e rti crL
se prejeta num iél.eal primo isolado c..e

tra-se o seguinte teorema «(151,pp.321-325):

Teorema l2. - Seja R um sub-anel (c;:;m elemento un.

c.ade) d.e um campo c.e in!:~e:!_t(~.:?s~e_R.' "

suponhamos que TII c..ep~nc;.ª l~:":~j;!8.r;:,:,~.,

te de fi.. L ind.a mais, sL~porem_-2_~_ Sl~~ TI

seja inteiramente f'e cha ô o ~ 9.2~ RI 8(L.

Ê ~ ~ noetheriano. N·?stE',S cOEcli.r;c,::

todG ideal pr.imo is Cllado de TI' tn,

(Gnde 01. é um icleal Cl3 li, n I- R)

projeta-se num j..c..eal E~~mo j....:,9.o\?-!lo i~
()t.

Teorema 16 - Seja R

daô e ) de

(c~m elementc u~i-

theriano I~~;9.1'~D_o!!'?:.~~:3S'12 u : 8(3-

~ inteira~.eJ::!.8_ .~~~.:~"~i\r.-~:"~~~? h e

li

:.c. 0 j_ r' L (; c:~ i r' T)~~ ~_m ~ s
__ o _._,_, - ., •• __ ••• _ .: •••• ~_ •• -
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te ~,com t>1 C ~J2' t)l t r2; ~-

l.ê: ~)g um ideal primo de li. , cuja

pr0jeça~ sCbre R e ~2' Nestas ccn-

1içZes, existe Qm i~eal prime 1ri
prcpriamente cont ido emr2' tal que

tJi (\R = ~I'

Demonstraçao - C0nsic.eremús o id.eal JlI. rI que e~

tá pr2priamente c~ntiio em lr2' Ceme R' e ncetherianú, de R' 'Y'l~

C ~2 vem que tJ2 ccntém, pele, menos, um ideal pr í mo LacLa c,o . f,
de R' rl' Pe Lc t e cr-erna 15, ri se pr c je t a num iJ.eal prime Ls oLad c

c.e ):1' p cr-t.an t o, t)i se projeto. s6bre ~l: -ri f'\:il = tJ
I
•

(q.e.d.).

De tecrema anterior resulta, imediatarnente, c

Corolário - Se ~' for ~ iJeal prim~ mínimal 18

li' entãc ~ ~ prúje çã;:, 12 = 1?' (\ li

será ~ ideal prime... míni~nal de :il.

Demonstrarem~s agora um resultadv func.amental para

a te:.:ria da dimensãc ~e variedades algãbricas. E' o seguinte

(ver \.l5J,p.326)

TeGrema 17 T0Q~ ideal prime mínimal c.e um ca~pc

fini to ê.e integric.ate R kl~, ... , S,;\
c.e grau de transcenc.ência ~, tem di-

mensao r-l.

-Demonstraçac - Pelo teorema de

NGether, existem r elementes xl, ••• ,xr em

da inteiramente de Rc; = k [xl' ••. ,xr1. Sendc

sulta que Rc e um anel de pclinêmiGs c.e r indeterrnina~as

Xl' ""xr sêbre k e enta;; he e inteiramente fechad0. Seja

"r um ideal primo mínimal ete li e c;.,nsi(,ereo"s c iteal -rc =

= ~"[to' Pelo c cr cLár í c ia t e cr ema 16, ro e um ideal primo

mínimal de Ro' entãe à.im'k ~o = r-l (teurema 6), portanto, pe-

lo teorema 11, dim'k ~ = r-l. (q.e.d.).

nc r.na l izaçac d.e E.

R t aí s que Jl depe~

gr.tr. n/k = r re-
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§ 4 - Teorema dos iGeais principais e teo~ ~e

F. K. Sch!nidt.

Tecrema dos ideais principais - Os ideais primes

ideal principal n~L unitário

( vo I- O), ::nde ~\. ~ ~ carnp:

de um.

R. w

ce integridace noetheriano e inteira-

cente fecha~c, sac ideais primos mini-

cais C:e J.

De:.n-::nstraçao - Seja "'r um id.eal pr í.mc de ~. co •

Cons í.àer-etac s c anel de quc:cientes Rt> = TI' d.e TI 8Gl r e Leç ac a

S = n- -ri s e j a Y'\ = r.Rr. O ideal -rI e c ún í.cc ideal máximal

de R' (I,prcp.26)i a í.nó.a na í s , se q indicar a cornp cnen te pri-

tl6ria ·.le TI• t.:)

R' • co tem ~I

ideal prime., de

que pertence 8. ~, 'ter emos que a ::"ec:mposiçae ~e

= R'. ~ como componente primária e qualquer outro

li' • tu está c cnt Ldo em ~I. Se detlonstrarmGS que

~' e UJl ideal prime mini.rnaI ó.e R'. l.U virá, .ime á La t amerrt e ,

que ~ = f/ (IR e um ileal prime mi.nimaI ce TI. LU; No taric.o que

R' é inteiratlente fechado (pcis TI é inteiramente fechaio), ve-

mc s que as hipéteses de tecrema se transportem para o anel R',

se nd c que agora ~ é um i:..eal máximal de R'. w. Pc.r t an to , po-

demcs supôr , cesce :) inicie, que ~ e um ideal prime méxitlal c,e

R. w; temes que de racns trar que );J e um i.:leal pr ice min i na l Ge

R. Cl-nsid.ere:J.cs c ccn j un t c t5' ce tc.:";:Js (;S e Lc mant os W ~e

Cl. (c:...rpc ele qu::.cientes ~e R) tais que wrJ Cn. De:.ncnstra-se

(ver [L5~ ,p.328 ou í).31,2g vel.,p.99) que \-5'::> TI, y5' -f J1 e

t.anbém que -<r. ~' = R. Seja agora -<rl' \01 1= (O), um ià.eal pr}~

me de n c cn t i dc em -r l (O) í t\ C "r; devemcs c..er.lOnstrar que

Á,.fJ -1 -1;J , -\t':)l-\n-l C
De ~ 1C ~J vem t' J?? 1 ' lce oriue , ~ ~-

-1
<='R, lego, ~l r)
líl tiramos (J( t=' = -rl' Se Õl C ~l teríamos

Y\C ~elt)c. 'Cl' Lgo, t\r = rl e c..evería!ilcs ter t\=(O),

ou, ~= (1),0 que é absur c o , Lcgc lR4rl. Existe ent~.: um c-

lemente a ele (.íl n~o pertencente a t\; te m. r = '(\, virá,

a -y:> C '0.' de onde ccnc Luí.mra que V C 'fl (pois a 4 r 1)' Mas,

pc.r h'í p í te s e , tínhamos ~l C tJ' Lcg c ~l = tJ· (q.e.d..).

t>l = ~ •

C ~ ~í\-l
1~~1

~l ~-l =

e um ideal de J.. De
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Corolárie - Seja R = k( ~l' ... , ~nJ ~ campo fini-

to ~ integridade inteiramente fechado.

Entao ~ ideal pr im<J de ~ ideal prin-

cipal R. tU (onde co E R, W I: O e

R. W ~ R) ~ dimensão r-I (onde

r :; gr. tr. R/k).

E' uma consequência imediata do teorema anterior e do t.e or.ama 17.

Teorema 12 - Os ideais primos isolados de ~ ideal

principal não nnitário °R.u> , ~

R=k L 'S:l' ••• , 'tn 1 é um camEo fini to de

integridade ~ w I: O, são ideais primos

mínimais ~ R.

Demonstraçno - Seja R o fêcho inteiro de R em

CJ. = k( "€.l"'" Sn)' corpo de quocientes de R. Pelo teorema de E.:

Neether existem r elementos x1"",xr em R tais ~ue R depen-~

da inteiramente de k[x1, ••. ,x;1= R(",. Então R e também a fêcho in-

teiro de lio em () • Pelo teorema 10 r esu Lt a q ue R e um Ro-módulo

finito, portanto, R é um campo finito de'integridade sôbre k (e,-entao R é noetheriano); além disso, R é inteiramente fechado. Se-

ja agora "6:> um ideal primo isolado de R. \.U e consideremos o ide-

al R. Lu I: R. Pelo t e r-rema 12 existe um ideal primo 1/ de :R que

se projeta em f>: ~JI'\R :; ~,portanto, ~ é um ideal primo isola

do de R. W (teorema 15). Logo, pelo teorema dos ideais principais,

~ e um ideal primo mínimam de :R e, então, dim. ~ = r-I. Mas '

dim. t-> = dim. &'> (teorema 11), logo, 6'J é um ideal primo míni-

mal de R. (~.e.d.).

Seja R = k[~l""'~n1

de integridade ~ ~ de

r ';> O. Sejam \'>s e Õ'.)t

-mos de R de dimens oes

~ campo fini to

transcendência

dois ideais pri-

a e t, respecti-

vamente; sUEonhamos qu: tJs C Pt .§:. que

s > t+l. Nestas condiçoes existe ~ ideal

primo 1?s-l' de dimensão s-l, compreendi-

do entre ~.)s e Õ)t: i..ls C '6Js_IC '6">t'
C,m efeito, consideremos o campo finito de integri-
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dac,e R = R/~')s; seja z: G hcmcmcr-f í.smc canSnic::'.ie n sôbre J"

e seja <=""rt = rt f (O). Tel:J.Cs gr.tr. n/k = s e dim.t\ = t.

TCr.JeiJ:sum e l emant o W, W f 0, te t->t e ccn ai der-em..s G Ld.eaL

principal R. w; temo:.., R.0:> c ~?t' pvr t.ant o , ~t cvnterá um.

ideal pr í no Ls cLad c "tI) 1 '::e R.~. Pe Lc e t.ecr e raae 17 e 19 tere
6 s- -1(-)-

8-1. Seja 1:s-1 = L ~s-l ' enta~ de

vem Y's C \'')s-l C. 'rt' o que demoris t r-a o lema

mos :limo '~":ls_l =

(O) C ~s-l C rt
5.

Notanêv que todo ideal máxim.el de

zerc (: que resulta

tem dí mensac

ir.Je~iata 1: teGrema

t e cr ema 7, ou, entã~, é uma cc-n se qué nc í.a

de normalização) e que todo ideal primo iJini-

r-l (tecreoa 19), pelemos, peLo que foioal de tem d í mens ac

d.em~nstraêo n.. lema 5, enunciar o be or ena fundamental da teoria

da dimansãe ((5),p.43):

Teorema 20 - Sej a J. = k ~SI' ... )~n1 ~ campo fi-

nito te integrida2e ~e erau ue trans-

cenCl.ência r. En t a : tGc.: ideal m~xirnal

de J. tem dixensav zer8 e todc ideal

prim0 minim.al de rt tem dimensac r-l.

Linda mai s, ~ t=>s e ~/)t ferel1i i~)is

lceais prio0s de :.G., c om ~s ~ t'>t e

di.rn , t's = s dim.6'\ = t, entac existe

uma ca~eia méxima de ideais primes cc:m.--- -- ---_.- --,

preend.idc.s entre t>s e 1:t

cadeia ten s-t-l t8rmGs.

e esta---

Teorema c:.e F.K. Schmicit - Seja R. = k Ct;l''''' ~nl

um camp0 finito de integri~ade de grau

~e transcen~6ncie r e ccnsiieremos

um ideal ~"l = (lU1, ... , Ws) :ie ª',
cnc,e s ~ r e til 1= TI. Nes tas c cndi-

çces, t,-'ic ideal primo isole.cie de (J1.

tem c.itTIenS2Cmai ar _JU jgual ~ r-s.

Demcnstraçao - O t e crera a já está demons t.ra dc para

s= 1 (tecrema 19); supcnha~o-lc ver~a~eirc para i~eais cujas bases

têm s-l geraé'cres. Ccns í.cer-emc.s (., E.cal 611 = (LV l' •.. , W s-l)

e seja t> um iCLeal pr-i mc Ls cl a c ; -:'e ct . De \(J::> (S"l ::> U1.1
resulta que ~ c ont ém , pele mencs , um i~eal pri.mc isvlac.c ~l
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'::'8 ÕL
1
. T8r:l, s c:.i:n. -ri ~ r-s+l. C::.nsi:"0rCf.10SJ anel rssí '::'uc·

~/rl ] o seja ~ ~ h~~c~~rfismv canfnic~ ~e h sfbre a;

tcr en >s (i=l, ••. ,s-l) c-

<J\.. = (o),o, virá, ma s ,

L (]li = (O), Lg:, z: li) i = O

<: ~ = m.. = z;:. ê.3 f ~. Se ú) L W
s s s

nesta cas; , tere:J~s ~Jl = -r, pr r tan t c , ('..im·tJl:;:'

e c tê:~r""':iic.2St2 '::'e::l.:mstra;,.c. Se Lv f G, t ar emcs ,
s

r-s+l > r-s,

(S1=IT.w
s

e 12 será W_1i:c8f11 pr i.z, Lsc.Lac,, .;c :.:. ws' l~g~,

= gr. tr. 5:/k -1 = ~ir!1.~1 - 1 ~ r-s+1 -1 = r-s, ::13.S di::l. _~

~im. r~r-s. 1st:.. c~mp1eta a ~emcnstraçac ~c
C-H:l. ~,

te~-,r8;:la ,::'e

cn t a., ,

F·K.~ch,:ü::t.
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C A P I T U L O IV.

-Derivaçoes.

§l - Derivações de primeira ordem.

1.1 - Definições.

Sejam I e l' dois campos de integridade com

I CI' e suponhamos que I e I' tenham o mesmo elemento unida-
de 1.

Chama-se derivaç~o de primeira ordem de

I (ou, simplesmente, ~eri~açao de I)

a uma aplicaçao D de I em l' tal

que

a)-
b)-

D(x + y) = Dx + Dy

D(xy) xDy + yDA

(x,yEI);

(x?y E.I).
Para cada x de I o elomento D:X:j de ::L'; é dez.om in.ado .·imeira

derivada de x (ou, simplesmente, de.ri.vada de e-rrrelação à

deri.vaç~o D. Se

entao diremos que

rivação sôbre I

Os elementos c

Dx=O para todo x de um sub=c cnjunt o

de I tais que Dc=O

I . Sê D
o

-ª"erivª-ção~rivi§l. 'ª-~
denominados constantes

10 de I

fo:r:'uma de-D e uma derivaçao ~ôbr~

entao D sera denominada

sao

em relação à derivaçao D. E' imediata a proposiç~o (ver [8J ,p.8):

1. Tôda derivaçao de I é uma derivaç~o sôbre ~ ~-

~ de integridade primo de I; e.lém di.:...~~, ~

constantes em relaçao à D formam um sub=ane L

10 de r.
Temos também (ver (S1,pp.9-l0):

Teorema 1 - Seja Duma der:iy"a9aode ?1ll campo de

in!.~lQ'ida-ª-~I !!:~~~po I I

Sntao D pode seE.pro~ongad~,

(I CII).

de um ú-

nico modo IQ. ~:gJa -ª~ri'Ta9ã~ ~_~ CO!.29. de

~C?c ien'~e8 9-8 L Q( I), err: I I e

Seja k um corpo e consideremos o con j unt o à.9(k)

de t ôdc.s as derivaçoes de k em k . Se c E k , D E 19(k),

DI EJ9(k) e D2~ )9(k), errt ao as aplLcaç ocs:
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cD: x E. k c. (Dx) E. k
e

x~k

sao derivaçoes de k em k , Podemos assim definir sôbre i) (k)

uma estrutura de espaço ve ctorí.aI sôbre o corpo k; .0 (k) é de-

nominado espaço vectorial das derivações de k. Indicaremos por

!D (k/ko)' onde ko é um sub-conjunto de k , o sub-espaço de .10 (k )

forôado por tôdas as derivações de k sôbre k.
o

1.2 - Derivaçocs do corpo de funçoes racionais.

-Seja K = k(Xl, .•.,xn) um corpo de funçoes racio-

nais de n indeterminadas sôbre k e consideremos os aneis

Rn k[Xl' •.•,xnl e R '"Rn[Ul,..•.,unJ, onde ul, •••,un sao inde

terminadas sôbre K. Para todo elemento f(X1, •••,Xn) de Rn con

sideremos o elemento f(Xl+ul, •.•,xn+un) de R; temos:

f(Xl+ul""'Xn+un)': f(X1,· •.,Xn) + fl(Xl'""Xn)U1 +

onde F(U1, •••,un) e um polinômio em ul, .••,un' com coeficientes

em R e de grau nao inferi or a 2. Indicaremos por D. (1.$ i ~n)
~

a ap:'icaçao: f(X) E. R ) f. (X) E. R . Obteremos assim n
_ n ~ n

derivaç2es de Rn em K e sôbre k; pelo teorema 1 estas deriva

gões podem ser prolongadas (de modo único) a derivações de K, que

ainda indicaremos pelas mesmas notações. As seguintes propriedades

s;;oimediatas:

1. D.c '"O para todo c E k;1.

2.

3.

D.X. = 1 e D.X. = O (j fi);
1. ~ 1. J

O corpo das constantes de D.
1.

k(Xl' ••.,X. l'X . 1"'" X ).1.- _1.+ n

Se uma derivaçao D de K em

e

4. K

D

satisfizer
-as condiçoes 1.,2. e 3. entao

Por causa da propriedade 2 é que dizemos que Di

em relaçao a X.; também indicaremos1.

e
Õ

por ~ e a denomina
Xi

e sôbre k , Tecos «(81,

= D ..1.

uma derivaça o

remos derivaçao parcial ~ relaçao a

p.12):

2. dim. ~ (K/k) n .
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mentos xl'" "xn de K. ParQ um elemento qualquer

de K considere:nos a f'unçao racional f(X
l
,· •.,X

n
) j

por Of/dx. o resultedo da sub st í tu í ç ao de X. por
l l

em ÕfjOXi. Com esta notaç~o podemos estabelecer

~\ 6f
Df(xl, ...,xn) ~ ~ Dx.,

i=l oXi l

Seja K uma extenseo de k e consideremos nele

f(xl,··· ,xn)

indicaremos

x. (i=l, ••,n)
l

a relaçao:

(1)

onde D e uma derivaçao de K sôbre k.

1.3 - Prolongamento de uma derivaçao.

Seja K uma extensao de um corpo k.

Definiçao 2 - Diremos que K é uma extensao trans-

cendente separável de k 8e existir

uma base de transcendência X de K

sôbre k tal que K seja extensao

algébrica separável de k(X). Neste

caso X é denominado base de transcen----- -- ------~
dência separadora de K sôbre k.

Definição 2. - Diremos que K é uma extensão finita-

mente gerada sôbre k se existir um

número finito de elementos x1"",xn
de K tais que K = k(xl, .••,xn).

Neste caso tenos gr.tr. K/k = r ~ n;

se r > O diremos também que K e

um corpo de funções algébricas de r

variáveis sôbre k. Se K for também

extens~o transcendente separável de

k, diremos que K é separàvelmente

gerado sôbre k.

Seja K um corpo finitamente gerado sôbre k:

K = k(xl, ...,xn); consideremos o anel de polinômios

Rn = k[Xl, .•.,xn1· Indicaremos por aL o conjunto de todos os po-

linômios f de Rn tais que f(xl, ...,xn) = O. E~ imediato que

()l é um ideal primo de R • Seja Duma derivaçao de k , supo-
n

nhamos que D possa ser prolongada a uma derivaçao D' de

(em K). A derivada de um polinômio

plicando a (1)): D'F(x) = ~(x) +

F(x) E k(x)

n OF

6~D'X.,
. ox. l
l= l

e dada por

K

(a-

onde ~(x)
.
e
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o polinômio, ~m xl" ..,xn' obtido ~plicandc-se aos coeficientes

de F(x) a deriv2.ção D', ou seja, D. Not'e:nosque se F(X) E ú'L
_D .n, Ó F

teremos }<r-(x)+ L 6X D'x. = O. Consideremos agora uma base
i=l i 1.

tF1(X),.••,Fs(X)} de m.. Deoonstra-se o scgu í.nte teorema (ver

[141,p.12, ou, (81,pp.14-l6):

Teorema 2 - ! condiçao necessária e suficiente ~_

~ que ~ derivaçao D de k (em k)

possa ~ prolongada ~ ~ derivaçeo

D' de K = k(xl, ••• ,xn) (eo K) é

que o sisteoa linear nos Yl, .•.,Y
n
:

-I) n '6F.
1<'":"(x) + ~ ~ Y. = O (i=l, ..•,s),

1. . 1 oX. J
J= J

(2)

tenha soluç~o. Além disso, ~

o( I' ..., c< n f.C?:: uma solução dêste sis-

.tema, .8.!1taosó eY.:is~ü·áu~ único prolon-

óaoeE~~ D' ele D a K tal que

D ; x i = De( 2. ( i = J. , • • • , n) .

Dêste t eorema t iramos os seguintes coro.lár í os (ver

l141,p.13, cu, C8~,pp,16-18):

Corolário 1 - Sej~ K = k(X) uma extensao transc8n-

C.?E-.!.~ ~ iopl~~ :-:e

v2ç.ao D de k

k , en~ão tôda deri-

pode ~E prolongada

D' de K; ainda mais,a uma derivaçao

se fixarmos o valor de D'X, D'
,

sera

~ único prolongamento de D a K.

Corolário 2 - §eja K uma extensao algébrica, ~-

p2.rável ~ fini.~2.de k; ent~o tôda de-

rivaç~~ D de k pode ser prolonga--~2, ~e um único modo, ~ uma derivaçao

D' de K. Eo particular, se D = O

entao D' = O,
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Corolário 2.. - Seja K = k(x) uma extenso.o algébrica

puramente inseparúvel de ~; indique-

~ por F(X) = X
pe

-a (p caro.ct"rís-

ca de k, a E k) ~ polin8~io irredutí-

~. Nestas condiç;es, u~a deri-vel de

vaçao D de k pode ser prolongada

D' de K quando, ~

Da = O. Em particu-

só existe uma única

, . ~
!! ~ a.er1vaçao

somente quando,

lar, ~ D = O

derivaçao D'

mento de D

de K ~ ~ prolonga-

e tal que D'x = 1.

Consideremos agora o caso em que D é a derivaç~o

trivial de k; o sistema (2) se reduz a
n óF.2: _ly. =0
. 1 àx. JJ::: J

1\.:Fxi.\\Indicaremos a matriz \\o por M e por n- ~
J

nos dá o numero de soluçoes linearmente inde-

(i=l, .•.,s) .

a sua carac-

terística. Então \"'-

K) de

5· dim.

(3), portanto, temos:

J.0 (í/k) = y".
pendentes (sôbre

Suponhamos agorn que ~ = O, neste caso, o sistema

(3) só admite a soluç~o trivial Y.=O (j=l, ...,n), isto nos no stra
J

que a única derivaçao de ~ = k(xl,···,xn)

trivial de K. Podemos entao afirmar que K

ca separável de

de K sôbre k

k. Com efeito, seja

s8bre k, é a derivação

e uma extensão algébr!

base de transcendênciax uma

e seja Ko a maior extensao separável de k(X)

k(X) C K C K. Se K f K teríamoso o
K = Ko(zl"",Zt)' onde zi é puraoente inseparável sôbre Ko'

considereDOS o corpo K' = Ko(z2"",Zt)' Temos K

e uma extonsao puramente inseparável e simples de

rio 3 existe, entao, uma derivo.çao nao trivial de

contic:.aem K; temos k

K'(Zl)

K'; pelo

K sôbre

e K

corolá

K' ,

portanto, existe uma derivaçao nao trivial de K sôbre k, o que

é absurdo. Em consoquência devemos ter Ko = K. Agora se X f ~,
existiria, pelo corolário 1, UDa derivaçao n~o trivial ~e ~(X)

sôbre k, que, pelo corolário 2, poderia ser prolonga~a a uma ~eri

vaçao (evidentemente não trivial) ~e K sôbre k. Temos assim um
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absurdo, logo, X = Y' e, portanto, K é extensão a Lge b.r í.c a sc par-áve L

d.e k. Do que demonstrámos acima e pelo corolário 2, podcraos enunci

ar os seguintes teoremas (ver (8] ,pp.20-21; D91 ,pp.26-2iP):

Teorema 1-!condição necessária e suficiente parR

jue K = k(xI, •••,xn) seja uma exten-

sao algébrica separável de k e que ~

única derivação de K sôbre k seja ~

derivaç~o trivial de K.·

Teorema 1-!condição necessária e suficiente para

que K = k(xI, •••,xn) seja ~ extensa o

algébrica separável d.e ~, ~ que ~ ma-

triz M tenha característica n.

Dernonstrare~os a proposiçao:

6 • ~ ~ r = gr.tr. K/k.

Com efeito, por hip6tese, existe em M um menor ~e

orc..e;:ln- ~ nao nulo; usando uma no taç ao conveniente podemos supô.r

\
1> F. \

que ox~ ~ O (i=l, •.•,n-r--e J= ro-+l, ..•,n). Pelo ·teorema 4 re-
J

sulta que x~+l, .••,.xn são algébricos sôbre k(xl, •.•,x[-L)'portan-

to, r s,. t'-. (q.e.i.l.).

Teorema .2. - rv e o menor numero êleeleoentos

- I_r t . Tr'ul,.:..., U~ S±.Sà ú ~ que ~~_E:-?:Ja eY~

tensao algébrica e sep~!,ávi.'lfg_

k( uI ' ••• , ul"') •

Demonstração - Seja ul, .••,ut um sistema cinimo

~e e16wentos ~e K tais que K seja extensao algébrica e separá-

vel de k(u
l
, •..,u

t
); então ca~a ui ou é inseparQvel, ou, é trans

cen: __ente sôbre k , con sí.cer-emos o corpo

k. = k(uI,· ••,u. l'u. 1""'ut); ternos~ ~- ~+
k(U

l
,· · · ,ut)

Ô
10s corolários 1 e 3 existe ~~a Jerivaçao õü: deu

i

u. = 1; esta ~erivação pode
~

= k. (u. ). Pe-
~ ~

k(UI,· · · ,ut)

sôbre k tal que
D

~ ~
único modo, a

ser prolonga-

da, :ieum uma derivaçao de K (corolário 2) que ain-

da indicaremos por ~ E' fácil ver que as uerivaçoes
?>u

i
'

linearmente indepenuentes sôbre K. Seja agoraõ "O
'OU

I
, ••• , 'bu

t
sao
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D uma derivação de K s ôbr e k e ponhamos

(i:l, ••• ,t). Néet e caso, a derivaçio D "" D-

Du . o:: c(. E K
,.i.l 'l é uma de-
~O(.----
. 1 l 6U.1.= l.

s~bre k(u1, •• ",.ut), portanto, pelo corolário 2,- D = 0, 10-

2: c<.. -ª- ,(Isto nos mostra que dím , J9 (K/k) :::;t; mas
. l' 1. ~u.
1.::;; l.

-rivaçao

gOj D =

por outro lado temos (prop.5) <;limo'JÇ' (K/k) = r- ' Leg o,

~= t , ('l.e,d.).

Teorema ~ - Seja K = k(x1, •.• ,xn) uma extens~o nio

separàvelmente gerada sôb~ k. Entao K
- k (t)i ~ extensao ~-é8imà ~e mao

não i ~ extensão (t-l)-:.ésima ~ k ,

Demonstração - Pelo teorema anterior existe um sis~e-
-mamínimo de r elementos ul""'u~ tais que K seja extensao

algébrica e separável de k(ul""'U~ = Ko' Como K não é separà-

velmente gerado s ô br e k teremos tI.. '> r = gr i t:r , K/k, portanto,

existe, pelo menos, um elemento ui' p.ex., ul' que 8 inseparável

sôbre k(u2""'u~) = kl• Pelo teorema do elemento p:-:';_mitivo (ver

[13),vo1.I,§40) existe um elemento S de K tal que K ,;Ko(~)'

portanto, K::;; k
1
(ul'~)' Pela demonstração usual c.oGeorema do el.§.

mento primi ti vo (ver (131, vo1. I t §40) podemos 3ubs-';i~uir os ele-

mentos ~ e u1 por um único elemento ui de K e entao têr~50S

Kekl(ui) =k(ui'u2, ••• ,u1"')' Isto prova que K é e~~"';ensao r--ésl

ma de k; pelo teorema anterior K não pode ser extensao (r- -1)-

ésima de k. (q.e.d.).

Demonstraremos agora o teorema (ver t191,p.14, ou

Teorema 7 - ! condição necessária ~ suficiente para

que K = k(x1,.o. ,xn) aej-ª: ~ extens~o

transcendente sep~rn~~~ de k, ~ que ~

matriz M tenha caracter:Cstica n-r, on-~=.:;:; --_o. _
~ r = gr.tr.K/k.

7~~~----------~~'- -(c!) Diremos que K e uma extensao ~-ésilI\a de k quando existirem
elementos ul' o •• ,u,.. de K tais que K:: k(U1, o, .,1...1.y-)'
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CO;:1 efeito, suponhamos que a matriz M tenha carne

terística n-r. Pela demonstraç~o da proposição 6, resultará que

(usando uma notação conveniente) x l""'x sao algébricos sep_a
r+ n

ráveis sôbre k(xl, •..,xr), portanto, \Xl, •.~,xr~ é ~~a base ~e

transcendência separadora ~e K sôbre k. Isto de~onstra a con~i-

ção suficiente. Suponhamo s agora que K seja uma extensao trans-

cendente separável de k; então existem r elementos u
l
'· .• ,u

r
de K tais que K seja uma extensão algébrica separável de

k( ul'.••,ur). Ainc.a mais, r e o menor número <ieeleoentos com es-

ta proprie~ade, pois, gr.tr. K/k = r. Portanto, pela Jemonstração

do teorema 5, tenos ~ = r e, então, a característica de M e

n-r. (q.e•d,).

Teorema 8 - Se K = k(X1, ...,xn) for ~ extensão

transcendente separàvelmente gerAda sô-

-bre ~, entao existirá ~ base c.e

transcendência separadora <ie ! sôbre

k entre ~ geradores xl, •••,xn'

E' ~~a consequência imediata da condição suficiente

ia teorema anterior e da demonstração da condição necessária do

mesmo teor-ema ,

o teorema 8 é devido a S.Mac-Lane (ver [7}, p.384);

em [81, p .36 e em (191, pp .18-19, podem ser encontradas outras c.e-

monstraçoes do teorema de Mac-Lane.

§2 - Derivaçoes em relaçao aos elementos ~e una

p-base.

2.1 - Conjuntos p-in~epGn~Gntes.

Seja k um corpo ae característica p > O e consi

dere~os uma extensao K ~a k. Dareuos a seguinte definiçao (ver

Definiçao 1- Diremos que un sub-conjunto X ie K

é relativamente p-indepenc.ente se ti-

vermos L(X') f L(X) (onde L=k(KP»
para todo sub-conjunto próprio X'

de X. U~ sub-conjunto B de K e

denominado p-base relativa (sôbre k)

se B for relativamente p-independen-

te e se K = L(B).
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Demonstram-se as seguintes proposiçoes:

8. Tôca extensão K de k tem ~ p-base relati-

~ sôbre k.

9· Todo conjunto relativamente p-in~ependente te

! porie~ imerso ~ p-base relativa c..eK
sôbre k.

10. Tôdas ~ p-bases relativas de K ~êm ~ mesma

potência.

Quando o número te elementos de uma p-base de K

s8bre k for finito, êle & denominato grau de imperfei0;o relativo
---- -- .

de K (sôbre k). Demonstra-se fàcilmente que (K:LJ c pm, onde

1 = k(KP) e m é o grau de imperfeição relativo de K.

Definiçao 2- Diremos que um sub-conjunto X de

um corpo K é p-independente (ou

absolutamente p-independente) se para

toco sub-conjunto próprio X' le X

tivermos KP(X') t KP(X). Um sub-con-

junto B de K é denominado p-base

de K se B for p-independente e se

K ""KP(B).

Estas definiçoes coincidem com as anteriores no ca-

so em que o corpo base k (da definição 4) é perfeito, pois temos

1 = k(KP) kP(KP) = KP• Valem então as proposições 8, 9 e 10 para

os conjuntos p-independentes. Em particular, se o núr:aerode eleoen

tos de uma p-base de K for finito então tôda p-base de K terá
"o mesmo número de elementos. Este número é denominado grau de im-

perfeição (absoluto) de K. Demonstra-se que (K:KP} = pm, onde m

é o grau de imperfeição de K.

2.2 - Derivaçoes em relaçao aos elementos de ~

p-base relativa.

Seja K uma extensao de um corpo k de caracterís

tica p > O e cons í.der-eraos uma p-base relativa B (z~ )0( €. A de

K sôbre k , Para cada z()( temos ZO(~ L(B-~Zo( p, z~ ~ L(B-\Zo<t)

e L(B-~z~r)(z~) = L(B) = K (onde L = k(KP)), portanto, pelo

corolário 3, a derivação trivial ele L pode ser prolongada (de um

único ':lodo)a una éterivação Dtl( ê.e K tal que Do(7~<>( '" L Eviclen-
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tenente t.anos Dc;(Ze.= O para (3~A, ~I- O( e Dc(c = O para todo

c ~ k , Ob t.enos as s í.n uma f'araí Lí,a (DO()O(~ A d.e c.erivações ê.e K S0

bre k e eo relaçao aos eleClentos da p-base relativa B. DireDos

que estas s~o as ierivações em relação aos elementos da p-base re-

lativa B. Obe e r-ve rao s que para toê.o x E.K teoos DC>(x= O exceto

para U9 nuzier o finito d.e índices o< c.e A, portanto, ten sentiã.o

escrever ;Z:,D x. a , onde ( ao()0(,E. A e uma f'an iLí.a de elementos
ç,(~ ~\ O(

O(

c.e K. Seja egcra D UI;1aderivação de K sôbre k' e Lme d i.a to,
que D e entao uoa derivaç~o ele K sôbre L=k(KP) • .Ainc.a mais

t eraos (Cfr. f ór muLa (1»: Dx = L Dp(,x.D~, onde x e ULl elernen-
o< C; 1'.

to de K. Vemos as s i.ra que ucia derivação D c.e K sôbre k fica

('~eterl;linacla pelas deri vaçoes em relação aos elementos éi.e una p-ba-

se relativa ,ie K sôbre k e pelos elonentos DzO(,(o< E A). Reci-

proca~ente, seja _(a~)~EA uma família c.e eleoontos te K e consi

c:.ere~os a aplicaçao D que a x E K faz corresponã.er o elemento

Dx = 2: Do(x.:O-o<,' E I fácil ver que D e UQa c..eri vaçao c.e K sô-
o<E. A

bre k (portanto, sôbre L).

O que dissemos acina também se aplica para o caso

de una p-base (absoluta) de K.

§ 3 - Aneis locais.

3.1 - Comp1etaçao de ~ anel local.

Definição 6 - Diremos que (r é QO anel local quan-

du: a) O- é um anel noe ther íun o ,

b ) €r tela elemento un i.ó.aó.e r c) e--

tem ULl único ideal máximal ~

O corpo D = e- / "W\.. e lenoninac.c,

corpo resíc.uo de e.
ConsidereDos, para cada inteiro

Y't"-I ••••ft -r:/
hAA

•• +1 . o -, ---.rr-f
UUu = T"f\ H\ Po:leillos CCnSlú.erar IJV"' ••. como

-.r

sôbre (),; para isto precisaracs :iefinir c proê.uto de um e Le.aerrt o

1; c.e 1\ 1 nto I..J:))( c.e ~.~. Seja ~ um eleoentou. por WIl e eme ~ .t-

ele er tal que ~ = m -resíduo de <t. e seja ~E. 'W\ tal que

w" = m-.t +l-resíduo c.e W ; então, definiremos "& ~~ como a clas

. .:+1. o - (' -'_~ '"'" f' c i.L ve r i,se resíê.ua, nódu l.o "M. ,deternunalLa por l:I~ • .l'.i a -

\f' , "Q. 1, o anel

uo espaço voctorial
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ficar que esta clefiniçao nao depenJ.e elos oLeme n t os ~ e LU

colhidcs nas classes ~ e w"', r-e s pe ct i v a.nerrt e ; e, t~nbé::l,

es-

que

~~ passa a ser lli~ espaço vectorial sôbre

(Cf~. (16},p.19):

Ó • Temos (j teorena

Teorema 2 - A condiçao necessária ~ suficiente para

que g, eleClentos w l' ••• , W g formem

~ base oinimal de ~~ ~ que ~ cor-
>é ~

responc.entes vectores W l' ••• ,L-> g de

"y(1"'r fornen ~ ~ de ,('(o".

De::1onstração - Seja {t.:) l' ••• ,tU ~ una base oínimal
'* g >I:

de "M,.'" e suponhamos que os vectores <..)1"" ,ei) g nao e e j am line-

armente indepenclentes s ôbr e 6. (é imediato que' <...)*1"'" tU'" ge-
- g

r an 6r(. ..•.sSbr e D.). Teremos, usando uma notaçao conveniente, uma
"" 'I.. - ""

relação da forma W 1 = S 2 ~ 2 + ••• + h W ; voltando ao anel
'" _ g g" ...r+l"M. virá !..VI - b

2
4)2 + ... + bgWg (moú..'WI. ), por-t arrt o,

'rv\"" '" ((W2, ••. ,LUg),~+1). Seja o. == e.(w2, •.• ,<.õg);·tomos

..r (I"'. "'+1) , .J'+l (r'\ ,,+1) fr. ""'+2)'W\ = \. j , "ri\.: , úe onde, "ri\. = .•.l, ""'" 'YV\ = ,\.J. 'V'(I. , 'fY\..

~ v: (t\" \1'+2) . .-e entao '\V\ == \.1., \.1 'VVL,"M.. . Repetlnd.O o ne srno processo obtere-

nOS "({\-t = (Q , 'YV\,<,+j) para j ~ 1. Mas pelo teorema 18 do capítu-
00 con«, , 'm-s'+ j) =\\ (O, 'm.l) = Ç\

-t j=1 ..r ( Q. ==1 ) . . t
C\ = 'W\ , isto é, "M := tU 2' ..• , t.) , contra a h í.pc ese. Isto

- g.) •. ,. l
demonstra a condiçao necessária. Seja agora '\tU l' ••• , W { uraa

. - .(" g-
base de ~".; entao, para toclo tu de "M temos uma relaçao da

W == ~ I w 1 + ..• + b gtu g (r.1ocl. "M.'<I'+1), de onde poúeraos

-t 11'+1)
ccncluir que 'M = (( ~ l' ... ,LV g) , "Il\. • Pelo raesmo processo da

-t
"M = (<.V

l
, •.• ,U3

g
).:2}' inediato

, ...,... t .
é uma base mí.n i.maL de "M. p01S, caso con ra-

não seriam linearmente independentes sôbre D .

10 I, temos e entao

forr.1a

denonstraçao anterior teremos

do teorena 9.

Dêste teorema vêm os seguintes corolários:

Corolário i - Q nw~ero de elementos de ~ base ní-

ninal ce ~'" e igual à clinensao de

GOb.... sôbre 6.
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Corolário .2. T6~as as bases 8ini82i~ ce

o DeSQü nú8ero cc ele8entos.

Os corolárics 4
g

'$. = ~a .. (..U.
1 .-1 lJ J

'f. J- >I.

\"51' ... , Sg{ serao

quando \ ãij \ 1= O, ou

(q.e.d.).

g
Corolúrio 6 - Se ~. = Za .. (0. (i=l, ... ,g;a .. E.e)

- 1 . 1 lJ J lJ
J=

entio 't; 1' ... , ~g é uma base ~G m-r'

quand·.), ~ sooente quando, \aijl '- W\ •

e 5 sac Lned i.at cs , Vejar.J.Os o c:crolário 6. De

1< g - >I<'

vem ') i = 2:. a .. w., portanto, os vectores
j=l J.J J

linearoente independentes quan~o, e sõmento

seja, que~do, e sômente quando, \aij\ ~ ~ •

Se ~ = 1, no corolário 4, tere80S que a dimensao

de 6l1o, ncs c.a C) numero c:.e e Leoerrt os de urna base a in í.maI d.e 'YY\. ;

.indi caz-eraos êste núoero pc.r s s d.i;n.~, = s.

Intro~uzirem0s agora lli~a topologia (natQTal) sôbre
o 2 3

t ornando W\... = e--, W\, m ,lv1.. , . ~ e, Corno O s is t erna funé.ao anel

cental de vizinhanças ~a orige;n. E' iDe~iato que & será, ent~ol
w

um anel topol óg i co ; c OiJO n "M,i = (O) (ver cap , I, t,"oreoa 17) o
i=l

espaço topológico er e um espaço de HausJorff, PVI...en:';:3Jc.2Dbén ,1e-

finir u'a métrica s6bre co seguinte ôcdo: se
j

entao existe um expoente j tal que X-'jr E. ~(V'\. ?

"() -j (caso poreZlos ~ x,y = f on~e ~ é ~TI nÚDero ~eal Deior GO

que 1); ainda mais, se x=y entao poremos d(x,y) = O. E' imedia-

to que estao verificaê:.as as c onô.í.ç oe s i a) d(x,y)=O (--;; x-=,,;

b) d(x,y) = d(y,x); c) d(x,y) ~ max.(d(xjz),d(y,z)); portanto,

d é uma pseudo-8étrica. Note8os que a topologia introduzida em

~ por 8eio desta pseudO-Détrica é equivalente à topologia natu-

.i-tL
x·_y ~ .,,,-~ i no s t e

ral Je er.

Diremos que una sucessao (xn)nE. N (N conjunto

dos numeros n atur-a i e ) de elementos J.e e é U::1aE.~ao de Cauch~

quando lado t:. ') O e arbitrário existe um indice k tal que

d(x ,x ) < t.. pare. todo m > k , n > k , Como d é una pseudo-mé-
m n

trica tODOS: a conúlçaü necessarla e suficiente para que (xn) se

ja UDa suce esao de Cauchy, é que d(xn,xn+l) -=.> O qL".,~V)do

n -----) oo • Dire!.1os que um anel local e e 9_oE:r!.!:..?_~~'.SJ tôd.a su-



- 53 -

cessao de Cauchy for convergente. Num anel completo
C>O

2..', Xn
n=o

seja convergente e que Xn ~ ° quando n --tc() •

e- , a condi «

çao necessária e suficiente para que uma série (x E. 6-)
n

ço c omp Le t o

nir sôbr e e-* uma estrutura de anel. Temos o seguinte teorema

(ver [2~,p.59):

SenJo e um espaço métrico podemos passar ao esp~

(9-"', em relaçpo à mótrica d e, tembérn,poê:.emcsdefi-

Toorema 10 - Seja \:Y ~ anel local e e'k .2. ~

completo em relaç~p ~ topologia natu-

c e) & é c\t."'-~ ~~ &cj ral J.e 0'. Então: a) e-k- e um anel

topológico; b ) e- é um E.ub-espaço ~

b 1 d * -) P<-"" t'= su -ene ~ e; 'J se v \ se 1S-

fizer às condições a), b) e c) ent~o

e~ ~ isomorfo (sôbre ~) a (7* •

O anel e~ é denomi.na do anel completo do anel local e-, em rela-

ção ?:. tcpoLog-i.a natural de e-.
Demonstra-se o seguinte teorema (ver (2),pp.59-62):

Teoremall - Seja e*.2. anel completo de um anel

local er. Entao temos: a) er* e= anel local e a topologia de fr* é

equivalente ~ ~ topclogia natural;

)

'io >/. ",h >f. h
b 'W\ = 6-""""" e 'Y'(\ = e;-,"M..-,
'r,{'h r. (~y = 'W\.h (h E..N); c) Do

"= O- j'Wl - D. = ojW\.; d) ~ base

mínimal de ~ é também uma base mí-

nimal de 1\(1(\ li< ; e) se (ft. far um

ideal qualquer de ~ entao

e"'m. r-, G- = Cfl.

3.2 - f~eis locais regulares.

Seja

ctorial õIb~ sôbre

do espaço vect~rial .

tem uma base mínimal

~ um anel local e consideremos o espaço ve-

~ e- jm. Indicaremos por s a dimen sao

úí'b" portanto, pelo corolário 4, o ideal "M..

~tl"" ,t
s

t (ti ~ &) COi::1 S elementos.

.J'
1)(\ C>(s

Uma base de "M. é dada pelos produtos T (O( l' •.,'c>(s)
= tI •• fi t

s

onde <Xl + ... + O(s ="" e C(,~ 0, portanto, temos
1
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din. ~~ ~(~+~-l).Nesta relaç;o só vale o sinal de igualdade se

a base T(O< ) de "M,"" for zaí.n í.mal; UI::;:I te ce sc .iireU1osqw6 o anel

1Mal e- é regular. Precisaoente, dar-enos a

Definição 1- DireDos que um anel local e é re-

1 dí 'VY"f (",+s-l)gu ar se am•••'lJ". '" -t ,onde

S = dim. Yrh1 e \f' e um número natu-

ral qualquer, \f' ~ 1.

Temos. •. imedi.ataClente,que

114 Seja er um anel local!:..seja ~""(tl'•••,ts)=

~ I ~I ~

:::."..a(~ '" )t1 ••• t s (onde a( ) E.. &- e
1 l' , s S o(

a somatória está extendida a tôdas as soluções

inteiras não negativas da equação

O( 1 + ••• + o( S = \.(') una farma em tl,··· ,ts

pertencente ~ ~~ • Entao o anel local
,
e

2, ()(\ C>(s - (A'A"''''')regular quando de a(~)tl •.•ts = O .~,

vem a(ü<)E ~ , para tôda forua ~1J'(tl'•••,ts)

de e- !:..para todo inteiro "'? l.

12. Thna condição suficiente para que u~ anel local

seja regular 2 que de tôda rela9ão da forDa
"\ • ()(, D(~

L...--t a (O( ) tI •.•t s = O venha a(D<)~ "vv\.. •

Do teoreoa 11, parte b), vem, imediatamente, que

13. Q anel conpleto e" de ~ anel local regular

é também ~ ~ local regular.

Consideremos agora o anel de polinômios

~I O, Uf.l elemento de

'Sf WI."', -; ~ 'W'(-+I,

{).Czl"",zsl ~nde 6 =e/wq seja ~,

~ • Existe entao un expoente \I' tal que

portanto, ~ pode ser escrito sob a forma

'f' ~ 0(, "'~ -e~ = ~n(~)tl .••ts . Ao elemento ~ faremos corresponder a

-ç-' <Xt Il(~

'5 ;: L-. a (o( ) z 1 •.• z s de D. [z) • E' imediato quef'orraa

~I O pois ne~ todos os coeficientes a(o() estao_em ~ . Mos-

tzr ar-eraoa que se e- for UD anel local regular, en tao a f'orma ~

a&sociada ao elemento ~ é única. Com efeito, seja
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a(lJ() - b(o<,)E. 'YrI. , logo, ã(c.x) = b(C>() , como queríamos demonstrar.

A forma -S correspondente ao elemento -S é deno:ninada forma

inicial do elemento '$. Sejam '5 e '1
e suponhamos que ~ E 'Yv\.1"", -e';) ~ "M.I" *'1 e

d'aqui podemos concluir que '$, ~ 'W\r"-~Ii' ,

e-- é regular). Desta observação resultam

dois elementos de ~
.f' t.!: "'+1'1Ç;. W\ ''t 'i- W\ ;

-S'Yl ~ W\f"---t-"'~I (pois
•..

as proposiçoes:

14. Todo anel local regular é um campo de inteS!i-

dade.

15. "5 ~ = ~ 'Yt , onde ~ t O e ~ t O.

Demonstraremos o teorema (cfr. (16J,pp.34-37, ou,

[2}, pp .86-87) :

Teorema 12 - Seja e- ~ anel local re~lar ~ seja

)tl: ••• ,tsl ~ ~ mínimal de ~ •

Entao ° ideal ~ji (tl,· · · ,ti)

~i C ~i+l'(i ~ s) ~ primo e

... l?i 1= Vi+l'
Demonstraçao - A segunda parte do teorema é imedia-

ta pois ~tl, ••. ,ts~ é uma base rai.ni.maL de "wt • Far-e.nos a demons

tração da pr imeira p.rr te por Lndu çao s ôbre i. Suponhamos que i=l

e consideremos o anel resíduo e' == e- /'l?l que t en um único ide-

al màx í.na I IV\-\.\", e'(t2, ... ,t~) = 'W\/~l' onde tj == c::tj (j=2, •• ,s)

e 'ê.: é o homomorfismo canônico de ('7 sôbre e-I; notemos que

~t2, ••• ,t~t é urna base mí.n íraa I de "",,'. Afirmnmos que a' é um

anel local regular; d'aqui, pela proposiç';;;:o 11, resultará que

~l é um ideal primo. Consideremos, então uma relação da forma
1>1'2. o( S tL a(<x)t,2 ••• t;~ = o, onde ~ D(i = I.J' , a(o<) E. e e nem todos

1=2_ I ~& ~~

sao nulos; desta r e Laç ao tiramos 2:a(0<,)t2 ••• t
s

= atl,os a(Cl()

onde 'C a(o<) = a( o() e a E e-. O elemento a pertence exatamente

h h k h+l
a uma potência 'Wl de "f'I\ , isto e, a E. W\. , a "T- 'W\. • Se h? o(' ,

" ct..2,. 0($

t er euoa , a == <Ph(t1, ••• ,ts), portanto, L,a(o<)t2 ••• ts -

- tI ?h(t
l
, ••. ,ts) = O; mas e- é um anel local regular, logo,



~ 56 -

devemos ter I':C """ t- I Ia(D<)":''''- e, en ao, a(cxJ E. m • Pr cvcz-enos ;ue nao

podemos ter h < \f, o que completará a deraone tz-aç ao do t e or-ema pa-

ra i=l. Se h= ~-l, teriaGlos UGlarelaç~o da forGla
Ç1 o(~ o<~

~a(~)t2 •• ,ts - tI ~~_l(tl, ••• ,ts) = O; d'aqui viria que todos

os coeficientes da forma do primeiro membro estariao em 'VV\.. o que
~. • 1· >1'"-1 A:: " , ,

nao e pOSS1ve ,p01S a E '\'Y\. , a 'T 'W\ • SE? h z, ..• -1 t er Laraoa

t l/) (t t ) -c . LD ( . ) h+2llh 1'· · · ' sEm, em par t í.cu Lar , tl ih tl,· · · ,t
s

E 'W\. ,

portanto, todos os coeficientes de fh devem estar em iW\. * logo,
h+l . .

aE ~ , contra a h1potese. Suponhamos agora que o teorema seja
verdadeiro para r-i e c ons í der-eraca o ideal ~i:: o-.(tl' ••• ,t

i
).

, / INo anel local regular e:: e rl o ideal t.:> i :: 'r ~i ""

= e'.(t2,· · · ,t~) é primo, logo, o ideal 1ri'" ~t>i é também

um ideal primo. (q.e.d.).

Corolário 1- Seja e- ~ ~ local regular ~ ~-

jao ul, ••• ,ui (i 6 s) i elementos
d t

••• >t-
e Gr. Se ~ vec ores ul, ••• ,ui

de ~ foreGl linearmente independen-

tes sôbre 0.) ent~o o ideal

e-.(ul, ••• ,uJ será primo.

* *"E' bastante notar que os vectores ul, ••• ,ui son-

do linearmente independentes sôbre D., fazem parte de uma baso

de ml sôbre D..

Corolário 8 - O anel resíduo e um anel 10-----
cal regular.

Com efeito, já sabeDOS que isto é verificado para

1=1; suponhamos, então, que o corolário 8 seja verdadeiro para

i-l (i) 1). Ter:lOs e- re. ;; (e- /~'?i-l) / ( Õ\/r i-l)' onde

e' = é7/Y"'i_l é regular e ~i/'fi-l:: frl.(tj), portanto, ~/~i

e um anel local regular. (q.e.d.).

3.3 - Anel ~ séries de potências.

Seja ~::: k[Xl, ••• ,Xnl um anel de polinômios de n

indeterminadas Xl, ••• ,X
n

sôbre o corpo k e consideremos o ideal

máximal "y'It. J1, (X X) O anel de quocientes e-:: ~,..,.o é
0= · l'· · · 'n·

noetheriano e tem um único ideal oáxioal 'Wl::: e-. (Xl'· · • ,Xn),

portanto, e- é um anel local. E' ID.cil pruv!:ir que O- é um anel

local regular. Seja e~ o anel completo de e em relação à
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logia natural de er; já sabemos que e" é u.a anel local c orn

~ ~ '" ('m. = e "M. = e. Xl"" ,Xn) como único ideal máx í.ma l 8, ainda mais,

"",* , ()v e um anel local regular prop.13 • Pela parte c) do teorema 11

temos cy- /"M.. ;::; er>l-/m~ mas' e /"M. ;;; k, portanto, os corpos resíduos

de e e de e" s;o isomorfos a k; no que se segue Lden t i.f i car eraos

e-/W\ e ~'''/'WI,* com o corpo k ,

Leoa 1:. - Seja x~ um elenento de -e~; entao existe

para cada inteiro \l" 3 O, um único conjun-

to de --t+l forClas em Xl"" ,Xn:

~ o(X), ••• , t" (X), ~ coeficientes era k

e de graus O,l, ••• ,~, respectivaL~ente,
.t

tais que x" - ~.'. lf i (X) ~ "M."""+\.
1.=0

Demonstraç;o - Faremos a demonstraç;o por induç;o

sôbre o nÚl:18rO -r . De e~/'W\~ = k t í.r-amcs -: == 'r o (raoô , "«1.*),

onde ~ o E. k , e é Lmedi.a't o que ~ o é determinado de modo único;

isto deoonstra o lema para ~ = O. Suponhamos que o lema seja ver-

dadeiro para \1'-1 (\f ~ 1), portanto, existe um único conjunto de

formas lf o(X), ~l (X) , ••• , 'f I/' -1 (X) (pertencentes a ~ e de graus

0,1, ••• , ..r-l, r-e s pe ct í.vament e ) , tais que
.,r-l -r-l

x" ~\fi (X) ~ 'WI,t...J",logo, x~ - ~~ ~i (X) = cp" (Xl? ••. ,Xn), on-
1.=0 1.=0

de <P -r e uma f or ma de gr-au \f em Xl"'· ,Xn e C 01;1coeficientes

ç-' * ()(, 0<."""" >I.
em e-: ~'f(Xl,,,,,Xn) = L--.a(odXl ",Xn (a(<<) E. e e 2. SOr:J.2tÓ-

ria está extenJida a tôdas as soluções inteiras n~o negativas da

)
li. ( 1 .•••) .

eq uaç a o C( 1+ .. '+O(n= 'i' • Mas . a(fl;() == a (o<) mou . 'lv\ , ono e

a(c<) ~ k , por tan t o , podemos escrever 4>-1' sob a f orraa

_"j:, ~' ~, «;
'P.•(X) = L -t a (o()Xl .• 'Xn

~)x) a forma

E. ~ • ..r+l. Fal ta demonstrar que

Indicando por
~

x>\ - ~ ~i(X)
1.=0

da de modo único. Ora, se

(X) é determina

tancente a "Mo") tal que

tivéssemos uma outra forma
1/"-1

x~ - 2: lD . (X) - ~' (X)
. \ 1. .•
1.=0

e, então, pela parte b) do teorema

,
'f.•(X) (por-

E. 'W\~ +1, viria,

~,,(X) - ~~(x) ~ 'Wtf+
l

I 1(+1'f~(X) - ~./x) E 'W\ • Mas

desta úl t í.ma relaç;o tiramos

11,

e um anel local regular, portanto,

e
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pertencem a k e "M. /: e- deveremos ter
I

~..(x) = ~-t(X). (q.e.d.).

Ponhamos s..,.= ~ o(X) + ~l (X) + ••• + ~-r (X), en-

tão a sucessao (s~)~~N (onde N é o conjunto dos nÚ2eros naturais)

e una sucessao de Cauchy e lim. s x". Portanto, o al.emento x "
00 ..,~()O ~

e a soma da série :?"~~(x).E' imediato que tôda serie da forma

f f~(x)' onde ~)~) E J<o e
1/'=0

XI"",Xn tem por soma um elemento x~ d.e

nomina~o anel d.asséries de potências em

por k < Xl' ..•,X > . Observemos que dois
1>0 con

/, ~-r(X) e L ~~(x) d.e e", são iguais quando,
"=0 \("=0

quand o , 'P)X) 'f~(x)

\f'4"(X) é uma forma de grau eo

*~. ° anel e o.e-

Xl' .••,Xn
elementos

e e indicado

e somente

para todo \fEN. A soma e o produto de
00 00

L ~I/' (x) e L: l~~(X) de e ~, sao
\( =0 <Xl ••. =0

dados por L ~'f (x) + ~., ~:(X) = z C ~)X) + ~~(X)1
00 -r =0 \f =0 'I =0 >I'

L ~/x) . ~ ~~(x) f ~'f(X), onde ~~(X) ~ ~/X) ~~_/X).
>( =0 \f =0 \f =0 J=o

Desta últiGla relação resulta, ineciiatamente, que e* e um ca::J.po

c.eintegridade (o que t.ambóm é consequência do fato que e* é um

anel local regular). 00

~'
L ~/x),
..•=0

inverso

duas séries ~e potências
00

e

Teorema l2. TôJ.a série de potências
.\j,

- x

com 'Po(X) f ° tem um único-- --
em e'" •

inverso ie x >t

00

~ ~ \
ja y = L-. l\)X) um elemento de

'" =0
quando, e sooente qugndo, estão verificadas as condiçoes

-s:

v~. (j)' . = 0, para todo \1'::> 0, e
~ J \ I[-J
J=O

determinan de Dodo

Demonstraçao - Notemos incialnente que se existir o

êle é único pois e'" é um campo de integridade. Se

é inverso de x*

Entao se puzeroos

único as formas
002: ,\,~(X),

'-'=0
ções acima, obteremos o inverso de

-'t
Y

I
tJ) (j) - L Estas equaçoes
1 o \ o -

, , I

i'o(X), \~\(X),···,\t(X).

~~(X) ...onde \. verificam as oondi

x*. (q.e.d.).
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§ 4 - Derivaçoes parciais.

Seja K = k(XI, ...,Xn) um corpo de funçoes racio-

nais de n indeterminad2s Xl"",Xn sôbre o corpo k; consider~

DOS o anel de polinômios R = K[ul, .•.,Unl de n indeteroinadas

ul'".,un sôbre K. Seja e- = R'W\.o' onde 'WIoo R .(ul,.••,un);

er- é um anel local regular com '1M "" e-. Yrl == e-. (u
l
, .••,u) co-

o n
mo ún í cc iclealmáxí naL, ° anel c ompI"to e'" de e- é o anel das

séries de potências eo ul, ...,un' com coeficientes em K:

e~= K<uI"",unl' Seja F(X) = f(X)/g(X), f(X) E k(X),

g(X) ~ k[x1, g(X) I 0, um elemento de K e consideremos o elemen-

to F(X+u) = f(X+u)/g(X+u). Como o têrmo incependente de

uI'•.•,un em g(X+u) e g(X) I O, segue-se que F(X+u) E e--.
Entao o elemento F(X+u) pode ser representado, de lli~ único modo,

como una série de pot-ânc í as em u
l
' •.•,u

n
com coeficientes em K:

onde F (u)
'f

é una forma de grau -r em com coeficien-

tes em K:

F\f (u ) = L a(\)()u~1 ••• u:"',

s~ndO que a(~) ~ K e a so~at6ria está extendida a tô~as as solu-

çoes (distintas) inteiras na o negativas da equaça o 0(1+" '+o(n=..r.
Observemos que F(X+u) = F(X) (mod. ~), portanto, teremos

Fo(U) = F(X). Diremos que (4) é o desenvolvimento em série do ele-

mento F(X). Netemos que se F(X) E k(Xl, ...,Xn) entao o desenvol

vimento em série ele F(X) e igual ao aesenvolvimento de p01inGmio

F(X+u) em relaç';:oàs potências crescentes de ul'···'un·

P8~emos obter a série (4) aplicando o processo tado

na demonstraçao 10 teorema 13 aos desenvolvimentos Jos polinômios

f(X+u) g(X+u) ;
A

fàcilmente, que FIj"(U) pode entao sere vc-se,

escrito c.oseguinte modo F; (u)/[g(X)) \1'+1, onde FI(u) e uma for-
\S"

ma de grau ""
em ul' ..•,un

e com coeficientes em kt.X).
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- •.. ...
Definiçao 8 - A aplicaçao D.

1.

a cada elemento

(l~ i~n, ,J'~ 1) que

F(X) de K faz cor-

responder o cceficiente

onde b(.::: O para j:}
. J.

do cesenvolvimento eô série de

a~ l' ... ,r:.t..n)

i e 0<.='"l.

F(X)
é den on.ínada derivaçao (:e orc..em \f'

e.:lr'elaçao a X.l. e sôbre k.

Incicareoos por D?
1

Te arema 14 - Se j am

a p.plicação idêntica ~e K.

x e ~ cais ele~entos de !;
-I "'..r

a) D.(x+y) D.x + D.y,
1 1 l...r

" -< j ..•-j
b) D. (xy) ~ D .x .D . Y

l. .Il.]'
J=o

-s
1, D.X. = O pa-l. l.

entao temos:

para \j"~ O;

par a
1

\j"~ O; c) D.X.
1 l.

j f

-r
c > 1; D.X.

'" l. J
1; D.c c O,l.

= O

onde

para ..r ?- 1 e

cEk e ~~l.

ra

A demonstraçao e imediata. Por causa da propriedade

c) é que dizemos que D~ ('f' ~l) é uma de r íva çao em relação al.

X. e s ôbr e k.
1

Teorema 15 - Seja F(X) um elemento ne K e consi-

ieremos o elemento

F(Xl +ul'· · · ,X~+u-t,X..e+l' ••. ,Xn) (que

também indicaremos por F(.Q» de e-.
Provaremos que ~ série ie potências ~y

responcente ~ F(~) s~contém têrmos

em ul, ..• ,uQ : F (~) = L.]i-t ( "i ' ... ,u.Q.),
..;=0

_ , _ I>It t>(~

cn do F (u1, ... ,un) = L_. ato( oc)ul" ,u/\'
\l' ~ \ \ 1' ... ')(: ..1(,.

ã ) E K(0<1' ••. ,o(Q.

Ainda mais, se

e

00

F(X1+u1,··· ,Xn+Un) ee 2:",F,,(Ul,· · · ,Un) ,
...• ==0

ç-' 0(, 01,..,

onô.e F..,.( u1' ••• ,un) == L-. a (t.;.()"i ... un '

a (O() E. K e ()(1+ .• .+ o( n= "", entao
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-
a (o<.l' ••• ,O<Q) = a (o<1"" ,o<.Q ,O, ••• 0)'

-Demonstraçao - Sejn F(X): f(X)/g(X), on~e f(X)

e g(X) pertencem 2.0 anel k(X
l
, ••• ,Xn1 = ')-to e g(X) f. O. E'

i•••-:.ii •.•to que as séries corres,t'ondentes a f (.Q) e g(Q.) só contêm

têrmos em ul""'u~. Isto demonstra a primeira parte de teerema.

Seja -IDo = e-,(un l' ••• ,u) que é um ideal primo de 6'- (teore
\-n-~ ~+ n

ma 12); ~ara demonstrar a segunda parte do teorema basta provar

que F)Ul,· •• ,un)!!! F,,(ul""'u~) (mod. ~n-.R)' pois &/Y!n-R.

e um anel local regular. Se ~ = ° isto é imediato; suponhamos en-

t~c que F/ul, .•• ,un) == Fj(U1' ... ,Uj) (mod.t-'n_.~) para

j=O,l, ••• , '" -1. Temos
~ ~

( ) '"' ( ) \/'+1 -m V - ( );'" ../'+1F X+\.l - 4--. F. lil, •• · , \.ln E. "M e l! (.Q. ) - (-. F. uI' •.• , u~ t::. 'W\ ,

J=O J " J==o J

portanto, F(X+U)-F(Jt)-(~F.(ul"·· 'Un)- ~F,(uI'''· 'u.Q»
. J=O J J=O J

-ç- ~t f,>"" ..",.. P A
= L_ ~b(~)Ul •• 'Un ' onde b(0) E '-J e V>l+"'+ \-n = -J'+l. To-

mando ambos os membros iesta Lgua Ldade módulo "'') viráà n- .Q.

2: - é(, Q(~

'[ã - a I ) U I ••• U I =(c< 1"" ,!X.Q) \'<:<1' ••• ,OC'Q. ,O, ••• ,O) J 1 .Q.

)~b' )UI~' u,(?12., onde u! = -to n-resíc.uo
L--t (t>1'·"'~R'O, •.• ,O 1'" .e. ~ ()-n-~

de u. (i=l, .•• ,~) e bJ(.I. A ° O) = {Qn_Q.-resíC:uc de
1 ''"'1' ... '\.....a' , ... , a

b( )' Mas e/'/J es el é um anel local regular,~l' ... '~eO' ... ,O \n-.2..

logo, ã( ) - a( o( ) E. "fY\.t = w /~ e en-
O(l'''''~ 0(1"'" .e'O, ... ,O n-1l.

tao ã = a( )' Isto prova que
(Cl(l' ••• 'o(Q.) <Xl"" ,OI'Q'O, ••• ,O

F\l(Ul'·"'uQ) ;; FIJ'(U1'''''un) (mod. ~n-.Q.)' (q.e.d.).

Corolário 2. - Seja F(X1, ••• ,Xn) um elemento de !,

então temos F(Xl,· · ,x. l'X'+u"x, l""Xn)00 1.- 1. ~ 1.+

= V D~F(X).U~ .L......•~ l.
>t =0
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Definição 2 - Um eleôento x de tal que

D~x í O
1

de orc.er.1J>

e

DV: x=O
1

é de-

K

para \J' =1, •..,f-l

nOr.1inadoconstante
-r-

Dix = O

mos que

• Se

para tod.o ..r ~ 1 entao dire-

x e uma constante absoluta.

Do corolário 9 ver.1,ioediatamente, que

Corolário 10 - O corpo k(X X X X )
- 1"'" i-l' i+l"'" n

e o corpo das constantes absolutas

- '"das derivaçoes D. (..r ~ 1).
1

, ( pe pe pe p8
Coro1ario 11 - _O corpo k X X X X )~~~~~ 1 ,•.•, i-l' i+l"'" n '

~ Q característica de ~,

~ ~ ..i!1-:;e~cr,), e~l, ~ 2. cor-

onde 12.

p > O, e

O(~ <XI
composta de D ,...,Dl

(')(, ~l. O(.Q.

= Dl CD2 o•..ODQ. • Também inc.icaremos
,o( ,1-" • ~ IX.R..

tI(, C>(.l o
Dl ...DQ por t>C O( • Estas

_DX
1

' ••• "ô Xt.D.

uí.nadas derivaçoes parciais de K, em relaçao às

Xl, •••,Xn• Demonstraremos o

inleterminadas

Teoreoa 16 - Se

<:>O

F(X+u) = ~F (ul, •.•,u )
'" =0 .f n

onde

,...---"\ o(

F (ul, .••,u ) = ~_ a(.J '" )Ul''" n L, '"1' . . . ,""n
0<.",

••. u
n

e
n
S 0(. = \I' , entao
i=l 1

W, ó(Q ,

(Dl ••.D" )F(X) = a(()( \X O O)')(.. l'···'.Q.' , ... ,

Demonstraçao - O corolário 9 nos r.1ostraque o tecre

.na e verdade ire para Q =1; suponhano=Lo verdacleiro para .Q. -1

(Q > 1). Pelo teurena 15 e pela hipótese de indução tonos
(:>O

F(Xl,X2+u2, ••.,X +Uf)",X
Q
l""'Xn) = ~ F (u'),....~ul)!, onde

.Q. ~ + "=0 \(' - "

L - cJ.1.. ,,~.IL .- TT

F (U U ) - a ( )u .. .. ! a ( I _I ) E 1\.,
'>t 2"'" ~ - --. <x

2
,,,.,O<Q 2 .~ C(2)'· · ·""1. .



- 63 -

- IX2. C>(,jt

e (O( o<. ) = (D2 ••• D A )F(X). Temos
2' ••. ' .Q. .L

>f

"F(Xl'X2+u2,·",Xn+u..e,XtI+IJ··"Xn) - ~F.(u2'· · · 'u.e) ""
x.oro. J=o J

e

onde e ~l+"'+ ~n = \S'+l. Substituamos, nesta últiwa

releçao, Xl por XI+ul; no segundo membro ainda teremos um elemen

to de "M -r~,. Pelo corolário 9 temos
OQ

- ( ) ~Y'"- ~
a (A' IV ) X1+UI ,X2' ••• ,X = L... DI a( loJ )uI '

"'I.2'···''''',IL n }"'"=o ()(2'· · · '''''.l

ele onde vem

ol",
- L-I

j=o
ou

-mas a -
(a( 2 ' •••• I){~) -

C>f, ( tl(l.. -<.2) ( )
DI D2 ••• D íl F X =

(q.e.d.).

(Dl){l' ••• DOI.~ )F(x)=a(o( .J O O) •
i 1'· · · ''''..Q.' , ••• ,
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Demonstraçao
0(.. o( •

quaisquer D.' e DJ'~' com1 _

cultar as notaçoes tomaremos

(
01, 0(1-

DI D2 )F(X) = a(n' O( O O); agora,
""1' 2' •••. ,

mento F(Xl+u1,x2, ••.,X
n
) (ao envez de

mo foi feito na demonstração do teorema

Corolário 12 - Seja i1, •••,i
n

uma permutaç~ dos

números 1,2, •••,n, então te~~
0(. <1ft O( 0( •••D;~...Di:= D~ ...Dn •

- Basta provar que duas derivações

i ~ j, são permutáveis; para não difi-

i=l e j=2. Pelo teorema 16 temos

se considerássemos o e1e-

F(Xl,X2+U2,X3,···,Xn)

15) teríamos

co-

Ol. ~D/ (D11 F(X» :;

(q.e.d.).•

a(_, AI O O)' portanto,
"'1''''2',•••,

-Após estas consideraçoes poderemos escrever o desen-

volvimento ~Q série de um elemento F(X) de K sob a forma

(6)

onde
.---" '"

( 7 ) F (u
l
, ••• , U ) = l O F( X) ..; U 0(1' ••• uo(~ ;

'I(' n " 0(, \........ n__ ....•oX
l

••• "X
n

0(,+ ••• +1>(••••"'..,.

obtemos assim o chamado desenvolvimento de Taylor

F(X) •

do elemento

-entao

...r :; O(1+ •• •+O(n •

Com efeito, o desenvolvimento em série de f(X)

coincide com o desenvolvimento segundo as potências crescentes de

ul' .••,un do poLâ.nô.n.í o f(X+u). A proposição 16 é então uma con-

sequência imediata do desenvolvimento de Taylor.

17. Seja ~o ~ ideal primo de 'Jio = ktXl' •••,Xn1,
1(->0 ~ ~10 e consideremos ~ anel de quocientes

'Q.J' f
ê = ~v.>' Se f E fr então "\-~o(~1-"""--0(-::-:- E ~

(10 - oX
1

••• àX
n

.•..

(\('=0(1 + ••• +O<n)·

Com efeito, de f f; e- vem f:; F/g onde F E.~,

g (é ~ e. g '* ro' Pela observação dada antes da definição 6 te-
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mos que o desenvolvimento em série de f(X) e da forma

+ ••• + + ••• ,

onde F~(u) e una forma de grau ~ em ul"",un com coeficien-

tes eo ~. A ~ro~osi~ao 17 é então uma consequGncia imediata do

desenvolvimento de Taylor.

18. Seja f(X1, •••,Xn) = fo(X) + f1(X) + ••• + fv(X)

um polinômio de J?o = k(X
1
, •••,X 1, onde f. (X)

- - - nJ -- J
(j=O,•••,~) indica ~ componente homogênea de

~ j de f(X) e f~(X) I O (~~ 1). En-
- "tao ~ todas as derivadas parciais de ordem

\I' do polinô;nio ! ~ iguais ~ zero. _

Com efeito, o desenvolvimento em série de f(X) e

da forma f(X+u) = f(X) + F1(U) + ••• + FIf'(u),('úiG

F)u) ""f",(ul""'un) f 0, portanto, nem tôà.as as deri.vades parci-

ais de ordem ~ de f(X) são nulas. (q.o,d.).

19. Seja 01. um ideal de ~ = k[X1,n""Xn~ ,
D+-.r

Se f E.. rn,\ ( ? ~ 1, ~ ~ 1) ~n tao

onele ..s = O( 1 .:- eÓ» - + o( •__ n

Demonstraçao - Em primeiro lugar demonstra:'8mos que

~t-'" if dde fE CR vem - E.
ÓX~

f E. ôL2
~

'-t = r = l. De segue-se

(1 ~ i ~ n). Suponhamos que

que
s

f = 2: f .g ., onde
j=l J J

'Of.
gj it.-) E 0"1.•

~

f.E <Sl.
. J

e g. E. <n. , portanto
J

s Og.
~(f·?X +. 1 J CI •Jc ~

Suponhamos

agora que a propriedade seja verdadeira para f=l e para todo

>,fI ~ \f -1. De f € (JL.t +1 = <n. • (fL'" segue-se que f '"~ f .g., on-
j=l J J

teorema 14):de .f. ~ <R
J

e g. ~ m.~. DI aqui tiramos (pelo
J

Õ
'i'f s IJ' '\ mf. '"-t-IDg.

~(ç"~ J)
() X~ = ti :::a ~ X~ Óx~-m ;

~ ~ l
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mas

"\ I/'-m
cJ g.
-_...!o!.J E lfL
~ I/'-mcx:

~
e como também temospara

?t
resultará -.! E ot . S

ÓX~ uponhamos, finalmente,que a propriedade se-
1

ja verdadeira para todo

Seja

e para todo g' ,< 2 -1 (~t ~ 1).

OlJ -1+ '" •6l, r~portanto} f."2: f .g.,
j=1 J J

f um elemento de

mas, pela hipótese de induç~o, temos

~mf .
~E lrl
() X~

1

õ'l" g. 1
f. --=.J.. E m.P- +0,(' C m.f , logo,
J õX~

1.

para e como também temos

'oÇ •

d f P f E tt-J0+J'-- E 01.1 • Agora, f'e UI.\

ÔX~
1.01.

••• + o( teremos o If E cn.~~\f_IX,; pelo coro-
o n Õ XCXt

'\ "'I'H(~ 1
O f E 1t'l~~1I'-0(1-<Y,

lário 12 virá --~----- V~ • Assim por diante obte-o 01, Õ XO(~

Xl 2

'"ô f f+..r-Ot', - ..• -«_
remos E (Jt

'\ «I "" 0<",
o Xl ••• o Xn

e se "'= 0(1 +

= Cl..f • (q .e . d • ) •

20~ Seja ~o

consideremos o anel de----
Seja cr1,.. ~ ideal de

vem

onde '"c O( I+ ••• + o( n •

A demonstraç~o é análoga a da proposiçio 19.

§5 - Derivações parciais mistas.
~

5.1 - Derivações parciais de um corp~.~~ o~u~çoes

racionais com infinitas indeterminadas.

Seja K = k(X~~_~A (onde A é um conjunto de ín-

dices, A f.~) um corpo de funçoes racionais nas inde-cerminadas XCI(

Consideremos um sub-conjunto finito AI de A e ponhamos
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~Al I: A - A', KI == k(XC()O( E.A ; ent~o K.,. KI(Xott'/:AI' isto é,
t I I .:::

K e um corpo de funções racionais. cem coeficientes em KI' de um

número finito de indeterminadas Xo(' (0<.1 E A ,). No corpo K est~o de-

finidasas derivações D~;j «()<'~A') em relação às indeterminadas

X~j ainda mais, todo elemento de KI e uma constante absoluta em
- - - .f'c(~

relaçao a estas derivaçoes. E' imediato que a definiçao de D~I

não depende dO,sub-conjunto finito A' que contém o iniioo ~'.

Dêste modo, estão definidas em K as derivações D ~ (tl4€A) e
cc

também as compostas de um nwnero finito delas. Observemos que um

elemento x de K pertence a uma extens~o K de k, onde Ko o
é obtido de k por meio da adjunção de um número finito de inde-

terminadas; portanto, temos D~ x = ° ("'o( ~ 1) para todo Cl( de

A, exceto um número finito de índices ~ de A. Podemos ent~o con-

siderar o desenvolvimento de Taylor de um elemento qualquer x de

Kj obteremos as fórmulas (6) e (7), onde_ xl, •••,Xn sao tôdas as

indeterminadas que comparecem na expressao de x.

Indicaremos a aplicação composta das derivações

D~ (oc E.A), que satisfazem às cond.í ç ces s ~ I ° somente para um
-I'

número finito eleíndices o( de A, por TI D cI. •
<>(

, O(~h

5.2 - Derivaçoes parciais mistas.

Seja k um corpo imperfeito de característica p,

p '/0, e seja Z (zO()o(~ A uma p-base de k , Consiê.eremcs o anel

de polin5mios R = kP(y 1 nas indeterminadas yo( (~~A). Caela()( )01.,,1.

elemento z ve~ifíca uma relaç~o da forma z~ - ao(= 0, onde
o( 2

ao(<:: kP e ao(~ kP ; portanto, cada polinômio Y! - ao( é irredu-

tivel sôbre kP• Seja 61.. = R.(Y~ - ao()o<,€A o id.eal de R gerado

pelos polinômi0s Y; - ao(.

21. ° ideal 61 é máximal.

Com efeito, seja z = aL-resíduo de
O(

imediato que z~ - ao(= 0, isto é, cada elemento

p / P(- \sôbre k. Como R 01. = k zlI( \o(f:A resulta que

ximal, pois kP[z-<1t(~A é um corpo.

22. R/~ ~ k ,

Yo(;entao é

z~ é algébrico

6'L é um ideal má

-Com efeito, estabelecemos acima a relaçao
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R/n = kP(Z,,)c.(. €.A e é imediato que a ap l í ca çao

f f(z~)o< et. ~ f(z.,)o( et. (f E R) é um isomorf1.smc·

de R/01. sôbre kP( z ) = k ,
o(o(~lJ.

No que se segue identificaremcs os corpos R/C'l e

k.

Seja K = k(Xl, ••. ,X
n
) um corpo de funções racio-

nais de n indeterminadas Xl"",Xn s8bre k e consideremos o

sub-ccrpo K = kP(Xl""'X ). SeJ' a R = R ,[ Y "\ onde (Y)-.) n o o( \c.!~ i~, li( o{ E A
é uma família de indeterminadas sôbre K' temos~,

v

RCkP(Xl, ••• ,xn; (Yt(')~~A) = K'. No corpo Te' estao 2.efinidas as

der i - l"'~ ..foi ('" . p) -erlvaçoes Di e D~~ sobre k em relaça0 a Xi e a y~,

~. ~
respectivamente; além disso temes D," R C R e D: R C R

(

_ l ~

i=l, ••. ,n; O( ~A), pela pr opcs í ç a o 13. L. pr op os í.ç a o 22 nos mostra

que R/<lL = K, onde <R "" R.(Y~ - at(')\\(~ 1:.' _

Teorema li - Se f E cri. entao D:i. f E. <R (i=l, ••• ,n)
..rol

~ De.( f <i (fL, para O ~ {~ ~ p-l e

()(EA.

c.e

Com efeito, f é da forma f c 2:. r.. (y
p

- a),
!l(E.A ~ I)( ~

~ ~ R e Â -f O somente para um núme r o fini to de índices o(

r~ D'aqui tir:mos lL f = ,(f:D~" D~L-m(yp - a ». mas1 L:-, ..• l G(,' l O(, o<.
ct..EA m=o

D"".~f=>para m < ~i' portanto, l.

on-

de

a ) ~ 01. Temos também:
Q(

.f'.
D t(,f =

Q(

-to(,

-.-, "- a») = 2-.(L D:
!ti ~'L moo

para ~ -f ()(

mas

e m <...r , logo,
O(

I ~ ..r0/, ~ p-l te-

Se {' = O o teorema11 é Lme dâ at c ,
IX

Observemos que a restriçao

temos

O .$1(0( ~ p-l

yp - a ~ 01..
o( o(

,
e neces-

sátia pcis, pcr exemplo, se e, no en-
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tretanto, D:(Y~ - ao() es 1 ~ (íl; so "'O( > p t emos

y~ -p(y! - ao() ~ m. e, no entretanto, D; [y~O(-f(y: - ao()1 = I 4 (J1 •

Coro1ário _13 - Qe f E ~ t (D~' D~~)fv - 'J \. en aGI •• c n E G"l

e (~, onde O s...ro( ~ p-1,
tXfÀ

...r t O sômente fara um número fi-
~ - ~~~

ni to de índ.ices C>(.

e

Corc1ário 14 - Se f E <rt então

(\T D~~D-t~)f E Cl., onde
. 1: ]. ot.
l. jo(E ,

~t t O somente para ~

nito Ce índices ~ de A.

I i n,

número fi-

Coro1áric !2 - Se f;; g (mod. m.) , f fé. R e

g E R, entao (TTD~\D.re()f ee

i ,~EA]. o<

;;(TI D~' DlÍ'o(,)g (mod. trL), onde
• ,,~. .L tV]. j 11( e a ...,

I .s i ~ n, O ~ -te( ~ p-I ~ .,JCI..I O

sc,mente pl"..re. ~ número finito ê.e ín-

dices o( :le à.

Êstes corol&rios s~c consequências imeliatas do teo-

rema 17.

Seja 't' o hcmomor f í smo canGnico ele R s ôbr e

R/6l.. K' indicaremcs - imágem ele clemento= pcr x a por L UQ x,
~e -R: x t:' x.

-~~- D~LX -'" - .r
Definiçao 10 - D. x = e D"" x = D<><x para

]. ]. o( <X.

(sôbre p)
zCI( k •

fácil estas aplicaçoes
-1'1'. fi -to{E' ver que D. e nao

]. o(

tal - basta aplicard.epencle!:l de elemento x de R que x = ~ x; o

X <fK, i=l, •.. ,n, ()(E:A e ..r veri-
to(-

canela a ccneliçao O ~ ~ ~ p-I. L a-
- o{ - - -

:t=licaç;:o f5:~ (i=I, •.• ,n) é denomi-

nada clerivaçao c.e ordem r- i ~ r:-

Iaçao ~ Xi (sôbre k); ~ ap1icaçao

_Il'~
Da( (O s.- -to/, ~ p-I) é denominada é.e-

rivaçao de ordem \/'0( ~ reIaçao a
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e

I/' ~ O ,

o para O ~ '.f~ ~ p-1

-"'6/
Do< z~ = O para

e

o G. A,
_.r~

~f-1, DO( c == O

e 1 ~ '.f<>( ~ f-l.

Estas propriedades resultam, imediatamente, da defi-

rrí çac 10 e do t ecrema 14.

Observemos que a ~erivaçao- ..,.
mc~o que a lerivaçao D.; por êste motivo

1

Por causa da proprie~aQe c) é

--.I
Di se comporta do mcsmo

_-t"
indicaremos D. por D ..

1 1

que D~ ó una c.crivaçilo
1.

'.foi. ~p-1, o( ~.A) á

que dize:1'Js
_\1'0(.

Xi e sôbre k e que D~

em re1açao a Zo<. e s ôbr'e

Do coro1ário 10, vem
• 6 ." 1 .Coro1ario 1 - D.x = O Eara todo \l' ~ e 1

~~~~~ 1 ----

~ quando, ~ sàmente quando,

x E k(Xl'•••,X. 1,X. 1".·' X );
1- 1+ n

.r
D -<. x == O (o; E: li, O( fixo) para

o(

tod.o \f'd. ~ 1 e "'o< ~ p-1 quando,

~ sômente quando,

x E. kP(Z-\Zol t ;X1, ••• ,Xn) •

-em re1açao a
-uma derivaçao

(1 ~
Pk •
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Podemos cons í derar em R a aplicaçao ccnpos ta de

f . .t ' ,. - ..to( \ - .(''''" f \ ~"I. ( -um numer o an i e c...eu.erl.vaçoes D_I , ••• , D "j DI ,.,.,D erice
-,«~ n

~j f C>(..t para j f. Q ). Pelos corolários 12 e 15 e pela ~efini-

çao 10 resulta que estas G.erivações são permutáveis. Pode~os ent~o

usar a nctação IT D~~ :õ.J'0(, onâe i""l,•..,n, O ~ "'~ ~ p-l
i ;rJ.H. ]. O(

e

I/'Q{ f. O sGmente para um número finito eleLnd í ces o( de A, l""i~ O,

- - -~pare.a aplicaçao composta das aplicaçoes D~

n )'l-"'ot -
D. D e deneminada derivaçao parcial mista. Pelo corolário

. l. o(
]. ;~(ÍA

e

15 teoos (TI D~< 1> -to()x,
i;llltA l. o<

ond.e x é tal

-que "tx"" x.

Daremos agora o desenvelvimento c;e Taylor de um el~

mento x eLe K"" kj:,(Xl,.•. ,x : (z ) r I)' O elemento ;::pertence
n ç,( o( 'C .~

t - K' ' K -'r P ( ),' ~ ôba una ex ensao c o.e o -.. Xl"" ,Xn que e geraua so re

por UL1 númer-o fini toie eleoentos

K'c
rode ssr escrito de um único

:s Xo(zl"" ,z:;-)
-algébrica de Ke, segue-ce que o eLo ment o x

v

mo~c como um ~o~in6mio aD ~l" ,.,zu'.
CÇD coeficientes em Ko e caG.a z. cemfarece CGO ex~oG~tes no ma-J __

ximo iguais a p-l; indicaremos tal _represente.çao de

f(Xl"",Xn;zl""'zo)' Consideremos 0 polin5oio

f(Xl, •..,Xn;Y
l
, •.•,y

m
) eD yl, ...,yo coo coeficientes em Ko;

eada indeterminada y. comparece eco expoentes no máxioo iguais a
J

p-l. Seja Kl«ul"",un;wl"",wm~ o anel ~e série de potências

nas indeterninauas u1, ••. ,un,wl,. ",wm sô~re

Kl ""kP(Xl""'Xn;Yl""'Yo)' O desenvolvioento em série de

f(Xl, .••,Xn;Yl, •.•,ym) será ~a forma

(8) f(X+u;Y+w) = f(X;Y) + fl(u;w) +

-te teremos x E K'
o

é uma extensão

K
o

z~; u~anG.o uma notação convenieg

kP(X1"",xr..;zl:·,.,zm)' Como

por

+ f (u;w) + •••
\[

onde f~(u;w) e uma forma de grau ~ em ul,···,un,wl"",wm

eCD coeficientes em kP(X)(y)=

" .-4 r- r ... -t~ -1'.••••
"" a. ,1.1l ••• U W

1
•••wL -e (r-l"",r-n;V'l,···;-J':::t)1 n fi

f (u;w)
~
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sendo que a somatória está extenliQa a t3~as 8S soluçoes inteiras

nao negativas da equa çao ~l + •.• + r-n + 1/'1 + ••• + 1['0 = 'I("

tais que O ~ \Í' j ~ p-l para j=l, ••• ,mo Pelo teorema 16 temos

(
•.••.• f'L.. -r, -1'••• ) ( )

a (" ) '" D1 ••• Dn Dy ••• Dy f XjY •
, 1"'" t""n ; oJ'1' ••• ,,,mIm

Ponand o ambos os membros. desta igualdade módulo 61. teremos:

- (rI t-t ••. -"\ _.f'••••
a( ) = Dl ••• D Dl ••. D )f(X;z).

/"j'f n ra

Fazendo o mesmo para t odos os coeficientes de (8), e observando que

c primeiro membr-o ficará f(X+ujz+w), teremos:

(9) f(X+ujz+w) = f(X;z) + fl(u;w) + ••• + f~(u;w) + •••

ond e ..------1
() () "" I' 1"-••. .:« -li".... ( ) r. I-'-",.t. .r.".
10 f~ UjW = ~ __ ~Dl ••• Dn Dl ••• Dm f X;z ul .,.un wl , •• wm

I' ••....•.r...~!l, .•••• , •• .r.•••• ol'

Diremos que (9), co~~..r~ ~~e-iaç0es (10), é o ::lesenvolyimento <ie Tay-

lor de elemento f(X;z).

24· Se f E J\. = k[Xl,· ",Xnl = kP(Xl""'Xn;(z~)O(EA1

TI\
~ . .('

entao ( D.' D oI,,)f E %, onde 1-(..1' ~ O,
. 1 I>l. -- I
1 ;c(~.h

O s -te( ~ p-l e -t f. O sõment~ pa!,~ um núme-

ro finito de índices ~.

Com efeito,

TT t-<~_.J'O(
D. D

. 1 t;(

1;c(€A

to em série do polin8illio f ccincide coo o desenvolvimento jc po-

linômio f(X+u;z+w) em relação às potências crescentes de u e

w. A proposição 24 e entao uma consequência imediata do desenvolvi-

mento de Taylor.

25· Seja "fo um i1eal primo de 1t = k[Xl,· · · ,Xn!
l?o f. ~ e consideremos ~ anel de quocientes

6- = )~ro' Ent~o ~ f E ~ , teremos

(nD~' D 'l'1lI.)fE- e onde r--i ~ O (i=l, ••• ,n),
. A 1. o(
1;0(1:

sejam as c.erivaçoes que

comparecem em cúm eXfoentes \Í' tO. O de senv 01vimen-
(o(,

O ~ \Í'o.( ~ p-l e

finito de ín~ices

sõmente para ~ número

A.
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par a todo ol.. € A a pro-
t', tt,..

DI ••• Dn f E e- • Preci-
- -.J:

saacs aôme nt e denonstrar que se f E ~ en tao D: f E. O- para

1 ~ -ro( ~ p-l. Ora f é da f'or-na f = F/g onde F €~, g <r. -:Ro e

g ~ ~o; pOGemos supôr que to~os os coeficientes ~e g pertençam

a kP, pois, ca so c cnt r-ár í o , multiplicaríamos ambos os têrmos de

/
p-l

F g por g • Por ban t c , f

Demonstração - Se ~~ = O

posí.ça o já foi dem cne tz-e úa (prop,14), po í s

poc~e ser escri to como um po.l í.nôm i o

em zl""'zc cujos coeficiclntes sao

fj E kP(X1,·· · ,Xn\' g E kP[Xl"" ,Xn1
26 é então uma ccnsequência ioediata ~ü

frações da forma f./g, onde
r.l: J_

e g 'f- ~o· A proposiçao

teorema 17.

26. Seja m. um ideal ele ~ = k(X1, ••• ,X 1.
- - n
p+~ -

Se f E m.\ ,onde ~ '/" 1, -s ?-1, entao

(\T D. fi )f E m.P, onde r-
1

. ~ O,
. 1
1;0(1{ 1.

O ~ -f..t ~ 1'-1, -to( f O somente para ~ número fi-

ni to de índices Cl( de f.. e

rI + ••• + r-n + 2~"'o< = \l" •
c/..fi;. A

Esta proposiçaú se ~emonstra do mesmo modo que a pr~

posiçao 16. Também tenos:

27· Seja t'o

Y>o I J~

um iieal primo d.e ~ = kCX1,·· · ,xnl;

~ seja ()l~ um ideal de e = ~~o.
.•S(.1f

Se f ç:: m.: ( ~ ~ 1, I[' ?-1) ;,.;até;l.o

(TI D~<D"'''')f E m.'I.~, onde ri ~ O
i ~(l.A 1 o(

(i=l, •.. ,n), o ~ 'l!'Cll, ~ p-l, "01 I o 80mente

para ~ número fini t::; de índices o( de A e

1'"1 + ••• + j.L. + L...r = "" •
In olC::Lo(
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C A P I T U L O V.

Pontos simples ~ ~ variedade algébrica.

Neste capítulo desenvolveremos a teoria dos pontos

(e sub-variedades) simples de uma variedade algébrica; faremos aqui

~~a exposição de alguns dos resultados que se encontram nos traba-

lhos de O.Zariski: "The Concept of a Simple Point of an Abstract

Algebrato 'lariety", Transactions of the A.M.S., vo1.62(l941), pp.

l-52 e ".Aneis locais Generalizados e o Conceito de Ponto simples

de uma Variedade Algébrica" (apostila feita dos seminários do prof.

Zariski).

§l - Teoria local.

Seja S o espaço linear de n dimensões sôbre um
n

corpo k (II,§l) e seja V uma variedade algébrica irredutível

do Sn' Consideremos o ideal l(v), da variedade V, no anel de PQ

linômios Rn" k[X
l
, •••,xn1; já sabemos que J (V) e um ideal pri-

mo do anel Rn (II,teorema 1). O anel resíduo Rn/ 'j (V) li!

e; k ('Sl'" ., ';nl' onda Si c ~ (V)-resíduo de Xi (i•.•l, •••,n) é

um campo finito de integridade e ('~l' •••'~n) é um ponto geral

de V (cap.II,§3). Seja W uma sub-variedade irredutivel de V;

indicaremos por p(W/V) o ideal primo de W no anel das coorde-

nadas de V: %tv1 = kt~l"'" ~nl (cap.II, prop.10). Consideremos

o anel de quoc Ierrtae Q(W/V) = e- de -:Ro(vl em relaç;o ao ideal

p(W/V); indicaremos por m ••"W\,(W/V) o únic~ ideal máximal de

&. Pela ~popo6ição 11, do capitulo 11, podemos dizer que

e jw..(w/v) ai ~ (W), onde ~ (w) = D. é o corpo das funções raoio-

na í s sôbre W, isto é, 1(w) = k( "11"'" "'ln)' onde ('Y\.) é um

ponto geral da W. O anel er é um anel local (cap.IV, def.6);

consideremos entao o espaço vectorial õ'fbl::aõõb sôbre Ó (cap.

IV,§3). Se u
1
, ••• 'U

s
(u
i
E 19-) for uma base mínima.l de 'W\. , te-

remos dim. "Ob
1

= s (cap.IV, o~rolári~ 4); temos Ui::1 fi(t;)jg(~),

onde í\(-S) G ~CvL gi (~) E.'J\,(vl e gi (S) 4 p (w/V) , portan-

to, podemos supôr que u. E. JZ, tv1 (i=l, •••,a).
~

Seja r o dim.V e J = dim.W. O campo finito de

integridade Jl,[vl ::I R terá grau de transcendência r sêbr e k;

portanto, pelo teorema de F.K.Schmidt (cap.III,§4), todo ideal
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primo isolado de R.(ul,···,us) tem dimensão maior ou igual a

~.(ul'···'us) :::e. p(W/V) segue-se que p(w/v)
isolado de R.(u1, ••o,u

s
) (cap.I,prop.29 e III,

dim. ?(w/V) = gr.tr. ~(wl ""J virá ~_ -3- r-s,
s ~ r~ f. Demonstrámos assim a proposiçao

1. dim. m~dí.m , V - dim.vi.

r-s. Mas de m".

é um ideal primo

def.IO) e como

de onde tiramos

Em particular, se W for um ponto, teremos:

2. dim. YY1. ~ d í.m , V.

Definição I - Uma sub-variedade algébrica irredutí-

vel W de V é simples se, e sôme~

te se, dim. õn:. ee r- ~, onde r=dim. V

e ~ = d í.m , W. Diremos que '.'1 é

singular se W n~o for simples.

Desta definição resulta que uma sub-variedade algé-

brica irredutível W de V e uma sub-variedade simples de V

quando, e somente quando, o ideal "'M:; "M..(W/V) tem uma base mí-

nimal com B = r- ~ elementos ul' o..,us' q.ue ser-ao denominados

parâmetros uniformizadores de W.

Teorema 1 - Uma sub-variedade algébrica jrredutível

W de uma variedade irredutível V é- ---
simples quando, ~ sàmente quando,

& :::Q('.V/V) ~ ~ ~ local regular.

-Demonstraçao - Suponhamos que W seja uma sub-var!

edade simples de V e ccns ideremos o ane 1 & = Q(W/V); então o

ideal máximal 'Wl :c 'W\ (W/V) tem uma base mínimal com s == r - r
(r = dim.V e f = dim.W) elementos: 'W\ == e-.(t1, ... ,ts)' Precisa-

mos demonstrar que d'ím , Irt", '" (-r+~-l) (capoIV, def o 7). Uma base
" 0(1 o(~

de ~ é dada pelos produtos T( ) ~ tl 0.0 t ,onde
~l'o",o<.s s

" ('"+.~-l)o número destes produtos e ~ e os corot.1+···+0(8==\{';

respondentes vectores formam um sistema de geradores deT (0<)
. ('4'+s-l) .,Õli:...,., portanto, dí.m, mil" ~ I.(' • A condiçao necessaria estara

demonstrada se provarmos que os vectores T(~) 8~0 linearmente in-

Para isto basta demonstrardependentes sôbre Il = e /"#1. = :1 Crl).

~..,(t) = 2~a(ac)T(O()= 0, ondeque de tôda relação da forma
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a(D() E. e- , vem a (o( ) ~ W\. s (cap .IV, prop .12). Consideremos urna trans

formaç~o linear t. == c::::::::-' b .. Z:., onde b .. ~ 6- e \ b
1

.J' \ ,.i O
l. 4-., l.J J l.J r

J=l
(~od.~). Pelo corolário 6 do capítulo IV, sabemos que

~Z:l"'" Z e t é também uma base mínimal de "t\\. A forma ~.".(t)

vem transformada numa forma y~(1:) de grau IJ', nos parâmetros

() ( ,I c:.c', ~ o<~

locais 1:1"", 't.s: ~~ t "f'l' t) = L-c(O() 1:1 .•• <-s ' onde

- ~I ~ ~

c(o() E & • Seja t)Z) == L, C(O()Z1"" Zs~ a forma de grau -.r-,

obtida de Y.J z ) substituindo 't:i por Zi (indeterrlinada sô-

bre 6.) e c (o<..) pelo seu resíduo mó duLo 'W\; consideremos também

- () ~ _ 01. , 0.(:,
a forma ~" Z == L a (o< ) zl ••• Zs ' onde zl' ••. , Zs sao indetermi-

s
nadas sôbre 6. A transformaç~o z. ~ b.. Z. leva a forma

l. ·"1 l.J J
J= ~

tf",(z) na forma y.,.CZ); ainda mais, o coeficientes de Z1 nesta

última forma é igual a tf.,.(bll, ••• ,bsl)' portanto, 1"'•..(Z) = ãZ~ +••• ,

onde ã = ~,,(bll, ••. ,bsl)' Suponhamos, por absurdo, que ~".(z) I O.

Se f:l tiver infini tos elementos poderemos determinar s2 elemen-

tos bij eo ~ tais que \bij\ I O e ~v(bll'" .,bsl) I O.

Pvrtc.!.to !,or u..ra mudança de pari}metros locais obtemos uma forma que
.[

tem um têrmo que só depende de <"1: a L l' onde a ~ W\.... Podemos,

entao, desde o início, supôr que a forma ~~(t) ver~fj~veesta con

di ç ao , isto e, ~)t) == at~ + ... == O, onde a ~ yy\. • Mas de

at~ + ••• = O tiramos at~ E e- .(t2, •.• ,ts) e en t ao

t; G e-.(t2, ••. ,ts)' isto é, tI E Rad.e-(t2, ••• ,ts)' Seja ~ um

ideal primo isolado de er.(t2, ••• ,ts); teremos (pelo teorema de

F.K.Schmidt, cap.III,§3) dim. V ~ r-(s-l) = g +1. Mas, por outro

lado, tI E. ~:1 , portanto, v= e-. (ti" .• , ts) e então l? = 'W\.

Chegá!:los assim a uma c ont.r-adí.ç ao pois dim. 'W\ = ~ • No caso em que

b é finito a condição necessária do teorema 1 é verdadeira (ver a

demons tr a ç ao em [191 ,pp.21-22). Suponhamos agora que e- = Q(W/V)

seja Q~ anel local regular e seja {t
1
, ••• ,tst una base mínimal

de 'WL • Pela proposição 1 temos dim. õ1b = s :?- r- f' Agora, pelo te~

rena 12 do capítulo IV temos (O) C ~ 1 C ~')2 C .•• C ~ s-1 C ~ s = m ,
~i = 0-.(tl,· .• ,t) e ~i I ri+l' t)i f (O), portanto,

dim. (O) ::> d í.m , k\» > dim. ~s-l ;:> dim. ~s = dil::J..'Wl• Mas
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dim. (o) = r e dim.VtI = f, logo, s ~ r-~ e entao s = r-g.

(q.e.d.).

Da demonstração da condiçao suficiente do teorema

anterior tiramos, imediatamente, a proposiçao:

3. Seja 2 ~ sub-variedade irredutível ~ simples

de ~ variedade irredutível y. Se ul'. --,ui
forem i element os de "'Q'\.. = ~(.-r/V) tais que

1:ul' .•• , z: ui sejam linearmente independentes

sôbre IJ. (onde 1: é o homonor-f í smo canônico

de tvv\. sôbre 6(6) então 2 id.eal

~i = e-.(:.ll'·"'üi) será primo e de dimensão

r-i (r = dim.V).

Teorema 2 - Todo ponto P do espaço linear Sn é

um ponto si~ples de Sn'

Demonstração - Sejam o< l' ••• , o( (o(. € k) as
n ~

coordenadas do ponto P. O elemento O( 1 é algébrico sôbre k; se-

ja f 1(X) E k(X1, o polinômio mínimal de o( 1 e ponhauos

tl '" fI (Xl) E Rn' A coordenada O( 2 e algébrica sôbre k, portanto,

é t.anbém Algébrica sôbre k(o<.l); seja f
2
(X) E k(o<.lH.x) (anel

de pc l í.nô.aí.os de uma indeterminada X sôbre k( o( 1)) o polinômio

mínimal de 0(2 s ôbr e k(O<l)' O coeficiente da mais alta potên-
{'].

cia X de X em f
2

é igual à unidade e os outros coeficientes

pedem ser escritos como polinômios em o( l' com coeficientes em k

e de graus no máximo iguais a --r 1-1, onde I..[' 1 "" [k( 0<.1) :k) ""
,f, (,(',-1 ).>i2.-1

gr •f 1 : f 2 (X) = X + "i i D( 1 +... + a1..f
1

X +... +

(...r, -1) ( )
+ a v:. 1 0<.1 + ••• + a , onde a .. E k , Poremos t2=>f2 Xl,X22' Ifl.' \f, ~J

../'2. ( -1', -1 ) "',-1 (\J"j-l
= X2 + "iiXl +. •• + aI -.[',X2 + •• , + a-,\' lXl +~,

polinômio de R . Do mesmo modo podemos
n

propriedades:

+ ••• + a..r ..f) que é um
2.' ,

determinar um polinômio t
3

""f3(Xl,X2,X3) de grau

"'3 = [k(o(l,O<:2,oi.
3
):k(O<l,D(2)J emrelaçao a X3 e ele graus

~ \I' l-I e ~ "'2-1 eL1relação a Xl e X2' respectivamente.

Assim por diante obteremos n polinômios t" ••• ,t que têm as.•. n
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t. = f.(Xl"" ,X.) <:: R. = k[Xl, ...,X.';J. J. J. J. J.j

2. gr·X.ti = \Íi = [k(D<l',,·,O<i):k(O<l""'O<i_l)}
J.

e o coeficiente de

1.

se

-.1"

Xi'" é igual a

j <: i;

1;

3. gr.X t. <-r.
j J. J

4. f'(~l" .•,~. l'X,) ~ o polinômio minimal deJ. J.- J.

0(. sôbre k(O(l""'O<· 1)'J. J.-

Se provarmos que '\'V\ = e-.(tl,••.,t
n
) onde e-= Q.(p/S

n
) e que

~tl,···,tnt é uma base mínimal do ideal ')Y1,.,. &'\'>0 (t-'o.••j(p)

resultará que p é um ponto simples de S. Demonstraremos que
n

~ = R .(tl,•.•,t) e que ltl,..•,t ~ é uma base ~ínimal de6"0 n n '\ n :
~o (d'aqui virá, evident€mente, o resultado anterior). Suponhamos

4ue n=l; neste caso é imediato que ~o '"Rl.(tl) e ~tl~ é uma

base mínimal de ro' Suponhamos a proposiçao acima verdadeira para

n-l e consideremos o anel resíduo kCXl"",Xn~/(tl) =

= k(O<l'X2"",Xnl = k(O<",)Qc2"",Xnl' Temos assim um anel de poli-

nâmios em n-l indeterminadas X2"",Xn sôbre o corpo k'=k(~ 1)'

Ao i.1eal V:J = R .(tl, ..•,t) corresponderá um ideal ~ I •• Z'VJ ,
~"O n n o ti-O

onde Z é o homomorfi~mo canônico de Rn sôbre k(~I) x2, •••,xn1.

Pela hipótese de induçao segue-se que o i1ea1 1(; tem

,-rt2,··· 'L.tn ~ como base mínimal; mas Vo =: Z V~. portanto,

~tl, .••,tn~ e uma base de )ro' Ainda mais, esta é uma base mínima1

de \fo' pois, caso contrário, ~'tt2"" ,~tnf nao seria uma base mí

nimal <le y)~. 1sto cowpleta a demonst r.aç ao do teoreoa l.

O~ !-'vlirl':miosfl(Xl),f2(Xl,X2),,,.,fn(Xl'''''Xn)'

construidos na demonstraçao do teorema 1, s~o denowinados parâmetros

locais canônicos de ponto P.

Seja ',V uma sub-variedaà.e irredutível de uma varie-

dade algébrica irredutível V; seja ('tl""'~.) e

(~ l' ••., "rtn) os pontos gerais de

o seguinte homomorfismo (relativo a

e V, respectivamente. Temos",f
"

k) :

k [~ 1' ... , ~n""\ rv k ['11' ... , yt n1 que 1eva

yti (i=l,•••,n). Suponhamos que êste hooomorfismo Z

Lsomor-fi smo entre os aneis k [~l' •.. , ~Y' 1 e k 'l'lI' .. ·,'1,,1
(1 ~ v: '- n); é, ent~o, possivel identificar cada S i com o cor-

respondente ~ i' para i=l, •.•, \Í. Consideremos agora as variedades

t.: Si sôbre

induza um
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algébricas -,'1'" e V* do espaço linear Sk"" , onde k'll ==k(c
l
' ••. , ~ ) ,

n-~ ~ ~~
cuj os pontos gerais s~o, respecti vamen te, ('1 ",+1' .•• ,rc

n
) e

(S ",+1' ••• , Sn)· Demonstraremos a seguinte proposição:

4. QC;~/V) :; Q(";v/V") ~, portanto, 't!i(\l/V) cõf..(W~/V"').

Com efeito, e imediato que Q(".1/V)::) k\ pois k[Sl'· •• , ~.,1r-; ~ ==

= (O), onde ~'" p(~v/V). ])'aqui tiramos que Q(':~T/V)CQ(-.v>l/V~).

Mas todo elemento <ie :JG (V.>() pode ser escrito como o quociente de

um elemento de Jio [vl por um elemento de k [SI"." ~1I'1 e, tam-

bém, todo elemento de '(/,~} "'" '((y;r\l./v"I.) (notar que w " é uma

sub-variedade de V~), pode ser escrito como o quociente de wn ele-

mento de r,~? '" p C-,i/V), por um elemento de k C SI' ... ,'S •.1 .
D'3qui resul ta que toclo ele:nento de Q(W>l/V"") é elemento de Q(W/V),

portanto, Q(':"J/V) ee Q('l"/V~).

A proposiçao 4 nos dá, num caso especial, a "reduçao

à dimensão zero". Seja f a dimeriaa o d.e ':I; então, usando urna nota

çiio conveniente po(i€J10S supôr que "11, •.• , '1 f s;;o algébricamente

independentes sôbre k e, portanto, t~mbém ~l" •• ' s/são alge-

bricanente independentes s Sbr e k , Enta o é possível i.ientificar S.
~

caso, obteremos uma var í eúade alg~e om ~ i

br í.ca V'I em

i=l, ••• , f . Neste
k" -

Sn_~ de di.mens a o r- S' (sôbre k~) e a variedade

cujo ponto geral é (':lS'+l'.'" '1 n) é entao um ponto

'f+l' ..• ''1n sao algébricos sôbre k'k).

Teorena 2. - Tôd.a variedac:.e algébrica irrec.utível W

algébrica »" ,
de V>t (pois

io espaço linear Sn ~ ~ variedade

sLnples do Sn'

Demonstraç~o - Temos o hODomorfismo

't : k [Xl' ••• ,Xn1IV k ['1 l' ••• , '1n1, onde z, Xi == rt. i (i=:, ••• ,n)

e (1\.1' ••. ' 'tn) é o ponto geral de W. Seja J a dimensao de W

sôbre k; usando uma notação conveniente podemos supôr que

~l' ••• ' ~~ sejam algébricamente independentes sôbre k e, portan-

to, podemos pôr ~i == Xi para i=l, ••• , f. Consideremos o espaço
k'"

linear Sn_ f sôbre k* = k(Xl,· · · 'Xf) e nele a varied.a<ie algébr~-

ca W'" cujo ponto geral é ('1
f
+I'; •• ' V'tn). --jJ'" é um ponbo <le S~-f

e já aabemos que Q(W/S)". Q(Tij"/Sk ) (prop.4); pelo teorema 2,
n .). n-f k"

'.-,rl( é um ponto simples de Sk ,portanto, o ié!.eal 'M"'" == 'W\ (w" /S o)
n-~ n-J

tem uma base raí.n í.maL com n- f elementos. Mas 'W\ =="'VI (-IV/Sn) == "IV.~ ,
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logo, 'Vn. t-ambém tem uma base mínioal com n- J elementos, isto

é, ':; é uma vr:.rieclp.de simples do S. (q.e.d.).
n

Sejam agora », VI e V varieda~es algébricas ir-

reêutíveis do Sn' tais que 11 C VI c: V. Considereoos os espaços

vectoriais Yrb.,. m(':ijV) e -nt1
== m('::jvI) sôbre (1 = .s (".v).

Seja e- == Q(rljv), 'i'\.=>< m(Jjv), e-( ••• Q(';ijV') e 'W\( == "«LC-,-jjv').

Te~os as seguintes aplicaç;es (cap.rV,§2.1)

't : u E \IV\. "> li == 'W\
2 -resíduo d.e u,

,...1 • , r \ ~ -, 2 , . jt... U 'C. 'W\.) U ;: "M' -res1.C~UO -e u ",

Ü E. Yób
- ,
u'~õõ(,

e

Seja;.::

e (~l, ... , S~) os pontos gerais ue V e V', res-

e ponhamos R='R(v1 e R'=lblV'l.Senelo V' uma

sub-varie~ade algébrica ele V existe ~~ homomorfismo ~ de R sô

bre R' que leva t;. sôbre 1b! (i=l, ••• ,n); o núcleo de '"\T" é1. 1. 'f

o ideal ~ I = P (VI jV) e, aincla mais, fl( ~l) = ~, onde

y) = P (-..7jV) e 'f' = t? (".:Jjv' ). O homomorf í amo ir pcd e ser

ga.l o , ele um único modo , a UQ hcmomúrfismo c.e e- sôbre e'
nuaremos a indicar êste pr-o Longaaan t o por ir. Notamos que

t( Vt'\.) = 'W1.
1
• Seja P 1 == 6. ~l; é fácil ver que t I e o núcleo

co hcmomcr f i smo ir de e sôbre e I • E' imed.iato que -z:p1 é

um sub-espaço vectorial de "'fl1,; notemos que "t.fl é gerado pelos

vectores pertencentes a L)rl' Nestas condições G.emonstraremos o

(~l'· · · '~n)

pectivamente,

prolo!!,

conti-

seguinte (ver [l91,p.9):

Teorema 1.. -
-, -

<t> 1;' t <:: i ~ aplicaçao linear :le

m sôbre m'; ainda mais,-.
<1f(o) = ZYl'

D2monstraç~0 - Sendo y (W\) = 'W\I

<p leva 6f1", sôbre 'õY(,'. a) 4'> é uma aplicação. Com efeito, se
- _ _I _ - r - - 2 2
u v temos 1: (u) = t: (v), ou, u+ 'W\.. ta V + 'm , onde u €. W\. ,

v E. VVI. e 1:. u = u , 7:..v = v; mas t (vr..2) = m,2, logo,

,,\:(u) + 'W)!2 = t(v) + 'WI.,2 e, portanto, r'y(u) = 7:,'y(v) , isto é,

<P(ü) = cp(v). b ) ~ e um homomorfismo do grupo ad.í t í vo d.e m sô

bre agrupo aditivo d.e ml. Isto é imediato pois 1:, t e <:1

sao homomorfismos (sôbre) entre grupos ad í t í.vos . c) <!? é linear,

isto é, ~ (& ü) == S CP(ü), onde ~ c:: 6. Com efeito, sejam u e
-b elementos ele "\'\i. e e-, respectivamente, tais que "Cu = u e

& = 'YYI..-resíeluo ele ~. Temos z (~u) = & ü, portanto,

<P ( t:. ( s u)) = cp (& ü); mas b = '\"(\'-resíeluo ele y ( ~), logo,

segue-se que
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(t:1t>bU: 't'(i(S )t(u)) = &.(~'~)u. Mas <p-c = LI1f, logo,

~(bÜ) = b(ep-r.)U = S .~(ü). d) ~(O) = <:-'t\. Com efeito, te-

mos (<p -r.)u '" <p (ü) e (~c:.)u = (z:1 'f)u, portanto, teremos,

~(ü) = O quando, e semente quando, (~'~)U => O, isto é, quando, e
2 - f _

somente quando "t(U) E: w.1 • Mas -t (O) = 1'1' logo, 4J (ü) => O
2 - -I

quando, e somente quando, uE'\IV\. + f
l
; d'aqui tiramos ~ (O) =

= 1:1\. (q.e.d.).

Teorema2 - Seja V

tivel do

~ variedade algébrica irredu-

S e seja W ~ sub-varie-
n -

dade irredutível 1e V; ponhamos r =

= dim.V e f = dim.~. Entio

sub-variedade simples de V

.
e uma

quando, e

u1' ... ,u n-r
tais que ~ vectores <:. u1' ••• , 1:u

n-r
de Gr1o('.J/S) sejam linearmente inde-
- n -
pendentes sôbre .1 (\v-) 6.

Demonstraçao - Temos d.in,m('.7/Sn) = n- ~ (teorema

3); pelo teQr€ma 4 teremos dim.mCii/V) = r- J quand.o , e somente

quan do , o núcleo da aplicação linear <1>, de "'[lia (~7/Sn) sôbre

somente quando, 2 ideal

contém n-r elementos

r => J (v)

~xr.c-.rjv) tiver é:.imensao

~ é geraC:.o pelos

( -r: \'\'\C!I/S
n

)

dade simples de V

elementos u1, ••• ,un_r

n-r. Mas, por outro lado, o núcleo de

vectores pertencentes a ~~

-~) m( 'il/S )), portanto, 'V
n

quando, e somente quando, ~

e uma sub-varie

contém n-r

sejam

tcí.s que os vectores -Cul, ..• ,z.u
n-r

linec.rmente indepenà..entes sôbre (j = ~("iJ). (q.e.d.).

Corolári o 1 - S8ja &- = Q.(':ijS ), onde N é uma
n --- - ----

sub-variedade irredutivel ~ ~ ~-

-riedade irredutível V do S • Entao
- -- n

~ ~ ~ sub-variedade simples de y
quando, ~ somente quando, ~ ideal

t::; • ã?' ~ = ~ (V), ~ ~ base

~ul"" ,us \ (ui E. (9-) tal que .9..ê.. zss-
tores '!.ul' ••• , '"tu de mCJVjs )

s - n
sejam linearmente independentes sôbre

Ô = 1(w).
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Demonstraç~o - Suponhamos que O" se je uma sub-vari-

edade simples de V; ent;o, pelo teorema 5, existem n-r elementos

ul"."Un_r de 1( tais que -c.ul, ••• , c::.un_r a ej am linearmente

independentes s êbr e 6 = ~( •.J). Toemos o-.(Ul, ••• ,u
n
_
r
) C e'1?

e d.í.m, 5. Y? "" r; mas, pela pr-opos í.ç ao 3, d ím , &(ul, ••• ,u ) z:::

<I n-r
= n-(~-~) - r. Sendo e .y) um ideal primo (cap.I, teorema 12) se-

gU8-se <:tue (9-.\') - 6--.(ul, ••• .u ) (ce.p.llr, teorema 3). Está
( n-r .

assim d.emonstrada a c ondiçê:o uec:tessária. Suponhamos agora que,

..e . r" er. (U1 ' •.• ,u~) onde os veet-cr-es

8~O lin€~rmente independentes sôbre Ó =
'"t.U

l
, ... ,-c.u de m(vv'/s )

a n
~ (.'1). Pela proposição 3

virá dí.m , e. V -dim. V •• n-s, logo, 8 = n-r. Mas -.::(0-. r)
o núcleo da aplicaç;-o linear ~ de m('il/S

n
) sôbre~ .l/V),

go, lim. W,,('.:i/V) •• r- f, isto é, O;v é uma sub-variedade sLnples

de. V. (q. e. d, ) •

.
e

10-

Corolário 2 - Os elementos u1, ••. ,u
n-r

nados no teorema 5) formam

mínimal de e .r> .
E' imediato, pois, caso contrário, teríamos dim.Y;> r

posição 3).

( determi-

~ base

(pela pro-

c;::,rolário 1- Seja "v uma sub-varieJaC.e irreduti-

vel ~ simples de ~ ve.ried.ade algé-

brica irredutível V.;nt~o tôda base

mínimal ie e . \'? consiste de n-r

elementos vl, ••• ,v tais que 2!
n-r

vectores c::vl' ••• , zv ten-r
,r(,{:i/s

n
) sejam linearmente ind.epen-

dentes sôbre Ü es 1-(11) •
•..

Demonstraçao - Pelo teore~a 5 existem n-r elemen-

tos u1, ••• ,u em.(,() tais que os vectores i:U1, ••• ,I*'u se-
n-r (')- . • ~ n-r

jam linearmente indepenclentes sôbre 0.; ainda mais <n-D e.~ '"
'" e-.(u1, ••• ,u ). Temos Gl\MCW\"2. r'101.(onc..e "M c. ~(' •.l/S ), se

n-r n
(.U ~ 'W\l.. (\ <n. teremos tU:1I aluI + •• o + a u , onde a. E: &-

. n-r n-r ~
(i:al, ••• ,n-r), ent;:o "CIV c ã

l
1:U

l
+ o •• + ã .1:u li: 0, portanto,

n-r n-r ~
ai ç;, 'M. e entao W G: (Jl"", • Isto nos mostra que 01.W\..::a ISL 1\ '\"11\ •

Portanto, pod.emcs cons í c.erar o espaço vectorial m./<n WI. (sôbre

6 - l (1.'11) como um sub-e spaç o de mcv/sn) o Seja v1'. 0., v s uma.
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uma base mínimal ie e-. ~; do mesmo modo que na demonstraç;;:o do

teorema 9 do capítulo IV segue-se <lue os vectores

01/ ()l """ são linearmente ind.epenC:entes sôbre 6

t anbêm os vectores -c.vl, .•. , x» ..ie 6f!'o(,V/S) sao linearmente in-
s n

dependentes sôbre 6; pelo corolário 1 teremos dim.V = n-s e,

pcrtanto, s == n - r. (<l.e.::.).

corolário! Seja P ~ ponto simples de ~ vari-

edade algébrica irred.utível V. Entao

e~iste ~ sistema ~ parâmetros uni-

formizadores ul"",un de ~, como

ponto do Sn' tal <lue

e . 'v;) = e-. (ul' ••• , u ), onde
~ n-r --

'(.> = j (V) e&-", Q,(p/S
n

)·

- -
vI' •.. , v a úe

En ccnse<luência

Com efeito, pelo teorema 5 existem n-r elementos ul, ••• ,un_r em

de GlG(p/S) s e j am li-
n

Pela iemonstraçao do co-

VJ t eí.s que os vectores c::.ul, •.• , 'tu
6- n-r

nearmente independentes s ôbr e (J, == '2r (p).

rolári o 1 temos e. 10 = e-. (ul' ••• , u ). Mas os vectores
~ n-r

(:ul, ••• ,-c.un_r pc-dera ser imerscs numa base \'Zul, ••• ,-CUnt

m(p/Sn). Teremos ent~ú 'W\.(p/Sn) = &-.(ul, •• · ,un) e

Ô • v) == &- • ( ul ' •• • , u ). ( <l. e . G.. ) •
~ n-r

:!e

§ 2 - Critério das ~atrizes jacobianas.

Seja Rn == k[X
l
, ••• 'Xnl um anel (~e p o.Lá.n ôuri.os de

n indetermina~as Xl"",Xn s8bre o corpo k. A ~atriz

\\Of.joX.\\ (i=l, ••• ,s;j.,l, ••• ,n e f. E K "" k(Xl""'X)) é
1. J 1. n

denominada matriz jacobiana de fl, ••• ,fs em relaçaú a X1' ••• ,X
rt

;

se sa::sn o deterninante Id f.j ó X.\ é d.enominaclo jacobiano de
1 J

f1, ••• ,fn em relaçao a Xl" ",Xn' Indicaremos também ufa matriz

jacobiana per J(fl'" •• fs ;Xl' ••• ,Xn), ou, simplesmente, per

J(f;X) •

Se ja p( cX l' ••• , o( n) um ponto co espaço linear Sn

e sejam tl, ••• ,tn os parâDetros locais canônicos do ponto P

(ver (~emonstraç~o:1o teorema 2); já sabemos que '3(p) z::R .(tl, ••• ,t)n n
e, portanto, Rn/::l(P):; klC(l""'~nl == k(o<.l""'<>(n)' Pelo teo

rema 4 de capitulo IV temos, imediatamente, <lue
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TeGre~a 6 - A condiç~J necessária ~ suficiente para

que ~ coorelenad.as O\. l' •••,0\ n elopon-

to P sejam separáveis sôbre k !Que

~ jacobiano (J(t;x)1 seja diferente de

~ ~ ponte P (ou, o que é o me sno ,

\J(t .x) I .,.O (mod , 'W\), onde W\. ••

a m(p/s
n

».
Por causa ~esta propriedade é que dizemos que quan-

do \J(t;x)lX.••O( t- 0, temos o ~ e epar àvej.••·

Suponhan cs que J(tjX) 1= O (P.lGd..m), isto é,
que tenha~Js o caso separáveis e sejam ul, ..•,u

n
um sisteDa ele

parâmetros unif oroizadores do ponto P. Teremos u. ",,::J:. a. t.l
1 ~:::ol 1l

\2ij \ 1= O (me:d.'W\.) (cap.

"à u
i

~, ót~
::::- ;; 2., a'n l.X ' logo,
o Xj .t:::l1><...0 j

(hl", ••• ,n; aiE & = Q(p/s », onden

111, corolá~io 6); d.estas relações vem

!J(u,X)\Xa:o(" \ai~\X••ot \J(t;X)\X=C(· Como \aiQ\X::'ô(.~O e

IJ(t;x)\x=o(~ ° teremos IJ(u;X)\x""C(1 o. ConsiJ.eremos agora nele

mentos ul, •••,un de ~ = ~(p/Sn) tais que !J(UjX)\ 1° (mod.~)e

.Afirmanos que os e Lemerrt oa u
l
, ••.,u

n
s~o parâmetros uniformizado-

res do ponto P e que se trata do caso separável. Com efeito, bas--sao lita demonstrar que os vectores 't. ul' ... ,~u de õrb( p/S )n n
Ó. = J (p). Se isto não acontecesse

(usando uma notação conveniente)

ne3rDente ind.ependentes sôbre

terianos uma relaç~o da forma
n

ul '"L a.u. + u, onde a; E ~
. 2' 1 1 •
1:2

õU
l

n õu._ -.... 1.
- '--a - (r:101. "M.) paraClX. == -f--' ióX.

J 1=2 J

contra a hipótese. Demonstrámos assim o

2e U E"M. • D'aqui tiramos

j=l, •••,n e entao I J(u;x)l E.W\.

Teorema 1- Uma condiçao suficiente para ~ ~ ele-

mentos ul, •.•,un de ~ = vn(p/sn)
sejam parâmetros unifcrmizadores do pon-

to P ~ que IJ(UjX)!, O (mod. m).

Se tivermos 2. caso separável a condiçao

aoima é tambéo necessária.
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Seja V una varieda<3.eirre':'utivel,de iicJ.ensã8 r,

d.ú espaço linear Sn e seja ~Fl(X), •••,Fs(X) Z urna base elo id.eal

j(V) de Rn0 Cons í dez-erac.sun ponto p(lXl, ••• ,<X
n
) d.e V. Den crra-

traremos o

Te0reoa 8 - Una c8ndiçao suficiente para que P se-

É ~ p8nto sÍl!1Elesd.e V ~ que ~ natriz

jacobiana J(F;X) tenha característica

n-r eo P. Se tivermvs ~ ~ separável

~ condiç;:-oaciDa ! também necessária.

Demonstraçao - SuponhaD~s que a matriz J(F;X) te-

nha característica n-r no ponto P; usando u~a notaçao cGnveniente

\
ÔF.\

pocemos supôr que .ÕX~ f. 0, ond e i=l, •••,n-r e j=r+l, •• o ,no
J X=o(

AfirDEU:l"::'sque os veotores

arrnente independentes sSbre

5 (aplicado para o cas~ e~

<::FI '.••, <:: Fn-r
:}(p); d' aqui

que w-r-) , que

ce Õ1b(P/S
n
) são line

resul tará, pelo t ecr-ema

P é um ponto simples

-de V. Ora, se aqueles vectores na0 fossem linearoente inc.ependentes

teríamc:s uma relação da f' cr-ma (usanc",-oU:!13 notação ccnv en í.en t e j s
n

FI => '2: a.F. + u , onc.e a. E \!t'
. 2 1 1 1
J=

OF
I

n-:z: OFi
""X ;;;~ a . ...,..x(ood. m ), j=r+l, .••,n e entao

\l j i=2 1 o j

\J(FI,•••,F jX l'."'X )Ix = 0, c~ntra a hip6tese. Está assion-r r+ n =0(

demcns tz-aca a condição su f iciente do teoreoa 8. PassaDOS a demons-

e
2

u E WL • DIaqui tira,:nos

trar a aegunua parte de,tearema. Seja entã~ P uo p0ntG sinples de

(onde ~ = Q(p/S )), portanto,
n

virá (usando uma notação conve-

V; tenos e.~J = er.(Fl'0 ••,Fs)

pelo teGreoa 5 e pelo ccrolário 3,

niente) e . Ir'.) e-.(F1, •••,F ) e os vectores <:F1, ••o,c::.F
~ n-r n-r

de ôT(.(p/S
n
) são linearoente independentes sêbre 1J:::t (p).

n

Por ~utro lado, temos Fi = ~aiQt~, anãe

rãoetr os locais canôná cos de ponto P e a. E e- (i=l, •••,n-r) ;
~It

d 'aqui resulta que a matriz \\a
ü

\\ (i=l, •o•,n-r; .Q.. =1, •••,n) tem

característica n-r no p8nto P e tnmbém que

J(Fl' •.•,Fn_r;Xl'0 ••,Xn)XcO(= \\aij\\X=Cl(J(t1,··o,tn;X1,··o,Xn)x:so<:

Mas, por hip6tese, temos \J(t;x~x=~~ 0, portanto, a característica

saL) os pa-
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c.G J(Fl, •••,F ;Xl,•••,X) no ponto P é igual a n-r. Ocmc caàan-r n
Fj (j=n-r+l, •••,a) é cJmbinaçi0 linear, com coeficientes em êT,

de Fl,•••,Fn_r' segue-se que a característica da matriz jacobiana

J(Fl,···,Fs;Xl,· ••,xn), no ponto P, é igual à n-r. (q.e.d.).

C~rlláriü 2 - Suponhamos que k seja ~ corpo per-

feito. Ent~o a condição necessária ~

"Este corol~rio ~ uua c0nsequ~ncia imediata do teorema

anterior e do seguinte resultado (ver [41,p.143): se k for um corpo

perfeito, ent~c t5da extensac algébrica de k ser6 una extensao al-

gébrica se~arável de k.

Seja ~'J uma varieJ.aúe algébrica irreJ.utível do espa-

suficiente para que

ponto sinples de V

jacobiana J(F;X)

n-r nc pcnto P.

P (O() seja !:E!

~ que ~ matriz

tenha característi-

ço linear Sn e ponhamos

ô~ = )f1:,( ~'.,/Sn),

= k('Y\l""''1n)' onde ('Y\l""''Yln) é um ponto geral de N. Seja

yJ'" 1 (".7) '" Rn.(fl, •••,fs) o ic.ealda variedade ':r. Temos

'W\ "" e'r c e--.(fl,•••,fs)' portanto, existe uma base mínimal de

W\ formada por n- f dos pclin2mios fi; usando uma notaç a~ conve-

niente teremos 'Yi1.:: e. (r, = &-. (fI'" .,f ). Pela proposiçao 7 e
6~ n-J

pelo tecrema 8 10 capitulo IV temos o

)

er = Q('Z/Sn)' m

6 = :J (',') :s

racteristica

Teorema 2 - Uma c0ndiQ~o necessária e suficiente

para que S (W) seja ~ extensao

transcendente separável de k i que ~

matriz J(fl, ..•,f ;Xl"'.'X) tenhan-g n
caracterí stica n- ~ para X= '1. •

Quando a matriz J(f1, ••.,fn_f;X1""'Xn) tiver c~-

n- s> para X= O( d.í remcs que se t.rata do caso separa-

matriz jpcobiana
é um sistema de parâ-

n- J> para
c:.e m tais
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ca para X='1 ".D'aqui resulta que u1, ... ,un_.9 sao parâoetros uni-

fcrmizadores de ~ e que se trata Jo caso s8par~vel (a demonstraç;o

é aná loga a dada para pontos). Estabel eeemos assim c

Teorema 10 - Uma condição suficiente para aue ~

elementos ul, •••,u de m ='W\.(;~/S)
n-? n

seja1:1parâmetros unif ormizae:.oresJe 'j!

~ que a matriz jacobiana

característica n- f para

J(u;X)

X=~ •

tenha

Se ti-

v",r!'l'';'S:.:.~ s".t'Clr~vQla Q'mdiçao acima

será taDbéo necess~ri&.

Seja V uma varie~aC:.ealgébrica irreuutível, de di-

do ideal

r, do aspaço linear Sn e seja ~Fl(X), •..,Fs(X) r uma base

~(V) 1e Rn' Consi~eremos uma sub-varie~a~e irreiutíve1

('Y\. l' •••,YL n) um pont o geral é',e :f. C01:1demonstra

te0rema 8 chegaremos ae

menaa o

'.'! ~e V e seja

ção aná1Jga a d2

Teoremall - Ume. condiçnC! suficiente pare. que -.V sc-
,

~ uma sub-vari8~ade simples de V e

que ~ matriz jacebiana J(F;X) tenha

característica n-r pare. X= ~ •~Se ti-

vermos E ~ separável a condiçac aci-

ma é também necessária.

Corolário 6 - Suponhamos que k seja ~ cerpo per-

feito. Entac a condiçao necessária e

suficiente para que :J seja ~ sub-

variedade simples ie V ~ que ~ matriz

jacobiana J(F;X) tenha característica

n-r pare. X=~.

~
~ste ccro12rio é uma conseQuência imeêiata do teore-

ma e.nterior e do seguinte

(8), corolário 9): se k

finitenente gerada sôbre

c.e k.

resultado, devidc a F.K.Schmidt (ver

for um corpo perfeito, então t~da extensão

k é uma extensão transcendente separável

Se k for um corpJ perfeito segue-s8 que a care.cte-

rística da matriz jacobiana J(F;X) para X= S (31'" .,S n ponto
geral de V) e n-r. Desta observação e ~cs corol~rics 5 e 6 resul-

imediatamente que
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Corolário 1 Se k for um corpo perfeito, entao

os pontos singulares de V formam uma

sub-varieêale algébrica própria ~ V.

Coroláric 8 - Se k for ~ ~rpo perfeito, entao

uma sub-varieé.ac.eirredut ível .1 ó-e

v ~ singular quando, ~ somente quan-

G.o,teclas~ pontos de \1 ~ pontos

singulares de V.

§ 3 - critério das mc.trizes jacobianas mistas.

Seja K = k(Xl, •••,Xn) um corpo ~e

~e n indeterminadas Xl, •••,Xn sôbre o corpo k

p > O e imperfeito. Seja Z = (z ) , A uma p-base ~e k. Considere
o( c<..<:: -

mcs s elementos fl(X), •••,fs(X) êe K; todos os coeficientes de

fl,.••,fs pertencem a uma mesma extensao finita kl de kP• Usanc.o

uma notação conveniente pcremos: kl = kP(Zl, •••,Zm). A matriz

\\Õfi/ÔXj, Õfi/ÓZ",\\ (i=l,•••,s; j=l, •.•,n) de s linhas e n--m

colunas é denominada matriz jacobiana mista de f1, ••.,fs em rela-

ça o a Xl' •••,Xn,zl, •••,zm e a Lnd í carenos, abreviGdamente, por

J(f;X,z).

Seja P(tXl"."O\n) UI;] ponto do espaço linear

e ccnsi derera os GS parâmetrcs locais can ôn i.cos

funçoes racionais

de característica

fl(Xl), f2(Xl'X2), .••,fn(Xl"",Xn) dc ponto p(o(). Suponhamos que

k
1

contenha tocos os c~eficientes dos polin2mios fi (i=l, •..,~);

c nossc obj st í.v o é demonstrar que a matriz j acc.b.í ana mista J(f;X, z)

tem característica n no pcnto P. Nctemcs que a característica

desta matriz, no ponto P, nãc·depende da extensac finita kl de

kP, que c0nt~m t~dcs us coeficientes dos pülinGmiüs f. Ccnp.IV,~
teorema 17). Em primeiro lugar cünsicerare~os um caso especial, a-

quele em que os polinômios fl(Xl), .••,fn(Xl"'.'Xn) sé dependem

de Xip •• ,X~; neste caso temos "'Ofi/ÔXj = O para

i,j = l, ...,n. Demonstraremos o
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Teorema 12 - Se caua p~1in~~i~ f.(Xl, ••• ,x.)
1 1

(. 1 )' - d . -p P1= ,••• ,n so depen er ~e X1"",Xi
entao ~ matriz j2cobiana

J(fl, ••.,fn;zl,.",zm) terá caracterís-

tica n ~ pçnt~ p(~) (isto é, para

X. = O( ., i=l, •.•,n) •
1 1

Demonstraçao Demonstraremcs o tecrema pcrin~uçao

sêbre n. Para n=1 o teorema afir~a que nen tô~as as derivadas

1fl/~Zj' j=l, •••,m s~o nulas no ponte

por absurdo, que ()f ./~z. = O para
1 J

se fl(X
1
) ; x{,P + a1xi~l-l)P + •••

P (o< 1) d.e

Xl= 0(1 e

p
+ a..r: _1Xl +

I

Sl' Suponhamos,

j=l, •.•,m; entao

óa () o a1 "'I -1 P v, -1 P
DZ . 0(1 + ••• + Õ Z . e(1

J J

Cemo f1(X1) a ç pcIinômio irredutível de

ó a./ 'o z . = O para i=l, ••., -.tI e
1 J

mos õai/o z()( =- O para icl, ••., 1/, e para todo O{ ::e A. Pelo

coroLá r í.o 16 de,capitulo IV virá ai E kP (i=l, ••.,"'I) e entao o

polinômio fl(XI) nãe seria irredutíve1 sSbr e k , Isto prova o te-

arema para n=lj suponhamo-la verificado para n-l. Ponhamos

k = k(<<l) e ccnsideremos 0 espaço linear S~_l e nele o pento

~\~2t""~n}' ~n.t~(, as ,º~linê,ILios<í?i(X'2.'''''Xn) fi(O<l'X2,···,Xn)

(i-2, .••,n) serao os par~metr0s locais can8nicos de punto ~. Nc-

temus que c. corpo kl == kP(o<.i,zl""'ZIJ) = kP(zl,,,,,zIJ) contém

toucs os coeficientes ô os pcLí.n êm í.oa ~i (X2, ••·,Xn) e que êstes

polinêmics eó c.epeniem de x~, •.•,X~. Provaremos que o grau ae im-

perfeiçao relativo de kl s6bre kP ~ igual a m-I; isto nos mos-

trará que existe uma p-base relativa de kl sôbre kP com m-~

dos elementcs zl, ••.,zm' Cem efeito, temos as seguintes inclusoes

teremos
~ a,r

t
+ ~ :::O, j=l, •••,m.

J

O( 1 sôbre k :leveremos

j=l, •.•,m, pcrtant:::,tereter
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UcP:kPl:: Lk:k), logo, [kl:kP1[k:k~ =[kl:kll[kl:kP1. COr:lO k=k(o<.l)

teremos [k:k1 = '-f 1 = gr.fl (Xl)' pcr hipótese t emcs fl (Xl) =

= <1>1(Xi), onde ~ 1 é irredutíve1 sôbre k , portantc, ~ 1 é

também irredutivel sêbre ki (C k); mas k1 = k1 (O( f) "
<Pl E. k1 [X11 , Lcg o, lk1 : k11 = \I" l/P = gs: , <\:) I' Então "térámos

[~ -P'"\ ~11 PI .J'l m Í' p't m-1
Kl:k ~~l = -p-Lkl:k ! = -p-'P , de onie, LKI:R 1 = P o que pro-

va u nossa afirmaçao. Po~emGs ent~o supôr que, por exemplo,

~z2"",z41t seja uma p-base relativa Je K1 sôbre lCP• illm K1 es-

as derivaçees Ó
( j:::2 , ••• ,m) sôbre kP e tais que

~
J

tãe d.efinidas

QZ.
l

~= Ooz~
J

x E. k
l

para i,j::: 2, •••,m e jfi (cap.IV,§2.2). Notemos que se

- ôz
b x õx bX 1 (. )entao t emos "::--z ee ~ + õ-- ~ J=2, ••• ,m e como

(J j OZt~lÍ1z1 ()Z~fl ~Zl\

fl «>(1) = O também tereJ:lOS L b'Z7 + !Z,"' rz:- ~ = O. Desta úl-
J I J Xl~~l

tima relação e do primeirc caso oxaminadc, ncl, resulta que

para Xl =Ó(l' A matriz J(f;z)X=o< tem a mesma característica que

e. matriz

I () f1 bfl Ôfl~zl ~fl Óf1 ~zl liI1 õZj" ~z2 +~zl bZ'2 ... -+--"clzm 'ózl dZm ' ,i 1;I óf2 'óf2 õf
2

àZ
1

Óf
2 "bf

2 -.
i i
1I

U bZ1
DZ

2
+-~ -+-- 11llZl z2 ÔZ ÕZ1 ÓZ i im m

11

'f ;;f~ ............ . . . . . . . . . . . .. ! f
àfn 'dfn ~ Zl

- I
dfn dfn ~Zl I

( ?)Zl -+-.---
b Zm +TZ'"l 2 ZQ I x= o(àZ2 Ô Zl ôZ2

ou, seja, que a matriz

J 1 'õfl
O O II úZI I1I Õf2

- ..•...

d<p 2'o ~ 2

I ÕZl ~
...

"z. I....

IxP~
Df o <Pn --n oepn
()Zl Ó z2

...
1'"Z:"

m
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Mas J(~2""'~ ;Z2""'z)x tem característica n-l, pela hip_6_ n m =0(,

tese c..e induçao e ccmo Ofl/OZI r o para XI=O(I' virá que

J(f;z)x=o<. tem característica n , (q.e.;:l.).

Teorema 13 - Sejam fl(XI), ••• ,fn(Xl",.,Xn) ~~_

râmetros locais canôniccs de ~ ponto

P(o(,l" •• , o(n) do espaço linea:: Sn

sôbre k (k imperfeito). Entac a ma-

triz jacobiana mista

J ( fI' ••• , f n ;Xl ' ••• ,Xn' Z I ' ••• , Z m),

on2e kl=kP(zl, ••• ,zm) contém todos

os coeficientes dos polinômios

fi(Xl, ••• ,Xi), tem característica n

!!9. pento P.

-Demenstraçao - Consideremos a matriz J(f;X) e seja

n- ~1" a sua característica no ponto p(I)(). Se ~ = O o teorema já

est2 demonstrado; se ~ = n, segue-se que (pelas propriedades dJ8

par2metros locais can6nicos) os polinCmios f1, ••• ,f
n

s6 dependem

de xi, ••• ,X~ e d'aqui, pelo teorema anterior,resulta que

·J(f;X,z) tem característica n no p~nt0 P. Portanto, podemos su-

pêr que O < ~ < n , Usando uma notaç~c conveniente (o que, possive,!

mente, acarretará uma mudança de nomes nas coordenadas de P, pois,

cs parâmetrcs locais canôn í c os foram intrc,õ.uzic.os a partir âe uma

certa ordem nestas coor<iena<ias) podemos sup2r que a matriz

J( fI' ••• , f;X 1" •• ,X) tenha caracterís tica n- r- no ponto
n ~+ n

Como f. é independente de X. l""'X teremos
1 1+ n

.\J(f 1,· · · ,f;X l""'X )\X f O.f+ n ~+ n =~

P.

(1)

Mas

)
1

J ( f 1 ' ••• , f f';Xl ' ••• ,Xn) O 11

(2) J(fl' ••• ,fn ,Xl' ••. ,Xn) ee I *' J(fr-+
1
' •• ,fn,X)/1

que tem característica n- r-- no ponte P, pcr t an t.o , pela (1),

segue-se que J(fl, ••. ,f",,;XI""'Xn)X=Q( deve ser a matriz nula, is-

te é, Ofi/oXj = O (i=l""'f-;j=l, ••• ,n) no porrt o P. Portanto,

pelas propriedad.es 3) e 4) dos parâmetros locais can ôn i cos c~oponto

P, teremos que fi (i=l;"',r-) depende sõmente de xi""'XI' Ora,

os pc Ld.n ôm í.c s f l' ••• ,f~ s;'o parâmetros locais canôn í.c cs do ponto

PI(O<1'''''o() de S, portanto, pelo tecrema 12, a matriz
1"" tu·

J(fl,· · · ,ft-"-;zl, ••• ,zm) tem característica r-- para Xj=tXj (j=l, •••. ,n).
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Entao tereClüs

o ;:S(l','" ,~", ; t.,., ,.. , z ...•) \\

0(~,.+I'-'·'~M 1"" .. ''2...•.) ,I~(~/'~\' .••{ ••.\/_~'1 - .. ,IX,..)

onde \J(f/-,-+,l, •.• ,fn;Xl"",Xn)!X=o<.f O e

J(fl,· · · ,f ;zl"",zm)X=()(, tem car:::.cterística r: pare. X=~. Isto

nos mostra que a matriz J(fl, ••• ,fn;Xl, .•• ,xn,zl"",zm) tem ca-

racterística n no ponto p(~). (q.e.d.).

CGrdáric 2 - Seja tl, •• · ,tn (ti E ~ = Q(p/Sn))

~ sistema te parâmetrcs lGcais de ~

p~nto P te espaço linear -S . Entac
n

a matriz je.cvbiana mista J(t;X,z) tem

care.cter!stica n no ponto P.

E' uma c8nsequência imediata de teorema anterior e de fato que
n

ti = 2:a .. f. (i=l, ••• ,n;a
iJ
·E.8-), onde \a

iJ
.l4f. 'wl(p/S

n
) e

j=l ~J J \

fl, .•• ,fn sao os par3:metros locais can ôní.c cs do pont c P.

Teorema1i - Seja W ~ varie~ade algébrica irredu-

tível de espaço linear Sn ~ seja

tI' ••• ,tn_ f _um_~s...;;i...;;s..;;,t..:;;.e.;;;;;m;.;;;;ade par âme t.r-c.s

locais de ','{ (1'= dim.W, t. E:&=Q(U/S )) •.) a n

Indiquemos por kl=kP(zl, .•• ,zm) o

sub-corpe, de k que ~ obtém de kP

acrescente.nco toCos ~ coeficientes ~as

funções racionais tl' •••• t . Nestas
. n-~

conc..ições ~ matriz jc.ccbiana mista

J(tl,· · · ,t ;Xl'· · · 'X ,zl""'z )n-9 n m
tem característica n- f em ';,~ (isto

e, para Xi='Vl.i' :nc:.e ("1) e G pon t c

geral te li).

Demonstraç~~ - UsanJc uma n0taç~c ccnveniente pOQemos

supCr que 'V\.. 1 , ••• , V\~ sejam algebricamente Lnc.ependen t.ea s êbr-e

k; identificaremos entao ~i com Xi para i=l, ••• 1 ~ • Considere-

m~s o espaço linear S~r s3bre k~ = k(X1, ••• ,x) e nele c pon-

to \V"" = (10+1"'" '\l.n)' Já sabemos que e- = Q'cil/Sn) ::
>/. I k" '"

= QCl'/sk ).= e'lo e 'WlC:~/Sn) = "M..(~'j"/S ) =e (t1,· · · ,t o),
n-~ n-~ n-l
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Por um resultadG ce O.Teichmüller (1) temos que uma p-base de k

é dada por- ~Xl""'XrZ=(zo<\u~ ..At, On0..8Z é a p-base de k que

""?" c,;ns~derandC~ ~eLlOs que v CC~P0 kl""k"P(Xl""Xf'Zl, •••,Zm)
ccntem t0dos ~s coef~c3.entes dos paramatros locais

< = t~(Xl"",X~;Xi'+l""'~) c ti (i=l, •••,n-.r)c.o porrt o \;~Por

t arrt o, pe Ic c cr-c.Lár-Lo9, segue-se que a matriz jac0biana mista

J~ (t ~ t"" )
1"'" n-~;X~+l"",Xn'Xl'···'Xf,zl,···,zm tom característica

n-~ para Xj= 'Y{j (j=~+l, •••,n), eu seja, a me.triz jacobiana miE.

tP. ~.(tl,.••,tn_~;Xl""'Xn'Zl""'Zm) tem característica n-f
e ra '.~• ( q , e • d , ) •

C~rolário 10 - Uma condiç~o necessária e suficiente

pé'.raque n- f elementos

u1' .•. ,u J.e 'WI. =: m(',i!S )
n-~ n

jam parâmetros uniformiza~cres

~ que ~ matriz jacobiana mista

J(u;X,z) tenha característica

em ~ (~n~e kl=kP(zl, ..•,zm)

se-

d.e ~~- -

n- S'
c~ntém

-t-,:i\:;.cs-oscceficientes das f'unçoes ra-

ciunais u1, .••,u )._ _ n-j'
Demonstraçao - L c~ndiça~ necessária já f::idemons-

trada n.j te0rema anterior. Demonstraremos que a cvnc.içãc.é sufici-

ente. Suponham; s , pcr a bsur-éc, qu~ ul' •••,un
_ f na., sejam parâ-

metr-c.sunif .:..rmizadoresc~e 'J!; ent ao existirá uma r eLaçac c.a for-ma
n-S'

"i = 2:'a.u.+u, cride , a. E. e
i=2 ~ ~ 1

e
2u Iíé:. '1M • D'aqui tiremos

~f OU.
...a. 'X~

i=2 3. () Q
(med. Wl ) e

ó "i n-S' õ u.
..;::-' 3.

~=L-..a-
c z. - . 2 iõz.

J 1= J

(moc:..'W\. ). Mas

estas relaçces ncs mostram que a matriz jacobiana mista J(u;X,z)

tem característica inferior a n- f em W, contra a hip~tese.
(q.e.d.).

Pele tecremu 14 e pela clemonstraçac ~a condiça8 su-

ficiente de ccrclário 10 resulta, imediatamente, que

(1)
Se K=k(Xl, •••'Xf) f'oruma ext.eneao transcenê.ente pura:l~ k ,

uma p=bc se ::~eK é dada por Z \J {Xl"" ,X~ t ~,nde Z e uma

p-base de k (ver [lI}).
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Cürolári:: 11 - Uma condição necessária e suficiente

para que s vectores 't.u
l
, ••• , 't. U

s
c.e 6ft,(W/Sn) (ui E. &. = QC'I/Sn»

sejam linearmente independentes sSbre

6 = ~ (w) ~ gue §:. matriz jacobiana

mista J(u;X,z) tenha característica

s em "'-J ( cnê.e kl ."Jcp( zl' ••• ,zm)

cont~m tedos os coeficientes de

"i: .•. ,us) •

Seja agora W uma sub-variec.aé:.e algébrica irredutí-

vel de uma variedade algébrica irredutível V e c~nsideremüs uma

base {Fl(X), ••• ,Fs(X)t do ideal j(V) de Rn==kCXl"'.'~~' Se-

ja kl=kP (zl' ••• ,z) :) sub-c crpc :j btido de kP acrescentando to-
til

dos us coeficientes C.8S polin~mi~s FI(X), ••. ,Fs(X), onde

iZl' ••• ,zfi11 6 UI:J. sub=c cnjun t c de uma p-base Z es (zo()o(~A de k ,

Nestas cc..ndiç;es deconstrarem~s c

Teorema 12 - Uma ccndiçao necessária ~ suficiente

para que \V seja ~ sub-variedade

simples de V ~ que ~ matriz jacobi-

~ mista J(F1, ••• ,Fs;X1' •• 'Xn'Zl""zm)

tenha característica n-r em \7, on<ie

r=dio.V.

Dem~mstraçãC' - Pele, teoreca 5 resulta que \',:' é siJ;li-

pl es quanc.o , e somente quando, n-r cos vectores 't.Fl" ••• <::Fs

'Wl('i!/Sn) ----") "õ'Ot(";:/Sn» são linearmente indepen-

6 = ~ C'-;). Indicareoos êstes vectores perlentes sôbre

Z.FI'· · · , C::F • temes ent~o que,;.' é simples quando, e s2menten-r'
quand o, -F -F

I.. I"'" (. n-r sao linearmente independentes sCbre

6. e cada -c.F. (j=>"n-C'-I-l,'H,s) depende linearmente de
J

't.Fl, ••• ,<::F • Pelo ccr oLár í.o 11 resulta errt a.. que '} é simples
n-r

quando, e semente quan do , a matr í z jacobiana mista

J(F F 'X x ) tem característica n-r em1"'· ' s' l.· · · '-~'zl'· · · 'zm

":I. (q.e. d , ) •
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Seja (Sl' .•• '~n) o ponto geral ele V, en t ac a

, matriz jac0biana mista J(F;X,z) tem caracteristica n-r para

-x= '5' Desta cbs er-vaça ; e dú teorema 15 (aplicac.c para o caso em que

'17 é um ponte) resultam os corolários:

Cvr,-,lári~ 12 - Q conjunto de toclas ~ pemtos singula-

~ de y ~ ~ sub-variedade algébri-

~ própria de V.

Corolário 13 - Uma sub~variedacle irredutivel ".-: ~

uma variedaue algébrica irredutível V

~ ~ sub-variedace singular ~ V...
quandv, ~ s àmente quando, tOQOS,2!

pontos de \"1 forem pontús s in~lares

de V.- -
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C A P I T U L O VI.

Sôbre as potências simbólicas de ~ ideal

primo de ~ anel ~ polinômios.

§ 1 - Introduçao.

Estudaremos neste capítulo o seguinte problema, su-

gerido pelo prof. O. Zariski: seja y ~ variedade algébrica irre-

dutível do espaço linear S~; determinar ~ conjunto de todos ~ poli-

nômios f de Rn=k[Xl, •••,Xn\ que verificam ~ condiçio: a) todo

ponto de V ~ ~ ponto múltiplo de ordem pelo menos ~, f?- 1, da

hipersuperfície algébrica H = 1J(R
n
.f). Se f =1 o prrblema se

reduzirá ao seguinte: dada uma variedade algébrica irredutível V,

determinar o conjunto de todos os polinômios que se anulam sôbre V.

O teorema dos zeros de Hilbert (cap.II,§2) nos diz que êste conjunto

é o ideal primo que determina a variedade algébrica V. Se ~ > 1

demonstraremos o seguinte resultado: f satisfaz i condiçao a)

guando, ~ somente quando, f E ~(r) ,-onde ~e=-:l (V). Portanto,

2 conjunto de _t_o_d_o_s_0_3polinômi03 f de Rn que satisfazem i condi-

ção a) é a potência simbólica .f. -ésima de ~), onde ~::s J (V).

Notando-que \1 (~) ~ \/~+l) (cap.I, teorema 19) seguir-se-á, em

particular, o resultado: dada ~ variedade algébrica irredutível

Y. do espaço linear Sn existe, para 2..ê:dainteiro ~,~?- 1, ~

hipersuperficie algébrica g tal que a) H contém y.; 2) todos

os pontos de V sio pontos múl típlos de ordem pelo menos f de y;
c) existe, pelo menos, um ponto de V que ~ um ponto múltiplo de

ordem ~ de H.

Como na teoria dos pontos simples de uma variedade

algébrica (cap.V) distinguiremos dois casos: 1) o corpo base k é

perfeito; 2) o corpo base k é imperfeito. O primeiro caso será es-

tudado no §2 e 0 segundo no §3.

No §4 daremos uma nova demonstraçao de um teorema de

vida a O.Zariski, sôbre as funções de ~ (V) (V variedade algé-

brica irredutívei) que se anulam, com uma dada ordem, sôbre quasi to

dos os pontos de uma sub-variedade W de V.

Ainda neste parágrafo demonstraremos um lema que e
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válido qualquer que seja o corpo base k. A ai~uação de que trata ês-

te lema é a seguinte: seja V uma variedade algébrica irredut!vel do

espaço linear S~ (V';'~) e seja \O = l (V) o ideal de V; conside

remos um ponto simples P de V (cap.V, corolários 8 e 13) e po-
o

nhamos -ro::: l(p o), ° corolário 4 do capítulo V nos di Z que existe

um sistema de parâmetros uniformizadore~ tl, •.•,tn do pont~ Po' co

mo ponto do espaço linear Snt tal Ciue '\vi = ey.(tl, •.• ,t
n
) e

0-. '(J = &.( tl,· ..,ts)' onde Wl. = "m.(lt/Sn)' O- c Q(p o/Sn) e s =

= n-r, r = dim.V. Nestas condições demonstraremos o

Lema 1- ~ condiç~o necessária e suficiente para

que ~ elemento

"'~t
s

.rI~.•. ,,<"'),:'"

de e, pertença exatamente i potência

~V"-ésima de \)Vo. = e. Y> ~ que ~ todos

os coeficientes a(~) de f",(t) perten-
.JI.

çam ~ ~).

Demonstraçao - E' imediato que a condiçao á necessa-

ria. Suponhamos que nem todos os coeficientes aC",) de ~.,(t)
.I/. 4("'~'

pertençam a p mas que 'rt = ~f\r(t) pertença a ~ • Consi-

deremos o anel de quocientes e' ""el.>"" (cap.I,§4); e fácil provar

que e-':; Q(V/S). Temos Ô' .v/= e".(tl, •••,t) = W\.( = 'Wl.(V/S)
nOs n

e a' é um anel local regular (pelos teoremas 1 e 3 do capítulo V).
~~ ~~

De "l = ~ •.•(t) E 'f" vem 'f-t(t)E ""'" portanto, todos os

coeficientes a(-r ) de ~.,ct) estao em "M'; mas w.1 1'\ a- ::: t->-li'

e a('J')E e--, logo, todos os coef í.c Lentes a(v) de _<R..,.(t) estão

em ~~, contra n hipótese. Isto completa a demonstraçao do lema.

§2 - Resoluçao do problema quando o corpo base i ~-
feito.

2.1-

Seja V uma variedade algébrica irredutível do espa-

ço linear Sk (V f ~ e V ~ S ). Neste parágrafo só considerarem~s
n n

o caso em que o corpo base k é perfeito (isto é, ou k tem caracte

ristic~ zero, ou, se a característica de k for p, p > 0, então
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kP ~ k). Seja Po um ponto simples de V

pontos simples numa variedade algébrica

(já sabemos que existem

cap.V, corolário 8). Po-

nhamoa . X> = 'j (V), ~ o == j (p 0)' e-:: Q(p o/Sn)' 'W\ = "rfI.(p/Sn) ,

r = dim. V, s = n-r e ~I{ es e. kJ. Consideremos um sistema de parâ-

metros locais tl, ••• ,t do ponto P , como ponto do espaço linearn o
Sn' tal que Y;>'I.= e-.(tl, ••. ,ts) (cap.V, corolário 4). No corpo

K = k(Xl, ••• ,Xn) est~o definidas as derivações parciais em relação

a Xl" •• ,Xn e sôbre k (cap.IV,§4); estas derivações deixam inva-

riante o anel e- (cap.IV,prop.16). Consideremos um elemento w de

e-, portanto, \.0 é uma funç;o racional (cujo denominador não per-

tence a Ifo) de Xl'· .' ,Xn' com cooficientes em k: W = F(Xl,· · · ,Xn)'

Seja

o desenvolvimento de Taylor do elemento ~ ; temos:

... "'..••...
u
n

, v-

("'~l); -Suponhamos que w pertença a ~v pela proposiçao 19 do

cap.IV teremos

Ó iF(X)
E ~lI-

OXi1 ••• OXin
1 n

para tôdas -para i=l, ••• , \f-1 e as soluçoes inteiras nao negativas

da equação il+ ••• +in=i. Exprimiremos, abreviadamente, esta proprie-

dade por

(1) Fi(u) = O (mod. '(.>!J.), i=l, ••. ,'I"-l.

Suponhamos agora que F(X) = a(X)f(X) com a(X) E. e- e

f(X) E y/.v: ( .•F ~ 1). Afirmamos que

~
(mod. 'd')'

onde f~(u) indica a forma de grau \f do desenvolvinento de Taylor

do elemento f(X). Com efeito, sejam f(X+u) = f(X) + f1(u) + ••• +

+ f",(u) + ••• e a(X+u) = a(X) + aI (u ) + .•• + a".cu) + ••. os de-

senvolvimentos de Taylor de f(X) e a(X), respe"ctivamente. Temos:
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-r

F (u ) = ~ a.(u) f .(u),
v j:=o J '1-J

onde ao(u) ~ a(X) e fo(u) = f(X). Mas, pela relaç~o (1), aplicada

ao elemento ~,. .(u), temos f .(u) = O (mod.v/') para j=l, •.. ,-.f',
~-J v-J o·

logo

F (u) ; a(X) f (u)-r v (mod , ~/) •

Desta propriedade resulta a seguinte: seja

(2) F (u)
'"

(mod.yf )

F(X) '"

um elemento de

onde

+ ••• +

.r.,.
U + •••
n

Multiplicando ambos os membros de (3) por a(j)(X) ~ e somando as

~l&ções aseim obtidas em relaçao a tÔds6 as soluçoes inteiras nno
ti-

negativas da equaçao jl+" .+js=.r virá:

u.) +1.

..•.••• +

Pónd ô F(X}- c:: li (t1(X), •••,t (X)), poderemos escrever esta última
'I S

relaç;o sob a forma



- 100 -

+ ••• +
u>l'••

n
+ •••

Esta fórmula 'nos mostra que a forma de grau '"

de H (tl(X+u), ••• ,t (X+u» (que e .btido de~ s
dando os "acré.scimos" u somente às varíaveis

do desenvolvimento

~ (t1(x), ••• ,t (X»
" s
X que comparecem em

,

tI (X) , ••• ,t s (X) e deixando os coeficientes a( j) (X) "constantes")

é igual à forma de grau ..,t que comparece no segundo membro da rela

ção (2). Caloularemos, módulo ~,., a forma de grau -r de

H (t1(X+u), ••• ,t (X+u» por um outro processo. Temos:
" s

n at.
t.(X+u) = t,(X) +.s ..:......J. u . + ••• +
J J . 1 "bX. ~

~"" ~

"6'" t .
J + •••+

pondo

n õt. ) b'i ti
il inV. .,.

~
.:---l

+ + .
õx.

...
xiI xin

u
l

••. u + ...,
J n

i=l ~ ~_,----4 ...
4.,. , .. +~"I'\:.tJ" 1 n

virá

t ,(X+u) t .(X) + V.
J J J

e teremos

(5) H (tl(X+u), ••• ,t (X+u» = H (t1(X)+v1, ••• ,t (X)+V )." s .., s s

Mas sendo H",(tl, ..• ,ts) um polinôrnio em t1, ••. ,ts (com coeficien-

tes em e-) o desenvolvimento do segundo membro de (5) será da forma

H (t1(X)+V1, .•• ,t (X)+V ) = H (t1, ••• ,t ) +.., s s ~ s

+ H 1(V1, ••• ,V) + ... + H (v1,.:.,v),
>1', s \t,'" s

onde H .(Vl' ••• 'V) (1 ~j ~")
.

uma forma de je grau em
", J s

V1,·· · ,Vs
com coeficientes em 0". Consideremos o polinômio
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H (Zl""'Z ) =~ s

H (tI"'.' t )
V' S

substituin-

IIír ' .à forma

(j=l, ••• ,s), teremos

"'""
u
n

... <>-:,
V'

S

'*
(rnod , ~ ).

... <r"~
V'
s

(mod, ~)~),

onde
n ót.

V! = 5:~x u. (j=l, ••• ,s).
J i=lo i 1

Observando que &/~~= Q(p/V), poderemos escrever a (6) sob a for-
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...
ma

Mas

I ,tH (Z) )
~ (> == a (X)

( Ó z ()"t Ú Z !> ( (5""1 ' • • • ,()" )
1 • o • s Z=t S

e pondo

teremos

(7) • o •

u!>

U
S

Portanto, a forma F", (u)X= ~ e obtida da forma

• o •

cr!)
U
s

pela transformação linear

Â matriz \\~\\

n ()t:

U. = ~. (~X) u.
J i.J. () i X"" 5 1.

(j=l, •••,s).

(i,j=l,.o.,n) tem característica n no ponto

(8)

(cap.V, teorema 7), portanto, a matriz \\~\I (i .•1, ... ,n;

j~l, •••,s) terá característica máxima s para X=s, logo a tran~

formação linear (7) é não sing~lar. D'aqui tiramos o seguinte resul

tado: se ~ forma (em UI,o",Us) do segundo membro de (7) for dife-

rente de ~ também ~ ~ transformada F",(u)X= ~' pela transforma-

çao linear (8), será diferente de ~. Demonstraremos o seguinte

lema:

d



- 103 -

Lema g, - Seja

F(Xl, ••• ,X ) ••.H (tI"'" t ) ==n '01 s

uma forma de~ -s em t1,···,ts'
C0m

c.oeficientes a(j)(X) em e- ee Q(p /S ),
o n

mas nem todos em ~ .. ; então, nem tôdas as---- -- --
derivadas parciais de F(X) , de ordem -c ,

~
~;j, •estao em

Demonstraçao - USaremos as zieacas notações anteriores,

Pela proposiçao 17 do capítulo IV segue-se que nem tôdas as derivadas

parciais, de ordem ~,de H~(Zl""'Zs)' em relaç;o a Zl",.,Z8'

estão em \J (pois nem todos os coeficientes a(j)(X) estão em ~-

pela lema 1). Portanto n forma

...

é diferente de zero; entao,pelo último resultado que estabelecemos

acima, a sua transformada F~(U)X= s' pela transformação linear (8),

nao é nula. D'aqui resulta que nem tôdas as derivadas parciais, de

ordem <.S', de F(X) estao em f~' (q.e.d.).

2.2.

Seja Sk o espaço linear de n dimensoes sôbre um
n

corpo perfeito k , Co••siderewos um ~olinômio f, f f. ° e gr.f '> 0,

de Rn=k[Xl, ••.,Xn1; a variedade algébrica do ideal Ol...= Rn6 f é

denominada hipersuperfície algébrica. Pelo teorema dos ideais prin-

cipais segue-se que t ôda s as componentes irredutiveis de '\.i (<ll...)

têm dimensão n-l.

Daremos as seguintes definições

Definição 1 - Diremos que um ponto p(~), do espaço

linear S, é um ponto múltiplo de or-
n - - --

~ pelo menos ~, ~ ~ 1, da hiper-

superfície algébrica H = 1j (R .r)
n

quando, e somente quando, for verific~

da a condição: tôdas as derivadas par-
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ciais de ordens O,l, ... ,J-l de f,

em relaçao a Xl, ••.,Xn, se anulam em

P, isto é,

para i=O,1, .•. , ~-1 e para tôdas as

soluçoes inteiras n~o negativas da e-

quaçao

Definição 2 - Diremos que um ponto p(~), do espaço

linear Sn' é um ponto múltiplo ~ ~-

dem ~, ~ ~ 1, da hipersuperfície al-

gébrica H = 1J(R .f) quando, e so-
n

mente quando, forem verificadas as con

dições: 1) p(C{) é um ponto múltiplo

de ordem pelo manos S de H; 2) exi~

te, pelo menos, uma derivada parcial

de ordem ? de f, em relaçao a

Xl, •••,Xn, que nao se anula no ponto

p( 6( ) •

Passaremos agora a resolver o problema proposto na

introdução dêste capítulo. Demonstraremos o seguinte

Teorema 1 - Um polinômio F(X) de Rn=k[Xl, .••,Xn1
(k perfeito) pertence i potência simbó-

lica rr (~) , ~ ~ 1, de ~ ideal primo

K) de Rn' guando,~ somente quando,

tôdas ~ derivadas perciais de ordens

0,1, •.• , g -1 de f pertencem.§; -r.
V = (O),

1. Suponhamos então que r /o (O),

o anel de quocientes de R
n

1> = &1' rJ• Pela pr-opos í.çao 30 do

-t/f). Se F(X) E ~ (f) teremos

-proposiçoes 15 e 19 do capítulo IV temos

-Demonstr~çao - O teorema e imediato se

~ = Rn' ou, se

e

f =

f ")1. Sej a e-1
e ponhamos

l'(\Rn =

em rela-

ou, se

ça o ao ideal ~)

capítulo I temos

F(X) ~ f>~.Pelas
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e

para O .s i = i1+ ••• +in <. ~ Portanto

'O,iF. . E h{\R
n

= VJ
bX~l ••• óx~n t' ô-

p~ra i=O,l, ••• ,~-l e para tôdas as soluções inteiras nao negativas

da equação il+ ••• +in=i. Isto demonstra a condição necessária. Supo-

nhamos agora que tôdas as derivadas parciais de ordens O,l, ••• ,~-l

-de F pertençam a tJ e que ~ / 1 (se ~ =1 a condiçao suficien-

te nada mais é do que o teorema dos zeros de Hilbert), iJf (O) e

~)f Rn' Seja V = V' ( l) C Sn e cons id€remos um ponto simples Po

de V (cap.V, corolário 8); ponhamos 6-= Q(po/Sn), "M = fW\(pjsn)
'11

e ~;> = e. r>. Pelo cor oló.rio 4 do capítulo V existe um sistema de

parâmetros uniformizadores tl, ••• ,tn do ponto P
o
' como ponto do

espaço linear Sn' tal que f'\I = fr.(tl, ••• ,ts)' """ = êr.(tl, ••• ,tn),

onde s = n-r e r = dim.V. Pela proposição 31 do capítulo I tere-

mos i').I((~)(', Rn = ~(~), portanto, o elemento F(X), de Rn' per-

tencerá a ~}~) quando, e somente quando, F(X) E ~/}». Mas

t/? C ~(~), portanto, se demonstrarmos que F(X) E. ~:} teremos

também F(X) E \f(~) e então F(X) <= t?(~). De 00 t->~~= (o)

(cap.I, teorema 15) segue-se que F(X) pertence exatamente a uma

pot&ncia ~>ll"- de t;)~, isto é, F(X) (ê r->',I e F(X) ~ ~I/ t"-i"I

>ri

(ainda ma í s temos r ~ 1, pois, por hipótese, F(X) E t=> < ~ ). Po!:

tanto, F(X) pode ser escrito como uma forma de grau ~ em

tI' ••• , ts' c om coeficientes em e-, mas nem todos em ~~ (lema 1):

L:"(1'1'''' _)'8) (X) ti'
"'~"'''")',)'.r-

a( )(X) G e e nem todos os coeficientes a(!<.)(X) estão em
rI' ... , ""s I

1P~. Pelo lema 2 resulta que nem tôdes as derivadas parciais, de or-

dem r:: de F(X), estão em ~lo! e, pela proposição 19 do capítulo IV,

tôdas as derivadas parciais de ordens 1,2, ••• ,~-1 de F(X) estao

em t)l,(. Mas ,por hipótese, tôdas as derivadas parciais de ordens

F(X) = ... tt<~
s '
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1,2, ••• ,~-1 c.e

então F(X) c:=
F(X) estão em ~l, portanto, teremos r 7/ ~ e

~fr c ~~, Isto complet~ a demonstração do teorema 1.

Dêste teorema e da definiçao 1 resulte o

Corolário 1 Seja y ~ variedade algébrica irre-

dutível c.oespaço linear S~ (k per-

feito a V I Sn) .Q ponhamos t> c

es "S (V) C Rn' zntão 2. conjunto formado

por ~ .Q por todos ~ polinômios f

de R , f ! 0, que verificam a condi-- n ---- .•.•.•...•..

dição; fI~ ponto ~ y ~.\!!!!ponto

múltiplo ~ ordem pelo menos ~,~ ~ 1,

~ hipersu~erfície algébrica H ==

== 'U"(Rnof)", ! ~potência simbólica

9 -ésima ~ k>'
"Este corolário nos dá a solução do proplema proposto

na introdução dêste capítulo, no caso em que o corpo base k e per-

fei to,

Definiçao 2 Seja y ~ variedade algébrica irre-

dutível do espaço linear Sk (k per-
n

feito, V I ~ e V f Sn) .Q seja -li
~ hipersuparfície algébrica do Sn'

Diremos que y ! ~ sub-variedade

múlt1pla de orc.em ~ ( ~ ~ 1) de li g

estiverem verificadas ~ condiçoes:

1) todo ponto de y ~ ~ ponto múlti-

~ de ordem pelo menos ~ de ~;

2) existe pelo menos um ponto de y

que ~ ponto múltiplo de ordem f de

H.

Do corolário 1 e da relação p(f) I i>(f+1) (cap.I,

teorema 19), onde ~) == .J (V) resultam os seguintes corolários:
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Corolário ~ - Seja y ~ variedade algébrica ~-

dutível do espaço linear S~ (k perfei-

to, V f ~ e V f S ); então existe uma
n

hipersuperfície algébrica li ~ que

y seja ~ sub-variedcde múltipla ~e

or ~em ~'~ ~ 1, de li.
Cor'olário i - Seja V uma sub-variedade irredutível

ue ~ hipersuperfície algébrica li ~
suponhamos que y sej2 ~ sub-varie-

-::'aje múltipla d.e ordem ~ (~?- 1)

de H. Entao ~ pontos de y que ~

pontos ~últiElos d.e or~em maior ~ ~

~ de H for~am ~ sub-variedade al-

gébric~ próEria de V.

Seja V uma variedad.e algébrica irred:.ltível do esp§.

ço linear s~ (k perfeito) e consiêeremos a família (t>oI)o( f. A (og

êe A é um çonjunto de índ.ices) de todos os ideais máximais )P~ de

Rn que .ont,êm X) "" j (V). Sendo ~1 um LdeaL máximal tBIDOS

~ = y)~f), então, do teorema 1 segue-se o

Corolário .4 - n }2~ = <r(~).
o(GA o(

Examinaremos agora o mesmo problema para uma varieda

de algébrica qualquer V (não necessàriamente irred.utível). Temos

V = '\J ( 01.), onde (R. é um ideal do ane 1 de polinômios R
n

= k[Xl, ••• 'Xnl (k perfeito), e 1(V) = Rad. Ol... (teorema Jos zeros

de Hilbert), portanto, j(V) e igual à intersecção cos ideais pri-

mos Lsol ad os de 01. Sejam ~'\, ••. , rh êstes ideais e ponhamos

<n.(~) = ~i~)(\ ... ()\1~~) (~/;l). As variedades algébricas dos

ideais 1'".)1'.'" ~h são as cooponentes irredutíveis (cap.II,§3) de

V; precisamente, pondo V. = 'tf ( V>.) (i=l, ••• ,h) segue-se que
.i, n-].

V = VI U ••• UVh é a decomposição normal da variedade V. Seja

f, f f 0, um po1inônio d.e R; então fE J~) quando, e sàmente
(o) . n

quanô o, f E.h} (~=l, ••• ,h). Portanto, pelo teorema 1, teremos:
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Corolário 2 - Um polinêmic f de Rn = klXl, •.•,Xn\

(~ perfeito) pertence ao ideal

01.(~) = t)i~) {\ ... (\r1~)(~~1;

rl,...,t)h sao os ideais primos iso-

lados de rrt) quan~o, ~ sômente quan-

do, tôdas as uerivadas parciais de 2[-

dens 0,1, •••,~-1 ae f pertencerem

ao ideal 01..

ObservanQo que toio ponto de V é um ponto multiplo de ordem pelo

menos ~, í~i , de uma hípersuperfície algébrica li = V" (Rn .r) ,

f E Rn' fIo e gr.f > 0, quando, a sàmente quando, todo ponto de

cada componente irredutível V. (1 ~ i ~ h) Je V é ponto mú), ti-
~

pIo 1e ordem pelo menos

rolário 1 o seguinte

Corolário

.S' d.e li, obteremos, pela aplicaçao do co-

6 - Seja V = 11 ( <R) ~ variedade algé-

brica do espaço linear sk (k perfei-
n

to, V I ~ e V f s ). Entao o conjun-n
to formado por ~ e por todos ~ .E,S2.-

linômios f de R , f f 0, que veri-
- n --

~ i condição: "todo ponto de y. ~
um ponto mú.ltiplo de ordem pelo menos

f ' ~~/I, da hipersuperfície algébri-

ca li = '\T (R •f)" é o ideal

(fl(~) = ~)it) (\ ..~~~~~),onele
~)l'"'' rh ~ ~ ideais primos Lso-

laG.os ie <rr.

Finalmente, seja (t~l~A a família de todos os ideais máximais

de Rn que contêm o iieal 'j (V); pelo corolário 4, teremos:

Cor 01 ár i o 7 - n t.r.~ =- 01.( ~) = \" i~)f\ ••• l'I r~~).
oJ...(éA o(
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§ 3 - Resoluçao do problema quando o corpo base i
imperfei to.

Neste parágrafo só consi~eraremos o caso em que c

corpo base k é imperfeito (isto é, k tem característica p, O

e kP;' k}, Seja Z = (zo(.)o(.~A uma p-base (cap.IV,§2)::le k , No cor

po K = k(Xl, •••,Xn) = kP(X1,.",xn;(Zto()oléA) estão definid.as as C:e-

rivações parciais mistas (cap.IV,§S) em relação a Xl"",Xn (sôbre

k) e em relação aos elementos z~ (sôbre kP) da p-base Z. Seja

V uma variedade algébrica irrelutível do espaço linear Sk (V f ~) ;
n

e consideramos uo ponto simples Po ~e V (já sabemos que existem

pontos simples numa variedade algébrica c~p.V, corolário 12). Po

nhamos J.t)::s :J(V), \'.)0 = :)(p), e- = ~(p /s ), "M = """ (p /s ),
tl li o cn on

r = dí.m , V, s = n - r e ~y = e. r. Cvnsideremos um sistema de pa-

râmetros locais tl,•••,tn' do ponto Po' como ponto :ioespaçJ line-

ar Sn' taI que ~~ = ó-.(tl,••.,ts) (cap.V, c oroLàr-í o 4). As deri

vaçoes parciais mistas deixam invariante os aneis Rn=k[Xl, ••.,Xn1 e

~ (cap.IV, proposiçces 23 e 24). No que se segue iremos considerar

somente um número finito de funçoes racionais em Xl"",Xn' com co~

ficientes em k, portanto, só teremos um número finito de coeficien-

tes pertencentes a k; êstes coeficientes podem ser expressos como

polinômios num número finito ~e elementos Z da p-base Z, com co~o<.

ficientes em kP. Indicaremos por M = ~Zl"",Zmt um sub-conjunto

finito de Z tal que o corpo kl = kP(Zl'."'~m) contenha todos os

coeficientes das funções racionais em questão.

Seja F(X;z) Qm elemento de e- , com coeficientes

em kP, e consideremos o seu desenvolvimento de Taylor (cap.IV,§S.2):

onde

:F' (u;w)
I('

=)----1 'à'i' F(Xjz) 'O .e-A_ u
l
fl

'\ 1"1 '\ 1'••.'\ "'. ",~
U Xl ••• " X a z 1 ••• z• n m

"'-
.•• w

m

t",t ..•.•.,.._+' ('''''''. -t"""",,"'-..J-

C.~':-i~~-\

Se
'1-'"

F(X; z ) E. ~) teremos, pela proposiçao 26 do capítulo

IV:
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d iF(X; z) ~ ~ ~
-'\ r( '"li. /,,,,,, 11'. ,\..s'""
oXl ",uXn uZl .••ozm

para i=l, ••• ,\1"-1 '0 parti t ôãas as soluções Lrrt e í.r-a s nao ne gat í vas

aa e qua ça o rI + ••• + r-n + \/"1 + ••• + \l' m = i, onde o ~ "'j ~ p-l

(j=l, ••• ,m). Expri~iremos, abreviadamente, osta propriedade por

F. (u;w) :;O
1.

(mar.. ~ •.•) para i:s1, ••• ,.r-I.

Suponhamos a::,ora que F(X;z) ee a(X;z) f(X;z) com

() f (X ,.z ) c:. YJl<1I' ( 1) f'a X; z E. e- e '<:::.. (f .J" :;> • A a rmamos que

F (u;w) :;a(X;z) f (u;w)
'# I(

onde f (u;w) é a forma d.e grau -c ele
'l-

elemento f(X;z).

(10 ) (mod , ~l/o ),

C.:Jffi ef'e i to , pelo t e or ema 18

I-' ..2.

iJl
F( X iz) == ~ .. _'

Õ xtcQ.. L..
~ j == O

(prop. 26, cap.IV)

desenvoh imento d.e Taylor do

QJ capítulo IV temos:

(1. =1, .•• ,n)

mas

par2

portanto

O~.t.F(Xiz)

O XPQ.
$L

D'nqui tiramcs

- a(X;z) (
..r-J.<. +1)

raod , ~J'" / Jl.. •

r. 'I"'" "'·+fNi.

'O F(X;z)
='X,..( () x" ...

() 1 ••• n

Anà Logamen te temos (cap.IV,
..t-'

.f' -)-, l
O~F(X;z) "" "O a(X;z)

Ó fi «.: ó·Q.
Zj )1.=0 Zj

.as (prcp.26, cap.IV)=

(11)

1;"'+ .., -tt'-_

(X, ) f(X;z)
a " z ~Xi' ... OX;'"

~-r-'''-t'+-'(I:1od.??.... ' M) •

te orema 18):

.• ,-12.

ó~ f(X;z)
'" '0/",-.2
o z ,)

J

(j::rl, •.• ,m; O ~-r . ~ p-l);
J

para 1 <...Q. c, -r . ,
.... - J

portanto
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;':IultiplicandL ambcs cs membr-os de (13) _pcr a(j)(X;z) e s omando em

re18ç~( a t3das as scluçZes inteiras nac negativas da equaçao

m~ dT(j)(X;z) ~
u·+2.a(.)(x;z) <> W.e.+

1 1=1 J z.Q.
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Pondo F(Xjz) = Hv(t1(X;z), ••.,ts(X;z)) poderemos escrever esta úl-

tima relaç~o sob a forma~

(14) H~(tl(X+u:z+w), ...,ts(X+u;z+w)) = H (t(X;z)) +

"n-. ( -, I ÔT( .)(Xjz) )
+.L-. ~-< a(j)(x;z) ~ Xi ui +

~.= 1 .)••....-\"~ç"

~

I 1"....". ,,_
: ••• U wl •••w +

dZ"- n m
m

r,•.···~r-*"",+...•J_·..r
o!::vi~X'-' + ••• •

Esta fórmula nos 80stra que a forma

de .(tl(x+u;z+w), •••,t (X+u;z+w))
~ s

do os"acréscimos" u e W somente

~e grau ~ do desenvolvimento

(que é obtido de H (t(X;z)) dan-
"

às variáveis X e aos elementos

Z que comparecem em tl(X;z), .••,ts(X;z) e deixando os coeficientes

Ü(j)(X;z) "constantes") é_igUal à forma de grau ~ que comparece

no segundo membro da relaçao (9). Calcularemos, nódulo ~Jo, a forma

de grau <./' de H (tl(X+u;z+w), ••.,t (X+u;z+w)) por um outro proce~
"" s

80. Temos

(
.E.. Õ t~ m, ôtlL )

t.o..(X;z) + L. ~X u. + L -,,-w.
.. 1 () . ~ . '1 o z . J
1.= ~ J= J

+ •• e .• +

'O.•. t.
Ao t"

---------------------- U"\.__h "\.r •. '). -r, -, z-.t-. 1
QX, .•'O-.oXe z "

- 1 n 1 fi
r~""··· "'r...1"",··#~~(_:.>i""

<,)!:- •• \~,,-l

pondo
n 'btQ.

V fi = ( ~ ~X u. +
A(. '10' ~1.= 1.

...!S ót~
2-. 'T w.)
j=l o ~ j J

~.ç t~

+ •.•.• +

+
-,

/ ..• r, "\.f.••", 01,
• o Xl ••• 0 X U zly-. .•... i r.••.", •....• "•..~" n

...
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e entao teremos

H (tl(x+u;z+w), •••,t (X+u;z+w») ~ H (t1+v1, •.• ,t +v ).
" S ." S S

Mas H~(t1, ...,tS) é um po1inômio em tl, •••,ts' com coeficientes

~ , logo, o desenvolvimento do segundo membro de (15) será· da

ferma

H (tl+V1, •••,t +V ) = H (t1, •••,t ) +
" s S 'J' S

+ H 1(V1""'V) + .••• + H (Vl, •••,v),
\1, s {',~ s

onc e H (V
1
, ... ,V) (1 ~ q S.J') é uma forma de grau q em

v,q s
V
1
' •••,V

s
' com c oof i oí.ont.asem e-. Consideremos o po Lí.nôm í,o

H (Z1""'Z )11" s ...

nas in~eterminadas Zl"."Zs' obtido de

do t. por Z. (j=l, ••• ,s). Teremos
J J

H (tI' •• " t )
" s

substituin-

Mas

o- 1+ ••• + \S'S""q "- -s •

Entao a forma de grau ~ do desenvolvimento de

H~(t1(X+u;z+w), .•;,ts(X+u;z+w)) (ver (14)) será côngrua, módulo ~~ ,

à forma

portanto, pondo
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...n. IIt,t m~ () t~

v' =2.... ~x u. +~ ":\-w.
1. . 1 (J • ~ . 1 o a . J

~= ~ J= J

(.t. =1, ••• ,s),

teremos

"",....
••• w :;

n

G",
V'
1

U"o)

••• V'
s

(mod , ~!'),

ou, entno, pela f6roula (12):

(16) F (u;w)
v

ã!)

••• V I

S
(modo ~l!f).

Observando que e /'f:t =-;;,(p/V) 1 poderemos escrever a (16) sob a forma

Mas

e pondo

U.Q.

teremos

F (u;w) =
\t X=~

-----"1
~ ~, ~

/
a(n- )(~;Z)U1 ••• U •
v1'."'~ ~ s__.___- s

a ,T . '.1-«":. .• "

Portanto, a forLla F" (u;w )X=!. pode ~ obtida da forma

-~~----------------------~
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por ~eio da transformação linear

(18)
m ót.«.

+ ~(ç) w.
. 1 o.'" X "f! J
J= J =::.

(i =1, ••• , s ) •

A ~ntriz (i=l, •••,n; Q""l,•••,s;j=l, •••,m) tem carac-

terística n no ponto Po (cap.V, corolário 9), portanto, a matriz

Il~I ax.
1

~:~ 11
J

(i=l, •••,n; .Q=l,•••,s;j=l,.,o,m) ten característica

máxima s paro. X= s', Isto nos mostra que se a f o.rmado segundo mem-

bro de (17) for diferente de zero (isto é, se nem todos os coeficien-

tes a(~)(~;z) for~ nu~os) tanbém a sua transformada F~(U;W)x=~,

por meio da transformação linear (18), será diferente de zero. Dêste

rosultado segue-se o seguinte lema:

F(X;z) H.(tl,...,ts)" ~a(j)(x;z) til

~\ .•••. -t~!>"'"

umafo~degrau -.t em tl, •••,ts com

coeficientes a(j)(X;Z) em e-, ~.!!Q!!l
-"" - Atodos em r; entao ~ todas .§.~ derivadas

pa:\cL,is ~:.j,st..:.sde F(X;z)~ de ord.em \1',

estao em r'" .
:DeiTlonstraçao- Usaremos as I:lesmasnotaçoes anteriores.

Pela proposiçao 17 do capitulo Iv segue-se <luenem tôuas as derivadas

parciais de ordem \f de H (Z11" o,Z ), em ~C'eLlç~oa Z" ••• ,Z , es-
'< s .L s

tão em -r-l( (pois nem todos os coeficientes a( j) (X;z) estão 0~ t/).
Isto nos per~ite afirmar <luea forma do segundo ;nembro de (17) é dife

rente de zero, portanto, pelo ~ltino resulta~o <lueestabelecemos aci-

ma, segue-se <lue a sua transformada F~(U;W)x=~, pela transformaç;o

linear (18), é diferente de zero. Entao, pela fórmula (9), nem tôdas

as derivadas parciais mistas, de ordem ~; de F(X;z), estao em
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r" . (q.e.d.).

3.2.

Seja Sk c aspaço linear de n dimens;es s6bre um
n

corpo imperfeito k. Consic:.eremosum polinômio f, f f ° e

gr.f» 0, de Rn = k[Xl' •••,XnJ: Seja Z == (Z.()O(~A uma p-base d.e

k. Daremos as seguintes definiçoes:

Definiçao i - Diremos que

linear Sk
n

des pelo Ulonos r' ~ ~ 1, ia hipersu-

perfície algébrica R = V(R .f) quan-
n

do,a s~mente quan~o, for verificada a

con.liçao: tôdas as d.erivaê.asparciais

um ponto p(o<) do espaço

é um ponto múltiplo de ~-

mistas de ordens 0,1, . , • Jj> -1 C:e f
~

em relaçao e Xl"o.,X )zl""'zn m
(on::'ezl'" "zm e um sub-conjunto

de Z tal que o corpo kl=kP(zl, •••,zn)

contenha to~os os coeficientes ~e

f(X» se anulam no ponto p(C>{), isto
,
e,

à if
(. . . . ) "" O
bx1l dx1n'zJl \ Jm X1 ••• n o 1 ••• ozm =0(

para i=O?"',S-l e para tô:::lasas so-

luções inteiras n~o negativas da equaçao

il+ •.•+in+jl+ •••+jm=i tais que

Of.j.t~p-l (.Q..=l,•••,m).

Definiçao 2 - Diremos que um ponto p(~) do espaço li-

near Sk e um ponto múltiplo de ordem
n

~ tiahipersuperficie algébrica

R = 1J(R .f) quanco, e somente quando,
n

forem verificad.as as condiçoes: 1) p(~)

é um ponto múltipla .:l0 ordem pelo menos

f de R; 2) existe, pele menos, uma

derivada parCial mistaj d.eordem f '
de f em relaçac a
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Xl,···,Xn,Zl,···,zm (ún<ie zl, .•.,zm
p

é tal que o corpo kl=k (zl,•••,zm)

contenha tOdoS OS coeficientes de f)

que nao ~e anula em p(~).

Passaremos agora a resolver o problema proposto na

intro<iução dêste capítulo, quan~o o corpo base k é imperfeito. De-

monstraremos o seguinte:

Um polinômio F de R ~k[xl'···'x 1n n
pertence i potência simbólica ~}f) ,

:::'eum ideal primo \/.)de R , quando,e
-- - 6- n - -

sàmente quanio, têdas ~ jeriva~as par-

ciais mistas de ordens 0,1, .•. ,]-1 <ie

E ~ relaçao ~ xl,···,xn,zl,.··,zm

(on~e zl, •••,zm é tal que o corpo

k1_kP(zl, •••,zm) contenha to10s os coe

f'Lc i.ent-e s éi.eF) pertencem a õ').
Demonstraçao - O teor-ema é imediato se '(-> == Rn' ou,

~ r == (o); suponhamos então que ~f (o) e }(? f R • Suponhamos

que F(X;~} E ~ (?). Seja éT 1 o ane1 <iequocientes d~ Rn em re-

lação ao id.ealprimo ~ e ponhamos P = 61• 'r. PeLa proposição

30 de,capítulo I teremos ~f (\ Rn == "c(~), portanto; F(X;z) E 1'~.
Pelas propcsiçú8s 23 e 26 do capitule, IV teremos

Teorema 2

I 6 i~ (X j Z ~ . E R
-:I. ~l ...•.ln"'l. Jl "Jm ""
QX
1

•••aX uZl •••oZ .
n m

e

para O ~ i == il + ••• + in + jl + ••• + jm <:: ~

(~;:;l,•••,m). Portanto

ÓiF(X;z)
- - - E 'h ti Rn == tI:),

\ i 1 "in"\ j 1 ~ jm t' 6-
oX1 •••oXn oZl •••Qzm

e o s j~ ~ p-l

. +
lS~O demonstra a condição necessária. Suponhamos agora que tôdas as

~eriva~as parciais mistas, de ordens O,l, ••• ,y-l, de F(X;z), em

relaçao a Xl' •••,Xn,zl, •••,zm' pertençam a ;r e que f::> 1 (se

J = 1 a con~içao suficiente nad.amais é ~o que o teorema dos zeros

1e Hilbert), "r J (O) e ~ f Rn' Seja V == '\J (~ ) C Sn e consí.dar-e
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mos um ponto simples Po de

CJ ;:;> Q,(po/Sn)' \.-\ = 'W\(p jSn)

pitulo V existe um sistema de

V (cap.V, corolário 12); ponhamos
>t

e ~~ = (3 • ~). Pelo corolário 4 do ca

parâmetros uniformizadores

tl,.· · ,tn do ponto Po' como ponto do espaço linear Sn' tal que

'"iJ::: e-.(tl, ••• ,ts)' VI'\ = &.(tl, •.. ,tn), onde s ='n-r er = dim.V.

Pela pr opos Lça o 31 do capítulo I t.er emos ~.)\t{' (\ Rn = \')(~), portag

to, o elemento F(X; z), de Rn' pertencerá à ~(f) quando, e sàmen-

te quando, F(X;z) E t->.>(.f • Mas ~y.f C ~'«~ , portanto, se demons

tI' "Q(X ) r I.n"r t t b' F(X·,ú-). I'":. V::J~(~>armos que ;.: ;z 'C. ()_ eremos am em c ()- e en-

t;io F(X;z) E ~{f'~. De F\ 1..rJ,,:f = (O) (ver cap s L, t.e or-ema 15)
r-=o ti

segue-se que F(X;z) (F f O - se F = O e imediato que F E ~(~)

pertence exatamente a uma potência ~xt' de ~t, isto é, existe um

inteiro r: tal qLl.e F(XiZ) E -rl'-r- e F(X;z) ~ ~?.j(r+1 (ainda mais

temos r ~ 1 pois, por hipótese, F(X; z ) E ~ C ~./ ). Portanto,

F(X;z) pode ser escrito como uma forma de grau I" em t
1

, •.. ,ts'

CNiJ. coeficientes em e- mas nem todos em tl (lema 1):

F(X;z)
~~ "

L. .a( j )(X ; z ) tiI ••• t ~s ,

~'+"''''Ú''r
onde a(j)(x;z) E er e nem todos a(j) estao em

3 nem tôdas as derivadas parciais mistas de ordeill

(li r:;11'çc. o 1 Xl ' ••• ,X , z1 ' ••• , z e s t a o em v:/,
n LI 0-

26 do capítulo IV, tôdas as derivadas parciais Distas, de ordens

0,1'''''1-1, de F(X;z), e r~l.J:s:locl Xl, •.. ,Xn,zl"",zm estao em

r" . Mas, por hipótese, tôdas as derivadas parciais .n i.s ta s , de ordens

O,l"",r-l, de P(X;z), u ruln~~o ~ X1"",Xn,zl"",zn estao em

t)~,por tan t e , teremos r ~f e então F G::. ~')~ r c -;P'" r . Isto com

pleta a demonstraçao da ocndiçao suficiente do teorema 2.

Dêste teorema e da definiçao 4 resLl.lta o

• Pelo lema

r- ' de F( X, Z ) ,

e pela proposiçao

Corolário 8 - Seja V ~ variedade algébrica irre-

dutível do espaço linear S (V ~ ~
n

e V f Sn) ~ ponhaoos ~ == J (V) CRn"

Então ~ conjunto formado por ~ .§. por

todos ~ polinômios f de Rn' f I O,
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que verificam a condiç8.o "-~odo~ont;-2

de V e um ponto múl-';:\:.Y}Q§-?_ ~)l'fl~m

pelo menos J' ~~ 1, _dahi~~~=..:c-;u)?Sl":'-

fície algébrica H = 'U~(R .f)" G a
n

potênci->.sillbólica .p ·-ésima de tJ.
A

Este corolário nos dá a soluçao do problema pr-o posto

na introduçao dêste capítulo, no caso em que o corpo base k é im-

perfeito.

A definiçao c e sub-variedade mú Itipla de or-dem J de

uma hiper-superfície algébrica H é a mesma que a definiçao 3 (onde

por ponto múltiplo de ordem pelo menos J e de ordem J estaremos

entendendo pontos que satisfazem, respectivamente, as definiçoes 4 e

5). Pode-se entao demonstrar (do mesmo modo que no §2.1) os corolérios

2, 3 e 4 no caso em que o corpo base k é imperfeito.

Se V for uma variedade elgébrica qualquer (n~o ne-

cessàriamente irredutível) também ser~o válidos, para 6 caso em que

o corpo base k é imperfeito, os corolários 5, 6 e 7.

Seja R um anel noetheriano com elemento ~~idade.

Oon si d.er-emoe um ideal primo p de R, f' 1= R; soja ú1- um ideal

primário pertencente a 1f' Pela prop.4 do ca.ps I ox i oto um iYl~ei:'.:'o

~, ~"/ 0, t2.1que r~C ~ • ° menor expoente S qL'8 vo r i f Lc a cs t a

c ond í ç ao é denominado expoente do ideal pr í.már-í.o 0l '

Lema 1. - ~(~) C if~ , onde :;

Ddmonstraçao - Temos t->~
~jC ~)i = Rad'<l"\i (i=l, ••.,h) (se \/)r
remos Xl = ~(e) e o lema é imediato). De

e o eXjJs::.:.pt~de ~.
- (fJL r l úh' ... , Clt- h~, onde

for um ideal pr Lmar-Lo te-

o elemento

c. E VJ.
1. (\ - 1.

1\
c = "i ..•

~C ~)i' ~I= ri' se-
c . tal que c. E. VJ.,
1. 1. 0-1.

(cap.I, teorema 3), portanto,

gue-se que existe, para cada i, um elemento
~tvem c. E. (fl.
1. f1.

c. Et VJ. De
1. , 1>-

logo,

t>. Seja agora f

cf E 01 . Mas c $ ~

pertence a "11 (\ •.• (\ O"}h '

um elemento de y}~);então

,portanto, f E d(- • (q.e.d.).

IDasnao peE.

tence a

Seja Rn = k[Xl, •••,XnJ um anel de po'li.nômí.os de 11
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primo ~ de

Xl' ••• ,Xn

Rn' ~ t (O)
corresponder

sôbre o corpo k; consideremos um ideal

e ~ /:Rn' Para cada inteiro \J' ,

o inteiro f (\/') tal que ~(") C ~:J~(";)

indeterminadas

I[' /' O, f'ar emos

v},,) ri- \t)~(II) -+.1 ( (
e 6- '-j- 6- a existência de UI:l inteiro f 11') aa t í.sfazenô,o

estas condiç;es resulta do teorema 15 do cap.I). Se ~l > ~2 tere-

I!lOS ~Crl) ~~(1/'2)' portanto, a suce saao ~(l), ~(2), ••. , ~(",), •••

é n~o-decrescente. Demonstraremos noteore~a abaixo que esta suces-

sao e nao limitada. Precisamente, temos o

está contida ~ potência de

Teorema 1- Tôda potência simbólica

V), onc:.e Lí m ~(,,)=+00.
_ ~ v~*oo

Demonstraçao - Para demonstrar o teoreoa 3 basta pr2

var que a sucessao ~ (1), .••, ~ (1/'),... nio é Li.rai.t eda, Seja N um

inteiro positivo e seja

-'vJN = (" (N) 0\ (I "\
ó- Lt) , n' ... , t h .\

N
uma decomposiçao noroal de l;J' Temos

Inc:.iquemospor ?i o expoente de q. i;
(f:) ("') N

\t?i C ar i' AfirI!w.L1osque~) C ~ par-a todo

'"~~o • max.(N, fI"'" ~h) (e, portanto, a sucessao

r(I), .•• ,~(\I'), ••• nao e Lí.mí tada ). CCCl efeito, seja Z = (Zo)o(~A

uma p-base de k (se k for perfeito, Z =~) e consideremos um

eIemerrt o f de ~(,,), onde '-J'~..ro' Seja {Zl"",zmr um sub=c on

junto finito de Z tal que o corpo kl = kP(Zl"",zI!l) (se k for

perfeito, m=O; se p=O, kP=k) contenha todos os coeficientes c:.ef.

~ c tJ i RaG..q. i
pelo lema 4 teoos

(i=l, •.•,h).

Pelos teoremas 1 e 2 teremos

(20)

-~ = O,l, •••,v-l e para tôc.asas soluçoes inteiras nao negati

vas da equaçao 1'-1+"'+J-n+ \/'1+"'+ "'r.1 = '11 , onde. O ~ -r j ~ p-l

(j=l, •••,m; senJo que esta última condiç~o é vazia se k for perfei

to). COr:lO r c "ri (i=l, •••,h) teremos, pelos teoremas 1 e 2,
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f
e: ( ••••)

= t'i .Mas \/) ~""J ~ \/.)~~JC ~., portanto, f té. In .;
tl 1 Cl1 . r l.í l.

í;?(\f) C y:>( IJ'J c t>(N) e ent~o

Nr par R t odo '.f' 7•.•'.f o' (q . e . d, ) •

por outro lado, I.(' ? -s o ?- N, logo,

f E t->(N). Portanto, pela (19), f <::

§4.- Sôbra ~ teorema de O.Zariski.

4.1 - Pontos (W-d-regularés.

Seja W uma variedade algébrica irredutível do esp~

ço linear Sk (W t~) a seja P um ponto simples de W. Ponhamos
n

R := k[Xl, ••• .x "; & = Q(p/S ), ~ = 'W\.(p/S ), VJ == 1(w) en n.l . n n 6-

t/' "" 6-.~). Pelo cor ol.ár í,o 4 d c capítulo V existe um s i.s t.eraa de parfl

metros uniformizadores do ponto P, COr;lO ponto do espaço linear S,
~ n

tal que (') =- &-.(t
l
, ••• ,ts) (onde S::2 n- ~, g = c.im.W) e

'WI. = o-.(t1, .•. ,ts;t1, ••• ;tp.
Lema 2. - \?,,{r-) == ~\(r:

- ~(r._) c-rr:
Demonstraçao - Basta demons tz-ar' que t> C ô- •

( \ .
i;>lC t"- ~ pela demonstração do lema 4

e- , c % <.é'·, tal que cf E ~"J"-. Por ou-
"', ",--r .-oV:l\l (tro lado, f pertence exatamente a uma potencl.a tJ ce ~_ p~

)
• ,,"" ..4- y",,\I'TI

10 teorema 15 do ca •.ítulo I , isto e, f E t>' e· f er ()- ; a i.nô a
,..

f ~ ~ • Pr-ovar-erros que

Suponhamos, por absurê.o, que

Seja f, f f 0, um elemento cie

existe um elemento c

mais, temos ..r ~ 1, pois,

tanto, f E. ~\(-r C -r\t1"".

.J' ~ r- e, por-

\{'< f" Te!!1os

f ••• "'~t ,
s

onde a(\I) E. ~ e nem todos os coeficientes a(lI') pertencem a

1(* (lema 1). Então teremos

..:
t '
1

•• 4

-1,+ •.• -«"!)~ I(

que pertencerá a VI/r-; mas .r- <. 1"", portanto, tod.os os coeficientes

cae,,) estao em tJ.j{ (lema 1). Isto é absurdo pois c ~ ~l e pelo

menos um cos coeficientes a(~) não pertence a ~. (q.e.d.).
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- Se ~ ~ V"r 1'\ 'W\,"" , oné'.e -s ~ r:: ~ ~

~Tl:'" ,Td,....~for ~ base mínioal de t/(/"-,

entao -; poé:.erá ser escri to ~ ~ for-

ma linear em Tl, ••• ,Td, ~ coeficientes
\I" "'- ( ,... c-em 'W\.. - I S e I/' = r '\Ih ~ . & ).

Demonstraçao - Observemos que os produtos

Lema 6

h r-~
T(~' ••• 'r-s) = tl ••• ts ' r-l + ••• + r-s r-' formam uma base

mínimal é'.e t/ r- e que tôc.as as bases mínimais ele '(->X r- têm o me§..

• , 1 ( s+ <L-I) •mo numero '-J-<. c.e e ementas, onde d.r- = l I~ • COli;O a passagem

de uma base m.in í.ma I de ~i. /'l- para uma outra base ra i.ni.maL do mesmo

ideal é obtida por meio c..e una tr an sf or-maça o linear, com coeficientes

em ~, ma s cuj c determinante n~o pertence a W\., será bastante de-

monstrar o lema acima para a base ~T(~) r de V",t<-. Estas observa-

ções resultam, imediatamente, io fato que c sub-espaço vectorial ele

m (pjs ), gerado pelos vectores de <:. v: (z: : MII,....~ "h"(,r-)'
t' . n _ , (s+I"--I)

tem d.í.mene ao c...,....= \ ,...., • Se "" == r- o lema é imediato; Jemonstr.§.

remes o lema por induç<7o s ôbr e a diferença ...,.= r-» Suponhamos ent;:o

que o lema seja ver-úade í.r-o para '" - ,...-1 e que c 7 r: . Portanto,

ele ~ ~ v" (\...,.,""segue-se que 't; pod.e ser e scri t o sob a forma
-e " 'l'- ,....-1 . l
-;> 2-.. aÜ<..)T(t<-)' onde a(r-) G:. 'W\. em 1t,t'(, com coeficien

tes em e . Mas ~f.. "M.'l' , portanto, todos os coeficientes das for-

mas ~(~)(t;tl)

gu I ar }, logo, 2.(1') Ié.

pertencem a
V"_ r-

~ .
'W\. (pois

(q.e.d.).

é um anel local re-

Soja V uma variedacie algébrica irrcdutível d.o GSP.§.

ço linear Sk (V I 91) e seja W, "lI';' 0f' uma sub=v ar-i.e de de algébri
n

ca irreé'"utível te V. Adotaremos as mesmas not aç oos anteriores rela-

tivamente à varieélade algébrica W. E:o R cona i der emos o ideal

CRI" = ](V) (\ ~(r) (r- ;;/1) e s e j a Vl~ ••• ,fN t urna base dêste,...

id.eal. Seja Z ==. (ZOI)t>{ G. A uma p-base de k (Z ==. y5 se k for por-

feito) e consideremos UI:l sub-conjunto finito \zl"'.'Z r de Z tal
m

que o corpo . kl =kP(Zl" •• , zm) contenha todos os coeficientes dcs P.Q

linômios fl, ••• ,f
N

• Tôdas as cerivadas parCiais mistas, c::.eordens
r-

O,l, ••• ,~-l, de cada polin6mio f., em relaçao a
I 1.
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Xl" ~. ,Xn'~l'· · · ,zm (com a limitaç;3.o usual O ~ 'f j ~ p-l, se k for

Lmper-f'eí t o] pe r tencem a ~ • Cons Ldar emos a ma triz

(21)

05--/". ~
J

M t-'- para.

de W. E'

de N •.•• linhas e de <1,..... colunas, onde q,.... e o núme r o de soluçoes

inteiras não nega t í.vas da equação t'-l+'· '+r +"'1+· .• +....r =r-, on:ien f.l

p-l (j=l, ••. ,m). Indiquemos por cr,.. a característica de

X.t '" 'r(.Q.. (Q=l, ••• ,n), onde (1'\.1'''' ,1!n) é o pont o geral

-Lmed i a t o que crr- riao C:epende da base \fl'" .,f
N

~ osco-
I"'-

lhiê.a para o ideal Ot \4.'

Definição 6 - Diremos que um ponte p(~) de ~ é

um ponto (w-~)-regular ie -1, se fo-

rem verificacas as condições: a) P á

um pont o s i.mp Le s de 'i/; b ) a matriz M,..

t em car-ac t.er-Lst í.ca cr-,...em P.

TeJrema 1- (luasi todos ~ pcntos d.e 'S (2) sãú pon-

tos (W- t)-regulares de V.

Demonstração - Provarecos que os pontos d.e W que

não sa o pontos (VI- r-)-regulc'll'es c..e
• ~f

brica propria éJ.Yl VI. Seja I.. r-
v formam uma sub-variedaJe alg~

R pelos raenores
n (

de or dem CSr- de. natriz M,... G c ons í der eraos o i:leal f,,... = ( tr-' ~.}).

Temos f.,...))? e ir f r)' portanto, 'l.t (irJ é una sub-varied.a-

de alg~brica pr6pria de ~. Os pontos singulares de W formam uma

sub-var í.edads algébrica própria \/
1

de ri (cap.V, oor-oLàr í,o 12).

Portanto Wl U \J (f,J é uma sub-variedaJ.e algébrica prépria ce W

e e imediato que UQ pento P de VI nao e um ponto (W- t"- )-regular

de V quanco , e sômente quand c , P ~ 11r
lu \j (irr-). (q .•e.d.).

o ideal gerado em

(11) Por "quasi tocos os pontos .ie u;na variedade algébrica irredutí-
ve I '.7" entend.enos o conjunto f orrnaco pcr' t0G..OSos pontos de VI
exceto aqueles que pertencem a um número finito de sub-varie~ades al-

gébricas próprias c.e "v~~.
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Seja P um ponto (W- r-)-regular de V; podemos su-

pôr (usancio uma notação cc:nveniente) que as primeiras Cl',.... linhas 'ia

oatriz MI"- sejam linearmente ind.ependentes sôbre Cl c k(P). Consi-

derem0s ú anel local regular &= Q(p/S) (cap.V, tecrema 1) e po-
n

nhamcs 'wI.:. m(p/sn), y)ll= (21. f?' ~.• = &.(tl, ••• ,t
s
) (8 = n-~

e ~ = dLm, W), '\IV. == e-'I ( t l' í •• , ~ s ' ti, ••• , t ~ ) , ~ P(V) = e- • J (V) ,

"'(r(,.... = Õl\,~P/Sn) e í::': "MI-'- ~ 'h1. r-: SuponharJc,8 ainda que o c or-

po kl = kP( zl' •.• , zn) contenha todos os coeficientes G.C'selenentos

tl' ••• ,ts,ti,· · · ,tk • Observemos que &.fJLr-"" 0-.( j(V) f'\ tr('I"'» =:

= ~(v) (\ ~It"" (pelo lema 5).

D'aqui tiramos

Le:!la 1- Os vectores t:fl, ••• , ~f() ( () = CS""/"'-) de 'ólGr-

são linearmente ind.ependentes SÔET8 6 =k(P).

-Deoonstraçao - Se ~f1" .• , ~f~ nao fossem linear-

mente independentes s6bre 6 = k(P) tariam8s (usan~c uma notaçao cog
<r _

veníente) urna relação c.a f'or aa -.:f
l

= 2"'-' &. <::f., anele
•.. -, ~ J. .

U ~=2
~ h. f. + o; ( onde o( <G. "N\.J'of: f e
• 2' ~ J.
~=
i=2, ••• , ~). Portanto,

t. =
~

= ~-resíê.uo de S . ,
~

teremos

(
Õr-fl ) = ~. ~ .( Ó_ff--=i~ )p

'\ J'"I "" )' •••••• "I .....11.... .' ~ 'I. 1"1 "" 1'•• "\ >1, ,,_
OX1 ••• oX az1 ••• c z P ~=2 oX1··.uX oZl·· ·dZ.n fi n I!J

- -par-a tôJas as s oLuç ce s inteiras nao negativas da oquaça o

f\+"'+rn+ \/"1+"'+""0 = r , onde O ~ "'j !; p-1 (j=l, •• :,I!J): Isto

nos nos t.r a que as prioeiras Ir linhas da matriz MI"'" nao s a c linea,!:

mente independentes sôbre 6, o que é absurdo. (q.e.d.).

Dêste-lema resulta que os vectores c:.fl, ..• , tfa-

pode m ser imersos numa base de <: ~l(,...(sub-espaço vectorial de -a~t...)'

Lnd í.c ar ezaoe tal base por \"tt.,)1, ••• ,1:<tIJrs, "tt...)G~\ , ••• , 1:W
d
}, onde

<.l. = f. (i=l, ... ,G'), W. E :{,JlJ.r (j=.o--+l, ••. ,d) e d,"" ê.)...=
1. 1. J • I

( s+ f -1) T:1" • t J c..' b ,. 1 d= \. t- • tj l.meú1.a c que 1 <.)1' ••• , W d r e uma ase marn.ma e

t;>~"'.Uma outra base min imaL de rl<"" é dada pe Los prod.utos
,.... r~ ( ) . .

T(t-'-) = t1 ••• ts 1'"1+"'+ r- s = r ; p cr tan t o , temos

(22) <.vi > ',a(r),i T(r-) (i=l, •• "cl),

q")
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ond e 11(,...),i E.. e e \11(r-),i\ E. Y\A. Suponhamcs que:) corpo

kl = kP(zl, ••. ,zm) contenha todos os coeficientes 10s elementos

Ú)<r+l'· · · '~d·

Lema 8 - A matriz
---

••• ô z'~ II
tem característica máxima d para

X.t.='Yl.Q. (~=l, ..• ,n).
-Demenstraçae - Se esta matriz nne tivesse caracterís

tica máx ima i para X.Q. == 'Jl teríamos uma r e l açac da forma

ç-' Ã ( Õ ~ T (t'- ) ) O ,
L-.(/,) óx]-" tlX,..· •.. ,... \1'\ Ó ú'•••

( \ 1 ••• "zl ••• z Xr- n m ="(

onde Ã(t<-) <é k{\11'.· · ' 'Ytn1 e ne n t cd cs L(I'-') s ac nulos. En t a o o

elemente 'S = L 1'.( )T( ), orido A(I-<.) E Rn e tal que A(/<..) ""
(r' r r- I (

.~':"residuo ele A(,....) , pertenceria a r"r-tc (teorema 2). Portanto,

pelo lema 1, G.everíarncs ter h(t'-) E ~ , ist o é, ÃC t"'-) = O, par a

todos os coeficientes, o que é absurdo. (q.e.d.).

Dêste lema resulta, pela re1açao (22), que a matriz

(23) (i=l, ••• .u)

tem característ ica máxima d para 'X::: 'VI. •

Lema 2. - Seja -c; um e1ement o de ~(V) f\ ~d-LI"I W\ V'

( '..t ~ ;-), onde E ~ ~ ponto (W- •.•..) -regular

Demonstraçao - De

ser escrito sob 2 forma

~ pec.e

-Sl

y. Entao existe
()

= L: A. f ., ond e
i=l 1 1 --

um elementoc.e
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onó e AiE 'M~-t"'- ,Bj E rw\.>l'-]-' (lema 6). Entao teremos

(lI-<- ~

-----------------------=
Õx~' ••• Ôx~~ Ô z~' •.• ()z:'*'

+
••• () zlJ~

m

•• •oz.J'~
m

(mod •

•

M~lS ~ c ~?p(V) I) ~)"'~, portanto, o primeiro membro

combinação linear das primeiras <r linhas da matriz

x :: '(l ' lcJgo,

()

2~\ 11
i
f
i

i=l

cutro la~o, a matriz (23) tem

leveremos ter B = O (mod. V)(). Entao
j - 6'

d~. .xl'<-' -S'
?_ ..Bj (,> j E ~1>( V) (\ ~J (\ tw. •

J::s (f <rI

de (24) é uma

Mr para X= 'l. •
característica máxima d paraPor

(q.e.d.).

Teorema 2. - Seja ~ ~ elei:lento pertencente ~

i;:eais "W\~1'1 + ~'Jp(V) f\ ~')l<r (\ "",'" e
~~ .1? ,onde -s ;> r- ~ E Q ~ pont o

C7- ~ )-regular c;.e y. Ent;:;-o ~ pertence

também ao Lleal 'W\HI + t~(V)(\ t}" rH (\ 'Mil' •

-DemonstraçaG - O elemento ~ é C:.2. forma

\S'-I-(

~ = ~hl(t;t') + ';p' onde lf'l"+,(t;tt) G: fIM

() ",.. ~
~p E. -rp V (\ X) (\ f'w., • Pelo leE12. 9 existe um eL emen te>

G'"2:. A. f., onde /;'1' <::. 'W\"-r- _tal que
. 1 1 1
1=

e

'C; ==
1

En c í.q ue mos por <: o homcmor-f í.smo canônico de "'MO; sôbre m (p/s ).
'I n

::: 't"Sp - 'l: ~l =

;:: -z; ( -; - ~ 2). Mas

, logo, ~l pertence

Tereôos 1:$ = ~ ~p e "t: 'S'2 = "t.(~p - "'S 1)

= <:"S - -r: 'S 1 =s 1::( ~ - ».» p cr t an to, "C 'S 1

" \rl( r~1 ti
.,.

€o ~\l.r"l (\ '"~ (é 'fI!. C lIjVI e ~2
IIN\

<1'-1'"1 I'-~I ty".'"ao i1eal "M + yJ\I (\ . Portanto
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coo outro Lac o temos

«i' (t;t,) + ~_(t),
1","*"\

onde

e

lego

f. = L~ a( ) .T( )~ .. ,,..,~ r-
(~)

2~[t (aC,.),iAi - b(~))'T(r) -;:: ~~Jt;t'}.
\ W J

<}' I

-fr e um anel local regular, p~rtanto, desta re1açao vemMas

I>
~ ~-~~
L, a( ) .A. - b( ) G: 'W\
i=l r-, 1. 1. ~

e en tao

(26)

Da relaçnç (25) tiramos

~ ( õ~ Te,..') )
= L a( ') . (p) J" •

-" I f"-, 1. ()xl'-· ""Xr-- d e, Ó'"
«\ 1 ••• 0 n zl ••• Zo P

de () linhas, te:n característica màx ima () no ponto P, p ci.s P

é UI'1 pc.n to C"í- r)-regular de V (e, t.arabém , pela escolha de

fl, •• · ,fa--); p or-t an to, a mat~iz Ha(r),i(P)\\ t era càracterística

náxioa cr. Entao da relaçao (26), obteoos

A E ~
'" 'I' - !,-+1. - + 'W\ para

1.
i""l, ••• , () ,

t: oatriz

logo, ca ra Ai pode ser escrito sob a forma Ai == 11i + 'Y i' onde

TI i E ~~ e 'h E 'W\""-r ~, • Portanto, temos
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~ c çL: A. f. = L' TI. f. + 2.~t.f . ,
i=l ~ ~ i=l ~ ~ i=l ~ ~

e

~4

ende

e

'Sp - ~ 4

(q.e.d..).

-4.2 - Sôbre funçoes de s(V) que ~ anulam, ~

~ da(ia orcem, em guasi t8dos. os pé.Jntos c.e

~ sub-variedade N de V.

Seja ~ uma sub-variedade irredutivel, N ~ ~, de

UI!Hl variedale algébrica irredutível V do aspaç:; linear Sk.
n

Teorema 6 Se um elementG F (ie-- R =k (Xl' ••• ,X 1n n
..j.. :J (V) ~~Q: gua-

<r

pertencer Q; (J (p»

si tOõ.os os pcmt cs P :'1.3 ':1, entao exis-

tirá um elemento C de Rn ' C ~ i(-> =

CF <= 1?{-'") + ~ (V) o

\f =1; por hipótese te

= ~ (;l) tal que

Demonstração - Suponhamos que

DOS F G: .j (F) + ::s (V) = j (F) para quasi todos os pontos P de ~v•

Zntao FE.
~=

~)(d + ~ (V) (pois tJ ":) :) (V» • Isto demonstra o

teoreoa para '" =1. Suponhamos que o teorema seja verdadeiro para

F um elemento de R pertencente a
n

para quasi todos os pontos P de W. Indicare-

mos por '.ii a sub-varie dade própria de W, cuj GS pcrrt os s~o excl ui-

dos na hipótese anterior; quer dizer que temos F ~( ~ (p) )>1+1 + j (V)

\/', "" ~ 1, e seja

( J (r» "+1 + .::s (V)

para todos os pontos P pertencentes a ..-r - -7i' COJ:)o

( 1 (F»)"'+l + j(V) C ( ~(p»\l + ~ (V), existirá, pela hipótese de in

duç a o, um eLe.nen to C1 de Rn' C1 <f õ<> ' tal que C-,F ~ ~/v) + :l(V),
portanto, CIF = \Xv + f, onde O(>t <:-. ~')(V') e fE :J(V), Entãe o
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o eLome n t c FI = C1F - f pertence ainda a (j (r»"+l + :J(V) para
( ..r)

terias os pontes P de -li - -.Ii e, além disso, FI E: (sJ • Se demons

trarmos o teorema aci:::ia para G eleI:lento FI' o Llesmc-teorema será vá-

lido para o elemento F. Com efeito, se existir C
2
, C

2
€ Rn'

C2 4. X), tal que C2Fl<;~) (\(+1) + j (V), teremos

C
2
C
I
F + C

2
f ~ ~(""'I) + 'l (v)', 1e onde vem, C

2
C
l
F E ~ ('-1'+1) + ::s (V),

cnde C
2
c

1
1 r .Ent;:o pcderaos supêr d.esele o inioio que

F E:: (j (p) (+1 + j (V), para teclas os pontos P ô.e -.V-

F E ~:/\I) Sej,,; S,. o sub-conjunto 18 ':1 formado pelos

são pontos C-'-:- ,...)-regulares te V; pele t e or ema 4, '~l-S,...

varie~ade alg~brica pr6pria de ~, portanto, tamb~m

'S'l •• (;-Sl) U ••• U(1.i-S,,) <2 U41a aub-v ar Ledaue algébrica pr-ópr í,a de

'}. Finalmente, t emos que 'Jl = "-:i u -':'1 é também uma s ub-var í.ec.ac.e

-algébricB: própria (:e;:. Observemcs que se P G } - ',.7
1

ent ac

P~ "li e, além disso, F é um ponto (.i-l), ••• ,(':;-v)-regular de V.

PGr hipótese t.eacs F cé ( ~ (r» "'+1 + J ('1) para todc.-s os porrt os P

de '~: - '''1 e F <=: ~) (~). Oons í.dez-em os un p ont o r o Je ','/-"1 e po-
~

O- = Q(r / S ), 'VV\. = 'rtl ( F / S ), )(.J =- e·. to e \'0p (V ) = &.:5 (V) •
o n onu~' O o

De F E. (:l (p)lf+l + .:)(V) VOJ:1 (cap.I, prop.15) '"
+1 ("') ~

F ~ "W-,'I- + ~p (V) e C0J:10 F E: "(r , também teremos F E tJ •
o +1 x \I' >t(.,f

Pcr t.ant c , F E W'I~ + Y-1?~(V) (\ r.) f\"M. e F ~ ~J • Sendo P o

um pente; (-,7-1), ••• ,(i-(>J'-1»-regular virá, pelo teorema 5,

F€.. rv.," +1 + ~p()(V) (\ 'f"".$'(\ w.,'" • Seja ~fl' ••• ,fNt uma base do

ideal 01.'1= :\(V) 1\ p("'). In:::"icaremos pcr ~zl, ••• ,zra<C um sub-con

junte, fini to de uma p-base Z = (z", )«.é: A de k tal que o corpo

kl :: kP(Zl"."zm) (Z = ~ se k for perfeito; kP ~ k se p = O)

contenha tG~OS os coeficientes aos polinômios fl, ••• ,fN,F. L matriz

,~,
'1 e que

pGntos que

é uma sub-

nhaoCJs

M =
" 1

"'t/ f .
1

ce N linhas e q colunas (onde q -e o número de soluçoes in-

teiras não negativas Qa equação rI +

O S- 1.('. ~ p -L) tem me sma caracterís tica
J

+ r-n + "'1 +

~ para XJ... =

... + '" =\f,fi
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(Q =1, •• o ,n) e para \. - cX..I( ,~nde ("ll' o •• , '1n) e c porrt o geral

de -J e (o(l, ••. ,O<n) sa c as co cr dena daa do pont o Po' pois Po

é um ponto (:.'-\t)-regular de V. Consideremos a na t r Lz

M'
'I

)'" f.
J.

..t'+l ~'" -.J"

De F E "- +~" (V) (\ t.J (\ ~ resul ta que M' ainda tem ca-
bIv " ..,

racterística G' para X.J.. = ocs: (R.=l,. o. ,n) o Este resultad.o vale pa-

ra tC)0.0 ponto Po de ~,-;;il; mas -:1-\"11 é f or-mado p or' quasi t odo s os

pontes ele V, portantu, podemos afirmar que a matriz M~ tem carac-

terística <l pare. X :: 'Ytn (ic::rl, •• o ,n) o Ent;;:o a última linha de.( - \ .•.
M':'" e une. c crnb í.naça o linear, cem coeficiente s em k('l) , ias prime i-

ras.N' linhas, isto é, temos uma re1aç~o da forma

ô..c F .N '5-
C( ) " - (

(:) l

):: r~
ÔX"'I "O t',,"() ..rI o z-t- -!.-. ~ i 1'1

o •• ~x;~zi .f_
,

••• Xn zl ... X=~ J.cl 'dX
1

11 rI • oz Xc,
1 O m

onde C ~ kJ,\l , C ;. ° e Ãi E kC't\,1 ConsiJ.oremos o elemento

F
2

= CF - 1:A.f., ond e C e l.i sao elooentos (].e R tais Que
i=l J. J. n

C = "t)-resíduo de C e Ai 1r-resíccuo d.e Ai. Tô!las 2S derivadas

parciais mistas c.e ord.ens 0,1, ••• ,If'-l d.e F
2

pertencem a y>
(pois F E: ~/.".) e fi E Õ)"» e pela relação (27) tô:;'as as c er í

vadas parciais mistas ê.e orc.eGl \f também pertenceo a ~. Portanto,

1 t 2 t 1i'2'- {-.lC,,+l) , logo, CF EVJ(V'+l) + '"\(V),pe o eorema , erooos - c ~ Ó ~

o OLl C $ ~'). (Qo e o d , ) •

Seja R •• %Cv1 o anel das coordenadas de V; indi-

~)l a Lnágem de ideal (;:)::.::> (',,:), pelo homomorfismo

Rn sôbre R (R = JtC.V) -= Rn/.1 (V» e por ~ (r Iv)
honom or-f í.smo ,

car-ernt.s por
-c

canônico de

pelo mesmo
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Le~a 10 - 'C~:ff) C ~ i") .
Demonstraç~o - Seja ~ um elemento pertencente n

L.~/",); t.e r emos 'S = -CF, com F E ~(...,.). Pela àemcnstraçãc io 1e-
-r

I:Hl 4 existe um eLemen t o a cie R, a ~ ~, tal que aF E~..> • DI aqui

tir:1808 "t.(aF) E ~~, Logc , ~(a) -c; E "'r iv
), com ~(e.) <f K')I' Mas

~)iv) é Ur.l iêe)l primário pertencente ao ii~aI f~)mG ~I' então ce

'"l:(a)'S E. k->1V', com -c.(Il) 4 rI vem "Stf~l • (q.e.d.).

Tecrema I (O.Zariski) - Se ~ e lcmcmtú ~ -ie
V"

YL[V) pertencer Q. l~(r/v)~ para qua-

si t :.:é:.0S os

~ ~ ~er'l'r:-
Deoonstraçec - Soja F

\J'

~ ~ l~(F/V)"i

pontes F -..;.!., entac

para qua s í,

t o.Los os pontos F' de .7; pele tecre~1a 6, existe un elemento C o.e

Rn' C <f r' tal que CF G: íÇ,)(V') + ;:) (V). D'aqui t Lr-arncs

~ (CF) E "1: kJ (-.r), lego, pelS Le ma 10, 't. (C) ~ E ~iV'), c.om

-r.. (C) ~ ~)l' Então ~ E yJi"'). (q.e.d.).

Indicaremos por Q(F/V) o anel c.e quocientes :-"e

~(vl e:n relaçac ao ideal ~(p/v), r E V; por 'VYI.(l'/V) c único

ic..eal mnxiôalle Q(r/v).:Do L1eS80 m;:;·io WlC:i/V) Lná í car á o único

ileal máx í.maL 1e Q(';l/V) (anel te quoci.entes de %lvl em r-e La ç ao

ac ülenl primo ~l)' Demons t.r-er emos o segu í.nt e teorema, também é:.evi

~.ç a O.Zariski:

Q. [m(I/V)Y para guasi tOc.os ~ pon-

tc;::; r de .i, ~ntão -c; E ["vvI(1·I/v)1"'.

~ c.e j- (V) pertencer

Deocnstraçao - O ele@entc ~ pode ser escrito

a f orrna 't; = ''$l/~,')' cnc.e "S E::rt,[V) e '5
c

~ %(Vl; come

~ E Q(I/V) 'po~'..emossupêr que ~o ~ W\(r/v) e, p cr-t an t o,

'5
0
4- 'WI. C;:/V). O e Lcraerrt o ~l = ~o ~ p ar t enc er'á 2.

V" '"

~(:,/V)1 = [wt(F/V)} (\ R para

sob

Teorema 8 - Se um elemento

portanto, pelo teorema 7, tere;::iOS ~ 1

;:: ~.t~\.c-;.'/v)J'oj'1\ R. Isto nos Destra qU8

quasi todcs os pontos
(,<~)

= '$ ~ E vJlo 6~....r

~l ~ C"~(:;/v)1

J..e
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'"'$ = ~l/'$c ~l"«\c-.;/v)j . (q.e.J.).

n Nc anel R = -:R.,~v1 c ons í.der-en os o iieal

ro (r/vf\V' onde -:.' G uma sub-var í e ua..e irredutível :::'e
r E ",-l~ "..\ v

tereDGS

e a intersecçio ~ tCf.laUa s6bre to~os os p~ntos r de ?olc teore

Da 15 do cap s I existe um inteiro ~ (-r) tal que 'f C ~}(,,) e

f..,. ct: ~i(..r)+1.Deocnstr.areL1çs nc tecreoa abaixe (taQ~éD d.!Vi:3.0 a

O.Zt:.riski) que a auce aaac na o G.ecrescente ~(l), ..• , S (v-), ••• na c

é Lí.m i t a da.• Pr e c a aanent e , t e nos 0

Teorema 2. - O ideal fv- = \l [~)(rIv)~-J' está contido
?€\-,'

~ p8têncin t>i (..r) -1e t> l' ori.,e

1 Ln ~ (;f') =. + 00 •
,,~ ••• C)O- .

DeÚlúnstraçao - Seja N U8 inteiro posi t í.v o e consi,le-

re:n<.Js UL1D. de c ozipc s í.çao normal de r~:
~) ~ = [~) iN) , 1~'...,~~)· •

t

Te;;lOS: ~lC ~i = Rad. ~i (i=l, ••• ,h). Seje_ fi (J expoente de

q.i e pcnhauos -c v = nax , (N, f\, ... , f h) e tOLier:10S \f ~ '" o' De

~ E: 1, ven ~ E r~)(~)/v)1 \I" para to.3.cs os pcn to s P ie 't, 10-

g:», 't;;: v i\f) (te~r~ma 7); ma s k) i"') C ~:JiN), p cr tan t o ,

~ E 'f iN
). De ~ E.. t -t vem ~ E Ü:>(?/V)~'" para toCos cs pcn t o s

F lia eub-v ar í e áa..e algébrica X., ce:J, c o t erm í.nanc.a pele Ld e a I

~ei,por tan t o, 't; E ~)Ii(")' Mas
1

~)\i(-r)C ~'/i("'o)C ~:/i(?')C <l1-i

(lema 4), portanto, t; E ~ ~. 1st;) n os mostra que

~ E. ~iN)() ~ ~ (\ ••• (\ O}h' logo, ~ E 6:>~' Lcr t.an t o ~ (\f) ~ N

para t o do \{?- \{' _. (q.e .1.).
v

Demcnstreremcs, a seguir, os tecremns 7 e 9 para o ca-

so ele uma sub-cvar Le.Iaóe re'iutível 'J 1e V. En Lí.car emc s por G1. a

Lmágen do ideal j (':v), de R, pelo horacmc.r-f'í.smo canônico zle
n

Rn s ôbr e R = j<"(VJ = Rnl J (V) • ,sejam ·-{l"'· ' · 'h as componentes

irredutiveis de ~-i e ponhan cs ~). = 1: (:J (":1.)). E' fácil ver que
I I 1 1-

tiL = t\ (\...1"\ 'f h é uaa c.ecorapo s i ç ao n cr-naL d o i":'eal 61. F 0-

nham os
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Do t e cr-ena 7 resulta, Lne d í.a tamerrt.e , o seguinte

Te::.,rema 10 Se um elemento ele R pertencer .f--
Lt)(r/v)j'" pL:ra guasi tolos s::..ê. pentos

l' ele t'lada cODponente irre:'utível J.
1

~ pertoncerá ao idealele '},
-(v)
<fl •

entao

I'a r a d.emonstrar o teoreoa 9 quan do "J e uma sub-var ie

dade redutivel d.e V precisamos do seguin~e

1er:18 11--- - Uma decomposiç~o normal ele 01'" ± da forDa

~>,f')f'I fr , ond.e todc;s 2§. ideais prim,is ô o

i~o .••l ir s~o iieais prim0s de imers~o de

01.'" •
,..

Demonstraçao - FeIa prop.13 do cap.I temos '"Rad. ()i..

= Rac • úl.., p or-t an t.c , ri" ..'~h sao os i'leais pr-i.raos Ls cI ad os é..e
""

(Jl (cap.I, pr::;p.ll) . Par-a c ompl et.az- alemonstraçac· falta provar
'4'

que as componentes primárias üe (Jl pertencentes aos lG.eais pr í mcs

~Ji""'~)h S~(;, respectiva:nente, ~Ji(V'),· · · ,t)h(...r)· Seja 6-"i ~

anel ~e quocientes te R emrelaçê:'c a o ideal prime; "v)! e seja
-r e:, 1

ai i 3. coopcnente pr-Lraàr í a tie (\1 pertencente ao i'leal tJ!. Ter:10S
-í". "" \f" -t- v 1

e. m. ( elo m) :;; (e- .• t·) ,) e e- . n fi R = (e- .• p!) (\ R ""
1 l~l. 1 1,,1

= VJ1!(V') (prcp.30, cap.I); mas 0\. = 6-.0('" (\ R (cap.I, toare-
I) (\f) tl 1

me. 11), logo, ~. = t;! . (q.e.d..).

Toe:e". l~ - Q ileal to ~QLt)(r/vi:J' ""st5 CO,,-
1..::;IJ

l\i o (\I' ) ,",o e
VI...) - Ol., cn-tido ~ pctência

c,e Lí.m ~("') = + 00 •
""-"7 -e ""

Der:lcnstrc.çnv - Para cada Lnt e í.r o -J' (\f'..;.1) f'ar-erncs

-ccr-r es pcn dar- o Ln te í r-c ~ ("') que verifica a condã ça o

~-'<r C cn~(>J') e f" 4- <n.~(.".) +1. A sucessão ~(1), .•• ,~(V'), ..•

é n~o lecrescente. :;:-l"~1io.l'C"._S Y,ue elo. n~o ê lirai taG.a. Seja N Ur:1

inteiro positivo, temos <n.N = ~N) r'I -Rr, onde os i'_eais primes ~e

't:. sãc. 0S id.eais primos c.e Lmer-s ao de (RN ( lemall ). Seja v-' o

máximo dos expoentes das compunentes primárias 0..e t- e pOnham)',..· · · ,· ,,·....," ~~
" '; •• ,,'I"f. 4"-"',1. .• ~
-, <r;:-"'•••••••••.. ",.,

~...~~ ..- ,Je
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(pelo t20rena 10)

-sac i,~eais primes de Lmar sa c ,-~e

~ E -e. (pois :J8 i :'eai s pri
N

(JL. , por tan to, ca .ia um

ue1es ccntém, pelo

'-f »...,,'), p cr t.an t c ,

t.c Lo \[' ~ V' _, Lcg o ,
v

menos um J0S ice ais
N't; E: <n. • Ls t o nGS

1im ~ (\f.) = +00 •

.r~~oo

primes tJl

nc st.r-a que

(q.e.à.).

e, além :~iSSG t

para
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