


Sobre o Teorema de Art in-'Nei l 

O 0studo da s va rie da des sobre um corpo fin ito conduziu a seguinte 

c o n .i e tur a (Ar ti n - We i 1 ) : 

"Seja V u ma va rieda de 

corpo fi n i t o k . Seja N v 

~ extensã o hv de greu ~ 

sem po n t os singu l a r ~s , definida sobre um 

o nú mero de pon tos r nciona is em V sobre 
o,il 

de k . Então a série f orma l E N>' Z Y-l é 
v=., 

o. expa nsão de u ma fun çao r a ciona l de Z . 11 

Esta conjeturn foi de monstra d.8 9a r a curva s e n inda outra s va rieda 

des de ti po pa rticula ~ (A. ~eil , Le s Courbes Alg~brigues e t les va riét~s 

qui s ' en dédu isent, e Nu1~ro rs of Solutions of Egua tion s i n Fir.:Lte 

Fields). Este 
'< 

t r e b a l h o con tem pe s quisa s sobre essa con ,ietura .: /' . ) 1 

.X [•_t.: (".l • 

Bi bliog r a fie. 
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• 1. IWTRODUÇAO 

Cara ct':}:"."08 de um p;r,1l'.lo abeliano finito. 

-
Seja G um grupo abeliano co~n n elementcs e seja X. uma aplicaçao 

de G !lO corpo dcs númer os complexos que ~atisfe.ça ; condição de homo

morfismo 

e ainda a condição 

(2) 

Dizernon qu_r_, X é um caracter do grupo G. 

De (1) . e (2) segue i~r1edie. tamente que X (1): 1. 
• - ><. 

. ;< ,,p . 
?,1 ,·; v • 1 

·-

• O grupo abeliano G de ordem n e um p~oduto d ireto de grupos ciclicos 

G1, ••• ,Gr, de ordens n 1 , ••• ,'11... com n: n 1 •• •Dr· Todo elemento a E G pode 
, - . 

ser representado, de u ma u n ica maneira, na forma 
) ' . 1 

' t ~ • - . A Ç 1 
• ,, ,\ 1 . ; •• - ( ' ...... ,,'<\, 

~. 'ijl 
a = W 1 • .• wr 

onde os W i são fixos ,w 1 ~ 

De ( 1) vem 

Por outro lado 

G1 ~ e- O ~ V 1• <. Ilj ( 1· - 1 r) ~ . - , ... , . 

-(i=l, ••• ,r) 
. ' 

portanto X (w
1

) é uma !':aiz n 1-ésimu! ida unidade (i= 1, ••• ,r) 

ter1os 

\ "'' 
t ' · 

1
i 

\ 1 
\ ' . 

e 

\ 

·' . ,. 
' ' 

o que mostra que O valor de X (a) fica determina.do para todo a E. G ~ " . .4 f 
. ', ' f . ,. 

uma vez dados os valores dos X. (w i), raizes n1 -esimas da unidade. , ,1 . , 
Reciprocamente, seja t 1 uma raiz n i-esima arbitraria da unidade 

~ , 
· (i 1 ) A li - -v de G no corpo ctcs numeras complexos def'i- ·, = , ••. ,r. ap caçao/\ 

, 
nida pela equação (3) é um caracter de G. O numero de carac t eres distin-

! 

.. . , . 

;1 
1 
1 
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, , , 
tos de G e porta nto n 1 n2 •.• nr, que e. o numero cle elementos de G. 

De (3 ) s egue, para todo aE G 
:,1 

\X.(a)I = 1 

ChP.ma -se 

par a t cd o a E:. G .• 

.... 

Sejam X 1 e X 2 dois cara cteres de G e considere rr:o s a aplicaç? o c:e 

G no corp o d os nú.meros complexos definida por 

X ( ª ) = X 1 < a ) X2 ( ~ ) -
1 

, 

)( 
, . -~~(L~· 

e e v identemente u m cara cte r cl.e G. Conc l u i mos pois que os caractere s 

de G f ormam urr. grupo mul t iplica tivo , no qua l )( 
0

, o caracter principal, 
M:a,-' 

~ o e l emento u n idade. A e_ste grupo cl~a ms.mos grupo dual de G, e o repre -

senta.mos por êr. É f a ci l verifica r que G é isomorfo a G. ~tvú'f'of. -::;::;-

Calcu l e mos a e:ora LX(a) par a um ca r a cte r X a rbitr á.r io. Por (3) 
aE.G 

e sta soma pode ser posta na forma 

( ~ > 2 ~ < ª ) .= M ( 1 + ~ 1 + ••• 
a ~G i =l 

~ n. -1 
+ J J. ) 

1 i 

!via s j 1 é uma raiz n 1 - ~sima da unidade, log o, ou J ~ ::::1, ou 
~ 

Porta nto o segundo membro de (4) é i gu a l a O, a menos que 

J 1 = l 2 = • • • = Sr = 1 

e Peste ca so X é o caracter principal, pa r a o qual a so~a con sicera da 

e evidentemente igua l a n. Temos pois 

Pondo 'X 

J 
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Se .iam 

elementos 

1 
n 
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= t: :: 
Xl' ... ,xn os cara cteres 

>< 
de G. Consideremos a matrtz A: 

seja A 1 a matriz t r ansposta de A. Por 

o ,1c'.e I ~ a matr iz unitária de ordem n, e portantod 
- l l,.. 1 

Ã 1 .A= nI • ~ A , A ::. l.t, • 
. 

o que da 

~ - ~l se l ~X Ce.) X( a ' )= 
n X O se 

Somes de Gauss pare um corpo finito. 

Se .ia ~ um corpo com q elementos . Con3ideremos o grupo aditivo dos 

elementos de ~, que é um g rupo abeliano fin:ito , e os c a r a cteres deste 

grupo, isto é, as aplicações ~ de grupo no corpo _dos n~meros complexos 

que s a tisfazem ~s condi ções 

1..õ ( o ) ::1.:. o r r ~ 

Desi~nare m~s o grupo dos c a racteres~ por ~ , e o cara cter principal 

por ~ 
0

• 

Por outro l ado, 

de \ distintos de 

consicl.eremos o e;:rupo multiplice t i'lo ~A' dos ,._ elementos 

cars.cteres X deste g rupo .{~ zero, e o grupo l* dos 

é um grupo cíclico de q -1 elementos , port a nto u m ca r a cte; )ê - qua lquer fi 

ca completamente determina.do quando se dá o seu valor "9ara um gerad or 

W de i*. Como?( (wq-l):X. J w)q~l= 1, temos A (W) = ~, onde ~ é 
uma raiz (q -1)-ésima da uni~~= e2niCl( onde G( é um n~mero racional 

tal que {q-1)~: O (mod 1), e que podemos ~sco lher satisfazendo 



Da do u m cl t a l que {q -l)C{=. O(mod 1), indica remos porXOC. o 

X. { ) 2it1<ll °-* c a :ra.cte r t s l que G(, W :: e - , W s e ndo um ge r ador de f{ f ixado. A O( 

inteiro corresponde o c a r s cter principal. 

Defin i :>:>emos XO(, para o e leme nto O pela con ve n ção: AO( ( O)= O se 

~V:º {mod 1) e Xc,((0)::::1 sec(= O ( mod 1). 

Chamam- se s oma s de Gau ss de ,k a s somas 

g {X): L?((x ) l\>(x) 
X 

onde lp é u m car a cte r ad itivo fixado, e X é u m qu a.lquer ca racte r multi-

plica t i vo , lp e X nã o Pl"incipa.is. 

Ver i f i ca -se f a cilmen te a see u i nte propri e dade da s s oma s d e Gauss: 

(8 ) ~ ' . " . v M"'f""7"'/ . 
' -

Deve - se a De venpor t e Ha s s e (J. Re ine Angew . J:if-. t h. vol.172 (1535) // 

pp . 1 51 - 182) a demon:straça o de u ma i mporta nte relação e n tre a s s oma s 

de Gauss num corpo f i n ito e nas ext ensões de s t e ~orpo. Se ja ~y & exte n 

são a l gébrica de grau Y de ~ • Se ja W um ge :ra dor fixo de ~ *, e se ,ja -

w' um ger ador de ~f t a l qu e a n :>rrr.a N(w') de W
1 

sobre ~ seja W. De sig 

nemos por X1 os c a r P.ctere s d e -k;, e por A c s c a r a ctere s de Jl'. ::ntão s e 
-y} , o ,t: 

( q -l)C(, 5 O ( ruoà J),~ e u m c a r a cter d e ~y que 

pa r a todo x E.~~. ~ sendo um c e.r a cte r aditivo 

s a tisfa z )(~{xL:aX« ~ex] 
f ixo, nã o principa l, de~ 

) 

,n1 a l 
s ejR ~ a plicaçã o de f(~ no corpo d os nÚm~ros complexos definida por 

~)(x )::~ fr<x)] par s. todo xt ~~, onde T(x) indica o tra ço d e x sobre 

t . ,nl e' ~ t .lf{ ~ u m ca r a cte r a ditivo, nao principa l, de~~• Se j a 

g ' <Xo() )= L X)(x) ~ )(x) 
X a( 

Então (teorema de Davenport e Ha sse) 

( 9 ) - g '(X)~)= GE;<-xotff~ 
Definiremos a inda ·a s chamada s so~a s de J ucobi para o corpo~. Sejam 

, 
Q( 1 , •• • , Olr numeres r a ciona is s a ti~fazendo 



- 5 -

( q -1) o(i = O , ~ 1 =- O (mod 1 ) , ( i -::. 1, • • • , r) 

e con s ideremos a soma 

..1, f · 1 l!; ::J.C l 

os t e r mos 

L, -X,o< (x.l). • . XO(' ( xr) 
E x.::O 1 11, 

l . 

ver que s e L cx1 ::. 0 ( mod 1 ) estr. some é O. :Uefa to , nesta f'o-rn{ 

em que u m qu ~ l quer dos x 1 ~ i gua l ü O S DO nu l o s , pois os 

curf. c t e r e s n a o pr í ncipe is; podeiros er.cl'.li. - los , e fr:.zer nos 

( 2 ~ i ,{ r ). A u rr s i s tern:: fixo de va 

u1 -=- O, corres ponde rr. na s orr:a da ca 

q - 1 termos, obtidos da ndo a x1 todos os va lorec disti~tos de O, cu~a 

, 
some.. e 

·:, L xq'.1 Cx]) .;;cx l u2 ) • •• xo{ (x l ur ):::. 
. . xif O .2 >v 

=-Xol {u2) ••• Y,o1. (ur )y 0 0X.0(1+0(2+ ••• +e< (x l ) 
:i 1v • . JC1r r 

o( 
1

, • • • , D( r , a s orr:a 

( 10 ) j ( o( ) =- _l_ r s X~ ( xl) ••• xc< ( X ) 
q -1 - O 1 1'I, r x . -

l 

E s t a s sorra s esta o ligada s 
• 
a s sorna s de Geuss 

(11 ) j ( d. ) -=- l g ( Xc,1, ) • • • g ( X o< ) 
q 1 1/, 

De (8 ) e (11) segue ~ 

( 12) j { o< ) j ( o( ) ~ q_ r - 2 
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De {9 ) {teorema de Da venport e Ea.sse),estendendo os c a racteres de 

,k a ~i, e indicando por j '(eJ..) a sorr.a de J ac ob i par~ ~irel~tiva 

a os Q(_ • , deduz - se 
]. 

----, [flJ -J 

Estas s ao a s proprieda des d os c ~~E cteres de um grupo abeli ano ~inito, 

e dRs sorna s de Gauss e Jacobi de um corp o f inito, que serão 'J.tilizadas 

neste trabalho . 

As den:cI'stro '(Ões das propriedades das sorm s de Gauss e J a cobi aqui 

enunciada s, e e.o t0orema de Da venport e Ea sse, encontr9.~-se ~~m A. ··.1e::.l , 

Nu mbers of Solutions o§ Equat ions in Finite Fie lds, .3ull . ,-,.rr: . ·.2th . Soe ., 

voJ..55, n . 5 { ;ay,19t9 ),pp . 500 e seguintes . 
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2. Sobre o r,Úmero de uor:tos r a ciona is d~ urr.a. v8rieda de 

e m 1w 1 corpo ~ fi n ito e sua s extensoe s . 

I. Seja ~ u m corpo com q elementos e E o espaço vetorial de s di 

mensões sobre k . Seja i* o grupo multiplicativo de ~ e E t. o produto 

d ireto de ~k s ve z e s por si pr6prio, constdera do corr:o parte de b. . 

Seja A o sur - 3:r upo multiplica tivo de Ef- defin ido pe l a e qua çâo ~ 
ª1 ªs 

x 1 ... x
8 

: 1 

onde os e x poent es são i n t e iros e a 1+ ••• +af~/0 (o q·•.te s i e;n i f ica que 

r;. , " ,, ) • no. o e u ~n c o ne · • Su pomos a i nda a 1 <. q-1. 

Se :r;; i nd ica r o núme ro de ele me n tos de A , t emoo 

!\'1 = _ l_ ) X (x ª11 •. • x a.s) 
q -1 Tx s 

' ,-... i 
onde X percor re o dua l i* de ~ , e os x i percor rem 

l k 
Se ,:ii.i u) u m gera d or de R i, que f ixarr.0s de u rr.a vez por toda s, e ~ 

u r1 nú mero satisfa zendo (q-l) e,( = O ( mod l); e ntão con fo:r:ne a cor.ve n ção 

X e/.. i ndica o cs. r a c '.; e r de i lt t a l que )( e( ( W ) =- e 
2

TI'i<?( e poder.:os e scre ver 

~✓ ª1 ªs r., == _l_ LJ /\ (xl -- ••• xs ) 
q-l Q(, X (,( nt 

(O~~(l,{q-l)(?<=o (moa 1),xl E:.~ ) 
Con s i de r e mos agora o sub-f! rupo a ditivo B de E é'e fi n ido por 

Xl : §1t •• • XS : gSt t ~~ ~-

g l' •.• , $ 
8 

fixo~, r.so _nulos , t pere·orren do
1 k (isto é, 3 e 

re ta de E ) . 
, , 

O nu me r o de pontos comuns a A 3 ?. B sera da d o por 

N J. 

u ma 

::. q-1 • o~ 1 
( mod 1 ) , t E ~ ) 

e, por (5), segue 
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. a 
••• \ s ) 

s 

(O~oe <~ 1, (q-1) ~= a ot = O (mod 1) 

Consideremos o problema anilogo para as extensões de h: seja k, a 

extensão de gr au P de n , E .., o espaço vetorial de s dimensões sobre 
l t* o_ ,r- n* f<r,; °Y(y seja o grupo rnu.ltiplicE!tivo de -f'<,. , El"' o produto direto de ~1 

* s vezes por si proprio, considerado como parte de E-. Em E)) considere -

mos o sub-grupo multiplicativo A~ definido por 

ª1 ·ªs 
x 1 •.. xs : 1 

Então, sendo M1 o nÚmero de elementos de Av , temos 

ª1 ªs 
M = _1_ ~ X' (x

1 
••• x ) 

q1-1 X',x s 
Õ* Jf 

X' percorrendo ~V e (x , ••• ,x) percorrendo Ev • 
º* 1 S l l (i) 

Tomemos em ~ 11 , um gerador W tal que N { w)::. W; indique moe por )(at 

os carac teres de 

para todo Xt~ 

º* ~ r. 1 ~ 11 ; então se (q-1)~= O Cmod 1),Xot (x) ::\:0(.1!H x)J 

Seja B ~ o sub-grupo aditivo de E 11 definido por 

Xl = t 1 t • • • XS = ~S t , 

O número d= A~ 

t percorrendo~)) 

e 3~ ser; dado por 

N - °" X(")( \:. ª1 ~ ªs) )) -t <ll 5 1 .. • s ( o~ ~ < 1, a(!(.=- ( q" -1) O(.= o (mod 1) 

que pode mos e screver 
' M, 'ta{ i:- ~ s ) N11 = 1 + ~ Xoe., ~i • • • s ... 

Formemos 
, .... 

a serie de potencias 
, , 

~ ~-i. 
formall.., NvZ ; vamos 

li 

, , ✓ 
geradora :para N, , is to e, a serie i 

demonstrar que esta serie e o desenvolvimento _,,, 

de uma função racional dez. 
, 

Com efeito, seja «. um numero satisfazendo O~~< 1, aCl(:aO (mod 1) • , 
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designemos por /J- ( 0(.) o menor inteiro tal que (q~-1)0( s O (mod 1). Então 

se (q1 -1)01. = O (mod 1), 1' é um múltiplo deµ. (O(), isto é, esse « só 

comparece em N1 se»::.À_µ.(ot) com À. inteiro. 
~ ª1 ª o_ Por outro l ado, s 

1 
•.• \ s 8 :::: ~E~, logo a 

em ~Àf>- relativamente a ~ é igµal a N( ~ /', 
tomada em~}"- rela tivamente a~, e portanto 

norma N 1 ( \ ) de ~ t ornE.d~ 

sendo N ( \ ) a r..orrna de ~ 

e t emos 
<XI 'J _, +~ A.e(, 94(GL)) ( \ )Zµ.( Cll)-1 L NvZ - 1 

\):l =r:z «. y...(•)) fJ- ( ar'.) 
1- X.e( ( t> z 

(O<~~ 1, a. e(= O (mod 1 )) 

ou a inda 00 

~ ~ - 1 
log (l-Z/ -I: 1 :J- log (1-Ã ~ t<\l) ~ /A-(j N Z - = - d v-=-1 

, 
dz C!(_ji(iT d °' ( )Z ) 

(O<. a( <. 1, a. O{ = O ( mod l )) 
Cons i deremos novame nte o mesmo sub-grupo multiplicativo A de E1'-e 

seja agora B o sub- grupo aditivo de E definido por 

+ ••• + b X=º s s 
is t o é, u m h iperplano de E • Suponhamos os binão todoá nulos. Seja 

a inda N o número de 

N _ 1 
- q -1 

pontos comuns a A e 
ª1 a L X (x ••• x s) 

O(X O( 1 - S 

' 

a B, temos 

sendo a soma estendida a os~ que satisfazem 

e (x , ••• ,x) percorrendo B*, intersecção de B com E~ 
1 s 

, * -Sejam o numero de e lementos de B. Entao 
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(16 ) N::. m + 1 
q-1 q-1 

(O<. C(. <. J., ( q -1 ) «. = O ( rrod 1) ( x l' ••• , x s )E- B* 

Su ponhamos que u m d os bj_, por exemplo b 1
, seja nulo . En t ã o podemos 

es creve r 

N = 

ou s e j a , por (5) 

N = 

m 
q -1 

m 
q -1 

+ J_ 
q-1 

e nesta s orrn a va r i a ve l corr esponde nte a o c oeficiente nulo não c0J1pa:-e -

c e . 

Su.r,)Onhamos po is todos os b . nã o nulos; c a so con trár io , o prob lema se 
. l 

reso l ve ana logamente , usanã o, número menor de vari ~ve is . Façamos e rr. (16) 

a s u.bst ituiçao de x 1 por x1/ b 1 • Resulta. 

N =- m 
q_ -1 

~ ª 1 ª ~ Q a 
+ _ l_L,)((bl ••• b s ) L-X(x ) - 1 X ( x) s 

q -1 e< o( s ~ O o< 1 • • • « s 
L.,Xi = 

(0-(<l( < 1, ( q -1 ) 0( = O ( mod 1 ) ) 

PonhP.mos Cl(. l = a
1 

a( ••• ((s -=-ªs G(.. Er.tâo, se ~(3{i = a ~:=. O ( rr.od 1) , a 

Última soma e w (17) aá q -1 vezes a som~ de J a co~ i r e l a t i va a e s se.s ~ i ' 

a qua l de s i g na remos aind a com j(cc ) ; caso contrári à, esta sorr~ é i gu a l 

a o. Portanto 

( 18) 

( O < cc <. 1 , a ~ = ( q -1 ) o{ = O { mod 1 ) 

Pa ssemos agor a ; s extensõe s t11 de k , como f i zemos a cima . Se ja N., 0 

, A i de E 11* numero de pont os comuns a v, sub - gr u po mul t i p l ica t vo defi l".i do por 
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e B~o h i per p l ano de E~definido por 

b 1x 1 + ••• + bsxs = O (xi E: hv) 
, ;f - lf 

e seja mil o nu mero de pontos d.e B11 , inte rsec çao de Bv com Ev. Temos 

-tv) ~ 
onde X e / ( CJl. ) i ndicam _respectiv~. ir.ente o~ c l. r·' cte res e as s o rras de 

~ 

J a c ob i e m ~ v • 

É 1 l ~(q~-l)S-1+ s1 facil ver que mv=-.9..__:_!. \: (-1 ) • Ponhamos par a abr evi a r 

a7 ªs _qY 
b 1- ·· •~s ~ b . Temos ent ao 

v ( s - 2) 
H = q 

(O<.<X< 1, (q~-1 )<?{ = aG(,=. O ( rnod 1)) 
"'"'N :z.'H 

, " ~ , 
Forme~os a s erié de potencia ~ ~erad ora~ e vamos de mon s t r a r çu e e o de-

senvo l v i ment o de u ma funçã o racio~ul d e Z . Seja O( 
, 

urr: nu rr•e ro s a t isfa zenàa 

a ~= O ( mod 1) , 0 <.Cl( <. 1, e $e ja µ.. (O() o wenor i n t e iro ta l que· 

( ql{-l ) o(= O ( mod 1). Então s e ( q "-1)~ =. O ( moa 1 ) , 9 é mÚltip ló de JJ., (C(), 

~=À.JA,( ~ ) , À i n t e iro. Cono vimo s a cima 

X ("-JA\ b ) :: X (.u.){ b ) À 
O( o( 

Por outro l a do, por (13) t e rnos 

/}..,,~)<~ ) = e -1 > CÀ-1) s /r)c ~/ 
e para e s s e e<, fixo obten,os 

<)O 

L (-1) (Ã,-l)sX.~(,µ.) (b)Ã /i4(ot)).Z,M-l:::. 
).:,.,{ 
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( O < ~ <. l, a~= O ( moa l) ) 
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II. Dadaª equação de uma hipersuperficie do espaço de s dimensões 

sobre ~, corpo com q elementos 

L · mli m 
( 19) 

ªixl • • • 
X si -0 

i:l s -:- (i =-1, ••• ,r) 

, -soluções se,ia N v o numer o àe de ssa equa çao, 
, , 

isto e, o numero de pon-

tos r a ciona is na hipersuperfic ie sobre o corpo ~~, extensão de g rau _; 

V de~. Propomq-nos estudar a série ge radora~ NyZv-l. 
V 

Pa r a isto, torre l'J'los v b 2.sta.nte gr a nde pa ra que 

j = 1, ••• , s) e consideremos a equa ção 
r 

(20) ~ 
i:l 

que r e presenta u m hiperp l a no de espa ço vetoria l der d i mens ões sobre 

>~v-
Consideremos t Dmbem o g r u po multiplica tivo B V definido pelas 

-equaçoes 

(21) 

para m~trica s 
mli 

y i = xl ••• 
m 

X si 
s 

(i = 1, ••• ,r) 

onde os x. ( j -:::. 1, • . •., s) 
J l 

descrevem independentemente k:. Então y E. t~ * i y 

e Bj) é sub-g rupo de Ey, produto d ireto de ¾v r ve zes por si próprio. 

Escrevamos a s equa ções (3) sob a fo rma 

(22) 
m 

X si= 1 
s 

, 
Fixemos os Yi de modo a s a tisfa zer (20). O numero M)) de soluções 

em x da s equações (22 ) será 

My = 1 LA1(Fl). •. Xr(Fr) 
{ Q ~ -1) r ?l, ,e 

f'J* 
onde os ')( i ( 1 ::.1, ••• , r) percorrem independenteimente 4v e os 

correm independentemente ~: ( j = 1, • • •, s), ou seja 
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\/F1) • • • XJFr) 
(QI -$.g) 

o,Cl~<l, (qY-1)~;=º (mod 1) (1:1, ••• ,r) 

xjE kt (jrl, .. . ,s) 

Fixando os qi e decompondo a sorna relativa aos x no produto de 

somas pa ra c a da xj, vemos que o fator 

~ -v mjl X mjr 
~ /\~~X j ) • • • rt}X j ) 
XjE ~~ ~ 

, 
em xj e 

(j=l, ••• ,s) 

que dá q1 -1 se gmji ct1-0 (rnod 1), e O caso contrário. Portanto 

1 L \/Y1). • • X.~ (yr) 
(qi _ 1 ) r - s ~ . \ lt 

(O~~~<l, (q~-l)~is.0 (modl) (i=l, ••• ,r) 

~ Ih j i ct i = C ( mo d 1 ) ( j = i, ••• , s ) 
Á. 

Seja Nv o número de pontos comuns ao hiperplano Av definido por 

(20) e a B~. Temos ent&o 

(24) Ni = l r-s L L X.~ (yi)... X.~Yr) 

(q~ -1) . (a.1) (O~) l 

somando para Wi E \:satisfazendo (20) e para os (ti satisfazendo 

;s mesmas cond.içÕes que em (23). 

Vamos agora considerar soma s relativas a Xq (y ) ••• X (y,,), sob 
f «..,t .J• 

diferentes condições que passamos a e ~unciar . 

º"tt1<l, Yi E ~(1::: 1, ••• ,r) 

GondiçÕes t L ª1Y1=0, l.,mji Q.1=º (rnod 1) (j=l, ••• ,s) 
i A. 

(qi-1) ct1=º (mod 1) (i=l, ••• ,r) 

Condições ( f ondiçÕes ( , mais as condiçães Yi = O e ct. 1 1= O (mod l) 
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condi çõe s t ijk' ( ijkl'•·•, com indices todos distin tQs corresponcen

do a os d os y que s ã o nulos e dos e/... que s ã o i n teiros. 

,. 
Em corr e s pondenc ia, t emos a s soma s 

A= L X ;yl) ..• X,cy ) sob a s co nd i ções t 
( y )( (!j_) (31,. "'fl r 

A .:: ~ · X.,/y
1

) ••• :\,{y ) sob a s condi çõe s o' 
1 

J. ( y )(~) ~ /l , r 

A .. . ::: L Xn1< Y1) ••• X<y) sob 2.S c ond i çÕe so iJ. 
J.J ( y )(~) ~ ~fl. r 

e Aijk ' e tc. def i n idos com a s c ondições { ijk ' •.• 

Consideremos outro gru po de condições 

~ 1( 

O~~ (1, y1 E. ~V 

Cond i ções (
1 f a 1

y1
= O , z;= mj i <l/ 1 

=o (mod 1) ( j :l, ••• ,s) 

Condi çõe s 

Condições 

( q ~ - 1 ) G( i = O ( mo d 1 ) 

. 1 [ pa ra os ~ 
't. 

-i. par a os y 

as condi ções ( 
~ ¼ 

y 1 = o ' y j E K'~ 

e mais 

pa r a os e(_ : a s condições o' e mais <X1=a(.•=º J 
( nod 1 ) 

pa r a os y: t =Y.=0, yk E:.~: (k 'fi, k #, j ) 
1 J 

L akyk=O 

e as s lm cond i çõe s i\jk'etc. Ponhamos a i nda 

AI = L Xf!J.c y ) • • • X ( y ) sob a s condições Ô) 
(y)(d(_) l1 1 ~ r 



etc •• 

Então t e rros 

(26) A = A 1 + 

A7 :::. A 1 + 
- 1 

A' 

- v' sob as condiçoes o 1 

- yl 
sob. a s condiçoes o 

ij 

+ ••• 

+ ••• 

onde na s s omas tomamos os Índices u m a u m, em segui da pares de Í ndices 
~ r 

distint os, e tc •• As equa ções do sistema {26) contem 2 termos A', e 

e x istem 2r e quações deste -tipo, e n~ que os primeir os memb ros s a.o os 

A. Reso l vendo cara A' ob t em-se 

A 1 ~ A - [ A + L 
i i (i j ) 

e porta nto 

L Ai + L AiJ. - ••• ] 
i (ij) 

Tambem A1
1
2 = 1. Por outro lado, os A com r-1 Índices são a i nda ±Ili' 

•.• r e 

üguais a 1, pois se anulamos r-1 dos y, o resta nte tambem é nulo, 

devido ; condição L a 1y 1 =O, e ente o na soma há u1r. só ter~o não 

nulo, que é o que corresponde a :nodos os (JJ nulos, X (O) ••• X (o)_ 1 ~ o o - • 

Entretanto .os A' com r-1 Índices são nulos, pois não pode wos ter 
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r-1 dos y nulos, o r-~simo em ~:, e La y =O. 
i i 

Con sideremos a soma A 

A = L Xni (y ) ••• ~ (y ) sob a s condigÕes { 
( y ) , ( ~ ) 't1 1 ~fl r 

Se ct.1 = ~ = • • • = ~r =O, somando em y i obtemos o nú.mero de pontos 

~r , ~ {r-1) 
do hiperpla no L a

1
. y. ==O, que e q • Vamos demonstrar que os 

. 1 l l: 

termos e m que a l gu ns dos ~ s ã o nulos e os restG..ntes d iferente s de 
(*) ,. 

zero tem soma nula . 

Com efeito, considere1l'Jos os te ::" mos com d. 1 : ... =<(t=º {t<r) e 

ct , ... , O/. nã o nulos, fixados. Se dermos va lores a rbitrá rios a 
t+l r 

Yt+l'•·•, Yr, e soma r mos em relação a Yl'•••,Yt, como XQ!/y1 )= 1 

(i::: 1, •.• ,t) qua lque r que seja yi' obtemos o número de po ntos do 
,. 

h i perpla no cuja s coordenada s Yt+l' ••• , Yr tem os va lores fixados. 
(y-1) 

Este nú mero é ql . Porta nto a soma dos termos cor r espondentes 
, 

a esses Q dados e 

Em cada uma da s soma s y. percorrei~, portanto, como 
J , . 

x~.não é principal {j =t+l, ••• ,r), estas soma s s ã o todas nulas. 
t 
Restr m pois apenas os termos em que q_1 ..• ~rfO, e mais e termo 

~(r-1) 
q que corresponde a q_

1
:: . . • - Ql =O. - r 

Consideremos a.gora a s seguintes condições 

Cf. A . Weil, Solutions of eguation s in fin ite fields, BuD . • Arn . 

Math. Soe., vol.55, n.5 {May,1949), p. 499. 
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O <eii < 1 , y i 

Lª1Y1 = o , 
i 

E:.. k v e 1 = 1, • • . , r ) 
- lr' li Condiçoes o L mji e{ 1 = O (mod 1) (j = 1, ••. ,s) 

e{i = O (rnod 1) ·, O<~ :<1 
\ J 

Z:ajy.=0, Linicjl?('f=-º 
J J 

Condições t/ 
( q V -1) l?( j ::O ( mod 1) 

con~içÕes t' 1 ., e tc •• 
J 

etc •• 

O r a ciocinio precedente mostra que 

A== qY(r-1) +Ali ' 

Cmod 1) (k =l, ••• ,s) 

ll 

sob as condições ~ 

- vll sob as condiçoes oÁ 

, 
pois na s sorna s com ~

1 
••• <!l -::J=º o resultado e o mesmo quer yi percor-

i r 
ra ty, quer percorra ~Y, visto que X (O)= O para todo A não principal 

Repetindo o raciocínio para os A1, etc. obtemos 

~ (r-2) 
11 

Ai= q . + Ai 

e substituindo em N\), vem 

N, = 1 [qv(r-1)_ rq~(r-2) +(r

2

\ q,J(r-3) _ ··•] + 
(qV-1)r-s } 

+ 1 [Ali - LAº 
( )) )r-s , i i q .-1 

+L 
{ij) - .. .J 

onàe os termos em A II com r e r-1 indices sã.o tomados iguais a O. 
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Vamos a gora introduzir em A'' as somas de Gauss. Para isto, conti

deremos um cara cter adj_tivo fixo lp , não prir.c:J.pa l,de ~~, e á soma 

g( XL= ~ X<x) lp (x) 

,v I* 
Se /\. não é princj_pal, )( (O)= O e podemos fazer x percorrer ~V • 

, -
Ponha.mos tx em lugar de x, com t arbitrario, nao nulo. Resulta 

g( X) = )( (t) L X(x) lf> (tx) 
X 

Permutando te x 

g (X)= X<x) ~X(t)l\>(tx ) 

LembPando que g(Ã)g(A.)= qY, temos 

g ( X ) X (x ) ~ X ( t ) 'P ( tx) = q V 

donde 

X (x) ~ g (X) L X ( t ) 1p ( tx) 
q\J t 

(para x =0, )((x) =-º e~ X (t) t.p .(O)=í; X (t) :::.O e portanto a i gu a l

da de ainda va le). 

~ -
Corno os ca ractere s que comparecem em A'' nao sao principais po-

d emos fa zer esta tra.nsfor~ação e resulta 

Alí=----1-Lg(Xct >. .• g(Í\ ).L>Xct<t1 L .. Xct(tr) • 
q'J ~ -i q,fl. t1 1 Jt 

• ~ ~ <t1Y1+• • .+tryr) 

( O ( Q/. < 1, ( q v -~ ) ~ i = O ( mo d 1 ) , Y i E. kv , 
\i . . 

\ E. ~V {i: 1, ••• ,r), ·.LaiY1= ·0: . 

Lmji ct. 1= O (mod l} (j:::-1, ••• ,s) 

Consideremos a s oma 

Z ~ Ct1Y1+• • .+tryr) 
Yi 
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l.p(t
1
y

1 
+ ••• + tryr) é um caracter do grupo Pditivo AD definido no 

espaço vetorial der dimensões pela equação La
1

y1 =o. A soma dos 
, 

valores deste ca r a cte r para todos os elementos do grupo e O se o 

cara cter nã o foi~ principal. Como lf não é caracter princi -aal de ~v, 
para que a s oma. nã o seja nula é necessário e suficiente que 

Ltiyi:O par a todo s isterra (y1 ). t a l que L a 1y1 =o, isto é~ 

ti·=ta
1
., onde t E:k~. Se isto se der, a soma [~(Lt.y1 ) dá 

Yi i i 

que 

, , ✓ (r-1) 
o nume ro de pontos de Av,que e q (ve r A. Neil, Solution s of egua-

tions in fi n i te fields, p .501). 

Por outro l ado 

e temos 

AII=. g~-1 
q v 

)

0

qV -1 se LC3(-t = O (mod 1) 

l caso constrário 

L-x (a1 ) •.. X.'"' (ar)g(X/l}) ••• g(X,<?.<~,) 
<3(, I 'àti, '-\)1 ""i I" 

A 

( O < e(~< 1, ( q -J -1 ) C?(i-= O ( mod 1) ( 1 = 1, ••• , r ) 

L m j i C3{ 1 = O ( rnod 1) ( j = 1, ••• , s ) 

lJ\ = O (mod 1)) 

'1 y 
Temos fÓrmulas a nálogas pa ra Ai , etc., sempre com o f ator 9 ;1; 

q 
o mesmo ra.cioc:Í.nio vale enqua nto houver menos de r-1 :Índices. 

Vamos definir g(Ã_) para o caracter principal. lp sendo um carac-

ter aditivo não principal 
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Seja ent a o 

B = [:X.o( {a 1 ) •.• X ( a )g (XD() ••• g (Xo< ) 
~ («,) ,, G\"11. r -t A 

sob as ,::ondi ç oes 

O ~ oi i < 1, ( q li -1 ) o{ i = I: o<. i ~ E m j 1 o( 1 -::. O ( mod 1 ) 
i 

Fa zendo a soma i;:>a r a. todos os sistemas (o{. ) e m que todos os O( 1 l . 

são d iferente s de zero obtem-se A'' L • 
' ql' -1 

a soma d os termos em que 

, JI '/) 

o<. "fO ( j j i) da -A. _g_:__ , e a ssim por diant e . Enfim, se 
J l qÍ-1 

r - 2 d os CX. ~ ~ 
s a o nulos os outros dois t en~e m se.o. Te ~os 

_)/ 
=q 

+ 

+ 

Rendo a soc1a esteric.:'ja e os s istema s (o(1 ) de r nÚ~e ros r s.cionais 

módulo 1 , não todos nulos, s at isfazendo (q)l-1) o< 1 :
O ( mod 1) e 

ma is r: o{ 
1 
= O , ~ m j i o<1 =-O ( mcd l) ( j -= 1 , • .• , s) 

i 

' Pode mos a. i nda de,r outra f orma a exn, res são de N,,. Se ~ , ••• , O( 
, '""1 r 

são difere ntes cJe zero, tE ;.1os p or ( 11) 

~ g ( X,o( ) • • • g (X.e,{ ) -= . j ( o( 1 ' · · ·' e< r) 
qY ~ ~ 

Se u m dos O(, por exemplo, ~
1

, é nulo, t e mos 

~ g (X:d). •• g (X:o( ) -= - _L g (X:.~ ) ••• g (Xo( ) 
qll .'1 }\.. qJ.I ~ /t, 

, 
Vamos definir j ( o( ) e inc.~.fl. p?.re o c a so em que um d os o<. e i e ual 

a zero. Seja por exemplo ex 
1 

'=- O ; entao p omos 
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j ( o/ 1 ' • • • ' o( r ) -= - j ( O( 2 ' •· • • ' o( r ) 

rlle. is e-;eraline:::-ite, s e t dos o< (t < ""' ) por exe 1 .. , mp o, o( l' • .. ' o( t · -s a o nulos 

j(o<1,•·•,C(r) 

Então temos 

(27) N )I-::. q- :v [ (q V-1)S _ (-l)r(q>' -J.) s - r ] + 

~. ~ 

+ .(é-1)s-r+l (L) x0('/a1) •• :xol. (er ) j( O() 

sendo a. ro:na tÓria es t er.diàa a os ;is temas (o(.) de nú meros r r.ciona is 
J. 

módulo 1, n a o todos nulos, que s a tisfazem ;s co ndi ~Õ33 

O~o(.< l, ( qY-l) o<,:.,6o( . : .[: m .. oti:. O (mod 1) (j =l, .•. ,s) J. J. J. i JJ. 

Observerros que a convenção f e ita para ,j ( o( ) qua ndo e lguns dos O( 

( ma s n i o todos) s e. o nu los conserva a vo lidRde da .fórmula ( 13), conse-
" quencia do teorema de Da venpor t e lh s se . 

co ~1di çÕe s [;o(. = L m . 1o(. =- O Cons ideremos a s 
J. j_ J J. 

( mod 1) ( j = 1, ... , s ) • 

São s+l condi çoes, i ndependentes de v , para o( l' ... , o( r. Se r ~ s+l, 
sendo r a c a r ::i cterist ica dr. ria triz dos coeficientes dos pri11:eiros mem
bros de s congru~ncia s, exi ste número finit o de soluções. Para c ada 
sistemas: ( o(. ) que s t1 tisfa~& u essa s condições (os o(. nã o sendo t odos l 

J. 
nulos), cc1~s ide re mos o ni~1,iero f (ex.) definido com sendo o menor inte iro 
t 0 l que ( q~ -1) o( -s O ( moc1 l) ( i = 1, ••• , r) • Então se ( q~ -1) o( = O C-J;.Jd 1)\ i i i 

(i-:. 1, •. • ,r), )l:..)...J1(0l.) com À i nteiro . Cons ide r emos ent ã o para e sses 
o{ s;mente a s extensões ,k>-flo<) de ~ ().:1,2, ... ). 

1v> n_ il ( 1.1,J ) ( c.11J ) Escolhendo O gerE: dor UJ de ~li de modo que N w -==- w sendo N w 

tome.da em ~>' reh::.tiVr'.mente a k , temos 

e 
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associando c os c a r ~cte~es e so d T ' mas e • f cobi i nd ices correspondentes 

a o gr ou d o cor11O e m que são tomados sobre ,k. 
p . t 

c.o a ra esse s is e me. o( 1 , • • •, e( f i xado, vemos que a série 

-L l>-f) lN'J r 
X , ,., ) X e ) -:-w ;, rJ ) ,.. }..JJ -1 , , , 

o( , c. l • • • a. J \ V\ t.. e uma "er i e geome trica >--: -1 , ot.}I; r ~ - . ele r a z a o 

(-l)r )( l>'1(a ) ••• Xlf1(a ) j LJ')( o() zf. 
~. 1 c<)t, r 

, Port::tnto se r f s+l, a série t; N1 Zv-l se decompõe na S'DlT'a de u m ) 

numero finito de séries e;e omé tricas , donJc se conclue que é o desen 

volv ~.nento d e uma fnnçã0 r a cional de z. 
Volt e mos a o prob l e-:nn i n icia J. ,q1;i.e e r a e stud::r a série ~ Nvz Y-l 

, , 
em que N ~ e o nuwero de pontos r a cionai s da h ipersuperfÍcie de 

~ equa ça o 
>' r mli :msi 
L aixl ••• . ~cs -= e 
i=l 

sobre ~. Ve mos 1u0 N Y é o n~n,e ro dos pon tos cujas c oordena da s s a o 

-t odas diferent es de zero . Fazendo na equa qs o dada xi~ O e aplrcundo 
, 

o r ac ioc i.nio pre ceden'te obtemos o nu'":1cro dos !)on tos em que x 1 ~ O e 

x .t- O { j -:f:..i), e assim por dia nte, a nula ndo em seguida duas va. rili.veis, 
J ~ Y-1 

depois tr; s , etc • • Podemos pois oecrever a s;rie 0 N~Z como 
)/ 

s~~e de séries do tipo es tuda do . 

Se s+l <. r o.x isterri in".'lritos s 5.etemas de o< 1 poss:Í.veis, e o e studo 

da. série torna - se mui to complicado. Ma s é interessante notar que 1 
1 2 O r e, 8"ltado sobre a se'r_1e nos co-ts ce sos extremos , s-=- e s = , - v 

L N z"" -1 é c onhecido por outros cami ngos. Por exen:.plo seja s ::: 1, ) 
'J/ )1 ' -

is to ~, se jn o cas o de uma. equaçao 

P(x) -=O 

e m uma Única ve.riavel, com coeficientes e:m -k . Decon~ponhnnc s P{x) 

em f n tores · ~rredutiveis sobre~: 
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ent e.o 

t.9) , , ~ J 
onde N v e o nu r:iero de s olu çoes de PJ/ ( x) = C sobre "rli; tem- se 

se 

se 

e port r. n t o 

>'~ O ( mod d y) 

vj o ( mod dy) 

C teoremf:. ~ :>.inda verda deiro par a 2 va riÉ.veis (cf. A." /e i l ''Ie8 
, , , , n 

Courbes . l g cbriques et l es vr.r i etes qui ~ 1e n deduisent - pp . 72 

e serr1ü'1tes) . Porem pnr'e c e t:1Uito d J.ficil demonstr a r o t e ore~a Oi..r a 

s ;:: 1 ou s == 2 usM:i.do a e xpressão obtidi:. ps.r a !~v • 

.cr t ret:.int o no c2so s +l < r e expres sv' o (27) permi te da r Ut"':8 l i 1;i 

t e cão i nteressant e pt, r a N)I, pe r a v fixo. 

Com ~,fe ito , pe l a fórmula ( 12) ~ 
e pe l a cor.ve~çao f eita so~re 

no cas o em que ,· l t:u n s dos o< s ã o r.ulos, t eJllOS 

j ( o( ) ) ~ q li ( r - 2 ) / 2 

Por outro l E.do, o rnimero d.e sistemas (c<i) que s P- t isfazem 

. (oi ) J 

L ex ; ~ 2= m ; 
1
o<. ~ O ( ( = 1 , . • • , s ) e ( q11 - l ) o{ i = O ( mo d 2. ) ( i::: 1 , • • . , r ) 

- i , J l. 

com O~o( ~ < 1 é da ordem de (tf -l~ r-s -l ) . Verros p'J5. s que pe r a v "!:>~ s
i 

t 2 nte g r e nde , o ~l ti!~•o tern'o de. equação ( 27) é lirr i t a do superiorn:e nte 

Y 1~ 
e m n1ÓduJ.o por q r; t:. . 




