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INTRODUGRO

0 presente trabalho teve como base o estudo das no
tas do Curso de Mecanica Conservativa ministrado pelo Orien-
tador, Prof. Dr. Waldyr HMuniz Oliva, em Recife, e leituras
paralelas por ele sugeridas.

No primeiro capitulo &€ feito um resumo sobre Alge
bra e Geometria Simpleticas. Este estudo & fundamental uma
vez que os campos de vetores hami]tbnianos, objeto central
do trabalho, sao definidos em variedades simpleticas.

_ 0 segundo capitulo @ voltado para as propriedades
basicas de campos e vetores hamiltonianos e a apresentacao
de exemplos. Desses exemplos, dois merecem especial desta-
que. Um deles fornece hamiltonianos genericamente em super
ficies compactas, de dimensao dois, sem bordo; esse exemplo
foi objeto de palestra proferida pelo Orientador no 20 Simpo
sio Internacional de Mecanica Celeste realizado em Sao Paulo.
0 segundo trata de um classico problema de Mecanica, o péndu
To esferico. Nele € descrita a geometria dos niveis de ener
gia desse sistema descrita sucintamente nas notas de aulas do
Professor E. C. Zeeman dadas no Curso de Verao (1969) na Uni
versidade de Warwick. '

0 capitulo tres desenvolveu-se por sugestdo do Ori
entador e nele ficou demonstrado que a propriedade H1 € gene
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rica para campos associados a hamiltonianas da forma energia
cinetica mais energia potencial, fixando-se a primeira e va
riando-se a segunda.

0 capitulo quatro baseia-se num artigo de M. Buchner
publicado Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, Vol.
XIV. Neste ultimo capitulo demonstra-se a genericidade da
propriedade H1 para a totalidade dos campos de vetores hamil
tonianos de uma dada variedade.
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I - FUNDAMENTOS ALGEBRICOS E GEOMETRICOS

Os sistemas Hamiltonianos encontram-se definidos
em variedades simpléticas. Neste capitulo sera entao desen-
volvido o caso linear bem como pré-requisitos para os capi-
tulos que se seguem.

I.1 - ALGEBRA SIMPLETICA

Para o caso linear o ponto de partida €& um par
(Vzn,w) onde Vzn ¢ um espaco vetorial real de dimensao par
e w € uma forma bilinear alternada emV. O par (Vzn,w) e cha
mado espaco simpletico. A forma w induz uma aplicacdo- ndo dege
nerada w
W:V — V*
(onde V* & o espaco dual de V) definida da seguinte forma:
w(v) (u) = w(v,u)
w & ndo degenerada pois se w(v) =0 segue que

w() (u) =w(v,u) =0

para qualquer u em V, e neste caso v =0 ja que w € nao dege
nerada.

Dada uma bage {ul’“°*u2n} de V seja a matriz A=aij



associada a w e definida por:

aij = w(ui,uj).

Entao, w(x,y) = xtAy onde xt € a transposta de x.

.. =w(.,u.) = -w(u.,u.) = -a.. ou seja A € anti-simétri-
i j (uy _J) CUJ ;) 54 ja A € anti-simétri

ca. A matriz J

¢ antisimétrica. Uma base para a qual A=J & chamada base 4im
pletica.

LEMA 1 - Dado um espaco simplético (Vzn,w) existe uma base
simplética.

DEMONSTRAGCAO - Seja u; um vetor qualquer de V. Como w & nao
degenerada existe Vo tal que

w(ul,vo) =c = 0.

Sejam u_ 4 = vo/c e [u;,u 41 © subespaco gerado por esses
vetores.

A seguir considere V,, o subespaco de V definido da seguin-
te maneira:

. = 1o _ 1

v, = {(vevV|w(v up) =0 -‘w(-v,un+1)} = [ug,u,q]
V="luy,u 470V, desde que w & nao degenerada em V. Por indu
cdo sobre a dimens@o existe uma base simplética de V,,
Ugseen,Up Uy ose e Uy Segue que{ul,uz,...,un,un+1,...,u2J
€ uma base de V. B

Pode-se associar a (V,w) um subconjunto das aplica

cbes lineares formado pelas aplicagbes que preservam w, de-

notado Sp(V). Assim se AESp(V) vale o seguinte:



(A*w) (u,v) = w(Au,Av) = w(u,v) (1)

A & chamada aplicacao simpletica.
Se B denotar a base simplética de V e Ag a matriz
de A nesta base:
AZJA, = J ‘ (2)
(2) segue de (1) usando a representagao matricial de w em
coordenadas simpléticas.

Considere y[-e,e] — Sp(V) uma curva diferencia-
vel tal que AO =y(0) =1 e B =a%-(y(s))

s=0
0= = Lryis)tuv(s) = BEIeIn
= w(Bu,v) tw(u,Bv) =0 (3)

A aplicacao linear B satisfazendo a igualdade (3)
& chamada aplicacdo infinitesimalmente simplLetica. O conjun
to das aplicacoes infinitesimalmente simpléticas & denotado
por sp(V). '
LEMA 2 - Se AGSp(R®™) entdo det A = 1.
DEMONSTRACAO - Se A€Sp(RZ™) vale:

Atga=J
det (AtJA) = detJ
detAt detJ detA = detd

(detA)? = 1 —> detA = 1.

Defina-se o volume @ em V por: Q(Vy,..«,Vy ) = det(w(vi,vj))



(A*Q)(Vl,...,v )

o Q(Avl,...,AVZH) =det(w(Avi,AVj)) =

det(w(vi,vj)) = Q(vl,...,VZn)
Mas A*Q = (det A)Q, pela definicao de determinante. Portanto
det A=1. B

PROPOSICAO 3 - Sejam AESp(V) e X um valor proprio de A. En-
tao 1/A, 1/X e X sao também valores proprios de A com a mes
ma multiplicidade de A.

DEMONSTRACAO - Se B for uma base simplética de V e Ag deno-
tar a matriz de A nessa base
% _
AB J AB J
1

“1 _ ate- als €
J AT = (Ap)

g) =B

= (A

P(A\) = det(AB—kI), A-variavel complexa. Tendo em conta que

-1 _

J J

P()) det(AB—AI)
= detlJ(Ag -A1)J1]
“=-det (B-ATI)
_ -1
= det(AB -AI)
o -1
= det[AB (I-AAB)]
= det (I-AAg)

= det[k(%«I—AB)]

= AMdet (% I-A)

-10"P ()
Portanto P(A) =0 <== P(1/x) = 0.

Por outro lado como V é espaco vetorial real, e sendo A com
plexo temos:



AVO = AVO

Avo kvo = AV0 = AVO

Do que foi dito acima fica claro que A,X,1/x,1/X tem a mes-
-ma multiplicidade. ]

PROPOSICAO 4 - Se A & um valor proprio de CEsp(V),entdo -2,

-X, X sdo também autovalores com a mesma multiplicidade. Em

particular se 0 & um valor proprio entao tem multiplicidade
par.

DEMONSTRACAO -Cgz denota a matriz de C em relagdo a base sim
plética B . '
P()\)

det(Cg-AT)

det[J(CB-AI)J]

det(JCBJ—kI)

det (-Cg-AI)

det(-Cé—AI)

(-1)*™ det(Cg+aI)

P(-1)

P(A) = 0 <=== P(-}A)

Analogamente ao que foi feito na Proposigao 4 tem-se que:se
A & valor proprio complexo, A também €. ]

1.2 - GEOMETRIA SIMPLETICA

-

DEFINICAO 5 - Uma estrutura simplética numa variedade M e u

ma 2-forma alternada w, ndo degenerada e fechada,isto & dw=0.



Na verdade nao ficou provado,mas para queuma Z2-for
ma alternada seja nao degenerada, € preciso que o espago te
nha dimensao par.

. 2n . s
Convenciona-se chamar o par (M",w) de variedade sim
pletica.

TEOREMA 6 - Seja W uma variedade e M =T*W seu fibrado cotan
gente. Entdo existe uma 2-forma canonica w em T*W tal que
(M,w) € uma variedade simplética. De fato w=-do onde 0 & u-
ma l-forma.

DEMONSTRACAO - Seja o seguinte diagrama

T(T*W)

2

TW

NS

m: T(T*W) — T*W & a projecao natural do espago tangente
m*:T*W — W € a projecao natural do espago cotangente.
Fixado x€EW T;W € um espago vetorial, segue que T(T;W) = T;W.

Existe uma projecao natural
. * *
p i T(TAW) — TXW.
Pode-se extendé-la a uma projecgao

p: TT*W — T*W

Assim se (x,p,u,v)ETT*W:



m(x,p,u,v) = (x,p)
p(x,p,u,v) = (x,v)
Tr* (x,p,u,v) = (x,u)

Sejam < , >x:TxWXT;W — Ra aplicacdo que associa a cada
V,W> o — w(x)(ﬁ(x)) e 8 a 1-forma ém T*W definida por:
o(U) = <Tw*U,nU>
Se w for a 2-forma definida por
W(Ul,Uz) = <Tn*U1,pU2>-<Tn*U2,pUl>
é facil verificar que w= -d6 ja que

o (x,p,u,v) = <u,p>X

W((X,P 5u1 7V1) ’ (X,pauz,vz)) = <U.1,V2> - <U.2 ,V1>

que € alternada e nao degenerada. B

Expressao de w em coordenadas locais

. 1 n . .
Seja X ,...,Xx um sistema de coordenadas locais em

w.
. (x)6T_W & uma base i=1,...,n.
1 X
9x
Essas coordenadas induzem coordenadas Vl,.._.,vn nas fibras
de TW por



1 n 1 n .
As coordenadas (X ,...,X ,V ,...,v ) em TW por sua vez indu

zem coordenadas (xl,...,xn,pl,...,pn) em T*W da seguinte ma

neira: se pXGT;W e VXGTXW

n . :
Pysvy> = 1 P (VI (vy)
j=1

n -
Nessas coordenadas 6 = ) pJdx’

j=1

n - &

w = ) dxJadp’ (1)
j=1

Um proximo passo agora vai ser o enunciado e de-
monstragcao do Teorema de Darboux que garante a existéncia de
de sistemas coordenadas locais em variedades simpléticas
tais que a expressao da forma bilinear alternada nao degene
rada € da forma (1) acima. E necessario relembrar o enuncia
do do seguinte teorema usado na demonstracao do teorema men
cionado.

TEOREMA 7 (Fluxo tubular curto) - Sejam X um campo de veto-
res em uma variedade M e p um ponto ndo critico, X(p) 0. E
xiste um sistema de coordenadas locais (U,xl,...,xn) nas vi
zinhancas de p tal que p vai em 0ER"e

Xv=—§-1-emU.
0X

(Para a demonstragao, ver [1]).

' TEOREMA 8 - Teorema de Darboux - Seja w uma 2-forma nao de-

generada sobre M°™. Entdo dw =0 (w & fechada) se i somente

n
se existe um sistema de coordenadas (U,xl,...,xn,yz,...,y )
nas vizinhancas de cada peM tal que leva p em 0ER Moe



dxtadyt
1

w

]
N1

U i

Na demonstragao do Teorema de Darboux serao usados os seguin
tes lemas:

LEMA 9 - Sejam 6 uma l-forma diferencial numa variedade M2n

tal que 6(p) =0, peM, e w =d6 nao degenerada nas vizinhan-

cas de p. Entao existe um sistema de coordenadas (U,xl,..
2n-1
X. :

]

,t) nas vizinhancas de p levando p em OGIR2n tal que

6 = (t+1)e°
én-l i aeg _ \
onde 6° = J 03dx" e —z =0 (ou seja as fungdes 62 inde-
i=1 1

pendem de t).

PROVA - Seja X o campo de vetores correspondentes a @ atra-
ves da 2-forma w

FOXOD) = X* (M)
X — XIw = 0

onde 0 (Y) =w(X,Y).
Portanto XJd®e = 6.

Como 6 (p) #0 isto implica que X(p) #0. Aplicando o Teorema

de Fluxo Tubular Curto tem-se localmente X = 5% num sistema
(U,xl,...,xzn—l,s) que leva p em 0eR?™, Mas
2n-1 i
B = _Z 6;dx” + Ads

S i=1

p(X) = (Xide)(X) = de(X,X) = 0.



- 10 =

Zn—i

Vem que 6[—5—) =A =0 donde 6 = 6. dx’.
s R
i=1
Por outro lado XJd6 =6 e
2n-1 i
de = Z dBiAdX
=1

5 2n-1 2n-1 i
=1| ) de. Adx = ) 6.dx
i=1 i=1 *t

Aplicando ambos os membros a —av, j=1,2,...,2n-1

9X
21’1—1 .. . 1 .
6. = ) de.Adxl[_@_,_a_,] [58_J _ %
J j=1 1 ds ox?
50 .
9. = —J = 9. = 0%°
J as J J
onde
8o = 99(x1,...,x2n—1) = 9.(x1,...,x2n_1,0)
i ] J
2n-1 .
6 = ) e pldx’
Pl 1
1=1

1}

s
Chamando e t+1, tem-se a mudanca de coordenadas

(xl,...,xzn—l,s) — (xl,...,xzn-l,t)

com t=eS€l,que leva 0 em 0 e portanto & uma mudanga de cooxr

denadas conveniente. Tem-se entao:



2n-1

o=

(t+1)6%dx?* @
i £

1

LEMA 10 (Poincaré) - Seja w uma forma exterior de grau k em
M tal que dw =0 (w &€ fechada). Entao para cada pEM existe u
ma vizinhanca de p tal que nessa vizinhanca w € exata, isto.

-

¢ w=de, onde 6 € de grau k-1.

PROVA - ver em [1], pag. 67.

LEMA 11 - Se MP~1
w =d6 tem posto (2n-2) nas vizinhancas de um ponto pEM, en-

tdo existe umsistema de coordenadas locais (U,xl,“.,xzn-%s)

€ uma variedade, 6 uma l-forma tal que

pEU tal que em U tem-se
6 = df+p°
f sendo uma funcao definida em U e 6° uma 1-forma dada por

2n-2 .
p = Z 69dx1
j=1 1
0
861>= ;
9s

DEMONSTRACAO - Se o posto de w=d® € 2n-2 nas vizinhangas de

p o nicleo da aplicagao
w: T(M) — T*(M)
X —s X1lw

define um campo de vetores 1ocaJ_x0 nao nulo nas vizinhangas
de p, e pelo Teorema do Fluxo Tubular Curto temos

9
Xo T 3s



1 211-2 - . .
onde (U ,x7,...,X ,s) & um conveniente sistema de coorde

nadas. Neste sistema temos

2n-2 i
p = _Z ei(x,s)dx +62n_1ds
i=1
211-2 i
e seja 6° a forma 8°= ] ei(x,O)dx .
i=1

O campo X, é tal que X;1d6 =0 ou

9 -
5§Jde =0 (*)

2n-2 i 2n-2\2n-2 236, 96y 5
Mas, db de adx™ +db,, _qAds = ) ) -+ adx™ +

i=] i=1{ j=1 ax) 3s

2n-2 936 .
+ [ z __.Z_nJ.:_]; dXJ]/\dS
j=1 9X

2n-2 36, . . 2n-2(36, 238 .
a0 = ) g dxdadxt ¢ | =2 -—22lldsadx?
i,5=1 9% i=1|8s  ox

Considerando-se a relacao (*) acima segue que

do |2, 2| =0, i=1,2,...,(2n-2)
9s 9x

36. 26
i [ i 2n71

= 0, i=1,2,...,2n-2
9S axl

2 2 2
970,  3709p.1 _ 970n-1 _ j

asaxj' BxlaxJ ijaxl Bsaxl




Donde resulta

(2% %51 _
ds|ax) axt

isto significa que os coeficientes de dé independem de s.

| 2n-2 (38; 20
de® = —(x, 0)-——~v(x 0) dx Adx)
i<j=1 ax7 ax’

Tem-se d6 = do° = d(8-6°). =0

e pelo Lema de Poincaré 6 = df +0°. B

LEMA 12 - Seja a l-forma diferencial numa variedade MZn tal

que 6(p) #0 e w=d6 € ndo degenerada nas vizinhangas de p

Entao existe um sistema de coordenadas levando p em OGRZ

'(U,xl,...,xzn z,s,t) tal que em U tem-se © = (t+1) (ds+6°) on
2n-2 i 383 263

de 8° = ) 6°dx e —& =
i1 ot 9s

=0 e além disso 6°(p) =0.

DEMONSTRACAO - Aplicando o Lema 9 temos coordenadas
1 2n-1

(U, X", ...,X ,t) de modo que 6 = (t+1)6°
2n-1 i 86°
0% = } 0 $dx” e —= = 0.
i=1 ot

Tem sentido, portanto, cénsiderar a forma 6° no hiperplano
de dimensdo (2n-1) e neste caso d6° tem posto 2n-2 (ja que
¢ uma 2-forma alternada de posto maximo) .

Pelo Lema 11 temos 6° =df+6°um aberto coordenado
(V,xl,...,xzn—2,§,t) onde

_ 2n-2 _ i
6° = ] 8{dx7,
i=1



969 36 ¢
com —= = 0 e 1 -9
95 ot

3 9 _ =0 sl 8 af _ s 8| __of
do [’a—s—,, -S-E] [dt/\df +dtag” + (t+1)d6 ][a—\, -B—E} dt/\df{—ag, -éz-t—] PR

e como d6 & nao degenerada %§i¢ 0.

Seja a correspondencia s' —s s = f-f(p).

Finalmente se 6°(p) = 0, do(p) seria degenerada ja que sen-
do do(p) = dtads + (t+1)d6°(p) teriamos

7| = 0 contrariando o fato de que dé € nao dege
9s 09X

nerada. B

de(p){i, kN

LEMA 13 - Seja 6 uma l-forma em M20 tal que 6(p) = 0 e do @
nio degenerada. Entdo existe um sistema de coordenadas nas
vizinhancas de p (U,xl,...,xn,yl,...,yn) levando p em Ogmzn

tal que em U tem-se:

(xte1)ay?
1

@
]
nes13

i
DEMONSTRACAO - Por indugao sobre a dim. de M; para n = 1 se

gue do Lema 9 pois tem-se em M?

0 = (x1+1)e° g0 = f(xzjdxz.

Sendo yl = ff(xz)dxz
dyl 5 _
— = £(x*) = 0, pois 6(p) = 0
b

entao 0 = (x1+1)dy1



= 15 =

Mas aplicando-se o Lema 12 tem-se num sistema de coordenadas

(U,xl,...,xzn_z,s,t)
6 = (t+1)(ds+8°)
2n-2_ - . 962 . 98¢
onde §° = J 8%x* e -1 - .
i=1 1 ot 0S

Aplicando-se a hipotese de inducao para 6° considerada no

subespaco s =t =0 de dimensdo (2n-2) onde d6° & ndo degene-
2n-1

rada teremos em novas coordenadas (U',yl,...,y ,t,s)
n-1 . 4
00 = § (yienaytt(®l)
i=1 .
As coordenadas gl, i=1,2,...,n-1 sao definidas por
(t+1)(yl+1) = z%+1 donde z' = [(t+DCyl+l)]—l.
nsl i+(n-1) . .
= g=(t+1l)ds +  (z +1)dy (note que o jacobiano de
i=1
(yl,...,yzn_z,t,s) para (zl,...,zn_l,yn,.;.,yznqz,s,t) tera

det 1 em 0).
DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE DARBOUX

a ” 2 :
w & uma 2-forma nao degenerada em M T se para cada ponto e

xiste um sistema de coordenadas tal que:

dxiAdyi
1

=
!
N~

i
entao dw = 0.

Reciprocamente se dw = 0 para cada ponto p€MZn existe uma vi
zinhanca onde w = d6, 6 uma forma que pode-se Supor nao se
~anular em pGMzn, ja que pode-se somar a 6 uma df convenien-

te, f sendo uma funcao. A tese segue agora do Lema 13. B

-0 -



I1- SISTEMAS HAMILTONIANOS EM VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Seja (Mzn,w) uma variedade simplética.

DEFINICAO 1 - Uma Hamiltoniana € uma funcao de classe Cr+1

definida em M a valores reais
H: M — R

A derivada exterior de H, dH, € a secao de classe
ct do espaco fibrado cotangente T*M isto e, dHGFr(T*M). Em
correspondencia a dH obtem-se um campo de vetores XHGFr(TM)
dado pelo isomorfismo w induzido por w. A seguinte notacgao
¢ frequentemente usada:

Pelo Teorema de Darboux (Teorema 8, cap.I) sabe-se
que para m€EM,existem um aberto U em M, m€U, e um sistema de

coordenadas (xl,...,xn,yl,...,yn) tal que em U w € expressa
na forma
n . .
w = ) dxJady’
j=1

Neste sistema de coordenadas tem-se as seguintes expressoes

para dH e X, respectivamente:

dH = iﬂ%dx1+ .v P M;dxn-iiﬂ%dyl+ P M;dyn
X 90X oy ay
-16-
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oH 23 oH 9 oH 9 oH 9

X, 8 — 1+ + - - -——

Ho 5yl ax ay™ ax™  ax! ay? 3x™ ay™

Seja (xl(t),...,xn(t),yl(t),...,yn(t)) uma orbita de Xy,nes
te caso: '

dx; 8H  dy; 5y -
= ¥ e | 1=1, , N
dt oy dt X

Estas sao as classicas equacoes de Hamilton.

XH(M) vai denotar o subconjunto de X(M) constituido pelos
campos de vetores Hamiltonianos.

EXEMPLO 1 - Considere duas particulas emZRS.}\posigéo de ca
da particula € descrita por (x31+1,x31+2,x31+3)
Si+1,V31+2’VSi+3),

, 1=0,1;com

i=0,1 e massas m1 e m, res
3i+3

velocidades (v

31+1,F31+2,F

pectivamente. Sejam (F ), 1=0,1, respectiva

mente as correspondentes forcas totais sobre as particulas

e pi==mlvl, i=1,2,3; pj==m2VJ, j=4,5,6, os momentos linea-

res. De acordo com a equacao de Newton
(Fl,Fz,F3)=1n1(il,i2,i3)
(Fg.Fg.Fg) =my (X, %5 %)

As equacoes acima nos fornecem:

k

¢

o - p i x®) k=1,...,6
dxi _ i o
(1) { T5 pi/ml’ i=1,2,3
dxJ :
L 7%; = pj/mz, j=4,5,6.
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Admitindo que o sistema € conservativo tem-se que a energia
potencial V(xl,...,x6) sera dada por:
F, =-2V
j 5x)
A energia cinética sera
152 2+2 3.2 4.2 5,2 62
6 + + + +
Tepl,...p0 = ¥ )7+ ()7, (p) (I"+ ()
2m1 2m2

6 . :
sendo w = ) dxJ Adp?, o campo de vetores Hamiltonianos cor-
3
respondente a fungao H

1 6 1 6 1 6
H(X sees X ,P ""ap) = T(p yeeesD )+V(X1,-'.,X6)

€ dado pelas equacOes (1).

Os campos de vetores Hamiltonianos gozam de duas im
portantes propriedades. A primeira delas € a de H se manter
constante sobre as orbitas. A segunda diz respeito a forma
w que & preservada pelo fluxo do campo.

PROPOSICAO 2 - Seja XHGXH(M) e seja ¢(t,m)=:¢t(m)o fluxo de

finido por X. Entdo H(¢(t,m)) = H(m) e ¢fw = w. Esta Glti-
ma & equivalente ao fato da aplicagao D,e(t,m): T M — T M
ser simplética.

DEMONSTRACAO - Fixado m€M seja k(t) = H(¢(t,m)). Neste caso,

para todo t, k'(t) & dado por

k'(t)

DH(¢ (t,m)) - X, (¢ (t,m))
= w(X, (¢ (t,m)) Xy (o(t,m)))= 0
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ja que w € uma forma alternada. Tem-se entao k(t) = k(0) pa-
ra todo t, ou seja

H(¢(t,m) = k(t) = k(0) = H(¢(0,m))= H(m).

Supondo M munida de coordenadas simpléticas:

A B
DXH =
C D'
onde
( 2 2
A = 3 34.] B = [ 3 H.+ ]
Laxjaxl n axJ “axl n
( 2 217.
C = ““B'—H‘I] D'=[—__8'+_Hn__i_]
L axdox ax? TMax

e -At =p': B =08Y c=ct.

Um calculo direto mostra que (DXH)tJ + J(DXy) = 0 ou seja
w(DXye, ) + w(e,DXye) = 0 (DX, € uma transformacao infini-

tesimalmente simplética).

Seja: g(t) (u,v) = (¢fw)(m) (u,v)

I

w (o, (m)) (Do, (m)u,Dp, (m)V)

g'(t) = w(o,(m) (S% Do, (mu, Do, (V) +

4

(b, (m)) (Do (m)u, 5D, (MV),

lembrando que w ¢ constante nessas coordenadas.

As relagoes w(DX -,-)*-w(-,DXH-) =0

e é%D¢t(m)u = DXH(¢t(m)u garantem que g'(t)(u,v) = 0. Is-
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to implica em ¢Ew = ¢6w = W.

Ja que

w(D$, (mu, Do, (m)v) = w(Déy(mu, Dhymv) = w(u,v) (2)

pode-se concluir que D2¢(t,m) onde D2¢(t,m) D¢t(m) € uma
transformagao simplética, para qualquer t. Reciprocamente se
D2¢(t,m) for uma transformacao simplética para todo t, vale
(2) que permite concluir que g(t)(u,v) € constante para to-

do t, o que implica que

¢;w = ¢6w = W.

DEFINICAO 3 - Sejam M uma variedade diferenciavel, X um cam

po de vetores definido em M e ¢t(m) o fluxo definido por X.
Diz-se que a funcdao F: M — R é integral primeira de X, se

para cada meM
F(¢t(m)) = F(m) VtGIm

De acordo com a Proposicao 2, a Hamiltoniana H € uma inte-
gral primeira do campo de vetores Hamiltonianos XH por ela
definido.

I1.1 - EQUAQE)ES DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

Pode-se estudar um tipo de campos de vetores Hamil
tonianos definidos em uma classe particular de variedades
simpléticas M, onde M=T*W (espago fibrado cotangente de u-
ma variedade W de classe Cr+1, r>1). Muitos exemplos da me
canica clissica sdo deste tipo, dai a importancia desse es-

tudo. E preciso no entanto lembrar que T*W possui estrutura
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de variedade simpléfica (Teorema 6, Capitulo I).

Sejam my: T(W) — W a projecao canonica e o seguin

te diagrama comutativo:

T(T(W))

Ay e (W)

T(W) T(W)

%

DEFINICAO 4 - Uma equacao diferencial de 22 ordem numa va-

riedade W € um campo de vetores X em T(W) tal que

dnwox = idT(W)

PROPOSICAO 5 ~Sejam XEX(T(W)) e (U,9) uma carta em W com

$(U) = U'cE.

Suponhamos que um representante local de X, X¢, tenha a for
ma

X¢: U'XE —— U'xEXEXE

C(u',e) — (u',e,X; (u,e),X;(u,e))
X € uma equacao de 22 ordem se e somente se para toda carta
Xl(u,e) = ¢ para todo e€E.

DEMONSTRACAO - Mo € definida de tal forma que o diagrama a

baixo seja comutativo



m
TW L > W
m lc»
T
UIxE : W¢ _*U'
Entao
. 1 "
1rw¢. U'XE ——- U

(u',e) — u'

Tendo em Yista que D(nw¢) = (wa)¢

(D U'XEXEXE —— U'xE

We
1 '
(u ’eael,ez) = (u sel)
Segue que (Dﬂw)¢oX¢ = jdentidade em U'xE se e somente se
Dm,,oX = identidade em TW. O que implica que Xl(u,e)= e se e

W
somente se X & uma equacgao diferencial de 2% ordem em TW. B

NOTA - o classico exemplo de equacgao de segunda ordem,

X = f(x,x) xEIcR

corresponde a definicao dada. De fato, (x,X)ETIcK e a equa

¢do acima € equivalente ao seguinte sistema:

Xl = X

X2 = f(x,x)
que € na verdade um campo de vetores em TI.

PROPOSICAO 6 -~ Um campo de vetores X € uma equagao de 28 or
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dem se e somente se para toda curva integral c(t) tem-se

c(t) = Fe(my(c(t)))

DEMONSTRACAO - Se X & uma equacdo de 2% ordem

dnon = 1dTw

= L (n,(c(t))) = dmy(c(t)) o c' (1)
= dmy(c(t)) » X(c(t))

= c(t).

Por outro lado se vale c(t) é%(nw(c(t))x para toda curva

integral c(t) entao

I1.2 - ESTRUTURA SIMPLETICA DO ESPACO FIBRADO

TANGENTE A UMA VARIAVEL DIFERENCIAVEL

DEFINICAO 7 - Uma Lagrangeana € uma fungao

L: TM — R

TM - espago fibrado tangente a variedade diferenciavel M.

Toda Lagrangeana L define uma aplicacao
FL: ™M —— T*M

(x,v) — dLX(x,v)



DEFINICAO 8 - Uma lagrangeana chama-se regular se FL for re-

gular em coordenadas admissiveis, isto e,

2
det——ai—é—.' Z 0.
axtox’

T+l

Se L & regular de classe C entao FL & difeomor-

. r - —~
fismo local de classe C°, e se w € a 2-forma nao degenerada

canonica de T*M, wp = (FL*)w € uma 2-forma nao degenerada
de TM.
Além disso sendo L regular (Xl,...,xn,pl;...,pn)
com pi = ig% e um sistema de coordenadas locais de TM.
X

PROPOSICAO 9 - A toda lagrangeana regular L corresponde uma

estrutura simplética w, de TM.

DEMONSTRACAO - Se (xl,...,xn,yl,...,yn) sao as coordenadas

em T*M induzidos pelas coordenadas (xl,...,xn) de M a forma

canonica w se escreve:

w

n . .
} dxtady’
1:

1

w, = (FL*)w

n . >
= (FL*) J dx“ady*
i=1

(FL*)dx 1A (FL*)dyl
1

1
o~

i

d(xteFL) ad(yLoFL)

I
nes—s
—



n ( n .
= 3 axtaalyt| 3 axd)
i=1 U 5=1 exd
n . (
= J dx'ad jﬂ%
i=1 [9X
Portanto as coordenadas (xl,...,xn, pl,...,pn) p1 = iﬂ% sao
39X
coordenadas locais simpléticas em TM. <]

Um tipo importante de lagrangeana regular & defini
do por:

L = T-Venr

em que m: TM — M & a projecdo candnica; T & a energia cine-
tica, dada pela metade da forma quadrdtica associada a uma mg
trica riemanniana kgijﬂ da variedade onde se da o movimen-
to e V a energia potencial, isto €, uma funcao definida em M,
.~ 1 n .1 .1
dependendo somente da posicdo. Sendo (X ,...,X , X ,...,X)

as coordenadas admissiveis e [gij(x)J a matriz da métrica

riemanniana no ponto x, nessas coordenadas a transformagao
FL: TM —— T*M

se escreve localmente

(oL oL i_ oL _ % .
FL = |-+, ...,-%| onde p~ = == ) g..(x)x%
[8)'(1 axn] oxt  j=1
n « @
e L= ) g X - Ven(x, %)
T i R
i,j=1
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Chama-se enengia total a soma E = T+ Ve,

Em termos de coordenadas admissiveis a energia € ex
pressa por:
n ..
E=1 | g &0V
.,j= 1J

i 1

e em termos de coordenadas simpléticas
. 1 D i
B=7 ) a.0)pp +VX
i,j=1

_ -1
onde [aij(x)J = [gij(x)] .

Desta forma & possivel definir um campo de vetores hamilto-

nianos XE correspondente a energia E, que nas coordenadas

- - . 1 n 1 n
simpléticas (X ,...,X , P ,...,P ) Se escreve:

( n .
9E
..__1.:: .X alij
ap j=1
X
3E n 5
- =.z %ﬁpj
4 L op =1
XE e %a. .
oF v 1 9 i i
e e it A s 0L
oxX oxX i,j=1 ox
X, { - .
SR LY gy
" X i,j=1 o’

E interessante constatar que X ¢ uma equacao de se

gunda ordem. De fato como:



. i = j
Xt = ) agsp
i,j=1

X, (x,%) = x (Proposigao 5).

E importante chamar atengao para o seguinte se
vy(t) = (x(t),p(t)) & uma curva integral de XE,as expressoes
locais que satisfazem Yy em coordenadas admissiveis sao as

classicas equacoes de Lagrange

_d—'--‘a_lii——ﬁIJ—i - 0, i=1,2,ooo,no
dt ax~ dx
De fato, sendo p. = oL
i .1
90X
. _ d 2L
Pi =7 1
dt 9%t
-3V n Bai. i
Por outro lado p. = - y —=L pp
i 1 i
90X i,j=1 09X
-3V 2 98ij .i
e S I ol
90X i,j=1 09x
. oL
9X

EXEMPLO 2 - Oscilador harmonico dado pela equagao de segun-
da ordem definida em R, X+ x= 0. Em coordenadas admissiveis
o campo de vetores equivalente a equagao de segunda ordem e:

X =y

y - X

e em coordenadas simpléticas (assumindo a massa unitaria)



X =7
Xy
p =-X
2,2
onde a funcdao hamiltoniana H: TW — IR e H(x,p) = -)E-—ZP—

As orbitas deste campo de vetores sao esbogadas na
figura abaixo:
p

e
)

Como os exemplos dados provém da Mecanica Classica €& bom es
tabelecer uma definicdo matemdtica de alguns conceitos fisi
cos.

A posicdo w do sistema € um ponto da vailedade de con-
fLgunacoes W.

A veLocidade W do sistema € uma tangente de W, per-

tence portanto ao plano tangente TwW de W em W.

0 estado (w,w) € um ponto do espago fibrado tangen-
te TW que € chamado espago de estados.

A enengia € uma aplicacao E: T(W) — RR.

0 momento p do sistema no ponto weW € um elementode
TEW. Na verdade p € uma aplicacao linear p: T W — R que le
va a velocidade, que lhe corresponde pelo isomorfismo, no do
bro da energia cinética em (w,V)

p(v) = g, (v,v)
== p(v) = 2T(w,v).
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A fase (w,p) do sistema & um ponto do espago cotangente T*W
que €& chamado espago de fases.

EXEMPLO 3 - Chama-se sistema conservativo com um grau de 1i
berdade o sistema descrito por uma equacao diferencial de se
gunda ordem

x = £f(x), xEIcR.

A enengia cinetica € a forma quadratica
1
T > X

A enengia potencial € a funcao

X
V(x) = -L f(s)ds, xO,XGI
0

Pode-se considerar o sistema de primeira ordem em T(I) = IxR

X =y

y = £(x)

Neste caso a energia cinética & a forma quadratica associa-

da a métrica riemanniana
g(y1:¥y) = ¥17,

A funcao E = T+V definida em T(I) a valores reais da a ener-
gla total do sistema. Assumindo m, a massa da parti'cula, i-

gual a um, o momento p € definido por:

p: T(I) — R

2

y —



isto € pE€T*(I). Pode-se entao definir um campo de vetores
em T*(I) = IxR

X =P

p = £(x)

Este campo de vetores € um campo de vetores Hamiltoniano cor
respondente a seguinte Hamiltoniana

H: T*W — R

1 . %
(x,p) —> 5P —L f(s)ds

0
isto €
. oH
X = 35
s = . oH
P X
Um caso particular deste é o oscilador harmonico,
ja mencionado, onde f(x) = -x.

Outro caso particular & o pendulo simples
X + sen x =0

cujo sistema de equacoes de primeira ordem equivalente em

>

T(R) e

=
i
<

=sen X

<
1

supondo m (massa) igual a um, tem-se:



X =p
Xy
P = -sen X
V(x) = -cosx+c' c'-constante
1
T(Xsp) = '2' p2
= 1 2 1
H(x,p) = 5 P° - cosx+c

Os pontos criticos de XH sao os pontos da forma (nm,0), n€Z

DXH(x,p) =
-COSX 0

Olhando para a parte linear do sistema nos pontos criticos

i) n € impar

‘ 0 1
DXH(nn,O)
1 0
raizes caracteristicas 1, -1, o ponto critico € uma sela.
ii) n € par
0 1
DX, (nm,0) =
H -1 0

- ¢ - . . , - . o’
ralzes caracteristicas i, =-i, o ponto critico e um centro.



EXEMPLO 4 - Seja Kg com a métrica usual e com a forma sim-

plética w=dxady. Se H(x,y) = x?, o campo de vetores hamil-

toniano XH correspondente a essa funcao H é:

I
o

X
y = -2x

Por outro lado o campo gradiente gradH correspondente a es-
sa mesma funcao & dado por:

X = 2Xx
gradH
0

y

Em ambos os casos,o conjunto dos pontos criticos € o eixo y

4 A
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EXEMPLO 5 - Hamiltonianos genericamente em superficies de di
mensao dois, compactas, sem bordo orientaveis. As variedades
desta forma sao k-toros k=0,1,... (k=0 & a esfera Sz)

PROPOSICAO [3] - Seja M uma variedade diferenciavel de di-

mensao n. As afirmacoes abaixo sao equivalentes:

a) M & orientavel
b) Existe uma n-forma nao degenerada em M.

Tem-se no caso n= 2 a equivaléncia entre orientabi
lidade e existencia de estrutura simplética.

Seja M uma tal variedade e H uma funcgao real de clas
se C?+l (r= 1). Dado p€EM, existem uma vizinhanga U de pe um
sistema de coordenadas (x,y) tal que a 2-forma nao degenera

da w & representada por w= dxady. E bom recordar a definicao

de campo de vetores gradiente associado a H, gradd em M:

dH(+) = <§radH,‘>



onde < , > denota o produto escalar da métrica riemanniana

considerada em M. Entao tem-se

<gradH,X;,> = dH(X

H = w(XH,XH) =0

1)
Conclusao - Em cada ponto os campos gradiente e hamiltonia-

no sao ortogonais. Um ponto pEM € um ponto ciiltico da fungao

H se e somente se

S = 35(p) = 0.

(U,x,y) sendo um sistema de coordenadas locais.

Um ponto critico e nao degenerado se e somente se
a matriz hessiana de H, Hg )

32H 92H
ax? dydx
H, =
92H 92%H
| 9x0dy dy? |

tem determinante nao nulo. Uma tal funcdo H é uma 4uncao de
Monse se todos os pontos singulares de H sao nao degenerados.

PROPOSICAO - Seja M uma variedade diferenciavel; o conjunto

das funcgoes de Morse e injetoras nos pontos criticos & resi

dual em CT(M) (ver [u4] para demonstracao).

XE(MZJ € o conjunto dos campos Hamiltonianos determinados

por uma funcao de Morse
(X, (M? ,Xm(Mz) analogo para os campos gradientes).
G G g campos g

XE(MZ) € genérico em XG(MZ) e



Xg(Mz) € genérico em XH(MZ).

0 seguinte teorema fornece informagoes qualitati-
vas para um conjunto ''genérico' de campos de vetores hamil-
tonianos em variedades compactas de dimensao 2.

TEOREMA - Dada uma variedade compacta de dimensdo 2, M? e-
xiste um subconjunto aberto AY¥ do espago de Banach ct (M?)
r>2, tal que:

i) A restricao de HEAT ao conjunto dos seus pontos cri-
ticos € biunivoca.

ii) Fora dos niveis criticos todas as Orbitas do campo de
vetores hamiltonianos Xy, HEAT sdo Srbitas pericdicas

iii) Todo HeAT tem pelo menos dois centros.

iv) No nivel de um centro a imagem inversa de HEA' & um
ponto (o centro) mais eventualmente um numero finito
de orbitas periodicas, e no nivel de uma sela, a ima
gem inversa de H & um "oito' mais, eventualmente, um

numero finito de orbitas periodicas.

DEMONSTRACAO - i) Segue da Proposicao anterior. ii) Como H
¢ integral primeira de XH e a imagem inversa de um valor re
gular € uma variedade compacta de dimensao 1 tem-se nesse
nivel um numero finito de orbitas periodicas. iii) Fontes e
pocos para gradH correspondem a centros para XH e selas cor
respondem a selas.

Xy = J dH (em coordenadas simpléticas)

Sendo p um ponto critico
dXy(p) = J Hg(p)

onde H(p) ¢ dado por:
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92H 9%H -
5?7(p) gggy(P)

Hy(p) =

92H 92H
i gygg(P) 5;?(?)

a matriz hessiana de H no ponto p. Como o traco de DXH(p)

@y Oy

zero entao seus valores proprios sdo dados por:
A2+-det(DXH(p)) =0
A matriz d(gradl) (p) € dada por

d(gradH) (p) = B(p)H (p)
onde B € a inversa da matriz G= (gij), matriz da métrica.
Os valores proprios de gradH no ponto critico considerado
sao dados pelas raizes da equacgao:

det(B H_-1) ou det(H -AG) = 0

isto € (detG)A% + o)+ detH_ = 0 onde detG> 0.

detHs
Temos )\1)\2 = m‘.

Portanto no caso de fonte ou po¢o para o campo gradiente
A1A2> 0 e det(DXH(p)) = detHs> 0, portanto a equagao
Azi-det(DXH(p)) = 0 tem duas raizes A = *if (B#0) e nesteca
so o ponto e um centro. No outro caso, onde A1A2< 0, o pon-
to € uma sela para o campo gradiente, neste caso
det(DXH(p))< 0 e os valores proprios para o campo XH nesse

ponto critico serao X =*a, o que caracteriza uma sela.

A condigao iii) segue do fato que gradH tem sempre pelo me-

nos um pogo e uma fonte que correspondem ao minimo absoluto



e ao maximo absoluto de H em M2.

se tenha uma sela para X

iv) Supondo que num nivel critico

> conside

re 0 a-limite para a solugao maxi-
mal vy, esse o-limite dever ser cons
tituido de um so ponto m,. De fato o
a-limite € nao vazio (M & compacta), por-
tanto se nao € um ponto € um nume-
ro infinito de pontos (porque & co

nexo), mas sendo invariante precisa conter uma variedade de

dimensao um no mesmo nivel. Mas excluindo-se mg tem-se uma

variedade nao mergulhada, absurdo pois esse nivel ndo & cri

tico para Mz-{mo} e neste caso caso a variedade mencionada

acima seria imagem inversa de valor regular e portanto mer-

gulhada. Assim fica provado (iv). B

Fg}i

Gl

ol

Fﬁgll

Pode~se tirar uma série de
- .
exemplos. Para as superficies
que se seguem H val ser a fun-
cao altura.
Na figura 1 tem-se quatro pontos cri

ticos para X dois centrosle

5; duas selaS 2 e 4., Em qual-
quer outro nivel de energia (in
terseccao com plano horizontal)
tem-se um numero finito de or-
bitas periodicas.

Nas selas, o nivel critico se-
ra um "oito". (Figura 2).

No caso da Figura 3, tem-se oi
to pontos criticos 1,3,7,8 sao
centros 2,4,5,6 sao selas (no
nivel quatro tem-se um '"oito"

e dois circulos.



4. .
Para a Figura 4 a funcao altura fornece trés cen-

tros: (1,3,4) e uma sela 2.

4G

Fig®

Na figura 5 tem-se os centros 1,2,3,14,15,16 e as
selas 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13.

EXEMPLO 6 - Pendulo esférico

Uma particula de massa unitaria movimenta-se sobre

a esfera §° sujeita somente a acao da aceleragao da gravida .

de. 0 espaco de estados € 152, A funcao hamiltoniana consi-



- 30 =

derada & a funcao que associa a cada ponto do espacgo de es-
tados a energia total:

H: TS? — R

' 1
(x,v,) — L v 17+ gh(x)
h(x) altura do ponto XES2
2
VXGTXS .

Considerando coordenadas locais Admpleticas (ql,qz,pl,pz)

o~

_1
H(X’Vx) - "2' ; 1aij (ql’qz)pipj i gh(qlaqz)

L)

-1
[a;5(q7.9)7 = [gy;5(qy,9p))
[gij(ql,qz)] - métrica riemanniana.

Com essas coordenadas o campo de vetores hamiltoni

ano X, associado a H expressa-se por:

H
2
(o = of '
ql - Bpl izlail(ql,qz)pi
2
., _ oH _
qz '5% - 1=1alz(qlaq2)pl
.
A by =- =g Mg g - S O
17" %q 8 3q %2 (4 TG 12T
. ~ 2 da. .
.o __ oh i} S

Todo ponto critico de Xy e da forma (xO,O), onde X ¢ ponto

critico de h. O sistema apresenta dois pontos criticos (x,,0)
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e (xN,O) onde X, e Xy denotam polo sul e polo norte, respec

tivamente.

A T
0 0 iapy(xg)  ay;0x)
0 0. } a21(x0) azz(xo)
DX (x,,0) = R
3%h(xy)  3%h(xy) |
-g - -g } 0 0
2 . 2 v'
3*h(xy) 9 h(x,) : .
- -g - ' 0
i 94,934, 3q5 : |

Pode-se supor que [aij(xo)] =6ij, e neste caso o0s valores
proprios de DXy (p,0) sao dados por *g/-x onde A € valor pro
prio de

azh(xo)

aqiaqj
No caso do polo sul, sendo um ponto de minimo para a funcao
altura,

Bzh(xs)

94399
possui dois autovalores positivos Ay X, € portanto DXH(XS,O)

tem quatro valores proprios imaginarios puroes: iig/Al e

tig/d,.
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O polo norte sendo um ponto de maximo para a funcao altura,
2

k) h(xN)

aqiaqj

possui dois autovalores mnegativos B, e By sendo assim

1
DXy (x,0) tem dois valores proprios positivos e dois valo-

res proprios negativos, sendo portanto uma sela.

0 nivel critico correspondendo ao valor zero & cons

tituido de um sO6 ponto (xS,O).

Seja agora o nivel de energia H_1(c), com 0 <c <2g.

H—l(c) = {(X,VX)GTszléﬂvxnz-rgh(x)==c}.

N

Se x & tal que h(x)==c/g,-%"vxﬂz==0 portanto corresponde ape
nas o vetor nulo. Se x & tal que h(x)<c/g isto € h(x) = k
tem-se }ZHVXH2 = c-gk ou seja um conjunto de vetores em T S

de norma constante e igual a vZ(c-gk). Fixado cj, 0<c4y < c

definem-se os seguintes conjuntos:

Ay = {(x,vx)GH—l(c) th)scO}
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BO ='{(x,vx)€H_1(c) h(X)ZCO} = H—l(c)—AOUBAO

12) A, € diéfeonmongo a un toro s0lido cujo borndo e constituldo por
(x,vx)GAO Tal que h(xo) = Cqe
De fato, sendo h(xo) = Cqt

F: AO-—~+IQ§R2

(x,yx)—~+

$e) DOV, I
loGeg)l 120 Gov. |

$ - projecdao estereografica com centro no polo norte.

F € um homeomorfismo sobre a imagem, e um difeomorfismo lo-
cal e portanto um difeomorfismo sobre a imagem, F(A0)=DZXS1.
O bordo de A oA

0 0
do szsl, e corresponde aos pontos de S2 cuja altura @€ o

- 2 - - -
tem imagem T~ que € o bordo do toro soli

2?) B, ¢ difeomonfo a um toro solido cufo bordo e 3Ag.
Com efeito, seja:

G: B, — > RA&R 2

Vv X X
X 1 2
ATV "SRG /I=(I-h @)

(v, ) —

Dados x€S , xi +x§ +[1-h(x)1% =1.

G(BO)chxsl. E preciso mostrar a igualdade desses con

juntos. Sejam (a,b)GszSI:

o] - b I /2Cemgh)

V?Zc-—gco) ;/2(c~gc05

c = |a|2(c—gc0) = gh
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Com h e b determina-se x ja que a = xz/x1 (o conjunto dos

pontos de altura h & difeomorfo a g4y,

Por outro lado determinado o ponto x, os vetores VXGTXSune

lhe correspondem sao fodos com norma igual a v2(c-gh) e por-
tanto & possivel determinar v tal que:
= - .
Vg V2 (c gc05a

zxsl e um difeomor

Esta aplicacdo & um homeomorfismo sobre D T
fismo local e portanto um difeomorfismo global sobre DZX§4.

A fronteira do conjunto B, corresponde aos pontos (x,vx)1ml

que [|v || = Y2(c-gc), isto & corresponde aos pontos (x,v,)
tais que h(x) = Cg» © que € o conjunto Ay -
A uB. = H (o)
0v%o (c

"‘1 - - m~ . - - -
H “(c) € a reuniao de dois toros solidos reunidos pelo seu

bordo, que & uma condicdo necessaria e suficiente para que
-1 3
H “(c) = S".

Seja agora o nivel critico de energia corresponden
te a sela (pN,O).

H(py.0) = 2g.

Quando h(x) =2 tem-se [v | =0 e portanto ao polo norte cor-
responde um unico vetor, o vetor nulo.

Se h(x) = k<2 tem-se "VX“ = /2g(2-k).

Fixado K 0 <cy <2 sejam:

I

Ay {(x,VX)CH—l(Zg)Ih(x)sco}

B

1

0 {(x,vx)eﬂ"l(zg)lh(x)z§0} = H ™ (2g) ~ Agudh,.

1°) A, & difeomorfo a um toro solido cujo bordo & cons-
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tuido por (x,vx)GAO tal que h(x) = e

A demonstragao € a mesma feita no caso anterior.
2?) By ¢ homeomorfo ao cone do toro CTZ, e o bordo de B,

A

Em primeiro lugar & preciso definir o cone do toro
Tz, denotado por cT2. Seja I =100,1]

ct? = T2xI/~
onde ~ & a relacdao de equivalencia:
(x,1)~ (x',1) <= x,x'éTz.
Para cada tel, t <1
T2x{t}/ ~ = T?x{t} = T2
Para t <1 |
Téxft} —s (S(p),Sé)
S(p) ='{xGSZ|h(x)=p}
311) = {v,6T s%|x€s(p) e |v, | = VZ(Zg=gp)}

Por argumento analogo ao visto anteriormente

(5,50 =17 e p =2z - a0y ).

Para t =1, sz{l}/~ ¢ um ponto. Usando a formula (*) para p,
p(1l) = 2 e na verdade temos um {iinico ponto de altura 2 ao
qual corresponde o vetor nulo, isto &,

S(2)

,{pN}

1
5

]
——
o
—
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Portanto, a aplicacao esta bem definida. O bordo de cone cor
responde a p(0) = c, que € na verdade 9A .

Chega-se assim a descrigdo dada em [9] que diz — "o nivel de
energia ao qual pertence o equilibrio instavel V(=(pN,O)) €
homeomorfo a um toro s6lido unido com um cone pelo seu bor-
do". '

Seja agora o nivel de energia H™l(c) com c >2g

H—l(c) = {(x,VX)GTSZ|%HVXH2-+gh(x)=c}

. 2 :
Tendo em vista que h(x) <2 para qualquer x€S° o conjunto
Co2 o2
= = —
TS {VXGTXS \” VX” V2(c—gh(x))}
¢ difeomorfo a s,

- - . 2
H 1(c) e difeomorfo a TlS ,

2 2
1,5% = {(x,v €T ,uvxu -1)

|

Tlsz ¢ homeomonfo aIﬁ (espaco projetivo de dimensao 3).

A demonstracao vai ser feita em duas etapas:

P3

u

1) S0(3)

2
2) 148

n

SO(3).

> > > _ .
Na primeira parte sendo [1,1,j,k] o grupo dos quatérnios,

H{4vai ser identificado com o espago vetorial real gerado,
por 1,1,7,%:

(t,x,y,z) — t-FxI +y§ +zi

> o T = s 5" .
Dado w = t+xi+yj+zk, w e definido como:
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4

Sscm., s®& o conjunto dos quartérnios de modulo 1.

PROPOSICAO - Existe um homomorfismo continuo sobrejetivo

3

¢: S° — SO(3)

cujo nucleo & {1,-1}.

DEMONSTRACAO - a cada u€s® & associada a transformagao 1li-
near ¢
u

W — uwu

Definida inicialmente em R, $u € linear e como

luwwu™t = |w|, ¢ ® — RA
u

€ ortogonal. Alem disso ¢u(1) =1, isto e, %y deixa invarian
te o subespagco R dos reais, logo deixa invariante seu comple

- v . - . -> > ->
mento ortogonal. Se w & um imaginario puro (w =xi +yj +zk),

uwu_1 também &, portanto ¢u: R — R> esta ben definida.¢u
= . - - -1
¢ uma matriz com colunas: uiu , uju 1, uku que dependem
continuamente de u€S”.

3

det(¢u) = +1 Vu€sS

s & conexa e para u =1 det(¢,) =1. Logo ¢ €SO(3), vues? is

to implica que

3

$p: S° — SO(3)



u— ¢, € continua

by = 9y 0y

uv

== ¢ & homomorfismo de grupos.
E facil ver que Ker¢ = {-1,1}

Resta mostrar que & sobrejetora. Como S5 & compacta e SO(3)
e conexo, basta mostrar que ¢ & aberta. Para cada uGSS,os e
lementos o4 sao C~. Como ¢ € homomorfismo de grupos, e por-
tanto tem posto constante, e sendo localmente injetivo o pos
to de ¢ & 3 e portanto & submersdo o que prova que ¢ & aber

ta. ; f
¢p(w) = ¢(w')<= w' = zw, portanto induz ¢: pd SO (3) por
passagem ao quociente. ¢ € bijecgao continua e como p3 & com

pacto e SO(3) de Hausdorff tem-se que ¢ € homeomorfismo.

Na segunda parte usa-se o fato de que s? esta imersa em R3
e define-se a seguinte aplicacao:

v: T.S% — S0(3)

1

(u,v) —— [u,v,usv]

[u,v,uav] - matriz com colunas u,Vv,UAv.

Y & o homeomorfismo desejado. Portanto T S2 = po. ]

1



II1 - NATUREZA GENERICA DA PROPRIEDADE H1 PARA CAMPOS

DE VETORES HAMILTONIANOS XH COM H=T+V

DEFINICAO 1 - Seja N wuma variedade simplética de classe

cT(r»2) de dimensdo finita satisfazendo o0
segundo axioma de enumerabilidade, Hausdor ff. Dada HGCT(N),
seja Xy o campo de vetores Hémiltoniano associado a H. Um
ponto critico p de Xy € dito H-elementarn se as seguin-

tes condigbes estao satisfeitas:

(i) p € um ponto critico ndo degenerado

(ii) qualquer autovalor de DXH(p) imaginario puro temmul

tiplicidade um

(iii) se A e u sao autovalores de DXH(p) puros imagi-

nirios com parte imaginaria positiva, entdo A e u sao
linearmente independentes sobre os inteiros, 1isto €,

mA+My # 0 quaisquer m,M em Z diferentes de zero.

DEFINICAO 2 - Uma fungdo Hamiltoniana H satisfaz a pro-

>

priedade H1 se todo ponto critico de Xy e

H-elementar.

-48-



Dada uma variedade M de Hausdorff, de <classe
Cr+1(r22) de dimensdo finita, satisfazendo ao segundo axio

ma de enumerabilidade, seu espacgo fibrado tangente TM €& uma

variedade de Hausdorff de classe Cr, de dimensao par, si

tisfazendo ao segundo axioma de enumerabilidade.

Seja G uma métrica riemanniana associada a M. G
permite transportar a estrutura canonica simplética de T*M,
fibrado co-tangente paraTM (de acordo com o Cap. II). Seja

T a metade da forma quadratica associada a G. T sera man

tida fixa no que se segue. Dada VGCr(M), seja H:TM — R
a funcgao definida por H = T+V.

0 proposito deste capitulo & a demonstragao do se-
guinte resultado:

- 0 conjunto das funcgoes VECY (M) tak que H = T+V
q

satisfaz a propriedade H1 & nesddual em Cr(M) (e portan
to denso).

c* M) vai ser munido da topologia de Whitney e nes
sas condigbes € um espaco de Baire (para quaisquer referen
cias d4s topologias no espago das fungoes definidas na varie
‘dade ver [6]).

HE (M) = {vec' (M) |H=T+V, H satisfaz a propriedade H1}

Na verdade demonstra-se que HY (M) ¢ residual no

conjunto das funcoes de Morse.

M M) = {fec' (M) | £ & uma fungd@o de Morse e injetora quan-
do restrita aos pontos criticos}

Como ja observamos MY (M) & residual em ch o).
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Seja [gij(x)] a matriz da métrica riemanniana G
num sistema de coordenadas admissiveis @1,...,xn,il,...,in)
valida na vizinhancga n—l(U) em TM, U vizinhanga de'po.
Nao ha perda de generalidade supor que gij(po)zaij' Toman
do coordenadas simpléticas (x;,...,xn,yl,...,yn) em TM, a

matriz DXH(pO) € expressa a seguir:

DXH(pO)= __________ T e [

I - identidade nxn
-1
[aij (po)] = [gij (PO)]

Seja p(A) o polindmio caracteristico de DXH(pO)

1]
—

PE(A)s det |———-r-Sss-passsman com b.. = ——= (p,)

—— -




2
AT+D gy byy
X A
pO)= A" | (1)
. 2
bn1 A +bnn
A A

= det [AZI + A]

52y
Nt SO |

Portanto se R € autovalor de -
29X axJ

(po), r=t/- B8 eauto
valor de DXy (p,) (2)

A condigdo (i) da propriedade H1 ¢ imediatamente
satisfeita por H desde que V seja uma funcao de Morse.

OQutra consequéncia imediata de (2) é: a todo autovalor posi
: 3%y - L=
tivo de — (p.) correspondem duas ralzes 1magina-
i,.J o
9X 99X
rias puras de DX, (p,), isto €, *iv B, ; analogamente a to

do autovalor negativo correspondem duas raizes caracteristi

cas reais de DXH(pO) a saber i/—BZ . (Cumpre lembrarque

2
—QTY_T (po)} sO0 possui autovalores reais).

a matriz
9X 09X

Considere-se agora o seguinte subconjunto de Mr(M):

Mz(M) = {veM' (M) | se p € ponto critico de V, a matriz

hessiana de V em p SO tem autovalores simples}

Se VGME(M) e p for ponto critico de X H=T+V, entao

DXH(p) satisfaz a condigdo (ii) de ponto H-elementar.
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LEMA 3 - MZ(M) & aberto e denso em M (M)

DEMONSTRACAO - Seja heM® (M), h & uma fungdo de Morse,

portanto s§ tem pontos criticos isolados. Como M  satis-

faz o segundo axioma de enumerabilidade os pontos criticos

sdo em quantidade enumeravel, a saber {pi}ienﬁ' Fixado py

existem uma vizinhanga' Uk de Py com Uk compacto, e

um sistema de coordenadas (ui,...,uﬁ) tais que:

i iy2
h =) Ay (uy)
lUk i=1 k k
- 3°h
onde A o i=1, , n, sao autovalores de == (pk)
aukaui

Pode-se restringir Uk’ se necessario, de forma que exista

eg tal que toda funcao g satisfazendo ||g—hHr<eg em
U, tenha um Unico ponto critico nesta vizinhanca. Seja U

uma cobertura de M, localmente finita por cartas relativa
mente compactas, de forma que Uk€u, k€N, e tal que

afk = pkﬁﬁa. Seja:

a, = — [min [[h (@)l |,0N
2 p€eU,

£ possivel encontrar e:M—> IR, uma funcdo continua, tal

que: elU < a, af IN
)

e| < ek kEN
Uk 0
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(ver [6]). Portanto na vizinhanga Wr(h,s) de h, na topo
logia de Whitney, '

W(h,e) = {ge" () | Ih (@) - g(@) I, <e (@)}

toda funcao possui pontos criticos isolados, um em cada vi-

zinhanga Uy de Py € mais nenhum. Como, cada ﬁk inter

cepta um nimero finito de U 's -existe W, tal que Wy ¢
_—_ _ . 0 5 s
vizinhanca de P © Wana = ¢_, o#k. Sejam Wk uma vizl

nhanca de 'pk tal que 'Wic Wy e P @ seguinte fungao

auxiliar:

I
=

en W

Px

1
o

em M—Wk

Para provar a densidade de ME(M) basta mostrar que em qual
quer vizinhanca V de h na topologia de Whitney existe

gEM_ (M) .

v={fen M) | lg @)-h(@)ll, <eq(@)}

a .
e;=inf e, (p) U €U
1 pGUa 1 o

Seja V's VoW (h,e)el. &€ o minimo entre os valores abso

lutos das diferencas nao nulas entre 0s autovalores de
2
2°h _ i k k -
[;—I——T (pk)]. Tomando €y = mln(ék,eo,el), a funcao g
u,ou
k™ k
definida por: | n
. fk i 2
g=h+Jop |1 ] (uy)
k j=1 n




pertence a V.

€

| S | K j\2
gl = 1 O+ i—) @)
‘Uk j=1 n - k
i o - azh
A € o j-esimo autovalor da matriz |———= (p)|-
k duidu? X
k™ "k
Fora de (Uk)keﬂq’A g=h. Da maneira como foi construida a

matriz hessiana de g em cada ponto critico tem autovalo-
res distintos. Para mostrar a abertura de Mg(M) é sufi-
ciente mostrar que dada hoGMZ(M) existe uma vizinhancga de
ho’ na topologia de Whitney, contida em MZ(M). Fixado Py

ponto critico de ho’ seja (Uk,¢k) um sistema de coordena

das ¢, = (ui,...,uﬁ . Por facilidade de notacao
azho _ j
Ak= - (pk) . A cada matriz simetrica Ak’ pode-se as
au;ou
k™ "k
: 1,2 n n ) 1 n ~ _
sociar (Ak,xk,...,xk)enz onde Ak,...,kk sao autovalo

res de Ak; a aplicacdo esta bem definida porque matrizes
simétricas sO0 tem autovalores reais. Se Ai # Ai para

i#j (Ai#o, ¥i) pode-se achar §1.>0 tal que sempre que

|A-A [ <6, A' so tem autovalores distintos e nao nulos.

2h

____ 0
Ligse
aukauk

lativamente compacto) pode-se restringir Uk mais ainda de

d

Por outro lado como € continua em Uk (Uy € re

forma que para todo pGUk
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.azho azho /
——= (p) - ———= (P ) || <6 /3
i, 1] k k

aukauk aukauk

Sendo U wuma cobertura localmente finita com cartas relati
vamente compactas de forma que Uk € U, W¥kEN, e Ua’ o€ N,

seja tal que pkﬁﬁa. Considerando a familia de numeros a

subordinada a cobertura U constituida como se segue:

. k
ay = inf {dk/S, eo} kEIN
1. |
a, = 5 sep IDh(@ |l N

(¢}

(aa>0 ja que nenhum ponto critico pertence a U_, afIN)
- - s ~ -
€ possivel determinar uma funcao continua ¢

e:M > IR

tal que O<e(p) < a, pGUa

W (hy,e) = {hes () | |l h(p)-h (@) Il <e(p)}

Se h pertence a Wr(ho,e), h tem um ponto critico pi em

cada vizinhanca Uk ,kEN e a matriz hessiana de h calcu

lada nesse ponto critico tem n autovalores distintos  ja
que:
3°h 2%h,
— (p,) - — (P ) || <
1,.] k 1, ] k
Bukauk aukauk




5%h 2h, 2%n, 22h
— (p‘)"——.———.‘ (p') + = = (p')— < < (p ) Q
in.J k 1n.] k 1,7 k in . J k
aukauk Bukauk aukauk aukauk
Sx/3 * Sxy3 < Sx - H

Falta agora mbstrar que o conjunto das funcgoes
VGMi(M) tais que os autovalores de DXH[pO) (XH campo de
-vetores associado a H=T+V) sao linearmente independentes
sobre os inteiros, para todo ponto critico Py € residual

em ME(M). Isto vai ser inicialmente provado para partes
compactas de M e em seguida globalizado.

Seguindo este esquema seja (Vi)iGIN’ um atlas de
M com cartas relativamente compactas, localmente finito.
Seja (Vi y ¢i) um sistema de coordenadas em que ¢i ex
tende-se a uma aplicacao de classe c’ enm Vi. Defina-se

a seguinte aplicacao m

mi i CT (M) > ¢F (V)

f —> £

V.
i

Em particular pode-se olhar para a restrigao de m; a ME(ML
A topologia considerada em Mg(M) € a topologia de Whitney
de classe C'. Olhar para C'(V,) com a topologia de Whit
ney é equivalentg a olhar para gr(vi) com a topologia da

convergéncia compacta. Com esta topologia, Cr(Vi) € um eg



pago metrizavel.

PROPOSICAO 4 - wi:Cr(M) > Cr(Vi) & uma aplicagao aber-

ta.
(A demonstracgao desta proposigdo € imediata usando um Lema
do Cap. 10 de [6])
Demonstra-se que, para cada 1i€IN, o conjunto das
aplicacgoes de Mg(vi) satisfazendo a condigao (iii) da pro
priedade H1 € residual en ME(V&). Para cada par (m,M),

m,M#0, define-se o conjunto:

AL {gEMg(Vi)l se p ¢ ponto critico de g a matriz

bl

hessiana de g mno ponto critico p tem autovalores

1,...,xn satisfazendo Aim+le#O ¥i,jl

- i T, —
LEMA 5 - Am,M e aberto e denso em MO(Vi)

DEMONSTRACAO - (1) A y € aberto.

2

Sejam foeAm,M e Pp>- - oPyg os pontos

- - - - l n °
criticos de fo. Fixado Dg> seja (Ul, Ugseees ug) um

sistema de coordenadas em redor de Py com U2 compacto.
Por facilidade de notagao seja:

o] aZfO
Ag®) = |53 @}

auzau2

~ - 4 . 5
se necessario, existe ¢ tal que

Restringindo U .

'Q‘ )
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|£-g |l <e, entao g tem um s6 ponto critico em Uy (*).

Seja K:Lg(ﬂfﬁﬂl)———> R® a aplicacao (definida anterior-
mente) que associa a cada matriz simétrica seus n  autova

lores. Define-se a seguinte aplicacao:

F: R ————> IRZn (matrizes mnxn)

(xl,...,xn) > mei+ij]

K e F sdo aplicagoes continuas e FoK(AZ(pz) )# 0, por
: gAY 0 o
tanto, existe &, tal que se H.A_A.l(pz)||<62 entao

FoK(A')#0. Restringe-se UR mais uma vez, se necessario,de

forma que se peU, entao:

18 () - A3 @)l < 8y

. cC _ v _ c
Seja V. = V. (U1U ces U U), VY

5 i e compacto. Dfo(p)#o

para pevg , neste caso

§ = inf_ ||[DE (p)|| > O
0 pGVE 0

Escolhendo & = min {61,...,6k,el,...,ek,60} , seja a vizi

nhancga V(fo) de fo construida como se segue:

V() = tfeuy | |1£-£ |l < 8/3}

Dada uma qualquer fGV(fO) , f so tem pontos criticos em

UlU oA Uk’ todos nao degenerados. Seja pi o ponto cri
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tico de f em UQ, vale a seguinte relagao:

2

07 f ) fo
- (p,) - —7—= (P <
1,..] L 1,.] L
aulaul auzau2
a2 f 2%f 2%f o2f
—— (py)——= (P || |57 (p)-—5—= (P)] <
s 2 1,..] A 1,..] '3 s A
auzauz auzau2 Buzau2 Bulauz
8y/5 * S4/3 < 8y
3l
Portanto -—jr—ﬁ-@Q tem autovalores linearmente independen
Bugau%

tes sobre m,M.
(ii) Am,M e denso.
Seja feMz(M), f tem py,...,pp pontos criticos. E preci

so mostrar que em qualquer vizinhanca de f existe fo per

tencente a Am,M' Fixado Pg> sejam Uz tomado como em
() e (ui,...,ug) coordenadas definidas em Uz. Pode-se

restringir os Uz, se necessario, de forma que:

n
k k.2
f‘ ) Ao (uy)
U k=1
2

. 2 % . . .
Admita-se que AL , S\ sejam tais que:

11 1
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(m x% fMAY =0
j Tk
(*%) ot | : i
m x% + M xi =0
k j

€ compacto e Df(p)#0

§, = inf [[D£(p) ||
1 peve

Dada V(£) = {geM (V,) | ||g-£ll, <&}

Sejam € _ = min €. e § = min (e _,e,8,,1)
1<j<k J ° 9 L
Fixados os numeros reais X% ,...,x% (1<2<k). Lembrando
1 ' 2

que os reais podem ser considerados como espago vetorial so
bre os racionais, qualquer base vai ter a potencia do conti
nuo (Base de Hammel). Pode-se portanto sempre achar umreal
R linearmente independente com A% ,...,x@

2 11 1,

e m, inteiros tais que 1/no < 8o/, € r, < mg. Neste

Sejam n
o

caso r2=R2 0 € linearmente independente sobre os in-
n
o %

teiros com A% ,...,A% (desde que R ¢ multiplo de

).
1 I} L 2

Sejam as seguintes funcgoes auxiliares 1<2<k

Po»



- Gl =

1 em WZ

"
o
o}
=
<l
I
=

] . . —_— ' =,
W e W v121nhgn§as de p,» com w¢:w2 e WQCUQ

k i i
_ 1.2 L 2
h = f+221 Py [rg(uz ) o+t (U, ]

i i i

n . i
_ J J 2 1 1,2 2 22
I A N I R
2
3#11,...,12
Isto completa a prova da densidade de Am,M a8
— =4 3 Vr Vi
Ai = UnnM) Am,M e residual em MO(Vi)

Ay ¢ o conjunto das fungoes de Mg(vi) satisfazendo a pro

priedade HI.

-1 1 )
m T (A = (A ) =Ty (A )

- . _ -1 - T
LG continua, portanto Bm’M—ﬂi (Am,M) e aberto em MO(M).
.——-= r.._
Am,M Mo(vi)
— T ; ’ T
Se Bm,M #MO(M),_ existe Cm,M"Cm,M aberto em Mo(M)_’
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-ur - 2 -
tal que Cm,M_Mo(M) Bm Como m. e aberta, ﬂi(Cm M)nAm M

,M’ 1 , )
. -1

= Km,M # @. Desde que Km)M c immy , (Km’M)#w mas
rilk oy = el e ) amitA ) = C L\ MNB Absur
i m,M i i m,M i m,M m,M m,M’ -

— _ T
do, portanto Bm,M = Mo (M) .

B = ﬂ;l(Ai) € residual em MZ(M)
i

o
|

{fEME(M)I se H=f+T, X, satisfaz a proprie

H

dade H1}

Com isso fica completa a prova do resultado prin-

cipal deste capitulo.



IV - NATUREZA GENERICA DA PROPRIEDADE H1 PARA

CAMPOS DE VETORES HAMILTONIANOS

Quando o objeto de estudos € o conjunto dos campos
de vetores hamiltonianos XE(M) definidos numa  variedade

simplética M, pode-se verificar que a propriedade H1 & de
natureza genérica. Da mesma maneira que anteriormente, M

satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade e a proprieda-
de de Hausdorff.

TEOREMA 1 - A propriedade Hl1 & C'-genérica em C'(M), pa
ra todo 1r>2.

PROVA DO TEOREMA - a prova do teorema vai ser feita em eta

pas. Primeiro € considerado o caso local onde M=U, U:IRmH

aberto. Sejam:

FWm = U x Rx L (RP", B x LA™, B

e j°H(P) = (p, H(p), DH(p), D?H(p)) € J*(U, W)

E claro que p € um ponto critico de H se, e somente se,

-63-
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2

s (lem,EU . 0O proximo passo € conside-

j%H(p) € UxRx {0}xL

rar um subconjunto W1 de Lz(IRZHEHD tal que se
jZH(p) € UXHQX{O}xwl pelo menos uma das trés condigoes que

definem um ponto H-elementar ndo € satisfeita. Lembrando
que sendo p um ponto critico de Xy, DXy (p) € uma trans
formagéo‘infinitesimalmente simplética, isto €, DX, (p) €

sp(TpM, w(p)) (Prop. 2 Cap. II), ve-se que no caso local e
suficiente achar um subconjunto Wl de Sp(Rznlﬂ” e tra-

ze-1lo para Lz(IRzm,IR) pela forma simplética.

. - o
Construcao de W

1

Sendo @ o corpo dos complexos, define-se

v — - ¢ (denominada apficagao de Newton)
da seguinte forma: v(cl,...,CZm) = (al,...,aZm) em que
2m 2m-1 - - NP s a
27 taqz *o..ta, € 0 untco polinomio unitario (ao—l) cu
jas raizes sao CqseeesCone Fixada uma base B para IRzm,

AB vai denotar a matriz da aplicacao linear A na base B.

A aplicacgao K:L(IRzm,ﬁRzm) > RZ™ § definida da seguin
te forma: K(A)= (al,...,aZm) onde
2 2m-1
X m+g1x tooota, S det(AB—Ix)

Com as aplicagdoes K e v assim definidas, se

2m -1 - :
, K ov(xl,..”AZm) € o conjunto de to-

Zm)

(A ’AZm) e C

1,non

das as aplicacgoes de L(IRzm,IR cujos autovalores sao




- 65 -

(Al,...,AZm). Fazendo a identificacao canonica de mzm com

mﬁm, define-se o subconjunto Vn Ncﬂgmn n,N#0; V=x+iy6%1N

se uma das trés condigOes abaixo esta satisfeita:

(i) x.=y.=0 para algum i€{1,2,...2m}
i7i

1l
o

e yi=y.' ‘para i#j

(ii) x.=x j

1l
o

(iii) x.=x e nyi+Nyj=O para i#j
Quando (n,N) varia no conjunto ZxZ fica determinada uma

quantidade enumeravel de conjuntos Vn N cada um deles de-
3
finido por um numero finito de polindomios. Um subconjunto

de €% dado pela reuniao finita de subconfuntos definidos
porn zeros de um namehro finito de polinomios ou por um nuame-
no fginito de desigualdades polinomiais e chamado de subcon

funto semialgebrico. Vn,N €, portanto, um subconjunto se

mialgébrico

Y o .. " 2m
W1 e definido por W1=Vﬂsp(R W)

com V= | K lovv

(n,N) n,N)

A" - -~ -
PROPOSICAO 2 - W e uma reuniao enumeravel de subvarieda-

1
des de sp(ﬂlmn,w).

Na demonstragao desta proposicao sao necessarios os seguin

tes lemas:

LEMA 2A - (Teorema de Tarski-Seidenberg) [5] - A imagem



por uma aplicagao algébrica de um conjunto semialgébrico €

um conjunto semialgébrico. (Uma aplicacgao £:0P —— ¢4

€ algébrica se f tem a forma:
£(x, .o P = (£ (x e xP) L, fq(xl,...,xp)) onde f, &

uma funcgao polinomial, i=l,,,.,q em xl,,,,,xp).

-

LEMA 2B - (Teorema de Whitney) [5] - todo conjunto semialgé

brico de RP € uma uniao finita de subvarieda-
des.

DEMONSTRACAO DA PROPOSICRO 2 - V_ € um conjunto semial

gébrico e K e v sao aplicagOes algébricas e pelo lema

2A, K_l(\)(Vn N)) & um conjunto semialgébrico de
2m 2 fa - .~ -
L(R", R Hﬁ. Nl, de acordo com o lema 2B, € uniao enumera

vel de subvariedades de sp(ﬂRzm,w) B

n

PROPOSICAO 3 - W1 tem interior vazio em sp(ﬂlzm,w)
_ N |
DEMONSTRACAO - Lembrando que W, = Vasp(RZ™, W) e que
v=_U_x? (V. ) W ode ser escrito da seguinte for
(n.N) vV N 1 Poe ser escrito da seguinte 1Ol
ma:

%1; (npN)[KFI(v(Vn,N»r1sp(H12m,wv)]

_ ' 1-1
: -—(n“N) [Klsp(]Rzm W)] (\)(Vn,N))

Pelo Lema-2A v (V_ ) € semialgébrico, & pertanto definido

por um nimero finito de polindémios e desilgualdades polino-
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miais a saber: f1=0,...,fq=0, g1>0,...,gn>0, hle,...,hsz.
Sejam os seguintes polinomios obtidos das expressoes ante-

riores definidos em R4 ERZ-{t=O})

”~

fi(xl""’x4m’ s,t) = fi(xl,...,x4m) 1<igq

(1) § 3. = tlg.-1 1<j<n
J J

T 1<kgm

0 conjunto de zeros dos polinomios (1) define o conjunto

\)(Vn N)X(sz{t=0}). Seja K a seguinte aplicacgao:

4m

K:sp(RZ™,w) x (R2- {£=0}) ———> R¥Mx(R%-{t=0})

X = (K , 1)
2m

sp(IR™,w)

Koy, )= (R {f=0}))=[K (v (Vn’N))X(]RZ-{t=O})

-1
SP(IRzm,w)jl

tem interior vazio pois & definido pelos zeros dos polino-

mios
FioK = 0, 1<igq, gjoK=0 I1<jn e
h,oK = 0 I<kgm .
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-1
Suponhamos que ] (\)(Vn ") tenha interior
» W)

R
Sp(m2m
nao vazio, existe A aberto em sp(IRm“,w) contido no con

junto acima. Portanto AX(Rz-{t=O}) € aberto contido em

K‘l(v(VH’N)x(Rzl—{t=O})), absurdo. Para mostrar que

-1
K (Vv )) ¢ fechado seja (y.) uma se
. [|sp(R2mgw)] n,N n’neElN =

quencia de pontos desse conjunto cujo limite e Yor A se

queéncia (yy»1,1) € convergente em K-l(v(vn N)X(IR&{t=O})L

que é fechado. Converge portanto para um ponto (v, 1, 1)

pertencente ao conjunto e pela unicidade do limite ?=yo, o
-1

que conclui a prova de que |K ] WV, ) & fe-

[ | epcmem noN

chado.

v - . o~ - - . .

W1 ¢ reuniao enumeravel de conjuntos fechados com interior
- ’\l -

vazio. Como sp(IRzm,w) e espago de Baire, W1 tem inte

v
rior vazio. Lembrando que Wl € uma reuniao enumeravel de

subvariedades pode-se concluir que a codimensao dessas sub-
variedades & 1.

Construcao de Wy

Dada BE sp(mzm,w), w(Bu,v)=w(Bv,u), quaisquer que sejam
u e Vv en R?nl. Como consequéncia a aplicacgao

F:sp(Rzm,w) ———> Li(mzm,ﬂﬂ

B > w(B+, *)
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esta bem definida e € injetora, ja que w €& nao degenerada.

Como dim sp(Rznhw)

morfismo.

ding(IRzm,]R) = m(zm+1), F & um iso

r\l - . o~ - -
Seja Wl = F(Wl), W1 € a uniao enumeravel de subvariedades

C® de condimensao 31 em Li(ﬂizm,ﬂg

GLOBALIZACAO

Para a globalizagao € necessario estabelecer um sis

tema de coordenadas na vizinhanca de um ponto N pertencen

te a um jato de ordem dois pertencente a JZ(M,HU: Define-

-se carta fibrada do jato em redor de N como uma tripla
(U,a,0)  tal que  o(N) 6 a (U)xRxL(E™, R)xL:(R*™, R),

2m

aO(U)cH{ Neste caso sendo N= (u,f(u),Df(u),DZf(u)),

a(N)= (o (w), (Foal ™) (o, (W), D(Foal ™) (o, (), IF (Foo) (o (1))
Defina-se o seguinte conjunto W ch(M,R)

W= (NeJ*(M,R) |3 (U,a,0) em torno de N tal
que a(N) € ao(u)XHk{O}le}

E facil verificar que W independe do particular sistema de

coordenadas escolhido.

Jz'(M,HU pode ser recoberto por uma quantidade enumeravel

de cartas, W & portanto uniao enumeravel de subvariedades

M. de classe C® e codimensao 22m+1 ja que dimL(R?n,R)=2m.

Da construcao feita fica claro que pEM & um ponto critico
H-elementar se e somente se:

(i) p € ponto critico
(i1)  jPH(p)gW



Portanto é suficiente mostrar que para cada i€IN o conjun

to R, definido abaixo, € residual.

R;= {Hect (M) | para todos os pontos criticos p de Xy,

3PHP) €M)

Por simplicidade de notagao passa-se a usar W para deno-

tar M..
1

PROPOSICAO 4 - sz(p)EW para todos os pontos criticos p

de X,, se e somente se szmW

H

Demonstragao - a demonstracao € imediata lembrando que

codim W»2Z2m+1 B

Seja um atlas {Vf¢i} localmente finito, enumeravel com car

tas localmente compactas e tais que ¢i pode ser extendido

cf a Vi. A; vai denotar o conjunto definido abaixo:

_ T, .2
A; ={fec” (V;) | jefmw}

Sendo ﬂiZCr(M) > Cr(vi)

f ———> f‘v

1

ﬂﬂ;l(Ai) & o conjunto de todas as funcoes de clas

se C' satisfazendo a propriedade HI . Resta mostrar que
Ay € residual em Cr(Vi).
Seja a seguinte aplicacao evp, denominada avaliagao:
sl = 2
evp.C (Vi)xVi —_—> J"(M,R)

(H,m) _ > (m,H(m) ,DH(m) ,D°H(m))




Usa-se o teorema 12-4 de [5] e mais o fato de que  dimM-
-codimW>»1 para concluir que:

(1) ev, & de classe CT -2

uma submersdao e portanto AW

O\

ii ev
(i1) ev,

A proxima definigdao € pré-requisito para a aplicagao do Teo

rema de Densidade transversal, enunciado apds a definigao:

DEFINICAO 5 - Sejam A,X,Y variedades de classe ct, f(x,Y)

o conjunto das aplicagoes de classe c’ definidas a valores

em Y, e

p:A —m> Cr(X,Y) uma aplicacao. Para cada a€A

vamos escrever p, emvez de p(a), isto € paEECr(X,Y)

Dizemos que p € uma nepneéentag&o de classe Cr se, € SO

mente se, a aplicagao

> Y

ev :AxX
P

(a,x) > p,(x)

6 uma aplicacdo de classe C' de AxX em Y

> ¢'2(V, 34 (M,R))

H— > j%n

Nesse caso pi:Cr(Vi)

TEOREMA 6 [5] (Teorema da Densidade Transversal) - sejam

A,X,Y e p como na definicao 5, e WeY uma subvarieda

de de Y.

e ev_:AxX
0

> Y a aplicacdo avaliagao. Defina-se ApcA

por:

Aw= {a € A’|paﬁW}, sendo que:
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(1) X tem dimensado n e W tem codimensao q em Y (n,q
finitos).

(2) A e X satisfazem © segundo axioma de enumerabilida-
de.

(3) r> max(0,n-q).

(4) evpﬁfw .

Nessas condigdes A € residual em A

De acordo com esta proposigao A.l e residual em Cr(Vi).

Analogamente ao que foi feito no fim do capitulo III

prova-se que

Tl(A.) & residual em C' (M) 1

B=nﬂ1 1

i
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