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l$189o uçA o

0 presente trabalho teve como base o estudo das no
tas do Curso de ílecãnica Conservativa min estrado pelo Orien-
tador, Prof. Dr. Waldyr i'lunlz 01 iva, em Recjfe, e leituras
pa ral el a s p o r el e s uge ri das

No primeiro cap:ítulo é fe ito um resumo sobre Álgg
bra e Geometria Simpléticas. Este estudo é fundamental uma

vez que os campos de vetores hamiltonianos, objeto central
do trabalho, são definidos em variedades s impléticas

0 segundo capítulo é voltado para as propriedades
básicas de campos e vetores hamiltonianos e ã apresentação
de exemplos. Desses exemplos, dois merecem especial desta-
que. Um deles fornece hamllton canos genericamente em super
flcies compactas, de dimensão dois, sem bordo; esse exemplo
foi objeto de palestr'a proferida pelo Orientador no 29 Sjmp.g
sio Internacional de l-lecânjca Celeste realizado em São Paulo
0 segundo trata de um clássico problema de Mecânica, o pênd.g
lo esférico. Nele é descrita a geometria dos níveis de ener
gia desse sistema descrita sucintamente nas notas de aulas do
Professor E. C. Zeeman dadas no Curso de Verão(1969) na Un.!
ve rsid ad e d e Wa rwi c k

0 capítulo três desenvolveu-se por sugestão do Ori
entador e nele ficou demonstrado que a propriedade HI é gen.ê

l v



V

rica para campos associados a hamiltonianas da forma energ ia
cinética mais energia potencial, fixando-se a primeira e v.!
Fiando-se a s egunda

0 capitulo quatro baseia-se num artigo de M. Buchner
publicado Proceedings of Symposia in Pune Mathematics, Vol
XIV. Neste último cap:ítulo demonstra-se a genericidade da
propriedade HI para a totalidade dos campos de vetores hamil
tona anos de uma dada variedade
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l FUNDAMENTOS ALGEBRI COS E GEOMÉTRICOS

Os sistemas Hamiltoni.anos encontram-se definidos
em variedades simpléticas. Neste capítulo seta então desen-
volvido o caso linear bem como pré-requisitos para os capí-
tulos que se seguem.

1 . 1 - ÁLGEBRA S IMPLÉTI CA

Para o caso linear o ponto de partida é um paf
(Vzn,w) onde Vzn é um espaço vetori.al real de dimensão par
e w é uma forma bi.linear alternada emV. O par (Vzn,w) é chg.
mado upaço .ó,úp.ea,toca. A forma w induz uma aplicação não deg.g
gerada w

w: V .: V*

(onde V''; é o espaço dual de V) definida da seguinte forma

Ü (v) (u) : w(v ,u)

Ú é não degenerada pois se Ü(v) 0 segue que

Ú (v) (u) = w(v,u) : 0

para qualquer u em V, e neste caso v :0 jã que w é não deg.g
iierada.

Dada uma base {ul, íu2n} de V seja a matriz A:aij



associada a w e definida por

aij : w(ui'uj)
xtAy onde xt é a transposta de x

(luj'ui) : -ajj. ou seja A é anta-simétri

Então , w(x,y)

aij : w(ui,uj)
ca. A matriz J

ê antisimétrica. Uma base para a qual A=J é chamada bale ó.ü
p,eêMca.

LEMA 1 - Dado um espaço simplõtico (Vzn,w) existe uma base
simplêtica.

DEMONSTRAÇÃO - Seja ul um vetou qualquer de V. Como w é não
degenerada existe vO tal que

w(ul 'v0) : c # 0

Sejam Un+l : vO/c e [ul,Un+l] o subespaço gerado por esses
vetores.

A seguir considere V2, o subespaço de V definido da seguin
te maneira

V2 = {veVlw(v ,u]) : 0 : w( v ,un...])} : [u].,un+l]'

V; [ul'un+l]oV2 desde que w é não degenerada em V. Por inda
ção sobre a dimensão exi.ste uma base simplêtica de V2,
u2,' '' ,Un'un+2,' ' ' 'u2n' Segue queÍul'u2'' '',Un'un+l'.. ',u2r?
é uma base de V B

Pode-se associar a (V,w) um subconjunto das aplica
ções lineares formado pelas aplicações que preservam w, de-
notado Sp(V). Asse.m se AeSp(V) vale o segui.nte



(A*w) (u ,v) w(Au,Av) = w(u,v) (1)

A ê chamada ap.e,écação .õ,émp.eê.{lca

Se B denotar a base simplética de V e An a matriz
de A nesta base

(2)

(2) segue de (1) usando a representação matricial de w em
coordenadas s implõti.cas .

Consi.dele yE-e,c] -----+ Sp(V) uma curva diferenciã-

vel tal que AO : v(o) :l e B :ai (r(s))ls:o

ig:t l. (s) t]v ( s) ] Bl"J+JB

-+ w(Bu,v) +w(u,Bv) = 0 (3)

A aplicação linear B satisfazendo a i.gualdade (3)
é chamada apZ,écação ,Cn6ln,é.te.õ,émaZmen.{e óZmpZêlZZca. O conjul
to das aplicações infinitesimalmente simpl-éticas é denotado
por sp (V)

LEMA 2 - Se AeSp(R2n) então det A = l

DEMONSTRAÇÃO - Se AeSp(]R''') vale:

A'JA :J

det(AtJA) = detJ
+

beta' detJ dota = detJ

(dota)ó = 1 :::+ detA = ÊI

Defina-se o volume Q em V por: Ç2(vl' d et (w (vi' vj ) )



(A*ç2) (vl ' Q(Avl' ,Av2n) det (w (Avi ' Avj ) )

det (w(vi'vj)) : ç2(v].,

Mas A*Q = (det A)Q, pela definição de determinante. Portanto
det A = 1. H

PROPOSIÇÃO ; - Sejam AeSp(V) e X um valor próprio de A. En-
tão l/À, l/il e 5i são também valores próprios de A com a me:
ma multiplicidade de À

DEMONSTRAÇÃO - Se B for uma base simplética de V e AB deno-
tar a matriz de A nessa base

lt tl B
J AB

PCX) : det(AB-XI) , À-variável complexa. Tendo em

J'" : J

P(À) : det(AB-ÀI)

conta que

detEJ (AB - À])J]

det(B-ÀI)

de t CABE-XI)
l

detEAB' (j]-ÀAB) ]

det (.l -ÀAB)

a.t[ ÀG. [ -AB) ]

l-A)

(-À) "P (}')

Portanto P(À) :0 <::--+ P(l/À) ,: 0.

Por outro lado como V é espaço vetorial real, e sendo À cog.
plexo temos



Avo : Àvo

Avo : Àvo :::4" Avo : Àvo

Do que foi. dito acima fi.ca claro que X,X,l/X,l/i tem a mes-
ma multiplicidade. B

PROPOSIÇÃO 4 - Se À é um valor próprio de CGsp(IV) ,então -À,
-ãl, il são também autovalores com a mesma multiplicidade. Em

particular se 0 é um valor próprio então tem multiplicidade
par

DEMONSTRAÇÃO - CB denota a matriz de C em relação à base siD
pléti.ca B

P(X) : det(CB-ÀI)

detEJ(CB-À])J]

det(IJCBJ-XI)

det (.-CÊ-ÀI)

det(-C&-ÀI)

C-l)2n det(CB+ÀI)

P (-x)

p Cx) 0 4-:-> P(-À) : 0
+

Analogamente ao que foi feito na Proposição 4 tem-se que:se
X é valor próprio complexo, ãl também é. H

1 .2 - GEOMETRIA S IMPLÉTI CA

DEFINIÇÃO 5 - Uma estrutura simplética numa variedade bT ê g
ma 2-forma alternada w, não degenerada e fechada.isto ê d\+:0



Na verdade não ficou provado,mas para queuma 2-fo!
ma alternada seja não degenerada, é preciso que o espaço tg
nha dimensão par

Convenciona-se chamar o par (M611,w) de variedade si.g
Dlética.

TEOREMA 6 - Seja IV uma variedade e M :T*lV seu fibrado cotan
gente. Então exi.ste uma 2-forma canónica w em T+lV tal que
(M,w) é uma variedade simplética. De fato w=-d0 onde 0 ê u-
ma l-forma

DEMONSTRAÇÃO Seja o seguinte diagrama

T(TÜW)

TRW

lr: T(T*lV) ---+ T*W é a projeção natural do espaço tangente
lí*:T*lV ----.-.- IV é a projeção natural do espaço cotangente.

Fixado xGlv T;W é um espaço vetorial, segue que T(Tj;w) ; T*lV.X

Existe uma proj eção natural

P,.: T(T;W) Td'W
X

Pode-se extendê=la a uma projeção

p : TT J'W -.---...> T+W

Assim se (x,p ,u ,v) É;TT*lV



T (x,P,u,v) = (x,P)

P (x ,P ,u,v) : (x,v)

Tv*Cx,P,u,v) = (x,u)

Sejam < , >x:TxWxTxlV ----- Ra aplicação que associa a c

<v,w>.. ------* w(x)(v(x)) e 0 a l-forma em T*lV definida por

0 (.U) = <Tn *U ,lrU>

Se w for a 2-forma defina.da por

w(UI'U2) : <Tv+UI'pU2> - <Tlr*U2.pula

é fácil verificar que w= -do jã que

0(lx,P,u,v) : <u,p>x

w((lx,P,ul'vl),(x,P,u2,v2)): <ul'v2> ' <u2'vl>

que ê alternada e não degenerada. B

Expressão de w em coordenadas locais

Seja xl,.. .,xn um si.stema de coordenadas locais em

ada

w.

uma base i=1,...,n.

Essas coordenadas induzem coordenadas
de TIV por

a
(x) É;T w él Xax

nas fibras

ÍVJ l



As coordenadas (xl,..., , l ..,vn) em TIV por sua vez inda
zem coordenadas (xl,...,x ,pl,...,p) em T*W da seguinte m2

negra: se pxGTxlV e vxGTxlV

<Px'vx>
n

pJ (Px) vJ (vx)j:i

Nessas coordenadas 0 } .j.,:j
j

W y d*j.dpj
j :l

(1)

Um prÓxi.mo passo agora vai ser o enunciado e de-
monstração do Teorema de Darboux que garante a existênci.a de
de sistemas coordenadas locais em variedades simpléticas
tais que a expressão da forma bilinear alternada não degen!
Fada é da forma (1) acima. É necessário relembrar o enunci.a
do do seguinte teorema usado na demonstração do teorema men
cionado.

TEOREMA 7 (Fluxo tubular curto) - Sejam X um campo de veto-
res em uma variedade M e p um ponto não crítico, X(p) #O. E
xisto um sistema de coordenadas locais (U,x',...,x") nas vj:
zi.nhanças de p tal que p vai em O€1R'' e

X -l, e« U
Dx

(Para a demonstração , ver [ 1])

TEOREbÍA 8 - Teorema de Darboux - Seja w uma 2-forma não de-
generada sobre Mzn. Então dw =0 (w é fechada) se e somente
se existe um sistema de coordenadas(U,xl,...,x ,yl,...,yn)
nas vizinhanças de cada pGM tal que leva p em 0G]R'" e



? d,.i«d,:
i:l

Na demonstração do Teorema de Darboux serão usados os seguia
tes l amas

LEMA 9 - Sejam 0 uma l-forma diferencial numa vara.edade NI'''
tal que 0(p) #O, pGM, e w :d0 não degenerada nas vizinhan-
ças de p. Então existe um sistema de coordenadas (U,x",
2n-l. t) nas vizinhanças de p levando p em OÉ;IRzn tal que

o = (t+l)o'

2n-l
onde 0o = '.E Oidxl

pendem de t)

PROVA - Seja X o campo de vetores correspondentes ã 0 atra
vés da 2-forma w

l

\

(.ou seja as funções 0' ande

Õ CX (M) )

X ----...» X .Jw = 0

onde 0 (Y) = w (X ,Y)

Portanto XJd0

Como 0(p) # 0 isto i.mplica que X(p) #O. Aplicando o Teorema
de Fluxo Tubular Curto tem-se localmente X = -ã? num sistema
(U,xl,...,x2n-l,s) que leva p em 0€R2n Mas ''

+ Ads

o (X) : (XJd0) (X) d dO (X,X)
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Vem que 0Í--i?rl =A : 0 donde

2n ldx0 : >l. ' ii:l

Por outro lado XJd0 = 0 e

dO
P.

>

é'lll :«:«*:l : llY:.:«:
Aplicando ambos os membros a ---!1l-, j:1,2,

8x'
,2n-l

'j : ::!:'.:..":l=,p1 : '.,14i : Çg-

oj : as :::» oJ i
. : eles

onde

]

l2n-l
) : o (xX j , 0)

l2n
}l.'.;o;'i*:i:l

Chamando es ; t+l, tem-se a mudança de coordenadas

(XI,..., 2n-l s) -----'-(xl,... ,x2n-l,t)

com t=es-l,que leva 0 em 0 e portanto é uma mudança de pool
denadas conveniente. Tem-se então:
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2n-l .

i=1 t+1)0g.dxZ
B

LEMA lO (Poi.ncaré) - Seja w uma forma exterior de grau k em

M tal que dw : 0 (w é fechada) . Então para cada pGM existe y.
ma vizinhança de p tal que nessa vizinhança w é exata, isto
ê w =d0, onde 0 é de grau k-l
PROVA - ver em [a] , pãg. 67

LEMA ll - Se N12n-l é uma variedade, 0 uma l-forma tal que
w Üd0 tem posto (2n-2) nas vizinhanças de um ponto pGM, ?n-
tão exi.ste lm sistema de coordenadas locais (U,xl,...,x2n-2,s)
pGU tal que em U tem-se

0 = df+0o

f sendo uma função definida em U e 0o uma l-forma dada por

2n-2

i: O ld*:

Ds

DEMONSTRAÇÃO - Se o posto de w=d0 é 2n-2 nas vizinhanças de
p o núcleo da apli.cação

Ü: T(M) ------* T* (M)

X -> XJl\r

define um campo de vetores localx. não nulo nas vizinhanças' u

de p, e pelo Teorema do Fluxo Tubular Curto temos

"0 Ds
a
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onde (U ,xl,... ,x2n-2,s) é um conveniente sistema de coordg.
nadas . Neste s isteina temos

e seja 0' a forma

O campo XO é tal que XOJd0 : 0 ou

( ')

".;. .. :::f'.:..*: .":..:«.; ::2:Í:]f n .=]..*:
. [:Xf =r '*']«-;

« : :1%: H «'«*: .]] l: -?rl*«*:
Considerando-se a relação (*) acima segue que

aoj-1-,.;2.íl = o, i=1,2, (2n-2)

:::::> 1.ii.e..} - .il!.!e-;l.l = 0 , i:1 ,2 , . . . ,2n-2
l a s

azOi a 02n-l az02n-l . a oj
3s3xj axiaxj 3xjax: asBx:

2n-2 i ds2 x,s)dx0 2n-lli:l

2n-2 l
0 o 0 (x,0)dxli:l

2n- 2 l
E. doi ,\dxdo

i:l
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Donde resulta

=]
isto significa que os coeficientes de dO independem de s

«' ::1:113'*,« 3'*,«1'*:«'*'
Tem-s e dO do' :-:, d(O-O'). : O

e pelo Lema de Poincaré 0 : df + 0o

LEMA 12 - Seja a l-forma diferenci.al numa pari.edade M''' tal
que 0(p) #O e \ü ;d0 é não degenerada nas vizinhanças de p.
Então existe um sistema de coordenadas ]evando p em 0G]R'':
(u,xl,...,x '2,s,t) tal que em U tem-se o=(t+l)(ds+ê') o:

2n-2 , a0? a01
deê': .>1 6odx] e ''] =] :0ealémdisso6'(p)#O

H

DEMONSTRAÇÃO - Aplicando o Lema 9 temos coordenadas
(U,xl,..., 2n-l t) de modo que 0: (t+1)0'

2h
Q o = >l 01dx:lll Dt

Tem senti.do, portanto, considerar a forma 0o no hiperplano
de dimensão (2n-l) e neste caso d0' tem posto 2n-2 (jã que
é uma 2-forma alternada de posto máximo)

Pelo Lema ll temos 0o =df+'6oum aberto coordenado
(V,xl,.. .,x2n-2,s',t) onde

2n-2
>l. 6ldx:0

i:l
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aê: . aõg.com
a s' at

Então, 0 = (t+l) (df+ã'), mas

e como dO é não degenerada

Seja a correspondência s' -----.* s = f-f(p)

Finalmente se Õ'(p) = 0, dO(p) seria degenerada já que sen-
do do(p) = dtAds + (t+l)dê'(p) teríamos

--ê-- = 0 contrariando o fato de que dO é não degg
ax'l

a
dO (P)

3s

negada B

LEMA 13 - Seja 0 uma l-forma em M2n tal que 0(p) # 0 e dO é
não degenerada. Então existe um sistema de coordenadas nas
vi.zinhanças de p (U,xl,..., ,yl,...,yn) levando p em 0€1IR2n

tal que em U tem-se

0 >l (x:'l)dy:
i:l

DEI'lONSTRAÇÃO - Por i.ndução sobre a dim. de M; para
gue do Lema 9 pois tem-se em Mz

o : (xl+1)0o 0' = f(x2)dx2

se

Sendo yl f(x2)dx2

:1.7 : f(x2) * 0, pois 0(p) ' 0

então 0 (xl+l)dyl
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Mas ap]icando'se o Lema ].2 tem-se num sistema de coordenadas
(U,xi, . . . , zn-z,s,t)

(ds+Õ')

at asonde 6o
22n

li:l

Aplicando-se a hipótese de indução para 0o considerada no
subespaço s :t =0 de dimensão (2n-2) onde dÕO e nao degene-
rada teremos em novas coordenadas (U',y',...,y''''",t,s)

0 o nlii (yi+l) dy z+ (n'l)i:l

As coordenadas zl, i=1,2,...,n-l são definidas por
(t+l)(yZ+l) = zZ+] donde zz : [(t+])(yz+])]-]

-» 0=(t+l)ds + }ll(zi+l)dyi.+(n-l) (jn.ote que o jacobiano de

(yl,...,y2n-2,t,s) para (,zl,...,z l,yn,
det l em 0)

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE DARBOUX

ll

,s ,t) teta

w é uma 2-forma não degenerada em M'''. Se para cada ponto .g
xiste um sistetna de coordenadas tal que:

2n

} d,.i«d,:
i:l

W

então d\ç = 0.

Reciprocamente se dw = 0 para cada ponto peM''' existe uma vi
zi.nhança onde w ; dO, 0 uma forma que pode-se supor nao se
anular em pGl\{2n, jã que pode-se somar a 0 uma df convenien-
te, f sendo uma função. A tese s egue agora do Lema 13. B



1 1 SISTEMAS HAMILTONIANOS EM VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

Seja (M2n,w) uma variedade si.mplética

DEFINIÇÃO 1 - Uma Hamiltoniana é uma função de classe C'''t
definida em M a valores reais

H: b{ } R

A derivada exterior de H, dH, é a seção de classe
Cr do espaço vibrado cotangente T*M isto é, dHCI'r(T*M). Em

correspondência a dH obtem-se um vamp.o de vetores XFICI'' (TNI)
dado pelo isomorfismo Ü induzido por \-r. A seguinte notação
é frequentemente usada

XHJw : dH

Pelo Teorema de Darboux (Teorema 8, cap.l) sabe-se
que para mÉ;NI,existem um aberto U em M, mCU, e um sistema de
coordenadas Cxl,...,x ,yl,...,yn) tal que em U w é expressa
na forma

}l dxj.dyj

Neste sistema de coordenadas tem-se as

para dH e XH respectivamente:

l]

seguintes expressões

'« : $.*: * * $'*" ' $',: '
16
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*«'S3* '$$-$$- -$$
Seja (xl(t) ,...,xn(t) ,yl(t),.. . ,yn
te caso

, y''(t)) uma órbita de XH'ne2

:b : jF,. !b :. .u
dt ay' dt 3x'

Estas são as clássicas eqüaçõa de Ham,(,C,Con.

XH(M) vai denotar o subconjunto de X(M) constituído pelos
campo.ó de ve o a fÍaml,C,Corúanoó .

EXENIPLO 1 - Considere duas partículas em tIRo. Aposição de CZ

da partícula é descrita por (x3i+l,x3i+2,x3i+3), i=0,1;com

velocidades (v3i+l,v3i+2,v3j.+3) , i=0,1 e massas ml e m2 rej.
pectivamente. Sejam (F3i+l,F3i+2,F3i+3) , i= 0,1, respectiva.
mente as correspondentes forças totais sobre as partz+culas

e pi:mlvJ , i=1,2,3; pj :m2vj, j=4,S,6, os momentos linea-
res. De acordo com a equação de Newton

Í (F]. ,F2 'F3) : m]. (1l'X2 ,X3)

l(F4 'F5 'F6) : m2 (5i4 '!5 ,5i6)

i:l , ,n

As equações acima nos fornecem

dok
dt

CI) l !a:E- : pi/ml'
dxJ

t

lF Xk

p.i/m2

,x6) k:l, ,6

i:1 ,2,3

j :4 , 5 , 6 .



18

Admitindo que o sistema é conservativo tem-se que a energia

potencial V(xl,...,x6) seta dada por

av
axJ

Fj

A energia cinéti.ca seta

Tb:,...,P\ : (pl 2' h )2. $?.-1pbz'- a\l-' a,óf
2"\ z"b

6 : :
sendo w : >1 dxJAdpJ, o campo de vetores Hamiltonianos cor-

j :l
respondenÉe ã função H

H(xl,...,x6,pl,...,p6) : T(pl,

é dado pelas equações (1)

)P6) + V(xl , ,x6)

Os campos de vetores Hamiltonianos gozam de duas in
portantos propriedades. A .primeira delas é a de H se manter
constante sobre as Órbitas. A segunda diz respeito ã forma
w que é preservada pelo fluxo do campo.

PROPOSICÃ0 2 - Seja XHCXH(M) e seja @(t,m) : $t(m) o :fluxo dg

finado por XH Então H(@(t,m)) : H(m) e 4):lw: w. Esta Últi-
ma é equivalente ao fato da aplicação D2@(t,m) : TmM ----''" T M
ser si-mplética

DEMONSTRAÇÃO - Fixado meb{ seja k(t) = H(+(t,m)) . Neste caso,

para todo t, k'(t) é dado por

k' (t): DH(4'(t,m)) 'XU('b(t,m))

wQh('P(t,m)),xN('b(t,m))) : 0
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jã que w é uma forma alternada. Tem-se então k(t) : k(0) pa-
ra todo t, ou seja

n(+(t,m)): k(t) : k(0) : H($(0,m)): H(m)

Supondo M munida de coordenadas simpléticas
[ A B ]

DX.. : ln l
L C D'j

onde

f a2u 'l
l axj axl-+nJ

9.:!!...] n'
3xJ ax:J

e -At : Dt; B : Bt; C ; Ct

Um calculo direto mostra que (DXH)tJ + J(DXH) : 0 ou seja
w(DXH',') + w(',DXH') : 0 (DXH é uma transformação infini-
tesimalmente simplética)

Seja: g(t)(u,v) :('Fila)(m)(u,v)

w(4't (m))(D'bt (m) u, D4't (m) v)

g'(t) : w(4't(m))(ãlt D$t(m)u,D4't(m)v) +

+ w(+t(m)) (D4't Cm)u,ãtD$t(m)v) ,

lembrando que w ê caM.tarde nu,6a6 coa.tdenadm

As relações w(DXH',') +w(',DXH') : 0

e i;lê-D$t(m)u : DXH(4)t(m)u garantem que g' (t)(u,v) Is
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to implica em $:w : +8w = w

Jã que

w(D4't(m)u, D$t(m)v) : w(D4'0(m)u, D'b0(m)v) : w(u,v) ( 2)

pode-se concluir que D2$(t,m) onde D2+(t,m) : D$t(m) é uma

transformação si.mplética, para qualquer t. Reciprocamente se

D?4}(t,m) for uma transformação simplética para todo t, val-e

(2) que permite concluir que g(t)(u,v). é constante para to'
do t, o que implica que

4':l" ; 'bâw : ".

DEFINIÇ:4Q..! - Sejam M uma variedade diferenciãvel, X um caD

po de vetores definido em M e $t(m) o fluxo definido por X
Diz-se que a função F: M -----+ R é integral primeira de X, se

para cada meM

F(+t(m)) : F(m) VtGI
m.

De acordo com a Proposição 2, a Hamiltoniana H é uma inte-
gral primeira do campo de vetores Hamiltonianos XH por ela
definido.

l l . l

Pode-se estudar um tipo de campos de vetores Hamil
tonianos definidos em uma classe particular de variedades
si.mpléticas M, onde hl= T*W (espaço fibrado cotangente de u-
ma variedade IV de classe Cr+l, rz 1). bluitos exemplos da mÊ

cânica clássica são deste tipo, ,daÍ a importância desse es-
tudo. É prece.se no entanto lembrar que T+lV possui estrutura



21

de variedade simplética (Teorema 6, Capítulo l)

Sejam 7rW: T(IV) ----'- W a projeção canónica e o seguia:
te diagrama comutativo

T(T(t{) )

dTr

W

dv .x
lv

T(W) T(W)

DEFINIÇÃO 4 - Uma equação diferencial de 2a ordem numa va

piedade IV é um campo de vetores X em T(W) tal que

idT(W)

PROPOSIÇÃO 5 -Sejam XeX(T(W)) e (U,$) uma carta em IV com

+(U) = U'cE

Suponhamos que um representante local de X, X$, tenha a fo=
ma

X . : U ' xE ------.> U ' xExExE
m

(u' ,e) ------* (u',e,XI(u;e) ,X2(u,e))

X é uma equação de 2a ordem se e somente se para toda carta
X.(u,e) : e para todo eeE.

DEblONSTRAÇÃO - 'nW+ é definid
t)aixo se i a comutat i.vo

diagramadd tal forma aque 0a
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TW

UtxE

WW
W

.IJ '

$

xw(>': U'xE -----+ U

Tendo em vista que D(nW.}) : (DuW)+

CD'nw)+: U'xExExE ------+ U'xE

(u' ,e,el'e2) -----''" (u' ,el)

Segue que (D7rlV)@'X$ : identidade em U'xE se e somente se
identidade em TIV. O que implica que XI(u,e) : e se e

somente se X é uma equação diferencial de 2a ordem em TIV. B

NOTA - o clássico exemplo de equação de segunda ordem,

k = f(x,l) xGlcIR

corresponde ã definição dada. De fato, (x,í)GTlclÉ e a equg
ção acima é equivalente ao seguinte sistema

xl

X2 : f(x,t)

que é na verdade um campo de vetores em TI

PROPOSIÇÃO 6 - Uln campo de vetores X é uma equação de 2a ol
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dem se e somente se para toda curva integral c(t) tem-se

c(t) : #i(vw(c(t)))

DENIONSTRAÇÃO - Se X é uma equação de 2a ordem

idTW

--> ijlÊ'(vW(c(t))) dvh-(c(t)) ' c' (t)

d'üw(c(t)) ' X(c(t))

c(t)

tg:(vW(c(t))), para todaPor outro lado se vale c(t)

integral c(t) então

curva

idTW B

11.2 - ESTRUTURA SIMPLÉTICA DO ESPAÇO FIBRADO

TANGENTE A UMA VARIÁVEL DIFEREFICIÁVEL

DEFINIÇÃO 7 - Uma l-ag angeana é uma função

L: TM } R

TM - espaço fi.brado tangente à vara.idade diferenciãvel M

Toda Lagrangeana L define uma aplicação

FL : TM ---.---> Tg' bl

(x ,v) ------* dl. (x ,v)

Lx
T M'x''
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DEFINIÇÃO 8 - Uma lagrangeana chama-se xegu,

guiar em coordenadas admissz'vais, isto é,

Se L é regular de classe Cr+l então FL é difeomor-
fismo local de classe Cr, e se w é a 2-forma não degenerada

canónica de T*l'{, wí. = (FL*)w é uma 2-forma não degenerada
de n-{

det Dzl

forFL rese

0#

ll

Além disso sendo L regular(xl,...,x,pl, ...,p )

com p : ---T é um si-stema de coordenadas locais de TM.
aü'

PROPOR!çÃQ g - A toda lagrangeana regular L corresponde uma

estrutura simplética wT. de TM

DEI'ÍONSTRAÇÃO - Se (xl,...,x ,yl,...,yn) são as coordenadas

em T*b{ induza.dos pelas coordenadas (xl,.. .,x") de M a forma

canónica w se escreve

}l d*:i«ú*l'

n
)yi

lados íx

wl (FL*)w

n . .
(FL+) }l dxzAdyl'i:l

>l (FL*)dxl'.\(FL*)dyz
i:l

>l d(xz.FL) Ad(yz.FL)
i:l
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: :i:'*:«'Í3]
Portanto as coordenadas(xl,...,xn, PI,...,P) P] = al são

aí
coordenadas locais simpléticas em TM. R

Um tipo importante de lagrangeana regular é defin.i

n .
} dxl'â.di:l

yi ,}: 3.-*;,

do por
L = '1'- Vo'R

em que lr: TM ------' M é a projeção canónica; T é a anexa,éa c,énã-

;Calca, dada pela metade da forma quadrãtica associada a uma mê.

trica riemanniana f(gii)Ü da variedade onde se dá o movimen-
to e V a ene/tg,{la pa,tencZaZI, isto é, uma função definida em I'l,

dependendo somente da posição. Sendo (xl,...,xn, j:l,...,Ín)

as coordenadas admissx+veis e [g.i.i(x)] a matriz da métrica
rieinanniana no ponto x, nessas coordenadas a transformação

FL : TM --.-.--...> T+M

se escreve localmente

rl : kal ,...,ÍH o.'' P : ;? : j>1:gijMtj

' : ià:: gij (")R::tj . v.,(,., i)
e
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Chama-se ene gla ,to,ta,C ã soma E ; T + VoT

Em termos de coordenadas admissíveis a
por

- 2i,}::gij(x)l::kj.V(,.)

energia e el
pressa

e em termos de coordenadas simpléticas

n:4 >1 ajj(x)pJpj+V(x)' i,j:l ''

onde [aij (x)] : Egij (x)]':

Desta forma é possz+vel definir um campo de vetores hamilto

danos XE correspondente ã energia E, que nas coordenadas
simpléti.cas (xl,...,x , pl,... ,p) se escreve

$ : ,}:;:;.'
aE

aP"

aE

axl
C

6

aE

Dxn

j>1:'-jpj

-$-} :,{:: >.*,,:,'
av

DXn { :,}:: >.*,.:.:
É interessante constatar que XE é uma equação de SE.

funda ordem. De fato como
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XI(x , j:) i (Proposição 5)

É importante chamar atenção para o seguinte se
y(t) : (x(t),p(t)) é uma curva integral de XE, as expressões
locais que satisfazem y eln coordenadas admissíveis são as
clássicas equações de Lagrange

d al ai.

dt 3j:z Dxz
0, i=1,2,...,n

al
De fato, sendo pi : ai

d al

aai
axJ

agi.

Por outro lado f)j
-av
a ]'

n
E

i,j :i
P pJ

=* :,{::
al
axz

B

EXEblPL0 2 - Oscilador harmónico dado pela equação de segun-
da ordem definida eln R, 5i+ x= 0. Em coordenadas admissíveis
o campo de vetores equivalente ã equação de segunda ordem é:

e em coordenadas silnpléticas (assumindo a massa unitária)
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onde a função hamiltoniana H T[V -------* ]R e H(x , p)

As Órbitas deste campo de vetores são esboçadas na
figura abaixo

Como os exemplos dados provêm da bÍecânica Clássica é bom e2.
tabelecer uma definição matemática de alguns conceitos fz's.{
cos

A paó,éção w do sisten\a é um ponto da va/üedade de col't-

6,igül,fLaçõm IV.

A ve,Êoc,idade ú do sistema é uma tangente de IV, per-
tence portanto ao plano tangente TwlV de W em IV

O a,dado (w,ü) é um ponto do espaço fibrado tangen-
te TW que é chamado upaça cíe a,tadoó

A ate/tg,Ca é uma aplicação E: T(IV) ----"+IR

O moncrüo p do sistema no ponto I'r€1V Õ ujn elementode

T.:lV. Na verdade p é uma aplicação linear p: TwW ------ R quelg
va a veloci.dado, que Ihe corresponde pelo i.somorfismo, no dg
bro da energia cinética em (w,x)

P(i) : g..(v,,Ç)
P(v) = 2T(w,v)
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A áae (w,p) do sistema é um ponto do espaço cotangente T*W
que é chamado espaço de áma.
EXEbtPL0 3 - Chama-se sistema conservativo com um grau de l.{
beldade o sistema descrito por uma equação diferencial de SÊ
Banda ordem

5t = f(x) , xGlcR

A ene/tg,éa c,CITEI;c,Cca é a forma quadrãti.ca

A ene./tala po,(cite,éaZ é a função

V(x)
X

f(s) ds ,
0

x0'x€1

Pode-ge consi.durar o sistemade primeira ordem em T(1) lxIR

Neste caso a energia cinética é a forma quadrática associa
da ã métri.ca riemanniana

g(yl,y2) : yly2

A função E = T+V definida em T(1) a valores reais dá a cite,a

g,éa ía.{afl do sistema. Assumindo m, a massa da partícula, i
qual a um, o momento p é definido por

P : T(1) ------ R

y } yz
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isto é peT*(1). Pode-se então definir um campo de vetores
em T*(1) : lxR

{: f(x)

Este campo de vetores é um campo de vetores flamiltoniano co].
respondente ã seguinte Hami.ltoniana

H: T+]V } ]R

(x,P) ------'''" '} P' f(s)ds

J.sto e

{:
aH
ap

Um caso parti.Guiar deste é o oscilador harmónico,
já mencionado , onde f(x) : -x

Outro caso particular é o pêndclZo ,6,úlpZa

x + sen

cujo sistema de equações de primeira ordem
T(n) é

equivalente em

{: sen x

supondo m (massa) igual a um, tem-se
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V(x) : -cosx+c ' c '- cons

T(x,p) : l Pz

H(x,p) : 7 Pz - cosx+c'

críticos de XH são os pontos da forma (nlT,0) , nGZ

0

DXn(x,P)
-cosx

s is t ema no s

XH
$ = -sen x

i : P

tente

do pontos crJ.tacoslineardo para a parte

i) n é impar

-~'.««..,:]: =]
raízes características 1, -1, o ponto cr

ii) n é par

DXn(n'n,0)

raízes características i i, o ponto crítico é um centro
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EXEMPLO 4 - Seja ]li2 com a métrica usual e com a forma sim
pléti.ca w= dxAdy. Se F!(x,y) = x', o campo de vetores hamil
toniano Xn correspondente a essa função H é

2x

Por outro lado o campo gradiente gradH correspondente a es
sa mesma função é dado por

:,,'« {: : :*
Em ambos os casos,o conjunto dos pontos crz'tidos é o eixo y
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EXEMPLO 5 : Hamiltonianos generi.lamente em superfícies de di

menção dois, compactas, sem bordo orientãveis. As variedades
desta forma são k-toros k=0,1,...(k=0 é a esfera S')

PROPOS[ÇÃO [3] - Seja N] uma variedade diferenciãve] de di-
mensão n. As afirmações abri.xo são equivalentes

a) M é orientãvel

b) Existe uma n-forma não degenerada em bl.

Tem-se no caso n= 2 a equivalência entre orientabi
lidade e exi.stência de estrutura simpléti.ca

Seja b{ uma tal variedade e H uma função real de clãs

se Cr+l (rz 1). Dado peM, existem uma vizi.nhança U de pe um

sistema de coordenadas (x,y) tal que a 2-forma não degenera

da w é representada por \ç:: dxAdy. É bom recordara defi-feição

de campo de vetores gradiente associado a }l, gradl{ eln M:

dH(') = <gradH,'>
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onde < , > denota o produto escalar da métrica riemanniana
consi.derada em NI. Então tem-se

<gradH,XH> : dH(XH) w(XU'XU) : 0

Conclusão - Em cada ponto os campos gradiente e hamiltonia-

no são ortogonais. Um ponto pÉ;M é um pois,to c,ftZ,üco da função
H se e somente se

ga)
CU,x,y) sendo um sistema de coordenadas locais.

Um ponto crítico e não degenerado se e somente se
a matriz hessiana de H, H.

I' a2H B2H

3x: ayax
''s

a 2li a zH
axay ay

tem determinante não nulo. Uma tal função H é uma átznção de
A404tác se todos os pontos singulares de H são não degenerados.

PROPOSIÇÃO - Seja I'{ uma variedade diferenciável; o conjunto
das funções de blorse e injetoras nos pontos críticos é res.{
dua[ em Cr(M) (ver [4] para demonstração)

Xrl(Níz) é o conjunto dos campos Hamiltonianos determinados
por uma função de Morse

(XGCf''l2) ,Xm(Mz) análogo para os ,campos gradientes)
XE(Ní:) é genérico em XG(]tl') e
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}e(Mz) é genérico em XH(Mz)

O seguinte teorema fornece informações qualitati
vas para uln conjunto ''genérico'' de campos de vetores hamil
tonianos em variedades compactas de dimensão 2

TEOREMA - Dada uma variedade compacta de dimensão 2, Mz e-
xiste um subconjunto aberto Ar do espaço de Banach Cr(Mz)
r 2 2, tal que

i) A restrição de HÉ;Ar ao conjunto dos seus pontos crí-
ticos é biunívoca

ii) Fora dos nz+veis críticos todas as Órbitas do campo de
vetores hamiltonianos Xu, HGAr são órbitas periódicas

iii) Todo HeA' tem pelo menos dois centros
iv) No nível de um centro a imagem inversa de FICA' é um

ponto (o centro) mais eventualmente um número finito
de órbitas periódi.cas, e no nível de uma sela, a img.
gem inversa de H é um ''oito'' mais, eventualmente, um

número finito de Órbitas periódicas.

DE)iONSTRAÇÃO - i) Segue da Proposição anterior. ii) Como H
é i.ntegral pri.meiga de XH e a imagem inversa de um valor re
guiar é uma variedade compacta de dimensão l tem-se nesse
nível um numero finito de Órbi.tas pedi.Ódicas. iii) Fontes e
poços para grada correspondem a centros para XH e selas col
respondem a selas

XH J dH (em coordenadas simpléticas)

Sendo p um ponto crítico

dXH(P) ; J Hs(P)

onde Hs(p) é dado por
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ns(P)

é a matriz hessiana de H no ponto p. Como o traço de DXH(p)
é zero então seus valores próprios são dados por

Xz + det(DXH(p)) : 0

A matei.z d(gradH) (p) é dada por

d(gradH)(p) B (P) Hs CP)

onde B é a inversa da matriz G= (gj.i), matriz da métrica
Os valores próprios de gradH no ponto crjltico considerado
são dados pelas raízes da equação

det(B Hs-l) ou det(Hs-ÀG) 0

isto é (detG)À' + clX + detHs
detH.

Tentos ÀIÀ2 :: 'a6ta-

0 onde detG > 0

Portanto no caso de 6ai'úa ou poço para o campo gradiente
XIÀ2 > 0 e det(DXH(p)) : detHs > 0, portanto a equação

X'+det(DXH(p)) : 0 tem duas raízes À : tiB (B#0) e nestecg:
se o ponto ê uln centro. No outro caso, onde ÀIÀ2 < 0, o pon-
to é uma sela para o campo gradiente, neste caso
det(DXn(p)) < 0 e os valores próprios para o caltlpo XH nesse
ponto crítico serão À= ta, o que caracteriza uma sela

A condição iii.) segue do fato que grada tem sempre pelo me-
nos um poço e uma fonte que correspondem ao mínimo absoluto
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e ao máximo absoluto de H em M2

iv) Supondo que num nível crx'taco
se tenha uma sela para Xn, considE.
re o a-limite para a solução maxi-
mal y, esse a-limite dever ser cole.
tituido de um sÓ ponto mn' De fato o
a-liJnite é não vazio (M é compacta) , por-

tanto se não é um ponto ê um núme-

ro infinito de pontos (porque é cg
nexo) , mas selado invariante precisa conter uma vara.idade de
dimensão um no mesmo nl'vel. Mas excluindo-se mn tem-se uma

variedade não mergulhada, absurdo pois esse nível não é cr.l
tido para blz - {mn} e neste caso caso a variedade mencionada
acitna seria imagem inve.rsa de valor regular e portanto mer-
gulhada. Assim fica provado (iv). H

Pode-se ti.rar uma série de
exemplos . Para as superfícies
que se seguem H vai ser a fun-
ção altura
Na figura l tmt-se quatro pontos crl

tacos para XH: dois centros l e
5; duas selas 2 e 4. Em qual-
quer outro nível de energia (i2;
tersecção com plano hora.zontal)
tem-se um nÍimero finito de Ór-
bitas periódicas
Nas selas , o nível crítico se-
ta um ''oito''. (Figura 2)

No caso da Fi.guia 3 , tem-se o.i
to pontos críticos 1,3,7,8 são
centros 2,4,5,6 são selas (no
nível quatro tem-se um ''oito''
e dois círculos
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Para a Figura 4 a função altura fornece três cen
tios: (]., 3,4) e uma sela 2

3

\

Na figura S tem-se os centros 1,2,3,14,15,16 e as
se[as 4,5,6,7,8,9,10,1].,12,13.
EXEMPLO 6 - Pêndulo esférico

Uma partícula. de massa uni.teria movimenta-se sobre
a esfera S2 sujeita somente ã ação da aceleração da grava.d2.
de. O espaço de estados é TSz. A função hami.ltoniana consi-
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derada é a função que associa a cada ponto do espaço de es
tados a energia total

H : TS 4 ---.--.F R

(x,v,.) --- '} llv,.ll' ' gh(x)

h(x) altura do ponto xeS &

Considerando coordenadas locais óimpzél;cécm (ql'q2 'PI 'P2)

H(x,v ) : l i,ó:laij (ql'q2)pipj + gh(ql'q2)

[aij (ql'q2)] ' Egij (ql'q2)]''

Egij(ql 'q2)] - métrica riemanniana.
com essas coordenadas o campo de vetores hamilton.i

ano Xu associado a H expressa'se por

qi : an : Í,.i(qi'q2)pi

aH : Íai2(ql'q2)piq2

\
PI

aH

aqi

aH

aq2

g .itcq: ,qP

2 M:

j:: :'i? ü:,«pp:pj

t'z g 'Jt«I'qP
2 aa.

j:: -se '-:,«pp:pj

Todo ponto crítico de XH é da forma (x0'0), onde xO é ponto
crítico de h. O sistema apresenta dois pontos críticos (xS'0)
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e (xN'0) onde xs e xN denotam polo sul e polo norte, raspe.g
tivamente

0 0

t

l

all(xO) a12(xO)

0 o. l a21(xO) a22(xO)

DXH(xo'0)
a'h(xo) a:h(xo)

g . ' g'
a< ' aqlaq2

a'h(xo) a:h(xO)

' aq2aqi aq;

t
l

0

0

0

0

Pode-se supor que [aij(xO)] :õij' e neste caso os valores
próprios de DXH(p0'0)'são dados por ]:g/:T onde À é valor prg
paio de

a :h(xn )

No caso do polo sul, sendo um ponto de mínimo para a função
altura,

aqiaqj

a'h(xs)

possui dois autovalores positivos ÀI À2 e portanto DXH(xs'0)
tem quatro valores próprios imaginários puros: . üig/ÀI e
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O polo norte sendo um ponto de máximo para a função altura,

[a 'h (xN) ]

l ;-:'-j J

possui doi.s autovalores negativos BI e B2' sendo assim
DXH(xN,0) tem dois valores próprios positivos e dois valo-
res prõpri.os negativos, sendo portanto uma sela

O nível crítico correspondendo ao valor zero é cona

ti.tuido de um sÓ ponto (xs '0)
Seja agora o nível de energia H'J'(lc), com 0 <c <2g

n'lCO : {(x,",pcTs2làl.«,.ll ' - gh(x) : '}x,vx)GTS

X
N

Se x é tal que h(x) :c/g, -;llvxll ' : 0 portanto corresponde apÊ
nas o vetou nulo. Se x .é tal que h(x) < c/g isto é h(x) : k

tem-se ;llvxllz : c-gk ou seja um conjunto de vetores em TxS'
de norma constante e igual a l/7'(IE':!FJ. Fixado cO, 0 <c0 < c
definem-se os seguintes conjuntos

Ao : {(x,vx)m'i(c) jh(x)Éco}

xS
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BO : { (x,vx)m'] (c) lh(x)2co} : n'] (c)-.AOuaA0

lç) AO ê dZáeo,ttitla,táa a wn ,to,to óõ,C,édo cu/a ba,tdo ê com;C{.;üLZdo po,t

Cx,vx)GA0 TaZ que h(xO) : cO

De fato, sendo h(xO) : cO

'*.«*, -H -:h
$ - projeção estereogrãfica com centro no polo norte.
F é um hotneolnorfi.smo sobre a imagem, e um difeomorfismo lo-
cal e portanto um difeomorfismo.sobre a imagem, F(AO):D'xS'
O bordo de A0' aA0 tem imagem T' que é o bordo do toro sóli
do D'xS", e corresponde aos pontos de S' cuja altura ê cO

2ç) BO ê d,{láeoitio 6o a wn .üa.a ,õ3,Cêdo calo bordo ê aAo

CoJn efei.to, seja

G: Bo ----"'" K4Kz
l v

Dados xGS , x;l +xã +E]-h(x)]' :l

G(BO)cD2xSI. É preciso mostrar a igualdade desses con
0 1

juntos . Sej am (a ,b) É;D 'xS '

(x,vx) ;
X

)
xl

IM*ll
./a ic-gh

C jajz(c-gc0) ; gh
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Com h e b determi.na-se x jã que a = x2/xl (o conjunto dos
pontos de altura h é difeomorfo a

Por outro lado determi.nado o ponto x, os vetores v.,.eT.,Só que
Ihe correspondem são bodo,ó com norma igual a l/7'(i:'ãii} e por-
tanto é possível determinar vx tal que:

Esta apli.cação é um holneolnorfismo sobre DZxSI e um difeomor
fi.smo local e portanto um difeolnorfismo global sobre D2xSL

A fronteira do conjunto BO corresponde aos pontos (x,vx) tal
que llvxll : /2{i:êli;}, isto é corresponde aos pontos (x,vx)
tais que h(x) ; c0' o que ê o conjunto aA0

AOuB0 : n''(c)

H'l(.c) é a reunião de dois toros sólidos reuni.dos pelo seu
bordo, que é uma conde.ção necessária e suficiente para que
n '(c) : s'

Seja agora o nível crlítico de energia correspondem.

te a sela (pN'0)

H (PN, O) : 2g

Quando h(x) :2 tem-se llv.ll =0 e portanto ao polo norte cor
responde um Único vetou, o ve.{oa. nu,Ca.

Se h(x) ; k < 2 tem-se lv*ll

Fixado c0' 0 < cO < 2 sejam:

{ (x ,vx)m'' (2g) jh(x) Kco}

{ (x,vx) a1'l(2g) jh(x)zc0} ; n'l(2g)

AO

BO Ao-aAo

IÇ) An é difeomorfo a um toro sólido cujo bordo é cons
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tuído por (x,vx)GA0 tal que h(x) : cO
A demonstração ê a mesma feita no caso anterior

2ç) BO é homeomorfo ao cone do .{o.ta CTz, e o bordo de BO
d/\ .

Em primeiro lugar é preciso definir o cone do toro
T2, denotado por CT2. Seja 1 = [0,1]

CT2 : T2xl/

onde relação de equivalência

(x,l) (x ' , l) <-n x ,x' GTz

Par.a cada tÉ;l , t < l

T2xlt}/ {t} = 1-2

Para t < l

T2*Ít} ---....- (S(P),Si)
S (p) = {xGSól h(x) =p}

SI = {vxGTxS2lxGS(p)

Por argumento análogo ao visto anteriormente

(S(p),SI) = T2 e p = 2 - (]--t)(2-c0)

Para t =1, T2xtl}/- é um ponto. Usando a fórmula (*) para p,
p(1) = 2 e na verdade temos ujn úl\ico ponto de altura 2
qual corresponde o vetou nulo, isto ê,

e ll v.ll = vr2 (2g-gp) }

(* )

.r9

ao

S (2) : ,{PN}

s! : {o}
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Portanto, a aplicação esta bem definida. O bordo de cone cor
responde a p(0) : cO que é na verdade aA0
Chega-se asse.m à descrição dada em [9] que diz -- ''o níve] de
energia ao qual pertence o equilíbrio instável V(:(pN'0)) é
homeomorfo a um toro sÓli.do unido com um cone pelo seu bor-

Seja agora o nível de energia H'x(c). com c >2g

n'l(c) : {(x,vx)a's21.âlvxll : 'gh(x):c}

do''

Tendo em vista que h(x) É2 para qualquer xGS' o conjunto

TcS2X

lê di.feomorfo a S''.

H'l(c) é difeomorfo a TIS2,

TIS2 : {(x,vx)a'S2 llvxll :l}

2GT S: {v VXXX = /2(c-gh(x)).t

T.Sz é. holne.ottlo.táo a Põ (espaço projetivo de dimensão 3)

A demonstração vai ser fei.ta em duas etapas

1) S0(3)

2) TIS'2

p3

S0(3)

Na primeira parte sendo EI,i,j,k3 o grupo dos quatérnios,

R4vai ser identificado com o espaço vetori.al real gerado
. -} -+ .+por l ,i,j,k:

-> -+ ->

(t ,x,y, z) ------- t + xi +yj + zk

Dado w t+x?+yj+zk, Ü é defina'do como
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Ú = t -x? -y3' - zk

wü : lwl: e w-l : w/lwl:

S5cIR4, SÓ õ o conjunto dos quartérnios de módulo l

PROPOSIÇÃO - Existe um homomorfismo contínuo sobrejetivo

4): Sõ ----..-- S0(3)

cujo núcleo é {l,-l}

DEi'iONSTRAÇÃO - a cada urso é associada a transformação li

lIf + u\+u

Definida inicialmente em IR4, $. é linear e como

1«--il «1, $.. : ]P . .n4'u

é ortogonal. Além disso $u(1) :1, isto é, $u deixa invarial
te o subespaço IR dos real.s, logo deixa invariante seu complÊ
mento ortogonal. Se w é um imagi.nãrio puro (w =xÍ +yÍ + zk) ,
uwu'l também é, portanto 4).:: ]]{3 .....> ]R3 esta bem definida. $..
ê uma matriz com colunas: u+u-l, u-ru-l, u.Êu-l que dependem
continuamente de uGS'

det(4,..) ; :tl VuGSs

S3 é conexa e para u :l det(+u) :l. Logo $uGS0(3) , VuGS3 ij.
to implica que

$ : Só ------- SO (3)
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u ----- + é contínua

'buv : '>u''Pv

:-o $ é homomorfismo de grupos .

É fácil ver que Ker$ = {-1,1}
Resta mostrar que é sobrejetora. Como S3 é compacta e S0(3)
é conexo, basta mostrar que + é aberta. Para cada ueS3 .os e
lementos (bu são C'. Como @ é homomorfislno de grupos, e por'
tanto tem posto constante, e sendo localmente injetivo o poã
to de @ é 3 e portanto é submersão o que prova que + é aber

+(w) : @(w')<:-:> w' : tw, portanto induz $: P3 ----....» S0(3) por
passagem ao quoci.ente. ® é bijeção contínua e como P3 é com
pacto e S0(3) de Hausdor:Êf tem-se que T é homeolnorfísmo.

Na segunda parte usa-se o fato de que S2 está imersa em ]R3

e define-se a segui.nte aplicação:

P: TISz ------+ S0(3)
(U ,V) -----» [U ,V ,UAV]

[u,v,UAv] - matriz com co]unas u,v,UAV

@ ê o homeomorfismo desejado. Portanto TIS2 = P3 B

D



1 11 - NATUREZA GENÉRICA DA PRQ

H COM H:T+V

DEFINIÇÃO 1 - Seja N uma variedade simplética de classe
Cr(r>2) de dimensão fi.nata satisfazendo o

segundo axioma de enumerabilidade, Hausdorff. Dada HeC' (N),

seja Xn o campo de vetores Hamiltoniano associado a H. Um

ponto crl'taco p de XH é dito H-e,Cemen,{ait se as seguin-
tes condições estão satisfeitas

(i) p é um ponto crítico não degenerado
(ii) qualquer autovalor de DXH(p) i.maginário puro temmul

tiplicidade um

(iii) se X e u são autovalores de DXH(p) puros imagi-
nários com parte i.maginãria positiva, então À e u são
linearmente independentes sobre os inteiros, isto e,
mÀ.+Nlu # 0 quaisquer m,M em Z diferentes de zero

DEFINIÇÃO 2 - Uma função Hamiltoniana H satisfaz a pxa-
pa.,vedada HI se todo ponto cri'taco de XH ê

H-elementar

-4 8-
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Dada uma variedade 1.1 de Hausdorff, de classe
Cr+l(r>,2) de dimensão finita, satisfazendo ao segundo axig
ma de enumerabilidade, seu espaço fi.brado tangente TNI é uma

variedade de Hausdorff de classe C', -de dimensão par, SZ
tisfazendo ao segundo axioma de enumerabilidade

Seja G uma métrica riemanniana associada a NI. G
permite transportar a estrutura canónica si.mplética de T"M,
fibrado co-tangente paraTM (de acordo com o Cap. 11). Seja
T a metade da forma quadrãti.ca associ.ada a G. T será maB

tida fixa no que se segue. Dada VGCr(pl), seja H:TM--'' R
a função definida por H : T+V

O propósito deste capítulo é a demonstração do se-
guinte resultado:

- 0 cona'un,to da áunçõeó VGC'(M) .taZ que

óa,tló6az a p4.0p,tZedctde HI é 4.eó,égua,C eln Cr(M)
,to d cn.6 0 l

H = T+V

le pa4.{a.E

Cr(M) vai ser munido da topologia de IVhi.tneye neê.
sas condições é um espaço de Baile (para quaisquer referêB
clãs ãs topologias no espaço das funções definidas na varia.
dade ver lóJ)

Hr (b{) {VeCr (M) l H=T+V, H satisfaz a propriedade n].}

Na verdade demonstra-se que Hr(M) é residual no
conjunto das funções de Nlorse

Mr(M) = {fÉ;Cr(M) l f é uma função de Morse e injetora quan
do restrita aos pontos crÍticos}

Como já observamos Mr (M) é residual em Cr (M)
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Seja [gii(x)] a matriz da métrica riemanniana G
num sistema de coordenadas admissíveis 81,... ,xn,il,... ,j:n)

valida na vizinhança v'l(U) em TM, U vizinhança de po

Não hã perda de generalidade supor que gij(po):6ij' Tomai
do coordenadas simpléticas (xl,...,xn,yl,...,yn) em TM, a

matriz DXH(po) é expressa a seguir

0

"'"''' li:üüí
l

0
'v(P.)0

a x ] a xJ

1 - identidade RXB

[,:,'.-.,] : [::..,.,] '' : :
Seja p(X) o polin6mio característico de DXn(p.)

''" bij : ;;;a,.j @Jp(À)= det

bnl
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b12

À

X2+bll
X

P (À) Àn (1)

bnl
X

Portanto se B é autovalor de i;::f;] (po). X't/.B éautg
valor de DXH(po) (2) ' '

A condição Ç.i) da propriedade HI é i.mediatamente
bati.sfeita por H desde que V seja uma função de b'lorde
Outra consequência imediata de (2) é: a todo autovalor posa.

de i;:ini:;j (po)j correspondem duas ral+zes imaginá-

rias puras de DXH(po), isto é, ii,/'ãi; analogamente a tg
do autovalor negativo correspondem duas ral+zes caracterz'st.L

cas reais de DXH(po) a saber l/-B2 ' (Cumpre lembrarque
l o l '

z a'v (Po)j só possui autovalores reais)

tivo

mateia

Considere-se agora o seguinte subconjunto de IUr(M)

{VeMr(M)l se p aponto crítico de V, amatriz
hessiana de V em p sÓ tem autovalores simples}

Se VCU:lCM) e p for ponto crítico de XH' H:T+V, então

DXH(p) satisfaz ã condição (ii) de ponto H-elementar
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LEMA 3 \d:l(PÍ) é aberto e denso em Mr(M)

DEMONSTRAÇÃO - Seja hei\Ír(M), h é uma função de Morde,
portanto sÓ tem pontos críticos isolados. Como M satis-
faz o segundo axioma de enumerabilidade os pontos críticos
são em quanta.date enumerãvel, a saber {piliC]N' Fixado pk

existemumavizinhança Uk de pk' com Uk compacto, e

um sistema de coordenadas (u:.,... ,u;) tais que

n . . .

'}«* ::i: *i .«i,:

'«a' xil i:l , , n , são autovalores de

Pode-se restringir Uk' se necessário, de forma que exista

cl: tal que toda função g satisfazendo ljg-hllr<cK em
Uk tenha um único ponto críti.co nesta vizinhança. Seja U
uma cobertura de b'l, localmente finita por cartas relativa

mente compactas, de forma que UkeU, k€1N, e tal que

a#k => pkflUa' Seja

;« : -} hia " " ',,
É possível encontrar c:M-----'- IR, uma função contínua, tal

k€n
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(ver [6]). Portanto na vizinhança IVr(h,c) de h, na topa
logo.a de IVhitney,

Wr(h,e) llr(M) l llh (p) - g(P)llr<e(P)}

toda função possui pontos crz+ticos isolados, um em cada vi
zinhança Uk de pk e mais nenhum. Como, cada Fk intel.

capta um numero finito de aa's existe IVk tal que Wk é

nhançade pk tal que Wo.Wk e pk a seguinte função
auxiliar

em q
Pk

em M-Wk

Para provar a den.ó,idade de M:l(M) basta mostrar que em qual
quer vizinhança 1/ de h na topologia de Whitney existe

r
g€M 0

{fe&lr(M) l llg (P)-h(P)llr< c].(P)}
u euacP=inf l(P)l

PGU a

Seja l/': l/RIVr(h,e)cV. 'ské o mínimo entre os valores absg
lutos das diferenças não nulas entre os autovalores de

definida por

Tomando ck : mi.n(6k'co'cl), a função g

{ .* l,:,. ck
J'';''



54

pertence a l/

n

,!: üt:1.,
C j 2k

-) (u: )+ H kn

Fora de (Uk)k€1N' g:h. Da maneira como foi. construída a
matriz hessiana de g em cada ponto crítico tem autovalo-

res distintos. Para mostrar a abe,t,taxa de Al:(M) é sufi-

ciente mostrar que dada hoeMr(M) existe uma vizinhança de

ho' na topologia de IVhitney, contida em MI)(M). Fixado pk'

ponto críti.co de ho' seja (Uk,4lk) um sistema de coordena

das $k : (ul,...,ul:). Por facilidade de notação
r a2h i

Ak: [:aúh (pk)]. A cada matriz si.métrica Ak' pode-se aê.

;..i,, Ok'**'''. ,X;)C]R" .«.

res de Ak; a aplicação está bem definida porque matrizes

si.métricas só tem autovalores reais. Se X{ / ÀJ para

i#j (ligo,Vi) pode-se achar 6k>O tal que sempre que

jIA'-Akll <6k' A' sÓ tem autovalores distintos e não nulos.
a2h

Por outro lado como ;i;i---: é contínua em Dk (Uk é rg.

lativamente compacto) pode-se restri.ngir Uk mai.s ainda de

forma que para todo pCUk

À: é o j-ésimo autovalor da matriz gh'-*'

são autovalo-
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a 2h a 2h

=Ú ''' - =$h '-*'i «'*,;

Sendo U uma cobertura localmente finita com cartas relata

lamente compactas de forma que Uk G U, VkÉ;IN, e Ua' agm,

seja tal que pkÊUa' Considerando a famz+lia de números aa
subordinada ã cobertura U const].tuÍda como se segue:

ak : inf {6k/3, ek} k€w

;--;u llDhb)ll

(a,.>0 já que nenhum ponto crítico pertence a a,,, aÉ]N)
é possível determi.nar uma função contínua c

c:M > ]R

tal que O<c(p) < a.., peU
' ' a ' ' a

Wr(h.,c): {he.M:(M) l llh (P)-h.(P) llr<c:(P)}

Se h pertence a IVr(ho'e), h tem umponto crítico pk em

cada vizinhança Uk 'keN e a matriz hessi.ana de h calcu
leda nesse ponto críti.co tem n autovalores di.stintos jã

a2h

=aQ '-l'
a2h

0

==''*'li'
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A .,;,-ü ' *,ll. A ,*,-ü ',*, '.
(5k/3 + 6k/3 < 6k l

Falta agora mostrar que o conjunto das funções

VCAi:CM) tai.s que os autovalores de DXH(po) (XH campo de
vetores associado a H=T+V) são linearmente independentes

s(abre os inteiros, para todo ponto crítico po' é residual
em U:l(bí). Isto vai ser inicialmente provado para partes
compactas de i«l e em seguida globalizado.

Seguindo este esquema seja (Vi)j.€1N ' um atlas de
b{ com cartas relativamente compactas, localmente finito.

Seja (Vi ' 'bi) um sistema de coordenadas em que +i e3:
tende-se a uma aplicação de classe Cr em Vi' Defina-se

a seguinte aplicação ti

:Cr(M) -» Cr (yi)

f
Vi

Em particular pode-se olhar para a restrição de lri a Mo(M)

A tipologia considerada em M:(M) é a topologia de IVhitney

de classe Cr. Olhar para Cr(y-i) com a topologi.a de IVhi.!

ney é equi.valente a olhar para Cr(yj.) com a topologia da
convergência compacta. Com esta topologia, C'(Vi) é um eZ
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PROPOSIÇÃO 4 - 1: :C' (M)

ta

(A demonstração desta proposição é imediata usando um Lema
do Cap. 10 de [6].)

Demonstra-se que, para cada iG]N , o conjunto das

aplicações de M:(:7i) satisfazendo a condição (iii) da prg
priedade HI é residual em Alr(Vi). Para cada par (m,lx{),

m,M#O , define-se o conjunto

An,M:ÍgeMo(Vi)l se p épontocrítico de g anatriz
hessiana de g no ponto crz+tico p tem autovalores

ÀI'...,À. satisfazendo Àim+ÀjM#O Vi,j}

-> Cr (Vj) é uma aplicação aber-

LEMA 5 - Am,M é aberto e denso enl M:(Vi)

21iM9Nê.!.]!ANÃO - (i) Am,M é aberto

Sejam foGAn,)l e pl'''''Pk ospontos

crz+ticosde fo' Fixado pt' seja (UR,' ul,..., ny um

sistema de coordenadas em redor de pl' com íit compacto.

Por facilidade de notação seja

Ag. (Ü

Restringindo UI, '
se necessário, existe E l. tal que
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jlÍ-gjl< cR, então g tem um sõ ponto crítico em UI,'(+)

Seja K:L:(]Rn,R) $ ]Rn a aplicação Cdefi.nada anterior
mente) que associa a cada matriz simétrica seus n autovâ
lotes. Define-se a se.gui.nte aplicação

F : ]P" IR2n (matrizes nxn)

-» b:.«*;](xl'...,Xn)

K e F são aplicações continuas e F.K(Ao(pl,) )# O, pol

tanto, existe 61 tal que se lIA'-Ao(pR,)ll<61 então
F.K(A')#O. Restringe-se UI, mais uma vez, se necessário,de
forma que se pÉ;UP. então

ll.e (p) - A: (pl) ll « ÓI/3

Seja V:l :Vi - (UIU .''UUk), Vc écompacto

para pÉ;Vi ' neste caso

Dfo(p)#O

o : iE{. llDÍ. (n ll » 0

Escolhendo 6 : min {61'...,6k'cl'''.,ck'6o} ' seja a vizi

nhança V(fo) de fo construx+da como se segue:

V(f.):Íferd!(M)l llf-f.llr < 6/3}

Dada uma qualquer fCV(fo) , f sÕ tem pontos crl'tacos em

UIU ...UUk' todos não degenerados. Seja p; o ponto cr.L
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ti.co de f em UI' vale a seguinte relação

L ,,-b'-., :
L,;,-Ü'-.,,.Ú a

HW lnM ®l Ê
(PI) <

: «f. * ' »l. « '«

tes sobre m,M.

(ij.) Am,M é denso.

Seja :feM:(M), f tem pl'''',pk pontos críticos. É prega.
se mostrar que em qualquer vizinhança de f existe fo pel

tendente a Am,M' Fi.xado pR,' sejam UI, tomado como em

(+) e (ui,...,ul:) coordenadas definidas em uz' Pode-se

restringir os U!, se necessário, de forma que:
n

íl : }l À.t
u. k:l '

Admita-se que XÍI''' tl, sejam tais que

tem autovalores linearmente independeBPortanto
a2f
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m À.I' + M ÀI' = O
:j :k

(.*) { '"
Êt 0+ M Àm À lik j

(ul U U Uk) , Vc é compacto e Df(p) #O

'l : ..í.llDíb) ll' 1

Dada V(f) = {gcn:(:7: )o ~ l 11 g- íll, « : }

S'ja" '. ::";:* 'j
e o : min (co 'e ,61 'l)

Fixados os números reais À? ,...,X? (l<Z<k)

que os reais podem ser considerados como espaço vetorial sg
bre os racionais, qualquer base vai ter a potência do cont.{
nuo (Base de Hammel). Pode-se portanto sempre achar umreal

linearmente independente com À

l Ê

Ê )
tl

Lemb r ando

RZ

e ml, inteiros tais que l/n < 6o/2 e Neste

caso rl,=RR,Z: m. é linearmente independente sobre os in-

teiros com À{ '..., i. (desde que Rg é multiplo de rl)

0

Sejam as seguintes funções auxiliares Pt, l<1<k
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em WR.

e« Vi - iV;

WI, e WI, vizinhanças de pl,' com

...Ê: .. [,..«::,:*.

W;'ul

l l
+rl,(ul

(u{)2. (,.*Àll) (uR,1)2 '.

, ]'l.

l
Ê

)'(rl +ÀP, c«l.b:

Isto completa a prova da densidade de An,M a

Ai ; (mnM) Am,M é residual em Mo(Vi)
P

Ai é o conjunto das funções de M;(Vi) s
pri.edade HI

Tri (Ai) ; vi.l(nAm,M) : nlíil(Am,M)

nua, portan.to B. .,;n;'(A. M) é abe

Ã;ij : u;(vi)

Se Bm,M #Mr(M),. existe Cm,M' ,Cm,M aberto em M:(M)

ans prg

: (M)Mrto emconta

fazendo ã

l
(Am,M)B

m,M l
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tal que Cn,M:Mr(M)-Bm,M' Como ni é aberta, líi(Cm,M)nAm,M

Kn,M#g' Desde que Kn,Mc: imvi ' 'nil(Kn,M)#g mas

Tril(Km,M) ; 'Kil(lri (Cm,M) ) nVil(Am,M) : Cm,MnBm,M' Absul

do, portanto Bll;lÚ = UI) (M)

xil(Aj.) é residual em M: (M)

{íCM!(M)l se H:f+T, XH satisfaz à propri.E.

dade Hl}

Com isso fica completa a prova do resultado prin-
cipal deste capítulo.

= 'H ll

B n
l

B



IV - NATUREZA GCNEKiCA DA PROPRIEDADE HI PARA

CAMPOS DE VETORES HAMILTONIANOS

Quando o objeto de estudos é o conjunto dos campos

de vetores.hami-ltonianos X:l(M) definidos numa variedade
simplética b{, pode-se verificar que a propriedade HI é de
natureza genêri.ca. Da mesma maneira que anteriormente, M
satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade e a proprieda-
de de Hausdorff

TEOREMA 1 - A propriedade HI é Cr-genérica em Cr(M), pa
ra todo r>.2

PROVA DO TEOREbtA a prova do teorema vai ser feita em eta
UclIRpas. Primeiro é considerado o caso local onde bl=U,

aberto. Sej am:

J:W, m) U x ]Rx L (]R2m, R) x L2(]R2m,R)

e j n(p) (p, n(p) , Dn(p) , D'n(p) ) É; J'(u,iR)

É claro que p e um ponto crítico de H se, e sontente se,

-63-
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j2H(p) É; UxRxtOlxL: (IR2m,]R) . O prÓxi.mo passo é conside-

rar umsubconjunto WI de Ls(]R2m,R) tal que se

j2H(p) É; UxIRxtOlxWI pelo menos uma das três condições que

definem um ponto H-elementar não é satisfeita. Lembrando

que sendo p um ponto crítico de XH' DXH(p) é uma tranâ

formação infinitesimalmente simplética, isto é, DXH(p) É;

sp(T.M, w(p)) (Prop. 2 Cap. 11), vê-se que no caso local é

suficiente achar um subconjunto WI de sp(R2m,w) e tra
ze-]o para L2(]R2m,]R) pela forma simplética

Construção de W.

Sendo (l o corpo dos complexos, define-se

v:C2m > C2m (denominada ap.e.[cação de A/ewZan)

a seguinte forma: v(cl'...,C2m) : (al'...,a2n) ern que

z2m+alz2m'l+...+a2m e o lírico polinõmio unitário (ao:l) cy.

jas raízes são cl'..',C2m' Fixada umabase B para IR'"',
A. vai denotar a matriz da aplicação linear A na base B.

A aplicação K:L(lIR2m,R2m) > IR2m é definidadaseguiB

te forma: K(A); (al'...,a2m) onde

x2m+alx2m'l+. . .+a2m : det(AB-lx)

d

Com as aplicações K e v assim definidas, se

(ÀI'...,À2m) G a12m, K-lov(XI,...,À2H) é o conjunto de to-
das as ap]icações de L(R2m,]R2m) cujos autovalores são
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(XI'...,À2m). Fazendo a identificação canónica de C2m com

lIR4m , define-se o s.ubconjunto Vn,NcIR4m, n,N/O; V=x+iyGVn,N

se uma das trás condições abaixo esta satisfeita

(i) xi:yi:O para algum ieÍ1,2,...,2m}

x.=x.=0 yi:yl
!

J

(iii) xj.:xj:0 e nyi'Nyj:O para i/j

Quando (n,N) varia no conjunto ZxZ fica determinada uma

quantidade enumerãvel de conjuntos V. .. cada um deles de-

finido por um número finito de poli.nõmios. Utn ,õubconltinía

de Cq dado pe,ea ,teunZão á,énZ,{a de ,õubcon/un,{o.ó deáZn,édo,õ
pa.e zc4.06 de um niimea.o á,én,C,{o de pa,e,CnõtnZo aci po,t utn niiníe-

40 6,Cn,C,ta de de.óZguaZdade,õ pa.e,énoln,éa.C,õ é chata?adc, de .subcon

/un.{o ,õem,Ca,egéb,'t,éco. Vn,N é, portanto, um subconjunto SÊ
mi a] aébTj CO

l

wl é definido por '"l:V nsP( R2m ,w)

com
,N) K'l''(V.,N)

t !:'' '' ' y'-- - }V. é uma reunião enumerãvel de subvarieda

des de sp(]R2m, w)

n,

Na demonstração desta proposição são necessários os sega.liB
tes l amas :

LEhK 2A (Teorema de Tarski-Seidenberg)[5] A imagem
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por uma aplicação alg6brjca de um conjunto semj:ê+gébrico é

um conjunto semialgébrico. (Uma apli.cação f:CP :::::::.
é algébrica se f tem a forma

f(xl,...,xP)=(fl(xl,...,xP) ,... , fq(xl.... ,xP))

uma função polinolnjal, ip!,,,,,q çm xl,,,,,xP)

LEbíA 2B - (Teorema de IVhitney) [5] : todo conjunto sçmialgÊ
brico de ]RP é uma União finita de subvarieda-

des

- Vn,N ç ym çopjunto gemi-al

gébrico e K e v são êpljçaçQes algébricas e pelo ;ema

2A, K'lCv(Vn.N)) é um conjunto semialgébrico de
L(]R2m,IH{25. Ü de acordo com o !ema 2B, é união enumer.ã

vel de subvariedades de sp(.R''':,w) B

PROPOSICÃ0 3 - W. tem i.nterior va;io em sp(]R'"',w)

!2jyç2Ng11BÇÃO - Lembrando que WI = Vflsp(.IR2m,w) e que

(nyN) K'l v(Vn,N), '"l Pode SQr escrito da seguinte
for

ma:

Wl;(nUN)[K-l (v(Vn,N))n sp(]R2m,w)]

(n,N)l lsp(nzm, \f)I't(v(Vn,N))

Pelo Lema-2A v(Vn,N) é semialgébrico, é portanto definido
por um número finito de pç)ljnõmiós ç dçsilgl4Rlçlades po1lno'
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mi.ais a saber: fl:O,''.,fq:O, gl>O,...,gn>O, hl>.O,'..,hm>.O'

Sejam os segui.ntes polinâmios obtidos das expressões ante-
riores definidos em R4mx (]R2.{t:O})

t) : fi(x]., l<i.<q

':' l 'ã,

'hK : hk-;2

l<j<n

1-<k-<m

O conjunto de zeros dos polinõmios (1) define o conjunto

v(Vn,N)*(Rz-lt:O}) . Seja K a seguinte aplicação:

Rl:sp(IR 2m,w) x (R2. {t=O}) R4m .. (R2 .{ t:O})

(KI ,l)
SP( ]R2m , w )

7-l(v(Vn,N) '« (]R2.{ t=o})):lK 2m
SP ( ]R w)

(v (Vn , N)9" ( RZ - { t

tem interior vazio pois é definido pelos zeros dos polinõ
ralos

f.i.RI l<i<q, E.i'r:O l<j<n e

h'koK : O l<k<m
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r -l - J.

Suponhamos que IKI . (v(Vn.N» tenha interior
L l spCR2m, W)J

não vazio, existe A aberto em sp(IR2m,w.) contido no cop:

junto acima. Portanto Ax(]R2-Ít=O}) é aberto contido em

T-l(v(Vn,N)x(R2.-lt=O}.)), absurdo. Para mostrar que

sp(IRZm,w)I'i Vn,N)) é fechado seja (yn)ne.N uma SS.

quência de pontos desse conjunto cujo limite é yo' A s.g

quência (yn'],]) é convergente em r'l(v(Vn,N)"(]RZÍt:O}»,

que é fechado. Converge portanto para um ponto Cy, l, l)
pertencente ao conjunto e pela unicidade do limite y=yo' o

que conclui a prova de que IKlsp(]R2m,w)I'l (Vn,N)) éÍ
chado.

i. é reunião enumerãvel de conjuntos fechados com interior

vazio. Como sp(]R2m,w) é espaço de Baile, WI tem intg.
Flor vazio. Lembrando que WI é uma reunião enumerãvel de

subvariedades pode-se concluir que a codimensão dessas sub-
vari.idades é >l

e

Construção de IV.

Be sp(]R2m,w) , w(Bu,v):wCBv,u) , quaisquer

v em ]R2m. Como consequência a aplicação

F:sp(]R2m,w) > Ls(]IR2m, ]R)

B > w(B' , .)

Dada

u e

que. sejam
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está bem definida e

Como dim sp(.R2m,w)
morfismo .

injetora, jã que w é não degenerada

dimL:(]R2m,]R) = m(2m+l), F é um is2

Seja IVI : F(WI), WI é a uni.ão enumerãvel de subvariedades
C" de condimensão >1 em L:(]R2m,m)

GLOBALIZAÇÃO

Para a globalização é necessário estabelecer um sis
tema de coordenadas na vizinhança de um ponto N pertencem
te a um jato de ordem dois pertencente a J'(M,]R): Define-
-se carta fibrada do jato em redor de N como uma tripla

(u,ao'a) ta] que cl(N) G ao(U)"Rx](]Pm,R)xLs(R2m,R),
a.(U)cJR2m. Neste caso sendo N: (u,f(u),Df(u),D2f(u)),

a(N): (c'o(u), (f'a.l)(a.(u)), D(f'c*.l)(a.(u)), #(í'cC') (a.(u)))

Defina-se o seguinte conjunto W cJ'(M,]R)

{NeJz(M,]R)]](U,a.,a) emtorno de N tal

que cl (N) € clo(u) *®ÍOlxWl}
É fácil verificar que W independe do particular sistema de
coordenadas escolhido

Jó (M,R) pode ser recoberto por uma quantidade enumerãvel
de cartas, W é portanto união enumerávél de subvariedades

Mj. de c]asse C" e codimensão >z2m+] jã que dim](]R2in,]R)=2m.

W em torno de N

Da construção feita fica claro que pÉ;b{ é um ponto crítico
H-elementar se e somente se :

(i) p é ponto crl+tico
cii) j2n(p) gtv
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Portanto é suficiente mostrar que para cada i€1N o conjuB
to Rj, definido abaixo, é residual

Rj= {HeCr(M)l para todos os pontos Críticos p de XH'

j'n(p) g Mi}

Por simplicidade de notação passa'se a usar IV para deno-
tar M;

PROPOSIÇÃO 4 - jZn(p)gtv para todos os pontos crl+ticos p

de Xu se e somente se i'cHãlV

Demonstração - a demonstração é imediata lembrando que
codim IV>2m+l 8

Seja um atlas {Vi)4).i} localmente finito, enumerãvelcom ca.:
tas localmente compactas e tai's que +j pode ser extendido

Cr a VI' A.i vai denotar o conjunto definido abaixo

Ai :ÍfeCr(Vi) l j2fiRW}

Sendo lr.i :Cr(M) > Cr(Vi)

l i r
l

se Cr satisfazendo à propriedade HI . Resta mostrar que

A.i é residual em Cr(Vi)

Seja a seguinte aplicação evo' denominada avaliação

evp:Cr(Vi)xVi ? J2(M,]R)
(H,m) ; > (m,H(m) ,DH(m) ,D'H(ía))
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Usa-se o teorema 12-4 de [5] e mai.s o fato de que dimbl-

codimlV>1 para concluir que:

(i) ev. é de classe C'''
(ii) evo é uma submersão e portanto itV

A próxima defi.nação é pré-requisito para a aplicação do Teg
rema de Densidade transversal, enunciado após a defina.ção

DEFINIÇÃO 5 - Sejam A,X,Y variedades de classe Cr, Cr(X,Y)

o conjunto das aplicações de classe C: defi.nadas a valores
em Y, e

p:A > CTCX,Y) uma aplicação. Para cada aÉ;A

vamos escrever Pa emvez de p(a), isto é Pago'(X,Y)
Dizemos que p e uma xep.teóen.cação de c,Ca,õ,se C' se, e sg
mente se , a apli.cação

> Y

(a,x) > p.(x)a.

é uma aplicação de classe Cr de AxX em Y

Nesse caso pi:Cr(Vi) > CT'2(Vi,J2(M,IR))
j'n

TEOREMA 6 [5] (Teorema da Densidade Transversal) - sejam

A,X,Y e p comonadefinição 5, e IVcY uúa subvariedl
de de Y
e ev :AxX

DOr

-> Y a apli.cação avaliação. Defina-se AWeA

AW: {a G A l PaaÍW}, sendo que:
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(1) X temdimensão n e IV temcodimensão qem Y (n,q
f i.ni t o s )

(2) Á e X sat
de

(3) r> max(O,n-q)

(4)

Nessas condições ÁW é residual em A

De acordo com esta proposição Ai é residual em C:(Vi)

Analogamente ao que foi feito no fim do capl'tulo lll
aue

nil(Ai) é residual em Cr(M) H

enumerabilidades egundoisfazem axioma0

prova se
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