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Resumo

FIGUEIREDO, R. A. Preservacao da propriedade de Lindel6f e de algumas de suas
generalizacoes. 2015. 59 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universi-
dade de Sao Paulo, Sdao Paulo, 2015.

Neste trabalho sao estudadas a preservagao de algumas propriedades sob duas operagoes: a
de tomar um espaco e considerar o seu Gs-refinamento e aquela de tomar um espaco X e um
submodelo elementar M e considerar uma certa “versao M de X”. Provamos que para espagos
dispersos, algumas propriedades como a metacompacidade, a paralindeloficidade e a metalindelo-
ficidade sao preservadas por Gs-refinamentos. Também na classe dos espagos dispersos, temos a
preservacao por submodelos elementares das propriedades de Lindelof, paracompacidade e me-

tacompacidade. Por fim, apresentamos algumas caracterizagoes para os D-espagos paracompactos.

Palavras-chave: Gs-refinamentos, submodelos elementares, Lindelof, D-espacos.






Abstract

FIGUEIREDO, R. A. Preservation of Lindelof property and some of its generalizations.
2015. 59 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Paulo, 2015.

In this work is studied the preservation of some properties by two operations: taking a space
and considering its Gs-refinement, and that of taking a space X and an elementary submodel M
and considering a certain “M’s version of X”. We prove that for scattered spaces some properties
like the metacompacity, paralindelofness and metalindelofness are preserved by Gs-refinements.
Also in the class of scattered spaces, we have the preservation by elementary submodels of the
Lindel6f property, paracompacity and metacompacity. Finally, we present some characterizations

for paracompact D-spaces.

Keywords: Gs-refinements, elementary submodels, Lindelof, D-spaces.
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Introducao

Neste trabalho é estudada a preservacao de algumas propriedades sob duas operagoes: a
de tomar um espaco e considerar o seu Gs-refinamento e aquela de tomar um espaco X e um
submodelo elementar M e considerar “uma versao M de X7

O primeiro caso é estudado no capitulo 2. Em geral, o Gs-refinamento de um espago ¢é
muito diferente do espaco em si. Muitas propriedades tais como compacidade, lindeloficidade,
paracompacidade sdo geralmente perdidas sob esta operacdo. Contudo, verificamos que, para
espacgos dispersos, algumas generalizagoes da propriedade de Lindeléf como paracompacidade e
metalindeloficidade sdo preservadas por Gg-refinamento. Neste contexto, consideramos também
algumas classes mais gerais que a de dispersos como w-dispersos e IN-dispersos.

Nos capitulos 3 e 4 tratamos da preservacdo por submodelos elementares. O conceito de
submodelo elementar veio da légica e se tornou uma ferramenta de grande sucesso em teoria
dos conjuntos e topologia. Em [2], Dow apresenta um grande niimero de exemplos de aplicagoes
de submodelos elementares a topologia conjuntista e destaca trés coisas que os submodelos

elementares podem proporcionar aos topdélogos conjuntistas:
(1) uma conveniente abreviagao englobando todos os argumentos do tipo closing-off;

(2) uma poderosa ferramenta técnica que pode ser evitada, mas muitas vezes com um grande

custo em clareza e elegancia;

(3) uma poderosa ferramenta conceitual que proporciona um maior entendimento sobre a

estrutura do universo conjuntista.

Consolidados como ferramenta, ndo tardou para que os submodelos elementares passassem a ser
tratados também como objeto de estudo. Segundo [1], o primeiro estudo sistemético da técnica
em si foi feito em [3]. L4, dado um espaco topoldgico (X, 7) em um submodelo elementar M, X/
é o0 espaco X N M munido da topologia 73 que tem como base a familia {UNM : U € TN M }.

Surgem, assim, duas questdes naturais associadas com o estudo de X;:

(1) Dados X e M, com X satisfazendo uma certa propriedade ¢, X); também satisfaz 7

(2) Se X satisfaz ¢, entdo X satisfaz ¢? Em particular, Xy = X7

Sobre as duas perguntas acima, muito do que foi feito esta relacionado a ¢ como sendo a
compacidade. Aqui, trabalharemos com a preservacao da propriedade de Lindeldf no capitulo 3 e
de algumas de suas generalizacoes no capitulo seguinte. No capitulo 3, por exemplo, mostramos
que, para espacos dispersos a lindeloficidade é preservada por submodelos elementares — a

versao deste teorema para a compacidade foi provada em [4] — , enquanto que no capitulo 4
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sdo apresentadas variacoes deste teorema para a paracompacidade e a metacompacidade. No
capitulo 4, ainda é feito um pequeno paralelo entre o forcing e os submodelos elementares: a
operagao de tomar um espago topolégico (X, 7) no ground-model e considerar o espago (X ,7P)

na extensao, com TP

sendo a topologia tendo 7 como base, pode ser comparada a operacao de
tomar (X, 7) em um submodelo elementar M e considerar X ;. Em ambos os casos as respectivas
novas topologias sdo enriquecidas com novos abertos. Sendo assim, é interessante verificar se
propriedades preservadas para uma operacdo também sao para a outra.

Por fim, no quinto e dltimo capitulo, apresentamos algumas caracterizacoes da propriedade
de ser D-espago e paracompacto. De acordo com Gruenhage, em [5], a nogdo de D-espago parece
ter sua origem em uma troca de cartas entre E.K. van Douwen e E. Michael em meados da
década de 70, mas o primeiro artigo sobre D-espagos foi publicado em 1979 por Douwen e Pfeffer
em [6]. E deste artigo o mais famoso — e ainda em aberto — problema relacionado & D-espacos:
para espacos regulares, alguma das propriedades padrao de cobertura, tais como Lindel6f ou

paracompacto, implica a propriedade D?



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, estabelecemos a notacdo que serd utilizada ao longo deste trabalho, além de

listar resultados preliminares e defini¢des essenciais & compreensao do texto.

1.1 Teoria dos conjuntos

Ao longo de todo o texto, trabalharemos sob ZFC, isto é, a axiomética de Zermelo-Fraenkel
mais o Axioma da Fscolha.

Apenas com o interesse de facilitar a notacao e a linguagem empregadas, denotaremos por
Ord e Card a classe dos ordinais e cardinais, respectivamente. Desta forma, por exemplo, por
z € Ord entenda-se apenas “x é um ordinal”.

Se X é um conjunto e k é um cardinal, entdo
X]F={Y CX:[¥|=r}, [X]={YCX:[V|<r} e [X]%=[X]"U[X]".

Dado um conjunto X,
Fn(X,2) = J{*2: A€ [x]™ }.

A cofinalidade de um ordinal «, denotada por cf(«), é o menor ordinal u tal que existe
f € *a tal que, para todo € «, existe n € u tal que f(n) > f. Dizemos que « é regular se
cf(a) = a.

Dados um conjunto X e um cardinal x4 < |X|, dizemos que € C [X]* é cofinal em [X]" se, e
somente se, para todo x € [X]*, existe y € € tal que = C y.

Dados cardinais p e k, com p < k, definimos cf ([k]*, C) como sendo a menor cardinalidade
de uma familia cofinal em [x]*.

Dado um cardinal infinito &,
Cov, (k) =cf ([n]NO, Q) .
Para A e H conjuntos quaisquer,
(Ag={AcA:ANH#0}.

A Hipétese do Continuum, CH, é a afirmacio de que 280 = X;.
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1.2 Forcing

Aqui, seguimos [31].

Uma pré-ordem ¢é uma relacdo binéria transitiva e reflexiva. Uma ordem de forcing é
uma tripla (P, <,1), onde < é um pré-ordem sobre P e 1 é o maior elemento de P. Cometeremos
o abuso de notagao de representar (P, <,1) apenas por P sempre que < e 1 estiverem claro do
contexto. Todo elemento de P é chamado de condigao. Se ¢ < p, entao dizemos que ¢ é extensao
de p. Dizemos que duas condicbes p e ¢ sdo compativeis se elas possuem uma extensao em
comum. Caso contrario, dizemos p e g sdo incompativeis e escrevemos p L q. Um subconjunto
A C P é uma anticadeia se seus elementos sdo dois a dois incompativeis. Uma anticadeia é dita
maximal se ela ndo é subconjunto préprio de uma anticadeia. Um subconjunto D C P é denso
em P se, para toda condicao p, existe ¢ € D tal que ¢ < p. Um filtro em P é um subconjunto G

de P tal que:
(1) 1eG;
(2) Vp,q€eGIreG(r<pAr<q)
(3) VpeGVgeP(p<qg—qeq)

Um filtro G é P-genérico sobre M se G intersecta todos os subconjuntos densos de P que
estao em M.

7 é um P-nome se 7 é uma relacdo binaria e
V{o,p) € 7 (0 é um P-nome e p € P).

Denotamos por VP a classe de todos os P-nomes.
Se M é um modelo transitivo de ZF — P e P € M, defina

MP =VPNM = {TEM:(Téum P—nome)M}.
Se 7 é um P-nome e G C P, entdo, por recursao, defina:
¢ ={0g:IpeG{o,p eT)}.
Se M é um modelo transitivo de ZF — P e P € M, defina:
M[G] = {r¢:7eMP}.

Para qualquer conjunto z, seja & = { (9,1) : y € = }.

Lema 1.2.1. Suponha que M seja um modelo transitivo de ZE'— P, com P € M, e G um filtro

sobre P. Entdo:
(1) para todo x € M, & € MP ¢ (¥)g = z;

(2) T'={({,p):peP} éumP-nome, '¢c =G e MU{G} C M[G].
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Seja p(v1,...,v,) uma férmula cujas varidveis livres estao entre vy, ..., v,. Sejam 7, ..., T,
P-nomes. Dizemos que uma condi¢ao p forga ¢ (71,...,7,) — e denotamos por p Ik (1, ..., 7)
— sevale (o((11)a, - - . (Tn)@))MIC! para todo genérico G tal que p € G.

Proposicao 1.2.2. Nas condigcoes da definicdo, sdo equivalentes:
(1) plEo(ry ... m0);
(2) Vr<p(rlke(r,...,m™));
(3) {reP:rikp(n,...,m)} é denso abairo de p.

Teorema 1.2.3 (Principio Maximal). Sejam P € M uma ordem de forcing, 1, ..., 7, P-nomes e
uma formula o(u, vy, ..., v,). Entdo, p - 3z o(z,11,...,m) se, e somente se, p Ik p(m,71,...,7)

para algum P-nome 7.

1.3 Submodelos elementares

Uma clara e extensiva exposigao sobre submodelos elementares é dada em [7]. Muitos exemplos
de aplicagoes podem ser encontrados em [2, 8, 9].

Se p(v1,...,v,) é uma férmula com variaveis livres entre vy,...,v, e M e N sdo classes, com
M C N, entao dizemos que ¢ é absoluta entre M e N — e escrevemos M <, N — se, para
{al,...,an} g M,

M = ¢(ar,...,an) se, e somente se, N = (ai,...,an).
Se X é uma colecdo de férmulas, entdo escrevemos
M < N

se M <, N para toda férmula ¢ € X.

Dizemos que M é um submodelo elementar de N — e escrevemos M < N — se M <, N
para todo féormula .

Se ¢ é absoluta entre M e o universo V, entao dizemos simplesmente que ¢ é absoluta para
M.

Critério de Tarski-Vaught. Sejam M e N conjuntos tais que M C N. Sdo equivalentes:
(1) M < N;

(2) para toda formula p(u,v1,...,v,), com varidveis livres entre u, v,...,vy,, € toda sequén-
cia {a1,...,an,} C M, se N | Jyply,a1,...,a,], entdo existe a € M tal que N |=
QO[y,CLl, o 7an]'

Teorema de Lowenheim—Skolem. Para cada conjunto ¢ e cada subconjunto infinito A C N,

existe um conjunto M tal que A C M < N e |M|=|A]|.
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Principio da Reflexao. Seja ¥ um conjunto finito de formulas. Entdo, para cada cardinal &,

existe um cardinal X tal que V) <5 V e [VA]<" C'V (e, portanto, cf(N\) > k)*.

Corolario 1.3.1. Sejam X uma colegdo finita de formulas, k um cardinal infinito e um conjunto

x.
(1) Eziste um conjunto M <5, V, com x € M e |M|= k.
(2) Se k > w € regular, entao existe um conjunto M <y, V, comx € M, |M| <k e MNk € K.

(3) Se k¥ = K, entdo existe um conjunto M <x, V tal que x € M, |M| =k, MNKT € kT e
[M]“ C M.

(4) Se k > w € regular, entdo o conjunto
Se={Mnr:zeM<xVeMNKkekr}

contém um subconjunto fechado e limitado de k.
Um conjunto b é definivel a partir de parametros ai,...,a, se, e somente se, existe uma
formula o(z, x1, ..., x,) tal que

Vo (p(x,a1,...,a,) <> x =0b).

Dizemos que b é definivel se, e somente se, ndo sdo necessarios quaisquer parametros.

Lema 1.3.2. Suponha M <34 y V. Se b é um conjunto tal que Vx (p(z,d) <> = =),

I7g)7¢(x7g)
coma € M, entdo be M.

Lema 1.3.3. Suponha que Y& 3y o(Z,y)" e que M <WEdy o(@y), o(@y)) Vs entdo
M = vidly o(Z,y),

e, V¥ € M3y e M (M = ¢(Z,y)).

Lema 1.3.4. Existe uma colegdo finita de formulas ¥¢ tal que se M <y, V, entdo:
(1) [M]=* € M;
(2) w+1C M;
(3) se g € M € uma fungio e x € dom(g) N M, entio g(x) € M.

Lema da Transitividade. Existe uma colecio finita %1 de formulas tal que se M <y, V,

entdo, para cada A € M, se |A| C M, entio A C M.

Corolario 1.3.5. Se M <x,ux, V, entao, para cada conjunto enumerdvel A € M, seque que
ACM.

* Suponha, por absurdo, que cf(\) < k. Seja * C A cofinal em A de cardinalidade cf()\). Entdo, z € Vj e,
portanto, rank (U z) =rank(z) < . Assim, A = |Jz € Vi, uma absurdo.

P3Ny o(Z,y) =y (0(Z,y) A Vz(p(F,2) = 2 =y)).
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1.4 Topologia

Definigao 1.4.1. Sejam (X, 7) um espago topologico e x € X. Dizemos que B C 7 é uma base

para x se para todo aberto V tal que x € V', existe U € Btal quexz € U C V.

Definigcao 1.4.2. O peso de um espago topolégico X é definido por
w(X) =min{ |B| : B é uma base de abertos para X } + Ny.
Definicdo 1.4.3. A densidade de um espaco topoldgico X ¢é definida por
d(X)=min{|D|: D C X é denso em X } + Ry.

Dizemos que X é separavel se, e somente se, d(X) = Ny.

Definicao 1.4.4. Um ponto z de um espago X é um ponto de acumulagcao completa de

um conjunto A C X se |[ANU| = |A| para toda vizinhanga aberta U de x.

Definicao 1.4.5. Um subconjunto A de um espaco topoldgico X é raro em X se todo aberto

nao-vazio de X contém um aberto nao-vazio disjunto de A.

Definig¢ao 1.4.6. Seja z € X. O tightness de x em X ¢ definido por
t(z,X) = min { € Card : VA C X tal que x € cl(A), 3B € [A]=" tal que = € cl(B) } + No.
O tightness de X é definido por
tX)=sup{t(z,X):z € X}.

Definigao 1.4.7. Seja x um ordinal. Uma k-sequéncia transfinita (z, :a < k) em X é uma

sequéncia livre em X se
cd{zg:B<alnc{zg:a<pf<r}=10

para todo o < k.
Segue diretamente da definicdo, que uma sequéncia livre é um subespaco discreto de X.

Definicao 1.4.8. A freeness de X é definida por
F(X)=sup{k € Ord : existe uma r-sequéncia livre em X } + Ry.

Definig¢ao 1.4.9. Um espago X é compacto se toda cobertura aberta de X possui subcobertura

finita.

Definicao 1.4.10. Dizemos que um espago X ¢é de Lindelof, ou tem a propriedade de

Lindeldf, se toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura enumeravel.



8 Preliminares

A nocéo de um espaco de Lindelof nos leva ao conceito de grau de Lindelof:

Definicao 1.4.11. O grau de Lindel6f de um espago X — o qual denotaremos por L(X) — é
o menor cardinal x tal que toda cobertura aberta de X possui uma subcobertura de cardinalidade

< K.

Definig¢ao 1.4.12. Dizemos que um espaco X é de linearmente Lindel6f, ou tem a proprie-
dade linear de Lindel6f, se toda cobertura aberta, linearmente ordenada pela inclusdo de X,

possui uma subcobertura enumeravel.

Definigao 1.4.13. Um espaco é paracompacto se toda cobertura aberta possui um refinamento

aberto e localmente finito.

Definig¢ao 1.4.14. Um espago é paralindel6f se toda cobertura aberta possui um refinamento

aberto e localmente enumeréavel.

Definigao 1.4.15. Um espago topologico X é metacompacto se toda cobertura aberta de X

possui um refinamento aberto e pontualmente finito.

Definigao 1.4.16. Um espago topoldgico X é metalindel6f se toda cobertura aberta de X

possui um refinamento aberto e pontualmente enumerével.

Definigao 1.4.17. Dado um espaco topoldgico X, dizemos que um subconjunto A C X é Gy se

existe uma familia enumeravel de abertos {U, :n € w} tal que A=N{U, :n€w}.

Definicdo 1.4.18. Dado um espago topoldgico (X, 1), o Gs-refinamento de X é o espago
topologico Xs = (X, 75), onde 75 é a topologia que tem como base os subconjuntos G5 de X. A

familia 75 é dita ser a Gs-topologia de (X, 7).

Definigao 1.4.19. Dizemos que um espago X é um P-espaco se a intersec¢ao enumeravel de

abertos é um aberto, ou seja, se X = Xj.

Lema 1.4.20 (Cameron [10]). Seja (X, 71) um P-espago de Lindelof e de Hausdorff. Se 1o C 11

é uma P-topologia T» sobre X, entdo 1o = 1.

Definicao 1.4.21. Um espaco X ¢é disperso se todo subespago ndo-vazio de X tem um ponto

isolado.

Definicao 1.4.22. Um espago X é separado a direita se existe uma boa ordem < sobre X

tal que {y € X : y <z} é um aberto para todo x € X.
Um espaco ¢é disperso se, e somente se, ele é separado a direita.

Definig¢ao 1.4.23. Dado um espago topoldgico X, para cada ordinal «, a a-ésima derivada

de X, X(@ & definida, recursivamente, como segue:

e X0 — X;
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o X+ & o conjunto derivado de X (®;
o X(@ = ﬂ{X(B) A< oz}, se a ¢ um ordinal limite.

Visto que X(@ D X sempre que o < 3, existe um ordinal minimal « tal que X (@) = X(a+1),

Tal ordinal, denotado por ht(X), é chamado de altura de Cantor-Bendixson.






Capitulo 2
G s-refinamentos

Neste capitulo estudamos a preservacao de algumas generalizagoes da propriedade de Lindelof
por Gs-refinamentos. Na primeira secio, este estudo é feito na classe dos espagos dispersos e na

secdo seguinte em algumas classes mais gerais.

2.1 Dispersos

E facil ver que a compacidade ndo é preservada por Gs-refinamentos. O exemplo a seguir

mostra que até mesmo a paracompacidade é perdida apds tal operacao.

Exemplo 2.1.1. Um espaco compacto e To X tal que X5 ndo é normal. Em particular, X5 nao

é paracompacto.

Considere o produto cartesiano X = [0,1]". Podemos supor que X5 = (D(¢)¢");. Para cada
n € {0,1}, defina

A, = {f € X5 :se a # n entdo f'(a) tem cardinalidade < 1 } :

Os conjuntos Ag e A1 sdo disjuntos. De fato, suponha, por absurdo, que existe f € AgN A;.
Se 5 € ¢ entdao S # 0 ou 8 # 1. Logo, existe no méximo um « € ¢ tal que f(a) = . Assim, f é
uma funcdo injetora de ¢ em ¢, um absurdo.

Para cada funcio parcial enumeravel s de wy em ¢*, defina [s] ={f € Xs5:sC f}.

Os subespagos Ay e Ay sao fechados em Xs. Fixe n € {0,1}. Seja h € X \ A,,. Entéo, existem
a, B € ¢ distintos tais que h(a) = h(B) # n. Considere o aberto basico U = [h | {a, 3}]. E facil
ver que h € U C X \ A,,. Portanto, A,, é fechado.

Os subconjuntos Ag e Ay nao podem ser separados por abertos de Xs. De fato, seja U
um aberto contendo Ag. Vamos mostrar que cl(U) N A; # (. Recursivamente, vamos definir
uma sequéncia de fungées {fs}sew, € Ao, uma sequéncia estritamente crescente de ordinais

{7s}scw; C w1 e uma sequéncia crescente de injegdes {ss: vs — ¢1 }sew, -

e Seja fo € Ap dada por fy(a) =0, a € wy, e escolha 7 € wy e uma injegao so: yo — ¢ tal
que [fo [ Im(sg)] C U;

o Dada uma funcdo injetora ss: vs — ¢, seja fs11 € Ag dada por:

v, se a = s;(7y) para algum v < 7s;
fsr1(a) =

0, caso contrario.
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Escolha 7541 > 75 em w; e uma injegdo Ssy1: Vs11 — ¢ que estende ss e tal que
[fo41 T Im(ss+1)] C U.

e Sed €w; élimite e {s,: 7, — ¢ },c5 ¢ uma sequéncia crescente de injegdes, tome

v, se a= (U, ) (7) para algum v < sup,.57;
fila) = N
0, caso contrario.

Agora, considere a sequéncia {gs}sew, € X dada por:

gs(a) = {f5(a), se a € Im(ss);

1, caso contrario.

E facil ver que, para cada § € w1, g5 € [g5 | Im(ss)] = [f5 | Im(ss)] C U.
Por fim, seja h € X dada por

ha) = {% se & = (Usew, 86) (7) para algum v < Use,, s

1, caso contrario.

Afirmamos que h é ponto de acumulagao de U em A;. De fato, seja V um aberto de X tal que h € V.
Entdo existe S C ¢ enumerdvel tal que [h | S] C V. Sejan € w tal que SNU{Ss: 6 € w1 } C 5.
Entdo, g, € [h [ S] C V. Assim, cl(U) N Ay # 0.

Observagio 2.1.2. Assumindo CH, a Gs-modifica¢ao do espago X = (w + 1)** é paracompacto
e, portanto, normal. De fato, isto segue imediatamente do teorema 4.3 de [11] e do fato de que
’LU(X(;) = Nl.

Teorema 2.1.3 (Levy e Rice [12]). Suponha que X é regular e disperso. Entao, L(X) < k se, e
somente se, L(Xs) < k.

Teorema 2.1.4 (Levy e Rice [12]). Se X ¢é regular, disperso e paracompacto, entio Xs €

paracompacto.
Teorema 2.1.5. Se (X, 7) € reqular, disperso e paralindeldf, entao X5 € paracompacto.

Demonstragio. Pelo teorema 4.3 de [11], basta mostrarmos que X; é paralindelof. Seja, entao,

% uma cobertura aberta de X;. Seja

0= {x € X :x€int,; (U ‘5/) para algum refinamento

parcial, aberto e localmente enumeravel €’ de € em X } ,

Fato. O = X.

Prova do fato. Suponha que O # X. Como (X, 7) é disperso e regular, existem y € X \ O e uma
vizinhanca aberta U de y tal que (X \ O) NU = {y}. Escolha C, € ¢ tal que y € Cy. Podemos
supor C,, =N {U, : n € w}, onde, para cadan < w, Uy, € 7 e cl.(Uyy1) C U, C cl(U,) CU.
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Fixe n € w. Note que F,, = cl.(U,)\Up4+1 C O. Logo, para cada = € F), existe um refinamento
parcial, aberto e localmente enumeravel ¢, de ¥ em X5 tal que x € V, = int; (U%,). Como
(X, 1) é paralindelof e Fy,, V, = { V : « € F), } possui um refinamento parcial, aberto e localmente
enumeravel W, que cobre F},. Para cada W € W,,, escolha zy € F), tal que W C V,, ;.. Considere
a familia

Dy ={WNC:WeW,eCe€%Cy,,}.

Dy, € uma familia aberta e localmente enumerdvel em X5 que cobre F,. De fato, seja x € X.
Como W, é uma cobertura aberta e localmente enumeravel de X, existe uma vizinhanga aberta
Zy de z em X tal que (W,)z, é enumerdvel. Para cada W € (W,,)z,, tome uma vizinhanga
aberta Oy de x em X; tal que (%CW)OW é enumeravel. Considere a seguinte vizinhanca aberta
de r em Xj:

Z =20 {Ow:W e Wn)z,}.

Assim, para cada W € (W)z,, (64y,), é enumeravel. Como

(Dn)z ={WnNC:WeW,,Ceb e WNCNZ#D}
g{WﬁC:We(Wn)ZI ng(%W)Z},

segue que (Zp,)z é enumerdvel.
Agora, seja:

¢ ={C}u | Zn

n<w

E facil ver que ¢’ é um refinamento parcial, aberto e localmente enumeravel de % em X tal que

y € Uy C int, (%), contradizendo o fato de que y ¢ O. <

Agora, visto que O = X, para cada x € X, existe um refinamento parcial, aberto e localmente
enumeravel ¢, de € em X; tal que = € V; = int, (J%;). Como (X, 7) é paralindeldf, a cobertura
aberta V = {V, : x € X } possui um refinamento parcial, aberto e localmente enumeravel W.

Para cada W € W, escolha xy € X tal que W C V,,,. Assim,

(WNC:WeWeCeb,}

é um refinamento parcial, aberto e localmente enumeravel de 4 em X;. |
Teorema 2.1.6. Se (X, 7T) € regular, disperso e metalindeldf, entao X5 = (X, 7s) é metalindeldf.

Demonstragdo. Seja € uma cobertura aberta de Xj. Seja

0= {9: € X : % possui refinamento parcial, aberto e

pontualmente enumerdvel 4’ em X5 tal que x € int, (U ¢’ )} .

Suponha, por absurdo, que O # X. Como (X, 7) é disperso, existem y € X \ O e U € 7 tais



14 Gs-refinamentos

que UN(X\O) = {y}. Escolha C, € ¢ tal que y € C,. Podemos supor que Cyy = {U, :n € w},
onde, para cada n < w, U, € 7 e cl;(Up4+1) C U, Ccl (U,) CU.
Fixe n € w. Note que
F, =cl.(U,) \Ups1 CO.

Logo, para cada x € F},, existe um refinamento parcial, aberto e pontualmente enumeravel ¢, de €
em Xj tal que x € V, = int, (J%,). Como (X, 7) é metalindelof, { X\ F,}U{V, : © € F, } possui
um refinamento aberto e pontualmente enumerével V,,. Seja W,, =V, \{V €V,,: V C X \ F,}.
Para cada V' € W,, escolha zy € F), tal que V C V.. Considere a familia

D ={VAW:VeW, e WeE,,}.

Assim,

Cflz{C'y}ULJ{@n:n<w}

é um refinamento parcial, aberto e pontualmente enumeravel de ¥ em X tal que y € Uy C
int, (J%¢”’), contradizendo o fato de que y ¢ O. Portanto, O = X.

Agora, visto que O = X, para cada x € X, existe um refinamento parcial, aberto e pontu-
almente enumerével €, de ¢ em X; tal que z € V,, = int; (U %,). Como (X, 7) é metalindelof,
{ Vs :x € X } possui um refinamento parcial, aberto e pontualmente enumeravel V. Para cada

V €V, escolha zy € X tal que V' C V,,,. Assim,
{(VnW:VeVeWe%,,}

¢ um refinamento aberto e pontualmente enumeravel de ¢ em Xj. |
Parece-me que o préximo teorema responde a uma pergunta de Henriksen et al. em [13].
Teorema 2.1.7. Se X € metacompacto, regular e disperso, X5 € metacompacto.

Demonstragdo. Vamos provar o resultado por indugdo sobre a altura de Cantor-Bendixton §.

Se X tem altura 1, entdo X é discreto; consequentemente, X5 é discreto e, portanto, meta-
compacto.

Suponha, entdo, que o teorema valha para espacgos de altura menor que d e fixe um espaco
metacompacto, disperso e regular (X, 7) cuja altura é 6.

Primeiramente, consideremos o caso em que § = v + 1, para algum ordinal v, e X tem um
unico elemento x. Seja ¥ uma cobertura aberta de X; e fixe U € € tal que x € U. Podemos
supor que U = N{U, : n € w}, onde, para cada n € w, cl;(Uy+1) C U, € 7. Como X \ U; é
um subespago fechado de X cuja altura é < d, segue da hipétese de indugdo que % possui um
refinamento parcial, aberto e pontualmente finito ¢’ em X \ U; que cobre X \ U;. Do mesmo

modo, para cada n € w, existe um refinamento parcial, aberto e pontualmente finito %,, de € em
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F, = cl.(Uy,) \ Up42 cobrindo F,,. Entao,

Z={C\cl(Uh):Ceg }uJ{CN(Up\cl(Ups2)): C €6, }U{U}.

new

é um refinamento parcial, aberto e pontualmente finito de 4. Portanto, Xs é metacompacto.
Agora, vamos ao caso geral. Para cada x € X, escolha uma vizinhanga aberta U, de x tal que
- (Up) € X\ X e cl(U,)N (X(”) \X(’7+1)) = {z}, comn = min{L <d:xe XW\ xttD }
Entdo, para cada z € X, ou ht(cl(U,)) < 6 ou ht(cl,(Uy)) =6, § = v+ 1 e (cl(Ux)) = {«}.
Segue entdo da hipdtese de indugdo ou do pardgrafo anterior que se z € X, entéo cl-(U,)s é um

subespaco metacompacto de Xs. Agora, a cobertura aberta de X
U={U,:z€ X}

tem um refinamento aberto e pontualmente finito de ¥V em X.

Agora, dada uma cobertura aberta ¥ de X5, podemos escolher, para cada V € V, um
refinamento parcial, aberto e pontualmente finito €}, de € em cl,(V)s que cobre cl.(V)s. E facil
ver que a familia

{(VnC:VeVeCe%y}
¢é um refinamento aberto e pontualmente finito de ¥ em Xj. |
A demonstracdo do préximo teorema é devido a professora Ofélia T'. Alas.

Teorema 2.1.8. Se (X, 1) é um espago regular, disperso e linearmente Lindeldf, entao X5 =

(X, 715) € um espago linearmente Lindeldf.

Demonstragao. Seja U = {U, : @ < k } uma cobertura aberta de X; de cardinalidade regular

Kk > Ng. Defina

MZ{intT<U{U5:/B§a}):a<ﬁ}

O:{xeX:existeVQZ/{talque\V!</<eex€intT(UV)}.
Fato. X = 0.

Prova do fato. Suponhamos o contrario, isto é, O # X. Como (X, 7) um espaco regular e disperso,

existem y € X \ O e W vizinhanca fechada de y em (X, 7) tais que
WN(X\O)={y}.

Logo,
W C O U{y}.
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Sejam U € U tal que y € U e {Qy }new C 7 tal que U = (),,c,, 2n- Assim,

new

VV>\ (w Q, = LJ (VV>\S2n)'

new new

Cada W\ Q,, é um fechado de (X, 7) e, portanto, linearmente Lindel6f. Além disso, W'\ ©,, C O;
isto implica que M é uma cobertura de aberta de W \ Q,, em (X,7) e, portanto, admite
subcobertura M,, de cardinalidade < x. Logo, {U} UJ{ M, : n € w} é uma subfamilia de U
de cardinalidade < k que cobre W. Como W é uma vizinhanca de y, segue que y € O, uma

contradigao. <

Como X = O, M é cobertura aberta de (X, 7) e como (X, T) é linearmente Lindel6f admite

subcobertura de cardinalidade < k. Seja A < k tal que
Uint, | JUs| =X
a< Bl

Logo,

U(UUﬁ):X e H{Uz:B<A} <k i

a<A \f<a

2.2 Algumas generalizagoes de disperso

Definigcao 2.2.1. Um espago X é k-disperso se, para todo subconjunto fechado F' de X, existe

p € F tal que x(p, F) < k.

Definig¢ao 2.2.2. Um espago X ¢ fortemente x-disperso se, e somente se, para todo subcon-
junto nao-vazio A de X, existem um ponto x € A e uma vizinhanca aberta U, de x tal que
Uz N A| < K.

Todo espago disperso é fortemente Ni-disperso, mas a reciproca nao é verdadeira: o conjunto

dos racionais munido da topologia usual é fortemente N;-disperso mas nao é disperso.

Definicao 2.2.3 (Hdeib e Pareek [14]). Dado um espaco topolégico (X, ), denotamos por 7, a

topologia sobre X que tem como base:

{U\E:U €1 e E éum subconjunto enumeravel de X }.

E facil ver que:
Lema 2.2.4 (Hdeib e Pareek [14]). (X, 7) € de Lindeldf se, e somente se, (X, 1,) € de Lindelif.

Lema 2.2.5 (Hdeib e Pareek [14]). (X, 7) € um espago fortemente N1-disperso se, e somente se,

(X, 71,) € disperso.

Teorema 2.2.6 (Hdeib e Pareek [14, teorema 3.12]). Se (X, 7) é um espago de Lindeldf, reqular

e fortemente N1-disperso, entio (X, 7s5) € um espaco de Lindeldf.
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Demonstragio. Pelo lemas 2.2.4 e 2.2.5, (X, 7,) é um espaco de Lindelof, regular e disperso.

Logo, pelo teorema 2.1.3, (X, (7,,)5) é um espaco de Lindelof. Mas, (7,)s = 7s. |
Lema 2.2.7. (X,7) é linearmente Lindelof se, e somente se, (X, 7,) € linearmente Lindeldf.

Teorema 2.2.8. Se (X, 1) é um espaco linearmente Lindeldf, reqular e fortemente X;-disperso,

entdo (X, 7s) é um espago linearmente Lindeldf.

Demonstragao. Pelos lemas 2.2.5 e 2.2.7, (X, 7,) é um espago linearmente Lindeldf, regular e

disperso. Logo, pelo teorema 2.1.8, (X, (7,)s) é um espago linearmente Lindel6f. Mas, (7,,)s =

7s. |

Definicao 2.2.9. Um espaco X é a-disperso se, e somente se, o conjunto de todos os pontos

isolados de X é denso.

Definig¢ao 2.2.10. Um espaco X é N-disperso se todo subconjunto raro de X é um subespago

disperso de X.

Teorema 2.2.11 (Rose [15]). Um espago X € disperso se, e somente se, X € a-disperso e

N -disperso.

Exemplo 2.2.12. Um espago regular, de Lindel6f e a-disperso cujo Gs-refinamento nao é de

Lindelof.

Seja T a topologia usual sobre R. Seja p a topologia sobre R gerada por p(Q) U 7. Note que
(R, p) é a-diperso, regular e de Lindelof, mas (R, ps) ndo é de Lindeldf, uma vez que é discreto.

Spadaro observou o seguinte:

Exemplo 2.2.13. Assumindo CH, existe um espago de Lindel6f N-disperso cujo Gs-refinamento

nao é de Lindelof.

Seja M a familia de todos os subconjuntos Lebesgue mensuraveis da reta real. Para cada
E € M, defina

. m(EN]x—h,z+h])
@(E):{meR:}ll% o :1}.

Entao,
Ta={EeM:ECPE)}

é uma topologia sobre R mais forte que a usual, comumente chamada de topologia da densidade.
Denote por Ry o espago topologico X = (R,74). Pelo corolario 4.3 de [16], X possui um
subespaco hereditariamente Lindelof, ndo-separavel, regular e de Baire Y. Pelo teorema 2.7 de
[16], todo subconjunto raro de Y ¢é discreto (e fechado). Assim, Y é N-disperso. Por outro lado,
o pseudocarater de Y é enumerdvel, uma vez que Y é Ty e hereditariamente Lindel6f. Entéo, Y

¢ discreto e nao-enumeravel e, portanto, ndo é de Lindel6f.

Definicao 2.2.14. Um espaco é o-disperso se ele é unidao de uma familia enumeravel de

dispersos.
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O conjunto dos racionais munido da topologia usual e a reta de Michael sdo exemplos de

espacos o-dispersos que nao sao dispersos.

Exemplo 2.2.15 (Barr et al. [17]). Assumindo CH, existe um espaco regular, de Lindeldf e
o-disperso cujo Gg-refinamento nao é de Lindelof.

De fato, seja R, o conjunto dos niimeros reais munido da topologia cuja base é dada por:
{{z} :2 e R\Q}U{]a,b[\D:a<be D CR\Q é enumerdvel }.

Seja { By : @ < wy } uma enumeragao de todas as familias enumeréveis que cobrem Q e sao
constituidas de abertos basicos. Note que cada |J B, é um subespaco denso e G da reta real.

Por indugéo transfinita, vamos construir uma sequéncia de irracionais (t, : a < wy ). Seja tg
um irracional qualquer. Suponha que tenhamos escolhidos tg, para todo 5 < . Visto que, para
cada 8 < a, U Bg ¢ um subespago denso e Gs de R, e o < wy, segue que N{UBs: f < a} é um

subespago denso e G5 de R e, portanto, ndo enumeravel. Entdo, podemos escolher

B<a

to € (n UBB) \({t52ﬂ<a}UQ).

Por fim, seja
X=QU{ta:a<w}

munido da topologia herdada de R,.

X € um espago de Lindeldf. De fato, seja O uma familia de de abertos basicos de R,, que cobre
X. Visto que O cobre Q, B, C O para algum «. Por construcao, temos ¢, € |JB,, para todo
v > a. Portanto, B, juntamente com uma subfamilia enumeravel de O que cobre {tg: [ < a} é
uma subcobertura enumeravel de O.

Como X5 é um espaco discreto nao-enumeravel e, portanto, ndo pode ser de Lindelof.
Na verdade, Barr et al. mostraram em [17] que X5 ndo é nem mesmo um espago de Alster.

Definicao 2.2.16 (Henriksen et al. [13]). Um ponto z de um espago topolégico X é chamado
de P-ponto forte se x tem uma vizinhanca consistindo de P-pontos. O conjunto de todos os

P-pontos fortes de X é denotado por SP(X).
Note que SP(X) = intx {z € X :  é um P-ponto }.
Definicao 2.2.17 (Henriksen et al. [13]). Recursivamente, defina:
(1) So(X) =X e S1(X) = X\ SP(X);
(2) Sat1(X) =51(S4(X)), se @ é um ordinal > 1;
(3) SA(X)=N{Sa(X):a <A}, se A é um ordinal limite.

Definicao 2.2.18 (Henriksen et al. [13]). Um espago X é SP-disperso se existe um ordinal ¢
tal que S5(X) = 0.
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Teorema 2.2.19 (Henriksen et al. [13]). Se X € um espaco de Lindelif e SP-disperso, entao
Xs € de Lindeldf.

Teorema 2.2.20 (Henriksen et al. [13]). Se X € um espago paracompacto e SP-disperso, entao

X5 € paracompacto.

Problema 1 (Henriksen et al. [13]). Se X é metacompacto e SP-disperso, entdo X5 é meta-

compacto?






Capitulo 3

Preservacao da propriedade de Lindelof por submode-

los elementares

Em aplicagées de submodelos elementares a topologia, geralmente consideramos um espaco
topologico (X, 7) e um submodelo elementar conveniente M, com {X, 7} C M, e entdo derivamos
propriedades de X através de uma “versdo M de X”. O candidato mais natural a este papel seria
o par (X N M, 7N M). Porém, em muitos casos, 7 N M nao é uma topologia, haja vista que, em
geral, unides arbitrarias de elementos de 7N M nao estdo em M. Contudo, 7N M é uma base para
uma topologia sobre X. Assim, continuando os estudos feitos em [3, 4, 21], trabalharemos com o
espago topologico Xy = (X N M, 1), onde 7a7 é a topologia gerada por {UNM : U € TN M }.
Podemos, entdo, definir a operagao de tomar um espaco X e um submodelo elementar M, com
X € M, e considerar o espago X ;. Nosso foco neste capitulo é estudar a propriedade de Lindelof

com relacao a esta operagao.
3.1 Definigoes e teoremas basicos

Definig¢ao 3.1.1. Dizemos que um submodelo elementar M é enumeravelmente fechado se

[M]®0 C M.

Definig¢ao 3.1.2. Dado um cardinal k, dizemos que um submodelo elementar M é k-covering

se, para todo subconjunto X € [M]=*, existe Y € M de cardinalidade » tal que X C Y.

Teorema 3.1.3 (Vide [18]). Sejam k um cardinal infinito e A um conjunto de cardinalidade

< k. Entdo, existe um submodelo elementar k-covering M de cardinalidade < k™ tal que A C M.

Lema 3.1.4 (Passos [19]). Se k é um cardinal infinito e M é um submodelo elementar k7 -

covering, com |[M| >k e k € M, entdo M é k-covering.

Teorema 3.1.5 (Levi [20]). Se M €é um submodelo elementar k-covering e k U{x} C M, entao
kT C M.

Teorema 3.1.6 (Junqueira [21]). CH ¢é equivalente a “todo submodelo elementar w-covering é

enumeravelmente fechado”.
Teorema 3.1.7 (Passos [19]). Seja k um cardinal. Sio equivalentes:

(1) Eziste submodelo elementar w-covering de cardinalidade k;
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(2) Covy(k) = k.

Dizemos que uma propriedade topolédgica ® é preservada por uma classe M de submo-
delos elementares, se, para todo todo espago topoldgico X satisfazendo ® e todo submodelo
elementar M € M, com X € M, X, também satisfaz ®.

Teorema 3.1.8 (Junqueira e Tall [3]). Se X ¢ T;, com i < 3%, entao Xy também o é.

Lema 3.1.9 (Tall [22]).
(1) Se X é de Hausdorff, entao X é de Hausdorff.
(2) Se Xpr € regular, entao X é regular.

3.2 Dispersos

O préximo exemplo nos mostra que mesmo se X é um compacto e M é enumeravelmente

fechado, X s pode ndo ser nem mesmo de Lindelof.

Exemplo 3.2.1 (Junqueira e Tall [3]). Seja X = 2" munido da topologia usual, onde k* = k.
Fixe um submodelo elementar M tal que [M]¥ C M, |M| =k, X € M, kU{k} C M e existe
um denso de X contido em M.

X € um subespaco de X . De fato, para cada funcgao parcial p de k em X, seja

pl={feX:pCf}.

Se p é parte finita de uma funcao f € X N M, entdo p € M; como [p] é definivel a partir de p,
X € M, temos que [p] € M.

Xnr ndo é compacto. De fato, como | X N M| < k < 2% = | X]|, temos que X N M & X. Visto
que M tem como subconjunto um subconjunto denso de X, X N M ¢é denso em X e, assim, nao
pode ser um subespago fechado de X. Portanto, X3, ndo é um subespaco compacto de X.

X ndo é de Lindelof. De fato, pelo teorema 4.2 de [3]*, X é enumeravelmente compacto.

Assim, se Xy fosse de Lindelof, X seria compacto, contradizendo o paragrafo anterior.

Teorema 3.2.2 (Junqueira e Tall [4]). Se (X, 7) um espago compacto, T e disperso, entdo X g

¢ compacto.

NOTAGAO 1. Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e M um submodelo elementar. Para cada
reXNM,
Q= Qx(z) =Qx (@) =({VernM:zeV}.

Q=QX)=Qu(X)={Q:zeXNM}.

A demonstracao do lema abaixo é andloga aquela do teorema 3.2.2.

*Se X é enumeravelmente compacto e M é um submodelo enumeravelmente fechado, entdo X s é enumeravel-
mente compacto.
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Lema 3.2.3. Se (X, 7) € um espago de Lindelif, To, disperso e zero-dimensional, entdo
Q={Qy:ze XNM}

é uma particao de X.

Demonstragdo. Sejam x, y € X N M, com x # y. Pelo Critério de Tarski-Vaught, existem
vizinhangas abertas e disjuntas V,, V,, € M de x e y, respectivamente. Dai, Q, N [y] = 0.

Resta entao mostrar que X = |J. Como X é disperso e O-dimensional, existem um ordinal
d € M e duas sequéncias (zq : v < 9), (Uy:ae <) € M tais que X ={x, :a <0} ecada U,
¢ uma vizinhanca aberta-fechada de z,, com U, N{zg:a < <d} =0.

Fixe a < § arbitrariamente. Se o« € M, entdo zo € M e, portanto, o € J{Qy :z € X N M }.
Suponha entdo que o ¢ M. Como J{ U, : v < §} = X, que é de Lindeldf, existe E € M N [§]="°
tal que J{U,:vy€ E} =X.De E € M e |E| <Xj segue que £ C M. Logo, existe y € E C M

tal que z, € U,. Assim, pode-se definir
f=min{yednNM:z,€U,}.

A fim de mostrar que zo € (2, seja W € 7, N M. Como X ¢ de Lindel6f e Ug um aberto-
fechado, por elementaridade, existe E € M N [B]=Y tal que Ug \ W C U{U, : v € E}. Assim,
V=Us\U{Uy:7ve E}CWeFECSNM. Como V é definivel a partir de pardmetros em M,
segue que V € M. Pela definicao de 3, segue que z, ¢ U, para todo v € N M. Logo, x4 ¢ U,
para todo v € E. Assim, z, € V C W. Portanto, z, € [zg]. |

Lema 3.2.4. Se (X, 7) € um espago de Lindeliof, reqular e fortemente Wy -disperso, entdo
{Qp:zeXnNM}

¢ uma particio de X.

Demonstragdo. Como 75 é definivel a partir dos pardmetros 7, w € M, segue que 75 € M. Além
disso, pelos teorema 2.2.6 e lema 2.2.5, X5 é um P-espaco regular — e, portanto, 0-dimensional
— , diperso e de Lindeldf. Logo, pelo lema 3.2.3, Q(X5) é uma parti¢do de X. Por elementaridade,
para cada x € X N M, Qx p(z) C Qx, m(x). Dai, UQ(X) D UQX;) = X. |

Segue imediatamente do lema 3.2.4 que:

Teorema 3.2.5. Se (X, 7) é um espago de Lindeldf, reqular e fortemente X;-disperso, entio Xy
¢ de Lindeldf, para todo submodelo M tal que {X,7} C M.

Em geral, sob as hipoteses do teorema acima, nao é verdade que X N M é de Lindelof: considere
0 espago (w2 + 1)5 e um submodelo elementar w-covering M de cardinalidade X;. Sabemos que
(w2 + 1)s é um espago de Lindeldf, regular e disperso. Agora, como M tem cardinalidade Ny,

sup(w2 N M) < wsy e, portanto, o ponto wsy € isolado em (w2 + 1)s. Assim, se (w2 +1)s N M for um
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espaco de Lindeldf, entdo (w2)s N M e, consequentemente, ((w2)s),, serd um espaco de Lindeldf;

dai, como M é w-covering, segue que (w2)s serd um espaco de Lindeldf.

Lema 3.2.6. Sejam X um P-espaco reqular, de Lindeldf e disperso e M um submodelo w-

covering. Entdo Xy € um subespaco de X se, e somente se, X N M ¢€ fechado.

Demonstragdo. Necessidade. Pelo teorema 3.2.5, X3; é um subespaco de Lindelof de um P-espago
T5 e, portanto, é fechado.

Suficiéncia. Pelos lema 3.3.1 e teorema 3.2.5, Xy é um P-espago de Lindel6f cuja topologia
estd contida na topologia do subespaco X N M que é fechado e, portanto, um P-espago regular e

de Lindel6f. Portanto, pelo lema 1.4.20, Xjs é um subespago de X. |
Teorema 3.2.7. Seja (X, 7) um espago disperso e reqular. Sao equivalentes:

(a) X € de Lindeldf.

(b) X € de Lindeldf, para todo submodelo elementar M, com {X,7} C M.

(¢) Xpr € de Lindeldf, para todo submodelo elementar M w-covering, com {X,7} C M.

(d) Xpr € de Lindeldf, para algum submodelo elementar M w-covering, com {X,7} C M.

Demonstragio. Segue do teorema 3.2.5 que (a) implica (b). A implica¢do (d) — (a) segue do

teorema 3.5.5. Por fim, as implicagbes (b) — (c¢) e (¢) — (d) sao imediatas. |

Pode-se perguntar se existe uma versao do teorema 3.2.5 para a propriedade linear de Lindelof.
Um caminho a se considerar, considerando que o Ggs-refinamento de um espago regular, disperso
e linearmente de Lindel6f é linearmente Lindel6f — vide teorema 2.1.8 — | seria mostrar que o

seguinte problema tem solugao positiva:

Problema 2. Se X é um P-espaco linearmente Lindelof, regular e disperso entao X é linear-

mente Lindel6f para todo submodelo w-covering M?

Agora, suponha que a pergunta acima tenha resposta positiva. Entao, dados um espago X
linearmente Lindelof, regular e disperso e um submodelo w-covering M de cardinalidade < X,
segue que Xy é linearmente Lindel6f e, portanto, de Lindel6f, uma vez que |X N M| < X,,. Dai,

pelo teorema 3.5.5, X é um espago de Lindelof. Sendo assim,

Corolario 3.2.8. Se X ¢é um espago linearmente Lindeldf, reqular e disperso, entao X € de
Lindelof se, e somente se, Xy € linearmente Lindeldf para algum submodelo elementar w-covering
M de cardinalidade < N,,.

Problema 3. Existe um (P-) espaco linearmente Lindel6f, regular e disperso que nao é de
Lindelo6f?
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3.3 P-espacgos

Lema 3.3.1. Se M é um submodelo w-covering tal que (X, 7) € M, entao

(Xs)mr = (Xnr)s-

Em particular, se X € um P-espaco, entdo Xy € um P-espaco.

Demonstragio. E suficiente mostrar que (75)p = (Tar)s. Sejam U € (75)p € = € U. Entéo, existe

VersnNMtal quex € VN M CU. Como V € 75, existe V tal que
o(w, 7, V,V)=V C 7 AV é enumerédvel A V:ﬂv,

Visto que os pardmetros w, 7 e V estdo em M, existe V em M tal que p(w, 7, V,V). Mas, como
V é enumerdvel, V C 1N M. Dai, VN M =NV NM € (rp)s. Portanto, U € (Tar)s.

Agora, sejam U € (1p7)s e x € U. Entéo, existe Y C 7NM enumerdvel tal que x € NUNM C U.
Como M é w-covering, existe ¥V € M enumeravel tal que 4 C V. Como x e 7 estdo em M,

podemos supor que V C 7,. Logo, NV € M N15ex €V C NU. Portanto, U € (75) - |
Lema 3.3.2. Se Xs € um P-espaco, entdo X é um P-espaco.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que existam x € X e V C 7, tais que
oz, V)=V C 7, AV é enumerdvel A YU € 7, (U\ﬂV # @) :

Pelo Critério de Tarski-Vaught, existem x, V € M tais que ¢(z,V). Como V € M é enumeravel,
V C M. Resta, entdo, mostrar que UNM ¢ NV, para todo U € 7, N M. Seja U € 7, N M. Entao,
por hipétese, V = Jy € U \ N V. Como os parametros U, V € M, por elementaridade, existe
yeUnM)\NV. i

A prova do préximo lema estd inclusa na prova da proposicao 3.4 de [2].

Lema 3.3.3. Seja X é um P-espago de Lindeldf e reqular cujo tightness é Ry e todo subespago
de cardinalidade < Wi tem cardter < V1. Entdo, Xp; € um subespaco de X, para todo submodelo

elementar wi-covering M .

Demonstragdo. A fim de mostrar que 7N M induz a topologia de subespago sobre X N M, sejam
z € X N M e U uma vizinhanga aberta de x. Suponha, por absurdo, que (V N M)\ U # () para
todo V' € 7, N M. Usando o fato de que X é um P-espago de Lindeltf e M é w-covering, podemos

escolher
zGﬂ{cl((VﬂM)\U):VETxﬂM}.

Como t(X) = wy, existe D C (X N M)\ U de cardinalidade X; tal que z € cl(D). Visto que M é
wi-covering, existe E € M de cardinalidade ®; tal que D C E. Entao, M = “x(EU{z}) < w;”.
Logo, existe uma vizinhanga aberta V, € M de z tal que V;NE C U, o que implica que V,ND = ().
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Da regularidade de X segue que existe uma vizinhanca aberta W, € M de z tal que cl(W,) C V,
e, portanto, cl(W,) N cl(D) = ), contradizendo o fato de que z € cl(W,) Ncl(D). |

Exemplo 3.3.4. Juhész e Weiss mostraram em [23] que se existe uma arvore de Kurepa sem
subarvores de Aronszajn, entao existe um P-espaco de Lindel6f linearmente ordenado E cujos
peso é Ny e cardinalidade é > V. Agora, note que para qualquer submodelo elementar w-covering
M de cardinalidade Ry, com E € M, Ej; nao é de Lindelof. De fato, como w(E) = X; C M, Eyy
é um subespago denso de E' de cardinalidade 8; < |E|. Logo, Ejs nao é fechado e, portanto, ndo

pode ser de Lindelof.

Observagdo 3.3.5. Fazendo uso do colapso de Levy de um cardinal mensuravel para No com
condigdes enumeraveis, todo espaco de Lindel6f indestrutivel cujo pseudocardter é < Ny tem
cardinalidade < X; = 2%0. Portanto, visto que todo P-espaco de Lindelsf é indestrutivel, segue
que dado um P-espaco de Lindeléf X cujo pseudocarater é < Ny, Xy = X para todo submodelo

elementar w-covering.

Problema 4. Existe, em ZFC, um P-espaco regular e de Lindel6f X e um submodelo elementar

w-covering M tal que Xjs ndo é de Lindel6f?

Observacao 3.3.6. Um espaco X é fracamente Whyburn se, e somente se, para todo subespaco
nao-fechado A C X, existe um subconjunto B C A tal que cl(B) \ B = {z} para algum
z € cl(A) \ A. E bem conhecido o fato de que todo espaco disperso e regular ¢ fracamente
Whyburn. Mas, o exemplo anterior mais o fato de que todo P-espago de Lindelof e T, cujo
pseudocarater é < wy é fracamente Whyburn — vide corolario 2.8 de [24] — implicam que
a hipdtese de ser disperso ndo pode ser enfraquecida pela de ser fracamente Whyburn no

teorema 3.2.5.
3.4 o-produtos

Definicao 3.4.1. Dadas uma familia de espagos topoldgicos { X; : i € I } e um ponto z* € X =
[I{Xi:iel},

oc=o0(X,z") = {x € HXi : supp(z) é ﬁnito} ,
icl

onde supp(x) = {i € I : z(i) # z*(3) }.
O o-produto de X em z* é o espago (o, 7), onde T é a topologia de subespago induzida
pelo produto de Tychonoff [T{ X; :i e I}.

Lema 3.4.2. Dados uma familia de espagos topolégicos { X;:i €1}, z* e X =[[{X;:i€ 1}

e um submodelo elementar M,
o(X,z"),, € homeomorfo d o (X | M,z" [ (kNM)),

onde X [ M =T[{(X))m:i€InNM}.

Demonstragio. Considere a funcéo m: o (X,2%),, = o (X [ M,z*), onde f+— f [ M.
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7 € sobrejetora. De fato, seja g € o (X [ M, z*). Como o suporte de g é um subconjunto finito

de M, segue que supp (g) € M. Visto que Im(g) C M, pelo Critério de Tarski-Vaught, existe

f € owm tal que supp(f) = supp(g) e f [ supp(f) = g | supp(g). Note que 7(f) = f [ M =g.
m € injetora. Sejam f, f' € oy tais que f # f’. Pelo Critério de Tarski-Vaught, existe

i€ INM tal que f(i) # f'(i). Logo, f | M # f' | M.
7 ¢ continua. Seja V um aberto bésico de o (X | M, x*). Entdo, existem F € [[][<f N M e V;
aberto basico de (X;)u, i@ € F, tais que

v=][Vix [I X)um.

ieF iEM\F

Assim,

rlV]={feonM:fIMeV}
={feonNM:f@i)eViiecF}

= (HVix 11 XZ-) NoN M.

1elr ieI\F

Mas, isto é um aberto em oy, uma vez que {Vy}aecr € M implica que [[ cp Vo X XA\ e M.

71 é continua. Sejam V um aberto de opr e f € V N M. Por elementaridade, existem

F € [I|*® N M e, para cada i € F, um aberto V; de (X;)s, tais que
felllvix [] Xi|nenMmcV.
1eF i€I\F
Assim,

ﬂ_fl

(me 11 Xi)ﬂa(X[M,p)]—(HV;x 11 Xi)ﬂaﬂM. [

iEF iEM\F = iel\F

Lema 3.4.3 (Juhdsz et al. [25]). Se { X;:i1 € 1} é uma familia de P-espagos de Lindelof e
e X =[[{X;:iel}, entio

o (X,z")s € de Lindeldf.

Lema 3.4.4. Se {X;:i €1} é uma familia de espacos de Lindeldf, dispersos e regulares,

e X =[[{Xi:iel} eM éum submodelo elementar w-covering, entio
(0 (X,2%)5),, € de Lindeldf.

Demonstragio. Em primeiro lugar, note que o(X,2*)s = o([I;c;(Xs)s5,2%)s. Agora, pelo teo-

rema 2.1.3, cada Z; = (X;)s é um P-espago, disperso e de Lindel6f. Assim, do lema 3.3.1 segue
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que cada (Z;)p é um P-espago de Lindel6f. Dai, pelos lemas 3.3.1 e 3.4.2,

(0 (X,2%) )5 = (O’ (HZZ,.%‘*)) = (0 (HZi,x*> ) :o’( H (Zi)M,m*> .
el 5/ M iel M/ s ieINM 5

Do lema 3.4.3, segue o resultado. [ |
Em [25], Juhdsz et al. provam:

Teorema 3.4.5. Sejam A um conjunto nao enumerdvel e p ¢ A. Considere o espago X = AU{p},

onde cada ponto de A € isolado e subconjuntos coenumerdveis de X sdo abertos. Entdo,
t(o (X", p)s) =Ry.

Problema 5 (Juhdsz et al. [25]). Se X é P-espago de Lindel6f cujo tightness é Ny, entdo, dados

um cardinal £ e um ponto z* € X",
t(o (X", p)s) =817

Proposicao 3.4.6. Sejam X um espaco e n € w tal que Xy € um subespaco de X para todo
submodelo elementar wy-covering de cardinalidade Wy, 1. Entdo, dados um cardinal A e um ponto
z* e XA,
Ak
t(a (X T )6) < Rya.

Demonstragdo. Note que o (X’\,:c*)(S =0 (X?,:z;*)é e “Xy é um subespaco de X7 implica
“(X5)m € um subespago de X", para todo submodelo elementar w,,-covering M. Podemos, assim,
supor que X é um P-espaco.

Sejagecl(Y),comY Co (X)‘, x*)é. Pelo teorema 3.1.3, existe um submodelo elementar
wp-covering M de cardinalidade < W, 11 tal que ¢, Y € M. Vamos mostrar que ¢ € cl(Y N M).
Suponha que

qgeV = H VaxX’\\E,
acl
onde E € [\ e cada V,, é um subconjunto aberto de X. Como X s é um subespaco de X, para
cada a € F'N M, existe uma vizinhanca aberta U, € M de ¢, tal que 0 # U, N M C V,. Note
que U, x X M} € M sempre que a € EN M. Como M é w-covering e N M é enumeravel,
existe uma familia enumerdvel V € M de vizinhancas abertas de ¢ tal que U, x X*\} € Y, para
todo « € EN M. Por outro lado, de g € cl(Y') segue, por elementaridade, que ¢ estd no fecho de

Y N M em (05),,. Assim, existe

ye(W)nynMc J[ Uax xNEM,
acENM

Como supp(y), supp(q) € AN M, segue que se o« € E'\ M, entdo y(«o) = z*(a) = ¢(«) € Vi Por
outro lado, se « € AN M, entao y(«) € Uy N M C V,. Portanto, y € [[,cp Vo X XN |
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Note que ¢(X) < ¥y é condigao necessaria para que X seja um subespaco de X para todo

submodelo w-covering M de tamanho N;.

Teorema 3.4.7 (Junqueira e Tall [3]). Suponha que Y C X testemunha que t(z,X) > k.
Suponha que M é um submodelo elementar tal que x, Y,--- € M e |M| < k. Entdao, Xy ndo é

um subespago de X.
Segue imediatamente dos lema 3.3.3 e proposicao 3.4.6 o seguinte resultado parcial:

Lema 3.4.8. Seja X um P-espago de Lindeldf e reqular cujo tightness é Ry e todo subespaco de

cardinalidade < Wy tem cardter < Nq. Entdo, dados um cardinal A e um ponto z* € X)‘,

t (a (XA,:E*)(s) <Ry,

Lema 3.4.9. Seja X um P-espaco L-reflecting e reqular cujo tightness é Ny. Entao, dados um

t (a (XA,J:*)(S) —N,.

Spadaro nos indicou o seguinte exemplo:

cardinal \ e um ponto x* € X*,

Exemplo 3.4.10 (Bella et al. [26]). (2%t = Ry) Uma familia ndo-enumerével A C [w1]™ é almost
disjoint sobre w; se quaisquer dois elementos distintos de A tem interseccao enumeravel. Uma
familia almost disjoint A é nowhere m.a.d. sobre w; se, para todo X € [w™, ou X C* UB
para algum subconjunto enumerdvel B C A ou existe B € [X]®! almost disjoint de todos os
elementos de A.

Agora, definamos uma topologia sobre X = wy U A como segue. Cada ponto de wy é isolado
e uma vizinhanca de A € A é {AYU A\ E, onde E € [w;]<™. Note que £L(A) é um P-espaco
regular e localmente Lindelof. Seja £(A) a lindeldficagdo de X por um ponto co. Note que as
vizinhangas basicas de co sdo da seguinte forma: {co}U(A\E)U(U(A\ E) \ E), onde £ € [A]<™M
e E € [w|<N.

E facil ver que £(A) é um P-espaco regular e disperso.

O cardter de L£(A) é Ry, uma vez que o cardter do ponto oo é Ny.

O tightness de £(A) é X;. De fato, dos lema 21 e teorema 27 de [26] segue que L(A) é um
espago radial cujo carater radial é N;.

Como w; é denso em L(A), a densidade de L(A) é Ry. Assim, se M é um submodelo
elementar w-covering de cardinalidade Ry, entdo £(A) N M é subespago proprio e denso de L(.A);
consequentemente, L£(A) N M nao pode ser fechado em L(A), e, portanto, nao é de Lindelof.

Assim, £(A)y nao é um subespaco de L(A).

3.5 Algumas funcgoes cardinais

Teorema 3.5.1 (Junqueira e Tall [4]). Suponha que Xp; seja um espago nao-enumerdvel,

compacto, Ty e de cardter enumerdvel. Entdo, X = X.

Teorema 3.5.2. Sdo equivalentes:
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(a) CH;
(b) Xy =X, se X é um espago de Lindelof, Ty e de cardter enumerdvel e w; C M;
(¢) Xy =X, se Xpr € um espago de Lindeldf, Ty e de cardter enumerdvel e M é w-covering.

Demonstragao. (a) implica (b). Pelo Teorema de Arhangel’skii, todo espago T5, de Lindeldf e de
carater enumeravel X tem cardinalidade < 280 = R;. Como {X,7} C M e X = w(X) <¥; C M,
segue do Lema da Transitividade que X C M e 7N M é uma base para 7; portanto, Xy = X.
(b) implica (c). Pelo lema 3.1.9, X é T. Além disso, do teorema 3.5.5 segue que X é de
Lindelof e tem cardter enumeravel. Logo, pelo item (b), Xy = X.
(¢) implica (a). Suponha, por absurdo, que -CH. Se M é um submodelo elementar de
cardinalidade N1, com R € M, entdo Rjs é um subespaco R e, portanto, é de Lindelof, T5 e tem

carater enumeravel; mas, Rys # R, contradizendo o item (c). |

Exemplo 3.5.3 ([27]). E consistente com ZFC' a existéncia de um espaco compacto X de

Hausdorff e de cardter enumeravel e um submodelo w-covering M tal que X;; ndo é de Lindelof.

Exemplo 3.5.4 (Junqueira e Koszmider [28]). Sob CH, existe um espaco de Lindel6f X de
carater Ny tal que Xj); nado é de Lindelof, para todo submodelo elementar enumeravelmente
fechado M, com X € M.

Demonstragdo. Seja X = 2“! munido da topologica produto usual. Seja M um submodelo
elementar enumeravelmente fechado.

X € enumeravelmente compacto. De fato, como X é compacto e M é enumeravelmente
fechado o teorema 4.2 de [3] pode ser aplicado.

X € subespago de X. De fato, visto que wy € M, se B € M é uma base de abertos de X de
tamanho Nq, entdo B C M.

Xar € um subespago préprio de X, pois | Xpr| = Ry < 2% = | X]|.

X € um subespaco denso de X. De fato, se D € M é subconjunto denso de X de cardinalidade
N1, como wy; € M, segue que D C M.

Assim, X ndo € compacto e, portanto, ndo pode ser de Lindeldf. |
O teorema a seguir é uma simples generalizagdo do teorema 3.5 de [21].

Teorema 3.5.5. Sejam X é um espaco qualquer, M um submodelo elementar k-covering para

algum cardinal inifinito k e f € {w, ¥, x, L,IL,d,t}. Se f(Xn) < kK, entao f(X) < k.

Demonstragio. Se w(Xpr) = k, entdo Xy possui uma base B C 7N M de cardinalidade x. Como
X é k-covering, existe B’ € M de cardinalidade « tal que B C B’. Podemos supor que B’ C 7,
uma vez que 7 € M. Visto que B C B, segue que B’ é uma base de X);. Logo, usando o fato
de que B’ € M, temos M = “B’ é uma base de X”, o que implica, por elementaridade, que B’ é
uma base de X. Portanto, w(X) = k.

Os casos f = x e f =1 sdo feitos no lema 2.5.1 de [20].

O caso f = L é muito semelhante ao préximo.
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Suponha IL(Xys) = k e IL(X) > k. Entao, pelo Critério de Tarski-Vaught, existe uma
cobertura U € p(7) N M de X, bem ordenada pela inclusdo, tal que, para todo V C U de
cardinalidade &, existe x € X \ JV. Como U € M, por elementaridade, X N M C U N M).
Agora, seja V C U N M de tamanho k. Visto que M é k-covering, existe W € [M]* tal que
Y CW. Como U € M, podemos supor que W C U. Por elementaridade, z € (X N M)\ UW.

Se d(Xr) = k, entdo Xy possui um subconjunto denso D de cardinalidade x. Como M é
k-covering, existe £ € M de cardinalidade « tal que D C E. Podemos supor que £ C X. De
D C EN M segue que EN M é denso em Xy e, portanto, M |= “E é denso em X”. Portanto,
d(X) < k.

Suponha que t(Xp;) = k e t(X) > k. Entdo, existem A C X e z € cl(A) tal que, para
todo B C A, com |B| < k, temos = ¢ cl(B). Por elementaridade, podemos supor que A € M
e x € M. Novamente por elementaridade, z € cl(A) implica que z € cl,, (AN M). Visto que
t(Xn) = K, existe B C AN M tal que |B| < k ez € cl;,(B). Como M é k-covering, existe
C € M de tamanho < k tal que B C C. Seja D =CNA. Noteque D e M, D C A, |D|<ke
z € cly, (DN M). Agora, suponha que x ¢ cl(D). Entao,

existe VertalquereVeVND=I(.

Por elementaridade, isto implica que existe V € 7, N M tal que V. N D N M = (), contradizendo o
fato de que = € cl;,, (D N M). |

Lema 3.5.6. Se F(X);) <k ekt C M, entdo F(X) < k.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que F(X) > k. Entao, X possui uma sequéncia livre
(xq : o < KT) de comprimento k. Por elementaridade, podemos supor que (x4 : @ < K1) €
M, o que implica, pelo Lema da Transitividade, que {zo: a < k™ } C M. Novamente por
elementaridade, para todo a € %, clr,, {2y : v <a}) ey, ({zy:a <y <kt }) = 0. Logo,

(xq : o < KT) é uma sequéncia livre de X, contradizendo a hipétese de que F'(X ) < k. |
Teorema 3.5.7.

(1) Existem X e M tais que IL(X) < IL(Xy).

(2) Existem X e M tais que IL(X) > IL(X ).
Demonstragio. Idéntica aquela do teorema 4.1 de [3]. |
Lema 3.5.8 (Tall [29]). Se Xy € compacto, t(Xpr) < X e At C M, entdo t(X) < .
Problema 6. Se X é um espaco de Lindelof, t(Xy) < XA e AT C M, entdao t(X) < \?

Lema 3.5.9 (Juhdsz et al. [25]). Se X é um P-espaco de Lindelof e Cov,(F (X)) = F(X),
entdo t(X) = F(X).
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Lema 3.5.10. Seja X um espago com Cov,(F(X)) = F(X). Suponha que X s seja um P-espago
de Lindeldf e M é um submodelo elementar w-covering tal que t(Xpr) < Kk e kT C M, entdo
t(X) < k.

Demonstragio. Suponha, por absurdo, que ¢(X) > k. Visto que M é w-covering, X é um P-
espago de Lindelof. Logo, pelo lema 3.5.9, F'(X) = t(X) > x. Dal, pelo lema 3.5.6, F'(Xs) > k.
Como Xjs é um espago de Lindelof, ¢(Xpr) > F(Xar) > k, contradizendo a hipdtese de que

H( X)) < k. i
3.6 Outras coisas

Teorema 3.6.1. Assuma CH. Se X ¢ um espaco de Hausdorff, de Lindeldf e sequencial e M ¢é

w-covering, entdo Xy € de Lindeldf.

Demonstragao. Pelo teorema 3.1.6, M é enumeravelmente fechado. Pelo corolario 2.7 de [3], Xas
é de Lindelof. ]

Lema 3.6.2. Se {Q,:x € XN M} é uma particao de X, entdo a fungao m: X — Xy, onde

m(z) € tal que v € Qr(y), € continua e sobrejetora.

Demonstragao. A sobrejetividade de 7 segue imediatamente do fato de que 7(x) = = para todo
X NM. A fim de verificar a continuidade de 7, fixe F € M tal que x € X \ F' € 75s. Deve-se
mostrar que 7~ '[F] é um fechado de X. Seja z € X \ 7~ *[F]. E facil ver que 7(z) ¢ F. Usando o
fato de que X é regular e que 7(x), FF € M, tem-se, pelo Critério de Tarski-Vaught, que existem
U, W € N M disjuntos tais que n(z) € U e F C W. Mas, n ![F] CU{Q:2€ F} CW.
Portanto, = ¢ 7~ [F]. |

Corolario 3.6.3. Se (X, 1) é um espago de Lindeldf, Ty, disperso, entio Xpr € imagem continua

de X, para todo submodelo elementar M tal que {X,7} C M.
Demonstragdo. Segue imediatamente dos lemas 3.6.2 e 3.2.4. |

Corolario 3.6.4. Se (X,7) é um P-espaco reqular, de Lindeldf e disperso, entio Xy é imagem
de X por uma funcdo continua e fechada, para todo submodelo elementar w-covering M tal que

{X,7} C M.

Demonstragdo. Basta mostrar que a funcdo m no teorema acima é fechada. Visto que M é
w-covering, segue do lema 3.3.1 que X s é um P-espago regular. Portanto, pela proposigao 4.2(e)
de [11]F, 7 é fechada. |

Corolario 3.6.5. Se (X, 1) é um espago incontavelmente compacto, regular e disperso, entao

X € incontavelmente compacto, para todo submodelo M tal que {X,7} C M.

Corolario 3.6.6. Se X ¢ de Lindeldf, reqular e disperso e Y é compacto, entao (X X Y )y € de
Lindeldf para todo submodelo elementar M tal que X, Y e M e Yy =Y.

f Toda funcio continua de um espaco de Lindelsf e T> em um P-espaco Ts é fechada.
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Demonstragao. Segue do fato de que (X x Y)y = Xasr X Yar. |

Exemplo 3.6.7 (Junqueira [21]). Um espa¢o X que nao é linearmente Lindeléf e um submodelo

M tal que X é de Lindel6f, O-dimensional e disperso.

Demonstragio. Tome X = wy munido da topologia ordinal e M um submodelo elementar tal

que M Nwy é um ordinal > wy de cofinalidade enumeravel. |

Lema 3.6.8. Se X, é de Lindeldf, com M wm submodelo enumeravelmente fechado, entao
D={Qp:zeXnNM}.

é uma particao de X.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que ) nao cobre X. Entao, existe zg € X tal que, para
todo x € X N M, xy ¢ €. Da definicdo de €2, segue que para todo x € X N M, existe V, € TN M
talque x € Vyexg ¢ V. Logo, { V. : © € X N M } é uma cobertura aberta de X ;. Como Xy é de
Lindelo6f, tal cobertura possui uma subcobertura enumerédvel V. Visto que M é enumeravelmente
fechado, V € M. Assim, M |= “V é cobertura aberta de X”. Portanto, por elementaridade, ¥V
cobre X, contradizendo o fato de que zo ¢ U V. |

Lema 3.6.9. Se X ¢ reqular, M € um submodelo enumeravelmente fechado e Xy é de Lindeldf,
entdo X € imagem continua de X. Se Xyr € também um P-espago, entdo Xpr € também imagem
fechada de X.

Demonstragdo. A primeira parte segue imediatamente dos lemas 3.6.2 e 3.6.8. J4 a segunda,
segue do fato de que toda funcdo continua de um espaco de Lindelof T para um P-espaco Th é
fechada — vide proposicao 4.2(e) de [11]. [ |

Teorema 3.6.10. Seja X € M, com M wum submodelo enumeravelmente fechado e Xy um

espago de Lindelof e reqular. Se x(X) <k e k C M, entio Xpr = X.

Demonstragdo. Para cada ¢ € X, seja B, uma base para x de cardinalidade < k. Entao,
para cada z € X N M, podemos tomar B, € M e, visto que k € M, B, C M. Portanto,
{z} =NBz =N (12N M) = Q. Pelo lema 3.6.8, X = X N M. Portanto, X = X,y. [ |

Corolario 3.6.11. Assuma que 0* ndo existe. Se M é um submodelo enumeravelmente fechado,

|M| >k, x(X) <k e Xy € um espago de Lindelof e reqular, entio Xy = X.

Demonstragdo. Segundo o lema 7 de [30], a ndo-existéncia de 0% implica que se |[M| >  entdo
k C M. |

Corolario 3.6.12. Seja X € M, com M um submodelo enumeravelmente fechado e Xy um

espaco de Lindeldf e reqular. Se X tem cardter enumerdvel, entdo Xy = X.






Capitulo 4

Preservacao de algumas propriedades gerais por sub-

modelos elementares

Neste capitulo estendemos o estudo da preservacao por submodelos elementares iniciado no
capitulo anterior para algumas generaliza¢oes da propriedade de Lindeldf. Estudamos também o

comportamento de tais propriedades com relacdo a preservacao por forcing.

4.1 Preservagao de algumas generalizagoes da propriedade de Lindel6f

Em geral, a paracompacidade nao é preservada por submodelos elementares: em [3], Junqueira

e Tall mostram que existe um submodelo elementar w-covering M tal que (2“7)3; ndo é normal.

Teorema 4.1.1. Se (X, 7) um espago paracompacto, reqular e disperso, entao Xpr € paracom-

pacto, para todo submodelo elementar M tal que {X,7} C M.

Demonstragdo. Vamos provar o resultado por inducio sobre a altura de Cantor-Bendixton 9.

Se X tem altura 1, entdao X ¢é discreto; consequentemente, X,; é discreto e, portanto,
paracompacto. Suponha, entdo, que o teorema valha para espacos de altura menor que ¢ e fixe
um espago paracompacto, disperso e regular (X, 7) cuja altura é § e um submodelo elementar M
tal que {X,7} C M. Note que, pelo Critério de Tarski-Vaught, § e <X M .pn<é > sdo elementos
de M.

Primeiramente, consideremos o caso em que 6 = v + 1, para algum ordinal ~, e X ™) tem um
unico elemento x. Note que x € M. Seja U uma cobertura de Xs; sem perda de generalidade,
podemos supor que U C 7N M. Entéo, existe U € U tal que z € U. Como X \ U é um subespago
fechado de X e ht(X \ U) < 9, segue da hip6tese de indugao que U possui um refinamento parcial
e localmente finito V em (X \U)ar = Xar \ U que cobre X\ U. Logo, VU{U} é um refinamento
parcial e localmente finito de U que cobre Xj;. Portanto, X, é paracompacto.

Agora, vamos ao caso geral. Pelo Critério de Tarski-Vaught, existe (U, : z € X ) € M, onde
cada U, é uma vizinhanga aberta de z tal que cl-(U,) C X \ XM ¢ cl-(Uy)N (X(”) \X("H)) =
{z}, com 1 = min { L<dxe X\ xetl) } Entéo, para cada =z € X, ou ht(cl;(U;)) < d ou
ht(cl-(Uy)) = 8, 6 = v+ 1 e (el (U,) = {a}. Segue entdo da hipétese de indugio ou do
paragrafo anterior que se x € X N M, entao cl.(U;)p é um subespago paracompacto de X .
Agora,

U={U,:z€ X}
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é uma cobertura aberta de X que pertence a M. Pelo Critério de Tarski-Vaught, existe V € M,

um refinamento aberto e localmente finito de ¥/. Considere a familia
F=A{cd,(Vpy:VevnM}.

A familia F cobre X, uma vez que V € M e cobre X.
A familia F € localmente finita em Xj;. De fato, seja x € Xj;. Como V é localmente finita,

por elementaridade
MEIWer,V CV (V éfinitoAVV €V (V ¢V - Wnel (V) =0)),

isto é, existem W € 7, N M e uma familia finita V' € V N M tal que, para todo V € VN M, se
V ¢V entdo Wnecl.(V)NM =0.

Para cada V€ VN M, cl.(V)ar é paracompacto em X . De fato, seja V€ VN M. Visto que
V refina U, pelo Critério de Tarski-Vaught, existe z € X N M tal que V' C U,. Assim, cl (V) é

um subespago fechado do paracompacto cl;(U,)as e, portanto, cl- (V) é paracompacto. |

A demonstragdo do teorema acima difere daquela do teorema 3.2.5 no seguinte sentido: 14 foi
mostrado que qualquer subfamilia de 7N M que cobre X N M é uma cobertura de X e, portanto,
se X é de Lindelof, entdo X s é de Lindeldf. Esse nao é um caminho possivel para o teorema 4.1.1,
uma vez que neste caso nem sempre uma subfamilia de 7N M que cobre X N M é uma cobertura
de X. Como um exemplo, considere um espago discreto nao-enumerdvel X e M um submodelo
elementar tal que X ¢ M.

A paracompacidade (metacompacidade) ndo é preservada upwards por submodelos elementa-
res: seja 0 um ordinal de cofinalidade nao-enumeravel; considere o espaco X como o conjunto §
munido da topologia da ordem e seja M um submodelo elementar tal que M N é um ordinal de
cofinalidade enumeravel. Neste caso, M nao é w-covering.

Note que este simples exemplo também nos mostra que a propriedade de ser enumeravelmente

compacto e disperso ndo é preservada por submodelos elementares. Contudo,

Teorema 4.1.2 (Junqueira e Tall [3]). A compacidade enumerdvel é preservada por submodelos

elementares enumeravelmente fechados.

O resultado acima nao pode ser estendido para submodelos elementares w-covering: se
assumirmos ~CH , entdo [0, 1]5; ndo é enumeravelmente compacto, para todo submodelo elementar
w-covering M de cardinalidade Ry; isto porque [0, 1]5; é um subespago préprio e denso de [0, 1].

Por outro lado, sob CH, a compacidade enumeravel é preservada por submodelos elementares
w-covering, uma vez que, neste caso, todo submodelo elementar w-covering é enumeravelmente

fechado — vide teorema 3.1.6.

Problema 7. Existem um espago enumeravelmente compacto e disperso X e um submodelo

elementar w-covering M, com X € M, tais que X s ndo é enumeravelmente compacto?

Cabe notar que a compacidade enumerével é preservada upwards — vide teorema 2.2 de [21].
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Teorema 4.1.3. Se (X, 7) um espago metacompacto, reqular e disperso, entao Xp; é metacom-

pacto, para todo submodelo elementar M tal que {X,7} C M.

Demonstragdo. Vamos provar o resultado por inducdo sobre a altura de Cantor-Bendixton 9.

Se X tem altura 1, entdo X é discreto; consequentemente, Xj; é discreto e, portanto,
metacompacto.

Suponha, entdo, que o teorema valha para espacos de altura menor que ¢ e fixe um espaco
metacompacto, disperso e regular (X, 7) cuja altura é § e um submodelo elementar M tal que
{X,7} € M. Note que, pelo Critério de Tarski-Vaught, § e <X M .pn<é > sao elementos de M.

Primeiramente, consideremos o caso em que § = 4 + 1, para algum ordinal v, e X tem
um Unico elemento x. Note que x € M. Seja U uma cobertura aberta de X)s; sem perda de
generalidade, podemos supor que & C 7N M. Entao, existe U € U tal que x € U. Da regularidade
de X e do fato de que {z, U} C M segue, pelo Critério de Tarski-Vaught, que existe V€ 7N M tal
quex € V Ccl(V) CU. Como X\ V é um subespaco fechado de X, ht(X\V) <de X\V € M,
segue da hipétese de indugdo que U possui um refinamento parcial, aberto e pontualmente finito
U em (X \ V) = Xn \V que cobre X, \ V. Logo,

{W\c(V):Welu}u{U}

¢ um refinamento parcial, aberto e pontualmente finito de & que cobre X;. Portanto, X é
metacompacto.

Agora, vamos ao caso geral. Pelo Critério de Tarski-Vaught, existe (U, : z € X ) € M, onde
cada U, é uma vizinhanca aberta de  tal que cl, (U,) € X \ X™ e cl(U,) N (X(”) \X(”H)) =
{z}, com 1 = min { L<dxe X\ xetD) } Entao, para cada = € X, ou ht(cl;(U;)) < d ou
ht(cl (Uy)) = 8, 6 = v+ 1 e (el (U)) = {a}. Segue entdo da hipétese de indugio ou do
paragrafo anterior que se z € X N M, entao cl,(U,)y é um subespago metacompacto de X ;.
Agora,

U={U,:z€ X}

é uma cobertura aberta de X que pertence a M. Pelo Critério de Tarski-Vaught, existe V € M,
um refinamento aberto e pontualmente finito de .

Agora, dada uma cobertura aberta € de Xjs, podemos escolher, para cada V € VN M, um
refinamento parcial, aberto e pontualmente finito 6y de € em cl (V) que cobre cl- (V). E
facil ver que a familia

{VnCnNnM:VevVnMeCe%b}
¢ um refinamento aberto e pontualmente finito de ¢ em Xjy. |
Lema 4.1.4. X, ¢é disperso se, e somente se, X ¢é disperso.

Demonstragdo. Necessidade. Suponha, por absurdo, que X nao seja disperso. Pelo Critério de

Tarski-Vaught, existe A € M, um subespaco de X que ndo possui pontos isolados. Como Xy,
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é disperso, A N M possui um ponto isolado p. Por elementaridade, p é um ponto isolado de A,
uma contradicao.

Suficiéncia. Basta notar que se X é separado a direita, entdo X s é separado a direita. |

Lema 4.1.5. Dados um espago (X, T) e um submodelo elementar M, com {X,7} C M,
(X,)M = (XM)/-

Demonstragio. Como (X)) e (X)) sdo ambos subespacos de X, resta mostrar que seus
conjuntos adjacentes sdo iguais.
Seja x € (X'),,; e suponha, por absurdo, que = é um ponto isolado de X,. Entao, existe

UernM tal que UNn X NM = {x}, ou seja,
M = “x é um ponto isolado de X”.

Por elementaridade,  é um ponto isolado de X, contradizendo o fato de que z € X’.

Agora, seja x € (Xj7)'. Entdo,
YVUernNM (zeU—Jye(UnM)\{z}),

isto é,
M = “z é um ponto de acumulagao de X”.

Por elementaridade, segue que = € X’ e, portanto, z € (X') ;. |

Note que se X é um espaco de disperso e ht(X) C M, entdo, pelo Critério de Tarski-Vaught,
{X0:y<he(X) } € M.

Lema 4.1.6. Se (X, 1) é um espago disperso, entdo, para todo v < § = ht(X),
60) - (")
(X) = K)

para todo submodelo elementar M tal que 6 U{X,7} C M. Neste caso, ht(X) = ht(Xr).

Demonstragao. Vamos proceder por indugdo sobre v < ht(X). O resultado é imediato para v = 0.

Agora, se o lema vale para um certo v, entéo

(X(m))M _ (X(W)M - ((Xm))M)’ — (Xa)? = (Xar)HD,

Por fim, se v é um ordinal limite e o resultado valha para todo 1 < «, entdo

n<y n<y n<y

(X(7)>M — (ﬂ X(n)) =N (X(n))M -N (Xan)™® = (X)) i
M
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4.2 Alguma preservacao sob forcing

Considere, em M, um espaco topolégico (X, 7) e uma nocao de forcing P. Em geral, em uma
extensao de forcing por P, a familia 7 ndo é uma topologia sobre X, uma vez que na extensao
podem surgir novas subfamilias infinitas de 7 cuja unido néo pertencem a 7. Contudo, 7 é sempre

uma base para uma topologia sobre X. Ou seja,
IFp “Jx (x é topologia para X gerada por 7).

Do Principio Maximal — vide teorema IV.7.1 de [31] —, segue que existe um P-nome, aqui

sempre denotado por 77, tal que
IFp “7F ¢ topologia para X gerada por 7.

Dada uma propriedade topolégica ®, dizemos que a nocao de forcing P preserva ® se, para

cada espago topoldgico (X, ) satisfazendo P,
Ikp “(X,7P) satisfaz ®”.

Conforme mencionado na introducado deste trabalho, nota-se uma certa analogia entre o
forcing e os submodelos elementares: a operagdo de tomar um espago topolégico (X, 7) no

P

ground-model e considerar o espago (X ,TP> na extensao, com 7" sendo a topologia tendo 7

como base, pode ser comparada & operacao de tomar (X, 7) em um submodelo elementar M e

considerar X ;.

Teorema 4.2.1. Seja P = Fn(p,2) com p um ordinal infinito. Entdo, P preserva a propriedade

de ser linearmente Lindelof.

Demonstragio. Seja G um filtro P-genérico. Em M[G], sejam k uma cardinal regular ndo-enume-
ravel e A: kK — X uma funcao injetora. Note que x € M, uma vez que o(M[G]) = o(M). Entao,

existem p € G e A € MP, com A = Ag, tais que
p - “& é um cardinal regular ndo-enumerével e A é uma funcio injetora de % em X7
Assim, se mostrarmos que o conjunto
{q <p:qlF “Im(A) tem ponto de acumulagdo completo” }

é denso abaixo de p, entdo, visto que p € G, em M[G], Im(A) terd ponto de acumulacdo completo.

Seja ¢ < p. Em M, para cada o < k, existem p, < g € ao € X tais que

pa IF A()

Uy

Note que k é um cardinal regular nao-enumeravel em M, pois (P é c.c.c.)M. Além disso, pelo

lema do A-sistema existe I € [k]" tal que { py : o € I } forma um A-sistema com uma raiz r < q.
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Fato 1. Ses<reJ CI, entio C={a € J:py L s} é finito.

Prova do fato. Se a, 8, € J sao distintos, entao
dom(p,) N dom(pg) N dom(p,) € dom(r).

De fato, se x € dom(pn) N dom(pg) N dom(p,) entdo existem distintos i, j € {«, 3,7} tais que
k = pi(z) = p;j(z). Logo, (z,k) € p;Np; =1 e, entdo, x € dom(r).

Assim, para cada x € dom(s) \ dom(r) o conjunto A, = {a € J:z € dom(p,) } tem no
maximo 2 elementos. Visto que C C [J{ Ay : = € dom(s) \ dom(r) }, C ¢é finito. <

FATO 2. O conjunto { aq : o € I} tem cardinalidade k.

Prova do fato. Suponha { as : o € I'} tem cardinalidade < x. Entao, existem J € [I]" ea € X
tais que a = a,, para todo o € J. Agora, fixe ag € J e seja C ={a € J:ps, L pa}. Do fato 1
segue que C é finito. Entdo, existe um elemento a; € J\ (CU{ap}). Logo, pa;, L Pag, i-€., existe

S S p(xlupao. POI‘taIltO, 050 # al e
sk A(dp) = aly = ag, = A(d1),

contradizendo o fato de que s IF “A é uma injecio”. <

Entdo, {as : @ € I} tem um ponto de acumulagéo completo x € X. Vamos mostrar que

r |- “% é um ponto de acumulagdo completo de Im(A)”.
Seja U € 7 tal que z € U. Temos que mostrar que
Ik “Im AN U tem cardinalidade &”.

Suponha o contrario. Visto que r IF “k é regular”, existem s < r e ag € & tais que
slHAQB) ¢ U

para todo 8 > «ag. Pelo fato 1, C = {a €[ :py L s} é finito. Como |[UN{an:a€l}| =k,
podemos escolher oy € I'\ (C U ayp) tal que aq, € U. Assim, po, IF A(d1) = ay, € U. Note que
Pay L 5, uma vez que a; ¢ C. Seja t < pa,,s. Entdo, t - A(dy) € U et A(d) ¢ U, uma

contradicao. |
Teorema 4.2.2 (Prado et al. [32]). A propriedade de Lindeldf é preservada por reais aleatorios.
Problema 8. A propriedade de ser linearmente Lindelof é preservada por reais aleatérios?

Lema 4.2.3. Para espacos dispersos, a compacidade € preservada por qualquer nogcdo de forcing.

Lema 4.2.4 (Juhész e Weiss [33]). Para espacos dispersos, o grau de Lindeldf ndo aumenta em

qualquer extensdo.
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Lema 4.2.5 (Juhasz e Weiss [33]). A propriedade de ser disperso é preservada por qualquer

nogdo de forcing.

Lema 4.2.6 (Juhasz e Weiss [33]). Para espagos dispersos, a altura de Cantor-Bendizson é

preservada por qualquer nogcdo de forcing.

De forma analoga ao lema 4.2.4, podemos provar:

Teorema 4.2.7. Para espacos dispersos e requlares, a paracompacidade é preservada por qualquer

no¢do de forcing.

Demonstragdo. Seja G um filtro P-genérico sobre M. Vamos provar o resultado por inducio
sobre a altura de Cantor-Bendixson 4.

Espacos cuja altura é 1 sdo discretos e, portanto, paracompactos na extensdao. Suponha,
entdo, que o teorema valha para espacos de altura menor que 0 e considere, em M, um espago
paracompacto, disperso e regular (X, 7) cuja altura é 4.

Primeiramente, consideremos o caso em que § = v + 1, para algum ordinal v, ¢ X tem um
tnico elemento zp. Em M[G], seja U uma cobertura aberta de X; sem perda de generalidade,
podemos supor que U C 7. Entao, existe U € U tal que g € U. Como X \ U é um subespaco
fechado de X de altura menor do que 6, segue da hipétese de indugdo que U possui um refinamento
parcial e localmente finito V em X \U que cobre X \U. Logo, VU{U} é um refinamento localmente
finito de U.

Agora, vamos ao caso geral. Em M, para cada x € X, escolha uma vizinhanca aberta U, de
z tal que y ¢ cl(U;) sempre que ou ht(y, X') > ht(z, X) ou ht(y, X) = ht(z, X) e x # y. Entao,
ou ht(cl(Uy)) < 8 ou ht(cl(U,)) =6, 6 =~ + 1 e cl(U,)") = {z}. Assim, segue da hipétese de

inducao ou do paragrafo anterior que cl(U,) é paracompacto em M[G]. Agora, a cobertura aberta
U={U,:zeX}eM

e, portanto, possui um refinamento aberto e localmente finito V. Entao, em M[G], {cl(V) : V € V' }
é uma cobertura localmente finita de subespacos paracompactos de X. Portanto, X é paracom-
pacto em M[G]. |

Teorema 4.2.8. Para espacos requlares e dispersos, a metacompacidade é preservada por qualquer

nocao de forcing.

Demonstragdo. Seja G um filtro P-genérico sobre M. Vamos provar o resultado por inducdo
sobre a altura de Cantor-Bendixson 4.

Espacgos cuja altura é 1 sdo discretos e, portanto, metacompactos na extensdo. Suponha,
entdo, que o teorema valha para espacos de altura menor que § e considere, em M, um espago
metacompacto, disperso e regular (X, 7) cuja altura é ¢.

Primeiramente, consideremos o caso em que § = v + 1, para algum ordinal v, ¢ X tem um

tnico elemento zp. Em M[G], seja U uma cobertura aberta de X; sem perda de generalidade,
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podemos supor que U é constituido de elementos de 7. Entao, existe U € U tal que z € U. Da
regularidade de X segue que existe W € 7 tal que v € W C cl(W) C U. Como X \ W é um
subespago fechado de X de altura menor do que §, segue da hipdtese de indugdo que U possui
um refinamento parcial, aberto e pontualmente finito V em X \ W tal que YV = X \ W. Logo,
{V\cd(W):V eV} U{U} é um refinamento aberto e pontualmente finito de U.

Vamos ao caso geral. Em M, para cada x € X, escolha uma vizinhanga aberta U, de z
tal que y ¢ cl(U,) sempre que ou ht(y, X) > ht(z, X) ou ht(y, X) = ht(z, X) e  # y. Entao,
ou ht(cl(U,)) < 6 ou ht(cl(Uy)) =6, 6 = v+ 1 e cl(U,)) = {z}. Assim, segue da hipétese
de inducdo ou do paragrafo anterior que cl(U,) é metacompacto em M[G]. Por outro lado, a
cobertura aberta

U={Us:zeX}eM

e, portanto, possui um refinamento aberto e pontualmente finito V. Note que, em M|G], cl(V') é
um subespaco metacompacto de X, para todo V € V.
Agora, em M[G], seja ¢ uma cobertura aberta de X. Para cada V' € V, escolha um refinamento

parcial, aberto e pontualmente finito éy de € em cl(V') que cobre cl(V). E facil ver que a familia
{VnC:VevVelCe%}

¢ um refinamento aberto e pontualmente finito de ¢'. Portanto, X é metacompacto em MIG].



Capitulo 5

Algumas caracterizacoes de D-espacos paracompactos

A classe dos D-espagos foi introduzida por Douwen e Pfeffer em [6] e desde o seu surgimento, em
1979, o seguinte problema permanece em aberto: para espagos regulares, alguma das propriedades
padrio de cobertura, tais como Lindel6f ou paracompacto, implica a propriedade D?

No entanto, muitos trabalhos interessantes vem sendo publicados ao longo dos ultimos anos
relacionando, por exemplo, a propriedade D a classes de espagos métricos generalizados, a
C)-teoria e a jogos topolégicos.

Neste capitulo apresentamos algumas caracterizacdes para os D-espagos paracompactos.
5.1 D-espagos paracompactos

NoTACAO. Dado um espacgo topoldgico X,
K(X)={Y C X :Y é um subespago compacto de X }.

Quando X for claro do contexto, denotaremos tal familia apenas por K.
Teorema 5.1.1. Seja X um espago reqular. Sdo equivalentes:

(1) se {Ux: K €K}, com K C Ugé uma familia de abertos, onde cada K C Uk, entdio
existem Ko C K e uma familia localmente finita de abertos { Vi : K € Ko} que cobre X e
cada K C Vg CUk.

(2) se{Uk : K € K} é uma familia de abertos, onde cada K C Uk, entdo existem Ko C K e
uma familia localmente finita { Ax : K € Ko} C 9(X) que cobre X e cada K C Ax C Uk;

(3) se{Uk : K € K} é uma familia de abertos, onde cada K C Uk, entio existem Ko C K e
uma familia localmente finita { Fx : K € Ko } de fechados que cobre X e cada K C F C
Uk.

Demonstragio. E imediato que (1) implica (2).

(2) implica (3). Como X é regular, para cada K € K, existe uma vizinhanga aberta Vi
de K tal que cl(Vk) C Ugk. De (2) segue que existem Ky C K uma familia localmente finita
{Ag : K € Ky} C p(X) que cobre X e K C Ax C Vi para todo K € Ky. Para cada K € K,
tome Fx = cl(Ag). Entéo, { Fx : K € Ko} é uma familia localmente finita de fechados que
cobre X, onde cada K C Fx C Ug.
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(3) implica (1). Seja { Ux : K € K } uma familia de abertos, onde cada K C Ug. De (3) segue
que existem Ky C K e uma cobertura fechada e localmente finita A = { Ax : K € Ko } C p(X) de
X tal que K C A C Uk para todo K € Ky. Para cada K € K, escolha uma vizinhanga aberta
Bk de K tal que a colegio (A)p, ¢ finita. Considere a familia B = { Bx : K € K }. Novamente
por (3), existem Ky C K e uma cobertura fechada e localmente finita .# = { Fx : K € K1 } de
X tal que cada K C Fg C Bg. Para cada K € Ky, seja

k=X\|J{FeZF AknF=0}.

Note que cada A% é um aberto contendo Ag. Além disso, para todo F € .F#, FN A} # () se, e
somente se, F' N Ax # (). Para cada K € Ky, tome

VKIA/KQUK.

A familia V = { Vi : K € Ky} é localmente finita. De fato, fixe + € X. Como .# é uma
familia localmente finita, existe vizinhanca aberta U, de x tal que a familia (%), ¢ finita e, visto
que & cobre X, segue que (F);; cobre U,. Agora, para cada I' € F, (V) é finito. Portanto,
(V)y, ¢ finito. |

Definicdo 5.1.2. Seja X um espago topoldgico. Uma fungao ¢: X DO F — p(X) é uma
atribuicdo de vizinhangas (abertas) para F em X se, para cada x € X, ¢(x) é uma
vizinhanga (aberta) de z. Se F' = X, entdo dizemos apenas que ¢ é uma atribuiciao de

vizinhancgas (abertas) para X.

Definigao 5.1.3. Seja X um espago topoldgico. Uma fungao ¢: F C X — p(X) é um refina-
mento de uma atribuigdo de vizinhancas ¢ se [F] cobre X e, para cada z € F, z € ¢(z) C ¢(z).

Teorema 5.1.4. Seja X um espago reqular. Sdo equivalentes:
(1) X ¢€ satisfaz algum item — e, portanto todos — do teorema 5.1.1;

(2) toda atribuicao de vizinhancas abertas para X possui um refinamento parcial, aberto e

localmente finito;

(3) toda atribuicao de vizinhangas abertas para X possui um refinamento parcial e localmente

finito;

(4) toda atribuicio de vizinhangas abertas para X possui um refinamento parcial, fechado e

localmente finito.

Demonstragao. (1) implica (2). Seja { U, : € X } uma atribuigdo de vizinhancas abertas para
X. Para cada K € K, escolha um subconjunto finito Fx C K tal que K CU{U,:z € Fx } e
defina Ux = J{U, : « € Fg }. Por (1), existem uma subfamilia Ky C K e uma cobertura aberta
localmente finita V = { Vg : K € Ky } de X tal que cada K C Vi C Ug. Podemos supor, sem
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perda de generalidade, que Vi # Vi sempre que K # K'. Seja FF = |J{ Fx : K € Koy } e, para
cada x € F', tome
Vx:U:L‘mU{VKIKGIC()e.%EFK}.

A familia W = {V, : x € F'} € localmente finita. De fato, fixe zo € X. Como V é localmente
finita, existe uma vizinhanga aberta W, de x tal que {V € V: V. NW,, # 0 } é finita. Entdo, a
familia K1 = {K € Ko: Vk € V e Vk N W, # (0} é finita e, portanto, Fy = J{ Fx : K € K1}
é finito. Note que se x € F'\ Fy, entdo, para cada K € Ky tal que x € Fi, tem-se K ¢ K; e,
portanto, Vi N W, = 0; isto implica que V; N Wy, = 0. Logo, { W e W: W NW,, #0} é um
subconjunto de { V. : € Fy } e, portanto, é finita.

A familia W cobre X. De fato, seja x € X. Como V cobre X, existe K € Ky tal que
x € Vg C Ugk. Logo, existe z € Fi tal que x € U,. Portanto, x € U, NV C V.

E imediato que (2) implica (3).

(3) implica (4). Seja { U, : © € X } uma atribuigdo de vizinhancas abertas para X. Como X
é regular, para cada x € X, existe uma vizinhanga aberta V, de x tal que cl(V,) C U,. De (3)
segue que existem F' C X e uma familia localmente finita { A, : z € F'} C p(X) que cobre X e
cada x € A, CV,. Para cada = € X, tome F, = cl(4,). Entdo, { F, : x € F'} é uma cobertura
fechada e localmente finita de X tal que cada z € F,, C U,.

(4) implica (1). E imediato que (4) implica o item (3) do teorema 5.1.1. |

Definicao 5.1.5. Dados um espaco X e uma atribuicdo ¢ para X, dizemos que um subconjunto

Y C X é um nicleo para ¢ se X = Jp[Y].

Definicao 5.1.6. Um espago X é um D-espaco se toda atribuicdo de vizinhancas abertas para

X, possui um ntcleo fechado e discreto.

Teorema 5.1.7. Um espaco regular X € paracompacto e tem a propriedade D se, e somente se,

X satisfaz algum item do teorema 5.1.4.

Demonstragdo. A suficiéncia é consequéncia imediata do teorema anterior.

A fim de provar a necessidade, seja ¢ uma atribuicdo de vizinhangas abertas para X. Como
X é um D-espago, o possui um nucleo fechado e discreto D. Da paracompacidade de X segue
que @[D] possui um refinamento aberto e localmente finito &. Para cada U € U, associe um
dy € D tal que U C o(dy). Seja F' = {dy : U € U }. Defina a seguinte fungao ¢: F' — p(X):
para cada z € F', seja

w(z):{z}UU{UGU:z:dU}.

Im1 cobre X. De fato, dado z € X, x € U para algum U € U e, portanto, = € ¢ (dy).
Im € um refinamento parcial e localmente finito de . De fato, dado x € X, basta tomar
uma vizinhanga aberta V de z tal que {U e Y : UNV #0} é finito e [V N D| < 1. [ |

5.2 Espacos Ds-paracompactos

Definicao 5.2.1. Dizemos que um espaco X é Ds-paracompacto se, para cada familia

{Ak}kex de subconjuntos Gs de X, com K C Uy, existem uma subfamilia F C K e uma
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familia localmente finita { Bx } xcr de subconjuntos G5 de X que cobre X e, para cada K € F,
K C Bg C Ag.

Lema 5.2.2. Todo espaco Dg-paracompacto é D-paracompacto.

Lema 5.2.3. Seja X um espago perfeitamente normal. Entao, X é Dg-paracompacto se, e
somente se, X € unido localmente finita de compactos se, e somente se, X € paracompacto e

localmente compacto.

Do lema acima segue Q nao é Ds-paracompacto. Dai, a propriedade de Alster nao implica

Dgs-paracompacidade uma vez que Q é de Alster.

Definicao 5.2.4 (Barr et al. [34]). Um ponto p € X satisfaz a condigao de refinamento
aberto (CRA) se, e somente se, toda cobertura de compactos por Gs que é fechada sob unides
finitas contém uma vizinhanca de p. Dizemos que o espaco X satisfaz a CRA se, e somente se,
todo ponto de X satisfaz a CRA.

Definicao 5.2.5. Um cobertura U4 de um espago X por conjuntos G5 é uma cobertura de
Alster se todo subconjunto compacto esta incluso em um elemento de &. O conjunto de todas

as coberturas Alster de X serd denotada por &x.

Definigao 5.2.6. Um espago topoldgico X é um espaco de Alster se, para todo U € o7, existe
YV C U enumeravel tal que X = JV.

Teorema 5.2.7 (Barr et al. [34]). Um espago de Lindelof CRA-disperso é de Alster.
E ficil ver que a Ds-paracompacidade implica a CRA. Entéo,

Corolario 5.2.8. Todo espaco de Lindeldf que é Dg-paracompacto é de Alster.
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