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Resumo

LIMA, H. G. G. de. Representagoes parciais de grupos, seus dominios e o multiplicador de
Schur parcial. 2014. 68 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

O multiplicador de Schur parcial de um grupo G é um semigrupo inverso comutativo pM(G)
que, no estudo de representagoes parciais projetivas de grupos, desempenha um papel analogo ao
do multiplicador de Schur classico M(G). Ha uma descricdo de pM (G) como uma unido de gru-
pos abelianos, em que cada componente pMp(G) é formada por classes de equivaléncia de certas
fungoes parciais (chamadas de conjuntos fatores parciais), as quais assumem valores em um corpo
e tém como dominio um subconjunto D C G x G. Os dominios D formam um reticulado e foram
caracterizados como os subconjuntos T -invariantes de G X G, em que T é um monoide especifico atu-
ando em G x G. A componente total pMgxc(G), que corresponde aos conjuntos fatores totalmente
definidos, é particularmente interessante pois contém M (G) como um de seus subgrupos e, além
disso, qualquer outra componente é uma imagem epimorfa da componente total. Um dos objetivos
deste trabalho é determinar a componente total do multiplicador de Schur parcial para algumas
classes importantes de grupos, como os grupos diedrais, os grupos diciclicos e os produtos de grupos
ciclicos. Outro tépico que serd abordado é a estrutura do reticulado dos dominios dos conjuntos
fatores parciais, destacando-se propriedades daqueles que correspondem &s representacoes parciais
ditas elementares, as quais possuem um papel relevante na teoria. Provaremos que todo dominio
pode ser representado em uma forma Ginica como uma reunido de certos dominios indecomponiveis,
que consistem de pecas estruturais chamadas de blocos e dominios minimais. Também sera determi-
nada a estrutura dos dominios elementares e serao obtidos alguns invariantes numéricos do conjunto
parcialmente ordenado dos dominios elementares. Como uma consequéncia dos resultados obtidos,
serdo caracterizados os grupos para os quais todos os dominios elementares sdo indecomponiveis.
Além disso sera feita uma aplicacdo da teoria de dlgebras de semigrupos & algebra parcial de grupo,
que é uma algebra responsavel pelas representagdes parciais de grupos.

Palavras-chave: representacoes parciais projetivas de grupos, multiplicador de Schur parcial de

um grupo, dominios elementares.
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Abstract

LIMA, H. G. G. de. Partial group representations, their domains and the partial Schur
multiplier. 2014. 68 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sdo Paulo, 2014.

The partial Schur multiplier of a group G is a commutative inverse semigroup pM (G) which, in
the study of partial projective representations, plays a role analogous to the classical Schur multiplier
M(G). There is a description of pM(G) as a union of abelian groups, in which each component
pMp(G) is formed by the equivalence classes of certain partial functions (called partial factor sets),
taking values in a field and having as its domain a subset D C G x G. The domains D form a lattice
and were characterized as the T-invariant subsets of G x G, where T is a specific monoid acting
on G x G. The total component pMgx(G), which corresponds to the totally defined factor sets, is
particularly interesting because it contains M (G) as one of its subgroups and, moreover, any other
component is an epimorphic image of the total component. One of the objectives of this work is to
determine the total component of the partial Schur multiplier for some important classes of groups,
such as the dihedral groups, the dicyclic groups and the products of cyclic groups. Another topic
which will be considered is the structure of the lattice of domains of partial factor sets, emphasizing
properties of those domains that correspond to the so-called elementary partial representations,
which play a relevant role in the theory. We shall prove that each domain can be represented in a
unique way as a union of certain indecomposable domains, where the latter consists of the so-called
blocks and minimal domains. The structure of the elementary domains also will be determined, and
some numerical invariants of the partially ordered set of the elementary domains will be given. As
a consequence of the obtained facts, the groups whose elementary domains are indecomposable will
be characterized. We will also give an application of the theory of semigroup algebras to the partial
group algebra, an algebra which is responsible for partial group representations.

Keywords: partial projective representations of groups, partial Schur multiplier of a group, ele-

mentary domains.
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Introducao

O conceito de agao parcial foi elaborado na érea de algebra de operadores, nos artigos [25, 32,
26, 27]. Exel apresentou uma correspondéncia biunivoca entre as a¢oes parciais de um grupo G e
as acoes (globais) de um semigrupo inverso S(G) que pode ser construido a partir daquele grupo
(ver Definigao 1.4.1). Posteriormente, o estudo de agoes e representagdes parciais continuou em
diferentes frentes de trabalho, investigando-se por exemplo:

e Qual é a estrutura da dlgebra parcial de grupo cuja teoria de representacles corresponde a
teoria de representagoes parciais do grupo? Isso foi discutido em [16, 23|, para grupos finitos.

e No caso de grupos infinitos, como descrever a estrutura das representacoes parciais irredutiveis
(ou indecomponiveis) de grau finito em termos de representagoes usuais? Esse problema foi
tratado em [24].

e Em que circunstéancias uma ac¢ao parcial de grupo é a restricao de alguma agao global, ou seja,
quando ela é globalizével? O estudo disso iniciou-se em [1, 2, 39, 30, 15|, e h& informagoes
adicionais em [14].

e QQual a estrutura do produto cruzado parcial, e quais sdo as suas propriedades? Ver, por
exemplo, [14].

e E se em vez de acles parciais de grupos forem consideradas generalizagoes para monoides,
grupoides, ou algebras de Hopf? Quando existird uma globalizagao? Isso foi abordado em
[33, 28, 9, 10, 5, 6].

e Ao globalizar uma agdo parcial de grupo ou de monoide sobre certo espago topologico, que
propriedades do espago sao transferidas para a globalizacdo? Tal questao foi discutida em
[2, 33].

Além das questoes acima, foi estudado o problema do isomorfismo para algebras parciais de
grupos [14] e foi introduzida em [17] uma teoria de Galois de a¢des parciais, a qual continuou a
ser estudada em trabalhos como [11, 36]. Foram desenvolvidas ainda diversas aplicages a teoria
de autdomatos [22]| e algebras de Leavitt [29], além de ter sido publicada uma série de trabalhos
relacionados ao assunto na area de C*-4lgebras (ha uma discussdo desses trabalhos em [14]). Tam-
bém desenvolveu-se uma teoria de representagoes parciais projetivas [14], uma teoria cohomologica
baseada em acgdes parciais em [18] e foram pesquisados outros assuntos sobre acoes e co-agoes de
algebras de Hopf [4, 3, 7, 8, 12].

O multiplicador de Schur parcial pM(G) de um grupo G foi introduzido em [19] e [20], jun-
tamente com a noc¢do de uma representacao parcial projetiva de um grupo sobre um corpo. Ele é
uma generalizacdo do multiplicador de Schur usual M (G) e aparece naturalmente no estudo de uma
nova teoria de cohomologia baseada em acGes parciais. Ao contrario de sua versao classica, que é
um grupo, este multiplicador tem a estrutura de um semirreticulado de grupos abelianos pMp(G),
denominados componentes, indexados por certos subconjuntos D C G x G (ver Teorema 1.5.8).
Fixando-se um corpo K, cada componente pMp(G) é formada por fun¢oes parcialmente definidas
0: G x G — K, que tém D como dominio e que sao conhecidas como conjuntos fatores parciais.
Esses conjuntos fatores parciais estdo associados as representagOes parciais projetivas conforme a
Defini¢ao 1.5.5.
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Sabe-se que os dominios dos conjuntos fatores parciais formam um reticulado, e eles foram
caracterizados em |19, Corollary 7| como os subconjuntos 7-invariantes de G x G, em que 7 é um
monoide especifico atuando em G x G (ver (1.3) e (1.5)). Um dos objetivos deste trabalho ¢ descrever
a estrutura destes dominios, e também dos dominios que estdo associados a certas representacoes
parciais conhecidas como elementares (ver (3.1)).

A componente pMgxc(G) do multiplicador de Schur parcial pM (G) (que corresponde aos con-
juntos fatores totalmente definidos) é particularmente importante, pois conforme [19] o multiplica-
dor de Schur usual M (G) é um de seus subgrupos e, além disso, de acordo com [21, Corollary 5.8 (iv)]
qualquer componente é uma imagem epimorfa da componente total. Alguns trabalhos recentes for-
neceram uma descricdo para a componente total pMgxa(G) do multiplicador de Schur parcial
pM (G) sobre corpos algebricamente fechados nos casos em que G é um grupo ciclico finito |21,
Corollary 6.4] ou um 2-grupo abeliano elementar C% [34], e também no caso em que G = S3 ~ Dg
[38, Lemma 3.10].

O ultimo capitulo deste trabalho serd dedicado ao estudo da componente total do multiplicador
de Schur parcial para algumas outras classes de grupos importantes. Em particular, uma gene-
ralizacao de [38, Lemma 3.10| para os grupos diedrais Ds, serd apresentada no Teorema 4.1.1 e
[21, Corollary 6.4] serd generalizado para o produto direto C,, x C,, de grupos ciclico finitos no
Corolério 4.2.6, e para o grupo ciclico infinito no Corolario 4.4.3. Além disso, a componente total
também é descrita no caso dos grupos diciclicos. Estes resultados foram obtidos em colaboragao
com H. Pinedo.

Contribuicoes
As principais contribui¢tes deste trabalho sdo as seguintes:

e Descricdo da estrutura do semirreticulado de dominios e dos dominios elementares;

e Descrigdo da componente total do multiplicador de Schur parcial para algumas familias de
grupos, a saber, grupos diedrais, grupos diciclicos, produtos de grupos ciclicos, bem como
para o grupo ciclico de ordem infinita e o grupo diedral de ordem infinita;

e Obtencdo de um andalogo de [20, Theorem 3| sobre a relagdo entre as categorias de agoes
parciais e a categoria de representagoes parciais no Teorema 2.3.3;

e Obtencdao de uma demonstracdo alternativa para a estrutura da algebra parcial de grupos
finitos;

e Preenchimento de uma lacuna na demonstragao de um resultado de [24] (vide Teorema 2.2.3
e Proposicao 2.2.4 ).

Organizacao do Trabalho

No primeiro capitulo, serao apresentados os conceitos basicos de acoes e representagoes parciais,
bem como algumas defini¢bes e nota¢des que sdo comuns na teoria de semigrupos. Além disso, o
capitulo introduz as nog¢oes de representacoes parciais projetivas, os conjuntos fatores parciais e
o multiplicador de Schur parcial, e relembra alguns fatos relacionados ao multiplicador parcial de
Schur que serdo utilizados ao caracterizar a componente total do multiplicador de Schur parcial
para certas famfilias de grupos.

O capitulo seguinte discute alguns resultados que foram apresentados originalmente nos artigos
[16, 24, 20], comecando pela exposi¢do de uma demonstragao alternativa para a decomposi¢ao da
algebra parcial de grupo em soma de algebras matriciais sobre &4lgebras de subgrupos. Em um
segundo momento, é demonstrada uma proposicao cujo proposito é completar uma lacuna existente
na prova de [24, Theorem 2.2, sobre as representacoes parciais de grau finito de grupos. O capitulo
se encerra com a discussao da interagdo entre agoes parciais e representacoes parciais em algebras.
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A partir do Capitulo 3 s8o consideradas representacoes parciais projetivas. Nas primeiras se¢oes
do terceiro capitulo sdo demonstradas algumas propriedades dos dominios elementares, e é dada uma
descricao dos dominios minimais e indecomponiveis. Além disso, prova-se que todo dominio pode
ser decomposto de forma tinica como uma unido de certos dominios indecomponiveis, determina-se
a estrutura dos dominios elementares e obtém-se alguns invariantes numéricos do conjunto parci-
almente ordenado dos dominios elementares. Por meio desses resultados, caracterizam-se os grupos
para os quais todos os dominios elementares sao indecomponiveis. Estes resultados foram obtidos
em colaboracao com H. Pinedo e com o professor M. Dokuchaev.

No Capitulo 4 serd descrita a componente total pMgxc(G) do multiplicador de Schur parcial
pM(G) para algumas familias de grupos G, e serao indicados alguns caminhos que poderdo ser
seguidos em pesquisas futuras.

Finalmente, o Apéndice A mostra como sao os dominios elementares para alguns grupos de
ordem pequena e o Apéndice B ilustra como sdo as Ss-6rbitas efetivas de produtos de grupos
ciclicos finitos, e também a lista de representantes considerada no Exemplo 4.2.4.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sao apresentadas defini¢coes e resultados que serao tteis para a compreensao dos
capitulos posteriores. Ao longo do texto, salvo indicagdo em contrario, K sempre denotard um
corpo, K* o conjunto de seus elementos diferentes de zero e G um grupo.

1.1 Acgoes Parciais de Grupos

O conceito de acdo parcial de grupo sera definido como em [27, 15]:

Definicao 1.1.1. Uma agdo parcial de um grupo G em um conjunto X é uma colecdo de bijegoes
ag: Dy—1 — Dy entre subconjuntos Dy C X, para cada g € G, tal que:

(i) D1 =X e a1 =Idx (1 é o elemento neutro de G);
ii) Para quaisquer g, h € G:
(i) 9
(a) ag(Dg—l N Dh) = Dg N Dgh;
(b) ag(an(r)) = agn(z), para todo x € D1 N Dgpy-1.

H4 uma definigao alternativa segundo a qual uma acao parcial de grupo é uma fungao parcial de
G x X em X que satisfaz certas propriedades (para detalhes, consultar [30]). De forma mais geral,
pode-se considerar também agOes parciais de monoides como foi feito em [33].

As condigbes acima podem ser melhor visualizadas por meio da Figura 1.1. Quando h4a diversas

Figura 1.1: llustracao da defini¢cdo de ac¢do parcial de grupo.

Dh‘/’/ A ‘
\ \//
N (@)

(
N
D 9/1‘);1’

/
\
(

acoes parciais de um mesmo grupo sendo consideradas, é interessante poder comparé-las, e identi-
ficar aquelas que s&o, em sua esséncia, uma mesma acao parcial. A defini¢io abaixo descreve essa
identificacdo de forma mais precisa:

Defini¢do 1.1.2. Sejam a e o agdes parciais de um grupo G nos conjuntos X e X' dadas por
{ag: Dyg-1 =Dy | g€ G} e{ay: D’g,l — D} | g € G}, respectivamente. Um morfismo' de o em o
é uma funcgdo ¢: X — X' tal que, para todo g € G-

'"Em [33] os morfismos de agdes parciais de monoides foram denominados aplicagées equivariantes.
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(1) #(Dy) € Dy;

(i) ag(p(r)) = w(ag(x)), para todo z € Dy-1, ou seja, o diagrama

D_1—>D

Fa

D

g /
—1 Dg

é comutativo.

No caso de X ser uma K-4lgebra associativa A, em que K é um corpo, define-se uma agdo parcial
de G em A exigindo-se, além das condigoes presentes na Defini¢ao 1.1.1, que os dominios D, sejam
ideais de A e que as aplicagoes oy (g € G) sejam isomorfismos de dlgebras (ver [15]). Neste caso,
um morfismo entre agoes parciais de G nas algebras A e A’ é definido como um homomorfismo de
algebras p: A — A’ satisfazendo as propriedades da Definigdo 1.1.2. O morfismo ¢ serd chamado de
epimorfismo se cada restricao ¢ : Dy — D’g for um epimorfismo de algebras, monomorfismo se tais
restricdes forem monomorfismos de dlgebras e isomorfismo se elas forem isomorfismos de algebras.
Neste tltimo caso, as acdes parciais em questdo serdo denominadas isomorfas.?

Conforme [15, Theorem 4.5], uma acdo parcial de G em uma &algebra A4 (com unidade) pode
ser vista como a restricdo de uma agao total (ou seja, é globalizdvel) se, e somente se, cada ideal
D, for uma algebra com unidade. A obtengdo de agoes parciais a partir de agoes totais ¢ feita de
forma bastante natural, como é ilustrado pela Figura 1.2. A definicdo precisa nao sera utilizada
neste texto, mas pode ser consultada em [15].

Figura 1.2: Restri¢io de uma a¢do total B de um grupo em B a uma ag¢do parcial o em A.

Para entender a relacao entre as acoes e as representacoes parciais de grupos em algebras que
serao definidas na proxima segao, foi utilizada a seguinte nogao em [15]:

Defini¢ao 1.1.3. Seja o uma agdo parcial de um grupo G em uma algebra A. O anel de grupo
skew correspondente é definido como

A Xy G = Zagcig:agel)g ,
geG
em que a soma ¢ definida termo a termo, e o produto é determinado por

(agdg) - (bron) = crg(org=1(ag)bn)dgn-

Quando a agdo parcial é globalizavel, esse anel é associativo.

’Em [15] elas foram denominadas equivalentes.
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1.2 Representagoes Parciais

Defini¢ao 1.2.1. Chama-se de representacdo parcial de G em uma dlgebra A (com unidade) a
qualquer aplicacao ¢: G — A que verifique as seguintes propriedades:

(i) ¢(1) =14
(ii) ¢(g)p(h)p(h™1) = p(gh)p(h™1)
(i) o9 ")o(g9)¢(h) = dlg~)o(gh)

Em particular, toda representagao (usual) de grupo é também uma representacao parcial.
A cada grupo G e a cada corpo K associou-se em [16] uma K-algebra com unidade que cumpre
um papel andlogo ao da dlgebra de grupo no estudo das representacoes usuais:

Definicao 1.2.2. A dlgebra parcial do grupo G sobre K, denotada por Kpa(G), é a algebra gerada
pelo conjunto de simbolos {[g] : g € G}, sujeitos as seguintes relagoes:

i) [1]=1
(ii) [g~g][h] = g~ "1lgn]
(ii1) [g][R][n~"] = [gh][h ]
para quaisquer g, h € G.

Uma das razoes para o interesse no estudo de Kp.:(G) € que as representac¢oes (usuais) dessa
algebra correspondem biunivocamente as representa¢oes parciais de G, caso ele seja finito. O estudo
da estrutura da algebra parcial de grupo mencionado na introducdo envolveu, entre outras coisas,
o problema do isomorfismo no contexto de algebras parciais de grupos (ver [16] e [23]). Nos artigos
mencionados, os autores mostraram como um anel parcial Rpar(G) pode ser decomposto como soma
direta de anéis de matrizes M,,(RH), com H variando entre os subgrupos de G. No Teorema 2.1.2
serd apresentada uma demonstragao alternativa para essa decomposicdo de Kp.r(G), utilizando-se
da teoria de 4lgebra de semigrupos.

Defini¢ao 1.2.3. Sejam 7: G — B e n': G — B’ representacoes parciais de G. Um morfismo de 7
em 7' & um homomorfismo de dlgebras ¢: B — B’ tal que o diagrama

/G\
% B

é comutativo, isto &, para todo g € G, ©'(g9) = p(7(g)).

B/

1.3 Semigrupos e Reticulados

Nesta secao, serao fixadas algumas notacoes que sao usuais na teoria de semigrupos e de dlgebras
de semigrupos e destacados alguns fatos que serdo uteis posteriormente.

Um semigrupo S € um conjunto no qual estd definida uma operacao bindria associativa. Se essa
operagao binaria possui um elemento neutro, denotado por 1, entdo .S é chamado de monoide. Dado
um semigrupo S, o monoide obtido de .S por meio da adjunc¢do de uma unidade é o conjunto

1 S, se S tem elemento neutro,
SU{l}, caso contrério,



8 PRELIMINARES 1.3

Para todo z € SU {1}, define-se 1z = z1 = x. De forma analoga, pode-se obter um semigrupo com
zero a partir de S:

o JS se S tem zero,
SuU{0}, caso contrario.

Aqui, se x € SU {0}, define-se 0x = 20 = 0.
Dado a € S, serao utilizadas ainda as seguintes notacoes:

e O ideal principal de S gerado por a é o conjunto S'aS* = SaSUaSUSaU{a} e serd denotado
por Jg;

e A J-classe de a ¢ formada pelos elementos b tais que J, = J, (ou seja, geradores de J,) e é

denotada por J,. Em outras palavras, a,b € S estdo em uma mesma J-classe se, e somente
se, StaS! = S1bSt;

e I, é o conjunto dos elementos de J, que nao geram J, como um ideal de S. Assim, I, = J,\ Ja
e Jo = Jo \ I,. Note que I, é vazio exatamente no caso em que J, é um ideal minimal de S,
e quando isso nao ocorre, I, é um ideal de S;

e As J-classes serdo ordenadas como em [13, p. 48]

Ju < T se, e somente se, J, C Jp. (1.1)

Diz-se que S é um semigrupo inverso, se para cada a € S existe um dnico b € S tal que aba = a

e bab = b. Neste caso, b é chamado de inverso de a e denotado por a™*.

Lema 1.3.1. Se S é um semigrupo, entdo:
(i) Jab < Ta € Tab < To, para quaisquer a,b € S;
(1) Se S € inverso, J, = J,—1, para todo a € S.

Demonstracio. Tem-se J,, = StabS! C S'aS' = J, e também Jy, = StabS' C S'bS! = J,.
Assim, se S é inverso,

\7(1 = ja(a_la) S ja_la S ja_l
e a igualdade segue por simetria. O
Definicao 1.3.2. Seja S um semigrupo. A dlgebra de semigrupo de S sobre K, denotada por
K|[S], é o K-espago vetorial com base S munido de uma multiplicagdo que estende naturalmente a

operagao de S. Mais precisamente, K[S] ¢ o conjunto de todas as somas formais o = ) g ass, em
que apenas uma quantidade finita dos coeficientes as € K ¢é diferente de zero. A soma é dada por

Zass + Zﬂss = Z(as + ﬁs)S

seSs seS seS

e o produto por

<Z ass> : (Z Bss> = s,

seS seS sES

em que vs = Zu,UGS,uv:s QUBU'
Se S possui zero 6, define-se também a dlgebra de semigrupo contraida de S sobre K como o
quociente de algebras Ky[S] = K[S]/K0, em que K = {af | o« € K}.

O Lema 1.3.4 destacard a relacao entre a algebra de semigrupo e a algebra de semigrupo con-
traida. Para isso, tenha em mente a definigdo de quociente de semigrupos por ideais:
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Definicao 1.3.3. Seja I um ideal do semigrupo S e considere a congruéncia ~j definida por
a~rbsa=bou{ab}CI.
Define-se o semigrupo quociente S/I como sendo S/ ~.

Verifica-se que S/I é isomorfo ao semigrupo (S \ I) U {0} (assuma que 0 € S\ I) no qual o
produto de elementos arbitrarios a e b é dado em termos de seu produto em S, da seguinte forma:

{ab, se a,b,abe S\ I,
a-b=

0, caso contrério.

Lema 1.3.4. Seja S wm semigrupo. Entdo:

e [35, Chapter 4, Corollary 8] Se I é um ideal de S tal que a dlgebra de semigrupo K|[I| possui
unidade e, entao K[S| ~ K[I| ® Ko[S/I], sendo o isomorfismo dado por x — ze + p(z),x €
K|[S], em que ¢ é a aplicagao natural de K[S| — K[S/I].

e [35, Chapter 4, Corollary 9] Se S tem zero, entio K[S] ~ K & Ky[S].

Observagao 1.3.5. Seja .S um semigrupo com zero. Segue do segundo item do Lema 1.3.4 que a

existéncia de uma unidade em K[S] equivale & existéncia de uma unidade em K[S]. Além disso, se

I & um ideal ndo-nulo de S tal que a algebra de semigrupo K[I] (ou Ky[I]) possui unidade, entao
K[S] Kl ® Ko[5/1]  K[I]

Se S nao possui zero, serd considerado que Ky[S] = K S.

Definicao 1.3.6. O nicleo de um semigrupo S é definido como a interseciao de todos os seus ideais
bilaterais ndo vazios, e sera denotado por ker(.S).

Note que o nicleo de S é também um ideal, e se 0 € S entao ker(S) = {0}.

Definicao 1.3.7. Um semigrupo S é dito simples se nao contém propriamente nenhum ideal bila-
teral. Analogamente, um semigrupo S com 0 é dito 0-simples se o seu unico ideal bilateral préprio
¢ {0} e sua multiplicagdo ndo é nula (S? # {0}).

Entre os semigrupos simples (e os 0-simples) ha um tipo especial que também ¢é de grande
importancia na teoria de semigrupos. No que segue, E(S) = {e € S | €2 = e} denotara o conjunto
dos idempotentes do semigrupo S.

Defini¢ao 1.3.8. Um idempotente e de um semigrupo S é dito primitivo se para todo idempotente
f ndo-nulo, ef = fe = e implica e = f ou e = 0.

Defini¢ao 1.3.9. Um semigrupo S ¢ dito completamente simples (completamente 0-simples) se S
é simples (0-simples) e tem algum idempotente primitivo.

A estrutura destes semigrupos ficard mais clara quando for introduzida a notacdo da Defini-
cdo 1.3.14. Antes disso, serd considerado um conceito que ajuda a entender como os semigrupos
(0-)simples aparecem de forma natural “dentro” de outros semigrupos.

Definigao 1.3.10. Dado a € S, o semigrupo quociente J,/I,, ou simplesmente J, se I, = 0, é
chamado de fator principal correspondente a a.

Observacio 1.3.11. Note que se I, # (), o fator principal J,/I, = J, U {0} = JY. Além disso,
sabe-se por |13, Lemma 2.39] que em um semigrupo qualquer, todo fator principal ¢ de um dos
seguintes tipos:
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(i) Simples (se for o nicleo do semigrupo)
(ii) O-simples
(iii) De ordem dois e com multiplicagao nula
Quando a terceira condi¢do nao ocorre, o semigrupo em questao recebe um nome especial.

Definicao 1.3.12. Um semigrupo S é dito semissimples se nenhum de seus fatores principais possui
multiplica¢do nula, isto é, se todos eles sdo 0-simples ou simples. Analogamente, se todo fator prin-
cipal de S é completamente simples ou completamente 0-simples, S é denominado completamente
semissimples.

O seguinte fato também é conhecido da teoria de semigrupos:

Lema 1.3.13[13, Corollary 2.56]. Todo semigrupo finito simples (0-simples) é completamente sim-
ples (completamente 0-simples).

Pelo teorema de Rees—Sushkevich (ver [13]), todos os semigrupos completamente 0-simples sao
descritos pela seguinte construgao:

Definigao 1.3.14. Dados um grupo H, conjuntos Z e A nao vazios (e nao necessariamente finitos),
um simbolo 0 e uma matriz P = (pxi)(x:)eaxz com entradas em H U0 e pelo menos um elemento
ndo-nulo em cada linha e cada coluna, a notacdo SO(H;Z,A;P) sera utilizada para denotar o
semigrupo (Z x H x A)U {0} em que o produto é definido por

(4,9, A) - (4, hy ) = {(ivgpx,jh, @) seprj#0,

0 caso contrario

0-(4,9,A) =(i,9,A)-0=0-0=0.
Se |Z| = m e |A| = n, a notagao sera simplificada para S°(H;m,n; P).

De forma similar, todos os semigrupos completamente simples tém a forma S(H;Z, A; P), como
na construcao anterior, com a diferenca de que P é uma matriz com entradas em H.

O semigrupo SY(H;Z,A; P) também pode ser representado por um conjunto de matrizes de
dimensao |Z| x |A| sobre HU{0} com no méaximo uma entrada diferente de zero, e com a-b = aPb,
para todo a,b € S°(H;Z,A; P), em que o lado direito ¢ um produto usual de matrizes. De forma
similar, define-se a seguinte algebra:

Definigao 1.3.15. Dados uma K-algebra A, conjuntos Z e A nao vazios (e nao necessariamente
finitos), e uma matriz P de dimensdo |A| x |Z| com entradas em A, a notacdo 9M(A;Z, A; P) seré
utilizada para denotar a 4lgebra de todas as matrizes de dimensao |Z| x |A| sobre A com uma
quantidade finita de entradas nao-nulas, em que a adi¢ao e a multiplicacdo por escalar sao as usuais
e o produto de A e B é definido por A- B = APB (o lado direito é um produto usual de matrizes).
Se |Z| = m e |A| = n, a notacao sera simplificada para M (A; m,n; P). Estas 4dlgebras também sao
conhecidas como dlgebras de Munn.

O teorema a seguir caracteriza os semigrupos inversos completamente 0-simples:

Teorema 1.3.16[13, Theorem 3.9]. As sequintes condigées sobre um semigrupo S com zero sao
equivalentes:

(i) S € um semigrupo inverso completamente 0-simples;

(ii) S ¢ isomorfo a um semigrupo S°(G;m,m;1d) sobre um grupo com zero G° em que Id ¢ a
matriz identidade de dimensido m X m.

30 resultado continua valido se for assumido que o grupo é periddico em vez de finito, mas o conceito de periodi-
cidade nao sera utilizado neste texto.
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Finalmente, o préoximo lema mostra como é a algebra de semigrupo contraida no caso de semi-
grupos completamente 0-simples.

Lema 1.3.17[13, Lemma 5.17]. A dlgebra de semigrupo contraida Ko[S] de S = S°(G;m,n, P)
sobre o corpo K é isomorfa a dlgebra B = M(KG, m,n, P).

Para a conveniéncia do leitor, sdo lembrados também os seguintes conceitos da teoria de ordem
que serao utilizados no Capitulo 3:

Defini¢ao 1.3.18. Um conjunto parcialmente ordenado (P, <) ¢ chamado de reticulado se para
quaisquer z,y € P, existem o supremo e o infimo de {x,y}. Neste caso, denota-se o supremo por
x V y e o infimo por x A y.

Observe que, em particular, (P, V) e (P, A) sdo semigrupos comutativos em que todo elemento
é idempotente, ou seja, semirreticulados.

Defini¢ao 1.3.19. Um reticulado limitado é um reticulado que possui méximo (denotado por 1) e
minimo (denotado por 0).

Definicao 1.3.20. Um reticulado completo é um reticulado em que todo subconjunto possui su-
premo e infimo.

1.4 O Monoide S(G) e Suas J-classes

A cada grupo G, pode-se associar um monoide inverso como em [27, Definition 2.1]:

Definigao 1.4.1. O monoide gerado pelos simbolos {[g] | ¢ € G} com as relacdes

(i) [g~"lgl[P] = lg~"]lgh].
(iii) [g][A][h™"] = [gh][h"],
serd denotado por S(G).*

Foi demonstrado em [30] que existe um isomorfismo de semigrupos
S(G)=G® ={(A,9) [ {L,9} CACG,|A| < o0},
sendo que neste conjunto a multiplicagdo é dada pela regra
(4,9)(B;h) = (AU gB, gh).

Tal isomorfismo é induzido pela aplicacao [g] — ({1, 9}, g) e deste modo S(G) é isomorfo & expansao
de Birget-Rhodes de G (para mais detalhes, pode-se consultar [30] e [40]). No presente trabalho,
S(G) sera identificado com G, mas isso ndo deverd causar confusdo. Em particular, denotando
por E(S) o conjunto dos idempotentes de um semigrupo S, nota-se que os idempotentes de S(G)
sao dados por

ES(G)={(A1)|1€ ACG,|A| <o0}.

Para descrever as J-classes de S(G) seré utilizado o seguinte conceito:
Definicao 1.4.2. Dados subconjuntos A e B de G, ambos contendo 1, define-se:
e A =< B se, e somente se, existe algum x € G tal que xA C B;

e A~ B se, esomente se, A X Be B=<A.

“Em alguns artigos este monoide ¢ denotado por E(G), mas neste texto a notagio E(S) sera reservada para
indicar o conjunto dos idempotentes de S.
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O fato a seguir encontra-se em |20, Lemma 2|
Lema 1.4.3. Para que (B,b) € S(G)(A,a)S(G), ou seja, que (B,b) esteja no ideal gerado por
(A, a), é necessdrio e suficiente que A < B.

Com essas notagoes, [20, Corollary 2| fornece a seguinte descri¢do para as J-classes de S(G):
Lema 1.4.4. A J-classe de cada (A,a) € S(G) é o conjunto finito

Ja=Taa) ={(B;b) | B~ A1,b€ By = {(a " A,a""b) | a,b € A}.

Em particular, |A| = |B| sempre que (B,h) € J(a.q)-
Vale ressaltar a seguinte propriedade de S(G):

Lema 1.4.5. Para qualquer grupo G, o semigrupo S(G) é completamente semissimples.

Demonstracao. Uma vez que toda J-classe J4 possui um idempotente (A, 1), resulta da Observa-
¢ao 1.3.11 que J9 ¢é O-simples e ker(S(G)) ¢ simples (pois a multiplicagdo nestes semigrupos nao
é nula). Também segue do Lema 1.4.4 que todas as J-classes de S(G) sao finitas, e como todo
fator principal de S(G) ¢ da forma J9 (ou simplesmente J4 no caso da J-classe que coincide com
ker(S(@)), conclui-se que eles sao finitos e, pelo Lema 1.3.13, completamente (0-)simples. O

Lembrando-se que as J-classes de S(G) podem ser indexadas por subconjuntos de G contendo
a unidade (pelo Lema 1.4.4), tem-se o seguinte fato:

Lema 1.4.6[20, Lemma 3|. Seja Ja uma J-classe de S(G). Entdo J§ ¢ um semigrupo inverso
completamente 0-simples da forma

SO(St A; A/St A, A/St A;1d),

em que St A = {z € G| xA = A} é um subgrupo, A é uma unido de classes laterais a direita
de St A, o conjunto A/St A é um transversal de tais classes laterais e 1d é a matriz identidade de
dimensdes |A/St A| x |A/St Al.

1.5 Representacoes Parciais Projetivas

Definicao 1.5.1. Diz-se que um semigrupo S com 0 é um K-semigrupo se existe uma aplicagao
K x S — S que satisfaz as seguintes propriedades, para quaisquer o, 8 € K e x,y € S:

o a(fz) = (af)z,

o afzy) = (ax)y = z(ay),
o Iz =u,

o Oz =0g.

Um exemplo de K-semigrupo é o monoide Mat,, K formado pelas matrizes nxn com entradas em
K. Esse monoide tem ainda uma outra caracteristica importante: ao multiplicar escalares distintos
por uma mesma matriz ndo-nula, as matrizes resultantes sdo distintas. Os K-semigrupos com essa
propriedade recebem um nome especial:

Definigao 1.5.2. Um semigrupo M (com zero) é dito K -cancelativo se ele € um K-semigrupo tal
que, para quaisquer «, 5 € K e xz € M \ {0}, vale

ar = fr = a=0.
Em um monoide K-cancelativo M, a congruéncia A\ definida por

Ay & x = ay, para algum o« € K*
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determina o quociente Proj M = M/\ e a projecao canonica &: M — Proj M. No caso em que
M = Mat,, K, o quociente Proj M é justamente o espacgo projetivo PMat,, K de matrizes n X n
sobre K.

Defini¢ao 1.5.3. Um homomorfismo parcial (unital) de um grupo G com valores em um monoide
M & uma aplicacdo ¢: G — M que preserva a unidade e satisfaz as seguintes propriedades:

o(g)e(h)d(h™") = d(gh)p(h™"),
$g~)o(9)d(h) = d(g~")e(gh).
para quaisquer g, h € G.

Definicao 1.5.4. Seja M um monoide K-cancelativo e G um grupo. Uma representacao parcial
projetiva de G em M é um funcao I': G — M tal que a composicao £I': G — Proj M é um
homomorfismo parcial.

Conforme [19, Theorem 3|, dada uma representacdo parcial projetiva I': G — M, existe uma
inica fungdo parcialmente definida o: G x G — K™, tal que

domo = {(z,y) | I'(z)l'(y) # 0} (1.2)

e para todo (z,y) € domo

Dz~ (2)T(y) = T(a~ T (zy)o(z,y)

L)L (y)L(y~") =T(zy) Ty Ho(z,y).

Por conveniéncia, define-se o(z,y) = 0 quando (z,y) ¢ domo (tornando o totalmente definida),
mantendo-se a defini¢do de domo como em (1.2), e assume-se (sem perda de generalidade) que
1) =1.

Definicao 1.5.5. A func¢ao o associada a representacao parcial projetiva I' como no paragrafo ante-
rior é chamada de conjunto fator parcial de I" (ou simplesmente congunto fator de G, subentendendo-
se que estd sendo considerada alguma representacao parcial projetiva de G).

Em [19, se¢do 6] os autores introduziram o monoide 7 gerado por simbolos u, v e t com relagoes
uw? =0? = (w)? =1, t* =t, ut =t, tuvt = tvuv, tvt = 0. (1.3)
Pode-se verificar que ha uma unido disjunta

T=SUtSUvtSUutS U0, (1.4)

em que S = (u,v | u? = v? = (uww)® = 1) € um grupo isomorfo ao grupo simétrico Ss.
Dado um grupo arbitririo GG, h4 uma acéo & esquerda de 7 em G x G definida por meio das
seguintes transformacdes:

tz,y) = (z,1), ulz,y)=(zy,y~") e v(z,y)=(y ',2'), para quaisquer 7,y € G. (1.5)

Segue de (1.3) e (1.5) que 0(x,y) = (1, 1), para quaisquer z,y € G, e had uma acdo de S3 em G x G
induzida pela acao de 7. Assim, a S3-6rbita de um par (z,y) € G x G ¢ da forma

Ss(x,y) = {(z, ), (@y,y ), (w,y 2™, (v 2™, (e @), (a7 ay))} (1.6)

e contém 1,2,3 ou 6 elementos (ver [21, p. 216], em que a S3-6rbita que contém (a,b) é denotada
por A, p)). Como em |34], as 6rbitas com 2 ou 6 elementos sdo denominadas drbitas efetivas. Assim,
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as Orbitas ndo efetivas tém a forma

{(Ly), (,y "), (y " 1)}, comy €G. (1.7)

Observagao 1.5.6. A importancia do monoide 7 reside no fato estabelecido em [19, Corollary 7|
de que os T-subconjuntos D de G x G, isto é, os elementos de

C(G)={DCGxG|TDC D ={DCGxG|TD =D},

s30 precisamente os dominios dos conjuntos fatores das representagoes parciais projetivas de G (ver
[19, Theorem 5]). Sendo assim, eles formam um semirreticulado em relagdo a inclusdo e & intersegao
de conjuntos (na verdade, se for considerada também a operagao de uniao de conjuntos, C(G) é um
reticulado).

Além dessa caracterizacao dos dominios como subconjuntos 7 -invariantes de G x (G, observe
que de acordo com [19, Corollary 5|, os conjuntos fatores o de todas as representacoes parciais
projetivas de G formam um monoide inverso comutativo pm(G), com relacao a multiplicagdo ponto
a ponto.

Defini¢ao 1.5.7. O multiplicador de Schur parcial de G é o semigrupo quociente pM(G) =
pm(G)/ ~, em que a equivaléncia ~ é dada por

o~ 7 o(w,y) =n@)n(zy) " ny)7(r,y), v,y € G
para alguma funcao n: G — K*.
Por serem semigrupos inversos comutativos, tanto pm(G) quanto pM(G) sao semirreticulados

de grupos abelianos, conforme o teorema a seguir:

Teorema 1.5.8[19, Theorem 5|. Os semigrupos pm(G) e pM(G) sao semirreticulados de grupos
abelianos

(@)= ] pmp(@), pM(G)= ] pMp(G),
DeC(G) DeC(G)

em que C(G) € o semirreticulado dos subconjuntos T -invariantes de G X G com relagao & interse¢ao
de conguntos, pmp(G) = {o € pm(G) | domo = D} e pMp(G) = pmp(G)/ ~.

Supondo que o corpo K é algebricamente fechado, tem-se ainda a seguinte caracterizacdo dos
conjuntos fatores parciais o:

Teorema 1.5.9(21, Theorem 5.6]. Se 7 é um conjunto fator parcial de G com dominio D entdo
existe um conjunto fator parcial o ~ T, que satisfaz:

o(a,b)o(b™ta ) =1k, (1.8)
o(a,b) =co(b ta™ta) = o(b,b"ta™t), (1.9)
o(a,1) =1k, (1.10)

para todo (a,b) € D. Reciprocamente, se 0: G x G — K ¢ uma func¢ao parcialmente definida com
domo € C(G) tal que (1.8), (1.9) e (1.10) sdo satisfeitas para todo (a,b) € D, entdo o € um
congunto fator parcial de G.

Para cada D € C(G), o subgrupo de pmp(G) formado por todas as aplicagoes 0: G x G — K*
que satisfazem (1.8), (1.9) e (1.10) sera denotado por pm/,(G).

Observacao 1.5.10. Resulta da demonstracdo do Teorema 1.5.9 que um conjunto fator o €
pm/(GQ) fica completamente determinado por seus valores em um conjunto completo de repre-
sentantes das drbitas efetivas de D.

Corolario 1.5.11[21, Corollary 5.8]. Se D é o dominio de um conjunto fator parcial de um grupo
arbitrdrio G, entdo:
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(i) Todo conjunto fator parcial de pmp(G) € equivalente a um elemento de pm/y(G).

(i) O nicleo Np = {o € pm/,(G) | 0 ~ 1} do epimorfismo natural de pm/y(G) — pMp(G)
consiste dos 0: G X G = K para os quais existe p : G x G — K* satisfazendo as sequintes

condicgdes:
p(1) =1k, (1.11)
pla)p(a™) =1, para todo a € G tal que (a,1) € D, (1.12)
oy = [P0 se (@b € D, s
0, se (a,b) € D.

(i11) Sejam s = s(G, D) a cardinalidade do conjunto de Ss-orbitas efetivas de D e {(a;,b;)}i<i<s
um conjunto completo de representantes de tais orbitas. Entdo a aplicagdo

¢: (K*)® 3z 0, € pmp(G), (1.14)
em que x = (z;)1<i<s € 0g(a;, b;) = x;, é um isomorfismo de grupos multiplicativos.

(i) Para todo dominio Y € C(G) tal que Y D D, tem-se um epimorfismo ¥ : pMy(G) —
pMp(G). Em particular, pMp(G) é uma imagem epimorfa da componente total pMeawc(G).

Para finalizar este capitulo, definindo
Lp={ze (K" |0, ~1}={x € (K*)®| 0, € Np} (1.15)

tem-se o seguinte:

Teorema 1.5.12[21, Theorem 5.9]. Se D € C(G) e s = s(G, D) ¢ a cardinalidade do conjunto de
Ss-orbitas efetivas de D, entdo hd os sequintes isomorfismos:

pMp(G) ~ pmip(G)/Np ~ (K*)*/Lp.
Em particular, sera utilizado o epimorfismo
Y (K*)® 5z cls(oy) € pMp(G), (1.16)

para o qual ker(¢)) = Lp. Aqui, cls(o,) indica a classe de equivaléncia de o, em pMp(G).
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Capitulo 2

Revisitando Alguns Fatos Conhecidos

Neste capitulo, serdo discutidos alguns resultados que foram apresentados originalimente nos
artigos [16, 24, 20]. Na primeira secao, sera dada uma demonstragao alternativa para a decomposigao
da &lgebra parcial de grupo em soma de algebras matriciais sobre algebras de subgrupos. Em
seguida, serd demonstrada uma proposicdo que completa uma lacuna existente na demonstragao
de [24, Theorem 2.2|, sobre as representacoes parciais de grau finito de grupos. Para encerrar o
capitulo, serd discutida a interacdo entre agdes parciais e representagdes parciais em algebras.

2.1 Decomposicao da Algebra Parcial de Grupo

A algebra parcial de grupo Kpar(G) introduzida na Definicao 1.2.2 é justamente a algebra de
semigrupo de S(G) sobre o corpo K. Se G é um grupo finito, e C denota um conjunto completo de
representantes das classes de conjugacdo dos subgrupos de G entao, conforme [23, Theorem 2.1|,
h& um isomorfismo

¥ Kpur(G) > D em(H)Mu(KH), (2.1)
HeC
1<m<(G:H)
em que ¢y, (H)M,, (K H) significa a soma direta de ¢, (H) copias de M, (K H). O leitor interessado
deve consultar [23| para obter detalhes sobre as multiplicidades ¢, (H ). Por conveniéncia, simplifi-
caremos a notagao anterior para v: Kpar(G) — @ M, (K H), ficando implicito que pode ocorrer a
repeticao de somandos com o mesmo m e o mesmo H.

Conforme sugerido em [20, Remark 1|, também é possivel estabelecer o isomorfismo dado em
(2.1) por meio da teoria de algebras de semigrupos para semigrupos inversos. Isso serd feito no
Teorema 2.1.2 e o Exemplo 2.1.4 mostrard como é essa abordagem no caso do grupo ciclico de
ordem 3. Para isso, é bom ter em mente o seguinte resultado:

Lema 2.1.1[20, Remark 1]. Para todo fator principal J3 de S(G), tem-se
KoJY ~ KoS° (H;m,m;1d) ~ M,,(KH),
em que H=StA={g€ G|gA=A} e m=|A|/|St A].

Demonstra¢do. De acordo com o Lema 1.4.6, cada jg é um semigrupo inverso completamente
0-simples da forma S°(St A; A/St A, A/St A;1d), em que A/St A ¢ um conjunto completo de repre-
sentantes das classes laterais a direita de St A que estao contidas em A. Além disso, o Lema 1.3.17 ga-
rante que KoS°(G;m, n; P) ~ M(KG;m,n; P), para qualquer grupo G. Em particular, se G = St A,
m =n = |A|/|St A| e P = Id, tem-se o isomorfismo desejado, a saber, ¢: KoS® (H;m,m;1d) —
M., (K H) definido por

m m m m
ZZ C’L]g { » 9, ,7 — ZZ Z Cij.g9 | €i,5- (22)

i=1 j=1 geH i=1 j=1 \geH

17



18 REVISITANDO ALGUNS FATOS CONHECIDOS 2.1

onde e; j denota a matriz com a unidade na posicao (4, ) e zero nas demais posi¢oes. O

O isomorfismo (2.3) abaixo é um caso particular de um fato conhecido na teoria de algebras de
semigrupos. O objetivo aqui é mostrar que sua prova pode ser usada para obter a decomposi¢ao
(2.4) de Kpar(G), de forma alternativa & demonstracao feita em [16].

Teorema 2.1.2 Ver [35, Chapter 5, Corollary 27|. Se S é um semigrupo inverso finito, entao

KolS] ~ @D My, (K H;), (2.3)
i€

para certos subgrupos H; C S e inteiros m; > 1, onde cada M,,, (K H;) é uma dlgebra de semigrupo
contraida de um fator principal nao-nulo de S. Em particular [16], para um grupo G finito,

Kpar(G) ~ @ My, (K H;), (2.4)
€T

e neste caso H; é um subgrupo de G, para todo i € Z. Além disso, G ~ ker(S(G)).

Demonstracao. Evidentemente, pode-se assumir que S # 0. Seja I um ideal 0-minimal de S.

Se S contém 0, entdo I é um semigrupo inverso completamente 0-simples e, consequentemente,
por [13, Theorem 3.9], I ¢ isomorfo ao semigrupo SY(G;n,n;1d), para algum grupo finito G' e algum
inteiro positivo n. O isomorfismo acima (2.2) mostra que Ko[I] ~ Ko[S? (G;n,n,1d)] ~ M, (KG).
Em particular, Ky[I] tem unidade.

Se S ndo possui zero, entdo I é um semigrupo inverso completamente simples. Como tal, I é na
verdade um grupo G (I° é completamente O-simples, de modo que I ~ S°(G;n,n;1d) \ {0} e este
ultimo s6 ndo possui divisores de zero quando n = 1). Neste caso, KI = Ky[I] é uma &lgebra de
grupo, e tem unidade. Note que em ambas as situagoes, Ko[I] é a dlgebra de semigrupo contraida
de um fator principal nao-nulo de S.

Tendo isso em mente, a decomposicao serd obtida por indugao no nimero de J-classes ndao-nulas
de S. Se S possui apenas uma J-classe ndo-nula, entdo S = I, e ndo é preciso fazer mais nada.

Assuma que o nimero de J-classes ndo-nulas de S é k£ > 1 e suponha que a decomposigao (2.3)
seja vailida para todo semigrupo inverso em que a quantidade de [J-classes nao-nulas é no méaximo
k — 1. Como Ky[I] ¢ uma algebra com unidade, pode-se aplicar a Observagao 1.3.5 para obter

A projegao canonica de S sobre S/I induz uma correspondéncia biunivoca entre os fatores principais
de S\ I e os fatores principais ndo-nulos de S/I, segundo a qual fatores principais associados sao
isomorfos. Consequentemente, a quantidade de J-classes ndao-nulas do semigrupo inverso S/I é
menor do que k e, pela hipétese de inducao,

Ko[S/I) ~ @D My, (K H;).
i€l

Assim, a decomposi¢ao resulta de (2.5).
De modo a obter (2.4) observe o seguinte:

e Conforme o Lema 1.4.6, quando a J-classe Ja = J(a,1) # ker(S(G)), o fator principal é
T3 ~ SO(St A; A/St A, A/St A;1d), e St A é um subgrupo de G;

e ker(S(G)) =N ={(G,g) | g € G} ~ G. Para cada (B, h)
(G7g)(Bah) = (GUgB,gh) = (Gagh) €N,

e de forma andloga, (B, h)(G, g) = (G, hg) € N. Disto conclui-se que a aplicacao g — (G, g) €
N fornece um isomorfismo entre o grupo G e ker(S(G)).
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O]

Seja S um monoide inverso finito e C' = {J1, ..., Ji} o conjunto das J-classes ndo-nulas de S,
indexadas de tal modo que em rela¢do a ordem parcial definida por (1.1) ocorra o seguinte:

e A J-classe J1 € minimal em C;
e A TJ-classe J; ¢ minimal em C'\ {J1,...,Ji—1}, para cada i > 1.

Aqui, a minimalidade é em relacdo & ordem parcial induzida pela inclusao dos ideais principais
correspondentes. Note que se S nao possui zero, Jp = ker(S). Caso contrério, defina Jy = ker(S) =
{0}. Seja m; a quantidade de idempotentes em J; e e; € KyS a sua soma. Com estas notagoes,
tem-se o seguinte:

Proposicao 2.1.3. Se S é um monoide inverso finito ndo-nulo, entdo os elementos

fl = €1,
fo=(1—e1)es,
f3=(1—e1)(1—ez)es,

fk,1 = (1 — 61) e (1 — ek,g)ek,l e
fk = (1 — 61) . (1 — 6]6,2)(1 — 6]6,1)

sao idempotentes centrais ortogonais de KoS e

k k
KoS = @ (KoS) fi = @ Mpm, (K H;). (2.6)
=1

=1

Em particular, para K., G o elemento e; correspondente a Ja, € dado por

ei= Y (a'A;), (2.7)

CLGAi/St Az
em que A/St A C A denota um conjunto de representantes das classes laterais & direita de St A.

Demonstra¢do. De acordo com o Teorema 1.3.16, cada um dos semigrupos inversos completa-
mente 0-simples jio é isomorfo a um semigrupo de Rees do tipo SO(H;;m;, my;1d) e, segundo
[13, Lemma 5.17],

KoS®(Hy;myi, my; 1d) ~ M(K Hy; myg, mg; 1d) = M, (K H;).

Dado um isomorfismo ¢;: Kojio — My, (K H;), a unidade de KOJZ-O é
¢ (dm) = Y f=e

feE(S)NT:

O resultado serd obtido por indugao sobre a quantidade de [J-classes nao-nulas de S.

Suponha que hé apenas uma J-classe ndo-nula. Entdo a unidade de S estd em J; e coincide com
a unidade 1 da dlgebra KoS = Ko Jy. Além disso, essa unidade coincide com e, pois o semigrupo
de Rees J? ~ S°(Hy;m1,my;1d) s6 tem unidade se m; = 1. Consequentemente, a decomposigao
(2.6) reduz-se a igualdade trivial K¢S = K¢S © 0 = KpSe; & KoS(1 —e1).

Suponha que o monoide S possui k > 1 J-classes ndo-nulas. Assuma que a decomposicao (2.6)
seja vdlida para todo monoide inverso finito com no maximo k—1 J-classes. Seja I = J1 UJy =~ J;
se S possui zero, e I = J caso contrario. Em ambos os casos, I é um ideal de S e tem-se:

KyS = KpSey @K()S(l — 61) ~ Kol & Ko[S/I]
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Observe que ha um isomorfismo ¢: Ky[S/I] — KoS(1—ey1), segundo o qual cada elemento x € S\ I,
visto como um elemento de S/I, é levado em z(1 —e;) € KoS(1 — e1). Uma vez que a quantidade
de J-classes ndo-nulas no semigrupo quociente S/I é exatamente k — 1, pode-se aplicar a indu¢ao
e obter:

Ko[S/I] = Ko[S/I]ea
® Ko[S/I](1 — e2)es
@ Ko[S/I](1 —e2)(1 —e3)eq
D...
® Ko[S/I](1 —e2)...(1 —ex_2)ex_1
® Ko[S/T](1 —e2)...(1 —ex—2)(1 —ex_1).

Aplicando-se o isomorfismo ¢ a cada somando direto, obtém-se:

KopS(1—e1) = KoS(1—e1)es
@ KoS(1 —e1)(1 —eg)es
@ KoS(1—e1)(1 —e9)(1l —e3)eq
D...
®KoS(1—e1)(l—e2)...(1 —ex—2)ex—1
D KopS(1—e1)(l—e2)...(1 —ep—2)(1 —ex_1).

Disso resulta a decomposicao (2.6), pois sendo e; um idempotente central, 1 — e; também o seré,
e um produto de idempotentes centrais ¢ um idempotente central. No caso de Kpa(G), a formula
(2.7) para cada e; € obtida por meio do Lema 1.4.4, segundo o qual a J-classe J4, ¢ formada pelos
elementos da forma (a='A;,a~'b), em que a,b € A;. Em particular, os idempotentes de Ja,; sao
aqueles elementos do tipo (a='A;,1), com a € A;, e para que cada idempotente apareca apenas
uma vez na definicao de e;, considera-se apenas um elemento a € A; em cada classe lateral & direita
de St A;, formando-se assim o conjunto A;/St A; com estes representantes. O

Para finalizar esta se¢do, serd calculado KparCs.

Ezemplo 2.1.4. Se C3 = (a | a®> = 1) = {1, a,a®} entdo ha § elementos em S(C3), e a sua decompo-
sicao em J-classes é

8(03) = {({1}7 1)} U {({1,&}, 1)7 ({La}a a)a ({17 GQ}, CL2), ({17 CL2}, 1)} U {(037 1)7 (037 a)7 (C?n aQ)} )
o que implica que S(C3) possui trés fatores principais:

o u7(9{1}71) = SO({1}§ 1,1;1d),

o Tiayy =S°({1}:2,21d) e

L jC3 = J(Cg,l) = keI‘(S(Cg)) =~ SO<03; 1, 1;Id) ~ C3.

As J-classes estao ordenadas como na Figura 2.1.
Uma vez que KCs é uma algebra com unidade, pode-se aplicar o Lema 1.3.4 ao ideal ndo-nulo
minimal Ji¢, 1) = Jos, que é o ntcleo de S(C3), para obter

Kpar(C3) ~ KC3 & Ko[S(C3)/J(c5,1))-

Como o ideal Ji(1,4)1) = J({1,a},1) Y J(cs,1), Tesulta que J({l,a},l)/J(C3,1) ~ *7(9{1@},1) é um ideal
nao-nulo minimal de S(C3)/J(cy,,1). Além disso, a algebra de semigrupo contraida deste ideal tem

unidade, pois
KoJ({1,ay1) = KoS°({1}:2,2;1d) = My(K).
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Figura 2.1: Ordena¢io das J-classes de S(C3).

Assim, pode-se aplicar a Observagao 1.3.5 ao ideal J({1,q}.1)/J(cy,1), Para obter
Kpar(CS) ~ KC3 @ KOJ&l,a},l) ® Ko {(8(03)/,](0371)) /*7(9[1@},1)} :

Mas [(S(C’g)/J(CBJ)) /*7(9{141},1)} ~ S(C3)/J({1,a},1), due ¢ isomorfo ao grupo trivial com um
zero adicionado, e portanto
Kpar(c?)) ~ Ko MQ(K) ¢ KOs,

o que esta de acordo com a decomposi¢do que foi obtida em [16].
Explicitamente, tem-se o isomorfismo ¢: Kpar(C3) = K @ My (K) @ KC3, dado por

z=[({1},1) = (C3, D] [({1}, 1) = (({L,a}, 1) + ({1, 6%}, 1))] @
+[({11,1) = (C5, )] [{1,a}, 1) + ({1,6°},1)] =
+(Cs,1)x.
= ({11, ) = ({1,a},1) = ({1,6°},1) + (C3,1)] =
+ [({1,a},1) + ({1,6%},1) — 2(C5,1)] =
+ (Cs,1)z.

isto &, se x = a1({1},1) + aa({1,a},1) + az({1,a},a) + as({1,a%},1) + as5({1,a?},a®) + a(Cs, 1) +
a7(Cs,1) + ag(Cs, 1), entao:

r—a [({1}’ 1) - ({17 a}v 1) - ({17 a2}7 1) + (037 1)]
+ [al + a2]({17 a}v 1) + a3({17 a}v CL) + [al + a4]({17 a2}7 1) + CL5({1, a2}’ a2)
+ a1 + ag + ag + ag)(Cs, 1) + [ag + a7](Cs, a) + [as + ag](C3, a?).

2.2 Representacoes Parciais de Grau Finito

Dado um grupo G arbitrario, define-se em [24, p. 311] o grupoide I'(G) como uma categoria
pequena em que os elementos (morfismos) sdo os pares (4,g) tais que {1,g7!} € A C G, e os
vértices sao os pares (A, 1) nas mesmas condi¢oes, os quais serdo denotados simplesmente por A.
Dados elementos (4, g) e (B,h) de I'(G), o seu produto s6 esta definido se A = hB. Neste caso,

(hB, g)(B,h) = (B, gh).

O grupoide I'(G) pode ser visto como um grafo orientado cujos vértices sdo rotulados pelos
objetos de I'(G), e no qual um morfismo (A4, g) em I'(G) corresponde a uma aresta A — gA.

Dado um objeto (vértice) A de I'(G), considera-se a componente conexa de I'(G) que contém
A e denota-se por V4 o conjunto de seus vértices. Observa-se que o estabilizador H = St A = {g €
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G | gA = A} é um subconjunto de A, e A é uma unido de classes laterais a direita de H, isto &,
A =,z Hygi para algum conjunto de indices 7 e algum transversal {g; | i € Z} € A contendo 14.
Além disso, a cardinalidade |V4| de V4 é igual a |Z|, e V4 consiste de vértices da forma g;lA, com
iel.

A Figura 2.2 mostra como é este grupoide no caso em que G = C3 = (a | a® = 1).

Figura 2.2: Vértices e arestas de T'(Cs).

Em [16, p. 9], o grupoide I'(G) foi definido apenas para grupos finitos. Para esclarecer a sua
relacdo com o semigrupo S(G) no caso de grupos arbitrarios, considere o subgrupoide I'g,(G) de
I'(G) que consiste de todos os pares (4, g) tais que |A| < oco.

Conforme [31, Proposition 4], o semigrupo inverso S(G) pode ser visto como um grupoide
G(S(G)) em relacdo ao seu produto restrito, que é definido por:

st, se s7ls =t~ !
s-t= .
A, caso contrério,

para todo s,t € S(G). Utiliza-se a notagdo d(s) = s~ !s para indicar a origem da aresta s e
r(s) = ss~! para indicar sua imagem. Em S(G), com a notacao de Birget-Rhodes, tem-se (A, g)~! =
(g_lAag_l)v entao

e d(A,g)=(97"A,g71)(A,g9) = (g7 1A, 1),
b T(A?g) = (Avg)(gilAagil) = (Av 1)

e o produto restrito (A, g)- (B, h) esta definido se, e somente se, (971 A4,1) = (B, 1), o que equivale a
A = gB. Para evitar ambiguidade entre G(S(G)) e I'(G), um elemento (A4, g) € I'(G) sera denotado
por (4, g).

Observagao 2.2.1. Se G é um grupo, a aplicacdo ¢: G(S(G)) — I'sn(G), dada por
$(A,9) = (97 A, g),

é um isomorfismo de grupoides. De fato, é claro que ¢ é uma func¢ao injetora. Além disso, todo
(B, h) pertence a imagem de ¢, pois como B é finito, (hB,h) € S(G) e ¢(hB,h) = (B,h). Se
(A,g) - (B, h) esta definido, entdao A = gB e

¢((9B,g) - (B,h)) = ¢(gB, gh) = ((gh)~'gB, gh) = (h"'B, gh).
Por outro lado,
¢(9B,9)¢(B, h) = (g~ (9B),g)(h~"B,h) = (h(h™'B),g)(h"'B,h) = (h"' B, gh).

Observe ainda que, para todo semigrupo inverso S, se s,t € S sdo tais que ds - t, isto &, se

s7ls =tt! entdo

S1tSt = Sl 148t = Sls st St C StsSt = Stss™1sS! = Ststt—1st C S¢St
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Logo, quando o produto restrito s-t esta definido, estes elementos pertencem 4 mesma J-classe. Por
transitividade, os elementos da componente conexa de s no grupoide G(5) estao todos na J-classe
de s no semigrupo inverso S.

Definicao 2.2.2. Dada uma categoria pequena C e um corpo K, a dlgebra de categoria KC é
definida tomando-se o K-espaco vetorial cuja base é formada pelos morfismos de C e definindo-se a
multiplicacdo da seguinte forma:

Y172, se existe a composicdo v1y2 € C,
T2 = -
0, caso contrario.

Dada uma componente conexa A de C = I'(G) (isto é, um subgrupoide maximal conexo por
morfismos) com um namero finito de vértices, define-se a aplicagdo Aa: G — KA por:

> (A,g), se existe A€ VA com g !e A,

AeV,
)\A(g) = AngAl

0, caso contrario.

Em [24, Theorem 2.2]| foi demonstrado o seguinte resultado, que descreve a estrutura das repre-
sentacoes parciais de G de grau finito:

Teorema 2.2.3. Seja G um grupo. Para cada componente conexa A de T'(G) com um nimero
finito de vértices, a aplicagdo Apn: G — KA é uma representagao parcial de G em KA. Além disso:

(i) Para toda K-representacao ¢: KA — End(V) de grau finito irredutivel (respectivamente,
indecomponivel), p o A € uma representacao parcial irredutivel (respectivamente, indecompo-
nivel) de G.

(#) Reciprocamente, para toda K -representacao parcial de grau finito irredutivel (respectivamente,
indecomponivel) w: G — End(V), existe uma tnica componente conera A de I'(G) com um
numero finito de vértices e uma unica representacio 7: KA — End(V) tal que T o Ax = 7.

No entanto, a prova deste teorema utilizou-se de um fato que para ser justificado no caso de
grupos infinitos exigia um argumento um pouco mais elaborado do que aquele apresentado no artigo.
A Proposicao 2.2.4 complementa a demonstra¢do do Teorema 2.2.3, preenchendo esta lacuna que
havia em sua demonstracao (ver [24, p. 314-315]).

No que segue, se (4, g) € T'(G), entdo A serd denominado o conjunto suporte de (A, g) e também
serd identificado com o vértice (A4, 1).

Proposicao 2.2.4. Com a notagio do Teorema 2.2.3, seja A uma componente conexa de I'(G) cujo
nimero de vértices, |Va|, € finito. Entao a K-dlgebra A gerada pelos elementos {Aa(g) : g € G}
coincide com KA.

Demonstra¢ao. Denote por Bi,..., B, os vértices da componente A e seja (B, h) um elemento
arbitrario desta componente.

Sejam tg, . .., t; os Gnicos indices ¢; para os quais B\ By, # 0 e escolha um elemento z; € B\ By,,
para cada 2 < ¢ < k. Por conveniéncia, defina também zg = 21 = 1 e x4 = h~! e entdo
Ao == {{L‘l, Loy ... ,$k+1} - B.

Defina g1, g2, ...,9k+1 € G por meio da igualdade g; = :ri_la:i_l, parai € Z = {1,...,k+ 1}.
Em particular, tem-se g; = 1 = 1, bem como g = xz_l € gr+1 = hxy. Note que se ¢ € 7, entéo gz-_l
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pertence (pelo menos) ao suporte do vértice (v; ', B, 1) € Va. Consequentemente:

Aalgren) - Aalg) = D (Akprsgrn) - (A1 g1)

g7 '€AEVA,
i€l

= Y (ALge9)

gfl €A1EVA
95 ' €q1 AL

gl;ilégkn-glx‘h

= > (A1, h).

grleAieva
(g291)"t€A

(gr+191)"1€AL

Como g1 =1 ==, (gag1) =25 ", (Ghy1- - g1) = h = 55131, tem-se que
Aa(gra) - Aalg) = > (AR)= > (Ah). (2.8)
AgCAEVA BCAEVA

A ultima igualdade em (2.8) deve-se ao fato de que Ag By, para todo ¢ € {2,...,k}, pela definicao
de Ap. Logo, todo A nesta soma contém B.

A proposigao serd demonstrada por indugéo sobre d(B), em que a funcdo d: VAo — N U {0} é
definida a seguir. Se A é maximal, isto &, se

A C A, para algum A’ € VA, implica A = A,
serd estipulado que d(A) = 0. Caso contrario, sera definido
d(A) =max{n e N|3A;,..., 4, € Va,com A, D ... D A D A}

Se o suporte de (B, h) se enquadra no primeiro caso, entdo B nao estd contido no suporte de
qualquer outro elemento de A e portanto a igualdade (2.8) reduz-se a

Aa(gr+1) - Aalgr) = (B, h).

Portanto, a algebra A contém todo (B, h) cujo suporte é maximal.
Seja d(B) = k > 0 e assuma por hipotese de indugdo que qualquer (A,g) € A satisfazendo
0 < d(A) < k esta em A. Entao escrevendo (2.8) na forma

Aa(gian) - Aalg) = (B, + Y (A),
BCAEVA

nota-se que se (4,h) € A e BC A, entdo d(A,h) < k =d(B,h). Por indugao, tem-se (4,h) € Ae,
consequentemente,

(B;h) = Aa(gre+1) - Aalgr) = Y (Ah) €A
BC A€V
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2.3 Interacao entre Acoes e Representacoes Parciais

Seja m uma representagdo parcial de G em uma K-élgebra unital B. Seréd utilizada a seguinte
notacao:

&y = 7(g)m(g~1), para cada g € G;

o A" denotard a subdlgebra de B gerada pelos €g;

e Dy =¢ey A", para cada g € G.

Por simplicidade, caso 7 esteja subentendida pelo contexto, as notacdes anteriores serdao simplifica-
das para €4, A e Dy, respectivamente.
Em [15, Lemma 6.5 é estabelecido o seguinte:

Lema 2.3.1. Dada uma representagdo parcial m: G — B, as aplicagoes ag: Dy-1 — Dy dadas por
ag(a) = n(g)am(g™") sdo isomorfismos de dlgebras (para cada g € G) e definem uma acéio parcial
a™ de G em A.

Reciprocamente, [15, Lemma 6.2] garante que:

Lema 2.3.2. Dada uma agdo parcial o = {ay: Dy-1 — Dy | g € G} de G em uma dlgebra A, tal
que cada Dy € uma dlgebra com unidade 14, a aplicacdo mo: G — Ax G definida por mq(g) = 146,
€ uma representacdo parcial.

Pode-se considerar a categoria Rp G cujos objetos sdo as representagoes parciais de um grupo
G (em algebras com unidade) e cujos morfismos sao dados pela Definigao 1.2.3.

Analogamente, tem-se uma categoria Ap G em que 0s objetos sdo as agdes parciais de um grupo
G em algebras unitais' e os morfismos sdo dados pela Definicdo 1.1.2, ou seja, dadas acdes parciais
a={ag:Dy-1 + Dy | g€ Gtem Aed ={ay: D1 = Dy |geG}em A, um morfismo de o
em ' é um homomorfismo de algebras p: A — A’ tal que, para todo g € G:

(i) »(Dy) € Dy;

(i) ag(p(x)) = p(ag(z)), para todo x € Dy

Pode-se definir uma subcategoria ApGlG (nao plena) de Ap G em que os objetos sdo somente
as agOes parciais globalizéveis do grupo G (em algebras com unidade). Se «, o’ sdo duas de tais
agOes parciais, o conjunto Homapgia(a, o) ¢ formado pelos morfismos ¢ € Homap (o, o') que
verificam a seguinte propriedade adicional:

(ii)) ¢(1,) = 1},Vg € G.

Aqui, 14 e 1} denotam as unidades dos ideais D, e Dy, respectivamente.

Seja a = {ay: Dy-1 = Dy | g € G} uma agao parcial globalizavel de G em A, e D, = Al, para
cada g € G. Denote por A a subélgebra de A gerada pelas unidades 1,. Se A = A a agao parcial «
serd denominada ajustada. Caso contrario, definindo-se Dg = Alg, para g € G, tem-se D C Dy e as
restrigoes &y = O‘H‘Dgfl D 1= D sao isomorfismos que definem uma acao parcial (ajustada) A

de G em A. Tal & sera chamada de ajustamento de a. A categoria das acbes parciais (globalizaveis)
ajustadas e seus morfismos serd denotada por ApAjG. Assim, ApAjG é uma subcategoria plena
de ApGIG.

Uma representacio m: G — B é separadora se a soma deG Dym(g) ¢ direta, ou seja, se para
todo g, h € G tem-se Dgm(g) N2, ., Dym(h) = 0.

Como antes, Dy = eg A", Vg € G. A representagao 7 serd denominada ajustada se B coincidir
com a algebra (7(G)), gerada pelos elementos w(g), em que g € G.

Considerando-se as representagoes parciais ajustadas e seus morfismos, obtém-se uma subca-
tegoria plena de Rp G que sera denotada por RpAjG. Restringindo-se as representagdes parciais

!Pode-se definir uma categoria como esta para algebras sem unidade porém, neste texto, nio sera necessaria essa
generalidade.
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ajustadas separadoras e seus morfismos, tem-se uma subcategoria plena que serd denotada por
RpAjSedG.

O teorema a seguir descreve a interacao entre essas categorias, de forma anéloga & que foi feita
em [20, Theorem 3].

Teorema 2.3.3.

(1) Existe um funtor a®: RpG — ApAjG que leva cada ™ € ObRp G em o™ como no Lema 2.5.1.

(1) Hd um funtor 7o: ApGIG — RpSeG que leva cada o € ObApGlIG em m, como no

Lema 2.3.2. Além disso, 7, € ajustada se o € ajustada.

(#4i) Para cada m € ObRpG existe um morfismo wor — T que € um epimorfismo se © € ajus-

tada e é um monomorfismo se m € separadora. Em particular, ele é um isomorfismo se

T € ObRpAjSeG.

(iv) Para cada o € ObApGILG existe um monomorfismo o™ — «, que é um isomorfismo se « €

ajustada. Em qualquer caso tem-se o™ ~ &, em que & € o ajustamento de a.

(v) As restricies dos funtores dos itens i e i estabelecem uma equivaléncia entre as categorias

RpAjSeG ¢ ApAjG.

(vi) A restricao RpAjG — ApAjG do funtor obtido no item i é um adjunto & direita da restrigao

ApAjG — RpAjG do funtor obtido no item ii.

Demonstrag¢ao. (i) Se (w,B) € ObRp G, entdo pelo Lema 2.3.1 tem-se uma a¢do parcial a®m =

a™ = {ag: Dy — Dy | g € G} de G na algebra A C B gerada pelas unidades ¢, (g € G),
em que cada Dy = £4.A. Em particular, o™ é ajustada.

Resta mostrar como o funtor o® age nos morfismos. Para isso, considere um objeto (7', B’) €
ObRp G e um morfismo ¢ € Homgp (7, 7’). Como antes, tem-se uma acao parcial a°n’ =
a™ = {a;r/: D’g,l — Dy | g € G}, de G na algebra A" C B gerada pelos elementos £y, com
g € G, em que cada Dy, = e; A’. Uma vez que ¢ é um morfismo de representacoes, ¢: B — B’ ¢
um homomorfismo de &lgebras e pom = 7. Logo, os geradores de A sao levados nos geradores
de A, pois para cada g € G tem-se

#eg) = d(m(g)m(g™")) = ¢(m(9)d(n(g™")) = 7'(g)7'(97") = .

Consequentemente, ¢(A) = A’ e também ha uma correspondéncia entre os ideais dessas
algebras:
H(D;) = 6(egA) = h6(A) = )4 = D),

g

Além disso, considerando-se que para quaisquer a € Dy-1 e g € G vale

$lag (a)) = ¢(m(g)an(g™)) = 7' (9)d(a)r'(¢7") = af (¢(a)),
obtém-se o morfismo a®¢ por meio da restricao ¢: A — A'.

Dada uma acdo parcial a = {ay: Dy-1 — Dy | g € G} de G em uma algebra A, tal que cada
D, ¢ uma algebra com unidade 14, o Lema 2.3.2 garante que a aplicacdo 7, : g — 1464 ¢ uma
representacao parcial de G em A xo G = ©geaDydy. Além disso, para cada g € G tem-se

Dydg = (Dglg)(sg = (Dg(sl)(lg(sg) = (ngl)ﬂa(g)a

donde
Ao G = ®yeq(Dgo1)malg)- (2.9)
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Por outro lado, para que a representagdo m, seja separadora, é preciso que deG Dgawa(g)
seja uma soma direta, mas levando em conta que, para cada g € G,

epe = ma(9)Talg ™) = 1g0g - 1y-16,-1 = aglag-1(1g)1,-1)81 = 1401, (2.10)

segue-se que
DI = (A xq G)™er
=Y kg e e
S ki, ) (1, ) | 108
= {3 killy, 1)1} o

C Dyo.

Assim, Djema(g) € (Dgd1)ma(g) para qualquer g € G e, pela igualdade (2.9), conclui-se que
T, € separadora.

Se o/ também for um objeto de ApGlG e p: a — o' for um morfismo de agoes parciais, entao
¢(Dy) C Dy e pode-se considerar a aplicagio ¢: AxaG — A" G dada por ¢(ady) = ¢(a)dy.

Observa-se que

¢(ady - bon) = ¢(ag(ag-1(a)b)dgn) = p(ag(ag-1(a)b))dg,.

Por outro lado,

Assim, ¢ preserva a multiplicagdo. Além disso, ¢(1491) = ¢(14)d; = 1/4d;, segue-se que ¢ é
um morfismo na categoria de algebras unitais. Além disso,

d(ma(g)) = ¢(1404) = @(14)0y = 1,6, = 7o (9),

portanto ¢ € Homgrpse G(Ta; Ta/)-

Se « for ajustada, entdo as unidades 1, geram A e dado qualquer ad, € A xo G, a € Dy,
g € G, tem-se a = 1,4, em que § é um polinémio nas variaveis 15, (h € G,h # g), e

adg = (Blg)dg = (861)(14dg).

Além disso, tem-se (14, -...-14,)01 = 14,01 ... 14,61 para quaisquer desses monémios, e como
1p01 = 146p - 14-16,-1 = T (h)ma(h™1) para todo h € G, tem-se que ad, é um polinémio nas
variaveis 4 (h), com h € G. Portanto, 7, ¢ ajustada.

Seja m: G — B um objeto de Rp G. Conforme [15, Proposition 6.8], existe um homomorfismo
de K-algebras ¢ : A™ x,~ G — B dado por w(ngG agdg) = deG aqgm(g), tal que omyr = .
Logo ¢ define um morfismo wor — .

Se 7 é ajustada, a algebra B é gerada pelos elementos 7(g) = €4m(g) = 1¥(e4d4), em que g € G.
Neste caso, ¥ é sobrejetora.
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Se w(zgeG agdy) = w(zgeg bgdy), entao deG agm(g) = deG bym(g). Assim, se 7 & sepa-
radora, a soma dos Dym(g) (g € G) ¢ direta e consequentemente agm(g) = bym(g), para todo
g € G. Neste caso, ag = agey = agm(g)m(g™") = bym(g)m(g™1) = byey = by. Portanto, ¢ é
injetora.

Seja a uma agao parcial globalizavel de G em A dada por {ay: Dy-1 — Dy | g € G}, em
que Dy = Aly, Vg € G e denote por & o ajustamento de a. Conforme a formula (2.10), para

cada g € G tem-se e = 1401 e pelo Lema 2.3.1, @™ ¢ uma agao parcial de G na algebra

./2151 C A x4 G gerada pelos z—:’ra = 1461.

A aplicagdo ¢: A, — A dada por ¢(ad1) = a ¢ um isomorfismo de élgebras, e suas restrigoes
(.A(51) T = (Ad1)1,01 = (Aly)d1 = Dy61 sdo isomorfismos Dyd; — Dy, para cada g € G.

Além disso, para cada a € D; , vale

ag*(ady) = Ta(9)adi1Ta(g™) = 140, - ady - Ly-164-1
= 1404 - aly10,-1 = ay(a)dr.

Entdo p(aj>(ad1)) = p(ay(a)dr) = az(a) = ay(p(ad)) e ¢ determina um isomorfismo entre

. ~ .~ = © 71 .
as acoes parciais a™ e &. Consequentemente, a composi¢ao Ad — A — A, em que i denota
a inclusdo, determina um monomorfismo de o™ — «. Em particular, se a for ajustada tem-se
um isomorfismo o™ — & = a.

Primeiramente, observe que o conjunto de morfismos entre dois objetos de ApAj G possui no
méaximo um elemento, pois qualquer que seja ¢ € Homapajc(a, @), deve ocorrer o(1,) = 1;
para todo g € G, e como as &lgebras nas quais o e @’ agem sao geradas pelas unidades 1, e
l’g, respectivamente, o valor de ¢ fica completamente determinado em todos os elementos da
4dlgebra. Analogamente, cada Homgpajc(m, ') é vazio ou consiste de um tnico elemento, e
consequentemente o mesmo vale para cada Homprpajsec(m, 7). Deste modo, a restricdo do
funtor a® obtido no item i (e do funtor 7, do item ii) é um funtor pleno e fiel. De fato, a
restrigao é fiel pois nao hé flechas paralelas m = 7’ entre objetos arbitrarios de RpAjSe G. Por
outro lado, para que a restricao seja um funtor pleno, todo elemento de HomAijg(a a )
deve ser a imagem por a° de algum morfismo 7 — 7 de RpAjSeG. Mas se o™ — a” "6
0 unico morfismo entre esses objetos, pode-se aplicar o funtor 7, do item ii para obter um
morfismo wor — T ', € usar o item iii para construir um morfismo ™ — T — Tt — !
cuja imagem por a® serd o — a”

Levando em conta o isomorfismo 74« — 7 (ou o™ — «) obtido no item iii (item iv, respec-
tivamente), segue que as categorias RpAjSe G e ApAj G sao equivalentes.

Para cada m € ObRpAjG e cada a € ObApAjG é preciso associar uma bijecao
N, - HomeAj G(Traa 7T) — HomAij G(av aﬂ)

que seja natural tanto em « quanto em 7. Fixada a € ObApAj G, a naturalidade de 7, » em
7 é obtida mostrando-se que para quaisquer w1, m2 € ObRpAj G e todo morfismo ¢: 1 — ma
tem-se um diagrama comutativo

Nov,mq

HomgpajG(ma, ™) —— Homapaja(a,a™)

g o

Homrpaja(ma,m) o Homapa; cla,a™),

em que o morfismo o é a imagem de ¢ pelo funtor a°, e as aplicacdes ¢* e (a?)* sio induzidas
pela composicao com ¢ e a?, respectivamente. Por sua vez, a naturalidade em « corresponde
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a comutatividade de um diagrama andalogo:

Naq,m
Homgpaja(ma,, ) s Homapaja(ai,a™)

(%)*i ieﬁ*

HomgrpajG(Tay, ) — Homapaja(oe, o),

Nag,n
em que

e O morfismo ¢: as — a1 induz ¢* que leva ¥ — 1) o ¢, para cada ©¥: a3 — o™.

e O morfismo 74: e, — Ta, induz (m4)* que leva ¢ — ¢ o w4, para cada p: mq, — .

Conforme a demonstracdo do item v, cada um dos conjuntos de morfismos do primeiro dia-
grama possui no maximo um unico elemento. Entao basta mostrar que Homgrpajc(ma, 7) = 0
exatamente quando Homapaja(o,a™) = (), pois neste caso 7y, ficarad unicamente determi-
nada e sua naturalidade em « e 7 serd imediata.

Suponha-se que Homgrpajc(ma,m) # 0. Pelo item i o morfismo 7, — 7 da origem a um

morfismo o™ — a”. Por outro lado, o item iv garante a existéncia de um isomorfismo

o™ — q, cujo inverso pode ser composto com a™ — a7, resultando em um morfismo
™ : . T . ~ .

a — a”. Disso resulta que Homapaja(o, a™) também nao é vazio.

Reciprocamente, se Homapaja(a,a™) nao é vazio, o seu tGnico elemento da origem a um
morfismo 7w, — mer (conforme o item ii). Além disso, o item iii garante a existéncia de um
morfismo mo» — m, e a composicao desses morfismos fornece um morfismo m, — m. Disso
resulta que Homgrpaja(ma, ™) também nao é vazio.

Portanto, Homgrpajc(ma, ™) = 0 < Homapaja(o,a™) = 0 e a demonstragao esta completa.
]
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Capitulo 3

Dominios de Representacoes Parciais
Projetivas

Neste capftulo demonstram-se alguns resultados sobre os dominios elementares, e ¢ dada uma
descricao dos dominios minimais e indecomponiveis. Também é mostrado que todo dominio pode
ser decomposto de forma tinica como uma uniao de certos dominios indecomponiveis. Determina-se
ainda a estrutura dos dominios elementares e obtém-se alguns invariantes numéricos do conjunto
parcialmente ordenado dos dominios elementares. Tais resultados permitem que seja obtida uma
caracterizacao dos grupos para os quais todos os dominios elementares sdo indecomponiveis.

3.1 Dominios Elementares

Nesta segao introdutoria, G denotard um grupo finito. Seja Pr a projecao de & M,, (K H) sobre
uma das algebras de matrizes M,, (K H), e considere a aplicacao [ ]: G 3 g — [g] € Kpar(G).

Definicao 3.1.1. Chama-se de representacao parcial elementar de G a uma funcio da forma
p=Provyol]:G— M(KH),

em que 1 é o isomorfismo (2.1), que descreve a dlgebra parcial de um grupo finito como uma soma
de algebras matriciais.! O conjunto

D = Dpr = {(x,y) € G x G [ p(z) p(y) # 0} (3.1)

é chamado de dominio elementar.

O algoritmo a seguir determina as representacoes parciais elementares de um grupo (finito) G.
Para maiores detalhes, ver [16, secdo 3] e [37, secao 2].

Dado um grupo H, a notacdo e; j(h) serd utilizada para indicar a matriz em M,,(KH) cuja
entrada na posigao (i,7) € h e cujas demais entradas sao 0. Além disso, também serd utilizado
eij = eij(lm).

Seja A um vértice em I'(G), considere H = St A e escreva A = U Hg; como uma uniao
disjunta, em que g; = 1. Denote 7 = {g1,...,9m}- O conjunto 7 serad chamado de transversal a
direita de H em A. A representagao parcial elementar ¢4 ,: G — My, (K H) pode ser obtida da
seguinte forma. Para qualquer z € GG defina:

TAT ={ie{l,...,m} | gz € A}.

Se ZA7 = () defina:
par(z)=0. (3.2)

'"Em [24] as representagdes parciais elementares foram definidas para grupos arbitrarios.

31
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Se T2 £ (), entdo para cada i € T2 existe um tnico elemento j = Jizem{l,...,m}leh="h;, €
H tal que g;x = hgj. Neste caso temos

par(@)= Y eij(h). (3.3)

i€

Denote por D4, o dominio elementar que corresponde a @4 -.

Lema 3.1.2. Sejam A e A’ dois vértices da mesma componente conexa de I'(G). Considere também
um transversal o direita 7 de St A em A e wm transversal a direita 7' de St A" em A’. Entdo
Das =Dy .

Demonstragiao. Como A’ € Vg4, existe uma aresta (A’,g) € T'(G) que vai de (A’,1) para (A,1) =
(gA’,1),isto ¢, A’ = g7 *A. Uma vez que g € A = U7, St Ag;, existem g € 7 = {g1 = 1,92, ..., gm}
e h € H= StA tais que ¢ = hg,. Assim, tem-se A’ = g,;lh_lA = g,;lA. Entao H' = St A’ =
g,;l(St A)gg, e 7 = g,;lT ¢ um transversal a direita de St A’ em A’. Assim, é facil ver que a
representacao elementar @4/ ;v: G — My, (KH') esta relacionada a pa,: G — My, (KH) pela
féormula

() = diag(gy ', g0 ", g1 ") par (@) diag(gr, Grs - - - Gr)s

para todo « € G. Consequentemente, D = Dy . Por |24, Lemma 3.1|, as representacoes
Par sy oz G — My (KH')
sao equivalentes, e disso decorre que Dy v = D 4 . Conclui-se entao que Dy = Dgs 1. Ul

Tendo em vista o Lema 3.1.2, Dy ; e TA7 serdo denotados por Dy e T4 respectivamente.
No proximo exemplo serdio consideradas as duas possibilidades extremas para A.

Ezemplo 3.1.3. Os casos em que A = {1} ou A =G.

o Se A= {1}, entdo H = St A = {1} e tem-se a representacao elementar ¢;: G — K dada por
01(1) = 1x e p1(xz) = 0 para = # 1, e o dominio (elementar) correspondente é {(1,1)}.

e Se A =G, entao H = St A = G e arepresentagao elementar associadaé pg: Gd>x —> z € KG
com dominio (elementar) G x G.

A lista a seguir mostra os dominios elementares dos grupos de ordem < 4, que serdo utilizados
posteriormente (veja também o Apéndice A). Denote por C,, = (a | a™ = 1), o grupo ciclico de
ordem n € N. Tem-se o seguinte:

FEremplo 3.1.4. Os dominios elementares dos grupos de ordem menor ou igual a 4 sdo os seguintes:
(i) Para C; o tinico dominio elementar é {(1,1)}.
(ii) Para C os dominios elementares sao:
o (9 x (s,
e {(1,1)}.
(iii) Para Cs os dominios elementares sdo:
° Cg X Cg,

® Doy =1{(1,1).(1,0),(L,a™ "), (a,1), (@™, 1), (a,a7"), (a7, @)},
e {(1,1)}.

(iv) Para C4 os dominios elementares sdo:

° C4><C47
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* Dy ={(1,1),(1,0),(1,a7"),(a,1), (@, 1), (a,a™ 1), (a7, @)},
b D{l,az} ={(1,1), (17@2)7 (a27 1), (a’27a2)}7
e {(1,1)}.

(v) Para Cy x Cy = (a,b | a*> = b* = (ab)? = 1) os dominios elementares sdo:

(Cg X Cz) X (CQ X CQ),

D{l,a} = {(17 1)’ (]-7 CL), (CL, 1)’ (CL, CL)},
D{l,b} = {(17 1)7 (17 b)? (b7 1)7 (b7 b)}a
D{l,ab} = {(17 1)7 (17 ab)7 (abv 1)7 (abv ab)}’
{(, D}

De fato, os dominios elementares para os itens de (1) a (4) foram obtidos em [37, secdo 3|,
enquanto que os dominios elementares de Cy x Cy podem ser obtidos facilmente por meio de (3.2)
e (3.3).

Para encerrar esta secdo, serd estabelecido o seguinte:

Lema 3.1.5. Seja H um subgrupo de G. Entao todo dominio elementar de H também é wm dominio
elementar de G.

Demonstracido. Seja D um dominio elementar de H e go;m: H — M;(KH') uma representacao
parcial elementar de H em que H = St A C H para algum vértice A de I'(H), 7 ¢ um transversal
a direita de H' em Ae D = {(v,y) € H x H [ ¢4 (x)¢)y ,(y) # 0}. Entdo A também é um vértice
de I'(G) e definindo ¢: G — M;(KH') por
() = {gp’A’T(a}) se x € H
0 se x & H,

¢ imediato que D = {(z,y) € G X G | p(z)p(y) # 0} e conclui-se que ¢ ¢é a representacdo elementar
pa,r de G. O

3.2 Minimalidade e Indecomponibilidade

Note que os subconjuntos T-invariantes de G x G formam um reticulado completo (C(G),N,U).
Além disso, resulta do Exemplo 3.1.3 que {(1,1)} e G x G sdo o zero e o neutro de C(G), respecti-
vamente. Os dominios {(1,1)} e G x G serao chamados de dominios triviais de G. Observe também
que todo dominio elementar de G é um subconjunto 7-invariante de G x G.

Para um grupo finito G, o Lema 3.1.2 implica que toda componente conexa de I'(G) corres-
ponde a um dominio elementar, que pode ser obtido de um vértice arbitrario da componente. Sera
demonstrado que o dominio elementar associado ao vértice A = {1,a,b} é a T-6rbita T (a™1,b).
Antes, no entanto, sdo necessarios alguns resultados preliminares. Como no capitulo anterior, V4
denotara o conjunto dos vértices de I'(G)) na componente que contém A.

Lema 3.2.1. Seja G um grupo finito e A um vértice de I'(G). Entao (x,y) € D4 se, e somente se,
existe A’ € V4 tal que {z~ 1y} C A'.

Demonstracao. Seja x,y € G. Por definicdo, (z,y) € Dy é equivalente a @4 -(x)par(y) # 0, em
que 7 é um transversal & direita de St A em A. Além disso, a igualdade g;x = hg; vale se, e somente
se, gja?_l = h™1g;, e consequentemente, utilizando (3.3), obtém-se

(r,y) €Dy & HjGIf,lﬁI;‘
& gixledegyeA
& {zhyyCyg'A
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O préximo resultado é uma consequéncia direta da definicao de 7T .

Lema 3.2.2. Se G € um grupo arbitrdrio e x € G, entdo

{(1,1), (2,1),(1,27h), (@7 @), (271, 1), (1, ), (2,27 1)}

T(x,1) x
53(1, 1) U Sg(x, 1) U Sg(x_l 1),

T, ) =T 1) =T1a ) =T1,z) =T 2)=T(x,z ).
Agora sera calculado o dominio elementar associado ao vértice {1, a, b}.

Proposigao 3.2.3. Se G ¢ um grupo e a,b € G entao:
T a)=T1,a)UT(1,b)UT (1,07 a)US3(b7 1, a). (3.4)
Além disso, se G € finito, entao Dy qp) = T Y a).

Demonstracao. A igualdade (3.4) resulta do Lema 3.2.2 por meio de uma inspe¢ao dos elementos de
T(b~',a), com a ajuda da decomposicio de T apresentada em (1.4) e da descricio das S3-orbitas
dada em (1.6). Por outro lado, observe que se A = {1, a, b} entao

Va={A{1,a7 a0}, {1,067, b7 a}},

havendo repetigoes se, e somente se, A = C5 ou |A| < 2. Além disso, se G é finito, a Proposigao 3.2.1
garante que um par (u,v) pertence a Dy 1 se, e somente se,

fu™l, 0} € {1,a,6} ou {u",v} € {1,a™",a"10} ou {u~!, 0} C {1,671, b a}.
Analisando caso a caso, obtém-se

Diran = (L1 (La).(LD). (a7 1) (0™ 0).(a0), (67, 1), (6. ), (07, 1)
LB, (a,1), (a,a71), (a,a='b), (5" a, 1), (b~2a,a"), (b~ a, a=')}
b0a), (6, 1), (6,67, (6,67 ), (a6, 1), (a5, b7, (a~2b,b"a) ),

e pelo Lema 3.2.2 e por (1.6), Dy 45y = T(1,a) UT(1,0) UT (1,6 a) U S3(b!, a). O

Uma consequéncia imediata dessa proposicao é o seguinte:

Corolario 3.2.4. As T-drbitas de qualquer grupo finito G sdo dominios elementares.

Definigao 3.2.5. Se G ¢ um grupo arbitrario, um dominio D € C(G) sera chamado decomponivel
se existirem dominios {D;}iecr, em que D # D; # Dy, # D para i # k, tais que D = U,;erD;. Caso
contrério, D sera dito indecomponivel (ou U-irredutivel).

Observacao 3.2.6. Em uma decomposi¢ao D = U;c;D; poderiam existir indices j, k € I tais que
D; C Dy, Neste caso, o dominio D; seria supérfluo. Assim, serdo consideradas apenas decomposi¢oes
minimais, no sentido de que D; Z Dy, para j # k.

Ezemplo 3.2.7. Existe um dominio elementar decomponivel para Cs. De fato foi calculado em [37,
secao 3| que

sdo dominios elementares, em que (Cs,1) e (1,C5) s@o a unido dos pares (z,1) e (1, ), para todo
x € (5, respectivamente. Além disso, C5 x C5 = D4 U D5 e o dominio C5 x C5 é decomponivel.
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Definicao 3.2.8. Um dominio D # {(1,1)} sera dito minimal se, para todo dominio D’, uma
inclusdo do tipo D O D" D {(1,1)} implicar que D = D’. Observe que os dominios minimais sdo
precisamente os dtomos do reticulado C'(G).

Note que na definicao acima, se G ¢ finito pode-se assumir que D’ é elementar, uma vez que
|20, Theorem 4| garante que para grupos finitos todo dominio é a unido de dominios elementares.
Obviamente qualquer dominio minimal é indecomponivel. Além disso, obtém-se o seguinte a partir
do Lema 3.1.5:

Corolario 3.2.9. Se existe um dominio elementar decomponivel para um subgrupo H de um grupo
finito G, entdo também hd um dominio elementar decomponivel para G.

Proposicao 3.2.10. Se a e b sao elementos quaisquer de G, entdo T (a,b) é um dominio indecom-
ponivel (que € elementar se G for finito), e todo dominio indecomponivel é uma T -drbita.

Demonstra¢do. Suponha que existam dominios (elementares se G for finito) Dy, ..., Dy tais que
T (a,b) = U¥_, D;. Como (a,b) € T(a,b), existe algum j € {1,...,k} tal que (a,b) € D;. Mas D;
também é invariante sob a acao de T, entao 7 (a,b) C D; C T(a,b), ou seja, T (a,b) coincide com
o dominio elementar D;. Portanto, 7 (a,b) é indecomponivel. O

Seja G’ um grupo arbitrario. Entao todo elemento X € C(G) é um subconjunto T-invariante de
G x G, e é possivel escrever X = U, yex T (7,y). Como todo T (x,y) contém (1,1), é imediato que
todo dominio minimal é uma 7T -6rbita. Mais especificamente, tem-se:

Proposicao 3.2.11. Um dominio D é minimal se, e somente se, D = T (x,1), para algum x €
G\ {1}.

Demonstragao. (<) Seja x € G\ {1} e suponha que {(1 1)} # D'
D’. Entao existe um par (a,b) € G x G com (1,1) # (a,b)
(a,b) € T(x,1) e utilizando o Lema 3.2.2, obtém-se T (z,1) C D’
T (z,1) é minimal.

(=) Assuma que D # T (z,1), para todo z € G\ {1}. Se D = T(1,1), entdo obviamente D nao
¢ minimal. Caso contrério, existe (a,b) € D tal que a # 1 ou b # 1. Além do mais,

C T(z,1), para algum dominio
D" C T(x,1). Em particular,
17-

S
C T (x,1). Assim, D' =T (z,1) e

e Se a # 1entao T(a,1) =Tt(a,b) C D;
e Seb#1entdo T (b1, 1) = Tth(a,b) C D.

Em ambos os casos, D contém um dominio da forma 7 (z,1) # {(1,1)}, que por hipotese & diferente
de D, contradizendo a minimalidade de D. ]

A combinacao da Proposicdo 3.2.3 e da Proposicao 3.2.11 resulta no seguinte:

Corolario 3.2.12. Seja D um dominio para um grupo finito G. Entdo D € minimal se, e somente
se, existe 1 # x € G tal que D = Dy 4.

Sabe-se que os dominios dos conjuntos fatores parciais sao unites de 7 -orbitas. Uma T -orbita
nao minimal serd chamada de bloco. Consequentemente, para qualquer dominio D, existem blocos
{Bi|ie€I}eéatomos {M;|je T} em C(G) tais que

D=|JBiu | M,
€L JjET

Também é possivel remover de tal decomposicao todo dtomo M; que seja um subconjunto de algum
B;. Em outras palavras, pode-se assumir que neste tipo de decomposicao de um dominio D nao
existem 7, j de modo que B; 2 M;.

Proposicao 3.2.13. Seja G um grupo arbitrdrio. Suponha que os dominios D1, Dy € C(G) estejam

decompostos como
Di=JBiu M
1€ jeTJ
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Dy = UCkUUNl,

kek lel

com Mj € B; e Ny £ Ck, em que os Bis e os Cys sao blocos e os Mis e os Nys sio dtomos. Se
D1 C Dy, entdo:

e {Bi|lieZ} C{Cy|keK};
e Para qualquer j € J tem-se M; C Cy, para algum k € K ou M; = N; para algum | € L.

Demonstra¢io. Observe que a hipotese de que M; € B; para cada ¢ implica M; € |J,.7 B;, ana-
logamente N; € (Jjcx Ck- Sabe-se pelo Lema 3.2.2 e pela Proposicao 3.2.3 que, para qualquer i,
B; = T(x;,vi), para certos z;,y; € G\ {1} satisfazendo 1 # x;y;. Por outro lado, (z;,y;) ¢ um

elemento de
U Cp U U Nj.
ke leL

Além disso, N; = T(1,a;), para algum a; e cada elemento (u,v) destas T-orbitas satisfaz 1 €
{u,v,uv}. Consequentemente, (z;,y;) € Cy, para algum k, e isso implica que Cy = T (z;,y;) = B,
e portanto {B; |i € T} C {Cy | k € K}.

Em seguida, M; = T(1,2;), para algum z; # 1, entdo se M; nao estd contido em nenhum
dos blocos que aparecem na decomposicao de Da, nota-se que M; C |J;c, IV, para todo j. Como
para cada [ tem-se N; = T (1, %) para algum z; # 1, resulta que (1,2;) € T(1,z,) e T(1,2;) C
T (1, z,), para algum lp. Finalmente, pela Proposi¢ao 3.2.11, estas 7-orbitas sao minimais, entao
M; = Ny, [

Corolario 3.2.14. Seja G um grupo arbitrdrio. Se houver duas decomposicoes para um dominio

D e C(G), como
UBiU U Mj

€T jeT

€
U Cr U U Ny,
ke lel

com M; € B; e N € C, em que os B;’s e 0s Cy.’s sao blocos e 0s M;’s e 0s Ny ’s sdo dtomos,
entio {B; |i €I} ={Cy |keK} e{M;|jeT}={N|le L}

Demonstragao. Pela proposicao anterior, é claro que {B; | i € Z} = {C} | k € K}. Disto, da hipotese
de que M; € B;, e também da proposicao anterior, decorre que {M; | j € J}={N;|le L}. O

O proximo lema caracteriza os blocos contendo um &tomo fixado em C(G).

Lema 3.2.15. Seja G um grupo arbitririo e a € G\ {1}. Entio T(1,a) C T(z,y), com 1 ¢
{z,y,xy} se, e somente se, existe z € G tal que T (x,y) = T (z,a).

Demonstracao. Por (1.5) percebe-se que (1,a) € T(z,a), para qualquer z € G. Por outro lado, pela
Proposigao 3.2.3 tem-se T (z,y) = T(1,y)UT (1, 2)UT (1,2y) USs(x,y), e resulta de (1.6) que todo
elemento (a,b) de S3(x,y) é tal que 1 ¢ {a,b,ab}. Assim, se T(1,a) C T (z,y), entdo (1,a) pertence
aT(1,2)UT(1l,y) UT(1,2y), e segue do Lema 3.2.2 que

1 1 1}_

a€{v, Ly, y ey, y e
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Em outras palavras,

-
-
-
T(x,y) = -
T
-

Em todo caso, tem-se (1,a) € T(x,y) = T (z,a), para algum z € G. O

Resulta da demonstragdo do Lema 3.2.15 o seguinte:

Corolario 3.2.16. Sejam z,y € G. Para quaisquer u,v € G tem-se T (z,y) N T (u,v) = {(1,1)}
exatamente quando
{u,v,uv} N {z, 2" y,y oy, y Lz} = 0.

3.3 Decomposicao de Dominios Elementares

Nesta secao G denotard um grupo finito. Pela Proposi¢ao 3.2.10 sabe-se que toda T-6rbita é
um dominio elementar indecomponivel, e também é conhecido que a unido de T-6rbitas é um ele-
mento de C(G), apesar de ndo ser necessariamente um dominio elementar. Por exemplo, resulta do
Exemplo 3.1.4 que para Cy = {1,a,a?,a®} o dominio X = 7 (1,a)UT(1,a?) ndo ¢ elementar. Como
todo dominio elementar D é uma uniao de T-6rbitas, D = Uy, ,)epT (,y), € natural considerar o
seguinte problema:

Dado um dominio elementar D, encontrar um conjunto I com uma quantidade minimal de
elementos tal que D = |J T (z4,9i).
i€l
Para resolver este problema serd utilizado o seguinte:
Lema 3.3.1. Se A e B sdao vértices de I'(G) tais que A C B, entdo Da C Dp.

Demonstra¢do. Sejam a,b € G. Pelo Lema 3.2.1 sabe-se que (a,b) € D4 é equivalente & existéncia
de um elemento g; € A com {a™1,b} C gj_lA. Entdo existe algum g; € B satisfazendo {a!,b} C
gj_lB € Vp. Novamente pelo Lema 3.2.1, conclui-se que (a,b) € Dp. O

Observagao 3.3.2. A reciproca do Lema 3.3.1 ndo é verdadeira. Por exemplo, conforme |37, Co-
rollary 6.2], se |G| > 3 e A é um vértice em I'(G), tal que |A| + 1 = |G|, entdo Dg = Da4.

Considere G,, = {A C G |1 € A,|A| = n} e defina uma relacao de equivaléncia em G, por:
A~ BV, =Vg.

A classe de equivaléncia de um vértice A é exatamente Vy4.

Seja C, um conjunto completo de representantes das classes de equivaléncia de ~. O resultado a
seguir fornece uma decomposi¢ao do dominio elementar induzido por um vértice B € I'(G), em que
B tem 3 ou mais elementos. Pelos resultados ja obtidos, para todo vértice B satisfazendo |B| < 3,
o dominio Dg é uma T-orbita.

Teorema 3.3.3. Seja B um vértice em I'(G) tal que |B| > 3 e considere um transversal T = {b; =
m
1,b9,...,bp} C B tal que B = |J St Bb;. Entao

=1

pp=J U Da (3.5)
A€eCs

i=1
AChT'B
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Além disso, a decomposicio acima ¢ minimal, isto €, nenhum dos blocos que nela aparecem pode
ser omitido, e a decomposicdo € unica exceto por uma possivel permutacao dos blocos.

Demonstragio. Resulta do Corolario 3.3.1 e do Lema 3.1.2 que, para quaisquer b € Be A C b~ !B,
m

tem-se Dy C Dy-1g = Dp. Consequentemente, Dp D U U Dy.
i=1 A€eCs
ACHT'B

Para demonstrar a inclusao contréaria, assuma que (u,v) € Dp. Pelo Lema 3.2.1, ha algum
vértice B’ € Vg que contém o conjunto {u~!,v}. Como |B’| = |B| > 3, existe um subconjunto E de
B’ tal que {1,u~!,v} C E e |E| = 3. Resulta novamente do Lema 3.2.1 que (u,v) € Dg, e obtém-se
(3.5).

A minimalidade da decomposigao (3.5) serd uma consequéncia das duas afirmacoes a seguir.

Afirmacgao 3.3.4. Se A e By sao vértices em I'(G) tais que |A| = |B1| = 3, entdo
V4 =Vp, < Dy = Dp,.

De fato, ja é conhecido do Lema 3.1.2 que todo vértice de uma determinada componente de I'(G)
induz o mesmo dominio elementar. Para demonstrar a implicacao contréria, sejam A = {1,a1,as}
e By = {1,b1,b2}. Tem-se entao:

Va=Vp, <=DBi=A ou Bi=a;'Aou By =a;'A

<~ {by, b} € {{al, as}, {afl, aflag}, {a;l, a;lal}} . (3.6)

Portanto, pela Proposicao 3.2.3, é suficiente mostrar que T(al_l, as) = T(bl_l, by) implica a terceira
condicao em (3.6).

Assumindo T (a7 t, a2) = T (b1, ba), tem-se (b ', b) € T(a;", az), de modo que existe y € T =
S3 UtS3 UvtSs UuvtS3 U0 tal que (b ', ba) = y(ay ', az). Além disso, por (1.5) e (1.6), resulta que

tSs(z,y) = {(=,1), (xy, 1), (y " 1), (y =71, 1), (, 1), (7", 1)},

para todo (z,y) € G x G. Assim, os pares (a,b) de (tS3 U vtS3U0)(x,y) possuem 1 em alguma de
suas coordenadas. Como 1 ¢ {b1, ba}, resulta que v & tS3 U vtS3 U 0. De modo similar, v ¢ uvtSs,
pois 0s pares em uvth(afl,ag) sao da forma (z~!, ), mas por hipotese by # bs. Logo, a tnica
possibilidade é que v € Ss3. Neste caso, segue que (bl_l, by) pertence ao conjunto

{(a1_17 a2)7 (al_la% GQ_I), (a2_17 al)? (a2_1a17 a1_1)7 (a27 a2_1a1)ﬂ (alv a1_1a2)}7

0 que é apenas uma forma alternativa de expressar a terceira condigao de (3.6). Isso completa a
demonstracao desta afirmagcao.

Afirmacao 3.3.5. Se A, By, ... B, sdo vértices pertencentes a componentes conexas distintas de
m
I(G), e |A| = |Bj| =3, j=1,...,m, entao Do £ |J Dg,.
j=1
Fixe arbitrariamente um j € {1,...,m} e escreva A = {l,a1,a2}, B; = {1,b1,b2}. Entao

pela Afirmacio 3.3.4 e pela Proposicio 3.2.3 tem-se que D = T (a;*,a2) # T(by',b2) = Dg;.
Para (z,y) € T(ay',as) N T(b7', ba) tem-se T(z,y) C T(ay' az) N T(by",ba). Por outro lado,
pela Proposicdo 3.2.3 vé-se que os dominios nfo triviais contidos propriamente em uma 7T-6rbita
sdo minimais. Como consequéncia, 1 € {z,y,xy}, e portanto, para todo (u,v) € D4 tal que 1 ¢
{u,v,uv} tem-se (u,v) ¢ Dp,. Em particular, (a7t a2) & Dp,;. Como j ¢é arbitrario, resulta que

m m
(afl,az) ¢ U DB]" ASSiHl7 DA = ’T(afl,ag) z U DBj-
j=1 j=1
Finalmente, segue do Corolério 3.2.14 que a decomposicao (3.5) é unica. O

Observacgao 3.3.6. Tem-se o seguinte:
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e O teorema anterior fornece um critério para decidir se um elemento D € C(G) é ou nao um

dominio elementar. De fato, seja D = |J T (z;,y;) com |Z| > 2 e B como no Teorema 3.3.3.
1€T

Se existir ¢ € Z tal que todo vértice em V{l via 1} nao esteja contido em bj_lB para todo
1<j<m,tem-se D # Dg.

e Usando o Lema 3.2.2, pode-se reescrever a decomposicao dada pela Proposicao 3.2.3 da se-
guinte forma:

Di1apy = S3(b™",a) U U S3(z, 1),
ze{l,a,a=1,b,b=1 b= la,a=1b}

para quaisquer a,b € G. Pelo Teorema 3.3.3, vé-se que todo dominio elementar é uma uniao
de Ss-orbitas de G x G, e consequentemente, todos os elementos de C(G) sao unides de
S3-6rbitas.

Definicao 3.3.7. Diz-se que um vértice A é total se Dy = G x G.

A seguir serao apresentados alguns resultados com os quais é possivel decidir quando o dominio
induzido por um vértice de I'(G) nao ¢ total. Isto ajudard a caracterizar os grupos finitos para os
quais todos os dominios elementares sdo indecomponiveis. Primeiro, observe a seguinte consequéncia
direta do Teorema 3.3.3:

Corolario 3.3.8. Se G ¢ um grupo tal que |G| > 3 entao

De=GxG= U Dy.
A€eCs

Além disso, para todo vértice B de I'(G), o dominio Dp nao € total, se, e somente se, existe A € Cs
tal que DA nao estd contido em Dp.

Proposicao 3.3.9. Se G ¢ um grupo finito e A é um vértice de T'(G) tal que |St A|(|G|?> — 1) >
|A|(JA]2 — 1), entdo D néo é total.

Demonstragio. Pelo Lema 3.2.1, (z,y) € D4 exatamente quando existe algum vértice A’ € Vu
contendo 27! e y. Isso corresponde ao seguinte par de arestas no grupoide:

y A S AT g A

Para cada vértice A’, existem exatamente |A|? pares distintos de tais arestas. Como um destes pares

é sempre (1,1), e [V4| = |A|/|St A|, conclui-se que D 4 tem no maximo A(|A|2 —1)+1 elementos.

ISt A|
Em particular, para qualquer A que é total, tem-se

A
G = |Dal < e (14 = 1)+ 1.

Observacao 3.3.10. As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras para todo grupo finito G:
e Para todo subgrupo H C G, o dominio Dy nao € total.

e Se A é um vertice de I'(G), em que |G| > 6 e |A| < 3, entao D4 ndo é total (basta usar a
Proposicao 3.3.9).

Proposicao 3.3.11. Seja G um grupo finito. Entdo as sequintes condigdes sdao equivalentes,
(1) 1<|G| <4,

(i) todo dominio elementar de G ¢é indecomponivel,
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(13) todos os dominios elementares nao triviais de G sao minimais.

Demonstragao. (i) = (ii),(iii) Se 1 < |G| < 4, resulta do Exemplo 3.1.4 que todo dominio elementar
nao trivial de G induzido por A € V4 é minimal e D¢ é indecomponivel.

(ii) = (i) Suponha que |G| > 4. Se |G| > 6 entao o segundo item da Observagio 3.3.10 e a
Proposicao 3.2.3 implicam que Dg = G X G ndo é uma 7T -6rbita, e, consequentemente, é decompo-
nivel. Finalmente, se |G| = 5, o Exemplo 3.2.7 implica que neste caso existem dominios elementares
decomponiveis para G.

(iii) = (ii) Isso é evidente se D¢ € indecomponivel. Por outro lado, se D¢ é decomponivel, entao
pelo Exemplo 3.1.4, |G| > 5 e G contém elementos a # 1, b # 1 com ab # 1. Neste caso o dominio
T (a,b) 2 T(a,1) ndo é minimal. O

3.4 Alguns Invariantes de C(G)

Escreva T(G) = {T(z,y) | (z,y) € G x G}. Entao (T(G),C) é um conjunto parcialmente
ordenado cujos elementos maximais sdo os blocos, e pelo Corolario 3.2.14 cada elemento de C(G)
pode ser escrito de forma tunica como uma unido de elementos de T (G).

Proposicao 3.4.1. Se G e H sao grupos entao T(G) ~ T (H) como conjuntos parcialmente orde-
nados se, e somente se, C(G) ~ C(H) como reticulados.

Demonstracao. Seja ¢: T(G) — T(H) um isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados. Pelo
Corolério 3.2.14 qualquer D € C(G) possui uma tnica decomposicdo D = U;er7T (ai, b;). Pode-se
estender ¢ para C(G) definindo

(D) = Uic1d(T (ai, b;)) € C(H).

Claramente, a decomposicao de ¢(D) acima ¢ tnica. Assim, obtém-se uma correspondéncia um a
um entre C(G) e C(H) que preserva inclusées, o que implica que tal correspondéncia é na verdade
um isomorfismo de reticulados.

Reciprocamente, um isomorfismo de reticulados ¢: C(G) — C(H) leva dominios indecomponi-
veis de G em dominios indecomponiveis de H, e como os dominios indecomponiveis sdo exatamente
as T-orbitas, ao restringir ¢ obtém-se um isomorfismo ¢: T(G) — T (H). O

A seguir sdo calculados alguns invariantes relacionados aos dominios elementares minimais e aos
blocos. O subconjunto dos elementos de G cuja ordem é n serd denotado por o, (G), e lembre-se que
um bloco é uma T-6rbita que ndo é minimal nem trivial. Note que a Proposicao 3.2.3 implica que
todo bloco contém um, dois ou trés dominios elementares minimais. Serd calculada a quantidade
de blocos em cada um destes casos, bem como o ntimero de dominios minimais.

Teorema 3.4.2. Seja G um grupo finito.

(i) O nimero min(G) de dominios elementares minimais de G € dado por:

-1
iy = 161+ loa@l =1
2
(1i) Denote por Bli(G) o conjunto de blocos que contém exatamente um dominio elementar mini-
mal. Entao
IBli(G)| = [{H subgrupo de G | H ~ C3}| = |o3(G)|/2.

(i1i) Seja Bla(G) o conjunto dos blocos que contém exatamente dois dominios elementares mini-
mais. Entao
IBlo(G)| = [{a € G | o(a) > 3}|/2.



3.4 ALGUNS INVARIANTES DE C(G) 41

(i) Escreva BI(G) para indicar o conjunto de todos os blocos. Entao

B + los(G)]
; :

[BIG)| = (

(v) Seja Bl3(G) o nimero de blocos que contém exatamente trés dominios elementares minimais.

Entao
2(1°1) — |os(G)| — 3|{a € Glo(a) > 3}
- .

Bl3(G)| =

Demonstragio. (i) Qualquer x € G\ {1}, induz um dominio elementar 7 (z,1) = T(z7%,1), e a
Proposicao 3.2.11 garante que estes dominios sao os Gnicos que sao minimais. Por outro lado, pelo
Lema 3.2.2 tem-se 7 (y,1) = T(z,1) se, e somente se, = y ou x = y~ . Consequentemente, o
namero de dominios elementares minimais 7 (x, 1) para os quais z € 02(G) é exatamente |02(G)].
Por outro lado, cada subconjunto {y,y '} de G\ (02(G)U{1}) induz o dominio elementar minimal

|Gl =(lo2(G)|+1)
2

T (y,1), e a quantidade de tais subconjuntos é . Portanto:

LG =(o2(G)[+1) _ |G+ oa(G)] — 1

min(G) = |02(G)] 5 5

(ii) Para todo a € G tal que o(a) = 3, obtém-se do Lema 3.2.2 e da Proposi¢ao 3.2.3 que
T(a,a) = Dyy g2y = T(1,a) U T(1,6*) U T(1,a"%a) U S3(a2,a) = T(1,a) U S3(a,a). Assim,
para cada H = (a | a® = 1) C G tem-se um bloco T (a,a) que contém exatamente um dominio
elementar minimal. Além disso, do fato de que a # b # a~! implica T(1,a) # T(1,b), a,b € G,
segue que 7 (a,a) # T(b,b) e essa correspondeéncia é injetiva. Conclui-se entao que [Bli(G)| >
{H < G| H ~Cs}|.

Por outro lado, se Dy 5y = T(1,a)UT (1,b)UT (1, a)USs(b~, a) contém apenas um dominio
elementar minimal, tem-se que 7 (1,a) = T(1,b) = T(1,b71a). Isso implica que b=a"! =b"1a, e
disso conclui-se que b = a? e a® = 1. Portanto, {1, a,b} = {1, a,a?} ~ C3 e conclui-se (ii).

(iii) Seja {1,a,b} um conjunto de trés elementos tais que

Diiap =T (La)UT(1L,b) UT(1,b7 a) USs(b7", a)

é um bloco contendo exatamente dois dominios elementares minimais. A componente de I'(G) gerada
pelo vértice {1,a,b} tem trés vértices ou apenas um vértice. No tltimo caso, pela prova do item
(ii), {1,a,b} & um grupo de ordem 3 cujo bloco associado esta em Bl;(G). Consequentemente, este
é novamente o primeiro caso € Dy 45y = Dy1 4-1,4-10) = Dy1p-1-14)- Sem perda de generalidade,
pode-se assumir que 7 (1,a) = T(1,b) # T(1,b~'a). Isso implica que b = a~! e b # b~ 'a. Entao
a~! = b # a® e conclui-se que o(a) ¢ {1,2,3}. Reciprocamente, ¢ claro que todo bloco da forma
Dyi40-13, em que a € G ¢ tal que o(a) > 3 contém exatamente dois dominios minimais. Conclui-se
que |Bla(G)| ¢ igual & quantidade de subconjuntos {a, a1} de G para os quais o(a) > 3. Esta tltima
¢ [{a € G| o(a) > 3}|/2, provando entao (iii).

(iv) Como pelo Lema 3.1.2 vértices pertencentes a uma mesma componente conexa do grupoide
I'(G) dao origem ao mesmo dominio elementar, s6 é preciso contar o nimero de componentes que
sao definidas por vértices A de trés elementos. Se um de tais vértices A ndo é um grupo, entao
St A = {1} e sua componente em I'(G) possui exatamente 3 vértices. Caso contrario, A = St A é
um dos |03(G)|/2 subgrupos de G isomorfos a C3. Assim, o ntimero de blocos é

los(@)] . (51) = Joa(G)|/2
32 * : 3

e resulta (iv).
(v) Pela Proposigao 3.2.3, |BI(G)| = |BLi(G)| + |Bla(G)| + |Bl3(G)], e assim (v) resulta de (ii),
(i)  (iv). -



42 DOMINIOS DE REPRESENTACOES PARCIAIS PROJETIVAS 3.4

Observacao 3.4.3. Se G é um grupo finito entdo, lembrando que as 6rbitas com 2 ou 6 elementos
sdo chamadas de efetivas:

e Segue da prova do item (ii) do Teorema 3.4.2 que os blocos de Bl;(G) correspondem aquelas

componentes conexas de I'(G) que possuem exatamente 1 vértice A tal que [St(A)| = 3, e
também estdo em correspondéncia biunivoca com as S3-Orbitas que contém exatamente 2
elementos.

e Segue da Proposicao 3.2.11 que as S3-6rbitas contendo exatamente 3 elementos correspondem
aos dominios minimais de GG, e os blocos correspondem as 6rbitas efetivas.

Ezemplo 3.4.4. Seja Cy, = (a | a™ = 1) o grupo ciclico de ordem n. Se 3 | n entdo a”/3 e a®"/? sdo os
dnicos elementos de C), de ordem 3, caso contrario C,, nao possui elementos de ordem 3. Portanto,
pelo item (iv) do Teorema 3.4.2,

|B1(C")‘ = ( : 3 (n—1)(n—2)+4 (37>

") +los(G)| _ {W{é"”, se 31n,
6 )

se 3 | n.

Se n > 4 ndo é um mualtiplo de 3, entdo |BI(Cy,)| é igual ao ntunero

=5 (3555

obtido depois da prova de |21, Proposition 6.1]. De fato, é facil verificar que |BI(C,,)| = P, se n é da
forma 3k + 1 ou 3k + 2, com k£ € N. No entanto, para n = 3k o nimero de S3-6rbitas efetivas, que
é 0 mesmo que o namero de blocos, é na verdade |BI(C,,)| = P, + 1. Assim, [21, Proposition 6.1]
deve ser reescrita da seguinte forma (que também leva em conta o caso |Bl(Cs)| = 1):

Proposicao 3.4.5. Sejan >3 eo € pm/Cnan(Cn)' Entdo o é determinado unicamente por seus
313

Em vista do Exemplo 3.4.4, deve-se substituir P, por |BI(C,)| em [21, Corollary 6.2, Corol-
lary 6.4]. Consequentemente, continua em aberto o problema de saber se para algum grupo G
existe alguma componente nao total pMp(G) isomorfa a componente total pMaxa(G).

Agora serd considerada a questdo de determinar o nimero de blocos Dy, .y diferentes que
contém um certo dominio elementar minimal 7(1,a). Um primeiro passo nesta dire¢do foi mostrar
no Lema 3.2.15 que os blocos do tipo Dyy, .} esgotam a lista de blocos que contém a T-6rbita
7T (1,a). Ainda é preciso determinar se dois conjuntos distintos, por exemplo {1,a,y} e {1,a,z},
podem dar origem ao mesmo bloco. O proximo resultado responde a este questionamento.

valores o(i,7), em que 1 <i < L”T_lj,igjgn—%—l, eo(2, %) se3|n.

Lema 3.4.6. Se [{1,a,y,z}| = 4 entdo Dy 4,y = D142} ¢, € somente se, verifica-se uma das
segquintes condigoes:

e a’=1¢ez=ay; ou

o {y.z} ={a"" 0’}
Demonstragao. Conforme a Afirmagao 3.3.4 tem-se a igualdade Dy 4,y = Dyy4,.z) Se, € somente
se, {1,a,2} = {1,a= ', a7y} ou {1,a,2} = {1,457,y 1a}. Isso ocorre exatamente quando {a, z} =
{a=Y a 'y} ou {a, 2} = {y~ !,y ta}, o que implica que a®> =1 e z = ay ou {y, 2} = {a1,a%}. O
Agora ja é possivel calcular o nimero de blocos nos quais esta contido um certo dominio ele-
mentar minimal.

Proposicao 3.4.7. Seja a € G\ {1} e denote por Bl(1,a) o conjunto dos blocos que contém o
dominio elementar minimal T (1,a). Entdo

(|G| —2)/2, sea®=1,

IBI(1,a)| = ¢ |G| — 2, sea® =1,
|G| — 3, se a2 # 1+ ad.
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Demonstracao. Sera utilizado o Lema 3.4.6 levando em conta trés casos.

e Se a® = 1, entdo para cada y € G \ {1,a}, tem-se dois blocos idénticos, Di1ayy = Diaay}-
Consequentemente, |Bl(1,a)| = (|G| — 2)/2.

e Se a® = 1, a condicio {y, 2z} = {a®, a1} s6 ocorre para y = 2. Entdo [Bl(1,a)| = |G| — 2,
neste caso.

e Se a? # 1 # a3, entdo D10y} = D102 Para y,z € G\ {1,a} apenas se {y, 2z} = {a= ' a®}.
Assim, |Bl(1,a)| = |G| — 3.

O

Ezxemplo 3.4.8. Considerando G = Cs = (a), e observando o diagrama dos dominios elementares
correspondente na Figura A.6 do Apéndice A, note que:

e o(a®) =2 e T(1,a%) esta contido em 2 blocos.
e 0(a?) =3 e T(1,a72) =T(1,a?) esta contido em 4 blocos.
e oa)=6¢ T(l,a™!) =T (1,a) esta contido em 3 blocos.

Tem-se o seguinte resultado:

Proposicdo 3.4.9. Se T(G) ~ T(G") (como conjuntos parcialmente ordenados) entio |G| = |G|,
|02(G)| = |02(G')] € |o3(G)| = |os(G')].

Demonstracao. Para todo grupo G tem-se
G={1}Uo0x(G)Uos(G)U{a € G|o(a) > 3},
e, pelo Teorema 3.4.2 obtém-se
G| =1+ [o2(G)| + 2[BL(G)| + 2[Bl2(G))],
e as igualdades |Bly (G)| = |Bli(G’)| e |Bla(G)| = |Bla(G’)| implicam
|G| = lo2(G)| = |G| = |o2(G")]- (3.8)

Além disso, o isomorfismo T(G) ~ T(G’) também tem como consequéncia que min(G) = min(G’),
e a proposi¢ao resulta do Teorema 3.4.2 0

E natural considerar a seguinte questdo: existem grupos nio isomorfos G' e H tais que C(G) ~
C(H)? Foram verificados alguns grupos de ordem pequena e até agora ndo foram encontrados
grupos nao isomorfos G e H com C(G) ~ C(H). Mas fica evidente pela Proposicao 3.4.9 que
C(Cy) ~ C(Cy,) implica n = m.
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Capitulo 4

Multiplicador de Schur Parcial

Em |21, Corollary 6.4] foi determinada a estrutura da componente total pMc, xc,,(Cr) do
multiplicador de Schur parcial pM (C,,) sobre um corpo algebricamente fechado K, em que C,, é
o grupo ciclico de ordem m. Neste capitulo serdo apresentadas descricbes analogas para algumas
outras familias de grupos G, como os grupos diedrais Ds,, e os grupos diciclicos Dicy,. O mesmo
problema também serd considerado para os produtos diretos de grupos ciclicos finitos C,,, x Cp, e
para alguns grupos infinitos (o ciclico infinito Z e o diedral infinito D).

De agora em diante serd assumido que K é algebricamente fechado. Em particular, tem-se um
isomorfismo de grupos

K*
— ~ K" (4.1)
{17 _1}

Conforme foi lembrado na Observagao 1.5.10, um conjunto fator parcial o € pmg, -(G) fica
completamente determinado pelos seus valores em um conjunto completo de representantes das
Ss-orbitas efetivas de G (dadas pelas transformacoes (1.5)). Além disso, o namero s = s(G,G X G)
de Ss-orbitas efetivas de G é igual ao namero de T-6rbitas da forma T (a,b), em que 1 & {a, b, ab}.
De acordo com o Teorema 3.4.2,

(951 +1os(G)|

s(G,G x G) = .

(4.2)

Em particular, se G = Da,, = Cyy x Co = {a,b | a™ = b> = (ab)?> = 1) ou G = C, x Cy = {(a, b |
a™ = b% = [a,b] = 1), entdo |o3(G)| = 2, se 3 | |G|, e |o3(G)| = 0 caso contrario. Consequentemente,

(GG o3 |,

_ 6 )
5(G,G % G) = {(G|1)6(|G2)’ se 31(G. (43)

O Lema 4.0.11 fornecera um conjunto completo de representantes das oOrbitas efetivas para esses
grupos. Antes de prosseguir, observe que se o € pmg, ~(G), a igualdade (1.9) implica

o(a'b,a’) = o(a*b,a'b) = o(a?, a*b), (4.4)

em que o expoente k=1 —jse G=Dopek=—i—jse G=C, xCh.

Uma consequéncia imediata de (4.4) € que todo conjunto fator parcial o € pmy,, ~(G) fica com-
pletamente determinado por seus valores naqueles pares cuja primeira coordenada é um elemento
do subgrupo ciclico Cp,, = (a) de G. Assim, sera conveniente adotar uma notac¢do mais curta para
esses valores, a saber

o =o0(a',al) e 7; = o(a’,a’b). (4.5)

Lema 4.0.10. Se o € pm’cmxcm (Cr) e m > 3 entao o fica completamente determinada por seus

45
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valores nos elementos de
Se,, ={(aa’) |1<i<|[(m—1)/3] ei<j<m—2i—1}U Zym, (4.6)

m m o - . .
em que Zgm = {(a3,a3)} se3|m e Zym =0 caso contrario. Além disso, esses valores podem ser
escolhidos arbitrariamente em K*.

Demonstragao. Resulta da demonstracdo de [21, Proposition 6.1] que, para todo m > 3, o conjunto

{Ss(a’,a?) |1 <i < |m/3], i <j<m-—2i}
contém todas as S3-orbitas efetivas de Cy,. Além disso, segue de S3(a’,a’) = S3(a’,a™ %)
para cada inteiro ¢ satisfazendo i < m — 2¢, existem dois representantes para a mesma S3-6rbita no
conjunto acima. Nestes casos, 1 < % e é suficiente considerar aquelas S3(a*, a’) tais que j < m—2i—1
para obter um conjunto completo de representantes das S3-Orbitas efetivas. O

que

A Figura 4.1 ilustra essa escolha de representantes para as o6rbitas efetivas no caso de grupos
ciclicos.

Figura 4.1: Representantes das drbitas efetivas de Sz em Cg x Cy, em que Co = (a | a® = 1).

6| |
a 3 ‘
b !

a® ' |
o !

! v
L] .\ |
o3 o
. o\ ¥

a? Y
. o~ ‘\

a |
e |

1 a a2 a a* a® ab o7 af

Lema 4.0.11. Seja G = C),, x Cy ou G = Dayy,, com m > 3, e Sc,, como no Lema 4.0.10. Entao
qualquer o € pmy, +(G) fica completamente determinada por seus valores nos elementos de

Se¢ =Se, U{(@*ab) |1<k<[(m—1)/2] e0<I<m—1}UZ4pm, (4.7)

em que Zypm = {(a™?,a'0) |0 <1< (m/2) =1} se 2| m e Zopm =0 caso contrdrio. Além disso,
esses valores podem ser escolhidos arbitrariamente em K*.

Demonstracdo. Ja é conhecido pelo Lema 4.0.10 que a restricdo de o a Cy, x Cy, fica completamente
determinada por seus valores 0;;, em que (a’,a’) € S¢,, e Sc,, ¢ dado por (4.6). Consequentemente,
resta mostrar que cada um dos seus valores 7; é determinado por aqueles 7 cujos indices satisfazem
as desigualdades em (4.7). Como o(1,a’b) = 1, para todo j, ¢ suficiente considerar 1 < k < m — 1
ed<I<m-—1.

Resulta de (1.6) (por inspecao) que (a*,a'b) e (a™ %, a¥*!bh) sio os tnicos possiveis pares da
orbita S3(a*, a'b) cuja primeira coordenada é uma poténcia de a. Entdo, pode-se assumir sem perda
de generalidade que o representante (a¥, a'b) foi escolhido de tal modo que k é o menor expoente
possivel, em outras palavras, que k < m—k. Consequentemente, é suficiente considerar 1 < k < m/2.

Se existem (a¥, a'b) # (a*,a’b) na mesma Ss-orbita, com 1 <k <k <m/2e0<1,I' <m—1
entdo, como foi visto acima, (a¥', a’'b) = (¢ %, a**'b). Portanto o = a™ % implica k' = k = m/2
(em particular, isso s6 ocorre se m for par) e a'b = a™/*Hp implica I' = m/2 + | (mod m). Neste
caso, se | > m/2 entdo I' =1 —m/2 < m/2 — 1. Portanto, quando k = m/2 é inteiro é sempre
possivel escolher 0 <1 <m/2 —1. O
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Nos proximos resultados, dado o € pmy,, (G), serd utilizada a seguinte notagao.
e Fixado um elemento z € G defina
mj = m;(x) = o(x,x)o(x,2?) ... oz, 277, (4.8)
para cada inteiro j > 2.

e De forma mais geral, dados elementos arbitrarios x,y € G e um inteiro j > 1, seja

oj(x,y) = o(z,y)o(z, xy)o(z,z%y) ... o(z, 27" y). (4.9)
Convencione também que og(z,y) = 1 e note que oj_1(z, ) = m;(z).

Lema 4.0.12. Seja Gy, = (a | a™ =1). Seo € pmg, o (Cm) e ~ 1, isto é, se eviste p: G — K*
tal que o(z,y) = p(x)p(y)/pl(xy), para quaisquer .4 € G, entio 75(a) = p (a),/p(a) ¢
miv;  o(a,a’)...o(a, a7t

o _ ' 4.10
o(d’,a’) mm;  ola,a)...o(a,al"t) "

para todo (a*,a’) € Sc,, tal que i,j > 2. Além disso,

o(a,a’) = o(a,a™ 7Y, (4.11)
para qualquer (a,a’) € Sc,, que satisfaca [(m +1)/2] <j<m — 3.
Demonstragdo. A justificativa é bastante simples e aparece na prova de [21, Proposition 6.3]. O

A igualdade (4.13) do lema a seguir é uma versdo um pouco mais geral de (4.10).

Lema 4.0.13. Dado o € pmy,, (G), se existe p: G — K* tal que o(z,y) = p(x)p(y)/p(xy), para
quaisquer x,y € G, entdo

P (x)p(y
o3 ) = L) (4.12)
p(x7y)
0($Z,$k ) _ O-H-k(x’y)a(l‘ ’y)’ (413)
O'i(xuy)o-k(xvy)
para quaisquer i,j,k > 1 e x,y € G. Além disso, para quaisquer x,y € G e i,k € Z,
i gy @ ya(a*,aty)
o(z',z") = P (4.14)

Demonstragao. As igualdades anteriores seguem diretamente das defini¢ées (como na prova de |21,
Proposition 6.3]). Dados i, j, k,z e y como acima,

p@)p(y) px)p(ey) p(x)p(a®y) — pl@)p(@?ly) _ p'(x)ply)

BN =T00 ety ey ey ey
Consequentemente,
ot ay) = PEPETY) _ p TR @)ply) p)oly) platy)  p(aty) _ our(n y)o(ey)
’ p(ztry) p(xry)  p(aty) pl(x)p(y) pF(2)p(y)  oilz,y)or(z,y)
Além disso,
ol mk):p(xi)p(w’“):p(w")p(y) pMp(ty) p™ry) ol y)o(at,a'y)

p(z+F) platy)  p(zithy) platF)py) otk y)
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4.1 Grupos Diedrais

Nesta se¢ao sera determinada a componente total pMaxg(G) do multiplicador de Schur parcial
pM (G) sobre um corpo algebricamente fechado K, para qualquer grupo diedral finito G = Doy, =
{a,b|a™ = b? = (ab)? = 1). Em particular, o Teorema 4.1.1 generalizard [38, Lemma 3.10], em que
foi considerado o caso m = 3.

Por simplicidade, seja d,;, = $(Dam, Dam X Day,) 0 nimero de 6rbitas efetivas do grupo diedral
Doy, que é dado pela formula (4.3).

Teorema 4.1.1. pMp, xp,, (Dam) =~ (K*)dm_LmTflJ,
Demonstragao. Sejam v: (K*)% — pMp, «p,. (Day) o epimorfismo de grupos dado por (1.16)

e x € ker(¢)) = Lp,,,xDs,,- Entdo 0 = 0, € Np,, xD,,,- Isso significa que existe uma aplicacao
p: Doy — K* tal que

p(a")p(a?) p(a*)p(a'b)

P A k lpy
o(a’,a’) = (0t e o(a”,a'b) = (@b (4.15)
para quaisquer 4, j, k, [, e p também satisfaz
p(1) = p(a’)p(a™) = p(a'b)* =1, (4.16)

para todo 1.
E facil verificar que o2(a”, a'b) = p?(a¥) para quaisquer k e I. Em particular, se m é par entdo
02(a’?,a'b) = 1, para todo I. Resulta de (4.14) que, para qualquer j =1,. .., |(m—1)/2],

o(a,b)o(a’, ab)

ola,0) = = T )

Portanto, usando os lemas 4.0.11 e 4.0.12, e indexando as coordenadas dos elementos de (K *)%m

pelos representantes das 6rbitas efetivas correpondentes aos valores 05 e 7 (definidos em (4.5)),
fica claro que

O1i---0144j-1 .
ker(¢)) C R = {(O‘ij,Tkl) € (K*)dm oij = Zhee e Tlity -l , para (i,7) € Jy;
0'11...0'173‘_1

T10Tj1

O1j = Olm—j—1, para j € Jo; 015 = , para j € Js;

T143,0

i = Tho para (k1) € Jy; T%}l =1, paral € J5},
onde

Ji={(i,j) ENxN|i,j>2e (a',d’) € S, },
Jo={j eN[[(m+1)/2] <j<m-—3},
Js3={jeN[1<j<|[(m—-1)/2]},
Ji={(,/) ENxN|1<i<|(m—1)/2]; 0<j<m—1},
{{ZGN|O§Z§(m/2)—1}, se 2 | m,
Js =
0, se 2t m.
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5
Note que > |Ji| = d,,,. Agora, considere o grupo
i=1
W = {(04j, ™) € R | Tia = g, para (k,1) € Jy,
T2, = Hmy2, paral € Js,
e algum pup € K,

emqueugzlseﬂm},

que é obtido a partir de R removendo os quadrados nas relacoes que correspondem a Jy e Js.
Seré verificado que W < ker(v). De fato, dado (0, 7%) € W, seja A: Day, — K* a aplicagio
definida por
Ma'b) = A1) =1, para 0 <i <m — 1,
1

MO = X

= p;, para 1 <i < |[(m—1)/2|
e Ma?) =1 se 2| m. Entdo, resulta das definicoes de R e W que

Ulj = M = M = )\(a))\(a])/)\(al—w), paI‘a ] S Jg,
T1+35,0 145

01 = TLm—jo1 = M@)AW@™ ™) /A" ) = Ma)A (@) /A (@), para j € Jo,

Oli---01i4j—1
O11-..-01,5-1

(AR NI (XD ) ) )
Ala™) A *?) A(a7) Ala)A(a) Ma)A(a?) — A(a)A(a/ )
_ {0 o)

Aa**7) N (a)

AaH)M(a?)

— W, para (i,7) € Ji,
T = pie = Aa®)A(a'b) /M), para (k1) € J, U ({m/2} x J5).

Consequentemente, W < ker(1)).

Sera, construido um epimorfismo cujo nacleo & W. Como S°0_, [Ji| = dpm, e |(k,1) € Ju, 1 # 0] =
| Jy| = [(m—1)/2], pode-se definir um homomorfismo A: (K*)%n — (K*)d’"ﬂmT_1J levando (0, Tki)
em

<U1j7'j+1,0> < 014 > <0'z‘j0'11~-0'1,j—1> <Tkl) (Tm l)
’ ) ) ’ o5 .
071/ jeg, \OLm—j-1/ jej, Oli---OLitj—1 / (ij)es; \TkO/ (k1)edsi#0 27/ 1eds

Entao por construcdo W = ker(A), e A é um epimorfismo, pois para todo

2 = ((wi)iess, (V)ie s, (Wig)@gyens (Tig)g)etsj+0s Yi)iess) € (K*)dm=L"5)
tem-se A(0yj, ) = 2, em que
Tro = 1 para (k,0) € Jy,
T = xg para (k1) € Jy, 1 #0,
Tmp =Yy, para l e Js,
UG TI0T;1

o1j = ——, para j € J3,
Tj+1,0
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O1j = Vj01m—j—1, paraj € Jp

oij = , para (i,j) € J1.
011-..01,5—-1

Dado z € ker(¢) C R, tem-se A(x) = (1,...,1,e1,...,&), em que a quantidade de elementos 1
¢ dada por |J5| + |Jo| + [J1]| e €2 = 1, para 1 < i < t = |J4| — [Z7L] + |J5|. Em outras palavras,
_|m=1
A(ker(v)) ngm 1% J, em que Co = {1,—1}.
Portanto, pelo Teorema 1.5.12,

(K*)dm ey ()4l ydy— | =L
M, Do) ~ ~ ~ ~ (K*)%m
PMDaban (Dom) = 4oy = Tty = Ky ST
em que o ultimo isomorfismo resulta de (4.1). O

4.2 Produto Direto de Grupos Ciclicos

Recorde-se que, dado um grupo G, foi definida uma agdo do semigrupo 7 em G X G por meio
das transformagoes indicadas em (1.5) e que S35 ~ (u,v).

Denote por GH o produto direto dos grupos G e H, e por (g1h1, gohs) um elemento arbitrario
do produto cartesiano GH x GH, em que ¢g1,92 € G e hi,hy € H.

Lema 4.2.1. Para quaisquer grupos G e H, qualquer x € Ss, e elementos arbitrdrios g;,g, €
G, h;, h; € H,

(g1h7, g5hy) = x(gih1, g2h2) < (g1, 95) = 2(g1,92) € (R, hy) = x(hq, ha). (4.17)

Demonstragdo. E suficiente mostrar (4.17) para os geradores u e v de S3. Como no produto direto
GH os elementos de G comutam com os de H, resulta que

u(gih1, g2h2) = ((91h1)(g2h2), (g2h2) ™) = ((9192)(h1ha2), g5 " h3")

e consequentemente
(gihL, ghhh) = u(gihi, g2he) & ¢ = qigz e gh = g5 ' e I = hihg e By = hy .

Analogamente, como

v(grhy, g2ha) = ((92h2) ™", (g1h1) ") = (95 "hy ", 97 By ),
resulta que
(91h1, gah) = v(gihi, g2he) € g1 = g3 e gy =hy' e hy =gy e hy = hi".
Agora o resultado é imediato. O

Dado um grupo G, seja T um conjunto contendo exatamente um representante de cada orbita
da acdo de S3 em G X G, e S o subconjunto de T formado pelos elementos que correspondem
as orbitas efetivas. Nesse texto, T sempre serd escolhido de modo que Tz \ Sg = {1} x G. Isso é
possivel porque por (1.6) as 6rbitas ndo efetivas sdo da forma {(1,z), (z,21), (z71,1)}, com x € G.
No caso particular em que G = C),, serd conveniente aplicar o Lema 4.0.10 e escolher

Se,, ={(a",a?) | 1<i<m/3ei<j<m-—2i—1}

o (4.18)
U{(a’,d’) |i=j=m/3 €L},
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sem >3, e Sc, =0,seme{1,2}.

Denote ox(G) = {g € G| ord(g) = k} e G* = G\ {1}. Se G tem elementos de ordem maior do
que 2, escolha X (G) C G tal que G\ 01(G)U02(G) = X(GYUX(G) e X(G)NX(G)~! = 0. Caso
contrério, defina X (G) = 0.

Se |G| é par, considere para cada e € 02(G) um conjunto Y(e) C G tal que G =Y (e) UeY (e) e
Y(e) NeY(e) = 0.

Ezemplo 4.2.2. Se G = Cy, = (a | a™ = 1) e m > 3, escolha

X(Cp) = {a,a?,...,al "2 )}, (4.19)

m
2

Agora, se m é par, o Unico elemento de ordem 2 é e = a2, e uma escolha natural é

m
2

Y(a?)={1,a,...,a2 '} (4.20)

Para G = Z = (a), escolha X(Z) = N = {a’ | i > 0}.

O préximo lema fornecerd uma lista de representantes das érbitas efetivas de um produto direto
de grupos. O caso particular do produto de grupos ciclicos finitos é especificado no Exemplo 4.2.4,
que na verdade foi o que serviu de inspiragao para a versao mais geral desse resultado.

Lema 4.2.3. Dados grupos G e H arbitrdrios, five Sg, Su,Ta, X(G) e Y(e) (se e € G(z)) como
acima. Entao o conjunto

Sq U (X(G) x GH*)
U | {e xv(e)H
c€oa(Q)
U{(g1h1,92h2) | 91,92 € G e (h1,ha) € Sy, em que (h1,ha) & Hg) x Hzy ou hy # ha}
U {(g1h, g2h) | (91, 92) € Tc Uv(Sc), (h,h) € Su N (Hz) x Hz))}

contém exatamente um representante de cada drbita efetiva de S3 em GH x GH.

Demonstra¢ao. Considere a seguinte decomposicao:
GH xGH = (GxG)U(GH* x G)U (G x GH*)U (GH™* x GH™).
Por (1.6), a orbita de qualquer (g1h1,g2he) € GH x GH ¢é da forma

Ss(g1h1, g2h2) = {(g1h1, g2h2), (95 'gr *hy A, grha), (g2ha, g5 g1 Tha TR ),
(g2 hy gy i), (g0 ' A, grgahaha), (9192haha, g5 thy ')}

Em particular, se hy = hg = 1 entao S3(g1, g2) C G x G. Consequentemente S contém exatamente
um representante de cada uma dessas Orbitas efetivas da acdo de S3 em GH x GH. Agora, considere
uma das Ss3-6rbitas restantes, isto é, a 6rbita de um par de (GH x GH) \ (G x G).

e Se a Orbita contém algum par (gihi,92) € GH* x G, ela também tem um representante
(g;l,gflhfl) € G x GH*. Portanto, pode-se escolher pares de G x GH* em vez de pares de
GH* x G.

e Se a oOrbita é efetiva e contém um representante (g1, g2h2) € G x GH*, entao (gfl,glgghg)
também esta em S3(g1,g2h2). Se ord(g1) # 1,2, entao g1 # 91_1 e é suficiente escolher um
destes pares distintos. Seja (g1, g2h2) aquele tal que g1 € X. Por outro lado, se ord(g1) =
2, entdo g; - = g1 # 1 e (g91,9192h2) # (g1, 92h2). Neste caso, para evitar que haja dois
representantes para a mesma S3-6rbita, suponha que go pertence a Y (g1).

e Finalmente, suponha que a orbita ¢ efetiva e contém algum (g1 h1, goh2) € GH* x GH*. Se ela
intersecta G x GH*, escolha um representante como no caso anterior. Do contrario, hihe # 1
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e S3(h1,h2) € uma orbita efetiva (veja (1.7)). Consequentemente, (hy,he) = xz(h},h}) para
algum z € S3 e algum (h},h}) € Sy. Pelo Lema 4.2.1, se (g},95) = * (g1, 92), entdo
(g1h1, g2ha) = x(g} kY, ghhl). Portanto, é suficiente considerar representantes no conjunto

(G x G)Su = {(g1h1, 92h2) | (91,92) € G x G, (h1,h2) € Su}.

Observe que, pelo Lema 4.2.1, dois pares (¢} k), ghht) e (g{hY, g5hY) deste conjunto estao na

mesma Orbita se, e somente se, existe y € Ss tal que (g7, 95) = y(g7,945) e (b}, hy) = y(hY, hY).
Nesse caso, como Sy contém apenas um par de cada orbita efetiva, resulta que (h),h)) =
(b, hY). Uma inspecao dos elementos da orbita efetiva Ss(hY, hY), dados por (1.6), deixa claro
que

(R, 15) = y(hY, hY) <y € {1,uv, (wv)?}, by = hY e ord(h]) = 3. (4.21)

Suponha que (h,h) € Sy N (H(z) x Hs)).

Se S5(g1,g2) € efetiva entdo (g1,92) = z(g},95), para algum (g}, g5) € Sg e algum z € Ss.
Se z € {1,uv, (uv)?} entdo, por (4.21), (h,h) = z(h,h) e consequentemente (gih,goh) =
z(gih, ghh) pelo Lema 4.2.1. Caso contrério, z = vw, com w € {1,uv, (uv)?} e

(g1, 92) = vw(gl, g5) = wv(g), gh) = w (g5 " 91 V).

Por (4.21) e pelo Lema 4.2.1, resulta que (g1h, goh) = w_l(gglh,gflh), em que (ggl,gfl) =
v(g}, g5) € v(Se). Assim, para qualquer 6rbita S3(g1h, goh), tal que (g1, g2) € efetiva e (h, h) €
S N (Hg) x Hg)), pode ser assumido que (g1, 92) € Sg Uv(Sq).

Por outro lado, se S3(g1,g2) nao é efetiva entdao (g1, 92) = 2(9, g5), para algum (¢, 45) €
Tc \ Sg e algum z € S3. Considerando que v(S3(g1,92)) = S3(g1,92), € possivel escolher
z € {1,uv, (uv)?} e obter (g1h, gah) = 2(g\h, ghh) por (4.21), para qualquer (h,h) € Sy N

O

Como consequéncia do lema anterior, pode-se obter uma lista de representantes para as dérbitas
efetivas dos produtos de grupos ciclicos finitos. O Apéndice B mostra como sao as o6rbitas efetivas
em dois exemplos concretos, e pode ser consultado para auxiliar na visualizacdo do resultado.

Ezemplo 4.2.4. Seja G = Cy, x Cp, = (a,b | a™ = b" = a~'b~tab = 1), para alguns inteiros m e n.
Utilizando as notagoes estabelecidas em (4.18), (4.19) e (4.20), defina

SCmxCn = SCy,
U X (Cyn) X CrnC:

U{a™?} x Y/(Cpn)Cy
U (G % Crm) (S0, \ {(5,0%)})
U (({1} x Cin) U Se, Uu(Se,,)) (05,63}
em que Y(Cp) =Y (a2) se 2| m, Y(Cp)=0se2tme {(b5,b5)} =0 se 3{n.
Nessas circunstancias, S¢,, xc,, contém precisamente um representante de cada S3-6rbita efetiva.

Em particular, qualquer o € pmy,, ,(G) fica completamente determinado por seus valores nos
elementos de S¢,, xc,,, € estes valores podem ser escolhidos arbitrariamente em K*.

Proposicao 4.2.5. Seja G = Cy, x Cy. Se 0 € pmy, (G) e 0 ~ 1 entdo o é unicamente deter-
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minado por seus valores nos pares

(a,a*bl), em que 0 <k <m—1, 1<1<|(n—1)/2], (4.22)
(a,a®b™?), em que 0 < k < |(m —1)/2] (somente se n ¢ par), (4.23)
(a',b), em que 2 < i < |m/2], (4.24)
(b,01), em que 1 <1< |(n—1)/2] (somente se n > 3), (4.25)

e esses valores podem ser escolhidos arbitrariamente em K*.

Demonstra¢do. Assuma que G = Cy, x Cp, é gerado por a e b como no Exemplo 4.2.4. Como o ~ 1,
existe uma aplicagdo p: G — K* satisfazendo (1.11) e (1.12) tal que o(z,y) = p(z)p(y)/p(xy),
para quaisquer z,y € G. Observe que, por (4.14) e pelo Exemplo 4.2.4, o valor de o em qualquer
(a',a*) € S, é determinado por seus valores em alguns elementos de

By = (X(Cpn) x CrC5) U ({a™?} x Y (Cp)CE)
={(a",a*") |1 <i<|(m—-1)/2], 0<k<m—-1lel<l<n-—1}
U{(@™?,a"")|0<k<m/2—-1el<l<n-—1}

Por (4.13), se i,k > 1 entao

o(d’ akbl) _ oivr(a, o (at, bh) _ ola,a’d)...o(a, a”k_lﬁl)o(ai, bl)' (4.26)
oi(a,b)o(a,b) o(a,b)...o(a,ak=10t)

Assim, para i > 2, o valor de o(a’, a®b!) ¢ determinado pelos valores o(a,a® b") e o(a’,b") em que
1<k <m-1,1<U'<n-1el<i <|m/2].
Agora serdo considerados os valores o(a, a®b') e o(a?,b'). No primeiro caso,
a(ai akbl) — p(ai)p(akbl) — p(ai)p(am—i—kzbn—l) — a(ai amfifkbnfl) (4 27)
) p(ai-l-kbl) p(am—kbn—l) ) ) :

entdo, em particular, para i = 1 tem-se o(a, a®t') = o(a,a™ 1=*p"7!). Assumindo que | < n — 1,
tem-se 1 < [ < n/2. Se, aléem disso, n é par e | = n/2 entdo o(a,ad*d"?) = o(a,a™ 1 =Fp"/?), e
pode-se assumir que k < m — 1 —k, isto é, k < [(m —1)/2].
Com relacio aos valores o(a’,b), tem-se
a(a' b)) _ pla’)p(¥') p(a’d) _ p(a’)

oi(a,b) — p(aidt) pi(a)p(t) — pi(a)’
para todo [ e ¢ > 1, resulta que se i,1 > 2 entao

Ui(aa bl)

Ly =o(al,b : 4.28
o(a' 1) = ofa 0T 0% (4.25)
Consequentemente, os valores de o nos elementos de B; sao determinados por
o(a,db),o(a,d"?), ..., o(a,d*b " D/2) em que 0 < k <m —1, (4.29)
o(a’,b), em que 2 < i < [m/2], (4.30)
e (se n é par)
o(a,a"b™?), em que 0 < k < |(m —1)/2]. (4.31)

Aplicando-se o Lema 4.0.10 a C,, = (b), resulta que o conjunto

By = (G x ) (S, \A(3,69)}) U(({1) % C) U S, Un(Sc, ) {05,05)) (432)
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do Exemplo 4.2.4 ndo é vazio se n > 3, em que {(b%, b3)} = 0 se 31 n. Além disso, para i, j, k, 1 € Z,

pla’b)p(a"b)
p(aitFkpi+0)
p(a’)p(V)p(a*b')
o(at, b)) p(ai HFoitl)
~ o(a, ") p(a ) p(b)
- o(at, bj)p(a”kbjﬂ)
a(a’,a*d')p(a™"*)p(b") p(v?)

o(a't’, a*bl) = (4.33)

J(ai,bj) (az‘+k bl)p(az‘*‘klﬂ"‘l
akp! i+k pi+l
_ g g ola atb)o (@™ B
_U<bj’b) ( Z,bj)a(a”‘k bl)

Portanto, os valores do conjunto fator parcial o em qualquer (a’b/, akbl) € By é determinado por
aqueles que ja foram especificados em (4.29), (4.30) e (4.31), juntamente com seus valores o (b, b')
em que (b/,b') € Sc,. Aplicando o Lema 4.0.12 ao grupo C,,, conclui-se que esses tltimos sdo
determinados por

o(b,b), em que 1 <1< [(n—1)/2],

por meio de
- Tigy oit1—1(b,b)
o b7, bl — J+ _ J 7
( ) mjm 0j—1(b,b)oy—1(b,b)

em que 7; = 7;(b) é dado por (4.8), e
o(b, b)) = o (b, 0" h).

Reciprocamente, denote por I a lista de pares indicados em (4.22)-(4.25) e fixe uma familia
(v(2,9))(2,y)er de elementos de K*. No que vem a seguir, a intengdo ¢ mostrar que esses valores
determinam um conjunto fator parcial o ~ 1. Pelo Corolario 1.5.11 (ii), se for construida uma
aplicacao p: G — K™ que satisfaca (1.11) e (1.12) tal que

p(z)p(y)
p(ry)

entao a igualdade (4.34) definira um conjunto fator parcial o € pmy, ~(G) tal que o ~ 1.
Seja v(z,y) =1 e vj(z,y) = v(z,y)v(z,zy) ... v(r, 27 1y), em que

e (z,9)=(a,b"),1<j<mel<I<|(n—1)/2];0u

o(x,y) = , para qualquer (z,y) € I, (4.34)

o (z,y) = (a,"?),1 < j < |(m+1)/2] (somente se n & par); ou
o (z,y)=(b,b) el <j<|(m+1)/2] (somente se n > 3).

A intencdo é definir p(b), ..., p(bLnTHJ) de tal modo que p satisfaga (1.12) e

prHb)
b,b 4,
0y (0.0) = 2 (4.35)
para j =1,...,[(n—1)/2] (isso ja é verdadeiro para j = 0), e os valores de p nas demais poténcias

de b (se n > 3) serdlo definidos por meio de (1.12). Como n = [ 2] + [ 2], isso s6 é possivel se

p"(0) = Pl ) ) = (w51 (0. 0)p 1)) (vjacs (0.0)p(BLF))) = vy 1B, )y ocs (B,D).

Entdo defina p(b) = 1/p(b" 1) = we, em que wh = viz|-1(b, b)I/LnT—lJ (b,b) ese 2 < j < |5,

seja p(b’) = 1/p(b"77) = w2/1/] 1(b,b). Nesse caso, a mesma formula também é vélida para j =1 e
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para j = |2 :
n4l
1 vzpabb) Wi

1
P(bL 2 J) = n n = :

Também seré preciso que vj(a,b') = p/(a)p(b')/p(a’bl) nos seguintes casos:
e Sel<j<mel<i<|[(n—1)/2] (sen>3);e
e Sel<j<|(m+1)/2] el=mn/2

Portanto, defina p(a) = 1/p(a™ ') = p(1) = 1 e defina

iy 1 ~ Pla)p) w
pla’t) = p(am=3" 1)~ wi(a,bl)  vj(a, bl)yzl_l(b, b) (4.36)

nestes casos. Finalmente, para obter v(a’,b) = p(a*)p(b)/p(a’b) quando 1 < i < |m/2], defina

o) = 1 v(a’,b)p(a’d) (4.36) v(a, b)ws ~ v(a’,b)

p(am—i) B p(b) B W2Vi(a7b)’/0(b?b) Vi(avb).

A aplicacdo p assim definida satisfaz as seguintes propriedades:

e Sel<k<m-1lel<I<|(n—1)/2],ousenépar,l=n/2el<k<|[(m—1)/2] entdo

p(a)p(a®d) _ wh Viy1(a, b1 (b, b) = v(a,a*th).
p(ak-‘rlbl) yk(a, bl)l/l_l(b, b) le

o Sel<i<|m/2| A ‘
plaplh)  vlab)  wila,bro(b,b)

pla’d)  vi(a,b) 2 w2 = vla’b).
e Sen>3el<I<|[(n—1)/2] entao
p(0)p(t') _ wh  wm(bb) !
)~ () it - 0

O

Seja ¢mn = S, xc,| 0 nimero de Sz-Orbitas efetivas do grupo Cp, x Cy,. Note que pelo Exem-
plo 4.2.4, ¢;n = |Sc,,| + |B1| + | B2| em que

By = {um —1)/2fmn—1) +mn—1)/2, se2|m,
1| =
L(m —=1)/2]m(n - 1), se 2¢m,

m?(|Sc,| — 1)+ m+2|S¢,,|, sen>3e3|n,

| B2| = { m?|Sc, |, sen>3e3fn,
0, sen =2,
e por (3.7), tem-se
(n=1)(n=2) se3tn
— _ 6 ’ ’
|Sc,,| = [BI(Cy)| = {(n—l)(g_2)+47 se 3| n.

Corolario 4.2.6. Se G = C,, x C,, entdo pMaxq(G) ~ (K*)emn—1@1=1Q2]
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Demonstrag¢ao. Considerando S¢,, xc, como no Exemplo 4.2.4, escreva

(K*)Cm,n = {{aj‘(u, v)}(uyv)eSmecn } .
Pela Proposigao 4.2.5, o subgrupo L = Lgxg = {z € (K*)»" | g5 ~ 1} de (K*)“m é dado por

z(a,a’)...x(a,ai1)

z(a,a)...x(a,ad=1)

L= {x € (K*)mn | z(a,a’) = , para (a',a?) € Ji;

x(a,b)z(a’, ab)

m—j—l) .
x(ati,b)

z(a,a’) = z(a,a , para j € Jo; z(a,ad’) = , para j € Js;

z(a,a’t’) ... z(a,aF o)z (a?, b)
x(a,bt) ... x(a,ak1b)
z(a, ) = z(a,a™ 17F0" 1), para (k,1) € Js;

z(a,a"v™?) = z(a, ™ "Fp™?), para k € Jg;
z(a,b) ... z(a,a’10h)
z(a,b)...x(a,a’"1b)
ai,akbl)x(aHk,ij)
z(at, bi)x(a’tF, bh)
z(b,b) .. .x(b, T
x(b,b)...z(b, b} 1)
z(b,0!) = (b, 0" 1Y), parale JIO} ,

z(at, a*bl) = , para (a',a"d!) € Jy;

z(at, b)) = z(at, b)

, para (i,1) € Jz;

z(a't? | a*b') = x(bj,bl)$( , para (i,1) € Js;

(b, bh) = , para (b, b)) € Jy;

em que

Ji={(d", ) € Sc,, | i,j =2},

Jo={jeN[[(m+1)/2) <j<m-3},
J3={jeN[1<j<[(m-1)/2]},
J4:{(ai,akbl)eBl‘2gie1gk},

Js={(k,) eNxN|1<k<m-—-1le|n/2]+1<]I<n-1},
Jo={keN||m/2] <k <m-—1},

Jr={(G,]) eNxN|1<i<m/2e2<[<n/2},

Js = {(aibﬂ',akbl) € By ) (i, k) # (0,0)},

JgZ{(bj,bl)ESCn ‘j,lZQ},

Jo={leN||[(n+1)/2] <I<n-3}.

Sejam Q1 C By C S¢,,xc,, © conjunto de pares dados por (4.22), (4.23) e (4.24) e Q2 C By C
Sc,, xc,, 0 conjunto de pares dados por (4.25). Note que

M:{mun—nmﬂmm—1+L<m+1>/zj, se 2|,
ml(n—1)/2] +[m/2] — 1, se 21 n,

que

0, sen =2

0y = {L(n— 1)/2], sen >3,

que |B1 \ Q1| = |Ju| + |J5| + |Js| + |J7] e que | By \ Q2| = |Js| + |Jo| + |J10|- Note também que
cmn — Q1] — |Q2] = |Sc,,xc,| +|B1\ Q1] + | B2 \ Q2| e, motivando-se pelas relagdes que descrevem
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L, considere o homomorfismo A: (K*)%mn — (K*)emn=I@=1Q2l que leva {z(u,v)

(( (a',a e ;)(aaaa;(a aZ(JZ al]) 1)>(ai,af)eJ1 7 <W>]’eh ’

a,b)z(a’, ab) z(a,a’d’) ... z(a,a™F 1)z (al, b))
z(a,a’)z(a',0) ) ;5"\ @(al, afbh)z(a,b) ... x(a,ab=1bh) ) (i rpiye g,
1-

(.%' a,am" kpn— l)) $(a’am717kbn/2)
a:(a akoh) (kD)eds z(a, akbn/?) ress ’

(a, bl) .z(a,at” 1bl)> <x(bj,bl)a:(ai,akbl)x(ai+k,b7+l)>
(3,l)edr (i,1)eJs ’

}(u,v) ESCm xChn em

i

az bl a,b)...z(a,a’=1b) x(a'td, akbt)z(at, b))z (aitk bl)

( x(b, b]) (b BT > <J:(b, b”ll)>
2 (b7, 0)x(b,0) ... 2(b,61) /) i pyesy z(0,0)  Jien.)

Pela forma como A foi construido, resulta que ele ¢ um epimorfismo de grupos cujo niicleo é
precisamente L. Consequentemente, pelo Teorema 1.5.12,

(K)o

~ (K*)emn—|Q1]—Q2]
I )

pMGXG(G) =

4.3 Grupos Diciclicos
Para um inteiro positivo m, seja
Dic,, = (a,b | a®™ =1, b* = a™, b lab=10a"1).

Note que todo elemento de Dic,, pode ser representado sob a forma a’b', com 0 < i <2m —1e
1 €{0,1}. Além disso, (a*b)~! = a**™p e (a¥)~1 = a?mF,

No proximo resultado, S¢,,, denota o conjunto completo de representantes das érbitas efetivas
de Caypy, escolhido em (4.6).

Lema 4.3.1. O conjunto
Sbic,, = Sc,,, U{(a’,a®b) [1<i<m—1,0<k<2m—1}U{(a™,d") |0<k<m—1}

contém exatamente um representante de cada orbita efetiva de Ss em Dic,, X Dicyy,.

Demonstragdo. Conforme (1.6), tem-se S3(x,a¥) = S3(a®™~*,271), entdo toda orbita S3(w,a*),

com x € Dic,,, pode ser representada por um par cuja primeira coordenada é uma poténcia de a.
Além disso, como ba = a~'b, obtém-se

a’ba®b = " a0 = 0" 20aF 2 = ... = @' TR = g TR,

e consequentemente, S3(a’b, a*b) = S3(a’bakb, (a*b)~1) = S3(a™ 7k aktmp).

Como um conjunto S¢,, (que pode ser definido por (4.18)) contém precisamente um elemento
de cada Ss-6rbita efetiva em Oy, X Cap, resta considerar os pares (a',a®b). Como S3(a’,a*b) =
S3((a) 71, alakb) = S3(a®™ %, at*b), pode-se assumir que i < 2m — i, ou seja, i < m. No caso
em que i = m, resulta que S3(a™,afb) = S3(a™,a™**b), e pode-se escolher k < m — 1. De fato,
amthp = gmtkh=2mp — ghmp e sem <k <2m—1, entdo 0 <m —k <m — 1. O
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Proposicao 4.3.2. Seja G = Dicyy, para algum nimero natural m > 2. Se o € pmi, (G) e o ~ 1
entdo o é unicamente determinado por seus valores nos pares

(a,akb), em que 0 < k < m, (4.37)
(a®,b), em que 2 < i <m — 1, (4.38)

que podem ser escolhidos arbitrariamente em K*, e também o seu valor em (a™,b), que deve satis-

fazer
(om(a,b))?

2/ . m _
o"(a™,b) = (o(a,b)o(a,am™b))™’

(4.39)

Demonstragao. Seja o € pmy, ~(G) e suponha que o ~ 1. Por (4.14),

i ky _ a(ai7b)0(ak7aib)
O(a 70‘ ) - U(ai+k,b) ’

para quaisquer i e k. Assim, usando o Lema 4.3.1, ¢ claro que os valores de o nos pares (a’,a”) de
S sdo determinados pelos seus valores em
CQm,

B = Spic,, \ Sc,,, = {(a’,a"b)| 1 <i<m—1,0<k <2m —1}U{(a™, a"b)| 0 <k <m —1}.

Por (4.13), os valores de o naqueles pares para os quais i > 2 e k > 1 sdo determinados pelos valores
o(a,a’b) e o(a’,b), em que 0 <k <2m—1e2<i<m:

oirk(a,b)o(a’,b)  o(a,a’d)...o(a,a™1b)o(a’, b)

i kpy
ola’,a’h) = oi(a,b)or(a,b) o(a,b)...o(a,ak=1b)

Além disso, seja o(z,y) = p(z)p(y)p(z,y)~ !, para alguma p: G — K* satisfazendo (1.12) e
(1.13). Assim, considerando que

a ak a ak+m
ola,ab)o(a,ak ) = RO D = (a) (4.40)

para qualquer k, resulta que se m+1 < k < 2m — 1 tem-se

b mp
o(a,akb) = o(a,b)o(a,a ), emquel <k—-—m<m-—1.
o(a,ak—mb)
Em outras palavras, os valores de o(a, akb) para k = m+1,...,2m — 1 sdo determinados pelos

valores o(a,a’b) em que 1 < k < m. Consequentemente, os valores de ¢ nos elementos de B sio
determinados por seus valores naqueles pares de (4.37) e (4.38). Além disso, (4.39) resulta de

m 2 m(g, 2
o Dot t)o(a.amo)m = (PEORD) ()" = (ZOHD) — (o, 00

Agora fixe uma familia (v(z,y))(zy)er de elementos de K*, indexada pela lista de pares (4.37) e
(4.38) indicada na proposicio, e escreva v;(a, b) = v(a,b)v(a,ab) ...v(a,a’~1b), paral < j < m+1.
Suponha que esses valores satisfazem um anélogo de (4.39), isto ¢, que

(vim(a,b))?
(v(a,b)v(a,amb))™

v (a™,b) = (4.41)

O objetivo é mostrar que esses valores determinam um conjunto fator parcial o ~ 1. Pelo
Coroléario 1.5.11 (ii), se for construida uma aplicacdo p: G — K* que satisfaga (1.11) e (1.12)
tal que o(z,y) = p(z)p(y)/p(zy), para qualquer (x,y) dos que foram listados acima, entao essa
igualdade determinard um conjunto fator parcial o € pmg, +(G) tal que o ~ 1.
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Motivando-se pela equacio (4.40), comece definindo p(a) = 1/p(a*™1)

1 = wi, em que wy é tal
que w? = v(a,b)v(a,a™b). Defina também p(1) = 1 e p(a™) = wv(a™,b)/vim(a,b), e note que por
(4.41) isso implica que p2(a™) = w?™ (v(a™,b) /vm(a,b))? = 1.

Uma vez que deseja-se obter

v, = AR — i )

defina p(b) = 1/p(a™b) = wa, sendo wy tal que

W

pla) T wpr(amb)

2 v(a™,b)  v(a™,b)vm(a,b)  vp(a,b)

Depois, defina

g L pa)pb) _ wiws
pla’b) = p(amtib) — wvi(a,b)  v(a,b)’

para j=1,...,m —1 e defina

(aj) B 1 B v(a’,b)p(a’b) B l/(aj,b)w{wz B V(aj,b)w{
P o(0) wovila,b) — wy(a,b)
para j = 1,...,m — 1 (note que a mesma formula também vale para j = m).
Com essas definigoes, segue que
pla)p(b) v(a,b)
= = b
p(ab) w16 wiws v(a,b),
pla)p(a™b)  wi wiws wi m
= — e e b
plam™t1b)  wov(a,b) v(a,b) v(a,a™b)
e, para todo k=1,...,m —1,
p@pla) whws vie(ab)  vealab)
. = Wi e = = v(a,a”D).
p(art1b) ve(a,b) witlwy vi(a,b)

Além disso,
p(a™)pb)  wi'v(a™,b) 5 wi'v(a™,b)vm(a,b)

p(a™b)  vp(a,b) w2 = Vm(a,b) Wi = v(a™,b).
epara2<i1<m—1, ‘ ' .
p(aZ)P(b) _ V(al7 b)"ui Wo Vi(% b) _ y(ai, b)
p(a’b) vi(a,b) wiws
Logo, obteve-se uma aplicacdo p: G — K* com as propriedades desejadas. O

Seja dep, = |Spic,,| 0 namero de Ss-Orbitas efetivas do grupo Dic,,, que pelo Lema 4.3.1 é dado

pela férmula
; {(4m—1)(4m—2)+4’ se 3 ’ m,
Cm =

6
(4m—1)(4m—2)
6 )

se 31 m. (4.42)

Teorema 4.3.3. Se G = Dic,,, entio pMgxg(G) ~ (K*)dem=2m+1,

Demonstrac¢ao. Considerando oy e 7 como em (4.5), escreva

(K7)em = {(oj, ) € (K*)5eam x (K7) /P13,
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Pela Proposicio 4.3.2, o subgrupo L = Lgxg = {z € (K*)%m | g, ~ 1} de (K*)%m ¢ dado por

1S «\ | B 015 ---01,i+j—1 T .
L = {(Jiijkl) - (K )l CQm‘ X (K )| | Oij — ————— para (27‘7) S ‘]1’
011...01,5—1
. T10751 .
015 = 012m—j—1, bara j € Jo; 015 = » para j € Js;
T1+3,0

Tl --Tli+k—1)Ts
Ti,k = ( 20 Lithk 1) 40 para (Z,k) - J4,
’7'170 . Tl,k—l

T1LETLm+k = T1,0T1,m, para k € Js;

> _ (7—1,07—1,1---7—1,m—1)2}
m0 (T1,0T1,m)™ ’

em que

Ji={(i,j) ENxN|i,j>2e (a',d) € Sy, } ,
Jo={jeN|m<j<2m-—3},
Js={jeN[1<j<[(2m—-1)/2] =m—1},

J4:{(z’,k:)€N><N‘(ai,akb)EB, 2§z’e1§kz},
Js={keN|1<k<m—1}.

Seja Q € B C Spc,, 0 conjunto de pares dados por (4.37) e (4.38) e note que |Q| =2m — 1 e
que |B\ Q| = |J4| + |J5]| + 1. Escreva

(K*>dcm72m+1 _ {(Uijkal> c (K*)|502m| « (K*)\B\Q|}

e considere o homomorfismo de grupos A: (K*)%m — (K*)dem=2m+1 que leva (044, Ti1) em
(0‘7;]0'11 e 017j1> < O'1j > (O‘UT]’JFLU) <(7'1,z‘ oo Tl,i+k1)7'i,0>
b ) ) )
01401 45+4j—1 (i.j)eds O1,m—j—1 jeds T10Tj1 jes (7'1,0 .. .7’17].3_1)7'1'7]{; (i,k)EJs
2
( T1,0T1,m ) (TL,0T1,1 -+ TLm—1)
Y 2 °
TLETL,m+k /) ke s Tm,o(Tl,OTLm)m

E facil verificar que A é um epimorfismo cujo niicleo é precisamente L. Consequentemente, pelo
Teorema 1.5.12, pMayq(G) ~ (K*)4m /[ ~ (K*)dem=2m+1 -

4.4 Grupos Infinitos

4.4.1 Grupo Ciclico Infinito

Denote por N o conjunto dos inteiros positivos e para aplicagoes 0: Z X Z — K e p: 7Z — K*,
denote o;; = 0(i,7) e p; = p(3).
Lema 4.4.1. Qualquer elemento de pm/,, ,(Z) é unicamente determinado pelos seus valores nos
pares (i,7) € N x N. Além disso, esses valores podem ser escolhidos arbitrariamente em K*.

Demonstracdgo. Observe primeiro que, para quaisquer ¢,j € Z,
53(17.7) = {(27])7 (_Z - ]a ’L)a (]a —i— .])a (_ja _Z)a (_,Lvl + ])’ (,L +]a _])}

Seja S3(i, j) uma oOrbita efetiva, ou seja, assuma que 0 & {7, j,i+j}. Se (i,7) € (ZxZ)\ (NxN), sera
mostrado que existe exatamente um (m,n) € (N x N)N S5(4, 7). Existem alguns casos a considerar:
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e Sei,j < 0, entdo (—j,—i) € N x N & um representante da mesma Orbita satisfazendo a
propriedade desejada;

e Sei <0< jei+j>0entdo (—i,i+j) € N x N. Por outro lado, se i + j < 0 entao
(j,—1—j) e NxN.

eSej<0<iei+j>0entdo (i+j,—j) € N x N. Por outro lado, se i + j < 0 entdo
(=i —7j,1) e Nx N.

Finalmente, se (i,j) € N x N é claro que os demais elementos de sua Ss-6rbita ndo estao em

N x N. ]

Proposicdo 4.4.2. Se 0 € pm/,, ,(Z) e 0 ~ 1 entdo o é unicamente determinado por seus valores
em {1} x N, que podem ser escolhidos arbitrariamente em K*.

Demonstragio. Seja o € pm/, ,(Z) e suponha que o ~ 1. Isso significa que ha uma aplicagao
p: Z — K* tal que,
_pipj
oij = (4.43)

para todo (i,7) € Z x Z e p também satisfaz
p1 = pip—i =1, (4.44)

para todo ¢ € Z.
Observe que de (4.43) resulta 0;; = 0j; e se for definido 7; = 011012...01 -1, para j > 2, entdo

P1
mp= =t (4.45)
J 0
e também -
i+j
i = 4.46
JZ] 7ri7rj’ ( )

para i,j > 2, como na prova de [21, Proposition 6.3]. Portanto, o conjunto fator parcial o é
completamente determinado por seus valores

011,012,013, . - - (4.47)

que, pelo Lema 4.4.1, correspondem a pares pertencentes a S3-Orbitas distintas.

Por outro lado, fixando (v1;) en arbitrariamente em (K*)N, sera demonstrado que esses valores
determinam um conjunto fator parcial o ~ 1. Pelo Corolario 1.5.11 (ii), é suficiente construir uma
aplicacao p: Z — K* satisfazendo (1.12) e tal que

1/1]' = plpj (448)

para j € N. Para j > 2, escreva m; = vq1...v1 j—1. Para obter (4.45) para j > 2, defina py =1 e

pj=1/p—j=1/m;.
Deste modo, obtém-se uma funcao p: Z — K* que satisfaz (1.12) e (4.48). De fato,

2

. _ M

o1l =m2 = —,

P2

e para j > 2, .

o1 = Ti+1 _ opitr P PP
J= -1 - - :
Ty i Pi+1  Pj+1
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Corolario 4.4.3. pMzyz(Z) ~ (K*)N.
Demonstracdo. Pelo Lemma 4.4.1 e pela Proposicao 4.4.2,

*\Nx N
PMi(Z) = ((KK)){”N ~ (K

4.4.2 Grupo Diedral Infinito

Como um conjunto, o grupo diedral Do, = (a,b | b*> = (ab)? = 1) ¢ igual a {(a’,¥/) | i € Z,j €
{0, 1}}.
Lema 4.4.4. Todo elemento de pm’DooxDoo(Doo) € unicamente determinado por seus valores nos
pares do conjunto

{(a’,a?) | (i,7) € N x N} U {(a*,a'b) | (k,1) € N x Z}. (4.49)
Além disso, esses valores podem ser escolhidos em K* arbitrariamente.
Demonstracao. Anéloga a prova do Lema 4.0.11. O
Proposicio 4.4.5. pMp__xp.. (Do) o (K*)NXN)X(NXZ7)

Demonstracdo. Pelo Lema 4.4.4 as orbitas efetivas de Do, podem ser indexadas pelo conjunto
(N x N) x (N x Z). Logo, pode-se considerar 1 : (K*)N<NxNXZ") s m2ar5 b (Do) como sendo
o epimorfismo de grupos dado por (1.16) e = € ker(¢)) = Lp__xp.,- Assim 0 = 0, € Np__xp., €
existe uma aplicacdo p: Doy — K* tal que (4.15) e (4.16) s@o validas. Como no caso dos grupos
diedrais finitos, é facil verificar que o%(a*, a'b) = p?(a®) para quaisquer k e I.

Dados j € Z e x,y € Do, defina

o(z,y)o(z,2y)...o(x, 27" y) se j >0,
oi(z,y) =<1 se j =0, (4.50)
o(z, 7 y)o(z, 27 2y) ... oz, 27y) sej <O.

Observe que no caso particular em que x = a e y = b a igualdade

o A @p(d)
7i(a.b) = =05 (4.51)

vale para todo j € Z. Utilizando (4.50), é facil verificar que

1 -1 ..
o 4 , o; (a,b)o; (a,b), sei,j>0,
i ] 7 7 ? J
U(a , b)l — p(allj?ﬁ(a b) — z_1<a7b)0_j(a/; b), se 0 < _,] S i, (452)
oi+i(@ b)o(a’, ) prla) oi(a,b)o;(a,b) se0 <1< —j
1\, 7 s U)s = "~ J-

Além disso, segue de (4.14) que para i,j > 1,

o(a’,b)o(a’, a’b)
o(aiti,b)

(4.53)

old',a’) =

Consequentemente, os valores de o em qualquer par sao determinados por seus valores nos pares
de{(a*,b) | k € N}U{(a,a'd) | | € Z}. Portanto, usando o Lema 4.4.4 e considerando o;; e T4 como
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m (4.5), e m; como em (4.8), conclui-se que

Titi o
ker(y)) C R = {(%’,Tkl) e (K)o (K )™ | gy = —, parai,j > 2;
iTj
. T107j1 , 2 2
oi1 = 014, para i > 2,0 = , para j € N; 7, = 135, para (k,l) e NxZ.
T143,0

Considere o grupo
W ={(0ij, i) € R | Ty = p, para (k,1) € Nx Z e algum py, € K*}.
Dado (045, 1) € W, seja A: G — K* a aplicacao definida por

Ma'b) = \(1) =1, parai € Z

, 1
Aa') = 3 = u;, para i € N.

(™)

Entao, resulta das definicoes de R e W que

o1y = 2001 _ B \(@)M\(a?) /A (a"F), para j € N,
T145,0 K145

oi1 = o1, = Ma)\(a')/A(a'T"), para i > 2.
Disto resulta que

O3 =
O11---01,5-1

:<A() (a') A(a)A(a™*h) /\(G)A(a”j_l))( Ma?)  Ma?) Aa?) )
Mat)  A@*2) T Ma™) Aa)A(a) A(@)A(a?) " Ala)A(a~1)
_ NM(a)A(a') Aa?)
Aa+7) N (a)
Aa*)A(a? .
:()\(3”(],)), para ¢,j > 2

i = pie = Ma*)A(a'b) /\(a* D), para (k,1) € N x Z.

Consequentemente, W < ker(v)).
Como na prova do Teorema 4.1.1, serd construido um epimorfismo de grupos cujo nicleo é W.
Para isso, seja A: (K*)NXNX(NXZ) _y gy (NXN)X(NXZY) o homomorfismo de grupos definido por

031 045011 -.-0145—-1 015Tj+1,0 Tkl
(05, Tht) = <U) 7(0} P A — A\ T .
Li / jeN\{1} li---OLi+j—1 / jeN\{1} 10751/ jeN KO/ (k,l)eNxzZ*

Entao A é um epimorfismo, uma vez que para todo

2= ((win)ien (1} (Vig)ijem (13> (W15)jen, (Th) (kpyenxzr) € (F)ENXRXED)

tem-se A(0yj, ) = 2, em que
ko = 1, para (k,0) € N x {0},

Tkl = Tk, para (k,l) € N x Z*,
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W15T107T5
o1j = —222L para (1,j) € {1} x N,
Tj+1,0

o1 = 01,ui1, para (7,1) € N x {1},

0y = N ILIHITL e (1,5) € (N {1}) x (N {1}).

011-.-01,5—1
Além disso, é imediato que W = ker(A). Dado p € ker(v)), resulta que
Ap) = ((1ij)(i,j)€N><Nv (Ekl>(k,l)€N><Z*)a

em que 1;; = 1 = &7, para (i,j) € Nx Ne (k) € Nx Z*. Em outras palavras, A(ker(¢)) <
C(NXN)X(NXZ*)
5 .

Portanto,
(K*)(NXN)X(NXZ) y
(K*)(NXN)X(NXZ) ey (K*)(NXN)X(NXZ ) o (N3N x (N Z)
pMp_ D, (Do) = ~ ~ ~ (K ,
Deexee (Do) = 5000 ety ()~ &)
em que o ultimo isomorfismo resulta de (4.1). O

4.5 Sugestoes para Pesquisas Futuras

No que diz respeito ao multiplicador de Schur parcial, seria interessante determinar a sua com-
ponente total, ou pelo menos uma lista de representantes para as orbitas efetivas, também para,
algumas outras familias de grupos:

e Grupos abelianos livres Z*, com k > 2;
e Produtos diretos de grupos arbitrarios;

e Produtos semidiretos de grupos ciclicos finitos C), x C},, ou de forma mais geral, o produto
semidireto de grupos quaisquer.

e Grupos simétricos S, em que n > 4;



Apéndice A
Diagramas de Dominios Elementares

Neste apéndice, sao apresentados diagramas para ilustrar o conjunto parcialmente ordenado dos
dominios elementares dos grupos de ordem até 6. No caso do grupo trivial C; = {1}, ha um tnico
dominio elementar: 7(1,1). Em cada um dos demais exemplos, serd utilizada uma seta indo de A
para B para indicar que A C B.

T(l, 1) *>'T(1,a) = 02 X 02.

Figura A.1: Ordem parcial dos dominios elementares de Cy = {a | a® = 1).

T(1,1)—=T(1,a) —= T (a,a) = C3 x Cs.

Figura A.2: Ordem parcial dos dominios elementares de Cs = {a | a® = 1).

T(1,1)——=T(1l,a) —— T (a,a) = Cy x Cy.

N

Figura A.3: Ordem parcial dos dominios elementares de Cy = {a | a* = 1).
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;@)

"

T(1,1) ——=T(1,b) T (a,b) =V x V.

I

T(1,ab)

Figura A.4: Ordem parcial dos dominios elementares de V = (a,b | a® = b* = (ab)? =

T(l,a) ——=T(a,a) — C5 x Cs.

/></

T(1,1) —=T(1,a%) — T (a,a?)

Figura A.5: Ordem parcial dos dominios elementares de Cs = {a | a® = 1).

T(1,1) —=T(1,a%) — T (a?,a?) Ce x Cg

\1a T(a,a) — T (a,a) U T (a,a?®) U T (a2, a)
T( a?) U T(a% a)

Figura A.6: Ordem parcial dos dominios elementares de Cs = {(a | a® = 1).

11—>7’1a4>7'aa) S3 x S3

T(b,a) ——T(b,a) UT (a,b)

><

T(1,a T (a,b) T(b,a) UT(a’b/a)

>

T(1,ab) — T (ab, a) — T (a,b) U T (a®b,a)

Figura A.7: Ordem parcial dos dominios elementares de Ss = (a,b | a® = b = (ab)? =



Apéndice B

Ss-Orbitas Efetivas de (), x Cy,

O objetivo deste apéndice ¢ ilustrar a lista de S3-6rbitas efetivas obtidas no Exemplo 4.2.4 por
meio de exemplos concretos. Em cada uma das tabelas a seguir, é considerado um produto direto de
grupos ciclicos C,,, x Cp,, e as érbitas efetivas correspondentes sao indexadas por niameros inteiros
positivos. Os elementos de C), x C), aparecem tanto na primeira linha quanto na primeira coluna,
e 0 nimero que aparece na intersecao da linha x com a coluna y indica a érbita efetiva da qual o
par (z,y) € (Cp x Cp) X (C, x Cy) faz parte. Os representantes das oOrbitas efetivas que foram
escolhidos no Exemplo 4.2.4 sao indicados em negrito. As posicoes correspondentes aos elementos
das 6rbitas ndo efetivas sdo marcadas com um ponto.

’>< Hl‘a‘a2‘a3‘a4Hb‘ab‘a%‘a%‘a%“bz‘abQ‘asz‘a3b2‘a4bQ“
a 1/2|1].]3[4|5 6| 78] 9] 10] 11] 12
a’ 2 113141516 |17 |18 19| 20 | 21 | 22
ad 1.2 ]2ww6]17]13]14]15]21]22] 18] 19 | 2
at lr 2173456 [[12] 8 9 10 | 11
b 1221118 8 [[23]24| 25| 26 | 27 | . 7 | 16 | 13 3
ab || . 11202212 272829 | 28 | 24| 3 | 17 | 14 4 .
a’b || .]10]l19 (2111262929 |25 |30 [ 13|]15] 5 ) 4
a’b 9 |18]20]10 25|28 |26 |31 |31116]| 6 ) 5 14
a’b 8 |22]19]9|l24 2730|3130 7| . 6 15 | 17
2 . 716133 . 122118 8 [[23] 24| 25 | 26 | 27
ab> || .6 15|17 7] 8 [22] 19 ] 9 [ 27]30 ] 31 | 30 | 24

a’b? 511416 6 | 18 | 20 | 10 | . 9 || 26| 31| 31 25 | 28
a’b? 4 (13|15 5 |21 11| . [10] 19 25]30 | 26 | 29 | 29
a*b? 31714412 . 1120222427 ] 28 | 29 | 28

Tabela B.1: Ss-drbitas efetivas de C5 x Cj
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X H 1 ‘ a ‘ a? ‘ a’ H b ‘ ab ‘ ab ‘ a’b H b2 ‘ ab? ‘ a’b? ‘ a’b? H b3 ‘ ab? ‘ a2b3 ‘ a’b’ H
a 1] .01 2[3] 45 6] 7 8 9 10|11 ] 12 | 13
a® || . 1] .| 1]14]15] 14| 15 |16] 17| 16 | 17 |18 19 ] 18 | 19
a | .11 5]2]3]4 9 | 6 7 8 1310 ] 11 | 12
b 131810 2021|2223 |20 24 | 25 | 26 ) 5 | 14 2
ab || . ]12]19|13[ 262728 [ 29 |30 ] 31| 27 | 21 2 15| 3 )
a’b || . ]11 18112 25[31 (32 [33 [ 32] 28| 22 | 34 [[14] 4 . 3
a’b || .]10]19|11] 2430|3435 29| 23| 35 | 33 5 . 4 15
b? 9166120203231 .1 9] 16 6 201 29 | 32 | 30
ab? gl17] 923283124 6 [17] 7 . 26 | 33 | 34 | 21
a’b? 7116 8 | 2227 25| 35 || 16 | 8 . 7 25| 35 | 22 | 27
a’b? 6 |17 7 /2126 | 33|34 || 9 . 8 17 [[ 24 | 23 | 28 | 31
b3 5114l 2] . [13/18[1020] 21| 22 | 23 [[20]24] 25 | 26
ab® 4 1155 101911 ] . [30]34] 35 | 24 [[23]35] 33 | 29
a?b? 314l 41812 . [ 113233 25 | 31 [[22] 34 ] 32 | 28
a’b? 215313 . [12]19(290]26] 27 | 28 [[21]30 ] 31 | 27

Tabela B.2: S;-drbitas efetivas de Cy x Cy
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anel de grupo skew, 6

bloco, 35, 42

conjunto fator parcial, 13
conjunto suporte, 23

dominio
decomponivel, 34
elementar, 31, 34, 37, 39
indecomponfivel, 34, 39
minimal, 35, 40
trivial, 33

fator principal, 9, 10, 12, 17
grupoide, 21-23
homomorfismo parcial, 13

ideal principal, 8
idempotente primitivo, 9
isomorfismo

de acbes parciais, 6

J-classes, 8
ordenacao das, 8

morfismo, 5
de acbes parciais, 5
de representagbes parciais, 7
multiplicador de Schur parcial, 1-3, 45
componente total, 45
grupo ciclico infinito, 62

grupo diedral infinito, 62
grupos diciclicos, 59

grupos diedrais, 48

produto de grupos ciclicos, 55

nicleo de um semigrupo, 9

orbita efetiva
representantes
grupo ciclico infinito, 60
grupo diedral infinito, 62
grupos ciclicos, 46
grupos diciclicos, 57
grupos diedrais, 46
produto de grupos ciclicos, 52
produto direto, 51

representacao parcial, 7, 23, 25
ajustada, 25
de grau finito, 23
elementar, 31
projetiva, 1, 13, 14
separadora, 25

reticulado, 11, 40
completo, 11
limitado, 11

semigrupo
0-simples, 9
completamente 0-simples, 9, 10
completamente semissimples, 10
completamente simples, 9
inverso, 8
K-cancelativo, 12
K-semigrupo, 12
semissimples, 10
simples, 9

semirreticulado, 11

T-orbita, 33-35
transversal, 31

vértice total, 39
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