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Resumo

VIEIRA, R. V. Principio de reconhecimento de espacos de lacos relativos. Tese (Doutorado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

O principio de reconhecimento de espacos de co-lacos é que o funtor Q~ : Sp — E*[Top]
dado por Q*Y, = colim,..Q*Y, induz uma equivaléncia entre a categoria homotdpica de es-
pectros conectivos € a categoria homotdpica de &~ -algebras grouplike para qualquer resolucio
cofibrante & do operad Com de monodides comutativos. Nesta tese € provado um principio de
reconhecimento de 2-espacos de N-lacos para2 < N < co. Quando N = oo esse principio afirma
o seguinte: Um espectro relativo € um par de espectros B, € Y, equipados com uma sequéncias
de aplicacOes pontuadas ¢, : B, — Y..; compativeis com as estruturas de espectros. Um espectro
relativo € conectivo se o par de espectros subjacentes forem conectivos. Denotamos a categoria
de espectros relativos por Sp”” e de espectros relativos conectivos por SpO/ . Um 2E,-operad é
uma resolugdo cofibrante & do 2-operad Com™ de homomorfismos de mondides comutativos.
Uma &-algebra (X, X,) € grouplike se X, e X, forem grouplike. Denotamos a categoria de &3'-
algebras por E’[Top] e a categoria de &7-dlgebras grouplike por EF[Toplgr,. O 2-espago de

co-lagos de um espectro relativo € o par de espagos Q7°t, := colim,_,,(Q°Y,, Q*,

t.). Temos que as
imagens do funtor Q7 admitem uma estrutura natural de &3’-dlgebra, logo Q5 define um funtor
sp” — &EF[Top]. Existe um funtor BY : &[Top] — Sp”” e uma adjuncdo (LBS 4 RQY) entre as
categorias homotdpicas HoES[Top] e HoSp” que induzem uma equivaléncia entre as categorias

homotépicas Ho&E'[Toplg,, € WoSpO/.

Palavras-chave: Operads, 2-operads, espectros, espectros relativos, espacos de lacos, espacos de

lacos relativos, principio de reconhecimento, principio de reconhecimento relativo.
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Abstract

VIEIRA, R. V. Recognition principle of relative loop spaces. Thesis (PhD) - Instituto de Ma-

tematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2018.

The recognition principle of co-loop spaces is that the functor Q* : Sp — &®[Top] defined
by Q*Y, = colim,_.Q°"Y, induces an equivalence between the homotopy category of connective
spectra and the homotopy category of grouplike E-algebras for any cofibrant resolution & of
the commutative monoid operad Com. In this thesis a relative recognition principle of N-loop
2-spaces is proved for 2 < N < co. For N = oo this principle states the following: A relative
spectrum is a pair of spectra B, and Y, equipped with a sequence of pointed maps ¢, : Be — Yoy
compatible with the spectrum structures. A relative spectrum is connective if the underlying pair
of spectra are connective. The category of relative spectra is denoted by Sp~” and the category of
connective relative spectra by SpO/ . A 2E,-operad is a cofibrant resolution & of the commutative
monoid homomorphism 2-operad Com™. An &7 -algebra (X, X,) is grouplike if X, and X, are
grouplike. The category of &7 -algebras is denoted by E[Top] and the category of grouplike &7°-
algebras by &’[Top]g,. The co-loop 2-space of a relative spectrum is the pair of pointed spaces
Q71 = colim,.(Q°Y,, € ). The images of the functor Q7 admit an &3-algebra structure,
therefore Qf defines a functor Sp” — &[Top]. The infinite relative recognition principle is
that there is a functor By : &[Top] — Sp”” and a derived adjunction (LB 4 RQY) between the
homotopy categories HoES[Top] and HoSp~” that induce an equivalence beteween the homotopy

categories Ho&ES'[Toplg,, and WoSpO/.

Palavras-chave: Operads, 2-operads, spectra, relative spectra, loop spaces, relative loop spaces,

recognition principle, relative recognition principle.
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Introducao

O principio de reconhecimento de espagos de lacos infinitos € que o funtor derivado do funtor
de espaco de lacos infinito nos dd4 uma equivaléncia entre a categoria homotdpica de espectros

conectivos e a categoria homotdpica de E*-espacos grouplike [Ma72, Ma74].

Um espectro € uma sequéncia de espagos pontuados Y, € [[.cw Top., equipada com uma
sequéncia de aplicacdes estruturais oy € [[ocy Top.(Z'Y., Yor1) [Li5S8]. Denotamos a categoria
de espectros por Sp. Espectros sdo objetos centrais da topologia algébrica pois toda teoria de
(co)homologia generalizada é determinada por um espectro [Sw75]. Note que pela adjuncio (X! A
Q') também temos uma sequéncia de aplicacdes estruturais duais & € [Jeepy TOP.(Ye, Q'Y4y1),
que podemos usar para definir o espaco de lacos infinitos do espectro QY, := colim ,.,Q°Y,.
Pela naturalidade dessa constru¢ao temos um funtor Q* : Sp — Top,. Os grupos de homotopia
estaveis de um espectro € a sequéncia de grupos abelianos ﬂg Y, := colim, ooesy Yo € [[4ez GTP AL

Dizemos que um espectro Y, é conectivo se ﬂf] Y, é trivial para g < 0.

Podemos equipar a categoria de espacos topoldgicos Top com a estrutura modelo de Quillen
[Hi15], cujas equivaléncias fracas sdo as equivaléncias homotdpicas fracas, i.e., as aplicagdes que
induzem isomorfismos nos conjuntos de componentes conexos € nos grupos de homotopia, e 0s
objetos bifibrantes sdo retragdes de CW-complexos. Essa estrutura modelo induz uma estrutura
modelo na categoria de espagos pontuados Top, e também uma em Sp, a estrutura modelo estrita,
que admite uma localizacdo de Bousfield a esquerda, i.e., uma estrutura modelo com as mes-
mas cofibracdes e com mais equivaléncias fracas, cujas equivaléncias fracas sdo as equivaléncias
homotdpicas fracas estdveis, i.e., 0s morfismos que induzem isomorfismos nos grupos de homoto-
pia estdveis, e cujos objetos bifibrantes sdo retragdes de CW-espectros, i.e., espectros compostos
por retragdes de CW-complexos cujas aplicacdes estruturais o, sdo cofibragdes, que também sao
Q-espectros, 1.e., espectros tais que as aplicagdes estruturais duais &, sdo equivaléncias fracas
[BF78, Sc97]. O funtor Q% é um adjunto de Quillen a direita, i.e., ele admite um adjunto a es-
querda £ : Top, — Sp e preserva fibragcdes e fibracdes triviais. Isso implica a existéncia de uma

adjuncido derivada entre as categorias homotépicas (LX® 4 RQ®) : HoTop, = HoSp.

As imagens de Q% admitem estruturas de dlgebras naturais sobre E-operads. Um operad
topoldgico P ¢ uma sequéncia de S,-espacos P(n) € [],on Top™ tais que P(0) = *, com S,
o grupo de simetrias de n elementos, equipados com morfismos estruturais que induzem uma

estrutura de monada no funtor P : Top, — Top, definido pelo coend P(X) := f Sin P(n) x X"



2 Introducio
[Ma72]. Denotamos a categoria de dlgebras sobre a monada associada a um operad por P[Top].

Essa categoria também herda uma estrutura modelo da estrutura modelo de Quillen nos espagos
topoldgicos [BMO3]. Para cada N € IN temos o operad dos pequenos N-cubos CV tal que C"(n)
€ o subespago de [[], IV, IN] das aplicagdes definidas por translagdes e dilatagdes dos N-cubos
cujas imagens dos interiores sdo disjuntos. Esses operads admitem uma sequéncia de aplicagcdes
naturais k, € [[.cn Top(C®,C**!) e definimos C* := colim ,_.,C*. O operad C* tem a propriedade
que os espagos C(n) sdo contrateis. As imagens do funtor 2 admitem uma estrutura natural
de C*-algebra dadas por uma transformagdo natural 6 : C*Q* = Q% [BV68]. A categoria
de operads topoldgicos também herda uma estrutura modelo da estrutura modelo de Quillen de
espacos topologicos [BMO03]. Dizemos que um operad & é um E-operad se ele for cofibrante
e os espacos &7 (n) sdo contrateis. Equivalentemente um E,-operad € uma resolucio cofibrante
do operad Com cujas dlgebras sdao monoides topoldgicos comutativos. Para todo E.-operad %
temos uma equivaléncia fraca de operads 7 : & = C* que induz uma estrutura de E*-algebras
nas imagens de Q. Temos entao que Q* induz um funtor (2%, %) : Sp — E*[Top] que preserva

fibracoes e fibragdes triviais, e portanto admite derivacao a direita.

Esse funtor ndo admite um adjunto a esquerda, porém podemos usar a estrutura de C*-algebra
dos espacos de lacos infinitos e a construcao bar introduzida por May em [Ma72] para definir
um funtor que induz uma adjuncao das categorias homotdpicas. Temos o morfismo de monadas
em espagos topoldgicos pontuados o™ = 6x.C*n™ : C* = Q¥X*. Em [Ma74] May provou o
teorema de aproximacao que diz que @’y € um completamento de grupo para todo espago pontuado
X, i.e., ay induz um isomorfismo da k-dlgebra graduada H.(C*X, k)[r 1, a localizagdo do anel
H,(C*X, k) no subanel de componentes conexas, em H,(Q*X*X, k) para todo anel comutativo
de coeficientes k. Se X é uma E-dlgebra grouplike, i.e., 0 monoide myX é um grupo, entdo o
teorema dual de Whitehead nos dd que ay € uma equivaléncia fraca. Para uma monada C, uma
C-algebra X e um C-funtor F em Top, a construgdao bar nos dd um espago pontuado simplicial
com B(F,C,X) := FC*X. Definimos B(F, C,X) como a realizacdo geométrica desse espaco
simplicial. Podemos entao definir um funtor B* : &°[Top] — Sp como B*X, := B (Z‘,E, X),
onde C* sdo monadas associadas a resolucdes cofibrantes C* dos operads dos pequenos cubos
C*. Esse funtor preserva objetos cofibrantes e equivaléncias fracas entre eles, e portanto admite
uma derivada a esquerda. No geral E[Top](X, Q*B*X) pode ser vazio (apesar de existir uma
aplicacao de espacos topoldgicos induzido da unidade da adjuncao (X% 4 Q*)), porém temos um

span natural

B(a®n®n’ 7’ ,1)

B(E®,E™,-) B(Q¥L®,C>, -)
s(f)“~ “7”"
ldge[rop) QB>

e também uma transformagao natural e(e®) : B*Q% = Idg,.
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Essas estruturas induzem uma adjuncao das categorias homotdpicas
(LB” 4RQ%) : Ho&E™[Top] = Hosp.

Os funtores Q* e B* definem uma localizagdo de Bousfield a esquerda de E[Top] cujas equi-
valéncias fracas sdo as E-aplicacdes f € E°[Topl(X, X’) que induzem homomorfismos f. €
k — Al1gGr(H(X, k)[m, 1, HX', k), ') que sdo isomorfismos para todo anel de coeficientes k e
cujos objetos fibrantes sdo os E7-espagos grouplike, e também uma localizacdo de Bousfield a
direita de Sp cujas equivaléncias fracas sdo as aplicacdes de espectros g, € Sp(Y.,, Y,) tais que
T8 € Grpap(m) Y, Y,) é um isomorfismo para todo ¢ > 0 e cujos objetos cofibrantes sdo o0s
espectros conectivos. Temos entdo que a subcategoria plena Ho&E*[Toplay, de HoE[Top] com-
posta pelas &*-dlgebras grouplike é uma subcategoria reflexiva, e a subcategoria HoSp, de HoSp
composta pelos espectros conectivos é uma subcategoria correflexiva, e temos que a adjuncao
(LB* 4 RQ*) é uma equivaléncia quando restrita nessas subcategorias. Isso nos dé o principio de
reconhecimento para espacos de lacos infinitos. Esse resultado foi estendido para uma equivaléncia
entre espacos pontuados N — 1-conexos e CT\’-élgebras grouplike para qualquer resolucdo cofibrante
CN de CV usando resultados de aproximacgdo de Cohen [CLM76, I11.3.3] para 1 < N < oo, e por
um argumento distinto de Stasheff no caso N = 1 [StJ63]. O caso N = 1 precisa de um argu-
mento distinto porque os resultados de aproximacio para N > 1 usam o fato que C"-algebras sdo

comutativas a menos de homotopia, o que ndo é o caso para C'-algebras.

Nesta tese uma versao relativa do principio de reconhecimento é provado. Um espectro re-
lativo € um par de espectros B, e Y, equipados com uma sequéncias de aplicagdes pontuadas
te € [Jeew Top(B., Yer1) compativel com as estruturas de espectros. Denotamos um espectro rela-
tivo simplesmente por ¢,. O 2-espaco de lacos infinitos de um espectro relativo € o par de espagos
Q7. 1= colim ., (Q°Y,, Q" t,). Temos que as imagens do funtor 23° admitem uma estrutura de
algebras sobre qualquer 2E-operad &7, que sdo operads coloridos em duas cores ordenadas cofi-
brantes cujos espagos subjacentes sio todos contrateis. Usando constru¢des andlogas ao caso abso-
luto neste trabalho € provado que Q7 induz uma equivaléncia entre espectros relativos conectivos
e &7 -algebras grouplike via um funtor de espectro relativo de classificagdo BS. Os 2E,-operads
sdo resolucdes cofibrantes do 2-operad Com™ cujas dlgebras sdo homomorfismos de mondides to-
poldgicos comutativos. A demonstragcdo segue de uma versao relativa do teorema de aproximacao,
que por sua vez segue da construgdo de uma quasi-fibragao p> : 7,8 CV(X,, X,) — CN -1X, para

cada N € IN U {oo}, aonde S C" ¢ a monada associada ao 2-operad dos queijos-suico.

Teorema. Os funtores B3 e (2 induzem uma equivaléncia de categorias homotdpicas:

(LBS 4 RQY) : Ho&ES'[Topley = ﬂoSpgon

Os teoremas de aproximacgao de Cohen [CLM76, II1.3.3] nos permitem estender esse resultado

para2 < N < 0.
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Teorema. Seja 2 < N < oo. Os funtores 312\7 e szv induzem uma equivaléncia de categorias ho-
motopicas:
(LBY 4+ RQY) : HoSC"[Topla,, = HoTopy

O caso N = 1 pode ser derivado do resultado de reconhecimento relativo de Hoefel, Livernet e
Stasheff em [HLS16]. A demonstracdo na presente tese funciona para os casos N = 1, 2 restritos as
CN-4lgebras conexas e espacos relativos N-conexos, porém o caso geral para C2-dlgebras grouplike

arbitrarias continua aberto.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No primeiro capitulo apresentamos a te-
oria de categorias modelo que usamos para descrever as estruturas homotdpicas das categorias
do teorema de reconhecimento relativo. A maior parte dos resultados desse capitulo podem ser
encontrados nas referéncias padroes de teoria de categorias modelo como [GJ09, Hi09, HoMO07].
Descreveremos as principais propriedades de categorias modelo e como construir suas categorias
homotdpicas. Introduzimos quasi-adjuncoes fracas de Quillen, que nos dao condi¢des mais fracas
que adjun¢des de Quillen, ou mesmo adjungdes de Quillen fracas, para que pares de funtores in-
duzam adjuncdes nas categorias homotopicas. Precisamos dessa generalizacao pois o principio de
reconhecimento nos d4 apenas um span entre uma SC" -dlgebra (X,, X..) e Qg’ BJZV (X,, X.) que induz
a unidade da adjunc¢do na categoria homotdpica. A definicao explicita dessa generalizacdo parece
ser nova, porém estava implicita no resultado de reconhecimento de May em [Ma72]. Descrevere-
mos também como obter uma estrutura modelo por transferéncia via adjuncdo e por localizagoes
de Bousfield. Introduzimos uma generalizacao do método de localiza¢do de Bousfield a esquerda
via monadas idempotentes de [BF78] que nos permite fazer localiza¢cdes usando certas quasi-
adjuncdes de Quillen fracas que induzem o que chamamos de quasi-monadas idempotentes. Te-
mos um dual desse resultado que nos dé localiza¢des de Bousfield a direita via quasi-comonadas
idempotentes. Nesse contexto podemos descrever o principio de reconhecimento relativo infinito

como uma equivaléncia associada a uma quasi-adjuncao idempotente de Quillen fraca.

No segundo capitulo descrevemos a teoria de categorias modelo monoidais [HoMO7], que € a
estrutura em uma categoria que nos permite construir categorias modelo de algebras sobre operads
quando a categoria admite um objeto intervalo de Hopf cocomutativo, que € uma generalizacao do
intervalo I = [0, 1] em Top [BMO03, BM07]. Também apresentamos a constru¢do bar que é uma

componente central do principio de reconhecimento.

No terceiro capitulo apresentamos a categoria monoidal fechada Top dos espacos compac-
tamente gerados e fracamente Hausdorff [StN09] e descrevemos a estrutura modelo de Quillen
nela[Hil5]. Descrevemos também a categoria modelo induzida de espagos relativos e a estrutura
modelo estavel de espectros[BF78, Sc97] e a de espectros relativos. Recordamos o fato classico
que o funtor de espagos de lacos QV admite um adjunto de Quillen a esquerda XV e mostra-
mos que Q) admite um adjunto de Quillen a esquerda fraco ). Mostramos que para N < o a
adjuncdo (Z) 4 Q) induz uma estrutura modelo na categoria de aplica¢des pontuadas cujos obje-

tos cofibrantes sdo retracoes de CW-pares N — 1-conexos. Terminamos o capitulo apresentando a
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construgdo de realizagdo geométrica de espagos simpliciais como um coend.

No quarto capitulo descrevemos a teoria de operads e de operads coloridos em duas cores
ordenadas {¢ < o}, que chamamos de 2-operads. Nos focamos nos operads dos pequenos N-
cubos CV de Boardman e Vogt [BV68] e nos 2-operads dos N-queijos suicos SC" do Voro-
nov [Vo99]. O 2-operad dos 2-queijos suicos SC* foi introduzido por Voronov como um mo-
delo de espagos de mddulos de superficies de Riemann de genus zero que aparecem na teoria
de cordas abertas-fechadas estudadas por Zwiebach [Zw98]. Também apresentamos os 2-operads
de compactificacoes de Fulton-MacPherson e introduzimos o 2-operad de Barratt-Eccles, uma
variagdo colorida do bem conhecido operad de Barratt-Eccles. Na terceira sessao desse capitulo
apresentamos a estrutura modelo nas categorias de 2-operads e suas dlgebras. Na quarta sessao
apresentamos a construcao das resolucdes de Boardman-Vogt e mostramos que as resolugdes dos
operads de Fulton-MacPherson nos dao resolugdes cofibrantes dos operads dos queijos suigos, es-
tendendo um resultado de Hoefel para a versdao ndo-reduzida desses 2-operads [HoE11]. Temos

que a resolucdo de Boardman-Vogt do 2-operad de Barratt-Eccles € um 2E,-operad.

O resultado principal é provado no quinto capitulo. Primeiro provamos uma versao relativa
do teorema de aproximagdo. Apresentamos entao alguns resultados técnicos sobre a compatibili-
dade da realizagdo geométrica com os funtores QY, ) e monadas associadas a 2-operads. Esses

resultados entdo sdo usados para provar os teoremas de reconhecimento relativos.

Livernet mostrou que ao contririo dos operads dos pequenos N-cubos CV os 2-operads SC"
nao sdo formais [Lil5]. No apéndice mostramos que a demonstracdo da Livernet pode ser adap-
tada para mostrar a ndo-formalidade de SC%,M, uma variacdo do operad dos 2-queijos suicos em
que a parte aberta ndo € reduzida. Questdes de formalidade sdo de grande interesse no estudo
de operads e suas aplicacdes. Kontsevich usou o 2-operad dos N-queijos suicos para descrever
acdes de C*(CM)-dlgebras em C*(CN~!)-dlgebras e a formalidade do operad dos pequenos cubos
no seu trabalho de quantizacido por deformagdo [Ko99, Ta03]. Willwacher mostrou que versdes
estendidas desses 2-operads também nao sao formais [Wil7]. Relacionado ao trabalho de Kontse-
vich, Kajiura e Stasheff introduziram Algebras Homotdpicas Abertas-Fechadas (OCHA) e Pares
de Leibniz Fortemente Homot6picos (SHLP) em [KSO06], que sdo algebras sobre operads que po-
dem ser obtidos da homologia do 2-operads dos queijos suicos, como foi demonstrado por Hoefel
em [HoEO7] e por Hoefel e Livernet em [HL12]. Os 2-operads dos queijos suicos foram estudados
por diversos autores recentemente. Idrissi encontrou um modelo de SC? na categoria de grupdides
[Id17], e no geral Quesney encontrou modelos para SC" na categoria de conjuntos e os usou para
exibir modelos de espacos de lagos relativos em dimensao 2 [Qul5]. Ducoulombier provou um te-
orema de reconhecimento relativo no contexto de espagos de imersdes e de espacos cosimpliciais
em [Dul6] e [Dul7].






Capitulo 1

Categorias modelo

Quillen introduziu categorias modelo em [Qu67] como uma abstragao da estrutura na categoria
de espagos topoldgicos que nos permite construir a sua categoria homotdpica. Exemplos cldssicos
de categorias modelo sdo a categoria de conjuntos simpliciais, cuja categoria homotdpica € equi-
valente a categoria homotdpica de espagos topoldgicos, e a categoria de complexos de cadeia de
k-médulos de um anel comutativo &, cuja categoria homotdpica € a categoria derivada no sentido
da teoria de dlgebra homoldgica. Devido a esse ultimo exemplo a teoria de categorias modelo
¢ as vezes descrito como dlgebra homotdpica. Uma estrutura modelo em uma categoria bicom-
pleta é composta por trés classes de morfismos distinguidos, as equivaléncias fracas, cofibragdes
e fibracOes, que satisfazem algumas condic¢des. As equivaléncias fracas satisfazem condi¢des para
que exista uma localizacao da categoria nessa classe de morfismos. As fibragdes e cofibragdes sa-
tisfazem condi¢des de fatoracdo e levantamento compativeis com as equivaléncias fracas que nos
permitem definir relacdes de homotopia entre morfismos e distinguir objetos da categoria nos quais
a relagdo de homotopia se comporta bem, o que nos permite definir uma categoria homotdpica que
€ uma localizacdo localmente pequena da categoria modelo nas equivaléncias fracas. Para uma
descricao detalhada de categorias modelo veja [GJ09, Hi09, HOMO07], e para a defini¢ao equiva-
lente usada aqui veja [Ri09].

Na primeira sessao damos as definicoes de uma estrutura modelo e provamos algumas pro-
priedades basicas. Definimos os objetos bifibrantes de uma categoria modelo, que como veremos

depois sdo os objetos da categoria homotdpica da categoria modelo.

Na segunda sessdo definimos as relagdes de homotopia a esquerda e a direita em uma cate-
goria modelo, definimos equivaléncias homotdpicas e apresentamos a demonstracao do teorema
de Whitehead, que nos diz que um morfismo entre objetos bifibrantes € uma equivaléncia fraca
se e somente se for uma equivaléncia homotopica. Esse resultado nos permite definir a categoria
homotdpica de uma categoria modelo como a categoria cujos objetos sdo os objetos bifibrantes e

cujos morfismos sdo as classes de equivaléncia homotdpicas de morfismos entre eles.

Na terceira sessdo apresentamos condicdes para que um funtor entre categorias modelo seja

derivavel, ou seja que ele induza um funtor nas categorias homotdpicas, e condi¢des em pares de
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funtores entre categorias modelo tais que eles induzam adjung¢des entre as categorias homotdpicas.
A condi¢do encontrada na literatura e a mais usada em aplicacdes € a de que os funtores formem
uma adjuncdo de Quillen, i.e. que eles sejam funtores adjuntos tais que o adjunto a direita preserva
fibracdes e o adjunto a esquerda preserva cofibragdes. Hovey comenta em [HoMO7] que para
obter uma adjuncao nas categorias homotopicas basta que o adjunto a direita preserve objetos
fibrantes e equivaléncias fracas entre eles e que o adjunto a esquerda preserve objetos cofibrantes
e equivaléncias fracas entre eles. Exemplos de adjun¢des de Quillen fracas que nao siao adjungdes
de Quillen sdo as adjungdes (£} + Qf) do capitulo 3. Definimos aqui uma versdo mais fraca
ainda, denotada por quasi-adjunc¢ao fraca de Quillen, onde ao invés de assumir que os funtores sao
adjuntos eles admitem um span e um cospan natural que satisfazem condi¢des andlogas a unidade
e counidade de uma adjuncdo, de forma que eles induzem uma unidade e uma counidade dos
funtores derivados. Os funtores Q" e BY do principio de reconhecimento cldssico e os funtores QY

e BY do principio do reconhecimento relativo do capitulo 5 sdo exemplos.

Na quarta sessdo damos a definicdo de uma estrutura modelo cofibrantemente gerada, que
€ uma estrutura modelo gerada por um conjunto de cofibragdes e cofibragdes triviais, e damos
condi¢des para que essas estruturas modelo possam ser transferidas via adjung¢des para outras
categorias bicompletas. Em particular o teorema de transferéncia de estruturas modelo nos da a
estrutura modelo estrita de espectros do capitulo 3 e a estrutura modelo de 2-operads e algebras

sobre um 2-operad do capitulo 4.

Na quinta sessdo descrevemos a estrutura modelo de uma categoria sobre um objeto e de uma
categoria sob um objeto de uma categoria modelo. Em particular isso nos da uma estrutura modelo

na categoria pontuada de um categoria modelo, que € a categoria sob o objeto terminal.

Na sexta sessdo descrevemos a estrutura modelo de categorias de funtores em categorias de
Reedy generalizadas. Em particular isso nos dd uma estrutura modelo na categoria de objetos
simpliciais de uma categorias modelo, que precisaremos considerar quando usarmos a constru¢ao
bar, e na categoria de S-objetos e 2S-objetos, que s@o as estruturas subjacentes de operads e 2-

operads do capitulo 4.

Em algumas estruturas modelo equivaléncias fracas sdo fechadas por pushouts ao longo de
cofibragdes ou por pullbacks ao longo de fibragdes, e chamamos tais categorias de proprias a es-
querda e a direita respectivamente, e dizemos que ela é propria se ela satisfaz ambas as condi¢des.
Essa condi¢@o a mais fornece mais controle sobre as equivaléncias fracas. Na sétima sessao des-

crevemos algumas condi¢des para que uma estrutura modelo seja propria.

Na oitava sessdo apresentamos localizacdes de Bousfield. Uma localizagdo de Bousfield de
uma categoria modelo € uma estrutura modelo na mesma categoria cujas equivaléncias fracas
contenham as equivaléncias fracas da categoria modelo original. Se a nova estrutura modelo tem
as mesmas cofibracdes dizemos que ela é uma localizagdo a esquerda e se ela tem as mesmas
fibragcdes dizemos que ela € uma localizacdo a direita. Uma localizacdo de Bousfield a esquerda

define uma subcategoria reflexiva da categoria homotdpica, i.e. uma subcategoria plena cuja in-
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clusdo admite um adjunto a esquerda, e uma localizacao de Bousfield a direita define uma sub-
categoria coreflexiva da categoria homotopica, i.e. uma subcategoria plena cuja inclusdo admite
um adjunto a direita. Apresentamos um método de localiza¢ido andlogo ao método de Bousfield e
Friedlander via monadas idempotentes de Quillen [BF78] modificado para podermos aplica-lo na
quasi-monada associada a uma quasi-adjuncao de Quillen fraca. Usaremos localizacdes de Bous-
field a esquerda para definir a estrutura modelo estavel de espectros no capitulo 3 e a estrutura
modelo de algebras grouplike do capitulo 5. Também usaremos uma localiza¢do de Bousfield a

direita para definir uma estrutura modelo de espectros conectivos no capitulo 5.

Na nona sessdo usamos os resultados sobre localizacdes de Bousfield para definir quasi-adjun-
¢coes de Quillen fracas idempotentes, € mostramos que essa estrutura induz equivaléncias entre
subcategorias (co)reflexivas das categorias homotopicas adjuntas. O principio de reconhecimento
infinito classico e o principio de reconhecimento relativo infinito provado no capitulo 5 sao casos

particulares desse teorema.

1.1 Estrutura modelo

Dada uma categoria 7 e uma subclasse de morfismos W as vezes queremos tratar esses mor-
fismos como se eles fossem isomorfismos, ou seja queremos construir uma localizacdo de 7 em
relacdo a W. Por exemplo em Top muitas vezes queremos tratar equivaléncias homotopicas fracas
como se elas fossem isomorfismos mesmo elas nao tendo necessariamente inversas, nem mesmo a
menos de homotopia. Como veremos na proxima sessao os axiomas de categorias modelo nos dao
condicOes gerais em que € possivel construir categorias homotdpicas, que sdo localizagdes da ca-
tegoria modelo nas equivaléncias fracas. Primeiramente € necessario que W satisfaga as seguintes

condigoes.

Definicao 1.1.1. Seja 7 uma categoria. Uma subclasse de morfismos W de 7~ é uma classe de

equivaléncias fracas se:

1) W contém todos os isomorfismos de 7,

1) W satisfaz a propriedade dois-de-trés: paratodos X,Y,Z € 7, f € T(X,Y)e g € T(Y,Z) se
dois dos morfismos em {f, g, g f} pertencem a W, entdo o terceiro também pertence.

Poderiamos formalmente adicionar inversas aos elementos de W em uma categoria com equi-
valéncias fracas 7, porém a localiza¢ao de 7 construida assim pode nao ser localmente pequena.
A teoria de categorias modelo contorna esse problema assumindo a existéncia de duas classes de
morfismos de 7 e dois sistemas de fatoracdo funtoriais de morfismos que satisfazem propriedades
de levantamento compativeis com W. Essa estrutura extra define relacdes de equivaléncia nos con-
juntos de morfismos entre certos objetos que podemos usar para definir uma categoria homotdpica

bem comportada.
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Definicao 1.1.2. Seja 7 uma categoria, t € 7 (A,X) e p € 7 (E, B). O morfismo ¢ tem a propri-

edade de levantamento a esquerda em relacdo a p, e equivalentemente p tem a propriedade de
levantamento a direita em relacdo a t, se para todo quadrado comutativo (k,[) € 7 (¢, p) existe

um levantamento H de (k, /), i.e., um morfismo H € 7 (X, E) tal que Ht = ke pH = I.

L

H 14

BN

L

S

>

—B

Denotamos que ¢ e p satisfazem essa propriedade por ¢ @ p. Dada uma subclasse de morfismos M
em 7 a classe de todos os morfismos com a propriedade de levantamento a esquerda em relacao
aos morfismos em M é denotada por ?M, e a classe de todos os morfismos com a propriedade de

levantamento a direita em relagdo aos morfismos em M é denotada por M”.

Definicao 1.1.3. Seja 7 uma categoriae f € 7 (X, Y). Uma fatoracdo de f € um par de morfismos
componiveis (f', ") € [lxers T (X, K) X T (K, Y) tal que f = " f'.

f %
.
K

Denotamos por Fat(f) a classe de fatoracdes de f.

X

Denotamos por Dom, Codom : 7~ — 7 os funtores de dominio e codominio respectivamente.

Definicao 1.1.4. Seja 7 uma categoria. Um sistema de fatoragdo fraco em 7~ € um par de sub-
classes de morfismos L € R de 7 equipados com um funtor Fat,z : 7~ — 7 e um par de

transformacdes naturais —; : Dom = Fat; z e —¢ : Fat; g = Codom tais que

i) L=2ReR=L5%

i1) Paratodo f € 7~ temos que (fz, fr) € Fat(f), fr € Le fr € R.

Um sistema de fatoracdo nos d4 uma fatoracao funtorial de morfismos em um morfismo em L

seguido de um morfismo em R.

Definicao 1.1.5. Seja 7 uma categoria. Uma estrutura modelo em 7~ € uma tripla de subclasses
de morfismos (W, C, F) de 7, W as equivaléncias fracas, C as cofibragoes e F as fibragoes, equi-
padas com um par de funtores Fatcpnw : 7 — 7 e Fatcowr : 7~ — 7 e uma quadrupla de
transformacoes naturais —¢ : Dom = Fatc gaw, —pnw : Fatcpaw = Codom, —caw : Dom =

Fatcawr € —F : Fatenwr = Codom tais que:

1) W é uma classe de equivaléncias fracas de 7°;
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i1) (C, F N W;Fatcraw, —c, —row) € (C N W, F; Fateaw g, —cnw, —rF) sao sistemas de fatoracoes
fracos de 7.

Morfismos em C N W s@o chamados cofibragoes triviais e morfismos em W N F de fibragoes

triviais.

Uma estrutura modelo em uma categoria 7, além de nos dar uma classe de equivaléncias
fracas, nos permite fatorar funtorialmente todo morfismo f em uma cofibracdo f- seguida de uma
fibracdo trivial frny ou em uma cofibracdo trivial fonw seguida de uma fibracdo fr, sendo que as
cofibragdes tem a propriedade de levantamento em relagdo as fibragdes triviais e as cofibragcdes
triviais tem a propriedade de levantamento em relagao as fibracdes. Uma categoria modelo € uma

categoria que admite todos os limites e colimites pequenos equipada com uma estrutura modelo.

Definicao 1.1.6. Uma categoria modelo é uma categoria bicompleta 7 equipada com uma estru-

tura modelo.

No geral nos referimos a uma estrutura modelo em uma categoria modelo 7~ simplesmente
como (W, C, F) ou (Wr, Cr, Fs) quando queremos explicitar a categoria subjacente, e deixamos
implicitos os funtores e transformacdes naturais dos sistemas de fatora¢des fracos. Usamos a
convencdo que em diagramas as cofibragdes sdo denotadas por flechas que comecam com uma
curva —, fibragdes por flechas com ponta dupla - e equivaléncias fracas por flechas marcadas

com um til —.

Estudamos agora algumas propriedades de fechamento das classes distinguidas de uma cate-

goria modelo por construcdes categoriais usuais.

Definicao 1.1.7. Sejam 7 uma categoria, f € 7(X,Y) e f' € 7(X',Y’). Dizemos que f’ é uma
retracdo de f se existe ((io, 1), (ro, 1)) € T ~(f', /) X T ~(f, f') N Fat((1x, 1y)).

lX’

X TheX—nix

A"
Y —-i=Y—ns=Y
~_

1y/

Denotamos por Ret(f) a classe das retracdes de f.

A seguinte relagao entre a propriedade de levantamento, fatoragdes e retragdes € util.

Lema 1.1.8 (Argumento da retra¢do). Sejam T uma categoria, f € T (X,Y) e (¢, p) € Fat(f). Se
f@apentdo f € Ret(r). Se @ f entdo f € Ret(p).

Demonstracao: Provamos somente a primeira afirmagdo, ja que a segunda segue por um

argumento dual. Por hipétese temos um levantamento H de (¢, 1y) tal que ((1x, H),(1x,p)) €
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Fat((1x, 1y)) nos da que f € Ret(¢).

XK xox oy
K
fL H p lf lt lf

As classes de morfismos definidas por propriedades de levantamento a esquerda, como por
exemplo as cofibragdes e as cofibragdes triviais em uma categoria modelo, em particular sio fe-

chadas por composic¢des transfinitas, que podemos definir como colimites de funtores em ordinais.

Definicao 1.1.9. Um ordinal k ¢ um conjunto linearmente ordenado (e portanto possui uma estru-

tura de categoria) tal que todo subconjunto de elementos possui um elemento minimal.
Uma «-sequéncia em uma categoria 7~ é um funtor X_ € 7 que preserva colimites.

A composi¢do transfinita de uma «-sequéncia é o morfismo Xy, € 7 (Xo, colimge, Xy )-

Lema 1.1.10. Seja 7 uma categoria bicompleta e M uma classe de morfismos em T .

i) “M e M"” contém todos os isomorfismos;

ii) ®M e M® sdao fechadas por composicoes e * M é fechada por composicdes transfinitas;
iii) ®M e M" sdo fechadas por retracoes;
iv) PM é fechada por pushouts e M® é fechada por pullbacks;

v) 2M é fechada por coprodutos e M® ¢é fechada por produtos.
Demonstracao:

i) Sejam f € 7(X,Y) um isomorfismo, m € M(K,L) e (k,I) € 7~(f,m). Entdo kf~' € 7(Y,K)
€ um levantamento de (k, /).

Logo todo isomorfismo esta contido em “ M. Que todo isomorfismo estd contido em M” segue

por um argumento dual.

il) Sejam ¢y € “M(Ap,Ay) et € °M(A,X),me M(K,L)e (k,I) € T (t1t9, m). Um levantamento
Hy € T(A1,K) de (k, ;) induz um levantamento H, € 7 (X, K) de (Hy, ) que também é um
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iif)

V)

levantamento de (k, /).
Ao L) K

Logo ?M é fechado por composi¢des. Que M” é fechado por composi¢cdes segue por um

argumento dual.

Que ?M ¢ fechado por composicdes transfinitas segue do fato que composigdes transfinitas
sao colimites de k-sequéncias e os levantamentos dessas sequéncias construidos como acima

formam um cocone que induzem um levantamento do colimite.

Sejam ¢ € °M(A,X), ' € T(A",X"), (ip,i1) € T (,0) e (ro,ry) € T (t,0'),m € M(K,L) e
(k,1) € T (',m) tais que ((iy, i1), (ro, r1)) € Fat((14,, 1x)). Um levantamento H € 7 (X, K) de
(kro, Ir1) induz um levantamento Hi; € 7 (X', K) de (k, [).

A ARk

X’ X——X L

i1 r l

Logo “M ¢ fechado por retracdes. Que M é fechado por retragdes segue por um argumento
dual.

Sejam ¢t € “M(A,X),me M(K,L), f € T(A,B), ke T(B,K)el e T (X,L) tais que mkf = I
Um levantamento H € 7 (X, K) de (kf,[) induz um levantamento (H,k) € 7 (X U, B,K) de
(k, (1, mk)).

~

Al

# L_ i

A (mk)
o NG
X XUy B

*

Logo ?M ¢é fechado por pushouts. Que M® é fechado por pullbacks segue por um argumento
dual.

Sejam S € Set, 15 € [[,es PM(A*,X%),m € M(K,L)e (k%,1°) € [],es 7~ (t*, m). Entdo levan-
tamentos H® € [[,s 7(X*, K) dos (k°, ) induzem um levantamento HS € 7~ (Uses X*, K)
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de (K5, 1%).

Logo ?M ¢ fechado por coprodutos. Que M* é fechado por produtos segue por um argumento

dual.m

Proposicao 1.1.11. Seja 7 uma categoria modelo.

i) W, C e F contém todos os isomorfismos;

ii) W, C e F sdao fechadas por composicoes; C e C N W sdo fechadas por composicoes transfini-

tas;
iii) W, C e F sdo fechadas por retragoes;
iv) C e C N W sdo fechadas por pushouts; F e F N W sdo fechadas por pullbacks;

v) C e C N W sdo fechadas por coprodutos; F e F N W sdo fechadas por produtos.

Demonstracao: A unica propriedade que ndo € um caso particular de um dos casos do lema
1.1.10, a propriedade dois-de-trés em W ou a hipétese que W contém todos os isomorfismos € que
W € fechada por retragdes. Seja f € W(X,Y) e f* € Ret(f). Como Fatc nw € um funtor € —¢ uma
transformac¢do natural temos f/. € Ret(fc). Pela propriedade dois-de-trés fc € C N W e portanto
J& € CN W pelo lema 1.1.10.66i.

’ o o ’

X X
~ [.\fé ~ j‘fc ~ |:f<'?

Fatc paw(f”) Fatc paw(f) Fatc paw(f")

—_— —_—
Fatc paw(ioi1) Fatc paw(ro,r1)

Logo pela propriedade dois-de-trés f* € W e assim W € fechado por retracdes.m

Uma categoria bicompleta em particular possui um objeto inicial ) e um objeto final * (bem

definidos a menos de isomorfismo).

Definicao 1.1.12. Sejam 7 uma categoria modelo e X € 7. Dizemos que X € cofibrante se 0x €
C(0, X), e que X é fibrante se xx € F(X, ). Dizemos que X é bifibrante se ele for ambos cofibrante
e fibrante. Denotamos as subclasses de objetos cofibrantes, fibrantes e bifibrantes de 7~ por 7 cof,

TEip © 7 Bif respectivamente.

Objetos bifibrantes sdo importantes pois, como veremos ha proxima sessao, equivaléncias fra-

cas entre objetos bifibrantes possuem inversas a menos de homotopia.
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Definicao 1.1.13. Seja X um objeto de uma categoria modelo 7. Uma resolugdo cofibrante de X
¢ um par (Y, c) €Tt XW ()_(, X). Uma resolugdo fibrante de X é um par (i f) ETrpXW (X, )?)

As estruturas de fatoragdes fracas de categorias modelo nos dao resolucdes (co,bi)fibrantes
funtoriais.

Proposicao 1.1.14. Seja 7 uma categoria modelo. O funtor

Cof: T - T
X  Fatcwnr(0x)

e a fibragdo trivial natural cof := (0_)pny : Cof = Ids sdo tais que para todo X € T o par

(CofX, cofy) é uma resolucdo cofibrante de X.

O funtor

Fib: 7T =T

X — Fatcawr(x)
e a cofibracdo trivial natural fib := (x_)cnw : Idr = Fib sdo tais que para todo X € T o par
(FibX, fiby) é uma resolugdo fibrante de X.
Demonstracao: Segue direto das defini¢cdes.m
Lema 1.1.15. Os funtores Cof e Fib preservam equivaléncias fracas.

Demonstracao: Isso segue do fato que cof e fib sdo equivaléncias fracas naturais e pela pro-

priedade dois-de-trés.m

1.2 Homotopia e categoria homotopica

Nessa sessdo mostraremos como construir a categoria homotdpica de uma categoria modelo.
Em uma categoria modelo 7~ temos duas no¢des de homotopia entre morfismos paralelos f, g €
7 (X, Y), uma dada por objetos cilindricos e outra dada por objetos de caminhos. Veremos que se

X for cofibrante e Y fibrante essas no¢des coincidem e definem uma relacao de equivaléncia.

Definicao 1.2.1. Seja 7 uma categoria modelo e X € 7. Um objeto cilindrico de X é um ob-
jeto Cil(X) equipado com um par de morfismos componiveis ((¢o,¢1), p) € C(X U X, Cil(X)) X
W(Cil(X), X) tal que ((¢0, 1), p) € Fat(Ax), com Ay := (1x,1x) € T(X U X, X).

X U X ciix) L x

Um objeto de caminhos de X € um objeto Cam(X) equipado com um par de morfismos com-
poniveis (¢, (po, p1)) € W(X,Cam(X)) X F(Cam(X), X x X) tal que (¢, (po, p1)) € Fat(Vy), com
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VX = (1x, lx) X > X xX.

X — Cam(X) 2L x x X

As vezes iremos nos referir a Cil(X) como o objeto cilindrico de X e Cam(X) como o objeto de
caminhos de X e deixaremos o resto da estrutura implicita. Os sistemas de fatoracdo da estrutura
modelo garantem a existéncia desses objetos ja que Fatcwnr(Ax) € um objeto cilindrico de X e

Fatcnw r(Vx) € um objeto de caminhos de X.

Lema 1.2.2. Sejam T uma categoria modelo, X € T, Cil(X) um objeto cilindrico de X e Cam(X)
um objeto de caminhos de X. Se X € T, entdo 1y, € C N W(X, Cil(X)). Se X € Tpyp entdo
Po, D1 € Fn W(Cam(X)a X)

Demonstracao: Provamos apenas a primeira afirmacao, ja que a segunda € formalmente dual.
Como as inclusdes da propriedade universal de coprodutos i(;(, iy € T7(X,X U X) sdo pushouts de
duas cépias de Oy temos pelo lema 1.1.10.iv que %, i, € C. Como pelo lema 1.1.10.ii a classe de

cofibracdes € fechada por composi¢@o temos que ¢y, ¢; € C(X, Cil(X)).

Como piy = 1x = pt1, p € W(Cil(X), X) e 1x € W(X, X) a propriedade dois-de-trés implica

que (, L) € W.n

Definicao 1.2.3. Sejam 7 uma categoria modelo e f,g € 7(X,Y). Uma homotopia a esquerda
de f em g, denotada por H : f ~; g, € um objeto cilindrico Cil(X) de X e um morfismo H €
7 (Cil(X), Y) tal que H(w,t1) = (f, &)

xuxe.y

(LOJI)[ /

Cil(X)

Uma homotopia a direita de f em g, denotada por H : f =~ g, € um objeto de caminhos
Cam(Y) de Y e um morfismo H € 7 (X, Cam(Y)) tal que (po, p1)H = (f, 8).

Cam(Y)
i(POsPI)

X—>(f’g) YxY

H

Dizemos que f € homotopico a g pela esquerda se existe uma homotopia a esquerda H :
f =1 g, e denotamos essa relagdo por f ~; g, que f é homotdpico a g pela direita se existe uma
homotopia a direita H : f ~ g, e denotamos essa relacdo por f ~x g, e que f é homotopico a g se

f for homotdpico a g pela esquerda e pela direita, e denotamos essa relacdo por f ~ g.

Definicao 1.2.4. Sejam 7 uma categoria modelo e f € 7(X,Y). Dizemos que f é uma equi-

valéncia homotdpica se existir um morfismo g € 7 (Y, X) tal que gf =~ 1x e fg ~ 1y. Nesse
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caso dizemos que g € uma inversa homotépica de f. Denotamos a subclasse de equivaléncias

homotépicas de 7 por 7.

Lema 1.2.5. Sejam T uma categoria modelo e f,g € T(X,Y). Se X € Tcore f =~ g entdo [ ~p g.
SeY € Tgpe f =g gentdo f =~ g.

Demonstracao: Provamos apenas a primeira afirmacao, ja que a segunda € formalmente dual.
Sejam H; : f ~; g com H; € 7 (Cil(X), Y) e Cam(Y) um objeto cilindrico de Y. Pelo lema 1.2.2
existe um levantamento H : 7 (Cil(X), Cam(X)) de (cf, (fp, H.)) € T (10, (po, P1))-

X Y Cam(Y)
7

to IAN H i(ﬂo,m)

Temos entdo que Hg := Hy; : f ~p g.1

Proposicao 1.2.6. Sejam 7 uma categoria modelo e X,Y € T. Se X € Tcof entdo ~; é uma

relagdo de equivaléncia em T (X, Y).
Se Y € Trp entdo ~g é uma relacdo de equivaléncia em 7 (X, Y).

Se X € Teor e Y € Twp entdo =, ~; e ~p coincidem em T (X, Y) e sdo uma relacdo de equi-

valéncia.

Demonstracao: Que as relacdes coincidem na terceira afirmacao segue do lema 1.2.5. Prova-

mos entao apenas a primeira afirmacao, ja que a segunda € formalmente dual.

A relacdo =~ € reflexiva ja que para todo f € 7(X,Y) sempre temos a homotopia a esquerda

fr:f=f

xuxl.oy

(to,u)j [f

A relacdo ~; é simétrica pois H € 7 (Cil(X), Y) satisfaz H(ty,t1) = (f, g) se e somente se
H(u, ) = (g, /)

xux¥.y xux®l.y
(lO»Ll)L / (“,LO)l /
Cil(X) Cil(X)

Sejam Cil(X) e Cil'(X) objetos cilindricos de X. Considere o seguinte diagrama, no qual o
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quadrado do meio € um pushout.

iy

X L CilX)

X Cil(X)—2~ Cil(X) Ly Cil'(X)’

Q’pl_\;x

Como ¢, ¢, € C N W pelo lema 1.2.2 e a proposigdo 1.1.10.iv) que jo, j; € C N W, e portanto pela
propriedade dois-de-trés que (p, p’) € W. O morfismo (joto, jit}) € 7 (X U X, Cil(X) Uy Cil'(X)) é

igual a composicao

X U X 2 citen) U x 2 cilee) Ly Gil'(x) .

Denotando por iy, € 7 (X, X U X) a inclusdo do primeiro coproduto temos que ¢y U 1y = i}.to, €
portanto pela proposi¢ao 1.1.11.iv temos ¢o LI 1x € C. Logo como (jo, jit7) = (¢; U 1x).(¢, ¢}) entdo
pela proposi¢édo 1.1.11.iv) também temos (jo, ji¢}) € C. Portanto pela proposi¢do 1.1.11.ii) temos

(joto, j1t}) € C. Assim

(joto,j11)

X U XM m10x) Ly Cil'x) — 22

X

€ um objeto cilindrico de X.

Portanto a relagdo ~; ¢é transitiva pois se H : f ~, ge H' : g ~; h sdo dadas por H €
T (Cil(X),Y) e H € T(Cil'(X),Y), entdo (H., H)) € 7 (Cil(X) Lix Cil'(X), Y) é¢ uma homotopia a
esquerdade f em /.m

Essa proposi¢ao nos permite fazer as seguintes defini¢des:

Definicao 1.2.7. Sejam 7 uma categoria modelo e X,Y € 7. Se X € T¢of entdo Ho T (X,Y) €0

conjunto de classes de homotopia a esquerda de morfismos de 7 (X, Y).

Se Y € Trp entdao Hor7 (X, Y) € o conjunto de classes de homotopia a direita de morfismos de
T7(X,Y).

Se X € Tceore Y € Tryp entdao HoT (X, Y) € o conjunto de classes de homotopia de morfismos
de 7(X,Y).

Em todos os casos denotamos a classe de homotopia de um morfismo f € 7 (X, Y) por [ f].

Lema 1.2.8. Sejam T uma categoria modelo, A € T, e p € F N W(E,B). Entdo a fungdo
p. € Set(Ho T (A E), Ho T (A, B)) com p.([f]) = [pf] € um isomorfismo.

Sejam Z € Tgyp et € C N W(A, X). Entdo a funcdo o € Set(HorT (X,Z), HorT (A, Z)) com
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C(LfD) = Lft) € um isomorfismo.

Demonstracao: Provamos apenas a primeira afirmacgao, ja que a segunda € formalmente dual.
Que p. estd bem definido segue do fato que se H : f ~; g for uma homotopia a esquerda entao
pH : pf ~; pgtambém €. Se H : pf ~; pg € uma homotopia a esquerda entdo um levantamento

H € T(Cil(A), E) de ((f, g), H) é uma homotopia a esquerda de f em g, e portanto p, é injetora.

AuA(fg)

E
(t0,1 )|: i
B

Cil(A) —

Por hipétese para todo f € 7 (A, B) temos um levantamento f € 7 (A,E) de (g, f) tal que

p.(LfD) = [f].
0 L: E
0“{ e Ni”

Portanto p, € sobrejetora.m

Lema 1.2.9. Sejam 7 uma categoria modelo, h € T(W,X), f,g € T(X,Y)e h' € T(Y,Z). Se
Y €Tppe f=~ gentdo fh = gh.

Se X €Tcore f=ggentdoh'f = hg.

Demonstracao: Provamos apenas a primeira afirmacao, ja que a segunda € formalmente dual.
Seja H : f =~; g uma homotopia a esquerda dada por H € 7 (Cil(X), Y). Temos entdo le-
vantamentos K € 7 (Cil(W), Fatc wnr(p)) de (pclto, t1)(h U h),hp') € T (1), 1)), Prow) € H e
T (Fatc raw(p), Y) de (H, *Eaie powip) € T (Pcs *v).

C11(X) Y
P
WU W x L X7 Ry mw(p) y
(Lf)",l)JA R K NiPFmW
Cil(W) —— W ——; X

A composi¢io dos levantamentos nos d4 uma homotopia 2 esquerda HK : fh ~; gh.m
Proposicao 1.2.10. Sejam T uma categoria modelo, [ € T-(X,Y) e f" € T-(Y,Z). Se Y € Tpy
entdo f'f € T..

Demonstracao: Isso € uma consequéncia direta do lema 1.2.9 e da defini¢do de equivaléncia

homotdpica.m
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Teorema 1.2.11. Seja 7 uma categoria modelo, X € Tc,p, Y € Tpir, Z € Trip, f,.8 € T(X,Y) €

h,k € T(Y,Z). Se f ~ geh ~kentdo hf ~ kg, e portanto temos uma composi¢cdo HoT (X, Y) X
HoT (Y,Z) —» HoT (X, Z) bem definida.

Demonstracao: Isso é uma consequéncia direta do lema 1.2.9 e da proposicao 1.2.6.m
Teorema 1.2.12 (Whitehead). Sejam T uma categoria modelo, X,Y € Tgire f € T(X,Y). Entdo

f € W se e somente se f € T ..

Demonstracao: Considere a fatoracdo (fcnw, fr) € Fat(f). Suponha que f € W. Seja r €
T (Fatcaw,r(f), X) um levantamento de (1x, *pacwr(r) € T (fenws *x)-

X x X

anw|:~ ' r l*x

Fatcawr(f )*m *

Por defini¢do rfcnw = lx. Além disso pela proposi¢do 1.1.11.ii) temos que Fatcqw r(f) € Taits
e portanto pelo lema 1.2.8 e proposi¢do 1.2.6 as igualdades f7., ([fcrwr]) = [feawrfeaw] =
[feaw] = féaw(Leatcnnrp]) implicam que feawr = lgae (- Assim feaw € uma equivaléncia
homotdépica. Como pela propriedade dois-de-trés fr também € uma equivaléncia fraca um argu-
mento dual nos da que fr também € uma equivaléncia homotopica. Logo f € 7. pela proposicao
1.2.10.

Suponha agora que f € 7.. Provaremos que fr € W, que pela propriedade dois-de-trés implica
que f € W. Por hipotese existe um morfismo g € 7 (¥, X) e uma homotopia a esquerda H : fg ~,
1y. Temos um levantamento H € 7 (Cil(Y), Fatcnwr(f)) de (ferwg, H) € T (v, fr).

y —fews, Fatcawr(f)

wl~ LA if’p

Cil(Y) - Y

Portanto H : ferwg =L Hu, e a comutatividade do diagrama nos da que fFI:Iu = ly. Note que
como X € Tcof € Y € Trip pela proposicao 1.1.11.i7) temos que Fatcnw p(f) € Tgir. Da primeira
parte dessa demonstragdo temos uma inversa homotépica r de feaw. Como f = frfcow temos
pelo lema 1.2.9 que fr =~ fr. Aplicando o lema 1.2.9 repetidamente obtemos uma sequéncia de

homotopias

Hufr = forwgfr = forw8fr = fonwr = Lratcrwr(f)-

Portanto a existéncia da homotopia acima, o lema 1.2.2, a propriedade dois-de-trés e o fato que
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Lfatcnwr(p € W implicam que Hu, fr e W.Como fr € Ret(H¢, fr) pelo diagrama

Ratcaw r(h TRatcrw r(n)

Fatcawr(f) Fatcawr(f) Fatcawr(f)
Njflf Nlﬁllfl: leF
Y i Fatcawr(f) - Y

temos pela proposicao 1.1.11.ii7) que fr € W, e portanto pela propriedade dois-de-trés f € W.m

Definicao 1.2.13. A categoria homotopica Ho7 de uma categoria modelo 7~ € a categoria cuja
classe de objetos € Tgif, € 0s morfismos entre X, Y € Tgir € HoT (X, Y). O funtor de localizacdo

homotdpica é definido por:

n:9 — HoT
X — CofFibX
f  [CofFibf]

Teorema 1.2.14. Seja T uma categoria modelo. Entdo HoT e n : T — HoT satisfazem a
condicdo universal que se F : T — U é um funtor tal que Fw é um isomorfismo para todow € W,
entdo existe um funtor F, : HoT — U equipado com um isomorfismo natural ¢ : F = F,x tal
que se G : HoT — U é um funtor equipado com um isomorfismo natural  : F = Gn entdo

existe um unico isomorfismo natural 0 : F, = G tal que ¥ = 0,¢.

Demonstracao: Definimos

F,:HoT - U
X FX
[f1— Ff

Esse funtor estd bem definido pois se f ~ g entdo existe um objeto cilindrico Cil(X) de X e um
morfismo H € 7 (Cil(X),Y) tal que Hiyp = f e Hi; = g. Como p € W(Cil(X), X) por hipdtese
Fp é um isomorfismo, e como piy = pi; temos que Fiy = Fi;. Logo Ff = FHi, = FHi, = Fg.
Por construgio ¢ := Fcofgp ' Ffib : F = F,n é um isomorfismo natural. Se temos um outro
funtor G : Ho7 — U e um isomorfismo natural ¢ : F = Gn entdo temos o isomorfismo natural

6 := Gfib~'Geofgpy : Fr = G, que pela comutatividade do diagrama

FCofFib =™ GCofFibCofFib

F Cogilbﬂ “GCOfFibCofFib

FFib ——=yrm—= GFibCofFib

- -1
Fﬁb” “Gﬁbcoﬂ:ib

F Y GCofFib
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€ o Unico tal que Y = 6,¢.1

1.3 Quasi-adjuncoes fracas de Quillen

Funtores entre categorias modelo compativeis com a estrutura modelo induzem funtores entre

as categorias homotdpicas.

Definicao 1.3.1. Seja 7 uma categoria modelo, U uma categoria e F : 7 — U um funtor. Um
funtor derivado a esquerda de F é um funtor LF : Ho7 — U equipado com uma transformagao
natural ¢ : LFr = F tal que se G : Ho7 — U é um funtor equipado com uma transformagao

natural ¢ : Gr = F entdo existe uma tnica transformacao natural 6 : G = LF tal que ¢ = ¢0,.

Um funtor derivado a direita de F é um funtor RF : Ho7 — U equipado com uma
transformacdo natural ¢ : F = RFn tal que se G : Ho7 — U é um funtor equipado com uma

transformacao natural ¥ : F = Gn entdo existe uma tnica transformacao natural 6 : RF — G tal
que ¥ = 6x¢.

Quando um funtor derivado a esquerda ou a direita existe ele € inico a menos de um isomor-

fismo natural unico.

Proposicao 1.3.2. Sejam T e A categorias modelo. Seja S : T — A um funtor que preserva

objetos cofibrantes e equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes. Entdo

LS : HoT — HoA
X - FibSX

[f] = [FibS f]

é um funtor derivado a esquerda de m S Cof.

Seja A : A — T um funtor que preserva objetos fibrantes e equivaléncias fracas entre objetos

fibrantes. Entdo

RA : HoA — HoT
Y — CofAY
[g] — [CofAg]

¢ um funtor derivado a direita de nq-AFib.

Demonstrag¢ao: Provamos a primeira parte ja que a segunda segue por um argumento dual.
Podemos definir ¢ := [cofgipscor] " [FibS Cof fib]™! : FibS s = 7148 Cof.

Sejam G : HoT — HoA um funtor e ¥ : Gnys = nxSCof uma transformagao natural.
Podemos definir 6 := [FibS cof][cofibscorlyGlcofrip] 'G[fib] : G = FibS. Pela comutatividade
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do diagrama

GCofFibCofFib 25 CofFibS CofCofFib SaERCcoribl poy ¢ o fCofFib

GlcofFibcofFin] 2 0
Leofmmcor GiColFitcofr | [COfFibSﬂCOfCotFib] “[Fibs cofcorrin]
GFibCofFib GCofFibFib =riv—=> CofFibS CofFib ==lcofriscominl=> FibS CofFib
I
) G[Coﬁ;ibﬁb] [CofFibS Cof fib] ! [FibS Cof fib]~!
Glfibcofrin I )2
GCofFib =—————= CofFibS Cof - FibS Cof
¥ [cofFibs cof]™

essa € a Unica transformacao natural que satisfaz ¥ = ¢6,.m

Se os funtores na definicdo acima forem adjuntos entdo os funtores derivados definem uma

adjuncdo entre as categorias homotdpicas.

Definicao 1.3.3. Sejam 7 e A categorias. Uma adjungdo entre 7 e A, denotada por (S 4 A) :
T = A, é um par de funtores S : 7 — A, o adjunto a esquerda, e A : A — T, o adjunto a
direita, equipados com transformacdes naturais  : Idr = AS, a unidade, e € : SA = Idg, a

counidade, que satisfazem as equagdes de unidade-counidade €S = 15 € Aenp = 14.

S =L gAS 2§ A—AASAD A
\\_///

N

1g Ia

Se a unidade 77 e a counidade € forem isomorfismos naturais entdo (S 4 A) € uma equivaléncia de

categorias.

Definicao 1.3.4. Sejam 7 e A categorias modelo. Uma adjuncdo (S 4 A) : 7 = A € uma

adjuncdo de Quillen fraca se S e A satisfazem as seguintes condicoes:

1) Para todo X € 7 ¢ temos que S X € Acof;
i1) Paratodos X, X" € Tcore f € Wr(X, X') temos que S f € Wa(S X, SX');
iii) Paratodo Y € Ag;, temos que AY € Tgp;

iv) Paratodos YV, Y’ € App € g € Wx(Y,Y’) temos que Af € Wr-(AX, AY).

E comum que adjuncdes entre categorias modelo satisfacam condi¢des mais fortes que as de

adjuncdes de Quillen fracas.

Definicao 1.3.5. Uma adjuncdo (S 4 A) entre categorias modelo € uma adjuncdo de Quillen se as

seguintes condi¢des equivalentes sdo satisfeitas:

e Paratodot e Cr (1t € C N W) temos que St € Cx (St € Cq N Wy);

e Paratodop € Fq (p € FaN Wg) temos que Ap € F- (Ap € Fo- N Wy);
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e Para todo ¢ € Cy temos que St € C4 € para todo p € F 4 temos que Ap € Fy;

e Para todo ¢ € Cy+ N Wy temos que St € C4 N Wg e paratodo p € Fgqg N Wy temos que
Ap € Fr N Wy

O lema de Ken Brown implica que adjun¢des de Quillen sdo adjungdes de Quillen fracas.

Lema 1.3.6. [Ken Brown] Seja T uma categoria modelo.

i) Existe um funtor Fatcorw : T~ — T e um par de transformagées naturais (“°*" : Dom =
Fatcorw e pCorw Fatcorw = Codom tais que se X,Y € Tcor e f € W(X,Y) entdo temos
(L?Of’w, pJC,Of’W) € Fat(f), L?Of’w eCnWw, pg(’f’w eFNWe p?Of’W admite uma inversa a direita

que é uma cofibracdo trivial.

ii) Existe um funtor Fatgyw : T~ — T e um par de transformagdes naturais 5>V : Dom =
Fatgi,w e priow . Fatgpw = Codom tais que se X,Y € Tpyp e f € W(X,Y) entdo temos
(L?ib’w, p?b’w) € Fat(f), L?b’W eCnW, pfcib’W eFnNnWe L?b’w admite uma inversa a esquerda
que é uma fibragdo trivial.

Demonstracao: Provamos apenas a primeira parte, ja que a segunda € dual. Seja f € 7 (X, Y)
e considere os morfismos estruturais de coproduto iy : X - XU Yeiy : ¥ — X U Y. Defina

entdo Fatcorw(f) := Fatcwnr(f, 1y), que claramente pode ser estendido a um funtor, e defina as

WnF
CWNF o pC,WmF C, .

transformacoes naturais ¢ por ¢, = (f, ly)cix e pJC;WmF = (f, 1y)wnr.

. ; .
X —2 x 0y Bae e (f, 1) Sy

Note que (f, 1y)ciy € uma inversa a direita de (f, 1y)wnr-

Se X, Y € Tof entdo pela proposicao 1.1.11.iv) ix e iy sdo cofibragdes, e portanto pela proposi-
cao 1.1.11.i0) (f, 1y)cix e (f, ly)ciy sdo cofibracdes. Além disso se f € W pela propriedade dois-

de-trés (f, ly)cix e (f, 1y)ciy sdo equivaléncias fracas.m
O seguinte corolério nos da que adjuncdes de Quillen sdo adjungdes de Quillen fracas.

Corolario 1.3.7. Sejam T e A categorias modelo. Se S : T — A é um funtor que manda cofi-
bragdes triviais entre objetos cofibrantes em equivaléncias fracas entdo S preserva equivaléncias

fracas entre objetos cofibrantes.

Se A : A — T ¢é um funtor que manda fibragoes triviais entre objetos fibrantes em equi-

valéncias fracas entdo N\ preserva equivaléncias fracas entre objetos fibrantes.

Demonstracao: Isso € uma consequéncia direta do lema 1.3.6 e da propriedade dois-de-trés.m

Nem todas adjungdes entre as categorias homotdpicas sdo induzidas por adjungdes de Quillen

fracas. Em particular precisaremos da seguinte generalizacdo.
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Definicao 1.3.8. Sejam 7 e A categorias modelo. Uma quasi-adjungdo de Quillen fraca entre T
e A, denotada por (S 433 A) : 7 = A € uma quadrupla de funtores S : 7 — A, o quasi-
adjunto de Quillen a esquerda, A : A — T, o quasi-adjunto de Quillen a direita, B : T — T e
B : A — A equipados com uma quadrupla de transformagdes naturais 77’ : B = Idy,57: B = AS,
€ :ldz = Bee: SA = B tais que
1) Para todo X € T ¢ temos que S X € Acof;
i1) Paratodos X, X’ € Tcore f € Wr(X, X') temos que S f € Wa(S X, SX');
ii1) Paratodo Y € Agp, temos que AY € Tpp;
iv) Paratodos ¥, Y’ € Agpp € g € Wx(Y,Y’) temos que Af € Wr(AX, AY);
v) Paratodo X € T¢of (X € TEp) temos que BX € Tcof (BX € TEp);
vi) Paratodo Y € Acor (Y € Agp) temos que BY € Acor (BY € Aip);
vii) Paratodo X € 7 temos que 17y, € Wy
viii) Para todo Y € A temos que €, € Wx;
ix) Para todo X € 7 ¢of temos que esxSnx =1 €5, Sy

x) Paratodo Y € Ag;, temos que Aeynay =g Aeyr) .

SBX X SASX SX.BSX BAY —“ ASAY 29 ABY

SX AY

Note que se B, B, 1’ e € forem a identidade e assumirmos que as equacdes a menos de homtopia
ix) e x) sdo equagdes recuperamos a definicao de adjun¢do de Quillen fraca. Note também que B e
B preservam equivaléncias fracas por 7’ e € serem equivaléncias fracas naturai e pela propriedade
dois-de-trés. Precisaremos dessa generalizacao para lidar com a dependéncia da construg¢do bar no

teorema do reconhecimento.

Teorema 1.3.9. Uma quasi-adjungdo de Quillen fraca (S 435 A) : T = A induz uma adjungdo
derivada nas categorias homotdpicas (LS 4 RA) : HoT = HoA.

Demonstracao: Definimos a unidade da adjuncdo como a composi¢ao

’ -1
(7] := Idpr [’ cof] RB [Cof(Afibsn)] RALS
e a counidade como a composicao
ib(e = [fibge']™!
[€] = LSRAEE v B 207 Jdyn -
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Que a primeira equacdo de counidade-unidade € satisfeita segue do fato que Fib preserva equi-
valéncias fracas, das hipéteses em B, B, S e A, do lema 1.2.9 e da comutatividade do diagrama

abaixo em Ho7 .

’ -1
[&ips |

LS BFibS

[FibS /]! \Fibe, - (ibps 1
S

FibS B = [Fibsy] = FibS AS = [Fibes] == FibBS ==FibBfibs=—> LBLS

[Fibs cofg]““ FibS ofas] \[FibSAﬁbs\ ”[Fibfﬁbs]

LSRB W FibS CofAS W]LS RALS [m FibS AFibS

Note que os espagos FibS AS X e FibS AFibS X ndo sdo cofibrantes, e portanto eles ndo pertencem
a HoT , porém [€].s € definido via composi¢oes de morfismos que passam por FibS AFibS X e a
comutatividade do diagrama depende da comutatividade a menos de homotopia do primeiro dia-
grama de unidade-counidade que envolve FibS AS X, e portanto eles estio incluidos para facilitar

a visualizacdo. Que vale a segunda equacao segue por um argumento dual.m

Teorema 1.3.10. Seja (S -z A) : T = A uma quasi-adjungdo de Quillen fraca. Se para todo
X € Teor € Y € Agy, temos que AMibgxnyx e €yS cofay sdo equivaléncias fracas entdo (LS 4 RA) :

HoT = HoA é uma equivaléncia de categorias.

Demonstracao: Esse teorema € uma consequéncia direta das defini¢des.m

1.4 Categorias modelo cofibrantemente geradas e transferéncia de estru-

tura modelo

O argumento do objeto pequeno € um teorema que nos da condi¢des nas quais um conjunto de
morfismos / de uma categoria 7~ define um sistema de fatoracdo fraco. Em particular precisamos

supor que os dominios dos morfismos em / sao pequenos no sentido dado pelas defini¢des a seguir.

Definicao 1.4.1. Seja S € Set. A cardinalidade |S| de S € o menor ordinal tal que existe uma

bijecdo v € Set(]S],S). Um cardinal é um ordinal « tal que |«| = «.

Seja y um cardinal. Um ordinal « € y-filtrado se for um ordinal limite e, se S C ke |S| < v,

entdo sup S € «.

Definicao 1.4.2. Sejam 7 uma categoria cocompleta, / uma classe de morfismosde 7,A €7 ey
um cardinal. Dizemos que A € y-pequeno em relacdo a I se, para todo ordinal y-filtrado « e toda

k-sequéncia X_ € 7 “ tal que para cada @ € k temos X,<,+1 € [(Xy, X441), @ funcao
colim,e, 7 (A, X,) = T (A, colim,e X,)

¢ uma bijecdo. Dizemos que A € pequeno em relagdo a I se for y-pequeno em relagdo a I para

algum vy, e que A é pequeno se A € pequeno em relagdo a T .
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A definicdo a seguir € uma abstracao da constru¢ao de CW-complexos relativos, 1.e. de espacos

obtidos colando discos pelo seu bordo em algum espago dado.

Definicao 1.4.3. Seja 7 uma categoria cocompleta e / uma classe de morfismos de 7. Um mor-
fismo f € T(A,X) é um complexo I-celular relativo se f for uma composicao transfinita de
pushouts de morfismos em /. Denotamos a classe de complexos /-celular relativo por Cel(/). Di-
zemos que f € uma [-cofibragdo se for uma retracdo de um morfismo em Cel(/). Denotamos a

classe de I-cofibragdes por Cof([).

Teorema 1.4.4 (Argumento do objeto pequeno). Seja T uma categoria cocompleta e I uma classe
de morfismos de T tal que todos os dominios dos morfismos em I sdo pequenos em relacdo a

Cel(I). Entdo temos um sistema de fatoragdo fraco (Cof(I), I?; Fatcof(r) 12, —cof(ry» —12)-
Demonstracao: Claramente Cof(/)®? c [? ja que I c Cof(/). Pelo lema 1.1.10 temos que
I? c Cof(I)?. Logo Cof(1)? = I?
Por defini¢ao I c ?(1?), e o lema 1.1.10 também nos da que Cof(/) C ?(I?).

Demonstramos agora que podemos funtorialmente fatorar os morfismos de 7~ em complexo /-
celulares relativos seguidos de um morfismo em /. Seja f € 7 (X, Y). Definiremos recursivamente
a fatoragio de f. Defina Zy := X, qo := fei; := Uk nel Lo 7 Ggo) E-

Note que definindo Kl/q0 = Ukpel o, 7 .90y DOMI, Ll/q0 = Unell,, 7 (.g0Codomi e Z; =
Ly, ki, Zy os morfismos (k,[) no indice dos coprodutos induzem um quadrado comutativo

ki, 1)) € T4, qo), que por sua vez induz o diagrama comutativo

ky

Kl/‘IO ﬁ-ZO
71j Lpo,u:/_c]ﬁu "
Ly, —Z
I/qo ?l*kl !
f112=(7%))
I Y

Isso nos dd uma fatoracdo (py 1, q1) € Fat(f). Podemos recursivamente construir fatoragdes (pq, g.) €
Fat(f) para cada ordinal @, com p, definido como a composic¢do dos pgg.i para f € a e tomando
colimites quando 8 € @ é um ordinal limite. Note que para todo ordinal @ o morfismo p,, € Cel(J),
J4 que podemos substituir um pushout de coprodutos de morfismos por uma composicao possivel-
mente transfinita indexada pela cardinalidade do indice do coproduto. Seja k o menor ordinal tal
que os dominios dos morfismos em / sdo k-pequenos em relagdo a Cel(/). Mostraremos agora que
pe € I°.

Dado i € I(K,L) e (k,]) € 7(i,q,) a hipétese sobre x implica que existem a € «, k, €
T(K,Z,) € pox € T (Zy,Z,) tais que (ky, posx) € Fat(k). Como Z,,, é definido como um pushout

sobre quadrados comutativos incluindo (k,, /) temos uma aplicagc@o po.14ip € 7 (L, Z;) que € um
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levantamento de (k, [).

K ko Za Pax ZK
Pa.a+l L /
Pa+1x
t Za+ 1 9k
ir
L

Essa construcdo € funtorial, e como Cel(I) C Cof(I) podemos definir Fatcos) 2(f) := Zy, footay :=
P« € flZI = Y-

Falta portanto apenas provar que ?(/?) c Cof(I). Suponha que f € ?(I%). Por construgio
(feoty> fre) € Fat(f), logo f € Ret(feor)) pelo argumento da retracdo 1.1.8 e portanto f € Cof(/).
Assim Cof(/) = 2(I?).m

Esse teorema nos motiva a definir categorias modelo cujos sistemas de fatoracio fracos sao

definidos por conjuntos de morfismos.

Definicao 1.4.5. Uma estrutura modelo (W, C, F) em uma categoria bicompleta 7~ € cofibrante-
mente gerada se existem dois conjuntos de morfismos I, as cofibragées geradoras, e J, as cofi-

bragdes triviais geradoras, tais que

1) Os dominios dos morfismos em / (resp. J) sao pequenos em relagdo a Cel(Z) (resp. Cel(J));
i) (C,W N F;Fatcwnr, —c, —wnr) = (Cof(1), I?; Fatcof) 12, —cofry —12);

iii) (C NW, F;Fateawr, —caw, —r) = (Cof(J), J?; Fatcors), sz, —Cof(s)» —J2)-

O seguinte resultado nos da condigdes para que um par de conjuntos de morfismos em uma

categoria com equivaléncias fracas gere uma estrutura modelo via o argumento do objeto pequeno.

Proposicao 1.4.6. Seja T uma categoria bicompleta e W uma classe de equivaléncias fracas de

T. Se I e J sao conjuntos de morfismos de T tais que:

i) Os dominios dos morfismos em I (resp. J) sao pequenos em relacdo a Cel(I) (resp. Cel(J));
ii) ?(J?) c2U?) N W;
iii) I CcJ?NW;
iv) Uma das seguintes condi¢coes é satisfeita:
a) °(I)N'W c 2(J?);
b) JPNWcI”

Entdo T é uma categoria modelo cofibrantemente gerada aonde W é a classe de equivaléncias

fracas, I é o conjunto de cofibragcoes geradoras e J é o conjunto de cofibragoes triviais geradoras.
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Demonstracao: Pelo argumento do objeto pequeno basta provar que dadas as condigdes i),
ii) e iii) entdo as condicdes iv.a) e iv.b) sdo equivalentes. Mostraremos que iv.b) implica iv.a);
que iv.a) implica iv.b) segue por um argumento andlogo. Suponha que f € ?(I) N W. Por i) e
o argumento do objeto pequeno temos (fcofs), f7=) € Fat(f). O argumento do objeto pequeno e
a condi¢do i) nos da que fcofs) € W, € assim a propriedade dois-de-trés implica que f= € W
e portanto por iv.b) temos que fr= € I?. Logo f @ fj= e pelo argumento da retragdo 1.1.8 temos
que f € Ret(fcofs)), € portanto que f € Cof(J). Pelo argumento do objeto pequeno temos que
fe?J%.m

Uma das vantagens das estruturas modelo cofibrantemente geradas é que existem condi¢des

simples nas quais elas podem ser transferidas por adjuncdes.

Teorema 1.4.7. Sejam T uma categoria modelo cofibrantemente gerada com equivaléncias fracas
W, fibracées F, cofibracoes geradoras I e cofibragées triviais geradoras J, A uma categoria
bicompleta e (S 4 A) : T = A uma adjun¢do. Entdo condigbes suficientes para A admitir uma
estrutura modelo cofibrantemente gerada com equivaléncias fracas A~' (W), fibracoes A~'(F),

cofibracoes geradoras S (I) e cofibragées triviais geradoras S (J) sdo:

i) Os dominios dos morfismos em S (I) (resp. S (J)) sdo pequenos em relacdo a Cel(S (I)) (resp.
Cel(S (1)),

ii) Cel(S(J)) c A~'(W).
Quando essas condi¢oes sdo satisfeitas (S 4 A) é uma adjuncgdo de Quillen.

Demonstracdo: A adjuncdo (S 4 A) e o argumento do objeto pequeno implica que A™'(F) =
AT'JP) = S(N2 e PAH(F) NBATY (W) = BAT' (W N F) = BA~'(I%) = B(S(I)?) = Cof(S(I)).
Mostramos entdo que A~ (W), S(I) e S (J) satisfazem as condi¢des da proposi¢io 1.4.6.

Como todo funtor preserva isomorfismos e composicdes (A, A~'(W)) é uma categoria com

equivaléncias fracas.

A condicdo 1.4.6.i é a hipétese 7). A adjungio (S 4 A) nos da que S(I)? = A~'(I%) = A~/(F N
W) = AN E)N AT W) = AP N ALW) = S()2 N A~ (W), que nos dd que as condigdes
1.4.6.iii e 1.4.6.iv.b sdo satisfeitas.

A hipétese i7), o lema 1.1.10.iii, o argumento do objeto pequeno e o fato que funtores preservam
retragdes implicam que 2(S (J)?) = Cof(S(J)) ¢ A~ (W). Como I? C J? a adjuncio (S 4 A) nos
da que S(I)? c S(J)?, o que por definicao implica que ?(S(J)?) C “(S(I)?). Logo a condi¢do

1.4.6.ii é satisfeita.

Por definicdo A preserva fibragcdes e fibragdes triviais, logo (S 4 A) é uma adjungao de
Quillen.m

Em muitos casos particulares o funtor A preserva colimites filtrados, o que implica a primeira

condi¢do do teorema 1.4.7. O argumento dos objetos de caminho de Quillen nos dao condicdes que
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muitas vezes sdo simples de ser verificadas que implicam a segunda condi¢do do teorema 1.4.7.

O argumento depende do fato que as equivaléncias fracas satisfazem a propriedade dois-de-seis,

demonstrado no lema a seguir.

Lema 1.4.8. Sejam 7 uma categoria modelo, f € T(A,B), g € T(B,C) e h € T(C,D). Se
gf,hg € Wentdo f,g,h,hgf € W.

Demonstracao: Suponha primeiro que A, B, C, D € Tgi;. Pelo teorema de Whitehead 1.2.12
temos inversas homotdpicas k de gf e [ de hg tais que kgl € uma inversa homotdpica de hgf.
Pelo teorema de Whitehead temos que hgf € W e portanto a propriedade dois-de-trés implica que
h,g, feW.

Suponha agora que A, B, C, D € 7 sdo objetos quaisquer e considere o seguinte diagrama:

CofFibA —/ CofFibB %% CofFibC ~M CofFibD
~ j cofFiba ~ l cofFibp ~ j cofFibc ~ l cofFibp
FibA Fib - FibB Fibg FibC Fibh FibD

~]ﬁb,, ~Tﬁb3 ~Tﬁbc ~Tﬁbp
U

A B u C h D

Entdo pela propriedade dois-de-trés o caso em que todos os objetos sdo bifibrantes implica o caso

geral.m

Proposicao 1.4.9. A condicdo 1.4.7.i) é satisfeita se A preserva colimites filtrados e a condigcdo
1.4.7.ii) é satisfeita se A admite um funtor de substituicdo fibrante e todo objeto fibrante admite

um objeto de caminhos.

Demonstracao: A condicao i) segue de A preservar colimites filtrados pois composigdes trans-

finitas sdo um caso particular de colimite filtrado.

Seja ¢ € Cel(S(J))(A, X). Temos que ¢ € 2A~!(F), portanto existe um levantamento r €
T (X,FibA) de (fibs, *x) € T (¢, *Fipa)-

Temos portanto que ArAt = Afiby € W. Provaremos que AFibtAr € W, e portanto o lema

1.4.8 implica que At € W. Pela existéncia de um objeto de caminhos de FibX temos que existe um
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levantamento H € 7 (X, Cam(FibX)) de (ifibx¢, (Fiber, fibx)7 (¢, (po, p1))-

=X~ FibX —L Cam(FibX)

‘l .................. P i(po,pl)

X === FibA x FibX FibX x FibX

(r,ﬁbx) FibLXlFihX

Portanto AH nos da que Afiby ~; AFibtAr, e portanto pela propriedade dois-de-trés e o lema

1.2.2 temos que AFibitAr é uma equivaléncia fraca.m

1.5 Categorias pontuadas

Uma estrutura modelo em uma categoria induz uma estrutura modelo nas categorias sobre e
sob objetos. Estamos particularmente interessados em categorias pontuadas, i.e. em categorias sob

o0 objeto terminal.

Definicao 1.5.1. Seja 7 uma categoria e Z € 7. A categoria sobre Z € a categoria cujos objetos
sdo morfismos f € [[xer 7 (X,Z) com codominio Z, e cujos morfismos entre f € 7 (X,Z) e

g € 7 (Y,Z) sdo morfismos h € 7 (X, Y) tais que gh = f, i.e. o tridngulo

X

" .y
NS
Z
¢ comutativo. Denotamos essa categoria por 7 7.

A categoria sob Z € a categoria cujos objetos sao morfismos f € [[yer 7 (Z, X) com dominio
Z, e cujos morfismos entre f € 7(Z,X) e g € 7(Z,Y) sao morfismos h € 7 (X, Y) tais que g = hf,
i.e. tais que o triangulo
; Z
N

- Y

X

¢ comutativo. Denotamos essa categoria por 7 2/,
Para * um objeto final de 7 a categoria sob * € a categoria pontuada de T, que denotamos por

7 .. Denotamos o ponto base de um objeto pontuado por X, € 7 (x, X).

No teorema a seguir € no resto dessa tese usaremos que toda categoria com objetos iniciais,
pushouts e colimites filtrados é cocompleta, e dualmente que toda categoria com objetos terminais,
pullbacks e limites cofiltrados € completa [McL13, Teor. IX.1].

Teorema 1.5.2. Seja T uma categoria modelo e Z € T . Entdo T, e T sdo categorias modelo

nas quais um morfismo é uma equivaléncia fraca, cofibracdo ou fibragdo se o for em T .

Demonstrag¢io: Provamos o teorema para 7%/ A afirmagdo para 7, segue por um argumento
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dual. Temos que o funtor esquecimento U : 7% — 7 que manda f € 7 (Z, X) no objeto X cria

limites, logo 7%/ é completa. Como U também cria colimites filtrados e pushouts, e 1, é um objeto

inicial de 7% temos que 7% é cocompleta.

Que a estrutura modelo de 7~ induz estruturas modelos em 7% ¢ trivial da descrigdo dos

morfismos nessa categoria.m

Proposicao 1.5.3. Sejam T uma categoria modelo cofibrantemente gerada pelas cofibracoes ge-
radoras 1 e as cofibragées triviais geradoras J e Z € T. Entdo T4 é uma categoria modelo
cofibrantemente gerada pelas cofibracées geradoras I U Z e as cofibracoes triviais geradoras
JUuZ

Demonstracdo: O funtor esquecimento U : 7% — 7 admite um adjunto a esquerda que
manda objetos X no morfismo iy € 7(Z, X U Z). Pela descri¢do dos colimites em 72/ temos que
Cel(/ U Z) c Cel(1) e Cel(J U Z) c Cel(J), o que implica que as condi¢des do teorema 1.4.7 sdo
satisfeitas e portanto as equivaléncias fracas e fibracdes dessa estrutura modelo cofibrantemente
gerada sdo as mesmas do teorema 1.5.2, € como as cofibragdes sdo determinadas pelas fibragoes e

equivaléncias fracas as cofibracdes também coincidem.m

1.6 Categorias de Reedy generalizadas

Precisaremos de estruturas modelo em categorias de diagramas em uma categoria modelo co-
fibrantemente gerada. Se a categoria que indexa os diagramas satisfaz certas condi¢des existe uma
estrutura modelo que nos permite fazer argumentos indutivos. Primeiro olhamos o caso particular

de diagramas indexados por um grupo discreto.

Seja G um grupo discreto (que podemos pensar como uma categoria pequena com um objeto
e cujos morfismos sdo todos isomorfismos) e 7~ uma categoria cocompleta. A categoria 7 é a
categoria de objetos de 7~ equipados com uma a¢do de G, i.e. a categoria de funtores X : G — 7.

Temos que o funtor esquecimento U : 7¢ — 7~ admite um adjunto a esquerda

G]: T - T

X |—|g€GX

Teorema 1.6.1. Se 7 for uma categoria modelo cofibrantemente gerada e G um grupo discreto
entdo T° admite uma estrutura modelo (WC,C®, F°) induzida da estrutura modelo (W, C, F) de
T pela adjuncdo ([G] 4 U).

Demonstracio: Temos que 7 ¢ € bicompleta pois o funtor esquecimento cria limites e colimi-
tes. A adjuncdo ([G] 4 U) satisfaz as condicdes do teorema 1.4.7. A condicdo 1.4.7.i) € satisfeita
pois U preserva colimites filtrados. A condi¢do 1.4.7.ii) € satisfeita pois cofibragdes triviais sao

fechadas por coprodutos pela proposi¢ao 1.1.11.v).m
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Uma categoria de Reedy generalizada € uma categoria com uma estrutura que permite definir
diagramas e morfismos de diagramas sobre elas indutivamente. Essa estrutura também permite

definir uma estrutura modelo na categoria de diagramas sobre as categorias de Reedy generalizadas
[BM11].

Definicao 1.6.2. Uma categoria de Reedy generalizada é uma categoria pequena R equipada com
duas subcategorias abrangentes, i.e. contendo todos os objetos de R, R_ e R, e uma funcdo gr €

Set(obR, IN), o grau dos objetos de R, que satisfazem as seguintes condicdes:

i) Todo morfismo em R, que ndo € um isomorfismo aumenta o grau;
ii) Todo morfismo em R_ que ndo é um isomorfismo diminui o grau;
iii) Todo isomorfismo em R preserva o grau;
iv) R_ N R, é o subgrupoide maximal de R;

v) Todo morfismo r € R(R, R’) admite uma fatoragdo (r_,r,) € Fat(r) talque r_ e R_er, e R,,

e essa fatoracdo € tinica a menos de isomorfismo;

vi) Seor =rparac € R-NR, ereR_entdo o é uma identidade.

Uma categoria de Reedy generalizada é dualizdvel se ela também satisfaz a seguinte condi¢do:
vii) Sero =rparac € R_NR, er e R, entdo o € uma identidade.
Temos diversos exemplos de categorias de Reedy generalizadas dualizdveis.

e A categoria 0 — 1 com o grau dado como indicado;
e A categoria 1 < 0 — 1’ com o grau dado como indicado;
e A categoria 0 = 1 com o grau dado como indicado;

e A categoria A de classes de isomorfismos de conjuntos finitos ndo-vazios linearmente orde-
nados (m) := {0 < --- < m} e fungdes que preservam ordem, com a funcao cardinalidade

como o grau, A_ as sobrejecoes e A, as injecoes;
e Todo grupoide pequeno G com G = G_ = Gy;

e A categoria Si,; da sessdo 4.1 que € um esqueleto da categoria de conjuntos finitos e injecdes

com grau dado pela cardinalidade, Sij+ = Siyj € Sipj- = S a subcategoria de bijecoes;

e A categoria 2S;,; da sessdo 4.2 que € um esqueleto da categoria de 2-conjuntos finitos e 2-
injecOes com grau dado pela cardinalidade, 2S;,, = 2S5;; € 2S;,;- = 2S a subcategoria de

2-bijecoes;
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e A categoria oposta R° de uma categoria de Reedy generalizadas dualizavel R, com R? =

R, e RF =R_.

Uma categoria de Reedy generalizada R admite uma filtracdo natural com F*R a subcategoria
plena dos objetos com grau menor ou iguais a ® € IN. Podemos usar essa filtracdo para definir e
estudar objetos e morfismos em 7 X indutivamente. Note que como todos os morfismos em F'R
sd0 isomorfismos um diagrama X € 7F R g simplesmente uma escolha para cada R € R com
gr(R) = 0 de um Ry := R(R, R)-objeto Xk € TR,

Definicao 1.6.3. Seja 7 uma categoria bicompleta, R uma categoria de Reedy generalizada e
X eI 'R

Para cada R € R com gr(R) = g defina R*(R) como a subcategoria plena de R,z contendo
todos os morfismos 7 € [ [y, R+(Q, R) exceto os isomorfismos. Temos que Ry age sobre R*(R)
por composic¢io. O objeto de fecho de X~ em R é o objeto LX® € 7~ dado por LX® := fe%lj(ngDom r,
Note que LX® admite uma agdo de Ri.

Para cada R € R com gr(R) = g defina R (R) como a subcategoria plena de RR contendo
todos os morfismos 7 € [[ger R_(R,S) exceto os isomorfismos. Temos que Rg age sobre R (R)
por precomposi¢io. O objeto correspondente de X~ em R é o objeto MX® € T~ dado por MX® :=

I%I?R)XCOdOm ". Note que MX® admite uma a¢do de Rp.
refx”

Por construgdo para todo X~ € 7F 'R ¢ R € R com gr(R) = q existe um morfismo natural
kR € 7R(LXR, MX®). Uma extensdo de X~ em FR é uma escolha para cada R € R com gr(R) = g
de uma fatoracdo (If, m®) € TRR(LXR, X®) x TR(XR, MX®) N Fat(k®). Portanto podemos descrever
indutivamente diagramas indexados por categorias de Reedy generalizadas via uma indugdo no

grau dos objetos.

Da mesma forma podemos indutivamente definir morfismos entre diagramas. Suponha que te-
mos X~, Y~ € 7% Um morfismo f~ € 77 OR(X‘, Y™) € simplesmente uma escolha de um morfismo
& e 7Re(XR, YR) para cada R € R com gr(R) = 0. Suponha que temos f~ € 75 ' R(X~,Y").
Uma extensdo f~ € 77R(X~,Y") de f~ é uma escolha f¥ € 7R(X®, Y®) para cada R € R com
gr(R) = q tal que o seguinte diagrama em 7 %% comuta:
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Suponha agora que temos a parte sélida do seguinte diagrama de objetos de 7%:

A- f~ E-

X — B
8

e suponha que existe um H~ € 7F TIRX,ET) que faz a restri¢io do diagrama em F4~'R comutar.
Temos entdo que podemos estender H~ em F?R se e somente se para cada R € R com gr(R) = g

existe HR € 7Rx(XR, ER) que faz o seguinte diagrama comutar:

(FRARLHR)

AR Ui, r LXR ER
(t’*,lﬁ)j HR j(m’znp’*)
R R R
X (MHle;},gR) ME XMBR B

Isso motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 1.6.4. Sejam 7 uma categoria modelo cofibrantemente gerada, R uma categoria de
Reedy generalizadae f~ € 7R(X~,Y").

A transformacdo natural f~ € uma equivaléncia fraca de Reedy se para todo R € R temos

R e WR(XR YR). Denotamos a classe de equivaléncias fracas de Reedy por WX,

A transformagio natural f~ é uma cofibracdo de Reedy se para todo R € R temos (f*,I}) €
CRe(X® L, xr LYK, Y®). Denotamos a classe de cofibracdes de Reedy por CX.

A transformacdo natural f~ é uma fibragdo de Reedy se para todo R € R temos (m%, f*) €
FRe(XR, MXR x,yx Y®). Denotamos a classe de fibragdes de Reedy por FX.

Proposicao 1.6.5. Sejam T uma categoria modelo cofibrantemente gerada, R uma categoria de
Reedy e f~ € TR(X™,Y"). Entdo f~ € CRn WR se e somente se para todo R € R temos (f, ®)e
CR N WRXE Upxe LYR, YR), e f~ € FR 0 WX se e somente se para todo R € R temos (m%, f®) €
FROXR, MXR xyyr YE).

Demonstracio: Provamos a primeira afirmagio. A segunda é dual. Suponha que f~ € C® n
WX, Pela proposicdo 1.1.11.iv) e a propriedade dois-de-trés basta provar que para todo R € R

temos que Lff e C N W.
Lf®

LXR LYR
lR

R "R

15 L
xR 5t xR L xx LYR

P (R

YR
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Se gr(R) = 0 entdo LX® = = LY® e portanto trivialmente temos que Lf® € C N W e portanto

que (f%,I®) = f® e C®* n W Provamos agora que supondo que gr(R) = ¢ € que para todo
0 € R com gr(Q) < ¢ temos que (f2,1%) € C*e n WRe entdo Lf* € CNW. Sejap € F(E,B) e
() rer+ Ry (Vi)rer+ ) € T~ (LR, p). Podemos construir um levantamento (H,),er+&) € T (LYX, E)
indutivamente no grau do dominio de r € R*(R). Se gr(Dom(r)) = 0 entdo como vimos fPom") ¢
C N W e portanto H, esta bem definido. Para r € R*(R) com 0 < gr(Dom(r)) < ¢ entdo temos
((tr> (Vs)ser+@om(r))» Vi) € T~ ((fPom), lEOm(’)), p) e como por hipétese (fPom), l?om(r)) e C*en
W?Re ¢ C N W existe um levantamento H, € T (YDom(r» E). Temos portanto que L ReCnw.

Suponha que para todo R € R temos (f, ) € C® N WRr(X® LU xx LYR, Y). Pelo argumento
acima temos que LR € C N W para todo R € R e portanto fX € W m

Teorema 1.6.6. Seja 7 uma categoria modelo cofibrantemente gerada e R uma categoria de
Reedy generalizada. Existe uma estrutura modelo em TX em que as equivaléncias fracas sdo as
equivaléncias fracas de Reedy WX, as cofibracdes sdo as cofibragées de Reedy CX e as fibracoes

sdo as fibragées de Reedy FR.

Demonstracio: O funtor av : 7R — [[gex 7 dado em cada coordenada R € R pela avaliagdo

do funtor no objeto R cria limites e colimites, portanto 7 % é bicompleta.

Que (7%, WR) é uma categoria com equivaléncias fracas segue da estrutura de categoria com

equivaléncias fracas de 7.

Que CRN WR = 2FR e FR n WR = C®? segue da proposi¢io 1.6.5 e dos comentarios que
motivaram a definicao 1.6.4. Também podemos indutivamente definir os funtores e transformacgdes

naturais dos sistemas de fatoracdes fracos. Seja f~ € 7R(X~,Y"). Para R € R com gr(R) =

0 definimos (Fatc‘R’F’Rﬁw’R(fR),ng, Ifﬁmwﬂ) = (FatC’RR’FRRmW’RR (f), flnes ?RRQWRR). Suponha agora
que a fatoracio estd bem definida em F9'R. Temos que para todo R € R com gr(R) = q o

morfismo

FR . _ R R R R71 R
f T ((f ’ MfCRmX) ’ (lYLfFRmWR’ kl]fatcﬂ,F’Ran(fR))) ©

TRR (XR Ly xr LFatC(R’F“meﬂ(fR), YR XMmyR MFatcﬂ,F’me’R(fR))
estd bem definido, e portanto podemos definir
(Fatcﬂ’F'RmWrR(fR), fCI?R’fFRRnWR) = (FatC(RR,F'RRﬂW'RR(fR)’ ngRiXR’pYRfFRRROWRR) .

O outro sistema de fatoracdo fraco € definido analogamente. A proposi¢cdo 1.6.5 garante que essas

construgdes satisfazem as condi¢des da definicao 1.1.4.m
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1.7 Categorias modelo proprias

As equivaléncias fracas em algumas categorias modelo sdao fechadas por pushouts ao longo de
cofibragcdes e/ou pullbacks ao longo de fibracdes. Essas propriedades permitem um maior controle
das equivaléncias fracas. Em particular essa propriedade € necessaria no teorema de localiza¢ao

de Bousfield da préxima sessao.

Definicao 1.7.1. Seja 7 uma categoria modelo.

1) 7 € propria a esquerda se as equivaléncias fracas forem fechadas por pushouts ao longo de

cofibragao;

1) T € prdpria a direita se as equivaléncias fracas forem fechadas por pullbacks ao longo de

fibracao;

111) 7 € prdpria se for propria a esquerda e a direita.

Em toda categoria modelo equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes (fibrantes) sdo preser-
vados por pushouts ao longo de cofibracdes (pullbacks ao longo de fibracdes). Para mostrar isso

precisamos do seguinte lema.

Lema 1.7.2. Seja T uma categoria modelo e f € T (X, Y).

i) SeX,Y € Ty entdo f € W se e somente se para todo Z € T gy, afungdo f* € Set(HoT (Y,Z),
HoT (X, Z)) é um isomorfismo.

ii) SeX,Y € T, entdo f € W se e somente se paratodo A € T ¢y afungdo f. € Set(HoT (A, X),
HoT (A,Y)) é um isomorfismo.

Demonstracao: Provamos a primeira afirmacdo, ja que a segunda € dual. Que se f € We

Z € Trp entdo f* € um isomorfismo segue do lema 1.2.8, da proposi¢do 1.2.6 e do lema 1.3.6.

Suponha agora que para todo Z € T, temos que f* é um isomorfismo. Pelo lema 1.2.8 te-
mos que Fibf™ também €é um isomorfismo. Logo pela propriedade dois-de-trés e pelo teorema
de Whitehead 1.2.12 basta mostrar que Fibf é uma equivaléncia homotoépica. Pelo isomorfismo
Fibf* € Set(HoT (FibY, FibX), HoT (FibX, FibX)) temos que existe um g € 7 (FibY, FibX) tal
que gFibf =~ Igpy. Pelo teorema 1.2.11 e por Fibf* € Set(HoT (FibY, FibY), HoT (FibX, FibY))
ser um isomorfismo temos que g* € Set(HoT (FibX, FibY), HoT (FibY,FibY)) ¢ um isomor-
fismo, e portanto existe um i € 7 (FibX, FibY) tal que hg ~ 1gpy, € portanto Fibfg ~ hgFibfg ~
hg ~ 1y. Logo Fibf é uma equivaléncia homotdpica.m

Proposicao 1.7.3. Seja T uma categoria modelo.

1. Sejam A,B € Tco [ € W(A,B) e € C(A,X). Entdo " f € W;
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2. Sejam A,B € Tpp, f € W(A,B)e p € F(E,B). Entdo p.f € W.

Demonstracao: Provamos a primeira parte, ja que a segunda é dual. Temos o quadrado de

pushout
A—L o X

b

B(T'XUAB

onde f*t € C pela proposicdo 1.1.11.iv), e portanto X, X Lly B € T o pela proposi¢ao 1.1.11.ii).
Logo pelo lema 1.7.2 basta provarmos que para todo Z € T, temos que ¢* f* € Set(HoT (X U
B,Z), HoT (X, Z)) é um isomorfismo.

Seja k € T(X,Z). Pelo lema 1.7.2 aplicado em f temos que existe [ € 7 (B, Z) tal que If =~ k¢,
ou seja existe uma homotopia H € 7 (A,Cam(Z)) de ke em [f. Como ¢ € C e Z € T pelo lema
1.2.2 temos um levantamento H € 7 (X, Cam(Z)) de (H, k) € 7 (1, po)

—. cam(Z)

A

7
L[\ ]51 iPO
X P VA

tal que [f = p At e poH = k. Temos entio (p,H,[) € T (X U4 B, Z) tal que (p,H, )" f ~ k. Logo

(" f* € sobrejetora.

Suponha agora que temos (k, 1), (K',I") € T(X Ux B, Z) tais que (k, )" f =~ (K',I')"f, ou seja
temos H € 7 (X,Cam(Z)) tal que poH = ke p/H =k'.

A— X . Cam(2)

f[N jt*f i(ﬂo,m)

B— XU B——Z7ZXZ
Iz AT (K1)

Temos que (po, p1) € 7 (Cam(Z), Z X Z) € um objeto fibrante de 7.z, e portanto pelo lema 1.7.2
existe H € 7(B,Cam(Z)) tal que Hf ~ Hiem T 1zxz, ou seja existe K € T zxz(A, Cam(Cam(Z)))
tal que poK = Hf e pyK = Hi. Como ¢ € C e Cam(Z) € Ty, pelo lema 1.2.2 temos um levanta-
mento K € 7(X, Cam(Cam(Z))) de (K, H) € T (¢, po)

A—X Cam(Cam(2))
T

t I? Po

X- — Cam(Z)

tal que temos Hf = p K, e também que (p,K, H) € 7(X U, B, Cam(Z)) é tal que po(p K, H) =
(k,D) e py(p1 K, H) = (K', "), portanto temos que (k, ) ~ (k’,'). Logo ¢* f* é injetora.m
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Corolario 1.7.4. Seja T uma categoria modelo. Se todos os objetos de T forem cofibrantes entdo

T é propria a esquerda. Se todos os objetos de T forem fibrantes entdo T é propria a direita.

Demonstracao: Isso é uma consequéncia direta da proposicao 1.7.3.m

Proposicao 1.7.5. Seja T uma categoria modelo cofibrantemente gerada propria a direita e (S A
A) : T = Auma adjungdo que satisfaz as condigoes do teorema 1.4.7. Entdo a estrutura modelo

transferida em A é propria a direita.

Demonstracao: Segue que adjuntos a direita preservam limites e que por defini¢do A preserva

fibracdes e equivaléncias fracas.m

Proposi¢io 1.7.6. Se 7 é uma categoria prépria & esquerda (direita) e Z € T, entdo T4 é uma

categoria modelo propria a esquerda (direita).

Demonstracio: Isso segue do fato que o funtor esquecimento U : 7%/ — 7 preserva pushouts
e pullbacks.m

1.8 Localizacao de Bousfield

Definicao 1.8.1. Seja 7 uma categoria modelo com estrutura modelo (W, C, F)). Uma localizagdo
de Bousfield a esquerda T de 7 € uma nova estrutura modelo (W,,Cy,Fy)em 7 ,1e. T, =T

como categorias, tal que C = C e W C W,.
Uma localizacdo de Bousfield a direita T de 7 € uma nova estrutura modelo (W, Cg, Fr) em

T ,1.e. Tg =7 como categorias, tal que F = Fre W C Wk.

Nessa sessdo exploramos explicitamente localizagdes de Bousfield a esquerda, mas todos
os resultados e definicdes admitem dualizagdes para localizacdoes de Bousfield a direita. Uma
localizagdo de Bousfield a esquerda pode ser pensada como uma versao homotdpica de uma sub-
categoria reflexiva, i.e. uma subcategoria plena cuja inclusdo admite um adjunto a esquerda, a

reflexdo dessa subcategoria.

Proposicao 1.8.2. Dada uma localizacdo de Bousfield a esquerda T de uma categoria modelo T

entdo
l) F, CF;

i) FLNW, = FNW;

iii) O funtor identidade forma uma adjungdo de Quillen (Id 4 1d) : T = T,
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iv) O funtor derivado a direita

RId : HoT; — HoT
XX

[f1e = [f]

é a inclusdo de uma subcategoria reflexiva com reflexdo dada por 1L1d

Demonstracao: Pelas hipdteses temos F;, = (C,NW)2 c (CNW)? = Fe FpnNnW, =
C? = C? = Fn W. Além disso claramente temos uma adjuncdo (Id 4 Id) e por constru¢do
Id : T — T preserva cofibracOes e cofibragdes triviais, logo essa € uma adjuncdo de Quillen. A
ultima afirmagao segue do item anterior e do fato que como C = C; e F; C F um objeto bifibrante
em 7 € bifibrante em 7, e de que como C = Cp e Fy N W, = F N W temos que a relacdo de

homotopia a esquerda em 7 e em 7, coincidem.m

Dada uma categoria 9 e uma subcategoria reflexiva C temos que a reflexdo Q : D — C da
inclusdo, a unidade n : Idyp, = Q e a counidade € : Q = Id; satisfazem as equacdes 1o =
ectic para C € Ce lgp = Qepnop = npep para D € D. Portanto temos que a unidade € um
1somorfismo nos objetos de C e 1o € um isomorfismo em todos os objetos de D. Por isso dizemos

que o funtor Q é idempotente.

Em [BF78, teo. A.7] Bousfield e Friedlander provam que em uma categoria modelo propria
a direita um endofuntor que se comporta como uma reflexdo em um sentido homotdpico, que
eles chamam de monada idempotente de Quillen, define uma localizacao de Bousfield a esquerda.
Aqui, assim como na defini¢do de uma quasi-adjun¢do de Quillen fraca, modificamos a defini¢ao
original para levar em conta a necessidade da constru¢c@o bar no teorema do reconhecimento e
provamos que a demonstracao dos teoremas relevantes seguem por argumentos analogos aos ori-

ginais. Recuperamos a defini¢do original se assumirmos que — e i’ sdo identidades.

Definicao 1.8.3. Seja 7 uma categoria modelo prépria a direita. Uma quasi-monada idempotente
de Quillen é um par de endofuntores Q : 7 — 7 e — : 7 — T equipados com um par de
transformacoes naturais 7’ : — = Idr e : — = Q tais que:

1) Paratodo X € 7 temos que i, € W;

ii) Paratodo f € W temos que Qf € W;

iii) Para todo X € 7 temos que Onx,nox € W;

iv) Para todos E,B,X € 7, p € F(E,B) e f € T(X,B) tais que ng,ng, Qf € W temos que
O(pr) € W(Q(X X3 E), QF).

v) Paratodos X,K € T et € C(X, K) temos que ix € W(K, X Ux K).
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Definicao 1.8.4. Para Q : 7 — 7 uma quasi-monada idempotente de Quillen defina as classes

de morfismos W, := Q7 '(W) as Q-equivaléncias fracas, Cy := C as Q-cofibracdes e Fp :=
(Co N Wy)? as O-fibragoes.

Lema 1.8.5. Para Q : T — T uma quasi-monada idempotente de Quillen Wy N Fo = WN F.

Demonstracao: Seja f € 7 (X, Y). Suponha f € FNW. Como Q preserva equivaléncias fracas
J € Wo. Como Cyp = C temos que f € Cj € (Co N Wp)?, logo f € Fo.

Suponha agora f € Fy N Wy. Considere a fatoracio (fc, fraw) € Fat(f). Como Q preserva
equivaléncias fracas e W, satisfaz a propriedade dois-de-trés temos que fc € Wy, e portanto fc €
CoNWy.Logo fc@f e pelo argumento da retragdo 1.1.8 temos f € Ret(frqw), logo por 1.1.11.ii7)
temosque f € FNW.m

Lema 1.8.6. Seja Q : T — T uma quasi-monada idempotente de Quillen e f € F(X,Y). Se
nx,Ny € Wentdo f € Fy.

Demonstra¢ao: Suponha que temos um ¢ € Cyp N Wy(K, L) e um quadrado comutativo (k,[) €
T (1, f). Considere a seguinte fatoracao de Q(k, [):

OK LY Fatcoyr(0k) 25> 0X

QLjN NlFanW,F(kaQl) LQf
oL Do Fatcaw r(Q1) e )4

Por Q preservar equivaléncias fracas e pela propriedade dois-de-trés Fatcnw z(Qk, Ql) € uma equi-

valéncia fraca. Tomando o pullback do quadrado da direita por (77x, 77y) obtemos o diagrama

(Qkcrwnk k) Px
-

I
<l

Fatcawr(Qk) Xox X

I -
(Fatcomr(Ok.01)./)

I <=
~l -

———— Fatcawr(Q) Xor Y —

(Qlenwne,D)

aonde (Fatcnw,r(Qk, QI), ?) € uma equivaléncia fraca pela propriedade dois-de-trés, ny,ny € W, T

ser propria a direita e a existéncia do seguinte quadrado comutativo:

— PFatcw p(Qk)

Fatcaw,r(Qk) Xox X — Fatcnw,r(Qk)

(Fatmw,p(Qk,Ql),f)l ~lFatCmW,F(Qk,Q1)

Fatcawr(QD) Xy Y Fatcawr(QI)

_—
PFatcaw, p(QD
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Tomando o pushout homotépico' do quadrado da esquerda por (17, 7, ) obtemos

K’ = K U2 (Fatcowr(Qk) Xox X)
L':=L U%I (Fatcowr(QD) Xy Y)
U := (t, (Fatcnwr(Qk, OD), ) : K’ — L’

tal que ¢’ € uma equivaléncia fraca por ser um pushout homotdpico de equivaléncias fracas. Temos

entdo o seguinte diagrama:

ix (kymex)

K K -~ X

lenwik - Anympy )y
K 2 FatCmWF(L’) Y
7
o ~iL’F
P ,

L , : Y

ir (Lnympy)

aonde (. € W pela propriedade dois-de-trés. Temos entdao que H'H € 7 (L, X) € um levantamento
de (k,1) € T (¢, f). Provamos assim que f € Fy.®

Teorema 1.8.7. Sejam T uma categoria modelo propria a direita e Q : T — T uma quasi-
monada idempotente de Quillen. Entdo (T, Wy, Co, Fo) é uma localizagdo de Bousfield a es-
querda de T" em W),.

Demonstracao: Como Q € um funtor ele preserva composi¢des e isomorfismos, logo Wy
contém todos os isomorfismos e satisfaz a propriedade dois-de-trés, logo (7~, Wy) € uma categoria
com equivaléncias fracas. Pelo lema 1.8.5 temos que (Cyp, Fp N Wy) = (C, F N W), e portanto de-
finindo Fatc, r,nw, := Fatcrnw obtemos um sistema de fatorag@o fraco. Precisamos provar entdo
que existe um funtor Fatc,nw,.r, tal que (Co N Wy, Fo; Fatc,nw,.r,) € um sistema de fatoragao

fraco.

Primeiro note que por defini¢do Fp = (Co N Wp)?, e que ?Fy = 2((Co N Wp)?) D Wy N Co.
Logo se definirmos a fatoracao Fatc,nw,.r, entdo pelo argumento da retracdo 1.1.8, o fato que
Cy = C e W sdo fechados por retragdo pela proposi¢ao 1.1.11.iii) e Q preservar retragdes por ser

um funtor obtemos ?Fy C Wy N Cyp.

Defina Q'X := Fatc pnw(nx). Pela hipotese 1.8.3.v) de quasi-monadas idempotentes temos que

igx € W(Q'X,X Uy O'X) . Logo por — e Q preservarem equivaléncias fracas e pela propriedade

10 colimite homotépico de um diagrama de Reedy, como por exemplo o diagrama de pushouts, pode ser compu-
tado tomando uma resolucdo cofibrante na estrutura modelo de Reedy e entdo tomando o colimite usual. O colimite
homotdpico, ao contrério do colimite usual, preserva equivaléncias fracas. Para detalhes da teoria de (Co)limites ho-
motdpicos veja [Hi09, GJ09].
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dois-de-trés o diagrama abaixo nos da que 77y, ¢'x € uma equivaléncia fraca para todo X € 7.

& NXFAW ﬁ QNX W

nox ] ~ Mo’ x l ~ ~ l ’lxufg’x

00X <2 oorx —22 L (X Ly 0'X)

Considerando agora um morfismo f € 7 (X, Y) qualquer podemos aplicar a fatoragdo Fatcqw r

em (f, Q' f) e o span natural de Q para obter o seguinte diagrama:

(.9 Nen (5.0')) ,
X Uy Q' X———""— Fatcryr(f, Q' f) ————=Y Uy Q'Y

~Tn)(uxg/x NT”Fatan FUQ'f) ~ TI/YuYQ/Y
> v o f.0'f) e
X Uy 0X 222 Bt (f. O ) — 22~ Y 07 QY

~ l ﬂXuYQ’X ~ l MFatcaw p(f.Q" 1) ~ L ”YUVQ’Y

?((f .0’ Nenw) (/.9 Nr)
EETEE—— _—

0X Uy O'X QFatcwr(f, Q') QY Uy Q'Y)

Pela observagao anterior temos MxuoxsMy-oy € W,e pela propriedade dois-de-trés Ngaicq - (1.0 f) €
W, logo pelo lema 1.8.6 temos (f, Q'f)r € Fp. Como C = Cyoe W C Wy temos (f, Q' f)cow €

Pela hipétese 1.8.3.iii) de quasi-monadas idempotentes e pela propriedade dois-de-trés Qnxc €
W. Portanto pela propriedade dois-de-trés Qix € W, e portanto iy € Wy para todo X € 7.

ox —2  ox
Qflxcj~ NLQiX
QQX—>Q(XUXQX)

Portanto tomando o pullback de (f, Q’ f)r por iy temos pela hipotese 1.8.3.iv) de quasi-monadas
idempotentes que (f, Q' f)r.iy € Wy, que pela propriedade dois-de-trés implica que ((f, Q' f)cawix,
f) € Wy e portanto no diagrama abaixo ((f, Q' f)crwix, f)c € Co N Wy. Como F € definido por
uma propriedade de levantamento a direita a proposi¢do 1.1.11iv) nos da que iy.(f, Q' f)r € Fp,
portanto como F' N W = Fy N Wy pelo lema 1.8.5 temos que iy.(f, Q' f)r((f, Q' fcawix, frow €
Fyp.

((f.Q Hcawix.f) , . O’ Neawix.f) iy«(f,Q'f)
X e Fatc paw (((f, Q" enwix, fS w‘mWY*FatCmWF(f o f)y .
ix (f}Q/]l")F*iy iy
XUy O'X (1.0 Peaw Fatcowr(f, Q'f) Gor Y Uy QY

Logo os morfismos horizontais de cima do diagrama nos da uma fatoragéo funtorial Fatc,nw,.r,.RB
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Lembrando da ultima demonstragdo que Q'X := Fatcprw(nx) € (f, Q' f) € T(X Uy O'X, Y Uy

Q’Y) denotamos Q"X := X LIy O'X e temos a seguinte caracteriza¢do das Q-fibragdes. Usamos

resultados de pullbacks homotdépicos de [GJ09, S. I1.9], que sao dados no contexto de conjuntos
simpliciais mas valem para qualquer categoria prépria a direita.

Proposicao 1.8.8. Sejam T uma categoria modelo propria a direita, Q : T — T uma quasi-
monada idempotente de Quillen e f € T(X,Y). Entdo f € Fy se e somente se as seguintes

condigoes forem satisfeitas:

i) feF;

ii) O quadrado comutativo (ix,iy) € T (f,(f,Q'f)) é um pullback homotépico. Por T ser
propria a direita essa condi¢cdo é equivalente a que para todo ((f,Q fw,(f, O f)r)
e W(Q"X,Z)XF(Z,Q"Y)NFat((f, Q' f)) temos que f" € W(X, Y XpyZ), sendo " a aplicagdo
induzida pela propriedade universal do pullback.

Demonstracao: Suponha que f satisfaz as condig¢des i) e ii). Temos a fatoracao ((f, Q' f)caw.
(f, Q' f)r) € Fat((f, Q' f)), e pela demonstra¢dao do teorema anterior temos que (f, Q'f)r € Fy.
Pela proposi¢do 1.1.11.iv) temos que py € Fo(Y XyL.0'y Fatcawr((f, Q' 1)), Y).

X — i XUy O'X
o f.. ~[<f,Q'f>cmW
| Y xa0n Fatonme((F. @ F) = Fater (£, 0/ )
/py/ i(f’Q,f)F

Y

Y Uy oY

Temos a fatoracdo (f/, pyf7.y) € Fat(f) e pela hipétese que f* € W e a propriedade dois-
de-trés temos que f/. € C N W, e portanto pela hipotese que f € F temos que f/. @ f. Logo pelo
argumento da retragdo 1.1.8 temos que f € Ret(pyfr,,) € como F N W = Fy N Wy o teorema
1.1.11.iii) nos da que f € Fy.

Suponha agora que f € Fp. Como Fy C F acondigdo i) € satisfeita. Seja ((f, Q' fw, (f, Q" f)F))
como na condi¢io ii). Temos um span natural de equivaléncias fracas Q"X « Q'X — QX
pela definicdo de Q' e pela condi¢do 1.8.3.v), e portanto pela propriedade dois-de-trés temos que

Q"W, c W. Considere o seguinte diagrama comutativo:

Q"ix

Xx—2 . oxLX00x
f’t Nj(f,Q'f)W NLQ"(f,Q'f)W
Y xgy ZHe 7 — 2 07
PYL l(fanf)F LQ"(f,Q'f)F

Y . Q//Y : Q// Q// Y
0"y

ly
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Pela demonstra¢io do teorema anterior temos que ix, iy € Wy e (f, Q' f)r € Fg. Pela propriedade

dois-de-trés temos que iy € W, e pela naturalidade de n também temos pela propriedade dois-
de-trés que 7z € W. Logo pela hipétese 1.8.3.iv) que p; € W,. Também temos pela proposi¢ao
1.1.11.iv) que py € Fy. Assim a propriedade dois-de-trés de W, implica que f* € Wy. Como
todo quadrado comutativo com morfismos paralelos que sdao equivaléncias homotdpicas sao pull-
backs homotdpicos e pullbacks em que um dos morfismos € uma fibracdo também sao pullbacks
homotdpicos os dois quadrados de baixo no diagrama sao pullbacks homotdpicos, e portanto o
retangulo inferior € um pullback homotdpico. Esse retangulo inferior € igual ao retangulo
Y Xgy Z WX—Q”LZQ"(Y Xgry Z) Q”Np—z> Q'Z
Py l l Q" py l Q" (f.Q' Nr

Y . Q//Y : Q//Q//Y
ly Q ly

e como o quadrado da direita tem duas equivaléncias fracas paralelas ele € um pullback homotépico

e portanto o quadrado da esquerda também € um pullback homotépico.

Temos a fatoragdo (f/, f7.y) € Fat(f’). Como f* € Woe FNW = Fyn W, temos pela
propriedade dois-de-trés que f/. € Co N Wy. Logo f/. @ f e pelo argumento da retracdo 1.1.8 temos

que f € Ret(py frw)-

Temos entdo que o quadrado comutativo da condicao ii) € uma retracdo de

Fate roaw (ix-ivx 1y 2)

Fatc,pmw(f,) - FatC,FmW(f,, Q,f,)

f;mWLN Nl(f,5Ql.f,)FnW
iYXQ”YZ »
YXQNYZ (004 Xory Z)
PYL LQ”[’Y
Y , 0"Y

ly

sendo que o quadrado de cima € um pullback homotdpico por conter um par paralelo de equi-
valéncias fracas, e portanto o retangulo comutativo inteiro € um pullback homot6pico. Assim como

retragdes preservam pullbacks homotdpicos temos que a condicdo ii) € satisfeita.m

Proposicao 1.8.9. Seja 7 uma categoria prépria a esquerda e T uma localizacdo de Bousfield a

esquerda de T . Entdo T, é propria a esquerda.

Demonstracao: Seja f € W;. Temos (f¢, fraw) € Fat(f). Como W c W, temos que frnw €
W, e portanto pela propriedade dois-de-trés f- € C,NW;. Logo que W, € preservado por pushouts

por cofibragdes segue da proposicao 1.1.11.iv) e de 7 ser propria a esquerda.m
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1.9 Quasi-adjuncoes idempotentes de Quillen

Dada uma quasi-adjun¢do de Quillen fraca (S 4p3 A) : 7 = A temos associado um endofun-

tor AFibS Cof que preserva equivaléncias fracas equipado com um span natural

Id; <= BCof == AFibS Cof

e um endofuntor S Cof AFib que preserva equivaléncias fracas equipado com um cospan
S Cof AFib == BFib <~ .

Definicao 1.9.1. Seja (S H4p3 A) : 7 = A uma quasi-adjuncdo de Quillen fraca com 7~ prépria
a direita e A propria a esquerda. Se os endofuntores e as transformagdes naturais associadas for-
marem uma quasi-monada idempotente de Quillen e uma quasi-comonada idempotente de Quillen

entdo dizemos que (S Hp 3 A) € uma quasi-adjungdo idempotente de Quillen.

O teorema a seguir € uma versdao homotodpica do fato que se numa adjungdo (S 4 A) temos
que AS € uma reflexdo e S A uma coreflexdo entdo a adjunc¢io induz uma equivaléncia entre uma
sub-categoria reflexiva e uma sub-categoria coreflexiva. O teorema de reconhecimento de espacos

de lagos relativos infinitos 5.4.7 € um caso particular do seguinte teorema.

Teorema 1.9.2. Seja (S Hgp A) : T = A com T propria a direita e A propria a esquerda
uma quasi-adjung¢do idempotente de Quillen fraca. Entdo a adjungdo (LS 4 RA) pode ser fato-
rada em uma equivaléncia entre a subcategoria reflexiva HoT prips cof € a subcategoria coreflexiva

HoAs coriv-

Lid LS
HoT L HoT aribs cor <_ —= HoAs copnrip —~_ 7'[03{
Rid

Demonstracao: Pelas defini¢des (Afibgn)x € uma AFibS Cof-equivaléncia fraca e (€S cofy )y €

uma S CofAFib-equivaléncia fraca. Logo o teorema 1.3.10 nos d4 a equivaléncia de categorias.m



Capitulo 2

Categorias monoidais fechadas

Apresentamos nesse capitulo a teoria de categorias modelo monoidais simétricas [HoM98],
que € a estrutura subjacente de uma categoria que nos permite definir operads e 2-operads e em
certas condicoes estruturas modelo nas categorias desses objetos. A propriedade bésica dos ope-
rads e 2-operads definidos no capitulo 4 é que eles definem monadas na categoria pontuada da
categoria ambiente. Apresentamos as definicdes de monadas, suas dlgebras e funtores de monadas

e descrevemos a construcao bar bilateral.

Na primeira sessao apresentamos a defini¢cdo de uma categoria monoidal e o que significa essa
estrutura ser simétrica e fechada. A estrutura monoidal é um produto tensorial dada por um bifun-
tor que € associativo e unitario a menos de isomorfismos naturais. A estrutura modelo € simétrica
se também for comutativa a menos de um isomorfismo natural idempotente. Uma estrutura monoi-
dal € cartesiana se for dada pelo produto categorial, que € sempre simétrico e tem o objeto terminal
como unidade. Finalmente uma categoria monoidal é fechada se para cada objeto o produto ten-
sorial com esse objeto admitir um adjunto a direita, um funtor de objetos de morfismos interno a
categoria. Essa estrutura extra garante que o produto tensorial com um objeto preserva colimites.
A categoria de objetos pontuados de uma categoria monoidal fechada também herda uma estrutura
monoidal fechada. Essa estrutura em Top, nos permite definir espacos de lagos e garante que essa
construcdo € um adjunto a direita. Também apresentamos a estrutura monoidal fechada induzida

na categoria de morfismos.

Na segunda sessdao definimos categorias modelo monoidais, que € uma categoria bicompleta
com uma estrutura modelo e uma estrutura monoidal fechada compativeis. Apresentamos algu-
mas propriedades de categorias modelo monoidais. O exemplo principal de categoria monoidal
fechada nessa tese é a categoria Top de espacos compactamente gerados e fracamente Hausdorff
do capitulo 3. Também apresentamos a definicdo de objetos intervalos de Hopf, cuja existéncia
€ uma das condi¢des do teorema de existéncia de estruturas modelo na categoria de operads em
[BMO03, BMO7].

Na terceira sessdo damos a defini¢cdo de monadas (também conhecidas como triplas), que sao

endofuntores em uma categoria equipados com estruturas de monoide que nos permitem inter-

47
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pretar as suas imagens como objetos livres de uma teoria algébrica [BW85]. Uma monada define
algebras, que sdo os objetos de sua teoria algébrica. Também damos a defini¢cao de funtores de
monadas. Descrevemos como adjungdes nos ddo exemplos de monadas e funtores de monadas
e damos algumas propriedades basicas. O conceito de monadas € central na demonstragdao do
principio do reconhecimento em [Ma72]. Também apresentamos a constru¢ao bar bilateral intro-
duzida em [Ma72] que nos dd um objeto simplicial natural a partir de uma monada, uma 4lgebra e
um funtor da monada. Usaremos essa constru¢@o para definir os espacos e aplicacdes necessarios

para provar o teorema de reconhecimento.

2.1 Estrutura monoidal

Uma estrutura monoidal em uma categoria nos permite definir a no¢ao de um monoide interno

da categoria, que é uma generalizacao da no¢cdo de um monoide da teoria de algebra abstrata.

Definicao 2.1.1. Uma categoria monoidal é uma categoria 7 equipada com um bifuntor ® : 7~ X
T — T, 0 produto tensorial de T, um objeto 1 € 7, a unidade de 7, e uma tripla de isomorfismos
naturais ayyz : (X®Y)®Z = X® (Y ® Z), o associador de T, 1x : 1 ® X = X, o unidador a
esquerdade T ,e px : X®1 = X, o unidador a direita de T, satisfazendo a condi¢ao de coeréncia

que os diagramas abaixo comutam:

W X)® (Y ®Z) s
V \ Xo1)eY Y Xe(1eY)
(WeX)®Y)®Z We Xl e2Z) p& A
T X®Y
(YW)xﬂy®lz 1W®C¥X¢Y,Z
WeXeY)R®Z We(X®Y)®Z)

awxeY,Z

Uma categoria monoidal é cartesiana se o produto tensorial € dado pelo produto categorial X.

Nesse caso a unidade 1 deve ser um objeto terminal .

Definicao 2.1.2. Sejam 7 e A categorias monoidais. Um funtor monoidal é um funtor F : 7~ — A
equipado com um morfismo € € A(1L 4, F(14)) e uma transformagdo natural vyy : FX Q4 FY =

F(X ®7 Y) satisfazendo a condic@o de coeréncia que os seguintes diagramas comutam:

(FX @ FY) ®n FZ 22 £X 6.0 (FY ®1 FZ)
mme mwle
F(X®; Y)®n FZ FX®x F(Y ®; Z)
S Virer s

F(X®rY)®rZ) FX®r (Y ®r Z))

T
(ZX,Y,Z
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Ta®q FX Z2F 1, @0 FX  FX ®@q 14 2%%FX @4 Flf

/l?X l L Vig-.X p?X j lX,V]lT

FX F(ly &5 X) FX F(X ®r 17)

T T
Fa7, Fp7,

Definicao 2.1.3. Um monoide em uma categoria monoidal 7~ é um objeto M € 7 equipado com
um par de morfismos u € 7 (M ® M, M), a multiplicacdo, e n € T (1, M), a unidade, satisfazendo

a condicao que os diagramas abaixo comutam:

(Mo M)® M2 M e (Mo M)~ Mo M M2 e By
ﬂ@lMl lu \{:%
MeM M M

Um morfismo de monoides € um morfismo entre os objetos subjacentes que comutam com 0s

diagramas estruturais.

Um comonoide é dualmente definido invertendo os morfismos na defini¢do de um monoide,
i.e. ¢ um objeto C € 7 equipado com um par de morfismos A : C — C ® C, a comultiplicagdo,
e € : C — 1, a counidade, satisfazendo a condicdo que os diagramas duais aos da definicdo de

monoides comutam.

Definicao 2.1.4. Uma categoria monoidal € simétrica se for equipada também com um isomor-
fismo natural 7xy : X® ¥ = Y ® X tal que TygxTxey = lxsy satisfazendo a condi¢@o de coeréncia

que o diagrama abaixo comuta

TX,Y®Z

X(Y®Z)—(Y®2)®X

XeY)eZ Ye(ZeX)

YeX)Z——YQ(X®Z2)

ayxz

Uma categoria cartesiana é sempre simétrica.

Definicao 2.1.5. Um monoide M em uma categoria monoidal simétrica 7 é comutativo se satisfaz

a condicao que o diagrama abaixo comuta:

™M

MeM

N

Definicao 2.1.6. Sejam 7 e A categorias monoidais simétricas. Um funtor monoidal simétrico é

um funtor monoidal F' : 7 — A que satisfaz também a condicdo de coeréncia que o seguinte
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diagrama comuta:

TRy Fy
FX®a FY XL FY ®4 FX

VX,Yj jv}’.X

F(X@f]' Y)F7>F(Y®7“X)

XYy

Definicao 2.1.7. Uma categoria monoidal é fechada se for equipada também com um bifuntor
[—,-]: T X T — 7,0 Hom interno, tal que para todo objeto X € 7 temos uma adjuncao

(- ® X 4 [X, —]). Denotamos a unidade dessa adjuncdo por 77X e a counidade por €*.
Proposicao 2.1.8. Para todo objeto X de uma categoria monoidal fechada T o funtor — ® X
preserva colimites. Se T for simétrica entdo X ® — também preserva colimites.

Demonstracao: Segue do fato que adjuntos a esquerda preservam colimites e da simetria ser
dada por um isomorfismo natural.m

Se uma categoria monoidal fechada for bicompleta a sua categoria pontuada também herda

uma estrutura monoidal fechada.

Definicao 2.1.9. Seja 7 uma categoria monoidal fechada bicompleta. O produto smash em T, é o
bifuntor A : 7. X7, = 7., com X A Y definido como o pushout em 7:

(1x®+y,+x®1y)
- 3

XQ+xU*x®Y X®Y
* XANY

*XAY

e o Hom interno pontuado em T, é o bifuntor [—, -], : 7.F X 7., com [X, Y], definido como o
pullback em 7:
[X’ Y]*

| |

[X,Y] [*, Y]

[*x,1y]

. o A~ * .
aonde * — [, Y] é o morfismo adjunto da composicdo * ® x — % — Y. Definimos *xyl | F —

[X, Y]. como o adjunto da composi¢do * ® X — * 2y,

Proposicao 2.1.10. Seja 7 uma categoria monoidal (simétrica) fechada bicompleta. Entdo T
equipada com o produto smash A, a unidade 1 L * e o Hom interno pontuado [—,—]. é uma

categoria monoidal (simétrica) fechada.
A demonstracdo € uma verificacdo direta dos axiomas e pode ser encontrada em [EMO9, Teor.
4.20].

Também temos uma estrutura monoidal fechada induzida na categoria de morfismos de uma

categoria monoidal fechada.
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Definicao 2.1.11. Seja 7 uma categoria monoidal fechada bicompleta. O produto-pushout O em
7~ € o bifuntor
O:7 X7 =7~

F XoYVf X >V |(foly,1yef): (XeY) U(Y@X’) SYeVY|,
XX’

e o Hom interno-pullback [—, —]5 em 7 ~ € o bifuntor
[, =o: T " P°xXT " >T"~
(f X =Y, f: X>V)= (1 1x], My, D Y, X] = [X, X] X0y [V, Y]).

Proposicao 2.1.12. Seja 7 uma categoria monoidal (simétrica) fechada bicompleta. Entdo T~ é

uma categoria monoidal (simétrica) fechada.

Demonstracao: Provaremos primeiro que O induz uma estrutura monoidal. Sejam f : X —
,f : X ->Y,f": X" - Y’ e7 . Temos pela proposi¢ao 2.1.8 que (foOf")af” é dado pelo

morfismo do colimite do diagrama

X®X)®X" Ye®X)®X"
\ \
X®X)®Y” Y®X)eY”
|
X®Y)®X" (Y®Y)eX”
\
X®Y)®Y”

em (Y ® Y') ® Y” dada pela propriedade universal. Temos entdo que fO(f'Of") é dado de forma
andloga e o associador em 7 ~ € induzido pelo associador em 7. Podemos definir a unidade 1~ :=
0 — 1 e é facil verificar usando a proposicdo 2.1.8 que para qualquer f : X — Y € 7~ temos que
17"o0f =11 ®fe fol” = f® 1y. Temos entdo que os unidadores a esquerda e a direita em 7
sdo induzidos pelos unidadores em 7. Que as condi¢des de coeréncia sdo satisfeitas segue delas

serem satisfeitas em 7. A simetria de O também € induzida da simetria em 7.
Para f’ : X’ — Y’ a unidade da adjuncdo (-Of" 4 [f’, —]n) € dada por

Y/
Nx

X [Y,X®Y'] [Y,(X®Y) HX@X’(Y@)X/)] R
f ([f'al(xw/)Umx,(Y@X')]a[lw’fﬂf’])l

Y(r]X’_qY)/)[X,’ Y® X’] XX, Yoy’ [Y’, Y® Y’] — [X’, (X ® Y’) UX@X’(Y ® X’)] Xx',yey'] [Y’, Y® Y,]
y My
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e a counidade € dada por

€ e
(X, X] Xy [V, YD ® X Uy xjex [V, X1®Y —= [X, X]® X’ Uiy yjex [V, X]® Y =X .
(][X’,X]X[X/,Y][Y’,Y]®f/s[f,vf]l:\®1Y’) f
([X',X] Xx7,y] [Y',Y])@Y’ [Y,Y]|®Y Y

Y/
€y

Que as equagdes de counidade-unidade sdo satisfeitas podem ser verificadas diretamente dessas

defini¢des.m

2.2 Categorias modelo monoidais

Definimos agora o que significa uma estrutura monoidal fechada ser compativel com uma

estrutura modelo e estudamos diversas propriedades tteis que seguem dessa compatibilidade.

Definicao 2.2.1. Uma categoria modelo monoidal é uma categoria 7 equipada com ambas uma

estrutura monoidal fechada e uma estrutura modelo tais que

1. axioma pushout-produto: Para ¢,¢’ € C temos que (0Ot € C, e se ainda mais t € C N W ou
‘eCnWentaoo/ e CNW;

2. Axioma da unidade: 1 € 7 ¢cyf.

Se a estrutura monoidal 7 for simetrica (cartesiana) entdo 7~ € uma categoria modelo simetrica

(cartesiana).

Proposicao 2.2.2. Para todo objeto cofibrante X de uma categoria modelo monoidal — @ X pre-
serva cofibracdes e cofibragées triviais, e portanto a adjuncdo (— Q X 4 [X, —]) é uma adjuncdo
de Quillen.

Demonstracao: Seja ' € C(A’, X’). Pela proposi¢do 2.1.8 temos que ¢'O00x = ¢’ ® X, que pelo
axioma pushout-produto € uma cofibracdo. Analogamente se ' € CNW(A’, X") entdo '®X € CNW.

A segunda afirmacao segue da defini¢ao de adjun¢ao de Quillen.m

Proposicao 2.2.3. Seja T uma categoria modelo monoidal, . € C(A,X) e p € F(E,B). Entdo
[t,plo € F. Sev € CN W entdo [1,pls € F NW. Em particular se A € Tcype Z € Tpyp entdo
[A, Z] € T Fup-

Demonstracao: Seja ' € C N W(A’, X’). Entdo todo (k,I) € 7 (!, [¢, plg) induz um mor-
fismo ((ey(k ® X), ex((pia.pl) ® A)), e5(pixpl) ® X)) € 77 (/0, p). Como p € F temos pelo

axioma pushout-produto um levantamento H € 7 (X’ ® X, E), que por sua vez induz o levanta-
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mento [ X, H]nﬁ, € 7(X',[X, E]) de (k, 1), logo [¢, p] € F.

(ef (k®X), €4 ((p1a, £ 1 D®A))

A’ k [X, E] A’ ® X l—]A/®A X/ ® A ..... ) E
e
y [~ o, iu,p] ‘/D‘\P et ip
’ X’ ® X s B
' l B 15 ex (px.sD®X)

A segunda afirmacgao segue do argumento andlogo com ¢’ € C. A ultima afirmacdo segue do fato

que paratodo Y € 7 temos Y ® () = () pela proposicdo 2.1.8, e portanto pela adjun¢ado [, Z] = +.m

Proposicao 2.2.4. Seja T uma categoria modelo monoidal, X,Y € Tcye f € T(X,Y). Entdo
f € W se e somente se para todo Z € T, temos [ f,Z] € W.

Demonstracao: Suponha que f € C N W. Entao por 2.2.3 temos que [f,Z] € FNW c W.
Logo se f € W o lema de Ken Brown 1.3.6 nos da [f,Z] € W.

Suponha agora que para todo Z € T, temos [f, Z] € W. Como pelo axioma da unidade temos
que 1 € 7o € pela propriedade 2.2.3 temos que [V, Z] e [X, Z] sdo fibrantes entdo temos pelo lema
1.7.2.dique [f,Z]. : HoT (1,[Y,Z]) —» HoT (1, [X, Z]) é uma bijecdo. Logo pela proposicdo 2.2.2
fF i HoT (Y, Z) - HoT (X, Z) é uma bijecdo, e portanto pelo lema 1.7.2.i temos que f € W.m

Proposicao 2.2.5. Seja 7 uma categoria modelo monoidal (simétrica). Entdo T, é uma categoria

modelo monoidal (simétrica).

Proposicao 2.2.6. Seja 7 uma categoria monoidal (simétrica) fechada e uma categoria modelo
cofibrantemente gerada por cofibragées 1 e cofibragées triviais J. Entdo se a unidade for cofi-

brante, Inl c C e I0J c C N W entdo T é uma categoria modelo monoidal (simétrica).

Demonstracao: Temos por hipdtese que /0] € ?(F N W). Pela estrutura monoidal fechada
da proposicao 2.1.12 isso implica que I C ?[I, F N W]g. Pelo lema 1.1.10 temos que Cof(/) C
?[1, F n W]g. Usando a adjuncdo e simetria também obtemos I/ C ?[Cof(/), F N W]y e novamente
por 1.1.10 que Cof(/) c ?[Cof(I), F N W]g, e portanto pela adjungdo Cof(/)OCof(l) C ?(F N W).
Usando um argumento andlogo podemos provar que Cof(/)0Cof(J) Cc ?F.m

Coends sdo um tipo de colimite que sdo tteis para definir diversas construgdes. Para uma
revisdo de aplicagcdes de coend veja [Lol5]. Como veremos eles podem ser usados para definir o

funtor de realizacdo geométrica e monadas associadas a operads e 2-operads.

Definicao 2.2.7. Sejam 7 uma categoria, ) uma categoria pequena e F : D X D — 7 um
funtor. O coend de F € o coequalizador:

D
f F(D,D):=Coeq| || Fw.D)y3||FD.D)

de 11 D(D.D) DeD
D,D’eD
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A seguinte propriedade de coends de diagramas de Reedy generalizado dualizaveis em cate-

gorias modelo monoidais cofibrantemente geradas vai ser util.

Proposicao 2.2.8. Seja 7 uma categoria modelo monoidal cofibrantemente gerada, R uma cate-
goria de Reedy generalizada dualizdvel, 1~ € CR" (A, X" ) e /= € CR(A’~, X"). Entdo

R R R R
f Fo® e Cf ( f AR X'® L [ v f X AR, f X*® X’R).
. 0) 0] ~ ‘R ,
Além disso se 1 € C*" N WR” ou ' € CRn WX entdo f Kok e Cr N W

Demonstracao: Sejam p € Fr(E,B)e (u,v) € T~ ( f R Kok, p). Construimos indutivamente

um levantamento de (u, v). Primeiro note que como colimites comutam entre si temos que
R R R
f AR ®X’R |_|f’R AR f XR ®A/R — f AR ® XIR |_|AR®A/R XR ®A,R.

Seja R € R tal que gr(R) = 0. Temos entdo um diagrama comutativo

[RRI(AR ® X'® Lijrgan X*® A'F)

U®l[jl®a

‘R
AR @ XR Ljngan XR@ AR —L o [ AR @ XK Liyrgpn XE@ AR s E

............................... -
e O e ety
YR xR q fRR - |
U®IT]1®U
[RRIXR ® X'®)

Como ('R € Cyre, [1R, plo € TRR(XR, E, [AR, E] X4z 5 [X, B]) € pela proposi¢io 2.2.3 temos que
iR, plo € Fy=, entdo existe um levantamento ¥ € 7(X* ® X', E) de (uq, vq) que coequaliza os
morfismos 1 ® 0 e 0 ® 1, e portanto AR induz um levantamento HX € 7( f e xR @ X'k, E)de (u,v).
Temos portanto uma aplicacio H® € 7 ( f R XRe XK E ) que é um levantamento da restricao de

(u, v) na O-filtracao.

-1
Suponha agora que construimos HY™' € 7~ ( f PR xR ® X'k, E) que é um levantamento da
restri¢ao de (u, v) na g — 1-filtrag@o. Para todo R € R com gr(R) = g temos pelo mesmo argumento
acima um levantamento HF ( f R xR @ XK, E) da restricao (u,v) € 7~ ( f R (Ffol®Ho*ol), P),
aonde
Rr
(Fao o) e

RRr

Rr
T(f (A" zar LX) @ X U, qupo(ams, garny X © (A% Uizar LX), f XR@X’R)
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R .
Denote Z® := f K (AR Lizar LXR) ® X'R U(ARULARLXR)®(A/R|_|LA,RLX/R) Xk (A/R Lzasr LX/R). O seguinte

quadrado € um pushout:

FI1R FIR
(uRquR\Fq—IRZR) U f AR ® X,R uAR®A/R XR ® A’R I f AR ® X’R UAR®A/R XR ® A’R .

RR Fa-1R FAR
(UREF‘IR\F‘I‘IRf (LRDlﬁ)D(L’RDlﬁ,))uf Kok f RogR

R FIIR FIR
('—lReF‘iR\F‘ilR f "XR® X’R) L f XR @ X'R f XR @ X'R

Logo a hipotese de indugdo e as constru¢des nas demonstragdes de 1.1.10.iv) e 1.1.10.v) nos dao
HY e T (f "X ® X*E ) que € um levantamento da restri¢ao de (u, v) na g-filtragao.

A segunda afirmacdo segue do argumento andlogo assumindo que p € Fo- N Wy B

A construc¢do da estrutura modelo de operads e 2-operads usam a no¢do de um objeto intervalo

de Hopf [BMO7] para definir funtorialmente objetos de caminhos.

Definicao 2.2.9. Em uma categoria modelo monoidal 7 um objeto intervalo € um objeto I € T

equipado com uma fatoracdo em uma cofibracdo seguida de uma equivaléncia fraca

1Turc® e

do morfismo codiagonal da unidade 1, equipada com uma estrutura de monoide comutativo (Z, u;, 0)
tal que 0 € a unidade, 1 é um elemento absorvente e € ¢ uma counidade do monoide, i.e. tal que os

seguintes diagramas comutam:

Um objeto intervalo (cocommutativo) de Hopf € um objeto intervalo I equipado com uma
estrutura de comonoide (cocommutativo) tal que os morfismos na fatora¢do da codiagonal da uni-

dade sao morfismos de comonoides.

Em Top o intervalo I = [0, 1] com o maximo como a estrutura de monoide e a estrutura

comonoidal diagonal € um objeto intervalo de Hopf cocomutativo.

2.3 Monadas e algebras

Uma monada pode ser definida de uma forma compacta como sendo um monoide na categoria

de endofuntores de uma categoria.

Definicao 2.3.1. Seja 7 uma categoria. A categoria monoidal de endofuntores de T é a categoria

End(7"), cujos objetos sdo funtores F' : 7 — 7 e cujos morfismos sdo transformagdes naturais,
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equipada com composi¢des como o produto tensorial e o funtor identidade como identidade.

Definicao 2.3.2. Seja 7 uma categoria. Uma monada em 7~ € um monoide (C, i, 7) em End(7").

Podemos usar as defini¢cdes na sessdo 2.1 para desempacotar a definicio de uma monada como
um endofuntor equipado com um par de transformacgdes naturais satisfazendo certas condi¢des de
coeréncia. Uma monada define uma teoria algébrica na categoria subjacente, com as imagens do
endofuntor subjacente da monada sendo objetos livres da teoria algébrica. Uma monada define

uma categoria de algebras dada pela seguinte defini¢ao.

Definicao 2.3.3. Seja 7 uma categoria e C uma monada em 7 . Uma C-algebra é um objeto X € 7~

equipado com um morfismo & € 7 (CX, X) tais que os diagramas abaixo comutam:

ccx . cx X" cx
T N
CX ——X X

Um C-morfismo entre C-dlgebras € um morfismo entre os objetos subjacentes que comuta com

os morfismos estruturais.

Denotamos a categoria de C-algebras e C-morfismos por C[7].

Note que para qualquer X € 7 a multiplicacdo ¢ de C induz uma estrutura de C-algebra em
CX,i.e. CX € C[T]. Logo C define um funtor C : 7 — C[7 ]. Esse funtor é adjunto a esquerda
do funtor esquecimento, com a unidade induzida pela unidade 1 de C e a counidade dada pelos

morfismos estruturais de C-algebras.

Também definimos C-funtores, que podem ser pensados ou como funtores que preservam a

estrutura algébrica de C ou como um C-médulo a direita.

Definicao 2.3.4. Seja 7 uma categoria ¢ C uma monada em 7. Um C-funtor em A é um funtor

F : T = Aequipado com uma transformacao natural 4 : F oC — F tais que os diagramas abaixo

comutam:
FCC = FC F—L FC
Fﬂﬂ “ﬂ \ ﬂ)
lp
FC /1= F F

Um morfismo de C-functores em (A € uma transformagao natural entre os funtores subjacentes

que comuta com as transformagdes naturais estruturais.

Precisaremos dos seguintes exemplos:

1. Se (C, u,v) é uma monada entao (C, u) € um C-funtor.
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2. Se ¢ : (C,u,v) = (C',u/,v") € um morfismo de monadas e (F, 1) € um C’-funtor entdo

(F, AF¢) é um C-funtor. Em particular, pelo exemplo anterior, (C’, u’C’¢) € um C-funtor.
Também temos que ¢ : (C,u) = (C’, /' C’(¢)) € um morfismo de C-funtores.

3. Seja (S 4A): 7T = Auma adjuncdo com unidade 1 : Id- = AS e counidade € : SA =

Id#. Entao (AS, A€g,n) é uma monada em 7 e (S, €5) € um AS -funtor.

4. Se a : (C,u,v) = (AS,A€s,n) é um morfismo de monadas, com AS como no exemplo
anterior, entdo S é um C-funtorem A e a : (C,u) = (AS,AegSa) € um morfismo de

C-funtores em 7.

A construcgdo bar bilateral descrita aqui foi introduzida em [Ma72] e admite diversas aplicacdes.
A construcao dos espacos e aplicagdes na demonstracao do teorema do reconhecimento dependem

dessa construgao.

Definicfio 2.3.5. A construcdo bar bilateral é a categoria B(7", A) e o funtor B* : B(T, A) — A"
definidos da seguinte forma: Os objetos de B(7", A) sdo triplas ((F, 1), (C, i, v), (X, £€)), abreviadas
como (F, C, X), aonde C € uma monada em 7, F € um C-funtor em A e X é uma C-algebra, e
morfismos (a, ¢, ) € B(T, A)(F,C, X), (F',C’,X")) sao triplas com ¢ um morfismo de monadas,

f um C-morfismo e @ € um morfismo de C-funtores.

O funtor B*(F, C, X) € definido por

B.: B(T,A) » A"
Aget, i=0
0i = {FC™'ueei, 0<i<e
FC"Ip, i=e

S = FCinC-—Hl,O <i<e

(F,C,X) — | FC*X,

Propriedade basicas dessa constru¢ao podem ser encontradas em [Ma72, C.9].






Capitulo 3

Espacos topologicos, espacos de lacos e espectros

Neste capitulo apresentamos a categoria de espagos topoldgicos em que vamos trabalhar. A
categoria de todos espacos topoldgicos admite uma estrutura cartesiana e uma estrutura modelo,
porém a estrutura cartesiana ndo é fechada e assim essa categoria ndo € uma categoria modelo
monoidal. Por esse motivo trabalhamos na subcategoria de espacos compactamente gerados fra-
camente Hausdorff que é bicompleta e admite uma estrutura cartesiana fechada compativel com a

estrutura modelo que a torna uma categoria modelo cartesiana.

Na primeira sessdo apresentamos a categoria de espacos compactamente gerados fracamente

Hausdorff e apresentamos a sua estrutura de categoria modelo cartesiana [StN09, Hil5].

Na segunda sessdo apresentamos a constru¢do dos funtores de N-espagos de lagos QY e de
seus adjuntos de Quillen & esquerda, os funtores de espacos de N-suspensdes XV. Para definir o
funtor de espacgos de lagos infinitos Q™ usamos a categoria de espectros. Apresentamos a estrutura
modelo estdvel na categoria de espectros [BF78, Sc97] tal que o funtor Q* admite um adjunto de

Quillen a esquerda X*.

Na terceira sessao damos a defini¢ao de espagos relativos, sua estrutura modelo de Reedy na-
tural, dos funtores de espagos de N-lagos relativos Qgel de um espacgo relativo, i.e. uma aplicagcdo
de espagos pontuados, e dos funtores de 2-espacos de N-lagos relativos QY de um espago relativo,
que € simplesmente o par formado pelo espaco de N-lagcos do codominio e o espaco de N-lagos re-
lativos do espago relativo. Provamos entdo que Q) admite um adjunto de Quillen fraco a esquerda.
Também damos uma estrutura modelo cuja categoria homotdpica € a subcategoria correflexiva de
espacos relativos N — 1-conexos. Para definir o 2-funtor de espaco de lagos infinitos Q5 intro-
duzimos a categoria de espectros relativos composta de pares de espectros equipados com uma
sequéncia de aplicacdes entre o par que aumenta o indice em 1. Mostramos que essa categoria
também admite uma estrutura modelo estavel e que Q7 admite um adjunto de Quillen fraco a

esquerda.

Na quarta sess@o apresentamos a constru¢do de realizagdes geométricas de espacgos simpliciais.

59
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3.1 Espacos compactamente gerados fracamente Hausdorff

Vai ser util pensarmos numa topologia de um espago X como sendo especificada por subcon-
juntos fechados, i.e. um conjunto 7 C §(X) fechado por unides finitas e intersecgdes arbitrarias.
Para detalhes sobre espacos compactamente gerados fracamente Hausdorft veja [StNO9]. Denota-

mos a categoria de todos os espagos topoldgicos por Top.

Definicao 3.1.1. Um subconjunto U de um espago topolégico X com topologia 7 € k-fechado se
para todo espaco Hausdorff compacto K e aplicacdo t € Top(K, X) o subconjunto t1(U) C K é fe-
chado. Escrevemo k(7) para a colecio de subconjuntos k-fechados. Um espago X é compactamente

gerado se k(1) = 7.

Denotamos por k(X) o espaco topoldgico X com a topologia k(7). Note que para um espaco
topoldgico arbitrario X sempre temos 7 C k(7), ou seja os subconjuntos k-fechados de X nos dao

um refinamento da topologia de X.

Definicao 3.1.2. Um espaco X € fracamente Hausdor{f se para todo espaco Hausdorff compacto
K e aplicacdo t € Top(K, X) a imagem #(K) C X € fechada.

Um espaco compactamente gerado X é fracamente Hausdorff se e somente se a imagem de
Vx € Top(X, X X X) for fechada. Seja E uma relacdo de equivaléncia em um espago topoldgico
compactamente gerado X. Entdo X,r é compactamente gerado e fracamente Hausdorff se e so-
mente se E for fechada, i.e. se E for fechada em X x X. Para todo espaco compactamente gerado

X existe a menor relagdo de equivaléncia fechada E\,, em X, e X, . € um espago compactamente

gerado e fracamente Hausdorff, que denotamos por 4(X).

Seja Top C Top a subcategoria plena dos espagos topoldgicos compactamente gerados e fra-
camente Hausdorff. O produto de espagos compactamente gerados nao € necessariamente compac-
tamente gerado. Por esse motivo, denotando o produto usual de espacos topoldgicos por X, defi-
nimos o produto compactamente gerado de espacos topolégicos X e Y por X X Y := k(X Xy Y). Esse
produto compactamente gerado define uma estrutura cartesiana em Top. Sejam X e Y espagos to-
pologicos e [X, Y], o espago de aplicagdes continuas entre X e ¥ com a topologia compacta-aberta.
Definimos [X, Y] := k([X, Y]y). Se X é um espaco compactamente gerado e fracamente Hausdorff
e Y um espago compactamente gerado entdo [X, Y] € compactamente gerado e fracamente Haus-
dorff. Além disso temos para todo espaco compactamente gerado e fracamente Hausdorft uma
adjuncd@o (— x X 4 [X, —]) dada pela unidade n* : Id;., = [X,— X X] com ni(y) = (x > (y,x)) e
pela counidade €* : [X, -] XX = Idr., com €} (f, x) = f(x). Logo Top é uma categoria cartesiana
fechada.

Note que Top contém todos os CW-complexos, em particular ele contém as esferas. A cate-
goria cartesiana Top também tem a propriedade que produtos de CW-complexos arbitrarios sao

CW-complexos, o que ndo é verdade em Top. Como Top possui objeto final * temos a categoria
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pontuada Top,. Podemos entdo definir para X € Top, o conjunto mpX de componentes cone-
xas por caminhos de X e para cada g € IN com ¢ > 0 podemos definir os grupos de homotopia
7y (X, x) := mo([$9, X1.). A estrutura de grupo € induzida da aplicacdo em Top(57, 57 vV 59) obtida

colapsando o equador da esfera, que pelo argumento de Eckmann—Hilton € abeliano para g > 1.

Definicao 3.1.3. Uma equivaléncia homotdpica fraca é uma aplicacdo f € Top(X,Y) tal que
a fungdo induzida f, € Set(mX,myY) e os homomorfismos induzidos f. € Grp(n,X,n,Y) sdo

1somorfismos para todo g € IN.

A estrutura modelo de Quillen [Hil5] € uma estrutura modelo em Top cofibrantemente gerada
aonde as equivaléncias fracas sdo as equivaléncias homotdpicas fracas. Seja I = [0, 1] e identifique

$¢ com o bordo de 79+!.

Teorema 3.1.4. A categoria Top com as classes de equivaléncias homotdpicas fracas Wy como
equivaléncias fracas, fibragoes de Serre Fy como fibragoes e retragoes de CW-complexos relativos
Cy como cofibragoes é uma categoria modelo cartesiana propria cofibrantemente gerada pelos
conjuntos de cofibracoes geradoras Iy := (i")4en € [14en Top($971, I9) dada pelas inclusées dos
bordos e cofibragoes triviais geradoras Jo = (j9)gen € [lgen Top(I4, 1" dadas por ji(t) :=
(0, 7).

Demonstracao: Os colimites na categoria de todos os espacos topologicos de um diagrama

de espagos compactamente gerados e fracamente Hausdorff pode nao ser fracamente Hausdorft. O

Esp Top
ceC

topologicos quocientado pela menor relacao de equivaléncia fechada. A categoria Top também

colimite de um diagrama X € Top® é dado por h(Colim X(c)), i.e. o colimite como espagos
€ completa e os limites s@o preservados pelo funtor de esquecimento na categoria de conjun-
tos. Dado um diagrama X € TopC® o limite, como conjunto, é um subconjunto Limfsng(c) C
[ccc X(c). Podemos equipar []..c X(c) com a topologia produto compactamente gerada e equi-
pamos LimLC.EOng(c) com a topologia de subespaco. Logo Top € bicompleta. Para detalhes veja

[StNO9].

Por defini¢do Jj sdo as fibragdes de Serre e Cel(lp) sdo os CW-complexos relativos, e por-
tanto Cof(/y) sdo as retragoes de CW-complexos relativos. As classes de morfismos do enunciado

satisfazem as condi¢des da proposi¢ao 1.4.6 [Hil5].

Note que Cel(Jy) C Cel(Ip) ja que Jo C Cel(Ip). Como todo subespago compacto de um CW-
complexo relativo intersecta um numero finito de células os dominios de I, (Jy) sdo IN-pequenos
em relacdo a Cel(Zp) (Cel(Jp)).

Como todo pushout de morfismos em J, € uma equivaléncia homotdpica, e portanto uma
equivaléncia homotdpica fraca, e a composi¢ao transfinita de isomorfismos de grupos € um iso-
morfismo de grupo entdo Cel(Jy) C Wy. Além disso retragdes de equivaléncias homotdpicas fra-
cas sdo equivaléncias homotopicas fracas ja que retracdes de isomorfismos sao isomorfismos (em
particular na categoria de grupos). Logo pelo argumento do objeto pequeno “(J;;) = Cof(Jp) C
Cof(lg) N Wy = “(I5) N W.
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Seja p € I5(E, B). Como os elementos de 7,(E) sdo representados por aplicagdes 57 — E a

existéncia dos levantamentos dos i implicam que 7,(p) € injetora para todo g € IN. Além disso os

elementos de 7,(B) podem ser representado por um diagrama da forma

1!l — s ——=F

1

l[1"—B——B
B

cujos levantamentos nos dao a sobrejecdo dos m,(p). Logo p € W. Pelo argumento do objeto
pequeno IS = Cof(lp)? c Cof(Jp)? = JS, e portanto IS cWn Jg.

Suponha agora que p € J5 N Wo(E, B), ou seja que p ¢ uma fibragdo de Serre trivial. Seja
(k,I) € Top™ (i, p):
gl _*k g

['——58

O levantamento existe nos casos ¢ = 0 por my(p) ser sobrejetora e p uma fibracdo de Serre
e g = 1 por my(p) ser injetora. Suponhamos que ¢ > 1. Por p € Wy, temos m,_(p) injetora e
portanto existe H € Top(I?*!, E) tal que Hi, = k, porém ndo necessariamente pH = [. Considere

o diagrama abaixo, aonde o quadrado da esquerda é um pushout.

go et A
"
Iq+1 g+1
5 (L.pH)

De novo por p € W, temos (A,H) € Top(S7", E) um levantamento de (H, ([, pH)). Portanto
temos [(pH, D] = [(pH, pH)] + [(pH, )] = [(l, pH)] + [(pH, )] = 0 em 7,,,(B). Portanto temos
uma homotopia ¢ € Top(I¢*!, B) de | em pH que fixa o bordo de I4. Por p ser uma fibracdo de

Serre temos um levantamento H € Top(I¢*!, E) de (H, ¢)

Ja—H o

7
j"L ) Ll’

g+l
I P B

e H |1jx1«€ Top(I%, E) é um levantamento de (k, [). Logo Wy N Jg C IS.

A unidade do produto cartesiano € o espacgo terminal * que € um CW-complexo, e portanto
cofibrante. Pela proposi¢do 2.2.6 para provarmos que Top € uma categoria modelo cartesiana
basta provarmos que o axioma produto-pushout vale para elementos das cofibra¢des e cofibracdes

triviais geradoras. Pela defini¢do podemos ver que para i?, i € I temos que i’0i7 € homeomorfo a
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"™, e se j? € Jy entdo i’0j7 € homeomorfo a j”*. Logo Top € uma categoria modelo cartesiana.

E facil verificar que todos os objetos de Top sdo fibrantes, logo pelo coroldrio 1.7.4 a estrutura
modelo de Top € prépria a direita. Que Top € proprio a esquerda segue do fato que equivaléncias
fracas sdo preservadas por pushouts ao longo de uma inclusdo de um espaco X em um espaco
obtido colando uma g-célula em X, e portanto sdo preservadas por pushouts ao longo de morfismos
em Cel(Ip), e que se equivaléncias fracas sdo preservadas por pushouts ao longo de uma classe de
morfismos entdo elas também sdo preservadas por pushouts ao longo de retratos dos morfismos

nessa classe. Para detalhes veja [Hi09, Teor. 13.1.10].m

Corolario 3.1.5. A categoria pontuada Top, é uma categoria modelo simétrica cofibrantemente

gerada propria.

Demonstracao: Que Top, é uma categoria modelo cofibrantemente gerada segue da proposi¢ao
1.5.3, e que ela € prépria segue da proposicao 1.7.6. Que ela € uma categoria modelo simétrica se-

gue da proposi¢ao 2.2.5.m

Existe uma outra estrutura modelo em Top em que as equivaléncias fracas sdo as equivaléncias
homotdpicas e as fibragdes sdo as fibracoes de Hurewicz, a estrutura modelo de Strgm [StA72].
Essa estrutura modelo nao é cofibrantemente gerada, portanto a maioria dos resultados aqui nao
valem para essa estrutura modelo. Porém as cofibragcdes dessa estrutura modelo aparecem em

algumas hipoteses nessa tese e portanto damos a definicao delas aqui.

Definicao 3.1.6. Para A, X € Top tal que A é um subespaco fechado de X dizemos que o par
(A, X) € um par de retrato por deformacdo de vizinhanga, ou par-RDV, se existem aplicacoes
u€ Top(X,I)e H € Top(X x I, X) tais que u~'(0) C A, H(x,0) = x para todo x € X, H(a,t) = a
paratodor€ Iea € A, e H(x,1) € A para todo x € u~'([0, 1)).

Note que as cofibrag¢des de Quillen sdo cofibracdes de Strgm. Também precisaremos da definicao

dos objetos cofibrantes nessa estrutura modelo na categoria de espagos pontuados.
Definicao 3.1.7. Um espaco pontuado X € Top, é bem pontuado se (X., X) € um par-RDV.
3.2 Espacos de lacos e espectros

Seja N € N com N > 0 e identifique a N-esfera $" com o espago pontuado I"V /45 com ponto

base a classe de equivaléncia dos pontos do bordo oI".

Definicao 3.2.1. O funtor de espacos de N-lacos é

QN . Top, — Top,
X - [SY, X].

Esses funtores admitem adjuntos de Quillen a esquerda.
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Definicao 3.2.2. O funtor de espacos de N-suspensoes é

=V Top, — Top,
X XASY

Proposicao 3.2.3. O par (X 4 Q) forma uma adjungéo de Quillen.

Proof: Esse é um caso particular da proposicdo 2.2.2 ja que $" € cofibrante.m

Para definir um espaco de lagos infinito precisamos da categoria de espectros equipada com a
estrutura modelo estavel [BF78, Sc97].

Definicao 3.2.4. Um espectro é uma sequencia de espacos topoldgicos pontuados (X,)eew €

[Teen Top. equipados com aplicacdes estruturais (0X)eeny € [Toeny ToP.(Xe A ST, Xot).

Uma aplicagdo de espectros ¢ uma sequencia de aplicacdes pontuadas (f)eew € [ oenw TOP: (X,
Y,) tais que oY (fi A lg1) = fas10.

f0+l

X.+1 Yo+1

4T

X AS ——=Y, AS!

f./\lS1
A categoria de espectros é denotada por Sp.

Definicao 3.2.5. Seja g € Z. O p-ésimo grupo de homotopia estdvel de um espectro é nf] (X,) :=

colim,_,coy1e(Xo).
Um espectro X, € conectivo se m,(X,) for trivial para todo g < 0.

Um morfismo de espectros que induz um isomorfismo nos grupos de homotopia estaveis € uma

equivaléncia homotopica fraca estavel.

A categoria de espectros Sp € bicompleta e os limites e colimites podem ser computados em

cada indice, o que pode ser verificado checando as propriedades universais diretamente.

O funtor esquecimento U : Sp — [].eny Top, admite um adjunto a esquerda
S l_[ Top, — Sp
ecN
Xoo | |(xins)
i=0

Essa adjuncao satisfaz as condi¢des da proposi¢ao 1.4.7 ja que U preserva colimites, e porque
S manda uma fibracdo trivial geradora j¢ em uma sequéncia de fibracdes triviais, ja que — A 3°

preserva cofibragdes triviais. A estrutura modelo estrita (W, C, F) € a estrutura modelo transferida
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pela adjungdo (S 4 U), i.e. f, € Sp(X,,Y.) € uma equivaléncia fraca se f, € Wy(X,, Y,) para cada
g € IN, é uma fibracdo se f, € Fo(X,,Y,) para cada g € IN e € uma cofibracio se fy € Co(Xo, Yy) €
(fg+1, o-g) € Co(Xya1 Ux, st Yy A St Y,.1) para cada g € IN. Um espectro X, € cofibrante se X, for
cofibrante e cada morfismo estrutural 0'2‘ for uma cofibracao. Note que isso implica em particular
que todos os espacos X, de um espectro cofibrante sdo cofibrantes. Denotamos a categoria de
espectros equipada com a estrutura modelo estrita por Sp. Como a categoria Top, € prépria € 0s
pushouts e pullbacks sdo computados em cada indice € fécil ver que a estrutura modelo estrita é

propria.

Defina o funtor

Q:Sp— Sp

X. — colim,_.Q"X,.,

Proposicao 3.2.6. O funtor Q equipado com a inclusdo natural 1ds, = Q é uma monada idem-
potente de Quillen tal que as Q-equivaléncias fracas sdo as equivaléncias homotopicas fracas

estdveis.

Demonstracao: Temos que Sp € proprio a direita. Provamos que Q satisfaz as condigdes da
defini¢ao 1.8.3. Temos que 1.8.3.i) e 1.8.3.v) sdo satisfeitas pois estamos assumindo que — e 1’ sdo
o funtor e a transformacdo natural de identidade. Como os funtores 7 preservam equivaléncias
fracas Q preserva equivaléncias fracas estritas, e portanto Q satisfaz 1.8.3.ii). Temos que 1.8.3.iii)
¢ satisfeita pois QQ = Q. Note agora que como U e cada ¥ sdo adjuntos a direita eles preservam
limites e portanto para todo diagrama de espectros Z, A Y, s X, temos que Q(Z, Xy, X,) =
QZ, Xay. QX,. Entao por Q preservar fibracoes, ja que cada Q7 preserva fibracdes, e por Top, ser
proprio a direita temos que € satisfaz 1.8.3.iv). Que as Q-equivaléncias fracas sdo as equivaléncia
homotdpicas fracas estaveis segue do fato que os funtores de grupos de homotopia comutam com

colimites filtrados e portanto

. . S
TesgQXe = Maygc0lim, QP X, , = colim, e MergrpXerp = n,X..m

A estrutura modelo estavel (Wq, Cq, Fo) em Sp € dada pela localizacdo de Bousfield da es-
trutura modelo estrita via a monada idempotente €. Pela proposi¢ao 1.8.8 uma aplicacdo f, €
Fo(X.,Y,) se f, € Fo(X,, Y,) e (Ql(crf)n)lfq,fq) € Wo(X,, Q'Xy41 Xqy,., Y,) para cada g € IN. De-
notamos a categoria de espectros equipada com a estrutura modelo estdvel por Sp. Os espectros
de interesse para a teoria de homotopia estavel sdo os Q)-espectros, que sao 0s espectros tais que
Q'(o )y, € W(X,,Q'X,,,). Os objetos fibrantes da estrutura modelo estével Sp sdo Q-espectros.

Na categoria Top temos que fibragdes induzem sequencias exatas longas de grupos de homo-
topia. Essas sequéncias exatas longas induzem sequéncias exatas longas de grupos de homotopia

estaveis de fibracdes de espectros. A pesar de ndo termos sequéncias exatas longas de cofibragcoes
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em Top (a inclusdo de $' como o bordo de /> é um contra exemplo cldssico) em Sp existem

sequéncias exatas longas de grupos de homotopia estaveis. Enunciamos essa propriedade sem
demonstracdo pois ela fugiria do escopo dessa tese. Ela pode ser encontrada em [MMSSOI, T.
7.4].

Proposicao 3.2.7. Seja p. € Fo(E., B,) e F, o espectro de fibras de p,, i.e. Fy = E, Xp, *. Temos

uma sequéncia exata longa de grupos de homotopia estdveis

= 7, (B) = 7w (Fa) = my(E)) = 7, (Ba) = m, ((Fa) = -+

Seja te € Co(B.,Y,) e C, 0 espectro de cofibras de t,, i.e. C, = Y, Lig, *. Temos uma sequéncia

exata longa de grupos de homotopia estdveis

C 5 75,1(Ca) = T (BL) = (V) = 15(CL) > 7 (B) > -+ .

Temos que Sp € uma categoria modelo propria.

Proposicao 3.2.8. A estrutura modelo estdvel de Sp é propria.

Demonstracao: Pela proposi¢do 1.8.9 essa estrutura modelo € prépria a esquerda. Seja p, €
Fo(E,., B,) e fo € Wq(A., B.). Seja F, o espectro de fibras de p.. Temos que F, € homeomorfo a
fibra de f. p.. Logo a sequéncia exata longa dos grupos de homotopia estaveis e o lema dos 5 nos

dao que p.f. € Wo.m

Definicao 3.2.9. O funtor de espacos de lacos infinitos é

Q% : Sp - Top,

X, — colim,_Q°X,

Este funtor admite um adjunto de Quillen a esquerda.

Definicao 3.2.10. O funtor de espectros de suspensoes infinitas é

X* : Top, = Sp
XXX

Proposicao 3.2.11. O par (X% 4 Q%) forma uma adjuncdo de Quillen.

Demonstracao: A adjuncio € induzida das adjunc¢des da proposi¢ao 3.2.3 e por construcao X*°

preserva cofibragdes e cofibragdes triviais.m



3.3. 2-Espacos de lagos relativos e espectros relativos 67

3.3 2-Espacos de lacos relativos e espectros relativos

Temos a categoria Top, de aplicagdes pontuadas continuas, cujos objetos denotamos como
t : B — Y, que podemos pensar como uma categoria de funtores da categoria —:= 0 — 1 com
apenas dois objetos € um morfismo nao identidade entre eles. Como — € uma categoria de Reedy
temos uma estrutura modelo (W=, C~, F~) em Top, . Seja (k,l) € Top, (¢,¢"). Temos (k,I) € W~
se k e [ sdo equivaléncias homotopicas fracas, (k,l) € F~ se k e [ forem fibracdes de Serre e
(k,)) e C” se ke (l,/') € Top,(Y Ug B',Y") forem cofibragdes. Nos referimos a Top, como a
categoria de espacos relativos, pois os objetos cofibrantes dessa categoria sao retragdes de CW-

pares. Todos os objetos dessa categoria sdo fibrantes.

Definicao 3.3.1. Um espaco relativo ¢ : B — Y € m-conexo se B é m — 1-conexo e Y é m-conexo.

Seja N € N e I o espaco pontuado [0, 1] com ponto base I, := 1.

Definicao 3.3.2. O funtor de espacos de N-lagos relativos é

QN

rel

t:B— Y [SY Bxy[LY]].

: Top, — Top,

aonde B Xy [I,Y]. é o pullback em Top, de ¢ € o morfismo de avaliagdo em O, i.e. 0 espago
{(a,B) € BX[I,Y]|B(0) =(a), f(1) = Y.}. Essa constru¢do € conhecida como a fibra homotdpica
de .

Se ¢ : B — Y for m-conexo entao B Xy [I, Y]. é m — 1-conexo.

Definicao 3.3.3. O funtor de 2-espagos de N-lacos é

QY : Topy_ | — Top?
t:B—= Y QVY, QY.

rel

Esse funtor admite um adjunto de Quillen fraco a esquerda.

Definicao 3.3.4. O funtor de espacos relativos de N-suspensoes é

212\/ : Topi — Topy_;
NI IV N(X, A D) v ENX,

(Xe, X,) &
[x0, 5] = [x,,0, 5]

Note que para f € C(X,Y) no geral ndo é verdade que (iy, f A 1;) € Top, (Y Ux X ALY A D)
¢ uma cofibragdo (essa aplicagdo é uma cofibragdo se Y é cofibrante). Isso implica que X' ndo

preserva cofibragdes. Além disso QY ndo preserva fibragdes, e portanto QY também néo.
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Proposicao 3.3.5. Os pares (212\’ 2 szv ) formam adjungées de Quillen fracas.

Proof: A unidade da adjunc@o € a transformac@o natural n} : Id; > = Q)YX) definida por

Top?

n]cv(xc)(t) = [xe, 11

Y (x,)(8) := ([Xos 81, 8" > [Xo, 8, s1);

e a counidade € a transformacdo natural €)' : YQY = Id.- definida por

Ehom(L(@, B), 51) := a(s);
e gom(L(@, B), 5', 51) 1= B(S)(5);
Egodom([y’ t]) = ’}/(t)

E facil checar que as equagdes de unidade-counidade sio satisfeitas.

Como pela proposi¢do 2.2.2 os funtores V=1, TV e — A I preservam cofibragdes eles em par-
ticular preservam objetos cofibrantes, e assim como pela proposicao 1.1.11 coprodutos de objetos
cofibrantes é cofibrante, a imagem de X) em objetos cofibrantes ¢ uma aplica¢do entre objetos
cofibrantes. Além disso a inclus@o de um objeto cofibrante na base do seu cone € uma cofibracao.
Portanto X preserva objetos cofibrantes. A proposi¢do 2.2.2 e o lema de Ken Brown 1.3.6 im-
plicam que =V preserva equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes e a proposi¢do 1.1.11.v) e o
lema de Ken Brown 1.3.6 implicam que equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes sao fechados

por coprodutos, portanto XY preserva equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes.
Claramente Q) preserva objetos fibrantes ja que todos os objetos sdo fibrantes em Top?. Para
todo espaco relativo ¢ : B — Y obtemos uma sequéncia exata natural de espacos pontuados

OB - OVy - OV - QM B - QM ly

rel

que induz uma sequencia exata de grupos de homotopia [Ma99, Ch 8.6] e portanto pelo fato que

QN preserva equivaléncias fracas e pelo lema dos cinco Qfé , preserva equivaléncias fracas.m

Note que ) preserva cofibragdes e cofibracdes triviais entre objetos cofibrantes. Podemos

definir uma outra estrutura modelo na categoria de espagos relativos via a adjungdo (XY 4 Q).

Definicao 3.3.6. Seja m € IN com m > 0. Uma aplicacdo de espagos relativos (k,/) € Top, (¢ :
B — Y,/ : B — Y’)éumam — l-equivaléncia homotdpica relativa fraca se os homomorfismos
induzidos [, € Grp(r,Y, n,Y’) sdo isomorfismos para todo g > m e se 0os homomorfismos induzidos
(k,[17,1].). € Grp(my(B Xy [1,Y].), my(B" Xy [1,Y’],)) sdo isomorfismos para todo g > m — 1.

—

Proposicdo 3.3.7. A adjungdo (2 + QY) induz uma estrutura modelo (Wy,_,,Cy_,, Fy_,) em
Top, cujos objetos cofibrantes sdo retragoes de CW-pares N — 1-conexos e cuja classe de equi-

valéncias fracas Wy, | sdo as N — 1-equivaléncia homotdpicas relativas fracas.
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Demonstrac¢io: Temos que a estrutura modelo de Top? € gerada pela cofibracdes geradoras
I?:=1,x (Ip U =) [1(Ip U *) X 1, e cofibragdes triviais geradoras J?2 =1, % (Jo U =) [I(Jp L *) X
1. Assim é fdcil ver que os dominios das imagens por XJ das cofibragdes e cofibragdes triviais
geradoras sdo compactos, e portante pequenos. Além disso como X preserva cofibragdes triviais
entre objetos cofibrantes e Q" preserva equivaléncias fracas temos que Q) Cel(Z) J} c Wé. Logo

essa adjuncao satisfaz as condi¢des do teorema 1.4.7.

Como todo espaco € fibrante na estrutura modelo de Quillen os espagos relativos também
vao ser fibrantes na estrutura modelo transferida. Claramente os espagos relativos cofibrantes na
estrutura modelo transferida saio CW-complexos relativos N — 1-conexos pois os dominios sao
obtidos colando g + N — 1-células e os codominios sdo obtidos colando g + N-células e cones de
q + N — 1-células. Que QQ’ (k,]) € W~ se e somente se (k,[) € W, _ segue das defini¢oes e do fato

que para todo espago pontuado X temos 7,QVX = 7,y X. W

Definicao 3.3.8. Nos referimos a estrutura modelo transferida da proposi¢do acima (Wy_;, Cy-1,
Fy_1) como a estrutura relativa N — 1-conexa e denotamos a categoria de espagos relativos equi-

pada com ela por Topy,_,.

Proposicao 3.3.9. Temos que (Id 4 1d) : Top,,_, = Top, é uma adjungdo de Quillen fraca que

induz a inclusdo da subcategoria homotdpica coreflexiva de espacos relativos N — 1-conexos.

Demonstragao: Trivialmente o funtor Id : Top,” — Top,_, preserva objetos fibrantes e
equivaléncias fracas. Temos X)(I?) ¢ C~ e toda N — l-equivaléncia homotdpica relativa fraca
entre espacos relativos N — 1-conexos € uma equivaléncia homotdpica relativa fraca. Logo (I/d 4

Id) : Topy_, = Top, € uma adjun¢do de Quillen fraca.

Pelo argumento anterior todo objeto cilindrico em objetos cofibrantes de Top,,_, € um objeto
cilindrico em Top, e portanto as relacdes de homotopia coincidem. Logo a inclusdao da subcate-

goria homotodpica € plena.m

Definimos agora a categoria de espectros relativos e definimos o funtor de espacos de lagos

relativos infinitos.

Definicao 3.3.10. Um espectro relativo é um par de espectros B, e Y, equipados com uma sequéncias
de aplicacdes pontuadas (to)eew € [Teciy TOP.(Be, Yei1) tais que o) (ta, 151) = ter10s. No geral

denotamos espectros relativos simplesmente por ¢,.

Uma aplicagdo de espectros relativos € um par de aplicacdes de espectros ((ke)eciv, (le)ecy) tais
que ly+1t4 = 7k, para cada g € IN. Denotamos a categoria de espectros relativos por sp”.

A categoria de espectros relativos Sp”” é bicompleta e os limites e colimites podem ser com-

putados em cada indice.

Definicao 3.3.11. Um espectro relativo € conectivo se o par de espectros subjacentes forem co-

nectivos.
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O funtor esquecimento U : Sp” — Sp? admite um adjunto a esquerda:

S :sp? - sp”
(B., Yo) (g (iB. . B. g B. V Y.+1)

aonde fixamos B_; V Y, = Y e os morfismos estruturais o, € Top,((Be-; V Ys) A S, B, V Y., 1)

sdo induzidos dos morfismos estruturais de B, e Y, usando o fato que — A $! preserva colimites.

A estrutura modelo estavel (Wq,, Co , Fo~) em Sp” € a estrutura modelo transferida da es-
trutura modelo estdvel em Sp? pela adjuncdo (U 4 S), que existe pela proposi¢io 1.4.7 ja que U
preserva colimites € S manda cofibracOes triviais em pares de equivaléncias fracas estritas. Os ob-
jetos fibrantes sdo os espectros relativos cujos espectros subjacentes sdo 2-espectros e os objetos
cofibrantes sdo os espectros relativos cujos espectros subjacentes sao cofibrantes e tais que o0s ¢,

sdo cofibragdes.
Definicao 3.3.12. O funtor de 2-espacos de lacos infinitos é

QY : Sp~ — Top?

le :Be = Yoy (li_n}Q'Y.,li_rQQ;elL.)-
Definicao 3.3.13. O funtor de espectros relativos de suspensoes infinitas é

X Top? — Sp”

X, > X (X, A VITX,
(Xe, Xo)
[x0, 5] > [%,, 0, 5]

aonde fixamos X '(X, A ) V 2°X,. = X..
Corolario 3.3.14. O par (X 4 Q) forma uma adjungdo de Quillen fraca.

Demonstracao Segue da proposicao 3.3.5.m

3.4 Realizacao geométrica

O funtor de realizacdo geométrica nos dd um espaco a partir de um espaco simplicial. Essa
construgdo € um caso particular de um coend. Seja A’ € Top? o espaco cosimplicial de simplexos
dado por

A" A—> Top

1

(@) = {(Ui)ie<q> e R

q
Vie{g),x >0e Y x'= 1}
=1
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Definicao 3.4.1. O funtor de realizacdo geométrica em Top € definido por:

|—1: TopAoP — Top

A
X f XD 5 A@

O funtor de realizacdo geométrica € adjunto a esquerda do funtor de espacos de complexos

singulares

Sing : Top — TopAo]D
X - [A®,X],

e como A~ € Topp,, a proposi¢do 2.2.8 implica que essa adjuncdo é de Quillen. Propriedades

basicas dessa construgdo podem ser encontradas em [Ma72, C.11].

Esse funtor induz uma realizacdo geométrica em Top,, Top?, Top,’, Sp € Sp~. Denotamos
por B(F,C, X) a realizacdo geométrica |B.(F, C, X)| nos casos em que F € um C-funtor em A
com A qualquer uma dessas categorias. De [Ma72, 9.2, 11.8] temos que qualquer aplicacao f €
7 (Y, FX) determina uma aplicacdo 7(f) € 7 (Y, B(F,C, X)) e qualquer aplicacdo g € 7 (FX,Y)
tal que gdy = gd; € T (FCX,Y) determina uma aplicacdo &(g) € 7 (B(F,C, X), Y). Aplicacoes
desse tipo s@o centrais no teorema de reconhecimento relativo, tanto o original quanto o relativo

do capitulo 5.






Capitulo 4

Operads e 2-operads

Nesse capitulo apresentamos a teoria de operads e de 2-operads, que sdo operads coloridos em
duas cores linearmente ordenadas {c¢ > o}. Existem diversas varia¢des de operads, e aqui sempre
usaremos operads e 2-operads simétricos reduzidos como na defini¢ao original de May em [Ma72].
Um operad # é uma sequéncia de objetos P(n) € [ [, 7 de uma categoria monoidal simétrica 7
equipados com acdes dos grupos de simetria S, e com $(0) = * que podem ser interpretados como
objetos de operacoes abstratas, equipados com morfismos de composi¢do entre eles que satisfazem
condig¢des de associatividade, unidade e equivariancia. Um operad # define uma monada P cujas
algebras sdo realizacdes concretas das operagdes abstratas em %, no sentido que uma P-algebra
¢ um objeto X € 7, equipado com morfismos P(n) ® X** — X compativeis com a estrutura de
operad de P tais que o ponto base age como um elemento neutro. Um 2-operad Q é composto
por uma sequéncia de objetos Q(n) € [],.n 7 equipados com agdes de S, e uma bisequéncia de
objetos Q(n,m) € [](,men2 7 equipados com agdes de S, X S, com Q(0) = * = Q(0, 0) equipados
com morfismos de composi¢do entre eles que satisfazem condigdes de associatividade, unidade
e equivariancia. Um 2-operad Q define uma monada Q em 72 tal que uma Q-dlgebra é um par
(X.,X,) € T2 equipado com morfismos Qn)® X" — X, e Q(w)@XZ3> @ X" — X, compativeis
com a estrutura de 2-operad de Q. Em categorias modelo monoidais simétricas satisfazendo certas
condicdes a categoria de operads, 2-operads e de suas dlgebras admitem uma estrutura modelo, e

portanto nocdes da teoria de homotopia abstrata do capitulo 1 s@o aplicdveis nessas categorias.

Na primeira sessao apresentamos a defini¢do de operads em uma categoria monoidal simétrica
7 como dlgebras de uma monada definida por arvores na categoria de sequéncias simétricas em
7 e mostramos como construir suas monadas associadas via coends. Damos como exemplos de
operads o operad dos monoides topoldgicos, o operad dos monoides comutativos topoldgicos e
os operads dos pequenos N-cubos, € mostramos que espagos de lagos sdo dlgebras sobre esses

operads. Também apresentamos os operads de Fulton-MacPherson e o operad de Barratt-Eccles.

Na segunda sessao apresentamos a defini¢ao de 2-operads em uma categoria monoidal simétrica
7 como dlgebras de uma monada definida por drvores com arestas coloridas em {c¢ > o} na catego-
ria de sequéncias simétricas coloridas em 7 e mostramos como construir suas monadas associadas

via coends. Damos como exemplos de 2-operads o 2-operad das acdes de monoides topoldgicos

73
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em espacos pontuados, o 2-operad dos homomorfismos de monoides comutativos topolégicos e

os 2-operads dos N-queijos suicos, € mostramos que 2-espacos de lagos sdo algebras sobre esses
2-operads. Apresentamos versoes coloridas dos operads de Fulton-MacPherson, e também intro-

duzimos uma versao colorida do operad de Barratt-Eccles.

Na terceira sessao descrevemos as condi¢des para a existéncia de uma estrutura modelo na
categoria de 2-operads dada em [BMO7]. Introduzimos também a defini¢cdo de 2E,-operads que
sdo 2-operads cofibrantes cujos espagos subjacentes sao todos contréteis, ou equivalentemente que
sdo resolugdes cofibrantes do 2-operad de homomorfismos de monoides comutativos. Também
apresentamos a estrutura modelo de dlgebras sobre 2-operads e condi¢des em que a construcao bar
em monadas de 2-operads cofibrantes preservam objetos cofibrantes e equivaléncias fracas entre

eles.

Na quarta sessao apresentamos a construcao das resolugdes de Boardman-Vogt como des-
critas em [BV68, BMO06] e usamos ela para provar que as resolucdes dos 2-operads de Fulton-
MacPherson sdo resolucdes cofibrantes dos 2-operads dos queijos-suissos. Outra consequéncia €

que a resolucao do 2-operad de Barratt-Eccles € um 2E,-operad.

4.1 Operads

Defini¢ao 4.1.1. Seja Si,; a subcategoria de Set cujos objetos sdo os conjuntos n := {1,...,n}

para cada n € IN, com 0 = 0, e cujos morfismos sdo as injegdes.

Seja S a subcategoria de S;,; com 0s mesmos objetos € com as bije¢des como morfismos.

Para cada n € IN o grupo de bije¢oes S, := S(n,n) € isomorfo ao grupo de simetrias de n

elementos.

Definicao 4.1.2. Seja 7 uma categoria monoidal simétrica bicompleta. Um S-objeto em 7 € um
funtor P € 7" tal que P é reduzido, no sentido que P(0) = *. Denotamos a categoria de S-objetos
em7 porS—7.

Paracada® € S —7 en € IN temos uma agdo de S, em P(n).

Podemos usar arvores para definir uma monada na categoria de S-objetos.

Definicao 4.1.3. Seja n > 0. Uma drvore enraizada orientada T sobre n é um par de conjuntos
finitos Vy, Er € Setg,, com Vr os vértices internos € Ep as arestas da arvore T, equipados
com uma bije¢io s € Set(Er, Vr[[n) e uma fungdo t € Set(Er, Vr [[{vo}) tais que £ (vy)
contenha exatamente um elemento, que chamamos de raiz e denotamos por ey, € tais que para
todo v € Vy [ [ n existe um unico caminho direcionado de arestas entre v e v, i.e. uma sequencia
¢k € [1ix Er, tal que te' = se'' parai € k— 1, se' = v e te* = vy. Essa tltima condi¢do induz uma
ordem parcial em E7 na qual e > e’ se e’ esta contido no caminho entre s(e) e v. Nos referimos

aos elementos n como as folhas da arvore.
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Existe exatamente uma drvore sem vértices internos, que € a arvore em 1 com uma aresta, que

I

Chamamos a unica arvore sobre n contendo apenas um vértice interno como a n-corola.

chamamos de a drvore unitdria.

Usaremos a convencdo que a Unica arvore enraizada sobre O € a unica drvore com apenas um

vértice interno e apenas uma aresta, a 0-corola. Essa condi¢do € necessdria para que a monada

l

Podemos definir as funcdes in € Set(Vr, SO(ET)), dadaporin(v) = r1(v), e out € Set(Vr, Er),
dada por out(v) = s~!(v). Note que in(v) pode ser vazio. Definimos a fun¢io pre € Set(Vr, Vr [I1{vo))

resultante seja reduzida.

por pre(v) = t(out(v)).

Uma ordem em T € uma ordem linear em V7 [ | n tal que se out(v) < out(v’) entdo v < v'. Note

uma ordem em 7 induz uma ordem linear em in(v) para cada v € V7.

Denotamos por T(n) a categoria cujos objetos s@o classes de isomorfismos de arvores enraiza-
das orientadas sobre n equipadas com uma ordem e cujos morfismos ¢ € T(n)(T,T"’) sdo pares de
bijecdes (¢y, or) € Set(Vr, Vi) X Set(Er, Er) tais que s'¢r = ¢ys e t'dpr = ¢yt, i.e. isomorfis-

mos de drvores que nao necessariamente preservam a ordem.

Ha uma operagdo de enxerto de arvores. Seja Ty € T(n) e T, € T(|in(v)|) para cada v € Vy,.
Defina TO[{TV}vevTO] € T(n) como a arvore obtida da unido das arvores T, pela identificagdo da raiz
de cada T, com a aresta s~ (out(v)) de Tprev)- Se T e cada T, forem ordenadas entdo TO[{Tv}veVTO]

herda uma ordem.
Podemos construir uma monada em S — 7 usando coends.

Todo P €S — 7 en € IN induzem um funtor

P:Tn)® > T
T~ X) P(lin(v))

veVr
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Para n = 1 o somando associado a 4rvore unitaria € a unidade da estrutura monoidal 1. Os

morfismos em T(n)°? trocam a ordem do produto tensorial e agem em cada fator P(|lin(v)|) via
a permutacdo na ordem de in(v). Na constru¢do do coend a seguir, assumimos que o funtor é

constante no fator covariante.
Definicao 4.1.4. Para P € S — 7 defina o S-objeto
TP :SP - T

T(n)
ne— P(T)

As S,-a¢0es sdao dadas por acOes nas folhas das drvores.

Esta constru¢do define um endofuntor em S — 7~ que € o funtor subjacente de uma monada. A
unidade n;r; : P — TP € a inclusdo natural de P(n) — TP(n) no somando indexado pela n-corola.

O produto pﬂ; : TTP — TP € definido pela operacdo de enxerto.

Apontamos que em algumas apresentacdes, por exemplo [BM03, BMO06], a constru¢cdo do
operad livre € feita sobre drvores que ndo estdo equipadas com uma bijecdo das folhas com os
elementos de 7, e por isso na defini¢do do operad livre de um S-objeto aparece um fator — ® [S, |1

na construcao do coend. As duas construcdes sao equivalentes.

Definicao 4.1.5. Um operad # em 7 é uma T-édlgebra. Denotamos a categoria de operads em 7~
por Op(7).

A estrutura de operad de # é completamente definida por morfismos
7 € T PD),

que é a composi¢ao da inclusdo do somando 1 de T#(1) associado a drvore sem vértices internos

com a aplicacdo estrutural de T-algebra de P, e, paracadan € IN e (n")l-eﬂ € INZ, um morfismo

2

i=1

P(n) ®

X) P

ien

P
/Jﬂa@)ieg € T i P

dado pelo morfismo estrutural de T-4lgebra de $ aplicado no somando indexado pela arvore obtida
identificando as raizes das n'-corolas com a aresta s~' (i) da n-corola, com ordem induzida da ordem

de n.
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Esses morfismos satisfazem leis de associatividade, unidade e equivariancia.

Todo operad  em 7 define uma monada em 7, da seguinte forma. Podemos estender o funtor
subjacente de  em um funtor em Sfrf;. Para cada inje¢do v : n — n’ podemos construir uma
arvore substituindo as folhas da n’-corola que ndo estdo na imagem de v por vértices interiores.
Isso resulta numa arvore sobre n e a estrutura de operad nos dd4 um morfismo P(n’) — P(n). Nos

referimos a esses morfismos como as degeneracoes de P.

Todo X € 7. define um funtor

X®_ . Sinj -7

n— X®

com os morfismos induzidos pelas injecdes trocando os indices das coordenadas e inserindo o
ponto base X, nas coordenadas que ndo estdo contidas na imagem via a composicdo X,%; €
7(1,X).

Podemos entdo definir para todo operad  em 7~ o endofuntor

P:7.—-7.
Sin
X | Pmyexe

com o ponto base dado pela inclusio de P(0) ® X® = x @ 1 = =.

Esse endofuntor admite uma estrutura de monada com a unidade dada por n” ® 1y € 7..(X, PX)

e a multiplica¢do dada por [ ,e (i), ene yf@_e ® 1X®z,-g,lnf € T.(PPX, PX).

Definicao 4.1.6. Para um operad  uma P-dlgebra é uma P-algebra para a monada associada P.

Denotamos a categoria de $-dlgebra por P[7 ].

Para todo P € Op(T) e X € 7. o objeto pontuado PX admite uma filtra¢io natural. Seja F¥Syy;
a subcategoria plena de S;,; contendo apenas os conjunto n com n < k. Podemos definir F*PX

como a imagem da inclusdo natural de

FrSing
f Pln) @ X

em P(X).

Damos agora alguns exemplos de operads em Top. O operad mais simples € o operad Com
cujo S-espacgo subjacente € dado por Com(n) := * para todo n € IN. Os morfismos estruturais sao
6bvios dado que * € o objeto terminal de Top. As Com-algebras sdo os monoides comutativos
topoldgicos, com a comutatividade dada pela trivialidade das S,-agdes. Note que esse € o objeto
terminal de Op(7).
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Também temos o operad Ass cujo S-espaco subjacente € dado por Ass(n) := S, para todo

n € IN e com as S,-acoes dadas pela agdo do grupo de simetrias em si mesmo. Os morfismos

Ass

estruturais u*** aplicados em (o, (o) jen) comutam blocos de elementos segundo o € comutam os

elementos de cada bloco segundo cada o, e sdo definidos pela seguinte férmula:

j-1

J—1 o(H-1 J
nAEZ,) ” (o, (o’ )Jen)(b) =o/|b- Z n' |+ Z n’®, se n<b< Z n'
=1 I=1 I=1 I=1
As degeneragdes deletam os elementos que ndo estdo na imagem. As Ass-algebras sao os monoides

topoldgicos.

SejaN € Ne Mi,gxnjl\, R*) o espago de matrizes N X N diagonais com entradas reais positivas.

O operad dos pequenos N-cubos C" é dado pelo S-espago

C¥(n) := { = Upendp € [Upenl”, IV]

AM, € ME(R), Cy € IV t.q. dy(r) = Myt + Cy;
dy(MYNdy(INy=0seb b

i.e. 0 subespaco de [Liye,I", I"] de aplicacdes definidas em cada cubo por translagdes e dilatagdes
positivas em cada coordenada com interiores disjuntos. Os grupos S, agem em C"(n) trocando
os indices dos d,,, € os morfismos estruturais ,uCN compodes 0s pequenos cubos segundo a seguinte

férmula:
j-1

J
cN Jj j
ﬂﬂ’(ﬂ)_i&ﬂ (d”’ (d )jen)b =d, db Z/ ;S l’l <b< Z n

=1 =1

(¢

As degeneracdes deletam os pequenos N-cubos indexados pelos elementos que ndo estdo contidos

na imagem da inclusdo.

Temos inclusdes naturais de operads —x1; € Op(Top)(C", C¥*!) e definimos C* := colim C".

Note que para todo n € IN o espaco C™(n) é contratil.

Teorema 4.1.7. As imagens de Q" sdo naturalmente C"-dlgebras.

Demonstrac¢do: Primeiro assuma N < oo. Seja 6V : CNQY = QV a transformagdo natural

definida por
6% € Top,(CYQAVX,QX)

Y, (1), ted,v)

d,, Y
[,V]Htr—) X. tidE(HQIN)

E facil verificar que 6" é compativel com os morfismos estruturais de operad de C".

A acdo de C™ nas imagens de Q% € induzido dos casos finitos. Por definicdo um elemento
d, € C*(n) pertence a algum C"(n) com N < co. Podemos entdo usar a constru¢do acima para

definir uma transformacao natural 8 compativel com os morfismos estruturais de 2-operad de
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Cnm

Seja N € IN. O operad de Fulton-McPherson 7 M" é dado por compactificacdes de espagos de
configuracdes de pontos em R”Y. Uma descri¢do detalhada pode ser encontrada em [LV 14]. Temos

para cada n € IN o funtor

Conf, : Top — Top
X - {x €[n,X]|x(b) # x(b") se b + b"}.

Temos que os espacos Conf,(R") admitem uma acdo de R = R} por translacdo e dilatagdo
positiva. Definimos entdo o S-espago FM"(n) := Conf,(RY)/ r¥-g: - Temos que F M"(n) é home-
omorfo a {x € Conf,(RN) | 2ben X(0) =0 € Ype,llX(D)|| = 1} paran > 1,e € xsen =0, 1.

Dados (b,b’) € Confy(n) defina 6,,, € Top(FM"(n),$"™1) por 6, (x) = ”ﬁz,,;% e dados

(b,b',b") € Confs(n) defina 6,40 € Top(FMM(n),[0,0]) por 8,4 4 (x) = % Con-
sidere a aplicacdo p := (Oconfsm)» Oconfsm) € Top(FMMN(n), (SV1)Con2® x [0, c0]Cn) que é
um homeomorfismo em sua imagem. O operad de Fulton-MacPherson de dimensdao N é dado
pelo S-espaco F MY com FM"(n) := p(FMN(n)), i.e. FM"(n) é o fecho da imagem de p em
(SN—I)COHfz(ﬁ) x [0, Oo]Confa(ﬁ)_

Intuitivamente um elemento x € 7 M" (n) pode ser considerado uma “configuragio virtual”’em
que pontos podem estar infinitesimalmente préximos de forma que a direcdo relativa entre dois
pontos e as distancias relativas entre trés pontos sempre estd bem definida e sdao dadas pelas ex-
tensdes das funcdes 6 e & para todo o F MY (n). Um ponto x € F M"(n) estd completamente
definido pela imagem por essas fungdes. Temos entdo que o morfismo estrutural ,uTMN ¢ definido

por:

Op-s -yt ). se TLin' <bb < T
Zl "nl <b< Zl .,

6, (x) se Z{,z_] n' <b < Zl,:] n’
(J,J') € Confr(n)

s (15 () =
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6b Zjllb/ Zfln[b// ]1 l('x)? se Zjln <bb/ b” Z]— nl
Z 'nt<b< Zl .,
1, se a3 nl < b b <N
(J, J)) € Confr(n)
>l <b <3 n
00, s€ 21/;1 n' <bb" < Z{;,:1 n'
(U, j’) € Confr(n)

o nl < b < Zz |
0, se A3t nt <b,b < z,,zln’
(J: J') € Confr(n)

i <b<sln
Zj,_l n' <b < ZJ;,_ nt
Z{,/ —11 nl’ < b < Zln 1”

()7, J") € Confi(n)

14

’

FMY ' —
5b,b’,b” (ﬂﬁ,(ﬂ)jeg(x, (xJ)jEQ)) =

5j,j/,j” ()C), Se

Seguindo a ideia intuitiva acima, essa operacgio insere x’ na configura¢io de pontos x como uma
configuracao de pontos infinitesimalmente proximos concentrada no ponto x(i). As degeneragdes

deletam as coordenadas em que o indice aparece.

As inclusdes (¥ € Top(RY, RV*!) induzem inclusées ¥ € 20p(Top)(F MY, F MM, e defi-
nimos F M® := colimF M".

Os espagos TMN(Q) sdo conjuntos semi-algébricos compactos, i.e. um subconjunto compacto
de um espaco euclidiano definido por uma sequéncia finita de equacdes e inequagdes polinomiais,
o que implica que eles admitem uma triangulacdo [BCR87], e portanto esses espagos sdo cofi-
brantes. Além disso a triangula¢@o pode ser escolhida de forma que as S,-a¢Oes preservam essa

triangulacio. Portanto & M"(n) é cofibrante como um S-objeto.

O operad de Barratt-Eccles € composto por espacos totais de fibrados principais universais dos

grupos de simetria [BE74]. Seja G um grupo topoldgico. Defina G € (Top®)*” por:

G : A® - Top

0i(g%,...,8%) = (go,---,g"‘l,g"+1 s 8"

i+1

<->H[G‘”, . NE
sig% ..., g =("....g7 ", g g, g, ...,8%)

Podemos entdo definir EG € Top® como EG := |G*|. Todo ponto de EG é definido por combinacdes

lineares formais Y7, u'g’ com (g, u’*) € G**! x A®. Podemos também definir o S-espago ES
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por:

ES : 8" — Top
n— ES,

Os morfismos estruturais de operad sao dadas por:

1 n

q q/ 9 q q
=

ES l vo_j . Lab I Ass iy,
Fo i) jen Z”“ I Z” Tul |7 Z Z”” W 1)y (T8 (1) jen)

1=1 1i=1 jen 1 =1 =l

Note que o funtor de componentes conexas my nos dd morfismos 7 e Op(Top)(C!, Ass),
7% € Op(Top)(C™, Com), 7M™ € Op(Top)(F M=, Com) e n¥° € Op(Top)(ES, Com) que sio

equivaléncias fracas em S — Top.

4.2 2-operads

A teoria de operads coloridos é uma generalizacdo da teoria de operads onde consideramos
operacdes em multiplos objetos. Exploramos uma restricao do caso gereal de operads coloridos

em duas cores, em que as duas cores sdo ordenadas. Considere o funtor

— . Set - PO-Set,
S8, =@ u{s}s)

onde a estrutura de ordem parcial € dada por a > S para todo a € §. Considere também o conjunto
ordenado {c¢ > o}.

Definicao 4.2.1. Um 2-conjunto é um conjunto S equipado com uma func¢ido ndo-decrescente
corg € PO-Set(S.,{c > o}), acoloragdo de S . A corde S é corg(S). Um 2-conjunto geralmente
serd denotado simplesmente como S e a coloragdo corg simplesmente como cor quando o 2-

conjunto S for 6bvio do contexto.

Se cor(S) = o dizemos que S € aberto e se cor(S) = ¢ dizemos que S € fechado. Denotamos

por S . o conjunto de elementos fechados de S e por S, o conjunto de elementos abertos de S .

Note que cor ser ndo-decrescente implica que se cor(S) = ¢ entdo cor(a) = ¢, Ya e S.
Definicao 4.2.2. Uma 2-fungdo f entre 2-conjuntos S e S’ é uma funcio que preserva ponto base
f € Set.(S.,S))tal que corg = corg- f.

Note que ndo ha 2-funcdes entre 2-conjuntos de cores diferentes.

Definicao 4.2.3. Seja 25;,; a subcategoria da categoria de 2-conjuntos cujos objetos sao os conjun-

tos fechados n := {1, ...,n.} paratodon € IN e os conjuntos abertos n,m := {1,...,n. 1,,...,m,}
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para todo (n,m) € IN?, e cujos morfismos sdo as 2-funcdes injetoras. Seja 2S a subcategoria de

2Siyj com os mesmos objetos e cujos morfismos sdo as 2-fungdes bijetoras. Definimos também
as subcategorias plenas 25, € 25, inj de 2S;,; compostas dos 2-conjuntos fechados e abertos res-
pectivamente, e analogamente definimos as subcategorias plenas 2S. e 2S, de 2S compostas dos

2-conjuntos fechados e abertos respectivamente.

Como no caso de operads, para todo n € 25, as 2-bijecdes 25, := 2S(n, n) formam um grupo

isomorfo a S,. Para todo n,m € 25, as 2-bije¢oes 25,,, = 25(n,m,n,m) formam um grupo

isomorfo a S, X S,,.

Definicao 4.2.4. Seja 7 uma categoria monoidal simétrica bicompleta. Um 2S-objeto em 7 é um
funtor Q : 28 — 7 tal que Q € reduzido, i.e. Q) = = = Q(0,0). Denotamos a categoria de
2S-objetos em 7 por 2S — T

ParacadaQ € 2S — 7 e § € 2S temos uma acdo de 2Sg em Q(S). Nos referimos a 2S-objetos
em Top como 2S-espagos.

Definicao 4.2.5. Um 2S-espaco Q € 2S-livre se para cada S € 2S a acdo de 2Sg em Q(S') for livre.

Novamente a linguagem de arvores nos permite definir uma monada em 2S5 — 7.

Definicao 4.2.6. Seja S € 2S. Uma 2-drvore orientada sobre S é uma arvore orientada T sobre o
conjunto subjacente de S equipada com uma fun¢io nao-decrescente cory € PO-Set(Er, {c > o})
tal que cor(eg) = cor(S) e Ya € S temos cor(out(a)) = cor(a). Uma ordem em uma 2-arvore T é
uma ordem na 4rvore no sentido da sessdao anterior tal que se cor(out(v)) = ¢ e cor(out(v')) = o

entdo v > v'. Em diagramas denotamos arestas fechadas por linhas sinuosas ~ .

Denotamos por T,(S) a categoria cujos objetos sao classes de isomorfismos de 2-arvores or-
denadas sobre o 2-conjunto S e cujos morfismos sdo morfismos de drvores que preservam a cor.

Temos duas arvores sem vértices internos, que chamamos de 2-arvore unitdria fechada e aberta

§ i

Para uma 2-arvore T e um vértice v € Vy a coloracao de 7 induz uma estrutura de 2-conjunto

respectivamente.

em in(v), com COriy)(€) = cory(e) para e € in(v) € COoriy,)(in(v)) = corr(out(v)). Assim como em

arvores, temos uma operagao de enxerto em 2-arvores.

Como no caso de operads temos que todo Q € 2S — 7 e S € 2S induz um funtor

Q:TrS$)® > T
T — ® Q(in(v))

veVr
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O somando associado as 2-arvores unitarias é 1.

Definicao 4.2.7. Para Q € 2S — 7 defina o 2S-objeto

T,Q :2S® —» T
T2(S)
S - f Q(T)

Como antes esta construgio define um endofuntor T, em 72" que é o funtor subjacente de

uma monada.

Definicao 4.2.8. Um 2-operad Q em 7 € uma T,-algebra. Denotamos a categoria de 2-operads em
T por 20p(T).

A estrutura de 2-operad de Q é completamente definida pelos morfismos

72 e TA,QL),  7f €T (1,Q0,1)),

induzidos das 2-drvores unitarias, para cadan € IN e (n/) jen € IN%, um morfismo

® Q') |,

jen

,uf(n N, T1Qn) ® n’
I\ Jjen

para cada (n,m) € IN, (p/)je, € N2 € (n', m)e;, € (N*)™, um morfismo

®a<p_f>] [® Q' m) |,

jen i€m

Q
ﬂ@s(&j)jeE,(ni,mi)iem €T Q(M) ®

Novamente esses morfismos satisfazem condi¢des de unidade, associatividade e equivariancia.
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Todo 2-operad em 7~ define uma monada em 772. Se Q é um 2-operad podemos, como na

sessdo anterior, estender o funtor subjacente de Q em um funtor em 28;)15, e todo (X, X,) € 72

define um funtor:

(Xc’ X())®_ : 2Sinj -7
S XPeo X3

Podemos entdo definir a monada
Q:T!—>T;
2S¢, inj 2S0,inj
(X, X,) o ( f Qw ® X7, f Qun,m) ® (X, X,
Esse endofuntor admite uma estrutura de monada com a unidade dada por
072 ® Ly, 75 ® 1x,) € To((Xe, X,), O(Xc, X,))

e a multiplicagdo dada por

Q ) Q . ) )
| | #ﬂs(ij)_jEﬂ ® 1X®Zj€ﬂ"/’ | | #M,(gf)_/eﬂ,(ni,r1zi)ieg ® 1(Xc X0)®Z?=1p’+2§11”’*2;11’"' €

nelN : ¢ (n,m)eIN?
(/) jen€INZ (pj)jEEEINﬂ

(' m)jeme(IN?)2

THQO(X., X,), O(X., X,)).

Definicao 4.2.9. Para um 2-operad Q uma Q-dlgebra é uma Q-algebra da monada associada Q.

Denotamos a categoria de Q-algebras por Q[7].

Para todo 2-operad Q e (X., X,) € Top? o espago Q(X,, X,) admite uma filtracdo dupla natural.
Seja F"*2S;,; a subcategoria plena de 2S,; contendo apenas os 2-conjuntos fechados n com n </

e os 2-conjuntos abertos n,m com n < [ e m < k. Podemos entdo definir F*Q(X,, X,) como a

imagem das inclusdes naturais de

FRI2S i FUE2S , ini
[ f Qn) ® X", f Qn,m) ® (X., X,)*""

em Q(X,, X,). Claramente isso define uma filtracdo F*Q(X., X,) := Uien F**Q(X., X,,).

Damos agora alguns exemplos de 2-operads em Top. O operad mais simples é o operad Com™
com Com™(S) := = para todo § € 2S°. Os morfismos estruturais sdo 6bvios dado que * € o
objeto terminal. As algebras sobre esse operad sdo pares de monoides comutativos topologicos

X, X, € Com[Top] equipados com um homomorfismo continuo &(x19) € Com[Topl(X., X,)
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induzido pelo elemento de * 10€C om™(1,0).

Também temos o operad Ass*' com 2S-espago subjacente dado por

. S, xS,,, sem=0,1;
Ass®(n,m) =3 ~
- 0, sem > 1.

Ass*(n) :=S,

e com as Sg-acdes nos espacos nao triviais dadas pela acao do grupo de simetrias em si mesmo. Os

Ass

morfismos estruturais de 2-operads sdo dados na parte fechada simplesmente por y”** e na parte

aberta por
A act ; A ;
ﬂn,%f(pj)jgﬁ((a’ O)a (O-j)jEQ) = (/lﬁ;z;j)jeﬂ(o-’ (O-j)jEQ)a O)

A ‘act ; A :
ot iy (05 1 (@ Djens (07, 70) = Gty ) (0 (0 jen) > 07, T)

comt €{0,1} e

o ow(Ds sel<j<n
0':1,I>O'ﬂ(]) = - .
B ou(j—n)+n, sen’ +1<j<n +n

As algebras sobre esse operad sdo pares (X, X,) com X. um monoide topoldgico equipados com
uma acao (que ndo necessariamente preserva ponto base) de X. em X, induzida pelo elemento
011 € Ass*(1, 1),i.e. temos um homomorfismo continuo [Xo,f(o'i)]nij € Ass[Topl(X,, [X,, X,]),

com a estrutura de Ass-algebra em [X,, X,] dada por composi¢ao.

O operad dos N-queijos suicos SC" é definido por SC¥(n) := C¥(n) e

AM, € MEV(RY), C, € IV t.q. du(t) = Mt + Cys
SCN(M) = dw = uaeMda € [uaeMIN, IN] dg(iN) N da/(IoN) =0sea+ a’;

C! =0se cor(a) = o.

i.e. o subespaco de [L,es IV, IV] de aplicacdes definidas em cada N-cubo por translacdes e dilatagdes
em cada coordenada com interiores disjuntos tais que as bases na primeira coordenada dos cubos
indexados por elementos abertos sdo mapeados na base na primeira coordenada, com as acdes de
Ss trocando os indices dos d,,. A estrutura de operad uSCN ¢ dada por composicao dos d, de forma

~ N N
analoga a uC" .

Temos inclusdes naturais de 2-operads — X 1; € 20p(Top)(SCN(S ), SCV*1(S)) e definimos
SC” := colim SC".

Proposicio 4.2.10. As imagens de QY sdo naturalmente SC"-dlgebras.

Demonstracio: Primeiro assuma N < co. Seja 6) : SCVQ) = QF a transformagéo natural
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definida por
i -1 (TN
s (dust o < [ O rea
- *, 1 ¢ dy(11, 1)
O (| dmas (C, ™, M)]) () =
Y(d10,9))(s"), (s,5) € di(IV)
@(d1(0,9), 8" = 16U(d7 (s, 5), (', 5) € di(IY) . (0,5) €d(IV)
, (5',5) & dyn(LLun 1Y)
j —.l ’ ’ 'IN
st {0 ATR N () € AT , (0,5) ¢ du(L1,, 1)

E facil verificar que 65 é compativel com os morfismos estruturais de 2-operad de Sc”.

A agdo de SC™ na imagem de Q5 ¢ induzida dos casos finitos. Por definicdo um elemento
ds € SC™(S) pertence a algum SCY(S) com N < oo. Podemos entdo usar a constru¢cdo acima
para os casos finitos para definir uma transformag¢do natural 6% compativel com os morfismos

estruturais de 2-operad de SC”.m

Seja N € IN. O 2-operad de Fulton-McPherson ¥ MZQV ¢ dado pelo 2S-espago que nas compo-
nentes fechadas é ¥ MY (n) := ¥ M"(n) e nas componentes abertas é dado por compactificagdes
de espacos de configuragdes de pontos coloridos em HY = {x¥ € R" | x! > 0} com pontos abertos

restritos ao bordo. Temos para cada par n,m € IN o funtor

Confy,, : Top~ — Top
t € Top(A,X) = Confrm(X) Xpmx) Conf,(A)

Fixe (¥ € Top(dHY,H") a inclusdo do bordo. Note que Conf;,,(:") admitem uma agio de
RM"! > R por translacdo paralela ao bordo e dilata¢io positiva. Definimos entdo FMY) (n,m) :=
Conf, ")/ RN-1xR; - Temos que F MY (n, m) é homeomorfo a {x € Conf, ,,(t") | projsgn Yaenm X(@) =
0e Xaenmllx(@ll = 1}.

Dados (i, i) € Confy(n, m) defina 6;; € Top(FM) (n,m), $S"~") por 6, (x) = ||§8§:§8|| e dados

(i,7,1") € Confy(n) defina 6, »» € Top(FMY(n,m), [0, %]) por 6 i (x) = |||I))CC((1?)):;C((1'I.',/))I|||' Considere a

aplicacdo 05 := (Bconfynmys Oconfsum) € TOPFMN (n, m), (SN2 % [0, 00] A1) que é um

homeomorfismo em sua imagem. Definimos entdo ¥ MY (n,m) = 02 (F MQ’ (n,m)). Os morfismos
estruturais sio dados de forma analoga aos de 7 M" apresentada na sessdo anterior. Veremos na
sessdo 4.4 que os espacos F M" (S) admitem estruturas de variedades com cantos, e a estrutura de

2-operad € dada pela inclusdo de subvariedades no bordo.



4.3. Estrutura modelo em 2-operads e dlgebras sobre 2-operads 87

Pelo mesmo argumento da sessio anterior 7 M) é cofibrante como 2S-espacos.

As inclusdes naturais i € Top(RY, R¥*) e i’ € Top(H", H¥*') induzem inclusdes naturais
iy € 20p(Top)(F MY, F M), e definimos FMS := colimF M, .

O 2-operad de Barratt-Eccles ES, € definido por ES,(n) = ES, e ESy(n,m) = E(S, X S,,) com
a estrutura de 2S-espaco dada pelas acdes livres. Os morfismos estruturais de 2-operads sdo os

mesmos que ES na parte fechada e na parte aberta é dado pela seguinte férmula:

r q’/ A
ES;y k 1 —
ﬂwa(gj)jeg,(ni,mi)iem Z (o, o), Z v O-lJ > z J M (O-k" ki -
Jjen iem

k=1 li=1 K

S5 S S i

k=1 '=1 I"=1l=1 kM=

A : A A '
Wy, T (@) jen) > B0 (T (T diem)s iy (Tl (T i)
Esse operad também é cofibrante como 2S-espaco.

4.3 Estrutura modelo em 2-operads e algebras sobre 2-operads

Em [BMO07] condi¢des para a existéncia de uma estrutura modelo em operads coloridos e suas

algebras sao dadas.

Proposicao 4.3.1. Seja T uma categoria modelo simétrica cofibrantemente gerada equipada com
um funtor de substituicdo fibrante simétrico monoidal Fib e um objeto de intervalo de Hopf I.
Entdo existe uma estrutura modelo cofibrantemente gerada em 20p(7T") transferida da estrutura
modelo de 2S — T pela adjuncgdo (T, 4 U).

Demonstracao: Temos que 20p(7") € bicompleta, e a demonstracio € andloga a demonstracao
em [GJ95, S.1.5] que a categoria de operads € bicompleta. Para toda monada C o funtor U :
C[7] — 7 cria limites [BW85, 3.4.1], ou seja os limites de diagramas de 2-operads sao dados
por limites em 2S — 7, que por sua vez podem ser computados como limites em cada indice. O
funtor T, reflete colimites filtrados ja que o produto tensorial em categorias monoidais fechadas
preservam colimites. O 2-operad inicial é o 2-operad de pares pontuados 1 com 1(S) := 1 se
S =1,0,1,1(S) := xse S =0,0,0 e 1(S) := 0 em todos os outros casos. Uma 1-dlgebra é um
par de objetos pontuados sem nenhuma outra estrutura. Coprodutos sdo construidos da seguinte
forma: Uma 2-arvore bicolorida 7" sobre um 2-conjunto S € uma 2-arvore em T, (S ) com os vértices
internos coloridos nas cores preta e branca tais que se para um vértice v existe um vértice w
preto (branco) com pre(w) = v entdo existe um vértice branco (preto) w’ tal que pre(w’) = v, e

denotamos a categoria de 2-arvores bicoloridas sobre S por Tgb(S ). Para 2-operads £ e @, uma
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2-arvore bicolorida 7' e um vértice v € V; definimos entio para todo S € 28

QoP TV(S)? > T

P(in(v)) se v é preto;
T -

vevy |Q@n(v)) se v é branco

PUQR:2S® - T

T5(S)

S QaP(T).

Podemos verificar que Q LI $ admite uma estrutura de 2-operad e satisfaz a condi¢io universal
de coproduto. Para obter o pushout note que para todo 2-operad O temos um endomorfismo 7 €
2S — 7 (0O U 0,0 u 0)) obtido invertendo as cores dos vértices. Se temos ¢ € 2S — 7(O,P) e
Y € 2S — 7(0,Q) entdo podemos tomar o coequalizador em S — 7 de ¢ U e (¢ Ll Y)7. Esse

2S-objeto admite uma estrutura de 2-operad e é o pushout Q Lip P.

As condigdes da proposi¢ao 1.4.9 sao satisfeitas [BM03, BMO07]. O fato que Fib € simétrico
monoidal implica que ele induz um funtor de substitui¢do fibrante em 20p(7") ja que temos um
isomorfismo natural T,Fib = FibT,. Suponha agora que Q é um operad fibrante. Defina o 2S-objeto
Q' como Q' (S) = [X)

2-operad de Q e das estruturas de monoide comutativo e comonoide de /, com a comutatividade da

ses I, Q(S)], que admite uma estrutura de 2-operad induzida pela estrutura de
estrutura de monoide garantindo a equivariancia dos morfismos estruturais. Analogamente temos
operads Q! e Q'!, com Q! = @, e morfismos de operads [, 1q] € Op(T)(Q, Q) e [(0, 1), 1¢] €
Op(T)(@Q!, Q"™"). Como & admite uma cofibragdo trivial como sessdo pelo axioma da unidade e o
lema 1.2.2 entdo pelo axioma do pushout-produto e da unidade temos que ®a o L, ®a s I € Teof
e ®a s € € Wr, e portanto pela proposigéo 2.2.4 temos [g, 1q] € Wss_ 4. Pelo axioma pushout-
produto e da unidade também temos que ®aeS (0,1) € Cy, logo pela proposi¢do 2.2.3 temos
[(0,1), 1q] € Fas_g. Logo Q' é um objeto de caminhos de Q.=

A seguinte classe de 2-operads sera central no teorema de reconhecimento relativo infinito.

Definicao 4.3.2. Um 2E,-operad é uma resolucao cofibrante do 2-operad terminal Com™. Equi-

valentemente ¢ um 2-operad cofibrante cujos espagos sdo todos contréteis.

Os operads F M5 e ES, sdo cofibrantes em 2S — Top e todos 0s seus espagos sdo contrateis,
porém eles ndo sdo cofibrantes, pois as aplicagdes de degeneracdo ndo sdo compativeis com as
estruturas celulares. Na proxima sessdo veremos que existe uma resolugao funtorial de 2-operads

tal que as imagens desses 2-operads por essa resolugdo sao 2E,-operads.

Proposicao 4.3.3. Seja T uma categoria que satisfaz as condigées da proposicdo 4.3.1 cujo objeto

intervalo de Hopf I é cocomutativo. Entdo para todo 2-operad Q existe uma estrutura modelo
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cofibrantemente gerada em Q|7 transferida da estrutura modelo em T? pela adjuncédo (U 4 Q).

Demonstracao: Pelo mesmo argumento que 4.3.1 temos que Q[7 ] admite todos os limites
e todos os colimites filtrados. O objeto inicial € (x,*), que admite uma estrutura de Q-algebra
trivial. Seguindo [GJ95, S. 1.6] a existéncia de pushouts em Q[77] segue das seguintes duas
construgdes: Para todo morfismo de 2-operads ¢ € 20p(7)(O,P) temos um funtor de imagem
direta ¢, : O[T ] — P[7] adjunto a esquerda do funtor ¢* : P[T] — O[T ] que para uma P-
algebra ((Y,, Y,), ) nos da a O-dlgebra (Y, Y,),{(¢ ® 1y,.v,))- Seja (X., X,), &) € O[T ]. Defina
¢.(X,, X,) como o equalizador dos morfismos inferiores no diagrama abaixo:

P(PE,1p(x, x,))

P(PO(X., X,) U P(X., X,)) PP(X.,X,) Pp.(X., X,)

(P(EP@DP@R), 1 PP(X X)) | |

1P ®1(x. X0 bi&
P¢ | G
PO(X., X,) P(X.,X,) 7 ¢.(Xc, X5)
uFe)P($R1)

Temos que P¢.(X., X,) é o coequalizador dos morfismos superiores no diagrama e o morfismo
estrutural de P-algebra ¢.£ de ¢.(X,, X,) € induzido de g(u”®1x x,)), que coequaliza os morfismos

superiores no diagrama. Isso define o funtor ¢..

Além disso para toda Q-algebra (X, X,,), com morfismo estrutural & € 7 (Q(X., X,), (X¢, X,))
existe um 2-operad nio reduzido Q[X., X,] cuja categoria de 4lgebras é isomorfa a Q[7 |**)/ O

2S-objeto subjacente desse 2-operad € definido por:

sen=0

X,
QlX., X,1(n) :=
{ﬁs“ Qu+D® XY, sen>0

X,, se (n,m) = (0,0)

QXe, Xol(n,m) =1 o
[TQn+1Lm+k)® X, X,)®, sen+m>0

O morfismo estrutural de 2-operad é induzido de x9 e £. Uma Q[X., X, ]-dlgebra (Z., Z,) é definida
por um morfismo estrutural £ € 7(Q[X., X,1(Z., Z,), (Z., Z,)). Composi¢do com a inclusdo natural
i€ T(QZ,7Z,)U(X.,X,), OlX., X,1(Z., Z,) determina dois morfismos ¢ € T (Q(Z., Z,),(Z., Z,)) €
7€ T (X, X,), (Z., Z,)). Duas aplica¢des dessa forma nos dao uma estrutura de Q[X,, X, ]-dlgebra
em (Z.,Z,) se e somente se (Z., Z,) ¢ uma Q-algebra sob (X., X,).

Suponha agora que temos z € Q[T 1((X., X,), (Zc, Z,)) e f € QT 1((Xc, X,), (Ye, Yy)). O pushout
(Z.,Z,) U, x, (Y., Y,) € dado entdo por Q[f].(Z., Z,).

As condicdes da proposicao 1.4.9 sdo satisfeitas. Temos que U preserva colimites filtrados. O
funtor de substituicdo fibrante Fib em 7 induz um em Q[7], e o fato dele ser simétrico monoidal
garante que ele € compativel com as estruturas de Q-algebras. Para todo ((X,, X,), £) € Q[7 ] temos
que ([ U *, X.]., [ U=*X,].) € Q[T]. O morfismo estrutural de Q[7 ]-dlgebra é induzido de & e

da estrutura comonoidal de /,com a cocomutatividade garantindo a equivariancia. Pelo mesmo
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argumento que na proposic¢ao 4.3.1 isso nos da um objeto de caminhos em Q[7 |.m

A seguinte proposi¢cao nos permite derivar certos funtores construidos com a construcgao bar.

Proposicao 4.3.4. Sejam T uma categoria que satisfaz as condig¢bes do teorema 4.3.3, Q um
2-operad em T cujo 2S-objeto subjacente é cofibrante e cujas unidades sdo cofibracoes em T,
A uma categoria modelo e S um Q-funtor em A que preserva colimites, objetos cofibrantes,

cofibracoes entre objetos cofibrantes e equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes. Entdo
BY(S,0.-): QIT] - A
preserva objetos cofibrantes e equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes.

Demonstracao: Se (i.,t,) € Cr2((Ac,Ap), (Xe, X,)) com (A, A,) € T ZCOf entdo (t.,1,)® €
Crsi (Acs Ap)® ™, (Xe, X,)®7), € pelas hipéteses em Q temos que n? e CTZS;E; (1,Q). Portanto a

proposicao 2.2.8 aplicada em cada coordenada nos da que

(Qer o). 1% 1)) € Cr(Q(Ac, Ag) Uia ) (Xen X,), QX Xo).

Além disso por 1.1.11.iv) e 1.1.11.ii) temos que Q preserva cofibracdes. Analogamente Q preserva
cofibragdes triviais. Pelo lema de Ken Brown 1.3.6 temos entdo que Q preserva equivaléncias

fracas entre objetos cofibrantes.

Provamos indutivamente agora que B‘*’(1+, Q, —) preserva objetos cofibrantes e equivaléncias
fracas entre objetos cofibrantes. As hip6teses sobre S implicam que o mesmo vale para B*'(S, O, ).
Seja (X, X,) € Q[T Jcor- Como Q preserva cofibracdes toda algebra cofibrante em Q[7] é cofi-

brante em 7., e portanto
(7 e Cr(LBV(17., 0. (X, X,)) = 0, (X, X))

Agora note que para todo g € IN temos que o quadrado no diagrama abaixo é um pushout

La=1

LBV (1g., O, (X, X,) Q" (X... X,)

”fgw-”(nﬂ 0-) L l

QLB<q_1>(]17;a Qa (Xca XO)) - LB<q>(]17;’ Q’ (XC’ XO))
~
lq:(Ql<q_1>,ﬂgqi

QI4=D 04(X., X,)

e portanto pelo comego dessa demonstragdo e por indugdo B (14, O, (X,, X,)) € T Aggf. Como Q
preserva equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes também temos que B*’(1+, Q, —) preserva

equivaléncias fracas entre objetos cofibrantes.m

Como arealiza¢do geométrica é um adjunto de Quillen a esquerda se a categoria A na proposicao
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acima for uma das categorias topoldgicas do capitulo 3 entdo B(S, Q,-) : Q[7] — A admite um

funtor derivado a esquerda.

A proposi¢do 2.2.8 e o lema de Ken Brown 1.3.6 implicam que se ¢ € Wy, (Q, Q) € uma

1®S

. A . ~ ZSin'
equivaléncia fraca entre 2-operads cofibrantes e (X, X,) € T.cor entdo f "Y(S) ® X).X.)

€
Wi (0(X,, X.), O'(X,, X.)). Em Top podemos enfraquecer essas hipoteses.

Proposicio 4.3.5. Sejam € Wo,1op)(Q, Q) com Q e Q' 2-operads 2S-livres e (X, X,) € Top?
um par de espagcos bem pontuados. Entdo f 28 Y(S) % 16? x) € W02 (O(Xe, Xo), Q' (X, X))

Demonstracao: Segue de um argumento andlogo ao da proposicdo [Ma72, Prop. 3.4]. Como
0(X.,X,) e Q' (X, X,) sdo H-espacos (veja sessdo 5.1 para a definicdo) pelo teorema dual de Whi-
tehead basta provar que  induz isomorfismo na homologia com coeficientes em Z. A hipé6tese do
par ser bem pontuado implica que, usando a filtracdo da sessdo 4.2, (F**Q(X,, X,), F='"*Q(X., X,)
e (F*Q(X., X,), F*'Q(X., X,) sdo pares-RDV com

St

St
Fl’kQ(XC,X,,)/Fzl,kQ(xc,xﬁ( QD U ) A X, f QLK) L) A (X, X, “)

Sk
FYO(Xe, Xo) po-ioux, x,) = (* QLK) Li+) A (Xc,Xo)M’")

e temos afirmagdes equivalentes para Q'. Basta entdo que ¢ induza isomorfismos na homologia de
cada um desses espagos. Temos que g € Top ((Q(l) Ll %) A Xé, fSA(Q(D Ll %) A Xé) ¢ uma fibragcao

com fibra S, logo ela define uma sequencia espectral convergindo de E* = H, (Sb H, ((Q(D LI *) A Xﬁ))
em H, ( f SL(Q(l) Ll =) A Xé) Sendo Q e @ 2S-livres e ¥y uma equivaléncia fraca entdo ¢ induz um

isomorfismo nas paginas E2, logo induz um isomorfismo na homologia de f Sl(Q(l) L *) A Xf. O

mesmo argumento funciona para os outros espacos.m

4.4 Resolucoes de Boardman-Vogt

A pesar dos 2-operads ¥ M) e ES, da sessdo 4.2 serem cofibrantes em 2S — Top eles nio
sdo cofibrantes em 20p(Top). O problema vem do fato que os morfismos de degeneracao nesses
operads ndo preservam a estrutura celular. Seguindo [BV73, BM06] sob as condi¢des do teorema
4.3.1 existe um endofuntor W; : 20p(7) — 20p(7), a resolucdo de Boardman-Vogt, que trans-
forma 2-operads que sdo 2S — 7 -cofibrantes e com unidade cofibrante em 2-operads cofibrantes
em 20p(7"). A idéia intuitiva da construgdo U,Q para um 2-operad Q € a seguinte (assumindo que
os objetos de 7~ possuem “elementos”, a definicdo formal ndo faz tal pressuposto): Um elemento
de T,Q ¢ representado por uma 2-arvore 7 a qual associamos a cada v € Vy um elemento de
Q(in(v)). Um elemento de W,;Q é um elemento de T,Q a qual associamos para cada aresta interna
um elemento do intervalo de Hopf /, que pensamos como o comprimento dessa aresta. Entdo fa-
zemos dois tipos de identificagdes. Se a aresta de uma arvore tem comprimento 0 ela é contraida

e usamos a estrutura de operad de Q para definir o elemento associado a identificagdo dos vértices
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nas extremidades. Se um vértice € unitario, no sentido que apenas uma aresta termina nele e ela

tem a mesma cor que a saida, e o elemento de Q(1) associado a esse vértice € uma unidade de
@, entdo removemos esse vértice e identificamos as arestas entrando e saindo dele e associamos a
essa nova aresta o produto em / dos comprimentos delas se ambas forem internas, e se uma nao

for interna simplesmente deletamos o comprimento da outra.

Seja Q um 2-operad. Construimos 2;Q como um colimite sequencial de morfismos w? €
2S - T (WQ, W' Q), aonde WQ & a parte de W,Q construida com 2-arvores em T’ com |EF| < g.
Defina para todo S € 2S5 e g € IN a subcategoria plena T»(S, g) de T»(S') composta das 2-arvores T
tais que |[ET"| < g aonde EX' := s7'(Vr)\ €. A ordem de T induz uma ordem em EX* logo podemos

definir

[: TSP > T

Defina W/Q := Q. Suponha entdo que ¢ > 0, que QB?_IQ estd definido e que também estd

definida uma transformac¢do natural
Ta(=.q-1) |
al”! f I(T)®QT) = W Q.

Para ¢ = 1 definimos a® como as unidades de Q nas 2-4rvores unitérias e como a identidade nas

2-corolas.

Podemos definir o funtor

[T Ty(S)® - T

. 1, seee€D;
T — colim Ip(T):=
DCEIM D40 g |1, seeé¢D.
T

A cofibragdo trivial 0 € 7 (1,7) e a identidade 1; € 7 (/,]) induzem uma transformacao natural
0" : I = I tal que pelo axioma pushout-produto 0; € CNWparatodo T € T(S).

Seja D C EiTnt e T € T,(S). Sendo T/p a arvore obtida contraindo as arestas em D, i.e. remo-

vendo cada e € D de Er e identificando se e fe, entdo existe um isomorfismo k? € 7 (Ip(T), I(T/p)).

Seja V% :={v € Vr ||in(v)| = 1 e cor(in(v)) = cor(out(v))} o conjunto de vértices internos com
apenas uma aresta entrando neles. Para cada C C V} temos um morfismo {u;, &rtc € T (Ir, I1/; )
induzido por y; quando in(v), out(v) € EF* e por & quando in(v) ¢ EX* ou out(v) ¢ E, que estd

bem definido pela associatividade de y; e por &; ser uma counidade de ;.
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Defina
QTSP - T

‘ 1, se c € C;
T — colim Qc(T) := ®
CCV1.C#0 vevy |Q(T), sec¢C.

e note que temos uma transformagio natural n” : Q" = Q induzida pelas unidade de Q. Se Q é
cofibrante como um 2S-objeto e as unidades de Q sdo cofibra¢des entdo o axioma pushout-produto
nos da que n; € Cparatodo T € T(S).

Como o produto tensorial preserva colimites temos uma transformacao natural

Ta(-.9) To(—,g-1)
b? := colim «p ®,ug : f I'TeQT) = I(T)® Q(T)

DCE,D#0

aonde ,ug € 7(Q(T), Q(T/p)) é dada pelo morfismo estrutural de 2-operad u®. Também temos

uma transformagdo natural

T2(—.q) Tr(—.g-1)
¢ := colim {u, &/}c ®u(g : f I(T)®QNT) = f I(T) ® QT).
CCV}.C#0

Definimos entdo W/Q como o seguinte pushout em 25 — 7

ad=1 (b4 ¢?)

f T=a) I'(T) ® Q(T) Urirysqir) 1(T) @ Q1(T) QB(;_]Q

of Dn*“ “11)‘1

[ 11y e QT) WQ

ad

com a? definido como o pushout horizontal e w? o pushout vertical. Definimos entdo W,;Q :=
colimW’Q. A estrutura de operad é dada via a operagdo de enxerto nas 2-drvores. O enxerto de
uma 2-arvore em outra cria uma nova aresta interna, € associamo o elemento 1 de / a essa nova
aresta. Explicitamente, na componente fechada, dadas 7, € T,(n), T,y € T»(n') e a. € n’ temos
um morfismo ,uflc(l T,)®1eIT,),I(Ty[T,],)) induzido de 1. Temos morfismos anidlogos para
os enxertos onde uma ou ambas as arvores sdo abertas. Esses morfismos juntos com a estrutura de

operad livre de T,Q e os a? definem a estrutura de 2-operad de 2,Q.

Em [Sa01] Salvatore provou usando resolugoes de Boardman-Vogt que as versdes ndo-reduzida
dos operads de Fulton-MacPherson sao cofibrantes na categoria de operads nao-reduzidos, e a
demonstracdo pode facilmente ser estendida para provar que as versdes ndo-reduzidas dos 2-
operads de Fulton-MacPherson também sdo cofibrantes na categoria de 2-operads ndo reduzidos.
A seguinte proposi¢ao, provada em [BM06, BM07], nos d4 que as resolu¢gdes de Boardman-Vogt

das versoes reduzidas desses 2-operads, assim como o 2-operad de Barratt-Eccles, sdo cofibrantes
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em 20p(7).

Proposicao 4.4.1. Seja T uma categoria modelo simétrica cofibrantemente gerada equipada com
um funtor de substituicdo fibrante simétrico monoidal Fib e um objeto de intervalo de Hopf I e Q
um 2-operad em T~ cujo 28-objeto subjacente é cofibrante em 28—7 e tal que n? é uma cofibragdo.

Entdo V3;Q é um 2-operad cofibrante.

Demonstracao: Segue do fato que como 7, preserva cofibragdes e colimites entdo T,Q ¢é
cofibrante, e que o morfismo ¢; € 20p(7 )(T,Q, W,Q) obtido atribuindo o elemento 1 a cada aresta

interna € uma cofibrac¢do. Para detalhes veja [BMO06, S. 5].m

Em [HoE11] Hoefel provou que os operads e os 2-operads de Fulton-MacPherson ndo-reduzidos
sdo resolugdes cofibrantes dos operads dos pequenos discos e a versao usando discos dos 2-operads
dos queijos-suissos. Provamos agora que o argumento pode ser adaptado para a versao usando cu-
bos usados na presente tese, e que podemos usar as resolugdes de Boardman-Vogt para estender
esse resultado para as versdes reduzidas usadas aqui. Primeiro adaptamos os lemas [HoE11, L.
3.1.1, 3.1.2] para o contexto ciibico. Considere o suboperad SCY ¢ SC" composto na parte fe-
chada por todos os d, € C"(n) cujas matrizes M; associados a cada d; para i € n tem todas as
entradas da diagonal iguais a0 mesmo numero real positivo m;, ou seja as imagens dos d; tem to-
dos os lados do mesmo comprimento 2m;, e na parte aberta pelos dy, ., € SCN(M) cujos d; para

i. € n sdo dados como na parte fechada e os d;, para i, € m as entradas da matriz M, sdo iguais a

um m;, a partir da segunda coordenada e a primeira coordenada é =2, i.e. as projecdes das imagens
dos d;, na primeira coordenada tem os lados do mesmo comprimento 2m;, € o lado da primeira
coordenada tem comprimento m;,. A inclusdo desse suboperad € claramente uma equivaléncia.
Seja c1 € IV o centro do N-cubo, com todas as coordenadas % e c‘; a projecao de ciem {0} x IV,

Defina 7 € 2S — Top(SCY, FMY) como

7,(dy)(0) 2= [di(c1)]

[da(c%)], se cor(a) = ¢

Tun(d)(@) .
[d.(c))], secor(a) =0

Lema 4.4.2. Paratodo S €2Sex € F Mév (S) a imagem inversa n~'(x) é convexa em SCIDV(S ).

Demonstracio: Suponha que temos ds, d; € 7' (x). Precisamos provar que para todo u € I
temos que uds + (1 —u)d; € 7' (x). A Gnica parte ndo 6bvia dessa afirmacdo é que as imagens dos
ud; + (1 — u)d; sdo disjuntas. Tome (i,i’) € Conf>(S) e ji» € N tal que 6;(x)’ = max jen{6; 7 (x)’},
1.e. j;» € a coordenada de 6, ;(x) com maior valor. Entdo a disjunc¢ao dos interiores de d; e d; e dos
interiores de d! e d), sdo dados por ICl.j""" - C{f’”l > m; + my e ICEj""" - C;,ji‘i'l > m/ + m/,. Por uma

computacdo simples podemos ver que

|(qui'i' +(1- u)C;ji’i') — (uC{}"" +(1- u)C;,ji"")l > (um; + (1 —wym)) + (umy + (1 — uwym,)
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o que nos da que as imagens dos ud; + (1 — u)d; sdo disjuntas, e assim que 7~ ' (x) é convexa.m

Para todo S € 28 defina T»(S) o subconjunto dos objetos de T,(S) composto pelas arvores T
tais que EiTnt # () e para todo v € V7 temos que ou in(v) > 2 ou que in(v) = 1, cor(out(v)) = o e
cor(in(v)) = c¢. Temos que o bordo de TMIZV (S') admite uma estratificacdo indexada por FT}(S ), i.e.
existem subespagos disjuntos TMIQV(S )r C OF Mlzv (S)paracada T € T,(S) tal que

FMS)= | ] FMS).

TeTH(S)

Além disso temos homeomorfismos ?'MIZV S)yr = F MQ’ (T). Um sistema de coordenadas para
F M5 (S) foi construido em [AS94]. Podemos definir paracada T € T,(S) uma aplicagdo continua
¢r € Top(FMY(T)xRET

ordem parcial induzida pelos caminhos como a aresta contida no caminho entre a e v. Definimos

[S, R"]) da seguinte forma: Defina e? € in(v) paratodoa € S e v < ana

entao ¢ como

¢T((xv)v€VT’tEiTm) = Z x,(el) - l—[ I

v<a eEEi;t
e<v aes

. Einl
Para todo x € ¥ MIZV (S)r existe um aberto V de F MQ’ (T) e um aberto W de R tal que ¢r,
composto com o quociente pela acdo por translacdo e dilatagcdo, define um homeomorfismo entre

V X W e uma vizinhanga de x. Isso define uma estrutura de variedade com cantos em ¥ M/ZV(S ).

Seja U ¢ ¥ MY (S) uma vizinhanga de colarinho do bordo 0% MY (S) equipada com um home-
omorfismo /& € Top(dF /\/(12V (8)x[0, 1), U) tal que para todo x € 3F MIZV (8) existe uma vizinhanga
W cC (9T'M]2V (§) tal que A(W X [0, 1)) esta contido em uma vizinhang¢a de x no sistema de coorde-

nadas descrito acima.

Lema 4.4.3. Paratodo S € 2S, x € 6?‘M/2V(S) eds,d; € ' (h({x} % (0, 1))) qualquer combinacdo

convexa ud; + (1 — u)d s é uma elemento bem definido de SCIDV(S ).

Demonstracgao: Pela descrigio das aplicagOes ¢ temos que como dy, dg € 7 Y (h({x} x (0, 1)))
entdo dy pode ser obtido de di por uma sequéncia de translagdes e dilatagdes. A conclusdo entdo

segue do lema 4.4.2.m

Teorema 4.4.4. Seja N € IN U {co}. O 2-operad 13,7 Mlzv ¢ uma resolucdo cofibrante de SC" em
20p(Top).

Demonstracao: Suponha primeiro N < co. Seguindo [HoE11, T. 3.1.3] definimos uma aplicacio
natural v € 2S — Top(F M), SC") com a propriedade que ela é compativel com os morfismos de
operad exceto as degeneracdes, definida como uma extensao compativel com a estrutura de 2-
operad ao bordo de um morfismo v € 2S — 7 (FMY, SCQ’ ) dada da seguinte forma: Para 0 € 0,0 s6

ha uma aplicagdo possivel, ja que os 2-operads sdo reduzidos, e definimos v;(x) = 17, vio(*) = 1,
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e vo1(*) = 1. Para todo n > 1 temos que FM"(n) é homeomorfo a

x € Conf,(RY) w =cie lex(i) —cil = %

ien

Para todo par n,m € N com n + m > 1 temos que F MQ’ (n, m) € homeomorfo a

Za n,m x( )
x € Confy,(HY) proja]sze— =cje ) Ix@-cli=5

aEn m

Para|S| > 1 definimos entdo vg(x) como o elemento de ScM($) tal que sea € S, entao vg (x)a(c%) =

x(a) e sea € S, entdo vs(x),(c}) = x(a), e tais que 0s nimeros reais positivos m, que definem as
2

suas matrizes sao todos iguais e € o nimero maximal tais que os interiores dos cubos sdo disjuntos

e contidos em V.

Como FMM(2) = $¥-! é compacto temos que FMV(2) = F M"(2) e como FMY(0,2) = SN2
é compacto temos que FMY 0,2) = 7:/\/(12\] (0,2). Temos portanto que v estd bem definido nesses
casos. suponha que v foi bem definido para todo / com / < n de forma que ele € compativel com
a estrutura de operad. Como o bordo de # M" () é composto de produtos de ¥ M" (k) com [ < n
podemos definir v/ € T(@TMN(Q),CN (n)) como um morfismo de operads. Dada vizinhanca de
colarinho U do bordo 6F M"Y (n) dada acima e estenda v em U de forma constante ao longo das
fibras. Como # M"(n) é compacto existe uma aplicacdo continua u € Top(F M" (n),I) que é
constantemente 1 em 0F M"(n) e é 0 em ¥ M"(n) \ U. Definimos v, = (1 —u)v, + uv,. Como
para cada x € U temos que v,(x), v,(x) € a '(h({x} x (0, 1))) o lema 4.4.3 nos d4 que v, estd bem

definido. A construgéo dos v,,, € andloga.

Temos portanto que como 7 € 2S — Top(F MY, SC") estd definido como um morfismo de
operads nos bordos e como uma equivaléncia homotdpica no interior entdo vg sao equivaléncias
homotdpicas compativeis com as operacdes de 2-operads exceto as degeneracdes. Definimos agora
v € 20p(Top)(W,;F MY, SC") como um colimite de morfismos v? € 2S — Top(ﬂB;’TMN, ScMy
O := . Suponha que v?"! estd bem definido. Seja S € 2S
e T € Tx(S, q). Definimos vy € Top(I(T) X F MY (T), SC"(T)) como v9~! no subespago I*(T) x
FMY(T) e como puSC" T, 7 no subespaco (1, . .., 1) x FMY(T). Como as degeneragdes em F M)

preservam as posi¢oes relativas dos pontos que nao sao deletados e v € compativel com o resto da

definidos recursivamente. Definimos b

estrutura de operad temos pelo lema 4.4.2 que podemos estender v’. para todo I(T') x szv (7).
Essa construgdo é compativel com as identificacdes em W] F MY e portanto temos v? bem definido.
Definimos entdo v := colim v?, e por construcio ela é uma aplicacdo de 2-operads. Como por
construg¢do v € homotdpico a composicdo do morfismo u € 20p(Top)(W;F /\/(]2V S),F MZZV (8))
induzido da estrutura de 2-operad com v entdo temos que v € Wypprop). O teorema entdo segue da

proposi¢do 4.4.1.m



Capitulo 5

Principio de reconhecimento de espacos de lacos rela-

tivos

Nesse capitulo provamos o principio de reconhecimento de espagos de lagos relativos para
2 < N < oo que afirma o seguinte: Para 2 < N < oo o funtor Q) induz uma equivaléncia
entre a categoria homotdpica de espacos relativos N — 1-conexos HoTop,, _, € a categoria ho-
motdpica de S_C’N-élgebras grouplike H OS_CN[T oplgrp para qualquer resolugdo cofibrante do 2-
operad dos N-queijos sui¢os. Em particular podemos usar a resolu¢do de Boardman-Vogt dos
2-operads de Fulton-MacPherson. O funtor 7 induz uma equivaléncia entre a categoria ho-
motopica de espectros relativos conectivos H ospO/ e a categoria homot6pica de E5-dlgebras grou-
plike Ho&E[Toplg,, para qualquer 2E-operad . Em particular podemos usar a resolucdo de

Boardman-Vogt do 2-operad de Barratt-Eccles.

Na primeira sessdo apresentamos o teorema de aproximacdo do May [Ma74] e do Cohen
[CLM76], que nos diz que temos uma transformacdo natural de monadas o : C¥ = QNN
que € um completamento de grupo em cada componente se N > 1. Essa propriedade implica
que em a—élgebras grouplike essa transformacdo natural é uma equivaléncia fraca. Provamos
entdo via a construcdo de uma quasi-fibragdo que temos uma transformac¢ao natural de monadas

af ScV = Q)3 que é um completamento de grupo em cada componente se N > 2.

Na segunda sessdo apresentamos alguns resultados de compatibilidade da realizacdo geométrica

com os funtores 212\’ , Q’ZV e a monada Q associada a um 2-operad Q.

Na terceira sessdo mostramos que para 2 < N < oo os funtores Q) admitem quasi-adjuntos
de Quillen idempotentes a esquerda B}, que podemos usar esses funtores para definir uma quasi-
monada idempotente de Quillen em S_CN[T op] cujos objetos fibrantes sdo as dlgebras grouplike
e que as equivaléncias de subcategorias homotdpicas associadas s@o as equivaléncias do principio

de reconhecimento de espacos de lagos relativos.

Na quarta sessao estendemos os resultados da sessdo 3 e provamos o principio de reconhe-
cimento para espacos de lacos infinitos. Provamos que nesse caso a subcategoria homotdpica de

espectros relativos conectivos pode ser obtida via uma quasi-comonada idempotente de Quillen.

97
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5.1 Teorema de aproximacao

Seja @ a composicdo das transformagdes naturais

y " NNNHIEV’V NyN
C" = C"Q"Y" = Q"X

que € explicitamente dada por

[(x/,d;'(0)), ted;dV)
MIFREIIGE / ! :
Q’X ([ = ]) (t) ‘. t¢ dE(HQIN)

Precisaremos de algumas defini¢des antes de apresentar o teorema de aproximacao. Para deta-
lhes veja [Ma72, Ma74, CLM76].

Definicao 5.1.1. Um H-espaco é um espaco pontuado X € Top, equipado com uma aplicacido
1€ Top (X XX, X) tal que u(X, X 1x) =~ 1y =~ u(lx X X,). Uma H-aplicagdo entre H-espacos X e
Y é uma aplicagio f € Top,.(X,Y) tal que fu* ~ u¥(f x f). Denotamos a categoria de /{-espacos
por H — Top.

Para um H-espago (X, u) os grupos de homologia H,(X; k) para qualquer anel de coeficientes
k equipado com o produto de Pontryagin p. formam uma k-dlgebra graduada com unidade [X.].
Definicao 5.1.2. Um H-espaco X é homotopicamente associativo se u(1x X @) ~ u(u X Ix).

A estrutura de k-dlgebra graduada de H.(X; k) para um H-espago homotopicamente associa-
tivo X € associativa.

Para todo d, € CN2) e (X,&) € C¥[Top] a aplicagdo &(dy) define uma estrutura de H-espago

homotopicamente associativo em X.
Definicao 5.1.3. Um H-espaco X é admissivel se for homotopicamente associativo e se u(xx 1y) =~
U(lx x x) para todo x € Top,(x U %, X) = X.
A estrutura de k-algebra graduada de H.(X; k) para um H-espago admissivel X € comutativa.
Para 1 < N < oo as estruturas de F{-espago nos C"-espagos sdo admissiveis.
Definicao 5.1.4. Um H-espaco homotopicamente associativo X € grouplike se o monoide (71X, ..,
[X.]) for um grupo.
As estruturas de F{-espagos nos espagos de N-lagos induzidos das estruturas de CV-algebras
sdo grouplike.

Para (X.,X,) € SC"[Top] temos que X, é uma CV-dlgebra ¢ X, é uma CV~'-dlgebra. Para

N > 1 dizemos que (X, X,) € grouplike se a estrutura de H-espaco em X, e X, sdo grouplike.
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Definicao 5.1.5. Um completamento de grupo homolégico de um H-espagco admissivel X € um
H-espago admissivel grouplike G equipado com uma H-aplicagdo g € H — Top(X, G) tal que para
todo anel comutativo k 0 homomorfismo induzido g, € k—A1gGr(H.(X, k)[moX '], H.(G,k)) é um

isomorfismo.

Para todo H-espaco grouplike X temos uma equivaléncia homotépica entre X e X¢ X moX,
aonde X¢ € a componente conexa de X que contém e [CLM76, Lemma 1.4.6]. Como todo H-
espaco X € simples, i.e. 1 X € abeliano e age trivialmente em 7, X para todo g € IN, o teorema dual
de Whitehead [Ma83] para espacos simples implica que um completamento de grupo homolégico

de um H-espaco admissivel grouplike € uma equivaléncia fraca.

Teorema 5.1.6. [Teorema de aproximagdo] Se X € Top, é conexo entdo o é uma equivaléncia

fraca. Se 1 < N < co entdo a é um completamento de grupo homologico para todo X € Top..

Corolario 5.1.7. Se X € C"[Top] € conexo, entdo o é uma equivaléncia fraca. Se 1 < N < oo e

X € CV[Top] é grouplike entdo o é uma equivaléncia fraca.

Provaremos agora uma versdo relativa desse coroldrio. Defina @) como a composi¢do das

seguintes transformagdes naturais:

oN
cNply =

s
SCV = schals) = l's).
que € explicitamente dada por

[x/,d;' (0], 1ed;(I")
*, t¢d,(11,1")
oy, ([ 222) (5) =

alc\EXc,xu) ([dg, xﬁ]) (1) =

) x4d (s, 9], (s, s8) ed,(I), aen,m
[x',d7'(0, )], 5" = 8 (559, [, 9) € 4T — |, O,5)edU"), iem
*, (s',8) & dp (1L 1Y)
X, d7N(s,8)], (s,s)ed(IY), jen
i o [x,d; (5", 9], (s',8)edi(I”), jen ’ 0,5) & dy(1T, 1)
%, (5" 8) & dun (Lo 1Y)
Note que offy | = QVigvx @ com isvy, € Top,(E¥X,, ZV'(X, A I) vV EVX,) a inclusdo de

>N X. na soma wedge, que é um retrato por deformacio e portanto uma equivaléncia fraca.
Sejam 7., 7, : Top? — Top, as projecdes nas componente fechada e aberta respectivamente.

Os funtores SCY := 7.SCY e SCV := 7,8 CV sdo S CV-funtores, pois podemos definir A5 :=

TS e 5C = 15" . O funtor C¥~' 7, também é um S CV-funtor. A aplicacio natural estrutural
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A€ OV §CN = CNIS CN = CV7x, ¢ dada por:

cNn, oot . cN-1 ) ZTL m!
Ax.x,) ([dm ([dM’ X]),-Em]) " ['“m,(mf»em (dm’ (d&’ F{O}XIN_I)iem)’x ] ]

Também podemos definir o morfismo de S CV-funtores pY : 7,S C¥ = CV~'x, por
poN(XC,XO) ([dw’ ﬂﬂ]) = [dﬂ r{O}XIN*I s .Xm]

Note que 7,8 CV(X,, X.) é uma CV~!-dlgebra e que p" é uma CV~!-aplica¢do natural, e portanto
para N > 1 é uma H-aplica¢do natural e se N > 2 é uma H-aplicagao natural entre JH-espacos

admissiveis. Provamos agora que p é uma quasi-fibragdo em pares (X, X,) com X, bem pontuado.

Definicao 5.1.8. Uma aplicagdo p € Top(E, B) é uma quasi-fibracdo se as inclusdes naturais

ip-1) € Top(p~'(b), {(e,y) € E X B' | 7(0) = b,y(1) = e}) dadas por i,-14,)(f) = (f,t = p(f)) sdo
equivaléncias fracas para todo b € B.

Um subespago U C B € distinguido se p | ,-1)€ Top(p~'(U), U) é uma quasi-fibracio.

De [Ma90, 2.7] temos o seguinte critério para uma aplicacio ser uma quasi-fibracao.

Proposicio 5.1.9. Seja p € Top(E, B) uma aplicacdo de espagos filtrados tal que F'E = p~'F*B
para cada k € IN. Se para cada k > 0 a aplicacdo p |pg € obtido como um pushout de quadrados

comutativos (g, fi) € Top (qk, p Tr1g) € (Jiix) € Top (qk, px) com q; € Top(Dy,Ay) e py €
Top(Ex, Br)

Fipd p, Lo E

b

Fk_lB'TAkT)Bk

que satisfazem as seguintes condigoes:
i) F°B¢é distinguido;
ii) px € uma fibracdo;
iii) i e ji sdo inclusoes de pares-RDV;
iv) (Ji, ix) € um pullback;

V) 8 rq;l(a)e Top(q,;l(a), P~ (fil@))) é uma equivaléncia fraca para todo a € Ay;

entdo cada F*B é distinguido e p é uma quasi-fibracdo.

Teorema 5.1.10. Seja (X.,X,) € Top>. Se X, é bem pontuado pi)v(x(.,xo) € uma quasi-fibracdo com
fibra CN(X.,).
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Demonstracao: Mostraremos que pIOV(X_ x,) © as filtracdes naturais de CN7'X, e ScV(X., X,) do

capitulo 4 satisfazem as condi¢des da proposi¢ao 5.1.9.

Fixe k € IN. Seja Sy a subcategoria plena de S contendo apenas k e 25 a subcategoria plena de

2S;yj contendo apenas os 2-conjuntos da forma n, k. Podemos definir

Sk
CcN'X, = f CV (k) x X~

25k
SCN(X., X,) := SC"(n, k) X (X, X,

Definimos também
={ldi, %1 € C)7'X, | Ji € k t.q. X' = X,..}

{[dnka ] GSCN(Xon)lzllEktq X —X()*}

As aplicagdes p,  Top,(F'n,S C(X., X,), F*C"~'X,) sdo pushouts em Top;’ das aplicagdes

no seguinte diagrama:

F*'7,8 CV(X,, X,) <=— DY —%- S CV(X., X,)
l oy l qk l Pk
k—1~N-1 N N-1
FEICNIX, ~———— A —— X,

no qual i; e j; sdo inclusdes de subespacos, g, e fi sdo induzidos das degeneracdes dos pequenos
cubos d; cujos indices sdo os mesmos que os dos x' iguais ao ponto base e gy e p; sdo definidos da

mesma forma que pY. Essas aplicagdes satisfazem as condi¢des da proposi¢do 5.1.9:

i) FOCN-'X, = {*}. Como todo espaco ¢ fibrante e toda fibracio é uma quasi-fibracdo F°CV~'X,
¢ distinguida;

7z

¢ uma fibracdo se para todo quadrado comutativo ([dﬁ, x4, [k, &) e
Top~(j9, pr) admite um levantamento H € Top(I**!, SC,’(V(XC, X,)).

ii) Por definicdo py

[Ik

[ —— S CN(Xca Xo)
K H lpk

Ja+! CcN-1x
ey kT

Lembre do capitulo 4 que um pequeno cubo d, em SCV (n,m) ou CN(m) é da forma d,(s) =
M,s + C, para alguma matriz diagonal M, com entradas positivas e algum C, € I". Logo

para qualquer (dm, 6) € Nond (1, m) Xev-1(m) cN 1(m) e v € (0, 1] podemos definir y),

.1 6/)1
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Top(I, [Usenmly) , I¥]) com

(2v—t)c}ia +t

2;—7Mdasu+ v , 0<t<v
7T1N—1Cda
4! , cor(a) = c;
Mys.+| 7|, v<r<l
Y ﬂ[N—lCda
Vet D(Sa) =4 ot ) | i
o (Fmy, 0 (e,
S, + , 0<r<v

|0 Ms, Cs.0

11 11
>m 0 >C

27 S, + 27 da , v<tr<l
0 Ms,q Coutt

, cor(a) =o.

ie.y,  &ocaminhoem [UaenmIl, IV] tal que Yy 5 (0) = dyms PoY), 5 = 6,,aalturana
primeEa coordenada dos pequenos cubos abertos é linearmente diminuida até ter a metade
da altura original no intervalo [0, v] e se mantém constante no intervalo [v, 1], e tal que os
comprimentos dos lados em todas as coordenadas dos pequenos cubos fechados e a distancia
na primeira coordenada do centro dos pequenos cubos fechados e 1 também sdo linearmente

divididos pela metade no intervalo [0, v] e se mantém constantes no intervalo [v, 1].

Para alguns (dm, 6,) € v pode serquey, s ¢ SC(M)I , pois pode haver a,a’ e n,metel

taisque a # a’ e 72@ %a(t)(IoN )N )/Zw, %a,(t)(IoN ) # (0, mas sempre existe um v’ € (0, 1] tal
que para v € (0,v’] essas intersec¢des sdao vazias. Podemos entdo definir para cada n,m € 2S

a aplicagio v,,,, € Top(S CV(n,m) Xcv-14,) CV~'(m)', (0, 11) definida por

V(s O) = Max {v €0,111y, , € SCN(M)’}

n,ms

Provamos agora que para qualquer quadrado comutativo ([d), %], [0k, £4]) como acima existe

um v € (0, 1] tal que v o5 ) € SC"(n, m)" para todo s € I,

Seja F'2S; a subcategoria plena de 2S; contendo apenas os 2-conjuntos da forma n, k com

1
n < I. As inclusdes naturais de f P25 s (n, k) x (X, X,)™* em SCY(X,, X,) nos ddo uma
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1i1)

iv)

V)

filtragdo F'S CY(X., X,).

Qualquer subespago compacto K de S CY(X,, X,) estd contido em F'S CY(X., X,,) para algum
[ € IN. Para ver isso assuma que existe uma sequéncia infinita de pontos (z;)ieny € [[ienw K
todos contidos em F'"SCY(X.,X,) \ F'"'SCY(X.,X,) distintos. Considere o subconjunto S
desses pontos de K. Para mostrar que S ¢ fechado assuma que S N F'SCY(X., X,) € fe-
chado. Entdo S N F'S C,’CV (X., X,) contém no maximo mais um ponto. O espaco SCkN (X, X,)é
fracamente Hausdorff, logo pontos sdo fechados e portanto S N F'S C,ICV (X,,X.) é fechado. O
mesmo argumento mostra que qualquer subconjunto de S € fechado, logo S tem a topologia
discreta. Como S é um subespaco fechado de um compacto ele deve ser compacto e portanto

finito, uma contradi¢do.

A filtragio F'S C,i\’ (X, X,) e a aplicagdo [dy, xt] do quadrado comutativo induzem uma
filtragdo F'I9 := [dy, x*X17'(F'S CY(X., X,)). Definimos entdo v/ € Top(F'I4 — FI-']4, (0, 1])
por

V(s) = Vii(di (), 6k(s)).

Como 14 é compacto F![4 — F!=1]4 é compacto, e portanto as imagens dos v/ tem um minimo

positivo.

Pelas duas ultimas observacdes podemos definir
7 := min{y'(s) |l € N; s € Fl]1 — Fi-1]a},
Isso nos dd uma aplicag¢ido H € Top(I7*', S C,I{V(Xc, X,)) definida por

A5, 1) = [Viyomo®: (¥, 855.0)|

que é um levantamento de ([dy, X1, [, £]).

Como X, € bem pontuado temos aplicagdes u € Top(X,,I) e H € Top(X, X I, X,) que nos
ddo que (X,., X,) um par-RDYV, e portanto podemos definir aplica¢des u’ € Top(C,](V “1X,, 1)
como u'([dy, x*]) := min{u(x) |i € k} e H' € Top(CY~'X, X I, CY~'X,) como H'([d, x], 1) :=
[dk, (H(x, t))ie@] que nos ddo que (AY,CY~'X,) € um par-RDV. Que (DY, S CY(X,, X.)) é um

par-RDV segue de um argumento andlogo.
E trivial checar que (ji, ix) é um pullback.

Fixe [dy, xX] € A} e defina os subespagos

i . 1 N-1.
e {[dn,k, 5 e gi i | 7 €8 D 3 1] xT }

Vi€ k, d(I) [0, 3] x V.

10 argumento nesse paragrafo foi providenciado por Eduardo Hoefel via comunicagio privada.
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j . 1 N-1.
QkN::{[dm—hx””“‘]ep;‘<fk<[dk,x"]>> vi€n dih ey ]x 1 }

Viek=1, d(I) c|0,4]x .

Entdo PY e Q) sdo retratos por deformacdo de g;'([d, X£]) e p ~'(fi([dy, ¥£])) respecti-
vamente, e a restricdo g; | pY Top(PY, kN ) éuma fibracdo com fibra contritil, e portanto
uma equivaléncia fraca. Isso implica que gi Iy1(g,.e€ Top(q; ' ([di, XA1), p, ' (filldi, X£1)))

também € uma equivaléncia fraca.

Logo pela proposi¢ao 5.1.9 plo\;xc,x(,) é uma quasi-fibra¢do. Que CVX, € a fibra de pf;v(x(,,xu) segue

facilmente das definicoes.m

Corolario 5.1.11. Seja (X, X,) € SCN[Top] com X, € Topc,. Entdo a’ZV(X ) é uma equivaléncia

fraca se (X., X,) forem conexos e um completamento de grupo se 2 < N < co.

Demonstracao: Temos o seguinte diagrama comutativo:

N
CNXC 7T()S CN(XC’ Xo) 170—> CN_IX()

N

NN N N N-1
QYEMX, (X Xo) ¥o(Xe Xo) X,

T

QV(EN1 (X, A D)V EVX) — QY EN (X, X,) —= QVIEV1X,

Se 2 < N < co este ¢ um diagrama comutativo de H-aplicagdes entre H-espacos admissiveis.
O teorema 5.1.6 nos da que a)’}’c e a)’\(’o‘l sdo completamentos de grupo, e portanto “Zxc,xo) também é.
Temos que H,(7,S CN(X,,X,)) = H,(CVNX)®H,(CV~'X,). Além disso 7;(CV~1X,) age trivialmente
em H,(CVX,) e m(QV-'ZN-1X,) age trivialmente em H,(QVZVX,), logo pela sequéncia espectral
de Serre das fibragdes (por X, € Topcs € [FP90, Cor.5.3.7] temos que Q¥ 'Z¥-!X, tem o tipo
homotépico de um CW-complexo, e portanto a sequéncia espectral estd bem definida) temos que

N z
@, x. x,) € Um completamento de grupo.

A demonstracao para a condi¢do de (X, X,) segue da seugencia exata longa de grupos de

homotopia.m

5.2 Compatibilidade da realizacao geométrica

As propriedade de compatibilidade do funtor de realizacdo geométrica dessa sessdo sdo andlogas
aos resultados em [Ma72, S. 12]. Damos apenas um esbog¢o das demonstracdes pois elas sdo sim-

ples adaptacdes dos argumentos dados 14.

Proposicio 5.2.1. Existem homeomorfismos naturais ™ € Top; (IZ) ® X, X,)®), =V1(Xe, X,) )
para N < 00 e 7 € Sp” (15 (Xe, X,) ], ZTU(Xe, X))
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Demonstracao: Definimos
™(([x, 51, ul) := [[x, ul, ]

e checamos diretamente que isso define um homeomorfismo.m

{o.c}

Proposicao 5.2.2. Seja Q € 20p(Top) e Q sua monada em Top,”' associada. Entdo existe um
homeomorfismo natural v € Top' (|0 (X., X,)**|, Ol(X., X,)®|) tais que os seguintes diagra-

mas comutam:

()
I(Xe, X)) — 10 (X, X)) 10 Q0 (X, X)) - QOI(X... X))
So b Lﬂ
OI(X., X,))| 10 (X, X)) —— OI(X, X,)*)

Se (X, X,)” € Q[Top]*” entdo |(X.,X,)*| € Q[ Topl, logo realizacdo geométrica define um
funtor Q[ Top]*” — Q[Topl.

Demonstracao: Definimos

vA([lgs, 1, ul) = [gs, ([x*, u])yes |

e verificamos diretamente pelas definicoes que € um homeomorfismo e os diagramas comutam. A

segunda afirmacdo entdo segue da primeira.m

Definicdo 5.2.3. Um espaco relativo simplicial * : B — Y € (Top;)*" é proprio se for
cofibrante na estrutura modelo de Strgm. Um espectro relativo simplicial L<.'> : B<.°> - Yf'> €

(sp”)A”" & préprio se for cofibrante na estrutura modelo de Strgm.

Proposiciio 5.2.4. Para1l < N < 0 e () : B — Y® € (Top.)*” um espaco relativo simplicial
proprio com cada VN — 1-conexo temos uma equivaléncia fraca y) € Top*(JQ) )], QN |«))).

Para " : B — Y& € (sp”)A" um espectro relativo simplicial proprio com cada Lf,f’> p—1-

conexo temos uma equivaléncia fraca y5 € Topf(lﬂg’(')d')l, QF 157)).
Demonstracao: Para N < oo definimos

e (Lo, u)(@) := [a(), ul;
Yo (LB, ), u(s) := [(B(5), 8"+ y(5)(5)), ul.

Essa € uma aplicacdo de fibras de uma quasi-fibragao e uma fibragdo de espacos de caminhos

simpliciais sobre 0 mesmo espaco cujos espagos totais sao contrateis, e a contracdo é compativel
. P , N ~ . A . . ~ 0o 2

com a estrutura simplicial. Isso nos dd que y; sdo equivaléncias fracas. A aplica¢do y5’ € dada

como um colimite dos y} para N < co.m
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Proposicdo 5.2.5. Para 1 < N < co as aplicagdes y) sao SC-aplicacées e o diagrama a seguir

é comutativo:
N
1S CVO (X, X)W = S CV(X,. X))

N(e) N
|, Ij Laz

192, (Xes X)) 3 O 1(Xe X))
2

Demonstracao: Com as defini¢des dos morfismo dadas checamos diretamente a comutativi-

dade do diagrama dado e os que nos dio as estruturas de SC" -aplicacdes.m

5.3 Principio de reconhecimento de espacos de lacos finitos

Nessa sessdo assumimos que N < oo.

Defini¢iio 5.3.1. Seja 1) € 20p(Top)(DY ,SC") uma equivaléncia fraca entre 2-operads 2S-

livres. O funtor de desenlagcamento para DN -dlgebras é definido por:

BIZV : DV[Top] = Top,
(Xe, X,) > BEY, D", (X, X,))

O seguinte teorema € o resultado central do principio de reconhecimento de espacos de lagos.

Teorema 5.3.2. Seja 71'12\’ € 20p(Top)(DN,SCY) uma equivaléncia fraca entre 2-operads 2S-
livres e (X., X,), &) € DV[Top] com (X, X,) € ToprOf Considere o seguinte diagrama de D"-
aplicacoes:

B, 1,1)

B(DY,D", (X, X,)) BQYEY, DY, (X, X,))

(&) l l“/zv

(Xe, Xo) QYBY (X, X,)

i) &) é um retrato por deformacdo forte com inverso a direita T(?]DN),'

i) B(aYn),1,1) é uma equivaléncia fraca se X, e X, sdo conexos e um completamento de grupo

se2 < N < oo;
iii) vy é uma equivaléncia fraca;

iv) A composicdo ylzv B(a/IZV T, 1, I)T(nDN) coincide com lev (T(IZQJ))UIQV , e é uma equivaléncia fraca

se X, e X, sdo conexos ou se2 < N < 0o e X, e X, sdo grouplike;
v) BEYN,DV,(X.,X,)) é m + N-conexo se X, e X, sdo m-conexos.

; ) - N —~(RNON 5 PN 5
vi) Parat: B — Y € Top,, &(&') € Top, (B, 5t,1) é uma equivaléncia fraca se 1 é N-conexo

ouse N> 2 et éN — l-conexo; para todo t o seguinte diagrama é comutativo e Q) e(e)) é
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uma retragdo com inversa a direita szv (T(lzggg))ﬂ%m
2

N

Bl 1,1)
B(D", DN, Q) ———— B(QY=Y, DV, Q1)

a(Héver])l W LV%V
22

(O] QYBNQN,

vii) Para (Y.,Y,) € Top?, s(eévaZIZV(alzvﬂlzv)) € Topf(BJZVDN(YC, Y(,),EIZV(YC, Y,)) é um retrato por
2

~ . N . . N
deformacdo forte com inversa a direita T(lev 720).

Demonstraciio: (&) e B(a)n), 1, 1) sdo realizagdes de D"-aplicagdes simpliciais, logo pela

proposicdo 5.2.2 sdo DN-aplicacdes. vy é uma DV-aplicagdo por 5.2.5. i) e vii) valem antes da
realizacdo por [Ma72, 9.10, 9.11], logo valem depois da realizacdo por [Ma72, 11.10]. ii) vale
antes da realizacdo por 4.3.5 e 5.1.11, e portanto vale depois da realizacdo pelo argumento em
[Ma74, T.2.3.i1)]. iii) segue de 5.2.4. iv) segue de i), ii) e iii). v) segue de [Ma72, 11.12] e [Ma74,
A.5]. O triangulo de cima de vi) comuta pela naturalidade de &, e o de baixo por [Ma72, 9.11]. O
fato que £(e)) é uma equivaléncia fraca se as condi¢des de conectividade sdo satisfeitas segue da

comutatividade do diagrama e dos itens anteriores.m

O seguinte coroldrio nos diz que o desenlacamento de DV-dlgebras que sdo ou conexas ou
grouplike se N > 2 € tnico a menos de equivaléncia fraca entre espagos relativos N-conexos ou

N — 1-conexos respectivamente.

Corolario 5.3.3. Sob as hipéteses do teorema, considere um span de DV -equivaléncias fracas:
f ’ ’ 8 N
(XC’ XO) ~= (Xc’ Xo) — QZ L

se ou todas as dlgebras sdo conexas e 1 é N-conexo ou N > 2, todas as dlgebras sdo grouplike e
é N — 1-conexo, entdo o diagrama

&(e)B(1,1,8)

B(1,1,
WD N, x) T2

N
Bz (Xca Xo)
nos dd uma equivaléncia fraca entre t e BIZv (X, X,).

Demonstracao: E(Eév ) € uma equivaléncia fraca pelo teorema 5.3.2.vi), e B(1, 1, f) e B(1,1, g)
sdo equivaléncias fracas antes da realizacdo pelo teorema de aproximacao relativo, e também de-

pois da realizacdo por [Ma72, 11.13].m

Usando a linguagem de quasi-adjun¢des de Quillen fracas estabelecida na sessdao 1.3 podemos
mostrar que os funtores do teorema do reconhecimento relativo é compativel com as estruturas
modelo de espagos relativos N — 1-conexos da sessio 3.3 e a estrutura modelo de SC"-algebras da

sessao 4.3, de forma que eles induzem uma adjuncao das categorias homotdpicas.
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Teorema 5.3.4. Seja ) € 20p(Top) (SCN ,ScV ) uma resolucdo cofibrante. Entdo

N, N\ . QAN R R
(32 *B(SCN,SCN,—),MTOP? Q) ) :SC"'[Top] = Topy_,
€ uma quasi-adjungdo de Quillen fraca, e portanto induz uma adjungdo das categorias homotopicas:

(LBY 4 RQY) : HoSC"[Top] = HoTopy.,

Demonstracao: Provamos que os funtores do teorema, equipados com as transformacdes na-
. N QN N QN

wrais @) : B(SCY,SC,~) = ldgm, . vYB@, 11« B(SCY.SCY.~) = QVB)
e:BYQY = ldrop  satisfazem as condlgoes da defini¢ao 1.3.8.

Temos que i) e ii) sdo satisfeitas pois B) preserva objetos cofibrantes e equivaléncias fracas
entre eles pelo lema 4.3.4. Temos que Q) trivialmente preserva objetos fibrantes e que preserva
equivaléncias fracas pelas construgdes das estruturas modelo, logo iii)e iv) sao satisfeitos. Também
pelo lema 4.3.4 temos que B (SCN ,Sc, —) preserva objetos cofibrantes e ele trivialmente preserva
objetos fibrantes, logo v) € satisfeito. vi) € trivial pois estamos considerando o funtor identidade.
vii) € o teorema 5.3.2.i e viii) € trivial pois a transformac¢ao natural considerada € a identidade. ix)

segue do teorema 5.3.2.iv e x) segue do teorema 5.3.2.vi.m

A imagem do funtor Q) estd contida na subcategoria de SC"-algebras grouplike. Mostramos
agora que podemos definir uma localizacdo de Bousfield que captura a subcategoria homotopica

reflexiva dessas dlgebras.

Teorema 5 3.5. Seja N > 2. O endofuntor QY BYCof induz uma locallzagao de Bousfield a es-

querda em SC [Top) na qual as Q) BY Cof-equivaléncias fracas séo as SC"-aplicacées (f., f,) €
SCV (X, X,), (X', X?)) tais que

Jer € k=A1gGr(Hu(X,, D)X, '], Hi(X., D)X "' ])
Jor € k=A1gGr(Hu(X,, K)[m0X, '], Ho(X,, k)[moX, 1)

sdo isomorfismos para todo anel comutativo k e os objetos 912\/ B’2V Cof-fibrantes sdo as SC" -

dlgebras grouplike.

Demonstracao: Primeiro note que para (f, f,) € SN ((X.., X,), (X], X)) temos o seguinte
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diagrama em SC"[Top]:

(X, X,) .

(X7, X5)
&) o(&)
(SCN ScV (XC,X(,)) — B, fu)>—>B(SCN ScV (X’,X;))

yisz(alzvﬂlzv,l,l) B(azﬂ2 1 1)

Q7' BY (X, X,)

QYBY(X!, X!
QY BY (fe-fo) 2 B, (Xer Xo)

Se (X, X,), (X, X)) € ToprOf o teorema 5.3.2 e o teorema dual de Whitehead [Ma83] nos dao que
QYBY(f., f,) é uma equivaléncia fraca se e somente se (., f,) satisfaz as condi¢des no enunciado.

O caso geral segue do fato que toda SC"-algebra é fracamente equivalente 2 uma cofibrante.

Provamos que Q) BY Cof equipado com o endofuntor B (SCN, Sc”, Cof—) e as transformagoes

naturais cofe(écof) : B (SCN,SCN, Cof—) = IdS—CN[T ey)B (aNﬂg’, 1, 1) : B(SCN,SCN, Cof—) =

QY BYCof satisfazem as condigdes da defini¢do 1.8.3.

Que vale i) segue do teorema 5.3.2.i, que cof é uma fibragdo trivial e da propriedade dois-
de-trés. Que vale ii) segue da primeira parte da demonstracdo do teorema anterior. A condi¢ao
iii) segue da primeira parte dessa demonstragdo e do teorema 5.3.2.ii. A condi¢do iv) vale pelo
fato que pullbacks de fibracdes sdo fibragdes, pela sequéncia exata longa de ﬁbragoes de Serre e
pelo lema dos 5. A condicdo v) segue do fato que as imagens de B (SC Sc" Cof—) sio SCV-
algebras cofibrantes e pelo fato que pushouts de equivaléncias fracas por cofibracdes com dominio
cofibrante em uma categoria de dlgebras sobre um operad cofibrante em uma categoria propria a

esquerda € uma equivaléncia fraca [SpO1, S.4 T.4].
Que os objetos Q) BY Cof-fibrantes sdo as SC"-4lgebras grouplike segue da proposicdo 1.8.8.m

Denotamos a localizac@o de Bousfield a esquerda induzida pela quasi-monada idempotente de
Quillen do teorema por SC[T oplarp. Com essa nova estrutura modelo obtemos uma equivaléncia

de categorias homotopicas.

Teorema 5.3.6. Seja N > 2. Os funtores QY e BY induzem uma equivaléncia de categorias ho-
motopicas:
(LBIZV 4 RQIZ\’) : HoSC"[Tople,, = HoTopy_,

Demonstracao: Pelo teorema 5.3.2 as condigdes do teorema 1.3.10 sdo satisfeitas.m

Pelo teorema 4.4.4 podemos usar a resolucio cofibrante 3,7 M) de SC" para obter uma

categoria de dlgebras explicita.

Para N < 2 podemos adaptar esses argumentos para provar uma equivaléncia entre a categoria

homotépica de SCV-dlgebras conexas e a categoria de espacos relativos N-conexos. O caso geral
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para N = 1 € uma consequéncia dos resultados em [HLS16]. A dificuldade de fazer a generalizagao

para N = 2 vem do fato que as C'-dlgebras ndo sdo no geral admissiveis, entdo @; pode ndo
ser uma equivaléncia fraca em algebras grouplike, e os resultados em [HLS16] usam o fato que
SC' é fracamente equivalente ao 2-operad 2S-livre discreto de a¢des de monéides topoldgicos em

espacos Ass™, o que ndo é verdade para SC°. O caso geral para N = 2 continua aberto.

5.4 Principio de reconhecimento de lacos relativos infinitos

Considere 0 2E-operad W, 7 M5 e um outro 2E-operad & qualquer. Temos um 2-operad
produto & x W, F M3’ que é definido como o produto em cada indice que também é um 2FE.-
operad. Temos entdo que pelo teorema de Whitehead 1.2.12 existe uma inversa homotdpica p, da
projegdo p; € 20p(Top)(EY X W, F M3, EY). Definimos entdo 7’ := p,p;, com p, € 20p(Top)
(& x W, F M3, W, F M3) a outra projecdo. Pelo teorema de Whitehead " tem uma inversa ho-
motépica que nos da que toda E5-dlgebra ¢ uma W, 7 M5 -dlgebra, logo como W, 7 M5 € defi-
nido como um colimite das inclusdes o € 20p(Top)(W,F MY, W, 7 MY*') elas também sio
W, F MY -algebras para todo N. Essas incluses e os homeomorfismos $¥ A §' — $V*! induzem

uma aplicagao
=" BEY, WiFMY, (X, X,)) = BEY, WiFMY™', (X, X,))

que dd a essa colegdo de espagos uma estrutura de espectro relativo, com W;F M} a monada asso-

ciada ao 2-operad W, 7 MZQV . A definicao a seguir nos d4 um funtor de desenlacamento infinito.

Defini¢ao 5.4.1. O funtor de desenlagamento infinito de &3’-dlgebras para um 2E-operad & €

BY 1 E5[Top] - Sp°
(Xcv Xo) = B(EE’ WIFME, (Xca Xo))

Lembre que pelo teorema 4.4.4 temos uma resolugdes cofibrantes v € 20p(Top)(W,;F M5, SC”).

Os resultados da sessao anterior entdo induzem os seguintes resultados.

Teorema 5.4.2. Seja (X.,X,) € E’[Top] com (X, X,) € Topfct " Considere o seguinte diagrama

de &3 -aplicagdes:

0000,/ ./

B(a2 nyn’ 1)

B(EY, EY, (X, X)) BQTEY, WiFM7, (X., X,))

8(§)l lY?

(Xe, Xo) QF By (Xe, Xo)

i) &(&) é um retrato por deformacdo forte com inverso a direita T(n°);

/

ii) B(aynyn',n5n’, 1) é um completamento de grupo.
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iii) yy é uma equivaléncia fraca;

00 .00 ../

iv) A composi¢cdo yy B(asnSn’,nn’, 1)‘1’(7]82]) coincide com Q5 (T(lg;))n;", e é uma equivaléncia

fraca se X. e X, sdo grouplike;
v) BY(X.,X,) € conectivo;

vi) Para (i, : B. = Y,) € Sp”7, &(&) : BYQt, — 4 é uma equivaléncia fraca se 1, é connectivo;
para todo 1, 0 seguinte diagrama é comutativo e 25 £(€5°) € uma retragdo com inversa a direita

Q) (7(Izpo3 D0

0000/ 00/

B((lz oo o Sy 1)

B(ES, ES, Q21.) BQSES, WiF M, Q1)

22

Qz le ) 92 B3 Qz le

vii) Para (Y,,Y,) € Top?, 8(65’@2002;"(&‘2"’71;")) € Topf(Bg’E;"(Yc, Y,), 23 (Y., Y,)) é um retrato por
2

deformagdo forte com inversa a direita (X5 7).
Demonstracao: A demonstracdo é andloga a demonstracdo de 5.3.2 com a ressalva que preci-
samos usar que hd uma equivaléncia fraca entre Q3 B(X7, W, FM>, (X, X,)) e Q7B (X, X,).m

Temos que o desenlagamento infinito de uma &3’-dlgebra grouplike € tinico a menos de equi-

valéncia fraca.

Corolario 5.4.3. Sob as hipéteses do teorema, considere o seguinte diagrama de E3-dlgebras:
f 'y 8. O
(XC, X(J) -~ (Xc’ X()) - QZ le

se f e g sdo equivaléncias fracas de & -dlgebras grouplike e 1, é conectivo, entdo o diagrama de

espectros relativos

MB(1,1,
B(1,1,f) B;"(XZ,X(')) &(&y )B( g)L.

By (X¢, X,)
nos dd uma equivaléncia fraca entre t e BI2V (X, X,).

Novamente temos que Q3 e B’ sdo compativeis com as estruturas modelo e induzem uma

adjuncdo das categorias homotdpicas.

Teorema 5.4.4. Seja E um 2E-operad. Entdo

00 S 0 — /!
(Bz %B(E;O,Ego,—),]dsp/ Qz ) . 82 [Top] ~ Sp
€ uma quasi-adjun¢do de Quillen fraca, e portanto induz uma adjungdo das categorias homotopicas:

(LBY 4RQY) : HoES[Top] = HoSp”
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Demonstracao: O argumento € 0 mesmo que o do teorema 5.3.4.m

Assim como no caso finito também obtemos uma localiza¢ao de Bousfield a esquerda que nos

da a subcategoria homotopica de &5 -dlgebras grouplike.

Teorema 5.4.5. O endofuntor Q3 FibB Cof induz uma localiza¢do de Bousfield a esquerda em
&3 [Topl na qual as QF Fib By Cof-equivaléncias fracas sdo as & -aplicagoes (f., f,) € E5(Xe, X,),
(X7, X)) tais que

Jeu € k=A1gGr(Hu (X, D[moX; '], Ho(X[, D)[moX,'])
Jor € k=A1gGr(Hu(X,, K)[m0X; '], Ho(X,, k)[moX, ')

sdo isomorfismos para todo anel comutativo k e os objetos Q' FibBy Cof-fibrantes sdo as &3-

dlgebras grouplike.

Demonstracao: O argumento é 0 mesmo que o do teorema 5.3.5.1

Denotamos a localizacdo de Bousfield a esquerda induzida pela quasi-monada idempotente de
Quillen do teorema por E’[Top]grp. No caso infinito, a existéncia de sequéncias exatas longas de
grupos de homotopia estdveis de cofibra¢des nos permitem definir uma localizacdo de Bousfield a
direita da categoria modelo estdvel de espectros relativos que nos dao a subcategoria homotopica

correflexiva de espectros relativos conectivos.

Teorema 5.4.6. O endofuntor B5 CofQFib induz uma localizagdo de Bousfield a direita em Sp”
na qual as By CofQ}Fib-equivaléncias fracas sdo as aplicagdes de espectros relativos (k.,l,) €

Sp” (te : Be = Yes1, 4, 2 B, > Y. )) tais que

ke. € Grp(ﬂgB.,ﬂ?;B/.)
(koa [1[5 l.+1]*)* € Grp(ﬂ-g (BO ><Y.Jrl [I’ Y.+1]*)’ ﬂ.S(B‘ XY-H [I’ Y.+1]*))

sdo isomorfismos para todo q > 0 e os objetos By CofQFib-cofibrantes sdo os espectros relativos

conectivos.

Demonstracdo: Primeiro note que para (k.,l,) € Sp” (1,1') temos o seguinte diagrama em

sp”:
. L BYCOfQSkD) o
BRCof Qs BYCof Qs

&(&)By con;o j ls(f;)B;COfQ?

’
L ) L

Pela mesma computagdo do final da proposi¢do 3.2.6 e o lema dos 5 temos que o teorema 5.4.2.vi)
nos da que (k, /) € uma B CofQ2>’Fib-equivaléncia fraca se e somente se satisfaz as condigdes do

enunciado.
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Provamos que B CofQ>Fib equipado com o endofuntor Fib e as transformagdes naturais
g(e;;ib)Bg"cofgchib : BYCofQTFib = Fib e fib : Id;,» = Fib satisfazem as condi¢des de uma

quasi-comonada idempotente duais as condi¢des na defini¢ao 1.8.3.

Que vale i) segue de fib ser uma cofibragdo trivial. Que vale ii) segue por B’ preservar
equivaléncias fracas enter objetos cofibrantes pelo lema 4.3.4 e QF preserva equivaléncias fra-
cas entre objetos fibrantes pela proposi¢ao 3.3.14. A condicdo iii) segue da primeira parte dessa
demonstracao e do teorema 5.4.2.vi). A condicdo iv) vale pelo fato que pushouts de cofibracoes
sdo cofibragdes, pela sequéncia exata longa de grupos de homotopia estaveis da proposi¢do 3.2.7

e pelo lema dos 5. A condicdo v) segue do fato que Sp”” é proprio a direita.

Que os objetos By CofQFib-cofibrantes sdo os espectros relativos conectivos segue do dual
da proposigao 1.8.8.m

Denotamos a localizagao de Bousfield a esquerda induzida pela quasi-comonada idempo-
tente de Quillen do teorema por SpC/O .- Obtemos assim uma equivaléncia das subcategorias ho-

motopicas.

Teorema 5.4.7. Os funtores Q3 e BY induzem uma equivaléncia de categorias homotdpicas:

(LBS 4 RQY) : Ho&ES[Topley, = WoSpgon

Demonstracao: Pelos tltimos teoremas as condicdes do teorema 1.9.2 sdo satisfeitas.m






Apéndice A

(Nao-)formalidade do 2-operad de queijos suicos de

Voronov em dimensao 2

Seja k um corpo de caracteristica 0. Os funtores Co(—, k), Ho(—, k) : Top — Chso(k — mod) de
complexos de cadeia com coeficientes em k e de homologia com coeficientes em k respectivamente
sao monoidais simétricos, e portanto preservam a estrutura de operads. Dizemos que um operad
topoldgico P € formal se existe um span de equivaléncias fracas de operads de complexos de
cadeia em k entre C*(P, k) e H*(P, k). O teorema de quantizagdo por deformacdo de Kontsevich
[Ko99] pode ser derivado do fato que o operad dos pequenos N-discos (ou equivalentemente dos
pequenos N-cubos) é formal [Ta03]. Uma demonstracdo detalhada da formalidade do operad dos

pequenos discos se encontra em [LV14].

Em [Li15] Livernet provou que os 2-operads reduzidos dos queijos-suicos SC" como definida
nessa tese e usado na teoria de deformacgao do Kontsevich ndo é formal usando uma versao para
operads de produtos de Massey. A defini¢do original do Voronov do operad dos queijos suicos
assumia que SC%,Or(@) = () paratodo n € IN. Note que em particular esse operad ndo é reduzido na
parte aberta. A demonstracio da Livernet usa um elemento de SC" (1,0) nos produtos de Massey,
e portanto ndo ¢é aplicavel para a versao do Voronov desse 2-operad. Nesse apéndice mostramos
que o argumento da Livernet pode ser adaptado para mostrar que a versdao Voronov do 2-operad

dos queijos suicos em dimensdo 2 também nao € formal.

Considere os seguintes elementos dos complexos de cadeia singulares dos queijos sui¢os:

m, € Co(SC,,(0,2)) a € Co(SC"(1, 1))

1.
1,

10 20
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l. € C1(SCxy(2))

1 1. 2e 2e 1. 1.
- — — -
2, 2, 1. 1. 2, 2,
Bi € C1(SChy(1,2)) B> € C1(SChy(1,2))
1. 1. 1. 1. 1. 1,
- - 20 N -1 0
1, | 2, 1, |2, 1, 1, 1 2, 1, | 2, 2,

Note que m, € um ciclo que gera o S,-mddulo HO(SC%,Or(%)) e que a e /. sdo ciclos que geram
respectivamente os espagos vetoriais unidimensionais HO(SC%,Or(u)) e H, (SC%,Or(g)). Além disso

temos 9B, = —a(l;m,) + my(a, 1) e 9B, = —a(l;m,) + m,(1,a).

Considere n € C, (SC%,Or(Q)) definido por

1= a(l;82) + (s 1,a) = (B2(1;a, 1) + a(l; B))((21); (12))

com dn = —a(l; a(1;m,)) + a(1; a(l; m,))((21); (12)). Temos [n(Id + ((21); (12)))] = [a(l.; m,)] em
H,(SC3,(2,2)) e portanto existe y € C2(SCy,,.(2,2)) tal que dy = n(Id + ((21); (12))) — a(le; m,).

Proposicio A.l. Se m, € Co(SC3,,(0,2)), @ € Co(SCy,, (1, 1)) e I € Ci(SC},(2)) satisfazem
[m,] = [m}], [a] = (@] e [I.] = [L,] entdo existem B}, B} € C1(SCy,(1,2)), ' € C1(SC,,(2,2)) e

Y € Cx(8C3,,(2,2)) tais que

9P,

I,

2

1,

2,

—a'(I;m)) +m(da’, 1);

B, =-d(1;m)+m.(1,d");
o' =-d (1;d'(1;m)) +a'(1;a'(1;m)))((21); (12));
oy =n'(d + ((21); (12))) — d'(I; m;).

Demonstragio: Pela hiptese existem i, @ e [ tais que m, = m, + Oin,, @ = a + da e

2

o

2,
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I = I. + 8l.. Definimos entdo

B = —=d'(1;m,) —a(l;m,) + Bi + m,(a, 1) + my(a’, 1)
ﬁé = —(l/(l;ﬁ’l(,) - (_l(l,mo) +ﬁ2 + mo(La) + mo(laa/)

n'=d (1) +Bi(1;1,a) - (By(1:d', 1) + d'(1; B))((21); (12))

que satisfazem as respectivas relagoes. Como H, (SC%,Or(E)) = 0 existem 3,8, € CZ(SC%,Or(Q))
tais que B = B1 + 9B e B, = B> + 9B, e definimos

Y =y + @l o) + pi(l1,a) — (B(1:a, 1) + a(l; ))((21); (12)Ud + ((21);(12)))
+(@(1;82) + Bi(15 1,a") = Bo(15d', 1) + @' (1; B))((21); (12)))(1d + ((21); (12)))

- a(lc; m(}) - a/(l_c; m(}) - a/(l;; ﬁ’t(,)

que satisfaz a respectiva relacdo.m

Teorema A.2. O 2-operad SC3,, ndo é formal.

Demonstracao: Assuma por contradi¢do que exista um dg-2-operad Q e um span de quasi-

Co(SC3,,) H.(SC3,,)

isomorfismos de operads

Por ¢ ser um quasi-isomorfismo existem ciclos m4, a9 e 19 tais que [¢(x?)] = [x], para tod

x € {m,,a,l.}. Existem m, a’ e [, como na proposi¢ao acima tais que dp(x?) = ¥, para todo
x €{m,,a,l.}.
Temos pela existéncia de 8, e 8, que
H(@)(~[a?(1; [mID] + [mJ([a?], D]) = O
H()(=[a%(1; [mSD] + [m(1, [a“D]) = 0

e por ¢ ser um quasi-isomorfismo existem ,8? e ,8§ tais que
Q1. ,Q Q.Q
B¢ = —a®(1;md) + m(a, 1)

B} = —a?(1;mP) + m9(1, a?)

Aplicando ¢ e a proposi¢ao A.1 obtemos

(B = p(0BY = —a'(1;m) + m(a', 1) = 9B,
(B = p(0BY) = —a'(1;m)) + m(1,a") = OB,
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Definindo

n? = a1 8D + 815 1,a%) - BX(1;a% 1) + a®(1; BH)N(21); (12))

obtemos que
o d + ((21); (12)))) = 0 € Q(2,2)o

O grupo de homologia H, (SCV(”(Q)) ¢é gerado por [a(l.;m,)] = [a'(I;m])], o que implica
que H1(Q(2,2)) é gerado por [a?(I; m?)] e que existem y? € Q(2,2); e A € k tais que

nd + ((21); (12))) = A& mD) + 9y (%)

Como H, (SC%,Or(g)) = (0 existem x, x» € CZ(SC%,or(ﬁ)) tais que parai = 1,2
ox, = 6B - ;.
Temos entdo que definindo
2=d (1) +x(l;1,d) - (o(l;d, 1) +a'(1;x1)((21); (12))

obtemos que
0z = ¢ -1

Aplicando entdo ¢ na equacdo (*) obtemos
(7 +2)(Id + ((21);(12)) = Aa' (I m)) + 9¢(y)
que pela proposi¢ao A.1 nos da
7 (d + (21); (12))) = Ad (s m))) + 87 = a (L m)) + By .

A classe de homologia [a’(l/; m))] gera H; (SC%,or(E)), logo 4 = 1.

Por razdes de grau temos que w(ﬁ‘f) = :ﬁ(ﬁ?) = 0, e portanto ¥(79) = 0. Analogamente
w(yQ) = 0. Por ¢ ser um quasi-isomorfiso existem 4,,,, 4,, 4, € K tais que 1//(xQ) = A [x],

Vx € {m,,a,l.}. Aplicando ¥ em (1) temos entdo que
A1 A, La([Lc]; [mo1)] = 0

o que implica que A = 0, uma contradi¢cao.m
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