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Orientador: Prof. Dr. Daciberg Lima Gonçalves
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À Erica Martinelli, por ser um raio de luz que ilumina a beleza do mundo. Pelo companhei-
rismo na nossa viagem pelo tempo-espaço. Por compartilhar comigo a sua poesia. Pela amizade e
o amor profundo que dividimos. Por me abrir.
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Resumo

VIEIRA, R. V. Princı́pio de reconhecimento de espaços de laços relativos. Tese (Doutorado) -
Instituto de Matemática e Estatı́stica, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2018.

O princı́pio de reconhecimento de espaços de ∞-laços é que o funtor Ω∞ : Sp → E∞[Top]
dado por Ω∞Y• = colim •�∞Ω•Y• induz uma equivalência entre a categoria homotópica de es-
pectros conectivos e a categoria homotópica de E∞-álgebras grouplike para qualquer resolução
cofibrante E∞ do operad Com de monóides comutativos. Nesta tese é provado um princı́pio de
reconhecimento de 2-espaços de N-laços para 2 < N ≤ ∞. Quando N = ∞ esse princı́pio afirma
o seguinte: Um espectro relativo é um par de espectros B• e Y• equipados com uma sequências
de aplicações pontuadas ι• : B• → Y•+1 compatı́veis com as estruturas de espectros. Um espectro
relativo é conectivo se o par de espectros subjacentes forem conectivos. Denotamos a categoria
de espectros relativos por Sp↗ e de espectros relativos conectivos por Sp↗0 . Um 2E∞-operad é
uma resolução cofibrante E∞2 do 2-operad Com� de homomorfismos de monóides comutativos.
Uma E∞2 -álgebra (Xc, Xo) é grouplike se Xc e Xo forem grouplike. Denotamos a categoria de E∞2 -
álgebras por E∞2 [Top] e a categoria de E∞2 -álgebras grouplike por E∞2 [Top]Grp. O 2-espaço de
∞-laços de um espectro relativo é o par de espaços Ω∞2 ι• := colim•�∞(Ω•Y•,Ω•relι•). Temos que as
imagens do funtor Ω∞2 admitem uma estrutura natural de E∞2 -álgebra, logo Ω∞2 define um funtor
Sp↗ → E∞2 [Top]. Existe um funtor B∞2 : E∞2 [Top]→ Sp↗ e uma adjunção (LB∞2 a RΩ∞2 ) entre as
categorias homotópicasHoE∞2 [Top] eHoSp↗ que induzem uma equivalência entre as categorias
homotópicasHoE∞2 [Top]Grp eHoSp↗0 .

Palavras-chave: Operads, 2-operads, espectros, espectros relativos, espaços de laços, espaços de
laços relativos, princı́pio de reconhecimento, princı́pio de reconhecimento relativo.
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Abstract

VIEIRA, R. V. Recognition principle of relative loop spaces. Thesis (PhD) - Instituto de Ma-
temática e Estatı́stica, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2018.

The recognition principle of ∞-loop spaces is that the functor Ω∞ : Sp → E∞[Top] defined
by Ω∞Y• = colim•�∞Ω•Y• induces an equivalence between the homotopy category of connective
spectra and the homotopy category of grouplike E∞-algebras for any cofibrant resolution E∞ of
the commutative monoid operad Com. In this thesis a relative recognition principle of N-loop
2-spaces is proved for 2 < N ≤ ∞. For N = ∞ this principle states the following: A relative
spectrum is a pair of spectra B• and Y• equipped with a sequence of pointed maps ι• : B• → Y•+1

compatible with the spectrum structures. A relative spectrum is connective if the underlying pair
of spectra are connective. The category of relative spectra is denoted by Sp↗ and the category of
connective relative spectra by Sp↗0 . A 2E∞-operad is a cofibrant resolution E∞2 of the commutative
monoid homomorphism 2-operad Com�. An E∞2 -algebra (Xc, Xo) is grouplike if Xc and Xo are
grouplike. The category of E∞2 -algebras is denoted by E∞2 [Top] and the category of grouplike E∞2 -
algebras by E∞2 [Top]Grp. The ∞-loop 2-space of a relative spectrum is the pair of pointed spaces
Ω∞2 ι• := colim•�∞(Ω•Y•,Ω•relι•). The images of the functor Ω∞2 admit an E∞2 -algebra structure,
therefore Ω∞2 defines a functor Sp↗ → E∞2 [Top]. The infinite relative recognition principle is
that there is a functor B∞2 : E∞2 [Top] → Sp↗ and a derived adjunction (LB∞2 a RΩ∞2 ) between the
homotopy categoriesHoE∞2 [Top] andHoSp↗ that induce an equivalence beteween the homotopy
categoriesHoE∞2 [Top]Grp andHoSp↗0 .

Palavras-chave: Operads, 2-operads, spectra, relative spectra, loop spaces, relative loop spaces,
recognition principle, relative recognition principle.
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Introdução

O princı́pio de reconhecimento de espaços de laços infinitos é que o funtor derivado do funtor
de espaço de laços infinito nos dá uma equivalência entre a categoria homotópica de espectros
conectivos e a categoria homotópica de E∞-espaços grouplike [Ma72, Ma74].

Um espectro é uma sequência de espaços pontuados Y• ∈
∏
•∈N Top∗, equipada com uma

sequência de aplicações estruturais σ• ∈
∏
•∈N Top∗(Σ1Y•,Y•+1) [Li58]. Denotamos a categoria

de espectros por Sp. Espectros são objetos centrais da topologia algébrica pois toda teoria de
(co)homologia generalizada é determinada por um espectro [Sw75]. Note que pela adjunção (Σ1 a

Ω1) também temos uma sequência de aplicações estruturais duais σ̃• ∈
∏
•∈N Top∗(Y•,Ω1Y•+1),

que podemos usar para definir o espaço de laços infinitos do espectro Ω∞Y• := colim •�∞Ω•Y•.
Pela naturalidade dessa construção temos um funtor Ω∞ : Sp → Top∗. Os grupos de homotopia
estáveis de um espectro é a sequência de grupos abelianos πS

q Y• := colim•�∞π•+qY• ∈
∏

q∈Z GrpAb.
Dizemos que um espectro Y• é conectivo se πS

q Y• é trivial para q < 0.

Podemos equipar a categoria de espaços topológicos Top com a estrutura modelo de Quillen
[Hi15], cujas equivalências fracas são as equivalências homotópicas fracas, i.e., as aplicações que
induzem isomorfismos nos conjuntos de componentes conexos e nos grupos de homotopia, e os
objetos bifibrantes são retrações de CW-complexos. Essa estrutura modelo induz uma estrutura
modelo na categoria de espaços pontuados Top∗ e também uma em Sp, a estrutura modelo estrita,
que admite uma localização de Bousfield à esquerda, i.e., uma estrutura modelo com as mes-
mas cofibrações e com mais equivalências fracas, cujas equivalências fracas são as equivalências
homotópicas fracas estáveis, i.e., os morfismos que induzem isomorfismos nos grupos de homoto-
pia estáveis, e cujos objetos bifibrantes são retrações de CW-espectros, i.e., espectros compostos
por retrações de CW-complexos cujas aplicações estruturais σ• são cofibrações, que também são
Ω-espectros, i.e., espectros tais que as aplicações estruturais duais σ̃• são equivalências fracas
[BF78, Sc97]. O funtor Ω∞ é um adjunto de Quillen à direita, i.e., ele admite um adjunto à es-
querda Σ∞ : Top∗ → Sp e preserva fibrações e fibrações triviais. Isso implica a existência de uma
adjunção derivada entre as categorias homotópicas (LΣ∞ a RΩ∞) : HoTop∗ 
 HoSp.

As imagens de Ω∞ admitem estruturas de álgebras naturais sobre E∞-operads. Um operad
topológico P é uma sequência de Sn-espaços P(n) ∈

∏
n∈N Top

Sn tais que P(0) = ∗, com Sn

o grupo de simetrias de n elementos, equipados com morfismos estruturais que induzem uma
estrutura de monada no funtor P : Top∗ → Top∗ definido pelo coend P(X) :=

∫ Sinj
P(n) × Xn

1



2 Introdução

[Ma72]. Denotamos a categoria de álgebras sobre a monada associada a um operad por P[Top].
Essa categoria também herda uma estrutura modelo da estrutura modelo de Quillen nos espaços
topológicos [BM03]. Para cada N ∈ N temos o operad dos pequenos N-cubos CN tal que CN(n)
é o subespaço de [

∐
n IN , IN] das aplicações definidas por translações e dilatações dos N-cubos

cujas imagens dos interiores são disjuntos. Esses operads admitem uma sequência de aplicações
naturais κ• ∈

∏
•∈N Top(C•,C•+1) e definimos C∞ := colim •�∞C

•. O operad C∞ tem a propriedade
que os espaços C∞(n) são contrateis. As imagens do funtor Ω∞ admitem uma estrutura natural
de C∞-álgebra dadas por uma transformação natural θ∞ : C∞Ω∞ ⇒ Ω∞ [BV68]. A categoria
de operads topológicos também herda uma estrutura modelo da estrutura modelo de Quillen de
espaços topológicos [BM03]. Dizemos que um operad E∞ é um E∞-operad se ele for cofibrante
e os espaços E∞(n) são contrateis. Equivalentemente um E∞-operad é uma resolução cofibrante
do operad Com cujas álgebras são monoides topológicos comutativos. Para todo E∞-operad E∞

temos uma equivalência fraca de operads π : E∞ ⇒ C∞ que induz uma estrutura de E∞-álgebras
nas imagens de Ω∞. Temos então que Ω∞ induz um funtor (Ω∞, θ∞) : Sp→ E∞[Top] que preserva
fibrações e fibrações triviais, e portanto admite derivação à direita.

Esse funtor não admite um adjunto à esquerda, porém podemos usar a estrutura de C∞-álgebra
dos espaços de laços infinitos e a construção bar introduzida por May em [Ma72] para definir
um funtor que induz uma adjunção das categorias homotópicas. Temos o morfismo de monadas
em espaços topológicos pontuados α∞ := θ∞

Σ∞
C∞η∞ : C∞ ⇒ Ω∞Σ∞. Em [Ma74] May provou o

teorema de aproximação que diz que α∞X é um completamento de grupo para todo espaço pontuado
X, i.e., α∞X induz um isomorfismo da k-álgebra graduada H•(C∞X, k)[π−1

0 ], a localização do anel
H•(C∞X, k) no subanel de componentes conexas, em H•(Ω∞Σ∞X, k) para todo anel comutativo
de coeficientes k. Se X é uma E∞-álgebra grouplike, i.e., o monoide π0X é um grupo, então o
teorema dual de Whitehead nos dá que α∞X é uma equivalência fraca. Para uma monada C, uma
C-álgebra X e um C-funtor F em Top∗ a construção bar nos dá um espaço pontuado simplicial
com B〈•〉(F,C, X) := FC•X. Definimos B(F,C, X) como a realização geométrica desse espaço
simplicial. Podemos então definir um funtor B∞ : E∞[Top] → Sp como B∞X• := B

(
Σ•,C•, X

)
,

onde C• são monadas associadas à resoluções cofibrantes C• dos operads dos pequenos cubos
C•. Esse funtor preserva objetos cofibrantes e equivalências fracas entre eles, e portanto admite
uma derivada à esquerda. No geral E∞[Top](X,Ω∞B∞X) pode ser vazio (apesar de existir uma
aplicação de espaços topológicos induzido da unidade da adjunção (Σ∞ a Ω∞)), porém temos um
span natural

B(E∞, E∞,−)

ε(ξ) ∼
��

B(α∞π∞π′,π′,1) +3 B(Ω∞Σ∞,C∞,−)

γ∞

��
IdE∞[Top] Ω∞B∞

e também uma transformação natural ε(ε∞) : B∞Ω∞ ⇒ IdSp.



Introdução 3
Essas estruturas induzem uma adjunção das categorias homotópicas

(LB∞ a RΩ∞) : HoE∞[Top]
 HoSp.

Os funtores Ω∞ e B∞ definem uma localização de Bousfield à esquerda de E∞[Top] cujas equi-
valências fracas são as E∞-aplicações f ∈ E∞[Top](X, X′) que induzem homomorfismos f̄∗ ∈

k − AlgGr(H(X, k)[π−1
0 ],H(X′, k)[π−1

0 ]) que são isomorfismos para todo anel de coeficientes k e
cujos objetos fibrantes são os E∞-espaços grouplike, e também uma localização de Bousfield à
direita de Sp cujas equivalências fracas são as aplicações de espectros g• ∈ Sp(Y•,Y ′•) tais que
πS

q g ∈ GrpAb(πS
q Y•, πS

q Y ′•) é um isomorfismo para todo q ≥ 0 e cujos objetos cofibrantes são os
espectros conectivos. Temos então que a subcategoria plenaHoE∞[Top]Grp deHoE∞[Top] com-
posta pelas E∞-álgebras grouplike é uma subcategoria reflexiva, e a subcategoriaHoSp0 deHoSp

composta pelos espectros conectivos é uma subcategoria correflexiva, e temos que a adjunção
(LB∞ a RΩ∞) é uma equivalência quando restrita nessas subcategorias. Isso nos dá o princı́pio de
reconhecimento para espaços de laços infinitos. Esse resultado foi estendido para uma equivalência
entre espaços pontuados N−1-conexos e CN-álgebras grouplike para qualquer resolução cofibrante
CN de CN usando resultados de aproximação de Cohen [CLM76, III.3.3] para 1 < N < ∞, e por
um argumento distinto de Stasheff no caso N = 1 [StJ63]. O caso N = 1 precisa de um argu-
mento distinto porque os resultados de aproximação para N > 1 usam o fato que CN-álgebras são
comutativas a menos de homotopia, o que não é o caso para C1-álgebras.

Nesta tese uma versão relativa do princı́pio de reconhecimento é provado. Um espectro re-
lativo é um par de espectros B• e Y• equipados com uma sequências de aplicações pontuadas
ι• ∈

∏
•∈N Top(B•,Y•+1) compativel com as estruturas de espectros. Denotamos um espectro rela-

tivo simplesmente por ι•. O 2-espaço de laços infinitos de um espectro relativo é o par de espaços
Ω∞2 ι• := colim •�∞(Ω•Y•,Ω•relι•). Temos que as imagens do funtor Ω∞2 admitem uma estrutura de
álgebras sobre qualquer 2E∞-operad E∞2 , que são operads coloridos em duas cores ordenadas cofi-
brantes cujos espaços subjacentes são todos contráteis. Usando construções análogas ao caso abso-
luto neste trabalho é provado que Ω∞2 induz uma equivalência entre espectros relativos conectivos
e E∞2 -álgebras grouplike via um funtor de espectro relativo de classificação B∞2 . Os 2E∞-operads
são resoluções cofibrantes do 2-operad Com� cujas álgebras são homomorfismos de monóides to-
pológicos comutativos. A demonstração segue de uma versão relativa do teorema de aproximação,
que por sua vez segue da construção de uma quasi-fibração p∞o : πoS CN(Xc, Xo) → CN−1Xo para
cada N ∈ N ∪ {∞}, aonde S CN é a monada associada ao 2-operad dos queijos-suı́ço.

Teorema. Os funtores B∞2 e Ω∞2 induzem uma equivalência de categorias homotópicas:

(
LB∞2 a RΩ∞2

)
: HoE∞2 [Top]Grp 
 HoSp↗Con

Os teoremas de aproximação de Cohen [CLM76, III.3.3] nos permitem estender esse resultado
para 2 < N < ∞.



4 Introdução

Teorema. Seja 2 < N < ∞. Os funtores BN
2 e ΩN

2 induzem uma equivalência de categorias ho-

motópicas: (
LBN

2 a RΩN
2

)
: HoSCN[Top]Grp 
 HoTop�

N−1

O caso N = 1 pode ser derivado do resultado de reconhecimento relativo de Hoefel, Livernet e
Stasheff em [HLS16]. A demonstração na presente tese funciona para os casos N = 1, 2 restritos às
CN-álgebras conexas e espaços relativos N-conexos, porém o caso geral para C2-álgebras grouplike
arbitrárias continua aberto.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira. No primeiro capı́tulo apresentamos a te-
oria de categorias modelo que usamos para descrever as estruturas homotópicas das categorias
do teorema de reconhecimento relativo. A maior parte dos resultados desse capı́tulo podem ser
encontrados nas referências padrões de teoria de categorias modelo como [GJ09, Hi09, HoM07].
Descreveremos as principais propriedades de categorias modelo e como construir suas categorias
homotópicas. Introduzimos quasi-adjunções fracas de Quillen, que nos dão condições mais fracas
que adjunções de Quillen, ou mesmo adjunções de Quillen fracas, para que pares de funtores in-
duzam adjunções nas categorias homotópicas. Precisamos dessa generalização pois o princı́pio de
reconhecimento nos dá apenas um span entre uma SCN-álgebra (Xo, Xc) e ΩN

2 BN
2 (Xo, Xc) que induz

a unidade da adjunção na categoria homotópica. A definição explı́cita dessa generalização parece
ser nova, porém estava implı́cita no resultado de reconhecimento de May em [Ma72]. Descrevere-
mos também como obter uma estrutura modelo por transferência via adjunção e por localizações
de Bousfield. Introduzimos uma generalização do método de localização de Bousfield à esquerda
via monadas idempotentes de [BF78] que nos permite fazer localizações usando certas quasi-
adjunções de Quillen fracas que induzem o que chamamos de quasi-monadas idempotentes. Te-
mos um dual desse resultado que nos dá localizações de Bousfield à direita via quasi-comonadas
idempotentes. Nesse contexto podemos descrever o princı́pio de reconhecimento relativo infinito
como uma equivalência associada a uma quasi-adjunção idempotente de Quillen fraca.

No segundo capı́tulo descrevemos a teoria de categorias modelo monoidais [HoM07], que é a
estrutura em uma categoria que nos permite construir categorias modelo de álgebras sobre operads
quando a categoria admite um objeto intervalo de Hopf cocomutativo, que é uma generalização do
intervalo I = [0, 1] em Top [BM03, BM07]. Também apresentamos a construção bar que é uma
componente central do princı́pio de reconhecimento.

No terceiro capı́tulo apresentamos a categoria monoidal fechada Top dos espaços compac-
tamente gerados e fracamente Hausdorff [StN09] e descrevemos a estrutura modelo de Quillen
nela[Hi15]. Descrevemos também a categoria modelo induzida de espaços relativos e a estrutura
modelo estável de espectros[BF78, Sc97] e a de espectros relativos. Recordamos o fato clássico
que o funtor de espaços de laços ΩN admite um adjunto de Quillen à esquerda ΣN e mostra-
mos que ΩN

2 admite um adjunto de Quillen à esquerda fraco ΣN
2 . Mostramos que para N < ∞ a

adjunção (ΣN
2 a ΩN

2 ) induz uma estrutura modelo na categoria de aplicações pontuadas cujos obje-
tos cofibrantes são retrações de CW-pares N − 1-conexos. Terminamos o capı́tulo apresentando a
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construção de realização geométrica de espaços simpliciais como um coend.

No quarto capı́tulo descrevemos a teoria de operads e de operads coloridos em duas cores
ordenadas {c < o}, que chamamos de 2-operads. Nos focamos nos operads dos pequenos N-
cubos CN de Boardman e Vogt [BV68] e nos 2-operads dos N-queijos suı́ços SCN do Voro-
nov [Vo99]. O 2-operad dos 2-queijos suı́ços SC2 foi introduzido por Voronov como um mo-
delo de espaços de módulos de superfı́cies de Riemann de genus zero que aparecem na teoria
de cordas abertas-fechadas estudadas por Zwiebach [Zw98]. Também apresentamos os 2-operads
de compactificações de Fulton-MacPherson e introduzimos o 2-operad de Barratt-Eccles, uma
variação colorida do bem conhecido operad de Barratt-Eccles. Na terceira sessão desse capı́tulo
apresentamos a estrutura modelo nas categorias de 2-operads e suas álgebras. Na quarta sessão
apresentamos a construção das resoluções de Boardman-Vogt e mostramos que as resoluções dos
operads de Fulton-MacPherson nos dão resoluções cofibrantes dos operads dos queijos suı́ços, es-
tendendo um resultado de Hoefel para a versão não-reduzida desses 2-operads [HoE11]. Temos
que a resolução de Boardman-Vogt do 2-operad de Barratt-Eccles é um 2E∞-operad.

O resultado principal é provado no quinto capı́tulo. Primeiro provamos uma versão relativa
do teorema de aproximação. Apresentamos então alguns resultados técnicos sobre a compatibili-
dade da realização geométrica com os funtores ΩN

2 , ΣN
2 e monadas associadas a 2-operads. Esses

resultados então são usados para provar os teoremas de reconhecimento relativos.

Livernet mostrou que ao contrário dos operads dos pequenos N-cubos CN os 2-operads SCN

não são formais [Li15]. No apêndice mostramos que a demonstração da Livernet pode ser adap-
tada para mostrar a não-formalidade de SC2

Vor, uma variação do operad dos 2-queijos suı́ços em
que a parte aberta não é reduzida. Questões de formalidade são de grande interesse no estudo
de operads e suas aplicações. Kontsevich usou o 2-operad dos N-queijos suı́ços para descrever
ações de C•(CN)-álgebras em C•(CN−1)-álgebras e a formalidade do operad dos pequenos cubos
no seu trabalho de quantização por deformação [Ko99, Ta03]. Willwacher mostrou que versões
estendidas desses 2-operads também não são formais [Wi17]. Relacionado ao trabalho de Kontse-
vich, Kajiura e Stasheff introduziram Algebras Homotópicas Abertas-Fechadas (OCHA) e Pares
de Leibniz Fortemente Homotópicos (SHLP) em [KS06], que são álgebras sobre operads que po-
dem ser obtidos da homologia do 2-operads dos queijos suı́ços, como foi demonstrado por Hoefel
em [HoE07] e por Hoefel e Livernet em [HL12]. Os 2-operads dos queijos suı́ços foram estudados
por diversos autores recentemente. Idrissi encontrou um modelo de SC2 na categoria de grupóides
[Id17], e no geral Quesney encontrou modelos para SCN na categoria de conjuntos e os usou para
exibir modelos de espaços de laços relativos em dimensão 2 [Qu15]. Ducoulombier provou um te-
orema de reconhecimento relativo no contexto de espaços de imersões e de espaços cosimpliciais
em [Du16] e [Du17].





Capı́tulo 1

Categorias modelo

Quillen introduziu categorias modelo em [Qu67] como uma abstração da estrutura na categoria
de espaços topológicos que nos permite construir a sua categoria homotópica. Exemplos clássicos
de categorias modelo são a categoria de conjuntos simpliciais, cuja categoria homotópica é equi-
valente à categoria homotópica de espaços topológicos, e a categoria de complexos de cadeia de
k-módulos de um anel comutativo k, cuja categoria homotópica é a categoria derivada no sentido
da teoria de álgebra homológica. Devido a esse último exemplo a teoria de categorias modelo
é as vezes descrito como álgebra homotópica. Uma estrutura modelo em uma categoria bicom-
pleta é composta por três classes de morfismos distinguidos, as equivalências fracas, cofibrações
e fibrações, que satisfazem algumas condições. As equivalências fracas satisfazem condições para
que exista uma localização da categoria nessa classe de morfismos. As fibrações e cofibrações sa-
tisfazem condições de fatoração e levantamento compatı́veis com as equivalências fracas que nos
permitem definir relações de homotopia entre morfismos e distinguir objetos da categoria nos quais
a relação de homotopia se comporta bem, o que nos permite definir uma categoria homotópica que
é uma localização localmente pequena da categoria modelo nas equivalências fracas. Para uma
descrição detalhada de categorias modelo veja [GJ09, Hi09, HoM07], e para a definição equiva-
lente usada aqui veja [Ri09].

Na primeira sessão damos as definições de uma estrutura modelo e provamos algumas pro-
priedades básicas. Definimos os objetos bifibrantes de uma categoria modelo, que como veremos
depois são os objetos da categoria homotópica da categoria modelo.

Na segunda sessão definimos as relações de homotopia à esquerda e à direita em uma cate-
goria modelo, definimos equivalências homotópicas e apresentamos a demonstração do teorema
de Whitehead, que nos diz que um morfismo entre objetos bifibrantes é uma equivalência fraca
se e somente se for uma equivalência homotópica. Esse resultado nos permite definir a categoria
homotópica de uma categoria modelo como a categoria cujos objetos são os objetos bifibrantes e
cujos morfismos são as classes de equivalência homotópicas de morfismos entre eles.

Na terceira sessão apresentamos condições para que um funtor entre categorias modelo seja
derivável, ou seja que ele induza um funtor nas categorias homotópicas, e condições em pares de

7
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funtores entre categorias modelo tais que eles induzam adjunções entre as categorias homotópicas.
A condição encontrada na literatura e a mais usada em aplicações é a de que os funtores formem
uma adjunção de Quillen, i.e. que eles sejam funtores adjuntos tais que o adjunto à direita preserva
fibrações e o adjunto à esquerda preserva cofibrações. Hovey comenta em [HoM07] que para
obter uma adjunção nas categorias homotópicas basta que o adjunto à direita preserve objetos
fibrantes e equivalências fracas entre eles e que o adjunto à esquerda preserve objetos cofibrantes
e equivalências fracas entre eles. Exemplos de adjunções de Quillen fracas que não são adjunções
de Quillen são as adjunções (ΣN

2 a ΩN
2 ) do capı́tulo 3. Definimos aqui uma versão mais fraca

ainda, denotada por quasi-adjunção fraca de Quillen, onde ao invés de assumir que os funtores são
adjuntos eles admitem um span e um cospan natural que satisfazem condições análogas a unidade
e counidade de uma adjunção, de forma que eles induzem uma unidade e uma counidade dos
funtores derivados. Os funtores ΩN e BN do principio de reconhecimento clássico e os funtores ΩN

2

e BN
2 do princı́pio do reconhecimento relativo do capı́tulo 5 são exemplos.

Na quarta sessão damos a definição de uma estrutura modelo cofibrantemente gerada, que
é uma estrutura modelo gerada por um conjunto de cofibrações e cofibrações triviais, e damos
condições para que essas estruturas modelo possam ser transferidas via adjunções para outras
categorias bicompletas. Em particular o teorema de transferência de estruturas modelo nos dá a
estrutura modelo estrita de espectros do capı́tulo 3 e a estrutura modelo de 2-operads e álgebras
sobre um 2-operad do capı́tulo 4.

Na quinta sessão descrevemos a estrutura modelo de uma categoria sobre um objeto e de uma
categoria sob um objeto de uma categoria modelo. Em particular isso nos dá uma estrutura modelo
na categoria pontuada de um categoria modelo, que é a categoria sob o objeto terminal.

Na sexta sessão descrevemos a estrutura modelo de categorias de funtores em categorias de
Reedy generalizadas. Em particular isso nos dá uma estrutura modelo na categoria de objetos
simpliciais de uma categorias modelo, que precisaremos considerar quando usarmos a construção
bar, e na categoria de S-objetos e 2S-objetos, que são as estruturas subjacentes de operads e 2-
operads do capı́tulo 4.

Em algumas estruturas modelo equivalências fracas são fechadas por pushouts ao longo de
cofibrações ou por pullbacks ao longo de fibrações, e chamamos tais categorias de próprias a es-
querda e a direita respectivamente, e dizemos que ela é própria se ela satisfaz ambas as condições.
Essa condição a mais fornece mais controle sobre as equivalências fracas. Na sétima sessão des-
crevemos algumas condições para que uma estrutura modelo seja própria.

Na oitava sessão apresentamos localizações de Bousfield. Uma localização de Bousfield de
uma categoria modelo é uma estrutura modelo na mesma categoria cujas equivalências fracas
contenham as equivalências fracas da categoria modelo original. Se a nova estrutura modelo tem
as mesmas cofibrações dizemos que ela é uma localização à esquerda e se ela tem as mesmas
fibrações dizemos que ela é uma localização à direita. Uma localização de Bousfield à esquerda
define uma subcategoria reflexiva da categoria homotópica, i.e. uma subcategoria plena cuja in-
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clusão admite um adjunto à esquerda, e uma localização de Bousfield à direita define uma sub-
categoria coreflexiva da categoria homotópica, i.e. uma subcategoria plena cuja inclusão admite
um adjunto à direita. Apresentamos um método de localização análogo ao método de Bousfield e
Friedlander via monadas idempotentes de Quillen [BF78] modificado para podermos aplicá-lo na
quasi-monada associada a uma quasi-adjunção de Quillen fraca. Usaremos localizações de Bous-
field à esquerda para definir a estrutura modelo estável de espectros no capı́tulo 3 e a estrutura
modelo de álgebras grouplike do capı́tulo 5. Também usaremos uma localização de Bousfield à
direita para definir uma estrutura modelo de espectros conectivos no capı́tulo 5.

Na nona sessão usamos os resultados sobre localizações de Bousfield para definir quasi-adjun-
ções de Quillen fracas idempotentes, e mostramos que essa estrutura induz equivalências entre
subcategorias (co)reflexivas das categorias homotópicas adjuntas. O princı́pio de reconhecimento
infinito clássico e o princı́pio de reconhecimento relativo infinito provado no capı́tulo 5 são casos
particulares desse teorema.

1.1 Estrutura modelo

Dada uma categoria T e uma subclasse de morfismos W as vezes queremos tratar esses mor-
fismos como se eles fossem isomorfismos, ou seja queremos construir uma localização de T em
relação a W. Por exemplo em Top muitas vezes queremos tratar equivalências homotópicas fracas
como se elas fossem isomorfismos mesmo elas não tendo necessariamente inversas, nem mesmo a
menos de homotopia. Como veremos na próxima sessão os axiomas de categorias modelo nos dão
condições gerais em que é possı́vel construir categorias homotópicas, que são localizações da ca-
tegoria modelo nas equivalências fracas. Primeiramente é necessário que W satisfaça as seguintes
condições.

Definição 1.1.1. Seja T uma categoria. Uma subclasse de morfismos W de T é uma classe de

equivalências fracas se:

i) W contém todos os isomorfismos de T ,

ii) W satisfaz a propriedade dois-de-três: para todos X,Y,Z ∈ T , f ∈ T (X,Y) e g ∈ T (Y,Z) se
dois dos morfismos em { f , g, g f } pertencem a W, então o terceiro também pertence.

Poderı́amos formalmente adicionar inversas aos elementos de W em uma categoria com equi-
valências fracas T , porém a localização de T construı́da assim pode não ser localmente pequena.
A teoria de categorias modelo contorna esse problema assumindo a existência de duas classes de
morfismos de T e dois sistemas de fatoração funtoriais de morfismos que satisfazem propriedades
de levantamento compatı́veis com W. Essa estrutura extra define relações de equivalência nos con-
juntos de morfismos entre certos objetos que podemos usar para definir uma categoria homotópica
bem comportada.
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Definição 1.1.2. Seja T uma categoria, ι ∈ T (A, X) e p ∈ T (E, B). O morfismo ι tem a propri-

edade de levantamento à esquerda em relação a p, e equivalentemente p tem a propriedade de

levantamento à direita em relação a ι, se para todo quadrado comutativo (k, l) ∈ T�(ι, p) existe
um levantamento H de (k, l), i.e., um morfismo H ∈ T (X, E) tal que Hι = k e pH = l.

A
ι
��

k // E
p
��

X
l
//

H

??

B

Denotamos que ι e p satisfazem essa propriedade por ι l p. Dada uma subclasse de morfismos M

em T a classe de todos os morfismos com a propriedade de levantamento à esquerda em relação
aos morfismos em M é denotada por lM, e a classe de todos os morfismos com a propriedade de
levantamento à direita em relação aos morfismos em M é denotada por Ml.

Definição 1.1.3. Seja T uma categoria e f ∈ T (X,Y). Uma fatoração de f é um par de morfismos
componı́veis ( f ′, f ′′) ∈

∐
K∈T T (X,K) × T (K,Y) tal que f = f ′′ f ′.

X

f ′ ��

f // Y

K
f ′′

??

Denotamos por Fat( f ) a classe de fatorações de f .

Denotamos por Dom,Codom : T� → T os funtores de domı́nio e codomı́nio respectivamente.

Definição 1.1.4. Seja T uma categoria. Um sistema de fatoração fraco em T é um par de sub-
classes de morfismos L e R de T equipados com um funtor FatL,R : T� → T e um par de
transformações naturais −L : Dom⇒ FatL,R e −R : FatL,R ⇒ Codom tais que

i) L = lR e R = Ll;

ii) Para todo f ∈ T� temos que ( fL, fR) ∈ Fat( f ), fL ∈ L e fR ∈ R.

Um sistema de fatoração nos dá uma fatoração funtorial de morfismos em um morfismo em L

seguido de um morfismo em R.

Definição 1.1.5. Seja T uma categoria. Uma estrutura modelo em T é uma tripla de subclasses
de morfismos (W,C, F) de T , W as equivalências fracas, C as cofibrações e F as fibrações, equi-
padas com um par de funtores FatC,F∩W : T� → T e FatC∩W,F : T� → T e uma quadrupla de
transformações naturais −C : Dom ⇒ FatC,F∩W , −F∩W : FatC,F∩W ⇒ Codom, −C∩W : Dom ⇒
FatC∩W,F e −F : FatC∩W,F ⇒ Codom tais que:

i) W é uma classe de equivalências fracas de T ;
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ii) (C, F ∩ W; FatC,F∩W ,−C,−F∩W) e (C ∩ W, F; FatC∩W,F ,−C∩W ,−F) são sistemas de fatorações

fracos de T .

Morfismos em C ∩W são chamados cofibrações triviais e morfismos em W ∩ F de fibrações

triviais.

Uma estrutura modelo em uma categoria T , além de nos dar uma classe de equivalências
fracas, nos permite fatorar funtorialmente todo morfismo f em uma cofibração fC seguida de uma
fibração trivial fF∩W ou em uma cofibração trivial fC∩W seguida de uma fibração fF , sendo que as
cofibrações tem a propriedade de levantamento em relação às fibrações triviais e as cofibrações
triviais tem a propriedade de levantamento em relação às fibrações. Uma categoria modelo é uma
categoria que admite todos os limites e colimites pequenos equipada com uma estrutura modelo.

Definição 1.1.6. Uma categoria modelo é uma categoria bicompleta T equipada com uma estru-
tura modelo.

No geral nos referimos à uma estrutura modelo em uma categoria modelo T simplesmente
como (W,C, F) ou (WT ,CT , FT ) quando queremos explicitar a categoria subjacente, e deixamos
implı́citos os funtores e transformações naturais dos sistemas de fatorações fracos. Usamos a
convenção que em diagramas as cofibrações são denotadas por flechas que começam com uma
curva ↪→, fibrações por flechas com ponta dupla � e equivalências fracas por flechas marcadas
com um til

∼
−→.

Estudamos agora algumas propriedades de fechamento das classes distinguidas de uma cate-
goria modelo por construções categoriais usuais.

Definição 1.1.7. Sejam T uma categoria, f ∈ T (X,Y) e f ′ ∈ T (X′,Y ′). Dizemos que f ′ é uma

retração de f se existe ((i0, i1), (r0, r1)) ∈ T�( f ′, f ) × T�( f , f ′) ∩ Fat((1X′ , 1Y′)).

X′

f ′
��

i0 //

1X′

((
X

f
��

r0 // X′

f ′
��

Y ′ i1 //

1Y′

66Y r1 // Y ′

Denotamos por Ret( f ) a classe das retrações de f .

A seguinte relação entre a propriedade de levantamento, fatorações e retrações é útil.

Lema 1.1.8 (Argumento da retração). Sejam T uma categoria, f ∈ T (X,Y) e (ι, p) ∈ Fat( f ). Se

f l p então f ∈ Ret(ι). Se ι l f então f ∈ Ret(p).

Demonstração: Provamos somente a primeira afirmação, já que a segunda segue por um
argumento dual. Por hipótese temos um levantamento H de (ι, 1Y) tal que ((1X,H), (1X, p)) ∈
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Fat((1X, 1Y)) nos dá que f ∈ Ret(ι).

X ι //

f
��

K
p
��

Y
1Y

//

H

??

Y

X
f
��

1X // X
ι
��

1X // X
f
��

Y
H
// K p

// Y �

As classes de morfismos definidas por propriedades de levantamento à esquerda, como por
exemplo as cofibrações e as cofibrações triviais em uma categoria modelo, em particular são fe-
chadas por composições transfinitas, que podemos definir como colimites de funtores em ordinais.

Definição 1.1.9. Um ordinal κ é um conjunto linearmente ordenado (e portanto possui uma estru-
tura de categoria) tal que todo subconjunto de elementos possui um elemento minimal.

Uma κ-sequência em uma categoria T é um funtor X− ∈ T κ que preserva colimites.

A composição transfinita de uma κ-sequência é o morfismo X0<κ ∈ T (X0, colimα∈κXα).

Lema 1.1.10. Seja T uma categoria bicompleta e M uma classe de morfismos em T .

i) lM e Ml contém todos os isomorfismos;

ii) lM e Ml são fechadas por composições e lM é fechada por composições transfinitas;

iii) lM e Ml são fechadas por retrações;

iv) lM é fechada por pushouts e Ml é fechada por pullbacks;

v) lM é fechada por coprodutos e Ml é fechada por produtos.

Demonstração:

i) Sejam f ∈ T (X,Y) um isomorfismo, m ∈ M(K, L) e (k, l) ∈ T�( f ,m). Então k f −1 ∈ T (Y,K)
é um levantamento de (k, l).

X
f
��

k // K
m
��

Y
l
//

k f −1

??

L

Logo todo isomorfismo está contido em lM. Que todo isomorfismo está contido em Ml segue
por um argumento dual.

ii) Sejam ι0 ∈
lM(A0, A1) e ι1 ∈ lM(A1, X), m ∈ M(K, L) e (k, l) ∈ T�(ι1ι0,m). Um levantamento

H0 ∈ T (A1,K) de (k, lι1) induz um levantamento H1 ∈ T (X,K) de (H0, l) que também é um
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levantamento de (k, l).

A0

ι0

��

k // K

m

��

A1

ι1
��

H0

??

X

H1

GG

l
// L

Logo lM é fechado por composições. Que Ml é fechado por composições segue por um
argumento dual.

Que lM é fechado por composições transfinitas segue do fato que composições transfinitas
são colimites de κ-sequências e os levantamentos dessas sequências construı́dos como acima
formam um cocone que induzem um levantamento do colimite.

iii) Sejam ι ∈ lM(A, X), ι′ ∈ T (A′, X′), (i0, i1) ∈ T�(ι′, ι) e (r0, r1) ∈ T�(ι, ι′), m ∈ M(K, L) e
(k, l) ∈ T�(ι′,m) tais que ((i0, i1), (r0, r1)) ∈ Fat((1A′ , 1X′)). Um levantamento H ∈ T (X,K) de
(kr0, lr1) induz um levantamento Hi1 ∈ T (X′,K) de (k, l).

A′

ι′

��

i0 // A
ι
��

r0 // A′ k // K
m
��

X′
i1
// X

H

77

r1
// X′

l
// L

Logo lM é fechado por retrações. Que Ml é fechado por retrações segue por um argumento
dual.

iv) Sejam ι ∈ lM(A, X), m ∈ M(K, L), f ∈ T (A, B), k ∈ T (B,K) e l ∈ T (X, L) tais que mk f = lι.
Um levantamento H ∈ T (X,K) de (k f , l) induz um levantamento (H, k) ∈ T (X tA B,K) de
(k, (l,mk)).

A
k f
��

ι

��

f // B

k
{{

f∗ι

��

K
m
��

L

X

H

GG

l

??

ι∗ f
// X tA B

(l,mk)

cc (H,k)

ZZ

Logo lM é fechado por pushouts. Que Ml é fechado por pullbacks segue por um argumento
dual.

v) Sejam S ∈ Set, ιS ∈
∏

s∈S
lM(As, Xs), m ∈ M(K, L) e (kS , lS ) ∈

∏
s∈S T

�(ιs,m). Então levan-
tamentos HS ∈

∏
s∈S T (Xs,K) dos (kS , lS ) induzem um levantamento HS ∈ T�(ts∈S Xs,K)
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de (kS , lS ).

ts∈S As

ts∈S ι
s

��

kS
// K

m
��

ts∈S Xs
lS
//

HS

;;

L

Logo lM é fechado por coprodutos. Que Ml é fechado por produtos segue por um argumento
dual.�

Proposição 1.1.11. Seja T uma categoria modelo.

i) W, C e F contém todos os isomorfismos;

ii) W, C e F são fechadas por composições; C e C ∩W são fechadas por composições transfini-

tas;

iii) W, C e F são fechadas por retrações;

iv) C e C ∩W são fechadas por pushouts; F e F ∩W são fechadas por pullbacks;

v) C e C ∩W são fechadas por coprodutos; F e F ∩W são fechadas por produtos.

Demonstração: A única propriedade que não é um caso particular de um dos casos do lema
1.1.10, a propriedade dois-de-três em W ou a hipótese que W contém todos os isomorfismos é que
W é fechada por retrações. Seja f ∈ W(X,Y) e f ′ ∈ Ret( f ). Como FatC,F∩W é um funtor e −C uma
transformação natural temos f ′C ∈ Ret( fC). Pela propriedade dois-de-três fC ∈ C ∩ W e portanto
f ′C ∈ C ∩W pelo lema 1.1.10.iii.

X′� _
∼ f ′C
��

i0 // X� _
∼ fC
��

r0 // X′� _
f ′C∼

��
FatC,F∩W( f ′)

FatC,F∩W (i0,i1)
// FatC,F∩W( f )

FatC,F∩W (r0,r1)
// FatC,F∩W( f ′)

Logo pela propriedade dois-de-três f ′ ∈ W e assim W é fechado por retrações.�

Uma categoria bicompleta em particular possui um objeto inicial ∅ e um objeto final ∗ (bem
definidos a menos de isomorfismo).

Definição 1.1.12. Sejam T uma categoria modelo e X ∈ T . Dizemos que X é cofibrante se ∅X ∈

C(∅, X), e que X é fibrante se ∗X ∈ F(X, ∗). Dizemos que X é bifibrante se ele for ambos cofibrante
e fibrante. Denotamos as subclasses de objetos cofibrantes, fibrantes e bifibrantes de T por TCof,
TFib e TBif respectivamente.

Objetos bifibrantes são importantes pois, como veremos na próxima sessão, equivalências fra-
cas entre objetos bifibrantes possuem inversas a menos de homotopia.
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Definição 1.1.13. Seja X um objeto de uma categoria modelo T . Uma resolução cofibrante de X

é um par
(
X, c

)
∈ TCof ×W

(
X, X

)
. Uma resolução fibrante de X é um par

(
X̃, f

)
∈ TFib ×W

(
X, X̃

)
.

As estruturas de fatorações fracas de categorias modelo nos dão resoluções (co,bi)fibrantes
funtoriais.

Proposição 1.1.14. Seja T uma categoria modelo. O funtor

Cof : T → T

X 7→ FatC,W∩F(∅X)

e a fibração trivial natural cof := (∅−)F∩W : Cof ⇒ IdT são tais que para todo X ∈ T o par

(CofX, cofX) é uma resolução cofibrante de X.

O funtor

Fib : T → T

X 7→ FatC∩W,F(∗X)

e a cofibração trivial natural fib := (∗−)C∩W : IdT ⇒ Fib são tais que para todo X ∈ T o par

(FibX,fibX) é uma resolução fibrante de X.

Demonstração: Segue direto das definições.�

Lema 1.1.15. Os funtores Cof e Fib preservam equivalências fracas.

Demonstração: Isso segue do fato que cof e fib são equivalências fracas naturais e pela pro-
priedade dois-de-três.�

1.2 Homotopia e categoria homotópica

Nessa sessão mostraremos como construir a categoria homotópica de uma categoria modelo.
Em uma categoria modelo T temos duas noções de homotopia entre morfismos paralelos f , g ∈

T (X,Y), uma dada por objetos cilı́ndricos e outra dada por objetos de caminhos. Veremos que se
X for cofibrante e Y fibrante essas noções coincidem e definem uma relação de equivalência.

Definição 1.2.1. Seja T uma categoria modelo e X ∈ T . Um objeto cilı́ndrico de X é um ob-
jeto Cil(X) equipado com um par de morfismos componı́veis ((ι0, ι1), p) ∈ C(X t X,Cil(X)) ×
W(Cil(X), X) tal que ((ι0, ι1), p) ∈ Fat(∆X), com ∆X := (1X, 1X) ∈ T (X t X, X).

X t X �
� (ι0,ι1) // Cil(X) ∼

p // X

Um objeto de caminhos de X é um objeto Cam(X) equipado com um par de morfismos com-
ponı́veis (ι, (p0, p1)) ∈ W(X,Cam(X)) × F(Cam(X), X × X) tal que (ι, (p0, p1)) ∈ Fat(∇X), com
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∇X := (1X, 1X) : X → X × X.

X ∼

ι // Cam(X)
(p0,p1)// // X × X

As vezes iremos nos referir a Cil(X) como o objeto cilı́ndrico de X e Cam(X) como o objeto de
caminhos de X e deixaremos o resto da estrutura implı́cita. Os sistemas de fatoração da estrutura
modelo garantem a existência desses objetos já que FatC,W∩F(∆X) é um objeto cilı́ndrico de X e
FatC∩W,F(∇X) é um objeto de caminhos de X.

Lema 1.2.2. Sejam T uma categoria modelo, X ∈ T , Cil(X) um objeto cilı́ndrico de X e Cam(X)
um objeto de caminhos de X. Se X ∈ TCof então ι0, ι1 ∈ C ∩ W(X,Cil(X)). Se X ∈ TFib então

p0, p1 ∈ F ∩W(Cam(X), X).

Demonstração: Provamos apenas a primeira afirmação, já que a segunda é formalmente dual.
Como as inclusões da propriedade universal de coprodutos i0

X, i
1
X ∈ T (X, X t X) são pushouts de

duas cópias de ∅X temos pelo lema 1.1.10.iv que i0
X, i

1
X ∈ C. Como pelo lema 1.1.10.ii a classe de

cofibrações é fechada por composição temos que ι0, ι1 ∈ C(X,Cil(X)).

Como pι0 = 1X = pι1, p ∈ W(Cil(X), X) e 1X ∈ W(X, X) a propriedade dois-de-três implica
que ι0, ι1 ∈ W.�

Definição 1.2.3. Sejam T uma categoria modelo e f , g ∈ T (X,Y). Uma homotopia à esquerda

de f em g, denotada por H : f 'L g, é um objeto cilı́ndrico Cil(X) de X e um morfismo H ∈

T (Cil(X),Y) tal que H(ι0, ι1) = ( f , g).

X t X
( f ,g) //� _

(ι0,ι1)
��

Y

Cil(X)
H

<<

Uma homotopia à direita de f em g, denotada por H : f 'R g, é um objeto de caminhos
Cam(Y) de Y e um morfismo H ∈ T (X,Cam(Y)) tal que (p0, p1)H = ( f , g).

Cam(Y)

(p0,p1)
����

X

H
;;

( f ,g)
// Y × Y

Dizemos que f é homotópico à g pela esquerda se existe uma homotopia à esquerda H :
f 'L g, e denotamos essa relação por f 'L g, que f é homotópico à g pela direita se existe uma
homotopia à direita H : f 'R g, e denotamos essa relação por f 'R g, e que f é homotópico à g se
f for homotópico à g pela esquerda e pela direita, e denotamos essa relação por f ' g.

Definição 1.2.4. Sejam T uma categoria modelo e f ∈ T (X,Y). Dizemos que f é uma equi-

valência homotópica se existir um morfismo g ∈ T (Y, X) tal que g f ' 1X e f g ' 1Y . Nesse
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caso dizemos que g é uma inversa homotópica de f . Denotamos a subclasse de equivalências
homotópicas de T por T'.

Lema 1.2.5. Sejam T uma categoria modelo e f , g ∈ T (X,Y). Se X ∈ TCof e f 'L g então f 'R g.

Se Y ∈ TFib e f 'R g então f 'L g.

Demonstração: Provamos apenas a primeira afirmação, já que a segunda é formalmente dual.
Sejam HL : f 'L g com HL ∈ T (Cil(X),Y) e Cam(Y) um objeto cilı́ndrico de Y . Pelo lema 1.2.2
existe um levantamento H : T (Cil(X),Cam(X)) de (ι f , ( f p,HL)) ∈ T�(ι0, (p0, p1)).

X� _
∼ι0
��

ι f // Cam(Y)

(p0,p1)
����

Cil(X)
( f p,HL)

//

H

99

Y × Y

Temos então que HR := Hι1 : f 'R g.�

Proposição 1.2.6. Sejam T uma categoria modelo e X,Y ∈ T . Se X ∈ TCof então 'L é uma

relação de equivalência em T (X,Y).

Se Y ∈ TFib então 'R é uma relação de equivalência em T (X,Y).

Se X ∈ TCof e Y ∈ TFib então ', 'L e 'R coincidem em T (X,Y) e são uma relação de equi-

valência.

Demonstração: Que as relações coincidem na terceira afirmação segue do lema 1.2.5. Prova-
mos então apenas a primeira afirmação, já que a segunda é formalmente dual.

A relação 'L é reflexiva já que para todo f ∈ T (X,Y) sempre temos a homotopia à esquerda
f p : f 'L f .

X t X
( f , f ) //

(ι0,ι1)
��

Y

Cil(X) p
// X

f

OO

A relação 'L é simétrica pois H ∈ T (Cil(X),Y) satisfaz H(ι0, ι1) = ( f , g) se e somente se
H(ι1, ι0) = (g, f ).

X t X
( f ,g) //

(ι0,ι1)
��

Y

Cil(X)
H

<< X t X
(g, f ) //

(ι1,ι0)
��

Y

Cil(X)
H

<<

Sejam Cil(X) e Cil′(X) objetos cilı́ndricos de X. Considere o seguinte diagrama, no qual o
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quadrado do meio é um pushout.

X� _
∼ ι′1
��

X� _
∼ ι1

��

� �

∼

ι′0 // Cil′(X)� _
∼ j1
��

∼

p′

��

X �
�

∼

ι0 // Cil(X) �
�

∼

j0 //

∼

p 00

Cil(X) tX Cil′(X)
∼ (p,p′)

'' X

Como ι1, ι′0 ∈ C ∩W pelo lema 1.2.2 e a proposição 1.1.10.iv) que j0, j1 ∈ C ∩W, e portanto pela
propriedade dois-de-três que (p, p′) ∈ W. O morfismo ( j0ι0, j1ι

′
1) ∈ T (X t X,Cil(X) tX Cil′(X)) é

igual a composição

X t X
ι0t1X // Cil(X) t X

( j0, j1ι′1)
// Cil(X) tX Cil′(X) .

Denotando por i1
X ∈ T (X, X t X) a inclusão do primeiro coproduto temos que ι0 t 1X = i1

X∗ι0, e
portanto pela proposição 1.1.11.iv temos ι0t1X ∈ C. Logo como ( j0, j1ι

′
1) = (ι1t1X)∗(ι′0, ι

′
1) então

pela proposição 1.1.11.iv) também temos ( j0, j1ι
′
1) ∈ C. Portanto pela proposição 1.1.11.ii) temos

( j0ι0, j1ι
′
1) ∈ C. Assim

X t X �
� ( j0ι0, j1ι′1)

// Cil(X) tX Cil′(X) ∼

(p,p′) // X

é um objeto cilı́ndrico de X.

Portanto a relação 'L é transitiva pois se H : f 'L g e H′ : g 'L h são dadas por H ∈

T (Cil(X),Y) e H′ ∈ T (Cil′(X),Y), então (HL,H′L) ∈ T (Cil(X) tX Cil′(X),Y) é uma homotopia à
esquerda de f em h.�

Essa proposição nos permite fazer as seguintes definições:

Definição 1.2.7. Sejam T uma categoria modelo e X,Y ∈ T . Se X ∈ TCof então HoLT (X,Y) é o
conjunto de classes de homotopia à esquerda de morfismos de T (X,Y).

Se Y ∈ TFib entãoHoRT (X,Y) é o conjunto de classes de homotopia à direita de morfismos de
T (X,Y).

Se X ∈ TCof e Y ∈ TFib então HoT (X,Y) é o conjunto de classes de homotopia de morfismos
de T (X,Y).

Em todos os casos denotamos a classe de homotopia de um morfismo f ∈ T (X,Y) por [ f ].

Lema 1.2.8. Sejam T uma categoria modelo, A ∈ TCof e p ∈ F ∩ W(E, B). Então a função

p∗ ∈ Set(HoLT (A, E),HoLT (A, B)) com p∗([ f ]) = [p f ] é um isomorfismo.

Sejam Z ∈ TFib e ι ∈ C ∩W(A, X). Então a função ι∗ ∈ Set(HoRT (X,Z),HoRT (A,Z)) com
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ι∗([ f ]) = [ f ι] é um isomorfismo.

Demonstração: Provamos apenas a primeira afirmação, já que a segunda é formalmente dual.
Que p∗ está bem definido segue do fato que se H : f 'L g for uma homotopia à esquerda então
pH : p f 'L pg também é. Se H : p f 'L pg é uma homotopia à esquerda então um levantamento
H̃ ∈ T (Cil(A), E) de (( f , g),H) é uma homotopia à esquerda de f em g, e portanto p∗ é injetora.

A t A� _
(ι0,ι1)

��

( f ,g) // E
∼ p
����

Cil(A)
H

//

H̃

<<

B

Por hipótese para todo f ∈ T (A, B) temos um levantamento f̃ ∈ T (A, E) de (∅E, f ) tal que
p∗([ f̃ ]) = [ f ].

∅� _

∅A
��

∅E // E
∼ p
����

A
f
//

f̃

??

B

Portanto p∗ é sobrejetora.�

Lema 1.2.9. Sejam T uma categoria modelo, h ∈ T (W, X), f , g ∈ T (X,Y) e h′ ∈ T (Y,Z). Se

Y ∈ TFib e f 'L g então f h 'L gh.

Se X ∈ TCof e f 'R g então h′ f 'R h′g.

Demonstração: Provamos apenas a primeira afirmação, já que a segunda é formalmente dual.
Seja H : f 'L g uma homotopia à esquerda dada por H ∈ T (Cil(X),Y). Temos então le-
vantamentos K ∈ T (Cil(W),FatC,W∩F(p)) de (pC(ι0, ι1)(h t h), hp′) ∈ T�((ι′0, ι

′
1), pF∩W) e H̃ ∈

T (FatC,F∩W(p),Y) de (H, ∗FatC,F∩W (p)) ∈ T�(pC, ∗Y).

Cil(X) H //
� _

∼pC

��

Y

����
W tW� _

(ι′0,ι
′
1)
��

hth // X t X
pC(i0,i1)//

(ι0,ι1)
88

FatC,F∩W(p) //

∼ pF∩W
����

H̃

::

∗

Cil(W)

K

44

p′
// W

h
// X

A composição dos levantamentos nos dá uma homotopia à esquerda H̃K : f h 'L gh.�

Proposição 1.2.10. Sejam T uma categoria modelo, f ∈ T'(X,Y) e f ′ ∈ T'(Y,Z). Se Y ∈ TBif

então f ′ f ∈ T'.

Demonstração: Isso é uma consequência direta do lema 1.2.9 e da definição de equivalência
homotópica.�
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Teorema 1.2.11. Seja T uma categoria modelo, X ∈ TCo f , Y ∈ TBi f , Z ∈ TFib, f , g ∈ T (X,Y) e

h, k ∈ T (Y,Z). Se f ' g e h ' k então h f ' kg, e portanto temos uma composição HoT (X,Y) ×
HoT (Y,Z)→ HoT (X,Z) bem definida.

Demonstração: Isso é uma consequência direta do lema 1.2.9 e da proposição 1.2.6.�

Teorema 1.2.12 (Whitehead). Sejam T uma categoria modelo, X,Y ∈ TBi f e f ∈ T (X,Y). Então

f ∈ W se e somente se f ∈ T'.

Demonstração: Considere a fatoração ( fC∩W , fF) ∈ Fat( f ). Suponha que f ∈ W. Seja r ∈

T (FatC∩W,F( f ), X) um levantamento de (1X, ∗FatC∩W,F ( f )) ∈ T�( fC∩W , ∗X).

X� _
∼fC∩W
��

1X // X
∗X

����
FatC∩W,F( f )

∗FatC∩W,F ( f )
//

r

88

∗

Por definição r fC∩W = 1X. Além disso pela proposição 1.1.11.ii) temos que FatC∩W,F( f ) ∈ TBif,
e portanto pelo lema 1.2.8 e proposição 1.2.6 as igualdades f ∗C∩W([ fC∩Wr]) = [ fC∩Wr fC∩W] =

[ fC∩W] = f ∗C∩W([1FatC∩W,F ( f )]) implicam que fC∩Wr ' 1FatC∩W,F ( f ). Assim fC∩W é uma equivalência
homotópica. Como pela propriedade dois-de-três fF também é uma equivalência fraca um argu-
mento dual nos dá que fF também é uma equivalência homotópica. Logo f ∈ T' pela proposição
1.2.10.

Suponha agora que f ∈ T'. Provaremos que fF ∈ W, que pela propriedade dois-de-três implica
que f ∈ W. Por hipótese existe um morfismo g ∈ T (Y, X) e uma homotopia à esquerda H : f g 'L

1Y . Temos um levantamento H̃ ∈ T (Cil(Y),FatC∩W,F( f )) de ( fC∩Wg,H) ∈ T�(ι0, fF).

Y� _
ι0 ∼

��

fC∩W g // FatC∩W,F( f )

fF
����

Cil(Y)
H

//

H̃

88

Y

Portanto H̃ : fC∩Wg 'L H̃ι1 e a comutatividade do diagrama nos dá que fF H̃ι1 = 1Y . Note que
como X ∈ TCof e Y ∈ TFib pela proposição 1.1.11.ii) temos que FatC∩W,F( f ) ∈ TBif. Da primeira
parte dessa demonstração temos uma inversa homotópica r de fC∩W . Como f = fF fC∩W temos
pelo lema 1.2.9 que f r ' fF . Aplicando o lema 1.2.9 repetidamente obtemos uma sequência de
homotopias

H̃ι1 fF ' fC∩Wg fF ' fC∩Wg f r ' fC∩Wr ' 1FatC∩W,F ( f ).

Portanto a existência da homotopia acima, o lema 1.2.2, a propriedade dois-de-três e o fato que



1.2. Homotopia e categoria homotópica 21
1FatC∩W,F ( f ) ∈ W implicam que H̃ι1 fF ∈ W. Como fF ∈ Ret(H̃ι1 fF) pelo diagrama

FatC∩W,F( f )

∼ fF
��

1FatC∩W,F ( f )
// FatC∩W,F( f )

∼ H̃ι1 fF
��

1FatC∩W,F ( f )
// FatC∩W,F( f )

∼ fF
��

Y
H̃ι1

// FatC∩W,F( f )
fF

// Y

temos pela proposição 1.1.11.iii) que fF ∈ W, e portanto pela propriedade dois-de-três f ∈ W.�

Definição 1.2.13. A categoria homotópica HoT de uma categoria modelo T é a categoria cuja
classe de objetos é TBif, e os morfismos entre X,Y ∈ TBif é HoT (X,Y). O funtor de localização

homotópica é definido por:

π : T → HoT

X 7→ CofFibX

f 7→ [CofFib f ]

Teorema 1.2.14. Seja T uma categoria modelo. Então HoT e π : T → HoT satisfazem a

condição universal que se F : T → U é um funtor tal que Fw é um isomorfismo para todo w ∈ W,

então existe um funtor Fπ : HoT → U equipado com um isomorfismo natural φ : F ⇒ Fππ tal

que se G : HoT → U é um funtor equipado com um isomorfismo natural ψ : F ⇒ Gπ então

existe um único isomorfismo natural θ : Fπ ⇒ G tal que ψ = θπφ.

Demonstração: Definimos

Fπ : HoT → U

X 7→ FX

[ f ] 7→ F f

Esse funtor está bem definido pois se f ' g então existe um objeto cilı́ndrico Cil(X) de X e um
morfismo H ∈ T (Cil(X),Y) tal que Hi0 = f e Hi1 = g. Como p ∈ W(Cil(X), X) por hipótese
F p é um isomorfismo, e como pi0 = pi1 temos que Fi0 = Fi1. Logo F f = FHi0 = FHi1 = Fg.
Por construção φ := FcofFib

−1Ffib : F ⇒ Fππ é um isomorfismo natural. Se temos um outro
funtor G : HoT → U e um isomorfismo natural ψ : F ⇒ Gπ então temos o isomorfismo natural
θ := Gfib−1GcofFibψ : Fπ ⇒ G, que pela comutatividade do diagrama

FCofFib
ψCofFib +3 GCofFibCofFib

GcofFibCofFib
��

FFib ψFib +3

Fcof−1
Fib

KS

GFibCofFib

Gfib−1
CofFib

��
F

Ffib

KS

ψ +3 GCofFib
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é o único tal que ψ = θπφ.�

1.3 Quasi-adjunções fracas de Quillen

Funtores entre categorias modelo compatı́veis com a estrutura modelo induzem funtores entre
as categorias homotópicas.

Definição 1.3.1. Seja T uma categoria modelo, U uma categoria e F : T → U um funtor. Um
funtor derivado à esquerda de F é um funtor LF : HoT → U equipado com uma transformação
natural φ : LFπ ⇒ F tal que se G : HoT → U é um funtor equipado com uma transformação
natural ψ : Gπ⇒ F então existe uma única transformação natural θ : G ⇒ LF tal que ψ = φθπ.

Um funtor derivado à direita de F é um funtor RF : HoT → U equipado com uma
transformação natural φ : F ⇒ RFπ tal que se G : HoT → U é um funtor equipado com uma
transformação natural ψ : F ⇒ Gπ então existe uma única transformação natural θ : RF → G tal
que ψ = θπφ.

Quando um funtor derivado à esquerda ou à direita existe ele é único a menos de um isomor-
fismo natural único.

Proposição 1.3.2. Sejam T e A categorias modelo. Seja S : T → A um funtor que preserva

objetos cofibrantes e equivalências fracas entre objetos cofibrantes. Então

LS : HoT → HoA

X 7→ FibS X

[ f ] 7→ [FibS f ]

é um funtor derivado à esquerda de πAS Cof.

Seja Λ : A → T um funtor que preserva objetos fibrantes e equivalências fracas entre objetos

fibrantes. Então

RΛ : HoA → HoT

Y 7→ CofΛY

[g] 7→ [CofΛg]

é um funtor derivado à direita de πTΛFib.

Demonstração: Provamos a primeira parte já que a segunda segue por um argumento dual.

Podemos definir φ := [cofFibS Cof]−1[FibS Cof fib]−1 : FibS πT ⇒ πAS Cof.

Sejam G : HoT → HoA um funtor e ψ : GπT ⇒ πAS Cof uma transformação natural.
Podemos definir θ := [FibS cof][cofFibS Cof]ψG[cofFib]−1G[fib] : G ⇒ FibS . Pela comutatividade
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do diagrama

GCofFibCofFib
ψCofFib +3 CofFibS CofCofFib

[cofFibS CofCofFib] +3

[CofFibS cofCofFib]
��

FibS CofCofFib

[FibS cofCofFib]
��

GFibCofFib

G[cofFibCofFib]−1
19

GCofFibFib

G[CofFibcofFib]−1

KS

ψFib +3 CofFibS CofFib [cofFibS CofFib] +3

[CofFibS Cof fib]−1

��

FibS CofFib

[FibS Cof fib]−1

��
GCofFib

ψ
+3

G[fibCofFib]

em

G[CofFibfib]

KS

CofFibS Cof FibS Cof
[cofFibS Cof]−1

ks

essa é a única transformação natural que satisfaz ψ = φθπ.�

Se os funtores na definição acima forem adjuntos então os funtores derivados definem uma
adjunção entre as categorias homotópicas.

Definição 1.3.3. Sejam T e A categorias. Uma adjunção entre T e A, denotada por (S a Λ) :
T 
 A, é um par de funtores S : T → A, o adjunto à esquerda, e Λ : A → T , o adjunto à

direita, equipados com transformações naturais η : IdT ⇒ ΛS , a unidade, e ε : S Λ ⇒ IdA, a
counidade, que satisfazem as equações de unidade-counidade εS S η = 1S e ΛεηΛ = 1Λ.

S
S η +3

1S

3;S ΛS
εS +3 S Λ

ηΛ +3

1Λ

3;ΛS Λ
Λε +3 Λ

Se a unidade η e a counidade ε forem isomorfismos naturais então (S a Λ) é uma equivalência de

categorias.

Definição 1.3.4. Sejam T e A categorias modelo. Uma adjunção (S a Λ) : T 
 A é uma
adjunção de Quillen fraca se S e Λ satisfazem as seguintes condições:

i) Para todo X ∈ TCof temos que S X ∈ ACof;

ii) Para todos X, X′ ∈ TCof e f ∈ WT (X, X′) temos que S f ∈ WA(S X, S X′);

iii) Para todo Y ∈ AFib temos que ΛY ∈ TFib;

iv) Para todos Y,Y ′ ∈ AFib e g ∈ WA(Y,Y ′) temos que Λ f ∈ WT (ΛX,ΛY).

É comum que adjunções entre categorias modelo satisfaçam condições mais fortes que as de
adjunções de Quillen fracas.

Definição 1.3.5. Uma adjunção (S a Λ) entre categorias modelo é uma adjunção de Quillen se as
seguintes condições equivalentes são satisfeitas:

• Para todo ι ∈ CT (ι ∈ CT ∩WT ) temos que S ι ∈ CA (S ι ∈ CA ∩WA);

• Para todo p ∈ FA (p ∈ FA ∩WA) temos que Λp ∈ FT (Λp ∈ FT ∩WT );



24 1. Categorias modelo

• Para todo ι ∈ CT temos que S ι ∈ CA e para todo p ∈ FA temos que Λp ∈ FT ;

• Para todo ι ∈ CT ∩ WT temos que S ι ∈ CA ∩ WA e para todo p ∈ FA ∩ WA temos que
Λp ∈ FT ∩WT ;

O lema de Ken Brown implica que adjunções de Quillen são adjunções de Quillen fracas.

Lema 1.3.6. [Ken Brown] Seja T uma categoria modelo.

i) Existe um funtor FatCof,W : T� → T e um par de transformações naturais ιCof,W : Dom ⇒
FatCof,W e pCof,W : FatCof,W ⇒ Codom tais que se X,Y ∈ TCof e f ∈ W(X,Y) então temos

(ιCof,W
f , pCof,W

f ) ∈ Fat( f ), ιCof,W
f ∈ C ∩W, pCof,W

f ∈ F ∩W e pCof,W
f admite uma inversa à direita

que é uma cofibração trivial.

ii) Existe um funtor FatFib,W : T� → T e um par de transformações naturais ιFib,W : Dom ⇒
FatFib,W e pFib,W : FatFib,W ⇒ Codom tais que se X,Y ∈ TFib e f ∈ W(X,Y) então temos

(ιFib,W
f , pFib,W

f ) ∈ Fat( f ), ιFib,W
f ∈ C ∩W, pFib,W

f ∈ F ∩W e ιFib,W
f admite uma inversa à esquerda

que é uma fibração trivial.

Demonstração: Provamos apenas a primeira parte, já que a segunda é dual. Seja f ∈ T (X,Y)
e considere os morfismos estruturais de coproduto iX : X → X t Y e iY : Y → X t Y . Defina
então FatCof,W( f ) := FatC,W∩F( f , 1Y), que claramente pode ser estendido à um funtor, e defina as
transformações naturais ιC,W∩F e pC,W∩F por ιC,W∩F

f := ( f , 1Y)CiX e pC,W∩F
f := ( f , 1Y)W∩F .

X
iX // X t Y �

� ( f ,1Y )C // FatC,W∩F( f , 1Y) ∼

( f ,1Y )W∩F // // Y

Note que ( f , 1Y)CiY é uma inversa à direita de ( f , 1Y)W∩F .

Se X,Y ∈ TCof então pela proposição 1.1.11.iv) iX e iY são cofibrações, e portanto pela proposi-
ção 1.1.11.ii) ( f , 1Y)CiX e ( f , 1Y)CiY são cofibrações. Além disso se f ∈ W pela propriedade dois-
de-três ( f , 1Y)CiX e ( f , 1Y)CiY são equivalências fracas.�

O seguinte corolário nos dá que adjunções de Quillen são adjunções de Quillen fracas.

Corolário 1.3.7. Sejam T e A categorias modelo. Se S : T → A é um funtor que manda cofi-

brações triviais entre objetos cofibrantes em equivalências fracas então S preserva equivalências

fracas entre objetos cofibrantes.

Se Λ : A → T é um funtor que manda fibrações triviais entre objetos fibrantes em equi-

valências fracas então Λ preserva equivalências fracas entre objetos fibrantes.

Demonstração: Isso é uma consequência direta do lema 1.3.6 e da propriedade dois-de-três.�

Nem todas adjunções entre as categorias homotópicas são induzidas por adjunções de Quillen
fracas. Em particular precisaremos da seguinte generalização.
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Definição 1.3.8. Sejam T eA categorias modelo. Uma quasi-adjunção de Quillen fraca entre T
e A, denotada por (S aB,B Λ) : T 
 A é uma quadrupla de funtores S : T → A, o quasi-

adjunto de Quillen à esquerda, Λ : A → T , o quasi-adjunto de Quillen à direita, B : T → T e
B : A → A equipados com uma quadrupla de transformações naturais η′ : B⇒ IdT , η : B⇒ ΛS ,
ε′ : IdA ⇒ B e ε : S Λ⇒ B tais que

i) Para todo X ∈ TCof temos que S X ∈ ACof;

ii) Para todos X, X′ ∈ TCof e f ∈ WT (X, X′) temos que S f ∈ WA(S X, S X′);

iii) Para todo Y ∈ AFib temos que ΛY ∈ TFib;

iv) Para todos Y,Y ′ ∈ AFib e g ∈ WA(Y,Y ′) temos que Λ f ∈ WT (ΛX,ΛY);

v) Para todo X ∈ TCof (X ∈ TFib) temos que BX ∈ TCof (BX ∈ TFib);

vi) Para todo Y ∈ ACof (Y ∈ AFib) temos que BY ∈ ACof (BY ∈ AFib);

vii) Para todo X ∈ T temos que η′X ∈ WT ;

viii) Para todo Y ∈ A temos que ε′Y ∈ WA;

ix) Para todo X ∈ TCof temos que εS XS ηX 'L ε
′
S XS η′X;

x) Para todo Y ∈ AFib temos que ΛεYηΛY 'R Λε′Yη
′
ΛY .

S BX
S ηX //

∼

S η′X $$

S ΛS X
εS X // BS X

S X

∼

ε′S X

:: BΛY
ηΛY //

∼

η′
ΛY $$

ΛS ΛY
ΛεY // ΛBY

ΛY

∼

Λε′Y

::

Note que se B, B, η′ e ε′ forem a identidade e assumirmos que as equações a menos de homtopia
ix) e x) são equações recuperamos a definição de adjunção de Quillen fraca. Note também que B e
B preservam equivalências fracas por η′ e ε′ serem equivalências fracas naturai e pela propriedade
dois-de-três. Precisaremos dessa generalização para lidar com a dependência da construção bar no
teorema do reconhecimento.

Teorema 1.3.9. Uma quasi-adjunção de Quillen fraca (S aB,B Λ) : T 
 A induz uma adjunção

derivada nas categorias homotópicas (LS a RΛ) : HoT 
 HoA.

Demonstração: Definimos a unidade da adjunção como a composição

[η̃] := IdHoT
[η′cofB]−1

+3 RB
[Cof(ΛfibS η)] +3 RΛLS

e a counidade como a composição

[ε̃] := LSRΛ
[Fib(εS cofΛ)] +3 LB

[fibBε
′]−1
+3 IdHoA .
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Que a primeira equação de counidade-unidade é satisfeita segue do fato que Fib preserva equi-
valências fracas, das hipóteses em B, B, S e Λ, do lema 1.2.9 e da comutatividade do diagrama
abaixo em HoT .

LS
[FibS η′]−1

rz

BFibS
[ε′FibS ]−1

ks

FibS B

[FibS cofB]−1

��

[FibS η] +3 FibS ΛS

[FibS ΛfibS ]

(0

[FibεS ] +3 FibBS

[Fibε′S ]−1

em

[FibBfibS ] +3 LBLS

[fibBFibS ]−1
em

LSRB
[FibS Cofη]

+3 FibS CofΛS

[FibS cofΛS ]

KS

[FibS CofΛfibS ]
+3 LSRΛLS

[FibS cofΛFibS ]
+3 FibS ΛFibS

[FibεFibS ]

KS

Note que os espaços FibS ΛS X e FibS ΛFibS X não são cofibrantes, e portanto eles não pertencem
a HoT , porém [ε̃]LS é definido via composições de morfismos que passam por FibS ΛFibS X e a
comutatividade do diagrama depende da comutatividade a menos de homotopia do primeiro dia-
grama de unidade-counidade que envolve FibS ΛS X, e portanto eles estão incluı́dos para facilitar
a visualização. Que vale a segunda equação segue por um argumento dual.�

Teorema 1.3.10. Seja (S aB,B̄ Λ) : T 
 A uma quasi-adjunção de Quillen fraca. Se para todo

X ∈ TCof e Y ∈ AFib temos que ΛfibS XηX e εYS cofΛY são equivalências fracas então (LS a RΛ) :
HoT 
 HoA é uma equivalência de categorias.

Demonstração: Esse teorema é uma consequência direta das definições.�

1.4 Categorias modelo cofibrantemente geradas e transferência de estru-
tura modelo

O argumento do objeto pequeno é um teorema que nos dá condições nas quais um conjunto de
morfismos I de uma categoria T define um sistema de fatoração fraco. Em particular precisamos
supor que os domı́nios dos morfismos em I são pequenos no sentido dado pelas definições a seguir.

Definição 1.4.1. Seja S ∈ Set. A cardinalidade |S | de S é o menor ordinal tal que existe uma
bijeção ν ∈ Set(|S |, S ). Um cardinal é um ordinal κ tal que |κ| = κ.

Seja γ um cardinal. Um ordinal κ é γ-filtrado se for um ordinal limite e, se S ⊂ κ e |S | ≤ γ,
então sup S ∈ κ.

Definição 1.4.2. Sejam T uma categoria cocompleta, I uma classe de morfismos de T , A ∈ T e γ
um cardinal. Dizemos que A é γ-pequeno em relação à I se, para todo ordinal γ-filtrado κ e toda
κ-sequência X− ∈ T κ tal que para cada α ∈ κ temos Xα<α+1 ∈ I(Xα, Xα+1), a função

colimα∈κT (A, Xα)→ T (A, colimα∈κXα)

é uma bijeção. Dizemos que A é pequeno em relação à I se for γ-pequeno em relação à I para
algum γ, e que A é pequeno se A é pequeno em relação à T .
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A definição a seguir é uma abstração da construção de CW-complexos relativos, i.e. de espaços

obtidos colando discos pelo seu bordo em algum espaço dado.

Definição 1.4.3. Seja T uma categoria cocompleta e I uma classe de morfismos de T . Um mor-
fismo f ∈ T (A, X) é um complexo I-celular relativo se f for uma composição transfinita de
pushouts de morfismos em I. Denotamos a classe de complexos I-celular relativo por Cel(I). Di-
zemos que f é uma I-cofibração se for uma retração de um morfismo em Cel(I). Denotamos a
classe de I-cofibrações por Cof(I).

Teorema 1.4.4 (Argumento do objeto pequeno). Seja T uma categoria cocompleta e I uma classe

de morfismos de T tal que todos os domı́nios dos morfismos em I são pequenos em relação à

Cel(I). Então temos um sistema de fatoração fraco (Cof(I), Il; FatCof(I),Il ,−Cof(I),−Il).

Demonstração: Claramente Cof(I)l ⊂ Il já que I ⊂ Cof(I). Pelo lema 1.1.10 temos que
Il ⊂ Cof(I)l. Logo Cof(I)l = Il

Por definição I ⊂ l(Il), e o lema 1.1.10 também nos da que Cof(I) ⊂ l(Il).

Demonstramos agora que podemos funtorialmente fatorar os morfismos de T em complexo I-
celulares relativos seguidos de um morfismo em Il. Seja f ∈ T (X,Y). Definiremos recursivamente
a fatoração de f . Defina Z0 := X, q0 := f e ī1 := t(k,l)∈

∐
i∈I T

�(i,q0)i.

Note que definindo KI/q0
:= t(k,l)∈

∐
i∈I T

�(i,q0)Domi, LI/q0
:= t(k,l)∈

∐
i∈I T

�(i,q0)Codomi e Z1 :=
LI/q0

tKI/q0
Z0 os morfismos (k, l) no indice dos coprodutos induzem um quadrado comutativo

(k̄1, l̄1) ∈ T�(ī1, q0), que por sua vez induz o diagrama comutativo

KI/q0

ī1
��

k̄1 // Z0

p0,1:=k̄1∗ ī1
��

q0

		

LI/q0 ī1∗k̄1

//

l̄1 00

Z1

q1:=(l̄1,q0)
��
Y

.

Isso nos dá uma fatoração (p0,1, q1) ∈ Fat( f ). Podemos recursivamente construir fatorações (pα, qα) ∈
Fat( f ) para cada ordinal α, com pα definido como a composição dos pβ,β+1 para β ∈ α e tomando
colimites quando β ∈ α é um ordinal limite. Note que para todo ordinal α o morfismo pα ∈ Cel(I),
já que podemos substituir um pushout de coprodutos de morfismos por uma composição possivel-
mente transfinita indexada pela cardinalidade do ı́ndice do coproduto. Seja κ o menor ordinal tal
que os domı́nios dos morfismos em I são κ-pequenos em relação à Cel(I). Mostraremos agora que
pκ ∈ Il.

Dado i ∈ I(K, L) e (k, l) ∈ T�(i, qκ) a hipótese sobre κ implica que existem α ∈ κ, kα ∈

T (K,Zα) e pα,κ ∈ T (Zα,Zκ) tais que (kα, pα,κ) ∈ Fat(k). Como Zα+1 é definido como um pushout
sobre quadrados comutativos incluindo (kα, l) temos uma aplicação pα+1,κiL ∈ T (L,Zκ) que é um
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levantamento de (k, l).
K

i

��

kα // Zα
pα,α+1

��

pα,κ // Zκ

qκ

��

Zα+1

pα+1,κ

==

L
l

//
iL

==

Y

Essa construção é funtorial, e como Cel(I) ⊂ Cof(I) podemos definir FatCof(I),Il( f ) := Zκ, fCof(I) :=
pκ e fIl := qκ.

Falta portanto apenas provar que l(Il) ⊂ Cof(I). Suponha que f ∈ l(Il). Por construção
( fCof(I), fIl) ∈ Fat( f ), logo f ∈ Ret( fCof(I)) pelo argumento da retração 1.1.8 e portanto f ∈ Cof(I).
Assim Cof(I) = l(Il).�

Esse teorema nos motiva a definir categorias modelo cujos sistemas de fatoração fracos são
definidos por conjuntos de morfismos.

Definição 1.4.5. Uma estrutura modelo (W,C, F) em uma categoria bicompleta T é cofibrante-

mente gerada se existem dois conjuntos de morfismos I, as cofibrações geradoras, e J, as cofi-

brações triviais geradoras, tais que

i) Os dominios dos morfismos em I (resp. J) são pequenos em relação à Cel(I) (resp. Cel(J));

ii) (C,W ∩ F; FatC,W∩F ,−C,−W∩F) = (Cof(I), Il; FatCof(I),Il ,−Cof(I),−Il);

iii) (C ∩W, F; FatC∩W,F ,−C∩W ,−F) = (Cof(J), Jl; FatCof(J),Jl ,−Cof(J),−Jl).

O seguinte resultado nos dá condições para que um par de conjuntos de morfismos em uma
categoria com equivalências fracas gere uma estrutura modelo via o argumento do objeto pequeno.

Proposição 1.4.6. Seja T uma categoria bicompleta e W uma classe de equivalências fracas de

T . Se I e J são conjuntos de morfismos de T tais que:

i) Os dominios dos morfismos em I (resp. J) são pequenos em relação à Cel(I) (resp. Cel(J));

ii) l(Jl) ⊂ l(Il) ∩W;

iii) Il ⊂ Jl ∩W;

iv) Uma das seguintes condições é satisfeita:

a) l(Il) ∩W ⊂ l(Jl);

b) Jl ∩W ⊂ Il.

Então T é uma categoria modelo cofibrantemente gerada aonde W é a classe de equivalências

fracas, I é o conjunto de cofibrações geradoras e J é o conjunto de cofibrações triviais geradoras.
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Demonstração: Pelo argumento do objeto pequeno basta provar que dadas as condições i),

ii) e iii) então as condições iv.a) e iv.b) são equivalentes. Mostraremos que iv.b) implica iv.a);
que iv.a) implica iv.b) segue por um argumento análogo. Suponha que f ∈ l(Il) ∩ W. Por i) e
o argumento do objeto pequeno temos ( fCof(J), fJl) ∈ Fat( f ). O argumento do objeto pequeno e
a condição ii) nos dá que fCof(J) ∈ W, e assim a propriedade dois-de-três implica que fJl ∈ W

e portanto por iv.b) temos que fJl ∈ Il. Logo f l fJl e pelo argumento da retração 1.1.8 temos
que f ∈ Ret( fCof(J)), e portanto que f ∈ Cof(J). Pelo argumento do objeto pequeno temos que
f ∈ l(Jl).�

Uma das vantagens das estruturas modelo cofibrantemente geradas é que existem condições
simples nas quais elas podem ser transferidas por adjunções.

Teorema 1.4.7. Sejam T uma categoria modelo cofibrantemente gerada com equivalências fracas

W, fibrações F, cofibrações geradoras I e cofibrações triviais geradoras J, A uma categoria

bicompleta e (S a Λ) : T 
 A uma adjunção. Então condições suficientes para A admitir uma

estrutura modelo cofibrantemente gerada com equivalências fracas Λ−1(W), fibrações Λ−1(F),
cofibrações geradoras S (I) e cofibrações triviais geradoras S (J) são:

i) Os domı́nios dos morfismos em S (I) (resp. S (J)) são pequenos em relação à Cel(S (I)) (resp.

Cel(S (J)));

ii) Cel(S (J)) ⊂ Λ−1(W).

Quando essas condições são satisfeitas (S a Λ) é uma adjunção de Quillen.

Demonstração: A adjunção (S a Λ) e o argumento do objeto pequeno implica que Λ−1(F) =

Λ−1(Jl) = S (J)l e lΛ−1(F) ∩ lΛ−1(W) = lΛ−1(W ∩ F) = lΛ−1(Il) = l(S (I)l) = Cof(S (I)).
Mostramos então que Λ−1(W), S (I) e S (J) satisfazem as condições da proposição 1.4.6.

Como todo funtor preserva isomorfismos e composições (A,Λ−1(W)) é uma categoria com
equivalências fracas.

A condição 1.4.6.i é a hipótese i). A adjunção (S a Λ) nos dá que S (I)l = Λ−1(Il) = Λ−1(F ∩
W) = Λ−1(F) ∩ Λ−1(W) = Λ−1(Jl) ∩ Λ−1(W) = S (J)l ∩ Λ−1(W), que nos dá que as condições
1.4.6.iii e 1.4.6.iv.b são satisfeitas.

A hipótese ii), o lema 1.1.10.iii, o argumento do objeto pequeno e o fato que funtores preservam
retrações implicam que l(S (J)l) = Cof(S (J)) ⊂ Λ−1(W). Como Il ⊂ Jl a adjunção (S a Λ) nos
dá que S (I)l ⊂ S (J)l, o que por definição implica que l(S (J)l) ⊂ l(S (I)l). Logo a condição
1.4.6.ii é satisfeita.

Por definição Λ preserva fibrações e fibrações triviais, logo (S a Λ) é uma adjunção de
Quillen.�

Em muitos casos particulares o funtor Λ preserva colimites filtrados, o que implica a primeira
condição do teorema 1.4.7. O argumento dos objetos de caminho de Quillen nos dão condições que
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muitas vezes são simples de ser verificadas que implicam a segunda condição do teorema 1.4.7.
O argumento depende do fato que as equivalências fracas satisfazem a propriedade dois-de-seis,
demonstrado no lema a seguir.

Lema 1.4.8. Sejam T uma categoria modelo, f ∈ T (A, B), g ∈ T (B,C) e h ∈ T (C,D). Se

g f , hg ∈ W então f , g, h, hg f ∈ W.

Demonstração: Suponha primeiro que A, B,C,D ∈ TBif. Pelo teorema de Whitehead 1.2.12
temos inversas homotópicas k de g f e l de hg tais que kgl é uma inversa homotópica de hg f .
Pelo teorema de Whitehead temos que hg f ∈ W e portanto a propriedade dois-de-três implica que
h, g, f ∈ W.

Suponha agora que A, B,C,D ∈ T são objetos quaisquer e considere o seguinte diagrama:

CofFibA

cofFibA∼

��

CofFib f // CofFibB

cofFibB∼

��

CofFibg // CofFibC

cofFibC∼

��

CofFibh // CofFibD

cofFibD∼

��
FibA Fib f // FibB Fibg // FibC Fibh // FibD

A

fibA∼

OO

f // B

fibB∼

OO

g // C

fibC∼

OO

h // D

fibD∼

OO

Então pela propriedade dois-de-três o caso em que todos os objetos são bifibrantes implica o caso
geral.�

Proposição 1.4.9. A condição 1.4.7.i) é satisfeita se Λ preserva colimites filtrados e a condição

1.4.7.ii) é satisfeita se A admite um funtor de substituição fibrante e todo objeto fibrante admite

um objeto de caminhos.

Demonstração: A condição i) segue de Λ preservar colimites filtrados pois composições trans-
finitas são um caso particular de colimite filtrado.

Seja ι ∈ Cel(S (J))(A, X). Temos que ι ∈ lΛ−1(F), portanto existe um levantamento r ∈

T (X,FibA) de (fibA, ∗X) ∈ T�(ι, ∗FibA).

A
ι
��

fibA // FibA

����
X //

r

<<

∗

Temos portanto que ΛrΛι = ΛfibA ∈ W. Provaremos que ΛFibιΛr ∈ W, e portanto o lema
1.4.8 implica que Λι ∈ W. Pela existência de um objeto de caminhos de FibX temos que existe um



1.5. Categorias pontuadas 31
levantamento H ∈ T (X,Cam(FibX)) de (ifibXι, (Fibιr,fibX)T (ι, (p0, p1)).

A

ι

��

ι // B
fibX // FibX i // Cam(FibX)

(p0,p1)
����

X

H

22

(r,fibX)
// FibA × FibX

Fibι×1FibX

// FibX × FibX

Portanto ΛH nos dá que ΛfibX 'R ΛFibιΛr, e portanto pela propriedade dois-de-três e o lema
1.2.2 temos que ΛFibιΛr é uma equivalência fraca.�

1.5 Categorias pontuadas

Uma estrutura modelo em uma categoria induz uma estrutura modelo nas categorias sobre e
sob objetos. Estamos particularmente interessados em categorias pontuadas, i.e. em categorias sob
o objeto terminal.

Definição 1.5.1. Seja T uma categoria e Z ∈ T . A categoria sobre Z é a categoria cujos objetos
são morfismos f ∈

∐
X∈T T (X,Z) com codomı́nio Z, e cujos morfismos entre f ∈ T (X,Z) e

g ∈ T (Y,Z) são morfismos h ∈ T (X,Y) tais que gh = f , i.e. o triângulo

X h //

f ��

Y
g��

Z

é comutativo. Denotamos essa categoria por T/Z.

A categoria sob Z é a categoria cujos objetos são morfismos f ∈
∐

X∈T T (Z, X) com domı́nio
Z, e cujos morfismos entre f ∈ T (Z, X) e g ∈ T (Z,Y) são morfismos h ∈ T (X,Y) tais que g = h f ,
i.e. tais que o triangulo

Z
f
��

g
��

X
h

// Y

é comutativo. Denotamos essa categoria por T Z/.

Para ∗ um objeto final de T a categoria sob ∗ é a categoria pontuada de T , que denotamos por
T∗. Denotamos o ponto base de um objeto pontuado por X∗ ∈ T (∗, X).

No teorema a seguir e no resto dessa tese usaremos que toda categoria com objetos iniciais,
pushouts e colimites filtrados é cocompleta, e dualmente que toda categoria com objetos terminais,
pullbacks e limites cofiltrados é completa [McL13, Teor. IX.1].

Teorema 1.5.2. Seja T uma categoria modelo e Z ∈ T . Então T/Z e T Z/ são categorias modelo

nas quais um morfismo é uma equivalência fraca, cofibração ou fibração se o for em T .

Demonstração: Provamos o teorema para T Z/. A afirmação para T/Z segue por um argumento
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dual. Temos que o funtor esquecimento U : T Z/ → T que manda f ∈ T (Z, X) no objeto X cria
limites, logo T Z/ é completa. Como U também cria colimites filtrados e pushouts, e 1Z é um objeto
inicial de T Z/ temos que T Z/ é cocompleta.

Que a estrutura modelo de T induz estruturas modelos em T Z/ é trivial da descrição dos
morfismos nessa categoria.�

Proposição 1.5.3. Sejam T uma categoria modelo cofibrantemente gerada pelas cofibrações ge-

radoras I e as cofibrações triviais geradoras J e Z ∈ T . Então T Z/ é uma categoria modelo

cofibrantemente gerada pelas cofibrações geradoras I t Z e as cofibrações triviais geradoras

J t Z.

Demonstração: O funtor esquecimento U : T Z/ → T admite um adjunto a esquerda que
manda objetos X no morfismo iZ ∈ T (Z, X t Z). Pela descrição dos colimites em T Z/ temos que
Cel(I t Z) ⊂ Cel(I) e Cel(J t Z) ⊂ Cel(J), o que implica que as condições do teorema 1.4.7 são
satisfeitas e portanto as equivalências fracas e fibrações dessa estrutura modelo cofibrantemente
gerada são as mesmas do teorema 1.5.2, e como as cofibrações são determinadas pelas fibrações e
equivalências fracas as cofibrações também coincidem.�

1.6 Categorias de Reedy generalizadas

Precisaremos de estruturas modelo em categorias de diagramas em uma categoria modelo co-
fibrantemente gerada. Se a categoria que indexa os diagramas satisfaz certas condições existe uma
estrutura modelo que nos permite fazer argumentos indutivos. Primeiro olhamos o caso particular
de diagramas indexados por um grupo discreto.

Seja G um grupo discreto (que podemos pensar como uma categoria pequena com um objeto
e cujos morfismos são todos isomorfismos) e T uma categoria cocompleta. A categoria TG é a
categoria de objetos de T equipados com uma ação de G, i.e. a categoria de funtores X : G → T .
Temos que o funtor esquecimento U : TG → T admite um adjunto à esquerda

[G] : T → TG

X 7→ tg∈GX

Teorema 1.6.1. Se T for uma categoria modelo cofibrantemente gerada e G um grupo discreto

então TG admite uma estrutura modelo (WG,CG, FG) induzida da estrutura modelo (W,C, F) de

T pela adjunção ([G] a U).

Demonstração: Temos que TG é bicompleta pois o funtor esquecimento cria limites e colimi-
tes. A adjunção ([G] a U) satisfaz as condições do teorema 1.4.7. A condição 1.4.7.i) é satisfeita
pois U preserva colimites filtrados. A condição 1.4.7.ii) é satisfeita pois cofibrações triviais são
fechadas por coprodutos pela proposição 1.1.11.v).�



1.6. Categorias de Reedy generalizadas 33
Uma categoria de Reedy generalizada é uma categoria com uma estrutura que permite definir

diagramas e morfismos de diagramas sobre elas indutivamente. Essa estrutura também permite
definir uma estrutura modelo na categoria de diagramas sobre as categorias de Reedy generalizadas
[BM11].

Definição 1.6.2. Uma categoria de Reedy generalizada é uma categoria pequena R equipada com
duas subcategorias abrangentes, i.e. contendo todos os objetos de R, R− e R+ e uma função gr ∈

Set(obR,N), o grau dos objetos de R, que satisfazem as seguintes condições:

i) Todo morfismo em R+ que não é um isomorfismo aumenta o grau;

ii) Todo morfismo em R− que não é um isomorfismo diminui o grau;

iii) Todo isomorfismo em R preserva o grau;

iv) R− ∩ R+ é o subgrupoide maximal de R;

v) Todo morfismo r ∈ R(R,R′) admite uma fatoração (r−, r+) ∈ Fat(r) tal que r− ∈ R− e r+ ∈ R+,
e essa fatoração é única a menos de isomorfismo;

vi) Se σr = r para σ ∈ R− ∩ R+ e r ∈ R− então σ é uma identidade.

Uma categoria de Reedy generalizada é dualizável se ela também satisfaz a seguinte condição:

vii) Se rσ = r para σ ∈ R− ∩ R+ e r ∈ R+ então σ é uma identidade.

Temos diversos exemplos de categorias de Reedy generalizadas dualizáveis.

• A categoria 0→ 1 com o grau dado como indicado;

• A categoria 1← 0→ 1′ com o grau dado como indicado;

• A categoria 0⇒ 1 com o grau dado como indicado;

• A categoria ∆ de classes de isomorfismos de conjuntos finitos não-vazios linearmente orde-
nados 〈m〉 := {0 < · · · < m} e funções que preservam ordem, com a função cardinalidade
como o grau, ∆− as sobrejeções e ∆+ as injeções;

• Todo grupoide pequeno G com G = G− = G+;

• A categoria Sinj da sessão 4.1 que é um esqueleto da categoria de conjuntos finitos e injeções
com grau dado pela cardinalidade, Sinj+ = Sinj e Sinj− = S a subcategoria de bijeções;

• A categoria 2Sinj da sessão 4.2 que é um esqueleto da categoria de 2-conjuntos finitos e 2-
injeções com grau dado pela cardinalidade, 2Sinj+ = 2Sinj e 2Sinj− = 2S a subcategoria de
2-bijeções;
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• A categoria oposta Rop de uma categoria de Reedy generalizadas dualizável R, com Rop
− =

R+ e Rop
+ = R−.

Uma categoria de Reedy generalizada R admite uma filtração natural com F•R a subcategoria
plena dos objetos com grau menor ou iguais a • ∈ N. Podemos usar essa filtração para definir e
estudar objetos e morfismos em T R indutivamente. Note que como todos os morfismos em F0R

são isomorfismos um diagrama X ∈ T F0R é simplesmente uma escolha para cada R ∈ R com
gr(R) = 0 de um RR := R(R,R)-objeto XR ∈ T RR .

Definição 1.6.3. Seja T uma categoria bicompleta, R uma categoria de Reedy generalizada e
X− ∈ T Fq−1R.

Para cada R ∈ R com gr(R) = q defina R+(R) como a subcategoria plena de R+/R contendo
todos os morfismos r ∈

∐
Q∈R+
R+(Q,R) exceto os isomorfismos. Temos que RR age sobre R+(R)

por composição. O objeto de fecho de X− em R é o objeto LXR ∈ T dado por LXR := colim
r∈R+(R)

XDom r.

Note que LXR admite uma ação de RR.

Para cada R ∈ R com gr(R) = q defina R−(R) como a subcategoria plena de RR/
− contendo

todos os morfismos r ∈
∐

S∈R− R−(R, S ) exceto os isomorfismos. Temos que RR age sobre R−(R)
por precomposição. O objeto correspondente de X− em R é o objeto MXR ∈ T dado por MXR :=
lim

r∈R−(R)
XCodom r. Note que MXR admite uma ação de RR.

Por construção para todo X− ∈ T Fq−1R e R ∈ R com gr(R) = q existe um morfismo natural
kR ∈ T RR(LXR,MXR). Uma extensão de X− em FqR é uma escolha para cada R ∈ R com gr(R) = q

de uma fatoração (lR,mR) ∈ T RR(LXR, XR)×T RR(XR,MXR)∩Fat(kR). Portanto podemos descrever
indutivamente diagramas indexados por categorias de Reedy generalizadas via uma indução no
grau dos objetos.

Da mesma forma podemos indutivamente definir morfismos entre diagramas. Suponha que te-
mos X−,Y− ∈ T R. Um morfismo f − ∈ T F0R(X−,Y−) é simplesmente uma escolha de um morfismo
f R ∈ T RR(XR,YR) para cada R ∈ R com gr(R) = 0. Suponha que temos f − ∈ T Fq−1R(X−,Y−).
Uma extensão f − ∈ T FqR(X−,Y−) de f − é uma escolha f R ∈ T RR(XR,YR) para cada R ∈ R com
gr(R) = q tal que o seguinte diagrama em T RR comuta:

LXR

L f R

��

lRX // XR

f R

��

mR
X // MXR

M f R

��
LYR

lRY

// YR
mR

Y

// MYR
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Suponha agora que temos a parte sólida do seguinte diagrama de objetos de T R:

A−

ι−

��

f − // E−

p−
��

X−
g−
//

H−

==

B−

e suponha que existe um H− ∈ T Fq−1R(X−, E−) que faz a restrição do diagrama em Fq−1R comutar.
Temos então que podemos estender H− em FqR se e somente se para cada R ∈ R com gr(R) = q

existe HR ∈ T RR(XR, ER) que faz o seguinte diagrama comutar:

AR tLAR LXR

(ιR,lRX)
��

( f R,lRE LHR)
// ER

(mR
E ,p

R)
��

XR
(MHRmR

X ,g
R)
//

HR

66

MER ×MBR BR

.

Isso motiva a seguinte definição.

Definição 1.6.4. Sejam T uma categoria modelo cofibrantemente gerada, R uma categoria de
Reedy generalizada e f − ∈ T R(X−,Y−).

A transformação natural f − é uma equivalência fraca de Reedy se para todo R ∈ R temos
f R ∈ WRR(XR,YR). Denotamos a classe de equivalências fracas de Reedy por WR.

A transformação natural f − é uma cofibração de Reedy se para todo R ∈ R temos ( f R, lR
Y) ∈

CRR(XR tLXR LYR,YR). Denotamos a classe de cofibrações de Reedy por CR.

A transformação natural f − é uma fibração de Reedy se para todo R ∈ R temos (mR
X, f R) ∈

FRR(XR,MXR ×MYR YR). Denotamos a classe de fibrações de Reedy por FR.

Proposição 1.6.5. Sejam T uma categoria modelo cofibrantemente gerada, R uma categoria de

Reedy e f − ∈ T R(X−,Y−). Então f − ∈ CR ∩WR se e somente se para todo R ∈ R temos ( f R, lR
Y) ∈

CR ∩WR(XR tLXR LYR,YR), e f − ∈ FR ∩WR se e somente se para todo R ∈ R temos (mR
X, f R) ∈

FR(XR,MXR ×MYR YR).

Demonstração: Provamos a primeira afirmação. A segunda é dual. Suponha que f − ∈ CR ∩

WR. Pela proposição 1.1.11.iv) e a propriedade dois-de-três basta provar que para todo R ∈ R

temos que L f R ∈ C ∩W.

LXR L f R
//

lRX
��

LYR

L f R
∗ lRX

��
XR lRX∗L f R

//

∼

f R
''

XR tLXR LYR
� _

( f R,lRY )
��

YR
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Se gr(R) = 0 então LXR = ∅ = LYR e portanto trivialmente temos que L f R ∈ C ∩ W e portanto
que ( f R, lR

Y) = f R ∈ CRR ∩ WRR . Provamos agora que supondo que gr(R) = q e que para todo
Q ∈ R com gr(Q) < q temos que ( f Q, lQ

Y ) ∈ CRQ ∩WRQ então L f R ∈ C ∩W. Seja p ∈ F(E, B) e
((ur)r∈R+(R), (vr)r∈R+(R)) ∈ T�(L f R, p). Podemos construir um levantamento (Hr)r∈R+(R) ∈ T (LYR, E)
indutivamente no grau do domı́nio de r ∈ R+(R). Se gr(Dom(r)) = 0 então como vimos f Dom(r) ∈

C ∩ W e portanto Hr está bem definido. Para r ∈ R+(R) com 0 < gr(Dom(r)) < q então temos
((ur, (vs)s∈R+(Dom(r))), vr) ∈ T�(( f Dom(r), lDom(r)

Y ), p) e como por hipótese ( f Dom(r), lDom(r)
Y ) ∈ CRQ ∩

WRQ ⊂ C ∩W existe um levantamento Hr ∈ T (YDom(r), E). Temos portanto que L f R ∈ C ∩W.

Suponha que para todo R ∈ R temos ( f R, lR
Y) ∈ CRR ∩WRR(XR tLXR LYR,YR). Pelo argumento

acima temos que L f R ∈ C ∩W para todo R ∈ R e portanto f R ∈ WRR .�

Teorema 1.6.6. Seja T uma categoria modelo cofibrantemente gerada e R uma categoria de

Reedy generalizada. Existe uma estrutura modelo em T R em que as equivalências fracas são as

equivalências fracas de Reedy WR, as cofibrações são as cofibrações de Reedy CR e as fibrações

são as fibrações de Reedy FR.

Demonstração: O funtor av : T R →
∏

R∈R T dado em cada coordenada R ∈ R pela avaliação
do funtor no objeto R cria limites e colimites, portanto T R é bicompleta.

Que (T R,WR) é uma categoria com equivalências fracas segue da estrutura de categoria com
equivalências fracas de T .

Que CR ∩ WR = lFR e FR ∩ WR = CRl segue da proposição 1.6.5 e dos comentários que
motivaram a definição 1.6.4. Também podemos indutivamente definir os funtores e transformações
naturais dos sistemas de fatorações fracos. Seja f − ∈ T R(X−,Y−). Para R ∈ R com gr(R) =

0 definimos
(
FatCR,FR∩WR( f R), f R

CR , f R
FR∩WR

)
:=

(
FatCRR ,FRR∩WRR ( f R), f R

CRR
, f R

FRR∩WRR

)
. Suponha agora

que a fatoração está bem definida em Fq−1R. Temos que para todo R ∈ R com gr(R) = q o
morfismo

f̃ R :=
((

f R,M f R
CRm

R
X

)
,
(
lR
Y L f R

FR∩WR , k
R
FatCR ,FR∩WR ( f R)

))
∈

T RR
(
XR tLXR LFatCR,FR∩WR( f R),YR ×MYR MFatCR,FR∩WR( f R)

)
está bem definido, e portanto podemos definir(

FatCR,FR∩WR( f R), f R
CR , f R

FR∩WR

)
:=

(
FatCRR ,FRR∩WRR ( f̃ R), f̃ R

CRR
iXR , pYR f̃ R

FRR∩WRR

)
.

O outro sistema de fatoração fraco é definido analogamente. A proposição 1.6.5 garante que essas
construções satisfazem as condições da definição 1.1.4.�
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1.7 Categorias modelo próprias

As equivalências fracas em algumas categorias modelo são fechadas por pushouts ao longo de
cofibrações e/ou pullbacks ao longo de fibrações. Essas propriedades permitem um maior controle
das equivalências fracas. Em particular essa propriedade é necessária no teorema de localização
de Bousfield da próxima sessão.

Definição 1.7.1. Seja T uma categoria modelo.

i) T é própria a esquerda se as equivalências fracas forem fechadas por pushouts ao longo de
cofibração;

ii) T é própria a direita se as equivalências fracas forem fechadas por pullbacks ao longo de
fibração;

iii) T é própria se for própria a esquerda e a direita.

Em toda categoria modelo equivalências fracas entre objetos cofibrantes (fibrantes) são preser-
vados por pushouts ao longo de cofibrações (pullbacks ao longo de fibrações). Para mostrar isso
precisamos do seguinte lema.

Lema 1.7.2. Seja T uma categoria modelo e f ∈ T (X,Y).

i) Se X,Y ∈ TCof, então f ∈ W se e somente se para todo Z ∈ TFib a função f ∗ ∈ Set(HoT (Y,Z),
HoT (X,Z)) é um isomorfismo.

ii) Se X,Y ∈ TFib, então f ∈ W se e somente se para todo A ∈ TCof a função f∗ ∈ Set(HoT (A, X),
HoT (A,Y)) é um isomorfismo.

Demonstração: Provamos a primeira afirmação, já que a segunda é dual. Que se f ∈ W e
Z ∈ TFib então f ∗ é um isomorfismo segue do lema 1.2.8, da proposição 1.2.6 e do lema 1.3.6.

Suponha agora que para todo Z ∈ TFib temos que f ∗ é um isomorfismo. Pelo lema 1.2.8 te-
mos que Fib f ∗ também é um isomorfismo. Logo pela propriedade dois-de-três e pelo teorema
de Whitehead 1.2.12 basta mostrar que Fib f é uma equivalência homotópica. Pelo isomorfismo
Fib f ∗ ∈ Set(HoT (FibY,FibX),HoT (FibX,FibX)) temos que existe um g ∈ T (FibY,FibX) tal
que gFib f ' 1FibX. Pelo teorema 1.2.11 e por Fib f ∗ ∈ Set(HoT (FibY,FibY),HoT (FibX,FibY))
ser um isomorfismo temos que g∗ ∈ Set(HoT (FibX,FibY),HoT (FibY,FibY)) é um isomor-
fismo, e portanto existe um h ∈ T (FibX,FibY) tal que hg ' 1FibY , e portanto Fib f g ' hgFib f g '

hg ' 1Y . Logo Fib f é uma equivalência homotópica.�

Proposição 1.7.3. Seja T uma categoria modelo.

1. Sejam A, B ∈ TCof, f ∈ W(A, B) e ι ∈ C(A, X). Então ι∗ f ∈ W;
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2. Sejam A, B ∈ TFib, f ∈ W(A, B) e p ∈ F(E, B). Então p∗ f ∈ W.

Demonstração: Provamos a primeira parte, já que a segunda é dual. Temos o quadrado de
pushout

A �
� ι //

f ∼
��

X

ι∗ f
��

B �
�

f ∗ι
// X tA B

onde f ∗ι ∈ C pela proposição 1.1.11.iv), e portanto X, X tA B ∈ TCof pela proposição 1.1.11.ii).
Logo pelo lema 1.7.2 basta provarmos que para todo Z ∈ TFib temos que ι∗ f ∗ ∈ Set(HoT (X tA

B,Z),HoT (X,Z)) é um isomorfismo.

Seja k ∈ T (X,Z). Pelo lema 1.7.2 aplicado em f temos que existe l ∈ T (B,Z) tal que l f ' kι,
ou seja existe uma homotopia H ∈ T (A,Cam(Z)) de kι em l f . Como ι ∈ C e Z ∈ TFib pelo lema
1.2.2 temos um levantamento H̃ ∈ T (X,Cam(Z)) de (H, k) ∈ T�(ι, p0)

A� _
ι

��

H // Cam(Z)
p0
����

X
k

//

H̃

;;

Z

tal que l f = p1H̃ι e p0H̃ = k. Temos então (p1H̃, l) ∈ T (X tA B,Z) tal que (p1H̃, l)ι∗ f ' k. Logo
ι∗ f ∗ é sobrejetora.

Suponha agora que temos (k, l), (k′, l′) ∈ T (X tA B,Z) tais que (k, l)ι∗ f ' (k′, l′)ι∗ f , ou seja
temos H ∈ T (X,Cam(Z)) tal que p0H = k e p1H = k′.

A �
� ι //

f ∼
��

X

ι∗ f
��

H // Cam(Z)

(p0,p1)
����

B �
�

f ∗ι
// X tA B

((k,l),(k′,l′))
// Z × Z

Temos que (p0, p1) ∈ T (Cam(Z),Z × Z) é um objeto fibrante de T/Z×Z, e portanto pelo lema 1.7.2
existe H̃ ∈ T (B,Cam(Z)) tal que H̃ f ' Hι em T/Z×Z, ou seja existe K ∈ T/Z×Z(A,Cam(Cam(Z)))
tal que p0K = H̃ f e p1K = Hι. Como ι ∈ C e Cam(Z) ∈ TFib pelo lema 1.2.2 temos um levanta-
mento K̃ ∈ T (X,Cam(Cam(Z))) de (K,H) ∈ T�(ι, p0)

A� _
ι

��

K // Cam(Cam(Z))
p0
����

X
H
//

K̃

88

Cam(Z)

tal que temos H̃ f = p1K̃ι, e também que (p1K̃, H̃) ∈ T (X tA B,Cam(Z)) é tal que p0(p1K̃, H̃) =

(k, l) e p1(p1K̃, H̃) = (k′, l′), portanto temos que (k, l) ' (k′, l′). Logo ι∗ f ∗ é injetora.�
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Corolário 1.7.4. Seja T uma categoria modelo. Se todos os objetos de T forem cofibrantes então

T é própria à esquerda. Se todos os objetos de T forem fibrantes então T é própria à direita.

Demonstração: Isso é uma consequência direta da proposição 1.7.3.�

Proposição 1.7.5. Seja T uma categoria modelo cofibrantemente gerada própria à direita e (S a
Λ) : T 
 A uma adjunção que satisfaz as condições do teorema 1.4.7. Então a estrutura modelo

transferida emA é própria à direita.

Demonstração: Segue que adjuntos à direita preservam limites e que por definição Λ preserva
fibrações e equivalências fracas.�

Proposição 1.7.6. Se T é uma categoria própria à esquerda (direita) e Z ∈ T , então T Z/ é uma

categoria modelo própria à esquerda (direita).

Demonstração: Isso segue do fato que o funtor esquecimento U : T Z/ → T preserva pushouts
e pullbacks.�

1.8 Localização de Bousfield

Definição 1.8.1. Seja T uma categoria modelo com estrutura modelo (W,C, F). Uma localização

de Bousfield à esquerda TL de T é uma nova estrutura modelo (WL,CL, FL) em T , i.e. TL = T

como categorias, tal que C = CL e W ⊂ WL.

Uma localização de Bousfield à direita TR de T é uma nova estrutura modelo (WR,CR, FR) em
T , i.e. TR = T como categorias, tal que F = FR e W ⊂ WR.

Nessa sessão exploramos explicitamente localizações de Bousfield à esquerda, mas todos
os resultados e definições admitem dualizações para localizações de Bousfield à direita. Uma
localização de Bousfield à esquerda pode ser pensada como uma versão homotópica de uma sub-
categoria reflexiva, i.e. uma subcategoria plena cuja inclusão admite um adjunto à esquerda, a
reflexão dessa subcategoria.

Proposição 1.8.2. Dada uma localização de Bousfield à esquerda TL de uma categoria modelo T

então

i) FL ⊂ F;

ii) FL ∩WL = F ∩W;

iii) O funtor identidade forma uma adjunção de Quillen (Id a Id) : T 
 TL;
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iv) O funtor derivado à direita

RId : HoTL → HoT

X 7→ X

[ f ]L 7→ [ f ]

é a inclusão de uma subcategoria reflexiva com reflexão dada por LId

Demonstração: Pelas hipóteses temos FL = (CL ∩ WL)l ⊂ (C ∩ W)l = F e FL ∩ WL =

Cl
L = Cl = F ∩ W. Além disso claramente temos uma adjunção (Id a Id) e por construção

Id : T → TL preserva cofibrações e cofibrações triviais, logo essa é uma adjunção de Quillen. A
última afirmação segue do ı́tem anterior e do fato que como C = CL e FL ⊂ F um objeto bifibrante
em TL é bifibrante em T , e de que como C = CL e FL ∩ WL = F ∩ W temos que a relação de
homotopia à esquerda em T e em TL coincidem.�

Dada uma categoria D e uma subcategoria reflexiva C temos que a reflexão Q : D → C da
inclusão, a unidade η : IdD ⇒ Q e a counidade ε : Q ⇒ IdC satisfazem as equações 1C =

εCηC para C ∈ C e 1QD = QεDηQD = ηDεD para D ∈ D. Portanto temos que a unidade η é um
isomorfismo nos objetos de C e ηQ é um isomorfismo em todos os objetos deD. Por isso dizemos
que o funtor Q é idempotente.

Em [BF78, teo. A.7] Bousfield e Friedlander provam que em uma categoria modelo própria
à direita um endofuntor que se comporta como uma reflexão em um sentido homotópico, que
eles chamam de monada idempotente de Quillen, define uma localização de Bousfield à esquerda.
Aqui, assim como na definição de uma quasi-adjunção de Quillen fraca, modificamos a definição
original para levar em conta a necessidade da construção bar no teorema do reconhecimento e
provamos que a demonstração dos teoremas relevantes seguem por argumentos análogos aos ori-
ginais. Recuperamos a definição original se assumirmos que − e η′ são identidades.

Definição 1.8.3. Seja T uma categoria modelo própria à direita. Uma quasi-monada idempotente

de Quillen é um par de endofuntores Q : T → T e − : T → T equipados com um par de
transformações naturais η′ : − ⇒ IdT e η : − ⇒ Q tais que:

i) Para todo X ∈ T temos que η′X ∈ W;

ii) Para todo f ∈ W temos que Q f ∈ W;

iii) Para todo X ∈ T temos que QηX, ηQX ∈ W;

iv) Para todos E, B, X ∈ T , p ∈ F(E, B) e f ∈ T (X, B) tais que ηE, ηB,Q f ∈ W temos que
Q(pE) ∈ W(Q(X ×B E),QE).

v) Para todos X,K ∈ T e ι ∈ C(X,K) temos que iK ∈ W(K, X tX K).
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Definição 1.8.4. Para Q : T → T uma quasi-monada idempotente de Quillen defina as classes
de morfismos WQ := Q−1(W) as Q-equivalências fracas, CQ := C as Q-cofibrações e FQ :=
(CQ ∩WQ)l as Q-fibrações.

Lema 1.8.5. Para Q : T → T uma quasi-monada idempotente de Quillen WQ ∩ FQ = W ∩ F.

Demonstração: Seja f ∈ T (X,Y). Suponha f ∈ F∩W. Como Q preserva equivalências fracas
f ∈ WQ. Como CQ = C temos que f ∈ Cl

Q ⊂ (CQ ∩WQ)l, logo f ∈ FQ.

Suponha agora f ∈ FQ ∩ WQ. Considere a fatoração ( fC, fF∩W) ∈ Fat( f ). Como Q preserva
equivalências fracas e WQ satisfaz a propriedade dois-de-três temos que fC ∈ WQ e portanto fC ∈

CQ∩WQ. Logo fCl f e pelo argumento da retração 1.1.8 temos f ∈ Ret( fF∩W), logo por 1.1.11.iii)
temos que f ∈ F ∩W.�

Lema 1.8.6. Seja Q : T → T uma quasi-monada idempotente de Quillen e f ∈ F(X,Y). Se

ηX, ηY ∈ W então f ∈ FQ.

Demonstração: Suponha que temos um ι ∈ CQ ∩WQ(K, L) e um quadrado comutativo (k, l) ∈
T�(ι, f ). Considere a seguinte fatoração de Q(k, l):

QK

∼Qι
��

∼

QkC∩W // FatC∩W,F(Qk)
QkF //

∼ FatC∩W,F (Qk,Ql)
��

QX

Q f
��

QL ∼

QlC∩W

// FatC∩W,F(Ql)
QlF
// QY

Por Q preservar equivalências fracas e pela propriedade dois-de-três FatC∩W,F(Qk,Ql) é uma equi-
valência fraca. Tomando o pullback do quadrado da direita por (ηX, ηY) obtemos o diagrama

K

ι
��

(QkC∩WηK ,k) // FatC∩W,F(Qk) ×QX X
pX //

(FatC∩W,F (Qk,Ql), f )
��

X

f
��

L
(QlC∩WηL,l)

// FatC∩W,F(Ql) ×QY Y pY

// Y

aonde (FatC∩W,F(Qk,Ql), f ) é uma equivalência fraca pela propriedade dois-de-três, ηX, ηY ∈ W, T
ser própria à direita e a existência do seguinte quadrado comutativo:

FatC∩W,F(Qk) ×QX X

(FatC∩W,F (Qk,Ql), f )
��

∼

pFatC∩W,F (Qk)
// FatC∩W,F(Qk)

∼ FatC∩W,F (Qk,Ql)

��
FatC∩W,F(Ql) ×QY Y ∼

pFatC∩W,F (Ql)
// FatC∩W,F(Ql)
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Tomando o pushout homotópico1 do quadrado da esquerda por (η′K , η
′
L) obtemos

K′ := K tH
K

(FatC∩W,F(Qk) ×QX X)

L′ := L tH
L

(FatC∩W,F(Ql) ×QY Y)

ι′ := (ι, (FatC∩W,F(Qk,Ql), f )) : K′ → L′

tal que ι′ é uma equivalência fraca por ser um pushout homotópico de equivalências fracas. Temos
então o seguinte diagrama:

K
iK // K′

(k,η′XπBX)
//� _

∼ ι′C∩W
��

X

∼ f
����

K
ι′C∩W iK //

ι

��

FatC∩W,F(ι′)

ι′F∼
����

(l,η′YπBY )ι′F //

H′

77

Y

L

H

77

iL
// L′

(l,η′YπBY )
// Y

aonde ι′F ∈ W pela propriedade dois-de-três. Temos então que H′H ∈ T (L, X) é um levantamento
de (k, l) ∈ T�(ι, f ). Provamos assim que f ∈ FQ.�

Teorema 1.8.7. Sejam T uma categoria modelo própria à direita e Q : T → T uma quasi-

monada idempotente de Quillen. Então (TQ,WQ,CQ, FQ) é uma localização de Bousfield à es-

querda de T em WQ.

Demonstração: Como Q é um funtor ele preserva composições e isomorfismos, logo WQ

contém todos os isomorfismos e satisfaz a propriedade dois-de-três, logo (T ,WQ) é uma categoria
com equivalências fracas. Pelo lema 1.8.5 temos que (CQ, FQ ∩WQ) = (C, F ∩W), e portanto de-
finindo FatCQ,FQ∩WQ := FatC,F∩W obtemos um sistema de fatoração fraco. Precisamos provar então
que existe um funtor FatCQ∩WQ,FQ tal que (CQ ∩ WQ, FQ; FatCQ∩WQ,FQ) é um sistema de fatoração
fraco.

Primeiro note que por definição FQ = (CQ ∩WQ)l, e que lFQ = l((CQ ∩WQ)l) ⊃ WQ ∩ CQ.
Logo se definirmos a fatoração FatCQ∩WQ,FQ então pelo argumento da retração 1.1.8, o fato que
CQ = C e W são fechados por retração pela proposição 1.1.11.iii) e Q preservar retrações por ser
um funtor obtemos lFQ ⊂ WQ ∩CQ.

Defina Q′X := FatC,F∩W(ηX). Pela hipótese 1.8.3.v) de quasi-monadas idempotentes temos que
iQ′X ∈ W(Q′X, X tX Q′X) . Logo por − e Q preservarem equivalências fracas e pela propriedade

1O colimite homotópico de um diagrama de Reedy, como por exemplo o diagrama de pushouts, pode ser compu-
tado tomando uma resolução cofibrante na estrutura modelo de Reedy e então tomando o colimite usual. O colimite
homotópico, ao contrário do colimite usual, preserva equivalências fracas. Para detalhes da teoria de (Co)limites ho-
motópicos veja [Hi09, GJ09].
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dois-de-três o diagrama abaixo nos dá que ηXtX Q′X é uma equivalência fraca para todo X ∈ T .

QX

∼ηQX

��

Q′X∼

ηXF∩Woo

∼ηQ′X

��

∼

iQ′X // X tX Q′X

∼ ηXtX Q′X

��
QQX QQ′X∼

QηXF∩Woo
∼

QiQ′X // Q(X tX Q′X)

Considerando agora um morfismo f ∈ T (X,Y) qualquer podemos aplicar a fatoração FatC∩W,F

em ( f ,Q′ f ) e o span natural de Q para obter o seguinte diagrama:

X tX Q′X �
� ( f ,Q′ f )C∩W

∼
// FatC∩W,F( f ,Q′ f )

( f ,Q′ f )F // // Y tY Q′Y

X tX Q′X

∼ ηXtX Q′X

��

∼ η′XtX Q′X

OO

∼

( f ,Q′ f )C∩W // FatC∩W,F( f ,Q′ f )

∼ η′FatC∩W,F ( f ,Q′ f )

OO

( f ,Q′ f )F //

∼ ηFatC∩W,F ( f ,Q′ f )

��

Y tY Q′Y

∼ η′YtY Q′Y

OO

∼ ηYtY Q′Y

��
Q(X tX Q′X)

Q(( f ,Q′ f )C∩W )
∼

// QFatC∩W,F( f ,Q′ f )
Q(( f ,Q′ f )F )// Q(Y tY Q′Y)

Pela observação anterior temos ηXtX Q′X, ηYtY Q′Y ∈ W, e pela propriedade dois-de-três ηFatC∩W,F ( f ,Q′ f ) ∈

W, logo pelo lema 1.8.6 temos ( f ,Q′ f )F ∈ FQ. Como C = CQ e W ⊂ WQ temos ( f ,Q′ f )C∩W ∈

CQ ∩WQ.

Pela hipótese 1.8.3.iii) de quasi-monadas idempotentes e pela propriedade dois-de-três QηXC ∈

W. Portanto pela propriedade dois-de-três QiX ∈ W, e portanto iX ∈ WQ para todo X ∈ T .

QX

∼QηXC

��

∼

Qη′X // QX

∼ QiX
��

QQ′X ∼

QiQ′X
// Q(X tX Q′X)

Portanto tomando o pullback de ( f ,Q′ f )F por iY temos pela hipótese 1.8.3.iv) de quasi-monadas
idempotentes que ( f ,Q′ f )F∗iY ∈ WQ, que pela propriedade dois-de-três implica que (( f ,Q′ f )C∩W iX,

f ) ∈ WQ e portanto no diagrama abaixo (( f ,Q′ f )C∩W iX, f )C ∈ CQ ∩WQ. Como FQ é definido por
uma propriedade de levantamento à direita a proposição 1.1.11iv) nos dá que iY∗( f ,Q′ f )F ∈ FQ, e
portanto como F ∩W = FQ ∩WQ pelo lema 1.8.5 temos que iY∗( f ,Q′ f )F(( f ,Q′ f )C∩W iX, f )F∩W ∈

FQ.

X

iX
��

(( f ,Q′ f )C∩W iX , f )C // FatC,F∩W((( f ,Q′ f )C∩W iX, f ))
(( f ,Q′ f )C∩W iX , f )F∩W// iY∗FatC∩W,F( f ,Q′ f )

iY∗( f ,Q′ f )F //

( f ,Q′ f )F∗iY
��

Y

iY
��

X tX Q′X
( f ,Q′ f )C∩W

// FatC∩W,F( f ,Q′ f )
( f ,Q′ f )F

// Y tY Q′Y

Logo os morfismos horizontais de cima do diagrama nos dá uma fatoração funtorial FatCQ∩WQ,FQ .�
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Lembrando da última demonstração que Q′X := FatC,F∩W(ηX) e ( f ,Q′ f ) ∈ T (X tX Q′X,Y tY

Q′Y) denotamos Q′′X := X tX Q′X e temos a seguinte caracterização das Q-fibrações. Usamos
resultados de pullbacks homotópicos de [GJ09, S. II.9], que são dados no contexto de conjuntos
simpliciais mas valem para qualquer categoria própria à direita.

Proposição 1.8.8. Sejam T uma categoria modelo própria à direita, Q : T → T uma quasi-

monada idempotente de Quillen e f ∈ T (X,Y). Então f ∈ FQ se e somente se as seguintes

condições forem satisfeitas:

i) f ∈ F;

ii) O quadrado comutativo (iX, iY) ∈ T�( f , ( f ,Q′ f )) é um pullback homotópico. Por T ser

própria à direita essa condição é equivalente a que para todo (( f ,Q′ f )W , ( f ,Q′ f )F)
∈ W(Q′′X,Z)×F(Z,Q′′Y)∩Fat(( f ,Q′ f )) temos que f ′ ∈ W(X,Y×Q′′Y Z), sendo f ′ a aplicação

induzida pela propriedade universal do pullback.

Demonstração: Suponha que f satisfaz as condições i) e ii). Temos a fatoração (( f ,Q′ f )C∩W ,

( f ,Q′ f )F) ∈ Fat(( f ,Q′ f )), e pela demonstração do teorema anterior temos que ( f ,Q′ f )F ∈ FQ.
Pela proposição 1.1.11.iv) temos que pY ∈ FQ(Y ×YtY Q′Y FatC∩W,F(( f ,Q′ f )),Y).

X

f

��

iX //

f ′

((

X tX Q′X� _

∼ ( f ,Q′ f )C∩W

��
Y ×YtY Q′Y FatC∩W,F(( f ,Q′ f ))

pY

vvvv

pFatC∩W,F (( f ,Q′ f ))
// FatC∩W,F(( f ,Q′ f ))

( f ,Q′ f )F
����

Y
iY

// Y tY Q′Y

Temos a fatoração ( f ′C, pY f ′F∩W) ∈ Fat( f ) e pela hipótese que f ′ ∈ W e a propriedade dois-
de-três temos que f ′C ∈ C ∩ W, e portanto pela hipótese que f ∈ F temos que f ′C l f . Logo pelo
argumento da retração 1.1.8 temos que f ∈ Ret(pY f ′F∩W) e como F ∩ W = FQ ∩ WQ o teorema
1.1.11.iii) nos dá que f ∈ FQ.

Suponha agora que f ∈ FQ. Como FQ ⊂ F a condição i) é satisfeita. Seja (( f ,Q′ f )W , ( f ,Q′ f )F))
como na condição ii). Temos um span natural de equivalências fracas Q′′X

∼
←− Q′X

∼
−→ QX

pela definição de Q′ e pela condição 1.8.3.v), e portanto pela propriedade dois-de-três temos que
Q′′WQ ⊂ W. Considere o seguinte diagrama comutativo:

X

f ′

��

iX // Q′′X

∼ ( f ,Q′ f )W

��

∼

Q′′iX // Q′′Q′′X

∼ Q′′( f ,Q′ f )W

��
Y ×Q′′Y Z

pZ //

pY

��

Z ∼

iZ //

( f ,Q′ f )F
����

Q′′Z

Q′′( f ,Q′ f )F

��
Y

iY
// Q′′Y ∼

Q′′iY
// Q′′Q′′Y
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Pela demonstração do teorema anterior temos que iX, iY ∈ WQ e ( f ,Q′ f )F ∈ FQ. Pela propriedade
dois-de-três temos que iZ ∈ W, e pela naturalidade de η também temos pela propriedade dois-
de-três que ηZ ∈ W. Logo pela hipótese 1.8.3.iv) que pZ ∈ WQ. Também temos pela proposição
1.1.11.iv) que pY ∈ FQ. Assim a propriedade dois-de-três de WQ implica que f ′ ∈ WQ. Como
todo quadrado comutativo com morfismos paralelos que são equivalências homotópicas são pull-
backs homotópicos e pullbacks em que um dos morfismos é uma fibração também são pullbacks
homotópicos os dois quadrados de baixo no diagrama são pullbacks homotópicos, e portanto o
retângulo inferior é um pullback homotópico. Esse retângulo inferior é igual ao retângulo

Y ×Q′′Y Z
iY×Q′′Y Z

//

pY

��

Q′′(Y ×Q′′Y Z)

Q′′pY

��

Q′′pZ

∼
// Q′′Z

Q′′( f ,Q′ f )F

��
Y

iY
// Q′′Y

Q′′iY

∼ // Q′′Q′′Y

e como o quadrado da direita tem duas equivalências fracas paralelas ele é um pullback homotópico
e portanto o quadrado da esquerda também é um pullback homotópico.

Temos a fatoração ( f ′C, f ′F∩W) ∈ Fat( f ′). Como f ′ ∈ WQ e F ∩ W = FQ ∩ WQ temos pela
propriedade dois-de-três que f ′C ∈ CQ∩WQ. Logo f ′C l f e pelo argumento da retração 1.1.8 temos
que f ∈ Ret(pY f ′F∩W).

Temos então que o quadrado comutativo da condição ii) é uma retração de

FatC,F∩W( f ′)
FatC,F∩W (iX ,iY×Q′′Y Z )

//

∼f ′F∩W
��

FatC,F∩W( f ′,Q′ f ′)

∼ ( f ′,Q′ f ′)F∩W

��
Y ×Q′′Y Z

iY×Q′′Y Z
//

pY

��

Q′′(Y ×Q′′Y Z)

Q′′pY

��
Y

iY
// Q′′Y

sendo que o quadrado de cima é um pullback homotópico por conter um par paralelo de equi-
valências fracas, e portanto o retângulo comutativo inteiro é um pullback homotópico. Assim como
retrações preservam pullbacks homotópicos temos que a condição ii) é satisfeita.�

Proposição 1.8.9. Seja T uma categoria própria à esquerda e TL uma localização de Bousfield à

esquerda de T . Então TL é própria à esquerda.

Demonstração: Seja f ∈ WL. Temos ( fC, fF∩W) ∈ Fat( f ). Como W ⊂ WL temos que fF∩W ∈

WL e portanto pela propriedade dois-de-três fC ∈ CL∩WL. Logo que WL é preservado por pushouts
por cofibrações segue da proposição 1.1.11.iv) e de T ser própria à esquerda.�
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1.9 Quasi-adjunções idempotentes de Quillen

Dada uma quasi-adjunção de Quillen fraca (S aB,B̄ Λ) : T 
 A temos associado um endofun-
tor ΛFibS Cof que preserva equivalências fracas equipado com um span natural

IdT BCof∼

η′ks η +3 ΛFibS Cof

e um endofuntor S CofΛFib que preserva equivalências fracas equipado com um cospan

S CofΛFib ε +3 B̄Fib Yε′

∼
ks .

Definição 1.9.1. Seja (S aB,B̄ Λ) : T 
 A uma quasi-adjunção de Quillen fraca com T própria
à direita e A própria à esquerda. Se os endofuntores e as transformações naturais associadas for-
marem uma quasi-monada idempotente de Quillen e uma quasi-comonada idempotente de Quillen
então dizemos que (S aB,B̄ Λ) é uma quasi-adjunção idempotente de Quillen.

O teorema a seguir é uma versão homotópica do fato que se numa adjunção (S a Λ) temos
que ΛS é uma reflexão e S Λ uma coreflexão então a adjunção induz uma equivalência entre uma
sub-categoria reflexiva e uma sub-categoria coreflexiva. O teorema de reconhecimento de espaços
de laços relativos infinitos 5.4.7 é um caso particular do seguinte teorema.

Teorema 1.9.2. Seja (S aB,B̄ Λ) : T 
 A com T própria à direita e A própria à esquerda

uma quasi-adjunção idempotente de Quillen fraca. Então a adjunção (LS a RΛ) pode ser fato-

rada em uma equivalência entre a subcategoria reflexivaHoTΛFibS Cof e a subcategoria coreflexiva

HoAS CofΛFib.

HoT
LId //
⊥ HoTΛFibS Cof

LS //
⊥

_?RId
oo HoAS CofΛFib

� � LId //
⊥

RΛ
oo HoA

RId
oo

Demonstração: Pelas definições (ΛfibSη)X é uma ΛFibS Cof-equivalência fraca e (εS cofΛ)Y é
uma S CofΛFib-equivalência fraca. Logo o teorema 1.3.10 nos dá a equivalência de categorias.�



Capı́tulo 2

Categorias monoidais fechadas

Apresentamos nesse capı́tulo a teoria de categorias modelo monoidais simétricas [HoM98],
que é a estrutura subjacente de uma categoria que nos permite definir operads e 2-operads e em
certas condições estruturas modelo nas categorias desses objetos. A propriedade básica dos ope-
rads e 2-operads definidos no capı́tulo 4 é que eles definem monadas na categoria pontuada da
categoria ambiente. Apresentamos as definições de monadas, suas álgebras e funtores de monadas
e descrevemos a construção bar bilateral.

Na primeira sessão apresentamos a definição de uma categoria monoidal e o que significa essa
estrutura ser simétrica e fechada. A estrutura monoidal é um produto tensorial dada por um bifun-
tor que é associativo e unitário a menos de isomorfismos naturais. A estrutura modelo é simétrica
se também for comutativa a menos de um isomorfismo natural idempotente. Uma estrutura monoi-
dal é cartesiana se for dada pelo produto categorial, que é sempre simétrico e tem o objeto terminal
como unidade. Finalmente uma categoria monoidal é fechada se para cada objeto o produto ten-
sorial com esse objeto admitir um adjunto a direita, um funtor de objetos de morfismos interno à
categoria. Essa estrutura extra garante que o produto tensorial com um objeto preserva colimites.
A categoria de objetos pontuados de uma categoria monoidal fechada também herda uma estrutura
monoidal fechada. Essa estrutura em Top∗ nos permite definir espaços de laços e garante que essa
construção é um adjunto à direita. Também apresentamos a estrutura monoidal fechada induzida
na categoria de morfismos.

Na segunda sessão definimos categorias modelo monoidais, que é uma categoria bicompleta
com uma estrutura modelo e uma estrutura monoidal fechada compatı́veis. Apresentamos algu-
mas propriedades de categorias modelo monoidais. O exemplo principal de categoria monoidal
fechada nessa tese é a categoria Top de espaços compactamente gerados e fracamente Hausdorff
do capı́tulo 3. Também apresentamos a definição de objetos intervalos de Hopf, cuja existência
é uma das condições do teorema de existência de estruturas modelo na categoria de operads em
[BM03, BM07].

Na terceira sessão damos a definição de monadas (também conhecidas como triplas), que são
endofuntores em uma categoria equipados com estruturas de monoide que nos permitem inter-

47



48 2. Categorias monoidais fechadas

pretar as suas imagens como objetos livres de uma teoria algébrica [BW85]. Uma monada define
álgebras, que são os objetos de sua teoria algébrica. Também damos a definição de funtores de
monadas. Descrevemos como adjunções nos dão exemplos de monadas e funtores de monadas
e damos algumas propriedades básicas. O conceito de monadas é central na demonstração do
princı́pio do reconhecimento em [Ma72]. Também apresentamos a construção bar bilateral intro-
duzida em [Ma72] que nos dá um objeto simplicial natural a partir de uma monada, uma álgebra e
um funtor da monada. Usaremos essa construção para definir os espaços e aplicações necessários
para provar o teorema de reconhecimento.

2.1 Estrutura monoidal

Uma estrutura monoidal em uma categoria nos permite definir a noção de um monoide interno
da categoria, que é uma generalização da noção de um monoide da teoria de álgebra abstrata.

Definição 2.1.1. Uma categoria monoidal é uma categoria T equipada com um bifuntor ⊗ : T ×
T → T , o produto tensorial de T , um objeto 1 ∈ T , a unidade de T , e uma tripla de isomorfismos
naturais αX,Y,Z : (X ⊗ Y) ⊗ Z ⇒ X ⊗ (Y ⊗ Z), o associador de T , λX : 1 ⊗ X ⇒ X, o unidador à

esquerda de T , e ρX : X⊗1⇒ X, o unidador à direita de T , satisfazendo a condição de coerência
que os diagramas abaixo comutam:

(W ⊗ X) ⊗ (Y ⊗ Z)
αW,X,Y⊗Z

((
((W ⊗ X) ⊗ Y) ⊗ Z

αW⊗X,Y,Z
66

αW,X,Y⊗1Z

��

W ⊗ (X ⊗ (Y ⊗ Z))

(W ⊗ (X ⊗ Y)) ⊗ Z αW,X⊗Y,Z
// W ⊗ ((X ⊗ Y) ⊗ Z)

1W⊗αX,Y,Z

OO

(X ⊗ 1) ⊗ Y
αX,1,Y //

ρX⊗1Y $$

X ⊗ (1 ⊗ Y)

1X⊗λYzz
X ⊗ Y

Uma categoria monoidal é cartesiana se o produto tensorial é dado pelo produto categorial ×.
Nesse caso a unidade 1 deve ser um objeto terminal ∗.

Definição 2.1.2. Sejam T eA categorias monoidais. Um funtor monoidal é um funtor F : T → A
equipado com um morfismo ε ∈ A(1A, F(1T )) e uma transformação natural νX,Y : FX ⊗A FY ⇒

F(X ⊗T Y) satisfazendo a condição de coerência que os seguintes diagramas comutam:

(FX ⊗A FY) ⊗A FZ

νX,Y⊗A1FZ

��

αAFX,FY,FZ // FX ⊗A (FY ⊗A FZ)

1FX⊗AνY,Z

��
F(X ⊗T Y) ⊗A FZ

νX⊗T Y,Z

��

FX ⊗A F(Y ⊗T Z)
νX,Y⊗T Z

��
F((X ⊗T Y) ⊗T Z)

FαTX,Y,Z

// F(X ⊗T (Y ⊗T Z))
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1A ⊗A FX
ε⊗A1FX//

λAFX
��

F1T ⊗A FX
ν1T ,X

��
FX F(1T ⊗T X)

FλTX

oo

FX ⊗A 1A
1FX⊗Aε//

ρAFX
��

FX ⊗A F1T
X,ν1T
��

FX F(X ⊗T 1T )
FρTX

oo

Definição 2.1.3. Um monoide em uma categoria monoidal T é um objeto M ∈ T equipado com
um par de morfismos µ ∈ T (M ⊗ M,M), a multiplicação, e η ∈ T (1,M), a unidade, satisfazendo
a condição que os diagramas abaixo comutam:

(M ⊗ M) ⊗ M
αM,M,M //

µ⊗1M
��

M ⊗ (M ⊗ M)
1M⊗µ // M ⊗ M

µ

��

M
1M⊗η //

1M ##

M ⊗ M
µ

��

M
η⊗1Moo

1M{{
M ⊗ M µ

// M M

Um morfismo de monoides é um morfismo entre os objetos subjacentes que comutam com os
diagramas estruturais.

Um comonoide é dualmente definido invertendo os morfismos na definição de um monoide,
i.e. é um objeto C ∈ T equipado com um par de morfismos ∆ : C → C ⊗ C, a comultiplicação,
e ε : C → 1, a counidade, satisfazendo a condição que os diagramas duais aos da definição de
monoides comutam.

Definição 2.1.4. Uma categoria monoidal é simétrica se for equipada também com um isomor-
fismo natural τX,Y : X ⊗ Y ⇒ Y ⊗ X tal que τY⊗XτX⊗Y = 1X⊗Y satisfazendo a condição de coerência
que o diagrama abaixo comuta

X ⊗ (Y ⊗ Z)
τX,Y⊗Z // (Y ⊗ Z) ⊗ X

αY,Z,X

((
(X ⊗ Y) ⊗ Z

αX,Y,Z
66

τX,Y⊗1Z ((

Y ⊗ (Z ⊗ X)

(Y ⊗ X) ⊗ Z αY,X,Z
// Y ⊗ (X ⊗ Z)

1Y⊗τX,Z

66

Uma categoria cartesiana é sempre simétrica.

Definição 2.1.5. Um monoide M em uma categoria monoidal simétrica T é comutativo se satisfaz
a condição que o diagrama abaixo comuta:

M ⊗ M
τM,M //

µ
$$

M ⊗ M

µ
zz

M

.

Definição 2.1.6. Sejam T e A categorias monoidais simétricas. Um funtor monoidal simétrico é
um funtor monoidal F : T → A que satisfaz também a condição de coerência que o seguinte
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diagrama comuta:

FX ⊗A FY
τAFX ,FY //

νX,Y

��

FY ⊗A FX
νY,X

��
F(X ⊗T Y)

FτTX,Y

// F(Y ⊗T X)

Definição 2.1.7. Uma categoria monoidal é fechada se for equipada também com um bifuntor
[−,−] : T op × T → T , o Hom interno, tal que para todo objeto X ∈ T temos uma adjunção
(− ⊗ X a [X,−]). Denotamos a unidade dessa adjunção por ηX e a counidade por εX.

Proposição 2.1.8. Para todo objeto X de uma categoria monoidal fechada T o funtor − ⊗ X

preserva colimites. Se T for simétrica então X ⊗ − também preserva colimites.

Demonstração: Segue do fato que adjuntos à esquerda preservam colimites e da simetria ser
dada por um isomorfismo natural.�

Se uma categoria monoidal fechada for bicompleta a sua categoria pontuada também herda
uma estrutura monoidal fechada.

Definição 2.1.9. Seja T uma categoria monoidal fechada bicompleta. O produto smash em T∗ é o
bifuntor ∧ : T∗ × T∗ → T∗, com X ∧ Y definido como o pushout em T :

X ⊗ ∗ t ∗ ⊗ Y

��

(1X⊗∗Y ,∗X⊗1Y )// X ⊗ Y

��
∗

∗X∧Y
// X ∧ Y

e o Hom interno pontuado em T∗ é o bifuntor [−,−]∗ : T op
∗ × T∗, com [X,Y]∗ definido como o

pullback em T :
[X,Y]∗

��

// ∗

��
[X,Y]

[∗X ,1Y ]
// [∗,Y]

aonde ∗ → [∗,Y] é o morfismo adjunto da composição ∗ ⊗ ∗ → ∗
∗Y
−→ Y . Definimos ∗[X,Y]∗ : ∗ →

[X,Y]∗ como o adjunto da composição ∗ ⊗ X → ∗
∗Y
−→ Y .

Proposição 2.1.10. Seja T uma categoria monoidal (simétrica) fechada bicompleta. Então T∗
equipada com o produto smash ∧, a unidade 1 t ∗ e o Hom interno pontuado [−,−]∗ é uma

categoria monoidal (simétrica) fechada.

A demonstração é uma verificação direta dos axiomas e pode ser encontrada em [EM09, Teor.
4.20].

Também temos uma estrutura monoidal fechada induzida na categoria de morfismos de uma
categoria monoidal fechada.
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Definição 2.1.11. Seja T uma categoria monoidal fechada bicompleta. O produto-pushout � em
T� é o bifuntor

� : T� × T� → T�

( f : X → Y, f ′ : X′ → Y ′) 7→

( f ⊗ 1Y′ , 1Y ⊗ f ′) : (X ⊗ Y ′)
∐
X⊗X′

(Y ⊗ X′)→ Y ⊗ Y ′
 ,

e o Hom interno-pullback [−,−]� em T� é o bifuntor

[−,−]� : T�op × T� → T�

( f ′ : X′ → Y ′, f : X → Y) 7→
(
([ f ′, 1X], [1Y′ , f ]) : [Y ′, X]→ [X′, X] ×[X′,Y] [Y ′,Y]

)
.

Proposição 2.1.12. Seja T uma categoria monoidal (simétrica) fechada bicompleta. Então T� é

uma categoria monoidal (simétrica) fechada.

Demonstração: Provaremos primeiro que � induz uma estrutura monoidal. Sejam f : X →

Y, f ′ : X′ → Y ′, f ′′ : X′′ → Y ′′ ∈ T�. Temos pela proposição 2.1.8 que ( f� f ′)� f ′′ é dado pelo
morfismo do colimite do diagrama

(X ⊗ X′) ⊗ X′′ //

��

((

(Y ⊗ X′) ⊗ X′′

��

((
(X ⊗ X′) ⊗ Y ′′

��

// (Y ⊗ X′) ⊗ Y ′′

(X ⊗ Y ′) ⊗ X′′ //

((

(Y ⊗ Y ′) ⊗ X′′

(X ⊗ Y ′) ⊗ Y ′′

em (Y ⊗ Y ′) ⊗ Y ′′ dada pela propriedade universal. Temos então que f�( f ′� f ′′) é dado de forma
análoga e o associador em T� é induzido pelo associador em T . Podemos definir a unidade 1� :=
∅ → 1 e é fácil verificar usando a proposição 2.1.8 que para qualquer f : X → Y ∈ T� temos que
1�� f = 11 ⊗ f e f�1� = f ⊗ 11. Temos então que os unidadores à esquerda e à direita em T�

são induzidos pelos unidadores em T . Que as condições de coerência são satisfeitas segue delas
serem satisfeitas em T . A simetria de � também é induzida da simetria em T .

Para f ′ : X′ → Y ′ a unidade da adjunção (−� f ′ a [ f ′,−]�) é dada por

X

f
��

ηY′
X // [Y ′, X ⊗ Y ′] // [Y ′, (X ⊗ Y ′)

∐
X⊗X′(Y ⊗ X′)]

([ f ′,1(X⊗Y′)
∐

X⊗X′ (Y⊗X′)],[1Y′ , f� f ′])
��

Y
(ηX′

Y ,ηY′
Y )
// [X′,Y ⊗ X′] ×[X′,Y⊗Y′] [Y ′,Y ⊗ Y ′] // [X′, (X ⊗ Y ′)

∐
X⊗X′(Y ⊗ X′)] ×[X′,Y⊗Y′] [Y ′,Y ⊗ Y ′]

,
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e a counidade é dada por

(
[X′, X] ×[X′,Y] [Y ′,Y]

)
⊗ X′ t[Y′,X]⊗X′ [Y ′, X] ⊗ Y ′ //

(1[X′ ,X]×[X′ ,Y][Y′ ,Y]⊗ f ′,[ f ′, f ]�⊗1Y′ )
��

[X′, X] ⊗ X′ t[Y′,X]⊗X′ [Y ′, X] ⊗ Y ′
(εX′

X ,εY′
X )
// X

f
��(

[X′, X] ×[X′,Y] [Y ′,Y]
)
⊗ Y ′ // [Y ′,Y] ⊗ Y ′

εY′
Y

// Y

.

Que as equações de counidade-unidade são satisfeitas podem ser verificadas diretamente dessas
definições.�

2.2 Categorias modelo monoidais

Definimos agora o que significa uma estrutura monoidal fechada ser compatı́vel com uma
estrutura modelo e estudamos diversas propriedades úteis que seguem dessa compatibilidade.

Definição 2.2.1. Uma categoria modelo monoidal é uma categoria T equipada com ambas uma
estrutura monoidal fechada e uma estrutura modelo tais que

1. axioma pushout-produto: Para ι, ι′ ∈ C temos que ι�ι′ ∈ C, e se ainda mais ι ∈ C ∩ W ou
ι′ ∈ C ∩W então ι�ι′ ∈ C ∩W;

2. Axioma da unidade: 1 ∈ TCof.

Se a estrutura monoidal T for simetrica (cartesiana) então T é uma categoria modelo simetrica

(cartesiana).

Proposição 2.2.2. Para todo objeto cofibrante X de uma categoria modelo monoidal − ⊗ X pre-

serva cofibrações e cofibrações triviais, e portanto a adjunção (− ⊗ X a [X,−]) é uma adjunção

de Quillen.

Demonstração: Seja ι′ ∈ C(A′, X′). Pela proposição 2.1.8 temos que ι′�∅X = ι′ ⊗ X, que pelo
axioma pushout-produto é uma cofibração. Analogamente se ι′ ∈ C∩W(A′, X′) então ι′⊗X ∈ C∩W.
A segunda afirmação segue da definição de adjunção de Quillen.�

Proposição 2.2.3. Seja T uma categoria modelo monoidal, ι ∈ C(A, X) e p ∈ F(E, B). Então

[ι, p]� ∈ F. Se ι ∈ C ∩ W então [ι, p]� ∈ F ∩ W. Em particular se A ∈ TCof e Z ∈ TFib então

[A,Z] ∈ TFib.

Demonstração: Seja ι′ ∈ C ∩ W(A′, X′). Então todo (k, l) ∈ T�(ι′, [ι, p]�) induz um mor-
fismo ((εX

E (k ⊗ X), εA
E ((p[A,E]l) ⊗ A)), εX

B ((p[X,B]l) ⊗ X)) ∈ T�(ι′�ι, p). Como p ∈ F temos pelo
axioma pushout-produto um levantamento H ∈ T (X′ ⊗ X, E), que por sua vez induz o levanta-
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mento [X,H]ηX

X′ ∈ T (X′, [X, E]) de (k, l), logo [ι, p] ∈ F.

A′� _
∼ι′

��

k // [X, E]

[ι,p]
����

X′
l
//

[X,H]ηX
X′

66

[A, E] ×[A,B] [X, B]

A′ ⊗ X tA′⊗A X′ ⊗ A� _

∼ι′�ι
��

(εX
E (k⊗X),εA

E ((p[A,E]l)⊗A))
// E

p
����

X′ ⊗ X
εX

B ((p[X,B]l)⊗X)
//

H

33

B

A segunda afirmação segue do argumento análogo com ι′ ∈ C. A ultima afirmação segue do fato
que para todo Y ∈ T temos Y ⊗ ∅ = ∅ pela proposição 2.1.8, e portanto pela adjunção [∅,Z] = ∗.�

Proposição 2.2.4. Seja T uma categoria modelo monoidal, X,Y ∈ TCof e f ∈ T (X,Y). Então

f ∈ W se e somente se para todo Z ∈ TFib temos [ f ,Z] ∈ W.

Demonstração: Suponha que f ∈ C ∩ W. Então por 2.2.3 temos que [ f ,Z] ∈ F ∩ W ⊂ W.
Logo se f ∈ W o lema de Ken Brown 1.3.6 nos dá [ f ,Z] ∈ W.

Suponha agora que para todo Z ∈ TFib temos [ f ,Z] ∈ W. Como pelo axioma da unidade temos
que 1 ∈ TCof e pela propriedade 2.2.3 temos que [Y,Z] e [X,Z] são fibrantes então temos pelo lema
1.7.2.ii que [ f ,Z]∗ : HoT (1, [Y,Z])→ HoT (1, [X,Z]) é uma bijeção. Logo pela proposição 2.2.2
f ∗ : HoT (Y,Z)→ HoT (X,Z) é uma bijeção, e portanto pelo lema 1.7.2.i temos que f ∈ W.�

Proposição 2.2.5. Seja T uma categoria modelo monoidal (simétrica). Então T∗ é uma categoria

modelo monoidal (simétrica).

Proposição 2.2.6. Seja T uma categoria monoidal (simétrica) fechada e uma categoria modelo

cofibrantemente gerada por cofibrações I e cofibrações triviais J. Então se a unidade for cofi-

brante, I�I ⊂ C e I�J ⊂ C ∩W então T é uma categoria modelo monoidal (simétrica).

Demonstração: Temos por hipótese que I�I ⊂ l(F ∩ W). Pela estrutura monoidal fechada
da proposição 2.1.12 isso implica que I ⊂ l[I, F ∩ W]�. Pelo lema 1.1.10 temos que Cof(I) ⊂
l[I, F ∩W]�. Usando a adjunção e simetria também obtemos I ⊂ l[Cof(I), F ∩W]� e novamente
por 1.1.10 que Cof(I) ⊂ l[Cof(I), F ∩W]�, e portanto pela adjunção Cof(I)�Cof(I) ⊂ l(F ∩W).
Usando um argumento análogo podemos provar que Cof(I)�Cof(J) ⊂ lF.�

Coends são um tipo de colimite que são úteis para definir diversas construções. Para uma
revisão de aplicações de coend veja [Lo15]. Como veremos eles podem ser usados para definir o
funtor de realização geométrica e monadas associadas à operads e 2-operads.

Definição 2.2.7. Sejam T uma categoria, D uma categoria pequena e F : Dop × D → T um
funtor. O coend de F é o coequalizador:

∫ D

F(D,D) := Coeq


∐

d∈
∐

D,D′∈D
D(D,D′)

F(D′,D)⇒
∐
D∈D

F(D,D)


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A seguinte propriedade de coends de diagramas de Reedy generalizado dualizáveis em cate-
gorias modelo monoidais cofibrantemente geradas vai ser útil.

Proposição 2.2.8. Seja T uma categoria modelo monoidal cofibrantemente gerada, R uma cate-

goria de Reedy generalizada dualizável, ι− ∈ CR
op

(A−, X−) e ι′− ∈ CR(A′−, X′−). Então∫ R

ιR�ι′R ∈ CT

(∫ R

AR ⊗ X′R t∫ R
AR⊗A′R

∫ R

XR ⊗ A′R,
∫ R

XR ⊗ X′R
)
.

Além disso se ι ∈ CR
op
∩WRop

ou ι′ ∈ CR ∩WR então
∫ R

ιR�ι′R ∈ CT ∩WT .

Demonstração: Sejam p ∈ FT (E, B) e (u, v) ∈ T�
(∫ R

ιR�ι′R, p
)
. Construı́mos indutivamente

um levantamento de (u, v). Primeiro note que como colimites comutam entre si temos que∫ R

AR ⊗ X′R t∫ R
AR⊗A′R

∫ R

XR ⊗ A′R =

∫ R

AR ⊗ X′R tAR⊗A′R XR ⊗ A′R.

Seja R ∈ R tal que gr(R) = 0. Temos então um diagrama comutativo

[RR](AR ⊗ X′R tAR⊗A′R XR ⊗ A′R)

σ⊗1
��

1⊗σ
��

[RR]ιR�ι′R

$$

AR ⊗ X′R tAR⊗A′R XR ⊗ A′R� _

ιR�ι′R

��

q //
∫ RR AR ⊗ X′R tAR⊗A′R XR ⊗ A′R u //

∫ RR ιR�ι′R

��

E

p∼

����
XR ⊗ X′R

H̃R

11

q
//
∫ RR XR ⊗ X′R

HR

66

v
// B

[RR](XR ⊗ X′R)

1⊗σ

OO

σ⊗1

OO

Como ι′R ∈ CTRR , [ιR, p]� ∈ T RR([XR, E], [AR, E]×[AR,B] [XR, B]) e pela proposição 2.2.3 temos que
[ιR, p]� ∈ FTRR então existe um levantamento H̃R ∈ T (XR ⊗ X′R, E) de (uq, vq) que coequaliza os
morfismos 1⊗σ e σ⊗ 1, e portanto H̃R induz um levantamento HR ∈ T (

∫ RR XR ⊗X′R, E) de (u, v).

Temos portanto uma aplicação H0 ∈ T

(∫ F0R
XR ⊗ X′R, E

)
que é um levantamento da restrição de

(u, v) na 0-filtração.

Suponha agora que construı́mos Hq−1 ∈ T

(∫ Fq−1R
XR ⊗ X′R, E

)
que é um levantamento da

restrição de (u, v) na q− 1-filtração. Para todo R ∈ R com gr(R) = q temos pelo mesmo argumento
acima um levantamento HR

(∫ RR XR ⊗ X′R, E
)

da restrição (u, v) ∈ T�
(∫ RR(ιR�lR

X)�(ι′R�lR
X′), p

)
,

aonde ∫ RR

(ιR�lR
X)�(ι′R�lR

X′) ∈

T

(∫ RR (
AR tLAR LXR

)
⊗ X′R t(ARtLAR LXR)⊗(A′RtLA′R LX′R) XR ⊗

(
A′R tLA′R LX′R

)
,

∫ RR

XR ⊗ X′R
)
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Denote ZR :=

∫ RR
(
AR tLAR LXR

)
⊗ X′R t(ARtLAR LXR)⊗(A′RtLA′R LX′R) XR ⊗

(
A′R tLA′R LX′R

)
. O seguinte

quadrado é um pushout:

(
tR∈FqR\Fq−1RZR

)
t

∫ Fq−1R
AR ⊗ X′R tAR⊗A′R XR ⊗ A′R //

(
tR∈FqR\Fq−1R

∫ RR (ιR�lRX)�(ι′R�lRX′ )
)
t
∫ Fq−1R

ιR�ι′R

��

∫ FqR
AR ⊗ X′R tAR⊗A′R XR ⊗ A′R

∫ FqR
ιR�ι′R

��(
tR∈FqR\Fq−1R

∫ RR XR ⊗ X′R
)
t

∫ Fq−1R
XR ⊗ X′R //

∫ FqR
XR ⊗ X′R

.

Logo a hipótese de indução e as construções nas demonstrações de 1.1.10.iv) e 1.1.10.v) nos dão
Hq ∈ T

(∫ FqR
XR ⊗ X′R, E

)
que é um levantamento da restrição de (u, v) na q-filtração.

A segunda afirmação segue do argumento análogo assumindo que p ∈ FT ∩WT . �

A construção da estrutura modelo de operads e 2-operads usam a noção de um objeto intervalo
de Hopf [BM07] para definir funtorialmente objetos de caminhos.

Definição 2.2.9. Em uma categoria modelo monoidal T um objeto intervalo é um objeto I ∈ T

equipado com uma fatoração em uma cofibração seguida de uma equivalência fraca

1 t 1
� � (0,1) // I ε

∼
// 1

do morfismo codiagonal da unidade 1, equipada com uma estrutura de monoide comutativo (I, µI , 0)
tal que 0 é a unidade, 1 é um elemento absorvente e ε é uma counidade do monoide, i.e. tal que os
seguintes diagramas comutam:

1 ⊗ I
11⊗ε

zz

1⊗1I // I ⊗ I
µI

��

I ⊗ 1
1I⊗1oo

ε⊗11

$$
1 ⊗ 1

�
µ1

// 1
1

// I 1
1

oo 1 ⊗ 1
�
µ1

oo

I ⊗ I ε⊗ε //

µI

��

1 ⊗ 1

� µ1
��

I ε
// 1

Um objeto intervalo (cocommutativo) de Hopf é um objeto intervalo I equipado com uma
estrutura de comonoide (cocommutativo) tal que os morfismos na fatoração da codiagonal da uni-
dade são morfismos de comonoides.

Em Top o intervalo I = [0, 1] com o máximo como a estrutura de monoide e a estrutura
comonoidal diagonal é um objeto intervalo de Hopf cocomutativo.

2.3 Monadas e álgebras

Uma monada pode ser definida de uma forma compacta como sendo um monoide na categoria
de endofuntores de uma categoria.

Definição 2.3.1. Seja T uma categoria. A categoria monoidal de endofuntores de T é a categoria
End(T ), cujos objetos são funtores F : T → T e cujos morfismos são transformações naturais,
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equipada com composições como o produto tensorial e o funtor identidade como identidade.

Definição 2.3.2. Seja T uma categoria. Uma monada em T é um monoide (C, µ, η) em End(T ).

Podemos usar as definições na sessão 2.1 para desempacotar a definição de uma monada como
um endofuntor equipado com um par de transformações naturais satisfazendo certas condições de
coerência. Uma monada define uma teoria algébrica na categoria subjacente, com as imagens do
endofuntor subjacente da monada sendo objetos livres da teoria algébrica. Uma monada define
uma categoria de álgebras dada pela seguinte definição.

Definição 2.3.3. Seja T uma categoria e C uma monada em T . Uma C-algebra é um objeto X ∈ T

equipado com um morfismo ξ ∈ T (CX, X) tais que os diagramas abaixo comutam:

CCX
Cξ //

µX

��

CX
ξ
��

X
ηX //

1X !!

CX
ξ
��

CX
ξ

// X X

Um C-morfismo entre C-álgebras é um morfismo entre os objetos subjacentes que comuta com
os morfismos estruturais.

Denotamos a categoria de C-álgebras e C-morfismos por C[T ].

Note que para qualquer X ∈ T a multiplicação µ de C induz uma estrutura de C-álgebra em
CX, i.e. CX ∈ C[T ]. Logo C define um funtor C : T → C[T ]. Esse funtor é adjunto à esquerda
do funtor esquecimento, com a unidade induzida pela unidade η de C e a counidade dada pelos
morfismos estruturais de C-álgebras.

Também definimos C-funtores, que podem ser pensados ou como funtores que preservam a
estrutura algébrica de C ou como um C-módulo à direita.

Definição 2.3.4. Seja T uma categoria e C uma monada em T . Um C-funtor em A é um funtor
F : T ⇒ A equipado com uma transformação natural λ : F ◦C → F tais que os diagramas abaixo
comutam:

FCC
λC +3

Fµ
��

FC

λ
��

F
Fη +3

1F �%

FC

λ
��

FC
λ

+3 F F

Um morfismo de C-functores emA é uma transformação natural entre os funtores subjacentes
que comuta com as transformações naturais estruturais.

Precisaremos dos seguintes exemplos:

1. Se (C, µ, ν) é uma monada então (C, µ) é um C-funtor.
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2. Se φ : (C, µ, ν) ⇒ (C′, µ′, ν′) é um morfismo de monadas e (F, λ) é um C′-funtor então

(F, λFφ) é um C-funtor. Em particular, pelo exemplo anterior, (C′, µ′C′φ) é um C-funtor.
Também temos que φ : (C, µ)⇒ (C′, µ′C′(φ)) é um morfismo de C-funtores.

3. Seja (S a Λ) : T 
 A uma adjunção com unidade η : IdT ⇒ ΛS e counidade ε : S Λ ⇒

IdA. Então (ΛS ,ΛεS , η) é uma monada em T e (S , εS ) é um ΛS -funtor.

4. Se α : (C, µ, ν) ⇒ (ΛS ,ΛεS , η) é um morfismo de monadas, com ΛS como no exemplo
anterior, então S é um C-funtor em A e α : (C, µ) ⇒ (ΛS ,ΛεS Sα) é um morfismo de
C-funtores em T .

A construção bar bilateral descrita aqui foi introduzida em [Ma72] e admite diversas aplicações.
A construção dos espaços e aplicações na demonstração do teorema do reconhecimento dependem
dessa construção.

Definição 2.3.5. A construção bar bilateral é a categoria B(T ,A) e o funtor B• : B(T ,A)→ A∆op

definidos da seguinte forma: Os objetos de B(T ,A) são triplas ((F, λ), (C, µ, ν), (X, ξ)), abreviadas
como (F,C, X), aonde C é uma monada em T , F é um C-funtor em A e X é uma C-álgebra, e
morfismos (α, φ, f ) ∈ B(T ,A)((F,C, X), (F′,C′, X′)) são triplas com φ um morfismo de monadas,
f um C-morfismo e α é um morfismo de C-funtores.

O funtor B•(F,C, X) é definido por

B• : B(T ,A)→ A∆op

(F,C, X) 7→


FC•X,

∂i =


λC•−1 , i = 0

FCi−1µC•−i , 0 < i < •

FC•−1ρ, i = •

si = FCiηC•−i+1 , 0 ≤ i ≤ •


.

Propriedade básicas dessa construção podem ser encontradas em [Ma72,C.9].





Capı́tulo 3

Espaços topológicos, espaços de laços e espectros

Neste capı́tulo apresentamos a categoria de espaços topológicos em que vamos trabalhar. A
categoria de todos espaços topológicos admite uma estrutura cartesiana e uma estrutura modelo,
porém a estrutura cartesiana não é fechada e assim essa categoria não é uma categoria modelo
monoidal. Por esse motivo trabalhamos na subcategoria de espaços compactamente gerados fra-
camente Hausdorff que é bicompleta e admite uma estrutura cartesiana fechada compatı́vel com a
estrutura modelo que a torna uma categoria modelo cartesiana.

Na primeira sessão apresentamos a categoria de espaços compactamente gerados fracamente
Hausdorff e apresentamos a sua estrutura de categoria modelo cartesiana [StN09, Hi15].

Na segunda sessão apresentamos a construção dos funtores de N-espaços de laços ΩN e de
seus adjuntos de Quillen à esquerda, os funtores de espaços de N-suspensões ΣN . Para definir o
funtor de espaços de laços infinitos Ω∞ usamos a categoria de espectros. Apresentamos a estrutura
modelo estável na categoria de espectros [BF78, Sc97] tal que o funtor Ω∞ admite um adjunto de
Quillen à esquerda Σ∞.

Na terceira sessão damos a definição de espaços relativos, sua estrutura modelo de Reedy na-
tural, dos funtores de espaços de N-laços relativos ΩN

Rel de um espaço relativo, i.e. uma aplicação
de espaços pontuados, e dos funtores de 2-espaços de N-laços relativos ΩN

2 de um espaço relativo,
que é simplesmente o par formado pelo espaço de N-laços do codomı́nio e o espaço de N-laços re-
lativos do espaço relativo. Provamos então que ΩN

2 admite um adjunto de Quillen fraco à esquerda.
Também damos uma estrutura modelo cuja categoria homotópica é a subcategoria correflexiva de
espaços relativos N − 1-conexos. Para definir o 2-funtor de espaço de laços infinitos Ω∞2 intro-
duzimos a categoria de espectros relativos composta de pares de espectros equipados com uma
sequência de aplicações entre o par que aumenta o ı́ndice em 1. Mostramos que essa categoria
também admite uma estrutura modelo estável e que Ω∞2 admite um adjunto de Quillen fraco à
esquerda.

Na quarta sessão apresentamos a construção de realizações geométricas de espaços simpliciais.

59
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3.1 Espaços compactamente gerados fracamente Hausdorff

Vai ser útil pensarmos numa topologia de um espaço X como sendo especificada por subcon-
juntos fechados, i.e. um conjunto τ ⊂ ℘(X) fechado por uniões finitas e intersecções arbitrárias.
Para detalhes sobre espaços compactamente gerados fracamente Hausdorff veja [StN09]. Denota-
mos a categoria de todos os espaços topológicos por Top.

Definição 3.1.1. Um subconjunto U de um espaço topológico X com topologia τ é k-fechado se
para todo espaço Hausdorff compacto K e aplicação t ∈ Top(K, X) o subconjunto t−1(U) ⊂ K é fe-
chado. Escrevemo k(τ) para a coleção de subconjuntos k-fechados. Um espaço X é compactamente

gerado se k(τ) = τ.

Denotamos por k(X) o espaço topológico X com a topologia k(τ). Note que para um espaço
topológico arbitrário X sempre temos τ ⊂ k(τ), ou seja os subconjuntos k-fechados de X nos dão
um refinamento da topologia de X.

Definição 3.1.2. Um espaço X é fracamente Hausdorff se para todo espaço Hausdorff compacto
K e aplicação t ∈ Top(K, X) a imagem t(K) ⊂ X é fechada.

Um espaço compactamente gerado X é fracamente Hausdorff se e somente se a imagem de
∇X ∈ Top(X, X × X) for fechada. Seja E uma relação de equivalência em um espaço topológico
compactamente gerado X. Então X/E é compactamente gerado e fracamente Hausdorff se e so-
mente se E for fechada, i.e. se E for fechada em X × X. Para todo espaço compactamente gerado
X existe a menor relação de equivalência fechada Emin em X, e X/Emin é um espaço compactamente
gerado e fracamente Hausdorff, que denotamos por h(X).

Seja Top ⊂ Top a subcategoria plena dos espaços topológicos compactamente gerados e fra-
camente Hausdorff. O produto de espaços compactamente gerados não é necessariamente compac-
tamente gerado. Por esse motivo, denotando o produto usual de espaços topológicos por ×0, defi-
nimos o produto compactamente gerado de espaços topológicos X e Y por X×Y := k(X×0 Y). Esse
produto compactamente gerado define uma estrutura cartesiana em Top. Sejam X e Y espaços to-
pológicos e [X,Y]0 o espaço de aplicações contı́nuas entre X e Y com a topologia compacta-aberta.
Definimos [X,Y] := k([X,Y]0). Se X é um espaço compactamente gerado e fracamente Hausdorff
e Y um espaço compactamente gerado então [X,Y] é compactamente gerado e fracamente Haus-
dorff. Além disso temos para todo espaço compactamente gerado e fracamente Hausdorff uma
adjunção (− × X a [X,−]) dada pela unidade ηX : IdTop ⇒ [X,− × X] com ηX

Y (y) = (x 7→ (y, x)) e
pela counidade εX : [X,−]×X ⇒ IdTop com εX

Y ( f , x) = f (x). Logo Top é uma categoria cartesiana
fechada.

Note que Top contém todos os CW-complexos, em particular ele contém as esferas. A cate-
goria cartesiana Top também tem a propriedade que produtos de CW-complexos arbitrários são
CW-complexos, o que não é verdade em Top. Como Top possui objeto final ∗ temos a categoria
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pontuada Top∗. Podemos então definir para X ∈ Top∗ o conjunto π0X de componentes cone-
xas por caminhos de X e para cada q ∈ N com q > 0 podemos definir os grupos de homotopia
πq(X, x) := π0([Sq, X]∗). A estrutura de grupo é induzida da aplicação em Top(Sq, Sq ∨ Sq) obtida
colapsando o equador da esfera, que pelo argumento de Eckmann–Hilton é abeliano para q > 1.

Definição 3.1.3. Uma equivalência homotópica fraca é uma aplicação f ∈ Top(X,Y) tal que
a função induzida f∗ ∈ Set(π0X, π0Y) e os homomorfismos induzidos f∗ ∈ Grp(πqX, πqY) são
isomorfismos para todo q ∈ N.

A estrutura modelo de Quillen [Hi15] é uma estrutura modelo em Top cofibrantemente gerada
aonde as equivalências fracas são as equivalências homotópicas fracas. Seja I = [0, 1] e identifique
Sq com o bordo de Iq+1.

Teorema 3.1.4. A categoria Top com as classes de equivalências homotópicas fracas WQ como

equivalências fracas, fibrações de Serre FQ como fibrações e retrações de CW-complexos relativos

CQ como cofibrações é uma categoria modelo cartesiana própria cofibrantemente gerada pelos

conjuntos de cofibrações geradoras IQ := (iq)q∈N ∈
∏

q∈N Top(Sq−1, Iq) dada pelas inclusões dos

bordos e cofibrações triviais geradoras JQ := ( jq)q∈N ∈
∏

q∈N Top(Iq, Iq+1) dadas por jq(t) :=
(0, t).

Demonstração: Os colimites na categoria de todos os espaços topológicos de um diagrama
de espaços compactamente gerados e fracamente Hausdorff pode não ser fracamente Hausdorff. O
colimite de um diagrama X ∈ TopC é dado por h(ColimEsp Top

c∈C X(c)), i.e. o colimite como espaços
topológicos quocientado pela menor relação de equivalência fechada. A categoria Top também
é completa e os limites são preservados pelo funtor de esquecimento na categoria de conjun-
tos. Dado um diagrama X ∈ TopC o limite, como conjunto, é um subconjunto LimConj

c∈C X(c) ⊂∏
c∈C X(c). Podemos equipar

∏
c∈C X(c) com a topologia produto compactamente gerada e equi-

pamos LimConj
c∈C X(c) com a topologia de subespaço. Logo Top é bicompleta. Para detalhes veja

[StN09].

Por definição JlQ são as fibrações de Serre e Cel(IQ) são os CW-complexos relativos, e por-
tanto Cof(IQ) são as retrações de CW-complexos relativos. As classes de morfismos do enunciado
satisfazem as condições da proposição 1.4.6 [Hi15].

Note que Cel(JQ) ⊂ Cel(IQ) já que JQ ⊂ Cel(IQ). Como todo subespaço compacto de um CW-
complexo relativo intersecta um numero finito de células os domı́nios de IQ (JQ) são N-pequenos
em relação à Cel(IQ) (Cel(JQ)).

Como todo pushout de morfismos em JQ é uma equivalência homotópica, e portanto uma
equivalência homotópica fraca, e a composição transfinita de isomorfismos de grupos é um iso-
morfismo de grupo então Cel(JQ) ⊂ WQ. Além disso retrações de equivalências homotópicas fra-
cas são equivalências homotópicas fracas já que retrações de isomorfismos são isomorfismos (em
particular na categoria de grupos). Logo pelo argumento do objeto pequeno l(JlQ) = Cof(JQ) ⊂
Cof(IQ) ∩WQ = l(IlQ) ∩WQ.
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Seja p ∈ IlQ(E, B). Como os elementos de πq(E) são representados por aplicações Sq → E a
existência dos levantamentos dos iq implicam que πq(p) é injetora para todo q ∈ N. Além disso os
elementos de πq(B) podem ser representado por um diagrama da forma

Sq−1

iq
��

// ∗ //

��

E
p
��

Iq // B
1B

// B

cujos levantamentos nos dão a sobrejeção dos πq(p). Logo p ∈ W. Pelo argumento do objeto
pequeno IlQ = Cof(IQ)l ⊂ Cof(JQ)l = JlQ, e portanto IlQ ⊂ W ∩ JlQ.

Suponha agora que p ∈ JlQ ∩ WQ(E, B), ou seja que p é uma fibração de Serre trivial. Seja
(k, l) ∈ Top�(iq, p):

Sq−1

iq
��

k // E
p
��

Iq
l
// B

O levantamento existe nos casos q = 0 por π0(p) ser sobrejetora e p uma fibração de Serre
e q = 1 por π0(p) ser injetora. Suponhamos que q > 1. Por p ∈ WQ temos πq−1(p) injetora e
portanto existe H ∈ Top(Iq+1, E) tal que Hiq = k, porém não necessariamente pH = l. Considere
o diagrama abaixo, aonde o quadrado da esquerda é um pushout.

Sq

iq+1

��

iq+1
// Iq+1

��

H // E
p
��

Iq+1 // Sq+1
(l,pH)

// B

De novo por p ∈ WQ temos (H̃,H) ∈ Top(Sq+1, E) um levantamento de (H, (l, pH)). Portanto
temos [(pH̃, l)] = [(pH̃, pH)] + [(pH, l)] = [(l, pH)] + [(pH, l)] = 0 em πq+1(B). Portanto temos
uma homotopia φ ∈ Top(Iq+1, B) de l em pH̃ que fixa o bordo de Iq. Por p ser uma fibração de
Serre temos um levantamento H̄ ∈ Top(Iq+1, E) de (H̃, φ)

Iq

jq
��

H̃ // E
p
��

Iq+1
φ
//

H̄

==

B

e H̄ �{1}×Iq∈ Top(Iq, E) é um levantamento de (k, l). Logo WQ ∩ JlQ ⊂ IlQ.

A unidade do produto cartesiano é o espaço terminal ∗ que é um CW-complexo, e portanto
cofibrante. Pela proposição 2.2.6 para provarmos que Top é uma categoria modelo cartesiana
basta provarmos que o axioma produto-pushout vale para elementos das cofibrações e cofibrações
triviais geradoras. Pela definição podemos ver que para ip, iq ∈ IQ temos que ip�iq é homeomorfo a
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ip+q, e se jq ∈ JQ então ip� jq é homeomorfo a jp+q. Logo Top é uma categoria modelo cartesiana.

É fácil verificar que todos os objetos de Top são fibrantes, logo pelo corolário 1.7.4 a estrutura
modelo de Top é própria à direita. Que Top é próprio à esquerda segue do fato que equivalências
fracas são preservadas por pushouts ao longo de uma inclusão de um espaço X em um espaço
obtido colando uma q-célula em X, e portanto são preservadas por pushouts ao longo de morfismos
em Cel(IQ), e que se equivalências fracas são preservadas por pushouts ao longo de uma classe de
morfismos então elas também são preservadas por pushouts ao longo de retratos dos morfismos
nessa classe. Para detalhes veja [Hi09, Teor. 13.1.10].�

Corolário 3.1.5. A categoria pontuada Top∗ é uma categoria modelo simétrica cofibrantemente

gerada própria.

Demonstração: Que Top∗ é uma categoria modelo cofibrantemente gerada segue da proposição
1.5.3, e que ela é própria segue da proposição 1.7.6. Que ela é uma categoria modelo simétrica se-
gue da proposição 2.2.5.�

Existe uma outra estrutura modelo em Top em que as equivalências fracas são as equivalências
homotópicas e as fibrações são as fibrações de Hurewicz, a estrutura modelo de Strøm [StA72].
Essa estrutura modelo não é cofibrantemente gerada, portanto a maioria dos resultados aqui não
valem para essa estrutura modelo. Porém as cofibrações dessa estrutura modelo aparecem em
algumas hipóteses nessa tese e portanto damos a definição delas aqui.

Definição 3.1.6. Para A, X ∈ Top tal que A é um subespaço fechado de X dizemos que o par
(A, X) é um par de retrato por deformação de vizinhança, ou par-RDV, se existem aplicações
u ∈ Top(X, I) e H ∈ Top(X × I, X) tais que u−1(0) ⊂ A, H(x, 0) = x para todo x ∈ X, H(a, t) = a

para todo t ∈ I e a ∈ A, e H(x, 1) ∈ A para todo x ∈ u−1([0, 1)).

Note que as cofibrações de Quillen são cofibrações de Strøm. Também precisaremos da definição
dos objetos cofibrantes nessa estrutura modelo na categoria de espaços pontuados.

Definição 3.1.7. Um espaço pontuado X ∈ Top∗ é bem pontuado se (X∗, X) é um par-RDV.

3.2 Espaços de laços e espectros

Seja N ∈ N com N > 0 e identifique a N-esfera SN com o espaço pontuado IN/∂IN com ponto
base a classe de equivalência dos pontos do bordo ∂IN .

Definição 3.2.1. O funtor de espaços de N-laços é

ΩN : Top∗ → Top∗

X 7→ [SN , X]∗

Esses funtores admitem adjuntos de Quillen à esquerda.
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Definição 3.2.2. O funtor de espaços de N-suspensões é

ΣN : Top∗ → Top∗

X 7→ X ∧ SN

Proposição 3.2.3. O par (ΣN a ΩN) forma uma adjunção de Quillen.

Proof: Esse é um caso particular da proposição 2.2.2 já que SN é cofibrante.�

Para definir um espaço de laços infinito precisamos da categoria de espectros equipada com a
estrutura modelo estável [BF78, Sc97].

Definição 3.2.4. Um espectro é uma sequencia de espaços topológicos pontuados (X•)•∈N ∈∏
•∈N Top∗ equipados com aplicações estruturais (σX

• )•∈N ∈
∏
•∈N Top∗(X• ∧ S1, X•+1).

Uma aplicação de espectros é uma sequencia de aplicações pontuadas ( f•)•∈N ∈
∏
•∈N Top∗(X•,

Y•) tais que σY
• ( f• ∧ 1S1) = f•+1σ•.

X•+1
f•+1 // Y•+1

X• ∧ S1

σX
•

OO

f•∧1S1

// Y• ∧ S1

σY
•

OO

A categoria de espectros é denotada por Sp.

Definição 3.2.5. Seja q ∈ Z. O p-ésimo grupo de homotopia estável de um espectro é πS
q (X•) :=

colim•�∞πq+•(X•).

Um espectro X• é conectivo se πq(X•) for trivial para todo q < 0.

Um morfismo de espectros que induz um isomorfismo nos grupos de homotopia estáveis é uma
equivalência homotópica fraca estável.

A categoria de espectros Sp é bicompleta e os limı́tes e colimites podem ser computados em
cada ı́ndice, o que pode ser verificado checando as propriedades universais diretamente.

O funtor esquecimento U : Sp→
∏
•∈N Top∗ admite um adjunto à esquerda

S :
∏
•∈N

Top∗ → Sp

X• 7→
•⊔

i=0

(
Xi ∧ S

•−i
)

Essa adjunção satisfaz as condições da proposição 1.4.7 já que U preserva colimites, e porque
S manda uma fibração trivial geradora jq em uma sequência de fibrações triviais, já que − ∧ S•

preserva cofibrações triviais. A estrutura modelo estrita (W̄, C̄, F̄) é a estrutura modelo transferida
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pela adjunção (S a U), i.e. f• ∈ Sp(X•,Y•) é uma equivalência fraca se fq ∈ WQ(Xq,Yq) para cada
q ∈ N, é uma fibração se fq ∈ FQ(Xq,Yq) para cada q ∈ N e é uma cofibração se f0 ∈ CQ(X0,Y0) e
( fq+1, σ

Y
q ) ∈ CQ(Xq+1 tXq∧S1 Yq ∧ S

1,Yq+1) para cada q ∈ N. Um espectro X• é cofibrante se X0 for
cofibrante e cada morfismo estrutural σX

q for uma cofibração. Note que isso implica em particular
que todos os espaços X• de um espectro cofibrante são cofibrantes. Denotamos a categoria de
espectros equipada com a estrutura modelo estrita por S̄p. Como a categoria Top∗ é própria e os
pushouts e pullbacks são computados em cada ı́ndice é fácil ver que a estrutura modelo estrita é
própria.

Defina o funtor

Ω : S̄p→ S̄p

X• 7→ colimp�∞ΩpX•+p

Proposição 3.2.6. O funtor Ω equipado com a inclusão natural IdSp ⇒ Ω é uma monada idem-

potente de Quillen tal que as Ω-equivalências fracas são as equivalências homotópicas fracas

estáveis.

Demonstração: Temos que S̄p é próprio à direita. Provamos que Ω satisfaz as condições da
definição 1.8.3. Temos que 1.8.3.i) e 1.8.3.v) são satisfeitas pois estamos assumindo que − e η′ são
o funtor e a transformação natural de identidade. Como os funtores Ωp preservam equivalências
fracas Ω preserva equivalências fracas estritas, e portanto Ω satisfaz 1.8.3.ii). Temos que 1.8.3.iii)
é satisfeita pois ΩΩ = Ω. Note agora que como U e cada Ωp são adjuntos à direita eles preservam
limites e portanto para todo diagrama de espectros Z•

h
−→ Y•

f
←− X• temos que Ω(Z• ×Y• X•) =

ΩZ• ×ΩY• ΩX•. Então por Ω preservar fibrações, já que cada Ωq preserva fibrações, e por Top∗ ser
próprio à direita temos que Ω satisfaz 1.8.3.iv). Que as Ω-equivalências fracas são as equivalência
homotópicas fracas estáveis segue do fato que os funtores de grupos de homotopia comutam com
colimites filtrados e portanto

π•+qΩX• = π•+qcolimp�∞ΩpX•+p = colimp�∞π•+q+pX•+p = πS
q X•.�

A estrutura modelo estável (WΩ,CΩ, FΩ) em Sp é dada pela localização de Bousfield da es-
trutura modelo estrita via a monada idempotente Ω. Pela proposição 1.8.8 uma aplicação f• ∈

FΩ(X•,Y•) se fq ∈ FQ(Xq,Yq) e (Ω1(σX
q )η1

Xq
, fq) ∈ WQ(Xq,Ω

1Xq+1 ×Ω1Yq+1 Yq) para cada q ∈ N. De-
notamos a categoria de espectros equipada com a estrutura modelo estável por Sp. Os espectros
de interesse para a teoria de homotopia estável são os Ω-espectros, que são os espectros tais que
Ω1(σ•)η1

X• ∈ W(X•,Ω1X•+1). Os objetos fibrantes da estrutura modelo estável Sp são Ω-espectros.

Na categoria Top temos que fibrações induzem sequencias exatas longas de grupos de homo-
topia. Essas sequências exatas longas induzem sequências exatas longas de grupos de homotopia
estáveis de fibrações de espectros. A pesar de não termos sequências exatas longas de cofibrações
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em Top (a inclusão de S1 como o bordo de I2 é um contra exemplo clássico) em Sp existem
sequências exatas longas de grupos de homotopia estáveis. Enunciamos essa propriedade sem
demonstração pois ela fugiria do escopo dessa tese. Ela pode ser encontrada em [MMSS01, T.
7.4].

Proposição 3.2.7. Seja p• ∈ FΩ(E•, B•) e F• o espectro de fibras de p•, i.e. F• = E• ×B• ∗. Temos

uma sequência exata longa de grupos de homotopia estáveis

· · · → πS
q+1(B•)→ πS

q (F•)→ πS
q (E•)→ πS

q (B•)→ πS
q−1(F•)→ · · · .

Seja ι• ∈ CΩ(B•,Y•) e C• o espectro de cofibras de ι•, i.e. C• = Y• tB• ∗. Temos uma sequência

exata longa de grupos de homotopia estáveis

· · · → πS
q+1(C•)→ πS

q (B•)→ πS
q (Y•)→ πS

q (C•)→ πS
q−1(B•)→ · · · .

Temos que Sp é uma categoria modelo própria.

Proposição 3.2.8. A estrutura modelo estável de Sp é própria.

Demonstração: Pela proposição 1.8.9 essa estrutura modelo é própria à esquerda. Seja p• ∈

FΩ(E•, B•) e f• ∈ WΩ(A•, B•). Seja F• o espectro de fibras de p•. Temos que F• é homeomorfo à
fibra de f ∗• p•. Logo a sequência exata longa dos grupos de homotopia estáveis e o lema dos 5 nos
dão que p∗• f• ∈ WΩ.�

Definição 3.2.9. O funtor de espaços de laços infinitos é

Ω∞ : Sp→ Top∗

X• 7→ colim•�∞Ω•X•

Este funtor admite um adjunto de Quillen à esquerda.

Definição 3.2.10. O funtor de espectros de suspensões infinitas é

Σ∞ : Top∗ → Sp

X 7→ Σ•X

Proposição 3.2.11. O par (Σ∞ a Ω∞) forma uma adjunção de Quillen.

Demonstração: A adjunção é induzida das adjunções da proposição 3.2.3 e por construção Σ∞

preserva cofibrações e cofibrações triviais.�
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3.3 2-Espaços de laços relativos e espectros relativos

Temos a categoria Top�
∗ de aplicações pontuadas contı́nuas, cujos objetos denotamos como

ι : B → Y , que podemos pensar como uma categoria de funtores da categoria �:= 0 → 1 com
apenas dois objetos e um morfismo não identidade entre eles. Como � é uma categoria de Reedy
temos uma estrutura modelo (W�,C�, F�) em Top�

∗ . Seja (k, l) ∈ Top�
∗ (ι, ι′). Temos (k, l) ∈ W�

se k e l são equivalências homotópicas fracas, (k, l) ∈ F� se k e l forem fibrações de Serre e
(k, l) ∈ C� se k e (l, ι′) ∈ Top∗(Y tB B′,Y ′) forem cofibrações. Nos referimos a Top�

∗ como a
categoria de espaços relativos, pois os objetos cofibrantes dessa categoria são retrações de CW-
pares. Todos os objetos dessa categoria são fibrantes.

Definição 3.3.1. Um espaço relativo ι : B→ Y é m-conexo se B é m − 1-conexo e Y é m-conexo.

Seja N ∈ N e I o espaço pontuado [0, 1] com ponto base I∗ := 1.

Definição 3.3.2. O funtor de espaços de N-laços relativos é

ΩN
rel : Top�

∗ → Top∗

ι : B→ Y 7→ [SN−1, B ×Y [I,Y]∗]∗

aonde B ×Y [I,Y]∗ é o pullback em Top∗ de ι e o morfismo de avaliação em 0, i.e. o espaço
{(a, β) ∈ B× [I,Y] | β(0) = ι(a), β(1) = Y∗}. Essa construção é conhecida como a fibra homotópica
de ι.

Se ι : B→ Y for m-conexo então B ×Y [I,Y]∗ é m − 1-conexo.

Definição 3.3.3. O funtor de 2-espaços de N-laços é

ΩN
2 : Top�

N−1 → Top2
∗

ι : B→ Y 7→ (ΩNY,ΩN
relι).

Esse funtor admite um adjunto de Quillen fraco à esquerda.

Definição 3.3.4. O funtor de espaços relativos de N-suspensões é

ΣN
2 : Top2

∗ → Top�
N−1

(Xc, Xo) 7→

ΣN−1Xo → ΣN−1(Xo ∧ I) ∨ ΣN Xc

[xo, s] 7→ [xo, 0, s]


Note que para f ∈ C(X,Y) no geral não é verdade que (iY

0 , f ∧ 1I) ∈ Top∗(Y tX X ∧ I,Y ∧ I)
é uma cofibração (essa aplicação é uma cofibração se Y é cofibrante). Isso implica que ΣN

2 não
preserva cofibrações. Além disso ΩN

rel não preserva fibrações, e portanto ΩN
2 também não.
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Proposição 3.3.5. Os pares (ΣN
2 a ΩN

2 ) formam adjunções de Quillen fracas.

Proof: A unidade da adjunção é a transformação natural ηN
2 : IdTop2

∗
⇒ ΩN

2 ΣN
2 definida por

ηN
c (xc)(t) := [xc, t];

ηN
o (xo)(s) := ([xo, s], s′ 7→ [xo, s′, s]);

e a counidade é a transformação natural εN
2 : ΣN

2 ΩN
2 ⇒ IdTop�

∗
definida por

εN
Dom([(α, β), s]) := α(s);

εN
Codom([(α, β), s′, s]) := β(s)(s′);

εN
Codom([γ, t]) := γ(t).

É fácil checar que as equações de unidade-counidade são satisfeitas.

Como pela proposição 2.2.2 os funtores ΣN−1, ΣN e − ∧ I preservam cofibrações eles em par-
ticular preservam objetos cofibrantes, e assim como pela proposição 1.1.11 coprodutos de objetos
cofibrantes é cofibrante, a imagem de ΣN

2 em objetos cofibrantes é uma aplicação entre objetos
cofibrantes. Além disso a inclusão de um objeto cofibrante na base do seu cone é uma cofibração.
Portanto ΣN

2 preserva objetos cofibrantes. A proposição 2.2.2 e o lema de Ken Brown 1.3.6 im-
plicam que ΣN preserva equivalências fracas entre objetos cofibrantes e a proposição 1.1.11.v) e o
lema de Ken Brown 1.3.6 implicam que equivalências fracas entre objetos cofibrantes são fechados
por coprodutos, portanto ΣN

2 preserva equivalências fracas entre objetos cofibrantes.

Claramente ΩN
2 preserva objetos fibrantes já que todos os objetos são fibrantes em Top2

∗. Para
todo espaço relativo ι : B→ Y obtemos uma sequência exata natural de espaços pontuados

ΩN B→ ΩNY → ΩN
relι→ ΩN−1B→ ΩN−1Y

que induz uma sequencia exata de grupos de homotopia [Ma99, Ch 8.6] e portanto pelo fato que
ΩN preserva equivalências fracas e pelo lema dos cinco ΩN

rel preserva equivalências fracas.�

Note que ΣN
2 preserva cofibrações e cofibrações triviais entre objetos cofibrantes. Podemos

definir uma outra estrutura modelo na categoria de espaços relativos via a adjunção (ΣN
2 a ΩN

2 ).

Definição 3.3.6. Seja m ∈ N com m > 0. Uma aplicação de espaços relativos (k, l) ∈ Top�
∗ (ι :

B → Y, ι′ : B′ → Y ′) é uma m − 1-equivalência homotópica relativa fraca se os homomorfismos
induzidos l∗ ∈ Grp(πqY, πqY ′) são isomorfismos para todo q ≥ m e se os homomorfismos induzidos
(k, [1I , l]∗)∗ ∈ Grp(πq(B ×Y [I,Y]∗), πq(B′ ×Y′ [I,Y ′]∗)) são isomorfismos para todo q ≥ m − 1.

Proposição 3.3.7. A adjunção (ΣN
2 a ΩN

2 ) induz uma estrutura modelo (W�
N−1,C

�
N−1, F

�
N−1) em

Top�
∗ cujos objetos cofibrantes são retrações de CW-pares N − 1-conexos e cuja classe de equi-

valências fracas W�
N−1 são as N − 1-equivalência homotópicas relativas fracas.
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Demonstração: Temos que a estrutura modelo de Top2

∗ é gerada pela cofibrações geradoras
I2
∗ := 1∗ × (IQ t ∗)

∐
(IQ t ∗) × 1∗ e cofibrações triviais geradoras J2

∗ := 1∗ × (JQ t ∗)
∐

(JQ t ∗) ×
1∗. Assim é fácil ver que os domı́nios das imagens por ΣN

2 das cofibrações e cofibrações triviais
geradoras são compactos, e portante pequenos. Além disso como ΣN

2 preserva cofibrações triviais
entre objetos cofibrantes e ΩN preserva equivalências fracas temos que ΩN

2 Cel(ΣN
2 J2
∗ ) ⊂ W2

Q. Logo
essa adjunção satisfaz as condições do teorema 1.4.7.

Como todo espaço é fibrante na estrutura modelo de Quillen os espaços relativos também
vão ser fibrantes na estrutura modelo transferida. Claramente os espaços relativos cofibrantes na
estrutura modelo transferida são CW-complexos relativos N − 1-conexos pois os domı́nios são
obtidos colando q + N − 1-células e os codomı́nios são obtidos colando q + N-células e cones de
q + N − 1-células. Que ΩN

2 (k, l) ∈ W� se e somente se (k, l) ∈ W�
N−1segue das definições e do fato

que para todo espaço pontuado X temos πqΩ
N X = πq+N X.�

Definição 3.3.8. Nos referimos à estrutura modelo transferida da proposição acima (WN−1,CN−1,

FN−1) como a estrutura relativa N − 1-conexa e denotamos a categoria de espaços relativos equi-
pada com ela por Top�

N−1.

Proposição 3.3.9. Temos que (Id a Id) : Top�
N−1 
 Top�

∗ é uma adjunção de Quillen fraca que

induz a inclusão da subcategoria homotópica coreflexiva de espaços relativos N − 1-conexos.

Demonstração: Trivialmente o funtor Id : Top�
∗ → Top�

N−1 preserva objetos fibrantes e
equivalências fracas. Temos ΣN

2 (I2
∗ ) ⊂ C� e toda N − 1-equivalência homotópica relativa fraca

entre espaços relativos N − 1-conexos é uma equivalência homotópica relativa fraca. Logo (Id a

Id) : Top�
N−1 
 Top�

∗ é uma adjunção de Quillen fraca.

Pelo argumento anterior todo objeto cilı́ndrico em objetos cofibrantes de Top�
N−1 é um objeto

cilı́ndrico em Top�
∗ e portanto as relações de homotopia coincidem. Logo a inclusão da subcate-

goria homotópica é plena.�

Definimos agora a categoria de espectros relativos e definimos o funtor de espaços de laços
relativos infinitos.

Definição 3.3.10. Um espectro relativo é um par de espectros B• e Y• equipados com uma sequências
de aplicações pontuadas (ι•)•∈N ∈

∏
•∈N Top∗(B•,Y•+1) tais que σY

•+1(ι•, 1S1) = ι•+1σ
B
• . No geral

denotamos espectros relativos simplesmente por ι•.

Uma aplicação de espectros relativos é um par de aplicações de espectros ((k•)•∈N, (l•)•∈N) tais
que lq+1ιq = ι′qkq para cada q ∈ N. Denotamos a categoria de espectros relativos por Sp↗.

A categoria de espectros relativos Sp↗ é bicompleta e os limites e colimites podem ser com-
putados em cada ı́ndice.

Definição 3.3.11. Um espectro relativo é conectivo se o par de espectros subjacentes forem co-
nectivos.



70 3. Espaços topológicos, espaços de laços e espectros

O funtor esquecimento U : Sp↗ → Sp2 admite um adjunto à esquerda:

S : Sp2 → Sp↗

(B•,Y•) 7→
(
iB• : B• → B• ∨ Y•+1

)
aonde fixamos B−1 ∨ Y0 = Y0 e os morfismos estruturais σ• ∈ Top∗((B•−1 ∨ Y•) ∧ S1, B• ∨ Y•+1)
são induzidos dos morfismos estruturais de B• e Y• usando o fato que − ∧ S1 preserva colimites.

A estrutura modelo estável (WΩ↗ ,CΩ↗ , FΩ↗) em Sp↗ é a estrutura modelo transferida da es-
trutura modelo estável em Sp2 pela adjunção (U a S ), que existe pela proposição 1.4.7 já que U

preserva colimites e S manda cofibrações triviais em pares de equivalências fracas estritas. Os ob-
jetos fibrantes são os espectros relativos cujos espectros subjacentes são Ω-espectros e os objetos
cofibrantes são os espectros relativos cujos espectros subjacentes são cofibrantes e tais que os ι•
são cofibrações.

Definição 3.3.12. O funtor de 2-espaços de laços infinitos é

Ω∞2 : Sp� → Top2
∗

ι• : B• → Y•+1 7→ (lim
−−→

Ω•Y•, lim
−−→

Ω•relι•).

Definição 3.3.13. O funtor de espectros relativos de suspensões infinitas é

Σ∞2 : Top2
∗ → Sp↗

(Xc, Xo) 7→

 Σ•Xo → Σ•(Xo ∧ I) ∨ Σ•+1Xc

[xo, s] 7→ [xo, 0, s]


aonde fixamos Σ−1(Xo ∧ I) ∨ Σ0Xc = Xc.

Corolário 3.3.14. O par (Σ∞2 a Ω∞2 ) forma uma adjunção de Quillen fraca.

Demonstração Segue da proposição 3.3.5.�

3.4 Realização geométrica

O funtor de realização geométrica nos dá um espaço a partir de um espaço simplicial. Essa
construção é um caso particular de um coend. Seja ∆〈•〉 ∈ Top∆ o espaço cosimplicial de simplexos
dado por

∆− : ∆→ Top

〈q〉 7→

(ui)i∈〈q〉 ∈ R
〈q〉

∣∣∣∣∣∣∣∀i ∈ 〈q〉, xi ≥ 0 e
q∑

i=1

xi = 1


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Definição 3.4.1. O funtor de realização geométrica em Top é definido por:

| − | : Top∆op
→ Top

X〈•〉 7→
∫ ∆

X〈q〉 × ∆〈q〉

O funtor de realização geométrica é adjunto à esquerda do funtor de espaços de complexos
singulares

S ing : Top→ Top∆op

X 7→ [∆〈•〉, X],

e como ∆− ∈ Top∆
Cof a proposição 2.2.8 implica que essa adjunção é de Quillen. Propriedades

básicas dessa construção podem ser encontradas em [Ma72,C.11].

Esse funtor induz uma realização geométrica em Top∗, Top2
∗, Top

�
∗ , Sp e Sp�. Denotamos

por B(F,C, X) a realização geométrica |B•(F,C, X)| nos casos em que F é um C-funtor em A
com A qualquer uma dessas categorias. De [Ma72, 9.2, 11.8] temos que qualquer aplicação f ∈

T (Y, FX) determina uma aplicação τ( f ) ∈ T (Y, B(F,C, X)) e qualquer aplicação g ∈ T (FX,Y)
tal que g∂0 = g∂1 ∈ T (FCX,Y) determina uma aplicação ε(g) ∈ T (B(F,C, X),Y). Aplicações
desse tipo são centrais no teorema de reconhecimento relativo, tanto o original quanto o relativo
do capı́tulo 5.





Capı́tulo 4

Operads e 2-operads

Nesse capı́tulo apresentamos a teoria de operads e de 2-operads, que são operads coloridos em
duas cores linearmente ordenadas {c > o}. Existem diversas variações de operads, e aqui sempre
usaremos operads e 2-operads simétricos reduzidos como na definição original de May em [Ma72].
Um operad P é uma sequência de objetos P(n) ∈

∏
n∈N T de uma categoria monoidal simétrica T

equipados com ações dos grupos de simetria Sn e com P(0) = ∗ que podem ser interpretados como
objetos de operações abstratas, equipados com morfismos de composição entre eles que satisfazem
condições de associatividade, unidade e equivariância. Um operad P define uma monada P cujas
álgebras são realizações concretas das operações abstratas em P, no sentido que uma P-álgebra
é um objeto X ∈ T∗ equipado com morfismos P(n) ⊗ X⊗n → X compatı́veis com a estrutura de
operad de P tais que o ponto base age como um elemento neutro. Um 2-operad Q é composto
por uma sequência de objetos Q(n) ∈

∏
n∈N T equipados com ações de Sn e uma bisequência de

objetos Q(n,m) ∈
∏

(n,m)∈N2 T equipados com ações de Sn × Sm com Q(0) = ∗ = Q(0, 0) equipados
com morfismos de composição entre eles que satisfazem condições de associatividade, unidade
e equivariância. Um 2-operad Q define uma monada Q em T 2

∗ tal que uma Q-álgebra é um par
(Xc, Xo) ∈ T 2

∗ equipado com morfismos Q(n)⊗X⊗n
c → Xc e Q(n,m)⊗X⊗n

c ⊗X⊗m
o → Xo compatı́veis

com a estrutura de 2-operad de Q. Em categorias modelo monoidais simétricas satisfazendo certas
condições a categoria de operads, 2-operads e de suas álgebras admitem uma estrutura modelo, e
portanto noções da teoria de homotopia abstrata do capı́tulo 1 são aplicáveis nessas categorias.

Na primeira sessão apresentamos a definição de operads em uma categoria monoidal simétrica
T como álgebras de uma monada definida por árvores na categoria de sequências simétricas em
T e mostramos como construir suas monadas associadas via coends. Damos como exemplos de
operads o operad dos monoides topológicos, o operad dos monoides comutativos topológicos e
os operads dos pequenos N-cubos, e mostramos que espaços de laços são álgebras sobre esses
operads. Também apresentamos os operads de Fulton-MacPherson e o operad de Barratt-Eccles.

Na segunda sessão apresentamos a definição de 2-operads em uma categoria monoidal simétrica
T como álgebras de uma monada definida por árvores com arestas coloridas em {c > o} na catego-
ria de sequências simétricas coloridas em T e mostramos como construir suas monadas associadas
via coends. Damos como exemplos de 2-operads o 2-operad das ações de monoides topológicos
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em espaços pontuados, o 2-operad dos homomorfismos de monoides comutativos topológicos e
os 2-operads dos N-queijos suı́ços, e mostramos que 2-espaços de laços são álgebras sobre esses
2-operads. Apresentamos versões coloridas dos operads de Fulton-MacPherson, e também intro-
duzimos uma versão colorida do operad de Barratt-Eccles.

Na terceira sessão descrevemos as condições para a existência de uma estrutura modelo na
categoria de 2-operads dada em [BM07]. Introduzimos também a definição de 2E∞-operads que
são 2-operads cofibrantes cujos espaços subjacentes são todos contráteis, ou equivalentemente que
são resoluções cofibrantes do 2-operad de homomorfismos de monoides comutativos. Também
apresentamos a estrutura modelo de álgebras sobre 2-operads e condições em que a construção bar
em monadas de 2-operads cofibrantes preservam objetos cofibrantes e equivalências fracas entre
eles.

Na quarta sessão apresentamos a construção das resoluções de Boardman-Vogt como des-
critas em [BV68, BM06] e usamos ela para provar que as resoluções dos 2-operads de Fulton-
MacPherson são resoluções cofibrantes dos 2-operads dos queijos-suı́ssos. Outra consequência é
que a resolução do 2-operad de Barratt-Eccles é um 2E∞-operad.

4.1 Operads

Definição 4.1.1. Seja Sinj a subcategoria de Set cujos objetos são os conjuntos n := {1, . . . , n}
para cada n ∈ N, com 0 = ∅, e cujos morfismos são as injeções.

Seja S a subcategoria de Sinj com os mesmos objetos e com as bijeções como morfismos.

Para cada n ∈ N o grupo de bijeções Sn := S(n, n) é isomorfo ao grupo de simetrias de n

elementos.

Definição 4.1.2. Seja T uma categoria monoidal simétrica bicompleta. Um S-objeto em T é um
funtorP ∈ T S

op
tal queP é reduzido, no sentido queP(0) = ∗. Denotamos a categoria de S-objetos

em T por S − T .

Para cada P ∈ S − T e n ∈ N temos uma ação de Sn em P(n).

Podemos usar árvores para definir uma monada na categoria de S-objetos.

Definição 4.1.3. Seja n > 0. Uma árvore enraizada orientada T sobre n é um par de conjuntos
finitos VT , ET ∈ Setfin, com VT os vértices internos e ET as arestas da árvore T , equipados
com uma bijeção s ∈ Set(ET ,VT

∐
n) e uma função t ∈ Set(ET ,VT

∐
{v0}) tais que t−1(v0)

contenha exatamente um elemento, que chamamos de raiz e denotamos por e0, e tais que para
todo v ∈ VT

∐
n existe um único caminho direcionado de arestas entre v e v0, i.e. uma sequencia

ek ∈
∏

i∈k ET , tal que tei = sei+1 para i ∈ k − 1, se1 = v e tek = v0. Essa última condição induz uma
ordem parcial em ET na qual e ≥ e′ se e′ está contido no caminho entre s(e) e v0. Nos referimos
aos elementos n como as folhas da árvore.
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Existe exatamente uma árvore sem vértices internos, que é a árvore em 1 com uma aresta, que

chamamos de a árvore unitária.
◦

�

Chamamos a única árvore sobre n contendo apenas um vértice interno como a n-corola.

•

◦ ◦

�

n
· · ·

Usaremos a convenção que a única árvore enraizada sobre 0 é a única árvore com apenas um
vértice interno e apenas uma aresta, a 0-corola. Essa condição é necessária para que a monada
resultante seja reduzida.

•

�

Podemos definir as funções in ∈ Set(VT ,℘(ET )), dada por in(v) = t−1(v), e out ∈ Set(VT , ET ),
dada por out(v) = s−1(v). Note que in(v) pode ser vazio. Definimos a função pre ∈ Set(VT ,VT

∐
{v0})

por pre(v) = t(out(v)).

Uma ordem em T é uma ordem linear em VT
∐

n tal que se out(v) < out(v′) então v < v′. Note
uma ordem em T induz uma ordem linear em in(v) para cada v ∈ VT .

Denotamos por T(n) a categoria cujos objetos são classes de isomorfismos de árvores enraiza-
das orientadas sobre n equipadas com uma ordem e cujos morfismos φ ∈ T(n)(T,T ′) são pares de
bijeções (φV , φE) ∈ Set(VT ,VT ′) × Set(ET , ET ′) tais que s′φE = φV s e t′φE = φV t, i.e. isomorfis-
mos de árvores que não necessariamente preservam a ordem.

Há uma operação de enxerto de árvores. Seja T0 ∈ T(n) e Tv ∈ T(|in(v)|) para cada v ∈ VT0 .
Defina T0[{Tv}v∈VT0

] ∈ T(n) como a árvore obtida da união das árvores Tv pela identificação da raı́z
de cada Tv com a aresta s−1(out(v)) de Tpre(v). Se T0 e cada Tv forem ordenadas então T0[{Tv}v∈VT0

]
herda uma ordem.

Podemos construir uma monada em S − T usando coends.

Todo P ∈ S − T e n ∈ N induzem um funtor

P : T(n)op → T

T 7→
⊗
v∈VT

P(|in(v)|)
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Para n = 1 o somando associado à árvore unitária é a unidade da estrutura monoidal 1. Os
morfismos em T(n)op trocam a ordem do produto tensorial e agem em cada fator P(|in(v)|) via
a permutação na ordem de in(v). Na construção do coend a seguir, assumimos que o funtor é
constante no fator covariante.

Definição 4.1.4. Para P ∈ S − T defina o S-objeto

TP : Sop → T

n 7→
∫ T(n)

P(T )

As Sn-ações são dadas por ações nas folhas das árvores.

Esta construção define um endofuntor em S − T que é o funtor subjacente de uma monada. A
unidade ηT

P
: P → TP é a inclusão natural de P(n)→ TP(n) no somando indexado pela n-corola.

O produto µT
P

: TTP → TP é definido pela operação de enxerto.

Apontamos que em algumas apresentações, por exemplo [BM03, BM06], a construção do
operad livre é feita sobre árvores que não estão equipadas com uma bijeção das folhas com os
elementos de n, e por isso na definição do operad livre de um S-objeto aparece um fator − ⊗ [Sn]1
na construção do coend. As duas construções são equivalentes.

Definição 4.1.5. Um operad P em T é uma T-álgebra. Denotamos a categoria de operads em T
por Op(T ).

A estrutura de operad de P é completamente definida por morfismos

ηP ∈ T (1,P(1)),

que é a composição da inclusão do somando 1 de TP(1) associado à árvore sem vértices internos
com a aplicação estrutural de T-álgebra de P, e, para cada n ∈ N e (ni)i∈n ∈ N

n, um morfismo

µPn,(ni)i∈n
∈ T

P(n) ⊗

⊗
i∈n

P(ni)

 ,P
 n∑

i=1

ni




dado pelo morfismo estrutural de T-álgebra deP aplicado no somando indexado pela árvore obtida
identificando as raı́zes das ni-corolas com a aresta s−1(i) da n-corola, com ordem induzida da ordem
de n.

•

◦ ◦

•

◦◦

•

�

n1

· · ·
nn

· · ·

n
· · ·
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Esses morfismos satisfazem leis de associatividade, unidade e equivariância.

Todo operad P em T define uma monada em T∗ da seguinte forma. Podemos estender o funtor
subjacente de P em um funtor em Sop

inj. Para cada injeção ν : n ↪→ n′ podemos construir uma
árvore substituindo as folhas da n′-corola que não estão na imagem de ν por vértices interiores.
Isso resulta numa árvore sobre n e a estrutura de operad nos dá um morfismo P(n′) → P(n). Nos
referimos a esses morfismos como as degenerações de P.

Todo X ∈ T∗ define um funtor

X⊗− : Sinj → T

n 7→ X⊗n

com os morfismos induzidos pelas injeções trocando os ı́ndices das coordenadas e inserindo o
ponto base X∗ nas coordenadas que não estão contidas na imagem via a composição X∗∗1 ∈

T (1, X).

Podemos então definir para todo operad P em T o endofuntor

P : T∗ → T∗

X 7→
∫ Sinj

P(n) ⊗ X⊗n

com o ponto base dado pela inclusão de P(0) ⊗ X⊗0 = ∗ ⊗ 1 � ∗.

Esse endofuntor admite uma estrutura de monada com a unidade dada por ηP⊗1X ∈ T∗(X,PX)
e a multiplicação dada por

∏
n∈N,(ni)i∈n∈N

n µPn,(ni)i∈n
⊗ 1

X
⊗
∑

i∈n ni ∈ T∗(PPX,PX).

Definição 4.1.6. Para um operad P uma P-álgebra é uma P-álgebra para a monada associada P.
Denotamos a categoria de P-álgebra por P[T ].

Para todo P ∈ Op(T ) e X ∈ T∗ o objeto pontuado PX admite uma filtração natural. Seja FkSinj

a subcategoria plena de Sinj contendo apenas os conjunto n com n ≤ k. Podemos definir FkPX

como a imagem da inclusão natural de

∫ FkSinj

P(n) ⊗ X⊗n

em P(X).

Damos agora alguns exemplos de operads em Top. O operad mais simples é o operad Com

cujo S-espaço subjacente é dado por Com(n) := ∗ para todo n ∈ N. Os morfismos estruturais são
óbvios dado que ∗ é o objeto terminal de Top. As Com-álgebras são os monoides comutativos
topológicos, com a comutatividade dada pela trivialidade das Sn-ações. Note que esse é o objeto
terminal de Op(T ).
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Também temos o operad Ass cujo S-espaço subjacente é dado por Ass(n) := Sn para todo
n ∈ N e com as Sn-ações dadas pela ação do grupo de simetrias em si mesmo. Os morfismos
estruturais µAss aplicados em (σ, (σ j) j∈n) comutam blocos de elementos segundo σ e comutam os
elementos de cada bloco segundo cada σ j, e são definidos pela seguinte fórmula:

µAss
n,(n j) j∈n

(σ, (σ j) j∈n)(b) := σ j

b − j−1∑
l=1

nl

 +

σ( j)−1∑
l=1

nσ(l), se
j−1∑
l=1

nl < b ≤
j∑

l=1

nl

As degenerações deletam os elementos que não estão na imagem. As Ass-álgebras são os monoides
topológicos.

Seja N ∈ N e Mdgnl
N×N(R+) o espaço de matrizes N × N diagonais com entradas reais positivas.

O operad dos pequenos N-cubos CN é dado pelo S-espaço

CN(n) :=

dn := tb∈ndb ∈ [tb∈nIN , IN]

∣∣∣∣∣∣∣∃Mb ∈ Mdgnl
N×N(R+),Cb ∈ IN t.q. db(t) = Mbt + Cb;

db(I̊N) ∩ db′(I̊N) = ∅ se b , b′.


i.e. o subespaço de [tb∈nIN , IN] de aplicações definidas em cada cubo por translações e dilatações
positivas em cada coordenada com interiores disjuntos. Os grupos Sn agem em CN(n) trocando
os ı́ndices dos db, e os morfismos estruturais µC

N
compões os pequenos cubos segundo a seguinte

fórmula:

µC
N

n,(n j) j∈n

(
dn,

(
d j

n j

)
j∈n

)
b

:= d jd
j

b−
∑ j−1

l=1 nl
se

j−1∑
l=1

nl < b ≤
j∑

l=1

nl

As degenerações deletam os pequenos N-cubos indexados pelos elementos que não estão contidos
na imagem da inclusão.

Temos inclusões naturais de operads −×1I ∈ Op(Top)(CN ,CN+1) e definimos C∞ := colim CN .
Note que para todo n ∈ N o espaço C∞(n) é contrátil.

Teorema 4.1.7. As imagens de ΩN são naturalmente CN-álgebras.

Demonstração: Primeiro assuma N < ∞. Seja θN : CNΩN ⇒ ΩN a transformação natural
definida por

θN
X ∈ Top∗(C

NΩN X,ΩN X)

[
dn, γ

n
]
7→

t 7→
γ

b(d−1
b (t)), t ∈ db(IN)

X∗, t < dn

(∐
n IN

)


É fácil verificar que θN é compatı́vel com os morfismos estruturais de operad de CN .

A ação de C∞ nas imagens de Ω∞ é induzido dos casos finitos. Por definição um elemento
dn ∈ C

∞(n) pertence a algum CN(n) com N < ∞. Podemos então usar a construção acima para
definir uma transformação natural θ∞ compatı́vel com os morfismos estruturais de 2-operad de
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C∞�

Seja N ∈ N. O operad de Fulton-McPherson FMN é dado por compactificações de espaços de
configurações de pontos emRN . Uma descrição detalhada pode ser encontrada em [LV14]. Temos
para cada n ∈ N o funtor

Con fn : Top→ Top

X 7→ {x ∈ [n, X] |x(b) , x(b′) se b , b′}.

Temos que os espaços Con fn(RN) admitem uma ação de RN o R+
0 por translação e dilatação

positiva. Definimos então o S-espaço FMN(n) := Con fn(RN)/RNoR+
0
. Temos que FMN(n) é home-

omorfo à {x ∈ Con fn(RN) |
∑

b∈n x(b) = 0 e
∑

b∈n‖x(b)‖ = 1} para n > 1, e é ∗ se n = 0, 1.

Dados (b, b′) ∈ Con f2(n) defina θb,b′ ∈ Top(FMN(n), SN−1) por θb,b′(x) =
x(b′)−x(b)
‖x(b′)−x(b)‖ e dados

(b, b′, b′′) ∈ Con f3(n) defina δb,b′,b′′ ∈ Top(FMN(n), [0,∞]) por δb,b′,b′′(x) =
‖x(b)−x(b′)‖
‖x(b)−x(b′′)‖ . Con-

sidere a aplicação ρ := (θCon f2(n), δCon f3(n)) ∈ Top(FMN(n), (SN−1)Con f2(n) × [0,∞]Con f3(n)) que é
um homeomorfismo em sua imagem. O operad de Fulton-MacPherson de dimensão N é dado
pelo S-espaço FMN com FMN(n) := ρ(FMN(n)), i.e. FMN(n) é o fecho da imagem de ρ em
(SN−1)Con f2(n) × [0,∞]Con f3(n).

Intuitivamente um elemento x ∈ FMN(n) pode ser considerado uma ”configuração virtual”em
que pontos podem estar infinitesimalmente próximos de forma que a direção relativa entre dois
pontos e as distancias relativas entre três pontos sempre está bem definida e são dadas pelas ex-
tensões das funções θ e δ para todo o FMN(n). Um ponto x ∈ FMN(n) está completamente
definido pela imagem por essas funções. Temos então que o morfismo estrutural µFM

N
é definido

por:

θb,b′

(
µFM

N

n,(n j) j∈n
(x, (x j) j∈n)

)
:=



θb−
∑ j−1

l=1 nl,b′−
∑ j−1

l=1 nl(x j), se
∑ j−1

l=1 nl < b, b′ ≤
∑ j

l=1 nl;

θ j, j′(x) se


∑ j−1

l=1 nl < b ≤
∑ j

l=1 nl,∑ j′−1
l′=1 nl′ < b′ ≤

∑ j′

l′=1 nl′

( j, j′) ∈ Con f2(n)
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δb,b′,b′′

(
µFM

N

n,(n j) j∈n
(x, (x j) j∈n)

)
:=



δb−
∑ j−1

l=1 nl,b′−
∑ j−1

l=1 nl,b′′−
∑ j−1

l=1 nl(x j), se
∑ j−1

l=1 nl < b, b′, b′′ ≤
∑ j

l=1 nl;

1, se


∑ j−1

l=1 nl < b ≤
∑ j

l=1 nl,∑ j′−1
l′=1 nl′ < b′, b′′ ≤

∑ j′

l′=1 nl′

( j, j′) ∈ Con f2(n)

∞, se


∑ j−1

l=1 nl < b′ ≤
∑ j

l=1 nl,∑ j′−1
l′=1 nl′ < b, b′′ ≤

∑ j′

l′=1 nl′

( j, j′) ∈ Con f2(n)

0, se


∑ j−1

l=1 nl < b′′ ≤
∑ j

l=1 nl,∑ j′−1
l′=1 nl′ < b, b′ ≤

∑ j′

l′=1 nl′

( j, j′) ∈ Con f2(n)

δ j, j′, j′′(x), se



∑ j−1
l=1 nl < b ≤

∑ j
l=1 nl,∑ j′−1

l′=1 nl′ < b′ ≤
∑ j′

l′=1 nl′∑ j′′−1
l′′=1 nl′′ < b′′ ≤

∑ j′′

l′′=1 nl′′

( j, j′, j′′) ∈ Con f3(n)

Seguindo a ideia intuitiva acima, essa operação insere xi na configuração de pontos x como uma
configuração de pontos infinitesimalmente próximos concentrada no ponto x(i). As degenerações
deletam as coordenadas em que o ı́ndice aparece.

As inclusões ιN ∈ Top(RN ,RN+1) induzem inclusões ιN ∈ 2Op(Top)(FMN ,FMN+1), e defi-
nimos FM∞ := colimFMN .

Os espaços FMN(n) são conjuntos semi-algébricos compactos, i.e. um subconjunto compacto
de um espaço euclidiano definido por uma sequência finita de equações e inequações polinomiais,
o que implica que eles admitem uma triangulação [BCR87], e portanto esses espaços são cofi-
brantes. Além disso a triangulação pode ser escolhida de forma que as Sn-ações preservam essa
triangulação. Portanto FMN(n) é cofibrante como um S-objeto.

O operad de Barratt-Eccles é composto por espaços totais de fibrados principais universais dos
grupos de simetria [BE74]. Seja G um grupo topológico. Defina G〈•〉 ∈ (TopG)∆op

por:

G〈•〉 : ∆op → Top

〈•〉 7→

G•+1,
∂i(g0, . . . , g•) = (g0, . . . , gi−1, gi+1, . . . , g•)
si(g0, . . . , g•) = (g0, . . . , gi−1, gi, gi, gi+1, . . . , g•)

 .
Podemos então definir EG ∈ TopG como EG := |G〈•〉|. Todo ponto de EG é definido por combinações
lineares formais

∑•
i=0 uigi com (g〈•〉, u〈•〉) ∈ G•+1 × ∆〈•〉. Podemos também definir o S-espaço ES
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por:

ES : Sop → Top

n 7→ ESn

Os morfismos estruturais de operad são dadas por:

µES
n,(n j) j∈n


q∑

l=1

ulσl,

 q j∑
l j=1

ul j
σ

j
l j


j∈n

 :=
q∑

l=1

q1∑
l1=1

· · ·

qn∑
ln=1

ulul1 · · · ulnµAss
n,(n j) j∈n

(σl, (σ
j
l j) j∈n)

Note que o funtor de componentes conexas π0 nos dá morfismos πC
1
∈ Op(Top)(C1, Ass),

πC
∞

∈ Op(Top)(C∞,Com), πFM
∞

∈ Op(Top)(FM∞,Com) e πES ∈ Op(Top)(ES,Com) que são
equivalências fracas em S − Top.

4.2 2-operads

A teoria de operads coloridos é uma generalização da teoria de operads onde consideramos
operações em múltiplos objetos. Exploramos uma restrição do caso gereal de operads coloridos
em duas cores, em que as duas cores são ordenadas. Considere o funtor

−∗ : Set→ PO-Set∗

S 7→ S ∗ := (S t {S }, S )

onde a estrutura de ordem parcial é dada por a > S para todo a ∈ S . Considere também o conjunto
ordenado {c > o}.

Definição 4.2.1. Um 2-conjunto é um conjunto S equipado com uma função não-decrescente
corS ∈ PO-Set(S ∗, {c > o}), a coloração de S . A cor de S é corS (S ). Um 2-conjunto geralmente
será denotado simplesmente como S e a coloração corS simplesmente como cor quando o 2-
conjunto S for óbvio do contexto.

Se cor(S ) = o dizemos que S é aberto e se cor(S ) = c dizemos que S é fechado. Denotamos
por S c o conjunto de elementos fechados de S e por S o o conjunto de elementos abertos de S .

Note que cor ser não-decrescente implica que se cor(S ) = c então cor(a) = c, ∀a ∈ S .

Definição 4.2.2. Uma 2-função f entre 2-conjuntos S e S ′ é uma função que preserva ponto base
f ∈ Set∗(S ∗, S ′∗) tal que corS = corS ′ f .

Note que não há 2-funções entre 2-conjuntos de cores diferentes.

Definição 4.2.3. Seja 2Sinj a subcategoria da categoria de 2-conjuntos cujos objetos são os conjun-
tos fechados n := {1c, . . . , nc} para todo n ∈ N e os conjuntos abertos n,m := {1c, . . . , nc, 1o, . . . ,mo}
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para todo (n,m) ∈ N2, e cujos morfismos são as 2-funções injetoras. Seja 2S a subcategoria de
2Sinj com os mesmos objetos e cujos morfismos são as 2-funções bijetoras. Definimos também
as subcategorias plenas 2Sc,inj e 2So,inj de 2Sinj compostas dos 2-conjuntos fechados e abertos res-
pectivamente, e analogamente definimos as subcategorias plenas 2Sc e 2So de 2S compostas dos
2-conjuntos fechados e abertos respectivamente.

Como no caso de operads, para todo n ∈ 2Sc as 2-bijeções 2Sn := 2S(n, n) formam um grupo
isomorfo a Sn. Para todo n,m ∈ 2So as 2-bijeções 2Sn,m := 2S(n,m, n,m) formam um grupo
isomorfo a Sn × Sm.

Definição 4.2.4. Seja T uma categoria monoidal simétrica bicompleta. Um 2S-objeto em T é um
funtor Q : 2Sop → T tal que Q é reduzido, i.e. Q(0) = ∗ = Q(0, 0). Denotamos a categoria de
2S-objetos em T por 2S − T .

Para cada Q ∈ 2S − T e S ∈ 2S temos uma ação de 2SS em Q(S ). Nos referimos a 2S-objetos
em Top como 2S-espaços.

Definição 4.2.5. Um 2S-espaço Q é 2S-livre se para cada S ∈ 2S a ação de 2SS em Q(S ) for livre.

Novamente a linguagem de árvores nos permite definir uma monada em 2S − T .

Definição 4.2.6. Seja S ∈ 2S. Uma 2-árvore orientada sobre S é uma árvore orientada T sobre o
conjunto subjacente de S equipada com uma função não-decrescente corT ∈ PO-Set(ET , {c > o})
tal que cor(e0) = cor(S ) e ∀a ∈ S temos cor(out(a)) = cor(a). Uma ordem em uma 2-árvore T é
uma ordem na árvore no sentido da sessão anterior tal que se cor(out(v)) = c e cor(out(v′)) = o

então v > v′. Em diagramas denotamos arestas fechadas por linhas sinuosas .

Denotamos por T2(S ) a categoria cujos objetos são classes de isomorfismos de 2-árvores or-
denadas sobre o 2-conjunto S e cujos morfismos são morfismos de árvores que preservam a cor.
Temos duas árvores sem vértices internos, que chamamos de 2-árvore unitária fechada e aberta
respectivamente.

◦

�

◦

�

Para uma 2-árvore T e um vértice v ∈ VT a coloração de T induz uma estrutura de 2-conjunto
em in(v), com corin(v)(e) = corT (e) para e ∈ in(v) e corin(v)(in(v)) = corT (out(v)). Assim como em
árvores, temos uma operação de enxerto em 2-árvores.

Como no caso de operads temos que todo Q ∈ 2S − T e S ∈ 2S induz um funtor

Q : T2(S )op → T

T 7→
⊗
v∈VT

Q(in(v))
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O somando associado às 2-árvores unitárias é 1.

Definição 4.2.7. Para Q ∈ 2S − T defina o 2S-objeto

T2Q : 2Sop → T

S 7→
∫ T2(S )

Q(T )

Como antes esta construção define um endofuntor T2 em T 2Sop
que é o funtor subjacente de

uma monada.

Definição 4.2.8. Um 2-operad Q em T é uma T2-álgebra. Denotamos a categoria de 2-operads em
T por 2Op(T ).

A estrutura de 2-operad de Q é completamente definida pelos morfismos

ηQc ∈ T (1,Q(1)), ηQo ∈ T (1,Q(0, 1)),

induzidos das 2-árvores unitárias, para cada n ∈ N e (n j) j∈n ∈ N
n, um morfismo

µQn,(n j) j∈n
∈ T

Q(n) ⊗

⊗
j∈n

Q(n j)

 ,Q
 n∑

j=1

n j




•

◦ ◦

•

◦◦

•

�

n1

· · ·
nn

· · ·

n
· · ·

para cada (n,m) ∈ N, (p j) j∈n ∈ N
n e (ni,mi)i∈m ∈ (N2)m, um morfismo

µQn,m,(p j) j∈n,(ni,mi)i∈m
∈ T

Q(n,m) ⊗

⊗
j∈n

Q(p j)

 ⊗
⊗

i∈m

Q(ni,mi)

 ,Q
 n∑

j=1

p j +

m∑
i=1

ni,

m∑
i=1

mi




�

•

• • • •n
· · ·

m
· · ·

p1

· · ·
pn

· · ·
n1

· · ·
m1

· · ·
nm

· · ·
mm

· · ·◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

Novamente esses morfismos satisfazem condições de unidade, associatividade e equivariância.



84 4. Operads e 2-operads

Todo 2-operad em T define uma monada em T 2
∗ . Se Q é um 2-operad podemos, como na

sessão anterior, estender o funtor subjacente de Q em um funtor em 2Sop
inj, e todo (Xc, Xo) ∈ T 2

∗

define um funtor:

(Xc, Xo)⊗− : 2Sinj → T

S 7→ X⊗S c
c ⊗ X⊗S o

o

Podemos então definir a monada

Q : T 2
∗ → T

2
∗

(Xc, Xo) 7→
(∫ 2Sc,inj

Q(n) ⊗ X⊗n
c ,

∫ 2So,inj

Q(n,m) ⊗ (Xc, Xo)⊗n,m

)
Esse endofuntor admite uma estrutura de monada com a unidade dada por

(ηQc ⊗ 1Xc , η
Q
o ⊗ 1Xo) ∈ T∗((Xc, Xo),Q(Xc, Xo))

e a multiplicação dada por
∏
n∈N

(n j) j∈n∈N
n

µQn,(n j) j∈n
⊗ 1

X
⊗
∑

j∈n n j

c

,
∏

(n,m)∈N2

(p j) j∈n∈N
n

(ni,mi)i∈m∈(N2)m

µQn,m,(p j) j∈n,(ni,mi)i∈m
⊗ 1

(Xc,Xo)
⊗
∑n

j=1 p j+
∑m

i=1 ni ,
∑m

i=1 mi


∈

T 2
∗ (QQ(Xc, Xo),Q(Xc, Xo)).

Definição 4.2.9. Para um 2-operad Q uma Q-álgebra é uma Q-álgebra da monada associada Q.
Denotamos a categoria de Q-álgebras por Q[T ].

Para todo 2-operad Q e (Xc, Xo) ∈ Top2
∗ o espaço Q(Xc, Xo) admite uma filtração dupla natural.

Seja F l,k2S inj a subcategoria plena de 2S inj contendo apenas os 2-conjuntos fechados n com n ≤ l

e os 2-conjuntos abertos n,m com n ≤ l e m ≤ k. Podemos então definir F l,kQ(Xc, Xo) como a
imagem das inclusões naturais de∫ Fk,l2Sc,inj

Q(n) ⊗ X⊗n
c ,

∫ Fl,k2So,inj

Q(n,m) ⊗ (Xc, Xo)⊗n,m


em Q(Xc, Xo). Claramente isso define uma filtração FkQ(Xc, Xo) := ∪l∈NF l,kQ(Xc, Xo).

Damos agora alguns exemplos de 2-operads em Top. O operad mais simples é o operad Com�

com Com�(S ) := ∗ para todo S ∈ 2Sop. Os morfismos estruturais são óbvios dado que ∗ é o
objeto terminal. As álgebras sobre esse operad são pares de monoides comutativos topológicos
Xc, Xo ∈ Com[Top] equipados com um homomorfismo contı́nuo ξ(∗1,0) ∈ Com[Top](Xc, Xo)
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induzido pelo elemento de ∗1,0 ∈ Com�(1, 0).

Também temos o operad Assact com 2S-espaço subjacente dado por

Assact(n,m) :=

Sn × Sm, se m = 0, 1;

∅, se m > 1.

Assact(n) :=Sn

e com as SS -ações nos espaços não triviais dadas pela ação do grupo de simetrias em si mesmo. Os
morfismos estruturais de 2-operads são dados na parte fechada simplesmente por µAss e na parte
aberta por

µAssact

n,0,(p j) j∈n
((σ, 0), (σ j) j∈n) = (µAss

n,(p j) j∈n
(σ, (σ j) j∈n), 0)

µAssact

n,1,(p j) j∈n,(n′,m′)
((σ, 1), (σ j) j∈n, (σ′, τ′)) = (µAss

n,(p j) j∈n
(σ, (σ j) j∈n) . σ′, τ′)

com τ′ ∈ {0, 1} e

σ′n′ . σn( j) =

σ
′
n′( j), se 1 ≤ j ≤ n′

σn( j − n′) + n′, se n′ + 1 ≤ j ≤ n′ + n
.

As álgebras sobre esse operad são pares (Xc, Xo) com Xc um monoide topológico equipados com
uma ação (que não necessariamente preserva ponto base) de Xc em Xo induzida pelo elemento
σ1,1 ∈ Assact(1, 1),i.e. temos um homomorfismo contı́nuo [Xo, ξ(σ1,1)]ηXo

Xc
∈ Ass[Top](Xc, [Xo, Xo]),

com a estrutura de Ass-álgebra em [Xo, Xo] dada por composição.

O operad dos N-queijos suı́ços SCN é definido por SCN(n) := CN(n) e

SC
N(n,m) :=

dn,m := ta∈n,mda ∈ [ta∈n,mIN , IN]

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∃ Ma ∈ Mdgnl

N×N(R+), Ca ∈ IN t.q. da(t) = Mat + Ca;
da(I̊N) ∩ da′(I̊N) = ∅ se a , a′;
C1

a = 0 se cor(a) = o.


i.e. o subespaço de [ta∈S IN , IN] de aplicações definidas em cada N-cubo por translações e dilatações
em cada coordenada com interiores disjuntos tais que as bases na primeira coordenada dos cubos
indexados por elementos abertos são mapeados na base na primeira coordenada, com as ações de
SS trocando os ı́ndices dos da. A estrutura de operad µSC

N
é dada por composição dos da de forma

análoga à µC
N
.

Temos inclusões naturais de 2-operads − × 1I ∈ 2Op(Top)(SCN(S ),SCN+1(S )) e definimos
SC

∞ := colim SCN .

Proposição 4.2.10. As imagens de ΩN
2 são naturalmente SCN-álgebras.

Demonstração: Primeiro assuma N < ∞. Seja θN
2 : S CNΩN

2 ⇒ ΩN
2 a transformação natural
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definida por

θN
cι

([
dn, δ

n
])

(t) =

δ
j(d−1

j (t)), t ∈ d j(IN)

∗, t < dn(
∐

n IN)

θN
oι

([
dm,n, ((α, γ)m, δn)

])
(s) =

αi(d−1
i (0, s)), s′ 7→


γi(d−1

i (0, s))(s′), (s′, s) ∈ di(IN)

δ j(d−1
j (s′, s)), (s′, s) ∈ d j(IN)

∗, (s′, s) < dm,n(
∐

m,n IN)

 , (0, s) ∈ di(IN)

∗, s′ 7→
δ

j(d−1
j (s′, s)), (s′, s) ∈ d j(IN)

∗, (s′, s) < dm,n(
∐

m,n IN)

 , (0, s) < dm(
∐

m IN)

É fácil verificar que θN
2 é compatı́vel com os morfismos estruturais de 2-operad de SCN .

A ação de SC∞ na imagem de Ω∞2 é induzida dos casos finitos. Por definição um elemento
dS ∈ SC

∞(S ) pertence a algum SCN(S ) com N < ∞. Podemos então usar a construção acima
para os casos finitos para definir uma transformação natural θ∞ compatı́vel com os morfismos
estruturais de 2-operad de SC∞.�

Seja N ∈ N. O 2-operad de Fulton-McPherson FMN
2 é dado pelo 2S-espaço que nas compo-

nentes fechadas é FMN
2 (n) := FMN(n) e nas componentes abertas é dado por compactificações

de espaços de configurações de pontos coloridos em HN = {xN ∈ RN | x1 ≥ 0} com pontos abertos
restritos ao bordo. Temos para cada par n,m ∈ N o funtor

Con fn,m : Top� → Top

ι ∈ Top(A, X) 7→ Con fn+m(X) ×[m,X] Con fm(A)

Fixe ιN ∈ Top(∂HN ,HN) a inclusão do bordo. Note que Con fn,m(ιN) admitem uma ação de
RN−1 o R+

0 por translação paralela ao bordo e dilatação positiva. Definimos então FMN
2 (n,m) :=

Con fn,m(ιN)/RN−1oR+
0
. Temos que FMN

2 (n,m) é homeomorfo à {x ∈ Con fn,m(ιN) | proj∂HN
∑

a∈n,m x(a) =

0 e
∑

a∈n,m‖x(a)‖ = 1}.

Dados (i, i′) ∈ Con f2(n,m) defina θi,i′ ∈ Top(FMN
2 (n,m), SN−1) por θi,i′(x) =

x(i′)−x(i)
‖x(i′)−x(i)‖ e dados

(i, i′, i′′) ∈ Con f3(n) defina δi,i′,i′′′ ∈ Top(FMN
2 (n,m), [0,∞]) por δi,i′,i′′′(x) =

‖x(i)−x(i′)‖
‖x(i)−x(i′′)‖ . Considere a

aplicação ρ2 := (θCon f2(n,m), δCon f3(n,m)) ∈ Top(FMN(n,m), (SN−1)Con f2(n,m)×[0,∞]Con f3(n,m)) que é um

homeomorfismo em sua imagem. Definimos então FMN(n,m) := ρ2(FMN
2 (n,m)). Os morfismos

estruturais são dados de forma análoga aos de FMN apresentada na sessão anterior. Veremos na
sessão 4.4 que os espaços FMN(S ) admitem estruturas de variedades com cantos, e a estrutura de
2-operad é dada pela inclusão de subvariedades no bordo.
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Pelo mesmo argumento da sessão anterior FMN

2 é cofibrante como 2S-espaços.

As inclusões naturais iN
c ∈ Top(RN ,RN+1) e iN

o ∈ Top(HN ,HN+1) induzem inclusões naturais
iN
2 ∈ 2Op(Top)(FMN

2 ,FM
N+1
2 ), e definimos FM∞

2 := colimFMN
2 .

O 2-operad de Barratt-Eccles ES2 é definido por ES2(n) = ESn e ES2(n,m) = E(Sn × Sm) com
a estrutura de 2S-espaço dada pelas ações livres. Os morfismos estruturais de 2-operads são os
mesmos que ES na parte fechada e na parte aberta é dado pela seguinte fórmula:

µES2
n,m,(p j) j∈n,(ni,mi)i∈m

 r∑
k=1

uk(σk, τk),

 q j∑
l j=1

vl j
σ

j
l j)


j∈n

,

 ri∑
ki

uki
(σi

ki , τ
i
ki)


i∈m

 =

r∑
k=1

q1∑
l1=1

· · ·

qn∑
ln=1

r1∑
k1=1

· · ·

rm∑
km=1

ukvl1 · · · vlnuk1
· · · ukm

(µAss
n,(p j) j∈n

(σk, (σ
j
l j) j∈n) . µAss

m,(ni)i∈m
(τk, (σi

ki)i∈m), µAss
m,(mi)i∈m

(τk, (τi
ki)i∈m))

Esse operad também é cofibrante como 2S-espaço.

4.3 Estrutura modelo em 2-operads e álgebras sobre 2-operads

Em [BM07] condições para a existência de uma estrutura modelo em operads coloridos e suas
álgebras são dadas.

Proposição 4.3.1. Seja T uma categoria modelo simétrica cofibrantemente gerada equipada com

um funtor de substituição fibrante simétrico monoidal Fib e um objeto de intervalo de Hopf I.

Então existe uma estrutura modelo cofibrantemente gerada em 2Op(T ) transferida da estrutura

modelo de 2S − T pela adjunção (T2 a U).

Demonstração: Temos que 2Op(T ) é bicompleta, e a demonstração é análoga a demonstração
em [GJ95, S.1.5] que a categoria de operads é bicompleta. Para toda monada C o funtor U :
C[T ] → T cria limites [BW85, 3.4.1], ou seja os limites de diagramas de 2-operads são dados
por limites em 2S − T , que por sua vez podem ser computados como limites em cada ı́ndice. O
funtor T2 reflete colimites filtrados já que o produto tensorial em categorias monoidais fechadas
preservam colimites. O 2-operad inicial é o 2-operad de pares pontuados 1̄ com 1̄(S ) := 1 se
S = 1, 0, 1, 1̄(S ) := ∗ se S = 0, 0, 0 e 1̄(S ) := ∅ em todos os outros casos. Uma 1̄-álgebra é um
par de objetos pontuados sem nenhuma outra estrutura. Coprodutos são construı́dos da seguinte
forma: Uma 2-árvore bicolorida T sobre um 2-conjunto S é uma 2-árvore em T2(S ) com os vértices
internos coloridos nas cores preta e branca tais que se para um vértice v existe um vértice w

preto (branco) com pre(w) = v então existe um vértice branco (preto) w′ tal que pre(w′) = v, e
denotamos a categoria de 2-árvores bicoloridas sobre S por Tpb

2 (S ). Para 2-operads P e Q, uma
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2-árvore bicolorida T e um vértice v ∈ VT definimos então para todo S ∈ 2S

Q ⊕ P : Tpb
2 (S )op → T

T 7→
⊗
v∈VT

P(in(v)) se v é preto;

Q(in(v)) se v é branco

e

P t Q : 2Sop → T

S 7→
∫ T

pb
2 (S )

Q ⊕ P(T ).

Podemos verificar que Q t P admite uma estrutura de 2-operad e satisfaz a condição universal
de coproduto. Para obter o pushout note que para todo 2-operad O temos um endomorfismo τ ∈
2S − T (O t O,O t O)) obtido invertendo as cores dos vértices. Se temos φ ∈ 2S − T (O,P) e
ψ ∈ 2S − T (O,Q) então podemos tomar o coequalizador em S − T de φ t ψ e (φ t ψ)τ. Esse
2S-objeto admite uma estrutura de 2-operad e é o pushout Q tO P.

As condições da proposição 1.4.9 são satisfeitas [BM03, BM07]. O fato que Fib é simétrico
monoidal implica que ele induz um funtor de substituição fibrante em 2Op(T ) já que temos um
isomorfismo natural T2Fib � FibT2. Suponha agora queQ é um operad fibrante. Defina o 2S-objeto
QI comoQI(S ) = [

⊗
a∈S I,Q(S )], que admite uma estrutura de 2-operad induzida pela estrutura de

2-operad de Q e das estruturas de monoide comutativo e comonoide de I, com a comutatividade da
estrutura de monoide garantindo a equivariância dos morfismos estruturais. Analogamente temos
operads Q1 e Q1t1, com Q1 � Q, e morfismos de operads [ε, 1Q] ∈ Op(T )(Q,QI) e [(0, 1), 1Q] ∈
Op(T )(QI ,Q1t1). Como ε admite uma cofibração trivial como sessão pelo axioma da unidade e o
lema 1.2.2 então pelo axioma do pushout-produto e da unidade temos que

⊗
a∈S 1,

⊗
a∈S I ∈ TCof

e
⊗

a∈S ε ∈ WT , e portanto pela proposição 2.2.4 temos [ε, 1Q] ∈ W2S−T . Pelo axioma pushout-
produto e da unidade também temos que

⊗
a∈S (0, 1) ∈ CT , logo pela proposição 2.2.3 temos

[(0, 1), 1Q] ∈ F2S−T . Logo QI é um objeto de caminhos de Q.�

A seguinte classe de 2-operads será central no teorema de reconhecimento relativo infinito.

Definição 4.3.2. Um 2E∞-operad é uma resolução cofibrante do 2-operad terminal Com�. Equi-
valentemente é um 2-operad cofibrante cujos espaços são todos contráteis.

Os operads FM∞
2 e ES2 são cofibrantes em 2S − Top e todos os seus espaços são contráteis,

porém eles não são cofibrantes, pois as aplicações de degeneração não são compatı́veis com as
estruturas celulares. Na próxima sessão veremos que existe uma resolução funtorial de 2-operads
tal que as imagens desses 2-operads por essa resolução são 2E∞-operads.

Proposição 4.3.3. SejaT uma categoria que satisfaz as condições da proposição 4.3.1 cujo objeto

intervalo de Hopf I é cocomutativo. Então para todo 2-operad Q existe uma estrutura modelo
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cofibrantemente gerada em Q[T ] transferida da estrutura modelo em T 2

∗ pela adjunção (U a Q).

Demonstração: Pelo mesmo argumento que 4.3.1 temos que Q[T ] admite todos os limites
e todos os colimites filtrados. O objeto inicial é (∗, ∗), que admite uma estrutura de Q-álgebra
trivial. Seguindo [GJ95, S. 1.6] a existência de pushouts em Q[T ] segue das seguintes duas
construções: Para todo morfismo de 2-operads φ ∈ 2Op(T )(O,P) temos um funtor de imagem
direta φ∗ : O[T ] → P[T ] adjunto à esquerda do funtor φ∗ : P[T ] → O[T ] que para uma P-
álgebra ((Yc,Yo), ζ) nos dá a O-álgebra ((Yc,Yo), ζ(φ ⊗ 1(Yc,Yo))). Seja ((Xc, Xo), ξ) ∈ O[T ]. Defina
φ∗(Xc, Xo) como o equalizador dos morfismos inferiores no diagrama abaixo:

P(PO(Xc, Xo) t P(Xc, Xo))
P(Pξ,1P(Xc ,Xo)) //

(P((µP⊗1)P(φ⊗1)),1PP(Xc ,Xo))
// PP(Xc, Xo)

µP⊗1(Xc ,Xo)
��

// Pφ∗(Xc, Xo)

φ∗ξ

��
PO(Xc, Xo)

Pξ //

(µP⊗1)P(φ⊗1)
// P(Xc, Xo) q

// φ∗(Xc, Xo)

Temos que Pφ∗(Xc, Xo) é o coequalizador dos morfismos superiores no diagrama e o morfismo
estrutural deP-álgebra φ∗ξ de φ∗(Xc, Xo) é induzido de q(µP⊗1(Xc,Xo)), que coequaliza os morfismos
superiores no diagrama. Isso define o funtor φ∗.

Além disso para toda Q-álgebra (Xc, Xo), com morfismo estrutural ξ ∈ T (Q(Xc, Xo), (Xc, Xo))
existe um 2-operad não reduzido Q[Xc, Xo] cuja categoria de álgebras é isomorfa a Q[T ](Xc,Xo)/. O
2S-objeto subjacente desse 2-operad é definido por:

Q[Xc, Xo](n) :=

Xc, se n = 0∫ 2Sc
Q(n + l) ⊗ X⊗l

c , se n > 0

Q[Xc, Xo](n,m) :=

Xo, se (n,m) = (0, 0)∫ 2So
Q(n + l,m + k) ⊗ (Xc, Xo)⊗l,k, se n + m > 0

O morfismo estrutural de 2-operad é induzido de µQ e ξ. Uma Q[Xc, Xo]-álgebra (Zc,Zo) é definida
por um morfismo estrutural ζ̄ ∈ T (Q[Xc, Xo](Zc,Zo), (Zc,Zo)). Composição com a inclusão natural
i ∈ T (Q(Zc,Zo)t (Xc, Xo),Q[Xc, Xo](Zc,Zo) determina dois morfismos ζ ∈ T (Q(Zc,Zo), (Zc,Zo)) e
z ∈ T ((Xc, Xo), (Zc,Zo)). Duas aplicações dessa forma nos dão uma estrutura de Q[Xc, Xo]-álgebra
em (Zc,Zo) se e somente se (Zc,Zo) é uma Q-álgebra sob (Xc, Xo).

Suponha agora que temos z ∈ Q[T ]((Xc, Xo), (Zc,Zo)) e f ∈ Q[T ]((Xc, Xo), (Yc,Yo)). O pushout
(Zc,Zo) t(Xc,Xo) (Yc,Yo) é dado então por Q[ f ]∗(Zc,Zo).

As condições da proposição 1.4.9 são satisfeitas. Temos que U preserva colimites filtrados. O
funtor de substituição fibrante Fib em T induz um em Q[T ], e o fato dele ser simétrico monoidal
garante que ele é compatı́vel com as estruturas de Q-álgebras. Para todo ((Xc, Xo), ξ) ∈ Q[T ] temos
que ([I t ∗, Xc]∗, [I t ∗, Xo]∗) ∈ Q[T ]. O morfismo estrutural de Q[T ]-álgebra é induzido de ξ e
da estrutura comonoidal de I,com a cocomutatividade garantindo a equivariância. Pelo mesmo
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argumento que na proposição 4.3.1 isso nos da um objeto de caminhos em Q[T ].�

A seguinte proposição nos permite derivar certos funtores construı́dos com a construção bar.

Proposição 4.3.4. Sejam T uma categoria que satisfaz as condições do teorema 4.3.3, Q um

2-operad em T cujo 2S-objeto subjacente é cofibrante e cujas unidades são cofibrações em T ,

A uma categoria modelo e S um Q-funtor em A que preserva colimites, objetos cofibrantes,

cofibrações entre objetos cofibrantes e equivalências fracas entre objetos cofibrantes. Então

B〈•〉(S ,Q,−) : Q[T ]→ A∆op

preserva objetos cofibrantes e equivalências fracas entre objetos cofibrantes.

Demonstração: Se (ιc, ιo) ∈ CT 2
∗
((Ac, Ao), (Xc, Xo)) com (Ac, Ao) ∈ T 2

∗Cof então (ιc, ιo)⊗− ∈
C
T

2Sinj ((Ac, Ao)⊗−, (Xc, Xo)⊗−), e pelas hipóteses em Q temos que ηQ ∈ C
T

2Sop
inj

(1̄,Q). Portanto a
proposição 2.2.8 aplicada em cada coordenada nos dá que(

Q(ιc, ιo), ηQ(Xc,Xo)

)
∈ CT∗(Q(Ac, Ao) t(Ac,Ao) (Xc, Xo),Q(Xc, Xo)).

Além disso por 1.1.11.iv) e 1.1.11.ii) temos que Q preserva cofibrações. Analogamente Q preserva
cofibrações triviais. Pelo lema de Ken Brown 1.3.6 temos então que Q preserva equivalências
fracas entre objetos cofibrantes.

Provamos indutivamente agora que B〈•〉(1T∗ ,Q,−) preserva objetos cofibrantes e equivalências
fracas entre objetos cofibrantes. As hipóteses sobre S implicam que o mesmo vale para B〈•〉(S ,Q,−).
Seja (Xc, Xo) ∈ Q[T ]Cof. Como Q preserva cofibrações toda álgebra cofibrante em Q[T ] é cofi-
brante em T∗, e portanto

l〈0〉 ∈ CT∗(LB〈0〉(1T∗ ,Q, (Xc, Xo)) = ∅, (Xc, Xo)).

Agora note que para todo q ∈ N temos que o quadrado no diagrama abaixo é um pushout

LB〈q−1〉(1T∗ ,Q, (Xc, Xo)) l〈q−1〉
//

ηQ
LB〈q−1〉(1T∗ ,Q,−)

��

Qq−1(Xc, Xo)

��
ηQ

Qq−1

��

QLB〈q−1〉(1T∗ ,Q, (Xc, Xo))

Ql〈q−1〉 //

// LB〈q〉(1T∗ ,Q, (Xc, Xo))

lq=

(
Ql〈q−1〉,ηQ

Qq−1

)
))

Qq(Xc, Xo)

e portanto pelo começo dessa demonstração e por indução B〈•〉(1T∗ ,Q, (Xc, Xo)) ∈ T ∆op

∗Cof. Como Q

preserva equivalências fracas entre objetos cofibrantes também temos que B〈•〉(1T∗ ,Q,−) preserva
equivalências fracas entre objetos cofibrantes.�

Como a realização geométrica é um adjunto de Quillen à esquerda se a categoriaA na proposição
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acima for uma das categorias topológicas do capı́tulo 3 então B(S ,Q,−) : Q[T ] → A admite um
funtor derivado à esquerda.

A proposição 2.2.8 e o lema de Ken Brown 1.3.6 implicam que se ψ ∈ WOp(T )(Q,Q′) é uma
equivalência fraca entre 2-operads cofibrantes e (Xc, Xo) ∈ T∗Cof então

∫ 2Sinj
ψ(S ) ⊗ 1⊗S

(Xo,Xc) ∈

WT 2
∗
(Q(Xo, Xc),Q′(Xo, Xc)). Em Top podemos enfraquecer essas hipóteses.

Proposição 4.3.5. Sejam ψ ∈ WOp(Top)(Q,Q′) com Q e Q′ 2-operads 2S-livres e (Xc, Xo) ∈ Top2
∗

um par de espaços bem pontuados. Então
∫ 2Sinj

ψ(S ) × 1×S
(Xc,Xo) ∈ WTop2

∗
(Q(Xc, Xo),Q′(Xc, Xo)).

Demonstração: Segue de um argumento análogo ao da proposição [Ma72, Prop. 3.4]. Como
Q(Xc, Xo) e Q′(Xc, Xo) sãoH-espaços (veja sessão 5.1 para a definição) pelo teorema dual de Whi-
tehead basta provar que ψ induz isomorfismo na homologia com coeficientes em Z. A hipótese do
par ser bem pontuado implica que, usando a filtração da sessão 4.2, (F l,kQ(Xc, Xo), F l−1,kQ(Xc, Xo)
e (F l,kQ(Xc, Xo), F l,k−1Q(Xc, Xo) são pares-RDV com

F l,kQ(Xc, Xo)/Fl−1,kQ(Xc,Xo) �

(∫ Sl

(Q(l) t ∗) ∧ X∧l
c ,

∫ Sl

(Q(l, k) t ∗) ∧ (Xc, Xo)∧l,k

)
F l,kQ(Xc, Xo)/Fl,k−1Q(Xc,Xo) �

(
∗,

∫ Sk

(Q(l, k) t ∗) ∧ (Xc, Xo)∧l,k

)
e temos afirmações equivalentes para Q′. Basta então que ψ induza isomorfismos na homologia de
cada um desses espaços. Temos que q ∈ Top

(
(Q(l) t ∗) ∧ Xl

c,
∫ Sl(Q(l) t ∗) ∧ Xl

c

)
é uma fibração

com fibra Sl, logo ela define uma sequencia espectral convergindo de E2 = H•
(
Sl,H•

(
(Q(l) t ∗) ∧ Xl

c

))
em H•

(∫ Sl(Q(l) t ∗) ∧ Xl
c

)
. Sendo Q e Q′ 2S-livres e ψ uma equivalência fraca então ψ induz um

isomorfismo nas paginas E2, logo induz um isomorfismo na homologia de
∫ Sl(Q(l) t ∗) ∧ Xl

c. O
mesmo argumento funciona para os outros espaços.�

4.4 Resoluções de Boardman-Vogt

A pesar dos 2-operads FMN
2 e ES2 da sessão 4.2 serem cofibrantes em 2S − Top eles não

são cofibrantes em 2Op(Top). O problema vem do fato que os morfismos de degeneração nesses
operads não preservam a estrutura celular. Seguindo [BV73, BM06] sob as condições do teorema
4.3.1 existe um endofuntor WI : 2Op(T ) → 2Op(T ), a resolução de Boardman-Vogt, que trans-
forma 2-operads que são 2S − T -cofibrantes e com unidade cofibrante em 2-operads cofibrantes
em 2Op(T ). A idéia intuitiva da construçãoWIQ para um 2-operad Q é a seguinte (assumindo que
os objetos de T possuem ”elementos”, a definição formal não faz tal pressuposto): Um elemento
de T2Q é representado por uma 2-árvore T à qual associamos a cada v ∈ VT um elemento de
Q(in(v)). Um elemento deWIQ é um elemento de T2Q à qual associamos para cada aresta interna
um elemento do intervalo de Hopf I, que pensamos como o comprimento dessa aresta. Então fa-
zemos dois tipos de identificações. Se a aresta de uma árvore tem comprimento 0 ela é contraı́da
e usamos a estrutura de operad de Q para definir o elemento associado à identificação dos vértices
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nas extremidades. Se um vértice é unitário, no sentido que apenas uma aresta termina nele e ela
tem a mesma cor que a saida, e o elemento de Q(1) associado à esse vértice é uma unidade de
Q, então removemos esse vértice e identificamos as arestas entrando e saindo dele e associamos à
essa nova aresta o produto em I dos comprimentos delas se ambas forem internas, e se uma não
for interna simplesmente deletamos o comprimento da outra.

Seja Q um 2-operad. Construı́mos WIQ como um colimite sequencial de morfismos wq ∈

2S−T (Wq
IQ,W

q+1
I Q), aondeWq

IQ é a parte deWIQ construı́da com 2-árvores em T com |Eint
T | ≤ q.

Defina para todo S ∈ 2S e q ∈ N a subcategoria plena T2(S , q) de T2(S ) composta das 2-árvores T

tais que |Eint
T | ≤ q aonde Eint

T := s−1(VT )\e0. A ordem de T induz uma ordem em Eint
T logo podemos

definir

I : T2(S )op → T

T 7→
⊗
e∈Eint

T

I

Defina W0
IQ := Q. Suponha então que q > 0, que Wq−1

I Q está definido e que também está
definida uma transformação natural

a
q−1 :

∫ T2(−,q−1)

I(T ) ⊗ Q(T )⇒ Wq−1
I Q.

Para q = 1 definimos a0 como as unidades de Q nas 2-árvores unitárias e como a identidade nas
2-corolas.

Podemos definir o funtor

I† : T2(S )op → T

T 7→ colim
D⊆Eint

T ,D,∅
ID(T ) :=

⊗
e∈Eint

T

1, se e ∈ D;

I, se e < D.

A cofibração trivial 0 ∈ T (1, I) e a identidade 1I ∈ T (I, I) induzem uma transformação natural
0† : I† ⇒ I tal que pelo axioma pushout-produto 0†T ∈ C ∩W para todo T ∈ T(S ).

Seja D ⊆ Eint
T e T ∈ T2(S ). Sendo T/D a árvore obtida contraindo as arestas em D, i.e. remo-

vendo cada e ∈ D de ET e identificando se e te, então existe um isomorfismo κD ∈ T (ID(T ), I(T/D)).

Seja V1
T := {v ∈ VT | |in(v)| = 1 e cor(in(v)) = cor(out(v))} o conjunto de vértices internos com

apenas uma aresta entrando neles. Para cada C ⊂ V1
T temos um morfismo {µI , εI}C ∈ T (IT , IT/in(C))

induzido por µI quando in(v), out(v) ∈ Eint
T e por εI quando in(v) < Eint

T ou out(v) < Eint
T , que está

bem definido pela associatividade de µI e por εI ser uma counidade de µI .
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Defina

Q† : T2(S )op → T

T 7→ colim
C⊆V1

T ,C,∅
QC(T ) :=

⊗
v∈VT

1, se c ∈ C;

Q(T ), se c < C.

e note que temos uma transformação natural η† : Q† ⇒ Q induzida pelas unidade de Q. Se Q é
cofibrante como um 2S-objeto e as unidades de Q são cofibrações então o axioma pushout-produto
nos dá que η†T ∈ C para todo T ∈ T(S ).

Como o produto tensorial preserva colimites temos uma transformação natural

b
q := colim

D⊆Eint
T ,D,∅

κD ⊗ µ
Q

D :
∫ T2(−,q)

I†(T ) ⊗ Q(T )⇒
∫ T2(−,q−1)

I(T ) ⊗ Q(T )

aonde µQD ∈ T (Q(T ),Q(T/D)) é dada pelo morfismo estrutural de 2-operad µQ. Também temos
uma transformação natural

c
q := colim

C⊆V1
T ,C,∅
{µI , εI}C ⊗ µ

Q

C :
∫ T2(−,q)

I(T ) ⊗ Q†(T )⇒
∫ T2(−,q−1)

I(T ) ⊗ Q(T ).

Definimos entãoWq
IQ como o seguinte pushout em 2S − T :

∫ T2(−,q)
I†(T ) ⊗ Q(T ) tI†(T )⊗Q†(T ) I(T ) ⊗ Q†(T )

0†�η†
��

aq−1(bq,cq) +3W
q−1
I Q

wq

��∫ T2(−,q)
I(T ) ⊗ Q(T )

aq
+3W

q
IQ

com aq definido como o pushout horizontal e wq o pushout vertical. Definimos então WIQ :=
colimWq

IQ. A estrutura de operad é dada via a operação de enxerto nas 2-árvores. O enxerto de
uma 2-árvore em outra cria uma nova aresta interna, e associamo o elemento 1 de I a essa nova
aresta. Explicitamente, na componente fechada, dadas Tn ∈ T2(n), Tn′ ∈ T2(n′) e ac ∈ n′ temos
um morfismo µI

ac
(I(Tn) ⊗ 1 ⊗ I(Tn′), I(Tn′[Tn]ac)) induzido de 1. Temos morfismos análogos para

os enxertos onde uma ou ambas as árvores são abertas. Esses morfismos juntos com a estrutura de
operad livre de T2Q e os aq definem a estrutura de 2-operad deWIQ.

Em [Sa01] Salvatore provou usando resoluções de Boardman-Vogt que as versões não-reduzida
dos operads de Fulton-MacPherson são cofibrantes na categoria de operads não-reduzidos, e a
demonstração pode facilmente ser estendida para provar que as versões não-reduzidas dos 2-
operads de Fulton-MacPherson também são cofibrantes na categoria de 2-operads não reduzidos.
A seguinte proposição, provada em [BM06, BM07], nos dá que as resoluções de Boardman-Vogt
das versões reduzidas desses 2-operads, assim como o 2-operad de Barratt-Eccles, são cofibrantes
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em 2Op(T ).

Proposição 4.4.1. Seja T uma categoria modelo simétrica cofibrantemente gerada equipada com

um funtor de substituição fibrante simétrico monoidal Fib e um objeto de intervalo de Hopf I e Q

um 2-operad emT cujo 2S-objeto subjacente é cofibrante em 2S−T e tal que ηQ é uma cofibração.

EntãoWIQ é um 2-operad cofibrante.

Demonstração: Segue do fato que como T2 preserva cofibrações e colimites então T2Q é
cofibrante, e que o morfismo ι1 ∈ 2Op(T )(T2Q,WIQ) obtido atribuindo o elemento 1 à cada aresta
interna é uma cofibração. Para detalhes veja [BM06, S. 5].�

Em [HoE11] Hoefel provou que os operads e os 2-operads de Fulton-MacPherson não-reduzidos
são resoluções cofibrantes dos operads dos pequenos discos e a versão usando discos dos 2-operads
dos queijos-suı́ssos. Provamos agora que o argumento pode ser adaptado para a versão usando cu-
bos usados na presente tese, e que podemos usar as resoluções de Boardman-Vogt para estender
esse resultado para as versões reduzidas usadas aqui. Primeiro adaptamos os lemas [HoE11, L.
3.1.1, 3.1.2] para o contexto cúbico. Considere o suboperad SCN

� ⊂ SC
N composto na parte fe-

chada por todos os dn ∈ C
N(n) cujas matrizes Mi associados a cada di para i ∈ n tem todas as

entradas da diagonal iguais ao mesmo numero real positivo mi, ou seja as imagens dos di tem to-
dos os lados do mesmo comprimento 2mi, e na parte aberta pelos dn,m ∈ SC

N(n,m) cujos dic para
ic ∈ n são dados como na parte fechada e os dio para io ∈ m as entradas da matriz Mio são iguais a
um mio a partir da segunda coordenada e a primeira coordenada é mio

2 , i.e. as projeções das imagens
dos dio na primeira coordenada tem os lados do mesmo comprimento 2mio e o lado da primeira
coordenada tem comprimento mio . A inclusão desse suboperad é claramente uma equivalência.
Seja c 1

2
∈ IN o centro do N-cubo, com todas as coordenadas 1

2 e co
1
2

a projeção de c 1
2

em {0} × IN−1.

Defina π ∈ 2S − Top(SCN
� , FMN

2 ) como

πn(dn)(i) := [di(c 1
2
)]

πn,m(dn,m)(a) :=


[da(c 1

2
)], se cor(a) = c

[da(co
1
2
)], se cor(a) = o

.

Lema 4.4.2. Para todo S ∈ 2S e x ∈ FMN
2 (S ) a imagem inversa π−1(x) é convexa em SCN

� (S ).

Demonstração: Suponha que temos dS , d′S ∈ π
−1(x). Precisamos provar que para todo u ∈ I

temos que udS + (1− u)d′S ∈ π
−1(x). A única parte não óbvia dessa afirmação é que as imagens dos

udi + (1− u)d′i são disjuntas. Tome (i, i′) ∈ Con f2(S ) e ji,i′ ∈ N tal que θi,i′(x) ji,i′ = max j∈N{θi,i′(x) j},
i.e. ji,i′ é a coordenada de θi,i′(x) com maior valor. Então a disjunção dos interiores de di e di′ e dos
interiores de d′i e d′i′ são dados por |C ji,i′

i − C ji,i′
i′ | ≥ mi + mi′ e |C′ ji,i′i − C′ ji,i′i′ | ≥ m′i + m′i′ . Por uma

computação simples podemos ver que

|(uC ji,i′
i + (1 − u)C′ ji,i′i ) − (uC ji,i′

i′ + (1 − u)C′ ji,i′i′ )| ≥ (umi + (1 − u)m′i) + (umi′ + (1 − u)m′i′)
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o que nos dá que as imagens dos udi + (1 − u)d′i são disjuntas, e assim que π−1(x) é convexa.�

Para todo S ∈ 2S defina T̃2(S ) o subconjunto dos objetos de T2(S ) composto pelas árvores T

tais que Eint
T , ∅ e para todo v ∈ VT temos que ou in(v) ≥ 2 ou que in(v) = 1, cor(out(v)) = o e

cor(in(v)) = c. Temos que o bordo de FMN
2 (S ) admite uma estratificação indexada por T̃2(S ), i.e.

existem subespaços disjuntos FMN
2 (S )T ⊂ ∂FM

N
2 (S ) para cada T ∈ T̃2(S ) tal que

FM
N
2 (S ) =

⋃
T∈T̃2(S )

FM
N
2 (S )T .

Além disso temos homeomorfismos FMN
2 (S )T � FMN

2 (T ). Um sistema de coordenadas para
FM

N
2 (S ) foi construı́do em [AS94]. Podemos definir para cada T ∈ T̃2(S ) uma aplicação contı́nua

φT ∈ Top(FMN
2 (T )×REint

T
≥0 , [S ,R

N]) da seguinte forma: Defina ea
v ∈ in(v) para todo a ∈ S e v < a na

ordem parcial induzida pelos caminhos como a aresta contida no caminho entre a e v. Definimos
então φ como

φT ((xv)v∈VT , t
Eint

T ) :=


∑
v<a

xv(ea
v) ·

∏
e∈Eint

T
e<v

te




a∈S

.

Para todo x ∈ FMN
2 (S )T existe um aberto V de FMN

2 (T ) e um aberto W de REint
T
≥0 tal que φT ,

composto com o quociente pela ação por translação e dilatação, define um homeomorfismo entre
V ×W e uma vizinhança de x. Isso define uma estrutura de variedade com cantos em FMN

2 (S ).

Seja U ⊂ FMN
2 (S ) uma vizinhança de colarinho do bordo ∂FMN

2 (S ) equipada com um home-
omorfismo h ∈ Top(∂FMN

2 (S )× [0, 1),U) tal que para todo x ∈ ∂FMN
2 (S ) existe uma vizinhança

W ⊂ ∂FMN
2 (S ) tal que h(W × [0, 1)) está contido em uma vizinhança de x no sistema de coorde-

nadas descrito acima.

Lema 4.4.3. Para todo S ∈ 2S, x ∈ ∂FMN
2 (S ) e dS , d′S ∈ π

−1(h({x}×(0, 1))) qualquer combinação

convexa uds + (1 − u)d S é uma elemento bem definido de SCN
� (S ).

Demonstração: Pela descrição das aplicações φT temos que como dS , d′S ∈ π
−1(h({x} × (0, 1)))

então dS pode ser obtido de d′S por uma sequência de translações e dilatações. A conclusão então
segue do lema 4.4.2.�

Teorema 4.4.4. Seja N ∈ N ∪ {∞}. O 2-operadWIFM
N
2 é uma resolução cofibrante de SCN em

2Op(Top).

Demonstração: Suponha primeiro N < ∞. Seguindo [HoE11, T. 3.1.3] definimos uma aplicação
natural ν̄ ∈ 2S − Top(FMN

2 ,SC
N) com a propriedade que ela é compatı́vel com os morfismos de

operad exceto as degenerações, definida como uma extensão compatı́vel com a estrutura de 2-
operad ao bordo de um morfismo ν ∈ 2S−T (FMN

2 ,SC
N
� ) dada da seguinte forma: Para 0 e 0, 0 só

há uma aplicação possı́vel, já que os 2-operads são reduzidos, e definimos ν1(∗) = 1I , ν1,0(∗) = 1I
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e ν0,1(∗) = 1I . Para todo n > 1 temos que FMN(n) é homeomorfo ax ∈ Con fn(RN)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

i∈n x(i)

n
= c 1

2
e

∑
i∈n

‖x(i) − c 1
2
‖ =

1
2

 .
Para todo par n,m ∈ N com n + m > 1 temos que FMN

2 (n,m) é homeomorfo ax ∈ Con fn,m(HN)

∣∣∣∣∣∣∣∣ proj∂HN

∑
a∈n,m x(a)

n + m
= co

1
2

e
∑

a∈n,m

‖x(a) − co
1
2
‖ =

1
2

 .
Para |S | > 1 definimos então νS (x) como o elemento deSCN(S ) tal que se a ∈ S c então νS (x)a(c 1

2
) =

x(a) e se a ∈ S o então νS (x)a(co
1
2
) = x(a), e tais que os números reais positivos ma que definem as

suas matrizes são todos iguais e é o número maximal tais que os interiores dos cubos são disjuntos
e contidos em IN .

Como FMN(2) � SN−1 é compacto temos que FMN(2) = FMN(2) e como FMN
2 (0, 2) � SN−2

é compacto temos que FMN(0, 2) = FMN
2 (0, 2). Temos portanto que ν̄ está bem definido nesses

casos. suponha que ν̄ foi bem definido para todo l com l < n de forma que ele é compatı́vel com
a estrutura de operad. Como o bordo de FMN(n) é composto de produtos de FMN(k) com l < n

podemos definir ν′ ∈ T (∂FMN(n),CN(n)) como um morfismo de operads. Dada vizinhança de
colarinho U do bordo ∂FMN(n) dada acima e estenda ν′ em U de forma constante ao longo das
fibras. Como FMN(n) é compacto existe uma aplicação contı́nua u ∈ Top(FMN(n), I) que é
constantemente 1 em ∂FMN(n) e é 0 em FMN(n) \ U. Definimos ν̄n := (1 − u)νn + uν′n. Como
para cada x ∈ U temos que νn(x), ν′n(x) ∈ π−1(h({x} × (0, 1))) o lema 4.4.3 nos dá que ν̄n está bem
definido. A construção dos ν̄n,m é análoga.

Temos portanto que como ν̄ ∈ 2S − Top(FMN
2 ,SC

N) está definido como um morfismo de
operads nos bordos e como uma equivalência homotópica no interior então ν̄S são equivalências
homotópicas compatı́veis com as operações de 2-operads exceto as degenerações. Definimos agora
v ∈ 2Op(Top)(WIFM

N
2 ,SC

N) como um colimite de morfismos vq ∈ 2S − Top(Wq
IFM

N
2 ,SC

N)
definidos recursivamente. Definimos v0 := ν̄. Suponha que vq−1 está bem definido. Seja S ∈ 2S
e T ∈ T2(S , q). Definimos vT ∈ Top(I(T ) × FMN

2 (T ),SCN(T )) como vq−1 no subespaço I†(T ) ×
FM

N
2 (T ) e como µSC

N
T2ν̄T no subespaço (1, . . . , 1)×FMN

2 (T ). Como as degenerações em FMN
2

preservam as posições relativas dos pontos que não são deletados e ν̄ é compatı́vel com o resto da
estrutura de operad temos pelo lema 4.4.2 que podemos estender vqT para todo I(T ) × FMN

2 (T ).
Essa construção é compatı́vel com as identificações emWq

IFM
N
2 e portanto temos vq bem definido.

Definimos então v := colim vq, e por construção ela é uma aplicação de 2-operads. Como por
construção v é homotópico à composição do morfismo µ ∈ 2Op(Top)(WIFM

N
2 (S ),FMN

2 (S ))
induzido da estrutura de 2-operad com ν̄ então temos que v ∈ W2Op(Top). O teorema então segue da
proposição 4.4.1.�



Capı́tulo 5

Princı́pio de reconhecimento de espaços de laços rela-
tivos

Nesse capı́tulo provamos o princı́pio de reconhecimento de espaços de laços relativos para
2 < N ≤ ∞ que afirma o seguinte: Para 2 < N < ∞ o funtor ΩN

2 induz uma equivalência
entre a categoria homotópica de espaços relativos N − 1-conexos HoTop�

N−1 e a categoria ho-
motópica de SCN-álgebras grouplike HoSCN[Top]Grp para qualquer resolução cofibrante do 2-
operad dos N-queijos suı́ços. Em particular podemos usar a resolução de Boardman-Vogt dos
2-operads de Fulton-MacPherson. O funtor Ω∞2 induz uma equivalência entre a categoria ho-
motópica de espectros relativos conectivosHoSp↗0 e a categoria homotópica de E∞2 -álgebras grou-
plike HoE∞2 [Top]Grp para qualquer 2E∞-operad E∞2 . Em particular podemos usar a resolução de
Boardman-Vogt do 2-operad de Barratt-Eccles.

Na primeira sessão apresentamos o teorema de aproximação do May [Ma74] e do Cohen
[CLM76], que nos diz que temos uma transformação natural de monadas αN : CN ⇒ ΩNΣN

que é um completamento de grupo em cada componente se N > 1. Essa propriedade implica
que em CN-álgebras grouplike essa transformação natural é uma equivalência fraca. Provamos
então via a construção de uma quasi-fibração que temos uma transformação natural de monadas
αN

2 : SCN
⇒ ΩN

2 ΣN
2 que é um completamento de grupo em cada componente se N > 2.

Na segunda sessão apresentamos alguns resultados de compatibilidade da realização geométrica
com os funtores ΣN

2 , ΩN
2 e a monada Q associada a um 2-operad Q.

Na terceira sessão mostramos que para 2 < N < ∞ os funtores ΩN
2 admitem quasi-adjuntos

de Quillen idempotentes à esquerda BN
2 , que podemos usar esses funtores para definir uma quasi-

monada idempotente de Quillen em SCN[Top] cujos objetos fibrantes são as álgebras grouplike
e que as equivalências de subcategorias homotópicas associadas são as equivalências do princı́pio
de reconhecimento de espaços de laços relativos.

Na quarta sessão estendemos os resultados da sessão 3 e provamos o principio de reconhe-
cimento para espaços de laços infinitos. Provamos que nesse caso a subcategoria homotópica de
espectros relativos conectivos pode ser obtida via uma quasi-comonada idempotente de Quillen.

97
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5.1 Teorema de aproximação

Seja αN a composição das transformações naturais

CN CNηN

===⇒ CNΩNΣN
θN

ΣN

==⇒ ΩNΣN

que é explicitamente dada por

αN
X

([
dn, xn

])
(t) =

[x j, d−1
j (t)], t ∈ d j(IN)

∗, t < dn

(∐
n IN

) .
Precisaremos de algumas definições antes de apresentar o teorema de aproximação. Para deta-

lhes veja [Ma72, Ma74, CLM76].

Definição 5.1.1. Um H-espaço é um espaço pontuado X ∈ Top∗ equipado com uma aplicação
µ ∈ Top∗(X × X, X) tal que µ(X∗ × 1X) ' 1X ' µ(1X × X∗). UmaH-aplicação entreH-espaços X e
Y é uma aplicação f ∈ Top∗(X,Y) tal que fµX ' µY( f × f ). Denotamos a categoria deH-espaços
porH − Top.

Para um H-espaço (X, µ) os grupos de homologia H•(X; k) para qualquer anel de coeficientes
k equipado com o produto de Pontryagin µ∗ formam uma k-álgebra graduada com unidade [X∗].

Definição 5.1.2. UmH-espaço X é homotopicamente associativo se µ(1X × µ) ' µ(µ × 1X).

A estrutura de k-álgebra graduada de H•(X; k) para um H-espaço homotopicamente associa-
tivo X é associativa.

Para todo d2 ∈ C
N(2) e (X, ξ) ∈ CN[Top] a aplicação ξ(d2) define uma estrutura de H-espaço

homotopicamente associativo em X.

Definição 5.1.3. UmH-espaço X é admissı́vel se for homotopicamente associativo e se µ(x×1X) '
µ(1X × x) para todo x ∈ Top∗(∗ t ∗, X) � X.

A estrutura de k-álgebra graduada de H•(X; k) para umH-espaço admissı́vel X é comutativa.

Para 1 < N ≤ ∞ as estruturas deH-espaço nos CN-espaços são admissı́veis.

Definição 5.1.4. UmH-espaço homotopicamente associativo X é grouplike se o monoide (π0X, µ∗,

[X∗]) for um grupo.

As estruturas de H-espaços nos espaços de N-laços induzidos das estruturas de CN-álgebras
são grouplike.

Para (Xc, Xo) ∈ SCN[Top] temos que Xc é uma CN-álgebra e Xo é uma CN−1-álgebra. Para
N > 1 dizemos que (Xc, Xo) é grouplike se a estrutura deH-espaço em Xc e Xo são grouplike.
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Definição 5.1.5. Um completamento de grupo homológico de um H-espaço admissı́vel X é um
H-espaço admissı́vel grouplike G equipado com umaH-aplicação g ∈ H−Top(X,G) tal que para
todo anel comutativo k o homomorfismo induzido ḡ∗ ∈ k-AlgGr(H•(X, k)[π0X−1],H•(G, k)) é um
isomorfismo.

Para todo H-espaço grouplike X temos uma equivalência homotópica entre X e Xe × π0X,
aonde Xe é a componente conexa de X que contém e [CLM76, Lemma I.4.6]. Como todo H-
espaço X é simples, i.e. π1X é abeliano e age trivialmente em πqX para todo q ∈ N, o teorema dual
de Whitehead [Ma83] para espaços simples implica que um completamento de grupo homológico
de umH-espaço admissı́vel grouplike é uma equivalência fraca.

Teorema 5.1.6. [Teorema de aproximação] Se X ∈ Top∗ é conexo então αN
X é uma equivalência

fraca. Se 1 < N ≤ ∞ então αN
X é um completamento de grupo homologico para todo X ∈ Top∗.

Corolário 5.1.7. Se X ∈ CN[Top] é conexo, então αN
X é uma equivalência fraca. Se 1 < N ≤ ∞ e

X ∈ CN[Top] é grouplike então αN
X é uma equivalência fraca.

Provaremos agora uma versão relativa desse corolário. Defina αN
2 como a composição das

seguintes transformações naturais:

S CN
S CNηN

2
====⇒ S CNΩN

2 ΣN
2

θN
ΣN

2
==⇒ ΩN

2 ΣN
2 .

que é explicitamente dada por

αN
c(Xc,Xo)

([
dn, xn

])
(t) =

[x j, d−1
j (t)], t ∈ d j(IN)

∗, t < dn(
∐

n IN)

αN
o(Xc,Xo)

([
dn,m, xn,m

])
(s) =

[xi, d−1
i (0, s)], s′ 7→

[xa, d−1
a (s′, s)], (s′, s) ∈ da(IN), a ∈ n,m

∗, (s′, s) < dn,m(
∐

n,m IN)

 , (0, s) ∈ di(IN), i ∈ m∗, s′ 7→
[x j, d−1

j (s′, s)], (s′, s) ∈ d j(IN), j ∈ n

∗, (s′, s) < dn,m(
∐

n,m IN)

 , (0, s) < dm(
∐

m IN)

Note que αN
c(Xc,Xo) = ΩNiΣN Xcα

N
Xc

com iΣN Xc ∈ Top∗(Σ
N Xc,Σ

N−1(Xo ∧ I) ∨ ΣN Xc) a inclusão de
ΣN Xc na soma wedge, que é um retrato por deformação e portanto uma equivalência fraca.

Sejam πc, πo : Top2
∗ → Top∗ as projeções nas componente fechada e aberta respectivamente.

Os funtores S CN
c := πcS CN e S CN

o := πoS CN são S CN-funtores, pois podemos definir λS CN
o :=

πoµ
S CN

e λS CN
c := πcµ

S CN
. O funtor CN−1πo também é um S CN-funtor. A aplicação natural estrutural
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λCN−1πo : CN−1πoS CN = CN−1S CN
o ⇒ CN−1πo é dada por:

λCN−1πo
(Xc,Xo)

([
dm,

(
[dni,mi , xni,mi

]
)

i∈m

])
:=

[
µC

N−1

m,(mi)i∈m

(
dm,

(
dmi �{0}×IN−1

)
i∈m

)
, x

∑m
i=1 mi

]
Também podemos definir o morfismo de S CN-funtores pN

o : πoS CN ⇒ CN−1πo por

pN
o(Xc,Xo)

([
dn,m, xn,m

])
:=

[
dm �{0}×IN−1 , xm

]
Note que πoS CN(Xo, Xc) é uma CN−1-álgebra e que pN

o é uma CN−1-aplicação natural, e portanto
para N > 1 é uma H-aplicação natural e se N > 2 é uma H-aplicação natural entre H-espaços
admissı́veis. Provamos agora que pN

o é uma quasi-fibração em pares (Xc, Xo) com Xo bem pontuado.

Definição 5.1.8. Uma aplicação p ∈ Top(E, B) é uma quasi-fibração se as inclusões naturais
ip−1(b) ∈ Top(p−1(b), {(e, γ) ∈ E ×B BI | γ(0) = b, γ(1) = e}) dadas por ip−1(b)( f ) = ( f , t 7→ p( f )) são
equivalências fracas para todo b ∈ B.

Um subespaço U ⊂ B é distinguido se p �p−1(U)∈ Top(p−1(U),U) é uma quasi-fibração.

De [Ma90, 2.7] temos o seguinte critério para uma aplicação ser uma quasi-fibração.

Proposição 5.1.9. Seja p ∈ Top(E, B) uma aplicação de espaços filtrados tal que FkE = p−1FkB

para cada k ∈ N. Se para cada k > 0 a aplicação p �FkE é obtido como um pushout de quadrados

comutativos (gk, fk) ∈ Top�(qk, p �Fk−1E) e ( jk, ik) ∈ Top�(qk, pk) com qk ∈ Top(Dk, Ak) e pk ∈

Top(Ek, Bk)

Fk−1E

p
��

Dk
gkoo

qk

��

jk // Ek

pk

��
Fk−1B Akfk

oo
ik
// Bk

que satisfazem as seguintes condições:

i) F0B é distinguido;

ii) pk é uma fibração;

iii) ik e jk são inclusões de pares-RDV;

iv) ( jk, ik) é um pullback;

v) gk �q−1
k (a)∈ Top(q−1

k (a), p−1( fk(a))) é uma equivalência fraca para todo a ∈ Ak;

então cada FkB é distinguido e p é uma quasi-fibração.

Teorema 5.1.10. Seja (Xc, Xo) ∈ Top2
∗. Se Xo é bem pontuado pN

o(Xc,Xo) é uma quasi-fibração com

fibra CN(Xc).
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Demonstração: Mostraremos que pN

o(Xc,Xo) e as filtrações naturais de CN−1Xo e SCN(Xc, Xo) do
capı́tulo 4 satisfazem as condições da proposição 5.1.9.

Fixe k ∈ N. Seja Sk a subcategoria plena de S contendo apenas k e 2Sk a subcategoria plena de
2Sinj contendo apenas os 2-conjuntos da forma n, k. Podemos definir

CN−1
k Xo :=

∫ Sk

CN−1(k) × Xk
o

e

S CN
k (Xc, Xo) :=

∫ 2Sk

SC
N(n, k) × (Xc, Xo)n,k

Definimos também
AN

k := {[dk, xk] ∈ CN−1
k Xo | ∃i ∈ k t.q. xi = Xo∗}

e
DN

k := {[dn,k, xn,k] ∈ S CN
k (Xc, Xo) | ∃i ∈ k t.q. xi = Xo∗}

As aplicações pN
o(Xc,Xo)Top∗(F

kπoS C(Xc, Xo), FkCN−1Xo) são pushouts em Top�
∗ das aplicações

no seguinte diagrama:

Fk−1πoS CN(Xc, Xo)

pN
o
��

DN
k

gkoo

qk

��

jk // S CN
k (Xc, Xo)

pk

��
Fk−1CN−1Xo AN

kfk
oo

ik
// CN−1

k Xo

no qual ik e jk são inclusões de subespaços, gk e fk são induzidos das degenerações dos pequenos
cubos di cujos ı́ndices são os mesmos que os dos xi iguais ao ponto base e qk e pk são definidos da
mesma forma que pN

o . Essas aplicações satisfazem as condições da proposição 5.1.9:

i) F0CN−1Xo = {∗}. Como todo espaço é fibrante e toda fibração é uma quasi-fibração F0CN−1Xo

é distinguida;

ii) Por definição pk é uma fibração se para todo quadrado comutativo ([dl,k, xl,k], [δk, ξ
k]) ∈

Top�( jq, pk) admite um levantamento H̃ ∈ Top(Iq+1, S CN
k (Xc, Xo)).

Iq
� _

jq

��

[dl,k ,xl,k]
// S CN

k (Xc, Xo)

pk

��
Iq+1

H̃

99

[δk ,ξ
k]
// CN−1

k Xo

,

Lembre do capı́tulo 4 que um pequeno cubo da em SCN (n,m) ou CN (m) é da forma da(s) =

Mas + Ca para alguma matriz diagonal Ma com entradas positivas e algum Ca ∈ IN . Logo
para qualquer (dn,m, δm) ∈ SCN(n,m) ×CN−1(m) C

N−1(m)I e v ∈ (0, 1] podemos definir γνdn,m,δm
∈
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Top(I, [ta∈n,mIN
a , I

N]) com

γνdn,m,δm
(t)(sa) =





2v−t
2v Mda sa +


(2v−t)c1

da
+t

2v

πIN−1Cda

 , 0 ≤ t ≤ v

1
2 Mda sa +


1+c1

da
2

πIN−1Cda

 , v ≤ t ≤ 1

, cor(a) = c;



( 2v−t
2v )m1

da
0

0 Mδa(t)

 sa +

(2v−t
2v )c1

da

Cδa(t)

 , 0 ≤ t ≤ v1
2m1

da
0

0 Mδa(t)

 sa +

 1
2c1

da

Cδa(t)

 , v ≤ t ≤ 1

, cor(a) = o.

i.e. γνdn,m,δm
é o caminho em [ta∈n,mIN

a , I
N] tal que γνdn,m,δm

(0) = dn,m, poγ
ν
dn,m,δm

= δn, a altura na
primeira coordenada dos pequenos cubos abertos é linearmente diminuı́da até ter a metade
da altura original no intervalo [0, ν] e se mantém constante no intervalo [ν, 1], e tal que os
comprimentos dos lados em todas as coordenadas dos pequenos cubos fechados e a distância
na primeira coordenada do centro dos pequenos cubos fechados e 1 também são linearmente
divididos pela metade no intervalo [0, ν] e se mantém constantes no intervalo [ν, 1].

ν ν ν ν

Para alguns (dn,m, δm) e ν pode ser que γνdn,m,δm
< SC(n,m)I , pois pode haver a, a′ ∈ n,m e t ∈ I

tais que a , a′ e γνdn,m,δm,a
(t)(I̊N) ∩ γνdn,m,δm,a′

(t)(I̊N) , ∅, mas sempre existe um ν′ ∈ (0, 1] tal
que para ν ∈ (0, ν′] essas intersecções são vazias. Podemos então definir para cada n,m ∈ 2S
a aplicação νn,m ∈ Top(S CN(n,m) ×CN−1(m) CN−1(m)I

, (0, 1]) definida por

νn,m(dn,m, δm) = max
{
v ∈ (0, 1] | γνdn,m,δm

∈ SC
N(n,m)I

}
Provamos agora que para qualquer quadrado comutativo ([dl,k, xl,k], [δk, ξ

k]) como acima existe
um ν̄ ∈ (0, 1] tal que γν̄dl,k(s),δk(s) ∈ SC

N(n,m)I para todo s ∈ Iq.

Seja F l2Sk a subcategoria plena de 2Sk contendo apenas os 2-conjuntos da forma n, k com

n ≤ l. As inclusões naturais de
∫ Fl2Sk

SC
N(n, k) × (Xc, Xo)n,k em S CN

k (Xc, Xo) nos dão uma
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filtração F lS CN

k (Xc, Xo).

Qualquer subespaço compacto K de S CN
k (Xc, Xo) está contido em F lS CN

k (Xc, Xo) para algum
l ∈ N. Para ver isso assuma que existe uma sequência infinita de pontos (zi)i∈N ∈

∏
i∈N K

todos contidos em F liS CN
k (Xc, Xo) \ F li−1S CN

k (Xc, Xo) distintos. Considere o subconjunto S

desses pontos de K. Para mostrar que S é fechado assuma que S ∩ F l−1S CN
k (Xc, Xo) é fe-

chado. Então S ∩ F lS CN
k (Xc, Xo) contém no máximo mais um ponto. O espaço SCN

k (Xc, Xo) é
fracamente Hausdorff, logo pontos são fechados e portanto S ∩ F lS CN

k (Xo, Xc) é fechado. O
mesmo argumento mostra que qualquer subconjunto de S é fechado, logo S tem a topologia
discreta. Como S é um subespaço fechado de um compacto ele deve ser compacto e portanto
finito, uma contradição.1

A filtração F lS CN
k (Xc, Xo) e a aplicação [dl,k, xl,k] do quadrado comutativo induzem uma

filtração F lIq := [dl,k, xl,k]−1(F lS CN
k (Xc, Xo)). Definimos então νl ∈ Top(F lIq − F l−1Iq, (0, 1])

por
νl(s) = νl,k(dk,l(s), δk(s)).

Como Iq é compacto F lIq − F l−1Iq é compacto, e portanto as imagens dos νl tem um mı́nimo
positivo.

Pelas duas últimas observações podemos definir

ν̄ := min{νl(s) | l ∈ N; s ∈ F lIq − F l−1Iq}.

Isso nos dá uma aplicação H̃ ∈ Top(Iq+1, S CN
k (Xc, Xo)) definida por

H̃(s, t) :=
[
γν̄dl,k(s),δk(s)(t),

(
xl(s), ξk(s, t)

)]
que é um levantamento de ([dl,k, xl,k], [δk, ξ

k]).

iii) Como Xo é bem pontuado temos aplicações u ∈ Top(Xo, I) e H ∈ Top(Xo × I, Xo) que nos
dão que (Xo∗, Xo) um par-RDV, e portanto podemos definir aplicações u′ ∈ Top(CN−1

k Xo, I)
como u′([dk, xk]) := min{u(xi) | i ∈ k} e H′ ∈ Top(CN−1

k Xo × I,CN−1
k Xo) como H′([dk, xk], t) :=[

dk, (H(xi, t))i∈k

]
que nos dão que (AN

k ,C
N−1
k Xo) é um par-RDV. Que (DN

k , S CN
k (Xo, Xc)) é um

par-RDV segue de um argumento análogo.

iv) É trivial checar que ( jk, ik) é um pullback.

v) Fixe [dk, xk] ∈ AN
k e defina os subespaços

PN
k :=

[dn,k, xn,k] ∈ q−1
k ([dk, xk])

∣∣∣∣∣∣∣ ∀ j ∈ n, d j(I) ⊂
[

1
2 , 1

]
× IN−1;

∀i ∈ k, di(I) ⊂
[
0, 1

2

]
× IN−1.


1O argumento nesse parágrafo foi providenciado por Eduardo Hoefel via comunicação privada.
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e

QN
k :=

[dn,k−1, xn,k−1] ∈ p−1
o ( fk([dk, xk]))

∣∣∣∣∣∣∣ ∀ j ∈ n, d j(I) ⊂
[

1
2 , 1

]
× IN−1;

∀i ∈ k − 1, di(I) ⊂
[
0, 1

2

]
× IN−1.

 .
Então PN

k e QN
k são retratos por deformação de q−1

k ([dk, xk]) e pN −1
o ( fk([dk, xk])) respecti-

vamente, e a restrição gk �PN
k
Top(PN

k ,Q
N
k ) éuma fibração com fibra contrátil, e portanto

uma equivalência fraca. Isso implica que gk �q−1
k ([dk ,xk])∈ Top(q−1

k ([dk, xk]), p−1
o ( fk([dk, xk])))

também é uma equivalência fraca.

Logo pela proposição 5.1.9 pN
o(Xc,Xo) é uma quasi-fibração. Que CN Xc é a fibra de pN

o(Xc,Xo) segue
facilmente das definições.�

Corolário 5.1.11. Seja (Xc, Xo) ∈ SCN[Top] com Xo ∈ TopCof. Então αN
2 (Xc,Xo) é uma equivalência

fraca se (Xc, Xo) forem conexos e um completamento de grupo se 2 < N ≤ ∞.

Demonstração: Temos o seguinte diagrama comutativo:

CN Xc
αN

Xc

uu
αN

c(Xc ,Xo)

��

// πoS CN(Xc, Xo)
pN

o //

αN
o(Xc ,Xo)

��

CN−1Xo

αN−1
Xo

��

ΩNΣN Xc

∼
))

ΩN(ΣN−1(Xo ∧ I) ∨ ΣN Xc) // ΩN
relΣ

N
2 (Xc, Xo)

∂
// // ΩN−1ΣN−1Xo

Se 2 < N ≤ ∞ este é um diagrama comutativo deH-aplicações entreH-espaços admissı́veis.
O teorema 5.1.6 nos dá que αN

Xc
e αN−1

Xo
são completamentos de grupo, e portanto αN

c(Xc,Xo) também é.
Temos que H•(πoS CN(Xc, Xo)) � H•(CN Xc)⊗H•(CN−1Xo). Além disso π1(CN−1Xo) age trivialmente
em H•(CN Xc) e π1(ΩN−1ΣN−1Xo) age trivialmente em H•(ΩNΣN Xc), logo pela sequência espectral
de Serre das fibrações (por Xo ∈ TopCof e [FP90, Cor.5.3.7] temos que ΩN−1ΣN−1Xo tem o tipo
homotópico de um CW-complexo, e portanto a sequência espectral está bem definida) temos que
αN

o(Xc,Xo) é um completamento de grupo.

A demonstração para a condição de (Xc, Xo) segue da seuqencia exata longa de grupos de
homotopia.�

5.2 Compatibilidade da realização geométrica

As propriedade de compatibilidade do funtor de realização geométrica dessa sessão são análogas
aos resultados em [Ma72, S. 12]. Damos apenas um esboço das demonstrações pois elas são sim-
ples adaptações dos argumentos dados lá.

Proposição 5.2.1. Existem homeomorfismos naturais τN ∈ Top�
∗ (|ΣN〈•〉

2 (Xc, Xo)〈•〉|,ΣN
2 |(Xc, Xo)〈•〉|)

para N < ∞ e τ∞ ∈ Sp↗(|Σ∞〈•〉2 (Xc, Xo)〈•〉|,Σ∞2 |(Xc, Xo)〈•〉|).
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Demonstração: Definimos

τN([[x, s], u]) := [[x, u], s]

e checamos diretamente que isso define um homeomorfismo.�

Proposição 5.2.2. Seja Q ∈ 2Op(Top) e Q sua monada em Top{o,c}∗ associada. Então existe um

homeomorfismo natural νQ ∈ Top{o,c}∗ (|Q〈•〉(Xc, Xo)〈•〉|,Q|(Xc, Xo)〈•〉|) tais que os seguintes diagra-

mas comutam:

|(Xc, Xo)〈•〉|
|η〈•〉 |//

η ((

|Q〈•〉(Xc, Xo)〈•〉|

νQ

��
Q|(Xc, Xo)〈•〉|

|Q〈•〉Q〈•〉(Xc, Xo)〈•〉|

|µ〈•〉 |
��

νQ2
// QQ|(Xc, Xo)〈•〉|

µ

��
|Q〈•〉(Xc, Xo)〈•〉|

νQ
// Q|(Xc, Xo)〈•〉|

Se (Xc, Xo)〈•〉 ∈ Q[Top]∆op
então |(Xc, Xo)〈•〉| ∈ Q[Top], logo realização geométrica define um

funtor Q[Top]∆op
→ Q[Top].

Demonstração: Definimos

νQ([[qS , xS ], u]) =
[
qS , ([xa, u])a∈S

]
e verificamos diretamente pelas definições que é um homeomorfismo e os diagramas comutam. A
segunda afirmação então segue da primeira.�

Definição 5.2.3. Um espaço relativo simplicial ι〈•〉 : B〈•〉 → Y 〈•〉 ∈ (Top�
∗ )∆op

é próprio se for
cofibrante na estrutura modelo de Strøm. Um espectro relativo simplicial ι〈•〉• : B〈•〉• → Y 〈•〉• ∈

(Sp↗)∆op
é próprio se for cofibrante na estrutura modelo de Strøm.

Proposição 5.2.4. Para 1 ≤ N < ∞ e ι〈•〉 : B〈•〉 → Y 〈•〉 ∈ (Top�
∗ )∆op

um espaço relativo simplicial

próprio com cada ι〈q〉 N − 1-conexo temos uma equivalência fraca γN
2 ∈ Top

2
∗(|Ω

N〈•〉
2 ι〈•〉|,ΩN

2 |ι
〈•〉|).

Para ι〈•〉• : B〈•〉• → Y 〈•〉• ∈ (Sp↗)∆op
um espectro relativo simplicial próprio com cada ι〈q〉p p − 1-

conexo temos uma equivalência fraca γ∞2 ∈ Top
2
∗(|Ω

∞〈•〉

2 ι〈•〉• |,Ω
∞
2 |ι
〈•〉
• |).

Demonstração: Para N < ∞ definimos

γN
c ([α, u])(t) := [α(t), u];

γN
o ([(β, γ), u])(s) := [(β(s), s′ 7→ γ(s)(s′)), u].

Essa é uma aplicação de fibras de uma quasi-fibração e uma fibração de espaços de caminhos
simpliciais sobre o mesmo espaço cujos espaços totais são contrateis, e a contração é compatı́vel
com a estrutura simplicial. Isso nos dá que γN

2 são equivalências fracas. A aplicação γ∞2 é dada
como um colimite dos γN

2 para N < ∞.�
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Proposição 5.2.5. Para 1 ≤ N ≤ ∞ as aplicações γN
2 são SCN-aplicações e o diagrama a seguir

é comutativo:

|S CN〈•〉(Xc, Xo)〈•〉| νSC
N
//

|αN〈•〉
2 |
��

S CN |(Xc, Xo)〈•〉|

αN
2
��

|Ω
N〈•〉
2 Σ

N〈•〉
2 (Xc, Xo)〈•〉|

τNγN
2

// ΩN
2 ΣN

2 |(Xc, Xo)〈•〉|

Demonstração: Com as definições dos morfismo dadas checamos diretamente a comutativi-
dade do diagrama dado e os que nos dão as estruturas de SCN-aplicações.�

5.3 Principio de reconhecimento de espaços de laços finitos

Nessa sessão assumimos que N < ∞.

Definição 5.3.1. Seja πN
2 ∈ 2Op(Top)(DN ,SCN) uma equivalência fraca entre 2-operads 2S-

livres. O funtor de desenlaçamento paraDN-álgebras é definido por:

BN
2 : DN[Top]→ Top�

∗

(Xc, Xo) 7→ B(ΣN
2 ,D

N , (Xc, Xo))

O seguinte teorema é o resultado central do princı́pio de reconhecimento de espaços de laços.

Teorema 5.3.2. Seja πN
2 ∈ 2Op(Top)(DN ,SCN) uma equivalência fraca entre 2-operads 2S-

livres e ((Xc, Xo), ξ) ∈ DN[Top] com (Xc, Xo) ∈ Top2
∗Cof. Considere o seguinte diagrama de DN-

aplicações:

B(DN ,DN , (Xc, Xo))

ε(ξ)
��

B(αN
2 π

N
2 ,1,1)

// B(ΩN
2 ΣN

2 ,D
N , (Xc, Xo))

γN
2
��

(Xc, Xo) ΩN
2 BN

2 (Xc, Xo)

i) ε(ξ) é um retrato por deformação forte com inverso à direita τ(ηD
N
);

ii) B(αN
2 π

N
2 , 1, 1) é uma equivalência fraca se Xc e Xo são conexos e um completamento de grupo

se 2 < N < ∞;

iii) γN
2 é uma equivalência fraca;

iv) A composição γN
2 B(αN

2 π, 1, 1)τ(ηD
N
) coincide com ΩN

2 (τ(1ΣN
2
))ηN

2 , e é uma equivalência fraca

se Xc e Xo são conexos ou se 2 < N < ∞ e Xc e Xo são grouplike;

v) B(ΣN
2 ,D

N , (Xc, Xo)) é m + N-conexo se Xc e Xo são m-conexos.

vi) Para ι : B → Y ∈ Top�
∗ , ε(εN

2 ) ∈ Top�
∗ (BN

2 ΩN
2 ι, ι) é uma equivalência fraca se ι é N-conexo

ou se N > 2 e ι é N − 1-conexo; para todo ι o seguinte diagrama é comutativo e ΩN
2 ε(εN

2 ) é
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uma retração com inversa à direita ΩN

2 (τ(1ΣN
2 ΩN

2
))ηN

2ΩN
2
,

B(DN ,DN ,ΩN
2 ι)

B(αN
2 π

N
2 ,1,1)

//

ε(θN
2 π

N
2 )
��

B(ΩN
2 ΣN

2 ,D
N ,ΩN

2 ι)

γN
2
��ε(ΩN

2 ε
N
2 )

tt
ΩN

2 ι ΩN
2 BN

2 ΩN
2 ιΩN

2 ε(εN
2 )

oo

vii) Para (Yc,Yo) ∈ Top2
∗, ε

(
εN

2ΣN
2
ΣN

2 (αN
2 π

N
2 )

)
∈ Top2

∗(B
N
2 DN(Yc,Yo),ΣN

2 (Yc,Yo)) é um retrato por

deformação forte com inversa à direita τ(ΣN
2 η
DN

).

Demonstração: ε(ξ) e B(αN
2 π

N
2 , 1, 1) são realizações de DN-aplicações simpliciais, logo pela

proposição 5.2.2 são DN-aplicações. γN
2 é uma DN-aplicação por 5.2.5. i) e vii) valem antes da

realização por [Ma72, 9.10, 9.11], logo valem depois da realização por [Ma72, 11.10]. ii) vale
antes da realização por 4.3.5 e 5.1.11, e portanto vale depois da realização pelo argumento em
[Ma74, T.2.3.ii)]. iii) segue de 5.2.4. iv) segue de i), ii) e iii). v) segue de [Ma72, 11.12] e [Ma74,
A.5]. O triangulo de cima de vi) comuta pela naturalidade de ε, e o de baixo por [Ma72, 9.11]. O
fato que ε(εN

2 ) é uma equivalência fraca se as condições de conectividade são satisfeitas segue da
comutatividade do diagrama e dos ı́tens anteriores.�

O seguinte corolário nos diz que o desenlaçamento de DN-álgebras que são ou conexas ou
grouplike se N > 2 é único a menos de equivalência fraca entre espaços relativos N-conexos ou
N − 1-conexos respectivamente.

Corolário 5.3.3. Sob as hipóteses do teorema, considere um span deDN-equivalências fracas:

(Xc, Xo) (X′c, X
′
o)∼

foo
∼

g // ΩN
2 ι

se ou todas as álgebras são conexas e ι é N-conexo ou N > 2, todas as álgebras são grouplike e ι

é N − 1-conexo, então o diagrama

BN
2 (Xc, Xo) BN

2 (X′c, X
′
o)∼

B(1,1, f )oo
∼

ε(εN
2 )B(1,1,g)

// ι

nos dá uma equivalência fraca entre ι e BN
2 (Xc, Xo).

Demonstração: ε(εN
2 ) é uma equivalência fraca pelo teorema 5.3.2.vi), e B(1, 1, f ) e B(1, 1, g)

são equivalências fracas antes da realização pelo teorema de aproximação relativo, e também de-
pois da realização por [Ma72, 11.13].�

Usando a linguagem de quasi-adjunções de Quillen fracas estabelecida na sessão 1.3 podemos
mostrar que os funtores do teorema do reconhecimento relativo é compatı́vel com as estruturas
modelo de espaços relativos N − 1-conexos da sessão 3.3 e a estrutura modelo de SCN-álgebras da
sessão 4.3, de forma que eles induzem uma adjunção das categorias homotópicas.
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Teorema 5.3.4. Seja πN
2 ∈ 2Op(Top)

(
SC

N ,SCN
)

uma resolução cofibrante. Então

(
BN

2 aB
(
SCN ,SCN ,−

)
,IdTop�

∗

ΩN
2

)
: SCN[Top]
 Top�

N−1

é uma quasi-adjunção de Quillen fraca, e portanto induz uma adjunção das categorias homotópicas:(
LBN

2 a RΩN
2

)
: HoSCN[Top]
 HoTop�

N−1

Demonstração: Provamos que os funtores do teorema, equipados com as transformações na-
turais ε(ξ) : B

(
SC

N ,SCN ,−
)
⇒ Id

SCN [Top]
, γN

2 B(αN
2 π

N
2 , 1, 1) : B

(
SC

N ,SCN ,−
)
⇒ ΩN

2 BN
2 e

ε : BN
2 ΩN

2 ⇒ IdTop�
N−1

satisfazem as condições da definição 1.3.8.

Temos que i) e ii) são satisfeitas pois BN
2 preserva objetos cofibrantes e equivalências fracas

entre eles pelo lema 4.3.4. Temos que ΩN
2 trivialmente preserva objetos fibrantes e que preserva

equivalências fracas pelas construções das estruturas modelo, logo iii)e iv) são satisfeitos. Também
pelo lema 4.3.4 temos que B

(
SC

N ,SCN ,−
)

preserva objetos cofibrantes e ele trivialmente preserva
objetos fibrantes, logo v) é satisfeito. vi) é trivial pois estamos considerando o funtor identidade.
vii) é o teorema 5.3.2.i e viii) é trivial pois a transformação natural considerada é a identidade. ix)
segue do teorema 5.3.2.iv e x) segue do teorema 5.3.2.vi.�

A imagem do funtor ΩN
2 está contida na subcategoria de SCN-álgebras grouplike. Mostramos

agora que podemos definir uma localização de Bousfield que captura a subcategoria homotópica
reflexiva dessas álgebras.

Teorema 5.3.5. Seja N > 2. O endofuntor ΩN
2 BN

2 Cof induz uma localização de Bousfield à es-

querda em SCN[Top] na qual as ΩN
2 BN

2 Cof-equivalências fracas são as SCN-aplicações ( fc, fo) ∈
SC

N((Xc, Xo), (X′c, X
′
o)) tais que

f̄c∗ ∈ k-AlgGr(H•(Xc, k)[π0X−1
c ],H•(X′c, k)[π0X′−1

c ])

f̄o∗ ∈ k-AlgGr(H•(Xo, k)[π0X−1
o ],H•(X′o, k)[π0X′−1

o ])

são isomorfismos para todo anel comutativo k e os objetos ΩN
2 BN

2 Cof-fibrantes são as SCN-

álgebras grouplike.

Demonstração: Primeiro note que para ( fc, fo) ∈ SCN((Xc, Xo), (X′c, X
′
o)) temos o seguinte
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diagrama em SCN[Top]:

(Xc, Xo)
( fc, fo) // (X′c, X

′
o)

B
(
SC

N ,SCN , (Xc, Xo)
)ε(ξ)

OO

B(1,1,( fc, fo)) //

γN
2 B(αN

2 π
N
2 ,1,1)

��

B
(
SC

N ,SCN , (X′c, X
′
o)
)ε(ξ′)

OO

γN
2 B(αN

2 π
N
2 ,1,1)

��
ΩN

2 BN
2 (Xc, Xo)

ΩN
2 BN

2 ( fc, fo)
// ΩN

2 BN
2 (X′c, X

′
o)

Se (Xc, Xo), (X′c, X
′
o) ∈ Top2

∗Cof o teorema 5.3.2 e o teorema dual de Whitehead [Ma83] nos dão que
ΩN

2 BN
2 ( fc, fo) é uma equivalência fraca se e somente se ( fc, fo) satisfaz as condições no enunciado.

O caso geral segue do fato que toda SCN-álgebra é fracamente equivalente à uma cofibrante.

Provamos que ΩN
2 BN

2 Cof equipado com o endofuntor B
(
SC

N ,SCN ,Cof−
)

e as transformações

naturais cofε(ξCof) : B
(
SC

N ,SCN ,Cof−
)
⇒ Id

SCN [Top]
e γN

2 B
(
αN

2 π
N
2 , 1, 1

)
: B

(
SC

N ,SCN ,Cof−
)
⇒

ΩN
2 BN

2 Cof satisfazem as condições da definição 1.8.3.

Que vale i) segue do teorema 5.3.2.i, que cof é uma fibração trivial e da propriedade dois-
de-três. Que vale ii) segue da primeira parte da demonstração do teorema anterior. A condição
iii) segue da primeira parte dessa demonstração e do teorema 5.3.2.ii. A condição iv) vale pelo
fato que pullbacks de fibrações são fibrações, pela sequência exata longa de fibrações de Serre e
pelo lema dos 5. A condição v) segue do fato que as imagens de B

(
SC

N ,SCN ,Cof−
)

são SCN-
álgebras cofibrantes e pelo fato que pushouts de equivalências fracas por cofibrações com domı́nio
cofibrante em uma categoria de álgebras sobre um operad cofibrante em uma categoria própria à
esquerda é uma equivalência fraca [Sp01, S.4 T.4].

Que os objetos ΩN
2 BN

2 Cof-fibrantes são as SCN-álgebras grouplike segue da proposição 1.8.8.�

Denotamos a localização de Bousfield à esquerda induzida pela quasi-monada idempotente de
Quillen do teorema por SCN[Top]Grp. Com essa nova estrutura modelo obtemos uma equivalência
de categorias homotopicas.

Teorema 5.3.6. Seja N > 2. Os funtores ΩN
2 e BN

2 induzem uma equivalência de categorias ho-

motópicas: (
LBN

2 a RΩN
2

)
: HoSCN[Top]Grp 
 HoTop�

N−1

Demonstração: Pelo teorema 5.3.2 as condições do teorema 1.3.10 são satisfeitas.�

Pelo teorema 4.4.4 podemos usar a resolução cofibrante WIFM
N
2 de SCN para obter uma

categoria de álgebras explı́cita.

Para N ≤ 2 podemos adaptar esses argumentos para provar uma equivalência entre a categoria
homotópica de SCN-álgebras conexas e a categoria de espaços relativos N-conexos. O caso geral
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para N = 1 é uma consequência dos resultados em [HLS16]. A dificuldade de fazer a generalização
para N = 2 vem do fato que as C1-álgebras não são no geral admissı́veis, então α2

2 pode não
ser uma equivalência fraca em álgebras grouplike, e os resultados em [HLS16] usam o fato que
SC

1 é fracamente equivalente ao 2-operad 2S-livre discreto de ações de monóides topológicos em
espaços Assact, o que não é verdade para SC2. O caso geral para N = 2 continua aberto.

5.4 Princı́pio de reconhecimento de laços relativos infinitos

Considere o 2E∞-operad WIFM
∞
2 e um outro 2E∞-operad E∞2 qualquer. Temos um 2-operad

produto E∞2 ×WIFM
∞
2 que é definido como o produto em cada ı́ndice que também é um 2E∞-

operad. Temos então que pelo teorema de Whitehead 1.2.12 existe uma inversa homotópica p̃1 da
projeção p1 ∈ 2Op(Top)(E∞2 ×WIFM

∞
2 ,E

∞
2 ). Definimos então π′ := p2 p̃1, com p2 ∈ 2Op(Top)

(E∞2 ×WIFM
∞
2 ,WIFM

∞
2 ) a outra projeção. Pelo teorema de Whitehead π′ tem uma inversa ho-

motópica que nos dá que toda E∞2 -álgebra é uma WIFM
∞
2 -álgebra, logo como WIFM

∞
2 é defi-

nido como um colimite das inclusões σN ∈ 2Op(Top)(WIFM
N
2 ,WIFM

N+1
2 ) elas também são

WIFM
N
2 -álgebras para todo N. Essas inclusões e os homeomorfismos SN ∧ S1 → SN+1 induzem

uma aplicação

Σ1�B(ΣN
2 ,WIFMN

2 , (Xc, Xo))→ B(ΣN+1
2 ,WIFMN+1

2 , (Xc, Xo))

que dá a essa coleção de espaços uma estrutura de espectro relativo, com WIFMN
2 a monada asso-

ciada ao 2-operadWIFM
N
2 . A definição a seguir nos dá um funtor de desenlaçamento infinito.

Definição 5.4.1. O funtor de desenlaçamento infinito de E∞2 -álgebras para um 2E∞-operad E∞2 é

B∞2 : E∞2 [Top]→ Sp�

(Xc, Xo) 7→ B(Σ•2,WIFM•
2 , (Xc, Xo))

Lembre que pelo teorema 4.4.4 temos uma resoluções cofibrantes v ∈ 2Op(Top)(WIFM
∞
2 ,SC

∞).
Os resultados da sessão anterior então induzem os seguintes resultados.

Teorema 5.4.2. Seja (Xc, Xo) ∈ E∞2 [Top] com (Xc, Xo) ∈ Top2
∗Cof. Considere o seguinte diagrama

de E∞2 -aplicações:

B(E∞2 , E
∞
2 , (Xc, Xo))

ε(ξ)
��

B(α∞2 π
∞
2 π
′,π′,1)

// B(Ω∞2 Σ∞2 ,WIFM∞
2 , (Xc, Xo))

γ∞2
��

(Xc, Xo) Ω∞2 B∞2 (Xc, Xo)

i) ε(ξ) é um retrato por deformação forte com inverso à direita τ(ηE
∞
2 );

ii) B(α∞2 π
∞
2 π
′, π∞2 π

′, 1) é um completamento de grupo.
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iii) γ∞2 é uma equivalência fraca;

iv) A composição γ∞2 B(α∞2 π
∞
2 π
′, π∞2 π

′, 1)τ(ηE
N
2 ) coincide com Ω∞2 (τ(1Σ∞2

))η∞2 , e é uma equivalência

fraca se Xc e Xo são grouplike;

v) B∞2 (Xc, Xo) é conectivo;

vi) Para (ι• : B• → Y•) ∈ Sp↗, ε(ε∞2 ) : B∞2 Ω∞2 ι• → ι• é uma equivalência fraca se ι• é connectivo;

para todo ι• o seguinte diagrama é comutativo e Ω∞2 ε(ε∞2 ) é uma retração com inversa à direita

Ω∞2 (τ(1Σ∞2 Ω∞2
))η∞2Ω∞2

,

B(E∞2 , E
∞
2 ,Ω

∞
2 ι•)

B(α∞2 π
∞
2 π
′,π∞2 π

′,1)
//

ε(θ∞2 π
∞
2 )
��

B(Ω∞2 Σ∞2 ,WIFM∞
2 ,Ω

∞
2 ι•)

γ∞2
��ε(Ω∞2 ε

∞
2 )

ss
Ω∞2 ι• Ω∞2 B∞2 Ω∞2 ι•Ω∞2 ε(ε∞2 )

oo

vii) Para (Yc,Yo) ∈ Top2
∗, ε

(
ε∞2Σ∞2

Σ∞2 (α∞2 π
∞
2 )

)
∈ Top2

∗(B
∞
2 E∞2 (Yc,Yo),Σ∞2 (Yc,Yo)) é um retrato por

deformação forte com inversa à direita τ(Σ∞2 η
E∞2 ).

Demonstração: A demonstração é análoga à demonstração de 5.3.2 com a ressalva que preci-
samos usar que há uma equivalência fraca entre Ω∞2 B(Σ∞2 ,WIFM∞

2 , (Xc, Xo)) e Ω∞2 B∞2 (Xc, Xo).�

Temos que o desenlaçamento infinito de uma E∞2 -álgebra grouplike é único a menos de equi-
valência fraca.

Corolário 5.4.3. Sob as hipóteses do teorema, considere o seguinte diagrama de E∞2 -álgebras:

(Xc, Xo) (X′c, X
′
o)

foo g // Ω∞2 ι•

se f e g são equivalências fracas de E∞2 -álgebras grouplike e ι• é conectivo, então o diagrama de

espectros relativos

B∞2 (Xc, Xo) B∞2 (X′c, X
′
o)

B(1,1, f )oo
ε(εN

2 )B(1,1,g)
// ι•

nos dá uma equivalência fraca entre ι e BN
2 (Xc, Xo).

Novamente temos que Ω∞2 e B∞2 são compatı́veis com as estruturas modelo e induzem uma
adjunção das categorias homotópicas.

Teorema 5.4.4. Seja E∞2 um 2E∞-operad. Então(
B∞2 aB(E∞2 ,E

∞
2 ,−),IdSp↗

Ω∞2

)
: E∞2 [Top]
 Sp↗

é uma quasi-adjunção de Quillen fraca, e portanto induz uma adjunção das categorias homotópicas:

(
LB∞2 a RΩ∞2

)
: HoE∞2 [Top]
 HoSp↗
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Demonstração: O argumento é o mesmo que o do teorema 5.3.4.�

Assim como no caso finito também obtemos uma localização de Bousfield à esquerda que nos
dá a subcategoria homotópica de E∞2 -álgebras grouplike.

Teorema 5.4.5. O endofuntor Ω∞2 FibB∞2 Cof induz uma localização de Bousfield à esquerda em

E∞2 [Top] na qual as Ω∞2 FibB∞2 Cof-equivalências fracas são as E∞2 -aplicações ( fc, fo) ∈ E∞2 ((Xc, Xo),
(X′c, X

′
o)) tais que

f̄c∗ ∈ k-AlgGr(H•(Xc, k)[π0X−1
c ],H•(X′c, k)[π0X′−1

c ])

f̄o∗ ∈ k-AlgGr(H•(Xo, k)[π0X−1
o ],H•(X′o, k)[π0X′−1

o ])

são isomorfismos para todo anel comutativo k e os objetos Ω∞2 FibB∞2 Cof-fibrantes são as E∞2 -

álgebras grouplike.

Demonstração: O argumento é o mesmo que o do teorema 5.3.5.�

Denotamos a localização de Bousfield à esquerda induzida pela quasi-monada idempotente de
Quillen do teorema por E∞2 [Top]Grp. No caso infinito, a existência de sequências exatas longas de
grupos de homotopia estáveis de cofibrações nos permitem definir uma localização de Bousfield à
direita da categoria modelo estável de espectros relativos que nos dão a subcategoria homotópica
correflexiva de espectros relativos conectivos.

Teorema 5.4.6. O endofuntor B∞2 CofΩ∞2 Fib induz uma localização de Bousfield à direita em Sp↗

na qual as B∞2 CofΩ∞2 Fib-equivalências fracas são as aplicações de espectros relativos (k•, l•) ∈
Sp↗(ι• : B• → Y•+1, ι

′
• : B′• → Y ′

•+1) tais que

k•∗ ∈ Grp(πS
q B•, πS

q B′•)

(k•, [1I , l•+1]∗)∗ ∈ Grp(πS
q (B• ×Y•+1 [I,Y•+1]∗), πS

q (B• ×Y•+1 [I,Y•+1]∗))

são isomorfismos para todo q ≥ 0 e os objetos B∞2 CofΩ∞2 Fib-cofibrantes são os espectros relativos

conectivos.

Demonstração: Primeiro note que para (k•, l•) ∈ Sp↗(ι, ι′) temos o seguinte diagrama em
Sp↗:

B∞2 CofΩ∞2 ι
ε(ε∞2 )B∞2 cofΩ∞2

��

B∞2 CofΩ∞2 (k,l)
// B∞2 CofΩ∞2 ι

′

ε(ε∞2 )B∞2 cofΩ∞2
��

ι
(k,l)

// ι′

Pela mesma computação do final da proposição 3.2.6 e o lema dos 5 temos que o teorema 5.4.2.vi)
nos dá que (k, l) é uma B∞2 CofΩ∞2 Fib-equivalência fraca se e somente se satisfaz as condições do
enunciado.
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Provamos que B∞2 CofΩ∞2 Fib equipado com o endofuntor Fib e as transformações naturais

ε(ε∞2Fib)B∞2 cofΩ∞2 Fib : B∞2 CofΩ∞2 Fib ⇒ Fib e fib : IdSp↗ ⇒ Fib satisfazem as condições de uma
quasi-comonada idempotente duais às condições na definição 1.8.3.

Que vale i) segue de fib ser uma cofibração trivial. Que vale ii) segue por B∞2 preservar
equivalências fracas enter objetos cofibrantes pelo lema 4.3.4 e Ω∞2 preserva equivalências fra-
cas entre objetos fibrantes pela proposição 3.3.14. A condição iii) segue da primeira parte dessa
demonstração e do teorema 5.4.2.vi). A condição iv) vale pelo fato que pushouts de cofibrações
são cofibrações, pela sequência exata longa de grupos de homotopia estáveis da proposição 3.2.7
e pelo lema dos 5. A condição v) segue do fato que Sp↗ é próprio à direita.

Que os objetos B∞2 CofΩ∞2 Fib-cofibrantes são os espectros relativos conectivos segue do dual
da proposição 1.8.8.�

Denotamos a localização de Bousfield à esquerda induzida pela quasi-comonada idempo-
tente de Quillen do teorema por Sp↗Con. Obtemos assim uma equivalência das subcategorias ho-
motópicas.

Teorema 5.4.7. Os funtores Ω∞2 e B∞2 induzem uma equivalência de categorias homotópicas:

(
LB∞2 a RΩ∞2

)
: HoE∞2 [Top]Grp 
 HoSp↗Con

Demonstração: Pelos últimos teoremas as condições do teorema 1.9.2 são satisfeitas.�





Apêndice A

(Não-)formalidade do 2-operad de queijos suı́ços de
Voronov em dimensão 2

Seja k um corpo de caracterı́stica 0. Os funtores C•(−, k),H•(−, k) : Top→ Ch≥0(k −mod) de
complexos de cadeia com coeficientes em k e de homologia com coeficientes em k respectivamente
são monoidais simétricos, e portanto preservam a estrutura de operads. Dizemos que um operad
topológico P é formal se existe um span de equivalências fracas de operads de complexos de
cadeia em k entre C•(P, k) e H•(P, k). O teorema de quantização por deformação de Kontsevich
[Ko99] pode ser derivado do fato que o operad dos pequenos N-discos (ou equivalentemente dos
pequenos N-cubos) é formal [Ta03]. Uma demonstração detalhada da formalidade do operad dos
pequenos discos se encontra em [LV14].

Em [Li15] Livernet provou que os 2-operads reduzidos dos queijos-suı́ços SCN como definida
nessa tese e usado na teoria de deformação do Kontsevich não é formal usando uma versão para
operads de produtos de Massey. A definição original do Voronov do operad dos queijos suı́ços
assumia queSC2

Vor(n, 0) = ∅ para todo n ∈ N. Note que em particular esse operad não é reduzido na
parte aberta. A demonstração da Livernet usa um elemento de SCN(1, 0) nos produtos de Massey,
e portanto não é aplicável para a versão do Voronov desse 2-operad. Nesse apêndice mostramos
que o argumento da Livernet pode ser adaptado para mostrar que a versão Voronov do 2-operad
dos queijos suı́ços em dimensão 2 também não é formal.

Considere os seguintes elementos dos complexos de cadeia singulares dos queijos suı́ços:

mo ∈ C0(SC2
Vor(0, 2)) a ∈ C0(SCVor(1, 1))

1o 2o
1o

1c

115
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lc ∈ C1(SC2
Vor(2))

2c

1c
→

2c

1c
→

2c

1c

→
2c

1c

→
2c

1c
→

2c

1c

β1 ∈ C1(SC2
Vor(1, 2)) β2 ∈ C1(SC2

Vor(1, 2))

1c

1o 2o

→
1c

1o 2o

→
1c

1o

2o

1c

1o 2o

→
1c

1o 2o

→
1c

1o
2o

Note que mo é um ciclo que gera o S2-módulo H0(SC2
Vor(0, 2)) e que a e lc são ciclos que geram

respectivamente os espaços vetoriais unidimensionais H0(SC2
Vor(1, 1)) e H1(SC2

Vor(2)). Além disso
temos ∂β1 = −a(1; mo) + mo(a, 1) e ∂β2 = −a(1; mo) + mo(1, a).

Considere η ∈ C1(SC2
Vor(2, 2)) definido por

η := a(1; β2) + β1(1; 1, a) − (β2(1; a, 1) + a(1; β1))((21); (12))

1c

2c

1o 2o

→

1c

2c1o 2o

→

1c 2c

1o 2o

→

2c

1c

1o
2o

→

2c

1c

1o 2o

com ∂η = −a(1; a(1; mo)) + a(1; a(1; mo))((21); (12)). Temos [η(Id + ((21); (12)))] = [a(lc; mo)] em
H2(SC2

Vor(2, 2)) e portanto existe γ ∈ C2(SC2
Vor(2, 2)) tal que ∂γ = η(Id + ((21); (12))) − a(lc; mo).

Proposição A.1. Se m′o ∈ C0(SC2
Vor(0, 2)), a′ ∈ C0(SC2

Vor(1, 1)) e l′c ∈ C1(SC2
Vor(2)) satisfazem

[mo] = [m′o], [a] = [a′] e [lc] = [l′c] então existem β′1, β
′
2 ∈ C1(SC2

Vor(1, 2)), η′ ∈ C1(SC2
Vor(2, 2)) e

γ′ ∈ C2(SC2
Vor(2, 2)) tais que

∂β′1 = −a′(1; m′o) + m′o(a′, 1);

∂β′2 = −a′(1; m′o) + m′o(1, a′);

∂η′ = −a′(1; a′(1; m′o)) + a′(1; a′(1; m′o))((21); (12));

∂γ′ = η′(Id + ((21); (12))) − a′(l′c; m′o).

Demonstração: Pela hipótese existem m̄o, ā e l̄ tais que m′o = mo + ∂m̄o, a′ = a + ∂ā e
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l′c = lc + ∂l̄c. Definimos então

β′1 := −a′(1; m̄o) − ā(1; mo) + β1 + mo(ā, 1) + m̄o(a′, 1)

β′2 := −a′(1; m̄o) − ā(1; mo) + β2 + mo(1, ā) + m̄o(1, a′)

η′ := a′(1; β′2) + β′1(1; 1, a′) − (β′2(1; a′, 1) + a′(1; β′1))((21); (12))

que satisfazem as respectivas relações. Como H1(SC2
Vor(1, 2)) = 0 existem β̄1, β̄2 ∈ C2(SC2

Vor(1, 2))
tais que β′1 = β1 + ∂β̄1 e β′2 = β2 + ∂β̄2 e definimos

γ′ :=γ + (ā(1; β2) + β1(1; 1, ā) − (β2(1; ā, 1) + ā(1; β1))((21); (12)))(Id + ((21); (12)))

+ (a′(1; β̄2) + β̄1(1; 1, a′) − (β̄2(1; a′, 1) + a′(1; β̄1))((21); (12)))(Id + ((21); (12)))

− ā(lc; mo) − a′(l̄c; mo) − a′(l′c; m̄o)

que satisfaz a respectiva relação.�

Teorema A.2. O 2-operad SC2
Vor não é formal.

Demonstração: Assuma por contradição que exista um dg-2-operad Q e um span de quasi-
isomorfismos de operads

Q

∼

φ

zz ∼

ψ

$$

C•(SC2
Vor) H•(SC2

Vor)

Por φ ser um quasi-isomorfismo existem ciclos mQo , aQ e lQc tais que [φ(xQ)] = [x], para tod
x ∈ {mo, a, lc}. Existem m′o, a′ e l′c como na proposição acima tais que φ(xQ) = x′, para todo
x ∈ {mo, a, lc}.

Temos pela existência de β1 e β2 que

H(φ)(−[aQ(1; [mQo ])] + [mQo ([aQ], 1)]) = 0

H(φ)(−[aQ(1; [mQo ])] + [mQo (1, [aQ])]) = 0

e por φ ser um quasi-isomorfismo existem βQ1 e βQ2 tais que

∂βQ1 = −aQ(1; mQo ) + mQo (aQ, 1)

∂βQ2 = −aQ(1; mQo ) + mQo (1, aQ)

Aplicando φ e a proposição A.1 obtemos

∂φ(βQ1 ) = φ(∂βQ1 ) = −a′(1; m′o) + m′o(a′, 1) = ∂β′1

∂φ(βQ2 ) = φ(∂βQ2 ) = −a′(1; m′o) + m′o(1, a′) = ∂β′2
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Definindo

ηQ := aQ(1; βQ2 ) + βQ1 (1; 1, aQ) − (βQ2 (1; aQ, 1) + aQ(1; βQ1 ))((21); (12))

obtemos que
∂(ηQ(Id + ((21); (12)))) = 0 ∈ Q(2, 2)0

O grupo de homologia H1(SCVor(2, 2)) é gerado por [a(lc; mo)] = [a′(l′c; m′o)], o que implica
que H1(Q(2, 2)) é gerado por [aQ(lQc ; mQ)] e que existem γQ ∈ Q(2, 2)2 e λ ∈ k tais que

ηQ(Id + ((21); (12))) = λ(aQ(lQc ; mQo )) + ∂γQ. (∗)

Como H1(SC2
Vor(1, 2)) = 0 existem x1, x2 ∈ C2(SC2

Vor(1, 2)) tais que para i = 1, 2

∂xi = φ(βQi ) − β′i .

Temos então que definindo

z := a′(1; x2) + x1(1; 1, a′) − (x2(1; a′, 1) + a′(1; x1))((21); (12))

obtemos que
∂z = φ(ηQ) − η′.

Aplicando então φ na equação (∗) obtemos

(η′ + ∂z)(Id + ((21); (12))) = λa′(l′c; m′o) + ∂φ(γQ)

que pela proposição A.1 nos dá

η′(Id + ((21); (12))) = λ(a′(l′c; m′o)) + ∂z′ = a′(l′c; m′o) + ∂γ′.

A classe de homologia [a′(l′c; m′o)] gera H1(SC2
Vor(2, 2)), logo λ = 1.

Por razões de grau temos que ψ(βQ1 ) = ψ(βQ2 ) = 0, e portanto ψ(ηQ) = 0. Analogamente
ψ(γQ) = 0. Por ψ ser um quasi-isomorfiso existem λmo , λa, λlc ∈ k∗ tais que ψ(xQ) = λx[x],
∀x ∈ {mo, a, lc}. Aplicando ψ em (1) temos então que

λλaλlcλmo[a([[lc]; [mo])] = 0

o que implica que λ = 0, uma contradição.�
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