Almost Disjoint Families em Topologia

Vinicius de Oliveira Rodrigues

DISSERTACAO APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA
OBTENCAO DO TITULO
DE
MESTRE EM CIENCIAS

Programa: Mestrado em Matemaética
Orientador: Prof. Dr. Artur Hideyuki Tomita

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro da FAPESP
(Processo 2015/15166-7)

31 de julho de 2018



Almost Disjoint Families em Topologia

Esta versao da dissertagao/tese contém as corregoes e alteracoes sugeridas
pela Comissao Julgadora durante a defesa da versao original do trabalho,
realizada em 11/12/2017. Uma cépia da versdo original esta disponivel no

Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo.

Comissao Julgadora:

e Prof. Dr. Artur Hideyuki Tomita (orientador) - IME-USP
e Prof*. Dr2. Ana Carolina Boero - UFABC
e Prof. Dr. Leandro Fiorini Aurichi - ICMC-USP



Agradecimentos

A minha mae Téania e ao meu pai Alberto, sem o apoio de vocés, esta realizacdo néo teria sido

possivel,

Ao meu orientador Artur Hideyuki Tomita, por acreditar em mim desde o primeiro semestre da
minha graduacao e me apoiar ao longo de todo o caminho,

Aos meus colegas e também amigos de curso, pois sempre persistimos, estudamos e trabalhamos
juntos,

A toda a minha familia,

A FAPESP, que, por meio de apoio financeiro, tornou este projeto possivel.

Obrigado a todos voceés.



i



Resumo

Rodrigues, V. O. Almost Disjoint Families em Topologia. 2017. 126 f. Dissertacao (Mestrado)

- Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2017.

Uma almost disjoint family é uma cole¢io infinita de subconjuntos infinitos de nimeros naturais
tal que a intersecdo de quaisquer dois de seus elementos distintos ¢é finita. Almost disjoint families
podem ser utilizadas para construir um espaco topolégico associado chamado de W-espacos, também
conhecido como espagos de Mrowka. As propriedades topoldgicas deste espago topolégico dependem
das propriedades combinatdrias da familia que o deu origem, e estes espacos podem ser utilizados
para responder perguntas sobre topologia geral, muitas vezes nao inicialmente relacionadas com
almost disjoint families ou seus respectivos espagos de Mrowka. Neste documento, exploramos diver-
sas construcgoes envolvendo estes objetos utilizando combinatéria infinita e principios combinatoérios
como diamante, Axioma de Martin e técnicas como Forcing e tratamos de problemas envolvendo
compactificagoes de Stone—éech, espacos sequenciais, a propriedade de Lindel6f em espagos de fun-
¢oes, hiperespacos de Vietoris, dentre outros. O primeiro capitulo contém diversos pré-requisitos
necesséarios para a leitura desta dissertacdo a fim de torna-la o mais autocontida possivel. O se-
gundo capitulo introduz as almost disjoint families e seus W-espacos associados, provando diversas
propriedades importantes. Os demais capitulos sdo independentes entre si e tratam de problemas
de Topologia Geral que podem ser solucionados com estes conceitos, ou de problemas que derivam
destes conceitos.

Palavras-chave: Topologia Geral, Almost Disjoint Families, Combinatéria Infinita, Espacos de
Mroéwka.
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Abstract

Rodrigues, V. O. Almost Disjoint Families in Topology. 2017. 126 f. Dissertacao (Mestrado) -

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2017.

An almost digjoint family is an infinite collection of infinite subsets of natural numbers such
that the intersection of any two of its elements is finite. Almost disjoint families may be used to
construct an associated topological space called psi space, also know as Mréwka space. The topolo-
gical properties of this topological space depends on the combinatorical properties of the family that
originated it, and these spaces may be used to answer questions in general topology, many times ini-
tially unrelated to almost disjoint families or to their Mréwka spaces. In this document, we explore
several constructions involving these objects by using infinitary combinatorics and combinatorical
principles like diamond, Martin’s Axiom, forcing techniques and we treat abour problems regardins
Stone-Cech compactifications, sequencial spaces, the property of Lindel6f on spaces of functions,
hyperspaces of Vietoris, among others. The first chapter contains several pre requirements that are
neccessary to read this dissertation in order to make it as self contained as possible. The second
chapter introduces almost disjoint families and their associated Psi spaces, proving several impor-
tant properties. The following chapters are independent from each other and treat about problems
on General Topology that may be solved by using these concepts, or about problems that arises
from these concepts.

Keywords: General Topology, Almost Disjoint Families, Infinitary Combinatorics, Mréwka Spaces.



vi



Sumario

1 Introducao
1.1 Filtros eideais . . . . . . . . . . e
1.2 Combinatoéria infinita bésica . . . . . . . .. . Lo L
1.3 Axioma de Martin . . . . . . . . . .
1.4 Topologia da ordem e principios combinatérios . . . . . . . ... .00
1.5 Espacos conexos, zero Dimensionais e totalmente desconexos . . . . . . .. . . .. ..
1.6 Compactificaghes . . . . . . . . . L e
1.6.1 ZerosetS. . . . . . . e
1.6.2 Compactificagdo por um ponto . . . . . . ... Lo L
1.6.3 Compactificacdo de Stone-Cech . . . . . . . o .
1.7 Pseudocompacidade . . . . . . . ..
1.8 Forcing . . . . . L
1.8.1 Adicionando uma Interpretacdo M . . . . . . . . . ... L oL
1.8.2 Forcing . . . . . . e
Almost disjoint families e V-espagos
2.1 Almost disjoint families . . . . . . . ...
2.2 Pequenos Cardinais . . . . . . . . . L L
2.3 W-eSPaACOS . .« .« e e e
2.4 Um pouco sobre SBw . . . . . . oL e
2.5  Almost distoint families e happy families . . . . . . . . . . ... ... ...
2.6 Normalidade . . . . . . . . e
Espacos de funcgoes
3.1 A propriedade de Lindeléf em um espago de fungdes . . . . . . .. ... ... ..
VU-espacos e espacos sequenciais
4.1 Introducdo . . . . . . . . . e
4.2 Espacos sequenciais e espagos de Fréchet . . . . . . . ... oL
Os espacos 5(V(A))
5.1 Compactificacdo por dois pontos . . . . . . . ... oL
5.2 Unicidade de compactificacdo . . . . . . . . ..
5.3 Mais sobre familias de Mrowka . . . . . . .. oL L
5.4 Espagos métricos compactos e remainders de W-espagos . . . . . . . . ... ... ...

Vil

11
12
13
15
16
20
21
22
23

27
27
29
33
37
40
42

45
45

55
55
95



viil SUMARIO

6 MAD families e os racionais

6.1 Introducdo. . . . . . . . . . .
6.2 Arvoresem 2<% . .. L
6.3 O Forcingde Sacks . . . . . . . . . .

7 Pseudocompacidade de hiperespacos
7.1 Introducgdo . . . . . . . . L.
7.2 Limites por ultrafiltros . . . . . . ... L L
7.3  Pseudocompacidade de CL(¥(A))sobp=c . . . . . . . .. ..
74 O Base Tree Lemma . . . . . . . . . o
7.5 Pseudocompacidade de CL(W(A)) sobh <c . . . . ... ... L.
7.6 Umexemploem ZFC . . . . . . . . e

A MA o-Centrado

B O Forcing de Cohen e pequenos cardinais
B.1 O modelode Cohen . . . . .. . .. . . . .. ...
B.2 O modelo de Coheneocardinal ¢. . . . . .. ... . ... ... .. ... ... ... .
B.3 O modelo de Cohen eo cardinal b . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...
B.4 O Modelo de Cohen e o cardinala . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... .
B.5 O Modelo de Cohen e o cardinal @ . . . . . . . .. . .. ... ... ... ... ....

Referéncias Bibliograficas

73
73
73
78

83
83
86
88
91
96
97

101

105
105
109
110
111
112

115



Capitulo 1

Introducao

Uma almost disjoint family, que é uma generalizagdo natural de familia disjunta, é uma colegao
infinita de subconjuntos infinitos de ntmeros naturais tal que a intersecdo de quaisquer dois de
seus elementos distintos é finita. Almost disjoint families podem ser utilizadas para construir um
espaco topolégico associado chamado de P-espacos, também conhecido como espacos de Mrowka.
Conforme exemplificaremos diversas vezes, as propriedades topolégicas de W-espagos dependem das
propriedades combinatérias da almost disjoint family que os deu origem, e estes espacos podem ser
utilizados para responder perguntas sobre topologia geral, muitas vezes nao inicialmente relacio-
nadas com almost disjoint families ou seus respectivos espacos de Mrowka. Tais espagos sa80 muito
liteis na construgdo de exemplos que respondem perguntas em Topologia Geral que nem sempre
sao relacionadas inicialmente a eles ou a almost disjoint families, como ficard evidenciado neste
documento. Além disso, existe interesse em estudar puramente tanto almost disjoint families como
seus W-espagos associados.

Neste primeiro capitulo, revisaremos algumas nogoes e definicoes essenciais para compreender
o material desta dissertacdo. Para este fim, daremos as defini¢cbes e provaremos alguns fatos mais
bésicos sobre topologia geral com a finalidade de tornar esse documento o mais autocontido possivel.
Nos basearemos principalmente nos livros [Kun80], [Kunll] e [Wal75].

No Capitulo 2, definiremos almost disjoint families, W-espacos e apresentaremos alguns teore-
mas sobre estes objetos que podem ser encontrados principalmente em [Kun80], [Kunll], [Blal0],
[Mro70], [Mro77], [Hrul4| e [Wal75| (para a secao sobre fw) e [Mat77]| (para a secao sobre happy
families).

No Capitulo 3, estudaremos resultados sobre a propriedade de Lindeldf em espacos de funcoes
a luz de U-espagos, seguindo primariamente o artigo [DS06].

No Capitulo 4, trataremos de espacos sequenciais e de Fréchet, exibindo, utilizando MAD fami-
lies, um produto de dois espagos compactos Hausdorff de Fréchet cujo produto nao é de Fréchet,
originalmente de [Sim80]. Nos basearemos principalmente nos artigos [Fra65|, [Fra67| e [Dow95].

No Capitulo 5, estudaremos compactificacoes de Stone-Cech de espacos de Mrowka, baseando-
nos principalmente em construgdes dos artigos [Hrul4|, [Mro70], [Mro77] e [Ter80]|. Veremos uma
condi¢lo necessaria e suficiente para que o remainder seja conexo, estudaremos o problema da
unicidade de compactificacdo e mostraremos que todo espaco métrico compacto sem pontos isolados
é o remainder do W-espago de alguma mad family.

O Capitulo 6, baseado em [Hru01], trata da absolutidade do conceito de MAD family com relagao
a forcing, enfatizando o Forcing de Sacks. Em particular, mostraremos que existe uma MAD family
Sacks-indestrutivel.

O Capitulo 7 estuda a pseudocompacidade de hiperespacos de Vietoris utilizando espacos de
Mréwka. Baseamo-nos nos artigos |[Mic51| e [HHRO7|. Neste capitulo, mostramos também uma nova
demonstragdo, que consideramos mais simples, para o fato de que t = ¢ implica que todo hiperespaco
de Vietoris de uma familia de Mrowka é pseudocompacto.

No Apéndice A, como material complementar, mostramos que p é o primeiro cardinal x para
o qual o qual MA, (k) falha. No Apéndice B, discutimos sobre o comportamento de alguns dos



2 INTRODUCAO 1.1

pequenos cardinais no modelo de Cohen, provando a consisténcia de algumas desigualdades dentre
eles. Para os apéndices, nos baseamos primariamente em [Kunll].

1.1 Filtros e ideais

Comecaremos com definicoes e fatos basicos sobre filtros e ideais.

Definic¢ao 1.1. Um ideal Z em X é uma colecdo nao vazia de subconjuntos de X satisfazendo:

a) Para todos A,BC X,se A€ Ze BC Aentao BeZ.
b) Se A,Be€Zentao AUB€eZ

Se Z é um ideal tal que X ¢ 7, entdo Z é dito ser um ideal proprio.
Se Z ¢ um ideal proprio para o qual nao existe um ideal préprio que contém Z propriamente,
dizemos que Z é um ideal primo (ou maximal).

Um filtro F em X é uma colecao nio vazia de subconjuntos de X satisfazendo:

a) Para todos A,BC X,se A€ Fe AC Bentao B € F.
b) Se A,B € F entao ANB € F

Se F é um filtro tal que () ¢ Z, entao F é dito ser um filtro proprio.
Se F é um filtro préprio para o qual ndo existe um filtro préprio que contém F propriamente,
dizemos que F é um ultrafiltro.

O filtro dual de um ideal Z em X, é o conjunto Z* = {X \ A: A € T}.

O ideal dual de um filtro Z em X, é o conjunto F*={X \ A: A € F}.

Seja k um cardinal. Um filtro (ideal) é dito xk-completo se for fechado para interse¢oes (unides)
de cardinalidade < . ]

Filtros podem ser pensados como uma cole¢ao de subconjuntos “grandes” de X (como, por
exemplo, 0s conjuntos cofinitos, coenumeréveis, etc), e ideais, subconjuntos “pequenos” (como os
finitos, os enumeréveis, etc). Na literatura, é comum encontrar textos que exigem que para que J
seja filtro, que () ¢ F, e que para que Z seja ideal, que X ¢ Z. Definindo-se filtro e ideal dessa
forma, é claro que o conceito de ideal proprio e de filtro préprio torna-se redundante. Nesse texto,
preferimos tomar a abordagem da defini¢ao acima, admitindo que & (X) seja um ideal (filtro) nao
proprio.

A proposicao abaixo decorre imediatamente das defini¢oes e pode facilmente ser verificada pelo
leitor.

Proposicao 1.1. Sejam Z, F um ideal e um filtro em X, respectivamente. Entdo Z* é um filtro, F*
é um ideal e valem as igualdades (Z*)* = I, (F*)* = F. A propriedade de ser proprio é preservada
por essa operacdo. Além disso, o ideal dual de um ultrafiltro ¢ um ideal primo, e o filtro dual de
um ideal primo é um ultrafiltro. [l

Note que o conjunto de todos os subconjuntos finitos de X # (), denotado por [X]<¥ é um
ideal proprio em X. O seu dual é o filtro dos subconjuntos cofinitos de X, que, no caso de X = w,
denotaremos por Fr, e este é chamado de Filtro de Fréchet.

Notemos que a unido de uma cadeia de filtros (ideais) proprios em X também é um filtro
(ideal) proprio em X. Portanto, a proposi¢ao abaixo é uma aplicacdo imediata do lema de Zorn e
a demonstragao fica a cargo do leitor.

Proposicao 1.2. Todo filtro proprio esta contido em um ultrafiltro e todo ideal préprio esta contido
em um ideal primo. O
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Defini¢ao 1.2. Seja X um conjunto nao vazio. Dizemos que A C & (X) tem a propriedade da
intersecao finita (pif) se para todo F C A néo vazio e finito, NF # (. O

Note que todo filtro proprio tem pif. Para uma reciproca parcial, veremos abaixo que toda
colecdo de subconjuntos de X que possui a pif estd contida em ao menos um filtro préprio.

Proposicao 1.3. Seja X um conjunto ndo vazio e 4 C & (X). Existe um filtro proprio F que
contém A se, e somente se, A tem pif. Nesse caso, existe um filtro préprio F com a propriedade de
ser menor filtro que contém A, ou seja, se G é um filtro que contém A, entdo G contém F.

Demonstrag¢do. Suponha que A tem pif. Seja F = {C' C X : 3B C A (B é finito, nao vazio e NB C
C)}U{X}.! Temos que F é ndo vazio. Se C € Fe C C D C X, temos que ou X = C = D, e, nesse
caso, D € F, ou existe B C X ndo vazio e finito tal que (B C C C D, e, portanto, D € F. Se
C,D € F sao distintos de X, existem A, B C X finitos e nao vazios tais que [JA C C, (B C D.
Temos que [J(AUB) C CN D, logo, CND € F. Caso um deles seja X, a intersecdo entre eles
é igual ao outro. Finalmente, ()} ¢ F pois, caso contrario terfamos que X = () ou existiria B C A
finito tal que (B = 0, o que viola a pif. Assim, F é um filtro proprio.

Temos que A C F, pois, dado C' € A, basta tomar B = {C}. Resta ver que F ¢ o menor filtro
que contém A. Suponha que G é filtro e que A C G. Fixe C € F. Existe B C A finito e nao vazio
tal que NB C C. Como G é filtro e B C G é finito e ndo vazio, temos que NB € G. Como NB € G e
NB C C, temos que C € G. Logo, F C G.

Reciprocamente, se existe um filtro proprio F que contém A, todo subconjunto finito de A ndo
vazio tem intersecao nao vazia, caso contrario terfamos que () € F. U

Reunindo as proposigoes 1.3 e 1.2, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 1.4. Seja X # () um conjunto. Se A C & (X) possui a pif, entdo existe F ultrafiltro tal
que AC F. O

Defini¢gao 1.3. Seja A uma cole¢ao de conjuntos de X # (). O menor filtro que contém A é
denotado por (A) e chamado de filtro (em X) gerado por A. Note que, caso A ndo tenha pif, temos
que (A) = & (X), e, pela construgdo da Proposicao 1.3, se A tem pif, entao (A) é proprio. O

A proposicdo abaixo é muito util ao se trabalhar com a noc@o de ultrafiltro, e, em diversos
textos, é tomada como defini¢io de ultrafiltro.

Proposicao 1.5. Um filtro proprio F em X é um ultrafiltro se, e somente se, para todo A C X,
ouAe FouX\AeF.

Demonstra¢do. Suponha que F é um ultrafiltro e fixe A C X. Suponha que X \ A ¢ F. Veremos
que A € F. Suponha por absurdo que nao. Veremos que F U {A} tem pif, e, portanto, esta contido
em um filtro, o que ¢ absurdo. Seja A C F finito e ndo vazio. Suponha por absurdo que AN A = (.
Entao (A C X\ A, logo, X \ A € F, absurdo. Logo, FU{A} tem pif, e, assim, F nao é ultrafiltro.

Reciprocamente, suponha que F seja um filtro proprio tal que para A C F, ou A € F ou
X \ A € F. Suponha que G D F seja um filtro proprio. Veremos que vale a inclusdo contraria. Fixe
A € G. Temos que A € F ou X \ A € F. Se ocorrer a segunda opc¢ao, temos que X \A € Ge A € G,
logo, § € G, absurdo. Assim, A € F. O

Trabalhando com a dualidade entre filtros e ideias, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 1.6. Um ideal proprio Z em X é um ideal primo se, e somente se, para todo A C X, ou
AcZouX\Ael.

Notemos que dado = € X, ({z}) = {4 C X : x € A} é um ultrafiltro.

! A unifio com {X} s6 é necesséaria para incluir o caso A = §.
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Definicao 1.4. Um ultrafiltro é dito fixo ou principal se ele for do tipo ({z}) para algum z € X.
Um filtro é dito livre se ele contém todos os subconjuntos cofinitos de X. Um ideal em X é dito
livre se contém todos os subconjuntos finitos de X. (I

A proposicao abaixo diz que todo ultrafiltro ou é fixo, ou é livre.
Proposicao 1.7. Um ultrafiltro em X é fixo se, e somente se, ele nao é livre.

Demonstra¢ao. Mostraremos que se F é um ultrafiltro em X que possui um elemento finito, entao
X é fixo. Suponha que F é um filtro que possui um elemento finito. Seja A € F um conjunto
de menor cardinalidade possivel. Sabemos que A € finito e ndo vazio, assim, fixe z € A qualquer.
Temos que {z} € F ou X \ {z} € F. Se a segunda opcao ocorrer, (X \ {z})NA=A\{z} € F, o
que é absurdo pois |[A\ {z}| < |A|. Logo, {z} € F. Assim, ({z}) C F. Como o primeiro & ultrafiltro,
segue a igualdade.

Reciprocamente, se X é fixo, segue diretamente da defini¢cdo que ele possui um conjunto unitario
como elemento, assim, ele ndo é livre. O

A defini¢do seguinte serd particularmente util ao se falar em happy families.

Definicao 1.5. Um ideal Z em X é dito alto se para todo Y C X infinito existe I € Z tal que
INY é infinito.
Dado um ideal Z em X, definimos Z+ = £ (X) \ Z, e um elemento deste conjunto ¢ dito ser
Z-positivo. Se Y é Z-positivo, denotamos por Y|Z o ideal em Y dado por {Y NI :1 € Z}.
O

Como um exemplo, notemos que se Z é o ideal dos conjuntos finitos em X, entdo Z* é a colecao
dos subconjuntos infinitos de X.

Por fim, apenas inseriremos uma nomenclatura para falar do conjunto dos ultrafiltros livres
sobre w, que, mais tarde, veremos ser a compactificacdo de Stone-Cech de w.

Definicao 1.6. w* é o conjunto de todos os ultrafiltros livres de w. O

1.2 Combinatéria infinita basica

Nessa secao, explicitaremos as demonstracoes de algumas proposigoes simples sobre combinaté-
ria infinita basica que usaremos ao longo da dissertacao.

Lema 1.8. Sejam A, B conjuntos infinitos de cardinalidade . Ent&o existem 2% fungoes bijetoras
de A em B.

Demonstragao. Seja F o conjunto de todas as fungoes bijetoras de A em B. Temos que |[F| <
|AB| = k% = 2%, Para a inclusdo contraria, particionemos A em dois conjuntos de cardinalidade &,
denotados por C, D. Fixe ¢ : A — B bijetora. Para cada K C C, fixe fx € F tal que fx(x) = ¢(x)
para todo =z € K, e fx(x) € ¢[D] para todo x € C'\ K. Se K,L C A, temos que se K # L entao
fr # fr. Como |22 (A)| = 2%, segue a tese. O

Definicao 1.7. Uma funcao n-aria em A é uma funcdo f: A" — A. Se B C A, dizemos que B é
fechado sobre f se f"[B] C B. Uma funcao finitaria ¢ uma fungéo n-aria para algum n natural. Se F’
¢ uma colecao de fungoes finitarias em A, o fecho de B por F' é a intersegdo de todos os subconjuntos
de A fechados por cada f € F, o que coincide com o menor subconjunto de A fechado por cada
funcao de F' (que ¢é a intersecao de todos os subconjuntos de A fechados por cada f € F). O

Proposi¢ao 1.9. Seja x um cardinal infinito e A um conjunto. Suponha que B C A, B < k e que
F é um conjunto de < k funcgoes finitaria em A. Entdo o fecho de B por F tem cardinalidade < k.
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Demonstragio. Se D C A e f € F é n-aria, seja f « D = f[D"]. Note que se |D| < k entao
|f * D| < k. Seja Cy = B. Definido Cy, seja Cpy1 = C,, UJ{f x Cy, : f € F}. Temos que cada C,
tem cardinalidade < k. Seja C, = Unew C,. Temos que C,, tem cardinalidade < k e é fechado por
F. O

Lema 1.10 (Lema de Konig). Suponha que k,\ sdo cardinais infinitos e que cf x < . Entao
k* > k. Além disso, para todo cardinal 0, cf 20 >

Demonstragio. Para a primeira afirmacio, seja f : A\ — & cofinal. Seja ¢ : & — £*. Veremos que g
nao é sobrejetora. Seja h : A — k dada por:

h(e) = min(x \ {(g(p))(a) : p < f(@)}).

Afirmo que h ¢ rang. Pois suponha que esteja. Existe p tal que g(uo) = h. Como f é cofinal,
existe a tal que f(a) > po. Assim, h(a) € (k \ {(9(p))(@) : p < f(a)}), o que é absurdo pois

po < f(e) e (g(po))(c) = h(a).
Para a segunda afirmacdo, suponha por absurdo que cf 2* < \. Entao, pela primeira afirmacao,
(2M* > 24 0 que é absurdo. O

Proposigao 1.11. Suponha GCH, a hipétese generalizada do continuo (i.e, 2 = x* para todo
cardinal ). Sejam A > 1 um cardinal e x um cardinal infinito. Entao:
i) Kk <A—rM=AT.
i) k >A>cfk = k) =rT.
iii) A <cfr — Kk = k.

Demonstracdo. Provaremos cada item, em ordem.

i) Temos que AT = 2% < k* < A < (2M)* = 2 = XT| logo, valem todas as igualdades
intermediarias.

ii) Pelo Lema de Konig, x* > &, logo, kT < k* < k% = 2% = kT, assim, segue a tese.

iii) Primeiro, notemos que a hipétese implica que *x = (J{*a : a < x}. Logo, #* < sup{|a|* :
a < k}.k. Dado a < K, se |a| < A, de i) segue que |a|} = AT < cfk < k. Se A < |a|, temos
que |a]* < Jallel = 2lel = |a|t < k. Assim, segue a tese.

O

1.3 Axioma de Martin

Defini¢ao 1.8. Uma pré-ordem é um par (P, <), onde < é uma relagao reflexiva e transitiva em
P, ou seja:

a) Para todo a € P, a < a (propriedade reflexiva).
b) Para todos a,b,c € P, se a <be B < centdao a < ¢ (propriedade transitiva).

Notemos que ndo estamos exigindo a propriedade antissimétrica (para todos a,b € P, se a < b
e b < a, entdo a = b). Caso (P, <) seja uma pré-ordem que satisfaga essa tltima propriedade, ela é
dita uma ordem parcial.

Dizemos que F' C P é um filtro se for ndo vazio e satisfizer as seguintes propriedades:

a) Para todos a,b€ P,sea<bea¢€ F entdo b € F (F é fechado para cima).

b) Para todos a,b € F existe ¢ € F tal que c < aec<b.
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Se a,b € P sao tais que existe ¢ € P tal que ¢ < a e ¢ < b, entao a,b sao ditos compativeis.
Caso contrario, eles sdo ditos incompativeis e escreve-se a L b.

Uma anticadeia em (P, <) é um subconjunto A C P tal que para todos a,b € A temos que a L b.
Dizemos que (P, <) tem a condi¢do de anticadeia enumeravel (countable antichain condition, c.c.c.)
se toda anticadeia em (P, <) é enumeravel.

MA(k) € a seguinte afirmagao: Para toda pré-ordem (P, <) com c.c.c. e para qualquer cole¢ao
C de subconjuntos densos de P com |C| < k, existe um filtro F tal que F'N D para todo D € C.

m é o menor cardinal k para o qual vale - MA(k).

O axioma de Martin é a afirmagdo m = ¢. Veremos a seguir que em ZFC podemos provar que
w<m<c.

Se P é uma pré-ordem, MA p(k) € a seguinte afirmacao: para qualquer colecao C de subconjuntos
densos de P tal que |C| < k, existe um filtro F em P tal que F'N D para todo D € C.

O

Proposicao 1.12. w <m < c.

Demonstracao. Para mostrar que vale M A(w), fixe uma pré-ordem P com c.c.c. e seja {D,, : n € w}
uma colegdo de subconjuntos densos em P. Fixe zg € Dy. Definido z,, tome x,4+1 € Dy com
ZTnt1 < xy. Por fim, considere F' = {p € P: 3In € w(x, < p)}. Fica a cargo do leitor verificar que
F & um filtro, e temos que dado n, x, € FFND,,.

Para mostrar que nao vale M A(c¢), suponha por absurdo que vale. Seja P o conjunto das funcoes
parciais finitas de w em 2, com a ordem da inclusao reversa, ou seja,

de modo que p < g+ q C p.

Para cada f € w¥,seja Dy ={pec P:p ¢ f}. Paracadan € w, seja E, = {p € P:n € dom p}.
Note que P tem c.c.c., pois é enumeravel. Por hipotese, existe um filtro F' que intersecta cada F, e
cada Dy. Temos que g = |J F' é uma funcao, pois ¢ uma unido de fungdes compativeis. Temos que
o dominio de g é w, pois dado n natural, existe p € F N D,. Assim, g : w — 2. Porém, tomando
p € FN Dy, segue que p g, o que é absurdo. O

Observacao: Notemos que para provar MA(w), nao foi necessario utilizar que P possui c.c.c.
Assim, temos que para toda pré-ordem P, vale MAp(w).

Por fim, provaremos o seguinte lema envolvendo o cardinal m, que serd utilizado na sec¢do
sobre pequenos cardinais para provar algumas implicagoes do Axioma de Martin e desigualdades
envolvendo o cardinal m.

Proposi¢ao 1.13. k < m implica que para todo A,C C & (w) tais que |A|,|C| < k e tais que para
todo y € C e para todo F C A finito, |y \ |J F| = w, existe D C w tal que Vo € A(|D Nz| < w) e
VY eC(|IDNY| =w).

Demonstragio. Considere P = [w]<¥ x [A]<¥ ordenado por:

(s, F)<(5,F)++sCs NFCF AVX e F(Xns Cs)

E facil verificar que < é uma pré-ordem e que para todo s € [w]<“ e para todos F, F’ € [A]<¥,
(s, FUF') ¢ uma extensao comum de (s, F') e (s, F’). Isso mostra que se B ¢ uma anticadeia de P e
(s, F) # (¢, F') sao elementos de B, entdo s # s'. Como [w]<“ é enumeravel, segue que a anticadeia
é enumerével. Assim, P tem c.c.c.

Para cada X € A, seja Ex = {(s,F) : X € F'}. Temos que Ex é denso pois dado (s, F'), temos
que (s, FU{X}) < (s, F).

Para cadan €weY €C, seja DY = {(s,F) € P:sNY ¢ n}.

Temos que cada DY é denso: dado (s, F), tomemos m € Y \ |JF com m > n e considere
(sU{m}, F).
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Seja G filtro intersectando cada um dos Ex, DY . Seja D = |J{s: (s,F) € F}. Dado X € A,
seja (s, F) € G com X € F. Afirmo que XN D C s. Com efeito, dado (', F') € G, temos que existe
(8", F") € G extensdo comum de (s, F) e (s, F’). Assim, temos que s N X C s’ N X C s. Como
isso vale para todo s’ dessa forma, segue que DN X C s.

Agora fixe Y € C. Fixe n natural. Existe (s, F') € GNEY . Temos que sNY € nesnNY C DNY.
Assim, DNY ¢ n. Como n é arbitrario, segue que D NY & infinito. O

1.4 Topologia da ordem e principios combinatdrios

Defini¢ao 1.9. Uma ordem linear, ou ordem total é um par (P, <) com P nao vazio e < uma
relacdo em P que satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Para todo a € P, a < a.

(b) Para todos a,b,c € P,se a <beb<centdoa<c.
(c) Para todos a,be P,sea<beb<aentdoa=»b
(d) Para todos a,b € P, temos que a < bou b < a.

Espera-se que o leitor tenha familaridade com as noc¢oes de ordem total estrita induzida por
uma ordem total. O

Definicao 1.10. Seja P uma ordem total e a,b € P. Define-se:

a) (
b) (

) (a,b) ={x e P:a<z<b} (e)
) )
(¢) [a,b)={xzeP:a<z<b} (8)
) (h)

(a) (a, —o0,b)={zr e P:x<b}
(b) (a,b] ={x € P:a <z <b} (f) (—o0,b] ={z e P:2x<b}

a,0)={r € P:a<uz}

(d) [a,b) ={x € P:a<x<b} h) [a,00) ={z € P:a <z}
Note que os simbolo co e —oo fazem apenas parte da notacao, e ndo sao elementos de P. A

notacao acima serd utilizada mesmo para conjuntos que tenham menor e maior elemento. O

Defini¢ao 1.11. Seja (P, <) uma ordem total. A topologia da ordem em P é a topologia gerada
pelos conjuntos do tipo (—oo,b) e (a,00) para a,b € P. O

A demonstracao da proposicao abaixo fica a cargo do leitor.

Proposicao 1.14. Na notagao acima, se |P| > 1 temos que se a = min P, entdo uma base local
para a é {[a,b) : b > a}. Se a = max P, uma base local para a é {(b,a] : b < a}, e se a ndo é minimo
nem maximo de P, uma base local para a é {(b,c) : b < a < c}. Além disso, intervalos abertos sao
todos abertos, e intervalos fechados sao todos fechados.

Proposicao 1.15. Seja X um espaco topolégico. Temos que X é hereditariamente normal se, e
somente se, para todos A,B C X, se clANB =clBN A = () entdao existem U,V C X abertos
disjuntos com A CU,B C V.

Demonstracio. Seja Y C X subespago. Tome A, B fechados em Y disjuntos. Temos que clANY
e cl BNY sao disjutos. Temos que cl(clANY)N(cIBNY) Ccl(clA)NeclY NelBNY =clAN
Y NnelBNY = 0. Analogamente, cl(clBNY) N (clANY) = 0. Assim, existem U,V C X abertos
disjuntos com clANY C U, clBNY C V. Considere os abertos em Y dados por UNY,V NY.
Reciprocamente, suponha que X é hereditariamente normal e suponha que clANB = clBN
= (). Temos que clAN(AUB) = AeclBnN(AUB) = B sao disjuntos. Assim, temos que
clAN(AUB) =AecBN(AUB) = B sao fechados disjuntos de AU B. Assim, existem U,V
abertos em X taisque ACUe BCVeUNVN(AUB) = 0. Considere os abertos U \ ¢l B,
V\ clA. 0
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Definigao 1.12. Seja (P, <) uma ordem total munida da topologia da ordem. Entao P é Hausdorff
e hereditariamente normal. |

Demonstra¢ao. Para ver que P é Hausdorff, suponha que a,b sao elementos distintos de P. Sem
perda de generalidade, a < b. Se existe ¢ tal que a < ¢ < b, considere (—o0,c¢) e (¢,00). Caso
contrério, considere (—o0,b) e (a, o).

Para ver que P ¢ hereditariamente normal, suponha que ANclB = cl AN B = (. Veremos que
existem abertos disjuntos U,V com ACU, BCV.

Primeiro, vamos supor que A, B ndo contém extremos de P, ou seja, min P,max P ¢ AU B (se
existirem).

Para cada a € A, escolha pg, g, satisfazendo:

Para ver que existem pg, ¢4, como ANcl B = (), existem p,q com p < a <gqe (p,q)NB=10.Se
(a,q) =0, seja g, = q. Caso contrario, se (a,q) N A # 0, tome ¢, € (a,q) N A. Caso contrario, tome
da € (a,q) qualquer. Analogamente, escolhe-se p.

Seja U = Uyca(Pas@a)- Temos que A C U e BNU = (. Seja V. = P\ clU. Temos que V &
aberto e UNV = (). Resta ver que B C V. Para isso, veremos que BNclU = (). Para isso, basta ver
que dado b € B, existe uma vizinhanca de b que nao intersecta U. Fixe b. Como BNcl A = (), tome
u,v € Pcomu<b<wve (u,v)NAF#0. Suponhamos que (u,b) e (b,v) sejam nao vazios. Assim,
podemos supor, encolhendo (u,v) se necessario, que u,v ¢ A. Suponha por absurdo que (u,b) NU.
Temos que existe a com (u,b) N (pa,qs) = 0. Tome z na intersegao: Dividiremos a prova em casos:

Caso 1: u < pg: como a € A, temos que a ¢ (u,v). Porém, p, < a, assim, v < a. Logo,
temos que u < p, < v < a. Como x € (u,v) N (Pa,qa), temos que p, < = < v. Logo, temos que
u < p, <z < v < a Note que (pg,a) # 0. Aléem disso, temos que p, ¢ A, ou terfamos que
(u,v) NA# 0 ouwe A. Assim, devemos ter que (pq,a) N A =0 (de (d)), o que implica que = ¢ a.
Absurdo.

Caso 2: p, < u: como a € A, temos que p, < u < v < a. Mas entao b € (pq, qq), absurdo.

Analogamente, (b,v) NU # () gera um absurdo. Se, inicialmente, tivessemos (u,b) = (), bastaria
considerar o que acontece com (b, v), e vice-versa. Se ambos forem vazios, temos que b é aberto e
nao intersecta U.

Resta apenas discutir o que acontece se extremos de P estdo em AU B. Se x = min P estd em
AU B e o maximo nao estd/nao existe, sem perda de generalidade vamos supor que = € A. Se x é
ponto isolado, Tomemos U,V que separam A \ {z}, B, e consideremos U U {z}, V' \ {z}. Se = nao
for ponto isolado, como ANecl B = (), existe ¢ com [x,¢) N B = ). Tomemos abertos U, V separando
(A\ {z}) U (x,¢), B. Temos que = ¢ V, ou terfamos que V N (z,¢) # (), e como (x,¢) C U, temos
que U U {z} continua aberto. Considere U U {z}, V. O

Porém, a topologia da ordem pode nao ser perfeitamente normal, ou seja, pode ndo ser ao mesmo
tempo perfeito (todo fechado é um Gy) e normal, como ocorre no exemplo abaixo.

Proposicao 1.16. w; + 1 nao é perfeitamente normal.

Demonstragao. {w1} é um fechado que nao é um Gs: Todo aberto contendo {w;} é co-enumeravel,
portanto, qualquer intersecdo enumerével destes é ndo enumerével. O

Como cultura geral, provaremos uma condi¢do necesséria e suficiente para que uma topologia
da ordem seja conexa.
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Definicao 1.13. Seja P uma ordem total. Seja A C P. Dizemos que b € P é limitante superior de
A, ou majorante de A, ou cota superior de A, se Va € A (a < b). Dizenos que um majorante b de
A é supremo de A é um majorante de A tal que Ve € P, se ¢ é majorante de A entdo b < ¢. E facil
mostrar que caso exista, o supremo de A é tinico e é denotado sup A. Analogamente, define-se cota
inferior/limitante inferior/minorante e inf A.

A C P & limitado superiormente se possui um majorante, e limitado inferiormente se possui um
minorante.

Dizemos que P possui a propriedade do supremo se para todo A C P, se A é ndo vazio e limitado
superiormente entdo A possui um supremo.

Dizemos que P é denso em si mesmo se para todos a,b € P, se a < b entao existe ¢ € P com
a<c<hb. O

O lema abaixo fica a cargo do leitor:

Lema 1.17. Seja P uma ordem total e a,b € P com a < b. Entdo a topologia de subespago de
[a, b] induzida pela topologia da ordem em P coincide com a topologia da ordem em P.

Note que uma generalizacdo do fato acima nem sempre é valida: Considere [0,1) U {2} C R.
Agora introduziremos no¢oes importantes para enunciar alguns principios combinatorios.

Defini¢do 1.14. Seja o um ordinal munido da topologia da ordem. C' C « & um club (closed and
unbounded) se, e somente se, for fechado e ilimitado. S C « é ndo-estacionario se existe um club
C Cacom CNS = 0. Caso contrario, S ¢ dito nao estacionario.

Define-se ainda Club(a) como a cole¢ao dos subconjuntos de o que contém um club. O

Lema 1.18. Seja a um ordinal. C C « é fechado se, e somente se, for ilimitado em « e
VB € a(C'N B éilimitado em § — B € C)

Demonstra¢do. Suponha que C' é fechado e seja § < « ordinal limite tal que C' N« é ilimitado em
a. Uma base local de § sao intervalos do tipo (v, 5] com v < . Dado ~, por hip6tese temos que
CN(v,8] #0. Assim, g € clC =C.

Reciprocamente, suponha que essa propriedade vale para C. Veremos que C' ¢ fechado. Tome
B € clC. Se B 0 ou for um ordinal sucessor, temos que 8 é um ponto isolado, portanto, 5 € C.
Caso contrario, 8 é limite. Suponha por absurdo que § ¢ C. Veremos que 3N C é ilimitado em S,
e assim, seguird um absurdo. Dado v < f3, temos que (7, 3] é aberto. Como 5 € clC, temos que
(7,8 N C # 0. Logo, existe 6 € C com v < § < . Como 8 ¢ C, temos que v < § < 3, e, assim,
segue a tese. (]

Proposicao 1.19. Suponha que p é limite e que kK = cf(p) > w. Entdo uma intersecao de menos
de K clubs de a é um club. Consequentemente, Club(u) é um filtro cf(u)-completo.

Demonstra¢do. Seja A < k um cardinal infinito. Para cada o < A seja C, um club em u. Seja
D = (N,crCa- Como D ¢é uma intersecao de fechados, segue que D ¢é fechado. Resta ver que D é
ilimitado. Dado £ < p e seja fo(§) € Cq maior que £. Seja g(§) = sup{fa(§) : @ < A}. Como A < &,
segue que ¢g(§) < p. Definamos ¢g¥(§) = sup{g™(§) : n € w}. Temos que ¢g¥(§) < u pois w < k. Fixe
&. Como g"(€) ¢é estritamente crescente, temos que ¢¥(€) é um ordinal limite. Fixado «, temos que
C, ¢ ilimitado em ¢¥(£): dado 8 < ¢*(€), existe n com B < ¢"(€) < fa(g"(&)) < g™ (&) < g¥ (&),
e fa(g"(&)) € Cq. Assim, como C,, é fechado, temos que ¢*(§) € Cy e < ¢g¥(§) > £ Como « é
arbitrario, < ¢g*(§) € D. Como £ é arbitrario, D ¢é ilimitado. O

Note que a condicao cf(u) > w é realmente necesséaria, caso contrario, sendo o, (n € w) uma
sequéncia estritamente crescente e cofinal em p, temos que {ao, : n € w} e {ao,41 1 n € w} sdo
dois clubs disjuntos.

Corolario 1.20. Suponha que p é limite e que cf (1) > w. Entao S C « é estaciondrio, se, e somente
se, S ¢ Club(u)*, sendo este altimo o ideal dual de Club(pu).
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Defini¢ao 1.15. ¢ é a afirmagao: Existe uma familia (A, : @ < wy) tal que, para cada o, Ay C «
e:

VACwi ({a <wi:ANa= A,} é estacionario}).
Uma, sequéncia dessa forma é chamada de sequéncia ¢, ou sequéncia diamante. Il

Lema 1.21. $ — CH

Demonstragao. Seja (Aq @ o < wy) uma sequéncia diamante. Entdo dado A C w, existe a > w com
A=ANaoa=A,. Assim:

P (w) ={Aq : Aq Cw},
0 que implica que |2 (w) | < w;. O

Antes de terminarmos a secao, enunciaremos e provaremos o Lema de Fodor, também conhecido
como Pressing Down Lemma.

Lema 1.22. Suponha que k > w é regular e seja A uma colecdo de menos do que k fungoes finitéarias
em k (ou seja, cada f € A tem dominio k™ para algum n natural, e imagem ). Entao o conjunto
abaixo é um club:

C={y<r:VfeA(f: " = re f[y"] Cv)}
(C & o conjunto dos ordinais fechados por A).

Demonstra¢ao. Para ver que C é fechado, suponha que + é um ordinal limite tal que C N~y é
ilimitado em ~. Fixe f € A fungdo n-aria. Se B1,...,08, < 7 temos que existe 8§ € C N~ com
By, Bn < B. Logo, f(B1,...,0n) < B < ~. Isso mostra que f[y"] C v, e, assim, v € C. Para ver
que C ¢ ilimitado em k, tome & < k. Seja & = £. Definido &, < k, seja sup g(&,) < Ent1 < K, 9(&n)
é o fecho por A de &,, que, pelo Lema 1.9, tem cardinalidade < k, e, assim, pela regularidade de «,
sup g(&n) < k. Por fim, seja & = J,,¢,, §n < K. Temos que &, > & é fechado por A. O

Lema 1.23. Seja k > w regular e seja (Cy)a<x uma familia de clubs. Entao a intersegdo diagonal
da familia, definida abaixo, é um club.

D={y<k:Ya<~y(yelCy)}

Demonstracao. Veremos primeiro que D é fechado. Se «y é limite e D N~y é ilimitado em -, veremos
que v € D. Para isso, devemos ver que se o < v entdo v € Cy. Entdo suponha que a < «. Devemos
ver que v € Cy. Como C, é fechado e v é limite, basta ver que v N C, é ilimitado em C\. Ora, se
& <, como DN~ éilimitado em 7, existe 8 <y com > & ae S € D. Logo, B € C,. Como £ é
arbitrario, v N Cy, € ilimitado em ~, entdao v € Cy. Como « < 7y é arbitrario, segue a tese.

Para ver que D ¢ ilimitado, fixe £. Seja § = . Definido &, < &, como &, < ¢(k) = K, temos que
Na<e, ¢ um club. Tome &1 > &n. Seja &u = e, §n < K. Temos que §, > § e &, € D. Para ver
essa ultima afirmacgaoo, dado a <, temos que existe n tal que &, > a. Dai, a sequéncia (&,)m>n
mostra que &, N Cy é ilimitado em &, assim, &, € C,. O

Lema 1.24 (Lema de Fodor). Seja k > w um cardinal regular, S C k estacionério e f : S — & tal
que Vv € S(f(v) < 7). Entdo existe a <  tal que f~[{a}] é estacionario.

Demonstracio. Suponha que nio. Para cada a, tome C, club com C, N f~[{a}] = 0. Seja D =
{7 : Va < v(y € C4)}. Pelo lema anterior, D é um club. Porém, temos que D NS = (), pois se
v € DNS, temos que f(y) # a (Va < ), contradizendo que f(v) < . Absurdo. O
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1.5 Espacgos conexos, zero Dimensionais e totalmente desconexos

Espera-se que o leitor tenha alguma familiaridade com a nogdo de conexidade. Nesta secdo,
revisaremos algumas outras nocoes relacionadas a esta.

Definigao 1.16. Um espago topologico X ¢ dito conexo se os tinicos clopens de X sdo X e (). O

Proposicao 1.25. Seja X um espaco topoldgico e seja A uma cole¢do de subespagos conexos de
X tais que para todo A, B € X, temos que AN B # (). Entao |J.A é conexo.

Demonstragao. Seja Y = JA. Seja C um clopen nao vazio de Y, e seja D =Y \ C. Veremos que
C=YeD=0.

Dado A € A, temos que A C C ou A C D: Se ANC # (), temos que AN C ¢ clopen nao vazio
de A, logo, ANC = A, assim, A C C. Analogamente, se AN D # () temos que A C D. Como
AN(CUD)= A, segue a tese.

Sejam C={A € A: ACC},D={Aec A: AC D}. Temos que C,D particionam A. Como
C # 0, temos que C # (). Tome A € C. Temos que D = (), pois se B € D, temos que AN B # 0.
Porém ANB CCND =0. Logo, C=A, assim, C C|JA=JCCC,e D=0. O

Proposicao 1.26. Seja A C X conexo e suponha que A C B C cl A. Entao B é conexo.

Demonstra¢ao. Suponha que C C B é um clopen nao vazio de B. Como A é denso em B e C &
aberto em B, temos que AN C # (). Como C N A é clopen nao vazio de A, temos que C N A = A.
logo, A C C. Como C é fechado em B e contém o denso A, temos que C' = B. O

Definicao 1.17. Seja X um espago topoldgico. Para todo C;, a componente conexa de x é o
conjunto dado por:
Cx:U{AgX:xEAeAéconexo}

Um espago topolégico X é dito totalmente desconexo se os tinicos subespagos conexos de X sao
0S unitarios. (]

Proposicao 1.27. Dado z € X, C, é conexo e fechado. Além disso, X é a unido disjunta de suas
componentes conexas.

Demonstra¢do. Temos que C, é conexo pois ¢ uma unido de conexos com um ponto em comum (0
ponto x). C, é fechado pois clC, é conexo, logo, clC, C C,. X é a uniao de suas componentes
conexas pois para todo x € X, z € Cy, e a unido ¢ disjunta pois se Cy, # Cy, temos que C; NCy = 0,
ou teremos que C, U Cy é conexo, logo, C, UC, C C, e C, UC, C Oy, assim, C, = C,,. O

Nosso objetivo agora é provar uma equivaléncia 1til para trabalhar-se com espacos totalmente
desconexos. Para o restante da secdo, usaremos as seguintes relacoes:

Definicao 1.18. Seja X um espaco topologico. Dizemos que x ~ y se, e somente se, existe C C X
conexo com z,y € C. Dizemos que x ~ y se ndo existe C C X clopen comz € C,y € X\ C. O

E facil verificar que as relacdes acima sio relacdes de equivaléncia, que as classes de equivaléncia
de ~ sdo as componentes conexas, e que a classe de x por ~ ¢ dada por D, = (({A C X :
A é clopen e x € A}. Os conjuntos D, sdo as quase-componentes de X. A proposigao abaixo é de
facil demonstracao e fica como exercicio:

Proposicao 1.28. Se x ~ y entdo = = y. Logo, para todo x, C, C D,.
Seguiremos agora para a seguinte proposigao:

Proposicao 1.29. Suponha que X é compacto Hausdorff. Entao D, é conexo (o que implica em
D, =C,).
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Demonstracdo. Suponha que X1, Xo C D, sao fechados disjuntos tais que X; U Xo = D,. Sem
perda de generalidade, z € X;. Veremos que X5 = ().

Como X1, Xo sfo fechados disjuntos do espago normal X, temos que existem U,V C X abertos
disjuntos com X; C U, X3 C V. Pela compacidade de X, existe uma colecdo finita Aq,..., A, de
clopens com z em cada um deles tal que D, C (' A, CUNV. Seja F = ()., A;i. Temos que
F' é clopen. Veremos que U N F' é clopen, o que implicard em que D, C U N F, o que implica em
Xo =0.

Temos que € UNF e que UNF é aberto. Para ver que U N F' & fechado, note que c(UNF') C
(clU)NF =(clU)Nn(UUV)NF=UNF.

O

Corolario 1.30. Se X é compacto Hausdorfl, entdao X é totalmente desconexo se, e somente se,
quaisquer dois pontos distintos sao separados por clopens, ou seja, se dados xz,y € X com x # v,
existe D clopen tal que z € D ey ¢ D.

Finalmente, definiremos os espagos zero-dimensionais.

Definigao 1.19. Seja X um espago topolégico. Dizemos que X é zero-dimensional se, e somente
se, o conjunto de todos os clopens é uma bhase de X. [l

Proposigao 1.31. Seja X um espaco Hausdorff. Entao X se zero-dimensional, X é totalmente
desconexo. Se, além disso, X é localmente compacto, entao vale a reciproca.

Demonstracdo. Como X é Hausdorff, temos que a condicdo de zero-dimensionalidade implica que
para todo z, C, = D, = {z}. Assim, X ¢é totalmente desconexo. Agora suponha que X ¢ localmente
compacto. Tome x € X e V vizinhanca aberta de x. Seja W vizinhanca aberta de x tal que
x €W CclW CV etal que cl W é compacto. Temos que, como cl W ¢ totalmente desconexo, {x}
é a intersecao de todos os clopens de cl W para os quais x é elemento. Por compacidade, existe um
namero finito FY, ..., F, de clopens de clW taisquex e i N---NF, CW CV. O

Sumarizando, temos o seguinte corolério:
Corolario 1.32. Seja X um espaco compacto Hausdorff. Sao equivalentes:
a) X é totalmente desconexo.
b) X é zero dimensional.

¢) Quaisquer dois pontos distintos de X sao separados por clopens.

1.6 Compactificacoes

Nessa secao, revisaremos as construcoes das compactificacoes de Stone-Cech e da compactifica-
¢ao por um ponto. Seguimos elementos de [Wil04] e [Wal75].

Definicao 1.20. Um espago topoldgico de Tychonoff é um espago topolégico Hausdorff tal que
para todo x € X e para todo F' C X fechado com = ¢ F existe f : X — [0, 1] continua tal que

f(x) =0e fIF] € {1}. O

Defini¢ao 1.21. Uma compactificagdo de um espago topologico X é um par (K, e) onde K é um
espago compacto Hausdorff e e : X — K € uma imersao topoldgica densa. Il

Note que, como a propriedade de ser um espaco de Tychonoff é hereditaria, se um espago possui
compactificacdo, ele é Tychonoff (pois, pelo lema de Urysohn todo espago compacto Hausdorff é
Tychonoff). Reciprocamente, construiremos a seguir a compactificacao (5X,e) para X Tychonoff.
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Defini¢ao 1.22. Sejam (K, e), (L,i) compactificagoes de X. Dizemos que (K, e) < (L, 1) se existe
uma fun¢do continua F' : L — K tal que F oi = e. Dizemos que (K, e) ~ (L,i) (e dizemos que as
compactifica¢oes sao topologicamente equivalentes) se, e somente se, na notagao anterior, F' é um
homeomorfismo. O

Proposicao 1.33. Seja X um espaco topologico e (K, e), (L,i) compactificagdes de X. Entao
(K,e) =~ (L,i) se, e somente se, (K,e) < (L,i) e (L,1) < (K,e).
Além disso, < e =2 sdo relacoes reflexivas, transitivas e /& é simétrica.

Demonstragio. Se (K,e) ~ (L,i), é claro que (K,e) < (L,i) e (L,i) < (K,e). Reciprocamente,
suponha que (K,e) < (L,i) e (L,7) < (K,e). Tome F,G funcdes continuas tais que Foe =i e
Goi= f. Temos que Goi=GoFoe=e, oque mostra que G o F|e[X] é a identidade. Mas como
e[X] é denso em K, temos que G o F' ¢ a identidade. Da mesma forma, F' o G ¢ a identidade, logo,
F, G s30 homeomorfismos inversos.

As outras afirmagdes ficam a cargo do leitor. (]

Verificaremos adiante o fato bem conhecido de que a compactificagdo de Stone-Cech é uma
compactificacdo maximal nessa ordem.

Lema 1.34. Seja S um espaco Hausdorff, f : S — T continua e A C S denso tal que f|A é um
homeomorfismo. Entao f[S\ 4] C T\ f[A].

Demonstra¢go. Suponha por absurdo que ndo. Tome z € f[S\ A] com z € f[A]. Temos que z = f(y)
para algum y € S\ A, e z = f(x) para algum x € A. Temos que f(z) = f(y). Tomemos vizinhancas
disjuntas U,V de z,y. Como f|A é um homeomorfismo, f[U N A] é uma vizinhanca de f(x) em
f[4], entao f[U N A] =W N f[A] onde W é uma vizinhanga de f(z) em T

Se O é uma vizinhanga de y, afirmo que f[O] € W. Para ver isso, tome w € O NV N A. Temos
que f(a) ¢ fI[UNA] pois f|A é injetora e VNU = 0. Mas f(a) € f[A]. Assim, f(a) ¢ W. Logo, f

nao é continua em y. O
Proposicao 1.35. Suponha que (K, e) e (L,i) sdo compactificacoes de X e que F oi = e. Entao:
(a) Fi[X] é um homeomorfismo de i[X] em e[X].
(b) FIL\[X]] = K \ e[X]
Demonstracdo. Temos que:
(a) Fli[X]=eoi™! que é um homeomorfismo.

(b) Pelo item acima, F é sobrejetora. Como F[i[X]] N K \ e[X] = 0, temos que K \ e[X] C
FIL\ i[X]]. A desigualdade contraria segue do lema anterior.

O

1.6.1 Zero sets

Definicao 1.23. Seja X um espaco topoldgico. A C X é um zero set se existe f : X — R continua
tal que f~1[{0}] = A, é um cozero set se existe f : X — R continua tal que f~1[R\ {0}] = A.

O conjunto de todos os zero sets de X é denotado Z(X)

Note que R é tomado com a topologia usual.

Note que o complementar de um zero set é um cozero set e vice versa. O

Definicao 1.24. Dizemos que A, B C X sao completamente separados se eles estao contidos em
zero sets disjuntos.

Se X C Y, dizemos que X é C-imerso (C*-imerso) em Y se para toda f : X — R continua
(e limitada) existe g : Y — R continua (e limitada) tal que f C g. Além disso, define-se C'(X) e
C*(X), respectivamente, o conjunto das fung¢oes continuas e das fungdes continuas limitadas de X
em R. O
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Proposic¢ao 1.36. Seja X um espaco topoldgico.

(a) Se A,B € Z(X), entdo AUB € Z(X).

(b) Se A, for uma sequéncia de elementos de Z(X), entdo (), . An € Z(X).

new

Demonstra¢ao. Para o primeiro item, considere que f, g atestam respectivamente que A, B € Z(X)
e considere f.g. Para o segundo item, considere que f, atesta que A, € Z(z) e considere

1
fla) = max{|fa(2)], 5, }-
new
O
Tomando complementos, obtemos o seguinte corolario:
Corolario 1.37. Seja X um espaco topoldgico.

(a) Se A, B sao cozero sets de X, entdo AN B também é.

(b) Se A, for uma sequéncia de cozero sets de X, entao (J,,c,, An € cozero set de X.
O

Proposigao 1.38. Seja X um espago de Tychonoff. O conjunto dos cozero-sets de X é uma base
de X.

Demonstragdo. Sabemos que X é cozero-set e que todos os cozero-sets sao abertos. Se A C X
é aberto e x € A, existe f : X — R continua com f(z) = 1 e f[X \ A] C {0}. Temos que
r € fUR\ {0}] C A. O

Proposicao 1.39. Sejam Z, W zero sets disjuntos de X e a,b € R com a < b. Seja U um cozero
set de X.

Existe f : X — [a, ] continua tal que Z = f~![{a}]

Existe f : X — [a,b] continua tal que Z = f~1[{b}]

Existe f : X — [a, b] continua tal que Z = f~![(a, b]]

Existe f : X — [a, b] continua tal que Z = f~!{[a, b)]

Existe f : X — [a,b] continua tal que Z = f~[{a}], W = f~1[{b}]
Se A C X ¢ tal que A= f~1[(a,00)] para f continua, entdo f é cozero set.

Se AC X étal que A= f~1[(—o0,b)] para f continua, entdo f é cozero set.

Se A C X étal que A= f~1[(a,b)] para f continua, entdo f é cozero set.

Se A C X étal que A= f~1[(—o0,b]] para f continua, entdo f é zero set.

Se A C X étal que A= f~![[a,c0)] para f continua, entdo f & zero set.

Se AC X étal que A= f~1[[a,b]] para f continua, entdo f é zero set (inclusive se a = b).

Se A, B sao zero sets disjuntos, existem C, D cozero sets e E, F zero sets com ENEF = (,
ACCCFEeBCDCF.

Demonstra¢ao. Com a notacao do enunciado:
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Tome g : X — R continua tal que g~ ![{0}] = Z. Considere f = min{g? + a, b}.
Tome g : X — R continua tal que g~![{0}] = Z. Considere f = max{—g? + b,a}.

)
)

c¢) Analogo.
) Analogo.
)

Seja, g,h : X — R continuas tais que g~ *[{0}] = Z, h~[{0}] = W. Considere:

Seja g = max{f — a,0}. Temos que g~'[R\ 0] = f~![(a, 00)].
Seja g = min{f — b,0}. Temos que g ![R\ 0] = f~1[(—o0,b)].
F~H(a,b)] = f~*(a, 00)] N f7H[(—00,b)].

)
)
)
(i) Seu complemento é cozero set.
)
)
)

Seu complemento é cozero set.

FHla, b)) = £~ Hla, 00)] N fH[(—o00, B]].

Pelo item (e), existe f : X — [0, 1] continua tal que f~[{0}] = A e f~'[{1}] = B. Considere
C=f(-1/3,1/3)], D = f71[(2/3,5/3)], E = f[[-1/3,1/3]], F = f~'([2/3,5/3]].

O

1.6.2 Compactificacao por um ponto

Primeiro, apresentaremos a construcao de uma compactificacdo por um ponto. Depois, daremos
uma defini¢do mais geral e provaremos a sua unicidade.

Teorema 1.40. Seja X um espaco topologico Hausdorff, localmente compacto, € nao compacto.
Seja p tal que p ¢ X, e 7 a topologia de X. Seja Y = X U {p} e seja:

B=7U{{p}U(X\K): K C X écompacto}

Entao B é uma base para uma topologia em Y que torna K um espago compacto Hausdorff e
X C K é, com sua topologia original, um subespacgo aberto de Y.

Demonstra¢do. Vejamos que B ¢ base para uma topologia em Y. Temos que |JB = Y pois X €
T CBefixadoxr e X, (X \{z})U{p} €B,logo,peUB. Se A,B € 7, temos que AN B € 7. Se
Aer, K CX écompacto, entdo € AN((X\K)U{p}) = AN(X\ K) € 7. Finalmente, Se K, L sao
compactos, entdao K UL é compacto e ({p}U(X\ K))N({p}U(X\L)) = ({p}U(X\KUL)) € B.

Essa topologia é Hausdorft: Se a,b € X sao distintos, esses sdo separados por elementos de 7, e
se a € X, temos que pela compacidade local de X, existe K compacto com x € intK C K. Assim,
intK e {p} U (X \ K) sao abertos disjuntos que separam a, p.

Como 7 C B, temos que X ¢é aberto. Seja 7" a topologia de subespaco de X. Temos que 7 C 7/
pois 7 C B, e temos que todo elemento de B intersectado com X é um elemento de 7, o que nos da
a inclusdo contraria.

Por fim, temos que Y é compacto, pois dada uma cobertura aberta A de Y de abertos bésicos,
temos que existe A € A com p € A. Como p € A, existe K C X compacto com A = (X \ K) U {p}.
Pela compacidade de K, existe C C B finito com K C |JC. Considere C U {A}. O

Corolario 1.41. Se X é um espaco topolégico Hausdorff e localmente compacto, entdao X é Ty-
chonoff.
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Definicao 1.25. Seja X um espago topoldgico Tychonoff e n natural. Dizemos que uma compac-
tificagdo (K, e) de X é uma compactificagdo por n pontos se |K \ e[X]| = n. O

Notemos que o espaco Y construido no teorema acima é uma compactificacdo de X.

Proposicao 1.42. Seja X um espaco topologico Tychonoff. Se (K, e) é uma compactificacao por
um ponto de X, entao X ¢ localmente compacto. Além disso, se (L, f) for uma compactifica¢ao por
um ponto de X entdo (K,e) ~ (L, f).

Demonstracdo. Para a primeira afirmagao, seja p € K \ e[X]. Temos que {p} é fechado em K,
logo, e[X] é aberto. Dado = € X, temos que existe L C K vizinhanga compacta de e[X] com
e(r) € L C e[X], pois e[X] & aberto e K é compacto. Logo, € e ![L], e esse tltimo é uma
vizinhanca compacta de x.

Para a segunda afirmacao, seja ¢ € L\ f[X], seja ¢ dada por ¢(e(z)) = f(x) paratodo z € X e
seja ¢(p) = q. Temos que ¢ : K — L & bijetora, e ¢|e[X] = f oe~! é continua. Temos também que
¢oe= f. Agora vejamos que ¢ é continua em p. Seja A uma vizinhanga aberta de ¢ em L. Temos
que F = L\ A C X é compacto. Assim, G = eo f~![F] é compacto. Temos que K \ G ¢ vizinhanca
aberta de p e ¢[K \ G] = L\ F = A, assim, ¢ é continua em p. Analogamente, ¢~! & continua em
q. [l

1.6.3 Compactificacido de Stone-Cech

Nessa se¢ao, seguimos principalmente a construgao do livro [CN74]

Definicao 1.26. Seja X um espago topologico. Um z-filtro de X é uma colecdo F nao vazia de
zero-sets de X fechada para intersecao finita e tal que se A € F e B é um zero-set com A C B
entdo B € p. Um z-filtro p é dito proprio se () ¢ p, e é um z-ultrafiltro se for um ultrafiltro proprio
maximal. O conjunto dos z-ultrafiltros de X é denotado 5X.

O

Proposicao 1.43. Todo z-filtro proprio estd contido em um z-ultrafiltro.
Demonstracao. Aplicacdo imediata do lema de Zorn. O

Note que se X é discreto, todo subconjunto de X é um zero set e a nocao de ultrafiltro coincide
com a de z-ultrafiltro, assim como a de filtro (proprio) coincide com a de z-filtro (proprio).

Proposicao 1.44. Sejam p, q z-ultrafiltros em X.

(a) Se A€ Z(X) e para todo B € p, BNA#(entdao A € p,
(b) Se A,Be Z(X)e AUB € pentao A€ pou B € p,

(¢) Sep=# qexistem A€ q, BEpcom ANB = (.

Demonstracdo. Para o item (a), basta considerar ¢ = {F € Z(X) : 3B € p(AN B C F)}. Como
p C q e q é filtro proprio (verifique), segue que p = q.

Para o item (b), suponha que A, B ¢ p. Temos, pelo item (a), que existem C,D € p com
ANC=BnND=4. Logo, ( AUB)NCND =0, assim, AU B ¢ p, absurdo.

Para o item (c¢), tome B € pAgq. Sem perda de generalidade, B € p. Como B ¢ ¢, existe A € q
com ANB = 0. O

Proposigao 1.45. Seja X um espaco de Tychonoff. Para cada A C X zero set, seja A = {pepX:
A ¢ p}. A colecao B= {A: A é zero set de X} é uma base para uma topologia em 3X.

Demonstracdo. Temos que h=X e dados A, B zero sets e p € AN B, segue que A ¢ pe B ¢ p.
Logo, AUB ¢p.epe (AUBy C ANB.
O
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Definicao 1.27. Dado X espaco topoldgico Tychonoff, e seja a funcao e : X — SX dada por
e(r)={AeZ(X):z e A} O

Proposicao 1.46. Na notagdo acima, e : X — X estd bem definida e é uma imersdo topologica
densa em BX.

Demonstragao. Fixe x € X. Veremos que e(x) é um z-ultrafiltro. Notemos que se A € e(z) e B D A
é zero set, temos que © € A C B, logo, = € B, e, assim, B € e(x). Suponha que A, B € §X. Temos
que x € ANB € Z(X), logo, AN B € e(x). Temos que e(z) # () pois € e(x). Assim, e(x) é
um z-filtro. Ele é proprio, pois x ¢ (), e é um ultrafiltro: Suponha por absurdo que existe p z-filtro
que contém propriamente e(z). Entdo existe zero set ndo vazio Z € p com = ¢ Z. Entdo existe
f:X = Rcom f(x) =a # 0e f[Z] = {1}. Sendo W = f~1[{a}], temos que W € e(x), logo,
W € p, mas entdo W N Z = () € p, absurdo.

Agora vejamos que e é injetora: Se x # y, tome f : X — R tal que f(z) =0, f(y) = 1. Temos
que Z = f7L{0}], W = fL[{1}] sdo zero sets disjuntos tais que Z € e(x) e W € e(y).

e € continua: fixe z € X e tome um aberto basico da forma A com e(z) € A, para A C X zero
set. Temos que A ¢ e(x), logo, x ¢ A. Tome B zero set com x € B C X \ A. Se y € B, temos que
e(y) € A. Para ver isso, basta ver que A ¢ e(y), o que ocorre se, e somente se, y ¢ A. Ora, temos
quey € B,e BNA=10.

Seja A um cozero set de X. Veremos que e[A] é aberto em e[ X]. Afirmo que e[A4] = e[X]|N(X\A)"
Dado z € A, temos que e(z) € ¢[A] e X \ A ¢ e(x), pois © € A. Assim, vale a inclusdo C. Para a
outra inclusdo, se = ¢ tal que X \ A ¢ e(x), segue que = ¢ X \ A, logo, z € A.

Finalmente, temos que e[X] é denso em $X: dado um aberto basico A nio vazio com A C X
zero set, temos que A # X, logo, tome x € X \ A. Temos que A ¢ e(z), logo, e(z) € A. O

Corolario 1.47. Se A ¢ zero set de X, e[A] = e[X] N (X \ A).
Demonstracio. Provado na demonstracao da proposicao anterior. O
Proposicao 1.48. X é compacto Hausdorff.

Demonstrac¢iao. Para ver que fX é Hausdorff, se p # ¢ sfo z-ultrafiltros temos que existe A € p,
B € q com AN B = (. Tomemos cozero sets C, D disjuntos com A C C, B C D, e zero sets E, F
disjuntos com C C E e D C F. Temos que p € (X \ C), ¢ € (X \ D). Se t é um z-ultrafiltro tal
que t € (X \ C), temos que E € t pois X = (X \ C)U E. Analogamente, se t € (X \ D), temos que
F €t. Como ENF = (), as duas vizinhangas apresentadas sao disjuntas.

Agora, suponhamos por absurdo que o espago nao é compacto. Entao existe C C Z(X) tal que
{A: A € C}éuma cobertura aberta sem subcobertura finita. Isso implica que {{p € BX : A €
p}: A € C} & uma colecao de conjuntos com a propriedade da intersecao finita cuja intersecao é
vazia. Isso implica que C tem a propriedade da intersecdo finita. Assim, obtém-se um ultrafiltro ¢
que contém C, mas entao ¢ € ({{p € X : Aecp}: AeC}. O

Proposicao 1.49. Sejam A, B € Z(X)
a) cle[A] ={pe X : A e p},

(a)
(b) Sepe pX,p={Aec Z(X):pecle[d]},

(c) cle[A] Ncle[B] = cle[AN B].

(d) {cle[A]: A € Z(X)} é uma base de fechados.
Demonstragio. Sejam A, B € Z(X)

(a) Por definigdo, {p € fX : A ¢ p} é aberto, logo, {p € BX : A € p} é fechado e contém e[A4],
pois se € A, temos que A € e(x). Logo, vale C. Para o contrério, suponha que A € p mas
p ¢ cle[A]. Existe Z zero set com p € Z mas Z Ne[A] = 0. Assim, e[A] = e[X] N {t € BX :
Z €t} =elZ], logo, A C B, e, assim, B € p, absurdo.
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(b) Segue do item anterior.
(c) Do primeiro item, segue que cle[A] Ncle[B]={pe€ X : AN B € p} =cle[ANB].

(d) Pelo item (a), temos que a colegdo em questdo é a colegdo dos complementares de nossos
abertos bésicos.

O

Lema 1.50. Seja X C Y denso, Y compacto Hausdorff. Seja f : Y — K continua, com K compacto
Hausdorff.

a) Se para todo p € Y existe f, : X U{p} :— K continua tal que f C f,, entdo existe g : ¥ — K
P P
continua com f C g.

(b) Se p € Y & tal que nao existe g : X U {p} — K continua tal que f C g, entdo existem
A, B € Z(K) disjuntos com p € cl f~[A] Necl f~1[B].

Demonstrac¢ao. Para o primeiro item, seja g(p) = fp(p) para todo p € Y. Fixe p e sejam V, W
vizinhangas de g(p) tais que clV C W. Seja U vizinhanga aberta de p tal que f(q) € V para todo
geUNX.SeqeU,entao g€ cl(UNX)=clU. Logo:

9(q) = f(Q) e fUNX]=cl flUNX] CclV CW.

Para o segundo item, considere:

F={cflUNX]:U CY é vizinhanca aberta de p}

F tem a propriedade da intersegdo finita, entao (|F # 0. Se [\ F = {s}, entdo g = f U {(p, s)}
é continua: Suponha por absurdo que nao. Tome W vizinhanca aberta de s tal que para toda
vizinhanga aberta U C X U {p} de p, temos que f[U]\ W # (). Considere:

G=AcflUNX]\W :U CY é vizinhanga aberta de p}

G tem pif, entdo existe s’ € (G C [ F.

Logo, existem a,b € (| F distintos. Tome zero sets disjuntos de K, denotados por A, B com
vizinhangas de a,b. Temos que p € cl f~[A] N cl f~1[B], pois se, por exemplo, p ¢ cl f~1[A],
temos que existe U vizinhanca aberta de p com U N f~![A] = 0. Dai, f[X NU]N A = (), assim,
cl fIX NU]NintA = 0. Logo, a ¢ cl f[X N U], absurdo. O

Proposicao 1.51. Seja X Tychonoff e (K, e) uma compactificagdo de X. Sao equivalentes:

(a) Para todo espago compacto Hausdorff L e para toda fungdo f : X — L continua, existe
g:Y — L continua tal que goe = f.

(b) e[X] é C*-imerso em K,

(¢) Se Z,W sdo zero sets disjuntos de X, entao cle[Z] Ncle[W] =0,

(d) Se Z,W sao zero sets de X, entao cle[Z] Ncle[W] = cle[Z N W].

(e) Sepe K, entdo A, ={Z € Z(X) : p € cle[Z]} é um z-ultrafiltro em X.

Além disso, se (K, e), (L, f) sdo duas compactificacdes de X que satisfazem a lista de proprie-
dades acima, entdo elas sdo equivalentes.
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Demonstra¢do. A implicacao de (a) em (b) é imediata.

Para a implicagdo de (b) em (c), considere Z, W zero sets disjuntos de X. Temos que e[Z], e[W]
sao zero sets disjuntos de e[X]. Logo, existe f : e[X] — [0,1] continua com e[Z] = f~1[{0}],
e[W] = f~1[{1}]. Tome g : K — [0,1] continua com f C g. Temos que cle[Z] C g '[{0}] e
de[V] € g [{1})

Para a implicacao de (¢) em (d), tome Z, W zero sets de X. Esta claro que valecle[Z]Ncle[W] D
cle[Z N W]. Agora suponha que p € K \ cle[Z N W]. Existe f : K — [0,1] com f(p) = 0
fle[ANB]] C {1}. Seja C = (f oe)~[(—00, 5]]. Temos que ANBNC =0e ANC,BNC € Z(X).
Por (c), segue que:

cle[ANC]necle[BNC| = 0.

Devemos ter que p ¢ cle[A] Ncle[B], pois se p € cle[A], temos que p € cl(AN f~1[(—00,3)]) =

(AN f (=00, 1) Ne[X]) C cl(ANC). Analogamente, se p € cl[B] temos que p € cl(B N C).

Para (e), o fato de que A, é z-filtro decorre imediatamente de (d). Provaremos que A, é z-
ultrafiltro. Para isso, veremos que se W é um zero set nao vazio de X tal que z ¢ cle[W], entao
existe Z € A, com Z N W = (. Fixe um tal W. como p ¢ cle[W] e cle[W] é fechado, existe
g: K — [0,1] continua com g(p) = 0, g[cle[W]] = {1}. Seja f = goe. Seja Z = f~1[[0, ]]. Temos
que p € cle[Z], pois cle[Z] D cl(g7[[0,3)] Ne[X]) = cl(g7*[[0,3)], e ZNW =  pois temos que
cle[ZNW] = cle[Z] Ncle[W] e, pelo argumento anterior cle[Z] C g71[0, 1], cle[W] C g~ ![{1}].

Para a ultima implicagao, suponha que nao vale (a). Entéo existe um espago compacto Hausdorff
Lef:X — L continua tal que foe™! : ¢[X] = K nio pode ser estendida a uma funcio
g : K — L continua. Entao existe p € K tal que ndo existe g : e[X] U {p} — L continua com
foe ! C g. Entdo existem C, D € Z(L) disjuntos com p € cl(f oe 1)7C] Nel(foe )"D] =
cle[fHC] Nele[f~1[D]] = 0, o que viola (e).

Finalmente, se (K,e) e (L, f) sdo duas compactificacoes que satisfazem (a)-(e), utilizando (a)
para a compactificacdo (K, e) e para a funcio f : X — L, seja f : K — L continua tal que
f = foe. De forma anéloga, seja € : L — K continua com €o f = e. Isso mostra que (K,e) < (L, F)
e (L, f) < (K,e),logo, (K,e) = (L, f). O

Corolario 1.52. Dado um espaco de Tychonoff X, X é a tnica compactificagdo de X a menos
de equivaléncia topoldgica que satisfaz as propriedades da proposicdo acima. Além disso, X é a
maior compactificagdo de X a menos de equivaléncia topoldgica.

E comum identificar X com e[ X] dentro de X, considerando que X é um conjunto que possui
X como subconjunto e tal que e é a inclusdo, ou itentificando X com o conjunto dos z-ultrafiltros
fixos de X, e considerando que X é o conjunto de todos os z-ultrafiltros de X. Nesse documento,
fixaremos que X é o conjunto dos ultrafiltros, e a identificacao contruida e utilizaremos a notacgao
X* =X\ e[X].

Proposicao 1.53. Seja X um espaco de Tychonoff. Entdo X é localmente compacto se, e somente
se, e[X] é aberto em fX.

Demonstragao. Se e[ X] é aberto em X, entao e[X], e, portanto, X, é localmente compacto, porque
todo subespaco aberto de um espaco compacto é localmente compacto. Reciprocamente, se X for
localmente compacto, entdo. Entdo X admite uma compactificacdo por um ponto, X U {p}. Seja
f: X — X U{p} ainclusdo, que é continua. Tome F' : X — X U {p} a extensdo continua de f,
ou seja, uma funcao continua F tal que Foe = f. Por 1.35, temos que X \ e[X] = F~[{p}], logo,
BX \ e[X] é fechado em BX, e e[X] é aberto. O

Antes de proceder, vamos definir o que sao z-filtros livres e fixos.

Defini¢ao 1.28. Um z-filtro p em X Tychonoff é dito livre se (\p = 0, e é fixo caso o contrario.
Além disso, p é dito real se possui a propriedade da intersecdo enumeravel. O

Proposigao 1.54. Um z-ultrafiltro p é fixo se, e somente se, existe x € X tal que p é o z-ultrafiltro
gerado por {z} (ou seja, se p € e[X]).
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Demonstragio. Se p for o z-ultrafiltro gerado por algum = € X, temos que (| p = {x} # 0. Logo, p
¢ fixo. Reciprocamente, suponha que {z} ¢ p para todo z € X. Para cada z, seja ¢, o ultrafiltro
gerado por {z}. Fixe z. Temos que p # ¢, logo, existe Z, € p zero-set com Z, ¢ p. Assim, x ¢ () p.
Como x é arbitréario, p é livre. [l

Daremos uma condi¢ao para que SX \ X seja zero-dimensional.

Proposicao 1.55. Seja X um espago de Tychonoff e suponha que nao existe f : X — [0,1]
sobrejetora e continua. Entdao X é totalmente desconexo.

Demonstracao. Basta ver que quaisquer dois pontos de X sao separados por clopens.

Suponha que p,q € X sejam z-ultrafiltros distintos. Entao pelo item (¢) da Proposigao 1.44,
existem Z, W zero-sets ndo vazios de X com Z € p, W € g e ZNW = (. Pelo item (e) do Lema
1.39, existe f : X — [0,1] com Z = f~1[{0}], W = f~![{1}]. Temos que f ndo & sobrejetora. Como
0,1 estdo na imagem de Z, temos que existe a € (0,1) fora da imagem de f. Sejam Z = f~1[[0, d]],
W = fYa,1]]. Temos que Z C Z, W C W, ZUW = X ¢ ZNW = (. Pelo item (k) de 1.39,
temos que Z, W sdo zero-sets. Pelo item (d) da Proposicao 1.51, temos que cle[Z] N cle[W] = 0.
Temos que cle[Z] Ucle[W] = BX. Logo, cle[Z] e cle[W] sio clopens disjuntos de 83X e temos que
Zep Weg, assim,pEcle[Z], chle[W]. O

1.7 Pseudocompacidade

Definigao 1.29. Um espago X é dito pseudocompacto se C'(X) = C*(X), ou seja, se toda fungao
continua de X em R é limitada. (Il

Proposigao 1.56. Seja X um espaco de Tychonoff. Sao equivalentes:

a) X é pseudocompacto.

)

b) Todo zero set ndo vazio de X intersecta e[X].

¢) Todo z-ultrafiltro de X possui a propriedade da interse¢do enumeravel.
)

d) Todo z-filtro de X possui a propriedade da intersecao enumeravel.

Demonstragdo. (a — b) Suponha que g : 3X — X & continua, e suponha que g~ 1[{0}] N e[X] = 0.
Seja f = g oe. Temos que f nunca se anula, porém existe p € X* com ¢(p) = 0. Por continuidade,
para todo € > 0 existe x € X com |f(z)| < €, 0 que mostra que a fungao % é continua e ilimitada.
Logo, X nao é pseudocompacto.

(b — a) Suponha que X nao é pseudocompacto. Entao existe f : X — R continua e ilimitada.
Temos que |f| + 1 é uma fungdo continua, ilimitada e que ndo se anula em X. Entdo, sem perda
de generalidade, podemos supor que f nao se anula em X. Seja g continua tal que goe = f. Seja
h = %. Temos que 0 € clg[8X], como X, é compacto, existe p € X tal que g(p) = 0. Logo, g
gera um zero-set ndo vazio que nado intersecta e[X].

(b — ¢) Seja p um z-ultrafiltro sem a propriedade da intersecdo enumeravel. Entao existe uma
sequéncia A, de zero sets de X tais que ()¢, An = 0. Mas entdo Z = (¢, Wn, onde W,, =
g, 1{0}], onde g, oe = fn e go : BX — R é continua, onde f, : BX — [0,1] é continua e
7 H{0Y] = Z,, é um zero set que contém p e ndo intersecta e[X].

(¢ — b) Suponha que existe um zero set Z de SX que nao intersecta e[X] e tal que p € Z.
Temos que z € Z = (), ., cle[Zy,], onde Z,, é um zero set de X. Para cada n, temos que Z, € p, e
temos que ()¢, Zn = 0, ou terfamos que e[X] N Z # (.

(c = d) A diregao + é imediata. Para —, se p for um z-filtro sem a propriedade da intersecao
enumeravel, ele se estende para um z-ultrafiltro sem essa propriedade.

O
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Corolario 1.57. Seja X um espaco de Tychonoff. Temos que X é compacto se, e somente se, X é
realcompacto e pseudocompacto.

Demonstra¢do. Sabemos que X é pseudocompacto se, e somente se, v.X = X, que X é realcom-
pacto se, e somente se, e[X]| = vX e que X é compacto se, e somente se, e[X] = fX. Como vale
que e[X]| CvX C X, segue a tese. O

Proposicao 1.58. Seja X um espaco de Tychonoff. Entao um zero set Z C X é compacto se, e
somente se, Z nao pertence a nenhum z-filtro livre. (um z-filtro livre ¢ um z-filtro cuja intersecao é
vazia).

Demonstra¢do. Suponha que Z pertence a algum z-filtro livre. Entao existe p z-ultrafiltro tal que
z € P. Entéo, em X, p € cle[Z] = e[Z], absurdo.

Reciprocamente, suponha que Z nao estd em nenhum z-filtro livre. Queremos ver que Z é
compacto. Seja B C & (Z) uma familia de fechados com pif. Seja F a colecao de todos os zero
sets que contém alguma intersecdo finita de elementos de B. Temos que F é um z-filtro. Temos que
(B =F, pois se x € (B, entdo dado A € F, temos que x € A ja que [|F C K C A, onde K
¢ uma interse¢ao finita de elementos de B. Reciprocamente, se = ¢ (| B, existe B € B com = ¢ B,
entao existe Z zero set com x ¢ W O B. Temos que W € F, logo, © ¢ W. Assim, segue a igualdade.
Temos que Z € F, logo, F nao é livre. Ou seja, F = B # (). Isso mostra que Z é compacto. O

Corolario 1.59. Todo zero-set Z enumeravel de um espaco de Tychonoff X pseudocompacto é
compacto.

Demonstra¢do. Basta ver que Z nao estd em nenhum ultrafiltro livre. Se p é um ultrafiltro livre e
Z € p,dado x € Z temos que existe A, € p zero-set com x ¢ A,. Assim, temos que (), A:NZ = 0,
o que viola o fato de que p tem a propriedade da intersecao enumerével. O

1.8 Forcing

Utilizaremos a notagdo de [Kun80]. Uma classe M ¢ uma férmula com uma variavel livre. E
comum pensar em uma classe como o “ente” que contém os elementos que satisfazem férmula, mas
como ZFC nem sempre admite a existéncia desses objetos, adotaremos a convencao de que uma
classe é realmente uma férmula. Porém, levando em conta este contexto, escrevemos x € M ao
invés de M(x). Se M & uma classe ou um conjunto, define-se a relativizagao de uma formula ¢ a
M. Na nossa abordagem, formulas serdo elementos da metalinguagem. Assim, a definicdo abaixo,
na realidade, € uma meta-defini¢ao.

Definicao 1.30. Seja M. Define-se ¢ para toda formula ¢ por inducdo na complexidade da
formula ¢, da seguinte forma:

€~2

) éx=uy.

reyMexcy.

(z=
(
(@AM e oM A,
(
(

—¢)M & = (™).
Jrp)M ¢ Jz(xz € M A ™).

O

O seguinte resultado basico da légica nos permite realizar provas de consisténcia. De acordo
com a nossa abordagem, esse teorema é um meta-teorema, e ndo um teorema de ZFC.
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Lema 1.60. Suponha que S, T sao duas teorias de primeira ordem cuja linguagem é a da teoria
dos conjuntos. Suponha que T prova que Jz(x € M) e que dado um axioma ¢ axioma de S, temos
que T prova M. Entdo se T é consistente, S é consistente.

Na metalinguagem, inserimos a seguinte defini¢ao:

Definig¢ao 1.31. Seja ¢ uma férmula e M um conjunto ou classe. E suponha que z1,...,z, sido
suas variaveis livres. Se M C N, dizemos que ¢ é absoluta para M, N (com respeito a uma teoria
T) se:

Vi, .. @ € M(oM(xy,. .. x) < N (21,...,20))

Se M é um conjunto ou classe, M ¢ é absoluta para M (com respeito a uma teoria T') se:

Vor, ... xn € M(¢M(x1,. . 20) < ¢, ... 20))

Um simbolo de constante ou funcional (como w, N ou () é absoluto para M (ou M,N) se a
formula que o define é absoluta. O

Lema 1.61. Suponha que M seja um conjunto ou classe ndo vazio e transitivo tal que satisfaz cada
um dos axiomas de ZFC (essa é uma meta hipotese, no nosso formalismo: Na meta teoria, dado um
axioma ¢). Entdo, sdo absolutas para M as formulas e simbolos funcionais:

l.zey 11. x é transitivo. 21. R é uma funcao  30. A<¥
injetora.
2. x=y 12. Uz 31. R bem ordena A
22. x é dinal
3. zCy 13. Nz o ¢t ordma 32. type(R) 2.
3 23. x é ord. limite. .

4. {z,y} 14. z é par ordenado. 33. a+ 1 (« ordinal)
5. {2} 15. Ax B 24. x é ord. sucessor. U 13

6. (x,y) 16. R é uma relagao. 25. x ¢ ordinal finito. g5, + 5

7.z Uy 17. dom R 26. w 36. .

8. xzNy 18. ran R 27.0,1,2,..20 37. o (exp. ordinal)
9. z\y 19. R é uma funcdo.  28. x ¢é finito 38. rank(z)
10. z U {z} 20. R(x) 29. A" (n € w) 39. trcl(z).

Precisaremos do Teorema da Reflexdo.

Teorema 1.62. Seja S uma teoria contendo os axiomas de ZFC. Entao se ¢1, ..., ¢g sd0 axiomas
de S, temos que S prova que:

M <|M| =w A M é transitivo A /\qﬁf\/[)
i=1

1.8.1 Adicionando uma Interpretacao M

Nessa secao, introduziremos a teoria ZFCM, ou, ainda, a teoria SM, sendo S uma teoria que
estende ZFC.

2Tipo de boa ordem
3a— 1= a se a nio é sucessor
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Definigao 1.32. Seja S uma teoria que estende ZF'C. Define-se SM como sendo a teoria S munida
de um novo simbolo de constante M cujos axiomas sdo:

e Os axiomas de S.
e M onde ¢ ¢ um axioma de S.
e M é enumerével.
e M é transitivo.
O

Teorema 1.63. Suponha que S é uma teoria que estende ZFC. Entao se ¢ é uma sentenca da
linguagem de S, temos que se SM F ¢ (S prova ¢) entdo S F ¢. Ou seja, SM é uma extensao
conservativa de S. Em particular, temos que as duas teorias sao equiconsistentes.

Demonstragio. Suponha que SM F ¢. Pelo teorema da compacidade, sendo 1(M) a sentenga que
diz que M é transitivo e enumerével, e sendo 7T a teoria na linguagem de SM cuja cole¢do dos
axiomas é a mesma de S, temos que existem ¢1, ..., ¢, axiomas de ZFC tais que:

TU{Y(M) ¢, 0 } ¢
Pelo Teorema da Deducao, segue que:
TEYM) NG A Ayl — 0
Sendo y uma varidvel ndo presente nas expressdes acima, temos que:

TEYY) NS A Noh — ¢
Logo:

SEYY) NG A--- Nl — ¢

SEIW) AT A Adh) = ¢

Pelo Teorema da Reflexao:

SEIyby) AT A A7)
Logo:

St ¢.

1.8.2 Forcing

Defini¢ao 1.33. Um forcing poset é uma tripla (P, <,1), onde < é uma pré-ordem em P e 1
elemento méaximo de <. E comum cometer o abuso de notacdo de chamar-se de forcing poset o
conjunto P, deixando < e 1 implicitos.

Sendo M um conjunto, dizemos que G C P é P-genérico sobre M se G é um filtro em P tal

que para todo D € M tal que D C P e D é denso, se D € M entao G N D # (). O
O lema abaixo nos garante a existéncia de genéricos para conjuntos enumeraveis.

Lema 1.64. Suponha que M é enumerével e que p € P. Existe G P-genérico sobre M tal que
p€eGqG.
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Demonstragao. Seja {D,, : n € w} a colecao de todos os subconjuntos densos de P que sio elementos
de M. Seja pg = p. Definido p,, seja pp+1 € D, tal que ppy1 < pp. Considere G = {qg € P :3n €
w(pn < @)} O

A defini¢ao abaixo define, recursivamente, a no¢do de P-nome para um um forcing poset P.

Definicao 1.34. Dizemos que 7 é um P-nome se 7 for uma colecdo de pares ordenados tal que
para todo (o,p) € 7, 0 € um P-nome e p € P.

Define-se V' como sendo a classe de todos os P-nomes. Se M é classe ou conjunto, define-se
MP = VPN M. Note que, se M satisfazer cada um dos axiomas de ZFC, temos que M = {7 €
M : (7 é um P-nome)M}.

Também define-se recursivamente que val(7, G) = 7¢ = {val(o,G) : Ip € P((o,p) € TAp € G)}.
Temos que essa definicao é absoluta para interpretagoes transitivas de ZFC.

Define-se que M|[G] = {r¢ : 7 € MT}.

Define-se recursivamente (usando a relagdo €) para x qualquer, o P-nome & = {(y,1) : y € z}.
Finalmente, define-se I' = {(p,p) : p € P}.

O

Teorema 1.65. Na notagao anterior, vale que, se M é uma interpretacao transitiva e enumeravel
de ZFC e G é P-genérico sobre M:

e M[G] é uma interpretacdo transitiva e enumeravel de ZFC tal que M C M[G] e G € M[G].
e Sex e M, entio & € M e i =z.
o I'c=0G.

e Se N é uma interpretagdo transitiva e enumeréavel de ZFC tal que M C N e G € N, entado
M[G] C N.

Definicao 1.35. Na notacgio anterior, P € uma no¢io de Forcing nao trivial sobre M se, e somente
se, para todo G P-genérico sobre M, G ¢ M. O

Lema 1.66. Na notacao anterior, suponha que:
Vpe P3g,re Plq<pAr<pAqlr)
entdo P é uma nocao de Forcing nao trivial sobre M.

Defini¢ao 1.36. Seja ¢(x1, ..., ¢y,) uma formula tal que todas as suas variaveis livres sdo alguma
das z1,...,z,. Seja M uma interpretagdo transitiva e enumerével de ZFC, P um forcing poset em
Mem,...,mn € M e p e P. Define-se que:

P “_P,]M ¢(T1, e ,Tn)

se, e somente se, para todo G P-genérico sobre M tal que p € G, temos que:

¢M[G] (TlG7 s >TnG)
E comum omitir P, M quando estes estdo claros. [l
Defini¢ao 1.37. Seja ¢(x1, ..., ¢,) uma formula tal que todas as suas variaveis livres sdo alguma
das 1,...,2,. Seja P um forcing poset e 71,...,7, € VI e p € P. Define-se recursivamente:

plE* ¢y, Th)

da seguinte forma:
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(a) pIF* 71 = 72 se, e somente se: Para todo (71, 1) € 71,

{p<q:q<s1—I(me,s2€m(gsasNglF T =)}

é denso sob p, e para todo (me, s2) € T2

{p<q:q<sy—3I(m,s1€n(g<siNglF" m =m)}

é denso sob p.

(b) pIF* 11 € 13 se, e somente se:

{g:3(m,s) emg<sAhqlFm=m)}
¢é denso sob p.

() pIF* (p(11,..., ™) AY(T1,...,Tn) Se, e somente se:
pIE* d(m1, .., T) ADIE (71, . Th)
(d) plF* =¢(m1,..., ™) se, e somente se, ndo existe ¢ < p tal que:
g o(11,. .., )

(e) plF* Jzp(x,11,...,7n) se, e somente se

{r:3c e VP(rIF ¢(o,m1,...,7))}
é denso sob p.

0

Teorema 1.67. Seja M uma interpretacio transitiva e enumeravel de ZFC. Seja P um forcing poset
em M. Seja ¢(x1,...,z,) uma férmula com todas as varidveis livres aparecendo e 71,...,7, € MF.
Entao para todo p € P:

pIF o1, 7) & (0 IF (11, .., 7))
E, para todo G que é P-genérico sobre M:
¢(TlG7 ceey TnG)M[G} A Elp S G(p I+ ¢(7—17 ce. 77—71))‘
Alguns teoremas importantes sobre forcing:

Proposicao 1.68. Se P tem c.c.c., entao P preserva cofinalidades, ou seja, c¢f € uma funcao absoluta
para M, M[G]. Isso implica que P preserva cardinalidades.

Definicao 1.38. Sejam @, P forcing posets e i : Q — P. Dizemos que 7 é uma imersao completa
se:

1. Vp,p' € P(p/ <p—i(p)) < i(p)).
2. Vpi,p2 € P(p1 L p2 <+ i(p1) L i(p2))

3. Vge QIpe P(Vp € P(p <p— (i(p)) e ¢ sdo compativeis em Q)). Dado ¢ € @, um tal p é
chamado de reducao de Q.
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4. i(1p) = 1q

Define-se recursivamente na classe dos P-nomes:
Sejam @, P forcing posets e i :  — P. Dizemos que ¢ é uma imersao densa se:

1. Vp,p' € P(py) <p—i(p)) < i(p)).
2. Vp1,p2 € P(p1 L p2 = i(p1) L i(p2))
3. i[P] é denso em Q.

4. i(1p) = 1q

ix(1) = {(ix(0),i(p)) : (0,p) € T}

Verifica-se recursivamente que i.(7) é um @-nome e que essas defini¢des sdo absolutas para
interpretacoes transitivas de ZFC. U

Note que todo isomorfismo é uma imersao densa.

Proposigao 1.69. Sejam i, P,Q € M, sendo P, Q forcing posets, i : P — () imersao completa e M
uma interpretacao transitiva e enumeravel de ZFC. Seja H um filtro Q-genérico sobre M. Entao:

1. i~1[H] & P-genérico sobre M e M[i~'[H]] C M[H].
2. Se 7€ MF, entdo Ti1(m) = (7)) H-
3. Se ¢(x1,...,x,) € uma férmula absoluta para interpretacoes transitivas de ZFC. Sejam

7'1a~--aTn€MPep€P. Entao:

plEp &(r1, ..., ) < i(p) kg d(ix(T1),. .., ix(T0))

Além disso, toda imersao densa é completa, e caso a imersao seja densa, a igualdade vale em 1.
e 3. vale para qualquer formula. Além disso, é verdade que se 7 é uma imersao densa, as extensoes
genéricas geradas por P e por () sdo exatamente as mesmas, assim, P e ) sao equivalentes com
respeito & Forcing.

Definicao 1.39. Seja P um forcing poset e ¢ um P-nome. Um P-nome 7 é um nice name para
um subconjunto de o se 7 = | J{{7} x Az : m € dom o}, onde cada A, é uma anticadeia em P. O

Proposicao 1.70. Seja M uma interpretagdo transitiva de ZFC, P € M um forcing poset, o, u €
MP . Entdo existe um nice name 7 € M para um subconjunto de o tal que:

1FpCo—=p=r.
]

Proposicao 1.71. Seja M uma interpretagao transitiva e enumeravel de ZFC e sejam P,Q € M
forcing posets. Seja P x @ o forcing poset ordenado coordenada-a-coordenada. Entdo P x Q € M.
Sejam G C P, H C (). Sao equivalentes:

1. G x H é P x Q-genérico sobre M.
2. G é P-genérico sobre M e H é Q-genérico sobre M|G].

3. H é Q-genérico sobre M e G é P-genérico sobre M[H].

Além disso, se essas clausulas sao verdadeiras, entao M[G x H| = M[G][H]| = M[H][G]. O



Capitulo 2

Almost disjoint families e V-espacos

Neste capitulo iremos inserir as definicdes mais bésicas sobre W-espagos e provaremos alguns
fatos sobre elas. Nos nos baseamos primariamente na notacao de [Hrul4].

W-espagos, também conhecidos como Espagos de Mréwka, foram inventados por S. Mréwka e
seu uso j4 se fazia presente em artigos como [Mro70].

2.1 Almost disjoint families

Comecaremos com defini¢oes basicas:

Defini¢ao 2.1. Seja X um conjunto infinito. Dizemos que uma cole¢ao infinita A C & (X) é uma
almost disjoint family em X se VA € A(|A| = |X|) e VA,B € A(A# B — |AN B| < |X|).
Dizemos que uma almost family A em X é maximal (A é uma MAD family em X) se néo existe
uma almost disjoint family B em X que a contém propriamente.
Uma almost digjoint family, quando nao especificada um conjunto, € uma almost disjoint family
em w. U

Nesse documento, trabalharemos primariamente com almost disjoint families em w.

Notemos que se X é infinito enumerével, entao uma almost digjoint family em X é uma colegao
infinita de subconjuntos infinitos de X tal que, dois a dois, seus elementos possuem intersecdo finita.

H4 nocgoes ligeiramente distintas para o termo almost disjoint family. Por exemplo, ha autores
que permitem que almost disjoint families sejam finitas (por exemplo, [Kun80]). Neste texto decidi-
mos optar por permitir apenas almost disjoint families infinitas a fim de evitar algumas patologias.
Além disso, vale a pena observar que apesar de termos definido almost disjoint families para um
conjunto arbitrario, ha textos em que se exige que eles sejam enumeraveis. A grande maioria do uso
e dos exemplos deste objeto combinatério neste texto serd em algum conjunto enumerével.

Almost disjoint families podem ser encaradas como generalizagoes naturais de colegoes disjuntas
infinitas de subconjuntos infinitos. Dado um conjunto X infinito, sempre é possivel particionar X
em |X| conjuntos de cardinalidade | X, logo, almost disjoint families sempre existem. A proposigao
abaixo, portanto, nos garante a existéncia de MAD families.

Proposicao 2.1. Seja X um conjunto infinito. Entdo toda almost disjoint family A em X esta
contida em alguma MAD family em X.

Demonstracido. Seja F a colegdo de todas as almost disjoint families em X que contém A. F é
parcialmente ordenado pela relagdo C, e ndo vazio, pois A € F. Se C é uma cadeia ndo vazia de
almost disjoint families que contém A, entao | JC também é uma almost disjoint family em X que
contém A, logo, toda cadeia é limitada superiormente. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento M
de F que é maximal. Pela definigao de F, temos que A C M e esta tltima é uma almost disjoint
family em X . Resta ver que é maximal. Se nao for, existe B # M almost disjoint family em X tal
que A C M C B. Entdo B € F, mas isso viola a maximalidade em F de M. O

27
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Podemos provar algo ligeiramente diferente que é util para realizar diversas construgdes: se temos
uma almost disjoint family (em w) de cardinalidade ¢, podemos “engordar” alguns dos conjuntos
a fim de obter uma MAD family. Lembremos que, quando nao escrevemos qual o conjunto base
da almost disjoint families em questdo, estamos nos referindo a almost disjoint families em w.
Porém, é claro que, tomando bijecoes, as propriedades combinatéricas de almost disjoint families
sobre w podem ser provadas também para almost disjoint families sobre qualquer conjunto infinito
enumeravel.

Lema 2.2. Seja A uma almost disjoint family de cardinalidade ¢. Entao existe uma MAD family
B={By:Aec A} tal quese A, A" € Ae A# A entdo By # By, e tal que para todo A € A,
A C Ba.

Demonstracao. Seja C uma MAD family contendo A. Seja u : C \ A — A injetora. Seja
B=(A\u[C\A)U{AUu(A): AcC\ A}

Temos que B é uma MAD family de cardinalidade ¢. Se A € A\ u[C \ A], seja B4 = A. Se
AeC\ A, seja By =AUu(A). Assim, B={By : A € A} é como no enunciado. O

Apesar do teorema acima dizer coisas sobre almost disjoint families de cardinalidade ¢, ainda
nao sabemos que um objeto dessa forma existe.

Teorema 2.3. Existe uma almost disjoint family de cardinalidade c.
Apresentaremos duas demonstrac¢des para o teorema acima.

Demonstracio. Para todo z € R\ Q, seja 2’ uma sequéncia injetora de racionais que converge para
x, e seja A, = ranz’ (a imagem da sequéncia). Dados z, y irracionais distintos, como R ¢ Hausdorff
temos que A, N A, ¢é finito. Para cada x, temos que A, C Q. Assim, temos que {4, : x € R\ Q}
¢ uma almost disjoint family em Q de cardinalidade ¢. Tomando uma bijecdo entre Q e w, segue a
tese. U

Para uma segunda demonstragao, provaremos uma versao mais geral do teorema acima.

Teorema 2.4. Seja x um cardinal infinito tal que 2<% = k. Existe uma almost disjoint family sobre
k de cardinalidade 27.

Demonstracao. Como 2<% = k, é suficiente mostrar que existe uma almost disjoint family sobre o
conjunto de fungdes <*2 de cardinalidade . Se f € "2, seja Ay = {fla : @ < Kk}. Se f # g temos
que |[Ay N Ay| < K, logo, {Ay: f € "2} é uma almost disjoint family como desejavamos. O

Note que exemplos de cardinais ndo enumeraveis que satisfazem a hipdétese acima sdo os cardinais
3, para « limite. Lembremos que define-se Jy = w. Definido J,, define-se Jpp1 = 27, e, se a é
limite, entdo 3, = sup{3s : f < a}. Agora fixe um ordinal limite «. Esta claro que 3, = sup{3s:
B <a}l <sup{2F:k <y} < 2<Ja_ Para a inclusdo contraria, se A < J, pela definicdo de J,
existe 8 < a com A < Jg. Logo, 2* < 2% =35, < 3,, o que prova a outra desigualdade.

Agora, discutiremos um pouco mais acerca da cardinalidade das MAD families. Veremos a seguir
que toda MAD family é ndo enumeravel. Este fato decorre do teorema abaixo para k = w.

Proposigao 2.5. Seja k um cardinal regular. Entdo toda MAD family em x possui cardinalidade
diferente de k.

Demonstragao. Suponha que A = {A, : a € k} é uma almost disjoint family em k. Veremos que
ela ndo ¢ maximal. Podemos supor que se a # 8 entdo A, # Ag. Assim, se a # [3, temos que

|Aq N Ag| < k. Para cada o < K, seja b, = min (Aa \Up<a(4a N Aﬁ)). Note que essa unido é um

conjunto de cardinalidade < k pois k ¢é regular, logo b, estd bem definido. Seja B = {b, : a < K}.
Temos que |B| = k. Para ver isso, veremos que se a # (3, entao b, # bg. Com efeito, dados «, 3
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distintos, sem perda de generalidade podemos supor « < 5. Entao, por definicao, b, € Ay, porém,
bs ¢ An, pois caso contrério teriamos que bg € AN Ag, o que é absurdo pela defini¢ao de bg. Temos
também que para todo «, |[BN Al < K, pois BN A, € {bg: B < a} ja que se f > a temos que
bg ¢ A,. Dessa forma, AU{B} é uma almost disjoint family que contém A propriamente. Logo, A
nao é maximal. O

Observagao: Nao é possivel inferir que toda MAD family em k possui cardinalidade maior que
k. Com efeito, seja A = {A,, : n € w} uma particao de w; de modo que para todo n € w, |A,| = w;.
Temos que A ¢ uma MAD family, pois se A € [w1]*?, existe n tal que |[AN A4,| = w;.

Corolario 2.6. Seja x um cardinal regular. Entdo existe uma MAD family em x de cardinalidade
> KT,

Demonstracao. Seja A uma particdo de xk em k subconjuntos de k de cardinalidade x. Existe uma
MAD family estendendo A. Pela proposicao anterior, segue que ela tem cardinalidade > x™. O

Sabemos que existe uma MAD family (em w) de cardinalidade ¢, que é a maior cardinalidade
possivel para uma MAD family ja que |22 (w) | = ¢. Uma pergunta natural é: o quao pequena uma
MAD family pode ser? Pela proposi¢ao anterior, qualquer MAD family é ndo enumerével. Define-se
a como sendo o menor cardinal para o qual existe uma MAD family desta cardinalidad. Segue que
wi <a<ec

Por fim, podemos definir uma notacao para o ideal livre gerado por uma almost disjoint family.
Falaremos dele ao discutirmos sobre happy families, mais adiante.

Defini¢ao 2.2. Dada uma almost disjoint family A, o ideal livre gerado por A ¢ Z(A) = {X C
w: 3B € [A]<¥(X C* [JB)}, e a colegao dos conjuntos positivos com relagao a ele ¢ ZT(A) =

P (W) \Z(A).
Se X € ZT(A), dizemos que X ¢é A-positivo.

O

2.2 Pequenos Cardinais

Nessa secao, iremos definir e provar algumas propriedades de alguns dos chamados pequenos
cardinais. Seguimos a notacdo de [Kunll]. Dentre eles, temos o cardinal a que esté diretamente
relacionado com o assunto desta dissertacao.

Definicao 2.3. O cardinal a é a menor cardinalidade possivel para uma MAD family. Vimos na
Proposicao 2.5 que w < a < ¢.

O cardinal 0 é a cardinalidade da menor familia dominante de w®, ou seja, é a menor cardina-
lidade possivel para uma colecio A de fungoes de w em w tal que Vf e wdge Af <*g¢g

O cardinal b é a cardinalidade da menor familia ilimitada, ou seja, a cardinalidade da menor
colecdo B C w® tal que ~dg e w¥VfeBf <*g

Lembremos que se f,g: X — w, dizemos que f <* g se, e somente se, existe X’ C X finito tal
que se © € X \ X’ entdo f(x) < g(z). De forma analoga, define-se f <* g. O

Os valores destes cardinais sao independentes de ZFC, porém as relacoes entre eles sao bem
estudadas. Abaixo, mencionaremos algumas.

Proposicao 2.7. Na notacdo acima:

(a) Toda familia dominante de w® ¢ ilimitada.
(by b<d<c¢

(c) w<b

(d b<a
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Demonstracdo. Dada uma familia dominante D, suponha por absurdo que ela ndo seja ilimitada.
Entdo existe g : w — w tal que para toda f € D temos que f <* g. Seja h(n) = g(n) + 1. Temos
que dada f € w®, h £* f, visto que {n € w: h(n) > f(n)} D {n € w:g(n) > f(n)}, que é cofinito.
Isso prova (a). (b) decorre diretamente de (a) e do fato de que w* ¢ uma familia ilimitada.

Para (c), seja B = {f, : n € w} uma colecao infinita enumeravel de fungoes. Seja g(k) =
max{ f, (k) : n < k}. Temos que para cada n, f, <* g.

Para (d), fixe K < b. Veremos que k < a. Seja D = { X, : a < £} almost disjoint family. Veremos
que D nao é maximal. Para cada n € w, seja X, = X, \ Uicn Xi- Segue que cada X, é infinito,
que X, =* X,, e que se n # m, X, N X,, = 0. Dado g € w®, seja ey = min{k € X,:k>gn)}e
Ey = {ey : n € w}. Para cada n, |E, N X,| = 1. Logo, E, é infinito, e, para cada n, |[E, N X,| < w.
Agora, para cada « tal que w < o < Kk, como X, N X, é finito para todo n, tomemos f, tal que
para cada n, fo(n) > max X, N X,,. Como k < b, existe g tal que f, <* g para todo «. Entao
Ey N X, para todo w < a < kK, pois se fa(n) < g(n) entdo ey ¢ Xa. O

Proposicao 2.8. b é regular e cf0 > b.

Demonstracao. Vejamos que b é regular. Seja {f, : @ < b} uma familia ilimitada de cardinalidade
b. Para cada a < b, recursivamente, seja g, tal que go > gg para todo 5 < o, de modo que go > fo
o que é possivel pela definicdo de b pois [{gs : @ < b}| < b. Assim, temos que {go : @ < b} &
uma familia ilimitada tal que se @ < 8 < b entdo g, <* gg. Seja u : cf b — b cofinal. Afirmo que
{Gu(a) : @ € cf b} & ilimitada.

Com efeito, se h >* g,(q) para todo a € cfb, temos que dado 8 < b, existe a € cfb tal que
B < u(a), entdo segue que gs <* gy (o) <* h. Mas, entdo h majora {ga : @ < b}, o que é absurdo.

Portanto, {gu(a) ;o € cfb} é ilimitada. Mas isso implica que cfb > b, e, portanto, vale a
igualdade.

Para a segunda desigualdade, seja ® uma familia dominante de cardinalidade 0. Podemos par-
ticionar © em uma cole¢ao {D, : @ < cfd} tal que |D,| < 0 para todo a < cf 0. Para cada «, seja
fa tal que nao existe g € D,y com f, <* g. Afirmo que {f, : @ < cf¢} é ilimitada.

Com efeito, se h >* f, para todo «, tome g € D tal que g >* h. Existe « tal que g € D,. Mas
entao g >* h >* f,, o que é absurdo.

Logo, existe uma familia ilimitada de cardinalidade c¢f 0, o que implica b < cf 0.

O

Notemos que entdo, vale que wy; < cfb =b < cfd < 9 < ¢. E verdade que é possivel criar um
modelo onde b, 0 e ¢ podem ser quaisquer cardinais respeitando essa relacao (desde que cf ¢ > w).
Para uma referéncia, ver o Teorema 2.4 de [Blal0]. A prova completa deste teorema, com todas as
proposicoes preliminares, foge do escopo desta dissertagdo. Porém, nao utilizaremos este fato, mas
apenas alguns mais fracos. No Apéndice B, provaremos que é consistente que w3 = b < 0 = ¢, pois
isso traz consequéncias que serao utilizadas.

Introduziremos agora o niimero de pseudointersecao.

Defini¢ao 2.4. Uma colecao A de conjuntos tem a propriedade da intersegao finita forte se (| F' é
infinito para todo F' C A finito ndo vazio. Uma pseudo-interse¢do de A é um conjunto K infinito
tal que K C* Z para todo Z € A. O

Lema 2.9. Seja A uma cole¢gdo enumeravel de conjuntos com a propriedade da intersecdo finita
forte. Entdo A possui uma pseudo-intersecao.

Demonstragao. Seja {A,, : n € w} = A. Recursivamente, escolhemos ko € Ag. Definidos ko, ..., ky,
escolhemos k11 > k, com k,y1 € (),.,, Ai- Considere K = {k,, : n € w}. O
Defini¢ao 2.5. p é o primeiro cardinal para o qual existe A C [w]¥ com |A| = p com a propriedade
da intersecao finita forte sem pseudo-intersecao. [l

Provaremos a seguir que p < b. Para isso, utilizaremos o lema abaixo.
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Lema 2.10. Seja A C [w]* com a propriedade da intersecao finita forte com |A| < p. Seja H C [w]¥
com |H| < p. Suponha que para todo H € H, {ZNH : Z € A} tem a propriedade da intersegao
finita forte. Entado A tem uma pseudo-intersecio K tal que K N H é infinita para todo H € H.

Demonstracdo. Seja J = [w]~“ \ {0}. Para Z € A. Seja Z ={seJ:seZ} Para H € H, seja
H={seJ:sNH# 0} Paral € w, seja T; = {s € J : min(s) > l}. Seja

A*={Z:Zc AYU{H:-HeH}U{T}:lew} C 2 (J)

Temos que |A*| < p. Temos que A* tem a propriedade da interse¢ao finita forte: ados 21 Zm Hi ... H,
e T}, temos que para cada i, existe x; € Z1N---NZy, N H; com z; > . Seja s = {x1,...,z,}. Temos
quese s C s € [Z1N---NZp\(+1)]<¥, entdo s’ € A*={Z:Zc AJU{H: He H}U{T,: ] € w}.
Como J é enumeravel e |A*| < p, existe M C J infinito pseudointersecao de A*. Seja K = |J M.
Como M ¢ infinito e M C & (K), temos que K ¢ infinito. Para cada Z € A, como M C* Z, temos
que K C* Z.
Dado H € H, fixe | € w. Temos que M C* HNT,. Fixe s € M com s € H N T;. Temos que
sNH #(emins > 1, logo sNH C|JM = K implica que K N H contém um nimero maior que .
Como [ é arbitrario, segue a tese. (]

Teorema 2.11. w) <p<b<a<cew <p<b<d<e.

Demonstracdo. Resta provar apenas que p < b. Fixe k < p. Veremos que k < b. Seja B C w® de
cardinalidade k. Veremos que B néo é ilimitada.

Para cada f € B, seja Z5 = {(z,y) € wxw :y > f(x)}. Seja A= {Zy : f € B}. Para J € w,
seja Hj = {j} x w, e seja H = {H; : j € w}. Fixado j, temos que {Zy N H; : f € A} tem a
propriedade da intersecdo forte. Pelo lema anterior aplicado a w X w, existe K C w x w tal que K
¢ pseudointersecao de A e tal que para cada j, K N H; ¢ infinito. Tomemos g C K que & gréfico de
funcao. Entao, para cada f € B, temos que g C* Z¢, o que imlica f <* g. O

Para complementar a segdo, definiremos alguns cardinais a partir de um ideal.

Definicao 2.6. Seja Z um ideal proprio em um conjunto X . Define-se:

(a) add(Z) é o menor cardinal x para o qual existe C € [Z]" com | JC ¢ Z.

(b) non(Z) é o menor cardinal x para o qual existe A € [X]* com A ¢ 7.

]

Vejamos algumas desigualdades famosas envolvendo alguns ideais. Primeiro, vamos lembrar o
Teorema de Baire.

Defini¢ao 2.7. Seja X um espago topologico. Dizemos que A C X ¢é de primeira categoria se A
pode ser escrito como | J,,¢,, An, onde int cl A, = 0. E imediato que a colecio de todos os conjuntos
de primeira categoria é um ideal, e que se X é Hausdorff sem pontos isolados, é livre. O

Teorema 2.12 (Baire). Seja X um espaco Hausdorff localmente compacto. Seja (Uy,)new uma
sequéncia de abertos densos. Temos que (), .., Un ¢ denso.

Demonstracao. Fixe A C X aberto. Como ANUy € um aberto ndo vazio, existe Vy aberto nao vazio
com clVyp C ANUy e clVy compacto. Construido V,, aberto ndo vazio, seja V41 aberto ndo vazio
com clVyp1 C VN Jpy1. Temos que clVy D clVy D ..., dessa forma, pela compacidade de cl Vj,
temos que (), 1 Vi # 0. Porém, (), o, clVy € AN(,c,, Un- O

ncw new

Corolario 2.13. Seja M o ideal dos conjuntos de primeira categoria em R. Entdo M é um ideal
proprio livre e add(M) > w;.
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Demonstracdo. Esta claro que M é um ideal livre. Mostraremos que R n&o é de primeira categoria,
o que mostra que ele & proprio. Se o fosse, existiria A,, sequéncia de conjuntos cujo fecho tem interior
vazio e tal que R =, ¢, An- Seja B, = R\ A,. Temos que cada intB,, é denso e [, ., intB, =0,
o que viola o teorema de Baire. [l

Lema 2.14. b < non(M), onde M é o ideal dos conjuntos de primeira categoria em R

Demonstracdo. Suponha que k < b. Veremos que k£ < non(M). Para isso, fixe X C R de cardi-
nalidade k. Mostraremos que X ¢é disjunto de uma interse¢do densa de abertos com interior vazio.
Enumeremos Q = {¢x : k € w}. Para cada f € w”, seja Uy = U{(qx — 277" g +277®)) . k> n).
Temos que U € aberto, denso e fixado f, Uy forma uma sequéncia estritamente decrescente. Seja
Gy =yen Uf- Veremos que X NGy = () para algum g.

Notemos que f <* g = G4 C Gy, pois Uy C U}? para todos a menos de uma quantidade finita
de n’s. Para cada x € X, escolha alguns f, € w* tal que = ¢ Gy, . Isso é possivel pois podemos
tomar f tal que 2~ f=(F) < |z — qx| para cada k com ¢ # z. Como |X| < b, tome g com f, <* g
para todo € X. Entao x ¢ G, para todo x € X. O

Na Proposi¢do 1.13, aplicamos o Axioma de Martin com uma ordem parcial que possui uma
propriedade especial: Ela é a uma ordem o-centrada, assim, MAp(k) vale para todo k < p (ver
Apéndice II). Assim, segue que:

Proposicao 2.15. x < p implica que para todo A,C C [w]<" tais que para todo y € C e para todo
F C A finito, [y \UF| =w, existe D Cw tal que Vx € A(|DNz| <w)eVY € C(|IDNY]| =w).

A proposicio abaixo é uma aplicacio interessante de almost disjoint families.
Proposicao 2.16. Se w < k < p, entdo 2% = 2~.

Demonstragiao. Tome uma almost disjoint family B de cardinalidade k. Seja ¢ : & (w) — £ (B)
dada por ¢(D) = {X € B: |DNX| < w}. Veremos que ¢ é sobrejetora.

Considere A C B arbitraria. Na Proposigao 2.15, seja C = B\ \A. temos que A e C satisfazem as
hipoteses, logo, existe D tal que ¢(D) ={X € B: |[DNX|<w} = A.

Assim, segue que 2" = |Z (B)| > |Z (w) | = 2¥. O

Coroléario 2.17. cfc>p

Demonstra¢ao. Da proposigao acima e do lema de Konig, segue que cf(2*) = cf(2") > k para todo
k com k < p. Logo, cf(2¥) > p. O

Teorema 2.18. m < p.

Demonstracao. Fixe k < m. Veremos que k < p. Suponha que A é uma familia com a propriedade
da intersecao forte de cardinalidade k.
Considere P = [w]<¥ x [A]<% ordenado por:

(8, F')<(5,F)++sCs NFCF AVzeF(s\sCu)

E facil verificar que < é uma pré-ordem.

Notemos que se (s, F') e (s, F') forem elementos de P com s = &', entdo (s, FU F’) é extensao
comum. Logo, como [w]<*¥ & enumeravel, segue que toda anticadeia em P é enumerével. Logo, P
tem c.c.c.

Para cada n natural, seja D,, = {(s, F') € P : |s| > n}. Temos que D,, é denso: dado (s, F') € P,
seja s’ C () F de cardinalidade n e considere (s U s, F).

Para cada X € A, seja Ex = {(s,F) € P : x € F}, visto que dado (s, F) € P temos que
(s, FU{X}) C (s, F). Seja G um filtro em P que intersecta cada E,, D,,. Seja K =|J{s: (s, F) €
F}. Dado n, temos que existe (s, F') € G N Dy, logo, para esse s, temos que |K| > |s| > n. Logo,
K é infinito. Tome X € A. Temos que ver que K \ X é finito. Tomemos (s, F) € G com X € F.
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Veremos que K \ s C X. De fato, dado (¢, F') € G, existe (8", F") € G extensao comum de (s, F) e
(s, F"). Assim, temos que s” \ s C X. Isso mostra que para todo (s, F’) € G temos que s”\ s C X.
Logo, K\ s C X.

O

2.3 W-espacos

Com uma almost disjoint family A, podemos definir um espaco topologico bastante especial, o
espago U (A), conhecido como também como espago de Isbell-Mrowka. Também é comum chama-los
simplesmente de “W-espacos”. Veremos que trabalhando propriedades combinatérias em A, obtemos
propriedades topologicas em W(.A). Tais construgoes sao bastante tteis para responder perguntas em
Topologia Geral, e tais perguntas nem sempre estao ligadas inicialmente a almost disjoint families.

Defini¢ao 2.8. Dada uma almost disjoint family A, define-se ¥(.4) = wU.A com a topologia gerada
por B={{A}U(A\n): Ac AnewtU{{n}:necw} O

Ou seja, estamos pedindo que w seja aberto discreto e que A seja uma sequéncia convergente
para o elemento A.
O lema abaixo é de facil demonstragdo e sua verificacao fica a cargo do leitor.

Lema 2.19. Na notagdo acima, BB é base para a topologia que gera, e uma base local para A € A
é {{A} U (A\ n) € w}. Assim, w é discreto e denso em W(.A), e esse espaco é first-countable.

Observacio: As vezes, é util trabalhar com almost disjoint families em um conjunto X infinito
enumerével diferente de w. Neste caso, supondo-se [X]¥ N X = (!, pode-se definir ¥(A) = AUX, e
tomar como topologia a topologia gerada pela base B = {{A}U(A\F): A€ A F € [X]<¥}u{{x}:
z € X}.Sendo f: X — w bijecdo, é facil ver que a B = {f[A] : A € X'} ¢ uma almost disjoint family
em w e que F : U(A) — U(B) dado por F(A) = f[A], para A € A, e F(z) = f(x), parax € X, é
um homeomorfismo. Assim, podemos nos restringir a estudar W-espagos gerados por almost disjoint
families de w, mas, quando conveniente, podemos aplicar os resultados desenvolvidos para V-espacos
de almost disjoint families de algum X infinito enumerével, e utiliza-los para provar teorema sobre
W-espacos.

Proposicao 2.20. Seja A uma almost disjoint family. Temos que W(A) é Hausdorff e que B =
{{A}U(A\n): A€ Ajn € w}U{{n}:n € w} é uma base de compactos. Assim, U(.A) é localmente
compacto e zero dimensional.

Demonstragiao. Dado A € Aen € w, temos que {n},{A} U(A\ (n+ 1)) sdo abertos disjuntos. Se
n,m sdo naturais distintos, {n} e {m} sdo abertos disjuntos. Finalmente, se A, B € A sao distintos,
sendo n > max A N B, temos que {A} U(A\ n) e {B} U (B \ n) sdo abertos disjuntos. Assim, o
espaco ¢ Hausdorff.

Assim, temos que para todo n, {n} é clopen (e compacto). Fixe n, A. Suponha que B é uma
cobertura de abertos basicos para {A} U (A \ n). Algum dos abertos da cobertura possui A como
elemento, logo, existe m € w com {A} U (A\m) € B. Como [{A} U (A\n)]\ {A}U(A\m)] é
finito, segue a tese. (]

Um W-espaco nunca é compacto, como veremos na proposicao abaixo.
Proposicao 2.21. Seja A uma almost disjoint family. Entao ¥(.A) nao é compacto.

Demonstragao. Para cada A € A, seja V4 = {A} Uw. Temos que {V4 : A € A} é uma cobertura
aberta de ¥(.A) sem subcobertura finita, pois qualquer subconjunto finito dessa cobertura recobre
apenas uma quantidade finita de elementos de A. O

'Esta condigéo é necesséaria para que a unido AU X seja disjunta.
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Nesse texto, exigimos que almost disjoint families sejam infinitas. Se estivéssemos permitindo
que almost disjoint families possam ser finitas, entdo poderiam existir W-espagos compactos. Por
exemplo, A = {w} daria origem & uma compactificacdo por um ponto de w.

A pseudocompacidade de ¥ (.27) esta relacionada apenas com a maximalidade de 7.

Proposi¢ao 2.22. Seja A uma almost disjoint family. Temos que V(A) é pseudocompacto se, e
somente se, A for uma MAD family.

Demonstrac¢ao. Suponha que A é MAD family. Seja f : ¥(A) — R continua. Veremos que f[w] é
limitado. Suponha por absurdo que f[w] é ilimitado para cima. Recursivamente, podemos construir
uma sequéncia estritamente crescente de nameros naturais ny, tais que f(ng)+1 < f(ng+1). Seja B =
{ng : k € w}. Temos que |B| = w. Fixe A € A. Afirmo que |4 N B| < w, que viola a maximalidade
de A. Para ver isso, note que f é continua em A. Dai, existe n natural com f[A\n| C {f(A4)}. Mas
entao, a sequéncia dos f(ny) é limitada, o que é absurdo. Assim, f[w] é limitado superiormente.
Analogamente, é limitado inferiormente. Por fim, por continuidade, f[¥(A)] = f[®] C cl flw], que
é limitado.

Agora suponha que A ndo é maximal. Existe B C w infinito tal que BN A é finito para todo
A € /. Sabemos que B é aberto. Vejamos que B é fechado: suponha que p € B. Suponha por
absurdo que p ¢ B. Temos que p é um ponto de acumulagao de B. Como ¥ (.A) é Hausdorff, devemos
ter que se V' é aberto e p € V entdo V N B é infinito. Mas isso nao ocorre: se p € w, tome V = {p}.
Caso contrario, temos p € &7, dai, tome V = {p} Up. Entdo B é clopen. Escrevemos injetivamente
B = {b, : n € w}. Considere a funcao f: ¥(A) — R dada por f(z) =n, se x = by, e f(x) =0 caso
contrario. Como B é clopen e discreto, essa funcao é continua e ilimitada. [l

Na verdade, vale algo ainda mais forte do que isso. Veremos que se A é uma MAD family, entao
(U(A))“ é pseudocompacto. Mas antes, precisaremos do seguinte lema que pode ser encontrado no
artigo [HHRO7].

Definig¢ao 2.9. Seja X um espago topologico e A C X. Dizemos que A é relativamente sequencial-
mente compacto (com relagdo a X) se toda sequéncia em A possui uma subsequéncia que converge
para um ponto de X. Se X & T1, dizemos que A é relativamente enumeravelmente compacto se
todo subconjunto infinito de A possui um ponto de acumulagao em X. (Il

Lema 2.23. Seja X um espaco topologico e D C X um subconjunto denso relativamente sequen-
cialmente compacto. Entdo X é pseudocompacto.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que exista f : X — R continua e ilimitada. Sem perda
de generalidade, f é ilimitada para cima. Assim, dado n natural, existe d, € D tal que d,, €
f(n,00)], ou seja, tal que f(d,) > n. Existe x € X e ¢ : w — w estritamente crescente tal que
dg(m) — = quando m — co. Mas entao temos que f(dg(m)) — 00 e f(dg(m)) — = quando m — oo,
o que é absurdo. O

Proposicao 2.24. Suponha que para cada n, A, C X,, é relativamente sequencialmente compacto

em X,,. Entdo A =], . An é relativamente sequencialmente compacto em X = [].... Xn.

new rEw TN

Demonstragao. Para cada m natural, seja fi, € [[,c,, Am. Devemos ver que (fy)meo possui uma
subsequéncia que converge para algum elemento de X. Existem ¢(0) € Xy e Ag C w infinito tal
que fm(0)|Ag — zp. Recursivamente, define-se A, ;1 C A, infinito e g(n + 1) € X,4+1 tal que
fm(n 4+ 1)|Ap+1 = Tpt1. Seja A uma pseudointersegao da familia A, com n € w. Temos que para
todo n, a fungao de variavel m dada por f,,(n)|A — g(n), logo (fm)mew|4d — g. O

Notemos que, colocando A, = X, na proposicido acima, obtemos o famoso resultado da preser-
vacao de compacidade sequencial para produtos enumeraveis. Essa proposicao nos permite obter
alguns corolarios interessantes.

Corolario 2.25. Suponha que para cada n, 4, C X,, ¢ um denso relativamente sequencialmente

compacto em X,,. Entao X =[], X, é pseudocompacto.
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Demonstragio. Temos que A =[], ., An ¢ relativamente sequencialmente compacto & X e é denso,
o que implica que X é pseudocompacto. O

Proposicao 2.26. Seja A uma almost disjoint family em w. Temos que w é relativamente sequen-
cialmente compacto em ¥(A) se, e somente se, A ¢ MAD.

Demonstra¢do. Suponha que A seja MAD e seja ¢ : w — w uma sequéncia injetora. Temos que
existe B € A tal que ¢[w] N B ¢ infinito. Segue que ¢|¢p~1[B] — B em ¥(A).

Reciprocamente, suponha que A nao é MAD e seja B C w infinito tal que B N A é finito para
todo A € A. Seja ¢ : w — B bijegao estritamente crescente. ¢ nao converge para nenhum ponto de
w pois este é discreto, e ¢ ndo converge para nenhum ponto A € A pois a imagem de ¢ intersectada
com A é finita. O

Assim, sintetizando os resultados acima, temos que:

Corolario 2.27. Seja A,, (n € w) uma familia enumerével de almost disjoint families. Sdo equiva-
lentes:

a) Para todo n € w, A,, ¢ MAD.
b) w* C[],c., ¥(Ay) € relativamente sequencialmente compacto.

¢) Ilhew ¥(An) € pseudocompacto.

Em particular, A é uma MAD family se, e somente se, (1(.A))“ é pseudocompacto. O
Podemos verificar que a classe dos W-espacos é fechada por somas diretas finitas.

Proposicao 2.28. Sejam A, B almost disjoint families. Entdo existe uma almost disjoint family C
tal que:

U(A)® Y (B)=Y(C)

Demonstragao. Utilizemos a notagao de que A® B = {(a,0):a € A} U{(b,1): b€ B}.
SejaC={2A: A A} U{2B+1: B € B}. Temos que C é uma almost disjoint family.
Define-se f : ¥(A) & ¥(B) — ¥(C) dada por f(A,0) =24, f(B,1) =2B+1, f(n,i) =2n+1

paran € w, A € Ae B € B. Fica a cargo do leitor verificar que f é homeomorfismo. O

Lema 2.29. Seja A uma almost disjoint family e ~ uma relacio de equivaléncia em A tal que cada
classe de equivaléncia seja finita. Estendemos para 1(.A) definindo em w que n ~ m se, e somente
se, n = m. Entdo existe uma almost disjoint family B tal que ¥U(B) ~ ¥(A)/ ~, considerando a
topologia quociente.

Demonstragio. Basta definir B = {|J[A]~ : A € A}. Temos que B é uma almost disjoint family.
Seja ¢ : W(B) — ¥U(A)/ ~ dada por ¢([n]) = n para todo n € w, e ¢([A]) = [J[A] para todo A € A.
Fica a cargo do leitor verificar que ¢ ¢ um homeomorfismo. O

Nosso objetivo agora é mostrar que existem 2 MAD families que geram espacos dois a dois ndo
homeomorfos seguindo ideias de [Mro77].

Lema 2.30. Suponha que A, B sdo almost disjoint families e T : ¥(A) — ¥ (B) homeomorfismo.
Entao T[A] = B, T'|w] = w para todo A € A, a diferenca simétrica T'(A)AT[A] é finita.

Demonstragio. T|w] = w pois homeomorfismos bijetam pontos isolados. Assim, T[A] = B. Se
T[A]\ T(A) for infinito, seja (ay)new sequéncia em A com {T'(a,) :n € w} C T[A]\ T(A). Temos
que a, — A mas T'(a,) /4 T(A), absurdo. Agora suponha que T'(A) \ T[4] é infinito. Seja (an)necw
sequeéncia disjunta de A com {T'(ay) : n € w} C T(A)\T[A]. Temos que T'(a,,) — T(A) nas a, /4 A,
absurdo. O
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Proposigao 2.31. Sejam P, () C w infinitos disjuntos com PUQ = w. Sejam A uma MAD family no
conjunto P e Buma MAD family no conjunto @), ambas de mesma cardinalidade  (ou seja, A, B sdo
almost disjoint family de subconjuntos de P, (Q maximais nesse sentido). Seja F' o conjunto de todas
as fungoes bijetoras de dominio A e imagem B. Para cada f € F, seja Ay = {AU f(A): f € F'}.
Entao:

a) para cada f € F', Ay é uma MAD family em w e cardinalidade &,
b) se f,g € Fe f#g,entao Ay # Ay, e [{Ay: f € F}| =27,

c) se f,g € F e ¢ & um homeomorfismo de W(As) em V(Ay) que fixa w, entdo f =ge ¢ éa
identidade,

d) se C é uma almost disjoint family, entao [{f € F': U(C) =~ W(Af)}| < 2v.
Demonstracao. Na notagao do enunciado:

a) Fixe f. Sejam A, B € A e suponha que AU f(A) # BU f(B). Entao A # B e f(A) # f(B).
Como PN Q = 0, temos que (AU f(A))N(BU f(B)) = (AN B)U (f(A) N f(B)), que &
finito. Além disso, a funcdo A — AU f(A) é bijetora. Assim, Ay é infinito de cardinalidade
k. Segue que Ay é almost disjoint. Para ver que ¢ MAD, fixe X C w infinito. Temos que
ao menos um dos X NP, X N Q é infinito. Caso o primeiro seja, entdo existe A € A com
XNPNA=Xn A infinito. Logo, X N (AU f(A)) é infinito. Para o segundo caso, existe
A€ Acom f(A)NX NQ = f(A) N Q infinito. Logo, (AU f(A)) NQ é infinito. Segue a tese.

b) Existe A tal que f(A) # g(A). Entao f(A) UA ¢ Ay, pois se B # A e g(B) # f(A),
temos que (AU f(A)) N (B Ug(B)) é finito, se B = A e g(B) # f(A) temos que (AU
f(A)A(BUg(B)) = f(A)Ag(B), que ¢ infinito, e, por ultimo, B # A e g(B) = f(A) temos
que (AU f(A))A(BUg(B)) = AAB, que é infinito. A segunda parte desse item decorre do
Lema 1.8.

c) Tome A € A qualquer. Existe B € A com ¢(AU f(A)) = B U g(B). Note que ¢(A U
f(A)AP[AU f(A)] é finito. Assim, (B U g(B))A(AU f(A)) é finito. Devemos ter entdo que
A\ B e B\ A sao finitos. Mas como AUB = (AAB)U(ANB) e AN B ¢ finito quando A # B,
segue que A = B. Assim, temos que (AU g(A))A(AU f(A)) é finito, e segue que g(A)Af(A)
é finito. Como antes, segue que g(A) = f(A) e p(AU f(A)) = AU f(A). Como A é arbitrario,
segue a tese.

d) Temos que

{feF:¥C)~y(Af)} = U {feF:3¢:¥(C) = ¥(As) homeomorfismo tal que ¢|w = h}

he“w

Assim, basta mostrar que para cada h : w — w bijetora, temos que {f € F : 3¢ : ¥(C) —
U(A¢) homeomorfismo tal que ¢jw = h} ¢é finito. Na verdade, mostraremos que esse conjunto
tem no méximo um elemento. Suponha que ¢y, ¢, sao homeomorfismos, respectivamente, de
U(C) em W(Ay) e de W(C) em W(Ay) com ¢slw = ¢glw = h. Entdo o0, : W(As) = W(A,)
¢ um homeomorfismo que fixa w. Logo, f = g e ¢y = ¢y.

O

Corolario 2.32. Existem 2° MAD families com W-espacos ndo dois-a-dois homeomorfos. Assim,
existem ao menos 2¢ espacos pseudocompactos, Hausdorfl, zero dimensionais, separaveis e local-
mente compactos nao dois-a-dois homeomorfos.
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Demonstra¢do. Na proposigao anterior, tomemos k = ¢ (existem MAD families de cardinalidade c,
entdo isso é possivel). Seja W = {Ay : f € F'}. Pelo item d) da proposicao anterior, a relacao de
equivaléncia em W dada pela relacao de ser homeomorfo particiona YV em classes de no maximo ¢
elementos. Porém, pelo item b), [W| = 2¢. Logo, existem 2° dessas classes de equivaléncia e segue
a tese. U

2.4 Um pouco sobre fw

Esta secdo estava originalmente pensada para ser parte do capitulo introdutério. Porém, ao fim
da se¢8o, faremos uma aplicagdo de almost disjoint families. Assim, decidimos por mové-la para
este capitulo. Utilizaremos o espaco Sw em algumas construgoes nas demais segoes.

O peso de um espago topologico X é definido como w(X) = min{|B| : B é base de X} 4+ w.

Lema 2.33. Seja k um cardinal infinito. Entao w("2) = .

Demonstragio. Temos que {V; : s € Upepyj<w 2/1, onde V, = {f € 28 : s C f} é uma base de
2% de cardinalidade k. Basta mostrar que nao existem bases de cardinalidade menor. Temos que
B={{fe"2: f(a) =i} :i€{0,1},a < k} é uma subbase de "2 de cardinalidade x.

Denotemos por U(a,i) o conjunto {f € 2 : f(a) =i} Se B é uma colecao de A\ < k abertos
basicos, podemos escrever B = {V3 : 8 < A} onde

Vs= () Ulag.i})

1<ng

Para algum ng > 0 natural, alguma (04?)i<nﬁ sequéncia de ordinais menores do que \ e (jf)Knﬂ
sequéncia em {0,1}. Temos que o conjunto {af : B < A\i <ng} tem cardinalidade < X\ < &, entao
existe v fora dele. Temos que nao existe 3 tal que V3 C U(«,0), logo, B nao é base. (]

Proposicao 2.34. Suponha que s seja um cardinal infinito, que |I| < 2" e que para todo « € I,
X, € um espago topologico e Do € X, ¢ um denso tal que [Dq| < . Entao [[,.; Xo possui um
denso de cardinalidade < k.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, I = "2. Seja B uma base de "2 de cardinalidade k.
Para cada f € I, seja Dy = {d/]; : B < K} (repetindo se necessario). Para cada ntunero natural k,
para cada sequéncia (A1, ..., Ag) de elementos de elementos disjuntos de B, e (51, .. ., f1) sequéncia
em k + 1, seja p = p((41,...,Ak), (B1,...,Pr)) dado por:

p(f)=df, se f € A;

p(f) = df, caso contrario.
O conjunto de todas as fungoes definidas como acima tem cardinalidade < k. Resta ver que ele
é denso. Consideremos um aberto basico do produto. Ele tem a forma,
-1 -1
ﬂ‘fl (Ul) ﬁ st ﬂ ﬂfm(Um)

Onde m € w é nao nulo, f; : kK — 2, U; € Xy, € aberto nao vazio. Cada U; possui um elemento

da forma d};ﬁ Como "2 é Hausdorff, existem Ay,..., A,, € B disjuntos com f; € A;. Assim, temos
que para cada 1 <17 < m:

p((Ah o 7Am)7 (ﬁl) ceey 5m))(fl) = dgi S Uz
Assim, p((A1,..., Am), (B1,---,0m)) € 7TJ711(U1) N---N W]?Ti(Um) e segue a tese. O

Proposicao 2.35. Se X ¢é infinito e discreto, entao |fX| = 22* Em particular, |fw| = 2°.
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Demonstragao. Seja k = |X|. Temos pela proposi¢ao anterior que [0, l]zn possui um subconjunto
D denso de cardinalidade A < k. Seja f : X — D sobrejetora. Seja Sf : X — D a extensdo de f a
[0,1]%". Como BX é compacto e D & denso, temos que Bf[3X] = [0,1]?". Logo:

BX] > ][0, 1| = 24" = 24%" = 2%

Por outro lado, vimos que X ¢ o conjunto de todos os ultrafiltros em X, logo, X C Z (£ (X)),
assim, [8X| < 22" O

Corolario 2.36. Todo conjunto infinito X possui exatamente 22! yltrafiltros livres e | X | ultra-
filtros fixos. Em particular, |fw| = |w*| = 2°.

Antes de prosseguir, provaremos o seguinte fato elementar sobre espacos de Hausdorft:

Proposicao 2.37. Suponha que X é um espaco de Hausdorff infinito. Entdo X possui um subcon-
junto infinito e discreto.

Demonstracdo. Primeiro, mostraremos que se X é Hausdorfl e infinito, existe U aberto tal que
X \ clU é infinito. Se isso nao for possivel, tomemos U aberto nao tal que clU # X, o que ¢
possivel fixando dois pontos distintos de X e separando eles por abertos. Entao X \ clU ¢é finito
e Hausdorff, logo, discreto. Assim, dado x € X \ clU, temos que {x} é clopen. Logo, V = {z} é
aberto e X \ clV = X \ {z} ¢ infinito, absurdo.

Agora, definimos recursivamente uma sequéncia infinita de abertos dois-a-dois disjuntos U, da
seguinte forma: tomamos Uy aberto nao vazio tal que X \ clUp é infinito. Definido U, (n < m)
abertos nao vazios disjuntos dois-a-dois de modo que X \ |J,,«,,, ¢l Uy seja infinito, define-se Up,41
como um aberto ndo do espago Hausdorff Y = X\, <, c1U,, de modo que Y \clUy,+1 seja infinito.
Agora, tomando z,, € U,, para todo n, temos que 0 espaco {zy, : n € w} é infinito e discreto. [l

Proposicao 2.38. Seja F' C fw infinito e fechado. Entao |F| = 2¢.

Demonstracao. Nessa demonstracao, escreveremos w como sendo o conjunto dos ultrafiltros fixos
(ou seja, identificaremos w dentro de fw).

Temos que como F' é Hausdorff, F' contém um subespaco infinito enumeravel e discreto, que
chamaremos de E. Temos que w U E é regular e enumeravel, logo, normal. Temos que w é aberto
em wU F, logo E é fechado em w U E. Veremos que clg, F ~ BE. Como clg, E C E e |fE| = 2°,
seguird a tese. Como cl E é uma compactificacao de E, basta ver que F é C*-imerso em cl E. Dada
f : E — [a,b] continua, pelo Teorema de Tietze existe g : w U E — [a,b] continua tal que f C g.
Seja h = glw. Temos que h : w — [a,b] é continua. Tomemos a extensao continua Sh : fw — [a, b]
e consideremos p = Sh|clE : clE — [a,b], que é continua. Precisamos ver que f C p. Basta ver
que f C Bh, e, para isso, basta ver que g C fh. Para isso, basta ver que g = (Sh|E U w). Temos
que ambas essas fungoes coincidem em w (a restrigdo de ambas é h) e w & denso em w U F, logo, as
fungoes coincidem em E U w e segue a tese. U

Dessa demonstragao, podemos retirar o seguinte corolario:
Corolario 2.39. Todo subconjunto enumeravel de fw é C*-imerso.

Corolario 2.40. Todo subconjunto A aberto de Sw que intersecta w* tem cardinalidade 2¢. Em
particular, todo subconjunto aberto e infinito de w* tem cardinalidade 2¢, e todo subconjunto aberto
nao enumeravel de Sw tem cardinalidade 2°.

Demonstracao. Seja x € w* N A. Pela regularidade de fw, existe U aberto com z € U C clU C A.
Precisamos ver que clU ¢ infinito. Se for finito, temos que x € clU = cl(wNU) =wNU, logo z € w,
absurdo. O

Corolario 2.41. w* nao tem pontos isolados.
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Definicao 2.10. Seja D infinito e discreto. Se A C D, denota-se por A* C 8D a colecao dos p
ultrafiltros livres em D tais que A € p. O

Lema 2.42. Seja D infinito e discreto. Entao, no espago D*:

1. Paratodo AC D, {p€ D : A€ D} éum clopen de gD.

2. {{pepBD:AeD}:AC D} é&uma base de 5D.

3. {A*: A C D} é uma base de clopens de D*.

4. Se A,B C D, entdo A C* B se, e somente se, A* C B*.

5. Se A,B C D, entao (AN B)* = A* N B*.

6. Se A, B € D, temos que AN B ¢ finito se, e somente se, A* N B* = ()

Demonstracao. Seja D infinito e discreto.

1. Se AC D, temos que {pe BD: A€ p} =D\{p€pBD:A¢p}éum fechado de BD. Porém,
seu complemento {p € D : X\ A € p} também é um fechado de SD. Logo, {p € D : A € p}
é fechado.

2. Ja vimos que dado A C D, {p € BD : A € D} é aberto. Temos que D ={pe D : A€ X}.
Finalmente, dado p € 8D e A aberto, temos que existe A C D tal quep € {p € D : A ¢
D} C A Porém, {pe D :(X\A) e D} ={pepD:A¢ D}, assim, segue a tese.

3. Como para todo A C D temos que A* = D*N{p € BD : A € D}, este item segue diretamente
dos dois anteriores.

4. Suponha que A C* B. Sendo p um ultrafiltro livre tal que A € p, existe C cofinito tal que
ANC C B. Como C € p, temos que B € p. Assim, A* C B*. Reciprocamente, suponha que
A\ B ¢ infinito. Seja p ultrafiltro livre tal que A\ B € p. Segue que p € A*\ B*.

5. Seja p um ultrafiltro livre. Temos que AN B € p se, e somente se, A, B € p.

6. Temos que AN B é finito se, e somente se, AN B C* () se, e somente se, (AN B)* C 0* se, e
somente se, A* N B* C () se, e somente se, A* N B* = ().

O
A proposicao abaixo € outra aplicacao interessante de almost disjoint families.
Proposicao 2.43. A celularidade e o peso de w* sao .

Demonstra¢ao. Pelo lema anterior, {A* : A C D} é uma base de clopens de w*. Assim, precisamos
apenas ver que a celularidade de w* é pelo menos c. Seja A uma almost disjoint family de cardina-
lidade c¢. Pelo lema anterior, {A* : A € A} é uma cole¢ao de ¢ abertos dois & dois disjuntos. Assim,
segue a tese. O

Proposicao 2.44. Se F C w* é tal que |F| < ¢, entdo F é nowhere dense, ou seja, o interior do
fecho de F' é vazio.

Demonstragio. Suponha por absurdo que o intcl ' # (). Entdo existe A C w infinito tal que
A* C clF. Seja {A, : o < ¢} uma almost disjoint family em A tal que se o # 8 entdo A, N Ag
¢ finito. Temos que para todo a, A}, C clF, e, como se a # 3 entdo A, N Ag ¢ finito, segue que
Af NAg = (. Como cada A, é infinito, temos que A}, # (). Assim, como A}, C clF, temos que
A* N F # (). Para cada «a, tome p, € A% N F. Segue que |F| > ¢, o que é absurdo. O
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2.5 Almost distoint families e happy families

Nessa segao, seguimos as defini¢oes do artigo [Mat77]. Mostraremos que Z7(A) ¢ uma happy
family para toda MAD family A.

Defini¢do 2.11. X C w diagonaliza a familia (X5 : s € [w]<%) de subconjuntos de nimeros
naturais se, e somente se, for infinito, X C Xj e para todo s € [w]<¥, se maxs € X entdo
X\ (Upesn +1) € X,. Para abreviar essa sentenca, define-se o(s) = (UJ,,c,n + 1). Note que
o(s) =0 quando s =), e o(s) = max s + 1 caso contrario. O

Defini¢ao 2.12. A C & (w) é dita uma happy family se & (w) \ A é um ideal livre e para toda
familia de conjuntos de ntimeros naturais (X; : s € [w]|<¥), se ({X;: s € [w]<¥Y} UFr) C A (o filtro
livre gerado por (X : s € [w]<¥)), existe X € A que diagonaliza (X, : s € [w]<Y). O

Como um exemplo, segue o lema abaixo.

Lema 2.45. Suponha que (X; : s € [w]<¥) é uma familia de subconjuntos infinitos de w com a
propriedade da intersecdo finita forte. Entéo existe X que diagonaliza (X : s € [w]<%).

Demonstracao. Fixe ng € Xy. Definido ny, tomemos ng41 € ([{Xs : o(s) < ng+1} com ngiq > ng,
o que é possivel ja que essa intersegdo é infinita. Seja X = {ny : k < w}. Entdo X C Xj. Suponha
que s C w é finito com max s = ng € X. Temos que X \ (nx +1) = {n; : I > k + 1}. Notemos que
sel > k+ 1, entao n; € X, assim, segue a tese. (Il

Proposic¢ao 2.46. Seja A uma almost disjoint family. Entao Z(.A) é um ideal livre proprio, e Z(A)
¢ um ideal primo e alto se e somente se A é uma MAD family.

Demonstra¢ao. Primeiro, verifiquemos que Z(A) ¢ um ideal livre. Claramente, todo subconjunto
finito de w é elemento de Z, que se A,B € Z(A) entdbo AUB € Z(A) e que se A € Z(A) e
B C A entdao B € Z(A). Verificaremos que w ¢ Z(A). Se isso ocorrer, existem Bj, ..., B, € A com
w C* By U---U Byg. Isso significa que existe n natural com B;U---U By Un = w. Tomemos A € A
distinto de By, ..., By. Temos que A = (BiNA)U---U(ByNA)U(nNA). Mas o lado direito é
uma unido finita de conjuntos finitos, logo, A é finito, absurdo.

Agora suponha que A ¢ MAD. Para ver que nosso ideal & alto, basta observar que dado X C w
infinito, existe, pela maximalidade de A, um B € A tal que BN X ¢ infinito.

Reciprocamente, suponhamos que Z(A) é um ideal alto. Veremos que A é maximal. Suponha
que B C w ¢é infinito. Existe X € Z(A) tal que X N B ¢ infinito. Existem Aj,..., Ay € Aen € w
tais que X C Ay U---UAgUn. Logo, como BN (A;U---UAiUn) é infinito, existe i tal que BN A;
¢ infinito e segue a tese. O

E interessante notar que o fato de A ser infinito foi importante na proposicio acima.
Proposigao 2.47. Seja A uma MAD family. Entdo Z7(A) é uma happy family.

Demonstrag¢ao. Tomemos uma familia de subconjuntos de ntimeros naturais (X5 : s € [w]<%) tal
que ({Xs:s€ [w|~“}UFr) C A

Construiremos recursivamente sequéncias X", Y" e X' para cadan € w, s € [w
seguintes propriedades:

|<¢ com as

(a
(b) cada X ¢ infinito,

(
(d

) X
)
c) X" diagonaliza (X" : s € [w]<¥),
) Y"e Ae Y™ N X" é infinito,

)

(e XnH Xn\(Uign Yi)a
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() ({X7: s € [w]<“} UTFY) C T*(A).

Comecamos definindo X? = X, como em (a). Pelo lema anterior, existe X° que diagonaliza
(X0 : s € [w]<¥). Pela maximalidade de A, existe YY € A tal que Y™ N X° ¢ infinito. Notemos que
(f) & decorre de (a) para n = 0.

Definidas as sequéncias até n, define-se X"+ como em (d). (b) E satisfeito para n+ 1 pois para
cada s, X € I*(A), e (f) é satisfeito pois X?*! C X" para cada s. Como vale (f) para n + 1, pelo
lema anterior existe X" ! infinito que diagonaliza (X7*!: s € [w]<¥), e, pela maximalidade de A,
existe Y"1 que intersectado com X"t ¢ infinito.

Temos que XI = X\ (Ur<;j Y*) para todo s.

Notemos que se i < j entdo Y # YJ: Temos que X7 C Xg =X\ (Uk<j Y*). Temos que existe
x em X7 NY7, logo, esse x no estd em Y.

Como para cada n, s, temos que X" C X, e como X" diagonaliza (X : s € [w]<¥), temos que
X" diagonaliza (Xs : s € [w]<¥).

Agora recursivamente, construiremos uma sequéncia estritamente crescente de niimeros naturais
ny, tal que ng € Xp e, se k= 2/(21 + 1), entdo n, € Y/ N X7\ (ng + 1).

Seja Z = {n}, : j < w}. Temos que Z é infinito. Para cada j, Z N Y7 ¢ infinito pois o conjunto
{n2i(2141) : | € w} estd contido na intersegdo. Segue que Z € I*(A) ¢ infinito: do contrario existiriam
Ui,..., U, € A e um natural u tais que Z C Uy U --- U U Uu. Tomando Y; distinto de cada Uj,
temos que ZNY; é infinito mas (U1 U---UU,Uu)NY; é finito, absurdo. Resta ver que Z diagonaliza
nossa familia. Claramente, Z é infinito.

Dado k, nj, € X! C Xy, para algum [. Assim, Z C X°. Dado s # 0, suponha que ny = maxs € Z.
Devemos ver que Z \ (ny + 1) C X,. Temos que Z \ (ny +1) = {n; : | > k + 1}. Fixado [ com
I > k+1, temos que existe j tal que n; € Y7 N X7\ (ng +1). Como X7 diagonaliza a nossa familia,
temos que n; € X7 \ n C Xs.

O

Abaixo, veremos uma equivaléncia util sobre happy families que nos trardo uma propriedade
util acerca de MAD families.

Teorema 2.48. Suponha que A C & (w) seja tal que & (w) \ A seja um ideal livre. Entdo A é
uma happy family se, e somente se, para toda sequéncia decrescente (Y; : i € w) de elementos de A
existe f : w — w estritamente crescente tal que flw] € A e para todo n, f(n+1) € Yy,).

Demonstra¢ao. Suponha que A seja uma happy family e considere uma sequéncia Y; (i € w) de-
crescente de elementos de A. Para s € [w]”, seja Xs = Y,(5)_1, se s # 0, e Xy = Yp. Devemos ver
que ({Y; : i < w} UFr) C A. Suponha que X esteja nesse conjunto. Existe i < A e B cofinito tal
que ;"B C X. Logo, w\ X Cw)\ (Y;NB) = (w\Y;)U(w\B). Como C = (w)\Aéum
ideal primo, temos que w \ Y; € C (pois seu complementar ndo estd em C) e w\ B € C (pois este é
finito). Logo, sua unido esta em C. Assim, seu complemento Y; N B nao esta em C, logo, esté em A.

Tome X € A que diagonalize (X, : s € [w]<¥) e f :w — X enumeragdo em ordem crescente.
Dado n, seja s = X N (f(n) +1). Como f(n) = maxs, temos que o(s) = f(n) + 1, e como s C X,
temos que sup s € X. Temos que f(n+1) C X \ o(s) C X = Yj(,), como queriamos.

Reciprocamente, suponha que valha essa propriedade para A, e suponha que o filtro gerado por
(X5 : s € [w]<¥) UFr esta contido em A.

Para cada i, seja Y; = ({Xs : o(s) < i+ 1}. Entao Y; é uma sequéncia decrescente de sub-
conjuntos de A. Tome f como no enunciado e seja X = flw] \ {f(0)}. Temos que X € A pois
AV} = @\ X)ULF(0)} € 2 @)\ A, logo, X\{F(0)} ¢ 2 (w)\ A. Temos que X C ¥y € X,
Se s € [w]=¥ é tal que maxs € X, existe n tal que f(n) = maxs. Temos que o(s) = f(n) + 1. Se
k€ X \ o(s), temos que existe m > n tal que k = f(m). Dai, k € Yym)—1 C Yy C© X Assim,
segue a tese.

O
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Coroléario 2.49. Seja A uma MAD family e X,, uma sequéncia decrescente de I (A). Entao existe
X em IT(A) tal que para todo n € w, X C* X,,.

Demonstragio. Nanotagao do enunciado, I'T(A) é uma happy family. Existe f : w — w estritamente
crescente tal que flw] € I"(A) e para todo n, f(n +1) € Xy(,). Seja X = f[w]. Dado n, existe m
tal que f(m) > n. Temos que X \ f(m +1) C Xy() € X O

Como corolério, podemos ver que a propriedade acima vale para qualquer almost disjoint family.

Corolario 2.50. Seja A uma almost disjoint family e X,, uma sequéncia decrescente em IT(A).
Entao existe X em I (A) tal que para todo n € w, X C* X,,.

Demonstracio. Seja U = {M € & (w) : A C M éadf e Vn(X,, € IT(M))}. Pelo Lema de Zorn,
existe M maximal em U. Veremos que M é MAD family. Suponha que nao. Entdo vale:

Y VB e M([Y N B| < w)

Dado Y dessa forma, pela maximalidade de M, existe n tal que X,, € Z(MU{Y}). Assim, vale
que:
InIYVB e MY NB|<we X, € (MU {YY}))

Procederemos por inducao. Para fins de melhor compreensao, faremos os dois primeiros passos
da indugao antes de fazer o passo indutivo. Seja ng o menor n que satisfaz a férmula acima e fixe
Yy que ateste isso.

Agora, recursivamente, escolhemos uma sequéncia de nimeros naturais estritamente crescente
ny e uma sequéncia decrescente de subconjuntos infinitos de w, Yj, que satisfaz:

(a) |Yx N B| < w para todo B € M
(b) Xn, € Z(MU{Y3}),

(c) Sen <ng, X, € ZT*(MU{Yii1}),

Escolhemos ng, Yy como no paragrafo precedente. Escolhidos ng,...,n; e Yp,..., Y, por (b),
Existem m natural e By,..., By € M tais que X,,, CmUB; U...B,UY}. Temos que X, \ Y C
mU By U---U By, logo, X, \ Yi € Z(M). Logo, temos que X,, NYy ¢ Z(M), ou terifamos que
Xn,, € Z(M). Sejam Yy 11, Y, infinitos e disjuntos tais que X, NYy = Y11 UY;, ;. Um destes nao
pertence & Z(M), sem perda de generalidade podemos supor que é Yk’+1. Temos que X, ¢ Z(MU
{Yi11}), ou terfamos que X, \ Yq1 € Z(M), o que implica em Y} | = Xy, NY; \ Y1 € Z(M).
Dessa forma, se n < ny, também vale que X,, ¢ Z(M U {Yy41}). Pela maximalidade de M, existe
Ngy1 > ng com Xy, € ZMU{Yiq1}).

Agora seja Y uma pseudointersecao de todos os Y;. Como Y\ Y é finito, segue que |[Y NB| < w
para todo B € M. Dado n, temos que X,, € Z*(M U {Y'}): fixe k tal que ny > n e suponha por
absurdo que X,, C B1U... ByUmUY para algum m natural e By ..., By € M. Seja |l > m natural
tal que Y\ Yy C . Temos que X,, C By U...Bp UlUY}. Absurdo. Logo, MU{Y} € U, absurdo.

Logo, M é uma MAD family. Podemos aplicar o teorema anterior e obter X € Z*(M) tal que
para todon € w, X C* X,,. Como A C Z, segue a tese.

O

2.6 Normalidade

Nesta secao comentaremos brevemente sobre a normalidade de um espaco de Mréwka.

Proposicao 2.51. Seja A uma almost disjoint family. Entao ¢(.A) é normal se, e somente se, para
todo B C A, os conjuntos B e A\ B podem ser separados por abertos disjuntos.
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Demonstragio. Se 1(A) é normal, entao para todo B C A, os conjuntos B e A\ B podem ser
separados por abertos disjuntos pois estes dois conjuntos sdao fechados disjuntos.

Reciprocamente, suponha que para todo B C A, os conjuntos B e A\ B podem ser separados por
abertos disjuntos. Sejam F, K C W(A) fechados disjuntos. Seja B = F' N .A. Por hipotese, existem
U,V abertos disjuntos tais que B C U, A\ B C V. Considere os abertos (U \ K) U (FNw) e
(V\ F)U (K Nw), que sao disjuntos e contém respectivamente F, K. O

Isso motiva a seguinte definicdo:

Definicao 2.13. Seja A uma almost disjoint family. Dizemos que X C w separa B,C C A se para
todo A € B, A C* X e para todo A € C, AN X =* (). Dados B, C, se existe X como antes, entao
dizemos que B, C' podem ser separados. O

Isso se relaciona com a nogao de normalidade da seguinte forma:

Proposicao 2.52. Seja A uma almost disjoint family e B,C C A. Entao B, C' podem ser separados
se, e somente se, em V(A) podem ser separados por abertos.

Demonstra¢ao. Suponha que B, C podem ser separados e tome X tal que paratodo A€ B, AC* X e
paratodo A € C, ANX =* 0. SejaU = XU{A e A: AC* X}eV = (wW\X)U{Ad € A: ANX =" 0}.
Temos que U,V sdo abertos, BCU,C C V.

Reciprocamente, suponha que B,C podem ser separados por abertos. Sejam U,V abertos dis-
juntos com B € U,C € V. Seja X = U Nw. Dado A € B, temos que A C* U, logo A C* X. Por
outro lado, dado A € C, temos que A C* V, logo AN X =* (). O

Se A é enumerével, entdo ¥(A) é enumerével e regular, e, portanto, normal. Agora daremos um
exemplo de uma almost disjoint family cujo W-espaco ndo é normal.

Teorema 2.53. Existe uma almost disjoint family .4 ndo enumeravel tal que ndo existem duas
subfamilias ndo enumeraveis disjuntas que podem ser separados.

Demonstra¢ao. Recursivamente, construiremos uma almost disjoint family A = {A, : o < wy} tal
que:
Va<wiVnew{f<a:A,NAg Cn}| <w.

Na verdade, a seguinte propriedade, que é mais forte que a anterior, sera satisfeita:

Va<wiVnew{f <a:|AaNAgl <n}| <w.

Para fazer isso, seja {4, : n € w} uma parti¢do infinita de w por subconjuntos infinitos.
Suponha que Ag foi escolhido para todo 8 < «a para algum algum o < w; infinito. Enumeremos
{Ag : B < a} = {By : n € w}. Para cada n € w, seja a, € By \ U;.,, Bj de tamanho n.
Seja Ao = U,y @n- Assim, dado n natural, se m > n entdo a, C Ay N By, 0 que mostra que
| A N Byp| > m > n.

Afirmo que A tem a propriedade desejada. Se X separa B, C, entao existe n € w tal que [{A € C :
ANX Cn}| =wi.Sejal’ ={A e C: ANX C n}. Existe m € wtal que |[{A € B: A\X C m}| = w;.
Seja B={A e B: A\ X Cm}. Seja k = max{m,n}. Temos que

(UB’) N (UC’) C (muUX)n (UC’) CmUn=k.

Porém, existe a < w; tal que A, € B’ e existem infinitos 8 < « tais que Ag € C'. Para cada um
desses 8, Ao N Ag C k. Logo, {8 < a: Ay N Ag C k}| = w, o que é absurdo. O

Na demonstragao do teorema acima, construimos uma almost disjoint family de cardinalidade
w1 tal que
Va<wiVnew{f<a:A,NAg Cn} <w.

Uma tal almost disjoint family possui um nome especial. Além disso, uma almost disjoint family
que satisfaz o enunciado do Teorema acima também recebe um nome especial.
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Defini¢ao 2.14. Uma almost disjoint family A é dita de Luzin se existe uma enumeragao injetora
A={Ay:a<w} tal que

Va<wnVnew{f<a:A,NAg Cn}| <w.

Uma almost disjoint family A é dita de Luzin* se existe uma enumeragao injetora A = {A4,, :
a < wi tal que
Va<wiVnew|{B <a:|AaNAgl <n}| <w.

Uma almost disjoint family nao enumeravel é inseparavel se ndo existem duas subfamilias nao
enumeraveis disjuntas que podem ser separadas. O

Assim, da demonstragido do teorema acima podemos abstrair o seguinte corolario:

Corolario 2.54. Existe uma almost disjoint family de Luzin*. Toda almost disjoint family de Luzin
¢é inseparéavel. Toda almost disjoint family de Luzin* é de Lugzin.



Capitulo 3

Espacos de funcoes

3.1 A propriedade de Lindelof em um espaco de funcoes

Nessa segao, seguimos varios elementos do artigo [DS06]. A pergunta principal é: quando que
um espaco de fungoes continuas é Lindel6f? Vamos comecar a se¢do provando que sempre que X
possuir base enumeravel, C'(X) é Lindel6f. Alem destes exemplos, ha na literatura poucos exemplos
de espacos ndo metrizéveis cujos espacgos de func¢des continuas sdo Lindelsf ([DS06]). O objetivo
desta secao é utilizar W-espacos, além de alguns principios combinatérios e hipdteses sobre cardinais,
para encontrar mais alguns exemplos.

Defini¢do 3.1. Um network em X ¢ uma cole¢ao N de subconjuntos de X tal que para todo z € X
e toda vizinhanca aberta U de X existe N € N com z € N C U. Define-se o peso de network de
X por:

nw(X) = w + min{|N|: N & um network de X)}.

O

E claro que nw(X) < w(X). Dado um espaco topolégico X, o grau de Lindeléf de X ¢ definido
como L(X) = min{x : VB (B & cobertura aberta de X — 3C € [B]<*C é cobertura de X}.

Proposicao 3.1. Para todo espaco X, L(X) < nw(X).

Demonstragio. Seja N um network para X de cardinalidade minima. Seja &/ uma cobertura aberta
para X. Seja N' ={N e N': (3U € U)(N C U)} Para cada N € N/, tome Uy € U com N C Uy.
Considere U’ = {Un : N € N'}. Temos que [U'| < |N'| < |N|=nw(X) e CU é uma cobertura
aberta, pois dado x € X existe N € N/ com x € N. Dai, x € Uy. (]

Proposigao 3.2. Para todo espaco X e para todo espaco Y, nw(Cp(X,Y)) < nw(X). w(Y). Em
particular, nw(Cp(X)) < nw(X)

Demonstra¢io. Fixe uma base B de Y de cardinalidade w(Y). Seja N’ um network para X de
cardinalidade minima. Para cada Ny,..., Ny € N e para cada I4,..., I, € B, seja:

W((N,...,Np),(I1, ..., Ir)) = {f € Cp(X) : ¥i < k(f[Ni] € L)}

Seja M a colecao de todos os conjuntos desse tipo. Segue que | M| < nw(X)w(Y). Seja g €
Cp(X) e um aberto basico contendo g da forma:

U={feCp(X):Vi<I(f(z:) € Ji)}

para alguns x1,...,x; fixados e Ji,...,J; € B fixados.
Para cada i, existe N; tal que z; € N; C g~ 1[J;]. Temos que g € W((N1,...,Ny), (J1,...,J;)) C
U. O

45
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Corolario 3.3. Dados espacos topologicos X e Y, temos que
L(Cp(X,Y)) <nw(Cp(X,Y)) <nw(X). w(Y) < w(X). w(Y).
Em particular, se X e Y possuem bases enumeraveis, entdo Cp(X,Y’) é Lindelof. O

Utilizaremos W-espacos para construir exemplos de espagos sem base enumeravel cujos espagos
de func¢des sdo, ou nao, Lindeldf.

Proposi¢ao 3.4. Seja A uma MAD family. Entdao X = C,(¥(.A)) ndo é Lindeldf.

Demonstracao. Para cada A € A, seja Vy = {f € X : f(A) # 0}. Para k < m < w, seja
Vim ={f € X : sek <n<mentdo f(n) < 3e f(m) < p%k} Seja V={Va:Ac A U{Vim, :
k < m < w}. Veremos que V é uma cobertura aberta de X sem subcobertura enumeréavel.

Dada f € X, ou existe A € A com f(A) # 0, e, nesse caso, f € V4, ou f(A) = 0 para todo
A € A. Nesse segundo caso, afirmo que lim,_,o, f(n) existe e é 0, pois se isso fosse falso, existiria
€ > 0 tal que para todo N existe n > N com |f(n)| > e. Assim, consegue-se definir recursivamente
uma sequéncia b, de nimeros naturais estritamente crescente com |f(b,)| > €. Existe A € A tal
que BN A é infinito. Mas entdo, enumerando B N A em ordem crescente, temos uma subsequéncia
de by, by, tal que f(by,) — 0 (pela continuidade de f), absurdo. Assim, lim,_,, f(n) = 0. Logo,
existe k tal que para todo n > k, temos que f(n) < %, e existe m > k com f(n) < k%tl para todo
n > m. Entao f € Vi,.

Seja W C V enumerével. Existe D € A com Vp ¢ W. Considere a seguinte funcao: g(n) = 1
para todo n € D, g(D) =1, g(n) = m sen¢ Deg(B)=0se Be A\{D}. Temos que g é
continua em todo ponto de w pois este é discreto, temos que g é continua em D pois é constante
em qualquer uma de suas vizinhancas basicas, e temos que se B € D\ {D}, g ¢ continua em B:
dado € > 0, basta tomar n > 0 com % < €, tomar m com [mND|+ 1> n, e entao se k > m temos
que f{{B}U (B\m)] C (—e,e).

Temos que g ¢ V4 para todo A com V4 € W. Suponha que k < m < w. Se existir n com
k<n<meneA,entdo g(n) =1, logo, g ¢ Vim. Caso contrario, ANm C k. Se m € A, temos
que g(m) = 1. Caso contrério, g(m) > ﬁ Assim, g & Vi m.

Assim, X nao é Lindelof.

[l

Vamos utilizar para alguns exemplos desta se¢do o principio ¢, que foi enunciado no primeiro
capitulo (Definigao 1.15).

Proposicao 3.5. Assuma ¢. Existe uma MAD family A tal que Cp(¥(.A),{0,1}) é Lindelst.

Demonstracao. Seja X = Cp(¥(A),{0,1}). Construiremos uma MAD family {A, : w < o < wy}
recursivamente.

Fixe uma enumeragao {¢, : @ < w1} de todas as fungoes de um subconjunto finito de w; em 2.

Seja {M, : a < w1} uma enumeracao de & (w) de modo que cada subconjunto de w apareca
nela cofinalmente.

Para cada  com w+w < 8 < wy, seja bg : w = B\ w bijecao. Finalmente, seja (Sg : w+w <
B < wi) uma sequéncia diamante.

Seja A,1 uma particdo infinita enumerdvel de subconjuntos infinitos de w, e escrevemos
Apiw = {Awin :n € w}.

Para cada passo S com w4+ w < 8 < wy, construiremos duas sequéncias estritamente crescentes
de ntimeros naturais, gg(n) e kg(n). Consideraremos dois casos. Dado B C Ag(= {4y 1w < o < 5})
finito, um natural [ e K C [, seja fg; k) definida em W(Ag) dado por f(A) =1se A€ B, f(n) =1
sen € K ouse (ne€ A\l) para algum A € B. Caso contrario, f(x) = 0.

Caso 1: Para todo o € Sg, dom(¢o) C S e a familia {V(¢o) : @ < 5} recobre todas as funcoes
f(B,,Kx) como acima, onde V(¢) = {f € Cp(¥(An),2) : Vk € wndom(p) (f(k) = ¢(k)) A Va €
dom (6) \ w (f(4a) = B(0))}
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Nesse caso, defina gg(0) = 0. Definido gg(n), seja:

F} = {fwur) B S {Aa:a € bslgs(n)]}. 1 < gs(n), K C 1}

Temos que FP 6 finito. Para cada fe Ff, seja a(f) € Sg com f € V(da(yp)) € seja gg(n+1) o
menor natural maior que gg(n) tal que para todo f € F,f, dom(¢g(s)) Nw C g(n +1).

Caso 2: Caso contrério, seja gg(n) = n para todo n.

Re-enumeremos {4, : w < a < B} como {B, : n € w}. Nesse ponto, a sequéncias k, para
w+w < a < fjaestao definidas. Tome kg de modo que para toda sequéncia g em {gg} U {kq :
w+w < o < B}, existe j tal que para todo n > j o conjunto {g(i) : kg(n) < g(i) < kg(n + 1)}
tem tamanho pelo menos n, e tal que (w\ U;.,, Bi) N (kg(n),kg(n + 1)) # O para todo n, o que é
possivel pois s6 temos uma quantidade enumerével de funcoes.

Para definir Ag, se existir uma sequéncia (z, : n € w) de niimeros naturais tal que

(a) para todo n € w, z, € w\ U, 4i,
(b) Vn e w, {zn :n € w}Nkg(n+1)\ kg(n)| <1,
(c) Hzn:newlnNMg| =w, {zp,:n € w}\ M| =w;

entdo seja Ag = {x, : n € w}. Caso contrario, seja Ag = {z,, : n € w}, sendo (zp)nec, uma
sequéncia que satisfaca apenas as duas primeiras condigdes. Para ver que uma tal sequéncia existe,
seja Tg = kg(0), e, definido zp, tome zp41 € (w\ U;cp, Ai) N (ka(n), kg(n + 1)) # 0. Dessa forma,
a igualdade vale em (b).

Notemos que (a) implica que Ag é infinito: se fosse finito, (x, : n € w) teria uma subsequéncia
constante, mas isso ¢ impossivel pois como Como {Ay+n : 7 € w} € uma particao de w, dado n € w
existe m € w tal que =, € A, dai se [ > m temos que x; # x,. Temos que Ag também implica
que se w < a <  entao A, N Ag € finito: Existe n tal que Ay = B,,, dai Ay N Ag C {zg,...,2n}.

Procedendo dessa forma, A = {4, : w < o < wi} € uma almost disjoint family. Devemos ver
que ela é maximal. Se nao for, existe X C w infinito tal que para todo 3, AgN X ¢é finito. Existe
tal que Mg = X. Tome x¢ € Ay \ Ms. Escolhido x,, se n + 1 é par, tome x,, € AnT-Q»l \UZ<nT+1 A;
em algum kg(n + 1) \ kg(n) para o qual ainda nao tenha sido escolhido nenhum elemento. Caso xy,
seja impar, tome x, € Mg\ UZ<nT+1 A; em algum kg(n+ 1)\ kg(n). Dessa forma, conclui-se que Ag
foi escolhido de modo que Ag N Mg ¢ infinito, absurdo.

Agora seja f : U(A) — 2 continua. Veremos que [{A € A: f(A) =0},|[{Ae€ A: f(A) =1} >
w & impossivel. Considere X = w N f71[{0}]. Entdo X C w é tal que {A € A:|X NA| =w}e
{A e A: A\ X| = w} sdo infinitos. Entao existe f < wy com Mg = X e, como Mg = X para
infinitos 3, também podemos supor que {A € Ag : [ X NA| =w} e {Ag e A:|A\ X| = w} sdo
infinitos. Nesse caso, Xz foi escolhido de modo que vale (c) (provaremos abaixo). Assim, AgN X e
Ap\ X sdo infinitos e f71[{0}] D X e f71[{1}] D w\ X, segue que f & descontinua em Ag, absurdo.

Para ver que no passo 3 era possivel escolher (x,)new satisfazendo (c), sejam A, B subconjuntos
infinitos de w disjuntos que ndo contém o 0 de modo que se n € A entdo B, N X & infinito, e
se n € B, entdo B,\ é infinito. fixe zo = kg(0). Escolhido z,, se n + 1 € A, tomemos x,41 €
B, N X \ U,<,, Ai maior que kg(j), onde j é tal que kg(j) > =, para todo m < n. Sen+1 € B,
tomemos 41 € By \ X \ U,<,, Ai maior que kg(j), onde j é tal que kg(j) > ., para todo m < n.
Caso nenhum dos dois ocorra, tomemos 41 € w \ U<, Ai maior que kg(j), onde j é tal que
kg(j) > xp, para todo m < n.

Agora veremos que X = Cp(¥(A),2) é Lindeldf. Primeiro, notemos que {V, : & < wi} é uma
base de X, onde V,, = {f € X : Vk € wndom(¢) (f(k) = ¢(k)) AVa € dom(¢)\w (f(Aa) = ¥(a))}.
Dito isso, seja V uma cobertura aberta por abertos basicos. Podemos supor que V = {V, : o € I}

i<n

para algum I C wy.
Seja C' C wy o conjunto dos ordinais enumeraveis 5 que satisfazem:

(i) para cada a € NI, dom(dy) C B);



48 ESPACOS DE FUNCOES 3.1

(ii) Se B é subconjunto finito de Ag, I <w e K C [ entdo existe a € BN 1T com fi3; k) € Va-

C é fechado: Suponha que 7 < wy é um ordinal limite e yNC é ilimitado em ~y. As propriedades
(i) e (ii) para 7 seguem imediatamente.

C' é ilimitado: dado p € wy, seja g(u) o primeiro ordinal maior que p que satisfaz Yo € p N
I(dom(¢a) C g(u))) e VB € [A,]<¢VI < wVK C 13a € g(u) N I (figix) € Va). Temos que
< sup{g"(p) : n € w} e esse ultimo estd em C.

Temos que S = {f € wy : S3 = I N [} é estacionario em wy, entdao tome S € C' N S. Temos
que W = {V, : @ € Sg} € um subconjunto enumeravel de V. Veremos que W recobre as funcoes
continuas que atingem 1 em elementos de A apenas em uma quantidade finita vezes. De forma
anéloga, é possivel provar que existe uma subcobertura enumeravel que recobre funcoes as que
atingem 0 por elementos de A apenas uma quantidade finita de vezes, o processo é analogo, e vimos
que uma das duas coisas deve necessariamente ocorrer. Isso implica que o espago é Lindelof.

Para isso, tome f uma tal funcao continua arbitraria. Seja B = {4 € Ag : f(A) = 1}. Seja
D={Aec A\ Ag: f(A) =1}. O conjunto BU D ¢ finito. Se D = (), tome I’ < w tal que se n € A
en > 1" entdo f(n) = 1. Agora tome [ > I’ tal que se n > [ entdo f(n) =1 — 3A € B(n € A).
Tal [ existe, caso contrario teremos uma sequéncia x, disjunta de todo elemento de B estritamente
crescente com f(x,) = 1. Pela maximalidade de A, existe A € A com [AN{z, : n € w}| = w.
Temos por continuidade que A € D, absurdo. Logo, tomando tal [ e pondo K =[N f~[{1}, segue
que f = fg; k) e por (ii) segue que f € JW.

Se D # () com |D| =m > 0, escrevemos D = { A1y, ..., Aym)} com (i) > 5.

Por construgdo, se v > 5, n < w, que ]A Nky(n+ 1) \ kv( n)| < 1. Além disso, existe j = j(7)
tal que [{kg(i) : ky(n) < kg(i) < ky(n+ 1)} > n e ]{qg() ky(n) < kzg() < kﬁ,( D} >n
para todo n > j. Entao, se j > j(71),...,7(m),2 e kg(i) > ky1)(F), - - kym)(J), entdo para todo
AeD, |Aﬂk5(z+l)\k5( )| < 2. para ver isso, dado A, € D, temos que ky(j) < kg(i) < kg(i+1) e
ky(j) < ky(341). Se ky(j) < k(i) < kg(i+1) < ky(j +1) temos que a intersecao tem no maximo
um elemento. Caso k ( ) < kg(i) < ky(j+1) < /{:5(1+ 1), segue que ky(j) < kg(i) < ky(j+1) <
kg(i +1) < ky(j + 2) e temos no maximo dois elementos. Finalmente, se k,(j) < k (] +1) <
kp(i) < kg(i + 1) novamente segue que k~(j) < ky(j +1) < kg(i) < kg(i + 1) < ky(j + 2) e temos
no méximo dois elementos.

Temos que o conjunto (|JB)N (D) é finito. Tome p’ maior que seu maximo tal que se n > p’ e
neJBUD, entao f(n) =1. Tome p > p’ tal que se n > pe f(n) =1 entao f(n) e JBUUD.
Temos que p existe pois caso contrario teriamos uma sequéncia estritamente crescente x,, disjunta,
de todo elemento de BU D.

Tome r € w tal que bg[r] D {a < B: A, € B}.

Tome n com n > 2m + 1, kg(n) > max{ky1)(5), -, kymm) (1)}, ks(n) > r,p e com [{gp(i) :
kg(n) < qp(i) < kg(n+1)}| > n para todo i. O namero de intervalos gg(i+1)\gp(?) que esta contido
no intervalo kg(n+1)\ kg(n) é maior que 2m, mas s6 ha m conjuntos em D, cada um intersectando
D em no maximo 2 pontos. Consequentemente, existe i com kg(n) < gz(i) < gg(i + 1) < kg(n+1)
com ANqg(i+1)\ gs(i) = 0 para todo A € D.

Seja | = qg(i), K = 1N f~'[{1}]. Temos que fB1K) € Vo para algum a € Sg. Também temos
que fz k) € Fgﬁ. Assim, « pode ser escolhido com dom(¢,) Nw C q,g(f +1). Vimos que ndo existe
A € D que intersecta qB(g +1)\ q5(5), entdo f e fz, k) coincidem em dom(¢,). Logo, f € Va.

[l

No capitulo anterior, vimos que b é o menor cardinal para o qual existe uma familia de fung¢oes
de w¥ ilimitada (na ordem <*). Na proposi¢do abaixo, utilizaremos a suposi¢ao de que b > wy, o
que vale, por exemplo, sob o Axioma de Martin com a nega¢do da Hipdtese do Continuo, mas é
falso, por exemplo, no modelo de Cohen (ver Apéndice B) ou assumindo a Hipotese do Continuo.

Proposicao 3.6. Suponha que b > w;. Entao para toda MAD family A, X = C,(¥(A),2) nao é
Lindel6f.



3.1 A PROPRIEDADE DE LINDELOF EM UM ESPACO DE FUNCOES 49

Demonstragio. Seja {A, : @ < w1} uma enumeracao de algum subconjunto de A de cardinalidade
w1. Para cada o < wi, seja e, uma bijecao estritamente crescente entre w e A,. Como b > wq, existe
f € w* dominando todas as e,. Definindo outra funcao recursivamente se necessario, podemos supor
que f é estritamente crescente.

Seja g € w* definida recursivamente por g(0) = f(0), e, definida g(n), seja g(n+1) = f(g(n)+1).
Entao, para cada o < wy, existe j, natural tal que para todo n > j,, Ao Ng(n+1)\ g(n) # 0 (pois
ja < < g(n) < eal(gn)) < f(g(n) < Flg(n) +1) = g(n +1).

Seja jo 0 menor j € w tal que j = j, para uma quantidade ndao enumeravel de @ € wy e seja
B={Ay:a<wi,j(a)=jo}. Considere a cobertura V dos:

Va={feX: f(A)=1}para Ac A V(K)={f€ X: f(n)=1Vn € K, f(n) = 0Vn €
g(m(K))\ K}, onde K C w é finito e m(K) = jo+1 se max K < jo, e, caso contrario, m(K) = j+1
para o menor j tal que jp < max K < j.

Para ver que V ¢ uma cobertura de X, fixe f € X. Se existe A € Acom f(A) =1, entdo f € Vjy.
Caso contréario, pela maximalidade de A, K = f~1[{1}] é finito, e, entdo f € V(K).

Se W C V ¢ enumerével, entdo existe a com Vy,, ¢ W. Seja B = A, e considere h a funcdo dada
por h(z) =1+ x € B ou x = B. Temos que h é continua. Temos que h ¢ V4 para todo A € W e
dado K C w finito, temos que h(n) = 1 para algum n € g(m(K)) \ g(m(K) — 1), logo h ¢ V(K).

O

Proposicao 3.7. Suponha que b > wi. Se A é uma almost disjoint family de cardinalidade w,
entdo Cp(¥(A)) nao é Lindeldf. Se, adicionalmente, 2¢ < 241, entao Cp(V(A),{0,1}) nao é normal.

Demonstra¢ao. Sabemos que W(A) é separavel. Temos que A C ¥(A) é fechado, discreto e tem
cardinalidade wy.

Caso 1: ¥(A) nao é normal.

Nesse caso, provaremos que o subespaco fechado X = C,(¥(A),{0,1}) de Cp(¥(A)) nao é
Lindelof.

Como w é aberto, existem B,C C A fechados e disjuntos que nao podem ser separados por
abertos.

Observemos que se Ay C A é enumeravel, existe f : ¥(A) — {0,1} continua separando Ay
de A\ Ap. Se Ay for finito, tomemos f tal que f(A) = 0 para todo A € Ay, f(n) = 0 para
todo n € |JAp e que vale 1 em todos os outros pontos. Se A for infinito enumeravel, escreva sem
repeticdo Ay = {4, : n € w} e A, = {ank : k € w} em ordem crescente. Para cada A € A\ Ay,
seja fa € w¥ dado por:

fa(n) =min{fk e w: AN A, C{an,;:i<k}}

Como b > wy, seja g € w* que domina cada f4 € A\ Ag. Seja h : ¥(A) — {0,1} dada por
h(A) = 1 para todo A € Ag, h(ani) = 1 para todon € we k > g(n) com any ¢ U, 4i, ©
h(z) = 0 para todos os outros pontos. Temos que h é continua e separa 4y de A\ Ayp.

Pela nossa observagao, tanto B como C tém cardinalidade w;. Escrevamos B = {B, : a < w;} e
C={Ch:a<uw}.

Para a < wy, sejam:

Uo={f € X: f(Ba) =0}
Vo={f€X: f(Ba) = f(Ca) =1}

Seja V a colegao desses abertos. Temos que V forma uma cobertura de X, pois dada f € X, se
f(By) =1 para todo «, entao pela escolha de B e C existe a € C tal que f(By) = f(Cy) = 1.

Temos que se W C V é enumeravel, entdo W C {U,,V, : a < [} para algum 8 < wi, e
aplicando novamente a observacao, obtém-se f € X com f(B,) =1e f(Cy) = 0 para todo a < f.
Assim, f ¢ (JW.

Caso 2: ¥(A) é normal.
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Agora veremos que o subespaco fechado Y = Cp(¥(A4),w) C Cp(¥(A)) ndo é Lindelof. Enume-
remos A= {A, :a <w;} para a < B <w; e dado n € w, seja

Ua,ﬁ,n = {f €Y: f(Aoc) = f(Aﬂ) = n}

Seja V a colecao desses abertos. Temos que V é uma cobertura. Seja W C V enumeravel e seja

y=sup{f cw:Ja < PIncwlUyp, € W}+1

Seja b : v — w bijetora. Seja g : A — w dada por g(Ay) = b(a) para a < 7y e g(4,) = 0 para
v < a < w;. Como A é discreto, g é continua, e pela normalidade de U(A), ela pode ser estendida
de forma continua & uma funcao f definida neste dltimo. Podemos supor que a imagem de f esta
contida em N redefinindo se necessario que f(x) =n < f(z) € (n— $.n+1]. f ndo estd em nenhum
elemento de W, pois se 8 < v, temos que f(Aq) # f(Ag), 0 que termina a prova.

Para a firmagdo final, se 2¢ < 2! um espago separdvel que tem um subconjunto fechado,
discreto e nao enumeravel nao é normal. Logo, U(A) nao é normal, e a demonstracao segue como
no caso 1. O

Para o resto da secao, denotaremos por 7 = 2¥ U2<% o espaco topoldgico tal que 2<% é discreto
e tal que um aberto bésico de f € 2% ¢ da forma {f|n : k <n € w} U {f} para k € w. E imediato
que 7 é homeomorfo a um W-espago sobre o conjunto infinito e enumeravel 2<“. A letra 7 vem
da palavra Tree (arvore). Além disso, denotaremos por C (que vem da palavra cone), o mesmo
conjunto, de modo que 2<% seja discreto e se f € “2, um aberto béasico contendo f é um conjunto
do tipo {g € C : f|n C g} para algum n natural. E possivel verificar facilmente que a topologia T é
mais fina que a topologia C. Apenas com a finalidade de estabelecer uma notagao, seja ¥ = 2<%

Lema 3.8. O espaco Cp(7) nao ¢ Lindelot.

Demonstracao. Para n € w, seja V,, = {f € Cp(T) : Vp € "2(f(p) € (—1,1))}. Para = € “2,

seja Vo = {f € Cp(T) : f(x) # 0}. Para A = {p,q} C 2%, tal que p Z g e ¢ Z p, seja

Va={feCu(T): f(p) #0e f(q) # 0}. Seja V a colecao dos abertos explicitados neste parégrafo.
Vejamos que V é uma cobertura. Fixada f € C,(7), temos uma das situages abaixo:

e Existe n € w tal que para todo p € "2, temos que f(p) € (—1,1), e, nesse caso, f € V,,,

e Para todo n € w temos que existe p € ™2 com |f(p)| > 1, e existem p,q € 2<¥ tais que
|f(p)],]f(q)] > 1 um nao contido no outro. Entdo f € V.

e Para todo n € w, existe p € "2 com |f(p)| > 1, e para todos p, g dessa forma, p C g ou q C p.
Nesse caso, dado n € w existe um tnico p, € "2 tal que |f(p,)| > 1 ez =, ¢, Pn € “2. Por
continuidade, |f(z)| > 1, logo, f € V.

Se W C V ¢ enumerével, existe x € “2 tal que V,, # W. Definindo-se f(p) = 1 parap C z e
f(p) = 0 caso contrario, obtemos uma funcao continua fora de [JW. Com efeito, f é continua pois
{z} U{z|n :n € w} & clopen, f ¢ V,, para n natural pois f(z|n) =1, se p,q € 2<“ e f(p), f(q) # 0
temos que p, ¢ sdo compativeis, e, finalmente, dado y € “2 com y # z, temos que f(y) = 0. [l

Proposicao 3.9. Assuma ¢. Entdo existe Z C “2 néo enumerével tal que C,(Z U X) é Lindel6f.

Demonstracio. Seja X = 25%. Consideraremos as duas topologias sobre X explicitadas nessa secio,
T eC.

Dado e > 0e f: 3 — R, seja Osc(f,e,7T) o conjunto de todos os x € 2¥ tal que para toda
T-vizinhanga U de x, existem p,q € U N X tal que |f(p) — f(q)| > €. Define-se entao Osc(f,T) =
Ueso Osc(f, €, T). Analogamente, define-se Osc(f,¢,C) e Osc(f,C).

Note que cada Osc(f,€,C) C 2¥ é fechado em 2% na topologia produto: Suponha que z € 2%\
Osc(f,€,C). Entao existe U vizinhanca de z em C tal que se p,q € XNU temos que |f(p)— f(q)] < e.
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Podemos supor que U = {y € X : z|n C y}. Considere V = {z € 2¥ : z|n = z|n}. Temos que
V C 2% é vizinhanga aberta de x e se z € V, temos que z € U, e se p,qg € X NU temos que
|f(p) — f(@)] <€, logo, V C 2\ Osc(f,¢,C). Dessa forma, Osc(f,C) = ,e,, Osc(f, %H,C) é um
F, e vale que Osc(f,7T) C Osc(f,C), pois a topologia T é mais fina que C.

Como ¢ implica a hipétese do continuo, podemos enumerar R* = {f, : @ < w1 }. Seja B uma
base enumeravel para R. A colecdo dos seguintes conjuntos forma uma base para RX:

V((zo,...,xx), (Bo,...,Br)) = {f € R : (Vi <k)f(x;) € B;)}

Onde zg,...,zy € X e By,..., B € B. Enumeremos essa base como {V, : @ < w;} e fixemos
uma sequéncia ¢ dada por (S, : @ < wy). Define-se:

Vo = {ngﬂesa}.

Agora, recursivamente, escolheremos, para § < wy, pontos g € 2¥, magros Mg C 2% e funcoes
gs : X — R como se segue: Supondo que esses objetos foram escolhidos para todo 8 < a < wy, se
existir g : ¥ — R satisfazendo:

(i) Ose(g, T) N {5 : B < a} =0
(ii) Osc(g,C) C 2¢ é magro.
(iii) Existe uma extensdo T-continua de g para 2¢\ Osc(g, T) fora de | V.

Entao seja g = go € M, = Osc(g,C), caso contrério, seja g, a funcdo nula e seja M, = ().

Se existir z € 2%\ Ug<, Mg tal que z ¢ {25 : B < a} tal que f, ndo pode ser T-estendida
continuamente para z, seja esse ponto x,. Caso contrario, fixe x, € 2“\U5§a Mg tal que = ¢ {z3:
B < a}, o que é possivel pelo teorema de Baire. Seja Z = {z, : @ < w1} e a indugao estd completa.

Afirmacdo: Seja f € R*. Entdo ou Osc(f,C) C 2% é magro, ou para toda colecdo enumeravel
{D,, : n € w} de subconjuntos nunca densos de 2¥, o conjunto Osc(f,T) \ U,c, Dn contém um
conjunto perfeito.

new

Suponha que Osc(f,C) C 2% nao é magro. Entao existe e > 0 tal que Osc(f,¢,C) possui interior
nao vazio. Entao existe py € ¥ tal que Uy = {y € 2¥ : pyg C y} C int(Osc(f,€,C)) \ Do.

Agora, suponha que escolhemos, para algum o € 2", para algum n € w, um ponto p, € X.
Temos que os seguintes conjuntos sao abertos disjuntos de 2“:

Go={ye2v:p;(0) Cy}, Gi={ye2¥:p, (1) Cy}

Temos que como cl D,, tem interior vazio, para i = 0,1 existem t; € ¥ com t; D p, (i) tais que
Wy, ={y €2¥:t; Cy} C G, édisjunto de D,,. Como W, e W;, sao subconjuntos de Osc(f,¢,C),
para cada i € {0,1} existem g;,s; D t; em ¥ com |f(q;) — f(si)| > €. Seja po~(;) € {gi, s} tal que
|f(ps) = f(po—(i))| = 5 € definamos Uy~(y = {y € 2* : p,~;) S y}-

Considere P = {,c,Pgln : ¢ € 2“}, e denotemos py = U,e, Poln- Temos py € Uyjp,
logo, py ¢ Dp. Temos que P é fechado, sem pontos isolados e estd contido em Osc(f,7T). Para
ver que P nao tem pontos isolados, dado ¢, temos que uma vizinhanga béasica de ps é do tipo
{9 € 29 : glk = py|k} para algum k. Tome n tal que pyj, D py|k. Tomando 3 € 2 diferente de ¢
contendo ¢|n, temos que py, atesta que py ndo é ponto isolado. Para ver que P é fechado, basta ver
que P =), c, Ug€2n Up,- Para ver que p C Osc(f,T), basta ver que para toda 7-vizinhanca V' de
Py existe n tal que py), € Pg|(nt1) €stdo ambos em V, e temos que o modulo da diferenga desses ¢ > 5.

Uma consequéncia da afirmacao é que se f € Cp,(XUZ) (na topologia de subespaco de T), entao
o conjunto Osc(f|X,C) é magro. Com efeito, existe o tal que fo, = f|X. A familia {Mg : § < o}
¢ uma colegao enumeravel de subconjuntos magros de 2¢; logo, se Osc(fq,C) nao fosse magro,
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pela afirmacao e pela construcdo teriamos escolhido de modo que f, ndo poderia ser estendida
continuamente para x., absurdo.

Agora veremos que Cp(X U Z) é Lindelof. Considere V uma cobertura aberta desse espago.
Podemos assumir que V = {Vj : § € I} para algum I C w; (Originalmente, cada V3 é um aberto
de RX, mas podemos restringi-lo de forma natural para abertos de R*?). Temos que o conjunto
S={acw :{Vg:Belna}l=V,} éestacionario.

Para k,n € w, yo,...,yx € BUZ, Gy ..., G, abertos basicos de (X,C), By, ..., By, Bj,...,Bl, €
B, seja:

K ((yi)i=1: (Gi)izy, (Bi)izr, (By)j—y) = {f € Cp(BUZ) : (Vi < k) f(yi) € B; e (Vi < n)f[G)] C Bj}

Seja C C wy o conjunto dos ordinais enumeraveis « tais que para k,n € w, Yo,-.-, Yy € L U
Z,Gyg...,Gy abertos basicos de (X,C), Bo,...,By,By,...,B), € B, se {yo,...,ys} N Z C {x, :
v < a} entdo se existe V € V tal que 0 # K((y;)¥_1, (Gj)q, (Bi)_q, (B})}_1) €V, entdo existe
0 € I N« tal que Vj satisfaz o que V satisfaz.

Temos que C' é fechado e ilimitado. Vejamos que C' é fechado. Seja f < w; um ordinal limite
tal que C'N B é ilimitado em B. Sejam k,n € w, yo,...,yx € LU Z, Gy ...,G, abertos basicos de
(X,C), Bo,...,By, By, ...,B, € B. Suponha que {yo,...,yx} N Z C {z : v < 5} e suponha que
V eV tal que 0 # K((yi)k, (G, (Bi)ézp(B;‘)?:l) C V. Como {yo,...,yr} € finito, existe
acom o € CNptal que {yo,...,ye} NZ C {zy : v < a}, e entdo existe 6 € INa C IN}S,
o que mostra que § € C. Agora vejamos que C é ilimitado. Dado f < wy, existe f(f5) € wi,
com f(fB) > B tal que se para k,n € w, yo,...,yx € LU Z, Go...,G, abertos basicos de (X,C),
By,...,By, By,...,B;, € B, se {yo,...,ys} N Z C {x, : v < [} entao se existe V € V tal que
0 # K((yi)k, (G, (B, (Bj)j-1) €V, entdo existe § € I N f(B) tal que Vj satisfaz o que V
satisfaz. Dado 8 < wy, temos que |, ¢, ["(B) > B esta em C.

Fixemos a € SN C. Temos que V, é enumeravel. Veremos que V, recobre o espago. Suponha
por absurdo que nao, e tome f € Cp(XU Z) \ |JVa- Seja g = f|X. Temos que Osc(g,T) N Z = 0.
Em particular, Osc(g,T) N{zg: B < a} = 0.

Devemos ter, pela consequéncia da afirmagio, que Osc(g,C) é magro. Além disso, f ¢ uma
extensao T-continua de g & ¥ U Z. Podemos estender f de forma continua aos pontos de 2% \
Osc(g,T), e como f ¢ |JVa, temos que essa extensdo também nao estd nesse conjunto.

Assim, no passo « da construgdo de Z, escolhemos uma funcao g, tal que, por (i), pode ser
T -estendida continuamente para {xg : 8 < a}, e, pela escolha de M, e dos x5 para 3 < «a, temos
que go pode ser estendida C-continuamente para {zg : w1 > 8 > a}. Chamemos essa extensao de
h:YXUZ — R, que é T-continua.

Existe V € V tal que h € V. Escrevamos

V=V((Tag,---sTags Thgs---+28,)s (Boy-- s B, By, - - ., B)),

onde cada o < a, B; > .

Para cada i < n, seja ¢; > 0 tal que {t € R: |f(zg,) —t| < &} C Bl. Seja e = $ min{eq, ..., €n}.
Temos que Osc(h,€,C) C 2 & fechado, magro e disjunto de {zg,, ..., g, }. Entao para cada i < n,
existe uma C-vizinhanca G; de x5, tal que G; N cle Osc(h,€,C) = 0.

Se x € G, temos que |h(z) — h(zg,)| < €, e, portanto, h(z) € B;. Logo:

h € K((xai)f:D (Gi)i—1, (Bz')f:b (B§)?:1)

Vale que:

K((Z’ai)f:l, (Gi)?:lv (Bi)i'{::lﬂ (Bé)nzl) - V.

Como «a € C, temos que existe 8 € I N« tal que:
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h € K((2a,)i=1, (Gi)j=1, (Bi)i=1, (B})j=1) C Vs

Porém, h é uma (tnica) extensao T-continua de go, h € Vg € V,, o que contradiz a escolha de

Yo
(]

A. Dow e P. Simon utilizaram a proposi¢do acima para responder parcialmente a seguinte
pergunta, feita por Arhangel’skii: Suponha que Cp(X \ {x}) seja Lindeldf e que x tenha tightness
enumerédvel em X. Cp(X) é Lindel6f?

Proposicao 3.10. Assuma ¢. Existe um espago X e x € X tal que x possui tightness enumerével
em X, X \ {z} é primeiro-enumeréavel, Cp,(X \ {z}) é Lindel6f mas Cp(X) nao é Lindelsf.

Demonstra¢do. Seja X a compactificagdo por um ponto do espaco > U Z da proposi¢ao anterior,
sendo x o ponto que foi adicionado. Temos que C,(X \{z}) é Lindelsf, X\ {z} é primeiro enumeravel
e = possul tightness enumeravel. Resta ver que Cp(X) nao é Lindeldf.

Para n € w, seja V;, = {f € Cp(X) : Vp € 2" (f(p) € (—=1,1))}. Para z € Z, seja V., = {f €
Cp(X) : f(2) #0}.Se AC X, A= {p,q} e p, qsdo fungdes incompativeis, entdo Vi = {f € Cp(X) :
f(p) #0, f(g) # 0}. Seja V a colegao de todos esses abertos.

Temos que V é uma cobertura: Fixe f. Se f(z) # 0, por continuidade existe z € Z tal que
f(z) # 0, dai, f € V.. Se f(x) = 0, entao dividimos em casos novamente: Se existe n tal que
f(p) € (—1,1) para todo p € 2", temos que f € V,,. Caso contréario, temos novamente dois casos:
Existem p,q € ¥ incompativeis distintas com |f(p)| > 1 < |f(q)|, e, nesse caso, f € V4, ou
dado n existe um tnico p, € 2" e |f(p,)| > 1, sendo todos os p, compativeis Nesse caso, sendo
9 = Unew Pn € 2. Temos que g € Z, caso contrario terfamos que x seria ponto de acumulacao de
{pn : n € w}, o que implicaria que f(x) # 0. Assim, temos que f € V.

VY nao possui subcobertura enumerével, pois qualquer subcolecdo enumeravel de V nao teré
algum V, para algum z € Z, e a fungéo constante igual & 1 em {z|n : n < w} e 0 no complementar
é continua e é elemento de qualquer membro desta subcobertura. O
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Capitulo 4

VU-espacos e espacos sequenciais

4.1 Introducao

E bastante conhecido e amplamente utilizado o fato que em espacos métricos, sequéncias sao
utilizadas para determinar fechos de conjuntos. Iniciaremos essa se¢ao motivando-a com a seguinte
proposicao, que na verdade é um exercicio de muitos cursos basicos de Topologia Geral.

Proposicao 4.1. Suponha que X é um espaco topolégico e A C X.

1. Se existe s, sequéncia em A com s, — = entdo x € A.

2. Se x € A entdo se s, é uma sequéncia em X com s, — = entao s, estd eventualmente em A.
Além disso, se X é primeiro enumeravel, entdao valem as reciprocas, e vale que:

i. A & aberto se, e somente se, para todo z € A, sempre que s, é uma sequéncia em X com
S$p, — ¥ entdo s, estd eventualmente em A.

ii. A é fechado se, e somente se, para toda sequéncia s, em A, o conjunto dos limites de s, esta
contido em A.

O

De certa forma, a proposicao acima nos diz que se X é primeiro enumeravel, a topologia de
X é determinada pelas suas sequéncias. Explicitamente, se 7 é a topologia de X, entao 7 = {A €
P (X): Ve e A(Vs € YA(sp, = x — Ing € w(Vn > np(n € A)))}.

Nessa se¢ao, lidaremos com espacos sequenciais e de Fréchet. Como referéncias, citamos [Fra65]
e [Fra67]. Outra referéncia para este assunto é [Sim03]. Ao final da se¢ao, construiremos um exemplo
classico que utiliza espacos de Mréwka.

4.2 Espacos sequenciais e espagos de Fréchet

Nesta sec¢ao, definiremos o que sdo espacos sequenciais e de Fréchet e estudaremos algumas de
suas propriedades basicas e exemplos. Comecaremos definindo algumas coisas.

Definicao 4.1. Seja X um espacgo topoldgico. Um subconjunto U de X é sequencialmente aberto em
X se, e somente se, toda sequéncia em X que converge para algum ponto de U estd eventualmente
em U. Um subconjunto F' de X é sequencialmente fechado se, e somente se, sempre que x, é uma
sequéncia em F' e x, — = entdo x € F. U

Conjuntos sequencialmente abertos e sequencialmente fechados tém a mesma relacdo entre si
que abertos e fechados.

95
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Lema 4.2. Seja X um espaco topoldgico e A C X. Temos que A é sequencialmente fechado se, e
somente se, X \ A for sequencialmente aberto.

Demonstra¢ao. Suponha que A seja sequencialmente fechado. Se s,, — = € X \ A nao estiver
eventualmente contida em X \ A, entao ela possui uma subsequéncia contida em A que converge
para z € X \ A, absurdo.

Agora suponha que X \ A é sequencialmente aberto e seja s, uma sequéncia em A com s, — .
Se x € X \ A, temos que existe n € w com s, € X \ A4, absurdo. O

Estamos a um passo de definir espacos sequenciais.

Proposicao 4.3. Considere X um espaco topoldgico. As duas primeiras propriedades sao equiva-
lentes. Se X é Hausdorff, as quatro propriedades sao equivalentes:

1. Todo subconjunto sequencialmente aberto de X é aberto.
2. Todo subconjunto sequencialmente fechado de X é fechado.

3. Todo subconjunto de X cuja intersecao com toda sequéncia convergente é um conjunto fechado
é fechado.

4. Todo subconjunto de X cuja intersecdo com todo subespago compacto metrizavel de X é um
subconjunto fechado é fechado.

Demonstracao. 1 < 2: Suponha 2. Seja F' um subconjunto sequencialmente fechado de X. Pelo
Lema 4.2, X \ F' ¢é sequencialmente aberto, e, portanto, aberto. Assim, F' é fechado.

Suponha 2. Seja A um subconjunto sequencialmente aberto de X. X \ A é sequencialmente
fechado, e, portando, fechado. Assim, A é aberto.

Agora suponha que X é Hausdorff.

2 <+ 3: Suponha 2. Seja F' um subconjunto de X cuja intersecao com toda sequéncia convergente é
fechada. Veremos que F' é sequencialmente fechado, e, portanto, fechado. Seja s,, uma sequéncia em
F com s, — s,. Temos que {s, : n < w} N F é fechado e compacto. Se s, ¢ F, entao {s, : n < w}
é compacto. Mas {s,, : n < w} é infinito e discreto, absurdo (se fosse finito, algum elemento de s,, se
repetiria infinitas vezes, dai o limite seria esse elemento. E o espaco ¢ discreto pois dado s, se A, B
sao abertos de X disjuntos com s, € A, s, € B, temos que todos a menos de uma quantidade finita
de elementos da sequéncia estdo em B. Logo, AN {s;, : m < w} é um aberto finito da sequéncia.
Como conjuntos finitos sdo fechados, segue que {s,} é aberto na sequéncia).

Agora suponha 3. Tome F sequencialmente fechado. Seja s, uma sequéncia em X com s, — S,.
Temos que ver que {s, : n < w} N F & fechado. Se {s,, : n < w} N F é finito, segue a tese. Caso
contrario, devemos ter que s, € F', caso contrério, teremos uma subsequéncia de s contida em F
que converge para fora de F. Entao {s, : n <w}\ F C {s, : n < w}, que é aberto e discreto em
{sn : n < w}, e, assim, {s, : n < w} \ F & aberto em {s, : n < w}. Logo, {s, :n <w}NFé
compacto, e, portanto, fechado.

3 < 4: Supondo 3, 4 decorre diretamente pois toda sequéncia convergente ¢ compacta e me-
trizével. Para ver isso, tome uma sequéncia que converge s,. Ela é Hausdorff e enumeréavel (pela
unicidade do limite), e portanto Lindel6f, e, assim, Tychonoff (ver [Wil04], 16.8). Além disso, a
sequéncia convergente tem como base local para cada ponto, {{s,}}, para os pontos da sequéncia,
e, para o limite z, {{s; : i > n} : n € w} U {x}. E imediato que uma sequéncia convergente é
compacta e que tem base enumeravel, logo, também é metrizavel (ver [Wil04], 23.1).

Agora suponha 4. Suponha que F seja tal que a interse¢do com toda sequéncia convergente é
fechada. Veremos que a intersecdo de F' com qualquer espaco metrizavel compacto é fechado, o que
implica que F' é fechado. Seja K um subespago métrico compacto. Veremos que F'N K é fechado.
Como K é compacto, basta ver que FFNK é fechado em K. Como FFNK é metrizével, este é primeiro



4.2 ESPACOS SEQUENCIAIS E ESPACOS DE FRECHET 57

enumeravel, logo, basta ver que F'N K é sequencialmente fechado. Suponha que s, é uma sequéncia
em F'N K que converge para ¢ € K. Temos que a intersecdo de F' com a sequéncia convergente é
fechada, portanto compacta, e, como antes, isso implica que ¢ € F. Dai, z € FN K.

O

A luz desta proposicdo, definiremos o que é um espaco sequencial e um espaco de Fréchet.

Definicao 4.2. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é sequencial se satisfaz uma das
(todas as) duas primeiras condi¢Ges anteriores. Dizemos que um espago topoldgico X é de Fréchet
se para todo A C X e para todo x € A existe uma sequéncia em A que converge para x (note que
a reciproca ¢ sempre verdadeira em qualquer espago). O

Proposicao 4.4. Todo espago de Fréchet é sequencial.

Demonstracio. Se X é um espaco de Fréchet, A é sequencialmente fechado e & € A, existe uma
sequéncia em A que converge para X. Mas como A é sequencialmente fechado, entdo x € A. Logo,
A= Ae A é fechado. O

Na introducao apresentamos a seguinte propriedade:
Proposicao 4.5. Todo espago primeiro enumeravel é de Fréchet, e, portanto, sequencial.

Um espago sequencial é um espaco cuja topologia fica determinada por suas sequéncias. Todo
espago primeiro enumerdvel é sequencial, assim, todo espaco métrico e todo espago discreto é se-
quencial. Porém, uma grande classe de espacos falha em ser sequencial ou Fréchet.

Proposicao 4.6. Existem espacos compactos Hausdorff que ndo sdo sequenciais.
Daremos dois exemplos.

Demonstra¢io. Considere w; + 1 com a topologia da ordem. A topologia da ordem ¢ Hausdorff e
ordinais sucessores sdo compactos. Porém, w; + 1 nao é sequencial, pois {w;} é sequencialmente
aberto: se o, — wq, entdo «, deve ser eventualmente igual a wi, caso contrario, podemos tomar
uma subsequéncia 5, com 3, — w; mas B, # wi para todo n. Temos que § := sup B, < wi, € a
sequéncia ndo intersecta a vizinhanca aberta (d,w] de wy.

Como um segundo exemplo apenas esbogado, fw\w é um espaco compacto totalmente desconexo
de cardinalidade 2¢ e sem pontos isolados em que todo subconjunto é sequencialmente fechado ja
que todo subconjunto fechado infinito dele tem cardinalidade 2¢ ([Wal75], 3.12). O

Almost disjoint families possuem uma propriedade que veremos ser essencial no estudo de es-
pacos compactos de Fréchet com o que diz respeito & espacos de Mrowka.

Defini¢ao 4.3. Uma almost disjoint family A é maximal em lugar nenhum (nowhere mad) se para
todo X € It (A) existe B C X com |B| = w tal que |[BN A| < w para todo A € A. O

Esse conceito se relaciona com W-espacos da seguinte forma:

Proposicdo 4.7. Suponha que A é uma almost disjoint family. Entao Y = ¥(A) U {co} (a com-
pactificac@o por um ponto de W(A)) ¢ de Fréchet se, e somente se, A é nowhere MAD.

Demonstragio. Suponha que Y seja de Frechet. Tome X C w tal que X € Z7(A). Comegaremos
vendo que co € X. Para isso, devemos ver que se K é compacto, X \ Y \ K # (. Fixe K e considere
a seguinte cobertura aberta de Y

{Y\K}U{n:newlU{{A}UA: Aec A}
Por compacidade, existem Aq,---, Ai e n tais que:

Y=Y\K)UnU{A, -+ A} U(A1U---U Ay)
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Devemos ter que X NY \ K # (), caso contrario, terfamos que X CnU A; U---U Ag.

Como oo € cl X e Y é de Fréchet, existe uma sequéncia s, — oo de elementos de X que pode
ser tomada estritamente crescente. Seja B a imagem da sequéncia. B é infinito, B C X. Dado
A € A, temos que |[AN B| < w, caso contrério, a sequéncia possuiria uma subsequéncia que estaria
eventualmente contida em qualquer aberto bésico de A, o que implicaria que esta subsequéncia
converge para A, o que viola a unicidade do limite (Y é Hausdorff).

Reciprocamente, suponha que A é nowhere MAD. Devemos ver que Y é de Fréchet. Seja Z C Y
e suponha que p € cl Z. Suponhamos primeiro que p # co. Afirmo que p € cl(Z \ {o0}), pois dado
A aberto bésico contendo p, A nao tem oo como elemento e intersecta Z. Dai, como WU(A) é de
Fréchet, segue que existe uma sequéncia de elementos de Z \ {co} que converge para p.

Agora suponha que p = co. Se 00 € Z tomamos a sequéncia constante. Suponha que oo ¢ Z.
Temos que co € cl(wNZ)UclZ \ w.

Caso 1: 00 € cl(wNZ). Seja X = wNZ. Afirmo que X ndo é um subconjunto de uma unido finita
de elementos de AU [w]¥, caso contrario, existiriam n € w e Ay, -+, Ay com X C {Ay,---, Ax} U
AjU---UAgUn, que é compacto, e, portanto, co ¢ X. Dai, existe B C X infinito com |[BNA| < w
para cada A € A. Escrevemos B = {z,, : n € w} em ordem crescente. Afirmo que x,, — 0o, pois, se
K ¢é compacto, existem Ay,--- , Ay € Aem ewcom Y = (Y\K)U{A41, -+, A JUAU---UAUm.
Temos que |BN Aj| < w para cada j, assim, ha uma quantidade cofinita de elementos de B em Y.

Caso 2: 0o € cl(Z \ w). Temos que Z \ w C A é infinito. Tomemos uma sequéncia injetora em
Z\ w, Ap(n € w). Afirmo que A, — co. Para ver isso, se K C U(A) é compacto, K possui apenas
uma quantidade finita de elementos de A, pois a base B é uma cobertura aberta de K. Dessa forma,
A, esta eventualmente contida no complemento de K. O

Corolario 4.8. Se A ¢ uma MAD family, entao, sendo Y a compactificagdo por um ponto de ¥(A),
Y & um espago compacto, Hausdorff e sequencial que ndo é de Fréchet.

Demonstracao. Seja A uma MAD family infinita de w e considere Y. Temos que Y é compacto
Hausdorff. X nédo é de Fréchet pois A nao é nowhere MAD. Para ver isso, primeiro notemos que
w ¢ IT(A), entao, se A fosse nowhere MAD, existiria um subconjunto infinito de w que tem
intersecdo finita com todo elemento de A, o que viola a maximalidade da familia.

Resta ver que Y é sequencial. Suponha que U C Y é sequencialmente aberto. Veremos que U é
vizinhanga de todos os seus pontos, e, portanto, aberto. U é vizinhanca de todos os seus niimeros
naturais. Se A € AN U, note que enumerando A em ordem crescente pela sequéncia s,, temos
que s, — A, dai, s, esta eventualmente contida em U, e com isso temos uma vizinhanca de A
contida em U. Se oo € U, veremos que K =Y \ U é compacto. Temos que K N A = {4, -, A}
é finito, caso contrario terfamos uma sequéncia disjunta de U que converge para oo. Além disso,
se A e ANU, entdo AN K é finito, pois como vimos, A possui uma vizinhanca em U. Assim, se
Z € uma cobertura aberta de K, ela deve possuir abertos Uy, - -+ , U que cobrem A, --- , A. Seja
V =U; U---UUy. Basta ver que K \ V ¢ finito. Suponha que nao seja. Entdo B =w N K \V é
infinito. Por construgao, temos que |B N A;| < w para cada i < k. Se A € U, entdo A s6 tem uma
quantidade finita de pontos em K|, logo, |B N A| < w. Mas isso viola que A é maximal. O

Construiremos espagos topolégicos compactos Hausdorff X e Y de Fréchet cujo produto nao é
de Fréchet. Para isso, precisaremos das seguintee proposicao:

Proposigao 4.9. Seja A uma almost disjoint family e X € ZT(.A) tal que todo subconjunto infinito
de X intersecta um elemento de A. Define-se A|X = {ANX : A € A}\ [w]<*. Este conjunto ¢ uma
MAD family em X.

Demonstragao. Vejamos que A|X é infinito. Suponha por absurdo que seja finito. Entao {B € A :
|BNX| = w} é finito. Enumere-o por {By,...,By,}. Temos que A\ |J,.,, B; ¢ infinito, logo, este
intersecta algum elemento B de A infinitamente. Note que B # B; para todo i e BN (ByU...By,)
é infinito, absurdo.

Para a maximalidade, note que dado Y C X infinito, temos que existe A € A tal que |[YNA| = w.
Logo, XNAc A X e Y N(XNA)|=|YNAl=w.
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O

Proposicao 4.10. Existe uma MAD family A que pode ser particionada em duas nowhere MAD
almost disjoint families.

Demonstra¢do. Suponha por absurdo que nao exista nenhuma MAD family de w que pode ser
particionada desta forma. Entdo ndo existe nenhuma MAD family de nenhum subconjunto infinito
enumeravel que pode ser particionada desta forma, caso contrario, via bijecao, obterfamos uma de
w que pode.

Seja A uma MAD family de cardinalidade ¢ e indexemos-a escrevendo A = {Ay : f € “2}. Para
cada n € w, seja PY = {As : f(n) = 0}, p, = {A4f : f(n) = 1}. Note que para cada n, {P?, P!}
particiona A e |P)| = |P}| = 2v.

Definiremos recursivamente uma sequéncia decrescente em I (A) X, e também g : w — 2, de
modo que Pﬁ(n)|Xn seja uma MAD family em X,,.

Pela hipotese de absurdo, existe g(0) < 2 tal que Pog(o) nao é nowhere MAD. Tome Xy €
(P (0)) tal que todo subconjunto de Xy infinito possui interse¢do infinita com algum elemento
de Pog(o). Pela proposicdo anterior, P()g(o)]Xo é¢ uma MAD family.

Afirmo que Xy € IT(A). Suponha por absurdo que nao. Entdo existem Ag,..., A, € POQ(O) e
By,...B,, € Pol_g(o) tais que Xog C* AgU---UA,UByU---UBy,. Assim, X\ (A4gU---UA,) C*
ByU---UBp, e Xp\ (AgU---UA,) éinfinito pois Xo € I+(Pg(0)). Assim existe Y € POQ(O) tal que
Y N(ByU---UB,,) ¢ infinito, o que é absurdo.

Suponha que foi definido X, e g(n). Temos que A|X,, = P, ,|X, U P 1| Xn. Ambos P}, | X,
e P!.,|X, forem infinitos, um deles ¢ ndo é nowhere MAD, e se um deles for finito, o outro nio

é nowhere MAD (O que se conclui removendo de X,, a unidao do outro). Seja g(n + 1) tal que

7755;11+1)|Xn nao é nowhere MAD e fixe X,,11 C X,, que atesta isso, ou seja, fora do ideal livre em

X,, gerado por ngfrl) | X, e tal que qualquer subconjunto infinito de X, 11 intersecta infinitamente

um elemento de PgJ(ZH)IXn. Pela proposicdo anterior, ng:lfr 1)]Xn+1 é MAD family. Resta apenas

ver que X,11 € ZT(A). Suponha por absurdo que nao. Entao existem Ag,..., Ay € Pg(nH) e
Bo,..., Bm € Py tais que X1 € Ujep Ai U U<, Bio Dai, Xpy1 \ Ujep(Ai N X,) C
Us<m(Bi N Xp) e Xpg1 \ U< (A N X5,) € infinito, o que implica novamente em um absurdo.
“Pela Proposicio 2.50, existe Y em Z1(A) pseudointersecio dos X,,. Como Y € ZT(A), existem
infinitos f € 2 com |[AyNY| =w.
Sabemos que existe f # g tal que Y N Ay ¢é infinito. Tome n com f(n) # g(n). Temos que Ay e
Ay estao em particoes distintas de {P2, P}}. Se g(n) = i, P!|X,, é uma MAD family em X,,. Como
f(n)=1—1i, Ay ¢ P!, logo |A; N A| < w para todo A € Pi. Mas entdo Ay N X, ¢ finito, ou isso
violaria a maximalidade de P.|X,. Mas entdo (Y NAy)\ (47N X,) é infinito. Mas entao Y \ X,, &
infinito, o que contradiz Y C* X,.
U

Proposicao 4.11. Existem dois espacgos compactos Hausdorff separaveis de Fréchet cujo produto
nao é de Fréchet.

Demonstrag¢ao. Pela Proposicao 4.10, seja A uma MAD family que pode ser particionada em duas
nowhere MAD almost disjoint families, A; e As. Suas respectivas compactificagbes por um ponto, Y7
e Yo, sdo espacos separdveis, compactos, Hausdorff e de Fréchet. Em Y] x Y5, considere o conjunto
A = {(n,n) : n € w}. Afirmo que p := (co,0) € A. Verifiquemos isso. Um aberto basico de p
é do tipo (Y1 \ K1) x (Y2 \ K2), com Kj, Ko compactos de ¥(A;), ¥(As), respectivamente. Por
compacidade, existem Ay, -, Ay € Ay, By,--- ,Bi€ Asem,ncwtalqueYs = (Y1 \ K1) UA U
rUAgUmeYo = (Yo \Ko)UBU---UB;Un Se B € A é um elemento de A néo listado, ele
tem intersecdo finita com cada A;, Bj, m,n, entdo, existe um ponto b de B fora de todos esses (B
¢ infinito). Segue que (b,b) € (Y1 \ K1) x (Y2 \ K3). Dessa forma, (co,o0) € A.
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Suponha por absurdo que existe uma sequéncia (s, s,) de elementos de A que converge para
p. Sem perda de generalidade, podemos considerar que s, é uma sequéncia injetora. Seja B = {s,, :
n € w}. Temos que B é um subconjunto infinito de w. Afirmo que |C'N B| < w para cada C € A, o
que ¢ absurdo. Sem perda de generalidade, C' € A;. Como s,, — oo em Y] ¢ {C'} UC é compacto,
todos os elementos de B a menos de uma quantidade finita estao no complemento de {C} UC. Dai,
h& apenas uma quantidade finita de elementos de B em C. ]

Isso encerra o nosso exemplo. Uma pergunta pertinente é se 0 espaco acima é sequencial. Veremos
que sim. Para isso, provaremos agora uma condicdo suficiente para que o produto de dois espagos
sequenciais seja sequencial.

Lema 4.12. Suponha que X, C' sao espagos sequenciais e C' é sequencialmente compacto. Entao se
F C X é sequencialmente fechado, temos que 7x[F] é fechado.

Demonstragao. Suponha que mx[F] nao seja fechado. Como X é sequencial, existe uma sequéncia
Tn em wx[F|] e z € X \ F com x, — z. Para cada n, existe y, € C com (z,,y,) € F. Existe
uma subsequéncia de y, e y € C com y,, — y. Mas entdo (zp,,yn,) — (z,y) ¢ F, e esta ¢ uma
sequéncia em F', o que viola que F' é sequencialmente fechado. O

Proposigao 4.13. Suponha que X, Y sdo espacos sequenciais e Y tem um sistema fundamental de
vizinhancas fechadas sequencialmente compactas e X é T1, entdo X X Y é sequencial.

Demonstracao. Suponha por absurdo que X X Y nfo seja sequencial. Entdo existe um conjunto
sequencialmente fechado A C X xY e p € A\ A tal que ndio existe uma sequéncia em A que
converge para p. Seja p = (z,y).

Seja B = ({z} x Y) N A. Afirmo que B é sequencialmente fechado. Para ver isso, note que
B ={z} x{yeY : (x,y) € A}. Temos que {z} é fechado. Basta ver que o segundo conjunto
também é fechado. Para ver isso, basta ver que ele é sequencialmente fechado. Ora, se y, é uma
sequéncia neste conjunto que converge para z, (x,y,) ¢ uma sequéncia em A que converge para
(x, z). Logo, (x,z) € A, e, assim, z estd no segundo conjunto. Isso mostra que ele é sequencialmente
fechado e portanto fechado.

Dessa forma, B é fechado. Como p ¢ A, temos que existe U vizinhanga aberta de p disjunta
de B. Seja C uma vizinhanga fechada sequencialmente compacta de y com p € {z} x C' C U. Seja
Ag = (X x C)N A. Temos que Ay ¢é sequencialmente fechado. p € Ag\ Ag pois p ¢ A masse V x W
é uma vizinhanga aberta basica de p, temos que V x (W NintC) também &, e esta deve intersectar
A e portanto Ag.

Seja P = mx[Ap]. Pelo lema anterior aplicado a X x C, P é fechado em X . Entao (X\P)xY é
aberto. Note que p € (X \ P) x Y, pois x ¢ P, caso contrario existiria z € Y com (z, z) € Ap, mas
dai (z,z) € UN B, absurdo. Além disso, (X \ P) x Y ¢é disjunto de Ag, o que viola que p € 4. O



Capitulo 5

Os espagos B(V(A))

No capitulo anterior, utilizamos a compactificacdo por um ponto de um espaco de Mréwka.
Agora, veremos alguns teoremas que dizem respeito a propriedades de outras compactificagoes de
espacos de Mrowka, dando maior enfoque para a compactificacdo de Stone-Cech.

Veremos quando que um W-espago admite uma compactificacdo por dois pontos, ou, equiva-
lentemente, quando o seu remainder de sua compactificacao de Stone-Cech é desconexo. A seguir,
estudaremos o problema sobre quando que um W-espaco possui uma tnica compactifica¢ao (sendo
esta a compactificagdo por um ponto), e, por fim, veremos que todo espaco métrico compacto sem
pontos isolados é um remainder de uma compactificacao de Stone-Cech de um W-espago de uma
MAD family de cardinalidade c.

5.1 Compactificacao por dois pontos

Nessa se¢ao, veremos uma condigao para que W(.4) possua uma compactificagdo por dois pontos.
Para isso, introduziremos a nogao de particionador.

Definicao 5.1. Seja A uma almost disjoint family. Dizemos que X C w é um particionador de A
se para todo A € A, temos que A C* X ou A C* w\ X.

Dizemos que um particionador X de A é um particionador ndo trivial se, e somente se, X €
It(A)ew\ X € ZT(A). O

Notemos que se X é um particionador (ndo trivial) para A, entdo X \ A também é. Notemos
também que nao podem ocorrer ambos A C* X e A C* X \ A ao mesmo tempo, caso contrario
terfamos que A C* X N (w\ X) =0, o que implica em |A| < w, 0 que é absurdo.

Proposicao 5.1. Seja A uma almost disjoint family e suponha que X é um particionador de A.
Sejam p, g distintos com p,q ¢ W(A). Seja 7 a topologia de ¥(A). Sejam:
A ={Aec A: AC" X}
Ay ={Ae A: AC"w\ X}

Entdo, denotando por ¥ = w \ X, o seguinte conjunto ¢ uma base para uma topologia em
K =¥(A)U{p,q}:

T = TU{{p} U (X’\ U AZ-> U (A1 \ {Ai}i<n)) © (Ai)(icn) € seq. finita em A; e XCXe coﬁnito}

<n

U {{q} U ()7\ U Ai> U (A2 \ {Ai}(i<n)> : (A)(i<n) € seq. finita em Ag e YCYeé coﬁnito}
i<n

Na notacao anterior, permite-se que sequéncias finitas sejam vazias.

61
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Nessa topologia, K é compacto Hausdorff. Além disso, ¥(.A) é denso em K se, e somente se, X
for um particionador nao trivial.

Demonstragao. Primeiro, vejamos que 7’ é base para uma topologia em K. Esta claro que | J7/ = K.
Dados dois elementos de 7, a intersecao deles estd em 7. Também esté claro que a intersecao de dois
elementos do segundo conjunto sendo unido na defini¢ao de 7/ também ¢é um elemento do segundo
conjunto, e o mesmo vale para o terceiro conjunto. A interse¢do de um conjunto do segundo tipo
com um conjunto do terceiro tipo ¢ um subconjunto de w, portanto, elemento de 7.

Agora suponha que U € T e (A;)(j<pn) ¢ uma sequéncia finita de elementos de A; e XCXeé

cofinito. Suponha que x € UN <{p} U <X \Ujcn 4 ) U (A1 \ {Ai}(i<n))>' Como z € U, temos que
x # p. Se x € w, temos que {x} é aberto e é subconjunto dessa interse¢do. Se = € A, temos que
v €A ex= B¢ {Ai}icn- Como B € A;, temos que B C* Y. Seja n tal que B\ n C X e tal que
BN (U<, Ai) € n. Segue que {B} U (B \ n) € 7 esta contido na intersecao.

Analogamente, prova-se que para todo U € 7, para toda (4;) ;<) sequéncia finita de elementos

de Ay, para todo Y C Y cofinito e para todo z € U N ({q} U <§~/ \ Uicn AZ-> U (A2 \ {Ai}(Kn))),
existe V' € 7 subconjunto dessa interse¢cdo com x € V.

Logo, 7 & uma base para uma topologia em K. Temos que K é um espaco de Hausdorff:
quaisquer dois pontos de W(A) sdo separados por elementos de 7. Quaisquer dois abertos bésicos
de p, ¢ sao disjuntos, portanto os separam. Se n é natural, temos que {n}, {p} U (X \ {n}) U A;
e {q} U (Y \ {n}) U Az sao abertos basicos dois-a-dois disjuntos. Se A € A;, temos que {A} U A,
{p}U(X\A)U (A1 \{A}) e {g} UY U A, sao abertos disjuntos. Finalmente, se A € As, temos que
{A}UA, {gJ U (Y \A)U (A2 \ {A4}) e {p} UX U A, sdo abertos disjuntos.

Temos que o espaco é compacto: seja U uma cobertura de K por abertos basicos. Temos que
existem A, € U comp € A,, e A; € U com q € A,. Assim, existem X C X cofinito, Y C Y cofinito,
(Ai)(i<n) sequéncia em Ay, (Bj)(i<m) sequéncia em Ay com:

p—{P}U<X\UA> (A \ {Aiticn)) €U

1<n

Ay = ={q}u (Y\ U ) -/42 \ {bi }(Z<m)) eu
<m

Dado i < n, existe U; € U com A; € U;, logo, existe n; € w com {4;} U (4; \ n;) C U;. Dado
Jj <m, existe V; € U com B; € Vj, logo, existe m; € w com {B;} U (B;\ m;) C Vj. Sendo k € w
tal que k > n; para todo @ < n, k > m; para todo j < m e tal que X C XUk, Y CY UK, temos
que K\ kC AyUA,Ul,;,, Ui UU,;p, V). Como k é finito, segue a tese.

Para a altima afirmacfo, no caso de X ser um particionador nao trivial, precisamos ver que
{p} ndo ¢ um aberto bésico, nem {q} um aberto bésico. Para ver que {p} ndo ¢ um aberto bésico,
notemos que, se for, entdo existem Aq,..., A, € Acom X C* A1U---UA,, o que viola o fato de que
X € I (A). Analogamente, {g} ndo é aberto basico. Reciprocamente, se ¥(.A) for denso, entao w é
denso (pois w ¢ denso em W(A)). Logo, dados Ao, ..., A,—1 € Ai, temos que [ X\, Ai| = w. Além
disso, dados By, ..., Bm—1 € As, temos que | X N, ,, Bn| < w, logo, | X\U,<p, Bj\U,<pn 4il = w.
Isso mostra que X € Z7(A). Analogamente, Y € ZT(A).

O

Provaremos agora um fato geral sobre o remainder da compaciticagdo de Stone-Cech de um
espago topoldgico genérico.

Lema 5.2. Sejam n > 1 natural e X um espaco topolégico de Tychonoff. Entdo se X admite uma
compactificacdo por n pontos, temos que X* é desconexo.

Demonstra¢ao. Seja K = X U {x1,...,z,} uma compactificagdo por n pontos de X, e tome f :
X — K a inclusdo, que é continua. Tome F' : fX — K a extensao continua de f. Temos por 1.35



5.1 COMPACTIFICACAO POR DOIS PONTOS 63

que F[BX \ e[X]] = {z1,...,2n}, logo F1[{z1}]\ X,..., F ' [{z,}]\ X & uma parti¢ao de X \ X
por n clopens de X™* disjuntos. O

Juntando as proposigdes anteriores, obtemos o corolario:
Corolario 5.3. Se A possui um particionador ndo trivial, entdo ¥(.A)* nao é conexo. O

Finalmente, sintetizamos o nosso teorema. Uma versdo deste resultado pode ser encontrada no
artigo [L.B80].

Teorema 5.4. Seja A uma almost disjoint family. Sdo equivalentes:
(a) A admite um particionador nao trivial.
(b) ¥(A) admite uma compactificacdo por 2 pontos.
(¢) ¥(A)* ndo é conexo.

Demonstra¢ao. Resta apenas mostrar que (¢) — (a). Suponha que WU(A)* ndo é conexo e fixe C
clopen nao vazio de ¥(A)* tal que ¥(A)*\ C seja ndo vazio. Por 1.53, temos que ¥(A)* é fechado
em B(V(A)). Assim, ambos C e U(A)*\ C sao fechados em S(¥(A)), e esses sao disjuntos. Entao,
por normalidade existem U, V abertos disjuntos de S(¥(.A)) com C C U, ¥(A)*\C C V.

Para os pardgrafos seguintes, identificaremos e[¥(.A)] com W(A).

Seja F' = e[A]\ (UUV). Temos que F' é finito, caso contrario teria um ponto de acumulacao z.
Como A nao tem ponto de acumulacao em ¥(A), temos que x € U U V. Mas U UV é um aberto
que nao intersecta F', absurdo.

Seja P = (U Nw) \ JF. Afirmo que P ¢ um particionador nao trivial: dado A € A, temos que
AcU,ouAeV,ou A€ F,eapenas uma dessas trés possibilidades vale. Se A € U, temos que,
como U ¢ aberto, A C* U Nw, e como A ¢ F e A é almost disjoint, segue que A € P. Se A € V|
temos que A C* VNw Cw\ P,ese A€ F, temos que A C w \ P. Resta ver que P é néo trivial.
Para ver que P € Z7(A), basta ver que U Nw € I (A), pois F ¢ finito. Suponha por absurdo que
existem Aq1,..., A, € Aek € w com

UNnwCAU---UA, Uk

SeBeUNAeB¢{A,...,A,}, temos que intersectando a expressao acima com B, obtemos um
conjunto infinito contido em um finito. Logo, U N A C {Ay,..., A, }. Assim:

UNU(A) C{A}UA U U{A,} UA, Uk

Percebamos que o lado direito da desigualdade é compacto. Assim, tomando o fecho de ambos
os lados, temos que clU C ¥(A), o que viola o fato de que C' C U.
Analogamente, V Nw € ZT(A), logo, w\ P € ZT(A)
O

Antes de passarmos para a proxima secdo, aproveitaremos para provar um fato interessante.
Proposicao 5.5. Existe uma MAD family A tal que |U(A)*| > 2¢.

Demonstrag¢ao. Nessa demonstragdo, identificaremos W(A) dentro de SV (A). Seja B uma MAD
family de cardinalidade 2“. Para cada B € B, seja Agp uma MAD family em A C w, ou seja,
Ap €& uma colegdo infinita quase disjunta de subconjuntos de A maximal nesse sentido. Seja A =
Upes As-

Para cada B € B, o conjunto Ap U B é um zero set. Para ver isso, seja f : U(A) — {0,1} dada
por f(z) = 0 para todo x € AgU B, e 1 nos demais pontos. Temos que f é continua em w, pois esse
é discreto. Se A € Ap temos que f é constante e igual a 0 em {A} U A C {A} U B. Finalmente, se
A € Ap com B # B’, temos que existe n natural tal que ANB = B'N B C n. Assim temos que em
{A}UA\n, f éconstante e igual & 1. Logo, f é continua e f~![{0}] = AgUB. Seja Zp = AgUB.
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Se B # B’ sdo elementos de B, temos que, em (¥ (A)), clZpNclZg =cBNB =BNB,
que ¢ finito. Se B € B, temos que Ag C A é infinito, logo, possui um ponto de acumulagdo
xp € B(¥(A)). Temos que em ¥(A), qualquer subconjunto de A é fechado e discreto, logo, xp €
B(U(A))\ ¥(A). Temos entdo que zp € clZp \ ¥(A), e se B # B, segue que xp # '3, pois
(A Zp\¥(A)N(clZp \V(A) =BnNB NY(A) = 0. Como |A|l =2, segue que {zp: B € B}
tem cardinalidade > 2“. O

5.2 Unicidade de compactificacao

Uma pergunta interessante é quando que, em um espaco localmente compacto, SX coincide
com a compactificagdo por um ponto de X (isso implica que X possui uma unica compactificacao).
Sabemos que isso ndo é verdade, por exemplo, para X = w. Porém é verdade para X = wy. Diremos
que uma MAD family cujo V-espaco tem essa propriedade ¢ uma familia de Mrowka. Por enquanto,
ainda nao provamos a existéncia deste objeto, e a existéncia de um tal objeto é nao trivial.

Defini¢do 5.2. Uma MAD family A é¢ uma familia de Mrowka se |W(A)*| = 1. O

Antes de provar que existem tais familias, iremos provar alguns fatos mais basicos de topologia
geral que precisaremos utilizar.

Proposigao 5.6. Seja X um espaco hereditariamente Lindeldf. Entao existe um aberto enumeravel
que contém qualquer aberto enumeravel.

Demonstracao. Seja U = |J{A C X : A éaberto e |A] < w}. Como U é Lindeldf, existe uma
colecao enumerével de abertos da colecdo anterior cuja unido é U, entdo U é uma unidao enumeravel
de conjuntos enumeraveis, portanto, enumeravel. O

Corolario 5.7. Se X é um espago hereditariamente Lindel6f, existe uma quantidade coenumeravel
de pontos em X de pontos tais que toda vizinhanca de cada um deles é ndo enumeravel.

Demonstracao. Tome o complemento do U da proposicao anterior. O

Corolario 5.8. Seja X um espago zero dimensional, Hausdorff e hereditariamente Lindeldf. Supo-
nha que F' é um fechado nao enumerével em X. Entdo F' pode ser particionado em dois fechados
nao enumeraveis.

Demonstracdo. Como F' é hereditariamente Lindeldf, pelo corolario anterior F' possui dois pontos
tais que toda vizinhanca, ao ser intersectada com F' é nao enumerével. Tome um clopen que contém
um desses pontos e nao o outro. O clopen e seu complemento intersectados com F' atestam o
enunciado. O

Lema 5.9. Seja X um espago compacto tal que para todo F fechado, se F' é nao enumeravel entao
existem FY, Fy ndo enumeraveis e fechados disjuntos com Fi, Fy C F. Entao para todo fechado F,
vale que |F| > c.

Demonstragao. Utilizaremos um argumento arvore. Seja T' = J,,,, 2". Denotemos a concatenagao
de s,t € T por s—t. Procedemos recursivamente definindo Fy para cada s € 2<%. Define-se que
Fy = F'. Definidos F} fechados ndo enumeréveis para todo s € 2", tomam-se Fy~ ), F;~(1) fechados
nao enumeraveis disjuntos contidos em Fi.

Para cada f : w — 2, temos que (Fyp, : n € w) € uma sequéncia decrescente de fechados nao
vazios contidos em F', e se f,g € 2¥ sdo distintos, as sequéncias sdo eventualmente disjuntas. Por
compacidade, dada f, existe zy € (\{Fy, : n € w}, e pelas observagoes anteriores, {xy : f € w} C F
e a fungao f — x € injetora, logo |F| > 2. O

Corolario 5.10. Seja X um espacgo compacto, hereditariamente Lindeldf, zero dimensional e Haus-
dorff. Entao todo subconjunto fechado de X tem cardinalidade > 2¥. Em particular, todo subcon-
junto fechado nao enumeravel de “2 tem cardinalidade 2%.
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Proposicao 5.11. Existem MAD families de cardinalidade ¢ sem particionadores nao triviais.

Demonstragao. Seja C = {Ay : f € “2}, onde Ay = {f|n : n € w}. Temos que C é uma almost
disjoint family em 2<% de cardinalidade ¢. Podemos estende-la & uma MAD family By em 2<%,

Pelo Lema 2.2, existe uma MAD family By = {By : f € “2} tal que se f # g, By # By e
Ay C By.

Afirmo que se X C B; é particionador nao trivial de By, entdao [{A € B;: AC* X}| =c.

Com efeito, seja Z = {f € “2: Ay C* X}. Como X é particionador, basta ver que Z tem
cardinalidade ¢. Por 4.9, temos que Bi|X ¢ MAD family, logo, ndo enumerével, o que implica em
Z ser nao enumerével. Notemos que Z = (J,,c,{f € “2:Vm > n(f|m € X)}. Assim, existe n tal
que {f € “2:VYVm >n(flm € X)} é ndo enumeravel. Esse conjunto é fechado: o seu complemento
é{f € “2:3Im >n(flm ¢ X)}, que é aberto, pois se f estd nesse conjunto, fixe m tal que
flm ¢ X. O conjunto {g € “2 : g/m = f|lm} é uma vizinhanca aberta de f contida nele. Pelo
corolario anterior, ele tem cardinalidade c¢. Logo, |Z| = ¢.

Enumeremos todos os particionadores nao triviais de B; como {P, : & < k} sem repeti¢do para
algum « < c.

Recursivamente, tomemos Aq, By € Bi \ {Ag,Bg : f < k} para f < sk com A, C* P, e
B, NP, =*0. Seja:

By ={AaUBy:a<k}U(Bi\{Aa, Ba:a < K}).

Temos que Bo € uma MAD family. Afirmo que Bs ndo tem particionador nao trivial: se P fosse
um particionador ndo trivial de Bs, também seria de B1, logo existiria a < x com P = P,, mas
A, C* P, e B,N P =*0, absurdo.

O

Proposicao 5.12. Dada uma almost disjoint family B de cardinalidade ¢, existe uma almost disjoint
family A tal que:

a) Se P é particionador ndo trivial de A, entdo também é de B,

Al =

o

c) BY(A) é zero dimensional,

)
)
)
)

d) A é MAD se, e somente se, B ¢ MAD.

Demonstragao. Seja {fo : a < ¢} C [0,1]* o conjunto de todas as funges de w em [0,1] que
possuem extensao continua de W(B) sobre [0,1]. Recursivamente para o < ¢, podemos escolher
Aa,Bo € B\ {Ag,Bg : B < a} tais que se f, se estende para uma (tnica) fungao continua e
sobrejetora Fy,, entdo F,(Ay) # Fo(By). Entao seja:

A={A,UBy:a<c¢;UB\{Ay, By :a<c}

Temos que A é uma almost disjoint family de cardinalidade ¢ tal que todo particionador nio
trivial de A também é de B. Temos ainda que A é MAD se, e somente se, B for MAD. Temos
que nao existe F' : ¥(A) — [0,1] sobrejetora: se existisse, seja f = F|w. Temos que definindo-se
f(Ay) = f(Ba) = F(ALUBy,) para todo a < ce f(A) = F(A) para todo A € B\ {Aq4, Bo : @ < ¢},
f:¥(B) — [0,1] é continua e sobrejetora. Mas entao existe « tal que f = f,, o que implica em
f(As) # f(By), absurdo. Logo, pela Proposi¢ao 1.55, temos que 3(¥(.A)) é zero-dimensional. [

Corolario 5.13. Existem familias de Mrowka de cardinalidade c.

Demonstra¢ao. Combinemos as duas tltimas proposicdes e o Teorema 5.4. Como o remainder da
MAD family obtida é conexo e totalmente desconexo, ele é unitario. O
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A luz da proposicdo acima, alguém poderia perguntar-se se todo espaco topologico localmente
compacto cuja compactificacdo de Stone-Cech coincide com a compactificagdo por um ponto é
homeomorfo ao W-espaco de alguma MAD family. A proposi¢cdo abaixo mostra que nao, ja que wy
nao é separavel, mas qualquer W-espaco é.

Proposig¢ao 5.14. Seja w; munido da topologia da ordem. FEntao:

a)

b)

9
)

Toda func¢do f : w; — R continua é eventualmente constante, ou seja, Ja < w1V5 > a(f(8) =

fla)).

A topologia da ordem de w; coincide com a topologia de subespaco de w1+ 1, e wy € C-imerso
em wi + 1. Além disso, wy é denso em wq + 1.

Ordinais sucessores sao compactos.

Bwi &~ w1 + 1 é a compactificagdo por um ponto de wy.

Demonstra¢ao.  a) Suponha que f : w; — R é continua. Fixe € > 0. Para todo a < w; limite,

5.3

existe g(a) < a tal que para todo 3 € (g(a),al, |f(B) — f(a)] < §.

Notemos que nas condigdes acima, se 31,52 € (g(), o] entdo |f(51) — f(B2))| < |f(B1) —
F@)+1f(B2 = fla) <e.

Assim, define-se g : S — wy, onde S é o conjunto dos ordinais limites enumeraveis, que é um
club de wy, portanto, estacionario. g é tal que Va € S (g(a) < ). Pelo Lema de Fodor (Lema
1.24), existe & tal que g~ '[{6}] & estacionério, portanto limitado. Assim, se z,y € (6, w),
temos que |f(z) — f(y)| < ¢, pois existe z > z,y tal que z € g~ 1({6}).

Assim, conclui-se que dado € > 0 existe Je < w; tais que Va, B € (d¢,w1), |f(a) — f(B)| < e.
Seja 0 = sup{d1 : n € w,n > 1}. Temos que se a, B > § entao f(a) = f(B). Para a ultima
afirmacao, como w; é limite, uma base local de w; é da forma (a,w;] para a < w;.

E facil ver que em ambas as topologias, 0 e os ordinais sucessores sdo discretos, e que dado v
limite, os conjuntos do tipo («, 7] para o < v formam uma base local. Pelo item anterior, se
f w1 — R é continua, ela é eventualmente constante igual & algum . Definindo-se f(w1) = =z,
temos uma extensao continua de f.

Seja 8 = a + 1 um ordinal sucessor e suponha que A é uma cobertura aberta de 8 sem
subcobertura finita. Seja g = «. Existe Uy € A tal que ap € Up. Suponha que escolhemos
uma sequéncia finita Uy, ...,U, de elementos de A e ag > a1 > --- > «, uma sequéncia
estritamente decrescente de ordinais tal que [ay,,3) C U ,U;. Como a cobertura A nao
possui subcobertura finita, temos que 3\ U;_,U; # 0, e esse conjunto é fechado. Logo, seu
supremo pertence a ele, e, portanto, ¢ seu maximo. Seja a,41 = max 8\ U, U;. Temos que
Qnt1 < Qp POIS (o, B) C Uiy Ui. Tome Upyq € A com ayqq € Upyq. Por construgao, temos
que (an+1, 8) € Ul Ui, logo, [ant1, B) € Uy Us.

Dessa forma, constréi-se uma sequéncia infinita estritamente decrescente de ordinais, o que é
absurdo ja que todo conjunto de ordinais possui elemento minimo.

Pelos itens anteriores, vimos que wy + 1 é uma compactificacdo de wy na qual wy é C-imerso
(e, portanto, C*-imerso). Logo, w1 + 1 ~ fw;. Como |w; +1\wi| = 1, fw; é a compactificacdo
por um ponto de w;.

O

Mais sobre familias de Mrowka

Nessa secao, daremos uma construcao classica de familias de Mrowka. Para isso, seguiremos
ideias dos artigos [Mro70] e [Mro77].
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Defini¢do 5.3. Vamos definir alguns subconjuntos de R2. Sejam R = {(z,0) : z € R}, R, =
{(z,1): 2z € R} paran > 0 natural. Seja X = {(2,2):m € Z,n € N,n > 0}UR. Para cadan > 1
natural e p € R seja V,(p) a intersecao do tridngulo equilatero fechado e massivo que tem vértice

m (p,0) e um lado contido em Ry, com X, ou seja, Vi (p) = {(2,7) : k €w\n,m € Z, |5 — p| <
1

—=1}- U
\/§k}

Consideraremos X como espago topologico onde os pontos de X \ R sao discretos, e se (p,0) € R
entao as vizinhangas desse ponto sao dadas por V,,(p), paran > 1. Fica a cargo do leitor verificar que
isso de fato gera uma topologia Hausdorff e que cada um desses abertos ¢ um compacto (portanto,
fechado). Notemos ainda que se p # g e m,n > 1, entao V,(p) N V,(p) C X \ R é finito, e que dado
n > 1, entdo se k > n temos que existe m com (2, 1), (mzl, 1) EVa(p)NRye It < p < 2l Para
verlﬁcar esse ultimo fato, seja m o maior inteiro tal que ﬂ < p. Temos que p— 3 k < fk’ ou terlamos

m+1 m+1 m+1 —p< m+1 m 2]{; <

que p — 57 > L o5 € assim, p > . Temos que |t1= — p| = — o =

f k”
Com isso, podemos provar a segumte proposu;ao.

Proposicao 5.15. O espago X definido acima é tal que para toda f : X — R continua, a fungao
f oig & um limite pontual de fun¢oes continuas de R em R, onde ig : R — R é a bijecao dada por

io(x) = (z,0).

Demonstra¢ao. Seja, para cada n > 1, i, : R — R, bijetora dada por ig(z) = (z, 1) Para cada

n > 1, estendamos f|(X N R,,) para f|R de modo que em cada intervalo entre algum - e ";:1, de

R, \ X, definamos f(z, &) = f(2, 1) — f(2H, }L)L Assim, temos que f, = f o1, é continua.
2n

Afirmo que dado z real, foig(z) = R = limy 00 frn(z ) Com efeito, fixe ¢ > 0. Como f é continua

em x, existe N > 0 tal que f[Vn(p)] C B(x,¢). Como dado n > N existe m como no paragrafo

precedente a proposicao, pela defini¢do da extensdo de f, temos que se n > N, f,(z) € B(z,¢). O

Corolario 5.16. Existe uma almost disjoint family A de cardinalidade ¢ tal que existe h : R — A
bijetora tal que Vf : ¥(B) — R continua, a fungdo foh: R — R é um limite de fungdes continuas
de R em R.

Demonstrag¢ao. Consideremos o espaco X definido nessa se¢ao. Construiremos uma almost disjoint
family sobre o conjunto enumeravel N = X \ R. Para cada r € R, seja A, = Vi(r) \ {r}. Temos
que A = {4, : r € R} é uma MAD family em N de cardinalidade ¢, e u : X — ¥(A) dada por
u(n) = n para todo n € N, u(r,0) = A, para todo r € R é um homeomorfismo. Seja h = u o0 ig. Se
f:¥(A) — R é continua, temos que fowu é continua, logo, pela proposi¢ao anterior, fouoig = foh
é limite pontual de func¢odes continuas de R em R. O

Proposicao 5.17. Existe uma MAD family B de cardinalidade ¢ tal que existe h : R — B bijetora
tal que Vf : U(A) — R continua, a funcdo foh : R — R é um limite de fun¢des continuas de R em
R.

Demonstracao. Pelo corolario anterior, existe uma almost disjoint family A de cardinalidade ¢ tal
que existe h : R — A bijetora tal que Vf : U(A) — R, a funcdo foh : R — R continua é um limite
de fungoes continuas de R em R. Pelo Lema 2.2, existe uma MAD family B = {B4 : A € B} tal
que se A # A’ entdao By # Bar e tal que A C By para todos A, A" € A. Seja i : U(A) — ¥(B)
dada por i(A) = B4 para todo A € A, e i(n) = n para todo n € w. Temos que i é continua. Agora
seja hg = h oi. Tome f : ¥(B) — R continua. Temos que fohg = (foi)o (i~ tohg) = (foi)oh.
Como f o1 é continua, segue a tese.

O

Lema 5.18. Seja A uma almost disjoint family com a propriedade do Corolario 5.16. Entdo se
Z C A C U(A) & um zero-set nao enumeravel, temos que |Z| = ¢. Além disso, se A\ Z é nao
enumeravel, temos que | A\ Z| < c.
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Demonstracio. Suponha que f~1[{0}] € A é um zero-set, com f : U(A) — [0,1] continua. Entdo
g= foh:R — R é limite pontual de funcdes reais f,. Como F,’s e G§’s de R ndo enumeraveis
tém cardinalidade ¢, basta observar que g~ 1[{0}] ¢ um G5 e que g ![R\ {0}] € um F,. Provaremos
a segunda observacdo (a primeira decorre desta). Basta observar que:

TR\ = J U Nire®: @l > )

m>0k>0n>k

O

Questdes para se falar da compactificacao de Stone-Cech de um Y-espaco sdo questoes acerca
de como caracterizam-se seus zero-sets. O teorema abaixo é um pequeno resultado nessa direcao.

Proposicao 5.19. Seja A uma MAD family. Entao todo zero set Z C A C ¥U(A) infinito é nao
enumeravel.

Demonstracao. Temos que W(A) é um espaco de Tychonoff pseudocompacto (Proposi¢ao 2.22). Se
Z C A é infinito enumeravel, temos que Z ¢é infinito e discreto, logo, ndo é compacto. Portanto,
pelo Corolério 1.59, temos que Z nao é um zero set. [l

Lema 5.20. Seja A uma almost disjoint family. Entdo A é um zero-set de U(A).

Demonstragdo. A fungdo f : W(A) — [0,1] dada por f(n) = 5~ para n natural e f(A) = 0 para
A € A é continua. 0

Abaixo, resolveremos um exercicio de [Mro77].

Proposicao 5.21. Seja A uma almost disjoint family e X = ¥(A). Sdo equivalentes:

a) A é maximal.

b) ¥(A) é pseudocompacto.

d) BX \ e[w] = cle[A.

)
)
¢) Todo subconjunto infinito de w possui um ponto de acumulacio em A.
)
)

e) Para todo subconjunto fechado B de X, temos que cle[B] N X™* C cle[B N A.

Demonstrag¢ao. A Proposicao 2.22 nos diz que a) e b) sdo equivalentes.

c) é equivalente a a): Se A for maximal, dado B C w infinito, temos que existe A € A com
BN A infinito, assim, A é ponto de acumulagdo de B. Reciprocamente, se A nao for maximal, existe
B C w infinito tal que BN A ¢é finito para todo A € A. Temos que B ¢ fechado e discreto, logo, néo
possui ponto de acumulacao.

Agora, veremos que ¢ — d — e e que —a — —e. Suponha ¢). Como e[w] C X é aberto disjunto
de e[A], temos que cle[A] C X \ e[w]. Agora tome p um z-ultrafiltro livre de X. O lema anterior
nos diz que A é um zero set de X. Basta ver que A € p. Pela Proposicio 1.44 (a), basta ver que se
B € p, entao BN A # (). Como p ¢ livre, dado B € p, temos que B ¢ infinito. Por ¢), BN A # ()
(pois B ¢é fechado).

Agora suponha d). Suponha que p é um ultrafiltro livre tal que p € X \ cle[B N A]. Veremos
que p € BX \ cle[B]. Como p € BX \ cle[B N AJ, existe Z zero set tal que BNAC Ze Z ¢ p.
Podemos supor que Z C A, pois A é um zero-set. Existe W € p com W N Z = 0, e podemos supor
que W C A, pois, por d), A € p.

Afirmo que ZUB = ZU(BNw) é um zero set. Com efeito, seja f : X — R tal que Z = f~1[{0}].
Seja g : X — R dada por f(x) = 0 para todo z € ZU B, e f(z) = g(x) para todo z € X \ (ZU B).
Como Z U B & aberto, g é continua em X \ (ZU B). Temos que em BNw, a func¢do é continua pois
w & discreto. Finalmente, se x € Z, g é continua em x pois se V é vizinhanca aberta de 0, existe
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U vizinhanga aberta de  com f[U] C V. Como 0 € V, segue que g[U] C V. g atesta que ZU B é
zero-set.
Temos que p € cle[W], logo, como W N (Z U B) = (), temos que p ¢ cle[B] C cle[Z U B].
Finalmente, provaremos que —a) — —e). Se A nao for maximal, existe B C w tal que BN A é
finito para todo A € A, e tal que B ¢é infinito.
Temos que B ¢ fechado em X, mas ndo é compacto, logo, cle[B]NX* # (). Porém, cle[BNA] = 0.
U

Lema 5.22. Seja A uma MAD family. Entao se Z C A é tal que | A\ Z| < w, entdo Z é um zero-set
de ¥(A).

Demonstragio. Para cada A € A, seja Z4 = A\{A}. A fungao g : ¥(A) — [0, 1] dada por f(A) =1,
f(z) = 1paratodoz € A, f(B) = 0 paratodo B € A\{A} e f(z,) = 5, onde {2, : n € w} = W\ A4,
enumerado em ordem crescente, € uma fun¢do continua que atesta que Z4 é zero-set. Logo, dada
uma sequéncia {A, : n € w} de elementos de A, temos que A\ {A, : n € w} =, (A\{An}) &
um zero-set. U

Antes de demonstrar a proxima proposi¢do, provaremos um lema apresentado por S. Mrowka
em [Mro77].

Lema 5.23. 77 Seja A = (A; : i € I) uma familia ndo vazia e k um cardinal infinito tal que |I| < &
e para todo i € I, |4;| = k. Entdo existe (A4} : ¢ € I) uma familia tal que para todo i € I, A} € [4;]"
e para todos 4,5 € I, A;NA; = 0.

Demonstracao. Seja f : k — kx I bijetora. Podemos escrever f = (g, h), onde g = mof, h = mpo f.
Para cada o < K, seja 2o € Aga) \ {25 : B < a}. Por fim, seja A} = {z4 : g(a) =i} O

Lema 5.24 (S. Mrowka). Sejam x um cardinal infinito e F uma colegdo de fungoes de dominio R
tal que |R| = k e |F| < k. Entéo existe m : R — R bijetora tal que para toda f € F,se for € F
entdo existe y tal que |R\ f~[{y}]| < &, e tal que 72 é a identidade em R.

Demonstragio. Seja Fo C F a colecdo dos elementos f de F tais que para todo y, |R\ f[{y}]| = .
Basta construir uma permutacdo m em R tal que se f € Fy, entao f on ¢ F. Enumeremos
Fo =A{fe: & €I} Temos que |I| < k. Sejam:

I, = {¢ € I: f¢ possui uma fibra de cardinalidade ~}

IL=I\1I

Para cada § € Iy, seja A¢ uma fibra de f¢ de cardinalidade s, B¢ = R\ A¢. Por construcao,
Ag¢, Be tem cardinalidade . Para cada § € Iy, seja C¢ = Re Dg,y = R\ fgl[{y}] para todo
y € fe[R]. Assim, definimos uma familia de no maximo x conjuntos de cardinalidade x. Pelo Lema
77?7, para esses respectivos indices, existem conjuntos dois a dois disjuntos A’g € [A¢]™, Bé € [Bel®,
C’é € [Ce", Dg’y € [Deyl".

Definiremos nossa bijecao nesses pedacos disjuntos de R. Dado ¢ € I, para cada K C A’g seja
T uma permutacio em A’5 U Bé tal que 7% (z) = x e tal que mx(r) = x para todo x € K e tal
que m(z) € Bé para todo = € Bé. Note que se K, K' C Alf sao distintos, entdo temos que f¢ o mx
e fe o sdo distintos. Como existem 2% subconjuntos de A/E’ existe m¢ permutagao nesse dominio
tal que feome # f|(A'§ U Bé) para toda f € F.

Agora, fixe £ € I. Para cada y, seja Kk, = ]fgl[{y} NC¢l| < k. Seja EBe = f¢[C{]. Seja Cf C C¢
tal que f¢|CY seja injetora e que f[C¢] = E¢. Para cada y € E, seja z, o tnico elemento de Cf tal
que fe(zy) =y. Seja D = HyeEg Dé,y. Sendo Ky, = k para todo y, temos que, pela desigualdade de
Konig:

DI =[] #,> > ry=ICll=x

yeke yeke
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Para cada d € D, seja d = (dy)yep,- Seja mq a permutacao em Cf U{D;  :y € E¢} dada por
7a(xy) = dy, m4(dy) = x, para todo y € E¢, e que age como a identidade nos demais pontos. Se
d,e € D sao distintos, entao f¢ oy # fe o me. Como |D| > k, existe m¢ permutacao nesse dominio

tal que fe o7 # f| (cg UUyer, Dgy) para cada f € F.
Unindo-se todas as m¢ construidas e completando com a identidade, segue a tese. O

Proposicao 5.25. Na notacdo da Proposicao 2.31, considerando os W-espacos AU P, BU Q, se
A, B possuem as propriedades da Proposi¢ao 5.17, entao para todo f, se E C Ay ¢ infinito, entdo
E C Ay é um zero-set se, e somente se, A\ E é enumerével.

Demonstracdo. Seja F a colecdo de todas as fungoes g de A em R que admitem uma extensio
continua g : ¥(A) — R. Como a transformacao g — g|P é injetora, temos que |F| < ¢. Além disso,
|A| = ¢. Logo, pelo Lema 5.24, existe 7 bije¢do em A com 72 sendo a identidade em A tal que se
g,gom € A entdo existe y € R tal que |R\ g7 1[{0}]] < c.

Fixe f/, e seja f = f'on~1. Entdo f’ = fon. Suponha que E = g7'[{0}] C Ao, € um zero-set.

Seja g : A — R dada por g(A) = g(AU fon(A)). Temos que, definindo-se g(n) = g(n) paran €
P, temos que § : AUP — R & continua. Logo, g € F. Além disso, u(A) = gon(A) = g(r(A)Uf(A)).
Definindo-se u(n) = go f(n) para n € P, temos que u é continua. Assim, gom € F. Logo, existe y
tal que [A\ g~ [{y}]| <.

Temos que |Afor \ E| = |A\ §71[{0}]], pois AU fonm(A) — A é uma bijegio entre esses dois
conjuntos. Da mesma forma, |¢g71[{0}]| = |§~![{0}]]. Pela Proposi¢do 5.19, E ¢ ndo enumerével,
e pelo Lema 5.18, E tem cardinalidade ¢. Entdo y = 0. Mas como |A\ g~ 1[{0}] é um cozero-set,
novamente pelo Lema 5.18, [Afor \ E| = |A\ §{0}]| < w.

A reciproca decorre do lema anterior. O

Utilizando a proposicao 2.31 e a proposicao acima, obtemos o seguinte corolério:

Corolario 5.26. Existem 2° MAD families cujos W-espac¢os nao sao homeomorfos tais que todo
zero set infinito contido na MAD family é co-enumeravel. Além disso, dada uma particao de w por
dois subconjuntos infinitos, podemos supor que cada elemento de cada uma dessas MAD families
intersecta infinitamente ambos os elementos da particao.

Corolario 5.27. Existem 2° MAD families cujos W-espacos nao sdo homeomorfos tais que suas
compactificagoes de Stone-Cech coincidem com suas compactificagoes por um ponto.

Demonstracdo. Basta observar que se p, g sao ultrafiltros livres distintos em um W-espaco de uma,
MAD family, entao eles devem conter zero sets disjuntos contidos na MAD family. O

5.4 Espacos métricos compactos e remainders de V-espacos

Nessa secao, mostraremos que todo espaco métrico compacto sem pontos isolados é homeomorfo
a um remainder de um V-espago de uma MAD family. Como referéncia, citamos o artigo [Ter80].

Proposigao 5.28. Sejam X pseudocompacto e Y um espago métrico compacto. Seja f: X — Y
continua. Entdao 8X = J{cle[f'[{y}]] :y € Y}.

Demonstracdo. Tome p € X. Como X é pseudocompacto, p tem a propriedade da intersecio
enumeravel. Seja F': fX — Y continua tal que F oe = f. Afirmo que F(p) € N{cl f[Z] : Z € p}.
Com efeito, dado Z € p, temos que p € cle[Z]. Assim, existe (x))rea rede em Z tal que e(z)) — p.
Logo, f(xy) = Foe(zy) = F(p). Mas f(x)) é uma rede em f[Z], o que mostra que F(p) € cl f[Z].
Para n > 0 natural, seja U, a bola fechada de centro F(p) e raio % Fixe Z € p. Como U, &
vizinhanca de F(p) € Z, temos que U, N f[Z] # 0. Logo, f~[U,] N Z # 0. Como Z é arbitrério,
temos que f~1[U,] € p. Como n ¢ arbitririo e p possui a propriedade da intersecio enumerével,
temos que f{F(p)} = Npew [ [Un] # 0. Devemos ter que fH{F(p)}] € p, ou existe W € p
disjunto desse conjunto, o que implica que (o, [ ' [Un] N W = 0, absurdo. Assim, temos que
FYH{F(p)}] € p, portanto p € cl fL[{F(p)}]. Segue a tese. O
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Teorema 5.29. Seja X um espaco metrizavel compacto sem pontos isolados. Existe uma MAD
family A de cardinalidade ¢, tal que ¥ (A)* =~

Demonstra¢ao. Como X é compacto e metrizavel, temos que X € separavel. Seja N C X enumeravel
denso. Como X nao tem pontos isolados, N é infinito. Sem perda de generalidade, podemos supor
que nenhum subconjunto infinito de N é um elemento de N (pois X é homeomorfo a um espago
topologico cujo conjunto base é um cardinal, e w = N).

Particionando N em infinitos subconjuntos infinitos, temos que cada um desses conjuntos contém
uma subsequéncia convergente injetora (pois X é sequencialmente compacto). Logo, pelo Lema de
Zorn, existe A; maximal em

P={BC Z(X):VA € B(A éaimagem de uma sequéncia convergente injetora) A |B| > w

ANVA,B e B(A# B — |ANB| <w)}

Temos que A; é uma MAD family, pois se existir B C N tal que |B N A;j| < w para todo
A € A, temos que existe B C B imagem de uma sequéncia convergente injetora, e temos que
A U{B'} € P.

Dado z € X, seja A (z) a colec@o de todos os elementos de A; que sdo imagens de uma sequéncia
que converge para x. Temos que Aj(x) # (), caso contrario, a imagem de uma sequéncia injetora
em N que converge para x violaria a maximalidade de A;. Para cada z, escolhamos A(z) € A;(x).
No conjunto infinito enumeréavel \(z), existe uma MAD family de cardinalidade ¢, Az(x), tal que
todo zero-set em seu W-espago contido em Ay (x) é co-enumerével (em particular, todo zero-set nao
enumeravel de As(x) tem cardinalidade c). Seja:

Asz(z) = (Ar(z) \ {A(z)}) U Az ().
Seja iy : As(z) \ A2(x) — As(x) injetora. Seja:

Ay(x) = (Ag(x) \ ran(iy)) U{AUiz(A) : X € As(z) \ A2(x)}

Temos que Ay = J,¢ x A4(z) ¢ uma MAD family de elementos de N. Seja F a cole¢do de todas
as fun¢des continuas f : N U Ay — [0,1] tais que existem ¢, € [0,1] distintos e z € X tais que
ambos fH{t}] N As(z) e F7L{#'}] N As(z) sdo infinitos. Como N é enumerdvel denso, temos que
|F| < ¢. sendo 7 a cardinalidade de F, escrevamos F = {f, : @ < 7} injetivamente. Para cada
a < 7, sejam t, # t, € [0,1] e zo € X tais que f,  [{ta}] N As(za) e f3 [{tar}] N As(z,) sdo
infinitos. Temos que esses conjuntos sdo zero sets, pois cada A4(x) é um zero set ja que a funcao
g: NU{A4} — X que fixa N e leva elementos de A4(x) em z é continua, e A4 é um zero set (pelo
Lema 5.20).

Considere k : U(Ax(zq)) — ¥(A4) que fixa N e tal que k(A) = A, se A € As(x,) \ raniy,, €
k(iz,(N) = i(A) U caso iy, (M) € A2(xq). Temos que k é uma continua e sobrejeta N U Ay(zq),
logo, dado «, pela propriedade de As(x,), temos que os seguintes conjuntos tem cardinalidade c:

N {ta ) N As(20)) = (fa 0 k) H{ta)]

FH(fa e N Aa(2a)) = (fa o k) TH{EL)]

Assim:

|fo O N Aa(wa)| = Ife [{ta] N Aa(za)| = ¢

Procedendo por indugao transfinita, podemos escolher pontos A, # po € As4(x,) tais que
fa(Aa) # fa(ia) para a < 7, todos distintos, e definir:

As = (As\ {Qas o :a < 7HU{AG U g : o < 7}
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Temos que As é uma MAD family de cardinalidade c.

Seja h : ¥(As) — X a funcdo continua que fixa N e leva A € A5 no limite da sequéncia de
imagem A. Temos que h ¢ continua. Seja h' : BU(A5) — X continua tal que h' o e = h. Seja
g = hW|¥(As5)*. Veremos que g : U(A5)* — X é homeomorfismo.

Para cada z, temos que As(x) = {A € A5 : h(\) = x} é infinito, fechado e discreto em ¥(As5).
Logo, e[As5(x)] possui um ponto de acumulacdo em ¥(A5)*, e a imagem desse ponto por g é z.
Logo, g é sobrejetora.

Pelo lema anterior, fWU(As) = (J,cx cle[A(z)]. Para ver que g ¢ injetora, basta mostrar que
cl As(x) \ e[¥(As)] é unitario. Suponha que existam p, ¢ dois ultrafiltros distintos nesse conjunto.
Tomemos Z € p,W € q zero sets disjuntos contidos em As(z). Seja f : U(A;) — [0, 1] continua
tal que f~1{0}] = Z, f~'[{1}] = W. Podemos definir f : ¥(A;) — [0,1] dada por f(z) = f(z)
sex € NU(AL\ {Dastta : @ <7, e f(Aa) = fltta) = f(Aa U i) para a < 7. Temos que f é
continua, logo, existe o tal que f = fo. Mas entdo f(/\a) % f(,ua), absurdo.

Resta apenas ver que g é continua. Mas isso ocorre pois g é uma restricao de fun¢do continua.
Como os espagos sao compactos, decorre que a inversa é continua e segue a tese. O



Capitulo 6

MAD families e os racionais

6.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos resultados do artigo [Hru01], bem como diversos pré-requisitos
e no¢oes necessarias para bem compreende-lo. As defini¢des de arvore aqui dadas nao sdo defini¢oes
gerais, mas sdo suficientes e bastante intuitivas para o contexto em que iremos trabalhar. Além
disso, as definicdes de Q aqui dadas, bem como as func¢oes auxiliares que se relacionam com Q, se
aplicam apenas a este capitulo.

Neste capitulo, discutiremos a nocéo de destrutibilidade de um ideal alto e de MAD families,
nog¢oes de forcing, e, em particular, o Forcing de Sacks.

Definicao 6.1. Seja I C w um ideal alto e livre, M uma interpretagao transitiva e enumeravel de
uma teoria estendendo ZFC e P € M um forcing poset. Dizemos que I é P-indestrutivel se para
todo G P-genérico sobre M, I é alto em M|[G]. Caso contrario, I ¢ dito P-destrutivel. Dizemos que
uma MAD family A é P-indestrutivel (destrutivel) se I(.A) for P-indestrutivel (destrutivel), ou,
equivalentemente, se A for MAD em M[G] (ndo for mad). O

6.2 Arvores em 2<v

Defini¢ao 6.2. Se p C 2<¥, define-se [p] = {f € 2¥ : Vn € w3s € p(f|n C s)}. Notemos que se
M é uma interpretacio transitiva de ZFC' tal que p € M, entdo [p|™ = [p] N M. [p] é o conjunto
(fechado) codificado por p, e dizemos que p codifica [p].

Se FFC 2% seja Cp={fln:f € F,n¢€w} Cpéo codificador do fecho de F. Notemos que se
F € M é um fechado de (2¥)M, entdo (Cr)M = CF. Seja I(F) o conjunto dos pontos isolados de
F.

Se p C 2<% seja o conjunto dos ramos isolados de p o conjunto I(p) = {s € p:Vr,r" € p((p C
rApCr') = (r Cr' V' Cr)). Notemos que se p € M, IM(p) = I(p). Seja B(p) = p\ I(p), e note
que BM(p) = B(p) sempre que p € M. O

Lema 6.1. Se p C 2<%, entdo [p] é fechado. Se F' C 2¢, [Cp] = clF.

Demonstra¢ao. Suponha que f € 2¥\ p. Existe n € w tal que Vs € p, f|n € s. Logo, V = {g € 2¥:
gln = f|n} é uma vizinhanga aberta de f disjunta de [p], o que mostra que [p] é fechado.

Para a segunda afirmacédo, dado f € F para todo n € w temos que f|n € p, logo, f € [CF].
Assim, F' C Cp. Como [CF] é fechado, temos que cl F' C F. Para a inclusdo contraria, fixe f € [Cp].
Temos que dado n € w existe g, € F com g,|n = f|n. Assim, temos que f € cl{g, : n € w} C
clF. O

O lema e a definicdo acima nos dizem como codificar subconjuntos fechados de 2 a partir de
subconjuntos de 2<%. Utilizar tais codificagoes nos trara vantagens para lidar com relativizagoes a
modelos transitivos de ZFC. Abaixo, definiremos no¢oes relacionadas a arvores. Tais nogdes ndo sdo
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tao gerais como poderiam ser, pois trataremos apenas de sub-arvores de 2<“. Para um tratamento
mais geral sobre arvores, ver [Kun80| ou [Kunll].

Defini¢ao 6.3. Dizemos que p C 2<% é uma arvore se dado s € pe n € N, s|n € p.

Dizemos que uma arvore p é bem podada se dado s € p, se k > domp entdo existe t € 28N s
com s C t.

Dizemos que uma arvore p é perfeita se dado s € p, existe n € N e t,¢ € 2" N p distintos com
sCt,t.

Notemos que toda &rvore perfeita é bem podada e que as no¢des acima sdo todas absolutas para
interpretacoes transitivas de ZFC.

Dado p C 2, o conjunto tree(p) = {s € 2<% : Ir € p(s C r)} é a arvore gerada por p.
Notemos que tree(p) é absoluto para interpretagoes transitivas de ZFC, e que tree(p) é a menor
arvore contendo p. Seja prun(p) = {s € p: Vk > dom(p)3t € pN2<¥(s C t)} a poda de p. Notemos
que prun(p) é absoluto para interpretagoes transitivas de ZFC e é a maior arvore bem podada
contida em p.

O conjunto de todas as arvores perfeitas nao vazias, denotado por S, ordenado pela inclusao, é
chamado de Forcing de Sacks, cujo maior elemento & 2<%,

Sep €S, s € p, definese pls ={t € p:p C sous C t}. Também define-se Br(p) = {t € p:
t7(0) epAt™(1) € p} e Bra(p) = {t € Br(p) : [{s € Br(p) : s Ct}[ = n} O

Intuitivamente, todas as arvores “nascem” do conjunto vazio, arvores bem podadas sao arvores
cujos ramos “nunca morrem”, e arvores perfeitas sao arvores tais que todos os ramos eventualmente
sofrem uma divisao além de qualquer ponto dado.

Lema 6.2. Sejam p C 2<%. Temos que [p] = [tree(p)]. Se, além disso, p é uma arvore, [p] = [prun(p)].
Em particular, dado p, [p] = [pruntree(p)], o que mostra que dado p C 2<% existe uma &rvore bem
podada t tal que [p] = [t].

Demonstragao. Seja p C 2<¢. Como p C tree(p), temos que [p] C [tree(p)]. Agora suponha que
f € [tree(p)]. Queremos ver que dado n € w, existe s € p com f|n C s. Sabemos que existe
t € tree(p) com fln C¢. Como t € tree(p), temos que existe s € p com ¢ C s, assim segue a tese.
Agora suponha que p é uma arvore. Como prun(p) C p, temos que [prun(p)] C [p]. Agora fixe
f € [p]. Temos que dado n € w, f|n € w. Pela defini¢cdo de prun(p), temos que para todo n € w,

fln € prun(p), logo, f € [prun(p)]. .

O nome “4rvore perfeita” ndo é por acaso: ha uma relacdo entre arvores perfeitas e conjuntos
perfeitos. Lembremos que um conjunto perfeito de um espacgo topologico é um conjunto fechado
sem pontos isolados.

Lema 6.3. Temos que P C 2 é perfeito se, e somente se, existe p € S tal que P = [p].

Demonstracao. Primeiro, vejamos que se p € S, [p] é perfeito. Ja sabemos que [p] é fechado.

[p] ndo tem pontos isolados: dado f € [p], uma vizinhanca basica de f ¢ da forma V = {g € 2 :
fIn C g} para algum n natural. Temos que f|n € p, logo existe ko > n e pg € 280 Np com f|n C pg
e tal que pg é incompativel com f. Definidos ko < k1 < -+ < kpm e po € - -+ C pp, com p; € p N 25,
existe k41 natural tal que existe pp,1 € p N 287+1. Seja g = Unmew Pm- Temos que g € [p]NV e
g# I )

Reciprocamente, suponha que P é um conjunto perfeito e seja p = Cp. E claro que se s € p e
n € w, s|n € p. Dado f|n € p com f € P e n natural, existe g € PN{h € 2¥: fln C h} com g # f,
pois P ndo tem pontos isolados. Existe k > n com f(k) # g(k). Temos que f|(k+ 1), g|(k+ 1) sdo
dois elementos de p distintos que contém f|n. Isso mostra que p € S. Finalmente, lembremos que
b = [Cp] = P. 0

Seguindo a notagao do artigo [Hru01|, vamos identificar Q com um subconjunto de 2* da seguinte
forma:
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Definicao 6.4. Nessa secao, 0 € 2% é a funcio nula, R =2 e Q C 2% é o conjunto das fun¢oes de
suporte finito ndo nulas (ou seja, f € Q & {n cw: f(n) =1} <w). Se ¢ € Q, s = ¢g|n, onde n =
max{k € w: f(k) =1}. Se s € 2<%, ¢q(s) =s(1)70 € 2¥. Sep €S, seja Q, = {q(s) : s € Br(p)}.
Na notagao acima, ordena-se Q fazendo que g,~(1) < ¢~ (1) se, e somente se, s C r. Considera-se
Qp € Q com a ordem de subespaco. O

A ideia é que Q est4 identificado com 2<% pelas fung¢oes inversas ¢ — sq € s — ¢(s). A ideia de
remover a funcdo nula de Q é ter como diferenciarmos os racionais induzidos, por exemplo, pelas
sequéncias finitas (0,1,0,0) e (0,1): o dltimo 1 do racional demarca o seu fim, servindo como um
separador entre a sequéncia que o induz e a sequéncia infinita de zeros.

Abaixo, provaremos alguns fatos sobre os racionais.

Lema 6.4. Sejam p,q € S. Q, ¢ ordem-isomorfo a Q e p < ¢ se, e somente se, Q, C Q,. Além

disso, (c1Qp) \ @p < [p].

Demonstrag¢io. Temos que Q = {q(s) : s € 2<“}. Escolhe-se recursivamente t, € Br(p) para
o € 2% como se segue: tp é o elemento de Br(p) de menor dominio (e este é tnico: Se n é o
menor numero natural tal que existem ¢ € Br(p) N 2", se existirem ¢,¢' distintos nesse conjunto,
seja k o maior natural tal que t|k = t'|k. Temos que 0 < k < n e t|lk € Br(p). Isso viola a
minimalidade de n). Definido #,, seja t,~ (o) 0 menor elemento de Br(p) N {t € p:t > t,}. Vejamos
que ele esta bem definido: sabemos que esse conjunto é nao vazio. Sendo n o primeiro natural tal
Br(p)n{tep:t>1t(0)} N2" & ndo vazio, afirmo que Br(p)N{t € p:t > t(0)} N 2" & unitario.
Caso nao seja, tomemos t, ¢’ nesse conjunto. Sendo k o maior natural tal que t|k = |k, temos que
t2(0) C tlk,t'|k, k <netlk € Br(p)Nn{t € p:t > t7(0)}, o que viola a minimalidade de n.
Logo, t,~(g) estd bem definido. Analogamente, define-se ¢,~ (1) como sendo o menor elemento de
Br(p)n{tep:t >t (1)}

Agora considere f : Q — Q, dado por f(q(s)) = q(ts)-

Temos que se g(r) < q(s), entdo r C s e entdo, por construgdo, ¢, C ts, assim, f(q(r)) < f(q(s)).
Da mesma forma, se ¢r~1 < gs—~1 entdo f(q(r™1)) < f(q(s)). Agora suponha que ¢(r),q(s) sao
incompativeis. Entao temos que r, s s3o incompativeis. Seja n o maior natural tal que r|n = s|n = .
Sem perda de generalidade, r(n) =0, s(n) = 1. Temos que [7(0) C ¢, e (1) C t5. Logo, t,, s sdo
incompativeis, o que implica em f(q(r)), f(q(s)) serem incompativeis. Isso mostra que f preserva
a ordem e é injetora. Resta apenas ver que f € sobrejetora. Suponha que nao seja, e seja n o menor
natural para o qual Br(p) N 2"\ {t, : 0 € 2} # (), e tomemos ¢ nessa diferenga. Temos que ¢ nao ¢
o minimo de Br(p), pois este é ty. Logo, seja t, o maior elemento de Br(p) estritamente abaixo de
t. Por construgao, temos que t = t,~ () ou t = t,~(1), 0 que ¢ absurdo.

Para a segunda afirmagcao, basta notar que p C ¢ se, e somente se, Br(p) C Br(g), o que ocorre
se, e somente se, Q, C Q,. A tnica implicagdo que pode causar davidas ¢ a de que Br(p) C Br(g)
implica que p C ¢q. Ora, se p \ ¢ # (), tomando ¢ na diferenca, existe s >t com s € Br(p), e s ¢ ¢,
logo, s ¢ Br(q).

Para a terceira afirmacdo, suponha que s € (c1Q,) \ Q. Queremos ver que dado n, s|n € p.
Dado n, seja m > n + 1 tal que existe k com n+ 1 < k < m tal que s(k) = 1, o que é possivel
pois s ¢ Q,. Temos que {r € 2* : sjm C r} N Q, # (). Tome r nesse conjunto. r & da forma g~ (1)
para algum t € Br(p). Logo, s|m C ¢~ (1)70. Isso implica que s|n C ¢, caso contrario teremos que
0(k) = 1. Como sjn C ¢t € p, temos que s|n € p e segue a tese. O

Lema 6.5. Seja A C Q. Se clA € ndo enumeravel, entdo existe B C Q ordem-isomorfo a Q.
Reciprocamente, se A contém um subconjunto ordem-isomorfo & QQ, entao cl A é nao enumeravel.

Demonstragao. Seja p = {sq : ¢ € A}. Primeiramente, notemos que Dado s € 2<%, seja B(s) =
{z €p]:sCx}.

Primeiramente, vejamos que cl A\ Q C [p] C cl A. Para a primeira inclusao, fixe z € c1 A\ Q.
Dado n € w, seja m > n tal que z|m \ z|n assume o valor 1 duas vezes. Existe ¢ € A tal que
glm = z|m, e, pela escolha de m, segue que s4|n = x|n. Logo, = € [p]. Para a segunda inclusao, se
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x € [p|, dado n, temos que existe m > n tal que z|m € p, mas entdo existe ¢ € A tal que z|n C sq,
logo, existe ¢ € A tal que z|n C g, e segue a tese.

Em particular, |[p]| = c.

Veremos agora que dado s € 2<% existe t € 2<“ tal que s Ct e |B(t™(0))] = |B(t™(1))] = ¢.
Pois suponha que nao. Definiremos ¢ sequéncia em {0,1} como se segue: Definido ¢(i)Vi < n de
modo que |B(s™g|n)| = ¢, seja g(n) tal que |[B(s"g|(n+1))| =¢. Seja h = 1 — g. Por construcao,
para todo n |[B(s"g|n)| < w. Mas temos que B(s) C |J,,~o B(s"g/n"(h(n))) U {s" g}, mas este
segundo conjunto é enumerdvel, absurdo. B

Agora provaremos o seguinte lema: Se |B(s)| = ¢, ent@o existem tg,t; 2 s incompativeis em p
tais que |B(tg)| = |B(t1)| = ¢. Pelo paragrafo anterior, existe t € 2<% tal que s C t e |B(t™(0))] =
|B(t™(1))| = ¢. Dado i € {0,1}, existe t; D st (i) com t; € p tal que |B(t;)| = c.

Seja sp € p tal que |B(s)| = ¢ (o que existe pois p é enumeravel). Definido s, para algum
o € 2¥ de modo que |B(sy)| = ¢, tomemos s,~ (g), So~ (1) incompativeis contendo s, tais que, para
i€ {0,1}, |B(s, (7))] = ¢ (0o que existe pelo lema acima).

Temos que {¢(sy) : 0 € 2<“} & um subconjunto de A ordem-isomorfo a Q.

Para a reciproca, se B C A é ordem-isomorfo & Q, entao p = tree{s; : bz € B} é uma arvore
perfeita e [p] C cl A.

(|

Lema 6.6. Seja B C Q. Temos que se cl B é nao enumeravel, entao existe ¢ C p arvore perfeita
tal que [¢] C cl B e para todo x € [g] e n € w existe m > n tal que g(x|m) € B.

Demonstracao. Seja A C B ordem isomorfo a Q, e seja ¢ = tree{s, : x € A}. Temos que ¢ é uma
arvore perfeita contida em p. Se x € [q], dado n existe y € A tal que s, D z|n, logo, y D z|n, e,
assim, = € cl A. Logo, [¢] C cl A C cl B. Para verificarmos a tultima propriedade, tome x € [¢] e
n € w. Por construcdo, existe y € A e m > n tal que z|m = s,. Dai, g(z|m) =y € A C B, e segue
a tese. [l

Agora vamos comegar a definir a decomposicdo de Cantor-Bendixon de um fechado enumeravel
de 2%.

Lema 6.7. Suponha que p C 2% seja uma arvore bem podada. [p\ I(p)] = [p] \ I([p]).

Demonstra¢ao. Suponha que f € [p\ I(p)]. Temos que f € [p] pois p \ I(p) C p. Veremos que
f ¢ I([p]). Suponha por absurdo que f € I([p]). Entao existen € wtal que V. ={g € 2¥ : g|n = f|n}
é tal que V N [p] = {f}. Temos que se m > n entdo f|m € I(p), caso contrario teriamos que existe
I > m tal que existe ¢ € pN 2! incompativel com f. Seja g; = g. Definido ¢; para | < i < w,
seja gir1 > ¢; com giy1 € 2 Np, 0 que é possivel pois p ¢ uma arvore bem podada. Temos que
Ui 9i # f estd em V, absurdo. Como m é arbitrario, temos que f ¢ [p\ I(p)], absurdo.

“Para a outra inclusdo, suponha que f € [p] \ I([p]). Queremos ver que se n € w, entdo f|n €
p\ I(p). Sabemos que f|n € p. Resta ver que f|n ¢ I(p). Como f ¢ I([p]), existe g € [p] tal que
gln = fln e g # f. Existe k > n tal que f(k) = g(k). Temos que f|(k+ 1) e g|(k + 1) atestam que
fin ¢ 1(p). 0

Proposic¢ao 6.8. Seja M uma interpretacao transitiva para ZFC e p € M tal que p C 2<“. Entao
I([p]) = I™([p]M), ou seja, o conjunto dos pontos isolados gerados por p é absoluto.

Demonstracdo. Podemos supor que p é uma arvore bem podada.

Notemos que se A € M, A C (2°)M e x € IM(A), temos que existe V € M vizinhanca
basica de z tal que VN A = {x}, logo, x € I(A). Assim, I™(A) C I(A). Temos que I ([p|M) C
I([p]™) = I([p)nM) C I([p]). Precisamos verificar essa tiltima inclusdo. Suponha que 2 € I([p]NM).
Existe n tal que {y € [p| N M : z|n = yn} = {z}. Afirmo que {y € [p| : z|n = y|n} = {z}.
Caso contrario, existe y # x nesse conjunto. Existe m > n tal que y(m) # z(m). Temos que
yl(m + 1) € M. Existe, em M, uma funcdo z € 2¥ contendo y|(m + 1), o que viola o fato de que

{y € [p)N M : z|n =y|n} = {x}. Logo, {y € [p] : z|n = y|n} = {z}, e, assim, x € I([p]).
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Para a inclusao contraria, fixe f € I([p]). Existe n tal que V = {g € 2¥ : f|n = g|n} & tal que
Vnip] = {f}. Airmo f|n € I(p), pois suponha o contrario. Temos que existe s incompativel com
f tal que fin C s e s € p. Entao, Sendo dom s = k, define-se recursivamente s, = k e, definido s;
para algum k <[ < w, define-se s;41 € pN2+1 acima de s;. Temos que U, gk € [p] N (V\ {f}),
absurdo. N

Assim, f|n € I(p). Logo, C ={s € p: f|n C s} é tal que f = J C. Por absolutidade, temos que
C € M, logo, f € M, logo, f € [p]M e {g € (2°)M : fln = g|n} € M atesta que f € IM([p|"). O

Definicao 6.5. Suponha que F' C 2¥. Define-se recursivamente para « ordinal:

L(F)=I(F\ | Is(F))

B<a
Suponha que p C 2<%. Define-se p, para « € M ordinal recursivamente por: pg = prun tree(p),

Pat+1 = pruntree(py \ I(pa)) €, para v < « limite, p, = pruntree (ﬂa<,y pw). Esta claro que essa
definicao é absoluta para interpretacoes transitivas de ZFC.

Lema 6.9. Seja p C 2<“. Entdo para todo «a, [pa] = [p] \ Ug<, 15([P])-

Demonstragio. Para a = 0, temos que [po] = [pruntree(p)] = [p]. Supondo que a afirmagao vale
para «, temos que

[Pat1] = [P \ 1(pa)] = [pa] \ I([pa]) = | I\ U Zs([p) | \ L(WI\ U Zs(le))

B<a f<a

= I\ U Zs() | \ La(lp) = ]\ | Zs([p))-

B<a BLla

Supondo que v seja limite e seja f € [p,]. E claro que f € [p]. Fixe 8 < . Temos que f ¢ I5([p])

pois I5([p])N[pg+1] = 0 e [py] C [pg]- Logo, vale a inclusdo [p,] C [p]\Us, I5([p]). Reciprocamente,
suponha que f € 2“[p,]. Entao existe n tal que f|n ¢ p,. Logo, existe B < v tal que f|n ¢ pg.

Logo, f & [psl = [p]\ Us< Is([p]). Logo, f & [p] \ Us<, I5([p])-

Por inducao, segue a tese. U

Proposicao 6.10. Seja M uma interpretagao transitiva de ZFC e suponha que p C 2<% ¢é tal que
p € M. Entdo para todo a € M ordinal, temos que I ([p]™) = I,([p]).

Demonstracdo. Provaremos a afirmacao do enunciado recursivamente. Basta observar que, supondo
que a tese vale para todo 8 < a:

LN = M\ U 1s()™) = 1M (pal™) = I([pa)) = La(lp])

B<a

Proposic¢ao 6.11. Suponha que p C 2<% ¢é tal que [p] é enumeravel. Entao:

1. Ip([p]) é nao vazio.
2. Existe a < w; tal que I,([p]) = 0. Seja a, o primeiro.

3. p=U I,([p]) e essa unido ¢ disjunta.

a<ap T

=~

ap € absoluto para interpretagoes transitivas de ZFC. Ou seja, se M ¢ interpretagao transitiva

de ZFC, p € M e (|[p]] < w)™ entdo o) = a.
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Demonstracdo. Lembremos que se F' C 2% é fechado e ndo possui pontos isolados, entdao F' pos-
sui cardinalidade ¢. Assim, [p] possui pontos isolados. Logo, segue 1. Notemos que os I,([p]) sdo
subconjuntos de [p] dois a dois disjuntos, logo, existe o < wy tal que I,([p]) = 0. Isso prova 2.
Agora suponha por absurdo que [pa,] = [p] \ Up<q, Lo, ([p]) # 0. Esse conjunto é enumerével, por-
tanto, temos que In,([p]) = I([pa,]) # 0, 0 que é absurdo. Logo, segue 3. O ultimo item segue da
absolutidade de I,([p]) para [p] enumeravel. O

A decomposigdo do item 3. é a decomposi¢do de Cantor-Bendixon de [p].

Corolario 6.12. Seja M uma interpretacgao transitiva de ZFC e suponha que p C 2<% & tal que
p € M étal que [p]M é enumerédvel em M. Entdo [p] = [p]™. Além disso, se A C 2 é tal que A € M
e cl™ A é enumeréavel em M, entdo cI™ A = cl M.

Demonstracao.
P = | 2P = | L) = [l
a<ad! a<op
Para a segunda afirmacio, temos que cI™ A = [A]M = [A] = cl A. O

6.3 O Forcing de Sacks

Lema 6.13. Se M ¢ uma interpretacio transitiva e enumeravel de ZFC, SM = SN M ¢é uma nocao
de forcing nio trivial sobre SM.

Demonstra¢io. Primeiro, notemos que pela absolutidade da definicao de S, temos que S¥ = SN M.
Pelo Lema 1.66, é suficiente provar que se p € SN M é uma arvore perfeita, entdo p contém duas
arvores perfeitas incompativeis. Tome s € Bri(p) qualquer e considere p \ {t € 2<% : s7(0) C t} e
p\{t € 2<¥:s7(1) C t}. Por absolutidade, esses dois conjuntos sdo arvores perfeitas em M, e sdo
incompativeis. (Il

Lema 6.14. Se M é uma interpretacio transitiva e enumeravel de ZFC e G é SM-genérico sobre
M, entao:

f=Une
¢ uma funcdo de w em 2.

Além disso, f ¢ M e G ={peSM: {fin:n cw} Cp}.

Demonstracio. Se r,s € (|G, devemos ter que r, s sao compativeis, pois caso sejam incompativeis,
o conjunto D ={p e SM :r¢ pVvs¢p} €M édenso (verificaremos a seguir), logo, como DN G ¢é
nao vazio, ambas as func¢oes ndo podem estar em [ G. Para ver que D é denso, seja p uma arvore
perfeita com r,s € p e seja n o maior natural tal que rjn = s|n = t. Temos que t € Br(p), e
p\{le2=¥:¢t(0)Cl} eD.

Assim, f é fungdo. Queremos ver que domf = w. Dado n € w, deve existir s € 2" tal que
t € (G, caso contrario, dado s € 2", seja ts tal que s ¢ t5. Temos que {ts : s € 2"} C G é um
subconjunto finito do filtro G sem extensao comum, pois uma tal extensao nao possui elementos de
2" o que é absurdo.

Para a segunda afirmacio, se f € M, teriamos que o conjunto {p € SM : In c w(fln ¢ p)} € M
é denso: Se p € M NS\ D, temos que existe n tal que f|ln € Br(p), logo, ¢ = p\ {s € 2<% :
fl(n+1) C s} € D. Mas GN D = (), absurdo.

Para a terceira afirmacdo, suponha que p € G. Dado n € w, temos que f|n € p, do contrario,
teremos que f|lm ¢ (G para todo m > n, o que viola o fato de que dom f = w. Logo, p € {q €
SM . {fln:n € w} C q}. Reciprocamente, suponha que {f|n : n € w} C p e suponha por absurdo
que p ¢ T'. Entdo existe ¢ € SM tal que:
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- (T CpApgT

Afirmo que ¢ < p. Pois assuma o contrario. Entao existe s € ¢ \ p, e temos que g|s < q. Seja H
genérico tal que ¢q|s € H. Entao temos que s € (| H, pois, caso contrario, como ¢|s € H, segue que
() H ¢ finito, o que viola o fato de que |J() H tem dominio w. Mas entdo, como q|s I (JH C p,
segue que s € p, absurdo.

Assim, ¢ < p. Mas entdo ¢ IF p € ', o que é absurdo, pois ¢ IFp ¢ I. O

Definicao 6.6. Seja M uma interpretacao transitiva e enumerivel de uma teoria que estende ZFC.
Dizemos que uma noc¢ao de forcing P em M adiciona reais se “2N M C “2N M[G] para todo G
P-genérico sobre M. (]

Notemos que o altimo lema nos diz que SM adiciona reais.

Defini¢ao 6.7. Sejam p, ¢ € S. Dizemos que p <,, ¢ se, e somente se, p < ¢ e Br(p) = Br(q). Uma
sequéncia de fusdo ¢ uma sequéncia (pp)ne, de elementos de S tal que ppy1 <p41 pn para todo
n e w.

Se A C p é uma colecdo de pontos incompativeis de p e para cada s € S, suponha que p; €S &
tal que ps < pl|s, entao a fusdo de (ps : s € A) em p é o conjunto:

{tep:Vse A(tDs—te€ps)}
Ou seja, substitui-se os pontos acima de s pelos de ps. O
Lema 6.15. Se (pp)new € uma sequéncia de fusdo, entdo p = (),c,, Pn € S.

Demonstra¢go. Suponha que s € pN2™. Temos que s € pyy1. Temos que existe z € Bryy1(ppt1)
com s D x. Temos que x € Bry,11(py,) para todo M, logo, x € Br,41(p). Como x é arbitrario, segue
a tese. O

Lema 6.16. Seja p € S e seja A C p uma colecdo de pontos incompativeis de p. Para cada s € S,
suponha que ps € S é tal que ps < p|s. Entao a fusao g de (ps : s € A) em p ¢ uma arvore perfeita.

Demonstra¢go. Suponha primeiramente que nio existe s € S tal que ¢ € ps. Nesse caso, s|p C g,
logo, existem dois elementos incompativeis acima de s em ¢q. Caso contrario, existe s € S tal que
s € ps, € existem dois elementos incompativeis acima de s em ps C q. O

Como uma aplicacao bésica das sequéncias de fuso, provaremos que o forcing de Sacks preserva
w1.

Proposicao 6.17. Seja M uma interpretacio transitiva de ZFC e G um SM genérico sobre M.

Entao se X € M[G] é um conjunto enumeravel (em M[G]) de ordinais, existe A € M conjunto de
ordinais enumeravel em M tal que X C A.

Demonstra¢ao. Em MG, seja f : w — X bijetora. Seja o« € M ordinal tal que X C «a. Seja 7 um
nome tal que 7¢ = f. Suponha que a tese seja falsa e seja K = [a]<% N M. Existe p S-nome tal que
plF 7 é uma funcgdo em & e Vo € K (70 € z).

Agora argumentemos em M. Seja pg = p. Definido p,,, para cada s € Bry41(p,) e para cada
i € {0, 1}, sejam t4~(;) < pals™ (i), as~(;) €  tais que:

ts’“(i) IF* T(n) = Ovésm(i).

Considere p,11 a fusdo de (ts~@) : s € Br(pn),i € {0,1}) em p,. Seja ¢ = (\,c,pn ¢ A =
{as~@) : Br(pn),i € {0,1},n € w}
Voltemos a argumentar em V. Temos que ¢ IF 7[@] € A. Pois suponha que nao. Entdo existe
u < qgen € wtal que g IF 7(7) ¢ A, mas entdo para algum existe s € Br(p) e i € 0,1 tal que
s (i) € u, e segue que
uls™ (@) IF* 7(n) = de—(4)-
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Seja H genérico tal que g € H. Seja h = 7. Temos que hljw] C A, pois ¢ € A, porém h[w] A,
pois A € K e p=pg € H. Absurdo.

O
Corolario 6.18. Seja M uma interpretacio transitiva de ZFC e G um SM genérico sobre M. Entdo
wM = MIG]
1 =W
i M MIG] < M g )
Demonstragdo. Suponha por absurdo que wy’ < w; " '. Entdo wy”’ é enumeravel em M[G], logo,

pela proposicio anterior, existe A € M enumeravel em M tal que (w; € A)M, o que implica que
w] & enumeravel em M, absurdo. |

Lema 6.19. Seja p arvore perfeita nao vazia e suponha que f : Q — Q, ¢ isomorfismo de ordem.
Entdo dado A C Q,, temos que existe ¢ : cl f71[A] — cl A injetora tal que ¢|f1[A] = f|f1[A].
Em particular, temos que se cl f'[A] ¢ ndo enumeravel, entdo cl A ¢ nio enumeravel.

Demonstragio. Seja B = ¢~ 1[A]. Se x € B, define-se ¢(x) = f(z). Agora suponha que = € cl B\ B.
Para cada n natural, seja =, € B tal que x,|n = z|n. Afirmo que a sequéncia ¢(x,) € A converge.
Como ¢ é isomorfismo de ordem, temos que dado n, ¢(g(x,|n)) < ¢(xy,), e a sequéncia ¢y, (q(x,|n))
converge, logo, a sequéncia ¢(x,) converge. Definamos ¢(z) = lim ¢(x,). Notemos que se x € A,
podemos tomar x, = x para todo n e adotar a mesma definicao para ambos os casos.

Vejamos que ¢ € injetora. Suponha que x # y sdo elementos de B. Existe n tal que x(n) #
x(n), entdao para todos m, m’ > n temos que x,, Y, o incompativeis. Assim, ¢(x,,), ¢(y.,) sdo
incompativeis para todos m, m’ > n. o que mostra que as duas sequéncias convergem para pontos
diferentes. O

Proposicao 6.20. Seja, M uma interpretacao transitiva e enumeravel de ZFC e Z € M um ideal
livre alto (em M) em w. Sao equivalentes:

1. T & SM-indestrutivel.
2. T é P-indestrutivel para alguma nocao de forcing P € M que adiciona reais.

3. (Vf:Q— w3l € T(clf[I] é ndo enumeravel))M.

Demonstrag¢ao. 1. Implica 2. trivialmente. Provaremos 2. implica 3. pela contrapositiva. Entdo su-
ponha que existe f : Q — w tal que para todo I € 7, M f7Y[I] é enumerdvel em M. Entdo, para
todo I € Z, cl f~H[I] = I f~1[I]; Veremos que se P é uma nocio de forcing em M que adiciona
um real, entao I é P-destrutivel. Tome G P-genérico sobre M e seja r € M[G] N2¥ \ M um novo
real. Temos que 7 € 2\ J ez el fHI]. Seja A = f[{g,),, : n € w}]. Temos que r € cl f~1[A], entédo
A & infinito. Por absolutidade, A € M|[G]. Suponha por absurdo que existe I € Z tal que I N A
¢ infinito. Temos que g, estd em f~Y[I] para infinitos n € w, o que implica que r € cl f~1[I],
absurdo.

Agora veremos que 3. implica 1. Suponha que Z satisfaca 3 mas nao satisfaca 1. Entdo existe
p € SM e um nome 7 tal que p I 7 é um subconjunto infinito de & AV € Z(z N7 é finito). Agora,
trabalhando em M, construiremos uma sequéncia de fusdo. Seja py = p. Definido p,, para cada
5 € Bryg1(pn) e i € {0,1}, seja to~(;) < pals™ (i), as € [w]=* tal que:

ts~) TN (R + 1) = as.

Considere pp41 a fusdo de (ts~(;) : s € Brpy1(pn), i € {0,1}) em py. Seja p’ = (,,¢,, Pn- Notemos
que se s € Br,11(p'), entdo sendo s” € Br,(p') com s’ C s, temos que existe i tal que p'[s < pp|ty—(,
logo, p'[s IF 7 Nn = ay~(;). Notemos que 5"~ (i) € tnico, e, assim, podemos renomear ay~ ;) = bs.
Assim, dado s € Bry,41(p/) temos que existe by C n tal que p'|s IF* 7 Nn = by.

Seja f : Qy — w dado por f(q) = max({0} U {k: p'|s, IF k € 7}). Verifiquemos que f esta bem
definida. Dado ¢, suponha por absurdo que {k : p/|s, Ik k € 1} ¢ infinito. Entdo existe I € 7 tal
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que IN{k: p'|sy IF k € 7} ¢ infinito. Seja H um filtro SM genérico tal que p|s, € H. Temos que
P'|sq < p' < p, sdo elementos de H, entdo em M[H] vale que {k : p|s, - k € 7} NI C 7, porém
I N7y é finito. Absurdo.

Agora vamos trabalhar em M.

Afirmo que dado k natural, cl f~1[{k}] é enumerédvel. Pois suponha que ndo. Entdo existe p” €
SM tal que p” < p/ e [p"] C cl f71{k}]. Como p” < p, entdo p” IF* Im € & (7 \ (k+1)). Logo,
existe p < p” em € w tal que p IF* m € 7\ (k+1). Tomando s € Bry,2(p), existe | > m + 2
tal que s € Bry 1(p). Temos que p'|s IF* 7 N1 = bs. Tomando um genérico, sai que m € bs. Seja
z € [p]\ Q tal que s C z. Seja d tal que z|d \ s assume o valor 1 duas vezes. Tomemos t € f~[{k}]
tal que ¢t D z|d. Temos que s C s, logo, p'|sy < p'|s. Por construgao, p'|s; If* m € 7. Logo, existe
p* < pl|s; tal que p* IF* 10 ¢ 7, e, assim, p* IF* 1 ¢ b,, mas isso implica que m ¢ by, absurdo.

Seja g : Q — Q isomorfismo de ordem. Por 3., existe I € T tal que clg o f~![I] é ndo
enumerével, logo, cl f~![I] ¢ ndo enumerdvel. Pelo paragrafo acima, temos que I é infinito. Entdo
existe p” € S tal que p” < ¢/, [p"] C M f~1[I] e tal que para todo z € [p] e n € w existe n’ € w tal
que z|n C zn/ € pN f~[I]. Afirmo que p” F* |7 N I| = &, o que gera um absurdo. Pois suponha
que nao.

Entdo existe p < p” e k € w\ {0} tal que pIF* 7N I C k. Seja x € [p] \ U, e, ¢l £ [{n}]. Entdo
existe m € w tal que z|m € Br(p) e tal que f(gym) > k, caso contrario teremos que x € cl fLE].
Existe t € f~1[I] tal que zlm C s, e z|m C sp. Seja | = f(q). Como xlm C s, segue que
{(kcw:plzimI-ker} C{kcw:s IF k €7}, e portanto, f(q(t)) > f(qzm)- Segue que
Pq(t) IF* 1 € 7, e, portanto, plq(t) IF* I € 7, 0 que & absurdo.

U

Antes de provarmos o proximo teorema, provemos o seguinte lema:
Lema 6.21. 2“ pode ser escrito como uma uniao disjunta de ¢ subconjuntos perfeitos.

Demonstracao. Sabemos que existe f : 2¥ x 2“ — 2% homeomorfismo. Para cada x € 2%, o conjunto
P, = {x} x 2% ¢ perfeito e temos que J, o0 Pr = 2%. O

Provaremos uma versao do Lema de Kénig:

Lema 6.22 (Konig). Suponha que p C 2<% é uma arvore infinita. Entéo [p] # 0.

Demonstragio. Seja s = (. Definido s, para m < n de modo que sy C s1...,5,_1, tal que
{s € p:sy—1 C s} e tal que para cada m < n, o dominio de s,, ¢ m, seja s, € 2" N p tal que
Sn D sp—1 e tal {s € p:s, C s} ¢éinfinito. Considere | J,,, sn- O

Teorema 6.23. Em ZFC, toda MAD family de cardinalidade < ¢ ¢ S—indestrutivel. Além disso,
existe A MAD family S-indestrutivel.

Demonstracdo. Para a primeira afirmagdo, suponha que A é uma MAD family de cardinalidade
k < ¢. Se ela ndo for indestrutivel, existe f : Q — w tal que para todo I € Z(A), clf[I] &
enumerédvel. Tomemos r € 2%\ [J{cl f71[A] : A € Z(A)}. Tome B = f[{q(r|n) : n € w}]. Como
r € cl f~1[B], temos que B é finito e subconjuntos finitos de w sdo elementos de Z(A). Se A € Z(A),
devemos ter que A N B ¢é finito, caso contrario teremos que r € cl f~1[A]. Mas isso viola que A é
MAD.

Para a segunda afirmagdo, podemos supor, pela primeira afirmagao, que a = ¢. Enumeremos
todas as fungoes de Q em w por {f, : w < a < ¢}. Recursivamente, construiremos uma sequéncia
de subconjuntos infinitos de omega A = {A, : @ < ¢} com as seguintes propriedades:

a) {A;:i € w} éuma parti¢ao infinita de w
b) |AgN Ayl < w sempre que f < a < wy.

¢) 38 < a(cl f;1[Ap] é ndo enumerdvel) para todo 8 < ¢ com 8 > w.
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Suponha que é possivel obter uma tal familia. Entdao A é MAD, caso contrério, seja B C w
infinito tal que |[B N A,| < w para todo o < ¢, e seja f : Q — B bijetora. Existe a < ¢ infinito tal
que f = f,. Temos que existe B < « tal que cl f, '[Ag] = cl f31[Az N B] ¢ ndo enumerdvel, logo,
Ag N B ¢ infinito j& que f, ¢ injetora. Assim, segue a tese.

Devemos ver que é possivel construir uma MAD family que satisfaz essas propriedades. Come-
camos fixando uma particao de w infinita por subconjuntos infinitos {A; : ¢ € w}. Suponha que Ag
foi construido para todo < a. Se existir v < « tal que cl fo[A,] é ndo enumerével, basta tomar
A, qualquer subconjunto infinito de w almost disjoint de todos os anteriores (isso pode ser feito ja
que estamos supondo a = c¢).

Assim, suponha que ndo existe um tal 7. Seja X = (J{cl fo[Ag] : B < a}. Temos que | X| < c.
Devemos ter que, para todo natural n, cl f; 1[{n}] é enumeravel, ou teriamos que, para algum i < w,
cl f71[A;] € ndao enumerével. Seja P C 2¢ perfeito tal que PN X = () (o que é possivel, pois 2* pode
ser decomposto em ¢ subconjuntos perfeitos). Seja A, = fo[Qp], onde Qp = Q, para algum p € S
tal que [p] = P. Como cl f~1[F] é enumeravel para todo F C w finito, temos que f,[Qp] ¢ infinito,
pois P C cl f;1[A4]. Resta apenas ver que se 8 < a entdo AgN A, ¢ finito. Assuma que nio. Entdo
existe uma sequéncia {s; : i € w} tal que s; € Br(p) tal que se i # j entdao f(q(si)) # f(q(s5)) e
para todo 4, fo(q(s;)) € Aa N Ag. Tomando g dada pela reunido de uma cadeia infinita na arvore
{siln : n,i € w}, temos que g € PNclf'[Ag] j& que g € cl{q(si) : i € w} (dado n € w, por
construgao existe ¢ tal que s;|n = g|n, logo, q(s;)|n = g|n).

[l



Capitulo 7

Pseudocompacidade de hiperespacos

7.1 Introducao

Neste capitulo, introduziremos a nog¢ao do hiperespaco (de Vietoris) associado a um espago to-
polégico arbitrario e em seguida provaremos algumas propriedades bésicas, tomando como base o
artigo [Mic51]. Depois disso, demonstraremos alguns resultados do artigo [HHRO07]| acerca de hipe-
respacos, incluindo construgoes envolvendo MAD families. Diversas topologias podem ser colocadas
sobre a cole¢do dos fechados de um espacgo topoldgico, e uma das construcoes mais antigas é a do
hiperespaco de Vietoris, denotado por CL(X). Veremos que CL(X) é compacto se, e somente se
X é compacto, o que naturalmente induz a pergunta sobre se esta relacao se generaliza de alguma
forma para outras noc¢des parecidas com compacidade. Em particular, estudaremos sobre se existe
alguma relacao entre a compacidade de X“ e a de CL(X), questao colocada por J. Ginsburg em
|Gin75].

Comecaremos introduzindo a defini¢ao da topologia de Vietéris e provando alguns fatos bésicos
sobre estes hiperespacos.

Definicao 7.1. Seja X um espaco topolégico. Dados U, Vg, ..., V,—1 C X, define-se:

(U Vo, ..., Vo) ={F € CL(X) : FCUAYi<n(FNV; £0)}.
O hiperespago (de Vietoris) de X ¢ o conjunto C'L(X) de todos os subconjuntos fechados

nao vazios de X munido da topologia gerada pelos conjuntos da forma (U, Vy,...,V,_1) para U,
Vo, ..., V, subconjuntos abertos de X.
Tal topologia é chamada de topologia de Vietoris. (]

Naturalmente, é interessante e 1til verificar que os conjuntos acima formam uma base para a
topologia gerada por eles. Tal fato é expresso pelo lema a seguir.

Lema 7.1. A cole¢do acima € uma base para uma topologia.
Demonstrag¢ao. Temos que CL(X) = (X) e
(U Voo s V) OO VGV =U0NU Vo, oo, Vi, Voo, Vi1
O

Uma outra apresentacao da topologia de Vietoris comum de ser encontrada na literatura é uma
apresentacdo envolvendo a base abaixo. Por questdao de completude, verificaremos a equivaléncia
entre as duas.

Lema 7.2. Seja X um espaco topologico. Entdo os conjuntos da forma {F € CL(X) : F C
Uicn Ai AVi<n(FNA; #0)} = (Ujcp Ais Ao, - - ., Ay_1) para Ay, ..., A,y € X abertos formam
uma base para o espago CL(X).

83
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Demonstracdo. Pela definicdo da topologia de Vietoris, cada um destes conjuntos é aberto. Reci-
procamente, veremos que todo aberto basico pode ser escrito nessa forma. Dados U, Uy, ..., Uy_1,
note que:

(U, Vo, ..., Un1) = (U U JWinU),U,UsNU,...,Up1 NT).
<n

E, assim, segue a tese. O

Se X & Ty, entao X pode ser facilmente identificado dentro de CL(X), como pode-se ver na
proposicao abaixo.

Proposicao 7.3. Suponha que X é 7;. Entao f : X — CL(X) dado por f(z) = {z} é um
homeomorfismo na imagem. Além disso, se X é Hausdorff, entao a imagem de f é fechada.

Demonstracdo. f é claramente injetora. Dados U, Vp, ..., V, C X abertos, temos que f~1[(U, Vo N
- NVa—1)] =UNVy---NV,_1, que é aberto, e, se U C X é aberto, temos que f[U] = f[X]N{(U).

Agora suponha que X é Hausdorff. Seja F' € CL(X) \ f[X]. Temos que existem z,y € F tais
que x # y. Sejam U,V abertos tais que z € U, y € Ve UNV = (). Temos que F € (X,U,V) C
CL(X) \ f[X]. O

Vamos provar algumas propriedades sobre os abertos bésicos.
Proposicao 7.4. Sejam X um espago topologico, U, V, Uy, ...,Upn, Vo,...,Vy C X. Entao:

a) Se U C V e para todo j < m existe i < n tal que U; C Vj}, entdo (U,Uy,...,U,) C
(V,Vo, ..oy Vin).

b) (U, Uy, ...,U,) C (clU,clUy,...,clU,). Se para todo i < n, U; C U e U; é aberto, entdo
vale a igualdade.

Demonstracao. a) Dado F € (U,Uy,...,U,), temos que FF C U C V e dado j < m temos que existe
i tal que U; C Vj. Entao temos que §) # U; N F C V; N F. Isso prova que F € (V,Vp,...,Vp), e,
como F' ¢ arbitrario, segue que (U, Uy,...,Uy) C(V,Vo,...,Vin).

b)Suponha que F' € cl(U, Uy, ...,U,). Vejamos primeiramente que F' C clU. Suponha que nao.
Fe (X, X\clU), mas (X, X \clU)N(U,Uy,...,U,) =0, o que é absurdo. Além disso, dado i < n,
temos que F'NclU; # ), caso contrario teremos que F € (X \clU;), mas (X \clU;) (U, Uy, ..., Uy,) =
0, o que é absurdo.

Para a segunda afirmacao, tomemos F' € (clU,clUy,...,clU,). Seja (G, Go, . ..,Gy,) uma vizi-
nhanca aberta de F' tal que G; C G. Dado ¢ < n, existe x; € F tal que x; € FFNnclU;, logo, existe y; €
GNU;. Para cada j < m, seja z; € FFNG;. Como G; é vizinhanca aberta de z; € clU, existe w; € G
tal que w; € G; NU. Segue que {yo, ..., Yn, Wo,...,wn} € (G,Go,...,Gn) N (U, Uy,...,Un) #0.
Pela arbitrariedade da vizinhanca de F', segue que F' € cl(U, Uy, ..., U,). O

Agora comecaremos a verificar algumas propriedades acerca da validade dos axiomas de sepa-
ragao nos hiperespacos.

Proposicao 7.5. CL(X) é Ty qualquer que seja o espaco topolégico X (mesmo que X nao seja
Tp). Além disso, se X é T, segue que CL(X) é T (e a reciproca nao é verdadeira).

Demonstracao. Se F, K C X s3o fechados nao vazios distintos, sem perda de generalidade existe
x € K\ F. Segue que K € (X, X \ F) porém F ¢ (X, X \ F). Isso mostra que CL(X) é Tj.

Se X é T, sejam F, K C X fechados distintos ndo vazios. Sem perda de generalidade existe
x € K\ F. Temos que K € (X, X\ F), F¢ (X, X\F), Fe(X\{z})e K ¢ (X\{z}).

Para um contra exemplo para a reciproca, considere qualquer conjunto X com mais do que um
elemento munido da topologia tal que os Gnicos abertos sao X e (). O
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Proposicdo 7.6. Seja X um espago 7. Temos que CL(X) é Hausdorff se, e somente se, X &
regular.

Demonstra¢ao. Suponha que X é regular. Tomemos F,G C X fechados distintos nao vazios. De-
vemos separar F,G por abertos em CL(X). Como F' # G, sem perda de generalidade temos que
F ¢ G, logo, fixe x € F tal que x ¢ G. Sejam U,V C X abertos taisque G C U,z € VeUNV = 0.
Temos que F € (X \ G, V), G € (U),eque (X \G,V)N({U) =0, poisse He (X\G,V)n{U),
temos que U NV # 0, o que é absurdo.

Reciprocamente, suponha que X ndao ¢ regular. Seja F' C X fechado e x € X tal que = ¢ F que
nao podem ser separados por abertos. Suponha que U, Uy, ...,U,_1, V, Vi, ..., V;n_1 abertos de X
tais que:

F e <U, Uy, ..., Un_1>,

FU{z} e (V,Vo,..., Vin_1).

Podemos supor que para todos i <mn e j < m, temos que U; CU, V; C V.
Veremos que a interse¢ao destes abertos basicos é nao vazia. Para cada j < m, seja a; € UNV},
0 que existe pois, caso x € Vj, entdao V; NU # 0 ja que F C U e F,x ndo podem ser separados por
abertos, e, caso x ¢ Vj, temos que (FU{z})NV; = FNV; # 0. Para i < n, tomemos b; € F N U;.
Segue que {ag,...,am-1,b0,...,bp—1} € um ponto da intersecao.
O

Proposicao 7.7. Seja X um espaco T1. Sao equivalentes:
a) X énormal.
b) CL(X) é regular.

Demonstra¢do. Suponha que X é normal. Sejam F C X fechado e U,Uy,...,U, tais que F €
(U, Uy, ...,Up,). Como F é normal, existe V aberto tal que FF C V C clV C U, e abertos V;
para i < n tais que FNV; # 0 e clV; C U;. Segue que F € (V. V,...,V,,) C eV, V,...,V,) C
(clV el Vy,...,clV,) C(U,Uy,...,Uy,), e, portanto, CL(X) é regular.

Agora suponha que CL(X) é regular. Sejam F' C X fechado e U C X aberto tal que F' C U.
Temos que F' € (U). Pela regularidade de CL(X), existem V, Vg, ..., V, abertos com V; C V para
cadai < ntal que F € (V,Vp,..., Vo) Ccl{(V,V,...,V,,) = (clV,cl V), ..., clV,,) C (U). Temos que
F CV CclV CU, o que, pela arbitrariedade, atesta a normalidade de X (a tultima desigualdade
é verdadeira, caso contrario, se x € U \ clV, terfamos que {z} € (U) \ (clV,clVy,...,clV,), o que
¢ absurdo). O

A compacidade de CL(X) estd intimamente relacionada com a compacidade de X, como veremos
a seguir. Antes, vamos lembrar e provar o enunciado do Teorema da de Alexander.

Teorema 7.8. Seja X um espago topolégico e B uma sub base de X. Se toda cobertura aberta de
B possui uma, subcobertura finita, entdo X é compacto.

Demonstra¢do. Suponha que nao. Seja U a colecao de todas as coberturas abertas sem subcobertura
finita. Pelo Lema de Zorn, U possui um elemento maximal, que iremos denotar por C. Temos que CNB
nao recobre X, ou teriamos, por hipétese, que BNC, e, portanto, C, possui uma subcobertura finita.
Sejax € X\|JBNC. Existe C € C tal que z € C, e existem By, ..., B, € Bcomz € BiN---NB, C C.
Pela escolha de z, temos que para cada i < n, B; ¢ C. Pela maximalidade de C, para cada
i < n temos que C U {B;} possui uma subcobertura finita C* U {B;}, com C* C C. Temos que
Ui<n Ci U{Ni<,, Bi} recobre X. Mas entao |J,;~,, C; U{C} C C recobre X, o que é absurdo. O

Proposicao 7.9. Seja X um espaco topologico. Entdao X é compacto se, e somente se, CL(X) é
compacto.
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Demonstragao. Primeiro, suponha que CL(X) é compacto. Seja {U, : @ € I} uma cobertura aberta
de X. Entao {(X,U,) : @ € I} é uma cobertura aberta de CL(X), e, portanto, existe Iy C I finito
tal que {(X,U,) : « € Iy} é uma cobertura aberta de CL(X). Entao X = Ua, caso contrario
X\ Uaez, Ua nio é coberto por {(X,Uy) : « € Ip}.

Reciprocamente, suponha que X ¢ compacto. Para cada U C X, seja UT = (U), U~ = (X, U).
Notemos que (U, U~ : U C X aberto} forma uma subbase de CL(X). Seja B uma cobertura
aberta de abertos subbésicos arbitraria. Podemos escrever B = By U By, onde By = {AT : A € Ao},
By ={A": Ae A}, e Ay, As sao colegoes de abertos de X . Pelo teorema da sub base de Alexander,
¢ suficiente provar que B admite subcobertura finita. Seja K = X \ |J. A1, que é fechado. Existe
Ap € Ag tal que K € AT, caso contrario, existiria A € A; com K € A~, mas isso implica que existe
A € A; tal que ANK # (), o que viola a defini¢do de K. Fixe Ay como acima. Como KU[JA; = X,
temos que AgU|J A1 = X. Assim, temos que existe A} C A; finito tal que X = AgUJ A]. Afirmo
que {Af}U{A™ : A € A}} & cobertura. Com efeito, se F C K, temos que F C Ay, e, assim,
F € AZ. Caso contrario, F NJ A} # 0, e, assim, existe A € A tal que ANF = 0, o que nos diz
que FF e A™. O

a€lp

A luz do teorema acima, é natural perguntar-se qual a relacdo entre X e CL(X) com respeito
a nocoes mais fracas de compacidade, como compacidade enumeravel e pseudocompacidade. J.
Ginsburg, em [Gin75], provou que se CL(X) é pseudocompacto, entdo X™ é pseudocompacto para
todo n € w. Assim, ele perguntou se existe alguma relagdo entre a pseudocompacidade de X“ e a de
CL(X). Se restringirmos o universo dos espacos topologicos ao universo dos W-espacos, a pergunta
torna-se simplificada. Pelo Corolario 1.59, se A é uma almost disjoint family e X = ¥(A, temos
que X% é pseudocompacto se, e somente se A é MAD. Temos que se A ndo ¢ MAD, X ndo é
pseudocompacto, portanto, CL(X) ndo é pseudocompacto. Assim, a pergunta se torna se A é uma
mad family, o que ocorre com CL(¥(.A)? Veremos que sob h < ¢

No nosso contexto, o lema abaixo serd de grande utilidade para a préxima segdo.

Lema 7.10. Seja X um espaco topolégico Tychonoff e N C X subconjunto denso de pontos
isolados. Entao [N]<“\ {0} é um denso em CL(X) de pontos isolados.

Demonstra¢ao. Primeiro, verificarmeos a densidade. Suponha que (U, Vp,...,V,_1) é ndo vazio e
fixe F € (U, Vy,...,Vp—1). Para cada i < n, existe z; € F tal que z; € V;. Temos que {z;}icp €
<U7 ‘/ba R Vn71>~

Para ver que se F' C N é finito entao F é isolado, sendo F' = {x1,...,z,}, temos que {F} =

(F {z1}, .o {zn}). O

7.2 Limites por ultrafiltros

Antes de prosseguirmos, relembraremos a noc¢do de p limite para um filtro p e provaremos
algumas de suas propriedades mais bésicas.

Defini¢ao 7.2. Sejam p C & (w) um filtro, X um espaco topolégico, (x, : n € w) uma sequéncia
em X e a € X. Dizemos que a é p-limite de (z,, : n € w) se, e somente se, para toda vizinhanca V'
de a, temos que {n € w: x, € V} € p. O

Lema 7.11. Seja p C & (w) um filtro, X um espaco topologico e z = (x, : n € w) uma sequéncia
em X.

i) Se X é Hausdorff e p ¢ um filtro proprio, a sequéncia x possui no maximo um p-limite, e
denotamos-o por p — limz ou p — lim z,,.

i) Se p é o ultrafiltro fixo gerado por n, entdo z, é p-limite de x.
iii) Se a sequéncia x converge para a € X e se p é um filtro livre, entdo a é p-limite de z.

iv) Se X é compacto e p é um ultrafiltro, existe um p-limite de x.
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Demonstragaio. i) Se a,b forem dois p-limites distintos de z, entdo tomemos U,V vizinhangas
disjuntas desses. Temos que ) = {n cw: 2z, € U} N{n € w: x, € V} € p, 0 que é absurdo.

ii) Se x, € V, temos que n € {m € w: x,, € V}, logo {m € w: x,, € V} € p. Assim, segue a
tese.

iii) Seja V uma vizinhanca aberta de a. Temos que {n € w : x,, € V'} & cofinito, logo, esta em p.

iv) Suponha que nao. Entao para todo a € X existe V, C X aberto tal que U, = {n € w: z, €
Va} ¢ p. Como X ¢é compacto, existe A C X finito tal que J,c 4 Va = X. Logo, Uyeq Ua = w.
Mas entdo, como p é ultrafiltro, existe a € A tal que U, € p, o que é absurdo.

O

Devido aos itens ii) e i) do lema acima, a maioria dos textos exige que p seja um filtro livre,
pois, dessa forma, o p-limite é uma extensao do limite de fungao usual. Ainda, devido a iv), a maioria
das aplicacdes faz uso apenas de ultrafiltros livres. Nossas aplicagdes nao serdo diferentes, porém
optamos por introduzir a noc¢do de p-limite através dessa definicao mais geral. Veremos a seguir
que a nogao de p-limite preserva diversas propriedades boas das diferentes nogoes de convergéncia
presentes em topologia. Comegaremos mostrando que os p-limites sao “levados” através de fungoes
continuas.

Lema 7.12. Seja f: X — Y uma funcio continua entre espacos topolégicos X, Y. Seja p um filtro
em w, * = (z, : n € w) uma sequéncia em X e a € X. Se a é p-limite de x, entdo f(a) é p-limite

de fouw.

Demonstragao. Seja V uma vizinhanca de f(a). Devemos ver que {n € w: f(z,) € V} € p. Seja U
vizinhanca de a tal que f[U] C V. Temos que {n e w:x, € U} C {n €w: f(z,) € V}. Como o
primeiro est4 em p, o segundo também esta. O

Também ¢é verdade que o p-limite se comporta bem em produtos.

Lema 7.13. Seja (X, : o € I) uma familia de espagos topologicos e X = [[,c; Xa- Seja a = (aq :
a € 1) € X, e seja x uma sequéncia em X. Seja p um filtro sobre w. Entao a é p-limite de x se, e
somente se, para todo o € I, a, é p-limite de ((z(n))() : n € w).

Demonstracdo. Se a é p-limite de x, como a a-ésima projecdo é continua, segue do lema anterior
que aq € p-limite de ((z(n))(a) : n € w). Reciprocamente, suponha que para todo a € I, ay €
p-limite de ((z(n))() : n € w). Seja U =,y Ta "[Aa), uma vizinhanga basica de a em X onde
A, € X, é uma vizinhanga aberta de xz, para todo o« € J C I, onde J C [ é finito. Para cada
a € J, temos que {n € w: (z(n))(a) € Ay} € p. Como J & finito e [ ,c;{n € w : (z(n))(a) €
Ay} C{n e w:x(n) € U}, segue a tese.

U

O lema abaixo é extremamente 1til no estudo de compacidade enumerével.

Lema 7.14. Sejam X um espaco topologico e A = {x, : n € w} a imagem de uma sequéncia
injetora, x em X. Temos que a € X é w-ponto de acumulacao de A se, e somente se, existe um
ultrafiltro livre p tal que a é p-limite de x em X.

Demonstra¢ao. Suponha que p seja um w-ponto de acumulacao de A. Entdo para toda vizinhanca
V de a, o conjunto V = {n € w: &, € V} ¢é infinito. Seja V o filtro das vizinhancas de z. Como V
é fechado para intersecoes finitas, temos que {17 : V € V} possui a pif forte, logo, esta contido em
um ultrafiltro livre p. Por construgdo, segue que a a é p limite de x.

Reciprocamente, se a é p-limite de z, é claro que toda vizinhanca de a intersecta infinitos
elementos de {z, : n € w}, ja que p ¢ livre e z injetora. O

Com isso, obtemos o seguinte corolario:
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Corolario 7.15. Seja X um espaco topoldgico infinito e seja A C X denso. Se toda sequéncia em
A possui um p-limite em X para algum ultrafiltro livre p, entdo A é relativamente enumeravelmente
compacto em X, e, portanto, X é pseudocompacto.

7.3 Pseudocompacidade de CL(V¥(A)) sob p =¢

O objetivo desta secdo é provar que admitindo-se p = ¢, que é equivalente ao Axioma de Martin
para ordens parciais o-centradas, segue que para toda MAD family A, CL(¥(.A)) é pseudocompacto.

Daremos duas demonstragoes, uma classica, encontrada no artigo [HHRO7| e outra inédita,
desenvolvida utilizando técnicas diferentes e que consideramos ser mais simples.

Comegaremos pela demonstragao classica. Para esta parte dessa secao, utilizaremos as seguintes
definicoes:

Defini¢ao 7.3. Sejam A uma almost disjoint family, Y = {F}, : n € w} a imagem de uma sequéncia
injetora de subconjuntos finitos nao vazios de w, A Cw e F € CL(¥(A)). Define-se:

e [y={new:F,NA#0D}
e My={new:F, CA}
o Fr={lap:Ac FNAkecwU{lf newnF}.

Proposicao 7.16. Na notacao acima, sao equivalentes:

(1) F é ponto de acumulacao da sequéncia Y em CL(¥(A)).

(2) Paratodo P C w, se FNw C P ese paratodo A € FNA, A C* P, entdo a familia FrU{Mp}
possui a propriedade da intersecfo finita forte.

Demonstra¢ao. Suponha que F' é ponto de acumulacao da sequéncia Y em CL(W(A)). Seja P tal
que FNw C P e tal que para todo A € FNA,A C* P.SejaV =PU (FnN.A). Temos que V é
aberto em U(A) e FF C V. Seja

Q= {IAO\k'O’ ... ,IAm\km} U {I{ao} ... I{al}} U {Mp},
onde A; € FNA, k; € w para todo it <m, e aj € wN F para todo j <. Seja

U = (V,{A0} U Ag\ ko, -, {Am} U A \ ks {ao}, - .., {ar}).

Temos que U ¢ uma vizinhanga de F' em CL(V(A)) e, portanto, Y NU & infinito. Assim, existe
I C w infinito tal que se k € I, entdo Fy, CV, FN(A;\ ki) #0 e a; € F, parai <me j <l. Note
que como F,, C w, segue que F,, C P. Logo, pelas definigoes, I € (] Q. Isso mostra que Fr U{Mp}
possui a propriedade da intersecdo finita forte.

Reciprocamente, suponha (2). Veremos que vale (1). Um aberto basico ao qual F pertence é da
formas:

U= <V, {A()} U Ay \ ko, ..., {Am} UA,, \ km, {a()}, e {al}),

com F'CV,V aberto, Ag,..., Apn € FNA, ko,....kp €Eweap,...,a EwNFE.

Seja P =wnV. Como F CV, segue que FNw C P. Além disso, se A € AN F, temos que,
como A € V, que é aberto, existe k¥’ tal que A\ k¥’ C V, mas entdo A C* P. Logo, Fr U{Mp}
possui a propriedade da interse¢ao finita forte. Logo, a intersecdo do conjunto abaixo € infinita:

{IAo\km ... 7IAm\km} U {I{ao} ... I{al}} U {Mp}
Seja I a intersegao. Temos que {F;:i € I} CUNY e segue a tese.
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Utilizaremos o seguinte lema:

Lema 7.17. Seja X um espaco topoldgico 17 e D C X infinito discreto denso em X. Sao equiva-
lentes:

a) X é pseudocompacto
b) D é relativamente enumeravelmente compacto em X.

Demonstracdo. Provaremos as duas implicacoes pela contrapositiva. Primeiramente, suponha que
X nao é pseudocompacto e tome f : X — [0,00) continua e ilimitada. Dado n € w existe d,, € D
com f(d,) > n. Suponha por absurdo que existe x ponto de acumulacio de D’ = {d,, : n € w}.
Dado n € w, temos que f~![[n,w)] é um fechado que contém uma cole¢do cofinita de elementos de
D', e, portanto, x esta nela. Logo, f(x) > n. Como n é arbitrario, obtemos um absurdo.
Reciprocamente, suponha que D nao é relativamente enumeravelmente compacto em X. Entao
existe D’ C D infinito enumeravel sem pontos de acumulagdo. Como D’ é clopen, podemos tomar
f: D" — whbijetorae g : X\ D' — R constante. Segue que fUg : X — R ¢ continua e ilimitada. O

Teorema 7.18 (p =¢). CL(V(A)) é pseudocompacto para toda MAD family A.

Demonstra¢dgo. Temos que w ¢ um subconjunto de ¥(A) denso de pontos isolados. Assim, J =
[w]<“ \ § € CL(¥(A)) é um subconjunto denso de pontos isolados. Basta ver que [w]<¥ \ () &
relativamente enumeravelmente compacto em CL(W(A)).

Para isso, fixe Y = {F, : n € w} C [w]<¥ \ 0 imagem de uma sequéncia injetora em [w]<“ \
(. Escrevamos [w]Y = {P, : a < ¢} de modo que cada elemento se repete ¢ vezes e Py = w.
Recursivamente, construiremos uma familia {E, : o < ¢} tal que:

1) Eo CU(A),

2) |Eal| < laf + |wl,

(1)

(2)

(3) a <pB => E, C E,

(4) Fa={la: A€ EoNAk €wlU{lyy :n € EyNw} possui a propriedade da intersecio
finita forte,

(5) um dos seguintes ocorre:

(a) (EaNw)\ Pa#0,
(b) Existe A € E,NAtal que [A\ P,| =w,
(¢) Fo U{Mp,} possui a propriedade da interse¢ao finita forte.

Mostraremos que uma tal construcao é possivel. Depois, mostraremos que o fecho da uniao da
sequéncia construida é um ponto de acumulacdo de Y, o que completa a prova.

Temos que Y é infinito, logo, existe A € A tal que |[JY N A é infinito. Note que, dado k € w
existe n € w tal que F, \ kN A # (. Seja Ey = {A}. Temos que (1) é satisfeito pois Ey =C A, (2)
é satisfeito pois |Fy| = 1. (3) é trivialmente satisfeito até 5 = 0. Para (4), o segundo conjunto que
define Fy é vazio. Assim, basta ver que {IA\k : k € w} possui a propriedade da intersecao finita
forte. Sejam ko, ...,k € w, e seja k o maior deles. Temos que Iq\g, N -+ N Ig\g, = Lag, € este
tltimo é infinito pela escolha de A. Como Mp, = M, segue que vale (5)(c).

Suponha que 0 < o < ¢ e que Eg foi construido para todo 3 < «a. Como Fg possui a pif
forte para todo 8 < «, entdo F = Uﬁ<a Fj também possui. Se F U {Mp,} possui a pif forte, seja
E, U5<a Ejg. Segue que F, = F e todas as propriedades sao satisfeitas. Caso contrario, seja J uma
pseudointerse¢ao de F. Devemos ter que J \ P, é infinito, pois se J C* P,, teremos que F U{Mp,_}
possui a pif forte. Logo, tomando J\ P,, podemos supor que JNP, = (). Agora dividimos a situa¢ao
em dois casos.



90 PSEUDOCOMPACIDADE DE HIPERESPACOS 7.3

Caso 1: Existe m € w\ P, tal que {n € J:m € F,} é infinito.
Nesse caso, seja Eq = (Jg,, Ep U {m}. Claramente, valem (1), (2), (3) e (5)(a). Veremos que
vale (4). Fixemos Ao, ..., As € Fa N A, ko,..., ks €w ag,...,at € B, Nw \ {m}. Seja:

G = {Lagvkos- -+ La\ks Tags - - s Tags I}

Temos que G C F U {I{m}}. Temos que {n € J:m € F,} = J NI, é uma pseudointersecao de
JF contida em Iy}, entao segue a tese.

Caso 2: Para todo m € w\ P,, {n € J:m € F,} ¢ finito.

Lembremos primeiramente que Mp, N J = (). Logo, se n € J, temos que F,, ¢ Mp_, ou seja,
F, € P,. Assim, dado n € J, temos que existe h(n) € F},\ P,. Assim, define-se h : J — |J,,c 7 Fn\ Pa-
Temos que J = {J,eppy h='[{x}]. Dado x € h[J], temos que h '[{z}] ={n € J:h(n) =2} C {n €
J:x € F,}, que é finito. Como J é infinito, segue que h[J] é infinito.

Assim, existe A € A tal que [ANA[J]| = w. Seja By = Uz, Es U{A}. Seguem trivialmente
(1), (2), (3) e (5)(b). Verificaremos (4).

Fixemos Ay,...,As € Eo,NA\{A}, k, ko, ..., ks €Ew agp,...,a; € Eo Nw. Seja:

G ={Tag\kos -+ > La\kss Lags s Lags L} € F U{Ta\}

Seja K = h™'[A] = h='[ANA[J]], que é infinito pois ANA[J] é infinito. Como K C .J, temos que
K C* F para todo F' € F. Resta ver que K C* I4,;. Suponha por absurdo que K\ 4, seja infinito.
Isso implica que existem infinitos n € K para os quais F,NA\k = (. Como Vn € K (h(n) € ANF,),
existem infinitos n tais que h(n) < k, o que implica que a imagem inversa por h de algum conjunto
unitario é infinita, o que é absurdo.

Isso completa a construcdo da sequéncia. Seja E = cllJ,.. Fo. Veremos que E é ponto de
acumulacao de Y. Para isso, basta provar que para todo P C w, uma das trés condicbes abaixo
deve valer:

(1) (Enw)\ P #0,
(2) Existe Ae ENAtal que [A\ P| =w, ou
(3) FrU{Mp} possui a pif forte.

Primeiro, veremos que Fg possui a pif forte. Temos que F = J,.. Fo claramente possui a
pif forte. Alem disso, £\ J,.. Ea € A pois todo ponto de w ¢ isolado. Além disso, para todo A
nesta diferenca e k € w, temos que (A \ k) NJ,<. Fa # 0 Tomando m neste conjunto, temos que
Ity C Iy Isso implica que se F' € Fg existe G € F tal que G C F'. Assim, como F possui a pif
forte, Fp também possui.

Agora fixemos P C w e suponhamos que FpU{Mp} ndo possua a pif forte. Existem Ay, ..., A, €
ENA, ko,...,kn €w, mg,...,mp € ENw tais que

O IAZ,\]% N QI{mJ} N Mp
i<n J<

¢ finito. Como vimos no paragrafo anterior, para cada i < n tal que A; € E'\J . Fa, existe a; < ¢
e o, tal que Iy, C I4,\p,- Tomemos B < ¢ maior do que todos os «;, tal que A; € Eg para todo
i para o qual A; € (J .. Fao € tal que mj € Eg para todo j < k. Seja a > 3 tal que P = P,.
Segue que F, U {Mp,} também nao tem a pif forte. Logo, existe A € E, N A C EN A tal que
|[A\ P, =|A\P|=w,oul # E,Nw\ P, C (FNuw)\ P. Assim, segue a tese. O

Agora daremos nossa demonstragio, que consideramos ser mais simples que a demonstragao ja
apresentada nessa secao.
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Definicao 7.4. Dado um ordinal «, uma D* a-torre, ou, simplesmente, uma a-torre, ¢ uma familia
de subconjuntos infinitos de w (Ag : B < «) tal que se v < B < a entdo A, D* Ag. t & o menor
ordinal tal que existe uma t-torre sem uma pseudointersecao. O

O lema a seguir é de facil demonstracao e estd provado em [Blal0].
Lema 7.19. t é um cardinal regular e p < t.

Em 2012, S. Shelah e M. Malliaris provaram em [MS16] que p = t, assim, a afirmacdo que
provaremos nao é mais forte do que a original. Apesar disso, daremos uma demonstracdo direta
sem utilizar diretamente o fato de que p = t, cuja tinica demonstragao conhecida é a deste artigo
mencionado, que envolve técnicas avancadas de Teoria dos Modelos.

Teorema 7.20. Suponha que X é T5. Seja D C X denso em X. Se D¢ é relativamente enumeraval-
mente compacto em X°¢, entdo [D]<%\ {0} é relativamente enumeravelmente compacto em CL(X)
e CL(X) é pseudocompacto.

Demonstragio. Seja f : w — [D]<¥ \ {0} uma sequéncia de subconjuntos ndo vazios de D e seja
F, = f(n). Seja G = {g € D¥ : g(n) € F,}. Segue que |G| < ¢. Como D°® é relativamente
enumeravelmente compacto em X°¢, existe um ultrafiltro livre p tal que para todo g € G, existe
p—limgem X. Seja Z ={p—limg: g€ G} e F=clZ. Afirmamos que p—lim f = F. Entao seja
U uma vizinhanga aberta de F'. Devemos verificar que {n € w: F,, € U} € p. E suficiente provar
esta afirmacao para U sub-bésico. Entao seja W C w um aberto. Se U = {K € CL(X) : K C U},
suponha por absurdo que {n € w: F, e U} ¢ p. Entao A={ne€w: F,\W #0} €p. Sejage g
tal que g(n) € F,, \ W para todo n € A. Entao p —limg € X \ W, absurdo ja que Z C W.

Agora suponha que U = {K € CL(X): KNW # 0}. Como FNW # (), existem 2z € ZNW e
g € G tal que x é p-limite de g. Segue quep 3 {n € w: g(n) e W} C {n € w: F,NW # 0}. Isso prova
que [D]<“{0} é relativamente enumeravelmente compacto. Para ver que CL(X) é pseudocompacto,
note que para todo espacgo Y, se existe um denso relativamente enumeravelmente compacto em Y,

entao Y é pseudocompacto.
O

Lema 7.21. Para toda MAD family A, w' é relativamente enumeravelmente compacto em W(.A)*.

Demonstragao. Seja F' € (w)P. Mostraremos que existe um ultrafiltro livre p tal que p—lim F' existe
en W(A)' Para cada § < ¢, seja g, = m, o F, onde 7, é a d-ésima projecao.

Recursivamente, defina uma D*-torre (A, : @ < p) tal que para cada a < ¢, go|Aat1 converge
como se segue: seja Ay = w. Suponha que definimos A,. Existe A € A tal que |[ANgy[Aa]| = w. Seja
Apt1 = g5 [AN ga[As]]. Para um passo limite «, seja A, uma pseudointersecio de (4g : B < a).
Seja p um ultrafiltro livre contendo cada elemento da torre. Note que para cada g € G, p — limg

existe, portanto, p — lim F’ existe.
O

Combinando o teorema e o lema anterior, segue o teorema desejado como corolario.
Corolario 7.22. Sob t = ¢, CL(¥(A)) ¢ pseudocompacto para toda MAD family .A.

Demonstrac¢ao. Basta aplicar o teorema em X = U(A), D = w, notando que w é denso em ¥(.A).
Pelo lema, w® = w' é enumeravelmente relativamente compacto em X°, entdo segue a tese. U

7.4 O Base Tree Lemma

Nosso objetivo agora seré provar que é consistente que existe uma MAD family A tal que
CL(¥(.A)) nao é pseudocompacto. Nessa se¢ao, introduziremos o pequeno cardinal b e provaremos
o Base Tree Lemma. Adaptaremos as demonstracoes de [Blal0].
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Defini¢ao 7.5. Dizemos que D C [w]¥ é aberto se para todos A, B € [w]“,se AC* Be Be€ D,
entdo A € D. Além disso, dizemos que D é um denso se para todo B € [w]¥ existe A € D tal que
AC*B. (I

Note que D é aberto denso se, e somente se:
1. ABew]¥, se AC*BeBeD,entao A€ D, e

2. para todo B € [w]¥ existe A € D tal que A C B.

As palavras utilizadas na definicdo acima néo foram escolhidas de forma aleatéria. De fato, hé
uma topologia em [w]“ que d& sentido a elas, como veremos abaixo.

Lema 7.23. Na notagdo acima, os subconjuntos abertos formam uma topologia em [w]“ e os abertos
definidos acima sao, de fato, os abertos dessa topologia. Assim como os densos.

Demonstragao. () é aberto por vacuidade. X = [w]* & aberto pois se A, B € [w]“, B € X (o que
sempre ocorre) e A C* B, entao A € X = [w]|*. Se A, B sao abertos, entdo AN B também &, pois se
C,D € [w]¥saotaisque C C* De ANB,entao C C* De Ae C C* D€ B, logo, C € A, C € B,
e, portanto, C' € AN B. Finalmente, se A é uma colegao de abertos, B,C € X e B C* C € |J A,
entdo existe D € A tal que B C* C € D, assim, B € D, e, portanto, B € [ A. Isso mostra que os
abertos formam uma topologia.

Agora suponha que D seja tal que para todo B € X existe A € D tal que A C* B. Veremos
que D é denso. Seja U um aberto nao vazio. Seja B € U qualquer. Existe A € D tal que A C* B,
mas, como U € aberto, isso implica que A € U. Logo, A€ UND.

Reciprocamente, suponha que D é um denso. Veremos que para todo B € X existe A € D tal
que A C* B. Fixe B. Seja U = {A € [w]* : A C* B}. E claro que U ¢ aberto nio vazio. Logo, se
AeDNU, segue que A€ De AC*B. O

Agora, iremos introduzir o pequeno cardinal b.

Definicao 7.6. h é o menor cardinal para o qual uma intersecao de h abertos densos é vazia. b é
chamado de ntmero de distributividade. Il

Quando trabalharmos com abertos densos, os lemas abaixo se tornam tteis e relacionam o
pequeno cardinal com MAD families.

Lema 7.24. Seja A uma MAD family. Entao Al= {X € [w]Y : 34 € A(X C* A)} é um aberto
denso. Além disso, todo aberto denso contém um outro dessa forma.

Demonstra¢io. E imediato que A | é um aberto. Vejamos que A | é denso. Seja B C w infinito.
Existe A € A tal que AN B é infinito. Temos que AN B € A | entdo segue a tese. Para a segunda
afirmacao, seja D um aberto denso. Pelo lema de Zorn, existe A C &2 (D) almost disjoint family
maximal em D. E claro que AJC D (pois D é aberto). Precisamos apenas verificar que A ¢ MAD.
Suponha que nao seja e tome X € [w]* tal que para todo A € A, AN X é finito. Como D é aberto
denso, existe Y € D tal que Y C X. Temos que AU {Y'} viola a maximalidade de A, o que é um
absurdo. Il

Lema 7.25. Seja A uma MAD family e A € [w]“. Entao A ¢ A] se, e somente se, existem B,C € A
distintos tais que [ANB| =|ANC| = w.

Demonstracao. Suponha que A ¢ A]. Como A é MAD, existe B € A tal que |BN Al = w. Como
B ¢ A, temos que |A\ B| = w. logo, existe C' € A tal que |C N (A \ B)| = w. Isso implica que
B#Ceque |ANC| =w.

Reciprocamente, suponha que A € A |. Existe B € A tal que A C* B. Se C € A é tal que
A C* C, temos que A C* BN C, logo, [BNC| =w. Assim, B = C' e segue a tese. O
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Como corolario dos lemas acima, obtemos outra caracterizacao do cardinal b.

Corolario 7.26. h = min{x : Existe uma colegao &/ de MAD families tal que |&/| =k e
VX € w*IAe (A, B A(A#BAN|ANX|=|BNnX|=w))} <.

Demonstra¢do. Mostremos primeiro a segunda desigualdade. Dado X C w infinito, escolhamos
arbitrariamente X7, Xs subconjuntos disjuntos de X e seja Ax uma MAD family contendo X7, Xo.
Temos que [{Ax : X € [w]¥]| = ¢, logo, vale a desigualdade desejada.

Agora provaremos a igualdade. Comecaremos provando <. Suponha que &/ é uma tal colegio
de MAD families que define o lado direito e seja k = |A|. Afirmo que {Al: A € &/} possui
intersecao vazia. Com efeito, dado X € [w]¥, existe A € &7 tal que existem A, B distintos em A
com |X N A| =|X N B| = w. Pelo lema anterior, segue que X ¢ A|. Isso prova <.

Para provar >, suponha que D é uma colecao de abertos densos de cardinalidade h cuja intersecao
é vazia. Para cada D € D, seja Ap uma MAD family tal que Ap|C D. Seja &7 = {Ap : D € D}.
Temos que |A| < he ({Apl: D € D} é vazio. Assim, dado X € A, existe D tal que X ¢ Ap, e,
pelo lema anterior, existem A, B € A distintos tais que |[ANX| = |[BNX| = w. Assim, segue a tese.

O

E interessante encontrar cotas superiores e inferiores para b para saber onde ele se situa em
meio aos outros pequenos cardinais definidos no Capitulo 2.

Proposicao 7.27. t < b.

Demonstrag¢do. Suponha que £ < t e suponha que D é uma colecao de x abertos densos. (D
é aberto, pois se A € (1D e B C* A, como cada membro de D é aberto segue que B € [ D.
Escrevemos D = {D, : a < k}. Recursivamente, tomamos A, € D, para @ < k de modo que
Ay seja arbitréario, definido Ay, Agyr1 CF A, (0 que é possivel pela densidade), e se « for limite,
tomemos P pseudointersecao de Ag (8 < a) e seja Ay, C* P com A, € D,. Temos que A, € D,
para todo a < k, pois se a < K, temos que A, C* A, € D,, e este & aberto. O

Assim, temos uma cota inferior para h. Ainda mostraremos uma cota superior menor (ou igual)
& ¢. Mas antes veremos que h é regular. Para tanto, utilizaremos o seguinte lema, que por si s6 ja
tem a sua importancia.

Proposicao 7.28. A intersecdo de menos do que § abertos densos é um aberto denso.

Demonstra¢ao. Seja D uma tal colecao de cardinalidade k < h. (D é aberto, pois se A € (D e
B C* A, como cada membro de D é aberto segue que B € (| D. Para a densidade, fixe X € [w]“.
Basta ver que [\,.4{Y € Do : Y € X} é nao vazio, pois entdo, tomando Y na intersecdo, segue
que Y € D, para todo o < k e Y C X. Entéo, verificaremos isso.

Seja f : X — w bijecdo. Seja g : # (X) — & (w) dada por g(A) = f[X]. Afirmo que (), 9[Da]
é nao vazio. Para isso, basta ver que cada g[D,] é um aberto denso. Suponha que B C* g(A) para
algum A € D,. Temos que f~'[B] C* A € Dy, logo, f~![B] € D, e, assim, B € g[D,]. Assim,
cada g[D,] é aberto. Para ver que g[D,] é denso, se A € w, temos que f~[A] C X e existe B € D,
com B C f7![A]. Assim, g(B) C A e g(B) € g[D,]. Logo, N, 9[Da] ¢é nio vazio. Tomando Y na
intersecdo, temos que g '[Y] € M,..{A € Do : A C X} e segue a tese. O

Corolario 7.29. h é regular.

Demonstra¢do. Suponha por absurdo que nao seja e seja kK = cfh < h. Seja f : kK — § cofinal
estritamente crescente e seja {D, : a < h} uma colecao de abertos densos cuja intersecao é vazia.

Pelo proposigao anterior, definindo-se C, = ﬂﬂ<a D, onde Cy = [w]¥, temos que Cy (a0 < K) €
uma familia decrescente de abertos densos cuja intersegao é vazia. Assim, C(q) (a0 < k) também &,
o que viola a minimalidade de b. O

Para determinar uma cota superior para h melhor do que ¢, provaremos que b > h. Na verdade,
faremos um pouco mais do que isso. Introduziremos outro conhecido pequeno cardinal.
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Defini¢ao 7.7. H C w é homogéneo para f : [w]"™ — k se f|[H|™ é constante. H é quase homogéneo
para f se existe F' C w finito tal que H \ F' ¢ homogéneo para f. pat é o menor cardinal k para
o qual existe A C 2141 de cardinalidade & tal que nao existe X C w infinito tal que X & quase
homogéneo para toda f € A. O

Provaremos uma desigualdade entre h e par, mas, para isso, precisaremos do famoso Teorema
de Ramsey.

Teorema 7.30 (Teorema de Ramsey). Sejam n, k naturais ndo nulos. Seja f : [S]" — k. Existe
H C S infinito tal que f|[H]™ é constante.

Demonstracdo. Podemos supor que S = w.

Indugéo em n. Para n = 1 a prova é imediata. Suponha que o teorema vale para n. Provaremos
que ele vale para n+1. Para cada a € w, seja f, : w\{a} : [w]|" <— k dada por f,(X) = f(XU{a}).
Por hipétese de indugio, para todo a € w e para todo S C w infinito, existe Hf C w infinito tal
que f,|[HZ]" é constante.

Agora, recursivamente escolheremos subconjuntos infinitos de w, 5;, e nimeros naturais a; como
se segue: Seja Sp = w e ag = 0. Definido 5;, a;, seja Sj41 = HZSZ e a;11 > a; tal que a;4+1 € Siq1.
Esta claro que i € w entao fg,|[{am : m > i}|™ é constante. Seja G(a;) o valor assumido por esta
funcao neste conjunto. Como G : {a; : i € w} — k, existe S C {a; : i € w} infinito tal que G é

constante. Segue que f|[S]"*! ¢ constante. O

E comum pensar que f ¢ uma funcio que associa n-uplas nio ordenadas de elementos de S a
um conjunto finito de k cores. Neste contexto, f costuma ser chamada de coloracdo, e se H C S é
tal que f|[H]™ ¢ constante, H ¢ dito ser monocromatico.

Proposicao 7.31. h < par < b.

Demonstracao. Provaremos primeiro a segunda desigualdade. Seja B C w® uma familia ilimitada
de tamanho b. Podemos assumir que se g € B entdo g é estritamente crescente. Para cada g € B,
seja glw]? — 2 dada por g({z,y}) =0casox <yeg(x) <y,ejg({r,y}) =1casox <yey < g(x).
Veremos que dado H C w infinito, existe g € B tal que H ndo é quase homogéneo para g, o que
completa a prova. Primeiramente, notemos que dada g, se g|[J]?> ¢ constante igual & 1, entdo J é
finito, ja que sendo x = min H, temos que y < g(x) para todo y € J \ {z}. Assim, basta encontrar
g tal que para todo F' C w finito, §|[H \ F] ndo é constante igual & 0 Suponha que isso ndo ocorre.
Seja h : w — H tal que |(z,h(z)) N H| = 1, e denotemos o elemento deste conjunto por y,. Fixe
g € B. Veremos que g <* h, o que viola a escolha de B. Fixe n tal que se z,y > n sao distintos e
xz,y € H entdo g({z,y}) = 0. Segue que se x > n entdo x < y, < h(z). Mas também temos que
Yn, h(z) € H, logo, g(yn) < h(z), e, como g é estritamente crescente, g(z) < h(z), o que completa
a prova.

Agora provaremos a primeira desigualdade. Suponha que x < h. Veremos que k < par. Para
cada a < k, fixe f, : [w]?> — 2. Basta ver que existe H infinito que é quase homogéneo para f,
para todo a < k. Para cada o < k, seja D, = {H € [w]* : H é quase homogéneo para f,}. Dy
¢ claramente aberto, e, pelo Teorema de Ramsey, ¢ denso. Logo, existe H € [, Do € segue a
tese. O

Tendo ja provado diversas propriedades sobre o cardinal h, vamos iniciar os lemas preparatérios
para provar o Base Tree Lemma. Para tanto, lembraremos das seguintes defini¢bes gerais sobre
arvores e provaremos um ultimo lema.

Definicao 7.8. Seja < uma ordem parcial em T. T é uma arvore se dado s € T o conjunto
{t € T :t < s} é bem ordenado por <. Nesse caso, ht(¢) é o tipo dessa boa ordem, Lev,(T') = {t €
T : ht(t) = o e ht(T") = sup{ht(t) : t € T'}. Caso no nivel 0 tenha apenas um elemento, dizemos
que ele é a raiz de T. O

Lema 7.32. Seja A uma MAD family. Existe uma MAD family B tal que:
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(a) Paratodo Ac A, {X e B: X CA}|=c
(b) Para todo B € B existe A € A com B C A.

(c) Para todo X Cw, se |[{Ae€ A: |ANX|=w}| = centdo existe B € B tal que B C X.

Demonstra¢do. Primeiramente, se |A| < ¢, seja para cada A € A uma MAD family B4 em A de
cardinalidade ¢. Entao B = |J 4 Ba satisfaz o pedido.

Agora suponha que |A| =¢. Seja X = {X Cw:|{A € A:|ANX|=w}| = c} e enumeremos
X = {X, : a < k} de forma injetora. Define-se recursivamente ¢(X,) € {A € A: |[ANX| =
w}\ {o(X¢) : £ < a}. Dessa forma, ¢ : X — A é uma func¢ao injetora tal que |¢(X) N X| = w para
todo X € X.

Para cada X € X, seja {¢%, ¢} } uma parti¢io de ¢(X) tal que ambos elementos sdo infinitos
e tal que ¢% C X N¢(X). Seja Byxy =B\ U {#L}, onde ¢, onde B & uma MAD family em ¢%
de cardinalidade c. Note que By(x) ¢ uma MAD family em ¢(X). Se A ¢ ¢[X], seja B4 uma MAD
family em A de cardinalidade ¢. Entdo B = |J,c 4 Ba satisfaz o pedido. Para verificar a tltima
condigdo, dado X como no enunciado, temos que X € X. Basta tomar B € BY. O

Teorema 7.33 (Base Tree Lemma). Existe T' C [w]“ com as seguintes propriedades:

1. T, ordenada por D*, é uma arvore de altura b de raiz w.
2. Todo nivel de T, exceto pela raiz, ¢ uma MAD family de cardinalidade c.
3. Cada elemento de T possui ¢ D-sucessores imediatos.

4. Se X Cw é infinito, entao existe Y € T tal que Y C X.

Uma arvore T satisfazendo as condigoes acima de altura x é uma base tree de altura x.

Demonstragio. Sejam D! (a < h) uma colegao de abertos densos com intersegao vazia. Para cada
a € (0,h), seja Do = U, D!,. Temos que cada um destes é um aberto denso, que se « é limite,
Do =(Nocpea Ds € que Noopep D =0

Definimos recursivamente para « < h o conjunto Ty, o que veremos mais tarde ser o nivel o da
arvore. Seja Tp = {w}. Se 0 < v < b e Ty ja foi definido para todo 3 < 1, seja T, uma MAD family
tal que Tf,ig ﬂﬁ<7 Tzl ND~, e entdo seja T, uma MAD family obtida aplicando o lema anterior a
1. ]

E facil ver que se § < a < b entdo para todo A € T, existe A’ € T, e B' € Tp tal que
ACA Cc*B.

Provemos a seguinte afirmacao: Para todos o, 3 < b, se f < «a, A€ T,, B € Tg, entdo B\ A
é infinito. Fixe A, B como antes. Existe A’ € T/, com A C A’ e temos que A’ \ A é infinito. Existe
B’ € Tg com A’ C B'. Se B = B’ entdo |B\ A| = |A"\ A| = w. Caso contrario, |B\ B'| = |B\ 4’| =
|B\ A| = w, pois T é uma MAD family.

Veremos agora que se A € T, para algum a < h entdo {B € T': B D* ANB # A} ¢
uma boa ordem sob a relagdo D* de tipo «, o que prova 1. Pelo paragrafo anterior, temos que
{BeT:B>"ANB # A} C Up<, Tp. Como T, ¢ uma MAD family, vale que {B € T': B D~
ANB # A} C Ug.,, Tp- Também vimos que se 8 < awentdo [{B €T : B D" ANB # A}NTp| > 1.
Veremos que vale a igualdade. Com efeito, se B, B’ estdo na intersegao, como A C* BN B’ e Ty ¢
uma MAD family, segue que B = B’. Para cada < «, seja Bg o elemento desta intersecdo. Resta
ver apenas que 3 — Bg ¢ um isomorfismo de ordem. Se < v < «a, como vimos, existe B’ € Tp
com B, C* B'. Entdo B’ N B ¢é infinito, o que implica que B = Bg. Pelo paragrafo acima, segue
que By Z* Bg, porém Bg C* B,. Assim, segue a tese.

2. & claro. Para ver 3, fixe « < b e A € T,,. Primeiro, veremos que existe B € T}, ; com B C* A.
Primeiramente, note que ﬂﬁ<a+1 Tgl NDat1 = To ) NDqy1. Existe A" € Dy com A’ C* A nessa
intersecao. Afirmo que existe X € T/, tal que X C* A. Tome X € T, tal que X N A’ ¢ infinito.
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Existe B€ T, e B’ € D, com X C* B’ C* B. Logo, BNA ¢ infinito. Assim, segue que X C* B = A.
Agora, X possui ¢ subconjuntos em T,41, e segue que todos estes sdo sucessores imediatos de A.

Resta verificar 4. Fixe X C w infinito. Construiremos uma subéarvore S de T de altura w como
se segue: Define-se S, (que serd o n-ésimo nivel da sub-arvore) recursivamente de modo que:

i So :{w}

ii) Se Z € Sy, entdo X N Z é infinito.

111

|Sn| = 2™.
iv) Existe (um tnico) o, < b tal que S, C Ty, , e temos que se n < M, &y < Q.

v) Para todo Z € 5,41 existe W € S;, com Z C* W.

)
)
)
)
)
)

vi) Para todo Z € S,, existem Z’, Z" € S,1 distintos com Z >* Z', Z".

Note que, feito isso, i), iv) e v) garantem que S é uma arvore de raiz w, altura w e de n-ésimo
nivel S,, e iii), vi) garantem que cada ponto de S possui exatamente dois sucessores imediatos.
Para ver que podemos fazer essa construcao recursiva, define-se Sy como em i), e é claro que valem
as 1), ii), iii) e iv) para n = 0, sendo ag = 0.

Definido T, fixe Z € S,,. Temos que X N Z é infinito (pois ii)), logo, como D, é uma sequéncia
decrescente com intersegao vazia, existe az > a, tal que ZNX ¢ D, ,. Seja f = max{az : Z € Sp},
que, por iii), estd bem definido e vale que o, < § < h. Como a sequéncia dos D, é decrescente,
dado Z € Sy, temos que Z N X ¢ Dg, portanto, Z N X ¢ T |C Dg, o que implica que existem
7', 7Z" distintos em Tp quase-subconjuntos de Z. Seja apy1 =B e Spp1 ={Z2, 2" : Z € S, }, 0 que
conclui a construcao.

Podemos indexar S (recursivamente) utilizando 2<%, escrevendo S = {Zs : s € 2} de modo que
Zg € S|S| e de modo que se s C ¢ sao elementos de 2¥ entao Zs D* Z;. Seja v = sup{a,, : n € w} < b,
pois b é regular. Dado f € 2¥; seja Py C X uma pseudointerse¢ao de {Zy,, N X : n € w}.

Temos que Py C* Zy, € Ty, para todo n € w, logo, Py € Ty,| para todo n, o que implica que
Py e ﬂ6<7 Tl ND, = ﬂﬂ<7 Tp . Por construgao, T é uma MAD family e 77 | C ﬂ6<w T3l. Fixe
Zy € Tf/ tal que Zy N Py ¢ infinito. Como Zy € Té temos que dado n existe U,, € T,,, com Zy C* U,
Como Zy N Py C* Py, segue que Uy, = Py, Assim, Zy é uma pseudointersecao de {Zy,, : n € w}
em T. A colegdo {Z; : f € w} C T & uma colecao de ¢ elementos distintos que intersectam X
infinitamente (pois cada um intersecta Py C X infinitamente). Logo, por construcao, existe Y € T
tal que Y C X. Assim, segue a tese.

O

7.5 Pseudocompacidade de CL(¥(A)) sob h < ¢

Na secao 7.3, vimos que é consistente que CL(¥(A)) é pseudocompacto para toda MAD family
A. Nesta se¢do, veremos que é consistente que existe uma MAD family A tal que CL(¥(A)) nao
¢ pseudocompacto. Para isso, utilizaremos a hipotese de que h < ¢. No Apéndice B., vemos que é
congsistente com os axiomas de ZFC que h < ¢. Assim, estard provada a independéncia da existéncia,
de uma MAD family cujo hiperespaco de seu ¥-espaco nao é pseudocompacto.

Surpreendentemente, nao se sabe se existe, em ZFC, uma MAD family A tal que CL(¥(A)) é
pseudocompacto [Hrul4].

Teorema 7.34 (h < ¢). Existe uma MAD family A tal que CL(¥(A)) ndo é pseudocompacto.

Demonstragio. Seja T uma base tree de altura h. Para A C 2<% sejamg = {n € w: AN2" £ ()}
Seja A C [2<¥]“ ser tal que:

(1) A ¢ uma MAD family (de subconjuntos de 2<%).
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(2) Todo A € A é uma cadeia ou uma anticadeia em 2<%.
(3) ma € T para todo A€ A
(4) Se A,Be€ Ae A+# B entao m4 # mp.

Para ver que A existe, construiremos por recursdao. Enumeremos [w]¥ = {X, : a < ¢}. Para
a < ¢, definimos g(a) € {0,1} e A, como se segue: supondo que a construcao esta feita para todo
B < a<c se X,NAg é finito para todo 8 < a, seja A, € X, cadeia ou anticadeia infinita tal
que 74, € T e tal que para todo 8 < «, ma, # ma,. Isso & possivel de ser feito pois como X,
é infinito, este possui uma cadeia infinita ou uma anticadeia infinita. Tomamos um subconjunto
desta cadeia ou anticadeia de modo que a projecdo esteja na arvore, e entdo tomamos um dos ¢
sucessores imediatos que seja distinto de todos os ja escolhidos. Nesse caso seja g(a) = 1. A fungao
g serve como uma funcao indicadora de que um conjunto relevante foi construido nesse estigio.
Caso contrério, seja g(a) =0 e X, = 0. Seja A = {A, : a € g1 [{1}]. E claro que A é uma almost
disjoint family que satisfaz (2), (3) e (4). Devemos ver que ela € MAD. Dado X C w infinito, existe
a tal que X = X,. Se g(a) = 0, existe § < a tal que Ag N X & infinito. Temos que g(8) = 1, caso
contrario terfamos que AgNX =0, o que é absurdo. Caso contréario, A, ¢ um subconjunto infinito
de X, e segue a tese.

Seja Y = {2™ :m > 0} C CL(¥(A)). Afirmo que todo ponto de Y é isolado. Com efeito, dado
m, {2™} = (2™, {s1},...,{sam}) onde 2™ = {s1,...,som}. Temos que cada 2" ¢é finito, portanto
fechado. Isso mostra que Y é um aberto. Veremos que Y é fechado, o que mostra que o espaco nao é
pseudocompacto. Para isso, basta ver que Y nao possui ponto de acumulacdo. Fixe F' € CL(V(A)).
Veremos que F nao é ponto de acumulacao de Y. Primeiramente, notemos que se s € F'N2<% entao
U = (V(A),{s}) é uma vizinhanga de f que intersecta no méaximo um ponto de Y. Entao resta
apenas verificar o caso em que F' C A.

Caso 1: |F| < ¢. Nesse caso, existe f € 2¥ tal que Ay = {f|n : n € w} intersecta finitamente
todo elemento de F. Pois suponha que ndo. Entao dado f € 2% existe By € F C A tal que
|Ay N By| = w. Note que se f # g, entdo By # By, pois suponha que By = By. Como Ay N By ¢é
infinito, By possui infinitos elementos compativeis, logo, por (2), é uma cadeia. Porém, como By
também contém infinitos elementos de Ay, temos que By deve conter dois elementos incompativeis,
o que é absurdo. Assim, existe f € 2¥ tal que Ay = {f|n : n € w} intersecta finitamente todo
elemento de F. Seja:

U={HcVY(A): HNclyy(Ap)} = (V(A) \ clya)(Af))

Temos que U é uma vizinhanga de F' que ndo contém nenhum 2" para m > 1.

Caso 2: |F| =c.

Por (3) e (4), temos que [{m4a : A € F}| = ¢ > b logo existem A, B € F tais que ma,7p sa0
elementos distintos em um mesmo nivel de F. Assim, existe kK > 0 tal que 714 N7 C k. Seja
W = (U(A),{A} U A\ 2<F {B}YU B\ 2<F} ¢ uma vizinhanca de F disjunta de Y. Assim, segue a
tese.

O

Note que é possivel enfraquecer a hipétese de h < ¢ para a existéncia de uma base tree sem
cadeias de cardinalidade c.

7.6 Um exemplo em ZFC

Por enquanto, vimos resultados de consisténcia relativa sobre o problema inicial sobre se existe
alguma relagao entre a pseudocompacidade de X“ e a de CL(X). Nesta segao, veremos que, em ZFC,
existe um subespago X de fw tal que X*“ ¢é pseudocompacto, poréem CL(X) ndo é pseudocompacto.
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A construcao nao utilizard o conceito de MAD family, nem o de W-espaco. Porém, o resultado foi
incluido nesta dissertacao pois acreditamos que ele é pertinente ao assunto em questdo. Vimos que
é consistente que para toda MAD family A, CL(¥(.A)) é pseudocompacto, e que é consistente que
existe uma MAD family A tal que CL(¥(.A)) ndo é pseudocompacto. Porém, ndo se sabe se, em
ZFC, existe uma MAD family A tal que CL(¥(A)) é pseudocompacto, nem se é consistente que
para toda MAD family A, CL(¥(A)) nao é pseudocompacto. Assim, mostraremos um exemplo de
um subespago X de fw cuja w-ésima poténcia é pseudocompacta, porém tal que CL(X) nao é
pseudocompacto. Tal exemplo é construido no artigo [HHRO07|. Verificamos que é possivel construir
um espaco X com essas propriedades tal que X" é enumeravelmente compacto para todo k < b
(em particular, Kk = w). Tal construcdo aparecera em um artigo que esta em fase final de revisao
para ser submetido para publicacao.
Dado um ordinal «, lim « é o conjunto dos ordinais limites menores do que «.

Teorema 7.35. Existe X C fw tal que X“ ¢ pseudocompacto, porém CL(X) nao é.

Demonstra¢iao. Enumeremos (w*)¥ = {fo : @ € limc}, onde fo, = (fan : 7 € w). Seja F,, =
[27,2"+1) para cadan € w, eseja Y = {F, :n € w}. Dado U C w, seja my = {n € w: UNF, # 0},
e para um ultrafiltro p, seja 7(p) = {my : U € p}.

Afirmo que, para todo ultrafiltro p, 7(p) ¢ um ultrafiltro: dado U € p e V tal que 7y C V, temos
que, adicionando em U, para cada n € V, algum elemento de F,, obtemos U’ tal que mpr =V, e
temos que U’ € p. Notemos que nmpyny C 7y Ny, logo, m(p) é fechado por interse¢do. Temos que
dado U € p, n(U) # 0, pois U,,c,, Fn = w\ {0}. Assim, 7(p) ¢ filtro. Resta ver que 7(p) é ultrafiltro.
Fixe ACw.SejaU =J{F,:ne€ A}, eseja V =J{F, :n€w\ A} U{0}. Temos que UUV = w,
logo, um deles esta em p. Porém, ny = A ey =w \ A, assim, A € 7(p) ou w \ A € 7(p).

Construiremos recursivamente para « € limc¢, um ultrafiltro livre ¢, e um conjunto X, =
{Patm : m € w} C Pw tal que para cada « € lim ¢ e para cada m € w:

(1) Pat+m = 4o — hm(foc,n(m) n e w),
(2) Existe U € potm tal que |Fi NU| < 1 para todo k € w,

(3) Para todo 8 < «, existem U € paym € V € pg tal que my Ny = 0.

Feito isso, seja X = w U | J{ X4y : @ € limc}. Veremos que Y nao tem ponto de acumulac¢do em
CL(X). Suponha que exista e seja ele F.

Temos que FNw = (), pois se m € FNw, entdo W = (X, {m}) é uma vizinhanca aberta de F.
Se m > 0, tome k tal que m € Fj,. Entao W NY = {F}, o que é absurdo. Ja se m = 0, temos que
W NY =0, o que é absurdo. Entao dividimos o problema em dois casos.

Caso 1: F' é enumeravel.

Pela propriedade (2), para todo p € F' existe U, € p tal que |F, N Up| < 1 para todo k € w.
Afirmo que existe K = {z;,, : m € w} tal que para cada m, x,, € Fy, e tal que |[K NU,| < w para
todo p € F.

Para ver isso, escrevamos F' = {p,, : n € w} e Uy, = U,. Note que |F,| = 2T — 2" = 2" Para
n > 1, tome x, € F, \ Uy, Un, seja zg = 0 e segue a tese.

Seja W ={H € CL(X): HNcl K =0} = (X \ cl K). Note que como cada p € F é livre e como
K N U, é finito, segue que K ¢ p, e, portanto, p ¢ cl K. Logo, F' € W. Porém, Y N W = 0 ja que
dado m, F,,, Ncl K # 0.

Caso 2: F' é ndo enumeravel.
Por (3), existem p,q € F, U € pe V € q tais que my Ny = 0. Seja W = (X, clUNX,cl VN X).
w é uma vizinhanca de F' disjunta de todo FJ.

Agora verificaremos que X“ ¢ pseudocompacto. Seja (h, : n € w) uma sequéncia de ele-
mentos de w¥ C X“. Existe a € lime tal que f, = (hy : 7 € w). Tome h € X* dada por
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h(m) = qo — lim fo n(m), e (1) garante que h € X“ e é g, limite de (hy, : n € w).

Resta apenas mostrar que podemos definir sequéncias de ultrafiltros como acima.
Suponha que o é um ordinal limite e que escolhemos Xpg, gs para todo 8 € lim«. Para todos
n,m € w, seja gm(n) = fon(m). Afirmo que existe C € [w]“ tal que:

(a) Para todo m € w existe k € w tal que g,,|(C \ k) é constante ou injetora, e |g[C'\ k]NF};| <1
para todo j € w,

(b) Se m # n sdo naturais, entdo g,,|C =* g,|C ou g,,[C] N g,[C] =* 0.

(c) Para todo f < aem €w, m, (o) N7y = () para algum V' € pg.

Para ver isso, seja N = {n(p) € w* : (I < o)(p € Xp)}. Recursivamente, definiremos uma
sequéncia decrescente (A,, : m € w) de subconjuntos infinitos de w satisfazendo:

(1) gm|Am € constante ou injetora, e existe k € w tal que |gm[Am] N Fx| < 1 para todo k € w.
(ii) Se k < m, entao gm‘Am =* gk’Am ou gm[Am] N gk[Am] = 0.

Seja A_1 = w. Assuma que {Ay : kK < m} foi construido para algum m € w. Existe D C A,,_;
infinito tal que g,,|D ¢é constante ou injetora. Se g,,|D é constante, é claro que |g,[D] N Fi| < 1
para todo k < m natural. Caso contrario, é possivel tomar E C D infinito tal que |g,,[E] N Fy| < 1.
Em qualquer caso, mostra-se que existe £ C A,,_; infinito tal que g,,|F ¢ constante ou injetora e
lgm[E] N Fi| < 1 para todo k < m natural. Agora, é possivel tomar B C E de modo a satisfazer (2)
com B no lugar de A,,.

Como |N| < ¢, temos que intcl N = (). E possivel, entdo, tomar U C g,,[B] infinito tal que
U Cgm[B] e (my)*N N =0. Sendo A, = g, [U], segue a tese.

Seja C' tal que C C* A, para todo m € w. Esta claro que C satisfaz (a) e (b). C também
satisfaz (c), pois dado 8 < a e m € w, temos que C' C* Ay, (my,.1c))* NN = 0, o que implica que
T(pg) & my,.[c], logo, existe V € pg tal que 7y N7y, (0] = 0.

Agora seja g, € C* arbitréario e seja patm = o — lim(gm(n) : n € w) (0 g, limite existe pois o
espago Sw é compacto).

Assim, é claro que g, e X, satisfazem (1). Como C € qq, segue que g,,[C] € patm- Logo, por
(a), (2) é satisfeito. Para verificar (3), temos que se 8 < a, por (c), 7y, (] N7y = () para algum
V € pg. Como gim[C] € Patm, segue a tese.

O
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Apéndice A

MA o-Centrado

Um principio mais fraco do que o Axioma de Martin é o Axioma de Martin centrado, que
restringe o axioma de Martin a uma classe menos geral do que a das pré-ordens com c.c.c. Para
isso, vamos definir a nocao de subconjunto centrado em uma pré-ordem.

Definicao A.1. Seja P uma ordem parcial. Dizemos que S C P é centrado se, e somente se,
para todos s1,...,8, € A existe p € P tal que p < s1,...,8,. Dizemos que P é o-centrado se
P = UHEW A, onde cada A, é centrado. O

Por exemplo, se tomarmos P = [w]* ordenado por C*, entao S C P é centrados se, e somente
se, possui a pif forte.

Lema A.1. Se P é uma pré-ordem o-centrado, entdo P tem c.c.c.

Demonstragio. Se A é uma anticadeia em P. Escrevamos P = J, ., An, onde cada A, é centrado.
Seja f : A — w tal que f(a) é o menor natural n pra o qual a € A,. Se f(a) = f(b), temos que a,b
sao compativeis, logo, a = b. Como f é injetora, segue que |A| < w. U

Assim, poderiamos definir o Axioma de Martin centrado, substituindo c.c.c. por o-centrado. Tal
definicdo ndo é necessaria pois o cardinal p ja faz esse papel.

Proposicdao A.2. Seja m, o menor cardinal x tal que MAp(k) é falso para alguma pré-ordem
o-centrada. Entdo p > m,.

Demonstra¢do. A pré ordem utilizada para provar que m < p é o-centrada (Teorema 2.18), logo,
obtivemos uma prova de que m, < ¢. Para ver isso, se k < m, e A é uma familia com a propriedade
da intersecao finita forte de cardinalidade &, seja P = [w]<* X [A]<¥ ordenado por:

(8, F')<(5,F)+>sCs NFCF AVz e F(s\sCu)

Notemos novamente que se (s, F') e (s, F') forem elementos de P com s = s, entdo (s, F U F’)
é extensao comum. Logo, As = {(s,F) : F € [A]=%} é centrado para todo s € [w]<*. Como
P= Use[w]<w Ag, segue que P é o-centrado e o resto da prova segue de forma analoga. (]

Para a outra direcao, mais trabalhosa, precisaremos de algumas proposigoes adicionais.

Lema A.3. Suponha que P é uma pré-ordem para a qual -~ MAp(k). Entao existe @ C P tal que
Q] < ke ~MAg(k). Além disso, se P tem c.c.c., entdo @ tem c.c.c., e se P é o-centrado, entdo @
é o-centrado.

Demonstra¢do. Seja D uma colegdo de k subconjuntos densos em P tal que nao existe um filtro G
em P que intersecta cada elemento de D.

Para cada D € D, seja fp : P — D tal que f(p) < p para todo p € P. Além disso, seja
g : P x P — P tal que se p,q sao compativeis, entdo ¢g(p,q) < p,q. Seja Q o fecho de qualquer
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subconjunto nao vazio de P pelas fungoes fp e g. Pela Proposigao 1.9, temos que |Q| < k. Como
Q@ é fechado por g, temos que p,q € Q) sdo compativeis em @) se, e somente se, sdo compativeis em
P, e, como Q é fechado por fp, temos que D' = {DNQ : D € D} é uma cole¢ao de < x densos. Se
existisse um filtro H em @ intersectando cada elemento de D', entdo G = {zx € P:Jy € H(y < z)}
seria um filtro em P intersectando cada elemento de D, absurdo.

Como toda anticadeia em @) é uma anticadeia em P, temos que se P tem c.c.c. entao @) tem
c.c.c.

Se P ¢é o-centrado, sejam A, C P (n € w) centrados em P tais que P = |J,,c,, An. Temos que
Q = Upeo(AnNQ) e cada A, NQ & o-centrado, pois se p,q € A,NQ, temos que p, g sdo compativeis
em P, logo, s8o em Q. Assim, () é o-centrado. O

Definiremos abaixo a no¢ao de familia ligada, que pode ser pensado como um oposto de antica-
deia.

Defini¢ao A.2. Seja P uma ordem parcial. L C P é uma familia ligada se para todos p,q € L
existe s € P tal que s < p,q. Ou seja, L é uma colecao de elementos dois-a-dois compativeis. [l

Esta claro que todo filtro ¢ uma familia ligada.

Lema A.4. Seja P uma ordem parcial tal que para qualquer colegao D com |D| < k de subconjuntos
densos de P fechados para baixo, existe uma familia ligada L intersectando cada D € D. Entao
vale MAp(k).

Demonstracao. Seja D com |D| < k de subconjuntos densos de P. Queremos ver que existe G filtro
em P que intersecta cada denso. Enumeremos D = {D,, : o < k}. Para cada «, seja M, C D,
uma anticadeia maximal nesse sentido (o que existe pelo lema de Zorn). Seja C,, = {p € P : Jq €
M, (p < q)}. Afirmo que cada C,, é denso, pois suponha que nao.

Tome z tal que se y < x entdo y ¢ C,. Temos que nao existe y € M, tal que z < y, do contrario
teriamos que x € Cy. Tome d € D, tal que d < z. Temos que d ¢ M,. Dado m € Ma, temos que
d, m sdo incompativeis, pois se fossem compativeis existiria n € P com n < m,d. Como n < m,
temos que n € Cy, e como n < d < z, temos que n ¢ C,, 0 que é absurdo. Logo, {d} U M, é uma
anticadeia contida dem D,, o que viola a maximalidade de M, visto que d ¢ M,,.

Assim, cada C, é denso.

Observemos que uma intersecdo finita de densos fechados para baixo é um denso fechado para
baixo. Para cada s € k<“ \ {0}, define-se recursivamente no dominio de s densos Cs e anticadeias
M; como se segue: se dom(s) = 1, define-se Cs = Cyp) e Ms = M. Definidos Cs para todo
s € K<™\ {0} com n < 2, dado s € k" define-se C, = {Cy : t € ran(s)<" \ {0}}, que é denso, e
entdo toma-se My anticadeia maximal em C’ e define-se Cs = {p € P:3q € Ms(p < q)}.

Notemos que dado s,t € k< \ {0}, temos que Mg~ C Cs~¢ C CsNCy, e que Cs ={p € P:
Jge My (p <q)}.

Seja L familia ligada tal que LNCy # () para todo s € k<% \ {0}. Para cada s, tome ¢; € LNC.
Existe um tnico m(s) € Cs tal que gs < m(s).

Dados s,t, temos que m(s—t) < m(s),m(t), pois, se por exemplo, m(s"t) £ m(s), como
m(s™t) € Cs temos que existe u € My tal que m(s™t) < u distinto de m(s), logo, m(s™t) e m(s)
sdo incompativeis, o que ¢ absurdo pois gs~¢ < m(s™t), ¢s < m(s) e gs, ¢s—~¢ sao compativeis.

Seja G = {r € P: 3s € K\ {0} (po < 7)}. Temos que G é um filtro e para cada «,
m((a)) € M, NG C D, NG. O

O lema abaixo é de facil de demonstracao e fica a cargo do leitor.

Lema A.5. Seja P uma pré-ordem sem elemento maximo (ou seja, um elemento 1 tal que para
todope P,p<1lesel <pentdo 1 =p). Entdo tomando 1 ¢ P e Q = {P} U {1}, estendendo a
ordem < de P adicionando os pares (1,1), (p, 1) para todo p € P, obtém-se que @) é uma pré ordem
que é c.c.c. se, e somente se, P for, e que é o-centrada se, e somente se, P for.

Lembremos da seguinte definicao:
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Definicao A.3. Seja P uma pré-ordem. Dizemos que p € P é um &4tomo se, e somente se, para
todos r, s < p, temos que 7, s sdo compativeis. O

Lema A.6. Suponha que P é uma pré-ordem sem atomos. Entao P possui uma anticadeia infinita.

Demonstracao. Fixe p € P. Como P nao tem atomos, existem rg, py < p incompativeis. Definidos

Tn,Pn, S€jAIMN Tpi1, Ppt1 < Pp incompativeis. Dessa forma, temos que pg > p1 > p2 > ... e dados
ri,T;, temos que r;,7; sao incompativeis, pois se ¢ < r;,r;, sem perda de generalidade i < j, segue
que q < 74, p;i, 0 que é absurdo. ([

Lema A.7. Seja P uma pré-ordem e suponha que p possua um atomo p. Entao existe um filtro G
que intersecta qualquer subconjunto denso de P.

Demonstra¢do. Fixe p como no enunciado e seja G a colecdo dos pontos compativeis com p. G é
nao vazio, pois p € G. Se u,v € G, existem a,b € P tais que a < p,u, b < p,v. Como a,b < p, entao
existe ¢ € P tal que ¢ < a,b < p, e como ¢ < p, segue que ¢ € G. Assim, ¢ < u,v e ¢ € G. Além
disso, se u € G e u < v, temos que existe a € P tal que a < p,u, e, portanto, existe a < p, v, assim,
vEQG.

Se D é denso, existe d € D tal que d < p, assim, d, p sdo compativeis, e, portanto, d € DNG. O

A demonstragao do teorema abaixo ¢ uma adaptagdo da demonstracao encontrada em |[Kunll],
que por sua vez é uma adaptagao da demonstracao original do artigo [Bel81].

Teorema A.8. Seja m, o menor cardinal x tal que MAp(k) é falso para alguma pré-ordem o-
centrada. Entdo p = m,.

Demonstra¢do. J& vimos que p > m,. Resta ver que p < m,. Para isso, fixe P pré-ordem o-centrada.
Pelos nossos lemas, podemos supor que |P| < k, que p possui elemento maximo, denotado por 1, e
que P ndo tem atomos. Fixe D, (o < k) uma familia de subconjuntos densos fechados para baixo
de P. Veremos que existe uma famfilia ligada que intersecta cada um destes densos.

Podemos escrever P = |, Ci, onde cada Cj é centrado. Podemos supor que para cada [,
1€ (). Paracadap € P,sejap, ={q€ P:q<p} Paracadaa <k ep € P, seja Bo(p) ={l €
w:DyNCrNpy #0}.

Afirmo que dado m € w, o conjunto A,, = {Bs(p) : p € Cp, N @ < Kk} possui a propriedade da
intersecao forte. Com efeito, fixemos po, ..., pn € P, p, ..., o < k. Temos que ver que [, ~,, Ba, (Pi)
¢ infinito. Seja E = (,~,, Da,, que é um denso fechado para baixo. Como Cy, é centrado, seja g € P
com g < po,...,pn. Temos que [ :={l €w: ENCiNq # 0} €<, Ba;(pi)- Como P nio tem
dtomos, tomemos uma anticadeia infinita {a; : j € w} C ¢|. Para cada j, tomemos b; < a; com
bj € E. Para cada j, existe [; com b; € Cj;. Como os b; sao dois a dois incompativeis, segue que se
J # k entdo l; # i, e temos que b; atesta que [; € I.

Como |Cy,|, & < p, para cada m seja Z,, pseudointerse¢io de A,,. Para cada s € w<“, seja \(s)
o tltimo elemento de s, sendo A()) = 0. Seja T' = {s € w=¥ : Vn < A(s) (s(n) € Zy(s|n))}- Notemos
que @ € T e que, por exemplo, (3,1,4) € T se, e somente se, 3 € Zp,1 € Zged € Z;.

Para cada a < k, recursivamente define-se f, : T — P tal que fo(0) = 1 (0 elemento méximo
de P) e tal que, para definir-se s (1) € T

1. Sel € Ba(fal(s)), entao fo(s™ (1)) € Do NCiN fols),.

2. Caso contrario, fo(s— (1)) = 1.

Note que, como 1 € C; para todo [, temos que para toda s e para todo a, fa(s) € Cy(s).-

Para cada o < ke cada s € T', se s7 (1) € T entdo | € Zy(5) € Ba(fa(s)) (pois fa(s) € Ci(s))-
Entao existe ¢q(s) € w tal que | € Bo(fa(s)) para todo | > ¢4 (s) tal que s (1) € T.

Para cada «a, ¢ : T — w e T é enumeravel, entao, como p < b, tome I' : T' — w tal que ¢, <* T’
para todo o < k. Recursivamente em n, fixemos g : w — w tal que toda gln € T e tal que g(n) ¢ o
menor [ > T'(g|n) tal que (g|n)~() € T.
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Para cada «, como ¢, <* T', existe ko, € w tal que ¢,(g|n) < I'(g|n) para todo n > k.
Para n > kg, temos que g(n) € Ba(fa(gn))) (pois gln € T, por escolha, [ = g(n) € Zygn ©
[ >T(g|n) > ¢al(g|n),logo, pela definigao de ¢4, como g|(n+1) € T segue que | = g(n) € Ba(fu(s)),
logo, por 1., temos que fo(g/(n+ 1)) < fal(gn).

Para cada o, seja pa = fa(g|(ka+1). Entdo pa € DaNCya.)Nfal(glka)y, eseja L = {pa : o < K}.
Temos que LN D, # () para todo a. Devemos ver que L é uma familia ligada. Sejam «, 5 e assuma
que ko < kg. Se ko = kg, entao pa,pg € Cy(x,), logo, estes sao compativeis. Se ko < kg, temos que
como fo(gl(n + 1)) < fo(g|n) para todo n > kg, obtém-se fo(g|(kg + 1)) < fa(9]/(ka + 1)) = pa,
e falglks + 1)), fs(glks + 1)) = ps estao ambos na familia centrada Cy(ky), € Pportanto, sao
compativeis. O



Apéndice B
O Forcing de Cohen e pequenos cardinais

Neste apéndice, definiremos e introduziremos os fatos basicos sobre modelos de Cohen. Veremos
que, neste modelo, desde que CH valha no modelo base, ¢ = k =0 e w; = b, 0 que, em particular,
prova a consisténcia dew; =a=b<0=rc.

B.1 O modelo de Cohen

Definicao B.1. Sejam I,J quaisquer. Define-se Fn(l,J) = UFE[I]@ JE. Ou seja, Fn(I,J) é o
conjunto das fungoes de um subconjunto finito de I em J. Ordena-se Fn(Z, J) pela inclusao reversa.
Assim, () ¢ o maior elemento de Fn([l,J).

Notemos que, nesta ordem, dois elementos sdo compativeis se, e somente se, eles sdo funcgoes
compativeis e que F,,(I,J) é absoluto para interpretacoes transitivas e enumeraveis de ZFC. O

O (um) modelo de Cohen é uma extensao genérica de uma interpretacao transitiva e enumeravel
de M quando [ é infinito, |J| > 2 e J é enumeréavel em M. Veremos que as extensoes por Forcing
por Fn(7,J) dessa forma s6 dependem da cardinalidade de I e de M. Veremos ainda que a lei
zero-um vale para forcing com Fn(I,.J), ou seja, se ¢ é uma sentenga, entdo 1 IF ¢ ou 1 IF —¢.
Entdo, qualquer extensao genérica por Fn(/, J) satisfaz exatamente as mesmas sentencas.

Lembremos da definicdo de delta sistema e do seu famoso lema associado.

Definicao B.2. Dizemos que D é um delta sistema de raiz r se para todos a,b € D, anb=r. 0O

Teorema B.1 (Lema do Delta Sistema). Seja A uma cole¢do ndo enumeravel de conjuntos finitos.
Existe D C A e r tal que D forma um delta sistema de raiz r ndo enumerével.

Demonstragao. Notemos que existe n > 0 natural tal que {s € A : |s| = n} é ndo enumeravel
(caso contrario, A seria enumerével). Assim, basta provarmos, por inducdo, o seguinte lema: Para
todo n > 0 natural, se A é uma cole¢do nao enumeravel de conjuntos de n elementos entdo existem
D C A de mesma cardinalidade de A e r tais que D é um delta sistema de raiz r. Provaremos isso
por inducdo em n.

Para n = 1, temos que A é um delta sistema de raiz ().

Suponha que o lema é verdadeiro para um natural n e seja A uma cole¢do ndo enumerével de
conjuntos de cardinalidade n + 1. Dividimos a prova em dois casos.

Caso 1: Existe B C A ndo enumeravel tal que existe x tal que VF € B(z € F'). Nesse caso,
seja B' = {F \ {z} : F € B}. Temos que B’ & uma colegdo ndo enumerédvel de conjuntos de
cardinalidade n, logo, existe D’ C B’ nao enumeravel que forma um delta sistema de raiz r. Temos
que {FU{z}: F e D'} C BC A éum delta sistema de raiz r U {z}.

Caso 2: Para todo B C A nao enumeréavel e para todo x, existe F' € B tal que = ¢ F.

Recursivamente, construiremos F, € A para o < w; dois a dois disjuntos. Feito isso, obtivemos
um delta sistema de raiz (). Para ver que é possivel construir essa sequéncia, definimos-a como se
segue:

105
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Suponha definidos Fj para todo § < « para algum a < w; de modo que se < ' < a entdo
FgN Fg = . Afirmo que existe F' € A tal que para todo 8 < o, FNF, = (). Pois suponha que nao.
Seja U = U5<a F,. Temos que U é enumerével. Por hipétese de absurdo, para todo F € A existe
xp € UNF. Como U & enumeravel e A ndo enumeravel, existe B C A nao enumeravel tal que
para todos F,G € B, xp = x¢. Assim, B é um subconjunto ndo enumeravel de A tal que todos os
elementos possuem um elemento em comum, o que viola a hipétese. Logo, existe F' como queremos.
Sendo F' = F,, completa-se a recursao. [l

Lema B.2. Fn(/,J) tem a condicdo da cadeia enumeravel para quaisquer I, J tal que J é enume-
rével. Logo, forcings com essas ordens preservam cofinalidades e cardinalidades.

Demonstragao. Seja A C Fn(I,J) nao enumerével. Considere B = {dom s : s € A}. Define-se C,r
como se segue:

Se B é enumeravel, existe r € [I|<% tal que C' = {s € A : doms = r} ¢ ndo enumeréavel.

Se B é nao enumeravel, pelo lema do delta sistema existe C’ C B nao enumeravel e r € [I]<%
tal que para todos u,v € C’, uNwv = r. Nesse segundo caso, seja C = {s € A:doms € C'}.

Em qualquer um dos dois casos, existe C C A ndo enumerdavel tal que para todos s,t € C,
temos que dom s Ndomt = r. Temos que {s|r: s € C} C J". Como J" é enumeravel, existe sg € J"
tal que D = {s € C : s|r = sp} é ndo enumeravel. Se s,t € D, temos que doms Ndomt = r e
s|r = t|r = sp, portanto, s,t sdo compativeis. Assim, A ndo ¢ uma anticadeia.

Logo, toda anticadeia de Fn(I,.J) é enumeravel e segue a tese. ]

Lema B.3. Seja M uma interpretagao transitiva e enumeravel de ZFC e I, J € M, com [ infinito
e J nao vazio. Seja P = Fn(I,J) e G um filtro P-genérico sobre M. Entao f = |JG é uma fungao
sobrejetora de I em J.

Demonstra¢ao. G é uma colecdo de fungdes compativeis, logo, f = (JG é uma funcdo de um
subconjunto de I em J. Para cada i € I, seja D; = {s € P : i € doms}. D; é denso, pois dado
s € P,sei ¢ doms, entdo sU{(7,7)} é uma extensao de s para todo j € J. Logo, existe s € G com
i € dom s, e, portanto, ¢ € dom f. Como 7 é arbitrario, dom f = I.

Dado j € J, seja E; = {s € P : j € rans}. Temos E; é denso pois dado s € P, temos que
sU{(i,7)} & uma extensdo de s para todo i € I \ dom s, que é ndo vazio ja que I é infinito. Isso
mostra que a imagem de f é J. O

O lema abaixo nos mostra que se I é enumeravel e 2 < |J| < w, entdo as extensbes genéricas
dadas por Fn(Z,J) independem da escolha de I, J.

Lema B.4. Seja P = w<“ a subordem de Fn(w,w). Seja @ um forcing poset enumeravel sem
atomos. Entao existe ¢ : P — () imersao densa.

Demonstra¢ao. Denotemos por 1 o elemento méaximo de Q. Enumeremos @ = {p, : n € w \ {0}}.
Definiremos recursivamente func¢oes ,, para n € w de modo que:

a) in wS" = Q.

=3

Se n > 1, existe s € w=" tal que i,(s) < pp.

[oN

)
)
c) Se s,t €wS"es <t (ouseja, t Cs) entdo iy(s) < in(t).
) Se n < m entao i, C in.

)

e) Para todo s € w", temos que ip41[{s"(j) : j € w}| é uma anticadeia infinita maximal de

n+1 ¢

in(8), € int1|w™ é injetora.

£) io(0) = 1.
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Feito isso, seja i = |J,¢, in- Temos que d) garante que i é fungdo, a) e b) garantem que
domi = w e que i[w<¥] C @ é denso. Para ver que i preserva incompatibilidade, sejam s,t € w<¥
incompativeis. Seja n = max{m € w : sjm = t|m}. O item e) nos garante que i(s|(n + 1)) e
i(t|(n + 1)) sao incompativeis, e por d), temos que i(s) e i(¢) sdo incompativeis (pois se fossem
compativeis, as duas condi¢oes anteriores também seriam compativeis).

Define-se igp como em f). Suponha que i, foi definida para todo m < n. Devemos definir i,;.
Define-se iy, 1|wS" = iy, 0 que garante d). Resta definir 4, 1|w™!. Notemos que se e) for satisfeito,
entdo ¢) também sera.

Chamemos de (%) o seguinte paragrafo:

(x) Como @ ndo tem &atomos, para todo s € w™ existe uma anticadeia infinita maximal em
i(s)}. Escolhendo uma anticadeia maximal para cada s, define-se i,4+1(s™(j)) para cada j € w de
modo que in41[{s7(j) : j € w}] é uma anticadeia infinita maximal de 4, (s)}, € i,41|w™ ! & injetora.

Terminar a construcdo aplicando (%) ndo é o suficiente pois temos que fazer b) ser satisfeito.
Entao dividimos a construcao em casos:

Caso 1: Existe s € w=" tal que i,(s) < ppy1. Terminando a construgdo utilizando (x), temos
que e) e b) sdo satisfeitos.

Caso 2: Nio existe s € w=" tal que i,(s) < pua1. Seja k = max{3t € w<Y(in(t) > pni1)}, e
t € WP tal que i,(t) > s. Note que k esta bem definido pois i(f)) = 1. Dividimos este caso em dois
subcasos:

Subcaso 1: k = n. Neste caso, basta terminarmos a prova com o paragrafo (x) com a exigéncia
adicional de que ppy1d Nipr1[{t7() : j € w}] # 0.

Subcaso 2: k < n. Neste caso, definiremos recursivamente duas sequéncias finitas t; (k < j < n)
satisfazendo:

i) Paratodojtalquekﬁjgn,qjEQetjij.

i) ty =1t, @ = Pnt1-

iii) Para todo j tal que k < j < n, g < in(t;),qj—1-

Antes de provar que isso é possivel, note que, feito isso, g, < i(t,), sendo t, € W™, e ¢ < gn—1 <
-+« < @k = Pn+1, assim, para completar a prova basta aplicar (%) com a exigéncia adicional de que
and Nint1[{t;(j) : 7 € w}] # 0. Agora provaremos que é possivel construir recursivamente estas
sequéncias.

Define-se g, t, como em ii). Definidos gj,t; com k < j < n, temos que ¢; < i,(t;). Temos que
qj & in+1[{t; (1) : | € w}], caso contrario, terfamos que existe s € WS tal que i, (8) < ppiy1, 0 que é
absurdo. Assim, ¢; ¢ int1[{t; (I) : | € w}] e este conjunto ¢ uma anticadeia maximal, existe [ € w
e gj+1 € Q tal que gj11 < i(t; (1)), qj- Sendo tj11 =17 (1), segue a tese. O

Vamos agora trabalhar para mostrar que para todos I,J com |I| = k fixado e 2 < |J| < w
qualquer, Fn(Z,J) nos da as mesmas extensoes genéricas. Assim, as propriedades de forcing da
ordem Fn(I, J) com 2 < |J| < w dependem apenas da cardinalidade de I.

Defini¢ao B.3. Seja P um forcing poset e x um cardinal. Define-se FP(P, k) = {f € P*: [{a < k:
f(a) # 1} < w} e, para f € FP(P, k), define-se supp(f) = {a < k : f(«) # 1}. Ordena-se FP(P, k)
coordenada-a-coordenada. Note que a k-sequéncia constante igual & 1 é o elemento maximo de
FP(P, k). O

Lema B.5. Sejam P forcing posets e k um cardinal infinito. Para todos f,g € FP(P, k), temos que
f L g se, e somente se, existe o < k tal que f(a) L g(a).

Demonstra¢ao. Suponha que existe o < k tal que f(a) L g(a). Entao nao existe h € FP(P, k)
tal que h < f, g, caso contrario, teriamos que h(a) < f(a),g(a), o que é absurdo. Assim, f L g.
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Reciprocamente, suponha que para todo o < k existe p, € P com p, < f(«a),g(a). Temos que,
definindo-se h : k — P dada por h(a) = ¢, para a € supp f Usuppg, h(a) = 1 caso contrario,
segue que h € FP(P,k) e h < f,g. O

Lema B.6. Sejam P, (@ forcing posets e k um cardinal infinito. Suponha que ¢ : P — @ é uma
imersao densa. Seja j : FP(P, k) — FP(Q, k) dada por j(f)(«) = i(f(a)) é uma imersao densa.

Demonstragao. Sejam 1p, 1g os elementos maximos, respectivamente, de P, (). Primeiramente,
notemos que se f € FP(P, k), entdo j(f) € FP(Q, k). Isso ocorre pois, como i(1p) = 1g, {a < k :
i(f(a) £ 10} € {a < n s f(a) # 1p}.

Temos que j preserva a ordem: Sejam f,g € FP(P, k) tais que f < g. Dado «, temos que
fla) < g(a). Assim, j(f)(a) = i(f(a)) < i(g(a)) = j(g)(a). Como « é arbitrario, segue que
i(f) < ilg).

Temos que j preserva a incompatibilidade: Suponha que f,g € FP(P, k) sao tais que f L g.
Existe a < & tal que f(a) L g(a). Assim, j(f)(a) = i(f(a)) L i(g9()) = j(g9)(«), e, portanto,
i) L i(g).

j € densa: tome h € FP(Q, k). Para cada o € supph, seja po, € P tal que i(py) < h(«).
Seja f : kK — P dada por f(a) = pa, caso a € supp@, e f(a) = 1p, caso contrario. Temos que
f€FP(Pk)ei(f) <h. O

Lema B.7. Seja x um cardinal infinito. Entao:
a) Para todos I, I’ tais que |I| = |I'| e para todo J, temos que Fn(I, J) é isomorfo a Fn(I’, J).
b) FP(Fn(w,J), k) é isomorfo & Fn(w x &, J).

Demonstragao. a) Seja u: I — I’ bijecao. Segue que ¢ : Fu(I',J) — Fn(I, J) dada por ¢(s) = sou
¢ isomorfismo.

b) Seja ¢ : FP(Fn(w,J),k) — Fn(w x k,J) tal que ¢(f) : {(n,a) € w xsuppf : n €
dom f(«)} — J & dada por ¢(f)(n,a) = f(a)(n). Esta claro que ¢ esta bem definida.

¢ preserva a ordem: Suponha que f,g € FP(Fn(w,J), k) sdo tais que f < g. Devemos ver
que ¢(g9) C ¢(f). Tome (n,a) € dom¢(g). Temos que n € dom f(«). Como f(a) < g(a), segue
que g(a) C f(a). Assim, n € dom f(«) e a € supp f. Assim, (n,a) € suppo(f) e o(f)(n,a) =
f(a)(n) = g(a)(n) = é(g)(n, @).

¢ ¢ injetora: Suponha que f,g € FP(Fn(w,J), k) sao tais que f # g. Existe o < k tal que
fla) # g(a). Se dom f(«) # dom g(a), sem perda de generalidade existe n € dom f(«) \ dom g(«).
Segue que (n,a) € dom¢(f) \ dom¢p(g). Se dom f(a) = domg(a), existe n € dom f(«) tal que
f(a)(n) < g(a)(n). Segue que (n,a) € dom ¢(f) N d(g) mas ¢(f)(n,a) # ¢(g)(n, ).

¢ ¢ sobrejetora: tome p € Q. Seja S = mafsuppp] = {a < £k : In((n,a) € domp)}. Seja
f € FP(Fn(w, J), k) de suporte S, onde para a € s, dom f(a) = {n € w: (n,) € domp} e, para
n € dom f(«), seja f(a)(n) = g(n,a). Temos que ¢(f) = g.

Finalmente, suponha que f,g € FP(Fn(w,J), k) sdo tais que ¢(f) < ¢(g). Devemos ver que
f < g. Fixe a < k. Devemos ver que g(a) C f(a). Fixe n € domg(a). Temos que (n,a) €
dom ¢(g) C dom ¢(f), logo, n € dom f(a) e 9(f)(n, @) = F(@)(n) = gla)(n) = (g)(n, ). Assim,

segue a tese. [l

Com o corolario abaixo, concluimos que Forcing com modelo de Cohen independe de qual
exatamente sdo os conjuntos escolhidos como parametros de Fn.

Corolario B.8. Seja k um cardinal infinito, I,1’,J,J" tais que |I| = |I'| = &k, 2 < |J|,|J']| < w.
Entéo existem imersoes densas de FP(w<“, k) em Fn(I,J) e Fu(I’, J'), o que implica em essas duas
iltimas ordens gerarem as mesmas extensoes via forcing.
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Demonstragio. Basta provar que existe uma imersao densa de FP(w<%, k) em Fn(I, J). Vimos que
existe i : w<Y — Fn(w, J) imersdo densa. Logo, existe j : FP(w<¥, k) — FP(Fn(w, J), k) imersao
densa. Mas FP(Fn(w, J), k) é isomorfo & Fn(w X k, J), que, por sua vez, é isomorfo a Fn(I, J) (pois
|I| = |w X K|). Assim, segue a tese. O

Por fim, vamos enunciar e provar a lei zero-um, mostrando que ela vale para Fn(/, J) quaisquer
que sejam I, J com [ infinito.

Definicao B.4. Seja P um forcing poset.
Seja Aut(P) o conjunto dos isomorfismos de P em P. Dizemos que P é fracamente homogéneo
se, e somente se, para todos p,q € P existe um automorfismo i : P — P tal que i(p) £ q. O

Proposicao B.9. Dados I, J com [ infinito, o forcing poset P = Fn(I, J) é fracamente homogéneo.

Demonstragio. Fixe ¢,p € P. Seja u : I — I bijetora tal que u[domg] N domp = (. Temos que
i : P — P dado por i(s) = s o u & isomorfismo. Note que dom(p o u) = v~ [dom p] e v~ [dom p] N
dom q = (), logo, i(p), g s2o compativeis. O

Teorema B.10 (Lei Zero-Um). Seja P um forcing poset fracamente homogéneo. Entdo para toda
sentenca ¢, temos que 11- ¢ ou 1 IF —¢.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que = (1 I ¢) e =(1 IF —¢). Existem p,q € P tais que p I ¢
e qlF —¢. Seja i : P — P isomorfismo tal que i(p), ¢ sdo compativeis. Temos que i(p) IF ¢. Sendo
t <i(p),q extensdao comum, temos que ¢ I 0 = 1, absurdo. O

B.2 O modelo de Cohen e o cardinal ¢

Nesta secao, mostraremos como manipular o cardinal ¢ com Forcing de Cohen.

Proposicao B.11. Seja M uma interpretacdo transitiva e enumeravel de ZFC. Seja k € M tal
que (k ¢ um cardina)™ e tal que (cfx > w)™. Seja P = Fn(I,J), onde J € M, |J| > 1,
(J é enumeravel)™ e (|I] = k)™. Seja G um filtro P-genérico sobre M. Entdo (¢ > x)MIG],

Demonstragio. Notemos que Fn(I,J) é isomorfo, em M a Fn(k X w,J). Assim, podemos supor,
sem perda de generalidade, que I = k X w.

Pelo lema anterior, f : kK X w — J & uma funcao sobrejetora. Para cada o € k seja fo 1 w — 2
dada por fo(n) = f(a,n). Por absolutidade, temos que {f, : @ < k} € M[G]. Se mostrarmos
que se a < 8 < K entdo fo # fg, segue que, em M[G], k = |[{fa : @ < K}| < |J¥| = ¢. Entao
provaremos isso. Fixe jo,j1 € J distintos. Suponha que a < f < k. Seja D = {s € P : In €
w (((n, @), 7o), ((n,B),41) € s))}. Se D for denso, segue que fo(n) # fz(n) para algum n, e, assim,
segue a tese. Entdo basta ver que D é denso. Dado s € P, seja n € w tal que n # m para todo m
tal que existe d tal que (§,m) ¢ dom s, o que é possivel pois s é finito (i.e, tome n € w \ ma[dom s]).
Temos que s U {((a, n), jo), ((8,n),j1)} € D é uma extensao de s. O

Notemos que com o que temos em maos até agora, ja podemos afirmar que a consisténcia de
ZFC implica na consisténcia de ZFC+—CH. Veremos a seguir que (k = c)M[G] desde que M satisfaga
GCH. Podemos atingir isso de diversas formas. Mencionaremos duas formas: Trabalhando na teoria
ZFC+V=L+M, em que M é um simbolo de constante transitivo e enumeravel que satisfaz cada
axioma de ZFC+V=L, ou podemos utilizar a teoria ZFCM’, em que M é um simbolo de constante
transitivo e enumeravel que satisfaz os axiomas de ZFC+V=L, mas em que V=L néo é um axioma
(diferentemente da teoria ZFC+V=L+M). Essa teoria também é conservativa sobre ZFC com uma
demonstracao analoga a da teoria ZFCM, pois é possivel demonstrar que para qualquer quantidade
finita axiomas de ZFC+ V=L, ZFC prova que existe um conjunto transitivo e enumeravel que satisfaz
esses axiomas.
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Proposicao B.12. Suponha que M é uma interpretacao transitiva e enumeravel de ZFC, P € M
um forcing poset com c.c.c., kK, A € M um cardinal infinito de M, e que em M, vale que |P| = k.
Seja 0 = (kM)M. Seja G um filtro P-genérico sobre M. Entdo:

1. Em M, existem no maximo k* nice names para subconjuntos de \.

2. Em M([G], vale que 2* < 6.

Demonstragio. Trabalhemos em M. A ideia aqui é contar os nice names de subconjuntos de .
Seja A a colecio de todas as anticadeias de P, e F = A*. Seja F funcdo de dominio F dada
por F(f) = Uper{@} x f(a). Temos que a imagem de F' é o conjunto de todos os nice names de
subconjuntos de A. Seja B este conjunto. Temos, portanto, que |B| < |F|. Temos que todo elemento
de A é um subconjunto enumerével de P, logo, |F| = |A} = |A]} < |[P]<“]* = (k¥)* = k* = 0.
Paremos de trabalhar em M. Vimos que existe f € M, tal que f : B — 0 injetora. Seja g : B —
2 ()\) dada por g(1) = 7. Por absolutidade, g € M[G]. Assim, temos que g : B — (2 (\))MIC],
Esta funcdo é sobrejetora, pois seja X € (2 (A\))MIC. Seja p um P-nome em M para X. Existe
peGtal queplkp C \. Existe 7 € MT tal que 7 é um nice name para um subconjunto de Ae
1lI-(p € X\ — 7 =p). Em particular, p I (p € X\ = 7 = p). Mas entdo, p IF 7 = p. Como p € G,
segue que ¢g(7) = 7¢ = pe = X. Assim, como P preserva cardinais e f,g € M, segue que, em M|[G|:

2 = |2 (\)| < Bl < 6] = 6.
O

Corolario B.13. Suponha que M é uma interpretacfo transitiva e enumeravel de ZFC, k, A € M
um cardinal infinito de M, P = Fn(I,J), onde |J| > 2, J € M e (J & enumeravel, |I| = k). Seja
G um filtro P-genérico sobre M. Entao:

i) Se (k= k)M entdo (¢ = r)MIE],
ii) Se M satisfaz GCH e se (cf k > w)M entdo (¢ = x)MIC].

Demonstra¢io. Pela Proposicao B.11, temos que (2¢ > k)MIG] Assim, basta mostrar que (2¢ <
/{)M[G}. Se vale i), isso segue diretamente da proposicao anterior. Se valem as hipoteses de ii), entao
as hipoteses de i) decorrem de iii) da Proposicao 1.11.

O

B.3 O modelo de Cohen e o cardinal b

Nesta secao, veremos que, no modelo de Cohen, b = w;.

Lema B.14. Seja M uma interpretagao transitiva e enumeravel de ZFC. Seja Q € M uma nocao
de forcing enumeravel em M, e seja G um filtro Q-genérico sobre M. Entao w” N M é ilimitado em
MI[G].

Demonstracdo. Suponha que nao. Existe h € w N M|[G] tal que f <* h para todo f € w“NM. Seja
7€ M@ tal que ¢ = h. Seja W =w*NM.Fixepe Gtalque plH* 7: 00 — & /\VxEW[xS*T].
Trabalhando em M, seja {¢ € Q : ¢ < p} = {r; : j € w}. Para cada n, seja B, = {l e w: 3j <
n[r; IF* [ < 7(n)]}. Como para cada j < n existe no maximo um [ tal que r; I-* [ < 7(n), segue que
para todo n € w, E, é finito. Seja f(n) = max(FE,) + 1, definindo-se arbitrariamente max({ = 0.
Temos que f € w®.

Voltemos para fora de M. Como trabalhamos em M, segue que f € W. Segue que p I- Im €
wVn > m[f(n) < 7(n)]. Seja ¢ < pem € w tal que p IF Vn > m[f(n) < 7(n)]. Existe j tal que
q =r;. Fixe n tal que n > m, j. Seja [ = f(n). Temos que 7; |- [ < 7(n). Logo, pela defini¢io de f,
temos que f(n) > 1 o que é absurdo. O
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Lema B.15. Seja, I, J quaisquer e K C I. Seja i : Fn(K,J) — Fn(I, J) a inclusdo. Entéo i é uma
imersao completa.

Demonstragio. E claro que i preserva a ordem, assim, se s,tFn(K,J) sdo compativeis, também o
sao em Fn(I,J). Reciprocamente, se s,t sao compativeis em Fn(K,J), existe p € Fn(I,J) tal que
p C s,t. Logo, domp C doms C K, e, assim, s,t sdo compativeis em Fn(K, J).

Por fim, seja ¢ € Fn(Z, J). Devemos encontrar uma redugao de ¢ em Fn(K, J), ou seja, devemos
encontrar p € Fn(K, J) tal que para todo p’ € P, se p’ < p, entdo p’ e ¢ sdo compativeis em Fn(I, J).
Afirmo que p = ¢|K faz esse papel. Com efeito, se p’ < p entdo domp’ Ndom g = domp’' Ndomp =
domp, e q,p’ coincidem em domp (ambas, restritas, sio p). Assim, segue a tese. O

Proposicao B.16. Seja M uma interpretacao transitiva e enumeréavel de ZFC. Seja P = Fn([, J),
onde I,J € M e (|J] < w)™. Seja G um filtro P-genérico sobre M. Entdo ndo existe h € w* N M|G]
tal que f <* h para todo f € w¥ N M. Em particular, se M satisfaz a hipotese do continuo, entao,
em MI[G], b =w.

Demonstra¢io. Suponha por absurdo que exista uma funcao h como no enunciado e seja 7 € M¥
um nice name para um subconjunto de (w % w) tal que 7¢ = h. Trabalhemos em M. Seja S a unido
enumeréavel das anticadeias enumeraveis (pois P tem c.c.c.) de 7. Temos que S é enumeravel. Temos
que K = J{domgq : g € S} C I ¢ enumeravel. Seja Q = Fn(K,J). Se H = GNQ, temos que H &
Q-genérico sobre M e M C M[H] C M[G]. Temos que h = 7¢ = 7y € M[H| e f <* h para todo
f ew” N M. Mas isso contradiz o lema anterior.

A segunda afirmacgao decorre do fato de que, em M[G], W = w* N M é uma familia ilimitada
de cardinalidade wy (pela preservacao de wy). O

B.4 O Modelo de Cohen e o cardinal a

Nesta secao, veremos que, no modelo de Cohen, a = w;.

Proposicao B.17. Seja M uma interpretacio transitiva e enumeravel de ZFC+CH. Existe A € M
MAD family de M tal que para todos I,J em M tais que I ¢ infinito e (2 < |J| < w)M, A ¢
Fn(I, J)-indestrutivel. Em particular, se G' ¢ Fn(I, J)-genérico sobre M, segue que (a = w)M[C].

Demonstragdo. Trabalhemos em M. Seja P = w<“. Note que, pela Proposi¢ao B.12, existem no
maximo w* = w; nice P-names para subconjuntos de w. Seja {(7¢,pe) 1 w < € < w1} a colecdo de
todos os pares (7,p) tais que 7 ¢ um nice P-name para um subconjunto de @, p € P e pIF |7| = w.

Seja {A, : n € w} uma particdo infinita de w. Suponha definido A¢ para todo £ < « para algum
o tal que w < a < wy. Escolhe-se A, tal que:

a) |Aa N A¢| < w para todo £ < .
b) SeV¢ < a(pq IF* [TaNAg| < w), entdo Vm € w¥g < poIr < gIn >m(n € Ag A7 IF* 11 € 75).

Isso pode ser feito: Se a hipotese em b) é falsa, entdo basta tomar A, € [w]* que mostra que
{A¢ : £ < o} ndo € MAD (pois é enumeravel). Caso seja satisfeita, seja {B; : i < w} = {A¢ : £ < a}
e {(ni,q) i <w}=wx{qgcP:q<p,} Paracada i, temos que ¢; I- (]7o \ (BoU---UB;)| = &).
Assim, existem r; < ¢; e m; > n; tais que m; ¢ BoU---UB; er; IFm; € 7,. Seja Aq = {m; : 1 € w}
e a recursdo esta completa.

Seja G um filtro P-genérico sobre M. Afirmo que A é MAD em M|G] (note que isso implica
que A é¢ MAD em M, e que é P-indestrutivel). Pois suponha que nao. Existe X € M com X C w
infinito tal que |X N A,| < w para todo a < w{VI. Seja 7 € M um P-nice name tal que 7¢ = X.
Existe p € P tal que pIF (|7| = w e VA € A(JANT| < ©)). Existe a < wi tal que (7,p) = (Ta, Pa)-
Note que hipétese de b) vale para o passo a da recursio. Temos que p, IF* |7, N Ay| < w, logo,
existe m € w e ¢ < po tal que ¢ IF 74 N Ay C 1. Mas existe < g e n > m tal que n € Aqy e
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rIFn € 7, 0 que é absurdo.

Agora seja @ = Fn(I, J) como no enunciado. Suponha por absurdo que exista G filtro P-genérico
sobre M tal que A nao ¢ MAD em M|G]. Existe X € M[G] tal que X C w € infinito e X N A é finito
para todo A € A. Seja 7 um nice name para um subconjunto de @ tal que 7¢ = X. Novamente,
as unido das anticadeias (enumeraveis) de G ¢ um conjunto enumeravel K. Seja Q' = Fn(K,J)
Notemos que 7 ¢ um nice Q’-name para um subconjunto de w. Seja H = G N Q’. Temos que H ¢é
Q'-genérico sobre M e 1, = 7¢, entdo A nao ¢ MAD em M[H|. Existe i : P — @’ imersdo densa.
Segue que i~ '[H] é P-genérico sobre M e M[i~'[H]] = M[H]. Mas isso é absurdo pois A ¢ MAD
em M[i~[H]]. O

B.5 O Modelo de Cohen e o cardinal 0

Nesta secao, veremos que, no modelo de Cohen, 0 = w;.

Lema B.18. Seja M uma interpretagdo transitiva e enumerdvel de ZFC. Sejam I, W € M e
P =Fn(l,J), Q@ = Fn(W,J) e R = Fn(I \ W, J). Seja K um filtro P-genérico sobre M. Seja
G=KnNnQeH=KNR. Entao G é Fn(W, J)-genérciso sobre M, H é Fn(I \ W, J)-genérico sobre
M[G] e M|K| = M[G][H].

Demonstracao. Seja ¢ : QxR — P dada por ¢(p, q) = pUq. Verifica-se que ¢ é um isomorfismo. Seja
K = ¢~ '[K]. Temos que K é R x S-genérico sobre M e M[K] = M|K]. Notemos que K = G x H.
Assim, segue que G é Q-genérico sobre M, H ¢ K-genérico sobre M[G] e M[K] = M[K] =
MI[G][H]. O

Lema B.19. Seja P = Fn(I,J) e M uma interpretacao transitiva e enumeravel de ZFC tal que
I,JeMe(2<|J] <w, Il =w)M. Seja X =w?N M. Temos que 1 IFp If € w’Vh € X =(f <*)}.

Demonstra¢ao. Como forcing com Fn(7,.J) e Fn(w,w) s@o equivalentes, podemos supor que I =
J = w. Seja G uma filtro P-genérico sobre M e seja f = |JG : w — w. Afirmo que se h € K
entdao —(f <* h). Para isso, fixe h. Para cada m € w, temos que, por absolutidade, D,, = {p €
P :3n € domp(n >mAp(n) > h(n))} € M. Dy, é denso em P, pois dado s € P, sendo n > m,
m ¢ domp, temos que pU {(n,h(n) + 1)} € D,,. Agora suponha por absurdo que f <* h. Existe
m tal que se n > m entdo f(n) < h(n). Mas, como existe s € D,,, N G, segue que existe n > m tal
que f(n) > h(n), o que é absurdo. O

Proposicao B.20. Seja M uma interpretacao transitiva e enumeravel de ZFC. Seja x um cardinal
de M e seja P =TFn(I,J),onde I,J € M e (|I| = 5,2 < |J] <w)M. Seja K um filtro P-genérico
sobre M. Entao (0 > r)MIK],

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que o resultado ¢ falso. Existe, em M[K], um cardinal 0 < k
e uma fungao h: 0 x w — w tal que {h, : @ < 0} é uma familia dominante, onde hy(n) = h(a,n)
para todos a < 6, n € w. Como toda familia dominante € ilimitada e ndo existem familias ilimitadas
enumeraveis, temos que > wM = w{v 1K]
tal que 7 = h.

Trabalhemos em M. Seja U C k tal que |U| < 0 uniao de todos os dominios dos elementos das
anticadeias (enumeréveis) de 7. Tomemos W tal que U C W C k e |k \ W| = w. Temos que 7 é um
Fn(W, J)-nome. Seja @ = Fn(W,J), R=Fn(k \W,J), G =QNK, H=QNK. Temos que G é
Q-genérico sobre M, H é R-genérico sobre M |G| e M[K| = M[G][H]. Temos que h = 7y € M[H].
Pelo lema anterior, existe f € M[G][H] tal que Yoo < 0 =(f <* hy), 0 que & absurdo. O

. Seja T um nice name para um subconjunto de (6 X w) X w

Assim, neste apéndice, utilizando o fato de que w; < h < b, chegamos ao seguinte corolario:
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Corolario B.21. Seja M uma interpretacao transitiva e enumeravel de ZFC+GCH. Suponha que,
em M, x é€ um cardinal infinito e cf Kk > w. Sejam I, J € M tais que (|I| = x,2 < |J| < w. Seja G
um filtro Fn(7,.J) genérico sobre M. Entdo (w1 =h =a=b < x =0 = ¢)M[¢]. Em particular:

Con(ZFC) — Con(ZFC+(wi =h=a=b<d=1)).
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