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Resumo

Na maior parte deste trabalho, estudamos a existéncia de involugoes livres sobre algumas
4-variedades fechadas, com o mesmo tipo de homotopia do espaco total de algum fibrado
de superficie sobre superficie, bem como uma generalizacao do teorema de Borsuk-Ulam
para tais 4-variedades. Também estudamos a relagao do teorema de Borsuk-Ulam, para
aplicacoes da n-esfera em variedades, com a teoria de conivel.

Palavras-chave: involucgao livre, Borsuk-Ulam, fibrado de superficie, conivel.
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Abstract

In the most part of this work, we study the existence of free involutions over some closed
4-manifolds with the same homotopy type of the total space of some surface bundle over
surface, as well as a generalization of the Borsuk-Ulam theorem for such 4-manifolds.
Also we study the relation of the Borsuk-Ulam theorem, for maps from the n-sphere into
manifolds, with the colevel theory.

Keywords: free involution, Borsuk-Ulam, surface bundle, colevel.
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Introducao

Conjecturado por S. Ulam e provado por K. Borsuk, em [3], o teorema conhecido como
teorema de Borsuk-Ulam estabelece que, para qualquer aplicacao continua f : S"™ — R",
existe x € S™ tal que ele e seu antipoda —z sao colapsados num mesmo ponto pela
aplicacao f, isto é, f(z) = f(—x). Uma interpretacao deste problema, para o caso parti-
cular n = 2, diz que em qualquer instante sempre existem dois lugares na terra (antipodas)
com mesmas temperatura e pressao. Existem diversas versoes, muitas provas diferentes e
varias generalizacoes que dao destaque a este teorema. Uma referéncia interessante que
faz uma abordagem do assunto é [25].

Uma generalizacao natural para este teorema é trocar a esfera S™ por um espago
topoldgico X equipado com uma involucao livre 7, e o espago euclidiano R™ por um
espaco Y, e assim, dada uma aplicagao continua f : X — Y, procurar saber da existéncia
de algum ponto x € X tal que f(z) = f(r(x)). Quando este fato acontece para toda
aplicacao continua f : X — Y, dizemos que a tripla (X, 7;Y) satisfaz a propriedade de
Borsuk-Ulam (PBU). Vérios trabalhos tém sido realizados nesta diregao, dentre os quais
destacamos: [1], [T1], [12], [13] e [14].

Neste trabalho, estudamos involucoes livres sobre algumas 4-variedades fechadas que
tém o mesmo tipo de homotopia do espaco total de algum fibrado de superficie sobre
superficie, bem como a propriedade de Borsuk-Ulam para tais 4-variedades. Também
estudamos a propriedade de Borsuk-Ulam, para aplicagoes da m-esfera em variedades,
relacionando-a com a teoria de conivel. Nos proximos paragrafos, fazemos um apanhado
do que é feito nos capitulos e no apéndice deste trabalho.

O Capitulo [If tem um caréater preliminar e visa fixar notacoes e apresentar ferramentas
luteis para nosso estudo.

Em [11], Gongalves classifica as involugoes livres sobre uma superficie fechada S e
estuda a propriedade de Borsuk-Ulam para triplas do tipo (S, 7;R?). Motivados por este
trabalho, no Capitulo [2, estudamos a propriedade de Borsuk-Ulam para (M; x My, T X

viii



Introducao ix

B;R™), onde M; e M, sao superficies fechadas e 7 x 8 é uma involugao livre sobre M; X
M,, dada por (7 x B)(z,y) = (7(z), B(y)) tal que 7 e B sdo involugdes sobre M; e Ms,
respectivamente, e pelo menos uma delas é livre. Chamamos uma tal 7 x § de involugao
diagonal. Basicamente, trabalhamos com as involucoes diagonais 71 := 7 X 3 tal que 7
e [ sao ambas livres, e 75 := 7 X [ tal que apenas 7 é livre. Neste capitulo, obtemos
alguns resultados gerais para o produto de dois espagcos, equipado com tais involucgoes, e
em particular para o produto de superficies, sendo que os casos a serem analisados sao
n = 2,3,4 em triplas do tipo (M; x My, 7 x B;R™). Por exemplo, com o auxilio de um
método algébrico, no caso n = 2, provamos que se M7 e M, sao superficies fechadas, entao
a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M; x My, 71;R?) se, e somente se, ela também
vale para (M, 7;R?) e (M, 3;R?) - Teoremas e 2.8 Enquanto que, para n = 3,4,
obtemos que a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M; x My, 71; R™), nem para
(M x Ms, 19; R™) - Proposigao . Em geral, nao sabemos se existem outras involugoes
livres sobre os produtos de superficies fechadas M; x M, que nao sejam da forma diagonal.
Desta forma, apresentamos, no Apéndice, calculos realizados na tentativa de se encontrar
tais involugoes, para o caso particular em que M; = My = Kb (garrafa de Klein).

Com o objetivo de obtermos outras 4-variedades equipadas com involugoes livres,
no Capitulo [3] consideramos 4-variedades fechadas M com o mesmo tipo de homotopia
do espago total £ de algum fibrado de superficie sobre superficie, o qual denotamos por
& = (E, B, F,p). Naverdade, nosso estudo se baseia no caso em que B e F' sao superficies
fechadas. A familia de todas estas 4-variedades fechadas é denotada por F. Observemos
que os produtos de superficies, estudados no Capitulo 2] pertencem a esta familia. Mais
precisamente, o estudo do capitulo em questao é feito da seguinte maneira: dados M € F
e [¢] uma classe nao nula de H'(M;Zs,), olhamos para ¢ como um epimorfismo de (M)
em Zsy. Da teoria de revestimento, consideramos o revestimento duplo de M associado

a o, M

o, isto é, m(M,) = Ker(p), equipado com a involucao livre 7, dada pela “deck

transformation”. Se chamamos tal procedimento de “operacao” 1 sobre elementos da
familia F, provamos que a familia F é fechada com relagdo a “operacao” 1 (Teorema
, ou seja, se M € F, entao M, € F. E mais, um fibrado que corresponde a M, é
dado por &y, = (E,, B, F',p'), onde (E,,q) é o revestimento duplo de £ associado a ¢
e as superficies fechadas F' e B’ estao relacionadas com F' e B, dependendo da composta
p o g ter uma certa propriedade ou nao. Neste ponto, dividimos a familia F em trés

subfamilias disjuntas: Fi, F» e F3, de acordo com a base e a fibra de &, e fazemos os
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reconhecimentos dos elementos de F; e F3, bem como de seus revestimentos duplos, caso
existam.

No Capitulo , provamos o seguinte resultado: sejam M € F, com &y = (E, B, F, p)
um fibrado correspondente a M, 0 # [p] € HY(M;Zs) e (E,,q) o revestimento duplo
de E (associado a ¢). Se (p o q)x nao ¢é sobrejetor, entdo a propriedade de Borsuk-
Ulam nao vale para (M, 7,;R™), quando n = 3,4 (Teorema . Dai, analisamos a
propriedade de Borsuk-Ulam para os revestimentos duplos dos elementos das subfamilias
F1 e Fy, ou seja, verificamos a validade da propriedade de Borsuk-Ulam para triplas
do tipo (M,,7,;R"), com M € F;, i = 1,2. Por exemplo, se &y = (E, 7%, RP? p)
é trivial, entao m (M) = m(F) = {(a1,b1,c| a1, b1], %, [a1, ], [b1,c]), e dai obtemos que
se 0 # [¢] € HY(M;Zy) é tal que ¢(c) = o(z) = 1, para x = a1, ou z = by, entdo
a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M,,7,;R"), para n = 2,3, e nao vale para

(M, 7,; R*) - Proposigoes [4.10(ii) e [4.12]

Em [19], Hillman apresenta vérias caracterizagoes para que uma 4-variedade fechada M
pertenca a familia F. No entanto, a caracterizacao para que uma 4-variedade pertenca a
subfamilia F3, cujo fibrado correspondente tem a propriedade de que a base e a fibra sejam
K(m, 1), nao foi suficiente para estudarmos os revestimentos duplos de elementos desta
subfamilia. Assim, a fim de obtermos alguns elementos desta subfamilia equipados com
involugoes livres, no Capitulo [5 estudamos as chamadas variedades “flat”. Entendemos
por um grupo de n-variedade “flat”, um grupo 7 livre de torcao que tem um subgrupo
normal, de indice finito, isomorfo a Z™". Estas sao condi¢oes necessarias e suficientes para
que 7 seja o grupo fundamental de uma n-variedade fechada “flat”. Sao conhecidos todos
os grupos de 4-variedade “flat” e eles sdo apresentados em [I8]. Logo, sdo conhecidas todas
as 4-variedades fechadas que sao revestidas finitamente por 7. Assim, neste capitulo,
apresentamos aquelas que sao revestidas duplamente por 7%, detectamos as involucoes
livres 7 sobre T* e estudamos a propriedade de Borsuk-Ulam para (7%, 7;R™).

Na busca de estudarmos a propriedade de Borsuk-Ulam para mais elementos de F3

equipados com involugoes livres, no Capitulo [6] consideramos os revestimentos duplos da

Kb x Kb
x

Mudando um pouco a dinamica do trabalho, motivados pelo estudo da teoria de nivel

4-variedade quociente , para determinadas involucoes livres 7 e [ sobre Kb.
e conivel, apresentada em [7], no Capitulo , apresentamos uma condi¢ao necessaria e
suficiente ja conhecida, para a validade da propriedade de Borsuk-Ulam para (X, 7;Y)

em termos de existéncia de uma aplicacao equivariante, mais precisamente, obtemos que
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a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X, 7;Y) se, e somente se, ndo existe aplicagao
equivariante de (X, 7) em Y* (Proposi¢do [7.1)), onde Y* := Y x Y — A (A é a diagonal
de Y x Y) equipado com a involugao livre que troca as coordenadas. Quando X = S",
esta condicao é equivalente ao calculo do conivel de Y*. Neste sentido, pelo trabalho
de Conner-Floyd [6] (mais especificamente por [0 Teorema 33.1]) e suas generalizagoes,
fazemos algumas observacoes acerca da propriedade de Borsuk-Ulam para (S", A; M*),
onde M* ¢ uma variedade topolégica de dimensao k e A é a involucao antipodal sobre S”,

e sob algumas hipéteses sobre M*, determinamos o confvel de (M*)*.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem por objetivo introduzir conceitos, resultados e notagoes que serao
usados no decorrer deste trabalho. Por todo o texto, entenderemos aplicagao como sendo
aplicacao continua e espaco como sendo espaco topoldégico. Sempre que houver duvida de
notacao, sugerimos ao leitor a consulta da lista de simbolos, onde colocamos algumas das
notagoes usadas no texto. Com relacao aos resultados da teoria de grupos, usados em todo
o trabalho, sugerimos ao leitor as seguintes referéncias: [30, Apéndice I, Secao 6] e [23]
Secao 2.3| para o método de Reidemeister-Schreier, que trata de dar uma apresentagao
para um subgrupo H de um grupo G (H < @) conhecendo-se a apresentacao de G; [B],
[21] e [31] para produto semidireto; e [21] para as apresentacoes dos produtos direto e

semidireto de grupos.

1.1 Sobre fibrados e fibracoes

Nesta secao apresentamos algumas propriedades da teoria de fibrados, cujos detalhes
poderao ser encontrados em: [4], [20], [22], [32] e [33]. Sendo E, B e F espagosep : E — B
uma aplicac¢do, denotamos por ¢ = (F, B, F,p) um fibrado (ou F-fibrado sobre B) com
base B, fibra F', espaco total E e projecao p. Observemos que se B é paracompacta e
Hausdorff, entao todo fibrado sobre B ¢ uma fibracao ([32, Corolario 14, pag. 96]).

Exemplo 1.1. Consideremos S uma superficie fechada (compacta e sem bordo) e
I'xS

o= 00 ~ (o)
aplicagao p : Ey — S dada por p((t,z)) = t, para todo (t,z) € I x S, com (t,x) € E, e

¢ : S — S um homeomorfismo. Definamos E4 = juntamente com uma

- 1
t e P denotando as classes contendo (¢, ) e ¢, respectivamente. Assim, (E,,S', S, p)

~Y
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¢ um fibrado e, como S! é compacta e Hausdorff, p é uma fibracao. E mais, sabemos que
os S-fibrados sobre S! sao classificados, a menos de equivaléncia de fibrados, pelas classes
de conjugagao das classes de isotopia dos auto-homeomorfismos de S que preservam ponto
base ([15, Segao 1.2]). Sendo assim, temos, por exemplo, apenas dois S?-fibrados sobre S!
(onde o néo trivial, é obtido pelo homeomorfismo ¢ : S* — S? dado por ¢(z) = —x, e seu

espaco total é denotado por S'xS?) e apenas um RP?-fibrado sobre S'.

Apresentamos agora algumas propriedades sobre fibrados induzidos (ou pullback) e

fibrados principais.

Proposicao 1.2. [22] Proposicao 8.7] Sejam & = (Fy, By, F1,p1) e & = (Es, By, Fy, po)
dois fibrados, e f = (fg, fp) uma aplicacao fibrada de & em &. Entao, & é equivalente

ao fibrado induzido fg*(&2).

Teorema 1.3. [22, Teorema 8.8] Sejam { = (E, B, F,p) um fibrado e f,g : B — B

aplicagoes homotopicas. Entao, f*(£) e g*(£) sao equivalentes.

Teorema 1.4. [22] Teorema 8.9] Qualquer fibrado sobre um espaco contratil é equivalente

ao trivial.

Teorema 1.5. [4 Cap. II, Teorema 5.8] Seja X um espago paracompacto e Hausdorff
sobre o qual um grupo compacto de Lie, G, atua livremente. Entao, p: X — X/G é um

G-fibrado principal.

Para qualquer grupo topoldgico GG, existe uma construcao, denominada construgao de
Milnor, de um espago contratil EG, sobre o qual G atua livremente, tal que o G-fibrado
principal universal p : EG — EG/G = BG, que denotamos por wg, possui as seguintes

propriedades:

Teorema 1.6. [20, Cap. 4, Teorema 12.2] Para qualquer G-fibrado principal { =
(E, B, F,p), existe uma aplicagdo f : B — BG tal que £ e o fibrado induzido f*(wg)

sao equivalentes.

Teorema 1.7. [20, Cap. 4, Teorema 12.4] Sejam fo, f1 : B — BG duas aplicagoes tais que
fo*(wg) e fi*(we) sdo G-fibrados principais equivalentes sobre B. Entao, fy é homotdpica

a fl-

Com as hipé6teses do Teorema denominamos o espaco BG de espaco classifi-

cante e a aplicacao f de aplicacao classificante para o G-fibrado principal &.
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Teorema 1.8. [32, Teorema 10, pag. 377] Dada uma fibragao p : E — B, com fibra sobre

bo € B, F = p~*(by), existe uma sequéncia exata
oo —— T (F) —— 7, (E) —=7m,(B) —=m, 1 (F) — - - - ——mo(B), (1.1)

denominada sequéncia de homotopia da fibracao.

1.2 Espacos com involucoes

Dado um espaco X, uma tnwvolug¢ao sobre X é um homeomorfismo 7 : X — X tal que
72 é a aplicagao identidade sobre X (ou seja, 72 = idx). Dizemos ainda que T é livre se

ela ndo tem pontos fixos, isto é, 7(z) # x, para todo x € X.

Observagao 1.9. A existéncia de uma involugao livre 7 sobre um espago X é equivalente
a existéncia de uma Zs-acgao livre sobre X. Assim, pelo Teorema , p: X — X/7 éum
Zo-fibrado principal.

Notagao 1.10. Um par (X, 7) denotard, por todo o texto, um espago X equipado com

uma involucao livre 7.

Exemplo 1.11. Consideremos a esfera S”. Temos que a aplicagao A : S” — §", dada
por A(z) = —z, é uma involugao livre sobre S”, chamada de involugdo antipodal. A

menos que digamos o contrario, sempre veremos a esfera S” equipada com esta involugao.

Definigao 1.12. Dados pares (X,7) e (Y, (), dizemos que uma aplicagdo f : X — Y
é equivariante (ou Zs-equivariante) se ela comuta com as involugoes 7 e 3, isto é,
for=p0f. Uma tal finduz uma aplicacdo f entre os espacos de érbitas, X/7 e Y/8,

de modo que o diagrama

x—1 .y
Ll
X/T——=Y/p

comuta.

Observagao 1.13. Dado um par (X,7), desde que [X/7,RP*] = HY(X/7;Z,), entao
0 Zs-fibrado principal p : X — X/7 é classificado por uma classe de cohomologia wy €

HY(X/7; 7). Com a notacao de|1.12] a aplicacdo f é tal que

fwy) = wx.
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1.3 A propriedade de Borsuk-Ulam (PBU)

O teorema conhecido como teorema de Borsuk-Ulam, conjecturado por Ulam e provado
por Borsuk, em [3], estabelece que, para qualquer aplicagao f : S" — R™, existe um
par de pontos antipodas (z, —z), com x € S", de modo que z e —x sdo colapsados num
mesmo ponto pela aplicagao f, isto é, f(z) = f(—z). Uma generalizagao natural para este
teorema seria trocarmos a esfera S™ por um espago X equipado com uma involugao livre
T, e 0 espago euclidiano R™ por um espaco Y, e nos perguntarmos se para toda aplicacao
f:X =Y, existe x € X tal que f(z) = f(7(z)). Caso isto ocorra, dizemos que a terna
(X, 7;Y) satisfaz a propriedade de Borsuk-Ulam (PBU) . Umn de nossos objetivos
neste trabalho é estudar tal propriedade para ternas do tipo (X, 7;R"), onde X é um
CW-complexo conexo de dimensao quatro.

Sejam X e X’ CW-complexos quaisquer (nao necessariamente de dimensao finita).

Definigao 1.14. Dizemos que os pares (X, 7) e (X', 7') sdo equivalentes se existe um

homeomorfismo h : X — X’ que é Zs-equivariante.

Observacgao 1.15. Se os pares (X, 7) e (X', 7') sdo equivalentes, entao a propriedade de

Borsuk-Ulam vale para (X, 7;Y") se, e somente se, ela vale para (X', 7;Y).

Na sequéncia, apresentamos as ferramentas que serao usadas no estudo da propriedade
de Borsuk-Ulam para ternas do tipo (X, 7;R"™), cujas verificagoes podem ser encontradas

em [13].

Proposicao 1.16. [13, Proposicao 2.2] Consideremos um par (X, 7). Sao equivalentes:
(i) a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X, 7;R");

(ii) nao existe aplicacao equivariante f: X — S

(iii) nao existe aplicagao f : X/7 — RP™ ! tal que o pullback da classe nao trivial
y € HY(RP"1;Z,) é a classe caracteristica, wy, do Z,-fibrado principal p : X — X/;

(iv) a aplicagao classificante v : X/7 — RP> nao se fatora a RP"1.

Coroléario 1.17. [13, Corolario 2.3] Sejam 71,72 duas involugoes livres sobre X com
espacos de drbitas correspondentes Wy, Wy, e aplicagoes classificantes v1,72. Suponha
que as classes caracteristicas representativas wy; € HY(Wi;Zs), wy € HY(Wy, Zs) sdo
equivalentes no sentido de que existe uma equivaléncia de homotopia h : W7 — W5 com
h*(ws) = w;. Entdo, a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X, 7;R") se, e somente

se, ela vale para (X, 7o; R™).
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Lema 1.18. [I3] Lema 2.4] Consideremos um par (X, 7), com dim(X) = m < oo, e n um
inteiro positivo.

(1) Se a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X, 7;R"), entdo ela também vale para
(X, ;R 1.

(2) A propriedade de Borsuk-Ulam sempre vale para (X, 7;R?).

(3) A propriedade de Borsuk-Ulam nunca vale para (X, 7; R™1).

Observacao 1.19. Nas hipéteses do lema anterior, nosso problema passa a ser o de
encontrar o maior inteiro n, 1 < n < dim(X), para o qual temos a validade da propriedade

de Borsuk-Ulam para a terna (X, 7;R").

Os proximos resultados nos dao critérios algébricos para o estudo da propriedade de

Borsuk-Ulam.

Teorema 1.20. [13, Teorema 3.1] Consideremos um par (X, 7). A propriedade de Borsuk-
Ulam vale para (X, 7;R?) se, e somente se, o homomorfismo induzido vy : m (X/7) —
m (RP>®) = Zs pela aplicacao classificante v : X/7 — RP* nao se fatora através da
projecao Z — Zs, isto ¢, nao existe homomorfismo 7 : 7 (X/7) — 7 (RP') 2 Z de modo

que o seguinte diagrama comuta

e

7T1(X/T) 7_#)22’

onde i : RP! — RP> denota a inclusao.
Como consequéncia deste resultado temos:

Corolario 1.21. [13, Corolario 3.3] Dado um par (X, 7), se m(X/7) ¢é finito, entdo a

propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X, 7; R?).

Dado um par (X, 7), sendo w € H'(X/7;Zs) a classe caracteristica do Zy-fibrado

principal X — X/7, temos:

Teorema 1.22. [I3, Teorema 3.4] A propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X, 7;R™),

onde m = dim(X), se, e somente se, w satisfaz w™ # 0.
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1.4 Nivel e conivel

Existe um conceito intimamente relacionado com a propriedade de Borsuk-Ulam e que

apresentaremos ao longo desta segao.

Definicao 1.23. Seja X um espaco equipado com uma involu¢ao 7, nao necessariamente

livre. Definimos o nivel e o conivel de X, respectivamente, por

s(X) = inf {n|existe aplicacio equivariante de X em S"1} e

s'(X) = sup {m | existe aplicagao equivariante de S™~! em X}.

Se nao existe aplicacao equivariante de X em S”, para qualquer n, convencionamos
s(X) = oo. Se X é ndo vazio, sempre existe aplicagdao equivariante de S em X, e assim
1 <§(X) < 0.

Vale observarmos que, em virtude da Proposicao verificar a validade da pro-
priedade de Borsuk-Ulam para ternas do tipo (X, 7;R") é equivalente a determinar o
nivel de X.

O nivel e o conivel possuem as seguintes propriedades:

Lema 1.24. [7, Lema 2.7] Sejam X e Y espagos equipados com involugoes. Se existe uma

aplicagao equivariante de X em Y, entao s(X) < s(Y) e §'(X) < (V).

Lema 1.25. [7, Lema 2.8] Dado um espago X equipado com uma involu¢ao, entao s'(X) <

s(X).

Exemplo 1.26. Temos que s'(S"!) = s(S"!) = n, para todo n > 2. De fato, por um
lado, da validade da propriedade de Borsuk-Ulam para (S, A; R¥), para todo k < n—1,

obtemos que néo existe aplicacdo equivariante de S* ' em S¥!', com k < n — 1, isto §é,
(SN >n—1. (1.2)

Por outro lado, da nao validade da propriedade de Borsuk-Ulam para (S"~1, A; R"), existe

uma aplicacao equivariante de S"~! em S"!, e assim
s(S*H <n e &S >n. (1.3)

Portanto, do lema anterior juntamente com (|1.2)) e (1.3)), segue que s'(S"7!) = s(S"7!) =

n.
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Notemos que tanto o nivel, quanto o conivel, sao interessantes para um espaco X
equipado com uma involugao livre 7. De fato, se um espago X esta equipado com uma
involugao 7 que tem pelo menos um ponto fixo, digamos zy € X, entao, por um lado, para
qualquer n, sempre existe uma aplicagao equivariante f : S*~1 — X (bastando definir
f(S™1) = zg), e assim /(X ) = co. Por outro lado, para todo n, nao poderfamos ter uma
aplicacao equivariante de X em S"~!, pois caso existisse uma tal f : X — S"~!, terfamos

f(xo) = f(7(z0)) = — f(20), 0 que é uma contradigao, e portanto s(X) = oc.

Observagao 1.27. Dado um par (X, 7) tal que a dimensao de X é finita, entao s(X) e
s'(X) sao finitos.



Capitulo 2

PBU para produtos de supertficies

2.1 Introducao

Em [11], Gongalves classifica todas as involugoes livres sobre uma superficie fechada S
qualquer e estuda a propriedade de Borsuk-Ulam para ternas do tipo (S, 7;R?), obtendo

o seguinte resultado:

Teorema 2.1. [11, Teorema 2.5] Seja (S, 7) um par, onde S é uma superficie fechada e
7 é uma Zy-agao livre sobre S. A propriedade de Borsuk-Ulam vale para (S, 7;R?) se, e
somente se, uma das seguintes condicoes vale:

(a) S é orientavel e sua caracteristica de Euler é congruente a 2 mod 4;

(b) S é nao orientédvel, sua caracteristica de Euler é congruente a 2 mod 4 e a agao
T ¢é equivalente a uma das agoes canonicas que correspondem a subgrupos dados por
sequéncias da forma (1,0, 03, ..., de41), onde &; é, ou 1, ou 0;

(c) S é nao orientavel, sua caracteristica de Euler é congruente a 0 mod 4 e a agao
T ¢é equivalente a uma das agoes canonicas que correspondem a subgrupos dados por

sequéncias da forma (1,0, 63, ..., ds,.), onde §; é, ou 1, ou 0.

Observacao 2.2. Cada uma das sequéncias do teorema acima corresponde a um epi-
morfismo de 71 (S/7) em Zy, associado ao revestimento duplo S — S/7 (maiores detalhes

podem ser encontrados em [I1], pag. 119]).

Motivados por [II], neste capitulo, estudamos a propriedade de Borsuk-Ulam para
ternas do tipo (M; x My, 7;R™), onde M; e My sao superficies fechadas e 7 é uma involugao

livre sobre M, x M, que satisfaz determinadas condi¢oes como veremos a seguir. Como

dim (M; x M) = 4, entao do Lema [1.18] os casos a serem analisados sao n = 2,3, 4.

8



2.2. Involucao diagonal 9

2.2 Involucao diagonal

Dados dois espacos X e Y, equipados com involugoes 7 e 3, respectivamente, ambas nao
necessariamente livres, a aplicagdo 7 X 5 : X XY — X x Y definida por (7x3)(z,y) =
(1(z), B(y)), para todo (z,y) € X xY, é uma involugao (nao necessariamente livre) sobre
X x Y, a qual denominamos de #nvolugcao diagonal. Para que ela seja livre, 7 ou 3
deve ser livre. Sendo assim, denotemos 7 x 8 por 71, se ambas forem livres, e por 73,
se T for livre e B nao o for. Nesta secao, estudamos a propriedade de Borsuk-Ulam
para os produtos de superficies M; x M, equipados, ora com 7y, ora com Tp. Existe
ainda uma terceira involucao diagonal livre que é aquela em que 7 nao é livre, mas 5 o
é. Entretanto, devido a simetria com 7, os resultados que obtemos com tal involugao sao
analogos aos obtidos com 75. Por toda esta secao, denotaremos por p; : X XY — X e
p2: X XY — Y as projecoes na primeira e na segunda coordenada, respectivamente, que
podemos verificar facilmente que sao equivariantes com respeito as involucoes em estudo
sobre X xY X eY.

Trabalhando com 75, de uma forma geral, obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 2.3. A propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X x Y, m5; R") se, e somente

se, ela também vale para (X, 7;R").

Demonstra¢ao. Suponhamos que a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (X, 7; R™).
Dai, pela Proposicdo [1.16] (equivaléncia (i) e (ii)), existe uma aplicagdo equivariante
[ (X,7) = (S"1 A). Assim, fop, : (X xY,7m) — (S, A) é equivariante (pois
¢ composta de equivariantes), donde segue que a propriedade de Borsuk-Ulam néo vale
para (X X Y, 75;R™). Reciprocamente, se a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para
(X x Y, 75;R"), entdo existe uma aplicagao equivariante g : (X x Y, ) — (S"7, A). Dali,

considerando 7o’ :

1= T2 oy ORAE Yo € tal que B(yo) = Yo, segue que 7o’ é uma involugao
0

livre sobre X x {yo}, e assim a restricao de g a X x {yo} é equivariante com respeito
as involugoes 7' e A. Como o homeomorfismo natural h : (X,7) — (X X {yo}, ™) é
equivariante, entao go h : (X,7) — (S" !, A) também o é. Portanto, a propriedade de

Borsuk-Ulam néo vale para (X, 7;R") (Proposigao [L.16] - equivaléncia (i) e (ii)). O

Observacao 2.4. Como um caso particular da proposicao anterior, temos que a pro-
priedade de Borsuk-Ulam vale para (M; x My, 75;R?) se, e somente se, ela também vale

para (M, 7;R?), onde M; e M, sao superficies fechadas.
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Ao considerarmos a involucao 7, de um modo geral, obtemos:

Proposicao 2.5. Se a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X x Y, 7;R"), entao ela
também vale para (X, 7;R") e (Y, 8;R").

Demonstracao. Analoga a primeira parte da prova da proposicao anterior. O

Observacao 2.6.

(1) Se X e Y sao CW-complexos tais que dim(X) = m e dim(Y) = n, com m,n <
oo, entdo pela proposi¢do anterior, a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (X X
Y, 71;R¥), para todo k > min{m,n}.

(2) Resultados semelhantes as Proposi¢oes e podem ser encontrados em [34]

Corolério 2.3 e Observagao].

De agora em diante, nesta secao, trabalharemos com a involucao livre 7, sobre produtos
de superficies fechadas, M; x Ms, a fim de darmos condicoes necessérias e suficientes para
que a propriedade de Borsuk-Ulam valha para (M; x My, 7;R?). Com o intuito de

simplificar a escrita, adotaremos as seguintes notagoes:
W= (My x M) /1, Wy := My /T e Wy = My/f5.

Inicialmente, vejamos o caso em que M, ou M,, é a esfera S?. Sem perda de gene-
ralidade, consideremos M; = S%. Como a esfera S? ¢ simplesmente conexa, a propriedade

de Borsuk-Ulam vale para (S?, 7;R?), para toda involugao livre 7 sobre S? (Corolério

1.21). Assim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.7. A propriedade de Borsuk-Ulam vale para (S* x Ms, 71;R?) se, e somente

se, ela também vale para (Ms, 3; R?).

Demonstragao. De fato, temos que a implicagdo “=" segue da Proposicao [2.5] Mostra-
remos entdao a reciproca. No caso em que M, = S? como S? x S? é simplesmente
conexo, o resultado segue do Coroldrio [I.21] Agora, seja M, uma superficie fechada,
com caracteristica de Euler menor ou igual a zero, e consideremos os Zs-fibrados princi-
pais p: S? x My — W e p' : My — Wy. Como py : (S? x My, 1) — (My, B) é equivariante,

existe pg, aplicagao induzida entre os espacos de orbitas W e Ws, tal que o diagrama

S2 X MQAMQ

Ll

V{/Li?>m/2
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comuta. Dali, da sequéncia de homotopia da fibracao, ora para p, ora para p’, temos o

seguinte diagrama comutativo

1ﬁ-’ﬂ'1<Mg) i‘ﬁl(w ﬁZQﬁ 1
(pz)#t (pz)#j H

/

1—>7T1(M2)—#>7T1(W2 —>ZQ—>1

onde (p2)4 ¢ um isomorfismo e ¢ = ¢’ o (pz)x. Entdo, pelo Lema dos Cinco, (p2)g ¢é
um isomorfismo. Logo, ¢ se fatora através da projecdo iy : Z — Zy (diagrama (x), do
Teorema se, e somente se, ¢’ se fatora. De fato, se existe ' : w1 (W) — Z tal que

on' = ¢/, consideremos 7 = 1’ o (pz)x. Assim, iy on = . Reciprocamente, se existe
n:m(W) — Z tal que iy on = ¢, consideremos 1’ = no (]0_2)7;1 Logo, iz on = ¢
Portanto, como a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (Mo, 8; R?), ou seja, como ¢’ nio

se fatora através da projecao i4, segue que ¢ também nao se fatora, e assim a propriedade

de Borsuk-Ulam vale para (S* x Mo, 71; R?). O

O préximo resultado que obtemos trata de verificar os casos em que M; e M, nao sao

a esfera S2.

Teorema 2.8. Sejam M, e M, superficies fechadas diferentes da esfera S2. A propriedade
de Borsuk-Ulam vale para (M; x M, 71;R?) se, e somente se, ela também vale para

(My,7;R?) e (Mg, B; R?).

Demonstracao. Para provarmos que a propriedade de Borsuk-Ulam vale para
(M; x My, 7;;R?), analisaremos a fatoragdo do diagrama (x) (Teorema [1.20)), e para
isto, encontraremos uma apresentacao para m (W), bem como o epimorfismo ¢ = vy :
m (W) — Zy. Sendo assim, consideremos o Zs-fibrado principal p : My x My — W e
definamos p’ : W — W, x W, dado por p’ (W) = (Z,7), que é um Zy-fibrado principal.
De fato, definamos 0 : Zo x W — W por

0(0, (z,9)) =0 (z,y) = (z,y) e (1, (z,y)) =1+ (x,y) = (7(2),y).

A aplicac@o 6 estd bem definida, é uma Zs-agao livre e W/Zy = Wy x Wy, Notemos que

as involugoes livres 7 e § induzem uma (Zg @ Zs)-agao livre sobre M; x My, de modo que

My x M- My x M-
! 2 = W; x Wa. Desta forma, denotemos por p” : My x My — L 2

_ —————= a projecao
Lo @ Lo Lo @ Lo PEOIES
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canonica. Dai, obtemos o seguinte diagrama (geométrico) comutativo

M1XM2

L p//
p

WT)Wl X WQ,

donde segue o seguinte diagrama (algébrico) comutativo

7T1(M1 X Mg)

7
p
P# \\
’
#

em que a aplicacao k : Zy — Zoy @ Zy é tal que (1) = (1,1), ¥ é o epimorfismo de
m1(W7) em Zsy associado & involugao 7, e ¢ é o epimorfismo de w1 (W) em Zy associado a
involugao 5. Como 7 (W) = Ker(®) é um subgrupo de indice 2 em 71 (W7 x W5), usaremos
o método de Reidemeister-Schreier para determinarmos uma apresentacao para o mesmo.
Para isto, precisamos conhecer o epimorfismo @. Sendo assim, definamos w : Zo@®Zo — Zo

por w(a@,b) = @+ b, com a@,b € Z,. Entéo,

p=wo (o).

De fato, uma vez que tanto o contradominio de @, quanto o de wo (1), ) é Zs, basta
verificarmos que Im(pl,) = Ker(wo (¢, ¢)). Como (¢, ¢) oply = Ko, e p ésobrejetor,
entao (1, ¢) envia os elementos de (W), vistos como elementos de 71 (W7 x W), em,
ou (0,0) ou (1,1), e portanto Im(p),) C Ker(w o (¢,¢)). Agora, se z € Ker(w o (¢, ¢)),
entdo, pela definicio de w, (1, ¢)(x) € {(0,0),(1,1)}. Por um lado, se (v, ¢)(x) = (0,0),
entdo z € Ker(, ¢) = Im(ply), e como pl, ¢ injetor, existe um tnico z € m (M; x My) tal
que p(z) = x, o que implica em (pl, o py)(2) = z, isto é, x € Im(pl,). Por outro lado,
se (¢,0)(z) = (1,1) = x(1), entdo, da sobrejetividade de ¢, existe y € m (W) tal que

¢(y) = 1. Logo,

(¥,0)(x) = Kle(y)) = (©,0)Wy(y) = (¥, 9)(z - (Py(y)) ™) = (0,0),
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isto é, - (plu(y)) ™" € Ker(¢, ¢) = Im(ply). Entdo, existe um tnico z € m (M x My) de
modo que
Py (pp(2)) = Dg(2) = - (P (y)) ",

donde concluimos que ply (px(2)-y) = z, isto é, x € Im(pl,). Portanto, ¥ = wo (v, ¢). Uma
vez que temos muitos epimorfismos da forma (v, ¢), no que se segue, faremos uma redugao
dos casos a serem analisados. Sejam ¢ e ¢ epimorfismos de 7 (M;/7") e m(My/5") em
Z,, respectivamente, associados as involucgoes livres 77 e 3’ sobre M; e M,, respectiva-
mente. Como M;/7" ~ Wy e My/B" ~ W,, uma vez que as caracteristicas de Euler
dessas variedades quocientes sdo impares, dizemos que (1, ¢) e (¢, ¢') sao relacionados,
(¥, 9) ~ (', @), se existem isomorfismos & : m (W) — m(Wy) e ¢ @ m(Wa) — m(Ws)

tais que (¢, ¢') = (Y o &, ¢ o (). E facil ver que esta relacio é de equivaléncia. Denote-

M1 X M2
' x

principal M; x My — W',

mos por W’ e seja ¢’ o epimorfismo de 71 (W’) em Z, associado ao Zs-fibrado
Afirmacao. Se (¢, ¢) ~ (¢, @), entao ¢ se fatora através da projegao iy (diagrama (x)
do Teorema [1.20)) se, e somente se, ¢’ também se fatora.

Para nao deixar a notagao carregada, usaremos os objetos algébricos v, ¢, ¢/, ¢, &, ¢

também no argumento geométrico. Assim, temos o seguinte diagrama (geométrico):

w w’
/| i
My, = M, M, = M,
T I6; (9] o o
m (W'
RP>® x RP*

donde vem o diagrama (algébrico) abaixo:

T (W) 7T1(WI>
. -
@ ¢’
7T1(W1 X Wg) €0 ’/Tl(Wl X WQ)
Z2 ZQ

\W (W)/
Lo @ Zo

Se x € m (W), entdo, como vimos anteriormente, (¢, ¢)(pl(z)) € {(0,0), (I,1)}. Agora,

0)) (Py(2)) €

(
como o triangulo (diagrama acima) é comutativo, temos que ((w’ L") o (&



2.2. Involucao diagonal 14

{(0,0), (1,1)}, e isto implica que (£, ¢) (P (x)) € qu(m1(W’)). Portanto, (£, ¢)op’ se levanta
a uma aplicagdo v : W — W' ([24, Cap. V, Teorema 5.1]), isto é, gov = (§,() o p/, de
modo que vy : m (W) — m(W’) é um isomorfismo. Com efeito, seja y € m(W’). Dal,

existe um tnico z € (W7 x W) tal que

(£, 0(2) = ax(y) e (2.1)

ou seja, z € ply(m(W)), donde, da injetividade de pl,, consideramos z € 1 (W). Assim,

(g 0 v)(2) = (€,0)(2) = qu(v).

Como ¢4 é monomorfismo, entdo v4(z) = y, e portanto vx é um isomorfismo. Além disso,

@' o vy = ¢, pois

reKer(p) & p(@)=0 & (kop)x)=(0,0) & (4,¢)Fyl)) = (©,0)
o ((W,)o(6 Qo) @)= 0.0 & ((¢.¢)oayory)()=(0,0)
& (roy o)) =(0.0) & (Fovy)a)=D0

& xeKer(p ovy).

Assim, temos a verificagdo da afirmagao. Portanto, de acordo com [I2 Apéndice A] e
pela relacao dada anteriormente, temos seis casos a serem analisados, conforme veremos
na sequencia.

Caso 1: Sejam M, e M, superficies orientaveis com x (M) e x(Ms) congruentes a 2 mod 4,
isto é, x(M;) = 2—4n e x(Ms) = 2—4m, com n e m inteiros maiores ou iguais a zero. Logo,
W1 (respectivamente, TW5) é a soma conexa de um plano projetivo e n (respectivamente,

m) toros, ou seja,
7T1(VV1) = <U7 at, Az, ..., 0p—1,0d2n | u2[a17 az} e [a2n717 a2n] >7 (2-2)

i (Wa) = (W, a1,z . . ., Qam1, Gom | W2[a1, 2] -+ [G2m_1, G2m)] )- (2.3)

Neste caso, ¢ e ¢ sao tnicos e tais que 1 (u) = 1, ¥(a;) = 0, paratodo 1 <i < 2n, ¢(u) =1
e ¢(a;) = 0, para todo 1 < j < 2m. Por [21, Cap. 4, Proposicao 4], m (W x W3) tem como
geradores: u, a;, U, a;; e como relagoes: u?[ay, as] - [azn—1, asn], U2[a1,a2] - - - [A2m—1, dom],
[u, 1], [a;,ul, [u,a;] e [a;,a;], com 1 <i<2nel<j<2m. Agora,

P(u) = (wo (¥,9))(u,1) = w(1,0) = 1,
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Plai) = (wo (¥, 0))(ai, 1) = w(0,
P(u) = (wo (v, 9))(1,8) =w(I,0) =T,

?(a;) = (wo (v,9))(1,a) = w(0,0) =0,

com 1 <i<2nel<j<2m. Consideremos {1,u} um sistema de Schreier. Dai, por

[23, Segao 2.3], temos os seguintes geradores para m(W):

Yoo = o(u,u) = vu.(uu) ! = u?,
yan = o(1,a;) = a;.(@;) " = aj,
Yio = 0(u, a;) = ua;.(ua;) ™' = va;u™?,
jor = o(1,u) = w.(u)~! = wut,
Yoz = o(u,u) = ( u)~t = i,

i = o(1,a;) = a;.(a;) " = a,

Uiz = o(u, ;) = uay.(ua;) " = uazu

e as seguintes relagoes:

Yo2 [?/11, ?/21] ce [y(Qn—l)b y(zn)1] =1, (2-4)
Yo2(Y12, Y22 - - [Wian—1)2: Yan)2) = 1, (2.5)
YorYo2[¥11, Y21] -+ [Yem—1)1, Yemn] = 1, (2.6)
Yo29jo1[Y12, Yoz - - [Uem—1)2, Yem)2] = 1, (2.7)
Yo2Yor Jor = 1, (2.8)
Yo2lorlos = 1, (2.9)
YU =1, (2.10)
YorlinYos Uz = 1, (2.11)
Yinlorviz o = 1, (2.12)
YialoaViy Uor = 1, (2.13)
[yir, U] = 1, (2.14)
i, Uje) = 1, (2.15)

com 1 <i<2nel <j<2m. Logo, como ¢ : (W) — Zs é tal que ¢(x) é a pré-imagem
de (v, ¢)(p(z)) pelo homomorfismo &, temos
P(Yoz) = p(u?) = £~ ((¢,9)(u?, 1)) = ~1(0,0) =0,

90<yz'1) = 90<a1) ((w ¢)(al> )) = H_1<076> = 67
o(yi2) = pluau™) = k7 ((¥, ¢)(uau~", 1)) = x(0,0) =0,
(o) = p(uu™') = k7 ((1, ) (u ™, 0)) = x1(1,1) =1,
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com 1 <i<2nel <j<2m. Assim, se temos a fatoracao do diagrama (x), 1(%o1)
e 1(Yoz) devem ser inteiros impares. No entanto, das relagoes , e , segue,
respectivamente, que 1(yo2) = 0, 7(Yo1) = —n(Yo2) € 7(Yor) = 1n(Yo2), donde obtemos
n(Yo1) = 1n(Yo2) = 0, 0 que é uma contradigdo.

Caso 2: Sejam M; uma superficie orientavel e M, uma superficie nao orientdavel, com
X (M) e x(Ms) congruentes a 2mod4, isto é, x(M;) = 2 —4n e x(My) = 2 — 4m, com
n,m inteiros maiores ou iguais a zero. Logo, m (W;) e m (W) s@o como em e
([2.3), respectivamente, e w1 (W x Wa) tem como geradores: u, a;, U, a;; e como relagoes:
u?ay, ag) -+ - [azn—1, azn|, W2y, as - - - [Aam—1, Gom), [w, 4], [a;, U, [u,a;] e [a;, a;], com 1 <
i <2nel < j<2m. Neste caso, ¥(u) = 1 e ¢¥(a;)) =0, com 1 < i < 2n, e ¢ é tal
que ¢(u) =1 e ¢(a;) = 1, para pelo menos um j, 1 < j < 2m. Mas, de acordo com [12,
Proposigao 32(a)], basta considerarmos o caso em que ¢(u) = ¢(a;) = 1 e ¢(a;) = 0, para
todo 1 < j < 2m. Procedendo como no caso anterior, temos p(u) = p(u) = p(a;) =1 e
?la;) =p(@;) =0,com1<i<2nel <j<2m. Entdo, consideremos {1, u} um sistema
de Schreier. Daf, 71 (W) tem os seguintes geradores: yoo = u?, ¥y = i, Yz = UGU ",
Yor = Uu™t, Yoo = ul, Y11 = qut, Yo = uan, Y1 = a4j, Yo = uajut, com 1 <i<2ne

1 < j < 2m; e de suas relacoes, destacamos:

Yo2 [2/11, 2/21] T [y(2n—1)17 y(zn)1] =1, (2-16)
Yo1902011922911 Yot (Y31, Y] -+ - [Yem-1)1, Yem] = 1, (2.17)
Yo2Yor o1 = 1, (2.18)
902%19621%51 =1, (2.19)

com 1 < j < 2m. Notemos que ¢ é tal que p(yo2) = ¢ (Y1) = ©(¥i2) = (Ujn) = ¥(Yj2) =0
e 0(Jo1) = ©(Wo2) = ©(711) = ¢(712) = 1. Assim, se o diagrama (x) se fatora, n deve enviar
Yo1, Yo2, Y11 € Y12 em inteiros impares. No entanto, de , segue que 7(yo2) = 0, e, de
([2.18), segue que n(go1) = 1(Poz). Agora, por (2.19), para j = 2, temos 7(Ja1) = n(Ya2),
donde, por (2.17), n(yo1) = —n(Yo2). Logo, n(yo1) = n(Yo2) = 0, 0 que é uma contradigao.
Caso 3: Seja M; uma superficie orientavel com y(M;) congruente a 2mod 4, e seja Mo
uma superficie nao orientével com y (M) congruente a 0 mod 4, isto é, x(M;) =2 —4n e

X (M) = —4m, com n, m inteiros maiores ou iguais a zero. Logo, W é como nos casos
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anteriores, enquanto que W5 é a soma conexa de uma garrafa de Klein e m toros. Dali,

m(W7) é como em (2.2)), e

m(Wa) = (U, 7,a1,Q, . . ., Gom—1, Gom | [0, 0] [@1, Q2] - - - [A2m—1, Gom) ) (2.20)
Entao, m(Wy x Wa) tem w,a;,u,0,a; como geradores, e u?[ai,as)- - [azn—_1,a0,],
[aa ’17]/[51752] e [aZm—laan]a [u7 M7 [U, m: [uaajL [aiv aL [ai;{)}a [a’waj] €como rela(;f)es, coi

1<i<2nel<j<2m. Como nocaso 1, ¥(u) =1 e ¢(a;) =0, com 1 < i < 2n,
e de acordo com [12, Proposicao 32(b)], basta considerarmos o caso em que ¢(u) = 1 e
(V) = ¢(a;) =0, com 1 < j < 2m. Logo, p(u) = p(u) =1 e p(a;) = p(0) = (a;) = 0,
com 1 <i<2nel<j<2m. Consideremos {1, u} um sistema de Schreier. Dai, m (W)
possui os seguintes geradores: Yoy = u*, Y = @i, Yo = ua U, Yor = WU, Yoo = ull,
Zor = U, 200 = wbut, gj = a; e Yo = uaut, com 1 <i<2nel<j<2m;e de suas

relacoes, destacamos:

Yo2 [yll, yzl] T [y(anl)la y(zn)l] =1, (2-21)
Yo1202Y02201 (Y11, Yo1) -+ * [Wiem—1)15 Yamy] = 1, (2.22)
Yo2Yor o1 = 1, (2.23)
Zo2Zg) = 1. (2.24)

Como ¢ envia g1 € Joz em 1, i deve envid-los em inteiros fmpares, caso (*) se fatore. Mas,

de a temos 1(yoz) = 0, e de e a temos 7(Yo1) = 1(Yoz) e n(Z01) = n(Z02),
respectivamente. Dai, por , 1(Yo1) = —n(Yo2), donde concluimos que 7(yo1) = 0, o
que ¢ uma contradigao.

Caso 4: Sejam M; e M, superficies ndo orientaveis com x(M;) e x(Ms) congruentes
a 2mod4, isto é, x(My) = 2 —4n e x(My) = 2 — 4m, com n,m inteiros maiores ou
iguais a zero. Assim, m(W;) e m(WW3) sdo como em e (2.3), respectivamente, e
m (W1 x W) tem como geradores: u, a;, U, a;; € como relagoes: u?[ay, as) - - [agn_1, azn],
w?ay, ag) - - - [Aam—1, dom), [u,ul, [a;, u], [u,a;] e [a;,a;], com 1 <i<2nel <j<2m.
De acordo com [12, Proposigao 32(a)], ¥(u) = ¥ (a;) = 1, ¥(a;) = 0, com 1 < i < 2n,
o(u) = ¢p(a1) =1 e ¢(a;) =0, com 1 < j < 2m, serdo os Unicos casos analisados. Ainda,
P(u) =pla;) =) =p(a1) =1epla;) =9(a;) =0,com 1 <i<2nel<j<2m.
Se consideramos {1, a; } um sistema de Schreier, entao 71 (W) tem os seguintes geradores:
Yo = uaiy’, Yoo = @iy, Y2 = @i, Y = G, Y2 = a1a;a7 ", Yo = Uaj ', Yoo = a1d,
Y11 = Elafl, Yi2 = a4y, Yy = Qj, Yjo = aIZijal_l, com1l<i<2nel<j<2m;edesuas

relacoes, destacamos:
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31019029113/223/11 y21 [3/31 y41] [Z/(szl)h y(2m)1] =1, (2-25)
YorYo2Yos Yo = 1, (2.26)
YorUios Ui = 1, (2.27)
Ui =1, (2.28)

com 1 < j < 2m. Logo, de (2.28), obtemos n(y;1) = n(¥;2), com 1 < j < 2m, e de
> temos 7(yo1) = n(yo2). Com isto, € implicam que 7(Yo1) = —n(Yo2)
e 7(Yo1) = N(Yoz2), respectivamente, donde 7(yo1) = 1(Yo2) = 0, 0 que é uma contradigao,
pois ¢ envia 7Jo; € Yo em 1.
Caso 5: Sejam M; e M, superficies nao orientaveis com x(M;) congruente a 2mod4
e X(Ms) congruente a Omod4, isto é, x(M;) = 2 —4n e x(My) = —4m, com n,m
inteiros maiores ou iguais a zero. Entao, (W) e m(W3) sdo como em e (2:20),
respectivamente. Assim, 71 (W; x W) tem u, a;, w, v, a; como geradores, com 1 <17 < 2n,
1 <j <2m, e vlar,ao] - [agp—1, a4], [0,0][@1, @] - - [Gom1, Qo) [, 4], [u,7], [u, Gy,
la;, 4], [ai, V] € [a;, a;] como relagoes, com 1 < ¢ < 2n, 1 < j < 2m. Temos ¢(u) = (a1) =
1, ¥(a;) =0, com 1 < i < 2n, ¢p(u) =1, ¢(0) = ¢(a;) =0, com 1 < j < 2m. E mais,
Pu) =9(a1) =p) =1e@(a;) =9[0) =p(a;) =0,com1 <i<2nel<j<2m.
Logo, se consideramos {1, a; } um sistema de Schreier, entao 7 (W) tem como geradores:
Yor = uay’, yor = aru, Y12 = a3, Ya = @i, Yo = a10;a; , Yor = Uay ', Yop = arll, Zo1 = U,

Zoo = ayvayt, Ypp = a; e Ypp = ajaza;, 1 <i < 2nel < j < 2m, e de suas relagdes,

destacamos:

Yo1 202902701 [U11, Yo - - [Wem-11,¥emn] =1, (2.29)
YorlozYor Yo = 1, (2.30)
20220, = 1. (2.31)

Observemos que ¢(Jo1) = ¢(Jo2) = 1, e desta forma 7(7o1) e 7(Jo2) devem ser inteiros

impares, caso (*) se fatore. Mas, de (2.31)) e (2.29)), temos 1(yo1) = —n(Yoz2), enquanto

que, de (2.30), 7(Yo1) = 1(Yoz), donde concluimos que 7(yo1) = 7(yo2) = 0, 0 que ¢ uma

contradicao.
Caso 6: Sejam M; e M, superficies ndo orientaveis com x(M;) e x(Msy) congruentes a
Omod4, isto é, x(M;) = —4n e x(Mz) = —4m, com n,m inteiros maiores ou iguais a

zero. Desta forma,

7T1(W1) = <U,U,alva2, ceey Qop—1, Q2n | [%U]/[al,az] T [a2n—1aa2n] >7
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e m(Ws) é como em . Desta forma, m (W x W) possui w,v,a;,u,v,a; como
geradores, e [u,v][a1, ag] - [agn—1, a2s), (W, 0] a1, a2 - - - [G2m—1, Gom], [u, 4], [u,v], [u,q,],
[v, 4], [v,7], [v,q,], [a;,u], [a;, V] e [a;,a;] como relagdes, com 1 < i <2nel < j < 2m.
Ainda, ¥ e ¢ sdo tais que ¥(u) =1, ¥(v) = ¥(a;) =0, com 1 < i < 2n, ¢(u) =1, ¢(0) =
¢(a;) =0, com 1 < j < 2m. Logo, p(u) = p(u) =T e P(v) = P(a;) = B(V) = B(a;) =0,
com 1 <i<2nel<j<2m. Se consideramos {1,u} um sistema de Schreier, entao
71 (W) tem os seguintes geradores: Yoo = u?, 201 = v, 202 = UVU L, Y = a5, Yio = Ua;U ",
Yo1 = Uu™', Yoo = ul, 201 = U, Zo2 = wbu" L, Yy = aj e Yjp = ua;ut, com 1 < i < 2ne

1 <7 <2m; e de suas relagoes destacamos:

20002201 Y115 Y1)+ [Yen—1)15 Yun] = 1, (2.32)
Yo1202Y02201 (Y11, Yo1) -+ [Wem—1)15 Yamy] = 1, (2.33)
Yo2Yon Yo = 1, (2.34)
Z02251 = 1, (2.35)
201701203 Uor- = 1. (2.36)

Neste caso, o(7p1) = QO@OQ) =1, e caso () se fatore, 7(go1) e 7(Joz) devem ser inteiros

impares. No entanto, de e - temos 1(Yo1) = —n(Yo2), e de - e
, obtemos 7(go1) = 77(3/02), e isto implica que 7(¥o1) = N(Yo2) = 0, o que ¢é con-
tradicao.

Portanto, em todos os casos, o diagrama (x) nao se fatora, e assim a propriedade de
Borsuk-Ulam vale para (M; x My, 7;R?). A outra implicagao segue diretamente da

Proposigao 2.5 O

Ainda falta analisarmos a propriedade de Borsuk-Ulam para (M; x My, 7;; R™), quando

n=3,4ei=1,2. Para estes casos temos o seguinte resultado:

Proposigao 2.9. A propriedade de Borsuk-Ulam néo vale para (M; x My, 7;; R™), quando
n=34e1=12.

Demonstracao. Para ¢ = 1,2, como a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para
(M, 7;R?), pois dim(M;) = 2 (Lema [1.1§[(3)), entao existe uma aplicagao equivariante
[ (M, 1) = (S%], A) eassim fop; : (M; X My, 7;) — (S%, A) também é equivariante. Por-
tanto, a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M; x My, 7;; R?), i = 1,2 (Proposi¢ao
1.16)- equivaléncia (i) e (ii)). Agora, do Lemal[l.18|1), segue que a propriedade de Borsuk-
Ulam também nao vale para (M; x My, 7;; R*), i =1, 2. O
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Observacao 2.10.

(1) Para i = 1, a prova da proposigao anterior poderia ter sido feita de forma anéloga,
usando o fato de que a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M, 3;R?).

(2) De um modo geral, ainda ndo sabemos se existem outras involugoes livres sobre os
produtos de superficies que nao sejam da forma diagonal. No apéndice, apresentaremos
calculos feitos na tentativa de encontrarmos tais involugoes sobre o produto Kb x Kb.
(3) No caso de S* x §? admitir uma involugao livre 7/, que nao ¢ da forma diagonal,
sempre temos a validade da propriedade de Borsuk-Ulam para a terna (S? x S?, 7/; R?),

pois S? x §? é simplesmente conexo (Corolério [1.21)).



Capitulo 3

Fibrados de superficie sobre

superficie e involucoes livres

De agora em diante, por abuso de notacao, chamaremos simplesmente de fibrado de
superficie, um F-fibrado sobre B, em que a base B e a fibra F' sao superficies fechadas
(compactas e sem bordo). Assim, seja M uma 4-variedade fechada que tem o mesmo
tipo de homotopia do espago total E (M ~ FE) de algum fibrado de superficie, {y; :=
(E, B, F,p), e seja F a familia de todas as 4-variedades fechadas com esta propriedade.
Neste capitulo, descreveremos parte dos elementos da familia F, bem como analisaremos

a existéncia de involucoes livres sobre tais elementos.

Observacao 3.1.

(1) Os produtos de superficies, estudados no capitulo anterior, sdo elementos de F.

(2) Dado um elemento M de F, o fibrado de superficie correspondente &), pode nao ser
unico. Por exemplo, se &, é o F-fibrado trivial sobre B, isto é, M ~ B x F', podemos
olhar &,; também como sendo o F’-fibrado trivial sobre B’, onde I = Be B’ = F.

(3) Se B, E e F sao complexos finitos e conexos, e p : E — B é uma fibracao de Hurewicz,
com fibra homotopicamente equivalente a F', entao y(F) = x(B)x(F) (onde x(X) denota
a caracteristica de Euler de um espago X), e a sequéncia fornece uma sequencia

exata

e my(B) —2m, (F) (M) —=m(B) —=1, (3.1)

tal que a imagem de my(B) pelo homomorfismo conectante 0 esta contida no centro
de m(F) ([17, Corolério 2]).

(4) Por [27], fibragoes de Hurewicz com base B e fibra X sdo classificadas pelas classes de

21
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homotopia de aplicagdes de B no espago classificante de Milgram BE(X), onde E(X) é o
mondide de todas as equivaléncias de homotopia de autoaplicagoes de X, com a topologia

compacto aberta.

3.1 Involucoes livres sobre elementos de F

Dado um espago X, o conjunto formado por pares da forma (X, [p]), onde [¢] é uma
classe nao nula de H'(X;Z,), estd em correspondéncia bijetiva com o conjunto formado
por pares (Y, 7), onde 7 é uma involugao livre sobre um dado espago Y. De fato, dado um
par (X, [¢]), entao, pelo isomorfismo H'(X;Z,) = Hom(m (X)), Zs), olhando ¢ como um
epimorfismo de 71(X) em Z,, temos que Ker(¢) é um subgrupo de indice 2 em 7 (X).
Assim, da teoria de revestimento, existe um revestimento duplo regular (X, p’) de X com
m1(X,) = Ker(y), o qual chamamos de revestimento duplo associado a ¢, e

7T1(X>
Wl(Xso)

I

A(ti)p/) = ZQ?

onde A(X,,p’) denota o grupo de “deck transformations” de (X, p'). Dai, A(X,,p') =
{id, 7,}, com 7'3 =id, 7,(x) # x, para todo x € X, e X,,/7, = X. Portanto, conseguimos
um par (Y, 7), onde Y := X, equipado com uma involucao livre 7 := 7,. Agora, dado
um par (Y, 7), onde 7 é uma involugao livre sobre Y, consideremos a fibragao p' : ¥ —
Y/r. Fazendo X := Y/7, entao, da sequéncia de homotopia da fibragao, obtemos um

epimorfismo ¢ de m;(X) em Z,, que corresponde & uma classe nao nula de H'(X;Z,),

denotada por [¢], e portanto temos um par (X, [¢]).

Observagao 3.2. Dado um espago X e 0 # [¢] € H'(X;Z,), de agora em diante,
denotaremos por X, o espaco de revestimento duplo de X associado a ¢, e por 7, a
involucao livre sobre X, dada pela “deck transformation” (X,/7, = X). Caso nao seja
mencionada uma classe nao nula de H'(X'; Z,), denotaremos o revestimento duplo de X,

associado a algum subgrupo de indice dois em 7 (X), simplesmente por X.

Consideremos as seguintes “operacoes”:
“Operacao” 1. dados um espago X e um subgrupo de indice dois do grupo fundamental
de X, considere o espaco X associado a este subgrupo;
“Operagao” 2. dado um par (Y,7), onde 7 é uma involucao livre sobre o espago Y,

considere o espago de 6rbitas Y/7.
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Caso a familia F seja fechada em relagdo a estas operagoes (ou seja, se M é um
elemento de F, entao M também o é, e se 7 é uma involugao livre sobre M, entao M /7
também o é), entao a determinagao de todos os elementos da familia F que admitem uma
involucao livre 7, bem como a determinacao de todas as suas involugoes livres, podera
ser feita através do estudo dos revestimentos duplos de tais elementos, conforme veremos
mais adiante. O problema de encontrarmos os revestimentos duplos de um espaco recai
em um problema algébrico, em geral, factivel. Para analisarmos o fechamento ou nao de

F, em relacao a estas operacoes, dividimos-na como abaixo:
o Fy, formada por M € F tal que &y = (E, B, F,p), onde F e B sao S? ou RP?

o F,, formada por M € F tal que &y = (F, B, F,p), onde B =S? (ou RP?) e F é
K(m,1),ou B é K(m,1) e F =8§? (ou RP?);

e F;, formada por M € F tal que &y, = (F, B, F,p), onde F' e B sao K(m,1).
Estas subfamilias gozam da seguinte propriedade:

Lema 3.3. As subfamilias F;, F» e F3, definidas anteriormente, sao disjuntas duas a

duas.

Demonstra¢ao. Notemos que os elementos da subfamilia F3 sdo K(7,1), enquanto que
os das subfamilias F; e F5 nao o sao. Agora, os elementos da subfamilia JF; possuem
caracteristica de Euler igual a um, dois ou quatro, enquanto que os elementos da subfamilia

JFo possuem caracteristica de Euler menor ou igual a zero, e isto conclui a prova. O]

Assim, quanto a questao do fechamento da familia F em relacao a operagao 1 (respec-

tivamente, 2), temos:

Lema 3.4. A familia F é fechada em relacdo a operagao 1 (respectivamente, 2), definida
anteriormente, se, e somente se, as subfamilias F;, F5 e JF3 sao fechadas em relagao a

operagao 1 (respectivamente, 2).

Demonstracao. Seja M um elemento de F;, F» ou JF3, que admite revestimento duplo M
e/ou involugao livre 7. Entao,

o ]\/InéoéK(w,l) ex(]\/f\) =2ou4,se M e Fy;

e M nio é K(m 1) e X(]\/J\) <0, se M € Fy;

o M é K(m, 1) e X(]\/J) >0, se M € Fs; e/ou



3.1. Involucoes livres sobre elementos de F 24

e M/Tnao é K(m, 1) e x(M/7) =1o0u2,se M € Fi;

e M/Tnao é K(m,1) e x(M/1) <0, se M € Fy;

o M/Té K(m,1) e x(M/T) > 0,se M € F;.

Portanto, se a familia F é fechada em relacdo a operagao 1 (respectivamente, 2), segue
que cada uma das trés subfamilias também o é. Reciprocamente, se as subfamilias Ji,
Fy e F3 sao fechadas em relagao a operacao 1 (respectivamente, 2), entao claramente F

também o é. O

Portanto, o problema se reduz a estudarmos o fechamento de F;, F3 e F3 em relagao

as operacoes 1 e 2. De um modo mais geral, temos o seguinte resultado:
Teorema 3.5. A familia F ¢é fechada em relacao a operagao 1.

Demonstragao. Sejam M € F e &y = (F, B, F,p) um fibrado de superficie correspon-
dente. Consideremos M o revestimento duplo de M associado a algum subgrupo de indice
dois de m (M) = m(F), e (E, q) o revestimento duplo de E associado a este mesmo sub-
grupo (visto como subgrupo de indice dois em 1 (E)). Inicialmente, mostraremos que E é
o espaco total de um fibrado de superficie e, posteriormente, que M tem o mesmo tipo de
homotopia de E. Para isto, consideremos a fibracao pogq : E— B, com F’' := (poq)~*(by),

by € B, conforme no seguinte diagrama:

oy <—"

N

Assim, se (poq) é sobrejetor, ou seja, se F’ é conexa por caminhos, definamos ¢’ : F' — F

F
‘. F

lp
ogq

B.

por ¢'(x) = q(x), isto é, ¢ = qj,,. Logo,

e ¢ estd bem definida, pois ¢ é uma aplicacao fibrada;

e ¢ é sobrejetora. De fato, se y € F C E, entdo, como ¢ é sobrejetora, existe x € E tal
que y = q(x). Dai, (poq)(x) = p(q(x)) = p(y) = bo, donde segue que x € F;

e ¢ '(F) = F'. Com efeito, se x € ¢~ (F'), entao

(poq)(x) = pla(x)) “L" b,

o que implica que x € F’. Agora, se x € F’, entao (p o q)(z) = by, o que implica que

q(z) € F, donde segue que z € ¢~ (F).
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Logo, por [32, Teorema 20, pag. 65|, ¢ : F' — F é uma projegao de revestimento, com
fibra discreta com dois elementos, isto é, F' = . Portanto, Eéo espago total de um
F-fibrado sobre B.

Agora, se (p o ¢)x nao é sobrejetor, entao (p o q)#(m(E)) ¢ um subgrupo de indice dois
em 7 (B), pois qu(m(E)) ¢ um subgrupo de indice dois em mi(E) e py ¢ sobrejetor.
Sendo assim, consideremos (E,q’) o revestimento duplo de B associado ao subgrupo
(poq)#(m(E)), isto é, q%(m(g)) = (poq)#(m(ﬁ)). Dai, pogq se levanta a uma aplicacao
p E — E, ou seja, ¢ op’ = pogq. Desta forma, tomemos o fibrado induzido de &,
por ¢, ou seja, (¢')*(€u) = (B, B, F,ps), onde E* = {(u,v) € E x B|p(u) = ¢'(v)} e

p2(u,v) = v, para todo (u,v) € E*, conforme o diagrama comutativo abaixo

F F

E*\\
E—1-FE
p2
p’j

p

B-2-B.
Como E ¢ espaco de revestimento duplo de E, consideremos 7T a involugao livre sobre
E dada pela “deck transformation” e definamos uma aplicagao h : E — E* por h(z) =
(¢(z),p'(F(z))), para todo = € E. Temos que h é um homeomorfismo. De fato,

e h estd bem definida, pois

pla(z)) = (poq)(z) = (po q)(T(x)) = (¢' o p)(T()) = ¢ (P (7(x))),

e é continua;

e 1 é sobrejetora. Com efeito, seja (u,v) € E*. Dai, como g é sobrejetora, segue que
u = q(x) = q(7(x)), para algum z € E. Assim, v = P (x) ou p'(7(x)). Por um lado, se
v =7p'(x), entdo h(7(x)) = (¢(7()),p (ToT(x))) = (u,v). Por outro lado, se v = p'(7(x)),
entao h(z) = (q(z),p'(7(z))) = (u,v);

e ) é injetora, pois dados z, 2’ € E tais que x # z’, entdo ou 2’ # 7(x) ou 2’ = 7(x). Se

' # 7(x), vem que q(z) # q(2'), e assim h(x) # h(z’). Se 2’ = 7(x), entao

h(a') = (¢(7(2)), P'(T o 7(2))) = (¢(2), p'(x)) # (q(2),p'(7(x))) = h(x).

Portanto, como Eé compacto e E* é Hausdorff, segue que Eéo espaco total de um

F-fibrado sobre B.
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Uma vez que E e M sio revestimentos duplos de E' e M, respectivamente, temos

—

7Tn<M)7

12
I
12

7TTL(E\) T (E) & 7, (M)

)
)

para todo n > 2, e da forma como E e M foram considerados, temos m(F) = m(M).

o~ o~

Portanto, M ~ E. O

Assim, sabemos que os revestimentos duplos dos elementos de F também sao elemen-
tos de F, e estao equipados com as involugoes livres dadas pelas “deck transformations”.
Desta forma, nas préximas duas se¢oes, na maioria dos casos, descreveremos os elementos
das subfamilias F;, i = 1,2, e em termos desta descricao, identificaremos seus revesti-
mentos duplos. Também faremos algumas observagoes acerca do quociente de elementos

destas subfamilias por uma involucao livre.

3.2 Subfamilia F;

Dividimos os fibrados que correspondem a subfamilia F; nos seguintes casos:
(1) F=B=S§%
(2) F=RP?e B=S§?
(3) F=S?e B=RP?
(4) F = B=RP?
que nao formam uma particao de Fj.
Observemos que, se £y é como no caso (1), entdo M nao admite revestimento duplo
conexo, pois M é simplesmente conexa, e se £y é como no caso (4), entdo M nao admite

involugao livre, pois x(M) = 1.

Lema 3.6. Seja M € F;.
(i) Se &y estd no caso (2), ou (3), entdo {57 estd no caso (1);
(ii) se & estd no caso (4), entdo &5 estd no caso (2), ou (3).

Demonstragao. A prova segue do Teorema [3.5] e do Lema juntamente com o fato de

—

que x(M) = 2x(M) . 0

Lema 3.7. Seja (M, 7) um par, onde M € F;. Supondo que M /T € Fj, temos:
(i) se &ar estd no caso (1), entdo /- estd no caso (2), ou (3);

(ii) se &y estd no caso (2), ou (3), entao &y, estd no caso (4).
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Demonstra¢ao. A prova segue do fato de que x(M/7) = x(M)/2. ]

Observacao 3.8. Nao sabemos se, em geral, a subfamilia F; é fechada em relacao a
operacgao 2. Sendo assim, nas subsecoes a seguir, faremos o reconhecimento dos elementos
de Fi, bem como dos seus revestimentos duplos, caso existam, em cada um dos quatro

Casos.

3.2.1 Base $?

Como S? é a unido dos hemisférios superior H* e inferior H~, e um F-fibrado so-
bre H* (H~) é trivial (Teorema [L.4), entdo um F-fibrado sobre S? é determinado, a
menos de equivaléncia de fibrados, pela classe de homotopia da aplicagao de colagem em
[S*, Homeo(F')| = m; (Homeo(F)).
Caso 1: F =B =8§2

Como m(Homeo(S?)) = 7,(SO(3)) = Zs ([9), pdg. 21]), temos dois S*-fibrados sobre
S? (a menos de equivaléncia de fibrados), e um modelo para o espaco total do nao trivial

¢ dado por
(H* x SH T (H- x §?)
(z,y) ~ (z,¢(z)(y))

onde z = e*™ € JHTNOH ", t € I, e p(x) : S* — S? é a rotacdo em torno do eixo vertical

S*xS? = : (3.2)

no sentido anti-hordrio por um angulo 27t. Como comentamos anteriormente, S* x S? e
S?xS? nao admitem revestimentos duplos conexos.
Caso 2: F =RP?e B=S§?

H4 dois RP?-fibrados sobre S? (a menos de equivaléncia de fibrados), pois
71 (Homeo(RP?)) = 71(SO(3)) = Z,

([9, pag. 21]). O espaco total do nao trivial é dado por

oo (Hx RP?) I (H- x RP?)
B ) ~ (@oo@)(y)

onde r = €™ € OHTNOH, t € I, e ¢(z) : RP? — RP? ¢ a rotagao em torno do eixo

(3.3)

vertical no sentido anti-horario por um angulo 27t. Assim:

Proposicao 3.9. Seja &, um RP2?-fibrado sobre S?. Entao,
(i) &7 ¢ o S*-fibrado trivial sobre S?, se &y é trivial;

(ii) &57 ¢ o S*-fibrado nao trivial sobre S?, se &y é nao trivial.
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Demonstragao. Por [19, Teorema 5.19(5)], m (M) = Zs, e, pelo Lema sabemos que
&57 ¢ um S*-fibrado sobre S?. Desta forma,

(i) consideremos sobre o espaco S* x S§?, a involugao livre dada por 7(z,y) = (z, —y).
Como (S* x §?)/7 = S? x RP?, segue que S? x S? reveste duplamente S? x RP?, ou seja,
&57 € o S*-fibrado trivial sobre S%;

(ii) segundo [19, pag. 238], o espaco total do R P?-fibrado ndo trivial sobre S? é o quociente
de S?xS? por uma involucdo fibrada (isto é, um homeomorfismo que leva cada fibra nela
mesma) que ¢ a aplicagdo antipodal sobre cada fibra. Portanto, M ~ S?xS?, ou seja, IS

é o S?-fibrado nao trivial sobre S2. m

3.2.2 Base RP?

Como RP? = M UD? (uniao de uma faixa de Mobius e um disco), um F-fibrado sobre
RP? ¢ determinado por um fibrado sobre M que restrito a OM é trivial, e pela aplicacdo
de colagem que é um elemento de 7 (Homeo(F)).
Caso 3: F =S? e B=RP?

Temos quatro classes de S?-fibrados sobre RP?. De fato, notemos que sao dois os

S%fibrados sobre M, pois, por [19, Lema5.9],
[M; BE(S?)] = [M; BO(3)] = [S'; BO(3)] = m(BO(3)) = Zs.

O espaco total do S*fibrado nao trivial sobre M é dado como segue: consideremos o
circulo central S' de M. Pelo Exemplo ¢ = (S'xS?%,S', 2, q) é o S*-fibrado nao trivial
sobre S!. Tomando a retragao r : M — S!, o fibrado induzido 7*(£) com projegao p’ é o

S2-fibrado nao trivial sobre M, ou seja,
r*(S'xS?) = {(u,v) € M x (S'xS?) |r(u) = q(v)} (3.4)

é o espaco total do S*-fibrado nao trivial sobre M. Dai, para cada z = e*™* € OM N OD?,
considerando id(z), ¢(z) € Homeo(S?), os homeomorfismos identidade e rotagiao (aquela
como no Caso 1), a menos de equivaléncia de fibrados, temos os seguintes espagos totais

dos S?-fibrados nao triviais sobre RP?:

(M x S?) II (D? x S?%)
b = S o) (3:5)

r*(S'xS?) 11 (D? x §?)

b == <y (3.6)
_ rr(S'xS?) I (D? x §?)
B = S o) (3.7)
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Proposicao 3.10. Seja &y um S*-fibrado sobre RP?. Entdo, {37 ¢ o S*-fibrado trivial

sobre S2.

Demonstragao. Da prova do Teorema [3.5] temos o seguinte diagrama

S? S?

L

E——F

L,

S22, RP2

Y

onde (S?, q) é revestimento duplo de RP?. Notemos que
¢ '(RP?) = ¢ '(MuUD?) =CcuD?iuDs3,

onde C = ¢~ '(M) = S! x [0,1] (o cilindro) e ¢~'(D?) = D? UD3 (as calotas superior e
inferior, respectivamente). Sobre cada uma das componentes conexas de ¢~ (RP?), temos
os S*-fibrados triviais. No caso em que £ = RP?xS? ou Egg), como o bordo de cada uma
destas componentes se projeta injetivamente em MND? através de ¢, segue que a colagem
do bordo superior, S' x {1}, de C com o bordo do disco D? ¢ dada por id(x) € Homeo(S?),
para cada z € 9D?. O mesmo acontece com a colagem do bordo inferior, S* x {0}, de C
com o bordo do disco D3. Assim, {57 ¢ o S*-fibrado trivial sobre S*. Agora, se F = Egg
ou Egm), as colagens citadas anteriormente sao dadas pela rotacao, ou seja,
(D? x S?) I (C x S$?) II (D3 x S?)
(z,y) ~ (z,1,6(x)(¥)), (z,9) ~ (2,0,6(2)(y))’

onde ¢(x), #(z) € Homeo(S?) sao dados pela rotagao (aquela como no caso 1), para cada

E =

x € 0D} 2z € dD3 ey €S2 Uma vez que S? x S? pode ser obtido como

(D? x S*) T (C x S?) 1T (D3 x S?)
(z,y) ~ (z,1,9),(2,9) ~ (2,0,y)’

onde z € 9D?, z € ID3 e y € S?, podemos construir um homeomorfismo entre EeS?x S2,

donde segue o resultado. O

Caso 4: F = B =RP?
Por [19, Lema 5.15],

[M; BE(RP?)] = [M; BSO(3)] = m(BSO(3)) = m(SO(3)) = 1,
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ou seja, temos apenas um RP?-fibrado sobre M. Como 7;(Homeo(RP?)) = Z,, temos
duas classes de RP?-fibrados sobre RP2. O espaco total do RP2-fibrado nao trivial sobre

RP? ¢é dado por
(M x RP?) 11 (D? x RP?)
Eegm =
(2, y) ~ (z, () (y))
onde ¢(r) € Homeo(RP?) é como no Caso 2, para cada x € OM. Assim, seja &y um

R P2-fibrado sobre RP2. Como

(3.8)

m1(E) 2 Zy @ Zy = (a]a®) x (b]|b*)

([19, pdg. 238]), onde a e b denotam os geradores dos grupos fundamentais da base e da
fibra, respectivamente, temos trés espacos de revestimento duplo de M, associados aos

epimorfismos de (M) em Z, dados na seguinte tabela:

al|lb
w1110
w2 | 0|1
w3 |11

Tabela 3.1: Epimorfismos de m; (M) em Zo.

Proposigao 3.11. Sejam &, = (E,RP? RP? p) o fibrado trivial e 0 # [p] € H'(M;Z,).
Com a notagao anterior, &y, € 0

(i) RP*-fibrado trivial sobre S?, para ¢ = ¢;

(ii) S*-fibrado trivial sobre RP?, para ¢ = po;

(iii) S*-fibrado sobre RP? tal que E, = Egg), para ¢ = 3.

Demonstracao. Consideremos o produto S? x RP? equipado com a involucao livre 7 dada
por 7(x,y) = (—x,y). Logo, S? x RP? reveste duplamente RP? x RP? uma vez que
(S? x RP?) /17 = RP? x RP?. Dai, olhando S* x RP?, ora como espago total do S*-fibrado
trivial sobre RP?, ora como espaco total do RP?-fibrado trivial sobre S?, da sequéncia
de homotopia da fibragdao para o revestimento S? x RP? — (S? x RP?)/7, temos a prova
de (i) e (ii). No caso de (iii), consideremos Egg o espaco total de um S*fibrado sobre
RP? (dado em (3.6))), e definamos sobre Egg uma involu¢do livre como segue: sobre
D? x §?, seja 7, a involugdo dada por 7y(z,y) = (z,—y), e sobre 7*(S'xS?) = {(u,v) €

M x (S'xS?) | r(u) = q(v)} (como em (3.4))), seja 75 dada por 7o(u,v) = (u, B(v)), (onde 3
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[0,1] x S?
(07 y) ~ (17 _y)

é a involucao sobre S'xS? =

dada por B((t,y)) = (t,—y), que estd bem
definida, pois

B((0,y) = (0,—y) = (1,y) = B((1, —y))

e ¢é livre). Notemos que 71 e 7o coincidem em 9D? N OM, pois sobre M temos o S?-
fibrado trivial. Portanto, temos uma involucao livre 7/ := 7 U 7 bem definida sobre
Egz. Como (D? x §?)/7 = D? x RP?, 7*(S'xS?) /7 = M x RP? e a colagem em Egg ¢
dada pela identidade, segue que Egg) /7 = RP? x RP?, ou seja, Egmg) reveste duplamente
RP? x RP?. Como Egg # S* x RP?, entao E, = Egg) para ¢ = ¢s. O

Proposigao 3.12. Sejam &y = (E,RP? RP? p) o fibrado nao trivial e 0 # [¢] €
HY(M;Z,). Entao, de acordo com a Tabela {u, €0

(i) RP*-fibrado trivial sobre S?, para ¢ = ¢;

(ii) S*-fibrado nao trivial sobre RP? tal que E, = Egz), para ¢ = @o;

(iii) S*-fibrado néo trivial sobre RP? tal que E, = Egmx), para ¢ = ;.

Demonstragao. Observemos que F = Egg (dado em (3.8).

(i) Da sequéncia de homotopia da fibragao para p, o epimorfismo
¢ = py :m(E) = Zy = m(RP?),

é tal que ¢ = ¢ (Tabela . Assim, considerando o revestimento duplo (E,,p') de E,
a fibragao pop' : E, — RP? é tal que

(pop)(m(Ep)) = pu(Py(m(Ey))) = px(Ker(p)) = 1,

ou seja, (pop)u(m(E,)) é um subgrupo de indice dois em 71 (RP?). Logo, pela prova
do Teorema , &u, € um RP?-fibrado sobre S*. Sendo (S?,¢q) o revestimento duplo de
RP?, temos

S =q¢'(RP?) =¢ '(MUD? =CcuD}uDs.

Dai, analogamente a prova da Proposicao 3.10, segue que &y, € trivial.
(ii) Seja (S, ¢q) o revestimento duplo de RP? e consideremos Egx o espaco total do

S?-fibrado néo trivial sobre RP? (dado em (3.5))). Definamos ¢ : Egm — Egg) por

¢ ((x,y)) = (z,q(y)). A aplicagao ¢’ esta bem definida, pois

q((z,9)) = (z,9(y)) = (z,0()(a())) = (,9(¢(1)(y))) = ¢ ((z, ¢/ (x)())),
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para x € OMNOD?, e é uma projecao de revestimento duplo. Da sequéncia de homotopia
da fibragao, o revestimento duplo ¢’ estd associado ao epimorfismo ¢y, donde segue o
resultado.

(iii) Agora, seja Egm), espago total de um S*-fibrado sobre RP? (dado em ) Con-
sideremos a involucao livre 7" sobre Egz, do mesmo modo que na prova da proposicao
anterior (item (iii)), e assim, de modo andlogo, temos Egxn /7" = Egg). Portanto, segue

que E, = Egy), para ¢ = p3. O]

Observacao 3.13. Com o procedimento de considerarmos os revestimentos duplos de
elementos de Fi, entao, pelos resultados anteriores, encontramos quatro involugoes livres
sobre S? x S?, uma sobre S?xS?, duas sobre S? x RP? e uma sobre cada um dos espacos
Egzm), Egs ¢ Egp. No diagrama abaixo, expressamos os revestimentos duplos que

correspondem a estas involucoes.

>< S? S2xS?

$* x RP? \\ \
m I

RP? x RP? Egn
3.3 Subfamilia 5

Nesta secao, fazemos o reconhecimento dos elementos da subfamilia /5, bem como de
seus revestimentos duplos. Dividimos os fibrados de superficie, £y, = (FE, B, F,p), que

correspondem a esta subfamilia nos seguintes casos:

(1a) x(B) = 0;

(1) F=S%e
(1b) x(B) <0;
(2) F = RP? e (2a) x(B)=0;
(2b) x(B) < 0;
(3) B = S (3a) x(F) =0;
(3b) x(F) <0;
(4) B = RP? (4a) x(F)=0;
(4b) Xx(F) <0
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Lema 3.14. Seja M um elemento da subfamilia 5.

(i) se & estd no caso (la) (respectivamente, (1b)), entdo &7 estd no caso (la) (respecti-
vamente, (1b));

(i) se {ur estd no caso (2a) (respectivamente, (2b)), entao &7 estd no caso (la), ou (2a)
(respectivamente, (1b), ou (2b));

(iii) se {ar estd no caso (3a) (respectivamente, (3b)), entao &5; estd no caso (3a) (respec-
tivamente, (3b));

(iv) se £y estd no caso (4a) (respectivamente, (4b)), entao &7 estd no caso (3a), ou (4a)

(respectivamente, (3b), ou (4b));.

Demonstragdo. Como a esfera S* nao admite revestimento duplo conexo (pois é simples-
mente conexa), o revestimento duplo conexo de RP? é S? e o revestimento duplo de uma
superficie fechada K(m,1) com caracteristica de Euler zero (respectivamente, menor do
que zero) também é K (m, 1) com caracteristica de Euler zero (respectivamente, menor do

que zero), o resultado segue da prova do Teorema [3.5| ]

Observagao 3.15. No item (i), do lema anterior, se {57, por exemplo, ¢ trivial, entao

poderiamos vé-lo também no caso (3a), ou (3b).

33.1 F=S*e BéK(m]1)

Em [26], Melvin d4 um critério para os espacos totais de S?-fibrados sobre superficies com-
pactas B serem homeomorfos, em termos das classes de Stiefel-Whitney. Assim, quando
a base ¢ fechada, ou seja, quando temos um fibrado de superficie &y, = (E, B,S?, p), ele

¢ classificado pelos invariantes wa(€x) € {0, 1}  s(w1(€x)) que & igual a
o o0, se w1 (§m) = wi(B);
e 0, se wi(&u) = 0 # wi(B);
o 1,se wi(§m) # 0, wi(€u) # wi(B) e wi(§m) = wi(B) = 1;
o 2, se wi(&um) # 0, wi(lm) # wi(B) e wi(€u) = wi(B) =0
([26]), onde wi(€4r) € H(B: Zy) denota a i-ésima classe de Stiefel-Whitney de &4, Assim,

2,00, se B é orientavel, com x(B) < 0;
s(wi(ém)) =< 0,1, 00, se B = Kb;

0,1,2,00, se B ¢ nao orientavel, com y(B) < 0,
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ou seja, a menos de equivaléncia de fibrados, existem
e quatro S?-fibrados sobre B, com B orientdvel e x(B) < 0;
e seis S%-fibrados sobre Kb; e
e oito S*-fibrados sobre B, com B nao orientével e x(B) < 0.

Observagao 3.16. Sejam &)y = (E, B,S? p), com B superficie fechada K(m, 1), e 0 #
o] € HY(M; Zs).

(1) Como m1 (M) = m(B), podemos olhar ¢ também como um epimorfismo de 7;(B) em
La;

(2) da prova do Teorerna Em, = (Ey, By, S%,p'), com (E,,¢') e (B, q) sendo revesti-
mentos duplos de E e B, respectivamente, associados a ¢;

(3) como (¢, q) é uma aplicacao fibrada, isto é, po ¢’ = gop/, entao

w;i(Enr,) = ¢" (wi(€ar))

([28, §4, Axioma 2]). Assim, wo(&y,) = 0, pois ¢* : H*(B;Zs) — H?*(B,;Zs) é a
multiplicagao por 2 ([19, Lema 5.11(4)]) e

w1 (Enr,) = ¢ (wi1(€nr)) = wi(&ar)

‘Ker(cp) ’

onde a classe w; (&) € vista como um homomorfismo de 71 (B) em Zs.

Analisemos os casos:
(I) B orientavel com x(B) < 0

Denominamos cada uma das quatro classes de S*-fibrados sobre S, (superficie fechada
orientével de génus g > 1) como sendo do tipo O;, i = 1,...,4, conforme os invariantes

dados anteriormente, organizados na seguinte tabela:

O, 10, | O3 | Oy
wz(EM) 0 0 1 1
s(wi(€m)) | 2 | o0 | 2 |

E denotamos por Ep,, com ¢ = 1,...,4, a menos de equivaléncia de fibrados, seus
respectivos espagos totais. Observemos que o S*-fibrado trivial sobre S, (g > 1) cor-

responde ao tipo Oy ([28, §4, Proposic¢ao 2]). Adotando a apresentacao

1%

7T1(M) 7T1(Sg> - <a1>b17"'7agvbg|[alvbl]"'[a9>bg]>’ (3'9)
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temos 229 — 1 epimorfismos de 71 (M) em Z,, e daf se & é do tipo Oy, ou O3, temos

wy(Exr) # 0, que vista como um epimorfismo, corresponde a um destes 229 — 1.

Proposicao 3.17. Sejam &y um S*-fibrado sobre S, (g > 1) e 0 # [¢] € HY(M;Zs).
Com a notagao anterior,

(i) se &y € do tipo Oy, ou Os, entao &y, ¢ do tipo
e Oy, para ¢ = w;(§u),
e Oy, para ¢ # wi(§u);
(ii) se &ur € do tipo Oy, ou Oy, entdo &y, ¢ do tipo Oy, para todo .

Demonstragdo. Como jd vimos na observagao anterior, wy(&y,) = 0. Agora,

(1) se &ur € do tipo Oy, ou Os, entao wy(&xr) # 0 = wy(S,). Logo, para ¢ = w; (),
wy(§ar,) = ¢ (w1 (§ar)) = 0 = wi((Sy)y) (pois (Sy), ¢ orientavel),
e portanto s(wi (&, )) = 0o, donde segue que £y, ¢ do tipo Oy. Para ¢ # wi (),

wi(§n,) = ¢ (wi(€ar)) # 0 = wi((Sy),) e wi(€ar,) = wi((Sy)y) = 0.

Assim, s(w1(§n,)) = 2, ou seja, &y, € do tipo O.

(ii) Se &y € do tipo Oq, ou Oy, temos wq(&pr) = wi(S,) = 0. Entao,

wi(€n,) = ¢ (wi(€ur)) = 0 = w1((Sy)y),
donde vem que s(w;(&u,)) = 00, ou seja, &y, € do tipo Oy, para todo . ]
(IT) B é a garrafa de Klein

Denominamos cada uma das seis classes de S?>-fibrados sobre Kb como sendo do tipo K;,

¢t =1,...,6, conforme os invariantes dados anteriormente, organizados na seguinte tabela:

’Cl ’Cz ’C3 ’C4 ’CS ]CG
wear) | O] 00| 1|11
s(wi(nm)) | 0 | 1 oo | O | 1 |

E denotamos por Ei,, com i = 1,...,6, a menos de equivaléncia de fibrados, seus respec-
tivos espacos totais. Aqui, o S?>-fibrado trivial sobre Kb corresponde ao tipo K;. Sao trés
os epimorfismos de

(M) = 7 (Kb) = (a1, az | ata3) (3.10)

em Zs, conforme a seguinte tabela:
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a | az
1| 1|0
w2 | 0| 1
ws| 1|1

Observemos que Kb, = T? para ¢ = 3, e Kb, = Kb, para ¢ = 1, p2. Assim,

temos:

Proposigao 3.18. Sejam &)y um S*fibrado sobre Kb e 0 # [p] € H'(M;Zy). De acordo
com a notagao anterior,

(i) se &y € do tipo Ky, ou Ky, entdo &y, é do tipo
* O, para ¢ = @3,
o /Ci, para ¢ = @1, V;

(ii) se &ur € do tipo KCy, ou K, entao &y, ¢ do tipo
e Oy, para ¢ = @3,
o Ky, para ¢ = o,
o [Cs, para ¢ = py;

(iii) se &y ¢ do tipo K3, ou K, entdo &y, ¢ do tipo
o Oy, para ¢ = 3,
o K3, para ¢ = @1, 3.

Demonstragdo. Calculemos s(wi(§az,)), uma vez que wy(&y,) = 0.

(i) Se &y € do tipo Ky, ou Ky, temos wy (€yr) = 0 # wy (Kb). Assim,
w1 (€n,) = ¢ (w1 (€ur)) = 0 = w (T?),
para ¢ = 3, o que implica que s(w;(&y,)) = 00, ou seja, &y, € do tipo Oy. Agora,
wi(§nr,) = 0 7 w1 (KD),

para ¢ = @1, @2, donde vem que s(w(£y,)) = 0, e portanto &y, é do tipo ;.
(i) Se &u € do tipo Ky, ou K, temos wi(§ym) # 0, wi(§m) # wi(KD) e wi(€ur) ~

wy (Kb) =1, pois s(w1(&yr)) = 1. Observemos que wq (Kb), vista como um homomorfismo
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de m1(Kb) em Zsy, corresponde a 3, pois wy (Kb) envia lagos que revertem orientagdo em
1. Ainda, da estrutura multiplicativa de H*(Kb; Zs,), wi(£x) vista como um epimorfismo
de m (Kb) em Zs, corresponde a @1, ou ps. No entanto, segundo o critério dado por
Melvin, em ambas as possibilidades, os fibrados sao equivalentes. Sendo assim, sem perda

de generalidade, consideremos w;(£y7) = 1. Entao, para ¢ = @3,

wi(€nr,) = ¢ (W1(Enr)) = 1),y 7 0= wi(T?) e wi(En,) ~ wi(T?) = 0.

Portanto, s(w1(&a,)) = 2, ou seja, &y, ¢ do tipo 0. Para ¢ = s,

wi(én,) = ¢ (wi(€nr)) = o1, # 0

#2)
Usando o método de Reidemeister-Schreier, temos Ker(ps) = (x1, 29 | #323), onde z; = a;
e 19 = agay ‘ay'. Assim, p; restrito a Ker(ps) é tal que o1(z;) = 1 e ¢y (x3) = 1, isto é,
wy(§ar,) = wy(KD), donde segue que s(w;(&y,)) = oo. Portanto, &y, é do tipo Ks. Para
Y =¥,

wi(&ar,) = ¢ (wi(€ar)) = pup,,,,,, = 0 7 wi(KD)
e assim s(w; (&, )) = 0, ou seja, &y, € do tipo K.

(iii) Se &y é do tipo K3, ou Kg, como s(wy(&nr)) = 00, isto é, wy (&) = wi(Kb), entao

wi(&ar,) = ¢ (wi(€ar)) = ¢ (w1 (KD)) = wi(Kb,),
isto ¢, s(w1(&a,)) = 0o, e portanto (iii) vale. O

(IIT) B nao orientavel com x(B) < 0
Denominamos cada uma das oito classes de S*-fibrados sobre IN}, (superficie fechada nao
orientdvel de génus h > 3) como sendo do tipo N;, i = 1,...,8, conforme os invariantes

dados anteriormente, organizados na seguinte tabela:

N N | N5 | Ny | Ns | Ng | Ny | N
wa(&nr) 0 0 0 0 1 1 1 1
s(wi(€énm)) | O 1 2 oo | 0 1 2 | o

E denotamos por Ey;, com ¢ = 1,...,8, a menos de equivaléncia de fibrados, seus respec-
tivos espagos totais. Aqui, o S*-fibrado trivial sobre N;, (h > 3) corresponde ao tipo M.

Para cada um destes oito tipos, temos 2" — 1 epimorfismos de
T (M) 2 7 (Ny) = {ar, as, ..., ay|alas---a;) (3.11)

em ZQ.
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Observacao 3.19.

(1) Pela apresentacdo dada em (3.11), a classe wi(Ny) € H'(Ny;Z,), vista como um
homomorfismo de 7y (Ny,) em Zy, é tal que w;(Ny,)(a;) =1, para todoi=1,...,h.

(2) Dado um homomorfismo ¢ : m(N,) — Zs, denotemos por ¢° (o “complementar”

de ¢) o homomorfismo de 71 (Ny,) em Zy tal que

0, se ¢(a;) =1

(ai) =19 _
1

, S€ QD(GZ) = 67

1<i<h.

(3) Para ¢ = wi(Ny), temos (Ny), = Sp—1 (h > 3), e para ¢ # w;(N},), temos (Ny), =
Nop—_s.

(4) Tomemos z,y, z ¢ w geradores de um grupo G. Fazendo
(3.12)

podemos substituir z, y por u, v, e palavras do tipo zyzw e y?zw se transformam em zwuv

e zwv?, respectivamente. Agora, se consideramos

t=(wya™ ")y~ ) (wya™") 7,

1 Lyt = (zyz )z o) (zyz~)) 7, (3.13)

U= rYyxr z_ly_

v = ayz = (ayee(zey)e (eya ),

podemos substituir z,y, z por t,u,v, e uma palavra do tipo [z,y|z* se transforma em

t2ulv?.

Proposigao 3.20. Sejam &,; um S?-fibrado sobre Ny, (b > 3) e 0 # [¢] € H'(M;Zs,). De
acordo com a notacao anterior,

(1) se &y é do tipo N, ou N3, entao &y, é do tipo
o Oy, para p = wi(Ny),
o N1, para ¢ # wi(Ny);

(ii) se & 6 do tipo Ny, ou Ny, entdo &y, 6 do tipo
e Oy, para p = wy(Ny),

o Ni, para ¢ # wi(NVy);
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(iii) se &y ¢ do tipo Ny, Ng, N3, ou N7, entao &y, ¢ do tipo
o Oy, para p = wi(Ny),
o N1, para ¢ = wy (&),
o Ni, para ¢ = wq (&))",
e N3, para os demais epimorfismos.

Demonstragdo. Tal como nos resultados anteriores, wy(&ys,) = 0. Calculemos entao, para
cada tipo, o invariante s(wq(&a,)).

(i) Se &y é do tipo Ny, ou N, entao wq(&y) = 0 # wi(Ny) o que implica em

wi(&n,) = ¢ (w1(€nr)) = 0.

Assim, para ¢ = wi(Ny), temos s(w1(§n,)) = 00, pois wi((Na)y) = wi(Sp-1) = 0, e para
¢ # wi(Ny), segue que s(wi(€ar,)) = 0, pois wi((Ny)y) = wi(Nop—2) # 0, e isto conclui a
prova de (i).

(ii) Se &ur é do tipo Ny, ou Ny, como s(wy(€pr)) = 0o, entdo wy (&) = wq(Ny). Assim,

wi(€a,) = ¢ (wi(€ar)) = ¢ (w1 (Nn)) = wi((Nn)o),

o que implica em s(w(§x,)) = oo, donde segue o resultado.

(iii) Se &y é do tipo Na, ou Ng, entdo wi(Ey) # 0, wi(€nr) # wi(Ny) e wi(Ey) ~
wi(Ny) = 1, pois s(wi(€y)) = 1. Assim, da estrutura multiplicativa de H*(Ny; Zs),
podemos considerar wy(&y) = 1, onde @1 @ T (Ny) — Zo é tal que ¢i(ay) = 1 e

¢1(a;) =0, para i = 2,..., h. Dai, para ¢ = w;(Ny),

wi () = ¢ (w1 () # 0 = wi(Sh-1)

e wi(€nr,) ~ wi(Sh—1) = 0, donde segue que &y, é do tipo Oy. Para ¢ = w(£y), vem
que

wi(§ar,) = ¢ (w1 (§ar)) = 0 # wi(Non—2),

ou seja, €, ¢ do tipo Ni. Para ¢ # g1, ¢ # wi(Na), como wiéar,) = ., # 0,
a fim de compararmos w;(&y,) com wi(Nop—2), e calcularmos wi(&nr,) ~ wi(Nan—2),

determinamos uma apresentacao para Ker(p). Assim, seja {1, ax} um sistema de Schreier,
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onde k = min{1,...,h} tal que p(a;) = 1. Usando o método de Reidemeister-Schreier,

temos

=~ = / !, /
Ker(@) - <$17?/1; co s Thkes Yky o - -5 Ths Yh | Wg41 " WpWY * * - We—1Wp_q *+ - WL Wy~ 'wk+1>7

onde z; = a;, y; = akai_la,zl, w; = 22 e w, = Y2, se p(a;) = 0; e x; = a,-a,;l, Yi = apa;,
w; = Ty e w, = x; 'yt se p(a;) = 1, com i = L....k....}h (ka,g/jk,/l{? denotam a
exclusao de xg, yx, k, respectivamente). Observemos que se k = 1, entdo a; nao aparece
em x; e aparece duas vezes em ¥;, caso ¢(a;) = 0; e aparece uma tnica vez em x; e em ¥;,
caso ¢(a;) = 1, para algum i = 2,... h. Se k # 1, entdo a; aparece uma lnica vez em x,

e em ¥, € Nao aparece em x; e y;, para i = 2,..., h. Realizando as transformacoes dadas

em (3.12)) e (3.13)), obtemos
Ker(¢) = (uy, s, ..., ugh—1, Ugp—p | ujuy - - - udy, sy ),

de modo que, para os epimorfismos ¢ # ¢f, existe pelo menos um par (u;,w;) tal
que ¢1(u;) = ¢1(w) = 0, com 1 < j < 2h — 2, e assim wy(&ar,) # wi(Nop—2) (pois
wi(Non—2)(u;) = 1) e wi(Enr,) ~ wi(Nop—2) = 0, ou seja, &y, € do tipo Ns. Para ¢ = ¢f,
temos ¢;(u;) = 1, para todo 1 < j < 2h — 2, ou seja, wy(§ar,) = wi(Nap—2), € por-
tanto &y, é do tipo Ny. Agora, quando &y é do tipo N5, ou N7, temos s(wy(&ar)) = 2,
isto &, wi (&) # 0, wi(€nr) # wi(Np) e wi(y) ~ wi(Ny) = 0. Sem perda de ge-
neralidade, podemos considerar wy(&y) = @py1, onde @piq @ m(Ny) — Zg é tal que
oni1(a1) = pnii(as) = 1 e ppypi(a;) = 0, para todo i = 3,...,h. Dai, procedendo de

modo anélogo a andlise feita para os tipos Ny e N, o resultado segue. O

3.3.2 F=RP?e B éK(m1)

Seja £y um RP?-fibrado sobre B, onde B é uma superficie fechada K(m,1). A menos
de equivaléncia de fibrados, existem dois tais fibrados ([19, pdg. 101]). Consideremos o
subespaco B; = B \ int(D?), sobre o qual temos o RP?-fibrado trivial. Um modelo para
o espaco total do RP?fibrado nao trivial sobre B é dado por

Py = (B x RP?) 11 (D x RP”)

(z,y) ~ (z,0(x)(y))

onde ¢(z) € Homeo(RP?) é dado pela rotacao, para cada z € By, como no Caso 2, da
Segao Agora, por [19, Teorema 5.16],

(3.14)

I

(M) 2 1 (E) 2 m(B) x (|, (3.15)
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donde temos o seguinte lema:

Lema 3.21. Sejam &y, = (E, B,RP? p), com B uma superficie fechada K(m,1), e 0 #
[p] € HY(M;Zs). De acordo com (3.15)),

(i) se ¢ € Kex(y), entdo py(Ker(9)) £ m(B);

(ii) se ¢ & Ker(yp), entao py(Ker(p)) = m(B).

Demonstracao.

(i) Suponhamos que ¢ € Ker(yp), ou seja, p(c) = ¢(1,¢) = 0. Assim, para todo w € m1(B),

o(w,c) = p(w, 1)+ p(1,c) = p(w, 1). (3.16)

Dai, como ¢ é sobrejetor, existe w’ € m(B) — {1} tal que ¢(u', c) = p(w' 1) = 1.
Desta forma, w’ ¢ p4(Ker(y)), pois caso contrario p(w’, c) = ¢(w',1) =0, o que é uma
contradigao. Portanto, temos a verificagao de (i).

(ii) Como Ker(y) é um subgrupo de 7 (E), claramente py(Ker(¢)) C m(B). Agora, se
w € m(B), temos p;(w) = {(w, 1), (w,c)}. Dai, se p(w,1) =0, entdo (w,1) € Ker(yp),
isto &, w € py(Ker(p)). Agora, se p(w,1) = 1, entdo p(w,c) = ¢(1,¢) + p(w,1) =
1+1 =0, ou seja, (w,c) € Ker(p), o que implica que w € py(Ker(p)). Portanto,
py(Ker(p)) = m(B). a

Proposigao 3.22. Sejam &y = (F, B,RP? p) o fibrado trivial, com B uma superficie
fechada K (m,1), e 0 # [p] € H'(M;Z,). Com a notacao anterior, se ¢(c) = 0, entdo &y,
é o RP2-fibrado trivial sobre B.

Demonstragao. Seja (E,, q) o revestimento duplo de E associado a ¢. Como ¢(c) = 0,
entao pelo Lema M(i), (p o q)x nao é sobrejetor, e assim, pela prova do Teorema ,
£m, € um RP?-fibrado sobre E, onde (E, q') é o revestimento duplo de B associado ao
subgrupo (p o )(m (E,)),

2 R P2

|

RP
E,—~FE
p’l
B

N

7 . B.

Como &pr, = (¢')"(Emr) e & € trivial, entao &y, também o é. O

Para os epimorfismos de 7(M) em Z, que enviam ¢ em 1, obtemos os seguintes

resultados:
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Proposigao 3.23. Sejam &y = (E, Sy, RP?,p) com g > 1, e 0 # [¢] € H(M;Zy) tal
que (c) = 1. De acordo com ([3.9)),

(i) se &y € trivial, entdo &y, é um S*-fibrado sobre S, do tipo

o Oy, se pla;) = ¢(b;) =0, para todoi = 1,...,g;

o O, se pla;) =1, ou p(b;) =1, para algum i = 1,...,g;
(ii) se &y € ndo trivial, entdo &y, ¢ um S*-fibrado sobre S, do tipo

o Oy se pla;) = ¢(b;) =0, para todoi = 1,...,g;

o O3, e pla;) =1, ou p(b;) =1, para algum i = 1,...,g.
Demonstragao. Como o(c) = 1, entao pelo Lema M(u) e da prova do Teorema ,
&m, ¢ um S*fibrado sobre S,. Assim, se ¢ ¢ tal que ¢(a;) = ¢(b;) = 0, para todo
i =1,...,g, entdo wi(&n,) = 0 = wi(Sy), ou seja, s(wi(ar,)) = 0o. Se ¢ é tal que
p(a;) = 1, ou ¢(b;) = 1, para algum ¢ = 1,...,g, entdo wyi(En,) # 0 = wi(S,) e
w1 (Ear,) ~ wi(Sy) = 0, ou seja, s(wi(€n,)) = 2. Quanto a wo(&py, ), como Sy = By UD?,
onde By = S,\int(ID?), e &y, restrito a OD* (respectivamente, restrito a dB;) é o S*-fibrado
trivial, com espaco total revestindo duplamente dD? x RP? (respectivamente, revestindo
duplamente 9By x RP?) segue que, se &y 6 trivial, entdao E, é obtido através da colagem
de OD? x S? com OB x S? por id(z) € Homeo(S?), para cada x € 9D?. Se &); é nao trivial,
entdo a colagem ¢é feita por ¢(z) € Homeo(S?), dado pela rotagao, para cada x € OD?.

Portanto, por [26, Lema Estrutural], ws(£as,) = 0 (respectivamente, wz(§az,) # 0), se ar

¢ trivial (respectivamente, nao trivial), donde segue a prova de (i) e (ii). O
Exemplo 3.24. No caso particular em que &y = (E,T? RP? p) ¢é trivial, temos
71—1(]\4) = <a1a b17 c | [ab bl]y 027 [alv C]a [bla C]>

Assim, se ¢ é um dos epimorfismos na seguinte tabela

a; | by |c
e | 1101
w2 | 0|1 |1
p3| 1|1 |1

determinaremos E,. Para isto, consideremos a restrigao do fibrado & a 1-célula S, de

T2, tal que 71 (S') = (ay), isto é, Eump, = (E',S",RP?,p/), onde E' = S' xRP? e p' =p|,.
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Dali, seja ¢ : m(E') — Zy o epimorfismo dado por 1(a;) = 1(c) = 1 e consideremos E, o
revestimento duplo de E’ associado a 1), que é o espaco total de um S?-fibrado sobre S!.
Como Ker(¢) = (aic), entao

[0,1] x S§?
(0,y) ~ (1, —y)

é o espaco total do S?-fibrado nao trivial sobre S, o qual denotaremos por £. Agora, seja

Ej, =S'x8* =

p1: T? — S', a projecdo na primeira coordenada. O fibrado induzido p;(£) é tal que seu

espaco total é

p(S'xS?) = S x (STxS?).

Consideremos-no equipado com a involugao 7 dada por

7(z, (t,y)) = (2, (t, =y)), (3.17)

é livre e é tal que (S' x (S'xS?)) /7 = T?xRP?, ou seja, (S'x (S'xS?), ¢) é um revestimento
duplo de T? x RP?, e o mesmo corresponde ao epimorfismo ¢;. Logo, pela proposicao

anterior, para s, e 3, temos que M, ~ S' x (S'xS?).
Para B = Kb, temos
(M) = (a1, as,claa3, 2, [a1, c], [ag, c]).

Assim, os epimorfismos de 7 (M) em Z, que enviam ¢ em 1 sao dados na seguinte tabela:

S
=
e
N
o)

©
Ay
(]
ol
—

©
N
=
ol
—|

A
w
ol
=
I

©
Ny
=
=
=

Proposigao 3.25. Sejam &y = (E, Kb,RP? p) e 0 # [p] € H'(M;Z,) tal que o(c) = 1.
Com a notacao da tabela anterior,

(i) se &y € trivial, entdo &y, é um S*-fibrado sobre Kb do tipo
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o Ky, se o=,
o Ko 50 0 = 0,3,
o K3, 56 ¢ = pu;
(ii) se &y € ndo trivial, entao &y, ¢ um S*-fibrado sobre S, do tipo
o Ku,se o=,
® s, 8¢ ¢ = @2, 03,
o Cg, se v = @y.

Demonstracao. Pelo Lema M(ii), §um, € um S%-fibrado sobre Kb. Dai, para concluirmos
sobre o tipo de &y, basta calcularmos s(w1(€ar,)), j& que wa (&, ) segue como na prova
da proposicao anterior. Se ¢ = ¢y, entdo wy(&ar,) = 0 # wi(KD), isto é, s(wi(&ar,)) = 0.
Se ¢ = @3, ou p = 3, entao wy (&) # 0, wi(&nr,) 7# wi(Kb) e wi(&nr,) ~ wi(Kb) =1,

isto é, s(wi(§u,)) = 1. E finalmente, se ¢ = 4, entao wi({n,) = wi(KD), isto &,

s(wy (€, )) = o0. O
No caso em que B = Nj, (h > 3), temos
m(M) = {(a1,...,an a2 --a},c as,c,i=1,...,h).

Proposigao 3.26. Sejam &y = (E, N, RP? p), com h > 3, e 0 # [p] € H'(M;Z,) tal
que ¢(c) = 1. Logo, de acordo com a notacao anterior,

(i) se &y € trivial, entdo &y, é um S*fibrado sobre N}, do tipo
o NV, se p(a;) =0, para todo i = 1,...,h,

e Ny, se p(a;) = 1, para uma quantidade {mpar de i’s, e ¢(a;) = 0, para algum

i=1,...,h,

o N3, se p(a;) = 1, para uma quantidade par de i’s, e p(a;) = 0, para algum i =

1,....h,
o Ny, se p(a;) =1, para todo i = 1,..., h;
(ii) se &y € ndo trivial, entdo &y, ¢ um S*-fibrado sobre Sy do tipo

o N5, se p(a;) =0, para todo i = 1,...,h,



3.3. Subfamilia F 45

o Ng, se p(a;) = 1, para uma quantidade {mpar de i’s, e ¢(a;) = 0, para algum

i=1,....h,

e N7, se p(a;) = 1, para uma quantidade par de i’s, e p(a;) = 0, para algum i =

1.k
o N, se p(a;) =1, para todo i =1,...,h.

Demonstracao. O resultado segue de modo analogo as provas das proposicoes anteriores.

]

Observagao 3.27. Nos resultados anteriores, para o caso em que &y é trivial e p(z) = 0,
para todo gerador = de m(B) (B sendo uma superficie fechada K (7, 1)), £y, também é
trivial, ou seja, M, ~ E, = B x S?, e E, estd equipado com a involugao livre da forma

diagonal id x A (A é a involugao antipodal sobre S?).

3.3.3 FéK(ml)e B=S§?

Seja &y um F-fibrado sobre S?, com F uma superficie fechada K (7, 1). Para F # T?, Kb,

existe apenas uma classe de tal fibrado, pois
[S?, BE(F)] = [S?, K(Out(m;(F)),1)] = Hom(7(S?), Out(m,(F)))/ ~= 1.

([19, Teorema 5.1]), e

I
12

(M) = m(E) = m(F),

donde temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.28. Sejam &)y = (E,S? F,p), com F uma superficie fechada K (, 1) dife-
rente de 7% ¢ Kb, ¢ 0 # [¢] € H'(M;Z,). Entdo, &y, ¢ o F,-fibrado sobre S?, dnico a

menos de equivaléncia de fibrados.

Demonstragao. Segue da prova do Teorema [3.5) e de [19, Teorema 5.1], usando o fato de
que F, é K(m,1) e x(F,) <0. O

Observacgao 3.29.
(1) No caso em que F = T2 um T?-fibrado sobre S? é determinado pela classe de homo-
topia da aplicagao de colagem que é um elemento de m;(Homeo(T?)). Como as compo-

nentes conexas de Homeo(7?) tém o mesmo tipo de homotopia, se denotamos por Cjy a
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componente da identidade, entao por [9],
1 (HOHIGO(TZ)) = 7T1(Cid) = 1 (TQ),

ou seja, os T?-fibrados sobre S? sio classificados pelas classes de lacos em T2
(2) Agora, um Kb-fibrado sobre S? é determinado pela classe de homotopia da aplicagao

de colagem, que é um elemento de m (Homeo(Kb)). Dai, por [9],
m1(Homeo(Kb)) = m(Cyq) = m(SO(2)) = Z.

(3) Nao faremos o reconhecimento dos revestimentos duplos para tais fibrados.

3.34 F é K(m, 1) e B=RP?

Seja &y = (E,RP? F,p), com F uma superficie fechada K(7,1). Da sequéncia (3.1)),
temos

o (RP?) -2 1 (F) —> (M) —= Zy —— 1,
onde 0 é o homomorfismo conectante.
Proposigao 3.30. De acordo com a notacao anterior, sejam &y, = (E,RP? F,p), com F
uma superficie fechada K (m,1) tal que x(F) < 0,ou F =T* Kbe d =1,¢e 0 # [¢] €
HY(M;Zy). Assim,
(i) se ¢}, () € trivial, entao {u, € um F-fibrado sobre S?;

(i) se ¢}, -, nao é trivial, entao {u, é um F-fibrado sobre RP2.

Demonstracdao. Das hipoteses, temos a sequéncia exata curta

1 m(F) T (E) > 7y — 1.

Assim, se ¢ restrito a m(F) é trivial, entao m (F') C m(E,). Logo, como m(E,) e m (F)
sao subgrupos de indice dois em 7 (E), segue que m(E,) = m(F). Dai, pg(m(E,)) =1,
ou seja, py(m (E,)) é um subgrupo de indice dois em m (RP?). Agora, se a restrigao de
¢ a m(F') nao é trivial, entao existe y € m1(E,) tal que y & m (F). De fato, suponhamos
que m(E,) C m(F). Dai, m(E,) = m(F), o que implica que ¢(m(F)) = {0}, o que é
uma contradi¢do. Entao, py(y) = 1, ou seja, py(m(E,)) = m(RP?). Portanto, (i) e (ii)

seguem da prova do Teorema [3.5 O]
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Observacao 3.31.

(1) Segundo [19, Lema 5.21], se x(F) < 0, ou x(F) = 0 e 0 = 1, um F-fibrado sobre
RP? é determinado, a menos de equivaléncia de fibrados, pela extensao correspondente
dos grupos fundamentais.

(2) Pela proposigao anterior (item (i)), para F # T?, Kb, temos M, ~ F x S%

(3) Nao faremos o reconhecimento das 4-variedades M tais que &y = (E,RP% F,p),
quando x(F)=0e d # 1.

3.4 Consideracoes sobre a subfamilia F;

Segundo [19, Teorema 5.2], uma 4-variedade fechada M ¢é um elemento da subfamilia
F3, ou seja, &y é um F-fibrado sobre B, com B e F superficies fechadas K(m,1), se,
e somente se, x(M) = x(B)x(F) e m (M) é uma extensao de m(B) por m(F), e além
disso, toda extensao de m;(B) por m(F) é realizada por algum fibrado de superficie, que
¢ determinado, a menos de equivaléncia de fibrados, pela extensao. No entanto, esta
caracterizagao algébrica nao foi suficiente para fazermos a descricao dos elementos desta
subfamilia, e nos parece um tanto abstrato a identificacao dos seus revestimentos duplos.

Portanto, nao tentaremos fazer esta analise.



Capitulo 4

PBU para revestimentos duplos de

fibrados de superficie

Como vimos no capitulo anterior, nao foi possivel detectarmos todas as involucoes livres
sobre os elementos da familia F. Sendo assim, neste capitulo, apresentaremos alguns
resultados mais gerais a respeito da propriedade de Borsuk-Ulam para os revestimentos
duplos de elementos de F, bem como mais especificos para os revestimentos duplos de
elementos das subfamilias F; e F,. Recordemos que, dados M € F e [p] uma classe
nao nula de H'(M;Z,), denotamos por M, o revestimento duplo de M associado ao
epimorfismo ¢ : m (M) — Z,, e por 7, a involugdo livre sobre M, dada pela “deck
transformation”. Como F é M, pelo Teorema M, ¢ um elemento de F e M, ~ FE,
onde (E,, q) é o revestimento duplo E associado a ¢’ := o fx, equipado com a involucao
livre 7/, (dada pela “deck transformation”). Uma vez que dim(M,) = 4, os casos a serem

analisados sdo n = 2, 3,4, para triplas do tipo (M, 7,; R"™).

4.1 Resultados gerais

De modo andlogo ao Corolario [1.17], prova-se:

Corolario 4.1. Dados pares (X, 1) e (Y, 72), com X e Y espagos quaisquer, sejam wy €
HYX/71;Z5) e wy € H'(Y/7;Zs) as respectivas classes caracteristicas dos Zy-fibrados
principais X — X/m e Y — Y/m. Se existe equivaléncia de homotopia f : X/7 — Y/m
tal que f*(wy) = wyx, entdo a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X, 7;R") se, e

somente se, ela vale para (Y, 75; R™).

48
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De acordo com a notacao anterior, temos:

Lema 4.2. A propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M, 7,;R™) se, e somente se, ela

vale para (E,, 7,;R").

Demonstrac¢ao. Desde que a equivaléncia de homotopia f : E — M é tal que f*([¢]) =

[¢'], o resultado segue do Coroldrio anterior. O

Mais geralmente, para os revestimentos duplos de elementos de F, temos o seguinte

resultado:

Teorema 4.3. Sejam M € F, com &y = (E,B,F,p) um fibrado de superficie cor-
respondente, e 0 # [¢] € H'(M;Z,). De acordo com a notagao anterior, se (p o q)4
nao é sobrejetor, entao a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M, 7,,; R") quando

n =3,4.
Demonstracao. De acordo com nossas hipoteses, da prova do Teorema (3.5
gMg: = (q/)*(gM) = (Etpv Bv F7 p2)7

onde E, = {(u,v) € E x B |p(u) =4 (v)} e (B\, q') é o revestimento duplo de B associado
ao subgrupo de indice dois (p o q)x(m(E,)) de m(B),

b‘jbﬁ

hS

"

p2

-~

q/
_—

T~
. ]

&)

Denotemos por 3 a involucao livre sobre B dada pela “deck transformation”.

Afirmagao. A projecdo py : (Ey,7,) — (E, B) é equivariante.

Com efeito, seja (u,v) € E,. Como ¢ é uma aplicacdo de revestimento duplo

q(u, v) = q(7g(u, v)) = u,

o que implica em 7. (u,v) = (u,v'), com v # v. Dai, da comutatividade do diagrama

acima, segue que v’ = B\ (v). Portanto,

(7, (u,0)) = pa(u, ') = v = B(v) = Blpa(u,v)),
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donde segue a equivariancia de p..

Desta forma, como a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (E , /?; R™) quando n =
3,4 (Lema|1.18{(3) e (1)), pela Proposi¢ao (equivaléncia (i) e (ii)), existem aplicagoes
equivariantes de B nas esferas S? e S?. Assim, compondo-as com a projecao equivariante
p2, obtemos aplicagoes equivariantes de E, em S* e S* (lembrando que composta de
equivariantes também ¢ equivariante). Logo, pela Proposicao [L.16] (equivaléncia (i) e
(ii)), segue que a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (E,, 7,; R") quando n = 3, 4.

Portanto, o resultado segue do lema anterior. O

Nas proximas secoes analisaremos a propriedade de Borsuk-Ulam para os revestimentos
duplos de elementos das subfamilias F; e F5. A menos que se diga o contrario, adotaremos

as seguintes apresentacoes
71'1(59) = <CL1, b17 - Qg bg ’ [(11, bl] e [a’gv b9]> (g > 1)7 (41)

m(Ny) = {ay...,apla2---al) (h>1). (4.2)

4.2 PBU para revestimentos duplos de elementos de
J1

Para elementos da subfamilia F; que admitem involugoes livres, temos o seguinte resul-

tado:

Proposicao 4.4. Seja (M, 7) um par tal que M € F;. Entao, a propriedade de Borsuk-
Ulam vale para (M, 7;R?).

Demonstragdo. Como (M) é finito, o resultado segue do Coroldrio [1.21] O

Observacao 4.5. Em particular, sempre temos a validade da propriedade de Borsuk-

Ulam para (M, 7,; R?), para todo elemento M de F; que admite revestimento duplo.

Assim, falta verificarmos a propriedade de Borsuk-Ulam para (M, 7,;R") quando

n = 3,4. Como consequéncia dos Teoremas [3.5] ¢ 1.3}, temos:

Coroldrio 4.6. Se &)y = (E,RP%S?,p) e 0 # [¢] € HY(M;Zs,), entao a propriedade de

Borsuk-Ulam nao vale para (M, 7,,; R") quando n = 3,4.
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Observacao 4.7.

(1) Para &)y = (E,S?,S?, p) nao faz sentido estudar a propriedade de Borsuk-Ulam para
(M, 7,;R™), pois M é simplesmente conexa.

(2) Se &y = (E,S?,RP? p) é trivial e 0 # [p] € H'(M;Z,), entao a propriedade de
Borsuk-Ulam néo vale para a tripla (M., 7,; R™) quando n = 3,4. De fato, da prova da
Proposicao (3.9, M, ~ §* x §* e a involugao livre 7/, sobre §* x §* é da forma diagonal dada
por 7,(x,y) = (z, —y). Portanto, pela Proposi¢ao , a propriedade de Borsuk-Ulam nao
vale para (S? x S?, Ts;; R™) quando n = 3,4, e dai a observagao segue do Lema

(3) Se &y = (E,RP? RP? p) é trivial, entdo existem trés revestimentos duplos de M,
associados aos epimorfismos apresentados na Tabela [3.1} Da prova da Proposicao [3.11]
M, ~ §* x RP? e 7/, ¢ da forma diagonal, para ¢ = ¢1,¢,. Portanto, a propriedade de
Borsuk-Ulam néao vale para (M, 7,,; R") quando n = 3,4 e ¢ = ¢y, .

(4) Ainda nao podemos dizer sobre a validade da propriedade de Borsuk-Ulam para as

ternas (M., 7,; R™) quando n = 3,4, nos seguintes casos:

e &1 é o RP2-fibrado nao trivial sobre S?%;
o &y 6 o RP2-fibrado trivial sobre RP? e ¢ = 3 (Tabela ;

e &y é o RP?-fibrado nao trivial sobre RP2.

4.3 PBU para revestimentos duplos de elementos de
F2

Dividiremos a subfamilia F, em quatro casos conforme subsegoes a seguir.

431 F=$S’e B é K(r1)
Seja &y = (E, B,S?%,p), com B uma superficie fechada K(m,1). Dai, (M) = m(B), e
assim obtemos:

Proposigao 4.8. Sejam &y = (F, B,S? p), com B uma superficie fechada K(,1), e
0 # [¢] € HY(M;Zs). A propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M, 7,; R?) se, e somente

se, B é nao orientédvel e ¢ envia uma quantidade impar de geradores de m(B) em 1.

Demonstragao. Para a prova, estudaremos a fatoragao do diagrama (), do Teorema [1.20}

Se B é orientavel, podemos definir homomorfismo 1 de 7 (M) = m(B) em Z tal que
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iy 0n = ¢, para cada epimorfismo ¢ de m (M) em Z,. Com efeito, pela apresentacao
dada em , basta definirmos 7 em a; e b; como sendo um inteiro par ou impar, caso
¢(a;) e p(b;) sejam Oou 1 (i = 1,...,g). De , o mesmo acontece quando B = Nj,
e ¢(a;) = 1 para uma quantidade par de j’s (j = 1,...,h), e isto prova a implicagao
“—”. Reciprocamente, seja B = N, e ¢ : m(N,) — Zy tal que ¢(a;) = 1 para uma
quantidade fmpar de j’s (j = 1,...,h). Sem perda de generalidade consideremos que
¢(a;) = 1. Suponhamos que a propriedade de Borsuk-Ulam nao valha para (M, 7,; R?).
Assim, existe homomorfismo 7 : m (M) — Z tal que iy on = ¢, ou seja, n(a;) deve ser

um inteiro fmpar. No entanto, da relagao a? - -- a2 = 1, temos

n(ar) = —(n(az) +--- +nlan)),
onde o segundo membro desta igualdade é um inteiro par, o que é uma contradicao. [

Corolério 4.9. Sejam &y = (E,B,S% p), com B uma superficie fechada K(w, 1), e
0 # [¢] € H(M;Z,). Entao, a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M, 7,;R™)
quando n = 3,4.

Demonstra¢ao. Segue do Teorema [4.3] O]

4.3.2 F=RP’e B é K(m,1)

Seja &y = (E, B,RP? p), com B uma superficie fechada K (7, 1). Lembremos que
(M) 2 7 (B) x Zy = m(B) x {c|c?)

(como em ([3.15])). Assim, obtemos:

Proposigao 4.10. Sejam &y, = (E, B,RP? p), com B uma superficie fechada K (7, 1), e
0 # [p] € HY(M;Zs). De acordo com a notagao anterior,

(i) se ¢(c) = 0, entao a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M, 7,; R?) se, e somente
se, B é nao orientdvel e ¢ envia uma quantidade fmpar de geradores de 7 (B) em 1;

(ii) se p(c) = 1, entdo a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M, 7,; R?).

Demonstragao. Através da analise da fatoragao do diagrama (), do Teorema|1.20, usando
as apresentacgoes (4.1)) e (4.2]), as condigoes do item (i) sdo necessarias e suficientes. Para a
prova de (i), suponhamos que a propriedade de Borsuk-Ulam néo valha para (M, 7,; R?).

Entao, existe homomorfismo 7 : 7 (M) — Z tal que o diagrama (x) se fatora. Logo, n(c)
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deve ser um inteiro fmpar, mas da relagdo ¢* = 1, segue que n(c) = 0, o que é uma

contradicao. O]
Como consequeéncia do Lema [3.21](i) e do Teorema [4.3] temos:

Corolario 4.11. Sejam &y, = (E, B,RP? p), com B uma superficie fechada K(m,1), e
0 # [¢] € HY(M;Zs). Se ¢(c) = 0, entao a propriedade de Borsuk-Ulam néao vale para
(M, 7,; R™) quando n = 3, 4.

Quando B = T?, temos w1 (M) = (a1, by |[a1,b1]) X {c|c*) (como no exemplo [3.24]),

donde obtemos:

Proposigao 4.12. Sejam &y = (E, T, RP? p) o fibrado trivial e 0 # [p] € H'(M;Zs,)
tal que p(c) = 1 e p(x) = 1 para algum gerador x de m(T?). Entao, a propriedade de

Borsuk-Ulam vale para (M, 7,;R?) e ndo vale para (M, 7,; R*).

Demonstragao. Para ¢ = ¢, no Exemplo , vimos que M, ~ S' x (Sl§S2) e a in-
volugdo livre sobre S' x (S'xS?) é da forma diagonal id x 7, onde 7 é uma involucio
livre sobre S'xS?. Por [1], 7 é unica e tal que a propriedade de Borsuk-Ulam vale
para (S'xS?, 7;R?). Logo, pela Proposicio a propriedade de Borsuk-Ulam vale para
(S' x (S'x$?),id x 7;R?), e consequentemente, pelo Lema ela também vale para
(M,,7,;R?). Agora, como a propriedade de Borsuk-Ulam nio vale para (S!'xS?, 7;R*),
pois dim(S'xS?) = 3 (Lema[1.1§|3)), da Proposicao [2.3] segue que ela também nao vale
para (S! x (S'xS?),id x 7;R*), e portanto também ndo vale para (M,,7,;R*) (Lema
4.2)). Para ¢ = s, ¢3, como existe isomorfismo v : my(FE,, /7,,) — mi(Ey,, /7,,) tal que o

seguinte diagrama comuta

m(Ep,/7;,) : m(Eg, /T;,)
X /
Lo
(i = 2,3), conseguimos equivaléncia de homotopia h : E, /7, — E, /7, tal que

R*([p1]) = [¢i], i@ = 2,3. Portanto, para ¢ = ¢9, 3, 0 resultado segue do Corolario
LI7 O

Observacao 4.13.
(1) Se &y é o RP?-fibrado trivial sobre B (superficie fechada K (7, 1)) tal que ¢(c) = 1

e p(z) = 0, para todo gerador x de m(B), segue que a propriedade de Borsuk-Ulam
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nao vale para (M,,7,;R") quando n = 3,4, pois a involugao T; sobre E, ¢ a diagonal,
conforme vimos na Observacao [3.27}
(2) Com exce¢ao da proposigao anterior e do item (1) desta observacao, ainda nao sabemos

sobre a validade da propriedade de Borsuk-Ulam para (M., 7,;R™) quando n = 3,4 e
p(c) =1.

4.3.3 Fé K(m 1) e B=S§?

Seja &y = (E,S?, F,p), com F uma superficie fechada K (m,1). Dividimos em trés casos,
como segue:
(I) F # T2, Kb

Como vimos no capitulo anterior, £y; é Unico, a menos de equivaléncia de fibrados,
quando F # T? Kb, isto é, M ~ S* x F. Dai, m(M) = m(F), e dada 0 # [p] €
H'(M;Zs,), sabemos que &y, ¢ um Fy-fibrado sobre S* (Teorema , que também é
tinico, uma vez que F,, é K(m, 1), diferente de T% e Kb, ou seja, M, ~ S* x F,,. Portanto,
nao ha necessidade de analisarmos a propriedade de Borsuk-Ulam para (M, 7,; R"), uma
vez que a mesma ja foi analisada na Subsecao [4.3.1]
(I) F = T?

No caso em que &y = (E,S? T2, p), da sequéncia (3.1)), temos

7272 (M) —=1,
onde 0 é o homomorfismo conectante. Assim,
e se 0 =1, entao m (M) = Z?;

e seJ # 1, entao m (M) = Z&Z, = (x,y|[z,y],y"), para algum n > 0. ([19, Teorema
5.19(3)].)

Proposigao 4.14. Sejam &y = (E,S*,T%,p) e 0 # [¢] € H'(M;Z,). De acordo com a
notacao anterior,
(i) se & = 1, entdo a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M,, 7,; R?).

(ii) se 0 # 1, entao
e a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M, 7,; R?), se ¢(y) = 0;

e a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M., 7,; R?), se p(y) = 1.
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Demonstragao. O resultado segue da verificacao da fatoragao do diagrama (x), do Teo-

rema [1.20l O

Observacgao 4.15. Nas hipoteses da proposicao anterior,

(1)sed =1oud # 1ey(y) =0, apropriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M,, 7,; R")
quando n = 3,4;

(2) se  # 1 e p(y) = 1, ainda nao podemos dizer sobre a validade da propriedade para
(M, 7,; R™) quando n = 3, 4.

(IlI) F = Kb
Para & = (E,S?, Kb, p), da sequéncia (3.1]) temos

e 2 (KD) —— my (M) —— 1.

Assim,

e se 0 =1, entdo m (M) = (z,y | vyxy™');

e se 0 # 1, entao m (M) = (z,y|xyzy~',y
5.19(4)].)

2n) para algum n > 0. ([I9, Teorema

Proposigao 4.16. Sejam &y, = (E,S? Kb, p) e 0 # [¢] € HY(M;Z,). De acordo com a
notacao anterior,

(i) para @ = 1, a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M,,7,;R?) se, e somente se,
p(z) =1.

(ii) se @ # 1, entao a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M, 7,; R?).

Demonstragao. O resultado segue da verificacao da fatoragao do diagrama (x), do Teo-

rema [1.20l O

Observacao 4.17. Nas hipdteses da proposicao anterior,

(1) se =1 e ¢(z) =0, entdo a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (M, 7,; R")
quando n = 3,4.

(2) se 9 =1¢e ¢(z) =1 ou d # 1, ainda nao sabemos sobre a validade da propriedade
para (M, 7,; R") quando n = 3,4.
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4.3.4 F é K(m,1) e B=RP?

Seja &y = (E,RP? F,p), com F uma superficie fechada K (r,1). Da sequéncia (3.1]),

temos a sequéncia exata

1 ——7o(M) 72 7, (F) (M) =7y —> 1. (4.3)

Dividimos a anélise nos seguintes casos:

(I) x(F) <O0oux(F)=0ed =1

Definicao 4.18. Um grupo G é chamado um grupo de superficie, se existe uma

superficie fechada S de génus maior ou igual a um tal que G = ().

Para o fibrado &y, em questao, de (4.3)) e [16, Corolario IV.4], temos a sequéncia exata
curta

1—m(F) —=m (M) 2> 7y — 1, (4.4)

donde segue o seguinte lema:

Lema 4.19. Seja &y = (E,RP? F,p) tal que x(F) < 0 ou x(F)=0e d =1 (homomor-

fismo conectante). Se m (M) é livre de tor¢ao, entao ele é um grupo de superficie.

Demonstragao. De acordo com nossas hipdteses, da sequéncia (4.4)), temos 71 (M) livre de
torgao contendo um grupo de superficie, 1 (F'), como subgrupo de indice dois. Logo, por

[10, Coroldrio 2], existe superficie fechada S, diferente de RP?; tal que (M) = 7,(S). O
Desta forma, de (4.1)) e (4.2]), obtemos o seguinte resultado:

Proposigao 4.20. Sejam &)y = (E,RP? F,p), com x(F) < 0ou x(F) =0e d = 1,
e 0 # [p] € HY(M;Zy). Se (M) é livre de torgao, entao, com a notagao anterior, a
propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M, 7,;R?) se, e somente se, S é nao orientdvel

(# RP?) e ¢ envia uma quantidade fmpar de geradores de 7;(S) em 1.
Demonstragao. Anéloga a prova da Proposicao [4.8| ]
No caso de m1(M) ter tor¢ao, temos o seguinte lema:

Lema 4.21. Se &y = (E,RP? F,p), com x(F) <0Oou x(F)=0ed=1,ex € m(M)é

um elemento de tor¢ao, entao sua ordem de torgao é dois.



4.3. PBU para revestimentos duplos de elementos de F Y

Demonstrag¢ao. Suponhamos que z € m(M) é um elemento de torgao. Da sequéncia
, py(x) # 0, pois se py(x) = 0, temos x € m(F), o que contradiz o fato de que m (F)
é livre de tor¢ao. Logo, py(z) =1, e assim

(i) suponhamos que a ordem de tor¢ao de x é 2m+1 (m inteiro > 1). Entao, py(x)*™*! =
0, o que implica em py(x) = 0, e isto é uma contradigao, ou seja, a ordem de torgao de x
nao pode ser impar;

(ii) se 222 = 1 (m inteiro > 1), entao py(z)?™+% = (py(x)?)™ ™ = 0. Como py(z)? =0,
temos 22 € 7 (F) com ordem m + 1, o que é uma contradigao, e assim a ordem de torgao

de x nao pode ser par maior do que dois.

Portanto, se m (M) tiver torgao ela sé podera ser de ordem dois. ]

Proposigao 4.22. Sejam &)y = (E,RP% F,p), com x(F) <Oou x(F) =0ed=1,e
0 # [p] € HY(M;Zs) tal que p(x) = 1 para algum elemento de tor¢ao x € m (M). Entao,
a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M, 7,; R?).

Demonstracao. Pelo lema anterior, o resultado segue da andlise da fatoracao do diagrama

(*). 0

Observagao 4.23. Seja &)y um F-fibrado sobre RP? como em (1),
(1) a propriedade de Borsuk-Ulam n&o vale para (M,,7,;R™) quando n = 3,4, nos

seguintes casos:

e ¢ = py. De fato, notemos que py(m(E,)) = 1, e assim a conclusao segue do

Teorema . Nesta situagao temos E, ~ S* x F' ([19, Teorema 5.20(3)]);

o © # pu, m (M) livre de torgao, com m (M) = m(S) e
(a) S é orientavel; ou

(b) S é nao orientével e p envia uma quantidade par de elementos de m(S) em 1;

(2) Néo sabemos sobre a validade da propriedade de Borsuk-Ulam para (M., 7,; R"™)

quando n = 3,4, nos casos nao contemplados no item (1) desta observagao.

(I1) 8 # 1
A condigao 0 # 1 implica que x(F) = 0. Assim, para F' = Kb, obtemos o seguinte

resultado:

Proposigao 4.24. Sejam &y = (E,RP? Kb,p), 0 # [p] € H'(M;Z,) e 0 # 1. Entao, a
propriedade de Borsuk-Ulam vale para (M., 7,; R?).
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Demonstracao. Por [19, Segao 11.6],

1 b

m(M) = (tu,w|uwu™ =w Hu" tut ™t = u twt T = wws 1 = uPwe),

onde n é par maior que zero, a,b, ¢ inteiros (> 0) e € = £1. Assim, suponhamos que

exista homomorfismo 7 : m (M) — Z tal que o diagrama (x), do Teorema se fatore.

1 b

Das relagoes v = 1, vwu™' = w™! e t? = v'w, temos n(t) = n(u) = n(w) = 0, o que

contradiz o fato de que pelo menos um dos geradores de (M) é enviado em 1 por ¢. [

Observagao 4.25. Quando 0 # 1, ainda nao sabemos sobre a validade da propriedade

de Borsuk-Ulam para (M, 7,; R") nas seguintes situagoes:
o F'=Kben=23,4;

o F=T?en=234.

4.4 Consideracoes sobre a subfamilia F;

Com excegao dos produtos de superficies fechadas (ambas K (7, 1)), a dificuldade de de-
terminarmos, por exemplo, uma apresentacao para o grupo fundamental dos demais ele-
mentos da subfamilia F3, tornou inviavel, até o momento, darmos uma resposta sobre
a validade da propriedade de Borsuk-Ulam para os revestimentos duplos dos elementos
desta subfamilia. No entanto, alguns casos particulares de elementos de F3 equipados

com involugoes livres, serao explorados nos Capitulos [f] e [6]



Capitulo 5
PBU para (T4, 7 R")

Dizemos que um grupo 7 é um grupo de n-variedade “flat” se ele ¢ livre de torcao
e tem um subgrupo normal de indice finito, que ¢ isomorfo a Z". Estas sao condicoes
necessarias e suficientes para que 7 seja o grupo fundamental de uma n-variedade rieman-
niana fechada “flat”. Em [I§], sdo apresentados todos os grupos de 4-variedade “flat”,
cujo numero de tais grupos é 74, ou seja, sao conhecidas todas as 4-variedades fechadas
que sao revestidas finitamente por 7%. Um grupo de 4-variedade “flat” 7 ¢ orientdvel
se, e somente se, a 4-variedade “flat” correspondente é orientével (para maiores detalhes
vide [I8]). Entao, nas duas préximas secoes, usando [18], identificaremos as 4-variedades
“flat” orientdveis e nao orientdveis que sao revestidas duplamente por T4, e estudaremos
as involucoes livres sobre T%. Finalizaremos com o estudo da propriedade de Borsuk-Ulam
para (T*, 7;R™). Observemos que T% é o espaco total de um T?-fibrado sobre T2, ou seja,

T* ¢ um elemento da subfamilia Fs.

5.1 4-variedades “flat” orientaveis

De acordo com [I8], os grupos de 4-variedade “flat” orientdveis 7 tais que 7/Z* = Z,
sao dados na sequéncia:
(I) O primeiro grupo orientdvel é o produto semidireto de Z?* por Z, pela agao determinada

pela matriz

1 0 O
T'=10 -1 0 ;
1 0 -1

39
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isto é, m = Z3 x¢ Z. Uma apresentacao para m é dada por

= (t,x,y z|tet ™ = a2, [yt [z 1], 2, 9], [z, 2], [y, 2]), (5.1)

onde [u,v] = wvuv™!. Assim, denotemos por M}, a 4-variedade “flat” orientdvel tal que
71 (ME) = 7. Vejamos as involugoes livres 7 sobre T tais que T*/7 = M},. Para isto,
através do método de Reidemeister-Schreier, determinaremos quais das 4-variedades que
revestem duplamente M}, correspondem a T?. Sendo ¢ um epimorfismo de ;(M})) em
Zs, da relacao tat™! = zz, de , temos ¢(z) = 0, e portanto ¢ pode ser um dos sete

epimorfismos listados na seguinte tabela:

tl x| |y|=z t| x|yl =z
p1|1/0/0|0| |es|1]0]|T]0
02 |0 1|00 |@s|0|T|T|0
w300 |10 |z |1]1T]T1T]0
ps |11 1]0|0

Tabela 5.1: Epimorfismos de m(M}) em Zs.

Para cada i = 1,...,7, determinaremos uma apresentagao para Ker(p;) como segue:
e Ker(y1)
Seja {1,t} um sistema de Schreier. Dai, os geradores de Ker(y;) sao:
yu=o(l,t)=t.(f)"' =1
Y12 = o(t, t) = tt.(tt) ! = 1,
ya = o(l,2) = 2.(7) "' = =,
= ta.(tx) ™t = tat™ 1,

)
ys1 = o(Ly) = y.(y) ' =,
y) =ty.(ty) ™ = tyt™,
yn = 0(1,2) = 2.(2) 7! =z,
yso = 0(t, 2) = tz.(tz) "t = tat™,

Y32 = olt,

(

(t,

(
ya2 = o(t,x

(

(

(

e as relagoes sao:
1) yo' ooy’ = 1,
—1 1, —17 _
2) Yoo Y12Y21Y12 Yo | = 1,

4) Ysar12Y3191s = 1,

(

(2)

(3) ys1yse =1
(4)

()

5) YsYa2 = 1,
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6) Yartr2ydlyry = 1,

)

7) [yo1, ym] = 1,

8) (Y22, yz2] = 1,
)

10) [y22, ya2] = 1,
)

11 [?J317?J41] =1,

(

(

(

(9) [yo1, yar] = 1,
(

(

(12) [ya2, yao] = 1.

Com a notacao y; = Y12, Y2 = Y21, Y3 = Y31 € Y4 = Ya1, temos

Ker(()pl) = <3/17 Y2,Y3,Ya | Y1,Y2,Y3, Y4 Comutam> = Z47

ou seja, o revestimento duplo de M}, associado a ¢ é T

De modo anélogo ao que foi feito para ¢, para os demais epimorfismos, temos:
o Ker(e2) = (y1, 42, Y3, yal [y2, yaluis [ys, 1), [ya, n]', 2, ys], [y2, wal, [ys, wal), onde gy =,
Yo = 1%, Yys =Yy e Yy = 2.
o Ker(ps) = (y1,y2,y3, Y1l yaveyr ' = yava, [ys, 1]’y [ya 0], [y2, vsl, (2, al, [y3, yal), onde
p=tya =2, Ys =y’ ey = 2.
o Ker(ps) = (y1, Y2, y3, Ya | 919295 = Yoya w1, (Y1, ysl, [y1, yal, [ys, o), [ya, o), [ys, a]), onde
=ty =at" ys=yey =2
o Ker(ps) = (y1,y2, 93,91l yiveyr ' = yava, [ys, 1]’y [ya, 0], [v2, vsl, (2, al, [y3, yal), onde
=ty =, ys =yt eys =z
o Ker(s) = (Y1, Y2, Y3, ya | Y2, v1]yi [y, 91 v2ya, [ya, val's [y2, ys], (Y2, val, [ys, val), onde yr =
typ=2a% ys=yr ' eys= 2.
o Ker(pr) = (Y1, Y2, Y3, Ya [ 919291 = Yoyaya, [vs, v1]'s [ya, vl [y2, s, [y2, 9a), [y3, ya]), onde
=ty =y s =yt eya =z
Como Ker(p;)ay & Z*, para i = 2,...,7, segue que nenhum dos revestimentos duplos de
M} associados a estes ¢;’s corresponde a T*. Portanto, existe apenas uma involugao livre
sobre T*, que denotamos por 7y, tal que T*/7, = M},

(IT) O segundo grupo orientédvel é tal que
™= Zg A7 Z,

onde a agao é dada pela matriz

I'=10 -1 0
0 0 -1
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Assim,
m={(tzy,z| [t ], [y, 1], [2,], [, 9], [x, 2], [y, 2]). (5.2)
Denotemos por M2 a 4-variedade “flat” orientdvel tal que 71 (M3) = 7. Dali, os epimor-

fismos de 71 (M%) em Z, sdo dados na seguinte tabela.

t x| |y|=z t x| |y|=z tl x|yl =z
p1|1/0/0|0 we |10 1]0 w1 | 111110
w20 1]0][0 @r |1]0|0 1| |2 |1 |T|0]1
03 |00 T|0| | s |0/T|T|0| | |T|0|T|T
ps |0/010|1 wo |01 ]0]|1 pua |01 1|1
ws | 1| 1]0]0 w10 |00 |1 |1 p15 1| 1]1]1

Tabela 5.2: Epimorfismos de m(M?2) em Zs.

Procedendo como em (I), temos:

o Ker(p1) = (W1,Y2, Y3, Ya | Y1, Y2, Y3, ya comutam) = Z*, onde n = 2 Y2 = T, Y3 = Y,

o Ker(pz2) = (Y1, Y2, Y3, Ya | [y1, vol, [y, val', [Was ', (Y2, s, [Y2, yal; [y3, ya]), onde y1 = ¢,
Yo =27, Ys =Y, Yys = 2.

o Ker(ps) = (y1,y2, Y3, Ya | [v2, v1], [z 1]’ [ya, vl (2, ws], [v2, yal [ys, 94]), onde yr = ¢,
Yo =T, Y3 =Y, Ya = 2.

o Ker(ps) = (1,2, y3,yal [Y2, val, (3, 1]’ [ya, wil's [y, 3], (Y2, al, [y3, v4l), onde y1 = ¢,
Y2=17,Ys =Y, y4:z2.

o Ker(ps) = (Y1, y2,ys, Ya | [y1, v2l, [, ysl, [v1, val, [ys, vol's [yas wol's [y, wa]), onde y1 = 2,
Yo =t ys =y, ya = 2.

o Ker(ws) = (Y1, Y2, Y3, ya | [y1, v2l, [z, 1] [ya, 1], [Y2, ), [yo, yal, [y3, ya]), onde yo =ty ™,
Yo =T, Y3 =Y, Ya = 2.

o Ker(wr) = (Y1, y2, ys, Ya | (1, v2), s, w1l [wa, ]’ [y2, ys), (Y2, vals [ys, wa]), onde yy = t277,
Yo =T, Ys =Y, ya = 2°.

o Ker(ps) = (Y1, ¥2, Y3, Ya | [y1, w2l [ys, y1)'y2. [ya, v1]', [y2, ys], [y2, va), [y3, va]), onde y1 = ¢,
Yo = 27, ys =y, ys = 2.

o Ker(pg) = (Y1, Y2, Y3, Ya | 1, ¥l (Y3, i)', [Ya, v1] Y2, (Y2, 3]s (Yo, yal, [y3, yal), onde y; = ¢,
Yo =%, Y3 =y, ya = 2"

o Ker(pio) = (Y1, Y2, Y3, Ya | [y, v2l, [z, 1]’y [ya, 91]'; (Y2, vsl, [y, val, (Y3, val), onde y1 = ¢,

o=, Y3 =y, ya = 2y .
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o Ker(oi) = (Y192, 3, va | [Y2, vilys, [z, v1l's [was 1)’ [y2, vsl, [y2, yals [ys, val), onde y; =
ty e =y s =P, va = 2

o Ker(pi2) = (y1,y2,y3,Ya | [y1, vol [z, vl [ya, Y1)'v2, [Y2, ), (Yo, val, [z, val), onde y1 =
te™l yp =% ys =y, ya = 2"

o Ker(p13) = (Y1, y2, Y3, ya | [y1, v2, [z, vy [ya, i)', (Y2, vs), (Yo, yal, [ys, ya]), onde yy = ty =,
Yo =T, Y3 =Y Ya = 2y .

o Ker(pia) = (y1, Y2, Y3, Ya [ [Y2, 1]y, [Yz. 1], [va, 91l [y, ws), [v2, yal, [ys, 94]), onde y1 = ¢,
Yo=Yy ys =7, ya = 2y

o Ker(pis) = (Y1, 2, Y3, Ya | [y, vilys, [z, 1]y [yas ], (Y2, ), (Yo, val, [z, val), onde y1 =
ty e =ay s =9ty =2y

Como Ker(ip;)q £ Z*, para i = 2,. .., 15, existe apenas uma involugao livre sobre T4,

que denotamos por Ty, tal que T*/m = M3,

Observagao 5.1. Além das duas variedades orientdveis apresentadas em (I) e (II), 7%
também é revestida duplamente por 7%, por exemplo, consideremos sobre 7% = T2 x T? a
involugao diagonal livre 7 X id, onde 7 é uma involugao livre sobre T2 tal que T?/7 = T

e id é a identidade sobre T?. Assim, T%/(7 x id) = T*.

5.2 4-variedades “flat” nao orientaveis

Na sequeéncia, apresentaremos os grupos de 4-variedade “flat” nao orientaveis.

(I) O primeiro grupo de 4-variedade “flat” nao orientavel é tal que
TEZx B =7 x K = (t,z,y,z|[t,z],[t,y], [z, 1], [, 9], [z, 2], [y, 2]), (5.3)

onde B; é o grupo de 3-variedade “flat” nao orientavel e K := m(Kb) ([18]). Também

podemos ver 7 como o produto semidireto, Z3 1 Z, onde a acao ¢ determinada pela

matriz
1 0 O
T = 01 0
00 -1

Denotemos por MY, a 4-variedade “flat” nao orientdvel tal que m (MY) = 7. Logo, temos
quinze epimorfismos de 71 (M) em Zs, que sao como os da Tabela . Na sequéncia,

listamos uma apresentagao para Ker(y;), para cada i =1,...,15:
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o Ker(p1) = (y1, 2,3, Ya | Y1, Y2, Y3, ya comutam) = Z*, onde y = *, yo = z, Y3 = v,
Yy = 2.

o Ker(wa) = (Y1, y2, Y3, Ya | [y1, 9ol (Y1, vs), [va, )’y (Y2, vsl, (Y2, vals [ys, va]), onde y1 = ¢,
?J2:$2, Ys =Y, Ys = 2.

o Ker(ps) = (Y1, y2,ys,Ya | [y2, v1], (Y1, ys), [Yas v1]', (92, ys), [Y2, val, [y3, va]), onde yr = ¢,
Y2 =1, y3=y2ay4=2‘-

o Ker(ws) = (Y1, y2, Y3, Ya | [v2, 91l (Y1, vs), [va, ]’y (Y2, vs), (Y2, vals [y3, v4)), onde y1 = ¢,
Yo=2,Y3=Y, y4:z2.

o Ker(ps) = (Y1, Y2, s, Ya | [y1, Yol [1, ys], [y1, val, [Yo, sl [ya, vol', [y3, val), onde y1 = 12,
Yo =t ys =y, ya = 2.

o Ker(ps) = (Y1, Y2, ¥, ya | [yr, w2l [y1, s, [wa, vil's [y, ys), [y2, wal, [ys, va]), onde 4y = ty =1,
Yo =T, Y3 = Y, Ya = 2.

o Ker(pr) = (y1, Y2, Y3, Ya | [y1, vol, [v1, 93l [Yas 1], [v2, 3], [Y2, val, [y3, val), onde y1 = 271,
Y2 =7,Ys =Y, y4=22-

o Ker(ps) = (y1, Y2, Y3, Ya | [y1, v2l, (Y1, vsls [va, vl [y, ys), (Y2, val, (Y3, 94]), onde yy = ¢,
Yo = 2%, ys =y, ys = 2.

o Ker(wg) = (Y1, Y2, Y3, ya | 1, y2), [y1, ysl, [Ya, v1]'vos [Y2, ys]s (Y2, val, [ys, val), onde y1 = ¢,
Yo =2, Yys =y, ya = 237"

o Ker(wio) = (Y1, Y2, Y3 ya | (Y1, v2, [v1, ysls [ya, v1] s, [y2, ys), (Y2, val [ys, va]), onde y1 = ¢,
Yo =T, Y3 =y ya = 2y .

o Ker(pi1) = (1,92, Yz, Ya | (Y1, v2, (Y1, vs], [va, 1]’ [v2, ys], [y2, yal, [ys, 9al), onde yy =ty 1,
Yo =yt ys = %, ya = 2.

o Ker(pi2) = (Y1, Y2, Y3, va | (Y1, vol, (Y1, Ysl, [Yar v1]'v2, (Yo, ys], [Y2, yal, [Y3, va]), onde y =
te gy =2, ys =y, ygs = 2z

o Ker(piz) = (Y1, Y2, Y3, Ya | [y1, val, Y1, ysl, [vas val'vs, [y2, ysl, [Y2, 4, [y3, va]), onde y =
ty =, ys =% ya = 2y

o Ker(pia) = (Y1, Y2, Y3 Ya | [y1, v2, [v1, ysls [ya, vi]'v2s (Y2, vs), (Y2, val [ys, va]), onde y1 = ¢,
Yo = 27, ys =y, Yy = 2z

o Ker(pis) = (Y1, Y2, Y3, Ya | (Y1, vals Y1, vsl, [vas val'vs, (Y2, ysl, [Y2, 4, [y3, va]), onde y =

Lys=19% =2yt

—1 . —
=, Yo =y
Analisando, cada uma destas apresentacoes, concluimos que dos quinze revestimentos
duplos de M}, apenas um é T, e ele estd associado ao epimorfismo ¢;. Portanto, existe

apenas uma involugao livre sobre 7%, a qual denotamos por 73, tal que T* /73 = M.
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(IT) O segundo grupo nao orientavel é tal que
T2 X By = {(t,x,y, 2| [t, ], tyt ' =yz, [2,1], [z, y], [z, 2], [y, 2]), (5.4)

onde By é um grupo de 3-variedade “flat” nao orientével ([I8]). Também podemos ver 7

como o produto semidireto, Z3 x¢ Z, onde a acao é determinada pela matriz

1 0 0
=101 0
01 -1

Denotemos por M3, a 4-variedade “flat” nao orientdvel tal que m;(M3%;) = 7. Pela relacio
tyt~! = yz, os epimorfismos de 7 (M3) em Z, sao como os da Tabela , e uma apre-
sentacao de Ker(yp;), para cada i = 1,...,7, é dada na sequéncia.

o Ker(p1) = (Y1, Y2, Y3, Ya | Y1, Y2, Y3, ya comutam) = Z* onde y; = 2, yo =z, y3 = y e
Yo = 2.

o Ker(pa) = (Y1, 92, U3, ya | [y vol, yiysyr - = ysya, [va, 1), [v2, Y5, [v2, al, [ys, val), onde
=ty =1" p=yey =2z

o Ker(ps) = (y1, 42,43, ya | [y1, v2l. [ys, 1)t [ya, w1’ (2, wsl, (92, wal, [ys, wa]), onde g1 = ¢,
Yo =1, Y3 =y’ e Yy = 2.

o Ker(pa) = (y1,v2,ys, ya | [y1, v2], [v1, ys), [v1, yal, (Y3, yolya, [, vo]', [ys, v4]), onde y1 = ¢,
p=at T ys=yeys =z

o Ker(ps) = (y1, 42,3,y | 1 vl [ys, 11]ud, [ ]’ [v2, s], [2, vl [ys, wal), onde g =
ty =, ys =yl eys = 2.

o Ker(ps) = (y1,y2, s, Ya | [y1, 2], [ys, yalyas [ya, val's [y2, sl [y2, yal, [ys, ga]), onde yr = ¢,
yo=a ys=yr ey = 2.

o Ker(pr) = (y1, 2,3, ya | [y1, v2lys, [ys, y1]yd, [ya val', (2, vl [y2, w4l [ys, yu]), onde y1 =
ty L=y s =yleys =z

Analogamente aos casos anteriores, existe apenas uma involucao livre sobre 7%, que de-
notamos por 74, tal que T/7y = M3, que estd associada ao epimorfismo ¢; (Tabela
p.1).

(III) Finalmente, o terceiro grupo nao orientavel é tal que

7'('r£Z3 NTZ,
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onde a acao é dada pela matriz

-1 0 0
T=| 0 -1 0
0 0 -1
Assim,
= (tz,y,z|[x. 1], [y,t], [2. 1], [2, 9], [z, 2], [y, 2])- (5.5)

Denotemos por M3, a 4-variedade “flat” nao orientavel tal que m (M3;) = 7. Sao quinze
os epimorfismos de 7 (M3;) em Z,, e eles sao como os da Tabela . Assim, pelo método

de Reidemeister-Schreier, obtemos:

[

o Ker(p1) = (Y1, 2,93, Y4 | 1,92, Y3, ya comutam) = Z*, onde y; = %, yo = z, y3 = ¥,
Yg = 2.

o Ker(p2) = (y1,92,Y3,Ya | [y2, 1]’ [y, ', [yas v1]'s [Y2, Y3l [Y2, yal, (Y3, val), onde y1 = ¢,
3/2:1'2, Ys =Y, Ys = %.

o Ker(ps) = (y1,y2, Y3, ya | [vo, v1]', [ys, 1]’y [ya, v’ [y2, vs), [y2, yal, [y3, ya]), onde y1 = ¢,
Y2 =1, y3:y2,y4:z.

o Ker(ps) = (y1,92,Y3,Ya | [y2, 1]’ W, ', [yas 91]'s [Y2, Y3l [Y2, yals (Y3, va]), onde y1 = ¢,
Yo =T, Y3 =Y, Ys = 2°.

o Ker(ps) = (Y1, Y2, y3,Ya | [yo, val's [y, v’y [y, ', (Y2, ), [y, val, [z, ya]), onde yy =t
?J2:9€2, Ys =Y, Ys = 2.

o Ker(ps) = (Y1, y2, Y3, Ya | [v2, m1l's [y, 1), [y, 1]'s [y2, s, [Y2, val, [ys, val), onde y =ty
Y2 =1, ?/3=y27y422-

o Ker(or) = (Y1, y2, ys, ya | [y, 1]’ [ys, 1]y [wa, ', [y2, ysl, [y, val, [ys, wal), onde yy = 271,
Y=2,Ys =Y, y4:z2.

o Ker(ps) = (y1,y2, 93, ya | [y2, v1]', [ys, 1]’y [ya, 1]’ [y2, vs], [y2, yal, [y3, ya]), onde y1 = ¢,
Yo =27, ys =y, ys = 2.

o Ker(po) = (y1,Y2,Y3,Ya | [y2, 1]’ [y, ', [yas v1]'s [Y2, Y3l (Y2, yal, (Y3, va]), onde y1 = ¢,
Yo =%, Y3 =y, ya = 22"

o Ker(pio) = (Y1, v2, Y3, ya | [v2, 1), [y3, 1], [ya, )y [y2, s, [y2, val [ys, 94]), onde y1 = ¢,

Yo=1, Y3 =y, ya = 2y .

o Ker(@ll) = <Z/1, Y2,Y3,Ya ’ [y27 yl]la [?/3, yl]/7 [?J47 yl]', [y2> y3]> [3/27 y4], [?J37 y4]), onde y; = ty_l,

Yo =2yt ys = v, ya = 2.
o Ker(pia) = (Y1, Y2, Y3, Ya | Y2, v1]'s [ys, v’ [ya, 1], Y2, ), (Y2, val, [Ys, yal), onde yy =tz ™1,

Yo =22, ys =y, ya = 2z L.
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o Kel‘(@l:s) = <Z/1, Y2,Y3,Ya ’ [y27 3/1]'7 [?/3, yl]/7 [?J47 yl]', [y2> y3]> [3/27 ?/4]7 [937 y4]), onde y; = ty_l,

Yo =1,y =y* ya =2y .

o Ker(pia) = (1,92, ¥3, 4 | w2, 01, [ys, val's [ya, ', [y, ys], [y, wal, [ys, wa]), onde g1 = ¢,
Yo = 2%, ys = yr ', ya = za "

o Ker(p1s) = (yr, 42, ys, ya | [y2, 1), s, 91’ [ya, vl [y2, s, (2, yal, [ys, yul), onde yy =y~
w=ay =y y= 2y

Neste caso também existe apenas uma involucao livre sobre T%, que denotamos por s,

tal que T* /75 = M3, que estd associado ao epimorfismo ¢; (Tabela .

5.3 PBU para (T, 7;R")

Inicialmente estudaremos a propriedade de Borsuk-Ulam para (7%, 7;; R"), comi = 1,. ..,
5, conforme as notagoes apresentadas nas secoes anteriores. Lembremos que os casos a

serem analisados sao n = 2, 3, 4.

Proposigao 5.2. A propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (T, 7;; R™), para todo
1=1,...,5en=2,3,4.

Demonstracao. Das apresentacoes dos grupos de 4-variedade “flat”, dadas anteriormente,
podemos definir homomorfismo 1 de m(T*/7;) em Z, para todo i = 1,...,5, de modo
que o diagrama (x), do Teorema se fatore. Assim, a propriedade de Borsuk-Ulam
nao vale para (T4, 7;; R?) para todo ¢ = 1,...,5. Consequentemente, do Lema M(l), a
propriedade de Borsuk-Ulam também néao vale para (T4, 7;;R3) e (T*, 7;; R*), para todo

i=1,...,5. L

Como comentamos na Observacao , existem involucoes livres sobre T# tais que a
variedade quociente também ¢é T*. Assim, na sequéncia, estudaremos a propriedade de

Borsuk-Ulam para (7%, 7;R™) tal que T%/7 = T*.

Proposigao 5.3. Sejam 7 e 7' involugoes livres sobre T? tais que T%/7 = T*/7 =
T*. A propriedade de Borsuk-Ulam vale para (7%, 7;R") se, e somente se, ela vale para

(T*, 7/, R™).

Demonstragdo. Sejam ¢ e ¢’ os epimorfismos de m(T*) em Z, associados aos revesti-
mentos duplos T* — T%/7 e T* — T*/7’', respectivamente. Como existe isomorfismo

0 : m(T*/7") — m(T*/7) ([12, Proposigao 30]) tal que ¢’ = po @, e T*/7, T*/7' sdo
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K (m, 1), existe equivaléncia de homotopia f : T*/7" — T /7 (|35, Capitulo V, Secao 4])
tal que fy = 0. Portanto, f*([¢]) = [¢'], e o resultado segue do Corolério [1.17] O

Daif:

Proposigao 5.4. A propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (T* 7;R") para todo

n > 2 e para toda involugao livre 7 sobre T? tal que T /7 = T".

Demonstrac¢ao. Como vimos, na Observacao 5.1, a involucao diagonal livre 7 X id sobre
T* = T? x T? é tal que T*/(7 x id) = T*. Como, pelo Teorema [2.1a), a propriedade
de Borsuk-Ulam ndo vale para (T%,7;R?), e consequentemente, pelo Lema [1.1§(1), ela
também nao vale para (T2, 7;R™) quando n = 3,4, da Proposigao [2.3] segue que a pro-
priedade de Borsuk-Ulam nao vale para (T, 7 x id;R™) quando n = 2,3,4. Dai, da

proposicao anterior, temos o resultado. O]

Assim, do que foi feito neste capitulo, a conclusao que tiramos é que a propriedade
de Borsuk-Ulam nao vale para (T, 7;R") para todo n > 2, e para toda involucao livre 7

sobre T*.



Capitulo 6

PBU para revestimentos duplos de

Kbx Kb
TX[

Neste capitulo, apresentaremos mais exemplos de elementos da subfamilia F3 equipados

com involucoes livres, e estudaremos a propriedade de Borsuk-Ulam para os mesmos.

Kbx Kb
X[

6.1 Revestimentos duplos de

Consideremos o produto Kb x Kb equipado com a involucao livre da forma diagonal
71 := 7 X  de modo que 7 e [ sao involugoes livres sobre Kb que correspondem a
sequéncia (1,0), conforme a caracterizagao dada em [I1]. Na prova do Teorema , para

o caso particular M; = My = Kb, a 4-variedade quociente

Kbx Kb

T1

é tal que m (Kb x Kb)/1) = Ker(®), onde = w o (1, ¢) é um epimorfismo de

m(Kb/T x Kb/B) = (u,v|[u,v]') x (u,0][u,0])
= <ua U7av’6| [uv U]/7 [aﬁﬂ,v [ua ma [Uﬂa ['Uv ma [U7m>

em Zy, com w : Zo®Zy — 7y dado por w(@, b) = a+b, ¢ : m (W) = Zye ¢ : w1 (Wa) — Zy
tais que ¥(u) = ¢p(u) = 1 e Y(v) = ¢(¥) = 0. Assim, P envia u,u em 1, e v, em 0.
Dai, seja {1,u} um sistema de Schreier. Pelo método de Reidemeister-Schreier, temos os
seguintes geradores para m ((Kb x Kb)/m):

Yio = U%, Y21 = U, Yoo = WOU T, Y31 = UWT, Y3 = U, Ya1 = U € Ygo = UOU T,

e as seguintes relagoes:
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1 y2291292_11 =1
2 %23/213/231 =1
3) Ys1yaoysoyn' =1
4) Ysaymysiyzm = 1

)

)

)

)

5) YsaYrz Ys1 = 1
)

7) yays =1

8) Y12ymYis Yas = 1
9) Y21Ys1Y2 Y1 = 1
10

11

(
(
(
(
(
(6) yroys1ysy =1
(
(
(
(10) yaoya2yar Yo = 1
(11) ynrymya ya' =1
(12) Yasya2yan Yo = 1.

Com a notacao x = y12, ¥y = Yo1, 2 = Y31 € W = Y41, temos a seguinte apresentacao:
m((Kbx Kb)/7) = (x,y, z,w| [z, 9], [z, 2], [z, w], [y, w], [z, y]z, [z, w]'z). (6.1)

Lema 6.1. De acordo com a notagao anterior, a 4-variedade (Kb x Kb)/m ¢ homotopi-

camente equivalente ao espaco total de um T>-fibrado sobre T72.

Demonstragao. De (6.1]), o subgrupo gerado por {z, z}, (z, z), é um subgrupo normal de
m((Kbx Kb)/m) e

m((mz; gb)/m = (7, [g,w]) = m(T?).

Logo, temos a seguinte sequéncia exata
11— (z,2) —=m((Kb x Kb) /1) —=m(T?) —1,

que cinde, ou seja, 1 ((Kb x Kb)/71) = (z,2) xg Z?, onde 6 : Z* — Aut((z, z)) é tal que

Observemos que (x,z) = 7 (T?). De fato, consideremos o produto semidireto
Z2 N Z2 = <a>b‘ [CL, b]> Xy <C7d| [Cv d]>>

onde ¢ : {(c,d|[c,d]) — Aut({a,b|[a,b])) é dado por b.(a) = a™?, 6.(b) = ab, 6))(a) = a,
0,(b) = b~'a~t. Temos 0. 00, = 0,00, e 0. ([a,b]) = 0,([a,b]) = 1. Assim, por [21, Cap.
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10, Coroldrio 1], uma apresentagao de Z? x¢y Z?* ¢ dada da seguinte forma:
geradores: a,b,c,d

relagoes:

(1) fa,b] = 1.

(2) [e,d] =1,

(3) cac'0(a) P =1=[a, ) =1,

(4) cbe™10L(b) P =1 = [c,bla™! =1,

(5) dad™'0(a) ™ =1 = [a,d] =1

(6) dbd='04(b) ™ =1 = [b,d'a =1,

ou seja, m((Kb x Kb)/m) é 72 x¢ 72, onde ¢ é dado por ((x) =a, ((y) =c¢, ((z) =be
¢(w) = d. Logo, m((Kb x Kb)/71) é uma extensao de m(T?) por m;(7?). Como

X(b)x (D)

XKD x ) ) = 222

= 0= x(T*")x(T),

por [19, Teorema 5.2], segue que (Kb x Kb)/m; é homotopicamente equivalente ao espago

total de um T2-fibrado sobre T2. O

Agora, seja ¢ um epimorfismo de 71 ((Kb x Kb)/71) em Zy. Da relagao [z,ylz = 1,
de (6.1)), segue que ¢(z) = 0. Dai, temos sete possibilidades para ¢, conforme a seguinte

tabela:
z|ly|lz|w x|y|z|w
w1/ 0[1]0]0 ps | 0|10 1
w2 |010]1]0 ws | 00|11
w3 0]0]|0]|1 pr|0|T|T|1
ps |O|T]T]|0

Tabela 6.1: Epimorfismos de w1 ((Kb x Kb)/1) em Zs.

Denotemos por W; o revestimento duplo de (Kb x Kb)/7 associado a ¢; (w1 (W;) =
Ker(y;)), e por 7,, a involugao livre sobre W; (dada pela “deck transformation”), i =
1,...,7. Pelos Teorema [3.5] e Lema [3.4 W; € F3 e tem o mesmo tipo de homotopia
do espaco total de um T>-fibrado sobre T2, para cada i = 1,...,7. Assim, quanto a

propriedade de Borsuk-Ulam para (W;, 7,;R™), i =1,...,7, obtemos:

Proposicao 6.2. De acordo com as notacoes anteriores, a propriedade de Borsuk-Ulam

vale para (W;, 7,,; R?) se, e somente se, i = 2,4,6,7.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que o diagrama (x), do Teorema se fatore. Pelas
relagoes [z,ylz = 1 e [z,w)z = 1, de (6.1)), temos n(z) = n(z) = 0. Entdo, para
i = 2,4,6,7, temos uma contradi¢do, pois nestes casos 7(z) deve ser um inteiro impar,
uma vez que ¢;(z) = 1. Portanto, a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (W;, 7,,; R?)
para i = 2,4,6,7. Agora, para i = 1, 3,5, podemos definir um homomorfismo n de modo
que o diagrama (x) se fatore, ou seja, para tais i’s a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale

para (W;, 7,,; R?). O

Observacao 6.3. Da Proposicao e do Lema M(l), a propriedade de Borsuk-Ulam
nao vale para (W;, 7,,; R"),sei =1,3,5 en = 3,4. Assim, resta-nos estudar a propriedade

para (W;, 7,;R"), se i =2,4,6,7 e n = 3,4.
Para n = 4, temos:

Proposicao 6.4. Com as notacoes anteriores, a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale

para (W;, 7,,; R*), quando ¢ = 2,4,6,7.

Demonstra¢ao. O subgrupo gerado por {z}, (x), é normal em m((Kb x Kb)/7) (em

B1) ¢ o
6= LI _ gz o ), 3, )

ou seja, temos a seguinte sequéncia exata curta
11— (z) —m((Kbx Kb)/7)) =G ——=1.

Agora, o subgrupo gerado por {¥,z} é normal em G e

onde t = w. Logo, G = (y,%) X Z, onde 0 : Z — Aut((y,z)) ¢ dado por

® Qt(g) =Yy
0 0,(z)=z""
Verifica-se que G = (§,Z | [§,Z]) o Z = Z? x4 Z, onde 0 homomorfismo 6 estd associado
a matriz
1 0
0 —1

Por [I§], o grupo G é o grupo de 3-variedade “flat” nao orientdvel By, isto é, G = m1(X),

onde X é uma 3-variedade “flat” nao orientdvel. Na verdade, X ~ Kb x S!, pois X e
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Kb xS'sao K(m,1) e m (Kb xS') = (a,b,c|[a,b],[a,c], [b,c]) = G. Assim, consideremos

os seguintes epimorfismos de m1(X) em Zy:

* y(y) = 0, P2(2) = 1, Pr (W) = 0;

e 0,(U) =1, 94(2) = 1, gy (w) = 0;

Denotemos por &; o revestimento duplo de X associado a p;, ¢ = 2,4,6,7. Pelo método
de Reidemeister-Schreier, na sequéncia, damos uma apresentagao para m (X;) = Ker(g;),
para cada i = 2,4, 6,7, e verificaremos a qual 3-variedade “flat” corresponde AX;.

2 e x5 = w. Temos

L 7T1(X2) = <$1,902,903 | [$1,902], [$1,$3]7 [$2,$3]/>, onde 11 =7, 13 =2
(w1, 29) < 7 (Xy), com 71(Xy)/{w1,22) = Z. Mostra-se que m(Xs) = Z? xg Z com ¢’

associado & matriz

1 0
0 -1
Portanto, m(Xy) = By, o grupo de 3-variedade “flat” nao orientavel ([I8]), ou seja,

Xy =4X.

. 71(/‘%) = <ylay27y3 ’ [9173/2]7[91,343]a [?J2a93]/> = 7T1()(2), onde y1 =¥, y2 = zZ2 e Ys =

w-z 1 isto é, Xy = X.

o (X)) = (21,29, 23|21, 22], [21, 23], [22, 23]'21), onde 21 = ¥, 20 = Z-F le z3 = W.
Agora, (21, z0) < m(Xy), com ZT;();4> =~ 7. Logo, m(Xy) = Z* x¢ 7Z com ' associado a
matriz v

1 -1

0 -1
Tal matriz é equivalente a

01

10/
conjugando-a por

1 0

1 -1

Dai, m1(Xy) = Bs, o grupo de 3-variedade “flat” nao orientédvel ([18]).
o 1 (X7) = (w1, wa, wy | [wr, ws], [wy, w3], [wa, ws]'wi) = 7 (Ay), onde wy =F°, wy =Z-F !
ews=w-y !, isto &, (X)) = Bo.

Denotemos por ¢; : X; — X, 1 = 2,4,6,7, a projecao de revestimento duplo. Notemos



Kbx Kb 74

6.1. Revestimentos duplos de == 5

que existe aplicagao f : (Kb x Kb)/m — X tal que fu = v ([35, Cap. V, Coroldrio 4.4]).

Assim, consideremos a fibra¢ao induzida de (X}, ¢;) por f conforme o seguinte diagrama

() —— 4

| lqi

(Kb x Kb)/m L= X,

onde f*(X;) = {(u,v) € X; x (Kb x Kb)/m | q(u) = f(v)}, i = 2,4,6,7, é revestimento
duplo de (Kb x Kb)/m, p1 e p sdo as projecoes na primeira e segunda coordenadas,
respectivamente. Temos f*(X;) = W;, uma vez que (f*(X;),p2) é revestimento duplo
de (Kb x Kb)/1 e seu epimorfismo associado é ¢;, i = 2,4,6,7. Além disso, se deno-
tamos por f3; a involugao livre sobre &; (dada pela “deck transformation”), a projecao
1 (Wi, 7p,) = (X5, B;) é equivariante. De fato, seja x = (u,v) € W;. Assim, pi(z) = u,

e como 7, (z) # € pa(7,,(x)) = pa(x) = v, temos
7,.(2) = (', v), com ' # u. (6.2)
Agora, da comutatividade do diagrama anterior,
¢i(p1(7)) = qi(u) = f(v) = @a(p1(7,,(2))),
ou seja, pi(2), pr (7, (x)) € ¢; ' (f(v)). Logo, por (6.2), pi(7,,(x)) = Bi(u). Portanto,
Pi(74,(2)) = Bi(u) = Bi(p1(u,v)) = Bilp1 (),

para cada ¢ = 2,4,6,7. Uma vez que a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para
(X;, Bi; RY), pois dim(&X;) = 3, obtemos aplicacao equivariante de X; em S?, que compondo-
a com p;, obtemos aplicacdo equivariante de W; em S3. Logo, pela Proposicao m
(equivaléncia (i) e (ii)), a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (W, 7,,;R*), i =

2,4,6,7. O

O estudo da propriedade de Borsuk-Ulam para os revestimentos duplos de 3-variedades

“flat” estd sendo feito em [1], e pelos resultados 14 obtidos, vem que:

Proposicao 6.5. De acordo com as notagoes anteriores, a propriedade de Borsuk-Ulam

nao vale para (W;, 7,,; R*) quando i = 2,6.

Demonstragao. Por [1], a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (X;, 3;; R?), quando
i = 2,6. Portanto, por argumento analogo ao usado no final da proposicao anterior, da
equivariancia de p; : W; — A}, o resultado segue da Proposicao m (equivaléncia (i) e

(ii)). O
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Observacao 6.6.

(1) Em [1], temos que a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X;, 8;; R?), quando i =
4,7. Assim, por enquanto, nao podemos concluir sobre a validade da propriedade para
(Wi, 7,,; R?) quando i = 4, 7.

(2) Existem outras trés involugdes livres da forma 7 x § sobre Kb x Kb de modo que
(Kb, 7;R?) e (Kb, 8; R?) satisfagam a propriedade de Borsuk-Ulam, sao elas: 7 := 7 x 3,
onde 7 e 8 correspondem & sequéncia (1,1), 73 := 7 x 3, onde 7 e [ correspondem
as sequéncias (1,0) e (1,1), respectivamente, e 74 := 7 x 3, onde 7 e 3 correspondem
as sequéncias (1,1) e (1,0), respectivamente. De modo andlogo ao que foi feito para a

involugao 77, para 7, temos
m((Kbx Kb)/m2) = (z,y, z,w| [,y [x, 2], [z, w], [z, ]z, [w, ylz, [z, w]z),  (6.3)
para 73 temos
m (Kb x Kb)/3) = (2, y, 2w [z,y]', [2, 2], [z, w], [y, 2Jo ™, [y, wla ™ [z, w]'), (6.4)
e para 74 temos
m (Kb x Kb)/7i) = (z.y, 2, wl[z,y] [z, 2], [w,w], [y, w], [y 2Ja ™ [z, w]'2). (6.5)

Dai, como m((Kb x Kb)/1) = m((Kb x Kb)/1y), e (Kb x Kb)/1 e (Kb x Kb)/74 sdo
K(m, 1), segue que estas duas 4-variedades quocientes tém o mesmo tipo de homotopia.
O mesmo acontece com as 4-variedades quocientes (Kb x Kb)/my e (Kbx Kb)/73. Agora,
se consideramos um outro sistema de Schreier no calculo da apresentacao de m ((Kb x

Kb) /1), obtemos a seguinte apresentagao
ﬂ-l((Kb X Kb)/T4) = <I7 Yy, z,w ’ [l’, y]/zv [27 U}],7 [I7 Z]7 [ZL’, U}]Z, [y7 Z]a [y7 ’I,U]Z>7 (66)

isto é, m((Kb x Kb)/1y) = m((Kb x Kb)/m3), e portanto todas as quatro variedades
quocientes tém o mesmo tipo de homotopia. Portanto, os revestimentos duplos de (Kb x
Kb)/7j, 5 = 2,3,4, tém os mesmos tipos de homotopia dos revestimentos duplos de
(Kb x Kb)/1, ou seja, com estas outras involugoes livres sobre Kb x Kb nao obtemos

“novos” elementos da subfamilia F3 além dos obtidos usando 7.



Capitulo 7

PBU para aplicacoes em variedades

Sejam X e Y espacos, e 7 uma involucao livre sobre X. Neste capitulo, apresentaremos
uma condicao necessaria e suficiente ja conhecida, para a validade da propriedade de
Borsuk-Ulam para a tripla (X, 7;Y), em termos de existéncia de aplicagdo equivariante.
Para o caso particular em que X = S" e Y = M* ¢é uma variedade de dimensao k, a
principio diferenciavel, de [6l Teorema 33.1], faremos algumas observagoes a respeito da
validade da propriedade de Borsuk-Ulam para (S", 4; M*), e sob certas condigdes sobre

M*, calcularemos o confvel (Definigao [1.23)) de (M*)* = M* x M* — {(z,x) |z € M*}.

7.1 Equivaléncia

Seja Y* :=Y xY — A, onde A = {(y,y)|y € Y} é a diagonal de Y x Y, e seja o a
involugao livre sobre Y* que troca as coordenadas, isto é, a(y1,y2) = (y2,%1) para todo

(y1,y2) € Y™

Proposicao 7.1. A propriedade de Borsuk-Ulam vale para (X, 7;Y’) se, e somente se,
nao existe aplicagao equivariante de (X, 7) em (Y*, «).

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista aplicagdo equivariante g : X — Y™*. Assim,
consideremos a projecao na primeira coordenada p; : Y* — Y. Logo, a aplicagao p; o g :
X — Y é continua e tal que (p; o g)(x) # (p1 o g)(7(z)), para todo = € X, pois se
g(z) = (y1,y2) € Y™, entao

p1(g(®)) = pr(y1,¥2) = ¥1 # v2 = P1(Y2, 41) = pr(a(yr, 42)) = pi(alg(z))) = pi(g(T(z))).

Portanto, a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (X, 7;Y"). Reciprocamente, supo-

nhamos que a propriedade de Borsuk-Ulam nao valha para (X,7;Y). Entao, existe
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aplicagdo f: X — Y tal que f(x) # f(7(x)), para todo = € X. Desta forma, a aplicacdo
g : X — Y* definida por g(z) = (f(z), fo7(x)), é equivariante com respeito as involugoes

livres 7 e e sobre X e Y*, respectivamente. Com efeito,

9(7(x)) = (f(7(2)), f(7*(2))) = (f(7(2)), f(z)) = a(f(2), f o 7(x)) = a(g(x)).

E isto conclui a prova. O

Observacao 7.2. Pela proposicao anterior, quando X = S", estudar a propriedade de
Borsuk-Ulam para ternas do tipo (S", A;Y') é equivalente a determinar o conivel (Definigao
de Y*, que em principio nao é uma tarefa facil. Assim, na proxima se¢ao, calculare-
mos o conivel de (M*)*, onde M* é uma variedade de dimensdo k que satisfaz algumas

condicoes.

7.2 PBU para (S", A; M*) e o conivel de (M*)*

Quando X =S" e Y = M* é uma variedade de dimensao k, a validade da propriedade de
Borsuk-Ulam para a terna (S", A; M*), foi bastante estudada, sem o auxilio da proposicao
anterior. Na verdade os resultados conhecidos juntamente com a proposicao anterior
permitem-nos dar um resultado geral sobre o conivel de (M*)*. Quando M* é uma

variedade diferenciavel de dimensao k, Conner-Floyd provam o seguinte resultado:

Teorema 7.3. [6, Teorema 33.1] Sejam f : S* — M* uma aplicacdo, e A(f) = {z €
S"| f(z) = f(—x)}. Entdo,

(i) se n > k, entao dim A(f) > n — k;

(i) sen="Fke f*: H"(M"™; Zy) — H"(S™;Z,) é trivial, entao A(f) # 0.

Este resultado foi generalizado para variedades topolédgicas por Munkolm em [29], e
posteriormente para variedades generalizadas em [2]. Devido aos resultados acima e uma

pequena observagao podemos enunciar:

Proposigao 7.4. Seja M* uma variedade topolégica compacta. Para a terna (S", A; M*),
a propriedade de Borsuk-Ulam

(i) vale para n > k;

(ii) vale para n = k, se toda aplicagdo f : S* — M™ é tal que f* : H"(M™; Zs) —
H™(S™; Zs) é trivial;

(iii) nao vale para n < k.
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Demonstragdo. A validade de (i) segue diretamente da primeira parte do Teorema [7.3]
Pelo Teorema (ii), se toda aplicacao f : S® — M™ tem a propriedade de que o homo-
morfismo induzido em cohomologia no nivel n (com coeficientes em Zs) é trivial, entao
a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (S", A; M™), e isto mostra (ii). Para provarmos
que a propriedade de Borsuk-Ulam nao vale para (S", A; M*) para n < k, é suficiente
construirmos uma aplicacdo equivariante em (M*)*. Para isto, seja ¢ : S* — M* um
mergulho e consideremos f : S* — (M*)* dada por f(z) = (¢(x), ¢(—x)). A aplicacao f
é equivariante, e dai (iii) segue da Proposigao O

Assim, quanto ao conivel de (M*)*, temos:

Proposicao 7.5. Seja M* uma variedade topolégica compacta. Entdo, s'((M*)*) = k
ouk +1.

Demonstracao. Das proposicoes e nao existe aplicacdo equivariante de S¥+! em
(M*)* pois a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (SF*1, A; M%), e existe aplicagio
equivariante de S¥~! em (M*)*, pois a propriedade de Borsuk-Ulam nio vale para

(SF=1, A; M*). Assim, pela Definigao segue que k < s'((M*)*) <k + 1. O

Dada uma aplicagao f : S" — M™, pelos resultados anteriores se f* : H"(M";Zy) —
H™(S™; Zs) é trivial, entdao a aplicacao f, assim como qualquer outra homotdpica a ela,
tem uma coincidéncia antipodal. Se f* : H"(M™;Zy) — H"(S™;Zs) é nao trivial, nao
sabemos se existe uma g homotopica a f tal que g nao tenha coincidéncia antipodal. Se
isto for verdade implicaria que a propriedade de Borsuk-Ulam nao valeria, e portanto a
segunda condi¢ao do teorema anterior seria necesséria e suficiente.

Seja M* uma variedade topoldgica que tem a cohomologia da esfera, com coeficientes
Ly, isto é, H'(M*;Z,) = 0 para todo 0 < i < k, a qual chamamos de uma esfera de
cohomologia mdédulo 2. Logo, da condi¢ao dada pelo item (ii) da proposigao anterior,

para variedades topoldgicas que nao sao esfera de cohomologia mdédulo 2, mostramos:

Proposicao 7.6. Seja M* uma variedade topolégica compacta que nao ¢ uma esfera de
cohomologia médulo 2. Entdo, a terna (S™, A; M¥) tem a propriedade de Borsuk-Ulam

para todo n > k.

Demonstracao. Ja sabemos de sua validade para n > k. Agora, para n = k, consideremos

uma aplicacio f : S¥ — M*. Como MP* nio é uma esfera de cohomologia médulo 2, existe
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0 < j <k tal que HI(M*;Zy) # 0. Assim, seja 0 # o € HI(M*;Z,). Da Dualidade de
Poincaré, [8, Proposicao 8.13], existe § € H*~9(M*;Z,) de modo que

a~ [ =u,
onde u € H*(M*;Z,) é a classe fundamental. Logo,
[la~p) =)= fa)~ [1(B) = [(u) = f(u) =0~ f(B) =0.

Portanto, pela Proposicao (ii), a propriedade de Borsuk-Ulam vale para (Sk, A; M*).
]

Proposigcao 7.7. Nas hipéteses da proposicao anterior, s’ ((M k)*) = k.

Demonstracao. Das Proposicoes e nao existe aplicacdo equivariante de S* em
(M*)*. Portanto, o resultado segue da Proposigao . ]



Apeéendice A
Involucoes livres sobre Kb x Kb

Neste apéndice, apresentaremos alguns calculos na tentativa de encontrarmos outras in-
volugoes livres sobre o produto Kb x Kb, que nao sejam da forma diagonal. Para isto,
consideraremos a 4-variedade quociente W := (Kb x Kb)/r, onde 7 é como no Capitulo
[0l para assim determinarmos uma apresentacao do grupo fundamental de cada um de
seus revestimentos duplos e verificarmos quais deles correspondem a Kb x Kb, cujo pro-
cedimento j& foi utilizado no Capitulo 5] Como veremos, nao serd possivel encontrar
tais involugoes livres sobre Kb x Kb, neste estudo em particular. No Lema vimos
que W tem o mesmo tipo de homotopia do espaco total de um T>-fibrado sobre T2, e
consequentemente seus revestimentos duplos também (prova do Teorema . Assim,
aproveitaremos os calculos aqui realizados, para observar que alguns destes revestimentos
também tém o mesmo tipo de homotopia do espaco total de um T?-fibrado sobre Kb, ou

de um Kb-fibrado sobre T2.

A.1 Calculos

No Capitulo 6, vimos que
m(W) = (z,y, z,w| [z, 9], [2, 2], [z, w], [y, w], [z, y]z, [z, w]'z),

e que sao sete os revestimentos duplos de W, que denotamos por W;, associados aos
epimorfismos ¢; : m (W) — Zs, i = 1,...,7, conforme a Tabela . Na sequeéncia,
determinaremos uma apresentacao para m(W;) = Ker(p;), para cada i = 1,...,7, e
analisaremos para quais ¢’s temos W; >~ Kb x Kb.

(1) Seja {1,y} um sistema de Schreier. Pelo método de Reidemeister-Schreier, m (W;) =

30
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Ker(¢;) tem os seguintes geradores:

yi=o(l,z) = 2.(7) = x,

vz = o(y,x) = yz.(yT) " = yay !,
yar = o(Ly) =y.(y) ' =1,

v = 0(y,y) = (7)) = ¢,

y31 = 0(1,2) = 2.(z2) 7 = 2,

ys2 = 0(y,2) = yz.(U2) " = yay ',
yu = o(l,w) = w.(w)™ = w,

Ya2 = o(y, w) = yw.(yw) ' = ywy ™,

e as seguintes relagoes:

Yubre = 1, (A1)
Y12Y22y11Yan = 1, (A.2)
(Y11, ya1] = 1, (A.3)
(Y12, y32] = 1, (A.4)
(Y11, yar] = 1, (A.5)
(Y12, yaz] = 1, (A.6)
Yartl = 1, (A7)
Y22ynYa Yo = 1, (A.8)
YnYm Yo = 1, (A.9)
Ys2Y22lz1 Yi1 Yo = L, (A.10)
(Y31, yar]'yin = 1, (A.11)
(Y2, Ya2] Y12 = 1, (A.12)

De (A.1) e (A.7), segue que y12 = y;,' € Yao = ya1, respectivamente. Assim, de (A.2)
e (A.8), temos [y11,y22] = 1 e [y22,ya1] = 1, respectivamente. De (A.9), yso = yn1ys1, e

consequentemente de (A.10) vem que [y22,y31] = 1. Com estas igualdades, as relagoes
(A.4), (A.6) e (A.12), sao iguais a (A.3)), (A.5) e (A.11), respectivamente. Dai, com a

notagao: z1 = Y11, 22 = Y22, 23 = Y31 € 24 = Y41, temos

WI(WI) = <Z17 29, 23, 24 | [Zla Z?]) [217 Z3]a [Zlv Z4]7 [227 Z4]a [ZQa 23]7 [237 Z4]lzl>' (A13)
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Observemos que (Kb x Kb)y, = Z2* ® Zy ® Zs, enquanto que

71—1(1/1/1)(1[) - <21722a23vz4| [21,2,’2]7[21,2’3],[21,24],[22723],[22,24],[23724]721 == 23_2>
- <Z27Z3JZ4 | [227’23]7 [22724]7 [23724]>
~ 77
Portanto, Wy 22 Kb x Kb.

(2) Da prova do Teorema , para o caso particular em que M; = My = Kb, o epimor-

fismo ¢ : (W) — Zs associado ao revestimento duplo Kb x Kb — W é tal que

p(r) = w1 (¢, ¢)(u?) = k71(0,0) =0,
o(y) = (¥, ¢9)(v) = s71(0,0) =0,
0(z) = kY, 9)(uu™t) = k71(1,1) =1,

p(w) = k7Y, 6)(v) = k71(0,0) =0,
ou seja, ¢ = g, e portanto Wy = Kb x Kb.

Assim como em (1), para os demais revestimentos temos:

(3) m(W3) = (21, 22, 23, 24 | [21, 2]/, |21, 23], |21, 24], [22, 24], [23, 24], [23, 22]21), onde z; = z,
29 =1, 23 =2 € 24 = W,

Como 71 (W3) e = Z3, segue que W5 2 Kb x Kb.
(4) m (Wy) = (21, 29, 23, 24 | [21, 22, [21, 23], |21, 24], [22, 24], [22, 23], [23, 24) 22), onde 2z, = z,
29 = y2, 23 = zy‘l €z =w.

Como 71 (Wy)ap = Z* @ Zy, segue que Wy # Kb x Kb.
(5) m(Ws) = (21, 29, 23, 24 | [21, 22, [21, 23], [21, 24)', [22, 24], [22, 23], [23, 24]"), onde 2z = z,
2o =1y} 3y =2ze 2z = wy L.

Suponhamos que
1
WI(WS) = 7Tl<Kb X Kb) - <a17 a2, b17 b2 ’ [ah a2]/7 [bh bQ]la [ai7 b]]? 1 S Za] S 2>

Dai, como 2z € Z(m(W3)), temos ¥(z2) € Z(m (Kbx Kb)) = (a3, b3). Logo, se ¢ (zy) = a3,
entao

7 =197 (a3) = (¥ (a2))%,
o que é uma contradicao. O mesmo acontece se ¥(z3) = b3. Portanto, concluimos que
Wy 2 Kb x Kb.
(6) m (W) = (21, 20, 23, 24 | [21, 20)', [21, 23], [21, 24), [22, 24] 21, [23, 20] 23, [23, 24])'2%), onde z; =
T, 2=y, 23 =22ez2 =wz L

Portanto, Wy 22 Kb x Kb pois 71 (Wg)ay = 72 & Zs.
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(7) mi(Wo) = (21, 29, 23, 24| [21, 22, [21, 23]', [21, 24]'; [29, 24], 2322, [22, 23]), onde 21 = x, 25 =
y2, 23 = zy‘l € z4 = wy‘l.

Uma vez que 2z, € Z(m(Wr)), de modo andlogo a (5), W7 2 Kb x Kb.
Conclusao. Apenas um dos sete revestimentos duplos de (Kb x Kb)/m corresponde a

Kb x Kb. Assim, neste estudo em particular, nao foi possivel detectarmos uma involugao

livre sobre Kb x Kb, que nao seja da forma diagonal.

Observagao A.1. Sabemos que W e W; tém o mesmo tipo de homotopia do espago total
de um T*-fibrado sobre T? (Capitulo @, com i =1,...,7. Mostra-se também que W5 e
W7 tém o mesmo tipo de homotopia do espaco total de um 72-fibrado sobre Kb, e que

W3 tem o mesmo tipo de homotopia do espaco total de um Kb-fibrado sobre T72.
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