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Resumo

Estevez-Jacinto, Gabriela A. Rigidez quase-simétrica de mapas multicríticos do círculo. 2017.
120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo,
2017.

No presente trabalho consideramos homeomor�smos do círculo sem pontos periódicos e com o
mesmo número �nito de pontos críticos todos de tipo non-�at. Provamos que se existe uma conju-
gação topológica entre dois destes mapas que leva ponto crítico em ponto crítico, sem necessidade
de preservar criticalidades, então dita conjugação é uma transformação quase-simétrica com distorção
quase-simétrica local uniformemente limitada. Estes resultados são válidos para qualquer número de
rotação irracional e são independentes da natureza das criticalidades dos pontos críticos, de modo que
nossos resultados são válidos para toda criticalidade real.

Palavras-chave: Mapas multicríticos do círculo, Real Bounds, partições dinâmicas, rigidez.
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Abstract

Estevez-Jacinto, Gabriela A. Quasisymmetric rigidity of multicritical circle maps. 2017. 120 f.
Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2017.

In this work we consider circle homeomorphisms without periodic points and with �nite number of
critical points all of them being non-�at. We prove that if there exists a topological conjugacy between
two of those maps which sends critical point into critical point, which not necessarily preserve cri-
ticalities, then this conjugacy is a quasi-symmetric map with quasi-symmetric distortion universally
bounded. All these results are valid for any irrational rotation number and are independent of the
nature of the criticalities, therefore our results are valid for all real criticalities.

Keywords: Multicritical circle maps, Real Bounds, dynamical partitions, rigidity.

v



vi



Sumário

1 Introdução 1

1.1 Como está organizada esta tese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 Preliminares 5

2.1 Mapas críticos do círculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 Mapas multicríticos do círculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2.1 Propriedades combinatórias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.2 Propriedades topológicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2.3 Propriedades ergódicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2.4 Propriedades de regularidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Pares multicríticos comutativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Renormalização de pares multicríticos comutativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Rigidez quase-simétrica de mapas multicríticos do círculo 19

3.1 Geometria das partições dinâmicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.1.1 Intervalos que se intersectam são comparáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.1.2 Os intervalos críticos são longos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.1.3 Uma partição auxiliar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.1.4 Mapas quase-parabólicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.1.5 Decomposição balanceada de pontes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2 Prova do Teorema da conjugação quase-simétrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2.1 Uma �ne grid adequada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2.2 Prova do Teorema 3.0.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.3 Comentários sob a quase-simetria para mapas com quantidade diferente de pontos

críticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4 Cotas beau para mapas multicríticos do círculo 37

4.1 As cotas C1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.1.1 Prova do Lema 4.1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.2 Derivada Schwarziana negativa do mapa de primeiro retorno . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.3 Beau bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.3.1 Decomposição dos iterados de f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.4 Prova do Teorema 4.3.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5 Considerações �nais 45

vii



viii SUMÁRIO

A Mapas do círculo 47

A.1 Número de rotação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
A.2 Cross-ratio e derivada Schwarziana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
A.3 Pontos críticos non-�at . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

B Prova do Teorema 2.2.2 57

B.1 Comparabilidade de intervalos dinâmicamente simétricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
B.2 Comparabilidade de seis intervalos dinâmicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
B.3 Prova do Teorema 2.2.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

C Mapas quase-simétricos 65

C.1 Prova da Proposição 3.0.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Referências Bibliográ�cas 69



Capítulo 1

Introdução

O fenômeno de rigidez acontece quando uma equivalência débil entre classes de sistemas dinâmicos
se torna uma equivalência forte sob certas condições. Talvez um dos resultados mais célebres nesta
direção é o teorema de rigidez de Mostow, é um dos resultados mais in�uentes dos últimos cinquenta
anos em geometria e topologia.

Na teoria da dinâmica unidimensional, o fenômeno da rigidez aparece primeiro no cenário dos difeo-
mor�smos do círculo. Mais precisamente, em [Her79] Herman provou que existe um conjunto de medida
total B ⊆ [0, 1], tal que todo difeomor�smo Ck do círculo com k ≥ 3 cujo número de rotação pertence
a B, é conjugado à correspondente rotação por um difeomor�smo Ck−2. Veja também Yoccoz [Yoc84a].

Anos mais tarde, Stark [Sta88], Khanin e Sinai [KS87], [KS89], Rand [Ran88] e Katznelson e
Ornstein [YK89], simpli�caram a prova do teorema de Herman utilizando métodos de renormalização:
se f é um difeomor�smo do círculo de classe Cr, com r ≥ 3, e seu número de rotação ρ satisfaz a
condição Diofantina ∣∣∣∣ρ− p

q

∣∣∣∣ ≥ C

q2+β
(1.0.1)

para todos os números racionais p/q, para algumas constantes C > 0 e 0 ≤ β < 1, então f é Cr−1−β−ε-
conjugada à correspondente rotação rígida, para todo ε > 0. Portanto, para quase todos os números de
rotação, um difeomor�smo do círculo su�cientemente suave é suavemente conjugado à rotação corres-
pondente. A pequena perda da diferenciabilidade da conjugação é inerente a problemas de pequenos-
denominadores, os quais estão presentes inclusive se o difeomor�smo em questão é uma perturbação
pequena de uma rotação.

Em 1961, Arnol'd [Arn61] provou que todo difeomor�smo analítico do círculo com número de rota-
ção de tipo Diofantino é conjugado por um homeomor�smo analítico à rotação rígida correspondente,
sempre que o difeomor�smo for su�cientemente próximo da rotação, e conjecturou que a hipótese de
proximidade entre o mapa e a rotação correspondente não era necessária para que o resultado fosse
verdadeiro. Nesse mesmo trabalho, Arnol'd provou que existem difeomor�smos do círculo analíticos
reais que não são sequer absolutamente continuamente conjugados à rotação correspondente. Estes
resultados (reforçados por novos desenvolvimentos, e.g., [YK89] e [KT09]) produzem uma solução bas-
tante completa ao problema de rigidez para difeomor�smos do círculo.

O fenômeno da rigidez também aparece no caso dos mapas críticos do círculo, i.e. homeomor�s-
mos do círculo que preservam orientação com um número �nito de pontos críticos de tipo non-�at.
Estes mapas pertencem à fronteira entre difeomor�smos e endomor�smos do círculo, i.e. entre entropia
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2 INTRODUÇÃO 1.0

topológica zero e entropia topológica positiva. Este tipo de mapas tem sido estudados por muitos ma-
temáticos e físicos devido às suas aplicações nas ciências naturais. Por exemplo, aparecem no estudo
dos �uidos como transição para a turbulência através da intermitência [PM80], no estudo da arritmia
cardíaca [Gla91], dispositivos eletrônicos [BBJ84], entre outros.

Pelo trabalho de Yoccoz [Yoc84b], dois mapas do círculo com mesmo número de rotação irracional
são topologicamente conjugados. A condição de non-�at sobre pontos críticos é necessária: Em [Hal81],
Hall construiu um homeomor�smo do círculo C∞ com pelo menos um ponto crítico de tipo �at que
não possui pontos periódicos nem órbitas densas.

Como a conjugação entre um mapa crítico e a rotação não pode ser suave, então o estudo da rigidez
se concentra na classe dos mapas críticos do círculo. Alguns resultados de rigidez foram obtidos, no
caso de um único ponto crítico, todos estes usando o operador de renormalização. Quando os mapas
são analíticos reais, de Faria and de Melo [dFdM00] provaram que dois de estes mapas do círculo com
mesmo número de rotação de tipo limitado (isto é, β = 0 na desigualdade (1.0.1)) são C1+α conjugados
para algum 0 < α < 1. Mais tarde, em [KT07], Khanin e Teplinsky provaram que dois mapas críticos
do círculo, analíticos reais, com o mesmo número (arbitrário) de rotação irracional são conjugados por
um difeomor�smo C1.

Quando os mapas são suaves, de Faria e de Melo em [dFdM99] provaram que se as renormalizações
sucessivas de dois mapas de críticos do círculo C3 convergem exponencialmente rápido na topologia
C0, então a conjugação é um difeomor�smo C1+α para algum 0 < α < 1, sempre que o número de
rotação pertença a um determinado conjunto A de números de rotação com medida de Lebesgue total.
O conjunto A contém os números de tipo limitado, alguns números Diofantinos (mas não todos) e
alguns números Liouville.

A condição sob a renormalizações foi provada por de Melo e Guarino em [GdM13] para o caso
número de rotação de tipo limitado. Asim, dois mapas críticos do círculo C3 com mesmo número de
rotação de tipo limitado e com único ponto crítico (da mesma criticalidade impar), são conjugados por
um difeomor�smo do círculo de classe C1+α, para algum α > 0 universal. Finalmente, em [GMdM15],
de Melo, Guarino e Martens provaram o mesmo resultado para os números de rotação que pertencem ao
conjunto A de�nido antes: quaisquer dois mapas críticos do círculo C4 com o mesmo número de rotação
pertencem a A e com único ponto crítico (novamente da mesma criticalidade ímpar) são conjugados
por um difeomor�smo do círculo C1+α.

A condição sob o número de rotação é necessária. Em [dFdM99] os autores forneceram contra-
exemplos de mapas críticos do círculo C∞ cujo número de rotação irracional não pertence ao conjunto
A, tal que a conjugação entre eles não pode ser C1+α, para qualquer 0 < α < 1. Em [Avi13], Avila usou
a renormalização parabólica para construir exemplos de mapas críticos do círculo analíticos reais que
não podem ser C1+α conjugados, para qualquer 0 < α < 1.

Todos esses resultados anteriores mostram que a teoria da rigidez está quase completa no caso de
um unico ponto crítico. Em contraste, para mapas com mais de um ponto crítico, ou mapas de círculos
multicríticos, a teoria da rigidez está longe de estar completa. Neste trabalho, nós lidamos com estes
tipos de mapas. Provamos alguns resultados que no caso de um único crítico são verdadeiros.

Para formular adequadamente nosso primeiro resultado precisamos da seguinte noção: se h : S1 →
S1 é um homeomor�smo do círculo que preserva orientação, de�nimos sua distorção quase-simétrica
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local como a função σh : S1 → R+ ∪ {∞} dada por

σh(x) = lim
δ→0

lim sup
|t|≤δ

|h(x+ t)− h(x)|
|h(x)− h(x− t)|

.

Quando σh(x) ≤M para todo x ∈ S1 e alguma constante M ≥ 1, dizemos que h é quase-simétrica.

Nosso primeiro resultado é o seguinte

Teorema A. [EdF15] Sejam f, g : S1 → S1 dois mapas multicríticos do círculo de classe Cr (r ≥ 3)
com mesmo número de rotação irracional e o mesmo número de pontos críticos, todos eles de tipo
non-�at. Se h : S1 → S1 é uma conjugação entre f e g que leva ponto crítico em ponto crítico então h
é uma transformação quase-simétrica.

A prova do teorema A está baseada na prova do resultado análogo para o caso de mapas uni-críticos
do círculo dada em [dFdM99]. Portanto, na prova só usamos métodos de análise real e o resultado é
valido para criticalidades não inteiras dos pontos críticos. Notamos também que a conjugação h não
precisa preservar as criticalidades dos pontos críticos. É importante destacar que quando as criticali-
dades são números inteiros, o teorema A é um caso especial de um teorema anunciado por T. Clark e
S. van Strien em [CvS14], cuja prova usa ferramentas de análise complexa.

Um resultado de rigidez similar para mapas do círculo com intervalo �at foi provado por Palmisano
em [Pal15]: dois mapas do círculo C2 com intervalo �at são quase-simetricamente conjugados em seus
conjuntos não-errantes, sempre que seu número de rotação seja de tipo limitado e que certas partições
do círculo satisfaçam uma hipótese de geometria limitada.

Seja f um mapa multicrítico do círculo e c um ponto crítico. Sejam {qn}n≥0 a sequência de primeiros
retornos da órbita de c, e para todo n ≥ 0, seja In(c) o intervalo com pontos extremais dados por c e
f qn(c), que contém o ponto f qn+2(c). O raio dos comprimentos

sn(c, f) =
|In+1(c)|
|In(c)|

,

é chamado a n-ésima proporção de escala de f associada ao ponto crítico c ou o n-ésimo scaling ratio
de f ao redor do ponto crítico c.

Um passo preliminar no estudo da rigidez C1+α, é obter cotas reais a-priori na geometria das
órbitas dos pontos críticos. Como acontece em mapas unidimensionais com um único ponto crítico,
o comportamento da órbita do ponto crítico determina o comportamento de todas as outras órbitas.
Portanto, a tarefa reduz-se a encontrar cotas a-priori nas órbitas críticas, para isto é su�ciente obter
cotas uniformes na sequencia das proporções de escala (ou scaling ratios) ao redor de cada ponto
crítico. Cotas deste tipo são chamadas de Beau Bounds pelo Sullivan em [Sul88]. Como no caso de
mapas com um único ponto crítico, as beau bounds devem produzir uma forma forte de compacidade
da renormalização de um determinado mapa multicrítico do círculo.

O seguinte teorema é o segundo resultado obtido na tese.

Teorema B. [EdFG16] Seja f : S1 → S1 um mapa multicrítico do círculo com número de rotação
irracional. Então as sucessivos proporções de escala ao redor de cada um de seus pontos críticos são
uniformemente limitados, e a cota é assintoticamente independente de f .
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Um corolário importante do Teorema B, juntamente com o Teorema A, é o seguinte resultado

Corolário 1.0.1. Sejam f, g dois mapas multicríticos do círculo com mesmo número de rotação ir-
racional e mesmo número de pontos críticos. Seja h : S1 → S1 uma conjugação entre f e g que leva
ponto crítico em ponto crítico, então h é quase-simétrica, e sua distorção quase-simétrica local é uni-
versalmente limitada, i.e. existe uma constante K > 1, que depende da quantidade de pontos críticos e
da maior criticalidade, tal que σh(x) ≤ K para todo x ∈ S1.

1.1 Como está organizada esta tese

No capítulo 2, introduzimos o conceito de mapas multicríticos do círculo e mostramos suas proprie-
dades mais relevantes. Além disso, introduzimos a noção de par multicrítico comutativo, o qual permite
de�nir um operador de renormalização para mapas multicríticos do círculo.

A primeira contribuição da tese começa no capítulo 3, o qual contém a prova do Teorema A. Esta
prova segue da construção de uma sequencia de partições auxiliares, que são re�namentos intermediá-
rios da partição dinâmica associada a um ponto crítico. Estas partições auxiliares vão permitir de�nir
um �ne grid (como foram de�nidas originalmente em [dFdM99]), que não é mais que uma sequên-
cia de novas partições do círculo que satisfazem certas condições. Existe um critério, estabelecido em
[dFdM99], sobre a conjugação entre dois mapas multicríticos do círculo: se tal conjugação produzir um
isomor�smo entre as �ne grids dos dois mapas, então ela é quase-simétrica.

O capítulo 4 é dedicado à prova do Teorema B. A prova esta baseada numa decomposição adequada
dos iterados do mapa multicrítico do círculo. Para isto, estabelecemos as cotas C1 para os mapas de
primeiro retorno em torno dos pontos críticos e provamos que sua derivada Schwarziana é negativa.

No capítulo 5, apresentamos algumas perguntas concernentes à existência ou não de uma conjuga-
ção suave entre dois mapas multicríticos do círculo.

O Apêndice A contém as provas dos fatos mais relevantes enunciados nos capítulos anteriores.
Finalmente, no Apêndice B, estabelecemos as cotas a-priori reais para mapas multicríticos do círculo.
Este tipo de cotas mostram que as partições dinâmicas de mapas multicríticos do círculo possuem
geometria limitada. Este resultado é conhecido, em uma forma ligeiramente diferente, do trabalho não
publicado de Herman [Her88], o qual esta baseado num trabalho prévio de Swiatek [Swi88]. Uma outra
aproximação ao trabalho de Herman, pode ser achada no trabalho de Petersen [Pet00]. Ainda assim,
fornecemos uma prova independente que em sua vez esta baseada naquela encontrada em [dFdM99]
para mapas uni-críticos do círculo.



Capítulo 2

Preliminares

Identi�camos S1 com o quociente R/Z, sob o mapa de cobrimento universal π : R → S1 dado
por π(x) = exp(2πix). Também identi�camos S1 como o grupo multiplicativo dos números complexos
S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

Pela teoria desenvolvida pelo Poincaré [Poi82], a dinâmica do homeomor�smo f do círculo depende
do número de rotação ρ(f): a existência de órbitas periódicas é equivalente a ρ(f) ∈ Q, e se ρ(f) é um
número irracional f não tem órbitas periódicas. Como toda órbita da rotação irracional Rρ(x) = x+ ρ
é densa, um homeomor�smo do círculo f é conjugado à rotação correspondente Rρ(f) se e somente se
o seu conjunto minimal K é igual a S1 (veja Proposição A.1.2 no Apêndice A). Além disso, f e Rρ(f)
são conjugados se e somente se não existe um intervalo J tal que J , f(J), f2(J), · · · são dois a dois
disjuntos: se f e Rρ(f) são conjugadas não existe um intervalo J tal que todos seus iterados f i(J) i ≥ 0,
são disjuntos. Se f não é conjugado com a rotação Rρ(f) então K 6= S1 e toda componente conexa I de
S1 \K satisfaz que seus iterados f i(I), para i ∈ N, são dois a dois disjuntos (veja [dMvS93, Capítulo
I, página 34]).

Um intervalo J tal que todos seus iterados f i(J) i ≥ 0, são dois a dois disjuntos é um intervalo
errante. Assim, a conjugação topológica entre f e a rotação correspondente depende da não existência
de intervalos errantes.

Aumentando a diferenciabilidade dos mapas do círculo com número de rotação irracional, obtemos
o seguinte resultado devido a Denjoy.

Teorema 2.0.1 (Teorema de Denjoy). [Den32] Todo difeomor�smo C2 do círculo com número de
rotação irracional é topologicamente conjugado à correspondente rotação rígida.

De fato, o resultado original de Denjoy é para f difeomor�smo C1 do círculo tal que logDf tem
variação limitada1. Notemos que se f é um difeomor�smo C2 então logDf é de variação limitada
tomando V (f) ≥

∫
S1 |D2f(x)|/|Df(x)|dx.

A hipótese sob a derivada do mapa é essencial, em [Den32], Denjoy também construiu exemplos
de difeomor�smos C1 com número de rotação irracional que possuem intervalos errantes, i.e. não são
topologicamente conjugados à correspondente rotação, [dMvS93, Capítulo 1, Teorema 2.3].

1Existe uma constante V (f) > 0 tal que dada qualquer partição �nita ordenada do círculo {x0, x1, · · · , xn} temos
que:

∑n−1
i=0 | logDf(xi+1)− logDf(xi)| ≤ V (f).

5



6 PRELIMINARES 2.1

Como o estudo do espaço dos difeomor�smos do círculo está bem desenvolvido, continuamos com o
estudo de mapas com pontos críticos. Para isto teríamos que estudar todos os tipos de pontos críticos
existentes, por exemplo, pontos críticos que são máximos o mínimos locais ou pontos críticos que são
pontos de in�exão. No primeiro casso, o mapa não é injetivo, i.e. é um endomor�smo do círculo. Nesta
tese estamos interessados em estudar a dinâmica de mapas injetores com pontos críticos in�exivos.
Estes mapas tem sido amplamente estudados por exemplo em [Yoc84b], [dF99], [dFdM99], [dFdM00],
[Avi13], [Swi88], [GMdM15], [KY06], [Yam01], [Yam02], [Yam03] ou [CvS14].

2.1 Mapas críticos do círculo

Um mapa crítico do círculo é um homeomor�smo f do círculo de classe C3 que preserva orientação,
com número de rotação irracional e que possui um único ponto crítico de tipo non-�at (veja apêndice
A secção A.3).

A seguir, mostramos um exemplo de este tipo de mapas. Este exemplo pertence à Família de Arnol'd
de�nida por Arnol'd em [Arn61] a qual é a família estândar de mapas do círculo.

Exemplo 2.1.1. [Família de Arnol'd]

Seja a ∈ [0, 1) e b ≥ 0. De�nimos para todo x ∈ R

Fa,b(x) = x+ a−
(
b

2π

)
sin(2πx).

Fa,b é um levantamento de um mapa do círculo fa,b. A escolha do parâmetro b determina o tipo de mapa.

Para b=0, fa,0 é a família de rotações rígidas Ra(x) = x+ a.

Para 0<b<1, todo mapa na família pertence ao conjunto aberto dos difeomor�smos reais-analíticos.
O conjunto de valores dos parâmetros correspondentes a mapas que tem um atrator hiperbólico periódico
é um conjunto aberto e denso. De fato, é a união de um número contável de regiões disjuntas abertas
chamadas de línguas de Arnol'd. Toda língua é limitada por um par de curvas suaves que convergem a
um valor racional de a quando b vai para zero. Os mapas pertencentes as línguas são estruturalmente
estáveis e possuem um único ponto periódico atrator. O complemento das línguas esta formado por cur-
vas suaves que são o bordo da língua ou é uma curva que converge a um valor irracional de a quando
b vai para zero.

Para b=1, cada mapa da família é um homeomor�smo com um único ponto crítico in�exivo de
grau 3 (veja a de�nição de grau no apêndice A secção A.3). O conjunto dos parâmetros a tal que o
número de rotação de fa,1 é irracional tem medida de Lebesgue nula. A sua dimensão de Hausdor� é
estritamente menor do que 1 e maior ou igual a 1/3.

Para b>1, o mapa fa,b não é mais invertível e o seu número de rotação pode não existir e quando
existir pode depender do ponto.

Veja mais observações em [dM11].

Assim, os mapas fa,1 com número de rotação irracional são exemplos dos mapas críticos nos quais
estamos interessados.
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Seja f um mapa crítico do círculo, com único ponto crítico, usando a combinatória do número de
rotação de f e estimações sob o cross-ratio degenerado Yoccoz provou em [Yoc84b] que não existem
intervalos errantes para f . Como já sabemos, isto indica que f e Rρ(f) são topologicamente conjugados.
Para uma versão em inglês da prova do Teorema de Yoccoz, veja [Gua12, Apêndice A] ou [Gua15].

A hipótese sob a natureza do ponto crítico é inviolável para que o resultado de Yoccoz ainda seja
válido, em [Hal81] Hall construiu um homeomor�smo críticos C∞ do círculo sem pontos periódicos e
sem órbitas densas.

A combinatória de estes mapas críticos é a mesma que da correspondente rotação. Assim sua entro-
pia topológica é nula e estes mapas são unicamente ergódicos (veja apêndice A). Como a conjugação
entre um mapa crítico e a correspondente rotação não pode ser suave, então o estudo das propriedades
geométricas de estes mapas se enfoca em estudar a conjugação entre dois mapas críticos do círculo. No
caso de um único ponto crítico acontece que, sob algumas restrições topológicas suaves, a conjugação
entre dois mapas críticos é diferenciável (e inclusive com derivada Holder) assim que ela existir. Veja
por exemplo: [Yoc84b], [dF99], [dFdM99], [dFdM00], [Avi13], [Swi88], [GMdM15], [KY06], [Yam01],
[Yam02], [Yam03] ou [CvS14].

Retornando ao teorema de Yoccoz, temos o seguinte

Observação 2.1.1. Na prova do teorema de Yoccoz, os mapas possuem um número �nito de pontos
críticos todos eles de tipo non-�at.

Assim, estamos interessados em estudar a conjugação entre dois mapas críticos do círculo com mais
de um ponto crítico.

2.2 Mapas multicríticos do círculo

De�nição 2.2.1. Um mapa multicrítico do círculo é um homeomor�smo f do círculo de classe C3

que preserva orientação e que possui N = N(f) > 1 pontos críticos todos eles de tipo non-�at: cada
ponto crítico c possui uma vizinhança W tal que para todo x ∈ W , temos f(x) = (φ(x))d + f(c) onde
φ : W → φ(W ) é um difeomor�smo local C3 com φ(c) = 0.

Um exemplo de mapa multicrítico do círculo é obtido modi�cando a família de Arnol'd.

Exemplo 2.2.1. (Veja [Gua15]) Consideramos o seguinte mapa na reta inspirado na família de Ar-
nol'd.

f̃a(x) = x+ a−
(

1

2Nπ

)
sin(2Nπt), para a ∈ [0, 1) e N ∈ N.

Como f̃a(x + 1) = f̃a(x) + 1 então f̃a é um levantamento pela projeção π(t) = exp(2πit) de um
homeomor�smo do círculo, que vamos chamar fa : S1 → S1.

R R

S1 S1
?

π

-f̃a

?

π

-
fa
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Notemos que Df̃a(x) = 1 − cos(2πNx) e portanto, Df̃a(x) = 0 (mod 1) se e somente se x ∈
{0, 1

N ,
2
N , · · · ,

N−1
N }. Os pontos críticos do mapa fa estão dados pelos pontos ck = exp(2πixk) onde

xk = k
N para k ∈ {0, 1, · · · , N − 1}. É fácil ver que o grau de todos estes pontos críticos é igual a 3.

Como mencionamos na observação 2.1.1, Yoccoz [Yoc84b] provou que todo mapa multicrítico do
círculo é minimal.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Yoccoz). [Yoc84b] Todo mapa multicrítico do círculo, com número de
rotação irracional, é topologicamente conjugado à correspondente rotação rígida, i.e. existe um home-
omor�smo que conjuga estes dois mapas.

As seguintes são propriedades dos mapas multicríticos do círculo, veja as de�nições no apêndice A.

Lema 2.2.1. Seja f mapa multicrítico e c ponto crítico (non-�at) de grau d. Seja c 3 W ⊆ S1 a
vizinhança dada na de�nição 2.2.1. Existe uma vizinhança U ⊆W tal que:

1. f tem derivada Schwarziana negativa em U \ {c}. Mais precisamente, existe K = K(c) > 0 tal
que para todo x ∈ U \ {c} temos:

Sf(x) < − K

(x− c)2
.

2. Existem constantes 0 < α < β tal que para todo x ∈ U

α|x− c|d−1 < Df(x) < β|x− c|d−1.

Ainda mais, α e β podem ser escolhidos tal que β < (3/2)α.

3. Dado um intervalo não vazio J ⊆ U e x ∈ J temos

Df(x) ≤ 3d
|f(J)|
|J |

.

4. Dados dois intervalos não vazios M ⊆ T ⊆ U temos:

CrD(f ;M,T ) ≤ 9d2 .

Prova do Lema 2.2.1. Da de�nição de ponto crítico non-�at sabemos que existe uma vizinhança W do
ponto crítico c tal que f(x) = g

(
φ(x)

)
+ f(c) para todo x ∈ W , onde g é o mapa x 7→ xd e φ é um

difeomor�smo C3 com φ(c) = 0. Pela regra da cadeia da derivada temos que Sf = S(g(φ))(Dφ)2 +Sφ.

Da igualdade Sg(x) = −(d2 − 1)

2x2
, obtemos:

Sg(φ(x))(Dφ(x))2 = −1

2
(d− 1)(d+ 1)

(
Dφ(x)

φ(x)

)2

≤ − A

(φ(x))2
,

onde A =
1

2
(d− 1)(d+ 1) minx

∣∣Dφ(x)
∣∣ > 0. Em particular:

Sf(x) <
−A+ Sφ(x)

(
φ(x)

)2(
φ(x)

)2 .
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Agora, como φ é um difeomor�smo, existe M constante positiva tal que |Sφ(x)| < M , para todo

x ∈W . Logo, podemos escolher δ > 0 tal que |φ(x)| <
√

A
M , para todo x ∈ (c− δ, c+ δ) = U . Observe

que o fato que φ seja bi-Lipschitz implica que |φ(x)| � |x− c| e assim obtemos o Item (1).

O item (2) segue-se do Teorema de Taylor pois:

lim
x→c

(
Df(x)

|x− c|d−1

)
= d(Dφ(c))d > 0 .

Vamos usar o item (2) para provar o item (3). Seja J = (a, b) ⊆ U . Por simetria é su�ciente
considerar os seguintes dois casos:

1. c ≤ a < b: Neste caso para todo x ∈ (a, b) temos que

Df(x)|J |
|f(J)|

≤ β(x− c)d−1(b− a)

α
∫ b
a (x− c)d−1dx

≤
(
βd

α

)
(b− c)d−1(b− c− a+ c)

(b− c)d − (a− c)d

=

(
βd

α

)(
1 +

(a− c)d − (b− c)d−1(a− c)
(b− c)d − (a− c)d

)
≤ βd

α
<

3d

2
.

2. a < c < b: Sem perdida de generalidade podemos assumir que |a− c| < |c− b|.
Seja x ∈ J :

Df(x)|J |
|f(J)|

≤ β|x− c|d−1|b− a|∫ b
c Df(t)dt

≤ 2β|b− c|d∫ b
c α(t− c)d−1dt

=
2βd

α
< 3d.

Finalmente, para provar o Item (4), sejam L,R as duas componentes conexas de T \ M . Pelo
Teorema do Valor Meio existe z0 ∈ L e z1 ∈ R tal que

CrD(f ;M,T ) =
Df(z0)Df(z1)|L ∪M ||R ∪M |
|f(L ∪M)||f(R ∪M)|

.

Como z0 ∈ L ∪M e z1 ∈ R ∪M obtemos do Item (3) que:

CrD(f ;M,T ) ≤ (3d)2.

2.2.1 Propriedades combinatórias

Como os mapas multicríticos do círculo possuem número de rotação irracional então eles são semi-
conjugados à rotação correspondente, Teorema A.1.1 no apêndice A. Assim, estes mapas possuem os
mesmos tempos de retorno {qn}n≥0 da rotação rígida correspondente. Isto signi�ca que para cada
n ∈ N os primeiros n elementos da órbita de x por f estão ordenados do mesmo jeito que os primeiros
n elementos da órbita do ponto (1, 0) pela correspondente rotação.
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Pelas propriedades aritméticas do número de rotação, para todo x ∈ S1 e para todo n ∈ N, o
intervalo fechado com pontos extremais x e f qn(x), que contém o ponto f qn+2(x) no seu interior, não
contém outros iterados f j(x) para 1 ≤ j ≤ qn − 1. Este intervalo vai ser denotado por In(x). De fato,
escrevemos Ijn(x) = f j(In(x)) para denotar o j−ésimo iterado pela f do intervalo In(x), para j ∈ Z.

Para todo x ∈ S1 a coleção de intervalos

Pn(x) =
{
Iin(x) : 0 ≤ i ≤ qn+1 − 1

}
∪
{
Ijn+1(x) : 0 ≤ j ≤ qn − 1

}
é uma partição do círculo modulo pontos extremais (veja o apêndice A para uma prova de este fato).
Esta partição é chamada a n-ésima partição dinâmica associada ao ponto x.

Figura 2.1: Partições dinâmicas nos níveis n e n+ 1.

Para passar da partição Pn(x) para Pn+1(x) observamos o seguinte: o intervalo In(x) é subdividido
nos intervalos Ijqn+1+qn

n+1 (x), para 0 ≤ j ≤ an+1, e no intervalo In+2(x), porém, o intervalo In+1(x) �ca
igual. Portanto, a partição Pn+1(x) é um re�namento (não-estrito) de Pn(x), mas a partição Pn+2(x)
forma um re�namento estrito de Pn(x).

Os intervalos de partição Pn(x) são de dois tipos: os intervalos longos, i.e. aqueles intervalos da
forma Iin(x), 0 ≤ i < qn+1, e os intervalos curtos, i.e. aqueles da forma Ijn+1(x), para 0 ≤ j < qn.
Assim, dois intervalos adjacentes pertencentes à partição dinâmica são ou dois intervalos longos ou um
intervalo longo e um curto.

Se o número de rotação é de tipo limitado, digamos por M > 0, então todo intervalo da partição
Pn(x) é subdividido num número limitado (por M) de intervalos da partição Pn+1(x) ou �ca igual.
Esta condição sob o número de rotação é importante pois no caso de um único ponto crítico é essencial
para melhorar a suavidade da conjugação.

Assim como no caso uni-crítico, a principal consequência da existência da partição dinâmica asso-
ciada a um ponto crítico é o seguinte resultado:

Teorema 2.2.2 (Real A-priori Bounds). Seja f um mapa multicrítico do círculo com número de
rotação irracional e seja c um ponto crítico de f . Existe uma constante C = C(f) > 1 tal que para
todo n ≥ 0 e para todo par de intervalos adjacentes I, J ∈ Pn(c) temos

1

C
|J | ≤ |I| ≤ C|J |. (2.2.1)
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Em particular, se I ∈ Pn(x) e J ∈ Pn+2(x) é tal que contém o ponto y ∈ S1 então existe µ = µ(f) ∈
(0, 1), tal que |J | < µ |I| para todo y ∈ S1 e para n ∈ N.

A prova do Teorema 2.2.2 é um pouco longa e depende de alguns lemas auxiliares. Em lugar de
seguir as notas originais e inéditas de M. Herman [Her88], ou o trabalho de Petersen [Pet00], vamos
imitar a estrategia usada em [dFdM99, Capítulo 3]. Nossa principal motivação para proceder de este
jeito, é nosso interesse na geometria das partições dinâmicas Pn. Como se vê, a comparabilidade total
dada pela desigualdade (2.2.1) não é explícita em [Her88] ou [Pet00]; em vez disso é uma consequência
explícita dos argumentos que eles apresentam. Uma motivação adicional é dada pela utilidade de ter
uma prova independente. Veja a prova completa de este Teorema no apêndice B.

Observe que o resultado anterior não é válido para rotações rígidas. Se for, teríamos que |In| =
an+1|In+1|+ |In+2|, e se an+1 é um número arbitrariamente grande então |In| é muito maior que |In+1|,
assim a desigualdade (2.2.1) não pode ser válida para nenhuma constante C > 0.

Para um mapa multicrítico do círculo de classe C3 com número de rotação irracional ρ(f) e pontos
críticos dados por Crit(f) = {c0, c1, · · · , cN−1} de�nimos o n-ésimo scalling ratio associado ao ponto
crítico ci como o quociente

sn(ci, f) =
d(f qn+1(ci), ci)

d(f qn(ci), ci)
,

onde d denota a distancia usual em S1 e qn é o n-ésimo tempo de retorno de f .

O Teorema 2.2.2 implica que existe uma constante C = C(f) > 0 tal que cada n ∈ N e todo ponto
crítico ci de f temos

1

C
≤ sn(ci, f) ≤ C.

2.2.2 Propriedades topológicas

Pelo Teorema 2.2.1 a entropia topológica de todo mapa multicrítico do círculo é zero. De fato,
os mapas multicríticos do círculo surgem como bifurcações entre difeomor�smos e endomor�smos do
círculo.

O seguinte resultado devido a Swiatek [Swi88] foi usado na prova que o conjunto de parâmetros
a ∈ [0, 1), no exemplo 2.1.1, correspondentes a mapas fa com número de rotação irracional, tem medida
de Lebesgue zero.

Dada uma família de intervalos F em S1 e um número positivom, dizemos que F tem multiplicidade
de interseção máximo m se todo x ∈ S1 pertence no máximo a m elementos de F .

Lema 2.2.2 (Desigualdade de Cross-ratio). [Swi88] Dado f : S1 → S1 mapa multicrítico do círculo,
existe uma constante C > 1, que depende só de f , tal que o seguinte é válido. Seja I um conjunto �nito
de indices. Se Mi b Ti ⊂ S1 são intervalos do círculo tal que a família {Ti : i ∈ I} tem multiplicidade
de interseção no máximo m, então ∏

i∈I
CrD(f ;Mi, Ti) ≤ Cm . (2.2.2)
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Onde CrD(f ;M,T ), é a a distorção do b-cross-ratio de�nido no apêndice A secção A.2, veja também
a desigualdade (A.2.1).

Se f é um mapa multicrítico do círculo existem vizinhanças Wi de cada ponto crítico (dadas pelos
Itens 1 e 2 do Lema 2.2.1),tal que fora de essas vizinhanças o mapa é um difeomor�smo, assim a
variação de logDf em S1 \ ∪N−1i=0 Wi é limitada por alguma constante ρ que depende do grau máximo
dos pontos críticos. Nestas condições, temos o seguinte resultado

Corolário 2.2.1 (Power-Law). Para todo x, y ∈ S1 com |x− ci| ≤ |y − ci|, temos

|f(x)− f(ci)|
|f(y)− f(ci)|

≤ γ
(
|x− ci|
|y − ci|

)di
,

onde γ > 0 é uma constante que depende só de α, β, ρ.

Veja a prova do Corolário 2.2.1 no apêndice A.

2.2.3 Propriedades ergódicas

Como todo homeomor�smo do círculo, as rotações rígidas possuem uma medida Boreliana de proba-
bilidade invariante. Lembremos que dada f : S1 → S1, dizemos que f preserva uma medida µ Boreliana
de probabilidade em S1 se para todo B ⊆ S1 conjunto Boreliano µ(f−1(B)) = µ(B). A conjugação
topológica h entre o mapa multicrítico f e a rotação Rρ(f) implica a existência de uma única medida
invariante de probabilidade µf no círculo que é unicamente ergódica. De fato, esta medida esta de�-
nida como µf (A) = Leb(h(A)) para todo conjunto Boreliano A de S1, onde Leb é a medida de Lebesgue.

Lembremos que todo sistema unicamente ergódico é minimal restrito ao suporte da única medida
invariante, neste caso, µf (veja por exemplo [VO15]). Além disso, a medida µf de um ponto nunca é
um número positivo, i.e. não tem átomos. Em contraste, µf em conjuntos abertos sempre é um número
positivo.

Do Teorema de Yoccoz 2.2.1 obtemos que todo mapa multicrítico do círculo C3 com número de
rotação irracional é minimal, e assim o suporte de sua única medida invariante de probabilidade µf é
o círculo inteiro. Em [Kha91, Teorema 4, página 182], Khanin provou que µf é singular a respeito da
medida de Lebesgue, i.e. existe um conjunto Boreliano A ⊆ S1 com µf (A) = 0 e Leb(A) = 1.

O exponente de Lyapunov de um mapa multicrítico do círculo C3 sempre é zero:

Teorema 2.2.3. [dFG16] Seja f : S1 → S1 mapa multicrítico do círculo de classe C3 com número
de rotação irracional, e seja µ a única medida invariante de probabilidade. Então logDf pertence ao
conjunto L1(µ) e tem média zero ∫

S1

logDfdµ = 0.

2.2.4 Propriedades de regularidade

Dado que f possui pontos críticos e a rotação correspondente não, é impossível melhorar a regulari-
dade do homeomor�smo que os conjuga. De fato, esta conjugação nunca vai ser absolutamente contínua
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em relação à medida de Lebesgue. Porém, o Teorema 2.2.1 implica que dois mapas multicríticos do cír-
culo com mesmo número de rotação irracional são topologicamente conjugados: dados f e g dois mapas
multicríticos do círculo com mesmo número de rotação ρ existem dois homeomor�smos do círculo hf e
hg que satisfazem o seguinte,

hf ◦ f = Rρ ◦ hf e hf ◦ f = Rρ ◦ hf

portanto, o homeomor�smo h = h−1g ◦ hf é uma conjugação entre f e g, satisfazendo h ◦ f = g ◦ h.
Assim, é natural perguntar-se pela regularidade do homeomor�smo h. Por exemplo, quais são as con-
dições adicionais para que a conjugação entre dois mapas multicríticos do círculo seja Holder? ou um
difeomor�smo?.

No caso uni-crítico, as condições foram achadas. Mas, tanto no caso suave e analítico real o uso
do operador renormalização foi essencial. Veja [Avi13, dFdM99, dFdM00, Gua12, GMdM15, GdM13,
KT07, KY06]. Dito operador relaciona a rigidez da conjugação direitamente com o número de rotação,
mais especi�camente, com o crescimento das constantes an na expansão em fração contínua dada na
equação A.1.1.

No caso multicrítico, novos invariantes da conjugação suave surgem.

Seja f é um mapa multicrítico do círculo com número de rotação ρ(f) ∈ R \ Q e com Nf pontos
críticos. Para cada 0 ≤ i ≤ Nf −1 seja ci = ci(f) o i−ésimo ponto crítico de f com criticalidade di > 1.
De�nimos a Assinatura de f como a (2Nf + 2)-upla

(ρ(f); d0, d1, . . . , dNf−1;λ0, λ1, . . . , λNf−1) ,

onde λi = µf [ci, ci+1) (com a convenção cNf = c0).

Sejam f, g dois mapas multicríticos do círculo com mesmo número de pontos críticos e seja h a con-
jugação entre eles. Se h leva ponto crítico de f em ponto crítico de g, dizemos que h é uma conjugação
canônica.

Denotamos pelos conjuntos Crit(f) = {c0, · · · , cN−1} e Crit(g) = {h(c0), · · · , h(cN )} os conjuntos
formados pelos pontos críticos de f e g, respectivamente. Temos a seguinte equivalência,

Lema 2.2.3. h é conjugação canônica se e somente se para todo 0 ≤ i ≤ N ,

µf [ci, ci+1) = µg[h(ci), h(ci+1)].

Prova do Lema 2.2.3. Seja h uma conjugação canônica entre f e g, i.e. se ci é um ponto crítico de f
então h(ci) é um ponto crítico de g. Usando a única medida ergódica de f e g, e tomando [h(ci), h(ci+1)]
como sendo o arco do círculo que não contém mais pontos críticos de g no seu interior, obtemos que

µg([h(ci), h(ci+1)]) = Leb(hg([h(ci), h(ci+1)]))

= Leb([hg(h(ci)), hg(h(ci+1))])

= Leb([hf (ci), hf (ci+1)])

= Leb(hf ([ci, ci+1]))

= µf ([ci, ci+1]).

Reciprocamente, sejam µf e µg duas medidas de probabilidade invariantes por f e g, respectivamente.



14 PRELIMINARES 2.3

Sejam hf e hg dois mapas no círculo de�nidos da seguinte forma

hf (c0) = 1 e hf (y) = e2πiµf ([c0,y]),

hg(c
′
0) = 1 e hg(y) = e2πiµg([c

′
0,y]),

então h(c1) = h−1g ◦ hf (c1) = c′1. Repetindo este procedimento para cada ponto crítico de f , obtemos
que h(ci) = c′i, assim h é uma conjugação canônica.

O seguinte resultado mostra uma condição necessária para que a conjugação canônica entre mapas
multicríticos do círculo seja pelo menos C1.

Lema 2.2.4. Se h um difeomor�smo de classe C1, que é conjugação canônica entre os mapas multi-
críticos f e g. Seja c ponto crítico de f , então o grau de c coincide com o grau de h(c).

Prova do Lema 2.2.4. Como h é uma conjugação entre f e g então para cada x ∈ S1,

Df(x) = Dh−1(g(h(x))) ◦Dg(h(x)) ◦Dh(x).

Suponhamos que os graus dos ponto críticos c e h(c) são d ≥ 3 e s > d, respectivamente. Para t > 0
temos

lim
t→0

Df(c+ t)

td−1
= lim

t→0

Dh−1(g(h(c+ t))) Dg(h(c+ t)) Dh(c+ t)

td−1
.

Pela de�nição de ponto crítico non-�at, o lado esquerdo na igualdade previa não é zero, porém, o lado
direito é zero. Assim d = s.

2.3 Pares multicríticos comutativos

Para entender o comportamento da conjugação entre dois mapas multicríticos do círculo, precisa-
mos compreender o comportamento assintótico do operador renormalização de cada mapa multicrítico
do círculo. Nesta secção vamos introduzir o espaço onde este operador age, i.e. o espaço formado por
mapas do intervalo que são chamados de pares multicríticos comutativos, estes mapas não são mais que
mapas crescentes no intervalo.

Observe que o mapa de primeiro retorno da união de intervalos In+1∪ In está formado pelos mapas
f qn |In+1 e f qn+1 |In , respectivamente.

De�nição 2.3.1. Um par multicrítico comutativo de classe Cr é um par ζ = (ξ, η) consistindo de dois
homeomor�smos Cr que preservam orientação ξ : Iξ → ξ(Iξ) e η : Iη → η(Iη) com um número �nito
de pontos críticos γ0, · · · , γN1 = 0 e δ0 = 0, δ1, · · · , δN2, respectivamente, onde o seguinte é satisfeito

1. Iξ = [η(0), 0] e Iη = [0, ξ(0)] são intervalos compactos na reta real;

2. (η ◦ ξ)(0) = (ξ ◦ η)(0) 6= 0;

3. Dξ(x) > 0 para todo γi < x < γi+1, i ∈ {0, 1, · · · , N1−1} e Dη(x) > 0 para todo δj < x < δj+1−1,
j ∈ {0, 1, · · · , N2};

4. Todos os pontos críticos são de tipo non-�at com criticalidade impar. A origem é um ponto crítico
e tem a mesma criticalidade tanto para η como para ξ;
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5. Para cada 1 ≤ k ≤ r, temos que Dk
−(ξ ◦ η)(0) = Dk

+(η ◦ ξ)(0), onde D− e D+ representam as
k-ésimas derivadas a esquerda e à direita, respectivamente.

Todo mapa multicrítico do círculo f de classe Cr, 3 ≤ r < ∞, com número de rotação irracio-
nal ρ(f) e com N pontos críticos c0, · · · , cN , induz uma sequência de pares multicríticos comutativos
da seguinte forma: primeiro, podemos supor depois de conjugar com um difeomor�smo adequado que
(1, 0) é um ponto crítico de f . Agora, vamos chamar f̂ o levantamento de f correspondente com o
cobrimento canônico t → e2πit, o qual satisfaz 0 < f̂(0) < 1 e Df̂(0) = Df̂(ĉ1) = · · · = Df̂(ĉN ) = 0,
onde os ĉi's são as pre-imagens dos pontos críticos ci pelo cobrimento canônico. Para n ≥ 1, seja În
o intervalo fechado em R, contendo a origem como um dos seus pontos extremais, o qual é projetado
pelo cobrimento canônico em In. De�nimos dois mapas ξ : În+1 → R e η : În → R por ξ = T−pn ◦ f̂ qn
e η = T−pn+1 ◦ f̂ qn+1 , onde T é a translação à direita por uma unidade na reta real.

Os dois primeiros itens na de�nição 2.3.1 são fáceis de veri�car. Agora, seja x ∈ În então

Dη(x) = D(T−pn+1 ◦ f̂ qn+1)(x) =

qn+1−1∏
j=0

Df̂(f̂ j(x)) = 0 see f̂ j(x) ∈ {ĉ0, · · · , ĉN},

do mesmo jeito para y ∈ În+1 temos

Dξ(y) = D(T−pn ◦ f̂ qn)(y) =

qn−1∏
i=0

Df̂(f̂ i(y)) = 0 see f̂ i(y) ∈ {ĉ0, · · · , ĉN}.

Pela combinatória, a união dos conjuntos {In, · · · , f qn+1−1(In)} e {In+1, · · · , f qn−1(In+1)} cobrem
o círculo, então temos que Crit(η|

În
) ∪ Crit(ξ|

În+1
) = {ĉ0 = 0, ĉ1, · · · , ĉN} e como În ∩ În+1 = {0},

então η|
În

tem N1 pontos críticos e ξ|
În+1

tem N − N1 = N2 pontos críticos, todos eles de tipo non-

�at com criticalidade impar. As outras propriedades seguem do fato que f̂ é um levantamento de um
homeomor�smo e da de�nição de η e ξ ao redor de 0 que é a imagem de algum ponto crítico.

Daqui por diante, vamos denotar por (f qn |In+1 , f
qn+1 |In) o par multicrítico comutativo (ξ|

În+1
, η|

În
)

induzido pelo mapa multicrítico do círculo f .

De�nimos a altura (ou o período) do par multicrítico comutativo ζ = (η, ξ) e a denotamos por χ(ζ),
como o número natural a tal que

ηa+1(ξ(0)) < 0 ≤ ηa(ξ(0)),

sempre que esse numero natural exista. Em caso contrário, ou seja quando o mapa η tenha um ponto
�xo, de�nimos χ(ζ) = ∞. Observe que a altura do par multicrítico comutativo (f qn |In+1 , f

qn+1 |In)
induzido por f , é an+1.

Gostaríamos de de�nir uma distância entre dois pares multicríticos comutativos. Vamos de�nir
antes uma pseudo-métrica. Sejam ζ1 = (η1, ξ1) e ζ2 = (η2, ξ2) dois pares multicríticos comutativos
Cr, 3 ≤ r < ∞. Sejam τ1 : [η1(0), ξ1(0)] → [−1, 1] e τ2 : [η2(0), ξ2(0)] → [−1, 1] duas transformações
Moebius tais que para i ∈ {1, 2},

τi(ηi(0)) = −1, τi(0) = 0 e τi(ξi(0)) = 1.

De fato,

τ1(t) =
t[η1(0)− ξ1(0)]

t[−η1(0)− ξ1(0)] + 2ξ1(0)η1(0)



16 PRELIMINARES 2.4

e

τ2(t) =
t[η2(0)− ξ2(0)]

t[−η1(0)− ξ2(0)] + 2ξ2(0)η2(0)
.

De�nição 2.3.2. Para todo 0 ≤ r <∞ de�nimos a norma Cr entre ζ1 e ζ2 como:

dr(ζ1, ζ2) = max

{∣∣∣∣ ξ1(0)

η1(0)
− ξ2(0)

η2(0)

∣∣∣∣ , ‖τ1 ◦ ζ1 ◦ τ−11 − τ2 ◦ ζ2 ◦ τ−12 ‖r
}

onde ‖ · ‖r representa a norma Cr para mapas no intervalo [−1, 1] com uma descontinuidade, no nosso
caso, a origem.

Observe que dr(, ) não é uma métrica, pois apesar de que ‖ · ‖r é uma métrica, temos que a quan-

tidade
∣∣∣ ξ1(0)η1(0)

− ξ2(0)
η2(0)

∣∣∣ é invariante por conjugação por homotetias.

2.4 Renormalização de pares multicríticos comutativos

Como no caso de mapas unimodais e uni-críticos do círculo, para obter uma conjugação suave entre
mapas multicríticos do círculo a ferramenta principal usada é o operador renormalização [dM98]. Este
operador age no espaço dos pares multicríticos comutativos com altura �nita e o resultado, ao aplicar
o operador, é novamente um par multicrítico comutativo. Este procedimento segue, sempre que o par
resultante tenha altura �nita. Nesta seção vamos introduzir o operador Renormalização, este operador
representa o mapa de primeiro retorno de Poincaré numa região. O comportamento assintótico de dito
operador vai permitir obter propriedades geométricas dos mapas originais.

Se ζ = (η, ξ) é um par multicrítico comutativo com χ(ζ) = a <∞, então o par (η|[0,ηa(ξ(0))], ηa◦ξ|Iξ)
é, novamente, um par multicrítico comutativo. Portanto, faz sentido introduzir a seguinte de�nição:

De�nição 2.4.1. Seja ζ = (η, ξ) um par multicrítico comutativo com (ξ ◦ η)(0) ∈ Iη e χ(ζ) = a <∞.
De�nimos a pre-renormalização de ζ como o par multicrítico comutativo

pR(ζ) = (ηa ◦ ξ|Iξ , η|[0,ηa(ξ(0))]).

Se (f qn |In+1 , f
qn+1 |In) é um par induzido pelo mapa multicrítico do círculo f , então sua pre-

renormalização é o par (f qn+2 |In+1 , f
qn+1 |In+2).

Observação 2.4.1. Para converter a pseudo-métrica numa métrica vamos ter que reescalar o par
multicrítico comutativo por um fator linear da seguinte forma: para um par dado ζ = (ξ, η) denotamos
por ζ̃ o par (ξ̃|Ĩξ , η̃|Ĩη) onde ξ̃(x) = ξ(x)/|Iξ| para x ∈ Iξ e η̃(x) = η(x)/|Iξ| para todo x ∈ Iη. Obtemos,

ξ̃(0) = |Iη|/|Iξ| = ξ(0)/|η(0)| e η̃(0) = −1. Agora, dados dois pares reescalados ζ̃1, ζ̃2 e sejam τ̃1, τ̃2
as transformações Moebius tais que τ̃i(η̃i(0)) = −1, τ̃i(0) = 0 e τ̃i(ξ̃i(0)) = 1 para i ∈ {1, 2}. Então,
|ζ̃1 − ζ̃2|r = 0 see ξ̃2(0)

η̃2(0)
= ξ̃1(0)

η̃1(0)
, isto é, ξ2(0)

|η2(0)| = ξ1(0)
|η1(0)| . Então, isto implica que τ̃1 = τ̃2 o qual signi�ca

que
ζ̃1 = τ̃1

−1 ◦ τ̃2 ◦ ζ̃2 ◦ τ̃2−1 ◦ τ̃1 = ζ̃2.

Com a observação anterior de�nimos o operador renormalização:

De�nição 2.4.2. O operador renormalização do par multicrítico comutativo ζ = (η, ξ) é o rescalamento
ou a normalização de pR(ζ):

R(ζ) = (η̃a ◦ ξ|Ĩξ , η̃|[0, ˜ηa(ξ(0))]
).
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Se fn = (f qn |In+1 , f
qn+1 |In) é induzido por um mapa multicrítico do círculo f então sua renormali-

zação, denotada por R(fn), esta de�nida como o par

R(fn) =

(
Bn+1 ◦ f qn+2 ◦B−1n+1|[−1,0] , Bn+1 ◦ f qn+1 ◦B−1n+1|[0, |In+2|

|In+1|
]

)
,

onde Bn+1 : In+1 ∪ In+2 →
[
−1, |In+2|

|In+1|

]
é a única transformação de Moebius que leva f qn+1(c0) em −1,

c0 em 0 e o ponto f qn+2(c0) em
|In+2|
|In+1| . Observe que neste caso R(fn) coincide com Rn+1(f) onde f é

o par (f |I1 , fa0 |I0).

Por simplicidade da notação, escrevemos f̃ qn+i = Bn+1 ◦ f qn+i ◦ B−1n+1 para i = 1, 2, e λn+1(f) =
|In+2|/|In+1|, assim

Rn+1(f) = (f̃ qn+2 |[−1,0], f̃ qn+1 |[0,λn+1(f)]). (2.4.1)

Figura 2.2: A n−ésima e n+ 1−ésima renormalização de f .

Com a notação previa, se

Rn+1(f) = (f̃ qn+2 |[−1,0], f̃ qn+1 |[0,λn+1(f)]) e Rn+1(g) = (g̃qn+2 |[−1,0], g̃qn+1 |[0,λn+1(g)])

são duas renormalizações então a distância Cr entre elas é

d1(Rn+1(f),Rn+1(g)) =

max
{
|λn+1(f)− λn+1(g)| , ‖τn+1,f ◦ Rn+1(f) ◦ τ−1n+1,f − τn+1,g ◦ Rn+1(g) ◦ τ−1n+1,g‖r

}
,

onde τn+1,f e τn+1,g são duas transformações Moebius que �xam os pontos −1, 0 e tais que

τn+1,f (λn+1(f)) = 1 = τn+1,g(λn+1(g)) = 1.
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Como o operador renormalização age em particular no espaço dos pares multicríticos comutativos,
então cada vez que apliquemos o operador e o par obtido tenha altura �nita podemos aplicar este
operador novamente. Mais precisamente, se ζ é um par multicrítico comutativo com χ(Rj(ζ)) < ∞
para 0 ≤ j ≤ n − 1, dizemos que ζ é n-vezes renormalizável, e se χ(Rj(ζ)) < ∞ para todo j ∈ N
dizemos que ζ é in�nitamente renormalizável. No último caso, de�nimos o número de rotação do par
multicrítico comutativo ζ como sendo o número ρ(ζ) = θ, cuja expansão em fração contínua esta dada
por

[χ(ζ), χ(R(ζ)), · · · , χ(Rn(ζ)), · · · ].

Se ζ é um par induzido por um mapa multicrítico do círculo f com número de rotação irracional
ρ(f), então ζ é in�nitamente renormalizável e sue número de rotação coincide com ρ(f). Em particular,
o operador renormalização age como um shift à esquerda na expansão de fração contínua de ρ(f): se
ρ(ζ) = [a0, a1, · · · ] então ρ(Rn(ζ)) = [an, an+1, · · · ].



Capítulo 3

Rigidez quase-simétrica de mapas

multicríticos do círculo

Neste capítulo provamos uma das consequências do Teorema das Real Bounds: dados dos mapas
multicríticos do círculo com mesmo número de rotação irracional e mesmo número de pontos críticos,
então a conjugação canônica é quase-simétrica (veja a de�nição no Apêndice A). A constante de quase-
simetria depende unicamente da constante do Teorema das Real Bounds, teorema 2.2.2.

Mais precisamente, o Teorema principal deste capítulo é o seguinte:

Teorema 3.0.1 (Conjugação quase-simétrica). Sejam f, g : S1 → S1 mapas multicríticos do círculo
de classe Cr (r ≥ 3) com mesmo número de rotação irracional e o mesmo número de pontos críticos
de tipo non-�at, e seja h : S1 → S1 o homeomor�smo canônico que conjuga f com g, então h é um
mapa quase-simétrico.

Como consequência temos o seguinte resultado

Corolário 3.0.1. Se h é o homeomor�smo canônico que conjuga dois mapas multicríticos do círculo
de classe C3 com mesmo número de rotação irracional e mesmo número de pontos críticos de tipo
non-�at, então h é α−Holder para α > 0.

Veja uma prova deste corolário no apêndice C, Lema C.0.1.

Lembramos que no caso uni-crítico o Teorema 3.0.1 é válido, i.e. dados dois mapas criticos do cír-
culo com mesmo número de rotação irracional existe um homeomor�smo quase-simétrico que leva ponto
crítico em ponto crítico. A prova de este resultado se encontra em [dFdM99], onde os autores provam
muito mais que isso. Em contraste, se os mapas são um mapa crítico do círculo e a correspondente
rotação rígida, então eles não podem ser quase-simetricamente conjugados, veja [dMvS93].

A prova do Teorema 3.0.1 que apresentamos aqui é a mesma encontrada no artigo [EdF15] que, em
sua vez, foi inspirada na prova no caso uni-crítico em [dFdM99]. Esta última esta baseada num critério
devido a Carleson [Car67]. Para enunciar-lo corretamente vamos precisar dar a seguinte de�nição:

De�nição 3.0.3. Uma �ne grid é uma sequência {Qn}n≥0 de partições �nitas do círculo que satisfazem
as seguintes condições.

(a) Cada partição Qn+1 é um re�namento estrito de Qn;

19
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(b) Existe a ≥ 2, número natural, tal que cada intervalo ∆ ∈ Qn é união disjunta de máximo a
intervalos de Qn+1;

(c) Existe uma constante ρ > 1 tal que ρ−1|∆| ≤ |∆′| ≤ ρ|∆| para todo par de intervalos adjacentes
∆,∆′ ∈ Qn.

Os números a, ρ são chamados de constantes da �ne grid.

Notemos a seguinte consequência da de�nição anterior: Existem constantes 0 < α < β < 1 de-
pendendo só das constantes da �ne grid a, ρ tal que, sempre que ∆ ∈ Qn, ∆∗ ∈ Qn−1 e ∆ ⊂ ∆∗,
temos

α|∆∗| ≤ |∆| ≤ β|∆∗| . (3.0.1)

De fato, podemos tomar α = (aρa−1)−1 e β = (1 + ρ−1)−1.

Observação 3.0.2. Se o número de rotação do mapa multicrítico f é de tipo limitado, i.e. |an| ≤ M
para algum M ∈ N, então as partições dinâmicas associadas ao ponto crítico c formam uma �ne grid
com a = M .

Com a de�nição da �ne grid, estamos em condições para dar o critério de Carleson,

Proposição 3.0.1. Seja {Qn}n≥0 uma �ne grid em S1, e sejam a, ρ as constantes da �ne grid. Seja
h : S1 → S1 um homeomor�smo tal que ∣∣∣∣ |∆′||∆′′| − |h(∆′)|

|h(∆′′)|

∣∣∣∣ ≤ λ, (3.0.2)

para todo par de intervalos adjacentes ∆′,∆′′ ∈ Qn, para todo n ≥ 0, onde λ > 0 é uma constante
dada. Então existe uma constante K = K(a, ρ, λ) > 1 tal que h é quase-simétrica com constante de
quase-simetria igual a K.

Veja o Apêndice �C para uma prova da Proposição 3.0.1.

Pela observação 3.0.2, o teorema 2.2.2 e o critério 3.0.1 dois mapas multicríticos do círculo com
mesmo número de rotação irracional de tipo limitado são conjugados por um mapa quase simétrico.
Assim, só temos que estudar o caso número de rotação não limitado. Usando o critério 3.0.1 só temos
que construir uma �ne grid tal que todo par de átomos adjacentes satisfazem a desigualdade 3.0.2.

No que segue, vamos construir uma �ne grid que cumpra com as hipóteses do critério 3.0.1.

Ressaltamos que a imagem de uma �ne grid por um homeomor�smo que satisfaz a condição (3.0.2)
é também uma �ne grid. Reciprocamente, se um homeomor�smo h é um isomor�smo entre duas �ne
grids, i.e. se h estabelece uma correspondência entre seus intervalos, então h deve satisfazer a condição
(3.0.2).

3.1 Geometria das partições dinâmicas

Nesta seção vamos apresentar as consequências geométricas do Teorema das Real Bounds (2.2.2)
que serão necessárias para provar a Proposição 3.0.1 para o caso número de rotação irracional arbitrário.
A partir de agora, f representa um mapa multicrítico do círculo onde o Teorema 2.2.2 é válido.
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3.1.1 Intervalos que se intersectam são comparáveis

Nosso primeiro resultado a�rma que dois intervalos de partições dinâmicas associadas a dois pontos
críticos distintos no mesmo nível cuja interseção é diferente de vazio, são comparáveis.

Lema 3.1.1. Sejam c, c′ dois pontos críticos de f . Se ∆ ∈ Pn(c) e ∆′ ∈ Pn(c′) são dois intervalos tal
que ∆ ∩∆′ 6= Ø, então |∆| � |∆′|, i.e. eles são comparáveis.

Demonstração. Seja C = C(f) > 1 a constante dada pelo Teorema das real bounds (Teorema 2.2.2).
Para ∆ e ∆′ existem três casos a considerar segundo os tipos de intervalos: longo/longo, longo/curto,
e curto/curto.

(i) Temos ∆ = Iin(c) e ∆′ = Ijn(c′), onde 0 ≤ i, j < qn+1. Aqui, podemos assumir que f j(c′) ∈
∆ = [f i(c), f i+qn(c)]. Então f i+qn(c) ∈ ∆′ = [f j(c′), f j+qn(c′)], e assim estamos na situação
descrita na Figura 3.4(a). Usando a monotonicidade de f qn , podemos ver que ∆′ ⊂ ∆ ∪ f qn(∆).
Aplicando o Lema B.1.3 em x = f i+qn(c), temos que ∆ = [f−qn(x), x] e f qn(∆) = [x, f qn(x)]
satisfazem |f qn(∆)| ≤ C|∆|, e de isto segue-se que |∆′| ≤ (1 +C)|∆|. Reciprocamente, temos que
∆ ⊂ f−qn(∆′) ∪∆′. Mais uma vez aplicando o Lema B.1.3, esta vez em x = f j(c′), deduzimos
como antes que |f−qn(∆′)| ≤ C|∆′|, e portanto |∆| ≤ (1 +C)|∆′|. Consequentemente ∆ e ∆′ são
comparáveis neste caso.

(ii) Agora ∆ = Iin(c) e ∆′ = Ijn+1(c
′), onde 0 ≤ i < qn+1 e 0 ≤ j < qn. Aqui, consideramos o

intervalo Ii+qnn+1 (c) ⊂ ∆. Este intervalo compartilha um ponto extremal com ∆ (a saber f i+qn(c))

e dito intervalo é um intervalo de Pn+1(c). Em particular, |Ii+qnn+1 (c)| � |∆|, pelo Teorema das

real bounds. Existem dois sub-casos. Se ∆′ ∩ Ii+qnn+1 (c) 6= Ø, então, como ∆′ também pertence

a Pn+1(c
′), o caso (i) acima a�rma que |∆′| � |Ii+qnn+1 (c)|, e portanto ∆′ é comparável com ∆

neste caso. Por outro lado, se ∆′ ∩ Ii+qnn+1 (c) = Ø, então devemos ter f j(c′) ∈ ∆ (veja a Figura

3.4(b)). Neste caso, consideramos o intervalo Ijn(c′) ∈ Pn(c′), o qual tem f j(c′) como um do seus
pontos extremais. Então temos ∆ ∩ Ijn(c′) 6= Ø, e novamente pelo caso (i) podemos dizer que
|∆| � |Ijn(c′)|. Mas pelo Teorema das real bounds temos |Ijn(c′)| � |Ijn+1(c

′)| = |∆′|, logo ∆′ é
comparável com ∆ também neste caso.

(iii) Temos ∆ = Iin+1(c) e ∆′ = Ijn+1(c
′), onde 0 ≤ i, j < qn. Este caso é inteiramente análogo com o

caso (i).

3.1.2 Os intervalos críticos são longos

Vamos considerar o mapa de primeiro retorno do intervalo In(c0) ∪ In+1(c0), ou equivalentemente
o par de mapas f qn |In+1(c0) , f

qn+1 |In(c0). Note que o mapa de primeiro retorno em torno do ponto c0
(que é o ponto crítico para os dois mapas no par), tem máximo N − 1 pontos críticos: alguns deles
no intervalo In(c0), e os outros em In+1(c0). O seguinte resultado a�rma que os intervalos da partição
dinâmica do nível n + 1 (ou seja, Pn+1(c0)) que contém estos pontos críticos no mapa de primeiro
retorno na partição de nível n, são comparáveis com o intervalo parente In(c0) ou In+1(c0).

Lema 3.1.2. Seja 0 ≤ k < an+1 tal que o intervalo f qn+kqn+1(In+1(c0)) ⊂ In(c0) contém um ponto
crítico do mapa f qn+1 . Então ∣∣∣f qn+kqn+1(In+1(c0))

∣∣∣ � |In(c0)| . (3.1.1)
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Demonstração. Se k = 0 não temos nada a provar, pois pelas real bounds já sabemos que |f qn(In+1(c0))| �
|In(c0)|. Logo vamos assumir que 1 ≤ k ≤ an+1 − 1. Vamos denotar ∆ = f qn+kqn+1(In+1(c0)) nesta
prova. Seja 0 < j ≤ qn+1 que satisfaz f j(∆) 3 c1, onde c1 6= c0 é outro ponto crítico de f . Observemos
que Ijn(c0) = f j(In(c0)) ⊃ f j(∆). A�rmamos que |f j(∆)| � |f j(In(c0))|. Esto é uma consequência dos
seguintes dois fatos.

Figura 3.1: Os casos longo/longo e longo/curto do Lema 3.1.1.

(i) Temos |Ijn(c0)| � |In+1(c1)|. De fato, estes dois intervalos tem interseção não vazia (eles contém
o ponto c1), e como Ijn(c0) ∈ Pn(c0) e In+1(c1) ∈ Pn(c1), então sua comparabilidade segue-se do
Lema 3.1.1.

(ii) Por outro lado, temos |In+1(c1)| � |f j(∆)|. Isto é verdade pois primeiro temos que

j + qn + kqn+1 ≤ qn + (k + 1)qn+1 ≤ qn + an+1qn+1 = qn+2 ,
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consequentemente
f j(∆) = I

j+qn+kqn+1

n+1 (c0) ∈ Pn+1(c0) .

Como In+1(c1) ∈ Pn+1(c1), e f j(∆) ∩ In+1(c1) ⊃ {c1} 6= Ø, podemos aplicar novamente o Lema
3.1.1 e podemos concluir que In+1(c1) e f j(∆) são comparáveis.

Com isto, procedemos da seguinte forma. Consideremos o fecho do espaço entre ∆ e Iqnn+1 no interior

de In(c0), a saber o intervalo J =
⋃k−1
i=1 I

qn+iqn+1

n+1 (c0). Notemos que se k = 1 então J = Ø; neste caso
∆ e Iqnn+1 são intervalos adjacentes de Pn+1(c0), aqui eles são comparáveis pelas real bounds (Teorema
2.2.2) e não temos nada a provar. Portanto vamos assumir que k ≥ 2, tal que J 6= Ø. Já sabemos
da a�rmação anterior que |f j(∆)| � |Ijn(c0)|, e as real bounds dizem ainda que |Ijn(c0)| � |Ij+qnn+1 (c0)|.
Além disso, temos que Ij+qn+qn+1

n+1 (c0) ⊆ f j(J) ⊂ Ijn(c0). Como |Ij+qn+qn+1

n+1 (c0)| � |Ij+qnn+1 (c0)|, pois eles
são intervalos consecutivos de Pn+1(c0), segue-se que |f j(J)| � |Ij+qnn+1 (c0)|. Em outras palavras, os

intervalos consecutivos f j(∆), f j(J) e Ij+qnn+1 (c0) são dois a dois comparáveis. Em particular, o b−cross-
ratio determinado por estes três intervalos é limitado por acima e por baixo, i.e. existe uma constante
K > 1 dependendo só da constante C das real bounds tal que

K−1 ≤ b(f j(J), f j(T )) ≤ K . (3.1.2)

Escrevemos T = ∆ ∪ J ∪ Iqnn+1(c0). Notemos que T, f(T ), . . . , f j(T ) são dois a dois disjuntos. Portanto,
pela Desigualdade de Cross-Ratio aplicado no homeomor�smo f j (e m = 1), temos D(f j ; J, T ) ≤ C, ou
equivalentemente b(f j(J), f j(T )) ≤ Cb(J, T ). Usando a estimativa por baixo na desigualdade (3.1.2),
temos que b(J, T ) ≥ C−1K−1, isto é,

|∆| |Iqnn+1(c0)|
|∆ ∪ J | |J ∪ Iqnn+1(c0)|

≥ (CK)−1 . (3.1.3)

Mas, como J ⊇ I
qn+qn+1

n+1 (c0), e os intervalos Iqn+qn+1

n+1 (c0) e Iqnn+1(c0) são intervalos adjacentes de
Pn+1(c0), temos pelas real bounds

|∆ ∪ J | > |J | ≥ |Iqn+qn+1

n+1 (c0)| ≥ C−1|Iqnn+1(c0)| .

Além disso, |Iqnn+1(c0)| ≥ C−1|In(c0)|, mais uma vez pelas real bounds. Colocando todo isto na desi-
gualdade (3.1.3), deduzimos que

|∆| ≥ C−2K−1|J ∪ Iqnn+1(c0)| > C−3K−1|In(c0)| .

Isto mostra que ∆ e In(c0) são comparáveis. Assim (3.1.1) �ca estabelecida, e a prova do Lema 3.1.2
esta completa.

3.1.3 Uma partição auxiliar

Nesta subseção vamos construir um re�namento adequado da partição dinâmica Pn(c0) (para cada
n ≥ 1). Esta nova partição, que vai ser denotada por P∗n(c0), é mais �na que Pn(c0) mas mais grossa
que Pn+1(c0). A criação de esta partição vai ser necessária na construção da �ne grid na seção �3.2.

De aqui em frente, para 0 ≤ k < an+1, denotamos por ∆k o intervalo f qn+kqn+1(In+1(c0)). Note
que cada intervalo ∆k é um átomo da partição dinâmica Pn+1(c0), e que

an+1−1⋃
k=0

∆k = In(c0) \ In+2(c0) .
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Consideramos os tempos 0 ≤ k1 < k2 < · · · < kr < an+1 tal que ∆ki contém um ponto critico de f qn+1 .
Estes tempos vão ser chamados de critical times no nível n. Para facilidade na notação, de�nimos
k0 = 0. Note que f qn+1 tem máximo N pontos críticos no intervalo In(c0), onde N é o número total de
pontos críticos de f . Como cada ponto crítico pertence no máximo a dois dos intervalos ∆k's, temos que
r ≤ 2N . Assim, embora que o inteiro não-negativo r pode depender de n (o nível da renormalização),
seu valor varia ao longo apenas de um número �nito de valores. Os critical times ki também dependem
de n. Os intervalos ∆ki para 0 ≤ i ≤ r vão ser chamados de sítios criticos.

Para cada i = 0, 1, . . . , r−1, sejaGi ⊆ In(c0)\In+2(c0) o espaço entre dois sítios críticos consecutivos
∆ki e ∆ki+1

em In(c0), a saber o intervalo

Gi =

ki+1−1⋃
k=ki+1

∆k .

Também de�nimos, para i = r,

Gr =

an+1−1⋃
k=kr+1

∆k .

O intervalo Gi vai ser chamado de i-ésimo ponte de In(c0). Veja a �gura 3.2. Observamos que pode
acontecer que Gi = Ø para algum ou para todos os valores de i.

Figura 3.2: Pontes e sítios críticos.

Lema 3.1.3. Todo ponte não-vazio Gi é comparável com In(c0).

Demonstração. Se Gi 6= Ø, então Gi contém pelo menos o intervalo ∆ki+1, adjacente ao ∆ki , e assim
temos |Gi| ≥ |∆ki+1| � |∆ki |, pelas real bounds. Pelo Lema 3.1.2, obtemos |∆ki | � |In(c0)|. Como além
disso Gi ⊂ In(c0), segue-se que |Gi| � |In(c0)|.

Assim, temos a seguinte decomposição de In(c0) \ In+2(c0) como a união de no máximo 2r + 2 ≤
4N + 2 intervalos:

In(c0) \ In+2(c0) =
r⋃
i=0

∆ki ∪
r⋃
i=0

Gi . (3.1.4)

Pelos Lemas 3.1.2 e 3.1.3, como das real bounds, cada intervalo da decomposição anterior é comparável
com In(c0). Em particular, eles são todos comparáveis dois a dois.
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Observação 3.1.1. Notemos que a imagem de cada sítio crítico ∆ki pelo mapa f qn+1 também é com-
parável com In(c0): isto é verdade pois f qn+1(∆ki) = ∆ki+1 é adjacente a ∆ki em Pn+1(c0). Do mesmo
modo, a imagem de cada ponte Gi por f qn+1 também é comparável a In(c0), pois vamos ter que i < r
e f qn+1(Gi) contém o sítio crítico ∆ki+1

, ou i = r, em cujo caso f qn+1(Gr) contém In+2(c0).

Agora vamos mapear a decomposição (3.1.4) para frente pela f para obter a decomposição corres-
pondente dos intervalos longos Ijn(c0) ∈ Pn(c0), para j = 1, 2, . . . , qn+1 − 1. Deste jeito obtemos uma
partição nova do círculo P∗n(c0) (modulo pontos extremais). Mais precisamente, seja

P∗n(c0) =
{
f j(∆ki) : 0 ≤ i ≤ r ; 0 ≤ j ≤ qn+1 − 1

}
(3.1.5)

∪
{
f j(Gi) : 0 ≤ i ≤ r ; 0 ≤ j ≤ qn+1 − 1

}
∪
{
f j(In+2) : 0 ≤ j ≤ qn+1 − 1

}
∪
{
f `(In+1) : 0 ≤ ` ≤ qn − 1

}
.

Esta partição re�na Pn(c0), mas não estritamente pois cada intervalo curto de Pn(c0) �ca invariável
pelo procedimento prévio. Generalizando a nomenclatura anterior, todos os intervalos de P∗n(c0) da
forma f j(∆ki) são chamados sítios críticos , e aqueles da forma f j(Gi) são chamados de pontes.

Proposição 3.1.1. Dois intervalos consecutivos de P∗n(c0) são comparáveis.

Demonstração. Pelo Teorema das real bounds (Teorema 2.2.2), a partição Pn(c0) tem a propriedade
de comparabilidade requerida. Logo é su�ciente provar que todos os pontes e todos sítio críticos de
P∗n(c0) dentro de cada intervalo longo Ijn(c0) ∈ Pn(c0) são comparáveis a Ijn(c0). Nós já sabemos isso
para j = 0 (veja Lema 3.1.3 e o parágrafo que segue da prova). Para os outros valores de j, mapeamos
Ijn(c0) para frente por f qn+1−j sob Iqn+1

n (c0) ⊂ In(c0)∪In+1(c0) e aplicamos a Desigualdade Cross-Ratio
2.2.2, junto com a Observação 3.1.1.

3.1.4 Mapas quase-parabólicos

Para construir a �ne grid na seção 3.2 em baixo, vamos precisar não somente todos os intervalos
de muitas partições P∗n(c0), mas também vamos ter que quebrar ainda mais alguns de tais intervalos,
de uma forma adequada. Nesta subseção e na próxima, vamos mostrar como quebrar tais intervalos do
jeito adequado.

Antes de tudo, vamos lembrar a de�nição de mapa quase-parabólico [dFdM99, �4.1].

De�nição 3.1.1. Um mapa quase-parabólico é um difeomor�smo de classe C3

φ : J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ J` → J2 ∪ J3 ∪ · · · ∪ J`+1 ,

onde J1, J2, . . . , J`+1 são intervalos consecutivos do círculo (ou da reta), com as seguintes propriedades.

(i) φ(Jν) = Jν+1 para todo 1 ≤ ν ≤ `;

(ii) A derivada Schwarziana de φ é negativa em toda parte.

O inteiro positivo ` é chamado o comprimento de φ, e o número positivo real

σ = min

{
|J1|

| ∪`ν=1 Jν |
,

|J`|
| ∪`ν=1 Jν |

}
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é chamado a largura de φ.

Notemos que a dinâmica de um mapa quase-parabólico φ é mais ou menos como uma translação,
e cada intervalo Jν é um domínio fundamental para φ (modulo pontos extremais). A geometria dos
domínios fundamentais está representada no seguinte lema, devido a Yoccoz.

Lema 3.1.4 (Yoccoz). Seja φ :
⋃`
ν=1 Jν →

⋃`+1
ν=2 Jν um mapa quase-parabólico com comprimento

` e largura σ. Existe uma constante Cσ > 1 (que depende de σ mas não de `) tal que, para todo
ν = 1, 2, . . . , `, temos

C−1σ |I|
[min{ν, `+ 1− ν}]2

≤ |Jν | ≤
Cσ|I|

[min{ν, `+ 1− ν}]2
, (3.1.6)

onde I =
⋃`
ν=1 Jν é o domínio do mapa φ.

Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [dFdM99, Apêndice B].

Se de�nimos a ordem do domínio fundamental Jν como ord(Jν) = min{ν, `+ 1− ν}, então o lema
anterior a�rma que o comprimento de um domínio fundamental de todo mapa quase-parabólico é in-
versamente proporcional com o quadrado de sua ordem.

O seguinte lema mostra uma maneira de juntar os domínios fundamentais de um mapa quase-
parabólico.

Lema 3.1.5. Seja φ um mapa quase-parabólico com ` ≥ 4. Seja I =
⋃`
ν=1 Jν o seu domínio, e seja

d ∈ N o maior natural tal que 2d+1 ≤ `/2. Existe uma cadeia descendente de intervalos fechados (veja
a �gura 3.3)

I = M0 ⊃M1 ⊃ · · · ⊃Md+1

para os quais se satisfaz o seguinte: Se Li, Ri denotam as componentes conexas à esquerda e à direita,
respectivamente, de Mi \Mi+1 para todo 0 ≤ i ≤ d, então as seguintes propriedades são válidas:

(i) Cada intervalo Li, Ri é a união de exatamente 2i intervalos consecutivos, os quais são domínios
fundamentais de I.

(ii) Temos

I =

d⋃
i=0

Li ∪ Md+1 ∪
d⋃
i=0

Ri . (3.1.7)

(iii) Para todo 0 ≤ i ≤ d temos |Li| � |Mi+1| � |Ri|, com constantes de comparabilidade dependendo
unicamente da largura σ de φ.

Demonstração. Para cada 0 ≤ i ≤ d, de�nimos

Li =

2i+1−1⋃
ν=2i

Jν ; Ri =

`+1−2i⋃
ν=`+2−2i+1

Jν .
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Figura 3.3: Decomposição balanceada do domínio de um mapa quase-parabólico.

Além disso, para todo 1 ≤ i ≤ d+ 1, seja

Mi =
`+1−2i⋃
ν=2i

Jν

Então os itens (i) e (ii) seguem-se imediatamente. Assim, só temos que provar o item (iii). Fixemos
0 ≤ i ≤ d. Em tudo o que se segue, as constantes de comparabilidade são universais ou dependem
unicamente da constante Cσ do Lema de Yoccoz 3.1.4. Aplicando aquele lema, obtemos que

|Li| =
2i+1−1∑
ν=2i

|Jν | �

2i+1−1∑
ν=2i

1

ν2

 |I| � 2−i|I| . (3.1.8)

E também,
|Ri| � 2−i|I| . (3.1.9)

Aliás, podemos escrever

|Mi+1| =
2i+2−1∑
ν=2i+1

|Jν | � 2

 ∑
2i+1≤ν≤ `

2

1

ν2

 |I| = 2A|I| , (3.1.10)

onde o número A satisfaz
2i+2−1∑
ν=2i+1

1

ν2
≤ A ≤

∞∑
ν=2i+1

1

ν2
. (3.1.11)
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Como a função 1/ν2 diminui monotonamente, então a soma
∑∞

ν=2i+1
1
ν2

é comparável com a integral∫∞
2i+1 1/x2. Dado que

lim
b→∞

∫ b

2i+1

1

x2
dx = lim

b→∞
−1

b
+

1

2i+1
=

1

2i+1
,

então a soma
∑∞

ν=2i+1
1
ν2

é comparável com 2−i−1.

Portanto, as duas somas que aparecem em (3.1.11) são comparáveis a 2−i−1. Consequentemente,
(3.1.10) e (3.1.11) implicam que

|Mi+1| � 2−i|I| . (3.1.12)

Combinando (3.1.8), (3.1.9) e (3.1.12), obtemos o item (iii), que era o que queríamos provar.

Observação 3.1.2. Dado um intervalo I particionado nos intervalos Jν , 1 ≤ ν ≤ `, como acima,
uma decomposição da forma (3.1.7) satisfaz as propriedades (i), (ii), (iii) do Lema 3.1.5 é chamada
de decomposição balanceada de I (em relação ao seu determinada partição em átomos). Assim, Lema
3.1.5 pode ser reescrita a�rmando que o domínio de um mapa quase-parabólico sempre admite uma
decomposição balanceada. Nessa decomposição, os intervalosMi, 0 ≤ i ≤ d+1, são chamados intervalos
centrais, enquanto que os intervalos Li, Ri, 0 ≤ i ≤ d, são chamados laterais. O inteiro positivo d é a
profundeza da decomposição.

A seguir, enunciamos um resultado relacionado com a comparabilidade de uniões de imagens de
intervalos por um mapa quase-parabólico. Este fato sera útil na seção �3.2.1.

Proposição 3.1.2. Seja φ um mapa quase-parabólico com domínios fundamentais Jν (1 ≤ ν ≤ `),
para ` ≥ 4. Para todo 1 ≤ k < l < m ≤ `, é válido

|Jl+1|+ |Jl+2|+ · · ·+ |Jm|
|Jk+1|+ |Jk+2|+ · · ·+ |Jl|

� k(m− l)
m(l − k)

,

com constante de comparabilidade dependendo só da largura σ de φ.

Prova da Proposição 3.1.2. Temos duas opções, min{l, `+ 1− l} = l ou min{l, `+ 1− l} = `+ 1− l.
Suponhamos min{l, `+ 1− l} = l, o outro caso é análogo.
A hipóteses implica o seguinte,

|Jk+1|+ |Jk+2|+ · · ·+ |Jl| � |I|
(l − k − 1)

l(k + 1)
.

Isto é verdadeiro pois, pelo Lema de Yoccoz, para todo i ∈ {k + 1, · · · , l} temos |Ji| �
|I|
i2
, onde

I = J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ J`. Portanto, usando o critério da integral

l∑
i=k+1

|Ji| �
l∑

i=k+1

|I|
i2
� |I| (l − k − 1)

l(k + 1)
.

Agora, para limitar a soma |Jl+1|+ |Jl+2|+ · · ·+ |Jm| temos duas opções:
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1. Se min{m, l + 1 −m} = m. Então Lema 3.1.4 implica que o comprimento de cada intervalo Jj
para l + 1 ≤ j ≤ m, é comparável com |I|/j2, então pelo critério da integral, obtemos

|Jl+1|+ |Jl+2|+ · · ·+ |Jm| � |I|
(m− l − 1)

m(l + 1)
.

Portanto,

|Jl+1|+ |Jl+2|+ · · ·+ |Jm|
|Jk+1|+ |Jk+2|+ · · ·+ |Jl|

� l(m− l − 1)(k + 1)

m(l + 1)(l − k − 1)
� l(m− l)(k + 1)

m(l − k)(l + 1)
� k(m− l)

m(l − k)
.

2. Se min{m, l+ 1−m} = l+ 1−m. O comprimento de cada intervalos Jj para l+ 1 ≤ j ≤ (`/2) é
comparável com |I|/j2 e o comprimento de cada intervalo Jj para `/2 + 1 ≤ j ≤ m é comparável
com |I|/(l + 1 − j)2, isto pelo Lema de Yoccoz. Usando mais uma vez o critério da integral
obtemos,

|Jl+1|+ |Jl+2|+ · · ·+ |J`/2| � |I|
(`− 2(l + 1))

`(l + 1)
,

e

|J(`/2)+1|+ |J(`/2)+2|+ · · ·+ |Jm| � |I|
(2m− l − 2)

m(l + 2)
.

Portanto,

|Jl+1|+ |Jl+2|+ · · ·+ |Jm| � |I|
[(`2 + 2`)(m− l − 1)− 4m(l + 1)]

`(l + 1)m(l + 2)
.

Consequentemente, como ` ≥ 4,

|Jl+1|+ |Jl+2|+ · · ·+ |Jm|
|Jk+1|+ |Jk+2|+ · · ·+ |Jl|

� l(k + 1)(`2 + 2`)(m− l − 1)

m(`+ 2)`(l + 1)(l − k − 1)
� l(m− l − 1)(k + 1)

m(l − k − 1)(l + 1)
� k(m− l)

m(l − k)
.

Observação 3.1.3. Sejam I, I∗ dois intervalos fechados com I∗ contido no interior de I. Seja I∗

dividido num número �nito ` de intervalos, consecutivos Jν , 1 ≤ ν ≤ ` como acima, e suponha que
estes intervalos satisfazem as desigualdades (3.1.6) (para alguma constante Cσ) � logo temos uma
decomposição balanceada de I∗ (como no Lema 3.1.5). Então, adicionando componentes laterais de
I \ I∗ na coleção de Jν 's e re-etiquetando estes ` + 2 intervalos desde o primeiro até o último, temos
que as desigualdades (3.1.6) seguem sendo válidas para a nova coleção (com uma constante diferente
de comparabilidade) Assim, obtemos uma decomposição balanceada de I. Esta observação vai ser usada
na prova do Corolário 3.1.1.

3.1.5 Decomposição balanceada de pontes

Vamos classi�car os intervalos da partição P∗n(c0) em duas classes:

(a) Intervalos regulais: São todos os intervalos curtos de Pn(c0), os quais pertencem a P∗n(c0), todos
os intervalos da forma f j(In+2) (para 0 ≤ j ≤ qn+1 − 1), todos os sítio críticos f j(∆ki) (com
0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ qn+1 − 1), junto com todos aqueles pontes Gi,j = f j(Gi) que tem menos de
1, 000 intervalos de Pn+1(c0) neles (i.e., aqueles com ki+1 − ki ≤ 1, 000).

(b) Intervalos Sela-node: São os restantes pontes; a saber, os Gi,j cuja decomposição como união de
intervalos de Pn+1(c0) tem pelo menos 1, 000 de tais intervalos nele (i.e., aqueles com ki+1−ki >
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1, 000).

Procedendo analogamente como em [dFdM99, �4.3], vamos mostrar com ajuda do Lema de Yoccoz
3.1.4 como obter uma decomposição balanceada de um ponte sela-node. Antes de tudo, vamos assumir
o seguinte fato. Conjugando nosso mapa multicrítico do círculo f com um difeomor�smo C3 adequado,
podemos assumir sem perda de generalidade que o mapa f é canônico, no sentido que cada ponto
critico ck tem uma vizinhança Uk ⊆ S1 tal que para todo x ∈ Uk

f(x) = f(ck) + (x− ck)|x− ck|sk−1

onde sk > 1 é a power-law de ck (como no apêndice A). Isto implica que a derivada Schwarziana Sf é
negativa em cada Uk, i.e., para todo x ∈ Uk \ {ck}, temos

Sf(x) = −
s2k − 1

2(x− ck)2
< 0 . (3.1.13)

Escrevemos U =
⋃N−1
k=0 Uk, e tomamos V ⊂ S1 um conjunto aberto que não contém nenhum dos pontos

críticos de f mas é tal que U ∪ V = S1.

Agora, consideremos o ponte não vazio Gi ⊂ In(c0), ou seja

Gi =

ki+1−1⋃
k=ki+1

∆k .

De�nimos o ponte reduzido G∗i associado a Gi como

G∗i =

ki+1−2⋃
k=ki+2

∆k .

Em outras palavras, G∗i é o intervalo Gi sem seus dois intervalos laterais. Em particular, se Gi esta
formado por menos de dois intervalos de Pn+1(c0), então G∗i = Ø. Com esta terminologia estabelecemos
o seguinte resultado.

Lema 3.1.6. Existem n0 = n0(f) ∈ N tal que o seguinte é válido para todo n ≥ n0. Para cada ponte
reduzido não vazio G∗i ⊂ In(c0), o mapa f qn+1 |G∗i tem derivada Schwarziana negativa em todo ponto,
i.e., para todo x ∈ G∗i temos Sf qn+1(x) < 0.

Demonstração. Dado x ∈ G∗i e n ∈ N, pela regra da cadeia da derivada Schwarziana temos

Sf qn+1(x) =

qn+1−1∑
j=0

Sf(f j(x))
[
Df j(x)

]2
. (3.1.14)

Notemos que a soma do lado direito de (3.1.14) pode ser dividida como duas somas Σ
(n)
1 (x) e Σ

(n)
2 (x)

onde
Σ
(n)
1 (x) =

∑
j:Ijn(c0)⊂U

Sf(f j(x))
[
Df j(x)

]2
, (3.1.15)

e Σ
(n)
2 (x) é a soma sob os termos restantes.
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Seja δn = max0≤j<qn+1 |I
j
n(c0)|. Sabemos que δn → 0 quando n → ∞, pois f é topologicamente

conjugado à rotação. Assim, escolhendo n1 = n1(f) su�cientemente grande tal que δn seja menor que
o número de Lebesgue do cobrimento {U ,V} do círculo, para todo n ≥ n1. Então obtemos, para todo
n ≥ n1 e todo x ∈ G∗i , ∣∣∣Σ(n)

2 (x)
∣∣∣ ≤ ∑

j:Ijn(c0)⊂V

|Sf(f j(x))|
[
Df j(x)

]2
, (3.1.16)

Agora vamos proceder através dos passos seguintes.

(i) Como In(c0) ⊂ U , a soma do lado direito de (3.1.15) inclui o termo com j = 0, a saber Sf(x), e
por (3.1.13) temos

Sf(x) = − s20 − 1

2(x− c0)2
. (3.1.17)

Todos os outros termos em (3.1.15) também são negativos. Como |x − c0| � |In(c0)| (veja (ii)
abaixo), obtemos de (3.1.15) e de (3.1.17) que

Σ
(n)
1 (x) < − K1

|In(c0)|2
, (3.1.18)

onde K1 > 0 é uma constante que depende só das real bounds e do expoente da power-law s0.

(ii) Como não há pontos críticos de f qn+1 em int(Gi) ⊃ G∗i , o mapa f qn+1 : int(Gi)→ f qn+1(int(Gi))
é um difeomor�smo1. O mesmo pode ser dito dos mapas f j : int(Gi) → f j(int(Gi)) para 0 ≤
j ≤ qn+1 − 1. Pelas real bounds e a Proposição 3.1.1, temos que |f j(G∗i )| � |f j(Gi)| � |I

j
n(c0)|

para todo 0 ≤ j ≤ qn+1 − 1. Aliás, as duas componentes de Gi \G∗i são comparáveis com G∗i (e
também com In(c0)). Portanto, pelo principio de distorção de Koebe (Lema A.2.1) e o Teorema
do valor meio, temos que

|Df j(x)| � |f
j(G∗i )|
|G∗i |

� |I
j
n(c0)|
|In(c0)|

, (3.1.19)

para todo x ∈ G∗i e para todo 0 ≤ j ≤ qn+1 − 1.

(iii) Uma vez tendo provado o item (ii), estamos prontos para estimar o lado direito de (3.1.16).
Usando (3.1.19), concluímos que existe uma constante K2 > 0 dependendo só das real bounds
tal que

∣∣∣Σ(n)
2 (x)

∣∣∣ ≤ K2

∑
Ijn(c0)⊂V

|Sf(f j(x))|

(
|Ijn(c0)|
|In(c0)|

)2

≤ K2M

|In(c0)|2
∑

Ijn(c0)⊂V

|Ijn(c0)|2 ,

onde M = supy∈V |Sf(y)| < ∞ é uma constante que depende só de f (e das vizinhanças U ,V).
Mas ∑

Ijn(c0)⊂V

|Ijn(c0)|2 ≤

(
max

Ijn(c0)⊂V
|Ijn(c0)|

) ∑
Ijn(c0)⊂V

|Ijn(c0)| < δn .

Portanto ∣∣∣Σ(n)
2 (x)

∣∣∣ ≤ K2Mδn
|In(c0)|2

. (3.1.20)

1Denotamos por int(X) o interior do conjunto X ⊂ S1.
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Escolhendo n0 = n0(f) > n1 su�cientemente grande tal que K2Mδn < K1 para todo n ≥ n0,
obtemos de (3.1.18) e (3.1.20) que Sf qn+1(x) < 0 para todo x ∈ G∗i , para todo n ≥ n0.

Figura 3.4: Dois sítios críticos consecutivos e o ponte entre eles: imagem dinâmica.

Do lema prévio, podemos deduzir o seguinte resultado correspondente com os pontes Gi, 0 ≤ i ≤ r,
contidos no intervalo do primeiro retorno In(c0) (veja Figura 3.4).

Proposição 3.1.3. Para todo n ≥ n0, onde n0 esta dado pelo Lema 3.1.6, e para todo i = 0, 1, 2, . . . , r
para os quais o ponte reduzido G∗i ⊂ In(c0) é não vazio, a restrição

f qn+1 |G∗i : G∗i → f qn+1(G∗i )

é um mapa quase-parabólico com comprimento `i = ki+1 − ki − 3 e largura σi ≥ σ, onde σ = σ(C) > 0
depende só da constante C das real bounds.

Demonstração. Por construção, o mapa φ = f qn+1 |G∗i não tem pontos criticos, assim é um difeomor�smo

sob sua imagem. Como G∗i =
⋃ki+1−2
k=ki+2 ∆k e φ(∆k) = f qn+1(∆k) = ∆k+1 para todo k, segue-se que o

comprimento de φ é `i = ki+1 − ki − 3. Aliás, pelo Lema 3.1.6, também temos que Sφ = Sf qn+1 < 0.
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Finalmente, como os intervalos ∆ki+2 e ∆ki+1−2 são comparáveis com G∗i (por real bounds e Lema
3.1.3), então a largura de φ satisfaz a a�rmação.

O seguinte corolário é o resultado principal da presente subseção.

Corolário 3.1.1. Para todo n ∈ N, cada ponte não vazio Gi,j = f j(Gi) ∈ P∗n(c0) admite uma de-
composição balanceada com constantes de comparabilidade uniformes dependendo unicamente das real
bounds de f .

Demonstração. Aqui assumimos que n ≥ n0, onde n0 é o número natural do Lema 3.1.6. Para pontes
primários, ou seja, para os pontes Gi,0 = Gi ⊂ In(c0) (i.e., aqueles com j = 0), a a�rmação segue-se
da Proposição 3.1.3, Lema 3.1.5 e Observação 3.1.3. Para pontes segundarias , a saber Gi,j = f j(Gi),
1 ≤ j ≤ qn+1 − 1, observamos que o mapa f j : int(Gi)→ int(Gi,j) é um difeomor�smo logo aplicamos
o principio de distorção de Koebe (a imagem da decomposição balanceada de Gi sob f j gera uma
decomposição balanceada de Gi,j).

3.2 Prova do Teorema da conjugação quase-simétrica

Nesta seção, vamos provar �nalmente o Teorema 3.0.1. A estratégia que seguimos é a mesma usada
em [dFdM99, seção 4] na prova deste mesmo resultado no caso mapas uni-crítico do círculo.

3.2.1 Uma �ne grid adequada

Vamos de�nir uma partição auxiliar P̃∗n(c0), para n ≥ 1. Os intervalos de esta nova partição são
os intervalos que não são sela-node de P∗n(c0), junto com os intervalos das partições balanceadas dos
intervalos sela-node de P∗n(c0). Como mostramos a continuação, a partição Qn é construída de P̃∗m(c0)
e de P∗m(c0) para vários valores de m ≤ n.

Proposição 3.2.1. Existe uma �ne grid {Qn} em S1 com as seguintes propriedades.

(a) Todo intervalo de Qn é a união de no máximo a = 4N + 3 intervalos2 de Qn+1.

(b) Todo intervalo ∆ ∈ Qn é união de intervalos de P∗m(c0) para algum m ≤ n, e existem três
possibilidades:

(b1) ∆ é um único intervalo de P∗m(c0);

(b2) ∆ é um intervalo central de P̃∗m(c0);

(b3) ∆ é união de pelo menos dois intervalos de P∗m+1(c0) contidos num único intervalo de

P̃∗m(c0).

Demonstração. A prova é por indução em n. A partição Q1 esta formada por todos os intervalos de
P∗1 (c0) que não são sela-node junto com os intervalos L0, M1 e R0 de cada intervalo sela-node de
I ∈ P∗1 (c0) (I = L0∪M1∪R0). Podemos ver que cada intervalo de Q1 cai dentro de uma das categorias
(b1)-(b3) no enunciado do Lema.

Agora, assumindo que a partição Qn esta de�nida, vamos formar a partição Qn+1 como segue.
Tomemos um intervalo I ∈ Qn e considere os seguintes quatro casos.

2Como já vimos em �3.1.3, cada intervalo longo Iin(c0) ∈ Pn(c0) é decomposto como a união de 2r + 3 ≤ 4N + 3
intervalos de P∗n(c0).
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(1) Se I é um único intervalo de P∗m(c0) então uma das seguintes duas opções podem ocorrer:

(i) I é um intervalo sela-node: Neste caso escrevemos I = L0∪M1∪R0 como acima e tomamos
L0, R0 e M1 como intervalos de Qn+1. Notemos que os intervalos laterais L0 e R0 são
intervalos do tipo (b1), enquanto o intervalo central M1 é de tipo (b2).

(ii) I não é um intervalo sela-node: Aqui, temos dois sub-casos a considerar. A primeira opção
é que I seja um único intervalos de Pm(c0), neste caso quebramos ele na união de máximo
a intervalos de P∗m+1(c0) e tomamos eles como intervalos de Qn+1, todos eles são do tipo
(b1). A segunda opção é que I seja um ponte, e neste caso quebramos ele em seus ≤ 1, 000
intervalos de Pm+1(c0) contidos nele. Tomamos estos subintervalos como intervalos de Qn+1,
novamente eles são do tipo (b1).

(2) Se I é um intervalo central de P̃∗m(c0) que não é um intervalo �nal, consideramos o próximo
intervalo central de P̃∗m(c0) no interior de I, digamos M , e os correspondentes intervalos laterais
L e R tal que I = L ∪M ∪R, e tomamos L, R e M membros de Qn+1. Notemos que L e R são
de tipo (b3), enquanto M é de tipo (b2).

(3) Se I é união de p ≥ 2 intervalos consecutivos J1, . . . , Jp de Pm+1(c0) dentro de um único intervalo
de P∗m(c0) (isto acontece quando I esta contido num intervalo lateral da decomposição balanceada
de um ponte longo), dividimos ele em aproximadamente três partes iguais, i.e. escrevemos p =
2q + r, onde r = 0 ou 1, e consideremos I = L ∪R onde

L =

q⋃
j=1

Jj , R =

p⋃
j=q+1

Jj .

Assim, obtemos de esta forma dois intervalos novos de Qn+1 (L e R) os quais são ou intervalos
Pm+1(c0), e portanto do tipo (b1), ou uma vez mais intervalos do tipo (b3).

O anterior completa a indução. O fato que {Qn}n≥1 forma uma �ne grid segue-se das real bounds,
Lema 3.1.5, Proposição 3.1.2 e Corolário 3.1.1. Logo, só temos que veri�car que a condição (c) na
de�nição 3.0.3 é satisfeita por alguma constante ρ > 1 que só depende das real bounds). Dados dois
intervalos adjacentes ∆,∆′ ∈ Qn, temos dois casos a considerar.

(a) Existe m,m′ ≤ n tal que ∆ é um único intervalo de Pm(c0) e ∆′ é um único intervalo de Pm′(c0).
Neste caso, m = m′, ou m e m′ difere de 1 (isto pode ser provado por indução em n da construção
de Qn dada acima). Mas então temos |∆| � |∆′| pelas real bounds (Teorema 2.2.2).

(b) Para algum m ≤ n, pelo menos um dos dois intervalos, digamos ∆, é a união de p ≥ 2 intervalos
de Pm+1(c0) dentro de um único intervalo de P∗m(c0), o qual é necessariamente um ponte. Isto
implica que tanto ∆ como ∆′ estão contidas no mesmo ponte G ∈ P∗m(c0). Olhando para a
decomposição balanceada de G (dada pelo Corolário 3.1.1), observamos que se apresentam duas
possibilidades. A primeira é que tanto ∆ como ∆′ estão contidos no mesmo intervalo lateral
(Li, Ri) ou o mesmo intervalo central (Mi) da dita decomposição balanceada. Neste caso, ∆ e
∆′ são uniões do mesmo numero de domínios fundamentais de G, e portanto |∆| � |∆′| pelo
Lema 3.1.5 e pela Proposição 3.1.2. A segunda possibilidade é que ∆ e ∆′ estejam contidos em
intervalos adjacentes da decomposição balanceada de G. Neste casso, um dos dois intervalos, ∆
ou ∆′, é união de no máximo o dobro dos domínios fundamentais de G como o outro, e assim,
|∆| � |∆′|, novamente pelo Lema 3.1.5 e a Proposição 3.1.2.

Isto estabelece a comparabilidade de todos os átomos adjacentes de Qn, com constantes dependendo
só das cotas reais, e portanto a prova esta completa.
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3.2.2 Prova do Teorema 3.0.1

Prova do Teorema 3.0.1. Sejam {Qn(f)} e {Qn(g)} as �ne grids dadas pela Proposição 3.2.1 para os
mapas f e g, respectivamente. Por hipóteses a conjugação h leva cada ponto crítico de f no correspon-
dente ponto crítico de g, então h leva cada sítio crítico de P∗m(c0(f)) no correspondente sítio crítico de
P∗m(c0(g)), e o mesmo para pontes, para todo m ≥ 1. Logo, h é um homeomor�smo entre as duas �ne
grids e portanto h é quase-simétrica, pelo critério 3.0.1.

3.2.3 Comentários sob a quase-simetria para mapas com quantidade diferente de

pontos críticos

Se f e g são dois mapas multicríticos do círculo com mesmo número de rotação de tipo limitado,
então a conjugação entre eles que leva ponto crítico em ponto crítico é quase-simétrica inclusive se a
quantidade de pontos críticos dos mapas é diferente. Isto é verdade pois as partições dinâmicas formam
a �ne grid procurada e pelo Teorema das Real Bounds a desigualdade 3.0.2 é válida. Consequentemente
a Proposição 3.0.1 implica que a conjugação que leva pelo menos um ponto crítico em outro é quase-
simétrica.

Da prova dada neste capítulo, i.é., da construção da �ne grid para número de rotação irracional
arbitrário, é indispensável que a quantidade de pontos críticos dos dois mapas seja a mesma. Lembremos
que a conjugação constitui um homeomor�smo entre �ne grides. De fato, existem exemplos de mapas
multicríticos do círculo com número de rotação irracional arbitrário que não podem ser conjugados por
um mapa quase-simétrico, veja [dFG].
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Capítulo 4

Cotas beau para mapas multicríticos do

círculo

No contexto de renormalização, a suavidade da conjugação entre dois mapas uni-críticos do círculo
segue-se da convergência exponencial de suas respectivas renormalizações. Para isto é necessário que a
constante do Teorema 2.2.2 seja assintoticamente a mesma para os dois mapas. Este tipo de constantes
são chamadas pelo Sullivan [Sul88] de constantes beau, i.e. as cotas nos scalling ratios das orbitas crí-
ticas tornar-se assintoticamente universais e independente do mapa. Neste capítulo vamos mostrar que
mapas multicríticos do círculo na mesma classe topológica, satisfazem o teorema 2.2.2 para a mesma
constante, em partições dinâmicas profundas.

Cabe ressaltar, que uma prova de este resultado no caso uni-crítico se encontra no artigo [dFdM99].
De fato, nossa prova para o caso multicrítico é uma adaptação do caso uni-crítico. Este capítulo esta
baseado no artigo [EdFG16].

Neste capítulo f denotará um mapa multicrítico do círculo e classe C3 com número de rotação
ρ(f) ∈ R\Q. Denotaremos por c0, c1, · · · , cN−1 e por d0, d1, · · · , dN−1 seus pontos críticos e suas criti-
calidades, respectivamente. A continuação, vamos �xar um ponto crítico, digamos c0 e em sua partição
dinâmica associada, i.e. Pn(c0) para n ≥ 0. Para simpli�car a notação, vamos escrever Pn ao invés
de Pn(c0). Consequentemente, os intervalos Iin(c0) e Ijn+1(c0) serão denotados por Iin e Ijn+1, respecti-
vamente. Além disso, para o intervalo J ∈ Pn vamos denotar por J∗ a união de J com os intervalos
adjacentes de Pn à direita e à esquerda de J . Vamos assumir, para n su�cientemente grande, que todo
intervalo de Pn contém no máximo um ponto crítico de f .

4.1 As cotas C1

Como o mapa f possui mais de um ponto crítico, então a derivada de algum iterado não esta
sempre longe de zero em alguns pontos do círculo. Não obstante, é possível limitar por cima a derivada
de qualquer iterado em todos os pontos no domínio. O objetivo de esta seção é provar a seguinte
a�rmação.

Lema 4.1.1. Dado f mapa multicrítico do círculo. Existem duas constantes K = K(f) > 1 e n0 =
n0(f) ∈ N tal que para todo n > n0, x ∈ In e j ∈ {0, 1, · · · , qn+1}, temos que

Df j(x) ≤ K · |f
j(In)|
|In|

. (4.1.1)

37
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Como consequência, obtemos o seguinte resultado,

Corolário 4.1.1. A sequência
{
f qn+1 |In

}
n≥1 é limitada na métrica C1.

Demonstração. Pela combinatória, temos que In+1 ⊂ f qn+1(In) ⊂ In ∪ In+1. Consequentemente:

|In+1|
|In|

≤
∣∣f qn+1(In)

∣∣
|In|

≤ 1 +
|In+1|
|In|

.

Pelo Teorema das real bounds 2.2.2, |In+1| � |In| com constante de comparabilidade igual a C.
Portanto,

∣∣f qn+1(In)
∣∣ � |In| com constante de comparabilidade igual a 1 + C. Agora, pelo Lema 4.1.1

e usando o Teorema do valor meio, obtemos, supx∈In Df
qn+1(x) ≤ K (1 + C).

4.1.1 Prova do Lema 4.1.1

Para cada n ∈ N consideremos os intervalos Ln = In+1, Rn = f qn(In) e Tn = Ln ∪ In ∪Rn. Temos
as seguintes observações preliminares:

Fato 4.1.1. A família {Tn, f(Tn), · · · , f qn+1−1(Tn)} tem multiplicidade de interseção limitada por 3.

O fato 4.1.1 segue-se da seguinte observação: dados z ∈ S1 e n ∈ N let I =
[
z,R3qn

ρ (z)
]
, onde Rρ

é a rotação rígida de ângulo 2πρ no círculo unitário. Então a multiplicidade de interseção da família{
I,Rρ(I), ..., R

qn+1−1
ρ (I)

}
é 3 para todo n ∈ N.

Fato 4.1.2. Existe τ > 0 (constante que depende só das real bounds de f) tal que

|Ljn| > τ |Ijn| and |Rjn| > τ |Ijn|

para cada j ∈ {0, · · · , qn+1} e para todo n ∈ N.

Prova do Fato 4.1.2. Se j = 0, observe que os intervalos Ln, In e Rn são adjacentes e pertencem à
partição dinâmica Pn, então pelo Teorema das real bounds eles são comparáveis por uma constante que
só depende de f . Agora vamos mostrar que para j = qn+1 estes três intervalos também são comparáveis.

Por um lado, os intervalos In+1 e Iqn+1

n+1 pertencem à Pn+1 e são adjacentes, assim eles são compa-
ráveis pelas real bounds. Além disso, In+1 ⊂ Iqn+1

n ⊂ In+1 ∪ In. Portanto, |Iqn+1
n | � |Iqn+1

n+1 |, i.e.

|Lqn+1
n | � |Iqn+1

n | . (4.1.2)

Por outro lado, como os intervalos In e Iqnn são adjacentes e pertencem à Pn então eles são compa-
ráveis. Aliás,

Iqnn+1 ⊂ I
qn+qn+1
n ⊂ In ∪ Iqnn .

Pela prova do Teorema das real bounds 2.2.2, i.e. apêndice B, sabemos que |Iqnn+1| � |In| e assim

|Iqn+qn+1
n | � |In|. Mas In+1 ⊂ Iqn+1

n ⊂ In ∪ In+1, novamente pelas real bounds obtemos

|Rqn+1
n | = |Iqn+qn+1

n | � |In| � |Iqn+1
n | . (4.1.3)

Seja 1 ≤ j ≤ qn+1 − 1. Consideremos os intervalos |Ljn|, |Ijn|, |Rjn| e suas imagens pelo mapa
f qn+1−j . Pela desigualdade de Cross-Ratio (veja 2.2.2 e apêndice A) e o Fato 4.1.1 sabemos que existe
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uma constante K = K(f) > 1 tal que

|Lqn+1
n ||Rqn+1

n ||Ljn ∪ Ijn||Ijn ∪Rjn|
|Ljn||Rjn||Lqn+1

n ∪ Iqn+1
n ||Iqn+1

n ∪Rqn+1
n |

≤ K.

Por (4.1.2) e (4.1.3) na última desigualdade, obtemos(
1 +
|Ijn|
|Ljn|

)(
1 +
|Ijn|
|Rjn|

)
≤ K

e assim temos provado o Fato 4.1.2.

Observação 4.1.1. Note que existe n0 = n0(f), dado pelo Lema 4.1.1, tal que para todo n ≥ n0
Card(f j(Tn)∩Crit(f)) ≤ 1. Isto é porque, pela minimalidade,

∣∣f j(Tn)
∣∣ vai para zero quando n vai para

in�nito.

De�nição 4.1.1 (Tempos Críticos). Dizemos que j ∈ {1, · · · , qn+1} é um tempo crítico de f , se
f j(Tn) ∩ Crit(f) 6= Ø.

Observação 4.1.2. Note que Card({tempos críticos}) ≤ 3N .

Fato 4.1.3. Sejam 1 ≤ j1 < j2 ≤ qn+1 dois tempos críticos consecutivos de f . Então para todo
x ∈ f j1+1(In) temos,

Df j2−j1−1(x) � |f j2(In)|
|f j1+1(In)|

,

com as constantes de comparabilidade dependendo só das real bounds.

Prova do Fato 4.1.3. Observemos que f j2−j1−1 : f j1+1(Tn)→ f j2(Tn) é um difeomor�smo. O Fato 4.1.1
implica que

∑j2−j1−1
i=0 |f i(f j1+1(Tn))| < 3, e pelo Fato 4.1.2 o intervalo f j2−j1−1(f j1+1(Tn)) contém uma

vizinhança τ−escalada de f j2−j1−1(f j1+1(In)). Pelo principio de distorção de Koebe (veja Lema A.2.1
no apêndice A) existe uma constante K0 = K0(f) > 1 tal que para todo x, y ∈ f j1+1(In) temos que

1

K0
≤ |Df

j2−j1−1(x)|
|Df j2−j1−1(y)|

≤ K0 .

Seja y ∈ Ij1+1
n o ponto dado pelo Teorema do Valor Meio tal que Df j2−j1−1(y) =

|f j2(In)|
|f j1+1(In)|

. Então

para todo x ∈ f j1+1(In),

1

K0

|f j2(In)|
|f j1+1(In)|

≤ Df j2−j1−1(x) ≤ K0
|f j2(In)|
|f j1+1(In)|

.

A prova do Lema 4.1.1 segue-se da combinação do Fato 4.1.3 junto com o item (3) no Lema 2.2.1
e a regra da cadeia:

Df j(x) ≤ (3d)3NK3N
0

|f j(In)|
|In|

para todo x ∈ In e j ∈ {1, · · · , qn+1} ,
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onde N é o número de pontos críticos de f , d é o máximo das criticalidades destes pontos críticos e
K0 = K0(f) é dado pelo Fato 4.1.3.

4.2 Derivada Schwarziana negativa do mapa de primeiro retorno

Nesta secção vamos provar que os iterados de uma vizinhança do ponto crítico c0, incluindo o
iterado do primeiro retorno, tem derivada Schwarziana negativa em seus pontos regulares. O número
n0 = n0(f) ∈ N é o mesmo dado pelo Lema 4.1.1.

Lema 4.2.1. Seja f um mapa multicrítico do círculo. Existe n1 = n1(f) ∈ N tal que para todo n ≥ n1
temos que

Sf j(x) < 0 para todo j ∈ {1, · · · , qn+1} e para todo x ∈ In ponto regular de f j.

Do mesmo jeito,

Sf j(x) < 0 para todo j ∈ {1, · · · , qn} e para todo x ∈ In+1 ponto regular de f j .

Prova do Lema 4.2.1. A prova que damos a continuação segue a exposição em [dFdM99, páginas 380-
381]. Vamos provar o lema somente para x ∈ In ponto regular de f j com j ∈ {1, · · · , qn+1} (o outro
caso é análogo).

Pelo item (1) do Lema 2.2.1, para cada ponto crítico ci existe uma vizinhança Ui ⊆ S1 e uma
constante positiva Ki tal que para cada x ∈ Ui \ {ci} temos

Sf(x) < − Ki

(x− ci)2
< 0 . (4.2.1)

Seja U =
⋃i=N−1
i=0 Ui, e V ⊂ S1 conjunto aberto que não contém nenhum ponto crítico de f e tal

que U ∪ V = S1. Notemos que M = supy∈V
∣∣Sf(y)

∣∣ é �nito. Seja δn = max0≤j<qn+1 |I
j
n|. Sabemos que

δn → 0 quando n → ∞, pois f é topologicamente conjugado à rotação. Escolhemos n1 = n1(f) > n0
su�cientemente grande tal que δn é mais pequeno que o número de Lebesgue do cobrimento {U ,V} do
círculo para todo n ≥ n1. Usando a regra da cadeia da derivada Schwarziana temos que

Sf j(x) =

j−1∑
k=0

Sf(fk(x))
[
Dfk(x)

]2
, (4.2.2)

para todo n ≥ n1 e todo x ∈ In ponto regular de f j . Agora, vamos decompor esta suma como
Σ
(n)
1 (x) + Σ

(n)
2 (x) onde

Σ
(n)
1 (x) =

∑
k:Ikn⊂U

Sf(fk(x))
[
Dfk(x)

]2
(4.2.3)

e Σ
(n)
2 (x) é a suma sob os termos restantes.

Agora vamos proceder através das seguintes etapas:

(i) Como In ⊂ U , a suma no lado direito de (4.2.3) inclui o termo para k = 0, a saber Sf(x). Como
todos os outros termos em (4.2.3) também são negativos, e dado que |x − c0| ≤ |In|, deduzimos
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de (4.2.1) que

Σ
(n)
1 (x) < − K1

|In|2
. (4.2.4)

(ii) Observemos que ∣∣∣Σ(n)
2 (x)

∣∣∣ ≤ ∑
Ikn⊂V

|Sf(fk(x))|
[
Dfk(x)

]2
. (4.2.5)

Pelo Lema 4.1.1 existe K = K(f) > 1 tal que∣∣∣Σ(n)
2 (x)

∣∣∣ ≤ ∑
Ikn⊂V

|Sf(fk(x))|K2 |Ikn|2

|In|2

≤M K2

|In|2
∑
Ikn⊂V

|Ikn|2

≤M K2

|In|2
max

0≤k≤j−1
|Ikn|

∑
Ikn⊂V

|Ikn|

≤M K2

|In|2
δn.

(4.2.6)

Escolhendo n1 su�cientemente grande tal que K2Mδn < K1 para todo n ≥ n1, deduzimos das
desigualdades (4.2.4) e (4.2.6) que Sf j(x) < 0 para todo j ∈ {1, · · · , qn+1} e para n ≥ n1.

4.3 Beau bounds

O termo beau bounds foi introduzido pelo Sullivan em [Sul88] referia a constantes que assimptotica-
mente são universais. O objetivo nesta secção é provar que as constantes dadas no teorema 2.2.2 são
beau, mais precisamente vamos provar o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1 (Beau bounds). Dado N ≥ 1 em N e d > 1 existe uma constante C = C(N, d) > 1
com a seguinte propriedade: dado um mapa multicrítico do círculo f , com máximo N pontos críticos
cujas criticalidades são limitadas por d, existe n0 = n0(f) ∈ N tal que para todo n ≥ n0 e todo par de
intervalos adjacentes I, J em Pn temos

|J |
C
≤ |I| ≤ C|J |.

Uma consequência imediato do Teorema 4.3.1 é a seguinte a�rmação.

Corolário 4.3.1 (Corolário do Teorema 4.3.1). Existe µ1 ∈ (0, 1) tal que para todo x ∈ S1 e para todo
n ≥ 0, se Pn[x] representa o intervalo em Pn que contém o ponto x então

|Pn+1[x]| < µ1 |Pn−1[x]|.

A prova do Teorema 4.3.1 segue a estrategia usada em [dFdM99], mas adaptada no caso de vários
pontos críticos. Nas seguintes subsecções vamos decompor os iterados de f como mapas com distorção
de cross-ratio limitado por cima, com isto vamos reprovar a Desigualdade de Cross-ratio, ou Lema
2.2.2, o que implica o Teorema 4.3.1.
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4.3.1 Decomposição dos iterados de f

Nesta subsecção ci denota algum ponto crítico do mapa multicrítico do círculo f , e Ui a vizinhança
de ci dada pelo Lema 2.2.1. Aliás, n1 ∈ N é o número natural dado pelo Lema 4.2.1.

Lema 4.3.1. Dado ε > 0 existe n2 ∈ N, n2 = n2(ε, f) > n1, que satisfaz a seguinte propriedade: dado
n ≥ n2, ∆ ∈ Pn e k ∈ N tal que f j(∆) esta contido num elemento de Pn para todo 1 ≤ j ≤ k, podemos
escrever

fk|∆∗ = φk ◦ φk−1 ◦ ... ◦ φ1 ,

onde:

1. Para máximo 3N + 1 valores de i ∈ {1, ..., k}, o mapa φi é um difeomor�smo com distorção
limitada por 1 + ε.

2. Para máximo 3N valores de i ∈ {1, ..., k}, o mapa φi é a restrição de f a algum intervalo contido
em Ui.

3. Para os restastes valores de i, o mapa φi é ou a identidade ou um difeomor�smo com derivada
Schwarziana negativa.

Na prova seguimos a exposição dada em [dFdM99, paginas 352-353].

Prova do Lema 4.3.1. Seja C0 = C0(f) ≥ 1 a constante dada pelo Principio de distorção de Koebe
(Lema A.2.1). Seja C > 1 e µ ∈ (0, 1) dados pelo Teorema 2.2.2. Seja δ ∈ (0, 1) constante tal que
(1 + δ)2 exp(C0 δ) < 1 + ε, e seja n2 ∈ N tal que

n2 � n1 +
4 log(δµ3/2/C)

logµ
.

Notemos que 0 < (µ1/4)n2−n1 < δµ3/2/C. Dado n ≥ n2 de�nimos m = m(n) = bn+n1
2 c. Seja ∆ e k

como no enunciado, consideremos Jm ∈ Pm tal que ∆ ⊆ Jm e além disso, Jn1 ∈ Pn1 com Jm ⊆ Jn1 .
Tomando n su�cientemente grande, podemos assumir que ∆∗ ⊂ Jm.

Seja s ≥ 0 o menor número natural tal que fs(Jn1) contém um ponto crítico de f .

A�rmação 4.3.1. A distorção de fs, no intervalo ∆∗, esta limitada por cima por 1 + ε.

Prova da A�rmação 4.3.1. Substituindo n1 por n1+1 se for necessário, podemos assumir que f j(Jn1) ∈
Pn1 para todo j ∈ {0, ..., s− 1}. Pelo Teorema da real bounds, o espaço τ do intervalo ∆∗ no interior
de J∗m esta limitado por cima por:

τ ≥ 1

C

|J∗m|
|∆∗|

≥ 1

C

(
1

µ

)b(n−m)/2c
>
µ

C

(
1

µ

)(n−m)/2

.

Como m ≤ n+n1
2 , temos que n−m ≥ n− n+n1

2 = n−n1
2 e então

1

τ
≤ C

µ
µ(n−m)/2 ≤ C

µ
(µ1/4)n−n1 <

√
µ δ < δ . (4.3.1)
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Agora, vamos estimar a suma ` dos comprimentos dos iterados de J∗m entre 1 e s. Dado que
n+n1

2 < m+ 1 temos que m− n1 > n−n1
2 − 1, e assim para todo j ∈ {0, · · · , s} obtemos

|f j(J∗m)| ≤ µb(m−n1)/2c|f j(J∗n1
)| ≤ (µ1/4)n−n1

(
1

µ

)3/2

|f j(J∗n1
)|

≤ δ

C
|f j(J∗n1

)| .

Portanto

` =

j=s∑
j=0

|f j(J∗m)| < 3δ

C
< δ , (4.3.2)

pois pela combinatória
∑j=s

j=0 |f j(J∗n1
)| < 3.

Das desigualdades (4.3.1), (4.3.2) e pelo principio de distorção de Koebe (A.2.1) obtemos que a
distorção no intervalo ∆∗ esta limitada por cima por

(1 + δ)2 exp(C0 δ) < 1 + ε .

Para provar o Lema 4.3.1 vamos decompor a orbita de ∆∗ sob f de acordo com o seguinte algoritmo.
Para todo i ∈ {0, 1, ..., k − 1} temos duas opções:

1. Se f i(Jn1) não contém ponto crítico de f , de�nimos o mapa φ como f s, onde s ≥ 1 é o menor
número natural tal que f i+s(Jn1) contém um ponto crítico de f . Argumentando como no Fato
4.3.1 acima, observamos que este casso satisfaz o item 1) no enunciado.

2. Se f i(Jn1) contém um ponto crítico c de f vamos assumir, tomando n2 su�cientemente grande,
que f i(∆∗) ⊂ In1(c) ∪ In1+1(c). Então temos duas opções:

(2.1) Se f i(∆∗) não contém este ponto crítico (e portanto nenhum outro) seja s ≥ 1 o menor
natural tal que f i+s(∆∗) contém um ponto crítico de f , de�nimos o mapa φ como fs. Pelo
Lema 4.2.1 (e como a composição de difeomor�smos com derivada Schwarziana negativa
é um difeomor�smo com derivada Schwarziana negativa) este casso satisfaz o item 3) no
enunciado.

(2.2) Se o ponto crítico pertence a f i(∆∗) de�nimos o mapa φ como um iterado de f (e assim,
este mapa satisfaz o item 2) no enunciado).

Note que, pela combinatória, a primeira opção acontece máximo 3N + 1 vezes, enquanto que a
segunda acontece máximo 3N vezes.

Corolário 4.3.2. Dado N ≥ 1 natural e d > 1, existe uma constante C = C(N, d) > 1 com a seguinte
propriedade: dado f mapa multicrítico do círculo, com N pontos críticos cujas criticalidades estão
limitadas por d, existe n3 = n3(f) tal que para n ≥ n3, ∆ ∈ Pn e k ∈ N tal que f j(∆) esta contido
num elemento de Pn para todo 1 ≤ j ≤ k, temos:

CrD(fk; ∆,∆∗) ≤ C .
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A prova do Corolário 4.3.2 segue-se da decomposição obtida no Lema 4.3.1, combinando a Observa-
ção A.2.1 no apêndice A, Lema A.2.2 e Lema 2.2.1 item (4). Observemos que a constante C depende só
da quantidade de pontos críticos e f e de seus ordens, mas não de f mesmo. De fato, basta considerar
C = (1 + 1/2)2(3N+1)(9d2)3N .

4.4 Prova do Teorema 4.3.1

A prova das real bounds, Teorema 4.3.1, é a mesma prova do Teorema das Real Bounds 2.2.2 dada
em [EdF15, Seção 3, p. 8-16] ou no apêndice B de esta tese, só que nesta vez substituímos a desigualdade
de Cross-Ratio 2.2.2 pelo Corolário 4.3.2.



Capítulo 5

Considerações �nais

Como mencionamos no �nal do capítulo 3, para que a conjugação entre dois mapas multicríticos
seja pelo menos quase-simétrica, precisamos que a quantidade de pontos críticos seja a mesma para os
dois mapas. De fato, a conjugação deve levar ponto crítico em ponto crítico. Para que a conjugação seja
pelo menos C1 precisamos que este mapa preserve os graus de cada ponto crítico, pois isto é equivalente
a pedir que o raio das medidas dos segmentos limitados por pontos críticos sejam os mesmos para os
mapas multicríticos, veja Lema 2.2.4. Este último é um invariante da conjugação C1. Um problema
interessante seria encontrar todos os invariantes por conjugações suaves, veja [dM11].

Pergunta 5.0.1. Quais são todos os invariantes por conjugações suaves entre mapas multicríticos do
círculo?

Conhecer a distância entre as renormalizações geradas pelos dois mapas também permitira obter
informação sob a conjugação, como no caso uni-crítico (veja por exemplo, [dFdM99] ou [KT07]). Ba-
seados nesses resultados, estabelecemos a seguinte pergunta no cenário multicrítico:

Pergunta 5.0.2. Sejam f e g dois mapas multicríticos do círculo com mesma assinatura. Se as n-
ésimas renormalizações ao redor de cada ponto crítico convergem juntamente na topologia C0 e expo-
nencialmente rápido, então toda conjugação canônica h : S1 → S1 é um difeomor�smo de classe C1. Se
o número de rotação é de tipo limitado então h é um difeomor�smo C1+α, para 0 < α < 1 universal?.

Observação 5.0.1. A pergunta anterior está enunciada para mapas multicríticos com criticalidades
impares, pois para o caso uni-crítico isto é valido. Não temos como acreditar ou desacreditar na resposta
a�rmativa de uma pergunta similar para criticalidades não inteiras, já que para o caso uni-crítico esta
problema ainda esta aberto.

Nossa de�nição do operador renormalização é aquela dada no capítulo 2. Nós acreditamos que este
operador é adequado para encarar o problema da suavidade da conjugação. Tal como acontece no caso
uni-crítico, para provar a convergência exponencial das renormalizações precisaríamos de um conceito
que permita estender o pares multicríticos comutativos (veja capítulo 2 secção 2.3) em todo o plano,
isto seria uma especie de pares multicríticos holomorfos (veja [dF99] para a de�nição de este tipo de
mapas no caso uni-crítico e criticalidade impar igual a 3).

No casso uni-crítico, assumindo convergência exponencial das renormalizações podemos achar con-
traexemplo para a rigidez, veja [dFdM99] e [Avi13]. É natural perguntar-se pela condição mínima que
o número de rotação deve satisfazer para garantir a existência de tais contraexemplos. Enunciamos a
seguinte conjectura, ainda em aberto, devida a Avila em [Avi13].
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Conjectura 5.0.1. Se as renormalizações parabólicas de dois mapas uni-críticos do círculo, analítico
reais, convergem exponencialmente e se os coe�cientes na expansão em fracão contínua não satisfazem
ln an = O(n), então tais mapas do círculo não são conjugados por um difeomor�smo C1+α, para todo
0 < α < 1.

A respeito da conjectura 5.0.2, é razonável acreditar que o resultado possa falhar para qualquer
número de rotação irracional, tal como acontece no caso uni-crítico. Assim, é de esperar existência de
contraexemplos como aqueles construídos em [dFdM99], no caso C∞, e em [Avi13] para o caso real
analítico, para que a conjugação não seja C1+α.

Seja A ⊂ [0, 1] o conjunto dos números de rotação ρ = [a0, a1, · · · ] que satisfazem as seguintes
propriedades:

1. lim supn→∞
1

n

∑n
j=1 log aj <∞,

2. limn→∞ log an = 0,

3.
1

n

∑k+n
j=k+1 log aj ≤ ωρ

(n
k

)
, para todo 0 < n ≤ k, onde ωρ é uma função que depende unicamente

do número de rotação e satisfaz ωρ(t) > 0 para todo t > 0 e tωρ(t)→ 0 quando t→ 0.

O conjunto A foi de�nido em [dFdM99]. Este conjunto tem medida de Lebesgue total e contém o
conjunto dos números de tipo limitado, alguns números Liouville e alguns números Diofantinos.

Com a de�nição do conjunto A, enunciamos mais uma pergunta referente a mapas multicríticos do
círculo.

Pergunta 5.0.3. Existem mapas multicríticos do círculo com mesma assinatura e mesmo número de
rotação (que não pertence ao conjunto A) tal que toda conjugação canônica entre f e g, que preserva
os graus de criticalidade, não pode ser um difeomor�smo C1+α para todo 0 < α < 1.

Em [Pal15], Palmisano provou dois mapas do círculo com um intervalo �at, mesmo número de
rotação de tipo limitado e que satisfazem a consequência do teorema das real bounds para alguma
partição do círculo, são conjugados por um mapa quasi-simétrico do círculo. Assim, surge a seguinte
pergunta

Pergunta 5.0.4. Dados dois mapas do círculo que possuem um intervalo �at e o mesmo número �nito
de pontos críticos non-�at, com mesmo número de rotação de tipo limitado. Existe uma conjugação
entre estes dois mapas que seja quase-simétrica?.



Apêndice A

Mapas do círculo

Neste apêndice apresentamos os conceitos e técnicas mais relevantes em relação aos mapas do cír-
culo. Além disso, mostramos as provas dos resultados mais relevantes enunciados no capítulo 2 e usados
ao longo do texto. A principais referências relacionada com esta parte da teoria são os livros [KH] e
[dMvS93].

A.1 Número de rotação

Dado um homeomor�smo do círculo f : S1 → S1, dizemos que F : R → R é um levantamento de
f se π ◦ F = f ◦ π, onde π : R → S1 é uma aplicação de recobrimento, por exemplo π(x) = e2πix. O
número de rotação do mapa f é o número real de�nido como

ρ(f) = ρ = lim
n→∞

Fn(x)

n
.

Este limite sempre existe, é independente do ponto x e, se F1, F2 são dois levantamentos de f que
produzem dois números de rotação ρ1, ρ2 ∈ R então ρ1 − ρ2 ∈ Z. O termo número de rotação foi
introduzido pelo Poincaré, [Poi82], esta quantidade, a grosso modo, mede a taxa média de rotação de
órbitas ao redor do círculo.

O número de rotação pode ser expresso como uma fração contínua,

ρ = [a0, a1, · · · , an, · · · ] =
1

a0 +
1

a1 +
1

. . .

an +
1

. . .

(A.1.1)

a qual é �nita ou in�nita, dependendo de se ρ é racional ou irracional, respectivamente. Truncando
a fração contínua (A.1.1) no nível n − 1, obtemos a sequência de frações reduzidas {pn/qn}n∈N, os

47
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convergentes de ρ, mais precisamente,

pn
qn

= [a0, a1, · · · , an−1] =
1

a0 +
1

a1 +
1

. . .
1

an−1

.

Cada fração pn/qn é a melhor aproximação a ρ por frações cujo denominador é no máximo qn
[Khi97, Capítulo II, Teorema 15], temos:

Se 0 < q < qn então

∣∣∣∣ρ− pn
qn

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ρ− p

q

∣∣∣∣ , para todo p ∈ N.

De�nindo p0 = 0 e p1 = 1, temos que a sequência de numeradores satisfaz

pn+1 = anpn + pn−1 para n ≥ 1.

Analogamente, de�nindo q0 = 1 e q1 = a0, obtemos a seguinte propriedade recursiva dos denominadores,
os quais chamamos de tempos de retorno,

qn+1 = anqn + qn−1 para n ≥ 1.

As sequências {pn}n∈N, {qn}n∈N satisfazem a seguinte propriedade.

Lema A.1.1. [Khi97] Para todo n ∈ N,

qnpn+1 − qn+1pn = (−1)n . (A.1.2)

Prova do Lema A.1.1. A prova segue-se por indução. Notemos que q0p1−q1p0 = 1 e que, q1p2−q2p1 =
a0a1 − a1a0 − 1 = −1. Suponhamos agora que qnpn+1 − qn+1pn = (−1)n,

qn+1pn+2 − qn+2pn+1 = qn+1(an+1pn+1 + pn)− (an+1qn+1 + qn)pn+1

= an+1qn+1pn+1 + pnqn+1 − an+1qn+1pn+1 − qnpn+1

= −(qnpn+1 − qn+1pn) = (−1)n+1.

De�nição A.1.1. Seja ρ = [a0, a1, · · · ] ∈ R \ Q. Se existe M > 0 tal que an ≤ M para todo n ∈ N
dizemos que ρ é de tipo limitado.

Exemplo A.1.1 (Proporção áurea). Seja ρ = 1+
√
5

2 , a proporção áurea ou o número áureo. Os quo-
cientes parciais na fracção contínua de ρ, são todos iguais a um, i.e. an = 1 para todo n ≥ 0. Pelas
propriedades indutivas dos convergentes de ρ, obtemos que:

p0 = 0, p1 = 1, p2 = 1, p3 = 2, p4 = 3, p5 = 5, · · ·
q0 = 1, q1 = 1, q2 = 2, q3 = 3, q4 = 5, q5 = 8, · · · .

Assim, seus convergentes são os raios dos números de Fibonacci.

Se β ≥ 0, o número de rotação ρ ∈ R \ Q satisfaz a condição Diophantina da ordem β se existe
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uma constante C > 0 tal que, para todo p/q ∈ Q∣∣∣∣ρ− p

q

∣∣∣∣ ≥ C

q2+β
. (A.1.3)

Os números que satisfazem (A.1.3) quando β = 0, são os números de tipo limitado. O conjunto dos
números de tipo limitado são densos em [0, 1] mas tem medida de Lebesgue zero (veja [Khi97, capítulo
III, Teorema 29] ou [Gua12, Lema A.1.3]).

Os números Diofantinos são todos os números ρ que satisfazem a desigualdade (A.1.3) para algum
β ≥ 0. Este conjunto de números possui medida total de Lebesgue. Todo número irracional que não
é Diofantino é chamado número de Liouville, portanto os números de Liouville possuem medida de
Lebesgue zero.

Seja Rρ : S1 → S1 a rotação de ângulo ρ ∈ R \Q no círculo, i.e. para todo x ∈ S1, Rρ(x) = x+ ρ.
Pelas propriedades anteriores, para todo x ∈ S1 e para todo n ∈ N os iterados Rqnρ são os retornos mais
próximos de x, assim para todo j < qn,

|x−Rqnρ (x)| < |x−Rjρ(x)|.

De fato, os primeiros retornos qn se aproximam ao ponto x de forma alternada:

Rq1ρ (x) < Rq3ρ (x) < · · ·Rq2k+1
ρ (x) < · · · < x < · · · < Rq2kρ (x) < · · · < Rq2ρ (x) < Rq0ρ (x).

O número de rotação é invariante por conjugações1 (veja [KH, Capítulo 11, página 388]). A racio-
nalidade ou irracionalidade do número de rotação determina o comportamento do mapa:

Proposição A.1.1. Seja f homeomor�smo do círculo que preserva orientação. Então ρ(f) ∈ Q se e
somente se f tem uma órbita periódica. Neste caso, todas as órbitas tem o mesmo período.

Veja uma prova da proposição anterior em [KH, Capítulo 11, páginas 389-390]). Em particular, as
rotações racionais Rp/q satisfazem Rnqp/q(x) = x, para todo x ∈ S1 e todo n ∈ Z.

Para o caso irracional temos o seguinte resultado,

Teorema A.1.1 (Teorema de classi�cação de Poincaré). Seja f : S1 → S1 homeomor�smo que preserva
orientação com número de rotação irracional ρ(f) .

• Se f é transitivo então f é conjugado à rotação rígida Rρ(f).

• Se f não é transitivo então f é semi-conjugado2 à rotação Rρ(f).

Veja uma prova do Teorema A.1.1 em [KH, Capítulo 11, páginas 397-398].

Proposição A.1.2. Seja f um homeomor�smo do círculo sem pontos periódicos, então existe um
conjunto K tal que α(x) = ω(x) = K, para todo x ∈ S1. Se K tem pontos interiores então K = S1,
em caso contrário, K é um conjunto de Cantor.

1Uma conjugação h : S1 → S1 entre dois mapas do círculo f e g é um homeomor�smo que satisfaz h ◦ f = g ◦h. Neste
caso, dizemos que f e g são topologicamente equivalentes

2Uma semi-conjugação h : S1 → S1 entre f e Rρ(f) é uma aplicação contínua e sobrejetora tal que h ◦ f = Rρ(f) ◦ h.
Neste caso, dizemos que f e Rρ(f) são combinatoriamente equivalentes
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Veja [dMvS93, Capítulo páginas 33-34]. O conjunto K da proposição anterior é chamado conjunto
minimal de f .

Seja M um espaço métrico compacto e f : M → M uma aplicação contínua. Dizemos que f é
unicamente ergódica se existe uma única medida de probabilidade µ em S1 tal que, para todo A ⊆ S1

Boreliano, temos µ(A) = µ(f−1(A)). Lembramos a seguinte propriedade que é satisfeita por rotações
irracionais.

Teorema A.1.2. [Teorema da Equidistribuição de Kronecker-Weyl] Toda rotação irracional, Rρ, é
unicamente ergódica.

Prova do Teorema A.1.2. Nesta prova, vamos usar a notação multiplicativa de S1 e o seguinte resul-
tado:

Lema A.1.2. Se para cada função contínua φ, de um conjunto denso no espaço C(X), as médias
de tempo (1/n)

∑n−1
k=0 φ(fk(x)) convergem uniformemente para uma constante então f é unicamente

ergódica.

Pelo lema anterior, é su�ciente veri�car que as médias de tempo para cada função contínua de um
conjunto denso de funções uniformemente contínuas convergem para uma constante. Agora, pelo teo-
rema de Weierstrass, os polinômios trigonométricos formam um conjunto denso no conjunto das funções
contínuas na topologia uniforme. Como a convergência uniforme a uma constante é uma propriedade
linear, então é su�ciente veri�car convergência uniforme para todo sistema completo de funções, por
exemplo, para as funções características χm(x) = exp(2πimx). Para m 6= 0, temos

χm(Rρ)(x) = exp(2πim(x+ ρ)) = exp(2πimρ)χm(x)

e também∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

χm(Rkρ(x))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

exp(2πimkρ)

∣∣∣∣∣ =
|1− exp(2πimnρ)|
n| exp(2πimρ)|

≤ 2

n| exp(2πimρ)|
.

Esta ultima expressão vai para zero quando n→∞, isto implica que a rotação irracional é unicamente
ergódica.

Pelo teorema anterior e Teorema A.1.1, todo homeomor�smo do círculo com número de rotação
irracional é unicamente ergódico.

Seja f é um mapa do círculo combinatoriamente equivalente à rotação rígida correspondente. Aqui,
In(x) denota o intervalo do círculo com pontos extremais x e f qn(x). Temos o seguinte resultado:

Lema A.1.3. Para todo n ≥ 0 e todo x ∈ S1, a coleção de intervalos

Pn(x) =
{
f i(In(x)) : 0 ≤ i ≤ qn+1 − 1

}
∪
{
f j(In+1(x)) : 0 ≤ j ≤ qn − 1

}
é uma partição do círculo (modulo pontos extremais), chamada a n-ésima partição dinâmica associada
ao ponto x.

Prova do Lema A.1.3. Por facilidade, nesta prova vamos omitir a letra x em Pn(x). Como as famílias
Pn estão dinâmicamente de�nidas, vamos assumir nesta prova que f é uma rotação rígida no círculo
unitário de ângulo θ, onde θ ∈ [0, 1) é um número irracional.
Sendo irracional, θ tem uma expansão em fração contínua, digamos θ = [a0, a1, · · · ]. As propriedades
aritméticas da expansão em fração contínua descritas no começo deste apêndice implicam que, para
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todo ponto x ∈ S1, os iterados {f qn(x)}n∈N são os retornos mais próximos da órbita de x pela rotação
rígida f , no seguinte sentido:

d
(
x, f qn(x)

)
< d
(
x, f j(x)

)
para todo j ∈ {1, ..., qn − 1}

onde, d denota a distância estândar em S1. Em particular, todos os membros da família{
In, f(In), · · · , f qn+1−1(In)

}
são dois-a-dois disjuntos, e todos os membros da família{

In+1, f(In+1), · · · , f qn−1(In+1)
}

são, também, dois-a-dois disjuntos. Além disso, a�rmamos que dois membros qualquer na união de estas
famílias (lembre que esta união é precisamente a de�nição de Pn) são disjuntos. De fato, suponhamos
por contradição que existe i < qn+1 e j < qn tal que f i(In)∩f j(In+1) 6= Ø. Sem perdida de generalidade,
podemos supor que i < j = i + l, para algum l < qn, e que o qn−ésimo iterado de todo ponto x ∈ S1

esta à esquerda de x, portanto o qn+1−ésimo iterado esta à direita de x. Temos três opções:

(1) Se f j(In+1) ⊆ f i(In), então o ponto extremal f j(c) = f i+l(c) esta mais próximo a f i(c) que
f i+qn(c), mas isto é impossível pois l < qn.

(2) Se f i(In) ⊆ f j(In+1) então f j(In+1) intercepta f i(In+1) e isto é impossível como tínhamos
explicado antes.

(3) Se f j(In+1)\f i(In) 6= Ø então temos duas opções, ou f j(c) ∈ f i(In) ou então f j+qn+1(c) ∈ f i(In).
No primeiro caso, o ponto f j(c) = f i+l(c) esta mais próximo a f i(c) que f i+qn(c), e dado que
l < qn isto é uma contradição. No segundo caso, o ponto f i+qn(c) = f j(f qn+i−j(c)) é um ponto
que esta mais perto de f j(c) que f j+qn+1(c), isto é impossível pois qn + i− j < qn+1.

Portanto, dois membros qualquer de Pn são disjuntos, como tínhamos a�rmado.
Finalmente, dado que estamos supondo que f é a rotação rígida de ângulo θ no círculo unitário

(normalizado) os comprimentos dos intervalos In e In+1 são |qnθ−pn| = qn|θ−pn/qn| e qn+1|pn+1/qn+1−
θ|, respectivamente. Logo, o comprimento total da união dos membros de Pn é igual a:∣∣∣∣qnqn+1

(
pn+1

qn+1
− pn
qn

)∣∣∣∣ = |qnpn+1 − pnqn+1|.

Pelo Lema A.1.1, este valor absoluto é igual a 1, isto é, a união de todos os membros de Pn é um
conjunto compacto de medida total de Lebesgue, e assim cobre o círculo inteiro.

A.2 Cross-ratio e derivada Schwarziana

Seja N o círculo unitário ou o intervalo [0, 1]. Sejam M e T dois intervalos em N tal que M esta
compactamente contido em T (propriedade que denotamos por M b T ). De�nimos o a-cross-ratio e o
b-cross-ratio do par de intervalos (M,T ), respectivamente como segue

a(M,T ) =
|M ||T |
|L||R|

, b(M,T ) =
|L||R|

|M ∪ L||M ∪R|
,

onde L e R são as duas componentes conexas de T \M .
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Estes tipos de cross-ratios não são os únicos de�nimos em dinâmica uni-dimensional, o uso de um
ou outro cross-ratio depende dos propósitos dos autores. De fato, a relação entre o a-cross-ratio e o
b-cross-ratio esta dada por: a(M,T )+1 = b(M,T )−1. Notemos que os dois cross-ratios são preservados
por mapas Moebius; i.e. se φ é um mapa Moebius então

a(M,T ) = a(φ(M), φ(T )) e b(M,T ) = b(φ(M), φ(T )).

Neste apêndice, vamos fazer uso do b−cross-ratio, a razão de esta escolha é simplesmente por
facilidade de nossas contas. Este cross-ratio esta relacionado com o Modelo de Poincaré do intervalo.
Mais precisamente, se T = (α, δ) é um intervalo de N , de�nimos a densidade de Poincaré de T como

ρT (x) =
δ − α

(x− α)(δ − x)
,

para todo x ∈ T .

Integrando ρT (x) com respeito de x, obtemos a medida de Poincaré em T . Assim, o comprimento
de Poincaré do intervalo M (com pontos extremais x e α+ δ/2), em T esta dado por

`T (M) =

∫
M
ρT (x)dx = log b(M,T ).

Existe um conceito que mostra como é alterado qualquer cross-ratio sob homeomor�smos. Seja
f : N → N uma função continua, e seja U ⊆ N um conjunto aberto tal que f |U é um homeomor�smo
sob sua imagem. Se M ⊂ T ⊂ U são intervalos, com M b T , de�nimos a distorção do b-cross-ratio de
f no par (M,T ) como o quociente

CrD(f ;M,T ) =
b(f(M), f(T ))

b(M,T )
.

Se f |T é uma transformação de Moebius, então CrD(f ;M,T ) = 1 para todo M b T . Além disso, se
f |T é um difeomor�smo sob sua imagem e logDf |T tem variação limitada V (f) (por exemplo, se f é
um difeomor�smo de classe C2), então CrD(f ;M,T ) ≤ e2V (f).

Observemos que para j ≥ 1 temos a seguinte regra da cadeia da distorção de cross-ratios,

CrD(f j ;M,T ) =

j−1∏
i=0

CrD(f ; f i(M), f i(T )) . (A.2.1)

Seja f : T → f(T ) um difeomor�smo de classe C1, de�nimos a distorção de f como

Dist(f, T ) = sup
x,y∈T

|Df(x)|
|Df(y)|

.

Notemos que Dist(f, T ) = 1 se e somente se, f é um mapa a�m em T . Em qualquer outro caso
temos que Dist(f, T ) > 1. Pelo Teorema do valor Médio, obtemos o seguinte fato

Observação A.2.1. Seja ε > 0. Se Dist(f, T ) < 1 + ε, então CrD(f ;M,T ) < (1 + ε)2 para todo
M ⊂ T ⊂ N .

Como foi dito antes, dados dois intervalos M ⊂ T ⊂ S1 com M b T , denotamos por L e R as duas
componentes conexas da diferença T \M . De�nimos o espaço de M em T como o menor dos raios
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|L|/|M | e |R|/|M |. Se o espaço é τ > 0 dizemos que T contém uma vizinhança τ -escalada of M .

Lema A.2.1 (Principio de distorção de Koebe). Para cada `, τ > 0 e cada homeomor�smo unidimen-
sional f existe uma constante K = K(`, τ, f) > 1 da forma

K =

(
1 +

1

τ

)2

exp(C0 `) ,

onde C0 é uma constante que depende só de f , com a seguinte propriedade. Se T é um intervalo tal
que fk|T é um difeomor�smo sob sua imagem e se

∑j=k
j=0 |f j(T )| ≤ `, então para cada intervalo M ⊂ T

para a qual fk(T ) contém uma vizinhança τ -escalada de fk(M) temos que,

1

K
≤ |Df

k(x)|
|Dfk(y)|

≤ K

para todo x, y ∈M .

A prova deste lema pode ser achada em [dMvS93, Capítulo IV, página 295].

Outra ferramenta usada em dinâmica unidimensional é a derivada Schwarziana. Este operador foi
introduzido pela primeira vez por J. L. Lagrange em [Lag79], e deve seu nome ao matemático inglês
Arthur Caley, veja [dSG10, Capítulo IV.2, página 149].

De�nição A.2.1. Para todo mapa f : N → N de classe C3 e para todo x ∈ N , ponto regular de f ,
de�nimos a Derivada Schwarziana de f no ponto x como

Sf(x) =
D3f(x)

Df(x)
− 3

2

(
D2f(x)

Df(x)

)2

.

Da de�nição A.2.1, obtemos a seguinte regra da cadeia

S(g ◦ f)(x) = Sg(f(x))|Df(x)|2 + Sf(x),

e para n ≥ 1,

Sfn(x) =

n−1∑
i=0

Sf(f i(x))|Df i(x)|2.

As seguintes são propriedades da derivada Schwarziana de um mapa.

1. Sf = 0 se e somente se f(x) = ax+b
cx+d para a, b, c, d ∈ R.

2. Se Sf < 0 então Sfn < 0, para todo n ∈ N.

3. (Principio do Mínimo) Seja T = [a, b] intervalo fechado e seja f : T → R uma função contínua
sem pontos críticos tal que Sf(x) < 0 para todo x ∈ T . Então

|Df(x)| > min{|Df(a)|, |Df(b)|} para todo x ∈ (a, b).

Uma prova destas propriedades pode ser achada em [dMvS93, Capítulo II, seção 6] e [dMvS93, Ca-
pítulo IV, seção 1].
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A relação entre a distorção de cross-ratio e a derivada Schwarziana esta descrita no seguinte resul-
tado

Lema A.2.2. Se f : N → N é um difeomor�smo de classe C3 com Sf < 0 em todos seus pontos
regulares, então para todo par de intervalos M ⊂ T ⊆ N temos que CrD(f ;M,T ) < 1.

O lema prévio é um resultado conhecido, mas como ele é usado fortemente neste texto a seguir
damos uma prova.

Prova do Lema A.2.2. A prova é uma adaptação de [dMvS93, Seção IV.1] para o b−cross ratio, que
é nosso contexto. Primeiro observe que se φ é uma transformação de Moebius, então D(φ,M, T ) = 1.
Sejam a, d os pontos extremais do intervalo T e b, c os pontos extremos do intervalo M . Vamos chamar
R e L as duas componentes conexas de T \M . Seja φ a transformação de Moebius tal que φ◦f(a) = a,
φ ◦ f(b) = b e φ ◦ f(d) = d. A�rmamos que φ ◦ f(c) > c. Suponhamos que não é verdade, isto é,
suponhamos que φ ◦ f(c) ≤ c. Pelo Teorema do Valor Médio existem z0 ∈ [a, b], z1 ∈ [b, c] e z2 ∈ [c, d]
tal que

D(φ ◦ f)(z0) =
φ(f(a))− φ(f(b))

a− b
= 1, D(φ ◦ f)(z1) =

φ(f(c))− φ(f(b))

c− b
≤ 1

e

D(φ ◦ f)(z2) =
φ(f(d))− φ(f(c))

d− c
≥ 1.

Se z1 ∈ (z0, z2), e como S(φ ◦ f) = Sf < 0, as desigualdades anteriores contradizem o principio do
mínimo para difeomor�smos do círculo com derivada Schwarziana negativa 3. Portanto, φ(f(c)) > c
como tínhamos a�rmado. Agora, se z1 = z0, obtemos que z1 = z0 = b, e então D

(
φ ◦ f

)
(b) = 1 e

φ(f(c)) = c. Isto implica que D
(
φ ◦ f

)
(c) < 1 (de outra forma, o Principio do Mínimo implica que

D
(
φ ◦ f

)
(x) > 1 para todo x ∈ (b, c), o que é impossível pois o mapa φ ◦ f �xa b e c). Novamente, isto

contradiz o Principio do Mínimo já que c ∈ (b, z2). O caso restante z1 = z2, é análogo.

A desigualdade φ(f(c)) > c, implica que:

CrD(φ ◦ f ;M,T ) =
b(φ ◦ f(M), φ ◦ f(T ))

b(M,T )
=
|M ∪ L||φ(f(c))− d|
|R||a− φ(f(c))|

< 1.

E como φ é Moebius, CrD(φ ◦ f ;M,T ) = CrD(f ;M,T ) e assim temos provado o lema.

Portanto, um mapa com derivada Schwarziana negativa contrai b-cross-ratios. Em contraste, ma-
pas com derivada Schwarziana negativa expandem a-cross-ratios, i.e. para todo M b T ⊆ N temos
a(f(M), f(T )) > a(M,T ) (veja [dMvS93, Capítulo IV, página 273]). De fato, f preserva cross-ratios
se e somente se Sf = 0.

A.3 Pontos críticos non-�at

De�nição A.3.1. Seja I um intervalo compacto ou o círculo S1, e seja f : I → I um mapa C1. Seja
c um ponto crítico de f , i.e. Df(c) = 0, se para todo d ∈ N temos que

lim
t→0

Df(c+ t)

td−1
= 0

dizemos que c é um ponto crítico de f de tipo �at. Isto implica que f é C∞ em c, além disso, a derivada
de qualquer ordem de f no punto c é nula.
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Caso contrário, dizemos que c é um ponto crítico de tipo non-�at de ordem d, se d é o menor inteiro
tal que:

lim
t→0

Df(c+ t)

td−1
6= 0. (A.3.1)

O número d também é chamado de criticalidade ou grau do ponto crítico c. Neste casso, f é de
classe Cd no ponto crítico e temos que Dnf(c) = 0 para todo n ∈ {1, 2, · · · , d − 1} e Ddf(c) = 0. De

fato, o valor do limite A.3.1 é Ddf(c)
(d−1)! .

Se o mapa é su�cientemente suave, a de�nição anterior implica o seguinte resultado

Lema A.3.1. Seja f de classe Cr para r ≥ d. O ponto crítico c é non-�at de ordem d se e somente
se existem difeomor�smos locais ϕ,ψ de classe Cr com ϕ(c) = ψ ◦ f(c) = 0 e tal que ψ ◦ f ◦ ϕ−1 é o
mapa t→ td ao redor de zero.

Prova do Lema A.3.1. Seja ϕ um difeomor�smo do círculo de classe Cr com ϕ(c) = 0 e denotemos por
g o mapa t→ td. De�nimos ψ = g ◦ ϕ ◦ f−1, então ψ(f(c)) = 0. Seja x um ponto numa vizinhança de
zero,

Dψ(x) = Dϕ(f−1(x))Dg(ϕ ◦ f−1(x))
1

Df(f−1(x))
,

tomando limite,

lim
x→0

Dψ(x) = lim
x→0

Dϕ(f−1(x))Dg(ϕ ◦ f−1(x))
1

Df(f−1(x))

= lim
t→0

Dϕ(c+ t)
d(ϕ(c+ t))d−1

Df(c+ t)

=
d!Dϕ(c)

Ddf(c)
.

Portanto, ψ é diferenciável numa vizinhança de zero, e sua inversa, que esta dada por ψ−1 = f◦ϕ−1◦g−1,
também é diferenciável.

Observação A.3.1. Se c é um ponto crítico de tipo non-�at de f , então existe uma vizinhança U de
c tal que Sf(x) < 0 para todo x ∈ U \ {c}.

A seguinte propriedade é válida em torno do ponto crítico de um mapa crítico do círculo. Como
esta propriedade é muito usada nesta tese, fornecemos uma prova inspirada na aquela encontrada em
[Gua12, Apêndice A].

Corolário A.3.1. Seja f homeomor�smo do círculo de classe Cd. O ponto crítico c é de tipo non-�at
se e somente se para todo C > 1 existe U vizinhança de c tal que para todo t0, t1 ∈ U \ {c} temos

C−1
∣∣∣∣ t0 − ct1 − c

∣∣∣∣d ≤ |f(t0)− f(c)|
|f(t1)− f(c)|

≤ C
∣∣∣∣ t0 − ct1 − c

∣∣∣∣d . (A.3.2)

Prova do corolário A.3.1. (Veja [Gua12, Apendice A, Lema A.3.1]) Suponhamos que a desigualdade
A.3.2 é válida. Pelo Teorema de Taylor, existe U vizinhança de c tal que para todo t ∈ U temos

f(t)− f(c) =
d∑

n=1

Dnf(c)

n!
(t− c)n + r(t),
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onde limt→c
r(t)

(t−c)d = 0.

Por hipótese, para t ∈ U temos a seguinte cota por cima

f(t)− f(c)

|t− c|d
=

d∑
n=1

Dnf(c)

n!
(t− c)n−d +

r(t)

(t− c)d
≤ C max

t∗∈U

|f(t∗)− f(c)|
|t∗ − c|d

.

Logo, o seguinte limite existe

M := lim
t→c

f(t)− f(c)

|t− c|d
= lim

t→c

d∑
n=1

Dnf(c)

n!

1

(t− c)d−n
+ lim
t→c

r(t)

|t− c|d
.

Como M não é in�nito,

lim
t→c

[
Df(c)

(t− c)d−1
+

D2f(c)

2! (t− c)d−2
+ · · ·+ Dd−1f(c)

(d− 1)! (t− c)
+
Ddf(c)

d!

]
6=∞,

portanto Df(c) = D2f(c) = · · · = Dd−1f(c) = 0.
Por outro lado, como M não é zero então

lim
t→c

[
Df(c)

(t− c)d−1
+

D2f(c)

2! (t− c)d−2
+ · · ·+ Ddf(c)

d! (t− c)d

]
6= 0,

e assim, Ddf(c) 6= 0. Consequentemente, c é um ponto crítico de f de tipo non-�at de ordem d.
Agora, suponhamos que c é um ponto crítico de ordem d. Para C constante maior que um, consideremos
a função

ε(C) =
|Ddf(c)|

d!

(C − 1)

(C + 1)
. (A.3.3)

Como Ddf(c) 6= 0 então a função ε é um difeomor�smo real-analítico que preserva orientação para
valores de C em (1,+∞) e toma os valores no intervalo (0, |Ddf(c)|/d!). A inversa de ε(C) esta dada
por

C(ε) =
|Ddf(c)|+ d!ε

|Ddf(c)| − d!ε
.

Pelo teorema de Taylor,

lim
t→c

(
|f(t)− f(c)|
|t− c|d

)
=
|(Ddf(c))|

d!
6= 0.

Para C > 1 dado e ε(C) ∈ (0, |Ddf(c)|/d!), seja U vizinhança de c tal que para todo t ∈ U \ {c} temos:

|Ddf(c)|
d!

− ε ≤ |f(t)− f(c)|
|t− c|d

≤ |D
df(c)|
d!

+ ε,

e assim, (
|Ddf(c)|

d!
− ε
)
|t− c|d ≤ |f(t)− f(c)| ≤

(
|Ddf(c)|

d!
+ ε

)
|t− c|d.



Apêndice B

Prova do Teorema 2.2.2

Neste apêndice vamos provar o teorema das apriori real bounds (ou Limites Reais) para mapas
multicríticos do círculo ou Teorema 2.2.2. A prova que apresentamos aqui é a mesma encontrada em
[EdF15], que em sua vez foi inspirada em aquela encontrada no artigo [dFdM99] para o caso de mapas
com um único ponto crítico. A diferença entre estas duas provas é que, no caso de um ponto crítico
os mapas f i2−i1 : Ii1n → Ii2n , para 1 ≤ i1 < i2 ≤ qn+1, são difeomor�smos e portanto é possível usar o
Principio de Distorção de Koebe (veja Lema A.2.1 em A) para controlar a distorção do mapa. No caso
de mais pontos críticos, não é possível usar este principio pois os mapas considerados anteriormente
não são mais difeomor�smos. Neste caso, usamos a Desigualdade de Cross-Ratio (veja Lema 2.2.2 em
capítulo 2).

B.1 Comparabilidade de intervalos dinâmicamente simétricos

Seguindo o roteiro usado em [dFdM99] vamos provar a desigualdade 2.2.1 para intervalos dinami-
camente simétricos, i.e. para intervalos com um ponto extremo em comum x ∈ S1, e os outros pontos
extremais dados por f qn(x) e f−qn(x), para algum n > 0. Para isto vamos precisar dos lemas B.1.1 e
B.1.2, embaixo.

Lema B.1.1. Existe uma constante C1 > 1 que depende só de f e satisfaz o seguinte. Para cada n ≥ 0
existem z1, z2, z3, z4 e z5 pontos em S1 com zj+1 = f qn(zj) tal que

C−11 ≤ |zi−1 − zi|
|zi+1 − zi|

≤ C1, para i = 2, 3, 4. (B.1.1)

Demonstração. Seja n ≥ 0 �xo e seja z ∈ S1 o ponto tal que |f qn(z) − z| ≤ |f qn(x) − x|, para todo
x ∈ S1. Consideremos os seguintes sete pontos

z0 = f−4qn(z) , z1 = f−3qn(z) , z2 = f−2qn(z) , z3 = f−qn(z) ,

z4 = z , z5 = f qn(z) , z6 = f2qn(z) .

Notemos que pela escolha de z,

|z4 − z5| ≤ |zi − zi+1| , para todo 0 ≤ i ≤ 5 . (B.1.2)

Pela monotonicidade de f qn , os sete pontos estão ordenados (em sentido horário ou anti-horário) da
forma em que foram introduzidos. Seja J ⊆ S1 o intervalo com pontos extremais z0 e z6 que contém o
ponto z4. Para 0 ≤ i ≤ 3 de�nimos Ti = [zi, zi+1] ⊆ J eMi = [zi+1, zi+2] ⊆ Ti. Então o homeomor�smo
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f qn leva o intervalo Ti sob Ti+1 eMi sobMi+1, para 0 ≤ i ≤ 2. Além disso, pela forma em que os pontos
zi, · · · , zi+3 estão ordenados, a coleção de intervalos {Ti , f(Ti) , . . . , f

qn(Ti)} tem multiplicidade de
intersecção igual a 3.

(i) Vamos provar B.1.1 para i = 4. Observe que por B.1.2 a desigualdade à esquerda é válida
com constante igual a um. Logo, só temos que provar a desigualdade da direita. Aplicando a
Desigualdade de Cross-Ratio para o mapa f qn no par (M2, T2) temos que existe uma constante
B > 1, que depende de f tal que

D(f qn ;M2, T2) =
b(f qn(M2), f

qn(T2))

b(M2, T2)
=
|z3 − z4||z5 − z6||z2 − z4|
|z4 − z6||z2 − z3||z4 − z5|

≤ B ,

ou, equivalentemente, usando |z2 − z3| ≤ |z2 − z4|

|z3 − z4|
|z4 − z5|

≤ B |z4 − z6|
|z5 − z6|

= B

(
|z4 − z5|
|z5 − z6|

+ 1

)
≤ 2B.

Portanto, de�nindo B1 = 2B = max{1, 2B} obtemos

B−11 ≤ |z3 − z4|
|z4 − z5|

≤ B1 . (B.1.3)

(ii) Agora, vamos provar B.1.1 para i = 3. Usando o item (i) e B.1.2 temos |z3 − z4| ≤ B1|z2 − z3|.
Para obter a outra desigualdade, vamos considerar os intervalos M1 e T1, e o mapa f qn . Pela
Desigualdade de Cross-Ratio, obtemos

D(f qn ;M1, T1) =
b(f qn(M2), f

qn(T2))

b(M1, T1)
=
|z2 − z3||z4 − z5||z1 − z3|
|z3 − z5||z1 − z2||z3 − z4|

≤ B ,

Isto é,
|z2 − z3|
|z3 − z4|

≤ B |z1 − z2||z3 − z5|
|z1 − z3||z4 − z5|

≤ B |z3 − z5|
|z4 − z5|

Usando |z3 − z5| = |z3 − z4|+ |z4 − z5| e o item (i), temos

|z2 − z3|
|z3 − z4|

≤ B
(
|z3 − z4|
|z4 − z5|

+ 1

)
≤ B(B1 + 1).

Agora, de�nindo B2 = B(B1 + 1) e colocando as duas desigualdades juntas,

B−12 ≤ |z2 − z3|
|z3 − z4|

≤ B2 . (B.1.4)

(iii) Finalmente, vamos provar B.1.1 para i = 2. Observemos que o item (ii), item (i) e B.1.2 implicam,

|z3 − z2| ≤ B2|z4 − z3| ≤ B1B2|z4 − z5| ≤ B1B2|z1 − z2|.

Para provar a outra desigualdade, vamos considerar o mapa f qn e o par de intervalos (M0, T0).
Pela Desigualdade de Cross-Ratio, existe B > 1 tal que

D(f qn ;M0, T0) =
b(f qn(M0), f

qn(T0))

b(M0, T0)
=
|z1 − z2||z3 − z4||z0 − z2|
|z2 − z3||z0 − z1||z2 − z4|

≤ B .
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De isto, usando que |z0 − z1| ≤ |z0 − z2| e o item (ii) acima, temos

|z1 − z2|
|z2 − z3|

≤ B |z2 − z4|
|z3 − z4|

≤ B
(
|z2 − z3|
|z3 − z4|

+ 1

)
≤ B(B2 + 1).

De�nindo B3 = max{B(B2 + 1), B2B1} = B1B2, obtemos

B−13 ≤ |z1 − z2|
|z2 − z3|

≤ B3 . (B.1.5)

Temos provado B.1.1 para C1 = max{B1, B2, B3} = B3 > 1, constante que só depende de f .

Lema B.1.2. Existe uma constante C2 > 1 que só depende de f e satisfaz o seguinte. Sejam z1, z2, z3, z4
e z5 pontos dados pelo Lema B.1.1. Se w0, w1, w2, w3 e w4 são pontos no círculo tal que wj+1 = f qn(wj)
e tal que w1 pertence no intervalo com pontos extremais z1 e z2 que não contém o ponto z3, então

|w1 − w2|
|w0 − w1|

≤ C2 e C−12 ≤ |wi−1 − wi|
|wi − wi+1|

≤ C2 para i = 2, 3 . (B.1.6)

Demonstração. Para provar a primeira desigualdade, consideramos o intervalo T com pontos extremos
w0 e w3, contendo os pontos z1, w1, z2, w2 e z3, e o subintervalo M = [w1, w2] ⊂ T . Notemos que a
coleção {T, f(T ), . . . , f qn(T )} tem multiplicidade de intersecção igual a 3. Aplicando a Desigualdade
de Cross-Ratio a f qn e ao par (M,T ), obtemos b(f qn(M), f qn(T )) ≤ Bb(M,T ), ou equivalentemente

|w1 − w2||w3 − w4|
|w1 − w3||w2 − w4|

≤ B |w0 − w1||w2 − w3|
|w0 − w2||w1 − w3|

. (B.1.7)

Como os pontos w0, z1, w1, . . . , z4, w4, z5 estão ciclicamente ordenados como foram dados, temos as
desigualdades |z1 − z2| ≤ |w0 − w2|, |w2 − w3| ≤ |z2 − z4|, e |w2 − w4| ≤ |z2 − z5|. Além disso, pela
escolha de z = z4 no Lema B.1.1, temos |z4 − z5| ≤ |w3 −w4|. Usando estos fatos em (B.1.7), obtemos

|w1 − w2|
|w0 − w1|

≤ B |z2 − z4||z2 − z5|
|z1 − z2||z4 − z5|

≤ B(C1 + C2
1 )(1 + C1 + C2

1 ) , (B.1.8)

onde temos usado as desigualdades do Lema B.1.1.
Para provar a cota superior na última desigualdade em (B.1.6), temos que observar que |wi−wi+1| ≥

|z4 − z5| e que |wi−1 − wi| ≤ |zi−1 − zi+1|. Usando as desigualdades (B.1.1), deduzimos que

|wi−1 − wi|
|wi − wi+1|

≤ |zi−1 − zi|
|z4 − z5|

+
|zi − zi+1|
|z4 − z5|

≤ 2C3
1 (B.1.9)

Para �nalizar, a cota inferior da mesma desigualdade em (B.1.6) é obtida da mesma forma (o valor da
constante é (2C3

1 )−1). Assim, (B.1.6) é verdadeira para C2 = max{2C3
1 , B(C1+C2

1 )(1+C1+C2
1 )}.

Com os dois lemas anteriores estamos em condições de provar que intervalos dinâmicamente simé-
tricos são comparáveis. Observamos que, dado ξ ∈ S1, seja Jn(ξ) ⊂ S1 o intervalo com pontos extremais
f−qn(ξ) e f qn(ξ) que contém ξ. Então

⋃qn+1

i=0 f−i(Jn(ξ)) = S1.
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Lema B.1.3 (Intervalos dinâmicamente simétricos são comparáveis). Existe uma constante C3 > 1
que depende só de f tal que, para todo n ≥ 0 e todo x ∈ S1, temos

C−13 |x− f
−qn(x)| ≤ |f qn(x)− x| ≤ C3|x− f−qn(x)|. (B.1.10)

Demonstração. Notemos que é su�ciente provar a segunda desigualdade em B.1.10 para todo x ∈ S1

(para obter a primeira, substituímos x por f−qn(x)).
Seja x ∈ S1, e sejam z1, z2, · · · , z5 os pontos dados pelo Lema B.1.1. Pela observação dada antes do

Lema, aplicado a ξ = z2 (portanto Jn(z2) = J), existe 0 ≤ i ≤ qn+1 tal que f i(x) pertence ao intervalo
J cujos pontos extremais são z1 e z3 e contém o ponto z2. Então temos que f i(x) ∈ [z1, z2] ⊂ J , ou
f i(x) ∈ (z2, z3] ⊂ J . Vamos assumir que estamos no primeiro caso, a prova para o segundo caso é
análoga.

Consideramos os pontos w0 = f i−qn(x), w1 = f i(x), w2 = f i+qn(x) e w3 = f i+2qn(x). Seja T o
intervalo com pontos extremais f−qn(x) e f2qn(x) que contém o ponto x, e seja M = [x, f qn(x)] ⊂ T .
Observamos que

b(M,T ) =
|x− f−qn(x)||f qn(x)− f2qn(x)|
|f qn(x)− f−qn(x)||x− f2qn(x)|

≤ |x− f
−qn(x)|

|f qn(x)− x|
. (B.1.11)

Usando as desigualdades B.1.6 no Lema B.1.2, temos

b(f i(M), f i(T )) =
|w0 − w1||w2 − w3|
|w0 − w2||w1 − w3|

≥ 1

(1 + C2)2
. (B.1.12)

Como {T, f(T ), . . . , f i(T )} tem multiplicidade de intersecção máximo 3, então pela Desigualdade de
Cross-Ratio b(f i(M), f i(T )) ≤ Bb(M,T ), onde o valor da constante B é a mesma dos lemas prévios.
Combinando este fato junto com as desigualdades (B.1.11) e (B.1.12), obtemos que

|f qn(x)− x| ≤ B(1 + C2)
2|x− f−qn(x)|. (B.1.13)

Logo, temos provado B.1.10, para a constante C3 = B(1 + C2)
2.

B.2 Comparabilidade de seis intervalos dinâmicos

Com a comparabilidade dos intervalos dinamicamente simétricos vamos provar o seguinte resultado,
Proposição B.2.1 embaixo. Este resultado a�rma que os átomos da partição Pn que estão mais próximos
do ponto crítico c0, são dois a dois comparáveis.

Proposição B.2.1. Os seis intervalos na Figura B.1 são dois a dois comparáveis. Isto é, existe uma
constante C4 > 1 que depende só de f tal que, para todo n ≥ 1 e para todo I, J intervalos adjacentes
da família {In, In+1, I

qn
n , I

qn+1
n , Iqnn+1, I

qn+1−qn
n }, temos

1

C4
≤ |I|
|J |
≤ C4 . (B.2.1)

Demonstração. A prova vai ser dividida nos seguintes passos.
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Figura B.1: Seis intervalos comparáveis.

(i) Os intervalos In e Iqnn são comparáveis. Como estes intervalos são dinamicamente simétricos, com
respeito a seu ponto extremo em comum f qn(c0), então pelo Lema B.1.3 temos que

C−13 |In| ≤ |I
qn
n | ≤ C3|In| (B.2.2)

(ii) Os intervalos Iqn+1
n e Iqn+1−qn

n são comparáveis. Dado que estes intervalos são dinamicamente
simétricos com respeito do ponto extremo f qn+1(c0), então novamente pelo Lema B.1.3 obtemos

C−13 |I
qn+1
n | ≤ |Iqn+1−qn

n | ≤ C3|Iqn+1
n |. (B.2.3)

(iii) Os intervalos Iqn+1−qn
n e In são comparáveis. Consideremos o intervalo I−qnn , com pontos extremais

c0 e f−qn(c0). Como este intervalo é dinamicamente simétrico com o intervalo In, então pelo Lema
B.1.3 temos

C−13 |I
−qn
n | ≤ |In| ≤ C3|I−qnn |. (B.2.4)

Do lado direito da desigualdade (B.2.4), a inclusão I−qnn ⊆ Iqn+1−qn
n ∪ Iqn+1

n e o lado esquerdo da
desigualdade (B.2.3), podemos deduzir que

|In| ≤ C3(C3 + 1)|Iqn+1−qn
n |. (B.2.5)

Agora, como Iqn+1
n ⊆ I−qnn ∪In, e além disso, os intervalos I−qnn e In são dinamicamente simétricos,

então usando a desigualdade da direita de (B.2.3) obtemos

|Iqn+1−qn
n | ≤ C3(C3 + 1)|In| .

De esta última desigualdade junto com (B.2.5), chegamos a

C−13 (C3 + 1)−1|In| ≤ |Iqn+1−qn
n | ≤ C3(C3 + 1)|In|. (B.2.6)

(iv) Os intervalos In e In+1 são comparáveis . É aqui que usamos a propriedade de Power-Law do ponto
crítico c0. Note que I

−qn+1

n+1 ⊆ In e que os intervalos I−qn+1

n+1 e In+1 são dinâmicamente simétricos
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com respeito do seu ponto extremal em comum c0. Assim, usando o Lema B.1.3 obtemos

|In+1| ≤ C3|In| . (B.2.7)

Só temos que provar a desigualdade na direção oposta. Consideremos o intervalo T = In+1 ∪
In ∪ Iqnn e sua imagem f(T ) por f , a qual contém o valor crítico f(c0); note que a família
{T, f(T ), . . . , f qn+1(T )} tem intersecção de multiplicidade igual a 3. Observamos a distorção do
cross-ratio de f qn+1−1 no par (I1n, f(T )). Pela desigualdade de Cross-Ratio, temos

D(f qn+1−1; I1n, f(T )) =
b(I

qn+1
n , f qn+1(T ))

b(I1n, f(T ))
≤ B . (B.2.8)

Mas

b(Iqn+1
n , f qn+1(T )) =

|Iqn+1

n+1 |
|Iqn+1

n+1 |+ |I
qn+1
n |

· |Iqn+1+qn
n |

|Iqn+1
n |+ |Iqn+1+qn

n |
. (B.2.9)

Como os intervalos Iqn+1+qn
n e Iqn+1

n são dinâmicamente simétricos com respeito de seu ponto
extremo em comum, do Lema B.1.3 dizemos que a segunda fração no lado direito de (B.2.9) é
limitado por acima por C−13 /(1 + C3). Os intervalos Iqn+1

n+1 e In+1 também são dinâmicamente
simétricos com respeito a seu ponto extremo em comum, logo novamente pelo Lema B.1.3 temos
C−13 |In+1| ≤ |Iqn+1

n+1 | ≤ C3|In+1|; Além disso, Iqn+1

n+1 ⊂ In+1 ∪ In, assim |Iqn+1

n+1 | ≤ |In+1| + |In|.
Colocando estas estimativas em (B.2.9), obtemos que

b(Iqn+1
n , f qn+1(T )) ≥ θ1

|In+1|
|In|

, (B.2.10)

onde θ1 = C−23 (1 + C3)
−1(1 + C3 + C2

3 + C3
3 )−1. Isto limita o numerador de (B.2.8) por baixo,

agora só falta limitar o denominador por acima. Temos que

b(I1n, f(T )) =
|I1n+1|

|I1n+1|+ |I1n|
· |I1+qnn |
|I1n|+ |I

1+qn
n |

. (B.2.11)

Como os intervalos I1n e I1+qnn também são dinâmicamente simétricos com respeito do seu ponto
extremal em comum, então usando o Lema B.1.3 mas uma vez obtemos

b(I1n, f(T )) ≤ C3

1 + C3

|I1n+1|
|I1n|

. (B.2.12)

Aqui, usando a propriedade de power-law no ponto crítico, temos que

|I1n+1|
|I1n|

≤ γ0
(
|In+1|
|In|

)d0
,

onde γ0 > 0 é a constante dada no Lema 2.2.1 e d0 > 1 é a criticalidade do ponto crítico c0.
Levando isto na equação (B.2.12) podemos dizer que

b(I1n, f(T )) ≤ θ2
(
|In+1|
|In|

)d0
, (B.2.13)
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onde θ2 = γ0C3/(1 + C3). Combinando as equações (B.2.10) e (B.2.13) obtemos

|In+1|
|In|

≥
(
θ1
Bθ2

) 1
s0−1

= θ3 .

Resumindo, temos provado que

θ3|In| ≤ |In+1| ≤ C3|In| . (B.2.14)

(v) Os intervalos In e Iqnn+1 são comparáveis. Como Iqnn+1 ⊂ In, então |Iqnn+1| ≤ |In|. Só falta provar

a desigualdade na outra direção. Para isto, consideremos o intervalo T ∗ = Iqnn+1 ∪ I
qn
n ∪ I2qnn .

Vamos dar uma olhada na distorção do cross-ratio do par (Iqnn , T ∗) pelo mapa f qn+1−qn . Como
a família {T ∗, f(T ∗), . . . , f qn+1−qn(T ∗)} tem multiplicidade de intersecção igual máximo 3, então
pela Desigualdade de Cross-Ratio, temos

D(f qn+1−qn ; Iqnn , T
∗) =

b(I
qn+1
n , f qn+1−qn(T ∗))

b(Iqnn , T ∗)
≤ B (B.2.15)

Os intervalos Iqn+1

n+1 e In+1 são dinâmicamente simétricos com respeito de seu ponto extremal em

comum f qn+1(c0). Além disso, os intervalos f qn+1−qn(I2qnn ) = I
qn+1+qn
n e Iqn+1

n são dinamicamente
simétricos a respeito do ponto f qn+1+qn(c0). Aliás, temos que Iqn+1

n ⊂ In ∪ In+1. Combinando
estes fatos com a equação (B.2.14) e Lema B.1.3, e depois de alguns cálculos podemos concluir
que

b(Iqn+1
n , f qn+1−qn(T ∗)) =

|Iqn+1

n+1 |
|Iqn+1

n+1 |+ |I
qn+1
n |

|Iqn+1+qn
n |

|Iqn+1
n |+ |Iqn+1+qn

n |
≥ C−23 θ3

(1 + C3)(1 + C3 + C2
3 )

.

Vamos limitar por cima o denominador na equação (B.2.15). Como os intervalos Iqnn e I2qnn são
dinamicamente simétricos a respeito do ponto f qn(c0), então aplicando o Lema B.1.3, obtemos

b(Iqnn , T
∗) =

|Iqnn+1|
|Iqnn+1|+ |I

qn
n |

|I2qnn |
|Iqnn |+ |I2qnn |

≤
|Iqnn+1|
|Iqnn |

C3

1 + C−13

≤ C2
3

1 + C−13

|Iqnn+1|
|In|

.

Juntando (B.2.16) e (B.2.16) novamente em (B.2.15), �nalmente obtemos

θ4|In| ≤ |Iqnn+1| ≤ |In| , (B.2.16)

onde

θ4 =
(1 + C−13 )C−43 θ3

B(1 + C3)(1 + C3 + C2
3 )
.

As desigualdades (B.2.2), (B.2.3), (B.2.6), (B.2.14) e (B.2.16), proporcionam cotas para 5 dos 15 quo-
cientes envolvidos em (B.2.1). Os outros 10 são obtidos como produtos de máximo 4 dos 5 quocientes.
De�nindo K = max{C3(C3 + 1), θ−13 , θ−14 }, obtemos que as 15 desigualdades em (B.2.1) são validas
para C4 = K4.
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B.3 Prova do Teorema 2.2.2

Para provar o Teorema 2.2.2 vamos usar a Desigualdade de Cross-Ratio para propagar as desigual-
dades obtidas na Proposição B.2.1 para qualquer par de intervalos adjacentes de Pn. Seja M ∈ Pn,
e L,R seus intervalos adjacentes nessa partição. Vamos chamar T = L ∪M ∪ R, logo só temos que
provar que o b-cross-ratio b(M,T ) é limitado por baixo por uma constante dependendo da constante C4

na Proposição B.2.1. Se M é um intervalo curto, existe j < qn tal que M = Ijn+1 e isto implica que os

intervalos L e R são os dois intervalos longos. Suponhamos que R é o intervalo Ijn e L = I
j+qn+1−qn
n .

Como f qn−j é um homeomor�smo que leva o intervalo M sob o intervalo M∗ = Iqnn+1 e o intervalo
T sob T ∗ = I

qn+1
n ∪ Iqnn+1 ∪ I

qn
n , então pela Proposição B.2.1, o cross-ratio b(M∗, T ∗) é limitado por

baixo (por uma constante que só depende de C4). Como a família {T, f(T ), . . . , f qn−j(T ) = T ∗} tem
multiplicidade de intersecção máximo 3, pela Desigualdade de Cross-Ratio temos que

D(f qn−j ;M,T ) =
b(M∗, T ∗)

b(M,T )
≤ B .

Por outro lado, como |Iqn+1
n | � |Iqnn+1| � |I

qn
n |, então b(M,T ) é limitado por baixo (por uma constante

que depende de C4). Assim, existe uma constante C5 que depende de C4 tal que(
1 +

|Ijn+1|
|Ij+qn+1−qn
n |

)(
1 +
|Ijn+1|
|Ijn|

)
=
|Ij+qn+1−qn
n ∪ Ijn+1|
|Ij+qn+1−qn
n |

|Ijn ∪ ∪Ijn+1|
|Ijn|

≤ C5,

isto implica que |Ij+qn+1−qn
n | � |Ijn+1| � |I

j
n|, com constante de comparabilidade dependendo de C4.

Observemos que o mesmo argumento é válido quando M é um intervalo longo.



Apêndice C

Mapas quase-simétricos

Neste apêndice recapitulamos algumas propriedades dos mapas quase-simétricos e provamos a Pro-
posição 3.0.1, critério chave usado para provar o Teorema 3.0.1 do capítulo 3.

De�nição C.0.1. Um homeomor�smo da reta que preserva orientação h : I → I é quase-simétrico se
existe uma constante K ≥ 1 tal que, para todo x ∈ I e todo t > 0, temos

1

K
≤ |h(x+ t)− h(x)|
|h(x)− h(x− t)|

≤ K . (C.0.1)

Lema C.0.1. Seja h homeomor�smo quase-simétrico com constante de quase-simetria dada por K ≥ 1,
então h é Hölder com exponente

α =
log((K + 1)/K)

log 2
.

Prova do Lema C.0.1. (Veja [GH02, Página 462] ou [Ahl66]) Observemos que pre e post composição
de um mapa quase-simétrico por mapas a�nes é novamente um mapa quase-simétrico com mesma
constante de quase-simetria. Assim, podemos supor que h(0) = 0 e h(1) = 1. Seja x = 1/2 e t = 1/2.
Pela desigualdade (C.0.1) temos

1

K + 1
≤ h

(
1

2

)
≤ K

K + 1
.

Portanto, para todo n ≥ 0,
1

(K + 1)n
≤ h

(
1

2n

)
≤
(

K

K + 1

)n
.

Como h é monótona, se 1
2n ≤ x ≤

1
2n−1 então

h(x) ≤
(

K

K + 1

)n−1
=

(
K + 1

K

)(
K

K + 1

)n
:= C

(
K

K + 1

)n
.

Como 1/2n ≤ x, temos que −n log 2 ≤ log x. Observemos as seguintes igualdades

−n log 2 =
n log 2. log(K/(K + 1))

− log(K/(K + 1))
=
n log 2. log(K/(K + 1))

log((K + 1)/K)
=

log 2. log(K/(K + 1))n

log((K + 1)/K)
.
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Então,

log x ≥ log(K/(K + 1))n(
log((K+1)/K)

log 2

) ,

ou seja, log x
log(K+1/K)

log 2 ≥ log
(

K
K+1

)n
. Consequentemente, h(x) ≤ C xα para α = log((K+1)/K)

log 2 .

O principal interesse neste tipo de mapas é que estes são restrições de mapas quase-conformes no
semiplano superior. Reciprocamente, a restrição de todo mapa quase-conforme do semiplano superior
na reta é um mapa quase-simétrico (veja [Ahl66] e [AB56]).

C.1 Prova da Proposição 3.0.1

Nesta subseção vamos provar a Proposição 3.0.1. Para isso vamos precisar do seguinte lema

Lema C.1.1. Seja {Qn}n≥0 uma �ne grid 1 com constantes a e ρ. Seja I ⊂ S1 um intervalo com
interior não vazio, e seja n = n(I) o menor número natural tal que I ⊃ ∆ para algum átomo ∆ ∈ Qn.
Então existe um intervalo U ⊃ I que satisfaz as seguintes duas propriedades:

(i) U é união de máximo 2a intervalos de Qn;

(ii) |U | ≤ α−1(1 + ρ)|I|, onde α é a constante em (3.0.1).

Prova do Lema C.1.1. Suponhamos que I interseta 3 intervalos diferentes e consecutivos de Qn−1,
digamos ∆1,∆2,∆3, onde ∆2 �ca entre ∆1 e ∆3. Então ∆2 ⊆ I; mas isto contradiz a de�nição de
n = n(I). Portanto, I deve estar contido na união U de máximo dois intervalos de Qn−1. Como as
Qn criam uma �ne grid, cada átomo de Qn−1 é união de máximo a intervalos de Qn, então item (i)
é verdadeiro. Só falta provar item (ii). Dado que I ⊃ ∆ ∈ Qn, seja ∆∗ o único átomo de Qn−1 que
contém ∆. Pelo item (i), U contém ∆∗ e máximo mais um outro átomo ∆∗∗ ∈ Qn−1 adjacente a ∆∗.
Pela propriedade (c) da de�nição de �ne grid 3.0.3 e pela desigualdade (3.0.1) no capítulo 3, obtemos

|U | ≤ |∆∗|+ |∆∗∗| ≤ (1 + ρ)|∆∗| ≤ α−1(1 + ρ)|∆| ≤ α−1(1 + ρ)|I| .

Prova da Proposição 3.0.1. Precisamos veri�car a seguinte condição

1

K
≤ h(x+ t)− h(x)

h(x)− h(x− t)
≤ K

para todo x ∈ S1 = R/Z e t > 0, e para alguma constante K > 1. Seja I = [x − t, x + t] o intervalo
do círculo que contém o ponto x, com I = I− ∪ I+, onde I− = [x− t, x] e I+ = [x, x + t]. Pelo Lema
C.1.1, existe n = n(I) e um intervalo U ⊃ I tal que U está no interior de máximo 2a intervalos de Qn
e |U | ≤ ρ1|I|, onde ρ1 = α−1(1 + ρ). Seja p o menor inteiro positivo tal que βpρ1 < 1

4 . Escrevemos U
como a união de intervalos de Qn+p, ou seja,

U = J1 ∪ J2 ∪ · · · ∪ Js ,

onde Ji ∈ Qn+p, 1 ≤ i ≤ s estão ordenados no sentido anti-horário sobre o círculo. Note que s ≤ 2ap+1.
Por (3.0.1) e indução, temos que |Ji| ≤ βp|J∗i |, onde J∗i ⊆ U é união de um único intervalo de Qn que

1Veja capítulo 3 de�nição 3.0.3.
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contém Ji. Consequentemente obtemos

|Ji| ≤ βp|J∗i | ≤ βp|U | ≤ βpρ1|I| <
1

4
|I| .

Mas isto signi�ca que pelo menos um dos intervalos Ji's, digamos Ji0 , está contido em I−. Então, temos
que Ji0 ⊂ I− e que I+ ⊆ Ji0+1 ∪ Ji0+2 ∪ · · · ∪ Js. Aliás, pela hipótese (3.0.2), para todo 1 ≤ i ≤ s− 1
temos

|h(Ji+1)|
|h(Ji)|

≤ λ+
|Ji+1|
|Ji|

≤ λ+ ρ ,

de isto segue-se que
|h(Ji+ν)|
|h(Ji)|

≤ (λ+ ρ)ν for all ν = 1, 2, · · · , s− i .

Portanto

h(x+ t)− h(x)

h(x)− h(x− t)
=
|h(I+)|
|h(I−)|

≤
∑s

i=i0+1 |h(Ji)|
|h(Ji0)|

≤
s−i0∑
ν=1

(λ+ ρ)ν ≤
2ap+1∑
ν=1

(λ+ ρ)ν .

Isto prova que h é K-quase-simétrica com constante de quase-simetria K =
∑2ap+1

ν=1 (λ+ ρ)ν , a qual só
depende das constantes a, ρ, λ da �ne grid.
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