Rigidez quase-simétrica de mapas
multicriticos do circulo

Gabriela A. Estevez Jacinto

TESE APRESENTADA
AO. )
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA ~
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA
OBTENCAO DO TITULO

DE )
DOUTORA EM MATEMATICA

Programa: Doutorado em Matematica
Orientador: Prof. Dr. Edson de Faria

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro da CAPES

Sao Paulo, marco de 2017



Rigidez quase-simétrica de mapas multicriticos do circulo

Esta é a versao original da tese elaborada pela
candidata Gabriela Alexandra Estevez Jacinto, tal como
submetida & Comissao Julgadora.



Rigidez quase-simétrica de mapas multicriticos do circulo

Esta versao da tese contém as corregoes e alteragoes sugeridas
pela Comissao Julgadora durante a defesa da versao original do trabalho,
realizada em 10/03/2017. Uma copia da versdo original esta disponivel no

Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo.

Comissao Julgadora:

e Prof. Dr. Edson de Faria (orientador) - IME-USP
e Prof. Dr. Pablo Guarino - UFF

e Prof. Dr. Daniel Smania - ICMC-USP

e Prof. Dr. Kleyber Cunha - UFBA

e Prof. Dr. Sylvain Bonnot - IME-USP



Agradecimentos

Quero agradecer ao meu orientador Edson de Faria, por ter me aceitado como sua aluna, pela
confianca que teve durante todos estes anos, pela paciéncia a generosidade de compartilhar tanto co-
nhecimento. Agradeco também ao Pablo Guarino, meu co-orientador nao oficial, pela paciéncia, sua
generosidade, por estar sempre disposto a me ajudar e pelas conversas sob a vida matematica e nao
matemaética.

A mis padres, Ysabel y Luis, a mis hermanas, Carolina y Luisa, por acompanarme y respaldarme
en todas las decisiones de mi vida, por escucharme y encontrar la forma de levantarme el 4nimo en los
momentos dificiles. Este trabajo es para ustedes y por ustedes.

A meus professores da Colombia que me permitiram chegar a USP, Serafin Bautista e Felix Sori-
ano. Aos professores Welington de Melo (Q.E.P.D.), Charles Tresser, Edson Vargas, Andre de Carvalho,
Albert Fisher, Sylvain Bonnot, Luna Lomonaco, Carlos Siqueira, Arlane Silva Vieira, Marcelo Viana,
Alexander Arbieto, Daniel Smania, Maria José Pacifico, Patricia Cirilo, Pablo Carrasco, Kleyber Cu-
nha. Especialmente ao professor Enrique Pujals, por compartilhar seus conhecimentos, pelos seminérios
e pelas perguntas que sempre me fez.

Ao meus amigos em Sdo Paulo, em especial a Daniel, Chauta, Laura, Elkin, German, Dionicio, Di-
ego, Diana, Alex, Genaro e Denisse. Aos meus post-docs favoritos: Rafa e Felipe. Ao Julio, pelo carinho,
o imenso apoio, obrigada também pela ajuda com os graficos. Ao meus amigos no Rio, especialmente
a Caro, Sebastien, Plinio, Catalina, Mariela, Dieguito, Bruno, Yuri.

Aos Professores membros da banca examinadora, por aceitar o convite.
Agradeco ao CAPES pelo suporte financeiro durante o Doutorado. Ao IMPA por sua hospitalidade e

suporte financeiro durante os cursos de verao e durante o semestre teméatico. Ao IME e seus funcionarios
pela ajuda com respeito as questoes burocraticas e técnicas.



i



Resumo

Estevez-Jacinto, Gabriela A. Rigidez quase-simétrica de mapas multicriticos do circulo. 2017.
120 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo,
2017.

No presente trabalho consideramos homeomorfismos do circulo sem pontos peridédicos e com o
mesmo nimero finito de pontos criticos todos de tipo non-flat. Provamos que se existe uma conju-
gagao topologica entre dois destes mapas que leva ponto critico em ponto critico, sem necessidade
de preservar criticalidades, entdo dita conjugagao é uma transformacao quase-simétrica com distorcao
quase-simétrica local uniformemente limitada. Estes resultados sdo validos para qualquer ntmero de
rotacao irracional e sao independentes da natureza das criticalidades dos pontos criticos, de modo que
nossos resultados sdo validos para toda criticalidade real.

Palavras-chave: Mapas multicriticos do circulo, Real Bounds, particdes dinamicas, rigidez.
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Abstract

Estevez-Jacinto, Gabriela A. Quasisymmetric rigidity of multicritical circle maps. 2017. 120 f.
Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2017.

In this work we consider circle homeomorphisms without periodic points and with finite number of
critical points all of them being non-flat. We prove that if there exists a topological conjugacy between
two of those maps which sends critical point into critical point, which not necessarily preserve cri-
ticalities, then this conjugacy is a quasi-symmetric map with quasi-symmetric distortion universally
bounded. All these results are valid for any irrational rotation number and are independent of the
nature of the criticalities, therefore our results are valid for all real criticalities.

Keywords: Multicritical circle maps, Real Bounds, dynamical partitions, rigidity.
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Capitulo 1

Introducao

O fendémeno de rigidez acontece quando uma equivaléncia débil entre classes de sistemas dindmicos
se torna uma equivaléncia forte sob certas condigoes. Talvez um dos resultados mais célebres nesta
diregdo é o teorema de rigidez de Mostow, é um dos resultados mais influentes dos tltimos cinquenta
anos em geometria e topologia.

Na teoria da dindmica unidimensional, o fendmeno da rigidez aparece primeiro no cenario dos difeo-
morfismos do circulo. Mais precisamente, em [Her79] Herman provou que existe um conjunto de medida
total B C [0, 1], tal que todo difeomorfismo C* do circulo com k > 3 cujo ntimero de rotagio pertence
a B, & conjugado a correspondente rotacio por um difeomorfismo C*~2. Veja também Yoccoz [Yoc84al.

Anos mais tarde, Stark [Sta88|, Khanin e Sinai [KS87|, [KS89], Rand [Ran88| e Katznelson e
Ornstein [YK89], simplificaram a prova do teorema de Herman utilizando métodos de renormalizagao:
se f & um difeomorfismo do circulo de classe C", com r > 3, e seu nimero de rotacdo p satisfaz a
condicdo Diofantina

‘p—p‘ > ¢ (1.0.1)

q q2+6

para todos os niimeros racionais p/q, para algumas constantes C > 0e 0 < 8 < 1, entdao f &6 C"— =A<
conjugada & correspondente rotacao rigida, para todo € > 0. Portanto, para quase todos os nimeros de
rotacao, um difeomorfismo do circulo suficientemente suave é suavemente conjugado & rotacao corres-
pondente. A pequena perda da diferenciabilidade da conjugagdo € inerente a problemas de pequenos-
denominadores, os quais estdo presentes inclusive se o difeomorfismo em questdo é uma perturbacao
pequena de uma rotacao.

Em 1961, Arnol’d [Arn61| provou que todo difeomorfismo analitico do circulo com ntumero de rota-
¢ao de tipo Diofantino é conjugado por um homeomorfismo analitico & rotagio rigida correspondente,
sempre que o difeomorfismo for suficientemente proximo da rotacdo, e conjecturou que a hipoétese de
proximidade entre o mapa e a rotacado correspondente nao era necessaria para que o resultado fosse
verdadeiro. Nesse mesmo trabalho, Arnol’d provou que existem difeomorfismos do circulo analiticos
reais que nao sao sequer absolutamente continuamente conjugados & rotagdao correspondente. Estes
resultados (reforcados por novos desenvolvimentos, e.g., [YK89] e [KT09]) produzem uma solucao bas-
tante completa ao problema de rigidez para difeomorfismos do circulo.

O fendmeno da rigidez também aparece no caso dos mapas criticos do circulo, i.e. homeomorfis-
mos do circulo que preservam orientacdo com um ndmero finito de pontos criticos de tipo non-flat.
Estes mapas pertencem & fronteira entre difeomorfismos e endomorfismos do circulo, ¢.e. entre entropia
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topolégica zero e entropia topolégica positiva. Este tipo de mapas tem sido estudados por muitos ma-
tematicos e fisicos devido as suas aplicacGes nas ciéncias naturais. Por exemplo, aparecem no estudo
dos fluidos como transi¢ao para a turbuléncia através da intermiténcia [PM80], no estudo da arritmia
cardiaca [Gla91], dispositivos eletronicos [BBJ84|, entre outros.

Pelo trabalho de Yoccoz [Yoc84b], dois mapas do circulo com mesmo namero de rotacdo irracional
sdo topologicamente conjugados. A condigao de non-flat sobre pontos criticos é necesséaria: Em [Hal81],
Hall construiu um homeomorfismo do circulo C*° com pelo menos um ponto critico de tipo flat que
nao possui pontos periédicos nem érbitas densas.

Como a conjugacao entre um mapa critico e a rotacao nao pode ser suave, entao o estudo da rigidez
se concentra na classe dos mapas criticos do circulo. Alguns resultados de rigidez foram obtidos, no
caso de um tnico ponto critico, todos estes usando o operador de renormalizacdo. Quando os mapas
sdo analiticos reais, de Faria and de Melo [dFAMO00] provaram que dois de estes mapas do circulo com
mesmo nimero de rotacdo de tipo limitado (isto é, 3 = 0 na desigualdade (1.0.1)) sdo C''*® conjugados
para algum 0 < o < 1. Mais tarde, em [KT07], Khanin e Teplinsky provaram que dois mapas criticos
do circulo, analiticos reais, com o mesmo numero (arbitrario) de rotagao irracional sdo conjugados por
um difeomorfismo C!.

Quando os mapas sao suaves, de Faria e de Melo em [dFdM99] provaram que se as renormalizagoes
sucessivas de dois mapas de criticos do circulo C® convergem exponencialmente rapido na topologia
CP, entdo a conjugacdo é um difeomorfismo C'* para algum 0 < a < 1, sempre que o niimero de
rotacdo pertenca a um determinado conjunto A de nimeros de rotagdo com medida de Lebesgue total.
O conjunto A contém os nimeros de tipo limitado, alguns numeros Diofantinos (mas ndo todos) e
alguns ntmeros Liouville.

A condigao sob a renormalizagoes foi provada por de Melo e Guarino em [GdM13] para o caso
namero de rotacio de tipo limitado. Asim, dois mapas criticos do circulo C® com mesmo ntimero de
rotagao de tipo limitado e com tnico ponto critico (da mesma criticalidade impar), sdo conjugados por
um difeomorfismo do circulo de classe C1*¢, para algum « > 0 universal. Finalmente, em [GMdM15],
de Melo, Guarino e Martens provaram o mesmo resultado para os nimeros de rotacao que pertencem ao
conjunto A definido antes: quaisquer dois mapas criticos do circulo C* com o mesmo ntimero de rotacio
pertencem a A e com tnico ponto critico (novamente da mesma criticalidade impar) sao conjugados
por um difeomorfismo do circulo C1+¢,

A condigdo sob o nimero de rotacdo é necessaria. Em |[dFdM99| os autores forneceram contra-
exemplos de mapas criticos do circulo C'**° cujo ntmero de rotacao irracional nao pertence ao conjunto
A, tal que a conjugacdo entre eles ndo pode ser C1T para qualquer 0 < o < 1. Em [Avi13], Avila usou
a renormalizacdo paraboélica para construir exemplos de mapas criticos do circulo analiticos reais que
nio podem ser C'+* conjugados, para qualquer 0 < o < 1.

Todos esses resultados anteriores mostram que a teoria da rigidez est4 quase completa no caso de
um unico ponto critico. Em contraste, para mapas com mais de um ponto critico, ou mapas de circulos
multicriticos, a teoria da rigidez estd longe de estar completa. Neste trabalho, nés lidamos com estes
tipos de mapas. Provamos alguns resultados que no caso de um tnico critico sdo verdadeiros.

Para formular adequadamente nosso primeiro resultado precisamos da seguinte nocao: se h : S* —
S1 & um homeomorfismo do circulo que preserva orientacdo, definimos sua distor¢io quase-simétrica
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local como a fungdo oy, : St — R* U {co} dada por

= lim limsu (h(z +t) — h(z)]
onlw) = i limsup Gy @ — 1)

Quando o, (z) < M para todo x € S! e alguma constante M > 1, dizemos que h é quase-simétrica.

Nosso primeiro resultado é o seguinte

Teorema A. [EdF15] Sejam f,g: S* — S dois mapas multicriticos do circulo de classe C" (r > 3)
com mesmo numero de rotacdo irracional e o mesmo nidmero de pontos criticos, todos eles de tipo
non-flat. Se h: S — S é uma conjugacio entre f e g que leva ponto critico em ponto critico entio h
€ uma transformacgio quase-simétrica.

A prova do teorema A esta baseada na prova do resultado anélogo para o caso de mapas uni-criticos
do circulo dada em [dFAM99]. Portanto, na prova s6 usamos métodos de anélise real e o resultado é
valido para criticalidades nao inteiras dos pontos criticos. Notamos também que a conjugacao h nao
precisa preservar as criticalidades dos pontos criticos. E importante destacar que quando as criticali-
dades sdo ntimeros inteiros, o teorema A é um caso especial de um teorema anunciado por T. Clark e
S. van Strien em [CvS14], cuja prova usa ferramentas de analise complexa.

Um resultado de rigidez similar para mapas do circulo com intervalo flat foi provado por Palmisano
em [Pall5]: dois mapas do circulo C? com intervalo flat sdo quase-simetricamente conjugados em seus
conjuntos ndo-errantes, sempre que seu namero de rotacdo seja de tipo limitado e que certas particoes
do circulo satisfagam uma hipotese de geometria limitada.

Seja f um mapa multicritico do circulo e ¢ um ponto critico. Sejam {gy, }n>0 a sequéncia de primeiros
retornos da orbita de ¢, e para todo n > 0, seja I,,(c) o intervalo com pontos extremais dados por ¢ e
fi(c), que contém o ponto f9+2(c). O raio dos comprimentos

_ (o))
D=l

é chamado a n-ésima proporcao de escala de f associada ao ponto critico ¢ ou o n-ésimo scaling ratio
de f ao redor do ponto critico c.

Um passo preliminar no estudo da rigidez C'*®, & obter cotas reais a-priori na geometria das
6rbitas dos pontos criticos. Como acontece em mapas unidimensionais com um tinico ponto critico,
o comportamento da érbita do ponto critico determina o comportamento de todas as outras érbitas.
Portanto, a tarefa reduz-se a encontrar cotas a-priori nas érbitas criticas, para isto é suficiente obter
cotas uniformes na sequencia das proporgoes de escala (ou scaling ratios) ao redor de cada ponto
critico. Cotas deste tipo sdo chamadas de Beau Bounds pelo Sullivan em [Sul88|. Como no caso de
mapas com um tnico ponto critico, as beau bounds devem produzir uma forma forte de compacidade
da renormalizacao de um determinado mapa multicritico do circulo.

O seguinte teorema é o segundo resultado obtido na tese.
Teorema B. [EdFG16] Seja f : S' — S um mapa multicritico do circulo com mimero de rotagdo

wrracional. Entdo as sucessivos propor¢oes de escala ao redor de cada um de seus pontos criticos sao
uniformemente limitados, e a cota é assintoticamente independente de f.
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Um corolario importante do Teorema B, juntamente com o Teorema A, é o seguinte resultado

Corolario 1.0.1. Sejam f,g dois mapas multicriticos do circulo com mesmo numero de rotagdo ir-
racional e mesmo nimero de pontos criticos. Seja h : S — S wma conjugacio entre f e g que leva
ponto critico em ponto critico, entdo h é quase-simétrica, e sua distor¢cdo quase-simétrica local € uni-
versalmente limitada, i.e. existe uma constante K > 1, que depende da quantidade de pontos criticos e
da maior criticalidade, tal que op,(x) < K para todo x € S'.

1.1 Como esti organizada esta tese

No capftulo 2, introduzimos o conceito de mapas multicriticos do circulo e mostramos suas proprie-
dades mais relevantes. Além disso, introduzimos a no¢éo de par multicritico comutativo, o qual permite
definir um operador de renormalizacdo para mapas multicriticos do circulo.

A primeira contribuicdo da tese comeca no capitulo 3, o qual contém a prova do Teorema A. Esta
prova segue da construcao de uma sequencia de partigoes auxiliares, que sao refinamentos intermedié-
rios da particdo dindmica associada a um ponto critico. Estas particdes auxiliares vao permitir definir
um fine grid (como foram definidas originalmente em |[dFdM99]), que nao é mais que uma sequén-
cia de novas particdes do circulo que satisfazem certas condicdes. Existe um critério, estabelecido em
[dFdAM99], sobre a conjugacao entre dois mapas multicriticos do circulo: se tal conjugagao produzir um
isomorfismo entre as fine grids dos dois mapas, entao ela é quase-simétrica.

O capitulo 4 é dedicado a prova do Teorema B. A prova esta baseada numa decomposicio adequada
dos iterados do mapa multicritico do circulo. Para isto, estabelecemos as cotas C'' para os mapas de
primeiro retorno em torno dos pontos criticos e provamos que sua derivada Schwarziana é negativa.

No capitulo 5, apresentamos algumas perguntas concernentes a existéncia ou nao de uma conjuga-
¢ao suave entre dois mapas multicriticos do circulo.

O Apéndice A contém as provas dos fatos mais relevantes enunciados nos capitulos anteriores.
Finalmente, no Apéndice B, estabelecemos as cotas a-priori reais para mapas multicriticos do circulo.
Este tipo de cotas mostram que as parti¢cdes dindmicas de mapas multicriticos do circulo possuem
geometria limitada. Este resultado é conhecido, em uma forma ligeiramente diferente, do trabalho nao
publicado de Herman [Her88], o qual esta baseado num trabalho prévio de Swiatek [Swi88]. Uma outra
aproximacao ao trabalho de Herman, pode ser achada no trabalho de Petersen [Pet00]. Ainda assim,
fornecemos uma prova independente que em sua vez esta baseada naquela encontrada em [dFdM99]
para mapas uni-criticos do circulo.



Capitulo 2

Preliminares

Identificamos S! com o quociente R/Z, sob o mapa de cobrimento universal 7 : R — S! dado
por 7(z) = exp(2mix). Também identificamos S como o grupo multiplicativo dos ntimeros complexos
St={z€C:|z| =1}

Pela teoria desenvolvida pelo Poincaré [Poi82], a dindmica do homeomorfismo f do circulo depende
do numero de rotagao p(f): a existéncia de orbitas periddicas é equivalente a p(f) € Q, e se p(f) é um
namero irracional f ndo tem 6rbitas periodicas. Como toda orbita da rotagao irracional R,(x) = x4 p
¢ densa, um homeomorfismo do circulo f € conjugado & rotagao correspondente R,y se e somente se
o seu conjunto minimal K & igual a S' (veja Proposicdo A.1.2 no Apéndice A). Além disso, f e R,p)
sdo conjugados se e somente se nio existe um intervalo J tal que J, f(.J), f2(J), --- sdo dois a dois
disjuntos: se f e R,y sao conjugadas nao existe um intervalo J tal que todos seus iterados fi(J)i>o,
sao disjuntos. Se f nao ¢ conjugado com a rotagdo R, y) entao K # S! e toda componente conexa I de
S\ K satisfaz que seus iterados f*(I), para i € N, sdo dois a dois disjuntos (veja [dMvS93, Capitulo
I, pagina 34|).

Um intervalo J tal que todos seus iterados f*(J) i > 0, sdo dois a dois disjuntos é um intervalo
errante. Assim, a conjugacio topoldgica entre f e a rotagdo correspondente depende da nao existéncia
de intervalos errantes.

Aumentando a diferenciabilidade dos mapas do circulo com ntmero de rotagao irracional, obtemos
o seguinte resultado devido a Denjoy.

Teorema 2.0.1 (Teorema de Denjoy). [Den32] Todo difeomorfismo C? do circulo com nimero de
rotacao irracional € topologicamente conjugado a correspondente rotagdo rigida.

De fato, o resultado original de Denjoy é para f difeomorfismo C' do circulo tal que log Df tem
variacao limitada'. Notemos que se f ¢ um difeomorfismo C? entdo log Df é de variacdo limitada
tomando V(f) > [q |D2f(x)|/|Df(z)|dx.

A hipétese sob a derivada do mapa é essencial, em [Den32|, Denjoy também construiu exemplos
de difeomorfismos C! com namero de rotacdo irracional que possuem intervalos errantes, i.e. nio sio
topologicamente conjugados & correspondente rotacao, [dMvS93, Capitulo 1, Teorema 2.3].

!Existe uma constante V(f) > 0 tal que dada qualquer parti¢io finita ordenada do circulo {zo, 1, - ,z,} temos
que: 30770 |log D f(zir1) — log Df ()| < V(f).
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Como o estudo do espaco dos difeomorfismos do circulo estd bem desenvolvido, continuamos com o
estudo de mapas com pontos criticos. Para isto teriamos que estudar todos os tipos de pontos criticos
existentes, por exemplo, pontos criticos que sdo maximos o minimos locais ou pontos criticos que sao
pontos de inflexao. No primeiro casso, 0 mapa nao é injetivo, 4.e. ¢ um endomorfismo do circulo. Nesta
tese estamos interessados em estudar a dindmica de mapas injetores com pontos criticos inflexivos.
Estes mapas tem sido amplamente estudados por exemplo em [Yoc84b], [dF99], [dFAM99], [dFdMO00],
[Avil3], [Swi88], [GMdM15], [KY06], [Yam01], [Yam02], [Yam03] ou [CvS14].

2.1 Mapas criticos do circulo

Um mapa critico do circulo é um homeomorfismo f do circulo de classe C? que preserva orientacao,
com numero de rotagao irracional e que possui um tnico ponto critico de tipo non-flat (veja apéndice
A secgao A.3).

A seguir, mostramos um exemplo de este tipo de mapas. Este exemplo pertence & Familia de Arnol’d
definida por Arnol’d em [Arn61] a qual é a familia estdndar de mapas do circulo.

Exemplo 2.1.1. [Familia de Arnol’d]

Seja a € [0,1) e b > 0. Definimos para todo x € R

™

b
Fop(x)=x+a-— <2> sin(27x).
F,p ¢ um levantamento de um mapa do circulo f,p. A escolha do pardametro b determina o tipo de mapa.
Para b=0, fa0 € a familia de rotagoes rigidas Rq(x) = = + a.

Para 0<b<1, todo mapa na fomilia pertence ao conjunto aberto dos difeomorfismos reais-analiticos.
O conjunto de valores dos parametros correspondentes a mapas que tem wm atrator hiperbolico periddico
é um conjunto aberto e denso. De fato, € a unido de um nimero contdvel de regides disjuntas abertas
chamadas de linguas de Arnol’d. Toda lingua € limitada por um par de curvas suaves que convergem a
uwm valor racional de a quando b vai para zero. Os mapas pertencentes as linguas sdo estruturalmente
estdveis e possuem um unico ponto periédico atrator. O complemento das linguas esta formado por cur-
vas suaves que sao o bordo da lingua ou € uma curva que converge a wm valor irracional de a quando
b vai para zero.

Para b=1, cada mapa da fomilia é um homeomorfismo com um inico ponto critico inflexivo de
grau 3 (veja a defini¢cao de grau no apéndice A secgao A.3). O congunto dos pardmetros a tal que o
nimero de rotagao de fq1 € irracional tem medida de Lebesque nula. A sua dimensdo de Hausdorff é
estritamente menor do que 1 e maior ou igual a 1/3.

Para b>1, o mapa fqp nao é mais invertivel e o sew nimero de rotagdo pode nao existir e quando
existir pode depender do ponto.

Veja mais observagées em [dM11].

Assim, os mapas f, 1 com nimero de rotagdo irracional sao exemplos dos mapas criticos nos quais
estamos interessados.
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Seja f um mapa critico do circulo, com tinico ponto critico, usando a combinatéria do ntmero de
rotacao de f e estimagoes sob o cross-ratio degenerado Yoccoz provou em [Yoc84b| que nao existem
intervalos errantes para f. Como ja sabemos, isto indica que f e R,y sao topologicamente conjugados.
Para uma versao em inglés da prova do Teorema de Yoccoz, veja [Gual2, Apéndice A| ou [Gualb.

A hipotese sob a natureza do ponto critico é inviolavel para que o resultado de Yoccoz ainda seja
valido, em [Hal81] Hall construiu um homeomorfismo criticos C*° do circulo sem pontos peritdicos e
sem Orbitas densas.

A combinatoria de estes mapas criticos é a mesma, que da correspondente rotagao. Assim sua entro-
pia topologica é nula e estes mapas sdo unicamente ergodicos (veja apéndice A). Como a conjugagao
entre um mapa critico e a correspondente rotacao nao pode ser suave, entdao o estudo das propriedades
geométricas de estes mapas se enfoca em estudar a conjugacao entre dois mapas criticos do circulo. No
caso de um tdnico ponto critico acontece que, sob algumas restrigdes topolégicas suaves, a conjugacao
entre dois mapas criticos é diferenciavel (e inclusive com derivada Holder) assim que ela existir. Veja
por exemplo: [Yoc84b], [dF99], [dFAM99], [dFAMO00], [Avil3], [Swi88], [GMdM15], [KY06], [Yam01],
[Yam02|, [Yam03] ou [CvS14].

Retornando ao teorema de Yoccoz, temos o seguinte
Observacgao 2.1.1. Na prova do teorema de Yoccoz, 0os mapas possuem um nimero finito de pontos

criticos todos eles de tipo non-flat.

Assim, estamos interessados em estudar a conjugacio entre dois mapas criticos do circulo com mais
de um ponto critico.

2.2 Mapas multicriticos do circulo

Definicao 2.2.1. Um mapa multicritico do circulo é um homeomorfismo f do circulo de classe C>
que preserva orientacdo e que possui N = N(f) > 1 pontos criticos todos eles de tipo non-flat: cada
ponto critico ¢ possui uma vizinhanca W tal que para todo x € W, temos f(x) = (¢(z))? + f(c) onde
¢ W — ¢(W) é um difeomorfismo local C® com ¢(c) = 0.

Um exemplo de mapa multicritico do circulo é obtido modificando a familia de Arnol’d.

Exemplo 2.2.1. (Veja [Gual5]) Consideramos o sequinte mapa na reta inspirado na familia de Ar-
nol’d.

1
folx) =24+ a— | == | sin(2Nxt), paraa€[0,1) e N € N.
2Nm

Como fo(z +1) = fo(z) + 1 entdo f, é um levantamento pela projecio w(t) = exp(2mit) de um
homeomorfismo do circulo, que vamos chamar f, : St — ST,

R Ja

R

SlTsl
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Notemos que Df,(x) = 1 — cos(2nNz) e portanto, Df,(x) = 0 (mod 1) se e somente se x €

{0, %, %, e ,%} Os pontos criticos do mapa f, estao dados pelos pontos ¢ = exp(2mizy) onde
T = % para k € {0,1,--- ,N — 1}. E fdcil ver que o grau de todos estes pontos criticos ¢ igual a 3.

Como mencionamos na observagao 2.1.1, Yoccoz [Yoc84b| provou que todo mapa multicritico do
circulo é minimal.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Yoccoz). [Yoc84b] Todo mapa multicritico do circulo, com nidmero de
rotagao irracional, é topologicamente conjugado & correspondente rotacdo rigida, i.e. existe um home-
omorfismo que conjuga estes dois mapas.

As seguintes sdo propriedades dos mapas multicriticos do circulo, veja as defini¢goes no apéndice A.

Lema 2.2.1. Seja f mapa multicritico e ¢ ponto critico (non-flat) de grau d. Seja ¢ > W C S! a
vizinhanc¢a dada na definicdo 2.2.1. Existe uma vizinhanga U C W tal que:

1. f tem derivada Schwarziana negativa em U \ {c}. Mais precisamente, existe K = K(c) > 0 tal

que para todo x € U \ {c} temos:
K

Sf(z) < oo

2. Existem constantes 0 < a < (8 tal que para todo x € U
alr — |t < Df(z) < Blz —¢|4L.
Ainda mais, « e B podem ser escolhidos tal que 5 < (3/2)c.

8. Dado um wntervalo nao vazio J CU e x € J temos

£ ()]
Df(z) < 3dW.

4. Dados dois intervalos nao vazios M CT C U temos:

CrD(f; M,T) < 9d°.

Prova do Lema 2.2.1. Da definicao de ponto critico non-flat sabemos que existe uma vizinhanca W do
ponto critico ¢ tal que f(z) = g(¢(z)) + f(c) para todo z € W, onde g é o mapa z — z% e ¢ é um
difeomorfismo C? com ¢(c) = 0. Pela regra da cadeia da derivada temos que Sf = S(g(¢))(D¢)?+ Sé.

: (d? —1)
Da igualdade Sg(x) = o obtemos:

o Lo, Do(x)\* . A
Sa((a)(Dota))? = 5= (1) (D05 ) < -,

1
onde A = §(d —1)(d + 1) min, |D¢(z)| > 0. Em particular:

A+ 59(x)(8(x)”
(6(2))*

Sf(x) <
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Agora, como ¢ ¢ um difeomorfismo, existe M constante positiva tal que [S¢(z)| < M, para todo

x € W. Logo, podemos escolher § > 0 tal que |¢(z)| < \/%, para todo x € (¢ —d,c+ ) = U. Observe
que o fato que ¢ seja bi-Lipschitz implica que |¢(z)| < |x — ¢| e assim obtemos o Item (1).

O item (2) segue-se do Teorema de Taylor pois:

<MD_fC(‘3;)_1> =d(D¢(c))? > 0.

lim
Tr—cC

Vamos usar o item (2) para provar o item (3). Seja J = (a,b) C U. Por simetria é suficiente
considerar os seguintes dois casos:

1. ¢ < a < b: Neste caso para todo x € (a,b) temos que

Df@)J] _ Bz =) (b—a)
|f(J)] abx )d 1dac

(a
pd
(6

2. a < ¢ < b: Sem perdida de generalidade podemos assumir que |a — ¢| < |¢ — b.
Seja x € J:

—c—a+c)
(a—C)d

(

) (a—c)—(b—c)a—rc)
)( )
£

<

Df@\I| _ Ble—c*b—al _ _28b—cl' _ 28d

SO = [P Df(tdt Pat—cyd-tat  a <3

Finalmente, para provar o Item (4), sejam L, R as duas componentes conexas de T\ M. Pelo
Teorema do Valor Meio existe zg € L e z1 € R tal que

Df(z0)Df(z1)|LUM||RUM| .

CrD(f; M, T) = |lf(LUM)||f(RUM)]

Como zp € LUM e z; € RUM obtemos do Item (3) que:

CrD(f; M, T) < (3d)>.

2.2.1 Propriedades combinatoérias

Como os mapas multicriticos do circulo possuem namero de rotacao irracional entdo eles sdo semi-
conjugados & rotagdo correspondente, Teorema A.1.1 no apéndice A. Assim, estes mapas possuem oS
mesmos tempos de retorno {g,}n>0 da rotacdo rigida correspondente. Isto significa que para cada
n € N os primeiros n elementos da é6rbita de x por f estdo ordenados do mesmo jeito que os primeiros
n elementos da 6rbita do ponto (1,0) pela correspondente rotacao.
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Pelas propriedades aritméticas do nimero de rotacdo, para todo z € S' e para todo n € N, o
intervalo fechado com pontos extremais x e f%(x), que contém o ponto f+2(x) no seu interior, nao
contém outros iterados fi(x) para 1 < j < g, — 1. Este intervalo vai ser denotado por I,,(). De fato,
escrevemos I} (z) = f7(I,(z)) para denotar o j—ésimo iterado pela f do intervalo I,(x), para j € Z.

Para todo 2 € S* a colecdo de intervalos
Pn(z) = {Ifl(x) 0<i<qgpy1— 1} U {IZL+1(LU) 0< < qn — 1}

é uma particao do circulo modulo pontos extremais (veja o apéndice A para uma prova de este fato).
Esta particao é chamada a n-ésima particio dindmica associada ao ponto x.

Po.(c) * - »
O L Foe o
Poi1(c) . » - . = . . .
| — I;:Irr.]—J —1)gn+1+4n j:::_'{"“'—] Jr:fll
A v -
fan+1 fant

Figura 2.1: Parti¢oes dindmicas nos niveis n e n+ 1.

Para passar da particdo Py (x) para Pp41(x) observamos o seguinte: o intervalo I,,(z) é subdividido
nos intervalos If;ffﬁq" (x), para 0 < j < apy1, € no intervalo I,4o(x), porém, o intervalo I, 41(x) fica
igual. Portanto, a particdo Pp4+1(x) é um refinamento (nao-estrito) de P, (z), mas a particdo Ppio(x)
forma um refinamento estrito de P, (x).

Os intervalos de particdo P, (z) sdo de dois tipos: os intervalos longos, i.e. aqueles intervalos da
forma I (x), 0 < i < @ui1, € 0s intervalos curtos, i.e. aqueles da forma I (x), para 0 < j < gn.
Assim, dois intervalos adjacentes pertencentes & particdo dinamica sao ou dois intervalos longos ou um
intervalo longo e um curto.

Se o numero de rotagdo é de tipo limitado, digamos por M > 0, entdo todo intervalo da parti¢ao
Pn(z) € subdividido num nimero limitado (por M) de intervalos da parti¢do Pp,y1(x) ou fica igual.
Esta condicdo sob o niimero de rotacdo é importante pois no caso de um @nico ponto critico é essencial
para melhorar a suavidade da conjugacao.

Assim como no caso uni-critico, a principal consequéncia da existéncia da particdo dindmica asso-
ciada a um ponto critico é o seguinte resultado:

Teorema 2.2.2 (Real A-priori Bounds). Seja f um mapa multicritico do circulo com nimero de

rotagao irracional e seja ¢ um ponto critico de f. Eziste uma constante C = C(f) > 1 tal que para
todo n > 0 e para todo par de intervalos adjacentes I,J € Pp(c) temos

Sl << el (2:2.1)
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Em particular, se I € Py(z) e J € Pnio(x) € tal que contém o ponto y € S' entdo existe = p(f) €
(0,1), tal que |J| < p|I| para todo y € S* e para n € N,

A prova do Teorema 2.2.2 é um pouco longa e depende de alguns lemas auxiliares. Em lugar de
seguir as notas originais e inéditas de M. Herman [Her88|, ou o trabalho de Petersen [Pet00]|, vamos
imitar a estrategia usada em [dFdM99, Capitulo 3|. Nossa principal motivagao para proceder de este
jeito, é nosso interesse na geometria das particdes dinamicas P,. Como se vé, a comparabilidade total
dada pela desigualdade (2.2.1) nao é explicita em [Her88| ou [Pet00]; em vez disso é uma consequéncia
explicita dos argumentos que eles apresentam. Uma motivagdo adicional é dada pela utilidade de ter
uma prova independente. Veja a prova completa de este Teorema no apéndice B.

Observe que o resultado anterior nao é valido para rotagoes rigidas. Se for, teriamos que |I,,| =
Ant1|Int1| + [Int2]|, € se ap41 € um namero arbitrariamente grande entdo |I,,| é muito maior que |Ip41],
assim a desigualdade (2.2.1) nao pode ser vélida para nenhuma constante C' > 0.

Para um mapa multicritico do circulo de classe C* com niimero de rotacdo irracional p(f) e pontos
criticos dados por Crit(f) = {co,c1,- -+ ,cn—1} definimos o n-ésimo scalling ratio associado ao ponto
critico ¢; como o quociente
suler, ) = D)

d(fan(ci), ci)

onde d denota a distancia usual em S' e ¢, é o n-ésimo tempo de retorno de f.

O Teorema 2.2.2 implica que existe uma constante C' = C(f) > 0 tal que cada n € N e todo ponto
critico ¢; de f temos

< snlci, f) < C.

2.2.2 Propriedades topologicas

Pelo Teorema 2.2.1 a entropia topolégica de todo mapa multicritico do circulo é zero. De fato,
os mapas multicriticos do circulo surgem como bifurcagoes entre difeomorfismos e endomorfismos do
circulo.

O seguinte resultado devido a Swiatek [Swi88] foi usado na prova que o conjunto de parametros
a € [0,1), no exemplo 2.1.1, correspondentes a mapas f, com nimero de rotagao irracional, tem medida
de Lebesgue zero.

Dada uma familia de intervalos F em S! e um nimero positivo m, dizemos que F tem multiplicidade
de intersecdo mdzimo m se todo z € S' pertence no maximo a m elementos de F.

Lema 2.2.2 (Desigualdade de Cross-ratio). [Swi88] Dado f : S* — S' mapa multicritico do circulo,
existe uma constante C' > 1, que depende sé de f, tal que o sequinte é vdlido. Seja T um conjunto finito
de indices. Se M; € T; C S' sdo intervalos do circulo tal que a famdlia {T; : i € T} tem multiplicidade
de intersecdo no mdximo m, entdo

[[ D M, 1) < ™ (2.2.2)
i€l
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Onde CrD(f; M, T), é a a distor¢ao do b-cross-ratio definido no apéndice A secgao A.2, veja também
a desigualdade (A.2.1).

Se f € um mapa multicritico do circulo existem vizinhangas W; de cada ponto critico (dadas pelos
Itens 1 e 2 do Lema 2.2.1),tal que fora de essas vizinhangas o mapa é um difeomorfismo, assim a
variacdo de log Df em S'\ Ui]\i Blﬂfi é limitada por alguma constante p que depende do grau maximo
dos pontos criticos. Nestas condicoes, temos o seguinte resultado

Corolario 2.2.1 (Power-Law). Para todo x,y € S' com |x — ¢;| < |y — ¢;|, temos

f(z) = f(ci)]  — e\ 4
) — f(@)] <”< > ’

onde v > 0 € wma constante que depende sd de o, 3, p.

Veja a prova do Corolario 2.2.1 no apéndice A.

2.2.3 Propriedades ergoédicas

Como todo homeomorfismo do circulo, as rotacoes rigidas possuem uma medida Boreliana de proba-
bilidade invariante. Lembremos que dada f : S — S, dizemos que f preserva uma medida ; Boreliana
de probabilidade em S! se para todo B C S' conjunto Boreliano u(f~(B)) = u(B). A conjugacio
topologica h entre o mapa multicritico f e a rotagdo R,y) implica a existéncia de uma tnica medida
invariante de probabilidade py no circulo que é unicamente ergddica. De fato, esta medida esta defi-
nida como i r(A) = Leb(h(A)) para todo conjunto Boreliano A de S!, onde Leb é a medida de Lebesgue.

Lembremos que todo sistema unicamente ergbédico é minimal restrito ao suporte da tinica medida
invariante, neste caso, pu¢ (veja por exemplo [VO15]). Além disso, a medida py de um ponto nunca é
um nimero positivo, i.e. nao tem atomos. Em contraste, ¢ em conjuntos abertos sempre é um nimero
positivo.

Do Teorema de Yoccoz 2.2.1 obtemos que todo mapa multicritico do circulo C® com ntimero de
rotagao irracional ¢ minimal, e assim o suporte de sua tnica medida invariante de probabilidade pf é
o circulo inteiro. Em [Kha91, Teorema 4, pagina 182|, Khanin provou que py é singular a respeito da
medida de Lebesgue, i.e. existe um conjunto Boreliano A C S com pus(A) =0 e Leb(A) = 1.

O exponente de Lyapunov de um mapa multicritico do circulo C® sempre é zero:

Teorema 2.2.3. [dFG16] Seja f : S' — S' mapa multicritico do circulo de classe C® com niimero
de rotacdo irracional, e seja p a inica medida invariante de probabilidade. Entio log D f pertence ao
conjunto L'(u) e tem média zero

/ log D fdp = 0.
Sl

2.2.4 Propriedades de regularidade

Dado que f possui pontos criticos e a rotagao correspondente ndo, é impossivel melhorar a regulari-
dade do homeomorfismo que os conjuga. De fato, esta conjugagao nunca vai ser absolutamente continua
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em relacao & medida de Lebesgue. Porém, o Teorema 2.2.1 implica que dois mapas multicriticos do cir-
culo com mesmo nimero de rotacao irracional sdo topologicamente conjugados: dados f e g dois mapas
multicriticos do circulo com mesmo nimero de rotagao p existem dois homeomorfismos do circulo hy e
hg que satisfazem o seguinte,

hfof=R,ohy e hfof=R,oh;

portanto, o homeomorfismo h = h;l o hy € uma conjugagao entre f e g, satisfazendo ho f = go h.
Assim, é natural perguntar-se pela regularidade do homeomorfismo h. Por exemplo, quais sdo as con-
di¢des adicionais para que a conjugacao entre dois mapas multicriticos do circulo seja Holder? ou um
difeomorfismo?.

No caso uni-critico, as condicoes foram achadas. Mas, tanto no caso suave e analitico real o uso
do operador renormalizagao foi essencial. Veja [Avil3, dFdM99, dFAMO00, Gual2, GMdM15, GdM13,
KTO07, KY06]. Dito operador relaciona a rigidez da conjugacado direitamente com o nimero de rotagao,
mais especificamente, com o crescimento das constantes a,, na expansdo em fracdo continua dada na
equacao A.1.1.

No caso multicritico, novos invariantes da conjugacao suave surgem.

Seja f é um mapa multicritico do circulo com ntimero de rotacao p(f) € R\ Q e com Ny pontos
criticos. Para cada 0 <1i < Ny —1seja ¢; = ¢;(f) o i—ésimo ponto critico de f com criticalidade d; > 1.
Definimos a Assinatura de f como a (2N + 2)-upla

(p(f);d(bdla .. '7de—1;)\07)\17 s 7)‘Nf—1) 5

onde \; = pf[ci, ¢iy1) (com a convengao CNy = co)-

Sejam f, g dois mapas multicriticos do circulo com mesmo niimero de pontos criticos e seja h a con-
jugacao entre eles. Se h leva ponto critico de f em ponto critico de g, dizemos que h é uma conjugacao
candénica.

Denotamos pelos conjuntos Crit(f) = {co, -+ ,cn_1} e Crit(g) = {h(co), - ,h(cy)} 0s conjuntos
formados pelos pontos criticos de f e g, respectivamente. Temos a seguinte equivaléncia,

Lema 2.2.3. h € conjugag¢do candénica se e somente se para todo 0 < i < N,

pgleis civr) = pg[h(ci), hicipa)]-

Prova do Lema 2.2.3. Seja h uma conjugacao candnica entre f e g, i.e. se ¢; € um ponto critico de f
entao h(c;) é um ponto critico de g. Usando a tnica medida ergodica de f e g, e tomando [h(c;), h(cit1)]
como sendo o arco do circulo que nao contém mais pontos criticos de g no seu interior, obtemos que

pg([h(ci), hciv1)]) = Leb(hg([h(ci), h(cit1)]))
= Leb([hg(h(ci)), hg(h(cit1))])
= Leb([hys(ci), hy(civr)])
= Leb(h([ci, ci41]))
= py([eis cival)-

Reciprocamente, sejam pr e ug duas medidas de probabilidade invariantes por f e g, respectivamente.
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Sejam hy e hy dois mapas no circulo definidos da seguinte forma
hi(co) =1 e hyly) = e*mimsleovl)

hg(CE)) == 1 c hg(y) —= eQWiHQ([Cé)ﬂy])7

entao h(cy) = h;l o h¢(c1) = ¢}. Repetindo este procedimento para cada ponto critico de f, obtemos
que h(c;) = ¢}, assim h é uma conjugagdo canonica. O

O seguinte resultado mostra uma condicao necessaria para que a conjugagao candnica entre mapas
multicriticos do circulo seja pelo menos C'.

Lema 2.2.4. Se h um difeomorfismo de classe C', que é conjugacio candnica entre os mapas multi-
criticos f e g. Seja ¢ ponto critico de f, entdo o grau de c coincide com o grau de h(c).

Prova do Lema 2.2.4. Como h é uma conjugacao entre f e g entdo para cada x € S*,
Df(x) = Dh™'(g(h(x))) o Dg(h()) o Dh(z).

Suponhamos que os graus dos ponto criticos ¢ e h(c) sdo d > 3 e s > d, respectivamente. Para ¢t > 0
temos

i Df(c+t) y Dh=Y(g(h(c+1))) Dg(h(c+1t)) Dh(c+1t)
10 T i td—1 '

Pela definicdo de ponto critico non-flat, o lado esquerdo na igualdade previa ndo é zero, porém, o lado
direito é zero. Assim d = s. O

2.3 Pares multicriticos comutativos

Para entender o comportamento da conjugacao entre dois mapas multicriticos do circulo, precisa-
mos compreender o comportamento assintético do operador renormalizagdo de cada mapa multicritico
do circulo. Nesta sec¢ao vamos introduzir o espaco onde este operador age, i.e. 0 espaco formado por
mapas do intervalo que sdo chamados de pares multicriticos comutativos, estes mapas nao sao mais que
mapas crescentes no intervalo.

Observe que o mapa de primeiro retorno da uniao de intervalos I, 11 U I, estd formado pelos mapas
fo\1,,, e fi*1]1,, respectivamente.

Definig¢ao 2.3.1. Um par multicritico comutativo de classe C" é um par ¢ = (§,n) consistindo de dois
homeomorfismos C" que preservam orientagdo § : Ie — &(I¢) e n : Iy — n(1I,) com um nidmero finito
de pontos criticos yo, -+ , YN, =0 € 6g = 0,01, - ,0n,, respectivamente, onde o sequinte € satisfeito

1. Ic = [n(0),0] e I, = [0,£(0)] sdo intervalos compactos na reta real;
2. (no€)(0) = (§0n)(0) #0;

3. D&(x) > 0 para todo v; < x < Yip1,1 € {0,1,--- ,N1—1} e Dn(z) > 0 para todo 0; < x < §;41—1,
jE {0717 7N2};.

4. Todos os pontos criticos sdo de tipo non-flat com criticalidade impar. A origem é um ponto critico
e tem a mesma criticalidade tanto para n como para &;
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5. Para cada 1 < k < r, temos que D* (£ on)(0) = Dk (o &)(0), onde D_ e D representam as
k-ésimas derivadas a esquerda e & direita, respectivamente.

Todo mapa multicritico do circulo f de classe C", 3 < r < oo, com ntmero de rotagao irracio-
nal p(f) e com N pontos criticos ¢, - ,cn, induz uma sequéncia de pares multicriticos comutativos
da seguinte forma: primeiro, podemos supor depois de conjugar com um difeomorfismo adequado que
(1,0) &€ um ponto critico de f. Agora, vamos chamar f o levantamento de f correspondente com o
cobrimento canénico ¢ — €2 o qual satisfaz 0 < f(0) < 1 e Df(0) = Df(é1) = --- = Df(en) = 0,
onde 0s ¢;’s sdo as pre-imagens dos pontos criticos ¢; pelo cobrimento canonico. Para n > 1, seja fn
o intervalo fechado em R, contendo a origem como um dos seus pontos extremais, o qual é projetado
pelo cobrimento canoénico em I,,. Definimos dois mapas & : an —Ren: fn —Rpor&=T"Pro jA’q"
en="TPrtlo fq"“, onde T' é a translacao & direita por uma unidade na reta real.

Os dois primeiros itens na defini¢do 2.3.1 sdo faceis de verificar. Agora, seja x € I, entao

Adn+1— 1
Dafe) = DT 7+ 0 fre)(a) = [ DRF() =0 see. Plo) e oo e,

do mesmo jeito para y € an temos

Qn_l
Dé(y) = D(T 7" o f*)(y) = [] DF(F'(9) =0 see fi(y) € (e, e}

=0

Pela combinatéria, a unido dos conjuntos {I,,,--- , f*+ = (I,)} e {Ipy1,- -, fin~ ( In41)} cobrem

o circulo, entdo temos que Crit(n|; ) U Crit({| +1) = {¢o = 0,¢1,--- ,en} e como I, N Iy = {0},

entao 77|fn tem N7 pontos criticos e £|fn+1 tem N — N1 = Ny pontos criticos, todos eles de tipo non-

flat com criticalidade impar. As outras propriedades seguem do fato que fé um levantamento de um
homeomorfismo e da definicao de 1 e & ao redor de 0 que é a imagem de algum ponto critico.

Daqui por diante, vamos denotar por (f|;, ., fi+1];,) o par multicritico comutativo (E|Tn+1 7))
induzido pelo mapa multicritico do circulo f.

Definimos a altura (ou o periodo) do par multicritico comutativo ¢ = (n,£) e a denotamos por x(¢),
como o nimero natural a tal que

n*t1(£(0)) < 0 < n*(£(0)),

sempre que esse numero natural exista. Em caso contrario, ou seja quando o mapa 7 tenha um ponto
fixo, definimos x({) = oo. Observe que a altura do par multicritico comutativo (f |, ., fi+|1,)
induzido por f, € any1.

Gostariamos de definir uma distancia entre dois pares multicriticos comutativos. Vamos definir
antes uma pseudo-métrica. Sejam (1 = (71,£1) e (o = (m2,&2) dois pares multicriticos comutativos
C", 3 <r < oo Sejam 71 : [1(0),£1(0)] — [—1,1] e 72 : [72(0),£2(0)] — [—1,1] duas transformagoes
Moebius tais que para i € {1,2},

7i(ni(0)) = =1, 7:(0) =0 e 7(&(0)) = 1.

De fato,
t[n1(0) — &(0)]
t[=m1(0) — &1(0)] + 2&1(0)m1(0)

Tl(t) =
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t12(0) — £2(0)]
t[=m1(0) — £2(0)] + 2£2(0)72(0)

Definic¢ao 2.3.2. Para todo 0 < r < oo definimos a norma C" entre (1 e (3 como:

&(0)  &(0)
m(0)  n2(0)

onde || - || representa a norma C" para mapas no intervalo [—1,1] com uma descontinuidade, no nosso
caso, a origem.

To(t) =

4, (G, G2) = max{

', ||nocloal—fzo<zoa%}

Observe que

+(,) ndo & uma métrica, pois apesar de que || - ||, é uma métrica, temos que a quan-
tidade 51 )

(0 . . ~ .
(0 ) é invariante por conjugagao por homotetias.

2.4 Renormalizacao de pares multicriticos comutativos

Como no caso de mapas unimodais e uni-criticos do circulo, para obter uma conjugacao suave entre
mapas multicriticos do circulo a ferramenta principal usada é o operador renormalizagao [dM98]. Este
operador age no espaco dos pares multicriticos comutativos com altura finita e o resultado, ao aplicar
o operador, é novamente um par multicritico comutativo. Este procedimento segue, sempre que o par
resultante tenha altura finita. Nesta secao vamos introduzir o operador Renormalizagao, este operador
representa o mapa de primeiro retorno de Poincaré numa regiao. O comportamento assintético de dito
operador vai permitir obter propriedades geométricas dos mapas originais.

Se ¢ = (n,§) ¢ um par multicritico comutativo com x(¢) = a < oo, entdo o par (1|(o,(¢(0))), 1 0|1, )
é, novamente, um par multicritico comutativo. Portanto, faz sentido introduzir a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.4.1. Seja ( = (n,€) wm par multicritico comutativo com (£ on)(0) € I, e x(¢) = a < .
Definimos a pre-renormalizacdo de ¢ como o par multicritico comutativo

PR(C) = (0" o &l1e, ljo,pee0)))-

Se (f%|r,.,, f9*']1,) € um par induzido pelo mapa multicritico do circulo f, entdo sua pre-
renormalizacao é o par (fI+2|y ., fo*+1|r ).

Observacao 2.4.1. Para converter a pseudo-métrica numa métrica vamos ter que reescalar o par
multicritico comutativo por um fator linear da sequinte forma: para um par dado ¢ = (&,m) denotamos
por ¢ o par (£|f£’ﬁ|fn) onde &(x) = £(x)/|I¢| para x € I¢ e 7j(x) = n(x)/|I¢| para todo x € I,,. Obtemos,

£(0) = |L,|/|Ie] = €(0)/1n(0)]| e 7(0) = —1. Agora, dados dois pares reescalados (1, Co e sejam 7y, To
as transformagoes Moebius tais que 7;(1;(0)) = —1, 73(0) = 0 e 7;(&(0)) = 1 para i € {1,2}. Entao,

AT L0 _ &) .. o &0 _ &(0) S0 isto immnli = _ = omi
|C1 — ol = 0 see 50) = 7(0)’ isto €, ()] = T (O] Entao, isto implica que 71 = T2 0 qual significa

que
- s
G=fAtoRmoloR tof =0(.
Com a observacao anterior definimos o operador renormalizacio:

Definigao 2.4.2. O operador renormalizagio do par multicritico comutativo ¢ = (n,§) € o rescalamento
ou a normalizag¢ao de pR(():

—_—~—

R(Q) = (1" 0 Elp il a5,
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2.4
Se fn = (f"|1,.1, f*]1,) € induzido por um mapa multicritico do circulo f entdo sua renormali-

zacao, denotada por R(f,), esta definida como o par
R(fn) = <Bn+1 o fqn+2 © B;-t,l-l‘[—l,o] 5 Bn+1 o fqn+1 © B;-t,l-1|[0 42l > s
S

} ¢ a unica transformacdo de Moebius que leva f+1(¢p) em —1,

. Observe que neste caso R(f,) coincide com R"*1(f) onde f é

—1 ‘In+2|
’ ‘In+1|

onde Bn+1 : In+]_ UITH—Z — |:
co em 0 e o ponto f9+2(cp) em %
0 par (f‘h?faoho)'
Por simplicidade da notacao, escrevemos f‘]”ﬂ' = Bpi10 fintio B;il para i = 1,2, e M1 (f) =
(2.4.1)

RYE) = (F7 2210 F7 o (1)-

[ In+2|/|In+1], assim
e
;ﬁ
| fimt
f
!
fr.l'll +2
£+ (o) £ o)

Figura 2.2: A n—ésima e n + 1—ésima renormalizagio de f.

Com a notagao previa, se
R = (P2 cvon P o) € R™H9) = (@2 |—1.01 3 oM s (9))
o Tatiglr}

sao duas renormalizagoes entdo a distancia C” entre elas é

di(R"(f), R"(g)) =

g
n+1 1 n+1
mas { M () = A1 (@) 1 7 g o RMNS) 07y 5 = Tnsng 0 R (g)
onde 7,41, € Thy1,4 sao duas transformagoes Moebius que fixam os pontos —1,0 e tais que

Tn+1,f(>‘n+l(f)) =1= Tn-&-l,g()‘n-i-l (9)) =1
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Como o operador renormalizacdo age em particular no espago dos pares multicriticos comutativos,
entao cada vez que apliquemos o operador e o par obtido tenha altura finita podemos aplicar este
operador novamente. Mais precisamente, se ( ¢ um par multicritico comutativo com x(R7({)) < oo
para 0 < j < n — 1, dizemos que ¢ é n-vezes renormalizdvel, e se x(R7(¢)) < oo para todo j € N
dizemos que ( é infinitamente renormalizdvel. No ultimo caso, definimos o nimero de rotacao do par
multicritico comutativo ¢ como sendo o nimero p(¢) = 6, cuja expansao em fragio continua esta dada
por

X(Q)s x(R(€)), - -+, x(R™(€)), -+ ]-
Se ¢ é um par induzido por um mapa multicritico do circulo f com nimero de rotagdo irracional

p(f), entdo ¢ ¢ infinitamente renormalizével e sue namero de rotac¢do coincide com p(f). Em particular,
o operador renormalizagdo age como um shift a esquerda na expansao de fracao continua de p(f): se

p(C) = [ao, ar, - -] entio p(R(C)) = [an, a1, -],



Capitulo 3

Rigidez quase-simétrica de mapas
multicriticos do circulo

Neste capitulo provamos uma das consequéncias do Teorema das Real Bounds: dados dos mapas
multicriticos do circulo com mesmo naimero de rotacao irracional e mesmo niimero de pontos criticos,
entdo a conjugagao canonica é quase-simétrica (veja a definigdo no Apéndice A). A constante de quase-
simetria depende unicamente da constante do Teorema das Real Bounds, teorema 2.2.2.

Mais precisamente, o Teorema principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 3.0.1 (Conjugacio quase-simétrica). Sejam f,g : S' — S mapas multicriticos do circulo
de classe C" (r > 3) com mesmo nimero de rotagao irracional e o mesmo nimero de pontos criticos
de tipo non-flat, e seja h : S' — S' o homeomorfismo candnico que conjuga f com g, entdo h é um
mapa quase-simétrico.

Como consequéncia temos o seguinte resultado

Corolario 3.0.1. Se h é o homeomorfismo candnico que conjuga dois mapas multicriticos do circulo
de classe C3 com mesmo numero de rotacio irracional e mesmo numero de pontos criticos de tipo
non-flat, entdo h é a—Holder para o > 0.

Veja uma prova deste corolario no apéndice C, Lema C.0.1.

Lembramos que no caso uni-critico o Teorema 3.0.1 é valido, ¢.e. dados dois mapas criticos do cfr-
culo com mesmo namero de rotagdo irracional existe um homeomorfismo quase-simétrico que leva ponto
critico em ponto critico. A prova de este resultado se encontra em [dFdM99]|, onde os autores provam
muito mais que isso. Em contraste, se os mapas sdo um mapa critico do circulo e a correspondente
rotacdo rigida, entao eles ndo podem ser quase-simetricamente conjugados, veja [dMvS93].

A prova do Teorema 3.0.1 que apresentamos aqui ¢ a mesma encontrada no artigo [EdF15] que, em
sua vez, foi inspirada na prova no caso uni-critico em [dFdM99]. Esta ultima esta baseada num critério
devido a Carleson [Car67|. Para enunciar-lo corretamente vamos precisar dar a seguinte definicao:

Definicao 3.0.3. Uma fine grid é uma sequéncia {Qy }n>0 de partigoes finitas do circulo que satisfazem
as sequintes condigoes.

(a) Cada particao Qn1+1 € um refinamento estrito de Qy;

19
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(b) Eziste a > 2, nimero natural, tal que cada intervalo A € Q, é unidgo disjunta de mdzrimo a
intervalos de Qni1;

(c) Eziste uma constante p > 1 tal que p~'|A| < |A| < p|A| para todo par de intervalos adjacentes
AN € Q,.

Os nimeros a, p sdo chamados de constantes da fine grid.
Notemos a seguinte consequéncia da definicdo anterior: Existem constantes 0 < o < 8 < 1 de-
pendendo s6 das constantes da fine grid a,p tal que, sempre que A € Q,, A* € Q,_1 e A C A¥,

temos

ol <A < BlAT . (3.0.1)
De fato, podemos tomar a = (ap® 1)"te = (1+p 1)~
Observagao 3.0.2. Se o nimero de rota¢ao do mapa multicritico f € de tipo limitado, i.e. |ay| < M

para algum M € N, entdo as parti¢cées dindmicas associadas ao ponto critico ¢ formam uma fine grid
coma =M.

Com a definicao da fine grid, estamos em condi¢es para dar o critério de Carleson,

Proposigao 3.0.1. Seja {Qn}n>0 uma fine grid em S, e sejam a,p as constantes da fine grid. Seja
h:S' — S um homeomorfismo tal que

A’ h(A'
|A"] - [h(A")]

para todo par de intervalos adjacentes A', A" € Q,,, para todo n > 0, onde X > 0 € uma constante
dada. Entao existe uma constante K = K(a,p,\) > 1 tal que h é quase-simétrica com constante de

quase-simetria igual o K.

Veja o Apéndice §C para uma prova da Proposicao 3.0.1.

Pela observacao 3.0.2, o teorema 2.2.2 e o critério 3.0.1 dois mapas multicriticos do circulo com
mesmo numero de rotagdo irracional de tipo limitado sdo conjugados por um mapa quase simétrico.
Assim, s6 temos que estudar o caso niimero de rotagado ndo limitado. Usando o critério 3.0.1 s6 temos
que construir uma fine grid tal que todo par de dtomos adjacentes satisfazem a desigualdade 3.0.2.

No que segue, vamos construir uma, fine grid que cumpra com as hipoteses do critério 3.0.1.

Ressaltamos que a imagem de uma fine grid por um homeomorfismo que satisfaz a condigao (3.0.2)
é também uma fine grid. Reciprocamente, se um homeomorfismo h é um isomorfismo entre duas fine
grids, i.e. se h estabelece uma correspondéncia entre seus intervalos, entao h deve satisfazer a condicao
(3.0.2).

3.1 Geometria das particoes dinamicas

Nesta secao vamos apresentar as consequéncias geométricas do Teorema das Real Bounds (2.2.2)
que serdo necessarias para provar a Proposicao 3.0.1 para o caso namero de rotagao irracional arbitrério.
A partir de agora, f representa um mapa multicritico do circulo onde o Teorema 2.2.2 ¢é valido.
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3.1.1 Intervalos que se intersectam sao comparaveis

Nosso primeiro resultado afirma que dois intervalos de particdes dindmicas associadas a dois pontos
criticos distintos no mesmo nivel cuja intersecdo é diferente de vazio, sao comparaveis.

Lema 3.1.1. Sejam ¢, dois pontos criticos de f. Se A € Py(c) e A" € P,(c) sio dois intervalos tal
que ANA" £ O, entao |A] < |A'|, i.e. eles sao compardveis.

Demonstracao. Seja C = C(f) > 1 a constante dada pelo Teorema das real bounds (Teorema 2.2.2).
Para A e A’ existem trés casos a considerar segundo os tipos de intervalos: longo/longo, longo/curto,
e curto/curto.

(i) Temos A = I'(c) e A’ = I3(c), onde 0 < i,j < gny1. Aqui, podemos assumir que fI(c') €
A = [fi(c), fiT9(c)]. Entao fiTin(c) € A" = [fI(c), fiTa ()], e assim estamos na situagio
descrita na Figura 3.4(a). Usando a monotonicidade de f%, podemos ver que A’ C AU f"(A).
Aplicando o Lema B.1.3 em z = fiT%(c), temos que A = [f~9(x),z] e f(A) = [z, f?(z)]
satisfazem |f2(A)| < C|A|, e de isto segue-se que |A’| < (1+ C)|A|. Reciprocamente, temos que
A C f~m(A")U A’. Mais uma vez aplicando o Lema B.1.3, esta vez em x = f7(¢), deduzimos
como antes que |~ (A")] < C|A'|, e portanto |A| < (1+ C)|A’|. Consequentemente A e A’ sdo
comparaveis neste caso.

(i) Agora A = Ii(c) e A" = I£+1(c’), onde 0 < i < gpy1 € 0 < j < ¢n. Aqui, consideramos o

intervalo Ifliql” (¢) C A. Este intervalo compartilha um ponto extremal com A (a saber fitdn(c))
e dito intervalo ¢ um intervalo de P,.1(c). Em particular, [I'1"

) n+1
I;Jfl"(c) # (), entao, como A’ também pertence

Ii+Qn
: n+1 )
neste caso. Por outro lado, se A’ N I;iql"(c) = (), entdo devemos ter fI(c') € A (veja a Figura

(¢)| < |Al, pelo Teorema das
real bounds. Existem dois sub-casos. Se A’ N

a Pni1(d), o caso (i) acima afirma que |A'| < | (¢)|, e portanto A’ & comparavel com A

3.4(b)). Neste caso, consideramos o intervalo I() € Pu(d), 0 qual tem f7(¢) como um do seus
pontos extremais. Entao temos A N I;(c/) # O, e novamente pelo caso (i) podemos dizer que
|A| < |I(')]. Mas pelo Teorema das real bounds temos |I;,(c')| < |I} ()| = |A’], logo A’ é
comparavel com A também neste caso.

(iti) Temos A =1} ,(c) e A" =1’ (), onde 0 < i,j < g,. Este caso ¢ inteiramente anélogo com o
caso (i).

O

3.1.2 Os intervalos criticos sao longos

Vamos considerar o mapa de primeiro retorno do intervalo I,,(co) U I,,41(co), ou equivalentemente
o par de mapas fq"llnﬂ(c()) , fintl \1"(00). Note que o mapa de primeiro retorno em torno do ponto cy
(que é o ponto critico para os dois mapas no par), tem maximo N — 1 pontos criticos: alguns deles
no intervalo I,(cp), e os outros em I,,11(cp). O seguinte resultado afirma que os intervalos da partigao
dinamica do nivel n + 1 (ou seja, Pp+1(co)) que contém estos pontos criticos no mapa de primeiro
retorno na particao de nivel n, sdo comparaveis com o intervalo parente I,(co) ou I,+1(co).

Lema 3.1.2. Seja 0 < k < any1 tal que o intervalo fintkimn+1(L, 1 (co)) C I(co) contém um ponto
critico do mapa fi+1. Entdo

AR (L1 (o)) | = n(eo)| - (3.1.1)
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Demonstracao. Se k = 0nao temos nada a provar, pois pelas real bounds ja sabemos que | f4 (I),4+1(co))| <
|I.(co)|. Logo vamos assumir que 1 < k < a,41 — 1. Vamos denotar A = fd+kan+1(T, 1 (cq)) nesta
prova. Seja 0 < j < gu41 que satisfaz fI(A) > c1, onde ¢1 # g é outro ponto critico de f. Observemos
que I} (co) = f7(In(co)) D f7(A). Afirmamos que |f7(A)| < |f7(I.(co))|. Esto é uma consequéncia dos
seguintes dois fatos.

)

I" ' I:_-{ffn] '—I-FI—: - .f”"{ﬁ} .—..:

C = =

I
|
|
I
|
:
- = !
i ? 7
|
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i | !

b)

- A=TIi(0) >

1 |

I 1 I

1 ! i+ i !

! > LT ()

@ : L &

! |

| |

! |

| | |

| | |
@ € @
I l !
! ! i # [
N B -
n+ |

Figura 3.1: Os casos longo/longo e longo/curto do Lema 3.1.1.

(i) Temos |I3(co)| = |In41(c1)]. De fato, estes dois intervalos tem interse¢do nao vazia (eles contém
o ponto ¢1), e como I (co) € Pplco) € Inti(c1) € Pn(cr), entdo sua comparabilidade segue-se do
Lema 3.1.1.

(ii) Por outro lado, temos |I,11(c1)| < |f7(A)]. Isto ¢ verdade pois primeiro temos que

J+an+ kQHJrl <gqn+ (k + 1)Qn+1 < @Gn + @n11Gn+1 = Gni2 ,
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consequentemente A ) b
f‘j (A) — Iii‘in‘f’ qn+1 (CO) c pn+1(co) .

Como I y1(c1) € Ppyi(er), e f1(A) N Livi(c1) D {e1} # @, podemos aplicar novamente o Lema
3.1.1 e podemos concluir que I, 1(c1) e f7(A) sdo comparéveis.

Com isto, procedemos da seguinte forma. Consideremos o fecho do espaco entre A e Igll no interior
de I,(co), a saber o intervalo J = [Ji=} Iz’_ﬁiq"“(co). Notemos que se k = 1 entdo J = (; neste caso
Ae Iflj_l sa0 intervalos adjacentes de P,+1(cp), aqui eles sdo comparéveis pelas real bounds (Teorema
2.2.2) e nao temos nada a provar. Portanto vamos assumir que k& > 2, tal que J # (. Ja sabemos
da afirmacdo anterior que |f7(A)| < |Ii(co)|, e as real bounds dizem ainda que |I7,(co)| < |I219" (co)].

Além disso, temos que Iii?"ﬂ"“(co) C fi(J) C Ii(co). Como ]Iii‘{”ﬂ”“(co)\ = ]Iii?”(co)\, pois eles

sdo intervalos consecutivos de P,y1(co), segue-se que |f7(J)| < |Ifli‘{"(co)\. Em outras palavras, os

intervalos consecutivos f/(A), f7(J) e Iii%" (co) sdo dois a dois comparaveis. Em particular, o b—cross-
ratio determinado por estes trés intervalos é limitado por acima e por baixo, ¢.e. existe uma constante
K > 1 dependendo s6 da constante C' das real bounds tal que

K1 <b(f(J), f(T) < K . (3.1.2)

Escrevemos T = A U J U I | (o). Notemos que T, f(T), ..., f/(T) sdo dois a dois disjuntos. Portanto,
pela Desigualdade de Cross-Ratio aplicado no homeomorfismo f7 (e m = 1), temos D(f7; J,T) < C, ou
equivalentemente b(f7(J), f/(T)) < Cb(J,T). Usando a estimativa por baixo na desigualdade (3.1.2),
temos que b(J,T) > C~1 K1, isto &,

Al 1 (<o)l

. > (CK)™" . (3.1.3)
AU JIJ UL (o)
Mas, como J DO Ig’j:q”“(co), e os intervalos Ifb’:{q”“(co) e I (co) sdo intervalos adjacentes de

Pr+1(co), temos pelas real bounds

[AUT| > T 2 L (o)l = CHIT (eo)l -

Além disso, |1 (co)] = C71|I(co)|, mais uma vez pelas real bounds. Colocando todo isto na desi-

gualdade (3.1.3), deduzimos que

Al >C2K Y Ju I

i1 (co)l > CP K In(co)] -

Isto mostra que A e I,(co) sdo comparaveis. Assim (3.1.1) fica estabelecida, e a prova do Lema 3.1.2
esta completa. O

3.1.3 Uma particao auxiliar

Nesta subsecdo vamos construir um refinamento adequado da parti¢ao dinamica P, (co) (para cada
n > 1). Esta nova parti¢ao, que vai ser denotada por P(cp), € mais fina que P, (co) mas mais grossa
que Ppi1(co)- A criagdo de esta partigdo vai ser necessaria na construcdo da fine grid na secao §3.2.

De aqui em frente, para 0 < k < any1, denotamos por Ay o intervalo fintkan+1([, .1 (cp)). Note
que cada intervalo Ay é um atomo da parti¢ao dindmica Ppy1(co), € que

an+171

U A =I(co) \ Insa(co) -
k=0
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Consideramos os tempos 0 < k1 < kg < -+ < kr < an41 tal que Ay, contém um ponto critico de fa»+1.
Estes tempos vao ser chamados de critical times no nivel n. Para facilidade na notago, definimos
ko = 0. Note que fi+! tem maximo N pontos criticos no intervalo I,,(cp), onde N é o ntmero total de
pontos criticos de f. Como cada ponto critico pertence no maximo a dois dos intervalos Ay’s, temos que
r < 2N. Assim, embora que o inteiro ndo-negativo r pode depender de n (o nivel da renormalizagao),
seu valor varia ao longo apenas de um namero finito de valores. Os critical times k; também dependem
de n. Os intervalos Ay, para 0 <7 < r vao ser chamados de sitios criticos.

Paracadai =0,1,...,r—1,seja G; C I,(co)\In+2(co) 0 espago entre dois sitios criticos consecutivos
Ay, e Ay, em I,,(co), a saber o intervalo

ki+1—1
G, = U Ay .
k=k;+1

Também definimos, para i =7,
an4+1—

1
G, = U Ay .
k=k,+1

O intervalo G; vai ser chamado de i-ésimo ponte de I,(cp). Veja a figura 3.2. Observamos que pode
acontecer que G; = () para algum ou para todos os valores de i.

s G |
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|
|
|
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]
|
|
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|

:

-
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|
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Figura 3.2: Pontes e sitios criticos.

Lema 3.1.3. Todo ponte nao-vazio G; é compardvel com I,(cp).

Demonstragao. Se G; # O, entao G; contém pelo menos o intervalo Ay, 11, adjacente ao Ay,, e assim
temos |G| > |Ag,+1]| < |Ayg,|, pelas real bounds. Pelo Lema 3.1.2, obtemos |Ag,| < |I,(cp)|. Como além
disso G; C I,(cp), segue-se que |G;| =< |I,(co)|- O

Assim, temos a seguinte decomposicao de I,(cg) \ Int2(co) como a unido de no maximo 2r + 2 <
4N + 2 intervalos:

In(co) \ Tnt2(co) = (JAw UG (3.1.4)
=0 1=0

Pelos Lemas 3.1.2 e 3.1.3, como das real bounds, cada intervalo da decomposi¢do anterior é comparavel
com I,(cp). Em particular, eles sdo todos comparaveis dois a dois.
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Observagao 3.1.1. Notemos que a imagem de cada sitio critico Ay, pelo mapa fi+* também é com-
pardvel com I,(co): isto é verdade pois f9"+1(Ay,) = Ak, +1 € adjacente a Ay, em Ppi1(co). Do mesmo
modo, a imagem de cada ponte G; por fin+1 também é compardvel a I,(cy), pois vamos ter que i < r
e fin+1(Gy) contém o sitio critico Ay, ,, oui=r, em cujo caso f7"+(G,) contém I y2(co).

Agora vamos mapear a decomposicio (3.1.4) para frente pela f para obter a decomposi¢do corres-
pondente dos intervalos longos I (co) € Pn(co), para j = 1,2,...,qn+1 — 1. Deste jeito obtemos uma
partigdo nova do circulo P} (cp) (modulo pontos extremais). Mais precisamente, seja

Pilco) = {f/(Ak):0<i<r; 0<j<gupr—1} (3.1.5)
U{f(Gi):0<i<r; 0<j < g1 — 1}
UL/ (In+2) 1 0 <j < gnyr — 1}
u{ff(InH) : ogzgqn—l} .
Esta particdo refina P, (cp), mas nao estritamente pois cada intervalo curto de Py, (co) fica invariavel

pelo procedimento prévio. Generalizando a nomenclatura anterior, todos os intervalos de P¥(co) da
forma f7(Ay,) sdo chamados sitios criticos , e aqueles da forma f7(G;) sdo chamados de pontes.

Proposicao 3.1.1. Dois intervalos consecutivos de P} (co) sGo compardveis.

Demonstra¢ao. Pelo Teorema das real bounds (Teorema 2.2.2), a particdo Py (cp) tem a propriedade
de comparabilidade requerida. Logo é suficiente provar que todos os pontes e todos sitio criticos de
P*(co) dentro de cada intervalo longo Ii(co) € Pn(co) sdo comparaveis a I3 (co). Nos ja sabemos isso
para j = 0 (veja Lema 3.1.3 e o paragrafo que segue da prova). Para os outros valores de j, mapeamos
I} (co) para frente por f2+1~7 sob IZ"** (¢g) C I(co)UI,41(co) e aplicamos a Desigualdade Cross-Ratio
2.2.2, junto com a Observacao 3.1.1.

O

3.1.4 Mapas quase-parabdlicos

Para construir a fine grid na secdo 3.2 em baixo, vamos precisar ndo somente todos os intervalos
de muitas parti¢oes P (cp), mas também vamos ter que quebrar ainda mais alguns de tais intervalos,
de uma forma adequada. Nesta subsecdo e na préoxima, vamos mostrar como quebrar tais intervalos do
jeito adequado.

Antes de tudo, vamos lembrar a defini¢do de mapa quase-parabélico [dFdM99, §4.1].

Definicdo 3.1.1. Um mapa quase-parabdlico é um difeomorfismo de classe C>
¢p: JJUJU---Udp = JUJ3U--- Uy,
onde Ji, Jo, ..., Jor1 sao intervalos consecutivos do circulo (ou da reta), com as sequintes propriedades.
(i) ¢(J,) = Jy41 para todo 1 <v < {;
(i) A derivada Schwarziana de ¢ € negativa em toda parte.

O inteiro positivo £ é chamado o comprimento de ¢, e o nidmero positivo real

. { |J1] | Je| }
o = min ,
Uyl Uy
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é chamado a largura de ¢.

Notemos que a dindmica de um mapa quase-paraboélico ¢ é mais ou menos como uma translacao,
e cada intervalo J, é um dominio fundamental para ¢ (modulo pontos extremais). A geometria dos
dominios fundamentais esté representada no seguinte lema, devido a Yoccoz.

Lema 3.1.4 (Yoccoz). Seja ¢ : U£:1 J, = Uﬁilg Jy um mapa quase-parabdlico com comprimento
¢ e largura o. Erxiste uma constante Cy > 1 (que depende de o mas nao de £) tal que, para todo
v=12,...4, temos

G 1l
[min{v, ¢+ 1 — v}]?

ColI|
[min{v, ¢+ 1—v}]2’

< || < (3.1.6)

onde I = U£:1 Jy € o dominio do mapa ¢.

Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [dFdM99, Apéndice B|.

Se definimos a ordem do dominio fundamental J,, como ord(.J,) = min{v,¢+ 1 — v}, entdo o lema
anterior afirma que o comprimento de um dominio fundamental de todo mapa quase-parabélico € in-
versamente proporcional com o quadrado de sua ordem.

O seguinte lema mostra uma maneira de juntar os dominios fundamentais de um mapa quase-
parabolico.

Lema 3.1.5. Seja ¢ um mapa quase-parabslico com € > 4. Seja I = Uizl Jy 0 seu dominio, e seja
d € N o maior natural tal que 2%+ < (/2. Eriste uma cadeia descendente de intervalos fechados (veja
a figura 3.5)

I =DMy>D M D"‘DMCHl

para os quais se satisfaz o sequinte: Se L;, R; denotam as componentes conexas 4 esquerda e & direita,
respectivamente, de M; \ M1 para todo 0 < i < d, entdo as sequintes propriedades sao vdlidas:

(1) Cada intervalo L;, R; é a unido de exatamente 2 intervalos consecutivos, 0s quais sdo dominios
fundamentais de 1.

(ii) Temos

d d
I=JLiu Mgy u|JRs. (3.1.7)
=0 =0

(113) Para todo 0 < i < d temos |L;| < |M;+1| < |R;i|, com constantes de comparabilidade dependendo
unicamente da largura o de ¢.

Demonstracdo. Para cada 0 <14 < d, definimos

20H11 0412

L=U 4= 4.

y=2¢ v=(42-2i+1
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Figura 3.3: Decomposi¢io balanceada do dominio de um mapa quase-parabélico.

Além disso, para todo 1 <i < d+ 1, seja

04127

M= |J A

v=21¢

Entao os itens (i) e (ii) seguem-se imediatamente. Assim, s6 temos que provar o item (iii). Fixemos
0 <17 < d. Em tudo o que se segue, as constantes de comparabilidade sdo universais ou dependem
unicamente da constante C, do Lema de Yoccoz 3.1.4. Aplicando aquele lema, obtemos que

2i+1—1 2t 1
Ll = Y = > — | M= 271 (3.1.8)
y=2° y=21
E também, '
|R;| <271 . (3.1.9)
Alias, podemos escrever
20121 1
(Mia| = 3 [hl=2| > —|HI=24], (3.1.10)
p=2:+1 2i+1§1,§§
onde o numero A satisfaz
20421

> %SAS > % (3.1.11)
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Como a fun¢do 1/v? diminui monotonamente, entdo a soma > ol it 712 é comparavel com a integral
o0
Joit1 1/22. Dado que
b 1 1

li ! d li ! +
im —dr=1lim —— + — = ——,
b—oo Joit1 @2 b—soo b 2iHL il

entdo a soma Y o0 oii1 1z ¢ comparavel com 2771

Portanto, as duas somas que aparecem em (3.1.11) sdo comparaveis a 27'~!. Consequentemente,
(3.1.10) e (3.1.11) implicam que '
‘Mi—&-l‘ = 271’1’ . (3.1.12)

Combinando (3.1.8), (3.1.9) e (3.1.12), obtemos o item (iii), que era o que queriamos provar. O

Observacgao 3.1.2. Dado um intervalo I particionado nos intervalos J,, 1 < v < £, como acima,
uma decomposi¢ao da forma (3.1.7) satisfaz as propriedades (i), (ii), (iit) do Lema 3.1.5 é chamada
de decomposicao balanceada de I (em relagio ao seu determinada parti¢ao em dtomos). Assim, Lema
3.1.5 pode ser reescrita afirmando que o dominio de wm mapa quase-parabdlico sempre admite uma
decomposicao balanceada. Nessa decomposicao, os intervalos M;, 0 < i < d+1, sdo chamados intervalos
centrais, enquanto que os intervalos L;, R;, 0 < i < d, sao chamados laterais. O inteiro positivo d € a
profundeza da decomposicio.

A seguir, enunciamos um resultado relacionado com a comparabilidade de unides de imagens de
intervalos por um mapa quase-parabolico. Este fato sera 1til na secao §3.2.1.

Proposic¢ao 3.1.2. Seja ¢ um mapa quase-parabslico com dominios fundamentais J, (1 < v < (),
para £ > 4. Para todo 1 <k <l <m </¥, € vdlido

| Jica| + [T+ 4[| k(m —1)
| Jkt1| + | Jeg2| + -+ | ] m(l — k)’

com constante de comparabilidade dependendo sé da largura o de ¢.

Prova da Proposi¢ao 3.1.2. Temos duas op¢oes, min{l,/+1—1} =l oumin{l,/+1 -1} =/(+1—1.
Suponhamos min{l, ¢ + 1 — [} =, o outro caso ¢ analogo.
A hipéteses implica o seguinte,

(l—k-1)
J J e | o= ||
[ Jit1| + [Jig2| + -+ [D] = | 1)
I
Isto ¢ verdadeiro pois, pelo Lema de Yoccoz, para todo i € {k + 1,---,l} temos |J;| < |,—2‘, onde
i

I=JiUJyU---UJy. Portanto, usando o critério da integral

l

l
Z Z 1] (l—k-1)
=< — =< |I| —— .
| i2 1l I(k+1)

i=k+1 i=k+1

Agora, para limitar a soma |Jjy1| + |Ji42] + - -+ + |Jm| temos duas opcoes:
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(m—1-1)

J, J, Im| =< |1
| Jip1]| + | Jig2| + -+ [Tl 1] mi+1)

Portanto,

1. Se min{m,l +1 — m} = m. Entao Lema 3.1.4 implica que o comprimento de cada intervalo J;
para [ +1 < j < m, é comparavel com |I|/j2, entdo pelo critério da integral, obtemos

it + ol + -+ [l _ Um=1=D(k+1) _ Um=Dk+1) _ k(m—1)

il + [Jsal 4+ 1]~ m DI —k=1) ~ ml—k@+1)  mi—k)

. Se min{m,l+1—m} =1+1—m. O comprimento de cada intervalos J; paral+1 < j < (£/2) é
compardvel com |I|/j? e o comprimento de cada intervalo J; para £/2+1 < j < m é comparével
com |I|/(I +1 — j)?, isto pelo Lema de Yoccoz. Usando mais uma vez o critério da integral

obtemos,
_ (L—2(l+1))
[Jipa] + [Tl + -+ [Jope] =< |1 I
e (2 1—-2)
m—1—
iearal + eyl -4 Vil = 11 =007
Portanto,

(2 +20)(m —1—1) —4m(l + 1)]
L1+ 1)ym(l +2)

| Jip1 | + [ Jigal 4+ [Tm] < |

Consequentemente, como £ > 4,

| Jia| + [ Jio| 4+ [Tm] WU+ D) +20(m—1—1) _ Wm—1—-1)(k+1) _ k(m—1)
| Tpst| + | T -+ 4] T mE+200+1D)(1-k-1) — m(l—k-D1+1) — m(l—k)"
O

Observacao 3.1.3. Sejam I,I* dois intervalos fechados com I* contido no interior de I. Seja I*
dividido num nidmero finito { de intervalos, consecutivos J,, 1 < v < £ como acima, e suponha que
estes intervalos satisfazem as desigualdades (3.1.6) (para alguma constante Cy) — logo temos uma
decomposi¢ao balanceada de I* (como no Lema 3.1.5). Entdo, adicionando componentes laterais de
I\ I* na cole¢ao de J,’s e re-etiquetando estes ¢ + 2 intervalos desde o primeiro até o iltimo, temos
que as desigualdades (3.1.6) seguem sendo wvdlidas para a nova colegao (com uma constante diferente
de comparabilidade) Assim, obtemos wma decomposicao balanceada de I. Esta observagao vai ser usada
na prova do Coroldrio 3.1.1.

3.1.5 Decomposicao balanceada de pontes

Vamos classificar os intervalos da particao P’ (co) em duas classes:

(a) Intervalos regulais: Sao todos os intervalos curtos de P, (co), os quais pertencem a P (cp), todos
os intervalos da forma f7(l,42) (para 0 < j < gu41 — 1), todos os sitio criticos f7(Ag,) (com
0<i<7,0<j<gne1—1), junto com todos aqueles pontes G; ; = fj(G,') que tem menos de

1,000 intervalos de P,11(co) neles (i.e., aqueles com ki1 — k; < 1,000).

(b) Intervalos Sela-node: Sao os restantes pontes; a saber, os G, ; cuja decomposi¢ao como uniao de
intervalos de Pp4+1(co) tem pelo menos 1,000 de tais intervalos nele (i.e., aqueles com k; 41 — k; >
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1,000).

Procedendo analogamente como em [dFdM99, §4.3], vamos mostrar com ajuda do Lema de Yoccoz
3.1.4 como obter uma decomposi¢ao balanceada de um ponte sela-node. Antes de tudo, vamos assumir
o seguinte fato. Conjugando nosso mapa multicritico do circulo f com um difeomorfismo C? adequado,
podemos assumir sem perda de generalidade que o mapa f é candnico, no sentido que cada ponto
critico ¢, tem uma vizinhanca U, C S tal que para todo = € Uj,

f(x) = f(Ck) + (x — )| — Ck‘skfl

onde s > 1 ¢é a power-law de ¢; (como no apéndice A). Isto implica que a derivada Schwarziana Sf ¢
negativa em cada Uy, i.e., para todo x € Uy, \ {ck}, temos
2
s7—1
Sf(x)=—-t—5 <0. 3.1.13
f@) = 5 (3..13)
Escrevemos U = Ug;ol Uy, e tomamos V C S! um conjunto aberto que nio contém nenhum dos pontos
criticos de f mas é tal que YUY = ST,

Agora, consideremos o ponte nao vazio G; C I,(cp), ou seja

Em outras palavras, G ¢ o intervalo G; sem seus dois intervalos laterais. Em particular, se G; esta
formado por menos de dois intervalos de Py, 1(cp), entdo G = . Com esta terminologia estabelecemos
o seguinte resultado.

Lema 3.1.6. Ezistem ng = no(f) € N tal que o sequinte é vdlido para todo n > ng. Para cada ponte
reduzido nao vazio G} C In(cp), o mapa fir+! Gr tem derivada Schwarziana negativa em todo ponto,
i.e., para todo x € G temos Sfir+1(x) < 0.

Demonstrag¢ao. Dado x € G} e n € N, pela regra da cadeia da derivada Schwarziana temos

qn+l_1

Sfmi(z) = Y Sf(f(@) [DF ()] (3.1.14)
§=0

Notemos que a soma do lado direito de (3.1.14) pode ser dividida como duas somas Egn) (z) e Eén) (z)
onde

2@ = Y SHF@) [DF (@) (3.1.15)

§iId (co)cU

e E(Qn) () é a soma sob os termos restantes.
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Seja 0, = maxo<j<q, ]Iﬂ;(co)]. Sabemos que 6, — 0 quando n — oo, pois f é topologicamente
conjugado & rotacao. Assim, escolhendo n; = ni(f) suficientemente grande tal que 4, seja menor que
o nimero de Lebesgue do cobrimento {U/,V} do circulo, para todo n > n;. Entdo obtemos, para todo
n >ny e todo z € G},

=@ < X ISHH @) [P @) (3.1.16)
jiT(co)CV

Agora vamos proceder através dos passos seguintes.

(i) Como Ip(co) C U, a soma do lado direito de (3.1.15) inclui o termo com j = 0, a saber Sf(x), e
por (3.1.13) temos
s2—1
2(x —cp)?
Todos os outros termos em (3.1.15) também sao negativos. Como |z — ¢o| < |I(co)| (veja (ii)
abaixo), obtemos de (3.1.15) e de (3.1.17) que

Sf(z)=— (3.1.17)

K
(I (co)[*

onde K| > 0 é uma constante que depende s6 das real bounds e do expoente da power-law sg.

2" (z) < (3.1.18)

(i) Como ndo ha pontos criticos de fi+! em int(G;) D G¥, o mapa f9"+! : int(G;) — fI+! (int(G;))
¢ um difeomorfismo'. O mesmo pode ser dito dos mapas f7 : int(G;) — f/(int(G;)) para 0 <
§ < gny1 — 1. Pelas real bounds e a Proposicao 3.1.1, temos que |f7(G?)| < |f7(G;)| =< |Ii(co)|
para todo 0 < j < g,41 — 1. Aliés, as duas componentes de G; \ G sdo comparaveis com G} (e
também com I,,(cp)). Portanto, pelo principio de distor¢ao de Koebe (Lema A.2.1) e o Teorema
do valor meio, temos que

o @] IEeo)
Df’ = L=
PREN= 6 ™ el

para todo x € G} e para todo 0 < j < gp41 — 1.

(3.1.19)

(iii) Uma vez tendo provado o item (ii), estamos prontos para estimar o lado direito de (3.1.16).
Usando (3.1.19), concluimos que existe uma constante Ky > 0 dependendo s6 das real bounds

tal que
(o)
(n) < " n\C0
I%(C())CV
KoM .
< s Y ()P
|In(CO)| .
Ivjz(CO)CV

onde M = sup,cy [Sf(y)| < oo € uma constante que depende s6 de f (e das vizinhangas U, V).

Mas
D ieo)? < (j.max |I£(c0)|> > Ti(co)l < 6
I%(C())CV In(CO)CV I%(C())CV
Portanto KoM
(n) 2 n
by < = 1.2
‘ 2 (.QZ‘)) —= ‘IH(CO)‘Q (3 O)

'Denotamos por int(X) o interior do conjunto X C S*.
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Escolhendo ng = no(f) > ny suficientemente grande tal que KoMJ, < K; para todo n > ny,
obtemos de (3.1.18) e (3.1.20) que Sfi+!(z) < 0 para todo x € G}, para todo n > nyg. O

'"T"""""""""""""""'"""""" .
v

1
1
: ]
» = - o -
-, -,
ft,l_.__l f"n‘ri-—l

Figura 3.4: Dois sitios criticos consecutivos e o ponte entre eles: imagem dindmica.

Do lema prévio, podemos deduzir o seguinte resultado correspondente com os pontes G;, 0 < ¢ < r,
contidos no intervalo do primeiro retorno I,(co) (veja Figura 3.4).

Proposicao 3.1.3. Para todo n > ng, onde ng esta dado pelo Lema 3.1.6, e para todo i =0,1,2,...,r
para os quais o ponte reduzido G C I(co) é nao vazio, a restrigdo

f(hH-l

cr @ Gi = fI(G)
¢ um mapa quase-parabdlico com comprimento {; = ki1 — k; — 3 e largura 0; > o, onde 0 = o(C) >0
depende so da constante C' das real bounds.

Demonstragao. Por construgdo, o mapa ¢ = fi+! |5+ ndo tem pontos criticos, assim é um difeomorfismo
T

sob sua imagem. Como G} = Z:é;é Ay e ¢(Ay) = fI+1(Ay) = Ay para todo k, segue-se que o

comprimento de ¢ é ¢; = k;+1 — k; — 3. Alias, pelo Lema 3.1.6, também temos que S¢ = Sfi+t < 0.
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Finalmente, como os intervalos Ay, 12 e Ay, 2 sao comparédveis com G (por real bounds e Lema
3.1.3), entdo a largura de ¢ satisfaz a afirmacao. O

O seguinte corolario é o resultado principal da presente subsegao.

Corolario 3.1.1. Para todo n € N, cada ponte nio vazio G;; = f/(G;) € P(co) admite uma de-

composicao balanceada com constantes de comparabilidade uniformes dependendo unicamente das real
bounds de f.

Demonstracdo. Aqui assumimos que n > ng, onde ng € o nimero natural do Lema 3.1.6. Para pontes
primdrios, ou seja, para os pontes G;o = G; C Iy(co) (i.e., aqueles com j = 0), a afirmacao segue-se
da Proposicao 3.1.3, Lema 3.1.5 e Observacao 3.1.3. Para pontes sequndarias , a saber G; j = Gy,
1 < j < gn41 — 1, observamos que o mapa f7 : int(G;) — int(G; ;) ¢ um difeomorfismo logo aplicamos
o principio de distor¢io de Koebe (a imagem da decomposicdo balanceada de G; sob f7 gera uma
decomposicdo balanceada de G; ;). O

3.2 Prova do Teorema da conjugacao quase-simétrica

Nesta se¢do, vamos provar finalmente o Teorema 3.0.1. A estratégia que seguimos é a mesma usada
em [dFdM99, segao 4] na prova deste mesmo resultado no caso mapas uni-critico do circulo.

3.2.1 Uma fine grid adequada

Vamos definir uma particdo auxiliar 75;(00), para n > 1. Os intervalos de esta nova parti¢do sao
os intervalos que nao sao sela-node de P} (cp), junto com os intervalos das parti¢oes balanceadas dos
intervalos sela-node de P} (co). Como mostramos a continuaco, a particio Q,, é construida de P, (co)
e de P} (co) para varios valores de m < n.

Proposicao 3.2.1. Existe uma fine grid {Q,} em S com as sequintes propriedades.
(a) Todo intervalo de Q, € a unido de no mdzimo a = 4N + 3 intervalos® de Qnt1-

b) Todo intervalo A € Q, € unido de intervalos de P (co) para algum m < n, e existem 1rés
m
possibilidades:

(b1) A € um tunico intervalo de P}, (co);
(by) A é um intervalo central de P, (co);

(b3) A ¢ unido de pelo menos dois intervalos de P}, (co) contidos num tinico intervalo de

ﬁ:n(C()).

Demonstracao. A prova € por inducdo em n. A particdo Q; esta formada por todos os intervalos de
Pi(co) que nado sao sela-node junto com os intervalos Lo, M; e Ry de cada intervalo sela-node de
I € P{(co) (I = LoUM;URyp). Podemos ver que cada intervalo de Q; cai dentro de uma das categorias
(b1)-(b3) no enunciado do Lema.

Agora, assumindo que a particao Q, esta definida, vamos formar a particdo 9,41 como segue.
Tomemos um intervalo I € Q,, e considere os seguintes quatro casos.

2Como ja vimos em §3.1.3, cada intervalo longo I’ (co) € Pn(co) é decomposto como a unifio de 2r +3 < 4N + 3
intervalos de P;;(co).
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Se I é um tunico intervalo de P}, (co) entdo uma das seguintes duas opgoes podem ocorrer:

(i) I é um intervalo sela-node: Neste caso escrevemos I = LoU M; U Ry como acima e tomamos
Lo, Ry e M; como intervalos de Q,4+1. Notemos que os intervalos laterais Lo e Rg sdo
intervalos do tipo (b1), enquanto o intervalo central My é de tipo (bs).

(ii) I nao é um intervalo sela-node: Aqui, temos dois sub-casos a considerar. A primeira opcao
¢ que I seja um unico intervalos de Py, (cp), neste caso quebramos ele na unido de méximo
a intervalos de P, +1(co) e tomamos eles como intervalos de 9,11, todos eles sdo do tipo
(b1). A segunda opgao ¢ que I seja um ponte, e neste caso quebramos ele em seus < 1,000
intervalos de Pp,+1(co) contidos nele. Tomamos estos subintervalos como intervalos de Q,, 41,
novamente eles sdo do tipo (by).

Se I é um intervalo central de ﬁ;l(co) que nao é um intervalo final, consideramos o préximo
intervalo central de ﬁ;;(co) no interior de I, digamos M, e os correspondentes intervalos laterais
LeRtalque I =LUMUR, e tomamos L, R e M membros de Q,1. Notemos que L e R sao
de tipo (b3), enquanto M é de tipo (b2).

Se I é unido de p > 2 intervalos consecutivos Ji,. .., Jp, de Pp41(co) dentro de um tnico intervalo
de P, (co) (isto acontece quando I esta contido num intervalo lateral da decomposicao balanceada
de um ponte longo), dividimos ele em aproximadamente trés partes iguais, i.e. escrevemos p =
2q 4+ 7, onde r = 0 ou 1, e consideremos I = L U R onde

q p
L=J.r={J J.
j=1 j=q+1

Assim, obtemos de esta forma dois intervalos novos de Q,+1 (L e R) os quais sdo ou intervalos
Pm+1(co), e portanto do tipo (b1), ou uma vez mais intervalos do tipo (b3).

O anterior completa a indugao. O fato que {Q,, },>1 forma uma fine grid segue-se das real bounds,
Lema 3.1.5, Proposicao 3.1.2 e Corolario 3.1.1. Logo, s6 temos que verificar que a condi¢do (¢) na
defini¢ao 3.0.3 é satisfeita por alguma constante p > 1 que s6 depende das real bounds). Dados dois
intervalos adjacentes A, A’ € Q,,, temos dois casos a considerar.

(a)

(b)

Existe m, m’ < n tal que A é um unico intervalo de P,,(cp) e A’ é um tnico intervalo de P, (co).
Neste caso, m = m/, ou m e m’ difere de 1 (isto pode ser provado por indugéo em n da construcao
de Q,, dada acima). Mas entao temos |A| < |A’| pelas real bounds (Teorema 2.2.2).

Para algum m < n, pelo menos um dos dois intervalos, digamos A, é a uniao de p > 2 intervalos
de Pr+1(co) dentro de um tnico intervalo de P, (co), 0 qual é necessariamente um ponte. Isto
implica que tanto A como A’ estdo contidas no mesmo ponte G € Py (¢p). Olhando para a
decomposi¢ao balanceada de G (dada pelo Corolario 3.1.1), observamos que se apresentam duas
possibilidades. A primeira é que tanto A como A’ estdo contidos no mesmo intervalo lateral
(Li, R;) ou o mesmo intervalo central (M;) da dita decomposigdo balanceada. Neste caso, A e
A’ sdo unides do mesmo numero de dominios fundamentais de G, e portanto |[A| =< |A’| pelo
Lema 3.1.5 e pela Proposi¢ao 3.1.2. A segunda possibilidade é que A e A’ estejam contidos em
intervalos adjacentes da decomposigao balanceada de G. Neste casso, um dos dois intervalos, A
ou A/, é uniao de no méximo o dobro dos dominios fundamentais de G como o outro, e assim,
|A| < |A'|, novamente pelo Lema 3.1.5 e a Proposicao 3.1.2.

Isto estabelece a comparabilidade de todos os atomos adjacentes de Q,, com constantes dependendo
s6 das cotas reais, e portanto a prova esta completa. O
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3.2.2 Prova do Teorema 3.0.1

Prova do Teorema 3.0.1. Sejam {Q,(f)} e {Qn(g)} as fine grids dadas pela Proposigao 3.2.1 para os
mapas f e g, respectivamente. Por hipéteses a conjugacgdo h leva cada ponto critico de f no correspon-
dente ponto critico de g, entao h leva cada sitio critico de P}, (co(f)) no correspondente sitio critico de
P (co(g)), e 0 mesmo para pontes, para todo m > 1. Logo, h é¢ um homeomorfismo entre as duas fine
grids e portanto h é quase-simétrica, pelo critério 3.0.1. O

3.2.3 Comentarios sob a quase-simetria para mapas com quantidade diferente de
pontos criticos

Se f e g sdo dois mapas multicriticos do circulo com mesmo ntimero de rotagao de tipo limitado,
entdo a conjugacao entre eles que leva ponto critico em ponto critico é quase-simétrica inclusive se a
quantidade de pontos criticos dos mapas é diferente. Isto é verdade pois as particoes dinamicas formam
a fine grid procurada e pelo Teorema das Real Bounds a desigualdade 3.0.2 é valida. Consequentemente
a Proposicao 3.0.1 implica que a conjugagdo que leva pelo menos um ponto critico em outro é quase-
simétrica.

Da prova dada neste capitulo, i.€., da constru¢do da fine grid para nimero de rotacdo irracional
arbitrdrio, € indispensdvel que o quantidade de pontos criticos dos dois mapas seja a mesma. Lembremos
que a conjugacdo constitui um homeomorfismo entre fine grides. De fato, existem exemplos de mapas
multicriticos do circulo com nidmero de rotagdo irracional arbitrdrio que nao podem ser conjugados por
um mapa quase-simétrico, veja [dFG].
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Capitulo 4

Cotas beau para mapas multicriticos do
circulo

No contexto de renormalizacdo, a suavidade da conjugagdo entre dois mapas uni-criticos do circulo
seque-se da convergéncia exponencial de suas respectivas renormalizagoes. Para isto é necessdrio que a
constante do Teorema 2.2.2 seja assintoticamente a mesma para os dois mapas. Este tipo de constantes
sao chamadas pelo Sullivan [Sul88] de constantes beau, i.e. as cotas nos scalling ratios das orbitas cri-
ticas tornar-se assintoticamente universais e independente do mapa. Neste capitulo vamos mostrar que
mapas multicriticos do circulo na mesma classe topoldgica, satisfazem o teorema 2.2.2 para a mesma
constante, em particdes dindmicas profundas.

Cabe ressaltar, que uma prova de este resultado no caso uni-critico se encontra no artigo [dFdM99].
De fato, nossa prova para o caso multicritico é wma adaptacdo do caso uni-critico. Este capitulo esta
baseado no artigo [EdFG16].

Neste capitulo f denotard uwm mapa multicritico do circulo e classe C3 com nimero de rotagdo
p(f) € R\ Q. Denotaremos por co,c1,-+- ,cn—1 € por do,dy, - ,dn—1 seus pontos criticos e suas criti-
calidades, respectivamente. A continuacgao, vamos fizar um ponto critico, digamos cy e em sua particao
dinamica associada, i.e. Py(co) para n > 0. Para simplificar a notagdio, vamos escrever Pp ao invés
de Pn(co). Consequentemente, os intervalos I (co) e I 1 (co) serdo denotados por I}, e I, respecti-
vamente. Além disso, para o intervalo J € P, vamos denotar por J* a unido de J com os intervalos
adjacentes de Py, a direita e a esquerda de J. Vamos assumir, para n suficientemente grande, que todo

intervalo de P, contém no mdrimo um ponto critico de f.

4.1 As cotas C!

Como o mapa f possut mais de um ponto critico, entdo a derivada de algum iterado ndo esta
sempre longe de zero em alguns pontos do circulo. Nao obstante, € possivel limitar por cima a dertvada
de qualquer iterado em todos os pontos no dominio. O objetivo de esta se¢do € provar a sequinte
afirmagao.

Lema 4.1.1. Dado f mapa multicritico do circulo. Ezristem duas constantes K = K(f) > 1 e ng =
no(f) € N tal que para todon >ny, x € I, e j € {0,1,--+ ,gny1}, temos que

Dfi(x) < KW (4.1.1)

37
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Como consequéncia, obtemos o sequinte resultado,

Corolario 4.1.1. A sequéncia {fqn+1|ln}n>1 ¢ limitada na métrica C.

Demonstracao. Pela combinatoria, temos que I,11 C f¥+1(I,) C I, U I,,41. Consequentemente:

|In+1| < ‘fqn+1(1n)‘ < 1+ |In+1|
| 1] 1] 1|

Pelo Teorema das real bounds 2.2.2, |I,,41] < |I,| com constante de comparabilidade igual a C.
Portanto, |f‘1"+1([n)‘ < |I,,| com constante de comparabilidade igual a 1 4+ C. Agora, pelo Lema 4.1.1
e usando o Teorema do valor meio, obtemos, sup,¢; Df?+(z) < K (14 C). O

4.1.1 Prova do Lema 4.1.1

Para cada n € N consideremos os intervalos L, = I,11, Ry, = f¥(I,,) e T, = L, UL, UR,,. Temos
as sequintes observacdes preliminares:

Fato 4.1.1. A familia {T,, f(T;,),- -, f&+1=(T,,)} tem multiplicidade de intersecio limitada por 3.

O fato 4.1.1 seque-se da seguinte observacdo: dados z € S en € N let I = [z,R?,q"(z)], onde R,
€ a rotacao rigida de dngulo 2mp no circulo unitdrio. Entdo a multiplicidade de intersecao da familia
{I,R,(I), ..., R"**"1(I)} ¢ 3 para todo n € N.

Fato 4.1.2. Eziste 7 > 0 (constante que depende sé das real bounds de f) tal que
L3 > 7|L| and |R)| > 7L}

para cada j € {0, -+ ,qnt+1} € para todo n € N.

Prova do Fato 4.1.2. Se j = 0, observe que os intervalos L,, I, e R, s3o adjacentes e pertencem 3
particdo dinamica P, entdo pelo Teorema das real bounds eles sdo comparaveis por uma constante que
s0 depende de f. Agora vamos mostrar que para j = g1 estes trés intervalos também sao comparaveis.

Por um lado, os intervalos I, 41 e Irql’_fll pertencem & P,41 e sdo adjacentes, assim eles sao compa-

réveis pelas real bounds. Além disso, I, 11 C Ii"*" C I,,41 U I,. Portanto, |I"™| < |Ig’_f11|, i.e.

| L1 = |91 (4.1.2)

Por outro lado, como os intervalos I, e I/" sdo adjacentes e pertencem & P, entao eles sio compa-
7
réveis. Alias,
I C [t C [, U I

Pela prova do Teorema das real bounds 2.2.2, i.e. apéndice B, sabemos que | || < |I,| e assim
|13"+q"+1\ =< |I,]. Mas I,+1 C I;""" C I,, U I,11, novamente pelas real bounds obtemos

|RIn+1| = [0 Hant1| < |],| =< |T9+1] . (4.1.3)

Seja 1 < j < gny1 — 1. Consideremos os intervalos |L}|, |I4], |R%| e suas imagens pelo mapa
fI+177. Pela desigualdade de Cross-Ratio (veja 2.2.2 e apéndice A) e o Fato 4.1.1 sabemos que existe
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uma constante K = K(f) > 1 tal que

LA IRE L4 U R U RA|
‘L%HR%HL%TLH Ujgnﬂ”lznﬂ U R%"“‘ =

Por (4.1.2) e (4.1.3) na ultima desigualdade, obtemos

I I
LY (1 ) g
| L] | Rn|

e assim temos provado o Fato 4.1.2. 0

Observagao 4.1.1. Note que existe ng = no(f), dado pelo Lema 4.1.1, tal que para todo n > ng
Card(f7(T,,) NCrit(f)) < 1. Isto ¢ porque, pela minimalidade,
infinito.

I (Tn)‘ vai para zero quando n vai para

Defini¢ao 4.1.1 (Tempos Criticos). Dizemos que j € {1,--- ,qut+1} € um tempo critico de f, se
12(T,) N Crit(f) # 2.

Observacao 4.1.2. Note que Card({tempos criticos}) < 3N.

Fato 4.1.3. Sejam 1 < j1 < jo < @n41 dois tempos criticos consecutivos de f. Entdo para todo
x € fH(T,) temos, '
ijQ_jl_l(a:)x ’fJQ(IYL”
[fit ()]

com as constantes de comparabilidade dependendo sé das real bounds.

Prova do Fato 4.1.3. Observemos que frzmn=l. g+l ) — f32(T,) ¢ um difeomorfismo. O Fato 4.1.1
implica que Y2271 fi(f1TY(T,))| < 3, e pelo Fato 4.1.2 o intervalo f72~71=1( f71+1(T,)) contém uma
vizinhanca 7—escalada de f72=71=1(f71+1([,)). Pelo principio de distorcdo de Koebe (veja Lema A.2.1

no apéndice A) existe uma constante Ko = Ko(f) > 1 tal que para todo z,y € f/1+1(I,,) temos que

Jj2—ji1—1
1 DR e
Ko = |Dfr=n=1y)|

|£72 (1))

Seja y € o ponto dado pelo Teorema do Valor Meio tal que D f72=71=1(y) = (L] Entao
n
para todo = € fHL(1,),
L [f72(I1n)] 11 |72 (Ln)]
— - < DfRPTIT () < Kp—5———— .
Ko = T = B
O

A prova do Lema 4.1.1 seque-se da combinacao do Fato 4.1.3 junto com o item (3) no Lema 2.2.1
e a regra da cadeia:

) J(]
Dfi(x) < (3d)3N KN ’f“(_ T)’ para todo x € I, e j € {1,-++ ,qns1},
n
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onde N é o numero de pontos criticos de f, d € o mdximo das criticalidades destes pontos criticos e
Ky = Ko(f) € dado pelo Fato 4.1.5.

4.2 Derivada Schwarziana negativa do mapa de primeiro retorno

Nesta seccdo vamos provar que os tterados de uma vizinhanc¢a do ponto critico cg, incluindo o
iterado do primeiro retorno, tem derivada Schwarziana negativa em seus pontos requlares. O nidmero
ng = no(f) € N € o mesmo dado pelo Lema 4.1.1.

Lema 4.2.1. Seja f um mapa multicritico do circulo. Ezxiste ny = ni(f) € N tal que para todo n > ny
temos que

Sfi(z) <0 paratodo j € {l,---,qus1} € para todo x € I,, ponto regular de f7.
Do mesmo jeito,
Sfi(x) <0 paratodo j € {1,---,q} e para todo x € I, 11 ponto regqular de f7.

Prova do Lema 4.2.1. A prova que damos a continuagao segue a exposigao em [dFdM99, paginas 380-
381]. Vamos provar o lema somente para x € I,, ponto regular de f/ com j € {1,---, g1} (0 outro
caso é analogo).
Pelo item (1) do Lema 2.2.1, para cada ponto critico ¢; existe uma vizinhanca U; C S' e uma
constante positiva K; tal que para cada z € U; \ {¢;} temos
K;

Sf(x) < TP <0. (4.2.1)

Seja U = Uiév_l U;, e V C S conjunto aberto que nio contém nenhum ponto critico de f e tal
que YUV = S'. Notemos que M = SUpy ey ’Sf(y)’ é finito. Seja 6, = maxo<j<q,,, \I,JL\ Sabemos que
9, — 0 quando n — oo, pois f é topologicamente conjugado a rotagao. Escolhemos ny = ni(f) > no
suficientemente grande tal que J,, é mais pequeno que o nimero de Lebesgue do cobrimento {U, V} do
circulo para todo n > ny. Usando a regra da cadeia da derivada Schwarziana temos que

) it 2
@) = Y SF(f@) (D@ (4.2.2)
k=0
para todo n > ny e todo € I, ponto regular de f/. Agora, vamos decompor esta suma como

2" (z) + 2{ (z) onde .
2@ = Y SHA@) [P @)] (4.2.3)

k:Ikcu
e Egn) (z) é a suma sob os termos restantes.

Agora vamos proceder através das seguintes etapas:

(i) Como I, C U, a suma no lado direito de (4.2.3) inclui o termo para k = 0, a saber Sf(z). Como
todos os outros termos em (4.2.3) também sao negativos, e dado que |z — ¢o| < |I,,|, deduzimos
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de (4.2.1) que

(n) K
by — . 4.24
G TAE (4.2.4)
(ii) Observemos que
2
@) < Y IssM @)l [pf@)] (425)
Ikcy
Pelo Lema 4.1.1 existe K = K(f) > 1 tal que
(n) k o [ TN
2@ < X ISH IR
IkCy "
K2
< M= Ik 2
ncy (4.2.6)
2
<M —— IF ¥
< My Jnax |1 D |1
Ikcy
K2
< M——0p.
T P

Escolhendo n; suficientemente grande tal que K 2M$, < K; para todo n > ni, deduzimos das
desigualdades (4.2.4) e (4.2.6) que Sf7(z) < 0 para todo j € {1, ,gn+1} € para n > ny. O

4.3 Beau bounds

O termo beau bounds foi introduzido pelo Sullivan em [Sul88] referia a constantes que assimptotica-
mente sio universais. O objetivo nesta seccio € provar que as constantes dadas no teorema 2.2.2 sao
beau, mais precisamente vamos provar o sequinte resultado:

Teorema 4.3.1 (Beau bounds). Dado N > 1 em N e d > 1 existe uma constante C = C(N,d) > 1
com a sequinte propriedade: dado uwm mapa multicritico do circulo f, com mdzrimo N pontos criticos
cujas criticalidades sao limitadas por d, existe ng = no(f) € N tal que para todo n > ng e todo par de
intervalos adjacentes I, J em P, temos

/]
— < I L .
S<l<o

Uma consequéncia imediato do Teorema 4.3.1 é a segquinte afirmacao.

Corolario 4.3.1 (Corolario do Teorema 4.3.1). Egziste ju1 € (0,1) tal que para todo x € S e para todo
n >0, se Pylz] representa o intervalo em Py, que contém o ponto x entdio

|Pralz]] < g [Prafz]].

A prova do Teorema 4.3.1 seque a estrategia usada em [dFAM99], mas adaptada no caso de vdrios
pontos criticos. Nas sequintes subsecgcoes vamos decompor os iterados de f como mapas com distor¢cao
de cross-ratio limitado por cima, com isto vamos reprovar a Desigualdade de Cross-ratio, ou Lema
2.2.2, o que tmplica o Teorema 4.5.1.
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4.3.1 Decomposigao dos iterados de f

Nesta subsecgio ¢; denota algum ponto critico do mapa multicritico do circulo f, e U; a vizinhanga
de ¢; dada pelo Lema 2.2.1. Alids, n1 € N é o nimero natural dado pelo Lema 4.2.1.

Lema 4.3.1. Dado € > 0 existe na € N, no = na(e, f) > n1, que satisfaz a sequinte propriedade: dado
n>ng, A€ P, ek €N tal que f1(A) esta contido num elemento de Py, para todo 1 < j < k, podemos
escrever

FHIA* = gpodp_10...0¢1,
onde:

1. Para mdximo 3N + 1 valores de i € {1,....,k}, o mapa ¢; é um difeomorfismo com distor¢ao
limitada por 1+ €.

2. Para mdzimo 3N wvalores de i € {1,...,k}, o mapa ¢; € a restricio de f a algum intervalo contido
em Uj.

3. Para os restastes valores de i, o mapa ¢; € ou a identidade ou um difeomorfismo com derivada
Schwarziana negativa.

Na prova sequimos a exposicao dada em [dFdM99, paginas 352-353].

Prova do Lema 4.3.1. Seja Cp = Cy(f) > 1 a constante dada pelo Principio de distor¢ao de Koebe
(Lema A.2.1). Seja C > 1 e p € (0,1) dados pelo Teorema 2.2.2. Seja 6 € (0,1) constante tal que
(1+0)%exp(Cyé) < 1+¢, esejany €N tal que

4log(6p32/C)
log p

ng > nq +

Notemos que 0 < (u!/4)"2=™ < §43/2/C. Dado n > ny definimos m = m(n) = [*£™|. Seja A e k
como no enunciado, consideremos J,, € Py, tal que A C J,, e além disso, Jp, € Py, com J,, C Jp,.
Tomando n suficientemente grande, podemos assumir que A* C J,,.

Seja s > 0 o menor namero natural tal que f*(J,,) contém um ponto critico de f.

Afirmacao 4.3.1. A distorcdo de f?, no intervalo A*, esta limitada por cima por 1 + €.

Prova da Afirmacdo 4.3.1. Substituindo nj por n1+1 se for necessario, podemos assumir que f7(.J,,,) €
Pn, para todo j € {0,...,s — 1}. Pelo Teorema da real bounds, o espago 7 do intervalo A* no interior
de J, esta limitado por cima por:

S 1T - 1 <1> L(n—m)/2] B <1>(n—m)/2.

T=Ca T \u c \u
Como m < ”Jr%, temos que n —m >n — ”J’;“ = "5 e entdo
1 _C C
=< Eu("‘mw < E(ul/‘l)n—m < Jus< 6. (4.3.1)
.
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Agora, vamos estimar a suma ¢ dos comprimentos dos iterados de J entre 1 e s. Dado que

"J“% < m+ 1 temos que m —ny > "5 — 1, e assim para todo j € {0,--- , s} obtemos

] * m—n ) * n—m 1 3/2 i *
()] < pklmmmd 2Ly pa e )] < (u/h) <u> 17 (Tn,)]
< 2P
Portanto

=D T < S <6, (4.3.2)

pois pela combinatoria Zgzg |F7(J%)] < 3.

Das desigualdades (4.3.1), (4.3.2) e pelo principio de distor¢ao de Koebe (A.2.1) obtemos que a
distorcao no intervalo A* esta limitada por cima por

(146)%exp(Cpd) <1+¢.
O

Para provar o Lema 4.3.1 vamos decompor a orbita de A* sob f de acordo com o seguinte algoritmo.
Para todo 7 € {0,1,...,k — 1} temos duas opgoes:

1. Se f¥(Jn,) ndo contém ponto critico de f, definimos o mapa ¢ como f*, onde s > 1 é o menor
ntmero natural tal que f***(J,,) contém um ponto critico de f. Argumentando como no Fato
4.3.1 acima, observamos que este casso satisfaz o item 1) no enunciado.

2. Se f%(Jy,,) contém um ponto critico ¢ de f vamos assumir, tomando ng suficientemente grande,
que f*(A*) C I, (c) Uln,+1(c). Entdo temos duas opgoes:

(2.1) Se f{(A*) ndo contém este ponto critico (e portanto nenhum outro) seja s > 1 o menor
natural tal que f**(A*) contém um ponto critico de f, definimos o mapa ¢ como f*. Pelo
Lema 4.2.1 (e como a composi¢ao de difeomorfismos com derivada Schwarziana negativa
¢ um difeomorfismo com derivada Schwarziana negativa) este casso satisfaz o item 3) no
enunciado.

(2.2) Se o ponto critico pertence a f*(A*) definimos o mapa ¢ como um iterado de f (e assim,
este mapa satisfaz o item 2) no enunciado).

Note que, pela combinatéria, a primeira opcao acontece maximo 3N + 1 vezes, enquanto que a
segunda acontece méximo 3N vezes. O

Corolario 4.3.2. Dado N > 1 natural e d > 1, existe uma constante C = C(N,d) > 1 com a sequinte
propriedade: dado f mapa multicritico do circulo, com N pontos criticos cujas criticalidades estio
limitadas por d, ewiste n3 = n3(f) tal que para n > n3, A € P, e k € N tal que f7(A) esta contido
num elemento de P, para todo 1 < j <k, temos:

CrD(fH: A A% < C.
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A prova do Coroldrio 4.3.2 seque-se da decomposicao obtida no Lema 4.5.1, combinando a Observa-
¢ao A.2.1 no apéndice A, Lema A.2.2 ¢ Lema 2.2.1 item (4). Observemos que a constante C' depende s

da quantidade de pontos criticos e f e de seus ordens, mas ndo de f mesmo. De fato, basta considerar
C = (1+1/2)2B3N+1)(942)3N

4.4 Prova do Teorema 4.3.1

A prova das real bounds, Teorema 4.3.1, é a mesma prova do Teorema das Real Bounds 2.2.2 dada
em [EdF15, Se¢io 3, p. 8-16] ou no apéndice B de esta tese, so que nesta vez substituimos a desigualdade
de Cross-Ratio 2.2.2 pelo Coroldrio 4.3.2.



Capitulo 5

Consideracoes finais

Como mencionamos no final do capitulo 3, para que a conjugacdo entre dois mapas multicriticos
seja pelo menos quase-simétrica, precisamos que a quantidade de pontos criticos seja a mesma para 0s
dois mapas. De fato, a conjugacio deve levar ponto critico em ponto critico. Para que a conjugacdo seja
pelo menos C' precisamos que este mapa preserve os graus de cada ponto critico, pois isto é equivalente
a pedir que o raio das medidas dos segmentos limitados por pontos criticos sejam 0s mesmos para 0S

mapas multicriticos, veja Lema 2.2.4. Este dltimo é um invariante da conjugacio C'. Um problema
interessante seria encontrar todos os invariantes por conjugagoes suaves, veja [dM11].

Pergunta 5.0.1. Quais sao todos os invariantes por conjugacoes suaves entre mapas multicriticos do
circulo?

Conhecer a distdncia entre as renormalizacdes geradas pelos dois mapas também permitira obter
informacgao sob a conjugagdo, como no caso uni-critico (veja por exemplo, [dFdM99] ou [KT07]). Ba-
seados nesses resultados, estabelecemos a sequinte pergunta no cendrio multicritico:

Pergunta 5.0.2. Sejam f e g dois mapas multicriticos do circulo com mesma assinatura. Se as n-
ésimas renormalizacoes ao redor de cada ponto critico convergem juntamente na topologia C° e expo-
nencialmente rdpido, entdo toda conjugacio candnica h : S — S' ¢ um difeomorfismo de classe C*. Se
o nimero de rolagdo € de tipo limitado entdo h é um difeomorfismo C'%, para 0 < o < 1 universal?.

Observacao 5.0.1. A pergunta anterior estd enunciada para mapas multicriticos com criticalidades
IMPATES, POIS Para o caso uni-critico isto € valido. Nao temos como acreditar ou desacreditar na resposta
afirmativa de wma pergunta similar para criticalidades nao inteiras, jd que para o caso uni-critico esta
problema ainda esta aberto.

Nossa definicao do operador renormalizacdo € aquela dada no capitulo 2. Nés acreditamos que este
operador € adequado para encarar o problema da suavidade da conjugagao. Tal como acontece no caso
uni-critico, para provar a convergéncia exponencial das renormalizacoes precisariamos de um conceito
que permita estender o pares multicriticos comutativos (veja capitulo 2 sec¢ao 2.3) em todo o plano,
isto seria wma especie de pares multicriticos holomorfos (veja [dF99] para a defini¢io de este tipo de
mapas no caso uni-critico e criticalidade impar igual a 3).

No casso uni-critico, assumindo convergéncia exponencial das renormalizagoes podemos achar con-
traezemplo para a rigidez, veja [dFdM99] e [Avil3]. E natural perguntar-se pela condicio minima que
o numero de rotacao deve satisfazer para garantir a existéncia de tais contraezemplos. Enunciamos a
sequinte conjectura, ainda em aberto, devida a Avila em [Avil3).
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Conjectura 5.0.1. Se as renormalizacéoes parabolicas de dois mapas uni-criticos do circulo, analitico
reais, convergem erponencialmente e se 0s coeficientes na expansdo em fracdo continua ngo satisfazem
Ina, = O(n), entio tais mapas do circulo ndo sdo conjugados por um difeomorfismo C1*%, para todo
0<a<l.

A respeito da conjectura 5.0.2, € razondvel acreditar que o resultado possa falhar para qualquer
ndmero de rotagdo irracional, tal como acontece no caso uni-critico. Assim, é de esperar existéncia de
contraezemplos como aqueles construidos em [dFdM99], no caso C*, e em [Avil3] para o caso real
analitico, para que a conjugacio ndo seja C'.

Seja A C [0,1] o conjunto dos nimeros de rotagio p = [ag,a1,---| que satisfazem as sequintes
propriedades:

1
1. limsup,,_, - > j—1loga; < oo,

2. lim,,_,s loga, =0,

Jj=k+1
do niimero de rotagdo e satisfaz w,y(t) > 0 para todo t > 0 e tw,(t) — 0 quando t — 0.

1 n
3. - Zk+” loga; <w, <%> , para todo 0 < n < k, onde w, é uma fungdo que depende unicamente

O conjunto A foi definido em [dFdM99]. Este conjunto tem medida de Lebesgue total e contém o
conjunto dos niumeros de tipo limitado, alguns nimeros Liouville e alguns nimeros Diofantinos.

Com a definigio do conjunto A, enunciamos mais uma pergunta referente a mapas multicriticos do
circulo.

Pergunta 5.0.3. Eristern mapas multicriticos do circulo com mesma assinatura e mesmo nimero de
rotag¢do (que nao pertence ao conjunto A) tal que toda conjugacao candnica entre f e g, que preserva
0s graus de criticalidade, nio pode ser um difeomorfismo C'T para todo 0 < o < 1.

Em [Pal15], Palmisano provou dois mapas do circulo com um intervalo flat, mesmo nimero de
rotagdo de tipo limitado e que satisfazem a consequéncia do teorema das real bounds para alguma
partigao do circulo, sdo conjugados por um mapa quasi-simétrico do circulo. Assim, surge a sequinte
pergunta

Pergunta 5.0.4. Dados dois mapas do circulo que possuem um intervalo flat e o mesmo nimero finito
de pontos criticos non-flat, com mesmo nimero de rota¢do de tipo limitado. Existe uma conjugacao
entre estes dois mapas que seja quase-simétrica?.



Apéndice A
Mapas do circulo

Neste apéndice apresentamos os conceitos e técnicas mais relevantes em relacio aos mapas do cir-
culo. Além disso, mostramos as provas dos resultados mais relevantes enunciados no capitulo 2 e usados
ao longo do texto. A principais referéncias relacionada com esta parte da teoria sao os livros [KH] e

[dMvS93].

A.1 Numero de rotacao

Dado um homeomorfismo do circulo f : S — S, dizemos que F : R — R ¢ um levantamento de
fsemroF = fom, onde m: R — S ¢ uma aplicagio de recobrimento, por exemplo w(z) = €2™*. O
ndmero de rotacao do mapa f € o numero real definido como

p(f)=p = lim (@)

n—oo n

Este limite sempre existe, é independente do ponto x e, se Iy, Fy sao dois levantamentos de f que
produzem dois nimeros de rotagio p1,p2 € R entao p1 — pa € Z. O termo nimero de rotagao foi
introduzido pelo Poincaré, [Poi82], esta quantidade, a grosso modo, mede a taza média de rotagdo de
orbitas ao redor do circulo.

O niimero de rotagdo pode ser expresso como uma fragdo continua,
1
P:[a07a1,"',an,"']: (All)
ag+ —mMM
a + ——

1
anp + —

a qual é finita ou infinita, dependendo de se p € racional ou irracional, respectivamente. Truncando
a fragao continua (A.1.1) no nivel n — 1, obtemos a sequéncia de fragoes reduzidas {pn/qn}nen, 08
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convergentes de p, mais precisamente,

pi:[a07a17"'7an—l]: ! .
gn 1

an—1

Cada fragdo pn/qn € a melhor aproximagao a p por fragoes cujo denominador é no mdzimo ¢y
[Khi97, Capitulo II, Teorema 15/, temos:

Se 0<q<gq, entao 'p—pn

an

, para todo p € N,

<lp-2
q
Definindo po = 0 e p1 = 1, temos que a sequéncia de numeradores satisfaz

DPntl = GpDp + Dn—1 poaran > 1.

Analogamente, definindo qo = 1 e q1 = ag, obtemos a sequinte propriedade recursiva dos denominadores,
0s quais chamamos de tempos de retorno,

Gn+1 = QnQn + qn—1 para n > 1.

As sequéncias {pn}neN, {qn}nen satisfazem a seguinte propriedade.

Lema A.1.1. [Khi97] Para todo n € N,

gnPn+1 — qni-1Pn = (_1)n . (A.1.2)

Prova do Lema A.1.1. A prova segue-se por indugao. Notemos que qop1 —qipo = 1 e que, q1p2 —qap1 =
apa; — ajag — 1 = —1. Suponhamos agora que ¢p,pni1 — Gnt1Pn = (—1)7,

Gn+1Pn+2 — n+2Pn+1 = Gn+1(@nt1Pnt1 + Pn) — (@nt1Gn+1 + @n)Pnt1
= On+19n+1Pn+1 T Pnln+1l — On+1Gn+1Pn+1 — GnPn+1
= _<qnpn+1 - Qn+1pn) = (_1)n+l.

O

Defini¢ao A.1.1. Seja p = [ag,a1, -] € R\ Q. Se existe M > 0 tal que a,, < M para todo n € N
dizemos que p € de tipo limitado.

Exemplo A.1.1 (Proporcao durea). Seja p = 1+2\/‘F’, a propor¢ao durea ou o numero dureo. Os quo-
cientes parciais na fracgdo continua de p, sdo todos iguais a um, i.e. a, = 1 para todo n > 0. Pelas
propriedades indutivas dos convergentes de p, obtemos que:

po=0,pr=1,p=1p3=2,ps=3,ps=5, -
QO:L(Il:17(]2:27(13:37(14:5aQS:8a"‘-

Assim, seus convergentes sdo os raios dos niimeros de Fibonacci.

Se B > 0, o nimero de rotagao p € R\ Q satisfaz a condicao Diophantina da ordem [ se existe
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uma constante C > 0 tal que, para todo p/q € Q

(A.1.3)

D C
p—=|=2 .
o-2l>
Os nimeros que satisfazem (A.1.3) quando = 0, sao os nimeros de tipo limitado. O conjunto dos

numeros de tipo limitado sao densos em [0, 1] mas tem medida de Lebesque zero (veja [Khi97, capitulo
111, Teorema 29/ ou [Gual?2, Lema A.1.3]).

Os niimeros Diofantinos sao todos os nimeros p que satisfazem a desigualdade (A.1.3) para algum
B > 0. Este conjunto de nimeros possui medida total de Lebesque. Todo nimero irracional que ndo
€ Diofantino é chamado nimero de Liouville, portanto os nimeros de Liouville possuem medida de
Lebesgue zero.

Seja R, : St — St a rotagio de dngulo p € R\ Q no circulo, i.e. para todo x € S*, Ry(x) =z + p.
Pelas propriedades anteriores, para todo x € S e para todo n € N os iterados R} sdo os retornos mais
préoximos de x, assim para todo j < qp,

|z — R (z)| < |v — R)()].
De fato, os primeiros retornos q, se aproximam ao ponto x de forma alternada:
RI'(z) < RE (x) < RPN )<<z < < Rk (z) < - < R (7) < R ().

O nmimero de rotagdo ¢ invariante por conjugacoes’ (veja [KH, Capitulo 11, pdgina 388]). A racio-
nalidade ou irracionalidade do nimero de rotacdo determina o comportamento do mapa:

Proposicao A.1.1. Seja f homeomorfismo do circulo que preserva orientacao. Entao p(f) € Q se e
somente se f tem uma drbita periddica. Neste caso, todas as drbitas tem o mesmo periodo.

Veja uma prova da proposi¢ao anterior em [KH, Capitulo 11, pdaginas 389-390]). Em particular, as

rolagdes racionais Ry, salisfazem RZ;Zq(x) =z, para todo x € S e todo n € Z.

Para o caso irracional temos o sequinte resultado,

Teorema A.1.1 (Teorema de classificacio de Poincaré). Seja f : ST — S homeomorfismo que preserva
orientagao com numero de rotagdo irracional p(f) .

e Se f € transilivo enldo f € conjugado a rotagao rigida R,y).
e Se f ndo € transitivo entio f ¢ semi-conjugado® & rotagdo R,p)-

Veja uma prova do Teorema A.1.1 em [KH, Capitulo 11, piginas 397-398].

Proposicao A.1.2. Seja f um homeomorfismo do circulo sem pontos periddicos, entio existe um
conjunto K tal que a(r) = w(z) = K, para todo x € S'. Se K tem pontos interiores entdo K = S*,
em caso contrdrio, K é um conjunto de Cantor.

Uma conjugacio h : S* — S* entre dois mapas do circulo f e g é um homeomorfismo que satisfaz ho f = goh. Neste
caso, dizemos que f e g sao topologicamente equivalentes

*Uma semi-conjugacdo h: S* — S* entre f e R,y & uma aplicagao continua e sobrejetora tal que ho f = R, o h.
Neste caso, dizemos que f e R,y sao combinatoriamente equivalentes
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Veja [dMvS93, Capitulo pdginas 33-34]. O conjunto K da proposicao anterior é chamado conjunto
minimal de f.

Seja M um espago métrico compacto e f : M — M wma aplicacdo continua. Dizemos que f €
unicamente ergédica se existe uma tnica medida de probabilidade 1 em S* tal que, para todo A C S*
Boreliano, temos p(A) = p(f~1(A)). Lembramos a sequinte propriedade que € satisfeita por rotagdes
IrTacionaLs.

Teorema A.1.2. [Teorema da Equidistribui¢cio de Kronecker-Weyl] Toda rotagao irracional, R,, €
unicamente ergddica.

Prova do Teorema A.1.2. Nesta prova, vamos usar a notacio multiplicativa de S' e o seguinte resul-
tado:

Lema A.1.2. Se para cada fungao continua ¢, de um conjunto denso no espago C(X), as médias
de tempo (1/n) Zz;é o(fF(x)) convergem uniformemente para uma constante entio f é unicamente
ergodica.

Pelo lema anterior, é suficiente verificar que as médias de tempo para cada funcao continua de um
conjunto denso de fun¢oes uniformemente continuas convergem para uma constante. Agora, pelo teo-
rema de Weierstrass, os polindmios trigonométricos formam um conjunto denso no conjunto das fungoes
continuas na topologia uniforme. Como a convergéncia uniforme a uma constante é uma propriedade
linear, entdo é suficiente verificar convergéncia uniforme para todo sistema completo de fungées, por
exemplo, para as fungbes caracteristicas x,(x) = exp(2mima). Para m # 0, temos

Yo (By) () = exp(2mim(a + p)) = exp(2mimp) xin ()

e também
1! 1t |1 — exp(2mimnp)| 2
- E RE == E 2mimkp)| = .
n £ Xm ( p(x))‘ ‘n 2 exp(2mimkp) n|exp(2mimp)| = n|exp(2wimp)|

Esta ultima expressao vai para zero quando n — oo, isto implica que a rotacao irracional é unicamente
ergodica. O

Pelo teorema anterior e Teorema A.1.1, todo homeomorfismo do circulo com nimero de rotagdo
irracional é unicamente ergddico.

Seja f é um mapa do circulo combinatoriamente equivalente & rotagdo rigida correspondente. Aqui,
I,(z) denota o intervalo do circulo com pontos extremais x e fi(x). Temos o sequinte resultado:

Lema A.1.3. Para todon >0 e todo v € S*, a colecio de intervalos
Pu(z) = {f'(In(z)): 0<i<qgn1—1} U {f/(Inp1(x)): 0< 5 <gn—1}

¢ uma particao do circulo (modulo pontos extremais), chamada a n-ésima particao dindmica associada
ao ponto x.

Prova do Lema A.1.3. Por facilidade, nesta prova vamos omitir a letra z em P, (x). Como as familias
P, estao dindmicamente definidas, vamos assumir nesta prova que f é uma rotacao rigida no circulo
unitario de angulo 6, onde 6 € [0,1) é um namero irracional.

Sendo irracional, # tem uma expansdo em fragao continua, digamos 6 = [ag, a1, --]. As propriedades
aritméticas da expansdo em fragdo continua descritas no comeco deste apéndice implicam que, para
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todo ponto z € S, os iterados {f9 (x)}nen sdo os retornos mais prorimos da orbita de x pela rotacio
rigida f, no seguinte sentido:

d(m,fq"(x)) < d(x,fj(:n)) para todo j € {l,...,q, — 1}

onde, d denota a distancia estandar em S'. Em particular, todos os membros da familia

{Ina f(In)7 e ,an-»-l*l([n)}

sao dois-a-dois disjuntos, e todos os membros da familia

{In-‘rla f(‘[n-i-l)v to 7fqn71(‘[n+1)}

sdo, também, dois-a-dois disjuntos. Além disso, afirmamos que dois membros qualquer na unido de estas
familias (lembre que esta unido é precisamente a definicao de P,) sao disjuntos. De fato, suponhamos
por contradi¢io que existe i < gni1 €7 < g, tal que f1(L,)Nf7(I,11) # @. Sem perdida de generalidade,
podemos supor que i < j = i + [, para algum | < g,, e que o ¢,—ésimo iterado de todo ponto = € S!
esta & esquerda de x, portanto o g, —ésimo iterado esta & direita de z. Temos trés opgoes:

(1) S¢+fj(In+1) C fi(I,), entdo o ponto extremal f/(c) = fi*!(c) esta mais proximo a fi(c) que
f¥(¢), mas isto é impossivel pois | < gp.

(2) Se fi(I,) C fi(I,41) entdo f7/(I,.1) intercepta f'(I,y1) e isto ¢ impossivel como tinhamos
explicado antes.

(3) Se fI(I+1)\ fi(I) # @ entdo temos duas opgdes, ou fI(c) € fi(I,) ou entdo fiTM+1(c) € fi(I,).
No primeiro caso, o ponto f/(c) = f*(c) esta mais proximo a fi(c) que fiT9(c), e dado que
| < g, isto é uma contradi¢do. No segundo caso, o ponto fiT9(c) = fI(fi+i=J(c)) é um ponto
que esta mais perto de f7(c) que fIHn+1(c), isto é impossivel pois g, +i — j < gnr1-

Portanto, dois membros qualquer de P, sdo disjuntos, como tinhamos afirmado.

Finalmente, dado que estamos supondo que f é a rotagio rigida de angulo 6 no circulo unitario
(normalizado) os comprimentos dos intervalos I, e Ij,+1 880 |0 —pn| = qn|0—pn/qn| € Gnt1|Pn+1/dn+1—
6|, respectivamente. Logo, o comprimento total da unido dos membros de P,, é igual a:

pn+1 DPn
dndn+1 ( - >’ = |ann+1 - ann+1|'
dn+1 dn

Pelo Lema A.1.1, este valor absoluto € igual a 1, isto é, a unido de todos os membros de P, é um
conjunto compacto de medida total de Lebesgue, e assim cobre o circulo inteiro. O

A.2 Cross-ratio e derivada Schwarziana

Seja N o circulo unitdrio ou o intervalo [0,1]. Sejam M e T dois intervalos em N tal que M esta
compactamente contido em T (propriedade que denotamos por M € T ). Definimos o a-cross-ratio e o
b-cross-ratio do par de intervalos (M, T'), respectivamente como seque

| M]|T| LI B]
= b =

onde L e R sdo as duas componentes conezas de T \ M.
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Estes tipos de cross-ratios nao sao os unicos definimos em dindmica uni-dimensional, o uso de um
ou outro cross-ratio depende dos propdsitos dos autores. De fato, a relagdo entre o a-cross-ratio e o
b-cross-ratio esta dada por: a(M,T)+1 = b(M,T)~L. Notemos que os dois cross-ratios sio preservados
por mapas Moebius; i.e. se ¢ € um mapa Moebius entao

a(M,T) = a(p(M),d(T)) e b(M,T) = b($(M),d(T)).

Neste apéndice, vamos fazer uso do b—cross-ratio, a razdo de esta escolha é simplesmente por
facilidade de nossas contas. Este cross-ratio esta relacionado com o Modelo de Poincaré do intervalo.
Mais precisamente, se T = («, ) € um intervalo de N, definimos a densidade de Poincaré de T como

) —«
pr(z) = my

para todo x € T.

Integrando pr(x) com respeito de z, obtemos a medida de Poincaré em T. Assim, o comprimento
de Poincaré do intervalo M (com pontos extremais © e a+ /2), em T esta dado por

(p(M) = /M pr(z)dx =logb(M,T).

Ezxiste um conceito que mostra como € alterado qualquer cross-ratio sob homeomorfismos. Seja
f: N — N uma fun¢ao continua, e seja U C N um conjunto aberto tal que f|y é um homeomorfismo
sob sua imagem. Se M C T C U sao intervalos, com M € T, definimos a distor¢do do b-cross-ratio de
f no par (M, T) como o quociente

(S (M), J(T))

CrD(f; M, T) = bV, T)

Se f|T é uma transformacao de Moebius, entao CrD(f; M,T) = 1 para todo M € T. Além disso, se
flr € um difeomorfismo sob sua imagem e log D f|r tem variagdo limitada V(f) (por exemplo, se f é
um difeomorfismo de classe C?), entio CrD(f; M, T) < e?V(f),

Observemos que para j > 1 temos a sequinte regra da cadeia da distor¢ao de cross-ratios,

j—1
CrD(f7; M, T) = [ CrD(f; £/(M), F1(T)) - (A2.1)

1=0

Seja f: T — f(T) um difeomorfismo de classe C*, definimos a distorcio de f como

Dist(f,T) = sup D))

asyer DY)l

Notemos que Dist(f,T) = 1 se e somente se, f é um mapa afim em T. Em qualquer outro caso
temos que Dist(f,T) > 1. Pelo Teorema do valor Médio, obtemos o sequinte fato

Observacao A.2.1. Seja ¢ > 0. Se Dist(f,T) < 1+ ¢, entdo CrD(f; M,T) < (1 + €)? para todo
McCTCN.

Como foi dito antes, dados dois intervalos M C T C S' com M € T, denotamos por L e R as duas
componentes conezas da diferenca T'\ M. Definimos o espaco de M em T como o menor dos raios
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|L|/|M| e |R|/|M|. Se o espago é T > 0 dizemos que T contém uma vizinhanga T-escalada of M.

Lema A.2.1 (Principio de distor¢ao de Koebe). Para cada £,7 > 0 e cada homeomorfismo unidimen-
sional f existe uma constante K = K(¢,7, f) > 1 da forma

1\2
K = (1 + 7_) exp(Co¥),

onde Cy € uma constante que depende s de f, com a seguinte propriedade. Se T' € um intervalo tal
que fF|7 é um difeomorfismo sob sua imagem e se Zgig |fI(T)| < ¢, entao para cada intervalo M C T

para a qual fk(T) contém uma vizinhanca T-escalada de fk(M) temos que,

1 1D

<K
[DfE(y)| —
para todo x,y € M.

A prova deste lema pode ser achada em [dMvS93, Capitulo IV, pdgina 295].

Outra ferramenta usada em dindmica unidimensional € o derivada Schwarziana. Este operador foi
introduzido pela primeira vez por J. L. Lagrange em [Lag79], e deve seu nome ao matemdtico inglés
Arthur Caley, veja [dSG10, Capitulo IV.2, pagina 149].

Definicdo A.2.1. Para todo mapa f : N — N de classe C3 e para todo x € N, ponto regular de f,
definimos a Derivada Schwarziana de f no ponto x como

D3f(z) 3 (D?f(x)>2
Df(x) Df(x)

Da definigio A.2.1, obtemos a sequinte regra da cadeia

S(go f)(x) = Sg(f(x))|Df(2)* + Sf(x),

Sf(x) =

e paran > 1,
S (x ZSf Fi@)|Df ().

As sequintes sao propriedades da derivada Schwarziana de um mapa.

1. Sf =0 se e somente se f(x) = ggig para a,b,c,d € R.

2. Se Sf <0 entido Sf™ <0, para todo n € N.

3. (Principio do Minimo) Seja T = |[a,b] intervalo fechado e seja f : T — R uma fun¢ao continua
sem pontos criticos tal que Sf(x) < 0 para todo x € T. Entao

|Df(z)| > min{|Df(a)|,|Df(b)|} para todo x € (a,b).

Uma prova destas propriedades pode ser achada em [dMvS93, Capitulo 11, se¢ao 6] e [dMvS93, Ca-
pitulo IV, segao 1].
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A relacao entre a distorcao de cross-ratio e a derivada Schwarziana esta descrita no sequinte resul-
tado

Lema A.2.2. Se f : N — N ¢ um difeomorfismo de classe C3 com Sf < 0 em todos seus pontos
requlares, entdo para todo par de intervalos M C T C N temos que CrD(f; M, T) < 1.

O lema prévio é um resultado conhecido, mas como ele é usado fortemente neste texto a sequir
damos uma prova.

Prova do Lema A.2.2. A prova é uma adaptacao de [dMvS93, Se¢ao IV.1] para o b—cross ratio, que
¢ nosso contexto. Primeiro observe que se ¢ é uma transformacao de Moebius, entdo D(¢, M,T) = 1.
Sejam a, d os pontos extremais do intervalo T e b, ¢ 0s pontos extremos do intervalo M. Vamos chamar
R e L as duas componentes conexas de T'\ M. Seja ¢ a transformacdo de Moebius tal que ¢o f(a) = a,
pof(b) =be¢o f(d) = d. Afirmamos que ¢ o f(c) > c¢. Suponhamos que nao é verdade, isto é,
suponhamos que ¢ o f(c) < ¢. Pelo Teorema do Valor Médio existem zy € [a,b], 21 € [b,c] e 22 € [¢,d]

tal que
D(do f)(z0) = (b(f(a)i - Zﬁ(f(b)) 1. D60 f)(z) = ¢(f(c)i - ;b(f(b)) -1
Digo f)(zs) = <Z>(f(d)c)l - f(f(c)) -

Se z1 € (z0,22), e como S(¢po f) =Sf <0, as desigualdades anteriores contradizem o principio do
minimo para difeomorfismos do circulo com derivada Schwarziana negativa 3. Portanto, ¢(f(c)) > ¢
como tinhamos afirmado. Agora, se z; = zp, obtemos que z; = zg = b, e entdo D(gf) o f) by =1e
o(f(c)) = c. Isto implica que D(gf) o f) (¢) < 1 (de outra forma, o Principio do Minimo implica que
D(qﬁo f)(a;) > 1 para todo x € (b,c), o que é impossivel pois 0 mapa ¢ o f fixa b e ¢). Novamente, isto
contradiz o Principio do Minimo ja que ¢ € (b, z2). O caso restante z; = 29, é analogo.

A desigualdade ¢(f(c)) > ¢, implica que:

b(¢o f(M),¢o f(T)) _ |MUL|¢(f(c)) —d|
b(M,T) | Rlla —¢(f(c))|

E como ¢ é Moebius, CrD(¢ o f; M,T) = CrD(f; M,T) e assim temos provado o lema. O

CrD(¢po f; M, T) = < 1.

Portanto, um mapa com deriwvada Schwarziana negativa contrai b-cross-ratios. Em contraste, ma-
pas com derivada Schwarziana negativa expandem a-cross-ratios, i.e. para todo M € T C N temos
a(f(M), f(T)) > a(M,T) (veja [dMvS93, Capitulo IV, pdgina 273]). De fato, f preserva cross-ratios
se e somente se Sf = 0.

A.3 Pontos criticos non-flat

Definicao A.3.1. Seja I um intervalo compacto ou o circulo S, e seja f : I — I um mapa C*. Seja
¢ um ponto critico de f, i.e. Df(c) =0, se para todo d € N temos que

lim Df(c+1)

=0
t—0 td—1

dizemos que ¢ € um ponto critico de f de tipo flat. Isto implica que f é C* em ¢, além disso, a derivada
de qualquer ordem de f no punto ¢ é nula.
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Caso contrdrio, dizemos que ¢ é um ponto critico de tipo non-flat de ordem d, se d é o menor inteiro
tal que:
lim

t—0

D{j(dc_ft) £0. (A.3.1)

O nimero d também é chamado de criticalidade ou grau do ponto critico c. Neste casso, f € de
classe C% no ponto critico e temos que D" f(c) = 0 para todo n € {1,2,--- ,d — 1} e D?f(c) = 0. De

fato, o valor do limite A.3.1 € l(j f(‘):)

Se 0 mapa € suficientemente suave, a definicao anterior implica o seguinte resultado

Lema A.3.1. Seja f de classe C" para r > d. O ponto critico ¢ é non-flat de ordem d se e somente
se existem difeomorfismos locais o, de classe C" com ¢(c) = o f(c) =0 e tal que po fop ! éo
mapa t — t% ao redor de zero.

Prova do Lema A.3.1. Seja ¢ um difeomorfismo do circulo de classe C" com ¢(c) = 0 e denotemos por
g o mapa t — t%. Definimos 1) = go po f~1 entdo ¥(f(c)) = 0. Seja 2 um ponto numa vizinhanca de
zZero,

Du(z) = Do (@) Dol 1) gy 77137

tomando limite,

1
—1 -
, d(p(c+ 1)
= lim D ) ———
i Dele+ )= v
_d!'Dy(c)
- Dif(e)
Portanto, 9 é diferenciavel numa vizinhanca de zero, e sua inversa, que esta dada por ¢~ = fop~tog™!,
também ¢ diferenciavel. O

Observagao A.3.1. Se ¢ € um ponto critico de tipo non-flat de f, entdo existe uma vizinhanca U de
¢ tal que Sf(x) <0 para todo x € U \ {c}.

A seguinte propriedade é vdlida em torno do ponto critico de um mapa critico do circulo. Como
esta propriedade € muito usada nesta tese, fornecemos uma prova inspirada na aquela encontrada em

[Gual2, Apéndice AJ.

Corolario A.3.1. Seja f homeomorfismo do circulo de classe C*. O ponto critico ¢ é de tipo non-flat
se e somente se para todo C > 1 existe U vizinhanga de ¢ tal que para todo to,t1 € U\ {c} temos

T f(to) — f(e)]
= 1fe) —fo) =°

Prova do coroldrio A.3.1. (Veja |Gual2, Apendice A, Lema A.3.1]) Suponhamos que a desigualdade
A 3.2 é valida. Pelo Teorema de Taylor, existe U vizinhanca de ¢ tal que para todo t € U temos

d

to — ¢ to — ¢

c! (A.3.2)

t1 —c t1 —c

d

-3 DIO ey v,
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onde lim;_.,. % = 0.
Por hipétese, para t € U temos a seguinte cota por cima

10 = 1(0) NP ey 1O, )= O]

[t — c|@ — (t—c) = veu |tr—cl?
Logo, o seguinte limite existe
d
i SO = fle) D fle) 1 ()
M=l S =) I g
Como M nao é infinito,
[ Df(c) D*f(c) D f(c) D’f(c)
1 e
Hm [(t e v S TY e R i 3 T s R Tl gl
portanto Df(c) = D?f(c) = --- = D 1f(c) = 0.
Por outro lado, como M nao é zero entao
[ Df(e) D?f(c) D’f(c)
| T
i {(t —c)d=1 " 21(t — )42 T (t —c)d 70,

e assim, D?f(c) # 0. Consequentemente, ¢ ¢ um ponto critico de f de tipo non-flat de ordem d.
Agora, suponhamos que ¢ &€ um ponto critico de ordem d. Para C' constante maior que um, consideremos
a funcéo
Dif(e)| (C -1
o) - IPEIC=1)
d (C+1)

(A.3.3)

Como D%f(c) # 0 entdo a funcio € é um difeomorfismo real-analitico que preserva orientacio para
valores de C' em (1, +00) e toma os valores no intervalo (0, |D?f(c)|/d!). A inversa de £(C) esta dada
por
D4 d!
Clo) - 1D+ e
|D?f(c)| — dle

Pelo teorema de Taylor,

(1) = Fl) _ (D ()]
%L“é( i —cfd >_ a7
Para C > 1 dado e ¢(C) € (0,|D?f(c)|/d!), seja U vizinhanca de c tal que para todo t € U \ {c} temos:
|D?f(c)] [f(t) = f(e)| _ [Df(c)]
a ST ge ST te
e assim, . .
(PR o) et <1700 - 01 < (PR 4 e) e o



Apéndice B
Prova do Teorema 2.2.2

Neste apéndice vamos provar o teorema das apriori real bounds (ou Limites Reais) para mapas
multicriticos do circulo ou Teorema 2.2.2. A prova que apresentamos aqui € a mesma encontrada em
[EdF'15], que em sua vez foi inspirada em aquela encontrada no artigo [dFdM99] para o caso de mapas
com um unico ponto critico. A diferenca entre estas duas provas é que, no caso de um ponto critico
os mapas f271 [t — T2 para 1 < iy < ig < quy1, sdo difeomorfismos e portanto é possivel usar o
Principio de Distor¢ao de Koebe (veja Lema A.2.1 em A) para controlar a distor¢ao do mapa. No caso
de mais pontos criticos, nao € possivel usar este principio pois os mapas considerados anteriormente
nao sao mais difeomorfismos. Neste caso, usamos a Desigualdade de Cross-Ratio (veja Lema 2.2.2 em

capitulo 2).

B.1 Comparabilidade de intervalos dinAmicamente simétricos

Seguindo o roteiro usado em [dF'dMI9] vamos provar a desigualdade 2.2.1 para intervalos dinami-
camente simétricos, i.e. para intervalos com um ponto extremo em comum x € Sl, e 08 outros pontos
extremais dados por fi*(x) e f~9(z), para algum n > 0. Para isto vamos precisar dos lemas B.1.1 e
B.1.2, embaizxo.

Lema B.1.1. Eziste uma constante C1 > 1 que depende sd de f e satisfaz o sequinte. Para cada n >0
existem 21, 29, 23, 24 € z5 pontos em St com Zj41 = fq”(zj) tal que

ol o< =zl o0 ai—28a (B.1.1)
|ziv1 — 2

Demonstragio. Seja n > 0 fixo e seja z € S o ponto tal que |fi(2) — z| < |f9(x) — z|, para todo
x € S'. Consideremos os seguintes sete pontos

= f7(E) = )z = ) 2 = (),

a =z, 25= f"(2), 26 = [ (2) .

Notemos que pela escolha de z,
|24 — 25| <|2i — zit1]| , paratodo0<i<5. (B.1.2)

Pela monotonicidade de fi, os sete pontos estao ordenados (em sentido horério ou anti-horario) da
forma em que foram introduzidos. Seja J C S! o intervalo com pontos extremais zy e zg que contém o
ponto z4. Para 0 < ¢ < 3 definimos T; = [z, zi+1] C J e M; = [zi+1, zi+2] C T;. Entao o homeomorfismo

o7
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f9 leva o intervalo T; sob T;11 € M; sob M;11, para 0 < i < 2. Além disso, pela forma em que os pontos
Ziy+ -+, Zit3 estao ordenados, a colegao de intervalos {T;, f(T;), ..., f%(T;)} tem multiplicidade de
interseccao igual a 3.

(i) Vamos provar B.1.1 para i = 4. Observe que por B.1.2 a desigualdade a esquerda é valida
com constante igual a um. Logo, s6 temos que provar a desigualdade da direita. Aplicando a
Desigualdade de Cross-Ratio para o mapa fi no par (M, T>) temos que existe uma constante
B > 1, que depende de f tal que

b(f ™ (Mz), f"(T2)) _ |23 — zallzs — z6ll22 — 2|

-qun;M27T2 = = SBv
( ) b(MQ,TQ) |Z4*Zﬁ||2’2*23’|24*25|
ou, equivalentemente, usando |zo — 23| < |29 — 24|

s =2l _ pla=zl g <|Z4 iz 1) <2B.

|24 — 25| |25 — 2] |25 — 26|
Portanto, definindo By = 2B = max{1,2B} obtemos

Bl < lzs =zl _ (B.1.3)
|24 — 2s]

(ii) Agora, vamos provar B.1.1 para i = 3. Usando o item (i) e B.1.2 temos |23 — z4] < Bi|za — 23]
Para obter a outra desigualdade, vamos considerar os intervalos M; e T1, e o mapa fi. Pela
Desigualdade de Cross-Ratio, obtemos

b(fT (Ma), [ (T2)) |22 — 2324 — 25]|21 — 23]

D(f; My, T1) = = < B,
( ) b0, 1) 25— 25l — 22l 2 — 2
Isto é,
|22 — 23] < |21 — 22|23 — 25 < gl ==l
|23 — 24] |21 — 23|24 — 25| |24 — 25|
Usando |z3 — 25| = |23 — 24| + |24 — 25| € 0 item (i), temos
B 1 <‘Z3 —al 1> < B(Bi+1).
|23 — 24 |24 — 25|
Agora, definindo By = B(Bj + 1) e colocando as duas desigualdades juntas,
29— 2
By < 22 = 2| <B,. (B.1.4)
|23 — 24

(iii) Finalmente, vamos provar B.1.1 para i = 2. Observemos que o item (i), item () e B.1.2 implicam,
|23 — 22| < Balzq — 23| < B1B2|24 — 25| < B1Ba|z1 — 22l

Para provar a outra desigualdade, vamos considerar o mapa f% e o par de intervalos (M, Tp).
Pela Desigualdade de Cross-Ratio, existe B > 1 tal que

b(f4 (M), [ (To)) _ |21 — 2ollzs — 2afl20 — 2o _ B
b(Mo, Tp) |zo — 2z3||20 — z1]22 — 24| =

D(f; Mo, Tp) =
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De isto, usando que |29 — 21| < |z0 — 22| € o item (ii) acima, temos

MSBM§B<W+1> < B(B,+1).
|20 — 23] |23 — 24| |23 — 24l

Definindo Bs = max{B(By + 1), BosB1} = Bj By, obtemos

1 _ |z — 2

By < Bj3. B.1.5
A PR B (B.L5)

Temos provado B.1.1 para C; = max{Bj, By, B3} = B3 > 1, constante que s6 depende de f. O

Lema B.1.2. Eziste uma constante Cy > 1 que s6 depende de f e satisfaz o sequinte. Sejam 21, 22, 23, 24
e z5 pontos dados pelo Lema B.1.1. Se wy, w1, w2, ws e wy sdo pontos no circulo tal que wjr = f4(w;)
e tal que w1 pertence no intervalo com pontos extremais z1 e zo que ndo contém o ponto z3, entdo

w1 — wa I (L B ]

< (9 e Cy <Cy parai=23. (B.1.6)

[wo — w = |wi — wiga]

Demonstra¢do. Para provar a primeira desigualdade, consideramos o intervalo 1" com pontos extremos
wp e ws, contendo os pontos zi,wi, 22, w2 € 23, e o subintervalo M = [wy,ws] C T. Notemos que a
colecao {T, f(T),..., f™(T)} tem multiplicidade de intersec¢ao igual a 3. Aplicando a Desigualdade
de Cross-Ratio a fi" e ao par (M,T), obtemos b(fi (M), fi(T)) < Bb(M,T), ou equivalentemente

\wl—w2|!w3—w4\ \wo—w1|!’w2—w3\

<B

< . (B.1.7)
|w1—w3|]w2—w4| |w0—w2|]w1—w3|

Como os pontos wg, 21, W1, - - ., 24, W4, 25 €stdo ciclicamente ordenados como foram dados, temos as
desigualdades |21 — 22| < |wg — wal, |we — ws| < |22 — z4], € |we — wy4| < |22 — z5]. Além disso, pela
escolha de z = z4 no Lema B.1.1, temos |z4 — 25| < |ws — w4|. Usando estos fatos em (B.1.7), obtemos

|wy — wo

<B|Zz—Z4HZ2725\ < B(C1+CH(1+Cy+C?) (B.1.8)

lwo —wi| T 21 — 22l[za — 25| T

onde temos usado as desigualdades do Lema B.1.1.
Para provar a cota superior na ultima desigualdade em (B.1.6), temos que observar que |w; —w;41| >
|z4 — 25| e que |wi—1 — w;| < |zi—1 — ziy1|. Usando as desigualdades (B.1.1), deduzimos que

|wi—1 —w;| _ |zic1 — 2l |z — ziga

lwi — wip1| T |24 — 25 |24 — z5]

<203 (B.1.9)

Para finalizar, a cota inferior da mesma desigualdade em (B.1.6) é obtida da mesma forma (o valor da
constante ¢ (203)71). Assim, (B.1.6) ¢ verdadeira para Co = max{2C}, B(C;+C?)(1+C1+C3?)}. O

Com os dois lemas anteriores estamos em condigoes de provar que intervalos dindmicamente simé-
tricos sdo compardveis. Observamos que, dado & € S', seja J,,(€) C S* o intervalo com pontos extremais

(&) e f1 (&) que contém &. Entdo U?igl 4 Ja()) = St
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Lema B.1.3 (Intervalos dindmicamente simétricos sdo comparaveis). Eziste uma constante C3 > 1
que depende so de f tal que, para todo n > 0 e todo v € S*, temos

Oy Har — f70(2)] < [f2 (@) — 2] < Cslz — f~9()]. (B.1.10)

Demonstracio. Notemos que é suficiente provar a segunda desigualdade em B.1.10 para todo z € S*
(para obter a primeira, substituimos = por f~9(z)).

Seja x € S', e sejam 21, 29, - - , 25 0s pontos dados pelo Lema B.1.1. Pela observacio dada antes do
Lema, aplicado a £ = 2o (portanto J,,(29) = J), existe 0 < i < g, 41 tal que f*(z) pertence ao intervalo
J cujos pontos extremais sdo z1 e z3 e contém o ponto ze. Entdo temos que fi(z) € [21,22] C J, ou
fi(x) € (z9,23] C J. Vamos assumir que estamos no primeiro caso, a prova para o segundo caso ¢
andloga.

Consideramos os pontos wy = fi7(x),w; = fi(x),ws = fiT(x) e wy = fiT2(z). Seja T o
intervalo com pontos extremais f~9 (x) e f24n(x) que contém o ponto z, e seja M = [z, fi(x)] C T.
Observamos que

_ e @) fr(2) - ()] _ = f0 ()

b(M,T < . B.1.11
WD) = o) = Fn @l = (o) = 1 (@) —al (B.L11)

Usando as desigualdades B.1.6 no Lema B.1.2, temos
(i), fi(T)) = Lo =l = sl (B.112)

fwo — wallwr —ws| T (1+Cr)2

Como {T, f(T),..., f4(T)} tem multiplicidade de intersec¢io maximo 3, entdo pela Desigualdade de
Cross-Ratio b(f'(M), f{(T)) < Bb(M,T), onde o valor da constante B é a mesma dos lemas prévios.
Combinando este fato junto com as desigualdades (B.1.11) e (B.1.12), obtemos que

|f? (x) — x| < B(1+ Cy)?|z — f~0(z)). (B.1.13)

Logo, temos provado B.1.10, para a constante C3 = B(1 + C3)2. O

B.2 Comparabilidade de seis intervalos dinidmicos

Com a comparabilidade dos intervalos dinamicamente simétricos vamos provar o sequinte resultado,
Proposicao B.2.1 embaizo. Este resultado afirma que os dtomos da particio Py, que estdo mais prozimos
do ponto critico cg, sao dois a dois compardvers.

Proposicao B.2.1. Os seis intervalos na Figura B.1 sdo dois a dois compardveis. Isto €, existe uma
constante Cy > 1 que depende sé de f tal que, para todo n > 1 e para todo I,J intervalos adjacentes
da fomdlia {1, Lnyr, I, LV T L7 temos

L_
— <= <Cy. B.2.1
G -

Demonstra¢do. A prova vai ser dividida nos seguintes passos.



(i)

(iii)

(iv)
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Ign+]_—q'r|_ Iﬂ.-l-]. Iﬁ, Iﬁn

(= =
o i

____________E

e )

I;'::n+1

Figura B.1: Seis intervalos compardveis.

Os intervalos I, e I sao compardveis. Como estes intervalos sao dinamicamente simétricos, com
respeito a seu ponto extremo em comum f?(cy), entdo pelo Lema B.1.3 temos que

—1
C L) < 11| < Gl (B.22)
Os intervalos I7"*' e L' sio compardveis. Dado que estes intervalos sdo dinamicamente
simétricos com respeito do ponto extremo f+1(cy), entdo novamente pelo Lema B.1.3 obtemos
—1|7qn+1 an+1—¢ qn+1
Os intervalos I}" ™™™ e I, sido compardveis. Consideremos o intervalo I,, ™, com pontos extremais

co e [~ (cp). Como este intervalo é dinamicamente simétrico com o intervalo I,,, entao pelo Lema

B.1.3 temos
Cy I, < [T < ColT, ™. (B-2.4)

Do lado direito da desigualdade (B.2.4), a inclusao % C [Int17 g I+t 6 6 lado esquerdo da
desigualdade (B.2.3), podemos deduzir que

[1n| < C3(Cs + 1)[Lin+r74m | (B.2.5)

Agora, como I"™ C I, UI,, e além disso, os intervalos I,, ™" e I,, sio dinamicamente simétricos,
entao usando a desigualdade da direita de (B.2.3) obtemos

[+ < C3(Cs 4 1) 1] -
De esta ultima desigualdade junto com (B.2.5), chegamos a

C3 M (C3 4+ 1)1, | < I8+ < O3(C3 4 1) |1 (B.2.6)

Os intervalos I, e I,+1 sdo compardveis . 5 aqui que usamos a propriedade de Power-Law do ponto
critico cg. Note que I,:ﬁ“ C I, e que os intervalos I,:ﬁ“ e I,11 sao dinAmicamente simétricos
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com respeito do seu ponto extremal em comum cy. Assim, usando o Lema B.1.3 obtemos
[ In+1] < Cs|1,| . (B.2.7)

S6 temos que provar a desigualdade na direcdo oposta. Consideremos o intervalo T = I,,41 U
I, U Il" e sua imagem f(T) por f, a qual contém o valor critico f(cp); note que a familia
{T, f(T),..., ft1(T)} tem interseccdo de multiplicidade igual a 3. Observamos a distor¢ao do
cross-ratio de fi"+1=! no par (I}, f(T)). Pela desigualdade de Cross-Ratio, temos

b(Ly™*, fo+1(T))

DI ) = <B. 29
" b(I, f(T))
Mas
b(Iq’VL+1 an+1 (T)) — ‘IZZ-T ) |Ign+1+qn‘ (B ) 9)
" [T+ [T e o

. + . e oA . .. .
Como os intervalos L7 e II"™ sio dinamicamente simétricos com respeito de seu ponto

extremo em comum, do Lema B.1.3 dizemos que a segunda fragao no lado direito de (B.2.9) é
limitado por acima por C3!/(1 4 C3). Os intervalos It e Iny1 também sdo dinamicamente
simétricos com respeito a seu ponto extremo em comum, logo novamente pelo Lema B.1.3 temos
Cy MInga| < I < CslLnga|; Alem disso, I7' C g U I, assim |17 < L] + | L.
Colocando estas estimativas em (B.2.9), obtemos que

I,
b(Lr+t, fi(T)) = 6, | |I+|1| : (B.2.10)

onde ; = C32(1 + C3)7L(1 + C3 + C2 + C$)~L. Isto limita o numerador de (B.2.8) por baixo,
agora 86 falta limitar o denominador por acima. Temos que

1+gn
Fry) = el "]

b(I} = : .
I |+ A (2| + |1

n’

(B.2.11)

. 1 , ~ . A . . L. .
Como os intervalos I} e I+T% também sdo dinAmicamente simétricos com respeito do seu ponto
extremal em comum, entdo usando o Lema B.1.3 mas uma vez obtemos

1
(12, f(1y) < 2o

B.2.12
~1+C5 |I} ( )

Aqui, usando a propriedade de power-law no ponto critico, temos que

d
!I%Tll <0 <|In+1) ’ ,
| 2] | In]

onde 79 > 0 é a constante dada no Lema 2.2.1 e dy > 1 é a criticalidade do ponto critico cg.
Levando isto na equagao (B.2.12) podemos dizer que

do
b(IL, £(T)) < 65 ('Iﬁj) , (B.2.13)
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onde 02 = 1Cs/(1 4+ C3). Combinando as equagdes (B.2.10) e (B.2.13) obtemos

1
| Tpt1] 01 \ 501
> —— = .
I,| ~ \ B, Os

Resumindo, temos provado que
O3|1,| < [Iny1] < Cs|I,] . (B.2.14)

n

(v) Os intervalos I,, e Il | sdo compardveis. Como I | C I, entdo || < |I,|. S6 falta provar
a desigualdade na outra diregao. Para isto, consideremos o intervalo T* = I U [l" U 12,
Vamos dar uma olhada na distor¢ao do cross-ratio do par (Ii",T*) pelo mapa f¢+1~%_ Como
a familia {T*, f(T%),..., f=»+1~9(T*)} tem multiplicidade de intersec¢io igual maximo 3, entdo

pela Desigualdade de Cross-Ratio, temos

Intl  f£Gnit1—qn *
b f (TD<B (B.2.15)

D(frn=ins [ T) = ==y <
n o

Os intervalos Ig’fll e I+1 sdo dindmicamente simétricos com respeito de seu ponto extremal em
comum f+1(cg). Além disso, os intervalos fin+1—dn([20") = [In+1Hdn o [0 o536 dinamicamente
simétricos a respeito do ponto fa+1T9(cy). Alids, temos que I C I, U I,,+1. Combinando
estes fatos com a equacao (B.2.14) e Lema B.1.3, e depois de alguns calculos podemos concluir
que

|an+1 ‘Ign+l+Qn’ 03—293

b([dn+1  fAn+1=0n (T*)) = n+1 ‘
( n 7f ( )) |I;]Li+11| + |Ign+1| ‘Ign+1| + ‘Ign+1+%’ - (1 + 03>(1 + 03 + Cg)

Vamos limitar por cima o denominador na equagao (B.2.15). Como os intervalos I}" e T2 sdo
dinamicamente simétricos a respeito do ponto f(cp), entao aplicando o Lema B.1.3, obtemos

n 2 n n n
b([qn T*) — |IZ+1‘ ‘Inq ‘ < |IZ+1‘ CS C§ ’IZ+1|
" L4 e |+ 129 — Uil 1+ C5t — 1+ 050 |

Juntando (B.2.16) e (B.2.16) novamente em (B.2.15), finalmente obtemos

041, < |11

onde
(4 ahegies

YT B+ )1+ Cs+CY)

As desigualdades (B.2.2), (B.2.3), (B.2.6), (B.2.14) e (B.2.16), proporcionam cotas para 5 dos 15 quo-
cientes envolvidos em (B.2.1). Os outros 10 sao obtidos como produtos de maximo 4 dos 5 quocientes.
Definindo K = max{C3(C3 + 1),05*,0; '}, obtemos que as 15 desigualdades em (B.2.1) sdo validas
para Cy = K*. O
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B.3 Prova do Teorema 2.2.2

Para provar o Teorema 2.2.2 vamos usar a Desigualdade de Cross-Ratio para propagar as desigual-
dades obtidas na Proposicio B.2.1 para qualquer par de intervalos adjacentes de Pp. Seja M € Py,
e L, R seus intervalos adjacentes nessa particao. Vamos chamar T = LU M U R, logo s temos que
provar que o b-cross-ratio b(M,T) € limitado por baizo por uma constante dependendo da constante Cy
na Proposi¢cdo B.2.1. Se M é um intervalo curto, existe j < g, tal que M = vJ@H e isto implica que os
intervalos L e R sdo o0s dois intervalos longos. Suponhamos que R € o intervalo I% e L = I%Jrq"“_q".
Como fi~J ¢ um homeomorfismo que leva o intervalo M sob o intervalo M* = IZZA e o intervalo
T sob T* = ;" U Ifl’fﬂ U I", entdo pela Proposi¢io B.2.1, o cross-ratio b(M*,T*) ¢ limitado por
baizo (por uma constante que sé depende de Cy). Como a famdlia {T, f(T),..., f""I(T) = T*} tem
multiplicidade de intersecgdo mdrimo 3, pela Desigualdade de Cross-Ratio temos que

b T

D(f"~9; M, T) = BOLT) S

Por outro lado, como |L7"| =< |I || < |I3"|, entdo b(M,T) ¢ limitado por baizo (por uma constante
que depende de Cy). Assim, existe uma constante Cs que depende de Cy tal que

. . G —n . . .
ol [ Bl OB OB
j+Qn+1_Qn ] j+Qn+1_Qn ] - 5

| Iin | | 15| | Iin | | 15|

isto implica que |I579H 7| < I} 1| < ||, com constante de comparabilidade dependendo de Cy.
Observemos que o mesmo argumento € vdlido quando M ¢ um intervalo longo.



Apéndice C
Mapas quase-simétricos

Neste apéndice recapitulamos algumas propriedades dos mapas quase-simétricos e provamos a Pro-
posicao 3.0.1, critério chave usado para provar o Teorema 3.0.1 do capitulo 3.

Definicao C.0.1. Um homeomorfismo da reta que preserva orientacdo h : I — I é quase-simétrico se
existe uma constante K > 1 tal que, para todo x € I e todo t > 0, temos

1 Jh(z+t) - (@)
% < @ ka1 = K . (C.0.1)

Lema C.0.1. Seja h homeomorfismo quase-simétrico com constante de quase-simetria dada por K > 1,
entdo h é Holder com exponente
o log((K +1)/K)
log 2 '

Prova do Lema C.0.1. (Veja |[GH02, Pagina 462| ou [Ahl66]) Observemos que pre e post composi¢ao
de um mapa quase-simétrico por mapas afines ¢ novamente um mapa quase-simétrico com mesma
constante de quase-simetria. Assim, podemos supor que h(0) =0 e h(1) = 1. Sejax =1/2 et =1/2.

Pela desigualdade (C.0.1) temos
1 1 K
<hl=z) < ——.
K+1° <2> “K+1

e < () = (51)

Como h é mono6tona, se 2% <z< 2%1 entao

o= (i) - () () e ()

Como 1/2" <z, temos que —nlog?2 < log 2. Observemos as seguintes igualdades

Portanto, para todo n > 0,

logo — Mog2log(K/(K + 1)) _ nlog2.log(K/(K +1)) _ log2 log(K/(K +1))"
8T T Tlog(K/(K+ 1) log(K+1)/K)  log((K +1)/K)

65
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Entao,
log(K/(K +1))"

>
log = (a0
log 2
log(K+1/K) n
ou seja, log s > log (KLH) . Consequentemente, h(z) < C z® para a = W. O

O principal interesse neste tipo de mapas € que estes sao restrigoes de mapas quase-conformes no
semiplano superior. Reciprocamente, a restricdo de todo mapa quase-conforme do semiplano superior
na reta é um mapa quase-simétrico (veja [Ahl66] e [AB56]).

C.1 Prova da Proposicao 3.0.1

Nesta subse¢ao vamos provar a Proposicao 3.0.1. Para isso vamos precisar do sequinte lema

Lema C.1.1. Seja {Q,}n>0 uma fine grid ' com constantes a e p. Seja I C S* um intervalo com
interior nao vazio, e seja n = n(I) o menor nimero natural tal que I O A para algum dtomo A € Q,.
Entao existe um intervalo U D I que satisfaz as sequintes duas propriedades:

(1) U € uniago de mdximo 2a intervalos de Qy,;
(i) U] < a Y1+ p)|I|, onde a ¢ a constante em (3.0.1).

Prova do Lema C.1.1. Suponhamos que [ interseta 3 intervalos diferentes e consecutivos de Q,_1,
digamos A1, Ao, Az, onde Ao fica entre A; e As. Entdo Ag C I; mas isto contradiz a definicao de
n = n(I). Portanto, I deve estar contido na unido U de maximo dois intervalos de Q,_;. Como as
Q,, criam uma fine grid, cada atomo de Q,_1 é unido de maximo a intervalos de Q,,, entdo item (i)
é verdadeiro. S6 falta provar item (ii). Dado que I D A € Q,, seja A* o tnico atomo de Q,_; que
contém A. Pelo item (i), U contém A* e maximo mais um outro atomo A** € Q,, 1 adjacente a A*.
Pela propriedade (c) da defini¢ao de fine grid 3.0.3 e pela desigualdade (3.0.1) no capitulo 3, obtemos

U] <A+ [A™] < (1+p)|A% <a M1+ p)Al <a M1+ p)|] .

Prova da Proposi¢cao 3.0.1. Precisamos verificar a seguinte condigao

1 h(z+1t) - hiz)
K h@-hw-p ="

para todo z € S' = R/Z e t > 0, e para alguma constante K > 1. Seja I = [z — ¢, 2 + t] o intervalo
do circulo que contém o ponto z, com I = [~ UIT, onde [~ = [z —t,z] e [T = [z, 2 + |. Pelo Lema
C.1.1, existe n = n(I) e um intervalo U D I tal que U esta no interior de maximo 2a intervalos de Q,
e |U| < p1|I], onde p; = a~1(1 + p). Seja p o menor inteiro positivo tal que fPp; < i. Escrevemos U
como a uniao de intervalos de Q,1,, ou seja,

U=J1UJoU---UlJds,

onde J; € Qpyp, 1 <7 < s estdo ordenados no sentido anti-horério sobre o circulo. Note que s < 2aPt1,
Por (3.0.1) e indugéo, temos que |J;| < BP|J|, onde J C U é unido de um tnico intervalo de Q,, que

'Veja capitulo 3 definicdo 3.0.3.
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contém J;. Consequentemente obtemos
D T* P P 1
Ll < 87171 < 71U < 8Pl < 111
Mas isto significa que pelo menos um dos intervalos J;’s, digamos J;,, estd contido em I~. Entao, temos
que Ji, C I~ eque IT C Jjy11 U Jjyqo U--- U Js. Alids, pela hipotese (3.0.2), para todo 1 <i < s—1

temos |h(J )| ]J ’
i+1 i+1
Tl <A+ <Atop,
|h(J3)] | Ji

de isto segue-se que
A(Jitv)]

<(A+p)¥ foralv=1,2,--- s —1i.
|h(J;)]

Portanto
ha+1) —h(@) _ W] _ Ll b2
h(z) —h(z —t)  |h(I7)| = \h&-m < ZO““P) < Z A+ p) .

v=1 v=1

. . : . +1
Isto prova que h é K-quase-simétrica com constante de quase-simetria K = Zzazpl (A +p)¥, a qual s6

depende das constantes a, p, A da fine grid. O
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