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Resumo

GONCALVES, G. C. Rudimentos de Mecanica, A¢oes Hamiltoneanas e Aplicagcao Mo-
mento. 2015. 120 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
de Sao Paulo, So Paulo, 2015.

Essa dissertacao trata de geometria simplética e suas aplicagoes, apresentando conceitos tais
como o gradiente simplético e também o teorema de Darboux. Discutimos a formulagao Lagrange-
ana da mecéanica, apresentando as equagoes de Euler-Lagrange e, usando a geometria simplética,
mostramos como estes naturalmente evoluem para o formalismo Hamiltoneano e as equacoes de
Hamilton. Introduzimos também o conceito da métrica de Jacobi e demonstramos o teorema de
Noether. Apresentamos o conceito de acbes simpléticas e Hamiltoneanas, bem como aplicagoes
momento e comomento. Sao demonstrados resultados importantes como o teorema de Kirillov-
Kostant-Sourieau para orbitas coadjuntas e a reducao simplética de Marsden-Weinstein-Meyer. Os
resultados centrais apresentados sdo o teorema de Atiyah-Guillemin-Steinberg de convexidade, o
teorema de Schur e Horn para matrizes unitarias e o teorema de Delzant, este ultimo sendo apre-

sentado apenas com uma idéia da prova.

Palavras-chave: agoes, aplicagao momento, mecanica.
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Abstract

GONCALVES, G. C. Rudiments of Mechanics, Hamiltonian Actions and Momentum
Map. 2015. 120 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, So Paulo, 2010.

This thesis is about symplectic geometry and its applications, presenting concepts such as the
symplectic gradient and also Darboux’s theorem. We discuss the Lagrangian formulation of me-
chanics, presenting the Euler-Lagrange equations and, using symplectic geometry, show how those
naturally evolve into the Hamiltonian formalism and the Hamilton equations. We instroduce also
the concept of the Jacobi metrics and prove Noether’s theorem. We also introduce the concept
of symplectic and Hamiltonian actions as well as moment and comoment maps. We prove impor-
tant results such as the Kirillov-Kostant-Sourieau theorem for coadjoint orbits and the symplectic
reduction of Marsden-Weinstein-Meyer. The central results presented are the convexity theorem
of Guillemin-Atiyah-Steinberg, the Schur and Horn theorem for unitary matrices and the Delzant

theorem, this last one being presented only with an idea of the proof.

Keywords: actions, mechanics, momentum map.
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Introducao

Uma forma simplética é uma 2-forma fechada e nao-degenerada, e uma variedade simplética é
um par (M,w) onde M é uma variedade e w é uma forma simplética em M. Como a forma simplética
é nao-degenerada, para todo funcional H : M — R, chamado Hamiltoneano, podemos associar um
campo Xy com a propriedade dH = w(Xy,-). Chamamos X de gradiente simplético ou campo
Hamiltoneano associado ao Hamiltoneano H. esse conceito é muito 1til em certos formalismos de
mecanica, onde o fibrado cotangente, que é um exemplo de variedade simplética, é usado para
representar o espago posi¢ado-momento.

Uma agao ¥ de um grupo de Lie G numa variedade simplética M é dita simplética se ela preserva
a forma simplética w. Sabemos que cada elemento 1 de g algebra de Lie de G induz um campo X". E
possivel mostrar (vide proposi¢ao 2.3.2) que para uma agao simplética, esses campos sao localmente
Hamiltoneanos. Se isto for véilido globalmente a agao sera chamada fracamente Hamiltoneana. Neste
caso podemos definir uma aplicagao linear p* : g — C°°(M) que a cada 7 elemento da algebra de
Lie associa uma fungao p*(n) tal que o campo Hamiltoneano X - (,y associado a ela coincide com
o campo X". Se além disso p* for um homomorfismo de Lie (entre o colchete de Lie e o colchete
de Poisson) p* sera chamada aplicagdo comomento e a agao sera dita Hamiltoneana (vide definigao
2.3.4). Finalmente, se invertermos a ordem dos argumentos dessa fun¢ao, podemos definir a aplica¢ao
momento p: M — g* por u(p)(n) = p*(n)(p). Como veremos no capitulo 2 0 momento linear e o
momento angular sao exemplos de aplicagdo momento.

Um dos resultados centrais desta tese serd teorema de convexidade de Atiyah-Guillemin-Steinberg
que garante entre outras coisas, que a imagem da aplicacdo momento associada & agao de um toro
¢ um conjunto convexo (vide teorema 3.1.1). Discutiremos aqui a prova de Atiyah [8|, baseado em
[3] € [5]. Um outro teorema, chamado teorema de Delzant [9], afirma que esse conjunto nao so é
convexo, mas pertence a classe especial dos politopos de Delzant e esta associado univocamente
a uma unica variedade simplética térica. Apresentaremos na segdo 3.4 uma idéia da prova desse
teorema, baseado em [1]. Um outro teorema importante apresentado, que é um corolério do teorema
de convexidade é o teorema de Shur e Horn, que afirma que a diagonal de uma matriz unitaria esta
no casco convexo das permutagoes do seu espectro (vide 3.1.2)

Agora discutiremos o contetdo da dissertagao por capitulo. O capitulo 1 mostra uma aplicagao
da geometria simplética, em particular seu papel em desenvolver um formalismo para a mecénica.
Na se¢ao 1.1 apresentamos o formalismo Lagrangeano, definindo o funcional acéo e derivando as
equacoes de Euler-Lagrange na secao 1.1.1, tanto para R™ quanto para variedades. Em seguida
mostramos na se¢ao 1.1.2 como esse formalismo realmente reflete a mecénica de Newton e na
secao 1.1.3 apresentando os conceitos de Transformagao de Legendre e funcional energia que serao
necessarios mais adiante. Encerramos a segao com a prova do teorema de Noether e um exemplo
de sua aplicacao em 1.1.4.

A segao 1.2 comega com uma introdugdo & geometria simplética na se¢ao 1.2.1 comegando com
formas simpléticas e estruturas lineares simpléticas, espagos vetoriais e variedades simpléticas, se-
guidos de exemplos. Em seguida apresentamos o teorema de Darboux, que diz que localmente toda
variedade simplética é equivalente ao R?>"” munido de sua forma simplética candnica. Introduzimos
também conceitos tais como o gradiente simplético e o complementar simplético que serao usados
mais a frente, por exemplo, na defini¢do de aplicagdo momento e no teorema de reducao de Marsden,
respectivamente. Na secao 1.2.2 definimos as equagoes de Hamilton no fibrado cotangente e, com a
transformagao de Legendre, mostramos que, para certos Lagrangeanos, podemos escolher fungoes
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Hamiltoneanas tais que suas respectivas equacoes de Euler-Lagrange e de Hamilton sejam equiva-
lentes sob o isomorfismo da transformacao de Legendre. Encerramos o capitulo com a se¢ao 1.2.3
apresentando a prova do teorema da métrica de Jacobi que apresenta, para certos Lagrangeanos L,
uma métrica cujas geodésicas equivalem as solugoes das equagoes de FEuler-Lagrange para L.

No capitulo 2, come¢amos com uma revisdao de acoes diferencidveis na secdo 2.2, revendo os
conceitos de acgao infinitesimal, agoes adjunta e coadjunta de um grupo de Lie e equivaridncia. Na
secao 2.3 introduzimos o conceito de agoes simpléticas e Hamiltoneanas, apresentando as aplicagoes
momento e comomento e a relacdo entre as duas. Apresentamos também alguns lemas que nos
auxiliam a criar novas agoes Hamiltoneanas a partir de acoes Hamiltoneanas existentes, bem como
exemplos de tais agoes, alguns dos quais serao usados no capitulo 3. Na se¢ao 2.4 demonstramos o
teorema de Kirillov-Kostant-Sourieau que diz que toda érbita coadjunta é uma variedade simplética
e que a agao coadjunta restrita a essa 6rbita é Hamiltoneana. Esse teorema sera usado na segao 3.3
para provar o teorema de Schur e Horn. A secao 2.5 é dedicada a provar o teorema de Marsden-
Weinstein-Meyer de redugao simplética que nos permite usar uma agao Hamiltoneana para reduzir
uma variedade preservando a forma simplética e também como fazer uma "redugao parcial"quando
temos um grupo produto, fazendo a redugdo com uma componente e induzindo uma acao da outra
componente no quociente (tais ideias serdo utilizadas na ideia da prova do teorema de Delzant,
segao 3.4).

O capitulo 3 contém os resultados principais da dissertacao. Comegamos pelo teorema de con-
vexidade de Atiyah-Guillemin-Steinberg na secao 3.2. Para provar esse teorema introduzimos na
secao 3.2.1 o conceito de estruturas triplas, uma estrutura quase-complexa, uma métrica Riemanni-
ana e uma forma simplética compativeis em algum sentido, e na se¢ao 3.2.2 apresentamos fungoes
de Morse-Bott, que sao fungoes cujos pontos criticos formam subvariedades cujo espacgo tangente
coincide com o kernel de sua Hessiana. Combinando esses dois elementos apresentamos na segao
3.2.3 a demonstragao do teorema de convexidade. Nas secoes 3.2.2 e 3.2.3 sao enunciados lemas sem
prova a fim de nao desviar a atengao do leitor do foco principal. As provas desses lemas sao feitas
na secao 3.2.4. Em seguida, na secao 3.3, apresentamos um corolério do teorema de convexidade,
o teorema de Schur e Horn para matrizes unitarias. O tltimo teorema apresentado é o teorema de
Delzant, na secao 3.4. Por ser um teorema com muitos aspectos técnicos, apresentamos aqui apenas
uma idéia da prova, fazendo um caso especifico de dimensao baixa e, ao final, explicando como se
faria a prova para um caso de dimensao maior.



Capitulo 1

Mecanica e Rudimentos de Geometria
Simplética

Apods a modelagem original de Newton outros formalismos surgiram para lidar com o mesmo
problema por outras abordagens. Esses formalismos nao sao meras formas de reescrever a mecénica
classica de Newton. Eles ja foram adaptados a outros problemas em areas aparentemente nao
relacionadas, como a economia e a biologia.

Neste capitulo serao apresentados dois formalismos. O Lagrangeano se baseia em encontrar pon-
tos criticos de funcionais, buscando curvas que o minimizem. J4 o Hamiltoneano usa fundamentos
de geometria simplética para encontrar curvas que preservem alguma quantidade.

Esse capitulo é baseado em [4].

1.1 Formulagao Lagrangeana

A formulagao Lagrangeana se baseia em encontrar pontos criticos de um funcional cujo dominio
serd um espaco de curvas. Veremos que tais curvas minimizam uma grandeza ao longo delas, e que
elas estao intimamente relacionadas a geodésicas da geometria Riemanniana. Na verdade, veremos
que, para certos Lagrangeanos, podemos encontrar uma métrica (chamada métrica de Jacobi) tal
que as curvas criticas do funcional sejam geodésicas.

1.1.1 Equagoes de Euler-Lagrange

Seja M variedade Riemanniana e L : TM — R fungdo suave que chamaremos Lagrangeano.
Dados g, z1 € M, defina C31(M) como o conjunto das curvas a : [0,1] — M suaves por partes
com a(0) = x¢ e (1) = x1. Entdo o funcional ag¢do associado a L é a fungao I, : C3l (M) — R
dada por

1
I1(q) :/0 L(c/(t)) dt (1.1)

A formulacao Lagrangeana se baseia no principio da ag¢do minima: as solu¢bes do sistema sao
aquelas que minimizam o funcional a¢do associado ao Lagrangeano. Queremos entao buscar pontos
criticos de I, para encontrar curvas que minimizem esse funcional. Para isso, no entanto, precisamos
antes definir um objeto chamado variacao.

Definigao 1.1.1. Considere uma curva o € Cgl(M) e pontos 0 = tg < ... < t, = 1 tais que
04|(t1-,t1-+1) é suave para todo i € {0, ... ,n}. Uma variagdo de o € uma fungao suave por partes h :
[0,1] X (—€,€) = M, com € >0, tal que h' = hly, 4, \]x(—e,e) € suave e hg = o, onde hs(t) = h(s,1).
Dizemos que a variagao € propria se hs(0) = a(0) e hg(1) = a(1) para todo s € [0,1].

Agora podemos definir que uma curva o € C31(M) é ponto critico de I, se %IL(hs)Lg:o =0

para toda variacao h de «.
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No lema 1.1.3 adiante dada uma Variagzio h de uma curva a € Cyl(M) iremos querer calcular
Bh

= (t) existe para todo t em
que « é suave. Para ver que a derivada parc1al existe num t; onde « nao é derivavel, recorde que
Pt 51 1]% (—e,c) SET Suave é equivalente a encontrar § > 0 e extensao hi i (ti—0,ti1+0)x(—€,€) = M
88’? (t;), usando i1 ou hi. Mas,
note que hi~1(t;) = h'(t;) pela continuidade de h, logo G (t;) esta unicamente definido.

Antes de prosseguir, apresentaremos um lema que sera atil nas préximas passagens, chamado
lema fundamental do cdlculo das variacoes.

suave de h;. Logo, para cada t; temos
Ohs

Lema 1.1.2. Seja f = (f1,..., fn) : R® = R™ suave tal que fOIZ?:O fi(t)é;(t)dt = 0, para toda
fungio 6 = (01,...,0,) : R™ — R™ suave com §(0) = §(1) = 0 para todo inteiro n > 0. Entao

F=0.

Seria interessante obter uma maneira mais eficiente de determinar pontos criticos de I;. O
lema a seguir mostra uma maneira para o caso M = R™. Veremos depois que a condi¢ao pode ser
extendida ao caso geral. Apenas para esclarecer a notacao utilizada, trataremos o Lagrangeano L
como uma funcio com dominio em R?™. As primeiras m coordenadas serdo chamadas g1, ..., gm €
as m ultimas, ¢, ..., Gm.

Note também os diferentes usos do sinal (-)" para curvas. Dada uma curva « : [a,b] — M, se M
¢ uma variedade diferenciavel arbitraria, o’ ¢ uma curva no fibrado tangente TM. No caso M = R",
por outro lado, a mesma notacao o’ denota uma nova curva com contra-dominio R", enquanto a
curva no fibrado tangente TR™ = R™ x R" é dada por (a,a’). Ambas as notagdes serao usadas e a
diferenca devera ficar clara pelo contexto.

Lema 1.1.3 (Equagoes de Euler-Lagrange). Sejam L : R™ xR™ — R um Lagrangeano, xo,z1 € R™
e a € C7l. Entao a € ponto critico de I, se, e somente se, valem as chamadas equagoes de Euler-

Lagrange oL o Lol o
T%(a()va())_éaiql(a()ﬂa())

Diremos entdo que o € solugao de Fuler-Lagrange para L, ou simplesmente solugao de Fuler-
Lagrange, quando o Lagrangeano em questao estiver claro.

Demonstracao. Considere h variagao propria de «, e chame § = 85? <0

Ly
_ / L (hs(t), (1) (1))
0

. Entao

d

h dt
ds £(hs)

s=0

logo

d

ds

/ aql ol), e dt*/ Z*L o/(t))0;(t) dt (1.2)

Considere a segunda integral. Usando integragao por partes, temos que

[ g o @) = 3 o), o 00| =[S G o), o )0

(1.3)
Como h é propria, temos que 6(0) = §(1) = 0. Logo, temos que a primeira parcela do termo a
direita é zero. Assim, substituindo (1.3) em (1.2) e colocando ¢; em evidéncia, temos

d

d

/ 8% (alt), () - (i;;L(a(t), o (1)) )3t

Assuma primeiro que « é solugao de Euler-Lagrange. Entao %I L(hs)|s=0 = 0 para toda variacao
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h de a. Por outro lado assuma que « é ponto critico de Ir,. Entao temos que o termo a direita da
igualdade é zero. O resultado segue pelo lema 1.1.2. O

Podemos definir solugdes de Euler-Lagrange também para uma variedade Riemanniana M ar-
bitraria.

Definigao 1.1.4. Considere M variedade diferencidvel e uma curva « : [0,1] — M. Dizemos que «
é solugao de Euler-Lagrange em coordenadas para um Lagrangeano L : TM — R no ponto ty € [0, 1]
se para toda carta v : U CR™ -V C M em M com a(ty) € V temos que

Ly

Tqi(drl oalty), (¥ to oz)'(to))

_ d 0Ly
~dt 9g;

(v toat), @ oa)(t))l= (1.4)

onde Ly = L ody. Dizemos que o € solucao de Euler-Lagrange em coordenadas para L se o €
solu¢ao de Euler-Lagrange em coordenadas sequndo L em todo t € [0,1]. Nos dois casos poderemos
omitir L quando este estiver claro.

O lema a seguir mostra que a definicao 1.1.4 tem o mesmo sentido de minimizar um funcional.

Lema 1.1.5. Sejam M wvariedade diferencidvel e L : TM — R wm Lagrangeano. Considere uma
curva o : [0,1] — M tal que existe ¢ : U CR —V C M carta de M com «([0,1]) C V. Entdo o €
de FEuler-Lagrange em coordenadas sequndo L se, e so se,

iIL(hs)

=0
ds

s=0

para toda h : (—¢,€) x [0,1] — M variagdo de o com h((—¢,€) x [0,1]) C V, onde I, € definido pela
formula 1.1.

Demonstragao. Se h: (—e,€) x [0,1] — M é como descrita no enunciado, temos que

d

&IL (hs)

= /1L(h5(t))dt
0

- /1 Ly(p" o hs(t))dt
0

d

= &ILw (¥~ o hs)

s=0

s=0

Nosso objetivo aqui é obter o resultado aplicando a proposicao 1.1.3. Mas observe que nem
toda variacdo de 1! o a pode ser escrita como ¢! o h, com h alguma variacdo de o com imagem
contida em V. Podemos, no entanto, contornar esse problema argumentando que, para toda variagao
g:(—€¢€) x[0,1] = R" de ¥~ ! o a, podemos encontrar ¢ < ¢ tal que § = gl(—eox[0,1] = v loh
para alguma variagdo h de o com imagem contida em V. E como

d d

—I =—1Ir (g
et (9)| = e (99|
d
=—I,, (v toh
ds Ly (¢ ° 8) s=0
o resultado entao segue da proposicao 1.1.3 O

Note que o lema 1.1.5 implica, ao menos num caso particular que as equacoes de Euler-Lagrange
independem de coordenadas, ja que sao equivalentes a um conceito intrinsico. Isso na verdade é um
caso particular de um fato mais geral, o de as equagoes de Fuler-Lagrange serem preservadas por
difeomorfismos, como as cartas de uma variedade. Esse fato é enunciado formalmente na proposicao
a seguir.
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Proposigao 1.1.6. Sejam M, N wvariedades diferencidveis e f : M — N um difeomorfismo. Se
L : TM — R é um Lagrangeano entao uma curva o : (—e€,e) — M ¢é de Euler-Lagrange em
coordenadas sequndo L se, e s6 se, f~' o« é de Euler-Lagrange sequndo Ly.

A prova é idéntica a do lema 1.1.5, trocando R™ por N e ¢ por f.

Vamos agora tentar generalizar o lema 1.1.5 para curvas quaisquer. Comegaremos provando um
seguinte lema, mas para isso precisaremos introduzir uma nova notacao. Ao considerar o funcional
agao, sempre fixamos dois pontos zg, x1 € M como os extremos das curvas consideradas. No lema a

X - ~ = . 120,71 : ;
seguir, dados pontos Zp e I1 usaremos usaremos a notacao I; para denotar o funcional definido
pela formula 1.1, mas com dominio C’g& (M). Manteremos dois pontos xg,z1 € M priviliegiados
fazendo I;°"" = 1Iy.

Lema 1.1.7. Sejam M wvariedade Riemmaneana e L : TM — R wm Lagrangeano. Se t1,ts € [0, 1]
com ty <tz ea:[0,1] = M, entdo se a € ponto critico de Iy, temos que |y, 4, € ponto critico de
7ot),alt2)
I )

Demonstra¢ao. Usando a formula 1.1 e a aditividade de integrais podemos ver que
a(0),a(t a(to),a(t a(ty),a(l
I1(a) = I @l ) + 17 (0l ) + 12 (0 )

Seja entdo h : (—¢, €) x [t1,t2] — M variagdo propria de af, 4, e defina b : (—¢,€) x [0,1] — M
por

a(t), caso contrario

ha(t) = {Es(t), se t € [t, ts]

h & uma variacdo de «, logo 17(hs) = 0. Como Ig(o)’a(to)(hs|[07to]) e Ig(tl)’a(l)(hshthl]) sao
constantes com relagao a s, temos que

jsfg(t())’a(tl)(ils) —0

O lema 1.1.7 nos d& o seguinte corolério

Corolario 1.1.8. Sejam M wvariedade Riemmaneana e L : TM — R um Lagrangeano. Entdo se
a:[0,1] = M € ponto critico de Iy, o € solugao de Euler-Lagrange em coordenadas sequndo L.

Demonstracao. Seja ¢ : U C R — V C M parametrizacao de M tal que V intercepta a imagem
de a. Considere t1,ty € [0,1] tais que «([t1,t2]) C V. Entao a curva & = aly, 4] € ponto critico

de Ig(tl)’a(t2). Pelo lema 1.1.5, &, e, portanto, «, sao de Euler-Lagrange em coordenadas segundo L

em todo tg € [t1,t2]. Como 1) era carta arbitraria, isto prova o resultado. O
O corolario 1.1.8 nos motiva a dar uma nova defini¢ao.

Definicao 1.1.9. Sejam M wvariedade Riemanneana ¢ L : TM — R um Lagrangeano. Dada uma
curva « : [0,1] — M, diremos que « € solugao de Euler-Lagrange sequndo L se o € ponto critico de
Iy.

Note que o corlario 1.1.8 nos garante se uma curva « é de Euler-Lagrange segundo um La-
grangeano L, entdao « é de Euler-Lagrange em coordenadas segundo L. Note também que, quando
M =R", o lema 1.1.3 nos garante que nao ha conflito de definigoes.
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1.1.2 Equacgoes de Newton

Agora, com os resultados ja provados, podemos ver que o formalismo introduzido realmente
engloba ao menos parte da mecanica classica de Newton. Se considerarmos um sistema com uma
particula de massa m, com posigao entre os tempos 0 e 1 dada pela fungao a : [0, 1] — M e sujeita a
uma forga conservativa com potencial dado pela funcao U : M — R. Quando M = R™, a mecanica
Newtoneana nos diria que a equacao que rege o movimento dessa particula é

ma” (t) = —gradU (a(t))

Considere o Lagrangeano L : R" x R" — R dado por L(q, ¢) = F(¢,q) — U(q). Afirmo que a é
ponto critico de Ir,. De fato, o lema 1.1.3 nos diz que isso vale se, e sb, se

oL o oU
8*%(04(75)704 (1) = _@(a(t))
= ma; (t)

Logo encontrar a trajetoria da particula através do formalismo Newtoneano é equivalente a
encontrar pontos criticos do funcional acao associado ao Lagrangeano acima.

Vamos agora considerar o caso em que M é uma veriedade Riemanneana qualquer. Assumindo
U e o como acima, a equagao de movimento de Newton assume a forma

Voo = —gradU

onde V é a conexao Riemmaneana associada & métrica de M.
A proposicao a seguir mostra que a nocao de pontos criticos de um funcional ac¢do continua
capturando essa porcao da mecanica.

Proposicao 1.1.10. Sejam M uma variedade Riemanniana, o : [0,1] — M uma curva suave por
partes, U : M — R uma fun¢do suave e considere o lagrangeano L(v,) = %(fup,fup) —U(p). Entao o
€ solucao de Euler-Lagrange sequndo L se, e s6 se, a € suave e Vyo! = —gradU.

Demonstragao. Seja h : [0,1] x (—€,e) — M uma variagdo propria de . Entao, se as descontinui-
dades de asao 0 =tg = ... =41 = 1, temos que

1
i) = 55 [ (G0 G0) ~vino)

k ,
d tit1 1 dhs dhs
=5 GO G 0) ~Uhm)d
;ds/ti 3 a0 g ) ~ U (h(0)
Analisando o termo do produto interno de cada integral do somatoério, temos que

d (U1 dh . dhg it dhs .. dhg
— (=2 (), =2 () ) dt = s (1), (1)) dt
ds J,. 2<dt(>’ dt()> /t <th a dt()>

ds

tita dhg dhg
= / (Vi g (0 1 (0) e

onde a primeira igualdade se da devido ao fato de a integral em ¢ e a derivada em s comutarem e
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a segunda, gragas & simetria da conexao. Aplicando a regra do produto a ultima integral, temos

/titi+1<vdhs (Z}; ®), d(fts (t)>dt _ /titi+1(i<(29(t)’dd}?(t)>dt_ /t;i+1<(z; (t), ths%(t)>dt
B S [ (S5 S

Logo, cada parcela do somatério pode ser escrita

d [t+i] < dhg dhg
ds

Somando todas as parcelas, fazendo s = 0 e lembrando que h é prépria, obtemos

k 1
LI (h)lims = > (T a6 =/(67)) = [ (G20, Vur () +madU ()t (15

onde o/(t]) = lim,_,,+ e a(ty) = lim, ;.

Suponha que « é solucao de Euler-Lagrange segundo L. Entao, podemos escolher h tal que para
cada i € {1,...,k+ 1}, hs(t;) é fungdo constante de s. Logo o primeiro termo da direita ¢ nulo e,
usando o lema 1.1.2 para cada intervalo [t;,t;+1], concluimos que Vo' = —gradU. Mas isso nos
deixa apenas com o primeiro termo, e podendo variar os valores de hg(t;) livremente, concluimos
que o/ (t]) — o/(t;) = 0 para 0 < i < n, logo a ¢ suave.

Por outro lado, se a é suave e Vo' = —gradU, a equacao 1.5 nos garante que « é solucgao de
Euler-Lagrange segundo L.

0
Note que, no lema acima, se considerarmos U = 0, temos o seguinte corolario

Corolario 1.1.11. Se M ¢ uma variedade Riemmaneana com métrica g, entao uma curva « €
geodésica em M se, e s6 se, a € solug¢ao de Euler-Lagrange para o Lagrangeano L(v) = g(v,v), ou
seja, a € geodésica para a métrica g

Vamos agora considerar um sitema fisico conservativo, cuja forga tem potencial dado por uma
fungao U : M — R limitada, ou seja, tal que existe ¢ € R tal que U(p) < ¢ para todo p € M. A
proposicao a seguir nos diz que podemos encontrar uma métrica gy para M, chamada métrica de
Jacobi, tal que as solugdes fisicas do sistema dado correspondem a geodésicas de gj. A prova desse
teorema requer alguns resultados da formulagdo Hamiltoneana e, portanto, deixaremos sua prova
para a segao 1.2.3.

Teorema 1.1.12. Considere M variedade Riemanneana dotada de métrica g e U : M — R func¢ao
suave com U(q) < ¢,Yq € M, para algum ¢ € R. Se L : TM — R é um Lagrangeano dado por
L(vy) = (vp,vp) — U(p) € gy € uma métrica em M tal que (95)g = (¢ — U(q))gq, entdo uma
curva « : [0,1] — M ¢é de Euler-Lagrange sequndo L se, e s6 se, a é geodésica de gy, a menos de
reparametriza¢do.

1.1.3 Transformacao de Legendre e Energia

Aqui introduziremos algumas ferramentas construidas com base no Lagrangeano, mas que serao
o fundamento do formalismo Hamiltoneano. Essas ferramentas sao a transformagao de Legendre e a
energia. A transformacao de Legendre é um isomorfismo induzido pelo Lagrangeano que identifica o
fibrado tangente e o fibrado cotangente de uma variedade. O fibrado cotangente é o prototipo de uma
variedade simplética, como veremos a frente e usaremos essa estrutura a nosso favor quando formos
desenvolver o formalismo Hamiltoneano. A energia é um funcional criado a partir da transformacéao
de Legendre e do Lagrangeano, que sera central no formalismo Hamiltoneano. Na verdade, veremos

0 S 0) U a = (0. G [ (G20, Vg, GO rmmav @) a



1.1 FORMULACAO LAGRANGEANA 9

que o formalismo Hamiltoneano pode ser resumido a encontrar solugoes do fluxo do funcional
energia.

Dado um Lagrangeano TM — R, definimos a transformacao de Legendre T, : TM — T*M da
seguinte forma

EL(v + tu)

Tu(v)u = dt t=0

para todos v,u € T, M, para cada x € M.

O lema a seguir descreve a transformacao de Legendre em coordenadas. Lembre-se que, se
Y :U CR" =V C M éuma carta de M, entao a funcao d¢ : TU C TR® — TV C TM, é um
carta para TM e ¢* : T*V C T*M — T*V C T*R" é um sistema de coordenadas de T* M

Lema 1.1.13. Seja ¢ : U C R*™ — V C TM sistema de coordenadas para TM, e L : TM — R.
Entao

Yo T ody(q,q) =T, (4, 9)

(q, 8;; (g, q))

onde Ly, = L ody. Ou seja, o diagram abaizo comuta

*
TM——T"M
dy~! y*
n_ TL, rmmn
TR"—T"R
Figura 1.1: Diagrama transformacdo de Legendre e coordenadas

Demonstracao. Note primeiro que TL(q, q) € T*R™ e que, se v € T,R" ~ R"

Y* o Ty ody(q,q)(q,v) = Tr(dyq)(dyw)

= &L(dwqq' + tdpgv) =0

d
dt(Lodw)(q,Q-i-tv)H 0

=1T1,(q,4)(q,v)

O que nos da a primeira igualdade. Para provar a segunda, observe apenas que

71, (0:0)(a0) = 5 (L) (a4 + t0)img

d
(q, 8;; (¢,9)(v ))
O

Para dar uma motivacao a existéncia da transformacao de Legendre, vamos analisi-la no caso
M = R" com o Lagrangeano usado na mecéanica de Newton, a lembrar L(q,q) = % (¢,4) — U(q).
Neste caso, como a identidade é uma carta, o lema acima nos diz que

m d

Tula.la.0) = 2 (1
= <mq, >

G+ tv, ¢+ tv) — U(q))|i=o
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Ou seja, temos Tr(q,q9) = (g,{mq,-)). Mas, lembrando que ¢ representa a componente das
velocidades do espago de fase, temos que mqg é o momento linear. Logo, no caso Newtoneano a
transformagao de Legendre é uma mudanga de coordenadas do par espago-velocidade para espago-
momento.

Em posse da transformacado de Legendre, podemos definir a energia associada a L.

Definicao 1.1.14. Seja M variedade diferencidvel e L : TM — R é um Lagrangeano, definimos a
energia associtada a L como o funcional Ef, : TM — R dado por

E(w) =Tr(v)v — L(v)

Pelo lema 1.1.13, temos que, se ¥ é uma parametrizagao de M, entao

B 0.) = 520~ L(a.d)
— (%)~ Lol (1.6)

sendo que na tltima igualdade usamos a identificagao do R™ com o seu dual via produto interno.
Note, agora, que, se « é solugao de Euler-Lagrange segundo L temos

d <8L¢ iaLw aLw
dt

o (@0,0/(1), /(1)) = (3 e (a0), o/ (9), /(1)) + (T () o' (1), " (1))
e também que

SLutal.a’) = (2 alo). ') ') + (G a0, 1))

Assim obtemos que %EL s(a(t),a'(t)) = 0. Logo a energia é constante ao longo das solugdes de
Euler-Lagrange para seu Lagrangeano associado. Assim, a cada solugao de Euler-Lagrange « para
um Lagrangeano L podemos associar uma energia de valor Er(a(0)). Podemos também associar
uma energia a uma geodésica para uma métrica g, lembrando que, pelo corolério 1.1.11, ela é solucao
de Euler-Lagrange para L(v) = g(v,v)

Considerando novamente o caso fisico em que M = R" com L(q,q) = (4, ¢) — U(q), temos que

Br,(¢,@) = (md, ) — 5 (d:4) + U(q)

=m(q,q) +Ul(q)

e, portanto, E é soma das energias cinética e potencial, que é a energia total de um problema
apenas com forcas conservativas.

1.1.4 Teorema de Noether

Nesta segao, provaremos um importante resultado da formulagao Lagrangeana. O teorema de
Noether afirma que, em um sistema descrito por um Lagrangeano seguindo o principio da agao
minima, a toda simetria do Lagrangeano esti associada uma lei de conservagao. Apresentaremos
agora o enunciado formal do teorema.

Teorema 1.1.15 (Noether). Sejam M uma variedade Riemanneana, g : R x M — M um grupo de
difeomorfismos a um pardémetro e L : TM — R um Lagrangeano invariante por gs. Se Z : TM — R
€ definido por

To0) = To(0)( L0,

onde p = w(v), entao para toda curva « solu¢io de Euler-Lagrange para L, temos que Z(a') €
constante.
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Demonstracio. Seja 1 : U C M — V C R" carta de M e defina @ = oa, js = ogsop e
Ly = L odiy. Temos entao que

Z(o') = Tolo') (S gul0)] )
= Ty, (6,8) 0 d (a0 o S (3 0 v (v ()],
d

=T, (a&,d) (&@5(0‘) ‘320)

Assim, precisamos apenas provar que (88%(&, a), % Js (O‘)‘s=0> é constante. Mas observe que
d 0Ly, .. . d _ dOLy,_,. . d _
a(a—q(a(t),a’(t)), ggs(a(t)) ‘5:0> = <@87q(a(t)’a/(t))’ ggs(a(t)) ‘s:0>

OLy ... _, d d .
+ (g (60, d(1), g g9 (alt)] =)
0Ly N d .
- <67q( (t)a /(t))a &gs (a(t))‘5:0>
9Ly

_ %@ (3. 0 a(t), %gs o alt)
= 2Ly (a(0),0'(1)
=0

O]

Para ilustrar a utilidade do teorema de Noether, o exemplo a seguir ird usa-lo para deduzir a
conservacao do momento angular em sistemas conservativos com simetria radial.

Ezemplo 1.1.16. Considere L : TR? ~ R® — R o Lagrangeano Newtoneano L(q, §) = %(¢,d) — U(q)
tal que U seja invariante por rotagoes. Dado n = (11, 72,m3) € R?, defina a matriz

0 —n3 N2
Ay = | m3 0 —m| €s0(3)
/P 0

Usaremos aqui o fato de que, dado v € R3, Ayv = n X v, onde x é o produto vetorial. Esse
resultado pode ser verificado apenas calculando ambos os termos e nao sera provado.

Considere g! = exp(sn) grupo a 1 parametro de matrizes de SO(3). Como U é invariante por
rotacoes e a acao de SO(3) em R? preserva a norma, temos que L é invariante por gs. Assim, o
teorema de Noether nos garante que

é constante ao longo das solugoes de Euler-Lagrange de L. Como 7 foi escolhido arbitrariamente,
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temos que ¢ X (mqg) o momento angular é constante.

1.2 Formulacao Hamiltoneana

A formulacdo Hamiltoneana usa geometria simplética para encontrar curvas que preservem
alguma grandeza, no caso da fisica, a energia. Antes de introduzir esse formalismo faremos uma
revisao de conceitos basicos de geometria simplética.

1.2.1 Rudimentos de Geometria Simplética

Definicao 1.2.1. Se V € um espaco vetorial, uma estrutura simplética linear em V' € um 2-tensor
alternado w € A?(V) nao-degenerado. Da mesma forma, se M é uma variedade diferencidvel, uma
forma simplética em M ¢é uma 2-forma w € Q*(M) fechada e nao-degenerada.

Se V' é um espago vetorial e w € uma estrutura simplética linear em V, entdo o par (V,w)
€ dito um espaco vetorial simplético ou apenas espaco simplético. Analogamente, se M €é uma
variedade diferencidvel e w € uma forma simplética em M, entao o par (M,w) € dito uma variedade
simplética. Note que todo espaco vetorial simplético pode ser considerado uma variedade simplética,
onde o tensor alternado € visto como uma forma constante, que € automaticamente fechada.

Frequentemente denotaremos uma variedade simplética apenas pela variedade M, omitindo a
forma simplética. Nesses casos w denotard suas forma simplética, a menos quando especificado o
contrario.

Muitas vezes iremos querer saber se dois espacos simpléticos sdo equivalentes. A definicdo a
seguir nos da uma forma de saber se duas variedades simpléticas sao intercambiaveis.

Definicao 1.2.2. Sejam (My,w1) e (Ma,ws) variedades simpléticas. Se f : My — My € um di-
feomorfismo tal que w1 = f*wq, ele € dito um simplectomorfismo. (M, wi) e (Ma,w2) sao ditas
simplectomorfas se existir um simplectomorfismo entre elas.

Exemplos

Ezemplo 1.2.3 (Espago Euclidiano). O primeiro exemplo de espaco simplético é o espaco R?".
Aqui consideraremos R?® = R™ x R” e escreveremos v = (v1,v2) € R?” com vy, vs € R™. Defina
w: R x R?" x R tal que

w((ul,u2), (vl,vg)) = (u1,v2) — (v1, u2)

Vamos mostrar que w é simplética. Que w é bilinear e anti-simétrica é 6bvio da definigao. Para ver
que w ¢ nao-degenerada, seja (uy,uz) € R?" tal que w((u1,uz), (-)) = 0. Logo w((u1, u2), (0,v2)) =
(uy,v2) = 0, para todo vy € R™, 0 que implica u; = 0. Por um argmuento similar temos também
Ug = 0.

w é chamada a forma simplética canonica de R*™.

Seréd interessante mais adiante ter uma descricao de w em coordenadas. Considere, entao,
fi,---, fn a base canonica de R™ e defina e; = (f;,0) € R?" e & = (0, f;) € R?". Se definir-
mos dz; : R?” — R como a projecio sobre o espaco gerado pelos e; e dy; : R?” — R o equivalente
para é;, temos que dx; e dy; sdo 1-formas e que

n
w= Z dz; A dy;
i=1

Da mesma forma temos que o espago C" também é simplético. J& que os espacos sao isomorfos,
podemos usar a mesma forma simplética, mas no caso C™ usaremos um miltiplo e o escreveremos
em termos das 1-formas dz; = dx; + dy; e dz; = dz; — dy;. A nova forma simplética entao é dada
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por
n

—2w = Zdzl A dz;
i=1
A igualdade vale pois dz; A dz; = —2dxz; A dy;

Ezemplo 1.2.4 (Fibrado Cotangente). O exemplo de variedade simplética que mais usaremos, é
o fibrado cotangente. Dada uma variedade M, seu fibrado cotangente definido por

"M = | J T,M*
peEM

Esse fibrado tem uma forma simplética natural, definida da seguinte maneira:

Vamos primeiro definir A € A T*M a forma estrutural ou forma tautodgica de T*M. Dados
m: T*M — M a projecao canodnica do fibrado cotangente, o € T*M e v € T,T*M, entao, se
r =7(a),

Aa(V) = ag (dmy(v)) (1.7)

Definimos a forma simplética canonica de T*M como w = —dA. Para checar que w é realmente
simplética, precisamos mostrar que ela é fechada e nao-degenerada. Da definicdo j& segue que a
forma é fechada, resta apenas verificar que é nao-degenerada.

Para isso, vamos analisi-la em coordenadas. Seja ¢ : U C R?*" — V C T*M paramterizacao
de T*M. Podemos escrever )~ = (q1,...,qn, Pn,--.,Pn). Assim, o funcional o € T*M pode ser
escrito

o= Zpi(a)dqi ()
i=1

O vetor v € T, T*M pode ser escrito

~ 0 —~, 0
v= z;aiaqi(w) + z;bi (w)

Op;
para algum (ag,...,an,b1,...,b,) € R?". Finalmente, a forma estrutural A pode ser escrita
n n
A= Z Aidqi + Z Bidpi
i=1 i=1
com Ai,...,An, Bi,..., B, fungdes de T*M para R. Assim, podemos reescrever a formula (1.7)
obtendo
n n
> (@A +biBi) =) aip;
i=1 i=1

para todo (ag,...,an,b1,...,b,) € R?™. Logo A = >y pidgi. A formula em coordenadas da deri-
vada exterior nos da

w = —d\
=-— i dp; Adg;
=1
= i dgi A dp;
=1

=> dg@dpi— > dpi®dg
i=1 i=1
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Assim, se a, f € T*M, escritos nas coordenadas (q1,.-.,Gn,Pn,---,Pn) como (a1, asz), (B1, 52),
com aq, ao, B1, B2 € R™, temos em notacao matricial
0 Id
wlo, B) = [o1 0] [—Id O} [gj = (a1, B2) — (a2, B1) (1.8)

Portanto, se « € T*M ¢ tal que w(c, f) = 0 para todo € T*M, temos, escolhendo 5 da forma
(51,0), que ag = 0 e com (0, 33) temos que a3 = 0, provandop a nao-degenrescéncia de w.

Observagao 1.2.5. Note que nao foi feita nenhuma exigéncia especial da carta . Logo, no caso em
que M = R”, temos que T*M ~ R?" e Idg2» é uma carta de T*M. Dessa forma, w é dada pela
formula 1.8, que coincide com a forma simplética canonica de R?".

Em certos casos seré interessante considerar produtos cartesianos de variedades simpléticas. A
definicao abaixo nos da uma maneira de construir uma forma simplética para esse produto.

Defini¢ao 1.2.6. Sejam (M, w1) e (M, we) variedades simpléticas. A variedade simplética produto
de My e My é o par (My X Ma,w), onde, se v1,wy € My e vy, ws € Mo

w((v1,v2), (wr, w2)) = wi(vr, wr) + wa(va, wa)

w € chamada a forma simplética produto de w1 e wo.

Teorema de Darboux

Nesta se¢ao provaremos o teorema de Darboux, que afirma que localmente, toda variedade
simplética simplética é simplectomorfa ao R?" dotado de sua forma simplética canonica. Essa secio
é baseada em [6], palestras 34 e 35.

Provaremos esse teorema primeiro para o caso particular de espagos vetoriais simpléticos. Co-
megaremos com o seguinte lema

Lema 1.2.7. Seja V espaco vetorial e w € A2(V). Entdo existe {f1,..., for, fokt1,-- -, [n} base de
V* tal que

k
w=> fau1Afa
i=1

Além disso, w € nao degenerada se, e s se, 2k = m.

Demonstra¢ao. Se w = 0 basta tomar k = 0. Considere w # 0. Por indugao, assuma o resultado

provado para dimV < n — 1. Considere agora {v1, ..., vk, Uogt1,- - -, Un} base de V e sua base dual
{v], . V3, V515 - - -, Uy }. Podemos escrever
w= E aijv; A vj
1<J

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a2 # 0. Defina entao os funcionais

1
fi=—uyw
a2
f2 = tp,w

e a forma w; =w — fi1 A fa. Temos entao que

Ly W1 = Ly W — (Lo J1) A f2 + f1 A (boy f2)

1
= lyW — (Tmbvlbvlw) A f2 + fl A (Lvll’vzw)

aizf1 + f1 A (—a12)
=0
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e também

LoyW1 = Ly — (Lo f1) A fo2 4 f1 A (Lo, f2)
1
= by W — (@ngbvlw) A fa 4 1 A (toylo,w)
=fo+1Afo

=fo—fan1
=0

Podemos entao considerar w; como uma forma apenas em W o subespago gerado por {vs, ..., v,}.
Mas, pela hipotese de indugao, existe {fs, ..., for, for+1,-- -, fn} tal que

k
w1 = me‘q A fai
i=3

0 que nos da
k
W= fa1A fa
i=1

Observe, no entanto, que fi(v2) e fa(v1) sdo nao nulos, logo {fi, f2,v3,...,v}} é uma base de
V*, o que por sua vez implica que {fi,..., f,} também é base de V* provando a primeira parte
do lema.

Para provar a segunda parte, note que, se 2k < m, temos que ¢y, w = 0 e w ¢ degenerada. Por
outro lado, se 2k = m, seja {wy, ..., wor} base de V tal que {fi,..., fn} € sua base dual. Entao
lwy;_ W = f2i € Lyy;w = — fo;—1 sao nao nulos, logo w é nao degenerada. O

Podemos agora provar o resultado desejado.

Lema 1.2.8 (Darboux linear). Seja V' um espago vetorial e w uma forma simpética em V. Existe
P R2 =V tal que Y*w é a forma simplética candéninca.
Demonstragao. Pelo lema 1.2.7, existe {f1,..., fon} base de V* tal que

n

w = Z faic1 A fa

=1

. Considere {vy,...,v2,} base de V tal que {f1,..., fon} & sua base dual e defina 1) : R?" — V tal

que (e;) = vo;_1 e P(ejyn) = vo;, onde {eq,...,e2,} é a base canoénica de R,
Se {e],...,e5,} ¢ a base dual de {e1,...,e2,}, temos que YP*(fai—1) = €j e P*(v3;) = e,
Assim

Yrw =Y P (faic1) A (fai)
=1

n
_ * *
= E € N€itn
=1

O]

Para provar o caso geral, usaremos o chamado truque de Moser, que garante que, dada uma
familia de formas simpléticas, sob certas condigoes, todas as formas sao equivalentes. Para provar
isso usaremos um pequeno lema técnico sobre formas diferenciaveis.



16 MECANICA E RUDIMENTOS DE GEOMETRIA SIMPLETICA 1.2

Lema 1.2.9. Sejam M wvariedade diferencidvel e uma familia w; € QF(M) de formas diferencidveis.
Dadas uma familia de campos X; € X(M) entao existe uma familia py : M — M de difeomorfismos
com pg = Id tais que

d dwt
&wat =p;(Lx, + E)
Lema 1.2.10 (Truque de Moser). Seja M wvariedade compacta e wy familia de formas simpléticas

tal que % € exata para todo t. Entao existe uma familia de difeomorfismos pr : M — M com

po = Idas tal que pfwy = wy.

Demonstracgio. Seja o; € QY (M) familia de 1-formas tal que

Como w; é ndo-degenerada, podemos encontrar campos X; € X(M) tais que
LX,Wt = —0¢

Como wy é fechada, o lema 1.2.9 nos garante que existe uma p; : M — M familia de difeomor-
fismos com pg = Ids satisfazendo

d % ¥ dwt
aptwt =pi(Lx, + E)
= pj (dex,wi + doy)
=0
o que implica pjw; = piwo = wo. O

Teorema 1.2.11 (Darboux). Toda variedade simplética é localmente simplectomorfa ao R*™ mu-
nido da forma simplética candnica.

Demonstracio. Seja (M,w) variedade simplética e p € M. Pelo teorema 1.2.8, existe F' : R?" —
T,M tal que F*(w,) é a forma simplética canonica do R?".

Seja entdo ¢ : U C R?® = V C M tal que U é contratil, pe V e Y|r,pr = F. Considere wp a
forma simplética candnica de R™ restrita a V' e w; = ¢¥*w e defina a familia de 2-formas

wr = twy + (1 — t)wo

Vamos mostrar que w; ¢ simplético para todo ¢ € [0,1]. E suficiente mostrar que w; é fechado e
nao degenerado. Para verificar que w; é fechado basta ver

dwy = tdwy + (1 — t)dwy
=0
Para ver que wy é nao degenerada, note que (wl)wq(p) = wy, logo (Wt)¢—l(p) = wp é nao
degenerada. Assim, reduzindo U se necessério, temos que w; é ndo degenerada em todo ponto.

Como U é contratil e d(w; — wp) = 0, existe o € QH(U) tal que $w; = w1 — wp = do.
O resultado segue pelo truque de Moser. O

Outras Definigoes

Veremos que podemos adaptar vérios conceitos da geometria Riemmaneana para a geometria
simplética. O primeiro que apresentaremos é o de espago complementar.

Definigao 1.2.12. Sejam (V,w) espago simplético e W subespago vetorial de V. Entdo o comple-
mentar simplético de W € definido por

W :={v e Vw(v,w) =0,Yw € W}
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Podemos classificar subespagos e subvariedades de acordo com os complementares simpléticos.
Sejam (V,w) é um espago simplético e W é um subespago de V.. W ¢é dito subespago isotrdpico se
W C WY e coisotrdpico se W C W. Um subespaco isotropico e coisotropico é dito Lagrangeano.
Finalmente W é dito simplético se W N W* = (.

Analogamente, se (M,w) é uma variedade simplética e N é subvariedade de M, temos que N
¢ isotropica, coisotropica, Lagrangeana ou simplética se, para todo p € N, T,N é um subespaco
isotropico, coisotropico, Lagrangeano ou simplético de (T, M, wy)

Proposicao 1.2.13. Seja (V,w) espago simplético e W subespago vetorial de V. Entao temos que
dimW + dimW* = dimV.

Demonstra¢ao. Considere ¢ : V. — V* a funcao linear dada por ¢(v)(w) = w(v,w). Como w
é nao degenerada, ¢ é um isomorfismo. Observe que @(W<) = W? ¢ o anulador de W. Logo
dimW* = dimW?° = dimV — dimW. O

Na proposicao a seguir tentaremos reproduzir outro conceito da geometria Riemanneana: o
gradiente. Recorde que, dado um produto interno g em M e uma funcdo suave f : M — R, gradf
¢ o campo vetorial tal que df = g(gradf,-).

Proposicao 1.2.14. Se M uma variedade simplética, dada f : M — R fungdo suave, existe um
inico campo Xy € X(M) tal que df = w(Xy,-). Xf € chamado gradiente simplético de f.

Demonstra¢ao. Vamos primeiro provar a unicidade do gradiente simplético. Suponha que existam
X1,X2 € X(M) satisfazendo as propriedades do gradiente simplético. Temos entdo, para todo
Y € X(M)

U.)(Xl — XQ,Y) = W(Xl,Y) — W(XQ,Y)
— df(Y) - df(Y)
=0

Como w é nao-degenerada e Y é qualquer, temos X; = Xo.
A existéncia do gradiente simplético vem do fato de w ser nao degenerada. O

Lema 1.2.15. Dada (M,w) variedade simplética, a aplicagio C*(M) > f— Xy € X(M) € linear.

Demonstracao. Sejam fi, fo : M — R e ki, ko € R. Entao, para todo p € M e v € T, M, temos que

W( Xy frhafsrv) = d(k1f1 + k2 f2)p(v)
= (k1dfi + kadf2)p(v)
= w(k‘lel + k’ngQ,U)

O resultado vem da nao-degenerescéncia de w. O

1.2.2 Equagoes de Hamilton

Nesta se¢ao tentaremos reescrever o formalismo Lagrangeano sob a luz da geometria simplética,
transportando-o para o fibrado cotangente. A idéia é reduzir o sistema de equagoes diferenciais de
segunda ordem dado pelas equagoes de Euler-Lagrange para um de primeira ordem. Essas equagoes,
conhecidas como as equacdes de Hamilton, sdo definidas a partir de uma funcdo H : R*® — R, que
chamaremos de Hamiltoneano, da seguinte forma

) =5 (a(0).0(0)

p(0) = =50 (a(0)p(0)
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onde p,q : (—€,¢) — R™ sao curvas, g—H denota a derivada parcial de H com relagao & i-ésima

coordenada e 85 denota a derivada parcial com relagao & (n+)-ésima coordenada. Dizemos, nesse
caso, que a curva (q, p) satisfaz as equagoes de Hamilton para H ou que (g, p) é solucao das equagoes
de Hamilton para H.

Usaremos esse sistema de equagbes para tentar encontrar condiges equivalentes as equagoes de
Euler-Lagrange. Entretanto isso nao serd possivel para todo Lagrangeano. Vamos comecar entao
definindo uma sub-classe de Lagrangeanos

d2

Definicao 1.2.16. Um Lagrangeano L ¢é dito regular se a matriz [@} € sempre tnvertivel. L é

dito hiper-regular se sua transformagao de Legendre T, € um difeomorfismo.

Note que se L é hiper-regular, entao

dTr, =

Id 0
d’L  d’L
dgdq  dg2

é sempre invertivel. Logo todo Lagrangeano hiper-regular também é regular.

Definicao 1.2.17. Para um Lagrangeano hiper-reqular L : TM — R, podemos definir seu Hamilto-
neano associado como a fun¢do Hy, = Ep, oTL_l. Em particular, quando M = R"™, procurar solucoes
das equacoes de Hamilton para Hy,.

A proposicao a seguir se vale desse fato para tentar transportar os resultados da mecanica
Lagrangeana para o fibrado cotangente via a transformacao de Legendre, primeiramente no caso
M =TR"™

Proposicao 1.2.18. Seja L : R?*" — R lagrangeano hiper-reqular. Entdo o : [0,1] — R" ¢ solugdo
de Euler-Lagrange em coordenadas para L se, e s6 se, Tr(a, ) € solugao das equagoes de Hamilton
para Hry,.

Demonstragao. Defina a curva g : [0,1] — R” tal que
(a(t),B(t)) = Tr(a(t),o'(1))

- (a(t), (?)g(a(t), O/(t))>

As equagoes de Hamilton para Hj, ent@o se escrevem como

al(t) = G (0. 50)80) =~ (al0), 5(0) (19)

Vamos buscar uma expressao explicita para as derivadas de Hy. Pela proposicao 1.1.13, temos
que Tr(q,q) = (q, B L (q, )) Logo podemos, com um pequeno abuso de notagdo, econtrar uma

funcao ¢ : R?® — R” tal que TL (q,p) = (q, q(q,p)). Com isso conseguimos escrever

Hi(q,p) = EL(‘L i(q,p))

= Z (¢,4(q,p))di(a,p) — L(q,d(q.p))

= Zpi 4i(a:p) — L(q.d(q,p))
=1
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Temos entao que

%I:(qu)zggijqqu +sz 28 4, q qp)gq(q p)
i(0,p) + Z (Pl 5, (@il p)))gﬁj(q,p) (1.10)
= ¢i(q,p) (1.11)

n

OH Odi 0L —~ oL, . i
94, —(q,p) = szq (¢,p) Ba (¢:4(q,p)) — Zaqi(q,q(qm)) qj(q,p)

=1 i—1
- —gi(q,q'(q,p)) + ; (pz- - Zé(q,d(q,p)))((;z;(q,p) (1.12)

Assim, os termos a direita das equagoes de Hamilton sao obtidos substituindo (g, p) por (a(t), B8 (t))
em 1.11 e 1.13. Dessa forma obtemos

OH;
Op;

(a(t), (1)) = di(a(t), B(1)) (1.14)

T 00).500) = - 5 (a.i(alr). 501)) (1.15)

Note que ¢; (a(t), 8 (t)) = o/(t) para toda curva o com £ definido como acima, fazendo com que
a primeira metade das equacoes de Hamilton sempre seja satisfeita. Temos entao que (a(t), B (t))
seja solugao das equagoes de Hamilton para Hj, se, e s6 se

o (a-d(ato). 5(0) = 50

d oL ,
= @8*%(04@),04 (1))

que é exatamente a condi¢ao para que « seja solucao de Euler-Lagrange em coordenadas para L. [

Observagio 1.2.19. Para transportar esse resultado para variedades mais gerais, seria interessante

relacionar as equagoes de Hamilton com um conceito que nao dependa de coordenadas. Note que

dizer que (g, p) é solucao das equagoes de Hamilton para um Hamiltoneano H é equivalente a dizer
OH OH

que (g,p) é solucao do fluxo gerado pelo campo X = (8—]), _Tq)' Usando w a forma simplética

canonica de R?" temos que X = Xy o gradiente simplético de H.
Com isso em mente, queremos relacionar solugoes de Fuler-Lagrange com solugoes de fluxos

Hamiltoneanos em variedades Riemanneanas quaisquer. Para isso precisaremos do seguinte lema
técnico.

Lema 1.2.20. Sejam (M,wyy), (N,wy) variedade simpléticas e f : M — N simplectomorfismo. Se
Hy : N — R ¢é Hamiltoneano e Hyy = Hy o f, temos que « : [0,1] — M € solugao do fluzo de
Xm,, se, e sose, foa € solugao do fluro de Xp
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Demonstracao. Observe que, dado p € M e v € T,M

wv (Xpy, (), v) = d(Hur)p

=d(Hyo f)p

(HN)f Odfp
(XHN dfp(v))
(dfploXHMOf(P) v)

|
o

onde a ultima igualdade vem do fato de que f é um simplectomorfismo.
Como wjys é nao-degenerada, temos que

Xy (p) =df; " o Xay o f(p)

Dessa forma, dada uma curva « : [0,1] — M, temos que se Xp, (f o) = (f o), entdo

Xz, ((t)) = dfgy © Xy ((f 0 @)(1)
= df o (foa) ()
= o/(t)

A outra implicacdo é obtida fazendo o mesmo para f~1. O

Proposigao 1.2.21. Seja M uma variedade Riemanneana e L : TM — R um Lagrangeano. Entdo
a:[0,1] = M ¢€ solugao de Euler-Lagrange em coordenadas se, e sé se, Tr(a/) € solu¢ao do fluxo
Hamiltoneano de Hy,.

Demonstracao. A idéia é usar a proposi¢ao 1.2.18 e a comutatividade do diagrama abaixo, provada
em 1.1.13.

™ ——T"M
dl/)_l w*
TR 1, T*R™

Figura 1.2: Diagrama transformagao de Legendre e coordenadas

Sejam w a forma simplética natural de T*M e ¢ : U C R” — V C M carta de M. Defina entao
a=1v¢ loae Ly, = Lody. Como as equagoes de Euler-Lagrange sao invariantes por difeomorfismos,
temos que « é solucao de Euler-Lagrange para L se, e s6 se, & é solugcao de Euler-Lagrange para
Ly, o que, pela proposi¢ao 1.2.18 e observagao 1.2.19 é equivalente a 17, (&, &) ser solugao do fluxo
de X HLd) .

Logo, basta provar que 77, (&, &') é solugao do fluxo de XHLw se, e s6 se, T (a’) é solugao do
fluxo de Xg,

Mas observe que, dado v € TR"

Ep,(v) =Tp, (v)(v) = Ly (v)

= Ty (dy(v)) (de(v)) = L(de(v))
= Er ody(v)
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e, portanto
Hy, =Er,oTy)
= Epodyo (4 o Ty, o dy)
=Frodypodyt OTZl o(y*)7!
= Hpo ()"
Mas note que, como mostrado no exemplo 1.2.4, se escrevermos dvy ™! = (q1,..., Gn,P1,---,Pn)

e fizermos w a forma simplética canonica de T*M e wy a forma simplética canénica de R?”, temos
(")) w =" dg;Adp; = wo. Logo (¢*) ! & um simplectomorfismo entre (T* M, w) e (R, wy).
A solugao segue pelo lema 1.2.20. O

Corolario 1.2.22. Seja M variedade Riemanneana, w a forma simplética candnica de T*M . Sejam
também L : TM — R um Lagrangeano e wy, = Tjw. Entao uma curva o : [0,1] = M € solugdo de
Euler-Lagrange em coordenadas para L se, e 56 se, o' € solucao do fluzo Hamiltoneano do funcional
energia B referente a forma simplética wr,

Demonstra¢ao. Note que Tr, é um simplectomorfismo entre as variedades simpléticas (TM,wry)

e (T*M,w). Recordando que E, = Hp o Ty, o lema 1.2.20 nos garante que, dada uma curva
a:[0,1] = M, o é solugao do fluxo de Xpg, se, e 86 se, Tr(a/) é solugdo do fluxo de Xp,. A
proposicao 1.2.21 conclui a prova. O

1.2.3 Meétrica de Jacobi

Agora temos o arcabougo necesario para provar o teorema 1.1.12. Para isso sera necessario provar
dois lemas. O primeiro é um resultado bastante técnico, mas que apresenta o argumento central da
demonstragao.

Lema 1.2.23. Sejam (M, w) uma variedade simplética e Hy, Hy : M — R Hamiltoneanos em M tais
que existem hi e hy valores requlares de Hy e Ho, respectivamente, com Hfl(hl) = H;l(hg). Entao
se oy e ag sao solugoes dos campos X, e Xm,, temos que existe reparametrizacao ¢ : [0,1] — [0, 1]
tal que aig = g 0 .

Demonstragio. Defina A := H; '(hy) = Hy '(hs). Se 2 € A e v € T, A entiio temos que

0=d(Hy).(v)
= w(Xg, (2),0)

Isso implica que X, (2) € (T,A)*. O mesmo vale para Ho.

Pela proposic¢ao 1.2.13, temos que dim T,A + dim(T,A)* = dim M. Juntando a isso o fato de
que dim T, A = dim M — 1, temos que dim(T,A)* = 1. Além disso, o fato de hy e hy serem valores
regulares implica que Xp, e Xp, s@o campos que nao de anulam em A e que estao ambops contidos
no mesmo subespago unidimensional. Assim, podemos encontrar uma fungao suave A : A — R tal
que, para todo z € A

X,y (2) = M2) X, (2)

Vamos agora construir a reparametrizacao de «y para «s. Defina a fungdo f : R — R por
ft) = fg mds. Como f'(t) = W # 0, temos que f é inversivel. Vamos provar que ¢ = f~1
é a reparametrizacao desejada.

De fato, temos que
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()= (1)
1
()
= (Ao a1)(p(t))

Isso implica que

(a1 0)'(t) = o1 ((1)#'(¢)
= XH1 (041 o go(t))A(Oél o (p(t))

= X, (a1 (e(t)))
ou seja, que aj o ¢ é solugao do fluxo de Xp,. Mas, pela unicidade das soulecoes de equagoes
diferenciais ordinérias, temos que a1 o p = ao. O

O segundo lema consiste apenas dos célculos dos Hamiltoneanos associados aos Lagrangeanos
apresentados no teorema.

Lema 1.2.24. Sejam L,Ljy : TM — R os Lagrangeanos apresentados no teorema e denote por
H, Hjy: T*"M — R os respectivos Hamiltoneanos associados. Temos entdo que

H(wy) = 5ol + Ulg)
H (U ) — ”UPHQ
P 2(c—U(q))

Agora podemos demonstrar o teorema.

Demonstragio. Se provarmos que H'(c) = H;'(1) e c e 1 sido valores regulares de H e Hy,
respectivamente, pelo lema 1.2.23 o teorema estara provado.

A igualdade das pré-imagens pode ser provada tomando v, € T, M e observando que

Para provar que ¢ e 1 sao valores regulares, note que, como o contra-dominio de H funcoes é

R, basta encontrar uma curva o : (—e,€) — T*M tal que H(a(0)) =ce %H((a(t)))‘ . #0. 0
t—

mesmo vale para H, mas fazendo H;(a(0)) = 1.
Considere v, € Ty M e defina a(t) = (t + 1)v, para todo t € (—¢,¢€). Se escolhermos v, tal que
H(vp) = ¢, teremos que |[vp|[* =2(c—U(q)) #0e

SH((a)|_ = < GIe+DulP+U@)]
= Sl
£0

logo ¢ é valor regular de H.
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Para provar que 1 é valor regular de H, escolha v, tal que H;(v,) = 1. Dessa forma temos
lvp||? = 2(c — U(g)) e, usando a como definido acima

d _d D[y
&H"((O‘(m) ‘t:O Tde 2(c—Ul(q)) ‘t:O
[[vpll?
2(c-U(9)
£0
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Capitulo 2

Fatos Basicos e Acoes simpléticas

2.1 Introducao

Problemas matemaéticos muitas vezes apresentam simetrias, ou seja, eles tem mais informagao
do que o necessario. Essas simetrias podem ser originais do problema ou surgir apés a introducao de
uma estrutura no espaco analisado. Na geometria, simetrias costumam ser apresentadas na forma
de acoes de grupos. A partir deste capitulo e até o final dessa dissertagao faremos um estudo sobre
agoes que de alguma forma podem ter todas as suas informagoes traduzidas para algo mais simples
com o auxilio da forma simplética. Esse capitulo é baseado em [1] com exemplos de [2].

2.2 Acoes Diferenciaveis

Antes de comegar, seria tutil fazer uma revisdo dos conceitos bésicos de acoes diferencidveis para
fixar a notac¢do. Dado G um grupo de Lie, denotaremos por Lie(G) a algebra de Lie de G, ou entao
usaremos a letra gética correspondente & letra usada para respresentar o grupo, no caso, g.

Vamos fixar algumas notagoes. Se ¢ : G x M — M ¢é uma acao diferenciavel, dados g € G
e p € M denotaremos por 1y : M — M a aplicacao tal que 94(p) = ¥(g,p). Analogamente,
PP : G — M seré a aplicacao dada por 9¥P(g) = ¥(g,p). Observe que ¥P(G) = G(p) a o6rbita de p.

Se G age em M variedade diferenciavel pela acdo ¢ : G x M — M, podemos associar cada
elemento n € g a um campo definido por

X"(p) exp(tn), p)li=o

d
=% (
A funcdo g 5 n— X7 € X(M) é chamada ag¢do infinitesimal associada a .

A operacao de grupo e a estrutura suave de um grupo de Lie podem ser usadas para definir
duas ac¢Oes, uma na sua algebra de Lie e outra em seu dual, ambas definidas a seguir

Definigao 2.2.1 (Agao Adjunta e Coadjunta). Dado G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g,
podemos definir sua agdo adjunta Ad : G x g — g por

Ad(g)n gexp(tn)g~")

:&(

para todo g € G en € g.
Podemos também definir a agao coadjunta de G, Ad* : G x g* — g*, dada por

Ad*(g)€ = g0 Ad(g™)
para todo g € G e & € g*. Outra forma de escrever a agdo coadjunta ¢ Ad*(g) = Ad(g~1)*

O lema a seguir mostra o que acontece quando transladamos a agdo infinitesimal usando a
diferencial da agao original. Ele sera usado, por exemplo, na se¢do 2.4 para demonstrar o teorema

25
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de Kirillov-Kostant-Sourieau.

Lema 2.2.2. Sejam G grupo de Lie, M variedade diferencidvel ey : GXM — M acgao diferencidvel.
Entao

1. XFimdkonz — o XM 4 ko X2 para todos n1,m2 € g € ki, ks € R
2. dihy(X"(p)) = XA (4, (p)) para todosnegege G

Demonstracao. O item 1 vem do fato de que a agao infinitesimal é na verdade a diferencial da agao
original e, portanto, é linear. De fato, temos que, dado p € M

d
Xhrmtkanz () — &Tﬂ(exp(t(klm + /<72772))7P)‘
= d¢(e,p)(k1771 + ]€27727 0)

= kldw(e,p) (nla 0) + dew(e,p) (7727 O)

d d
= k1—v (exp(tn),p) L:O + kz—w(exp(tm),p)‘

t=0

dt dt
= k1 X (p) + k2 X (p)

Para verificar o item 2, observe que

AWy (X (p)) = Sab(gexplin). p)lizo
= %w(g exp(tn) g, ¥(g,p))

_ %¢<exp(tAd<g>>,w<g,p>>
= )(Ad(g)77 (@bg (p))
O

A definicao a seguir apresenta o conceito equivalente a morfismos para acoes diferenciaveis, dado
pelas chamadas funcoes equivariantes.

Definicao 2.2.3. Sejam v : G1 x My — My e ¥y : Go x My — My acgées diferencidveis. Se
F : My — My é uma fungao suave e ¢ : G1 — Ga é um homomorfismo de Lie, entao o par (F,p)
€ dito equivariante com relagdo a ¥y e 19 se vale que

F(¢1(g,p)) = ¥2((9), F(p))

Quando as agoes estiverem consideradas claras, diremos apenas que o par (F, ) é equivariante.
Se G1 = Gy = G, diremos que F' € equivariante se (F,1dg) for equivariante. Analogamente, se
My = My = M, diremos que ¢ € equivariante se (Idys, ) for equivariante.

2.3 Acoes Simpléticas, Hamiltonianas e Aplicagcao Momento

Nesta secao tentaremos definir algumas propriedades que tornam uma acgao util em problemas
de geometria simplética. A definicdo a seguir é a primeira e mais 6bvia propriedade esperada de
uma acao a ser usada com uma forma simplética.

Definicao 2.3.1. Se G é um grupo de Lie e (M,w) € uma variedade simplética, uma agdao diferen-
cidvel 1 : G x M — M € dita simplética se Ypyw = w.

A proposicao a seguir apresenta uma propriedade interessante de toda acao simplética.
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Proposicao 2.3.2. Sejam (M,w) variedade simplética, G grupo de Lie com dlgebra de Lie g e 1) :
Gx M — M acao simplética. Entdo, os campos infinitesimais de 1 sao localmente Hamiltoneanos,
ou seja, dadosn € g ep € M, existe U aberto em M contendo p tal que X"|y € campo Hamiltoneano.

Demonstracao. Observe primeiro que v ser simplética é equivalente a dizer que a derivada de Lie
de w nas direcOes tangentes as érbitas de v € zero. De fato, para todo n € g temos que

*

w — W

Lon — Tim Lot~
t—0 t
w— W

= lim
t—0 ¢t

=0
Isso, juntamente com a féormula méagica de Cartan e o fato de w ser fechada nos da que

0= EXUUJ
= dexnw + txndw
= dexnw

onde ¢ xn representacao a contragao da forma por X".

Logo txnw é forma fechada. Isso implica que, para todo p € M existe U aberto contendo p
tal que txnw|y € exata, ou seja, existe H : U — R tal que dH = txnw|y, ou equivalentemente,
X"y = Xpg, provando a proposicao. O

A proposicao acima determina uma propriedade local de todas as acoes simpléticas. Estaremos
interessados daqui em diante em casos em que essa propriedade vale globalmente. Vamos comecar
estudando um caso particular.

Evemplo 2.3.3 (Agao S'). Considere C ~ R? dotado da forma simplética w = dx A dy e a acdo
Y : St x C — C definida por
¥(g,2) = gz

onde usamos a identificacio S! = {z € C ‘ |z| = 1}. Como a algebra de Lie ¢ unidimensional
podemos identifici-la com R de forma que a exponencial de Lie pode ser escrita exp(n) = 2™,
para n € R. Dessa forma, o item 1 do lema 2.2.2 nos garante que todos os campos gerados pela agao
infinitesimal de 1 sdo multiplos de X!. Logo, basta encontrar um campo Hamiltoneano H para X!
e os teremos que X¢ terd campo Hamiltoneano c¢H. Vamos comecar calculando o campo X 1.
X'(2)

=% (exp(t), z)‘

_d 2mit z‘
dt t=0
= 2miz

t=0

Logo queremos encontrar uma funcao H : C — R tal que

dH,(w) = w(Xl(z),w)
=dx A dy(2miz, w
= 27 (Re(iz)Im(w) — Im(iz)Re(w))
= —27(Im(z)Im(w) + Re(2)Re(w))

=

Logo a matriz da diferencial de H é dada por

[dH.] = [-27Re(z) —27Im(z)]
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e temos que H ¢ a funcao

H(z) = —m(Re(2)? + Im(2)?) + &
= 7|z + k&

onde k € R é uma constante.

Logo, como ja foi observado acima, cada campo infinitesimal X¢ é gradiente simplético da funcao
H.(z) := —cm|z|? + k. Podemos entdo definir uma funcao p* : R — C*°(C), tal que u*(c) = H,,
que contém toda a informacao da agao, traduzida via forma simplética. A aplicagdo p* é chamada
aplicagdo comomento.

Vamos agora generalizar o exemplo acima para o caso em que G é um grupo de Lie conexo
qualquer. Seria natural definir p* tal que p*(n) seja Hamiltoneano do campo X" para todo n €
g. Agoes dessa forma sao chamadas fracamente Hamiltoneanas. A definicdo formal de aplicagdo
comomento é a seguinte.

Definigao 2.3.4 (Aplicagao Comomento). Dada uma agao diferencidvel ¢ : G x M — M em
uma variedade simplética, a aplicagdo comomento para ¥ € uma aplica¢io linear p* : g — C°(M)
tal que:

1. X,u*(n) =X"Vneg
2. (X, Y]) = {p"(X),n*(Y)}, onde {f, g} =w(Xy,Xy) € o colchete de Poisson.
Se 1 admite aplicagdo comomento entdo a a¢do € dita Hamiltoneana.

Em palavras, p* associa a cada elemento n € g uma funcao Hamiltoneana para o campo X, e
é um homomorfismo entre algebras de Lie.

Note que no caso G = S! a segunda condicio é sempre satsifeita. De fato, u* ser linear e a algebra
de Lie g de S! ser unidimensional implica que p*(X) e p*(Y) sdo maltiplos. Logo {u*(X), p*(Y)} =
0, pois o colchete de Poisson é alternado. Por outro lado, g admite apenas o colchete nulo, e
(X, Y]) = 0.

Podemos ver a aplicagdo comomento como uma fungdo de dois argumentos, associando um
elemento da &algebra de Lie e um ponto de M a um ntmero real. Em muitas situagoes serd mais
interessante inverter a ordem em que os argumentos sao passados, associando a cada elemento de
M um funcional linear em g*. A funcdo que obtemos fazendo essa inversao é chamada aplica¢io
momento.

Definicao 2.3.5 (Aplicagao Momento). Dada uma a¢ao Hamiltoneana v : G x M — M em
uma variedade simplética dotada de aplicacdo comomento p*, a aplicaggo momento para 1 € uma
aplicagao p : M — g* satisfazendo p(p)(n) = pw*(n)(p), para todos p € M en € g. Daqui em diante,
denotaremos " = p*(n), ou seja pu : M — R € a aplica¢io dada por u"(p) = u(p)(n)

A proposicao a seguir traduz as propriedades que definem a aplicacdo comomento em termos
da aplicagdo momento. A prova foi retirada de [5]
Antes disso, apresentaremos um lema técnico sem sua prova.

Lema 2.3.6. Seja G grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie g. Para todos 1,7 € g
1. Adexp(ftn)n =1

2. %Adexp(ftﬁ)n = [Adexp(ftﬁ)a 77]

Proposicao 2.3.7. Sejam (M,w) variedade simplética, G grupo de Lie conexo com dlgebra de Lie
g. Sey:Gx M — M é agcio Hamiltoneana, temos que p: M — g* € aplicagao momento para
se, € so se, vale que
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1. Xun = XT]7 VT] c g

2. p € equivariante, i.e, j1 09, = Ady o p
Demonstracao. O item 1 é 6bvio da definicdo das aplicagdes momento e comomento.

Para provar o item 2, observe que, se p* for aplicagao comomenti para v, é quivalente provar que,
para todos g € G e n € g, vale que p*(n) 09y = Adyopu*(n). Como G é conexo, todo elemento g € G
pode ser escrito como exp(7)), para algum 7 € g. Dessa forma, como p*(n)ote = p*(n) = Ad op*(n),

basta provar a igualdade %u*(n) © Yexp(ty) = 4 Adzxp(m) o p*(n) para todo n € g. Observe entao
que, dados pe M en,n € g*

. d
d (N (n))wexp(tm (p) (awexp(tﬁ) (p)>

d
(Xu*(n) (¢6Xp(tﬁ) (p)) ) &wexp(ﬁl) (d’eXp(tﬁ) (p)) L:O)
<X77 (szexp(tﬁ) (p)) ) Xﬁ (djexp(tﬁ) (p)))
=w <d¢exp —t7) © X" (d)exp(tn)( )) ) dwexp(—tﬁ) © Xﬁ (wexp(tﬁ) (p))>

d *
a/i o wexp(tﬁ) (77) (p)

XAdeXp(itﬁ)n (wexp(—tﬁ) o wexp(tﬁ) (p)) s XAdeXp(itﬁ)ﬁ (wexp(—tﬁ) © wexp(tﬁ) (p>)>

XA (), X (p) )

=W ( I (Adexp(ftﬁ)n) (p)7 XH/* (ﬁ) (p))
Por outro lado, observe que

d * * d
dt Adexp(tn) K (77) (p) dt (Adexp( )77) (p)

= (iAdexp( )ﬁ) (p)

([Adexp(—tﬁ)n> ﬁ]) (p)
= {1 (Adexp(—taym)s w* (M) }Hp)

=uw X/'L* (Adexp(ftﬁ)n) (p)’ Xl"/* (ﬁ) (p>>
O

Vamos agora introduzir um lema que nos permite criar novas aplicagbes momento a partir de
acoes Hamiltoneanas conhecidas.

Lema 2.3.8. Sejam (My,w1) e (Ma,ws) variedades simpléticas, G1 e Ga grupos de Lie com dlgebras
de Lie g1 e go. Se 1 : Gy X My — My e : Go x Moy — My sao agées Hamiltoneanas com aplicacao
momento jy € pa, entao a agao ¥ : (G1 X Gg) x (M1 x M) — My x My dada por

¥((g91,92), (p1,p2)) = (Y1(91,p1), ¥2(g2,p2))

é Hamiltoneana com aplicagdo momento p : My x My — (g1 @ g2)* dada por

p(p1, p2) (', n%) = pa(p1)(n*) + pa(p2)(n?)

Demonstragao. Sejam p1 € My, po € Ma, v1 € Ty, My, vo € 1), Mo, n' € g1 e n? € go. Entao usando
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a forma simplética produto w definida em 1.2.6, temos que,

1.2
w(Xu(n1ﬂ72)(p17p2)7 (1)171)2)) = du(" o )(vl,vQ)

1 2
— du () + du (v2)
= W1 (Xunl (p1)7 Ul) + w2 (Xunz (pQ)) UQ)
1 2

= w1 (X7 (1), 01) + wo (Xn2 (p2), v2)
= w(X) (py, pa), (v1,v2))

O

O exemplo a seguir ilustra o uso o lema 2.3.8. Além disso, o par acdo Hamiltoneana e sua
aplicacdo momento apresentado serda usado na segao 3.4 para dar uma idéia da prova do teorema
de Delzant

Ezemplo 2.3.9 (Agao do toro em C™). Vamos agora aplicar o lema 2.3.8 & a¢@o apresentada no
exemplo 2.3.3. Seja ¢ : 81 x C — C a acdo do exemplo 2.3.3.Defina a acio 1) : T" x C* — C" dada
por

(Tn7cn) > ((gla e agn)a (Zlv cee Zn)) = (91217 s agnzn)

usando as identificagdes T = S' x ... x St e S' = {z € C||z| = 1}.
O lema 2.3.8 e os resultados do exemplo 2.3.3 nos garante entao que 1 é uma agdo Hamiltoneana
com aplicagao momento p : C* — (R™)* dada por

(21, zn) (s tn) = (2 + k)t + oo+ ([2a]? + En)tn)

onde ki,...,k, € R sao constantes.

A aplicacdo momento foi assim nomeada por, em casos particulares, coincidir com grandezas
fisicas de mesmo nome. Os dois exemplos a seguir ilustram casos em que a aplicagdo momento
coincide com o momento linear e momento angular, respectivamente.

Ezemplo 2.3.10 (Momento linear). Considere TR?® ~ R® munido da sua forma simplética cano-
nica w. Usando a identificacdo R® ~ R3 x R3, considere a acdo ¢ : R? x R® — RS definida por
w(g, (q, p)) = (q + g,p). Vamos calcular a acdo infinitesimal induzida por 1. Dados (¢,p) € R® e
n € Lie(R3) = R?

X" (q,p) = iw@”’) (exp(tn)) |t=0

dt
— = (ap) B
1 (tn)lt=o

= L)
= (n,0)

Logo, se p : RS — (R3)* é um candidato a aplicacio momento, precisamos que, para todos
neR e (q,p), (v1,v2) € R

d(u") (g (v1,02) = w(X"(q, p), (v1,02))
= w((% O)v (U17 UQ))
= <7],'l}2>
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Substituindo (v1,v2) por elementos da base canonica de RS, obtemos as equagoes

aum B
T%(q,p) =0
au" B

Logo, uma solugao é u"(q,p) = (p,n) e u(q,p) = (p,-). Logo, a menos da identificagdo de Riesz,
1 corresponde ao momento linear.

Para ver que u é realmente aplicacdo momento para v precisamos verificar a condi¢ao de equi-
variancia. Observe, no entanto, que R3 ¢ um grupo abeliano, logo Ad; = Id(gs)«, para todo g € R3.
Logo temos que

1o Pg(q,p) = pulg + g,p)
=(p,")
= u(q,p)
= Adj o u(g,p)

O exemplo do momento angular requer um lema sobre calculo matricial. Esse lema sera usado
apenas na prova do exemplo 2.3.12 e o leitor que deseje pode pular sua demonstragao sem perdas
no restante dessa dissertacao.

Lema 2.3.11. Seja f : R? — s0(3) definido por

m 0 —n3 no
ml—=|n 0 —-m
N3 N2 M 0

e defina F : s0(3)* — R3 como o pull-back por f composto com a identificacio R ~ (R3)*. Entdo
f e F sdo isomorfismos e vale que, para todos v,w € R?, g € SO(3) e & € so(3)*

1. fr)w=vxw
2. f((g-v) X (g-w)) = Ad, f(v x w)
3. &£(f(v)) = (F(&),v)

Demonstracao. O item 1 pode ser verificado apenas calculando os dois lados a equacgao e nao sera
provado aqui.
Para provar o item 2 note primeiro que, se as matrizes linha g1, g2, g3 sao as linhas de g, temos

g2vg3w — gawgsv
(9-v) X (g-w) = | gsvgrw — gswgv (2.1)
gi1vgaw — giwgav

Temos também que
T T) T

givgiw — giwg;v = gi(vw’ —wv')g;
para i,j € {1,2,3}. Para simplificar a notacdo, defina V := vw? — wv?. Podemos reescrever 2.1
como .
92V g3
(g-v) x(g-w)=|gsVg] (2.2)

aVgs
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Observe que a matriz

0 —(v1w2 — Ugwl) V3w, — V1W3
V= V1Wo — VoW1 0 —(vows — v3wsy) | = —f(v x w)
—(1)311)1 — v1w3) VW3 — V3W2o 0

Veja também que, para i € {1, 2,3} temos g;vg;w = giwg;v, ji que g;v e g;w SAo NUmeros reais,
logo gngiT = 0. Isso nos d& que

Adgflvxw)=g-(-V)-g!
=g-(=V)-g"
[0 —q1Vgs —q1Vgl]
= |—gVg{ 0 —gaVg¥
| —gsVgl —g3Vgd 0 ]
[0 —1Vgs Vgl ]
= | Vgl 0 —q1Vgi (2.3)
| —gsVgl gVl 0 ]

onde a ultima igualdade vem da antissimetria de V' e do fato de que gng]T = (gngjT)T por ser
uma matriz 1 x 1.
Logo, 2.2 e 2.3 nos dao

0 —((g-v)x(g-w)y  ((g-v) x (g-w)),
Adgfloxw) = | ((g-v) x (g-w)), 0 —((g-v) x(g-w)), | = f((gv)x(gw))
~((g-v)x(g-w), ((g-v)x(g-w), 0

O

Ezemplo 2.3.12 (Momento angular). Considere ¢ : SO(3) x T*R? a agdo dada por v,(q,p) =
(9q, gp), onde g € SO(3), (¢,p) € T*R3 ~ R’ e gq representa a acao usual de SO(3) em R3.
Se 1) admite aplicacio momento u : T*R? — s0(3)*, é necessario que

X, = X" (2.4)

para todo n € so(3).

Vamos calcular explicitamente ambos os termos da equagao. Note que como a fungdo f definida
no lema 2.3.11 é um isomorfismo, sempre podemos escrever n unicamente como f(v), para algum
v € R3. Assim, se (¢,p) € R%, temos que

. d
Xf( )(U) = Ewexp(tf(v))(%p)‘tzo

= < (exp(t(0))a, exp(t7(0))p)]
= (f(v)g, f(v)p)

= (v X q,v X p)

t=0

Para calcular X ;«), note que a observagao 1.2.5 nos da que a forma simplética cotangente de

2
) X)) €

T*R3 coincide com a forma simpétlica canéonica de RS. Logo, se escrevermos X uf @) = (Xt .

I
R3 x R3, temos que, para todos (v, vs), (wy,ws) € R x R3.

d,U/{v(i)vQ) (’U)la U}2) = W(X“f(v) (1}1, 1}2), (u)l, w2))

= (X s (01, 02), w2) = (X2 (v1,02), 1)
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Fazendo wy = 0, temos que

ouf @
Xy (v1,v2) = %T(Ul,vz)
Analogamente, fazendo wy = 0 obtemos
ouf @
Xif(v)(vlv vg) = — g (v1,v2)

Logo

ouf®  guf@
dp T 0q )

Temos entao, que a condicao 2.4 é equivalente a

X, = (

<3Mf(v) _auf(v))

% og = (vxqvxp)

A funcio pf)(q,p) = ((¢ X p),v) satisfaz essa condicao. De fato, a propriedade de alternancia

do produto misto garante que /¥ (q, p) = ((v x q), p), tornando a equacio

ouf®
dp

=vXgq

trivial. Por outro lado, a mesa propriedade nos da p/)(q, p) = —((v x p), ¢), e, portanto,

ouf @
Maq =—uxp
Assim, temos, usando F' como no lema 2.3.11
(g x p),v) = ! (q,p)

para todo v € R3. Isso nos da que, p(q,p) é o elemento de s0(3) que é identificado por F com ¢ x p
o momento angular.

Para confirmar que y ¢ momento nos resta mostrar que p oy = Ady o . Dados, (q,p) € RS,
v e R3 e A€ SO(3), temos que

(A 0 1)) (g,p) = pA9a-17) (g, p)

Seja wa € R? tal que f(wa) = Ady—1f(v). Note que podemos escolher a métrica (-, -) tal que
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a métrica g = (f~1(-), f71(:)) em SO(3) é bi-invariante. Temos entao que

(Ad¥ o )/ @ (g, p) = !4 (g, p)
q X p,wa)

=

9(f(g x p), f(wa))
g(f(g x p),Adg-1f(v))
g(Adaf(qg xp), f(v))
a(

= (A

1

f(Ag x Ap), f(v))
q x Ap,v)
1) (Aq, Ap)

= (uova)™(q,p)

A seguir apresentaremos dois casos particulares de agoes Hamiltoneanas. Veremos que esses

exemplos generalizam alguns dos casos ja apresentados. Nao sera feita a prova dos resultados em
si, apenas que eles s@o casos gerais de exemplos ja apresentados. A demonstragao de cada um pode
ser encontrada em [2].
Ezemplo 2.3.13 (Agao linear simplética). Seja (V,w) uma espago vetorial simplético e G um
grupo de Lie com algebra de Lie g. Se ¢ : G x V' — V é uma agao simplética em V', entdo ¢ é
Hamiltoneana com aplicacdo momento u : V' — g* dada por p'(v) = %w(X"(v),U) Observe que
esse resultado generaliza o exemplo 2.3.12. De fato, dada )%™ : SO(3) x RS — R®, acdo do exemplo
citado, ou seja, tal que ¥g" (¢, p) = (9q, gp). ¥*™9 é claramente linear e, portanto, d(¢g"?),, = ¥g"?.
Assim, se w ¢ a forma simplética canonica de RS, dados (q1,p1), (g2, p2) € RS, temos

(™) w((q1,p1), (g2, p2)) = w((d¥3™) (q1,p1), (dU5™) (g2, p2))
=w((9q1,9p1), (992, gp2))
= (9q1, gp2) — (9p1, 992)
= (q1,p2) — (P1, q2)
=w((q1,p1), (g2, p2))

onde a quarta igualdade vem do fato que g € SO(3). Logo, 1" é simplética. Podemos entao aplicar
a férmula para o momento dada acima. Dados n = f(v) € Lie(R?) = R3, onde f ¢ a funcdo definida
no lema 2.3.11, e (¢, p) € R%, temos que

1

Q

3

=
|

)

€

w(Xf(v)(Qap)a (97]7))
(S (exp(tf ), (0.0)]_ . (0.0)
w<g(etf(u)q’ etf(v)p)‘tzo, (q,p))

w((v x q,v x p),(q,p))

M\HM\HM\)—‘M\HI\JM—‘

((vx g,p) — (v xp,q))

—~

q X p,v)

o que corresponde ao resultado encontrado no exemplo 2.3.12.

Ezemplo 2.3.14 (Levantamento cotangente). Seja M variedade diferenciavel e G grupo de Lie
com &lgebran de Lie g. Dada v : G x M — M uma acao diferencidvel, defina seu levantamento
cotangente ¥ : G x T*M — T*M por ¥, = dw;_l. Entao ¥ é acao Hamiltoneana com relagao
a forma simplética candnica de T*M com aplicagdo momento p : T*M — g* dada pela férmula
w(oy) = oy (X ”(p)), onde a acao infinitesimal considerada é a de 1.



2.3 ACOES SIMPLETICAS, HAMILTONIANAS E APLICAGAO MOMENTO 35

Note que os exemplos 2.3.10 e 2.3.12 sdo casos particulares deste exemplo. De fato, considere a
acao Yl : R3 x R3 — R? dada por 4" (g,q) = ¢ + g. Se ¥" & o levantamento cotagente de ¥'",
temos \Ifijn(q, p) = (¢ + g,p) que coincide com a agao apresentada no exemplo 2.3.10.

Vamos entdo calcular a aplicacio momento de U pelo método apresentado acima. Sejam
q € R3 neLie(R?) =R3 e ay = (p,-) € (T,R?)*. Temos que

—O‘q( )
( (') ( exp(tn))‘tzo)

(B,
:< D, M >
0 que coincide com a aplicagao momento encontrada no exemplo 2.3.10.

Para o exemplo 2.3.12, considere a acdo ¢ : SO(3) x R? — R3 dada por ¥ (g,q) = gq.
Seu levantamento cotangente é dado por g™ (q,p) = (9q, gp). Entao, novamente, dados ¢ € R3,
n = f(v) € Lie(R?) = R?, onde f é a funcio definida no lema 2.3.11, e a,, = (p,-) € (T,R?)*, temos
que

Hf(v) (ag) = g (Xn(Q))

que é a mesma aplicagao encontrada no exemplo 2.3.10.

O ultimo lema dessa segao trata de acoes de subgrupos e agoes Hamiltoneanas. Esse lema seréa
usado em diversas ocasides no capitulo 3.

Lema 2.3.15. Sejam G grupo de Lie, (M,w) variedade simplética e ¢ : G x M — M ag¢ao
Hamiltoneana com aplicagao momento p: M — g*. Se H é subgrupo de Lie de G, com b = Lie(H)
ei:bh — g € ainclusao, entao a acao V|gxn € Hamiltoneana com aplicagéo momento 1*6 o U.

Demonstracdo. Queremos provar que X(iE oyn = X' para todo n € h. Como w é nao degenerada,
basta provar ¢x, . w=1xnw.
(i on)m

Seja entao v, € TM e a: (—€,€) — M curva tal que a(0) = p e &/ (0) = vp. Temos que

wp(X (i opuyn (P); vp) = (@ © 11)")p(vp)
d

= S o (@ (1) =0
— S a (). g
= S (o), i (limo
= du"(vp)
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Seguiremos com um exemplo para ilustrar o lema 2.3.15. Esse exemplo ilustra também uma
parte da aplicagao do teorema de Kirillov-Kostant-Sourieau 2.4.1 que serd apresentado na segao
2.4, na prova do teorema de Shur e Horn no capitulo 3.

Ezemplo 2.3.16 (Agao de um subgrupo na 6rbita coadjunta). Seja G um grupo de Lie com
algebra de Lie g. Considere sua a¢ao coadjunta Ad* : G x g* — g*. Usaremos aqui o teorema de
Kirillov-Kastant-Sourieau que serd provado na préxima se¢do. Em suma, o teorema afirma que,
para todo ¢ € g*, a orbita M = Ad*(G)( é uma variedade simplética e que ¢ = Ad*|gxa € agdo
Hamiltoneana com aplicagdo momento iy; : Mg* a inclusao.

Considere entao H subgrupo de Lie de G' com algebra de Lie b, com iy : h — g a inclusao. O lema
2.3.15 nos garante que a agao ) = Y|rxm € Hamiltoneana com aplicacdo momento fi = i}, o f.
Considere uma métrica (-,-) em g e defina 6 : g — g* tal que 6(n) = (n,-). Vamos provar que
fi = iy © T(ry), onde my(y) = O(h) — g € a projecao ortogonal.

Basta provar que z; oip = z;; o Ty(p)- Note, no entanto, que, se £ € M

it 0 inr(€) = i o To() (&) © ina(E)ly = Ely = To(r) ()]

Logo, ¢ suficiente mostrar que §(n) = my(y)(£)(n), para todo § € g* e n € h. Se provarmos que
vale Ty 0 0 = 0 o Ty, onde 7y, : g — b € projegao ortogonal sobre b, o lema estara provado pois

= (mp (071(€)),m) + (071(&) — mg (071(€)), )
= (m (671(€)). m)

= (0 omy)(071(€)) ()

= To(p) &)

Para ver que my(y) o 8 = 6 o 7y, note que, se § € b, entao

0 o my(€) = 0(E) = o 0 O(E)

Por outro lado, se € € b entdo 0(€) € 6(h)*, logo

(mo(p) © 0)(§) = 0 = (6 0 7p) (1)

O resultado entao segue da linearidade de 6 e my(y).

2.4 Teorema de Kirillov-Kostant-Sourieau

Um resultado interessante, que nos da mais um exemplo de variedade simplética e agdo Ha-
miltoneana, é o teorema de Kirillov-Kostant-Sourieau sobre érbitas coadjuntas. O teorema diz que
toda oOrbita coadjunta admite estrutura simplética para a qual a agdo coadjunta é Hamiltoneana.
Mais especificamente, o enunciado do teorema é

Teorema 2.4.1. Seja G um grupo de Lie e Ad* : Gxg* — g* sua agdo coadjunta. Se M = Ad*(G)¢
¢ uma drbita da acdo coadjunta, entio existe w € Q2(M) forma simplética, denominada forma de
Kirillov-Kostant-Sourieau, definida por

we (XM (E), X™(€)) = &([m, m2])

onde m,m2 € g e £ € g*. Além disso, a restrigio da agao coadjunta Ad*|gxnr € Hamiltoneana com
aplicacao momento dada pela inclusao ipr : M — g*.

A prova desse teorema serd feita em partes. Primeiro provaremos que a forma de Kirillov-
Kostant-Sourieau é realmente uma forma simplética
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Lema 2.4.2. Sejam M = Ad*(G)¢ e w € Q*(M) como definidos no teorema 2.4.1. Se & € M,
entdo vale que

1. we : TeM @ TeM — R estd bem definida.
2. we € bilinear.

3. wg € anti-simétrica.

4. we € nao-degenerada.

5. we € fechada.

Demonstracao. Para provar o item 1, note primeiro que M é uma o6rbita de uma agao de G, logo
todo elemento de T¢M pode ser escrito como X"(§) para algum 7 € g. Dessa forma vemos que
we realmente estd definida no dominio indicado. Para verificar que nao ha ambiguidade em sua
definigdo, vamos primeiro mostrar uma igualdade que nos ajudara no restante da prova do lema.

X7(6) = (A (exp(n)leco

= —¢ o Ad(exp(—tn))|i=o0

d
=¢o aAd(exlo(—tn))\t:o

= {oad(—n)
= —§oad(n)
=&, )

Sejam 5,71, 12 € g, tais que X7 (€) = X7' (&) entdo temos que &([n',-]) = (7", ), o que nos
da

= &(i',7?)
= we (X7 (€), X (€))

Usando que X"(§) = —&([-,n]) provamos o mesmo para a segunda coordenada e esta provado o
item 1.

O item 2 vem do fato de o colchete ser bilinear e do item 1 do lema 2.2.2, que garante que
gon— X"EX(M) é linear.

O item 3 vem direto do fato de que o colchete é anti-simétrico.

Para provar o item 4, observe que se wg(an(ﬁ), X (¢)) = 0, para todo 7% € g, temos entdo

0= we(X" (€), X7 (€))
= (I 7))

para todo n? € g. Logo X”l(g) = 5([771, ]) =0.

O item 5 é o0 mais delicado do lema. Vamos comecar com a seguinte observacao. Sejam n',n> € ge
Eeg’, podengos extender esses elementos como campos invariantes a esquerda fazendo ﬁ; = dLgnl,
ﬁg =dLyn? & = dL;,lf. Note que a fungao o077 é constante, j = 1,2. Em particular, X -£onJ =0,
para todo X € g.
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Entao
dée (e, 12) = 72 - €(7) — 2 - £(7") — &', 7))
= —&([n*s 7))
1 2
= —we(X(£), X7 (£))
O leitor pode se sentir tentado nesse momento a aplicar o operador diferencial a ambos os lados
e concluir que a forma é exata. Entretanto, as formas d¢ e w tem dominios diferentes (d¢ € Q%(G),

w € Q(M)) e, portanto, o operador d é diferente para cada uma delas. Para circundar esse problema,
escreva 1) = Ad* e, para cada & € g* faca ¢ : G — M funcio definida por ¢¢(g) = Ad*(g)¢ como

definido no inicio do capitulo. Se provarmos que o pull-back de w por ¢ coincide com —d¢, teremos
que
(¥%)"dw = d((¢*)*w)
= —d(d¢)
=0
Como ¢¢ é uma submersio, pois d(1).(n) = X"(£), teremos entdo que dw = 0.

Vamos entao provar que ¥*w = d€. Primeiro mostraremos que as duas formas coincidem na
identidade

(W) w), (", n?) = we (d(@%)en', d(¥4)en?)
= we (X7 (€), X7 (€))

= dé&(n',n%)

No entanto, o item 2 do lema 2.2.2 nos diz que, para todo campo invariante a esquerda 7 em G,
temos

d
d(¥*)gily = &7/1 (gexp(tiie), €)|i=o

= S (g, wlexp(tic), ©)lizo

d
= dyp, o &w(exp(tﬁe), €) =0
= dipy 0 X ()
— xAd@)7e 4 Yy
= XA (Ad*(g)€)

Isso implica que

(%) w) , (g, 7l3) = wye (g (Ayly, dibyily)
= waar (g1 (XA (Ad* (9)g), XA (Ad* (9)€))
= Ad*(g)¢([Ad(g)n', Ad(g)n*))
= £(Ad(g M Ad(g) ", n*))
=&(In",n*)
= d&(7ly, ;)

concluindo a prova.
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O
O lema a seguir prova que u =iy : M — g* é aplicagdo momento para a agdo coadjunta
Lema 2.4.3. Sejam M = Ad*(G)( e w a forma de Kostant-Kirillov-Sourieau. Se escrevermos

w=1ipy: M — g* € ainclusao, entdo vale que

1. X X& Veeg

pe =
2. iy € equivariante, i.e., ipr o Ad*(g)|p = Ad*(g) o inm

Demonstracao. Para provar o item 1, basta mostrar que iX(iM)nW =ixnw. Sejam n,n € ge &* € g*.
Note que (ipr)"(€) = ip(€)(n) = &(n). Temos entao que

we(X(ipyn (), X)) = (d(inr)")e(X(€))

= S (101 (AQ (expi)E) o

_ %(Adwexpm)s)(n)rt:o

= %g o Ad(exp(—t71))(n)|t=o0

= §oad(—mm)
= &([n,7))
= we(X"(8), X"(€))

O item 2 é obviamente verdadeiro. O

2.5 Reducgao Simplética

Para ilustrar a utilidade da aplicagcao momento, apresentaremos nesta se¢do o teorema de
Marsden-Weinstein-Meyer sobre redugao simplética, que utiliza a aplicagdo momento para redu-
zir o numero de dimensdes do problema. Essa se¢ao é baseada em [1].

2.5.1 Resultados preliminares

Aqui apresentaremos os ingredientes basicos usados na prova do teorema de reducdo simplética.
Comegaremos definindo o conceito de anuladorda algebra linear.

Definicao 2.5.1. Seja V um espaco vetorial e W subconjunto de V. O anulador de W € o subespaco
WO ={fecV*| f(w)=0vYwe W}

O primeiro lema estabelece uma relagao entre o kernel da aplicacdo momento, que corresponde
ao espaco tangente dos seus conjuntos de nivel, e o espago tangente das 6rbitas da acao.

Lema 2.5.2. Seja ¢ : G x M — M agao hamiltoneana. Se G, € o grupo de isotropia de p e
gp = Lie(Gp) e O, € a drbita de G que passa por p, entao:

Kerdp, = (TpOp)“?
Imdp, = g,

onde gg ¢ o anulador de g,.
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Demonstracao. Observe primeiro que
dim gg = dimg — dimg,
dim (T,0p)*? = dim T, M — (dim g — dim g,)
onde a segunda igualdade vem da proposic¢ao 1.2.13. Assim
dim g + dim (T,0;7) = dim T, M = dim (Ker dy,) + dim (Im dpp)

Se provarmos que Imdyu, C gg e Kerdp, C TpO;J” entao o resultado sai por um argumento de
dimensao.
Observe que, Vp € g e Vv € T, M

wp((X7)p, v) = (dpp(v), n)
Logo se v € Kerdpu,, entdao w,((X"),,v) = 0,Vn € g. Portanto temos Kerdpu, C (T,0,)“".

Por outro lado, para todo n € g, temos

X"(p) = %@b(exp(tn)vp) 1o

_d,
_dtptzo

=0
Logo (dpp(v),n) = 0 para todo v € T,M, o que implica Im dy, C g9. O

Lema 2.5.3. Se (V,w) é um espago vetorial simplético e W é um subespago isotrdpico de V', entdo
w induz uma forma simplética wyeq em W< /W.

Demonstragao. Se u,v € W¥, defina wyeq([u], [v]) = w(u,v). Para ver que w4 esta bem definida,
basta observar que se @ € [u] e 0 € [v] entdo & = u+w, 0 = v+ z, com w,z € W e, como W C W¥

wu+w, v+ 2) = w(u,v) + wy, z) + w(w,v) + w(w, z) = w(u,v)

Para ver que wyeq ¢ nao-degenerada, tome v € W tal que wyeq([u], [v]) = w(u,v) = 0,Yv € W¥.
Entao u € (W*)¥ =W, logo [u] = 0. O

O lema seguinte sera apenas enunciado e nao provado, por se tratar de um resultado de teoria
geral de variedades, e ndo de variedades simpléticas.

Lema 2.5.4. Se G € compacto e age livremente sobre M, entao M /G é uma variedade e o mapa
m: M — M/G é um G-fibrado principal.

2.5.2 Teorema de Marsden-Weinstein-Meyer

Teorema 2.5.5. Sejam (M,w) variedade simplética, G um grupo de Lie compacto com a¢ao Ha-
miltoneana sobre M com aplicagao momento p e k € pu(M). Suponha que G age livremente sobre
p=L(k), entdo, sei: ' (k) — M € a inclusdo, temos que:

o Myeqg=p ' (k)/G € variedade
o A aplicagio 7 : p~ (k) = Myeq € um G-fibrado principal

o Friste wyeq forma simplética em M,cq tal que i*w = T Wyeq
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Demonstragdo. Como G age livremente sobre 1 (k) temos que G, = {0} para todo p € u= (k) o
que implica g, = Lie(G)p) = 0. O lema 2.5.2 nos garante entdo que dy, é sobrejetora. Logo k é valor
regular de p e p~ (k) é subvariedade de M com codimenséo igual & dimensdo de G. Com isso, o
lema 2.5.4 nos dé os dois primeiros itens.

Para provar o terceiro item, observe que, se p € p~'(k), entdo, pelo lema 2.5.2 temos que
(T,0p)*» = Kerdp, = Tpu~t(k). Mas como G age sobre u~ (k) temos T,0, C Tput(k) =
(TpOp)“, ie., T,O, & isotropico.

O lema 2.5.3 nos garante que existe uma estrutura linear simplética em Tpu=1(0)/T,|, =
T (p)Mreq induzida por wy. Logo, o mesmo lema nos da um espago vetorial simplético (T[p} M,eq, (wred)p) .
Vamos agora mostrar que (wyeq)p, depende apenas de [p], ou seja, poderemos denotar (wWyeq)p =

(Wred)p)-
De fato, observe que existe g € G tal que ¥(g,p) = p e que

d% (Tp/iil(k)) = Tﬁﬂil(k)
diy (Tpop) =T;0;

logo podemos fazer a identificagio [u] = [di,(u)] para u € Tpu~1(k).
Assim se wyeq € a forma induzida escolhendo o ponto p e @,..q a forma obtida pelo ponto p, para
todos u,v € Tp/fl(k:), temos que

(WTed)p([U]7 [u]) =

J& mostramos que a cada ponto p € M,.4 existe uma estrutura linear simplética (wyeq)p em
Ty M,eq. Vamos agora provar que wyeq ¢ uma forma simplética em M. O fato de (wyeq)p ser simplética
para todo p € M,.4 prova a biliearidade, anti-simetria e nao degenerescéncia, resta apenas provar
wreq € fechada. Por construcgao, temos i*w = 7¥wyeq, logo

7T*dwred = dﬂ'*wred
=di*w
=i"dw

=0
Como 7* é injetora, temos que wy¢q é fechada e, portanto, simplética. O

A seguir apresentaremos um exemplo para ilustrar o uso da redugao simplética de Marsden pro-
vando que o espaco projetivo CP! ¢ uma variedade simplética. Na verdade, uma pequena adaptacio
pode ser feita para provar que qualquer CP"™ é simplético.

Ezemplo 2.5.6 (Redugao para CP!). Considere a acido 1 : S xC? — C2 dada por 1/)(62Mt, (z1, 22)) =
(e2™i 21, e?™ 25). Essa acdo pode ser vista como uma restricao da a¢do introduzida no exemplo 2.3.9,

com n = 2, ao subtoro diagonal {(e?™ ¢?™) |t € R} C T?. Assim, aplicando o lema 2.3.15, temos
que 7 é Hamiltoneana com aplicacdo momento p : C?> — R* dada por

(21, 22) = ((|21] + k1, |z2)* + k2), )

onde ki, ko € R sdo constantes que tomaremos como zero. Temos entdo que p~(Idg) ¢ a esfera de
raio 1 em C2. Como 14 € sempre uma rotagao e 1 € uma acao livre, temos que v age livremente
em £~ (Idg. Assim, pelo teorema 2.5.5, temos que p~ ' (Idg/S' = CP! é uma variedade simplética.
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2.5.3 Reducgao para Grupos Produto

Discutiremos aqui como usar o teorema 2.5.5 para fazer uma reducao simplética em grupos
produto. A idéia é, dados G = Gy x G5 grupo de Lie produto, e uma acdo Hamiltoneana 1 :
G X M — M, fazer a redugao apenas segundo G e analisar a agao de G5 no quociente.

Proposicao 2.5.7. Sejam (M,w) variedade simplética, G1 e Gy grupos de Lie e G = Gy x Go
grupo de Lie com a estrutura produto. Sejam v : G x M — M ag¢ao Hamiltoneana com aplicagio
momento . Entio ¢! = ¢’(G1><{6G2})><M e P2 = ?/)|({eG1}xG2)><M sao agoes Hamiltoneanas com
aplicagao momento 1 e p2. Além disso, se Gi age livremente em ul_l(k:), k€ pi(M), entao existe
acao Hamiltoneana de Go em My = ul_l(k)/Gl com relacao o forma simplética reduzida wyeq com
aplicacao momento iy tal que o diagrama abaizo comuta.

Demonstracao. Se g, g1 e g2 sao as algebras de Lie de G, GG1 e G4, respectivamente, entdo o
lema 2.3.15 garante que 91 e ¢ sao agoes Hamiltoneanas com aplicagao momento p1 = iy, op e
p2 = ig, o i, onde ig, : g; — g € a inclusao para ¢ = 1,2. Em particular, dados p € M e m € g
temos que

i (p) = ig, o u(p)(m)
= u(p)(m)
= " (p)

Analogamente, se 72 € go, temos pd’(p) = p"2(p).

Note que as agoes ! e ¥? comutam, no sentido que, para quaisquer g; € Gi e g2 € Go,
1/’;1 o 1/;32 = sz o) w;l Isso implica que G2 age em ul_l(k’) Para ver isso, basta provar que, dados
pE ,ul_l(k) e 12 € go elemento da algebra de Lie de G, dt:“l (w2(expG2(t772 )‘t o = 0. Logo,
dado 11 € g1 elemento da algebra de Lie de G, temos

%MT (1/12 (expcz(tnz),p)ﬂtzo (1 )p (X
=w(X,m(p
— w(X 0 (p
= {Ml 7#22}(
= {u™, 1™} (p
_ Iu[m,nz] (p)
= 0 (p) + 0l (p)
=0

(p)
), X
)s X, (p))
)
)

A igualdade [n1,m2] = [n1,0]+[0,m2] vem da defini¢ao do colchete produto, usando as decomposigoes
m=m-+0en =0+mns. 3

Assim, se 7 : p~ (k) — M, & a projecdo candnica do quociente, podemos definir a agao 2 de
G em M, tal que 7o ¢} = 7 om para todo g € Go.

Por outro lado, um raciocinio anélogo nos mostra que %um <w1 (eXpG1 (tm), ))‘ 0= 0, ou
t_

seja, que po € constante ao longo das orbitas de G. Isso nos permite definir a fungao fip : My — g5
tal que fio o T = pa. 3 .
Vamos agora provar que fiz ¢ aplicacdo momento para 2. Dado 7 € go, denote por X a acio
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infinitesimal de ¢2. Veja que, dado p € ' (k)

X0(lp) = 0 (explen), 7(r)|

= 4o (ex
= oY (e p(tn),p)‘

=dm o X"(p)

t=0

Temos, entdo, que mantendo p € p~ (k) e tomando v € T~ (k)

Wred (Xﬁg ([p])7 [U]) =

o que nos da X ﬂg([p]) = X"([p]). Para provar a equivariancia, pela proposicio 2.3.7 basta provar
que a aplicagdo comomento é um homomorfismo de Lie com o colchete de Poisson {:, },cq =
wred(X(.),X(‘)). Considerando n', 7% € go, temos

{8 Yrea() = wrea (X (1), X e ()

= W(Xu;zl (p)7 XMQQ (p))

= {1 Y ()

1.2
=" " (p)

= a5 ([p)
O

O exemplo a seguir exemplifica o uso da redugao para grupos produto. Na verdade o uso a seguir
é uma versao em dimensao baixa do uso que esse resultado terd na secao 3.4.
Ezemplo 2.5.8 (Redugao produto para 72 agindo em C?). Considere a acio ¢ : T? x C? — C2
apresentada no exemplo 2.3.9. Essa acdo tem aplicacdo momento p : C? — (R?)* dada por

(i(z1, 22) = (|21 + ka1, |22 + k2), )

Podemos decompor T2 nos subtoros 77 = {(e2™ e2™) |t € R} e Ty = {(e?™, e~27t) |t € R}.
Vimos no exemplo 2.5.6 que a reducdo de Marsden por 1! = |7, xc2 nos da o espaco projetivo
CP!'. Assim, a proposicao 3.4 nos garante que existe uma acio 1/; : Ty x CP! — CP! Hamiltoneana
com aplicacdo momento fi : CP! — R* definida de forma que fiom = it, © i, onde ty & a algebra
de Lie de Tj e iy, : to — R? ¢ a inclusdo de ty em R? algebra de Lie de T2 e 7 : ufl(IdR) — CP' ¢
aprojecao sobre o quociente.

2.6 Condigoes para Existéncia e para a Unicidade da Aplicacao

Comomento

Ja vimos pelos resultados apresentados que a aplicagdo momento se mostra muito wtil em
problemas de geometria simplética, por exemplo auxiliando encontrar simetrias de um problema e
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reduzir sua dimensao ou apresentando uma lei de conservagao no sistema considerado. Entretanto,
tal aplicagdo nem sempre existe, devido a possiveis obstrugoes toplogicas para isso.

Nesta secao mostraremos condigoes necessarias para a existéncia e para a unicidade da aplica-
¢ao comomento e, portanto, também da aplicagao momento de uma agao simplética. Em resumo
mostraremos que toda acao simplética de um grupo com algebra de Lie semisimples nos da uma
acao hamiltoniana e que a aplicagao comomento é tinica a menos de soma de elementos do anulador
do ideal de comutadores.

Essa secao ¢ baseada em [1], capitulo 26 e [5].

2.6.1 Existéncia da Aplicacao Comomento

Nesta segao, dada uma agao simplética ¢ : G x M — M qualquer, vamos tentar construir uma
aplicacao comomento para ela, adicionando hipéteses conforme necessario. Essa se¢ao é baseada em
[5].

Naturalmente, como a aplicagdo comomento nos da fung¢oes Hamiltoneanas para cada um dos
campos gerados pela acao infinitesimal, o primeiro requerimento natural seria que X" é campo
Hamiltoneano para todo n € g, ou seja, que a agdo é fracamente Hamiltoneana. Podemos entao
construir uma aplicagao linear H : g — C°°(M) tal que X,y = X" para todo n € g. Essa aplicacio
satisfaz a condigao 1 da definigao 2.3.4.

Agora tentaremos, a partir da aplicacdo H, construir uma aplicacdo comomento para 1. Como
o gradiante simplético é invariante por some de constantes, a idéia é encontrar ¢ : g — R de forma
que H ([771, ng]) + c([m, 772]) = {m,n2}. Baseado nisso, o lema a seguir nos da uma condi¢ao para
que uma acao fracamente Hamiltoneana seja Hamiltoneana.

Lema 2.6.1. Sejam (M,w) variedade simplética, G grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Sejam
também ¢ : G x M — M agao fracamente Hamiltoneana e H : g — C°(M) aplicagao linear tal
que Xy = X" para todo n € g, defina T : gxg— X(M) por 7(n1,m2) = {Hy,, Hy, } — H ([n1,m2])-

Entao se ezistir ¢ : g — R tal que c([m,m2]) = 7(m,m2) temos que ¢ é Hamiltoneana com
aplicagcao comomento dada por H + c.

Demonstracao. Defina u* = H+4c. Como o gradiente simplético é invariante por soma de constantes,
temos que X,=(,;) = X". Resa provar que * ¢ um homomorfismo entre algebras de Lie. Observe
que, dados 71,72 € g

w([m1,m2]) = H ([, ma]) + c([m, ma])
m2)} — 7(n1,m2) + ¢([m, m2])

+c(m), H(n2) + c(n2)}
(), 1t (m2) }

O

Observagio 2.6.2. Note que, estendendo as aplicagbes 7 e ¢ do lema para formas invariantes a
esquerda em G, i.e., definindo 7y = dL}_,7 e ¢ = dL7_,c, a condigao c([m,m2]) = 7(m,m2) se
torna dc = 7, ou seja que a forma 7T é exata. Podemos verificar que 7 é sempre fechada, tornando
a questao de uma agao ser ou nao Hamiltoneana profundamente conectada & cohomologia de G. O
capitulo 26 de [1]| discute essa relagacao

Agora a pergunta natural é quando podemos encontrar a aplicagdo ¢ com as propriedades
descritas no lema. Uma condicdo que garante isso é que G seja semi-simples, o que, quando G é
compacto é equivalente a [g,g] = g. Nao provaremos nenhuma das duas afirmagoes aqui. Alguns
exemplos de grupos semi-simples incluem os grupos compactos cléassicos SU(n), SO(n) e Sp(n) e
seus produtos diretos, para n > 1.
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O grupo U(n) nao é semi-simples devido ao fato de que os miltiplos da identidade S! - Id,
quando passados para a algebra de Lie, correspondem a R - Id, um conjunto de matrizes que nao
sao comutadores pois seu trago nao é zero.

2.6.2 Unicidade da Aplicacao Comomento

Proposicao 2.6.3. Seja G' € um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g. Se pui e pu3 sao
aplicagdes comomento para uma mesma agio Hamiltoneana de G, entio p} — u3 € [g,9]°

3 €

Demonstracao. Para todo £ € g, como pj e p3 sao hamiltonianos do mesmo campo, temos que
/ﬁ — ,ug = ¢(§) é localmente constante.

Mas como 1% e ug sdo homomorfismos de &lgebras de Lie, ,u[lfl ) ,u[fl 2], logo ¢([&1,&2]) =0,
ie., c€[g,g=0. Logo u} = i3 O

A proposicao acima nos garante que aplicagdes comomento sdo tnicas a menos de adi¢do de um
elemento anulador do ideal de comutadores [g, g]°. Temos entdo o seguinte corolario

Corolario 2.6.4. Seja G € um grupo de Lie compacto com dlgebra de Lie g. Se G € semi-simples,
entdo toda acao Hamiltoneana de G admite uma inica aplicacdo comomento.



46

FATOS BASICOS E ACOES SIMPLETICAS

2.6



Capitulo 3

Aplicacao Momento e Convexidade

3.1 Introdugao

Neste capitulo visamos demonstrar alguns teoremas, todos baseados na imagem da aplicagao
momento de uma agao Hamiltoneana de um toro. Esse capitulo é baseado em [1], |3] e [5].

O primeiro é o teorema de Atiyah-Guillemin-Sternberg, ou Teorema de convexidade, cujo enunci-
ado é apresentado a seguir. Aqui CH(A1, ..., A\y) representa o casco convexo dos pontos (A1, ..., Ay).

Teorema 3.1.1 (Convexidade). Seja (M,w) uma variedade simplética conexa e compacta. Se v :
T x M — M é uma ag¢do hamiltoniana de T™ em M e p: M — t* € uma aplicagdo momento para
essa ag@o, entdo os pontos fixos de 1 sio dados por uma reunido finita de subvariedades simpléticas,

conezxas de M
N

Fix(T™) = () Fix(ye) = | J Ci
oeTn i=1
Além disso p € constante em cada C; e, se \; € o valor de p em C;, entdo a imagem de i1 € 0 casco
convero de (A1,...,AN)

Para tal utilizaremos teoria de Morse, bem como estruturas triplas (simplética, Riemanniana e
quase-complexa), que farao a ponte entre teoria de Morse e geometria simplética.

O segundo teorema é o teorema de Schur e Horn. Esse resultado é na verdade um corolério do
teorema 3.1.1, aplicado no caso da agao coadjunta de U(n).

Para enunciarmos esse teorema, vamos apenas introduzir algumas notagoes. Seja A € R™ e
defina P(A) = {(Ag(1),--+>As(n)) | 5 € Sn}, onde S, ¢ o grupo das permutagdes de n elementos, e
C(A) = CH(P(X)). Seja também H(n) o subgrupo das matrizes hermitianas de ordem n. O teorema
de Schur e Horn pode ser enunciado da seguinte maneira.

Teorema 3.1.2 (Schur e Horn). Sejam \,d € R™. Eziste A € H(n) com diagonal d e espectro A
se, € 50 se, d € C(N).

A prova deste teorema é feita encontrando uma agao hamiltoneana nas matrizes anti-hermitianas
de orden n (que sao facilmente identificadas com #H(n) via multiplicagao por i) para a qual a fungao
que retorna a diagonal de cada matriz seja aplicagdo momento.

O ultimo teorema é o teorema de Delzant. Este é um teorema de classificagdo de um subconjunto
das variedades simpléticas. As variedades aqui classificadas sado chamadas variedades toricas sim-
pléticas, mas as chamaremos apenas de variedades toricas. Uma variedade torica é um T"-espago
Hamiltoneano (M,w,T™, u) tal que M é 2n-dimensional e a agao de T™ em M é efetiva. Neste
teorema utilizaremos também o conceito de politopo de Delzant, que sera apropriadamente definido
na secao 3.4.

O teorema de Delzant pode ser enunciado da seguinte forma.
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Teorema 3.1.3 (Delzant). Existe uma correspondéncia um a um entre variedades tdricas e politopos
de Delzant. Essa correspondéncia € dada pela imagem da aplicagao momento, ou seja, a aplicacdo

(M, w, 4, 1) = p(M)

Esse é um teorema com uma demosntracido bastante técnica e nao serd demonstrado aqui. Ao
invés disso na sec¢ao 3.4 construiremos a variedade térica associada a um politopo particular, dando
assim uma idéia geral do esqueleto da prova.

3.2 Teorema de Convexidade

Aqui apresentaremos a demonstragao segundo Atiyah do teorema de convexidade. Essa secao é
baseada em (3], |?] e [5].

3.2.1 Estruturas Quase-Complexas

Dada M variedade, uma estrutura quase-complexa em M é uma fungédo J : TM — TM tal que
Jy : ToM — T, M é linear e J? = —1d.

Se (M,w) é uma variedade simplética, J é uma estrutura quase-complexa em M e g é uma
métrica Riemaniana em M, entdo a tripla (w, g, J) ¢ dita compativel se w(-,-) = g(J(-),-). Um fato
importante, e que nao sera provado aqui, é que dados dois dos elementos da tripla sempre podemos
obter o terceiro de modo que formem uma tripla compativel. Em particular, como toda variedade
admite métrica Riemaniana, toda variedade simplética admite estrutura quase-complexa.

Vamos agora provar alguns resultados que serao uteis mais adiante.

Lema 3.2.1. Seja M uma variedade e w, g, J forma simplética, métrica e estrutura quase-complexa
em M, respectivamente, formando uma tripla compativel. Entao vale que:

(a) Se @ € subvariedade de M tal que J(TQ) = TQ, entio Q € subvariedade simplética.
(b) Seja f: M — M suave. Se duas das afirmagoes abaizo sao verdadeiras, a terceira também o é

o f é simplética, i.e., ffw=w
e f é Riemanniana, i.e., ffg=g
e f € unitdria, i.e., df oJ = Jodf

(¢) Seja f: M — R suave. Entao grad(f) = J o Xy

Demonstra¢ao. Para provar o item (a), lembre que @ é subvariedade simplética de M se, e so se,
T, @ ¢ subespago vetorial simplético de T, M, para todo p € Q.
Suponha agora que existe X € T)Q tal que w(X,Y) =0, para todo Y € T),Q. Entao temos que

0=w(X,Y)=g(J(X),Y)

Mas, como J(X) € T,Q, temos, em particular, que g(J(X),J(X)) = 0, logo X = 0. Dai
conclui-se que T,Q“ N T,Q = {0}, logo T, Q é subespaco simplético de T, M.

Para provar o item (b), defina as fungoes j = (J,Idpys) e F = (df,df). Note que a definigao
de compatibilidade pode ser escrita como w = g o j. Veja também que f é unitaria se, e sO se,
joF =Foj.

Assuma primeiro que f é Riemanniana e unitiria. Faremos aqui um pequeno abuso com a
notagao de pull-back. No caso de f, o pull-back indicara a composi¢ao da 2-forma com (df,df),
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enquanto que no caso de F' e j o pull-back é simplesmente a composicao das duas fungdes. Dessa
forma f*w = F*w. Assim

ffw=F"(goj)
=(gojoF)
=(go Foj)
= (Foj)'yg
=j*(F"g)
=7j'g

= w

O caso em que f é simplética e unitaria é anélogo, ja que g = w o (—J, Idys)
Para o caso f é Riemanniana e simplética, observe que

ffw=f"("g)
= (F*oj")g
=(jol)g

Mas, por outro lado

ffw

w

J'g
“(f*g)
= (Foj)g

Em particular, temos (F o j)*g — (j o F)*g = 0. Ou seja

0=g(df o J(X),df(Y)) — g(J o df(X),df(Y))
=g((df o J — Jodf)(X),df(Y))

para todos X,Y € T,M. como df é um isomorfismo, temos df o J = Jodf.
Para o item (c), observe apenas que, para todop € M eY € T,M

9(grad(f)(p),Y) = dfp(Y)
= w(Xf(p)7Y)
=9(J(X¢(p).Y)

e o resultado segue pela nao degenerescéncia de g.

3.2.2 Teoria de Morse

A Teoria de Morse, mais especificamente funcoes de Morse-Bott, é parte do arcabouco teérico
essencial para a demonstragao do Teorema de Convexidade. Antes de comegarmos, no entanto, seria
apropriado discutir o conceito de Hessiana, que seré usado nesta secao e também na demonstragao
do Teorema de Convexidade.

Funcao Hessiana

Dada uma funcao f, o operador Hessiano associa, para cada ponto do dominio, uma funcao
bilinear relacionada a segunda derivada de f. A defini¢ao usual, dada em fungdo de uma métrica e
sua conexao Riemanniana é a seguinte.
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Definigao 3.2.2. Seja M uma variedade m-dimensional compacta dotada de wma métrica g e com
conexdo Riemanniana V. Se f: M — R é uma fung¢io suave, a Hessiana de f no pontop € M é
dada por

(V2 )p(X,Y) = g(Vxgrad(f),Y)(p)

para todos X,Y € T,M. Alternativamente, podemos definir a Hessiana como um operador linear,
dado por

Hess(f)p(X) = Vxgrad(f)

Observagao 3.2.3. Note que as duas definigbes acima sao equivalentes. De fato, puxando (ng)p
pelo isomorfismo candnico entre 2,0-tensores e 1,1-tensores e identificando 7, M com seu dual via
o produto interno, obtemos Hess(f). Dessa forma, daqui em diante denotaremos ambas as fungoes
por Hess(f), a distingao devendo ficar clara pelo contexto.

Nesta se¢ao estaremos apenas interessados na Hessiana avaliada em pontos criticos da fungao.
O lema seguir mostra que, em tais pontos, a Hessiana independe da métrica escolhida.

Lema 3.2.4. Se f: M — R ¢ uma funcao suave e p é ponto critico de f, entdo temos que

Hess(f)p(X,Y) = X - (Y - f)(p)

Demonstragao. Seja ey, ..., e, um referencial geodésico em p, i.e., sejam campos e; € X(U), com U
aberto de M contendo p, tais que Vxe;(p) =0, VX € T,M, e os vetores ei(q),...,emn(q) formem
uma base ortonormal de Ty M para todo ¢ € U. Entao temos que

m
grad(f) = (ei- fes
i=1
Considere X,Y € T,M com Y = (y1,...,ym) quando escrito na base (ey, ..., €,). Temos entao

Hess(f),(X,Y) = g(Vxgrad(f),Y)(p)

Por outro lado observe que

X-(V D)) =30 (X - e D) @)

=1
=Y (X (e N)D wile) + > (X -gi)es - ) (p)
=Y (X (e )P vilp)

onde a ultima igualdade vem do fato que e; - f(p) = 0, pois p é ponto critico de f. O
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Observagao 3.2.5. Note que, se p é ponto critico de f : M — R, entao, dados X,Y € X(M)

(X, Y] f(p) = dfp([X,Y]) =0

Isso implica que X - Y - f(p) =Y - X - f(p) e, portanto, ¢ uma maneira para que o leitor nao
familiar com técnicas de geometria Riemanniana defina a Hessiana e veja que ela é um oprador
simétrico, ao menos nos pontos criticos de f.

Funcgoes de Morse-Bott

Uma fungao f: M — R é dita funcdo de Morse-Bott se o conjunto C' de pontos criticos de f é
dado por uma uniao disjunta (J; C; de subvariedades conexas de M e, para todo p € C, se p € Cj,
entao T, C; = Ker Hess(f),. As subvariedades C; sao chamadas subvariedades criticas de f.

Chamamos de indice ou n—(C}) de f na subvariedade critica C; a soma das dimensoes dos auto-
espagos associados a autovalores negativos de Hess(f). O coindice ou ny(Cj) de f na subvariedade
critica C' é o equivalente para autovalores positivos. Observe que

ny(Cj) +n_(C;) + dim T, C; = dim M

A seguir apresentaremos dois lemas que sao pilares da demonstracao segundo Atiyah do Teorema
de Convexidade. Apresentaremos esses resultados sem demonstracao por hora. As provas podem ser
encontradas na secao 3.2.4. Os lemas e suas provas, exceto quando especificado o contrario, foram
retirados de [3].

O primeiro resultado é apenas um resultado de teoria de Morse-Bott.

Lema 3.2.6. Se f : M — R € uma fun¢dao de Morse-Bott com indice e coindice diferentes de 1 em
todo ponto, entdo para todo valor reqular ¢ de f os conjuntos de nivel f~'(c) sio conexos.

Agora voltaremos nossa atengao a variedades simpléticas e a aplicagdo momento. Sejam (M, w)
uma variedade simplética, ¢ : T" x M — M agao hamiltoniana com aplicagdo momento y. Usaremos
aqui a identificacao Lie(7T™) ~ R"™.

O lema seguinte, diz, entre outras coisas, que as componentes da aplicagdo momento atendem
as condigdes do lema 3.2.6. Usaremos as notagoes Fix(¢) para os pontos fixos de uma agao 1 e
T para o subtoro fechado gerado pelo elemento n da algebra de Lie de T™, mais especificamente

T = {exp(tn)|t € R}.

Lema 3.2.7. Para todo n € g, temos que p' é uma funcao de Morse-Bott com o indice e coindice
pares em todo ponto. Além disso, o conjunto de pontos criticos de p"

Crit(u7) = (1) Fix(¢g) = Fix(¢))

oeTn
€ uma subvariedade simplética de M.
Em particular, dos dois lemas acima obtemos o corolério:

Corolario 3.2.8. Para todo 1 € g e todo c € R valor reqular de j,, temos que ,u;l(c) € conexo.

3.2.3 Prova do Teorema de Convexidade

Vamos agora provar o Teorema de Atiyah-Guillemin-Steinberg. Essa demonstraciao é baseada
em [?].

Teorema (Convexidade). Seja (M,w) uma variedade simplética conexa e compacta. Se ¢ : T™ x
M — M € uma agdo hamiltoniana de T™ em M e u: M — t* € uma aplicagdo momento para essa
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agdo, entdo os pontos fixos de ¢ sdo dados por uma reunido finita de subvariedades simpléticas,

conexas C; de M
N

Fix(y) = (1) Fix(ye) = | Ci
oeT™ i=1
Além disso p € constante em cada Cj e, se \j € o valor de p em C;, entao a imagem de p € o casco

convezo de (A1,...,AN)
u(M) = CH(Ar, .- Aw)

Durante a prova, iremos enunciar alguns lemas, os quais serao provados mais adiante na secao
3.2.4, na tentativa de remover ao maximo resultados técnicos nessa apresentagao da prova.

A prova desse teorema pode ser dividida em trés passos:

Passo 1: Provar que 1~ !(c) é conexo para todo ¢ € F, onde E é conjunto denso em t*.

A prova é feita por indugao na dimensao de T™. Se m = 1, temos t* =~ R e a aplicagdo momento
é identificada com uma de suas componentes, logo basta aplicar o corolario 3.2.8.

Seja 1 acdo de T™ em M e assuma que o enunciado vale para toda acdo de TF em M com
k < m. Vamos considerar primeiro o caso em que % nao é efetiva. Para isso usaremos o lema a
seguir.

Lema 3.2.9. Se v : T™ x M — M ¢€ acao nao efetiva e p sua aplicagdo momento, entio existem
um subtoro T (m — 1)-dimensional de T™ com dlgebra de Lie £, ™t — t° aplicacdo linear e
fi: M — t aplicagio momento para 1) = Yl tais que p= 7% o fi.

Pela hipotese de indugao, (M) é convexo e, pela linearidade de 7*, u(M) também o é. Logo
podemos considerar i efetiva.

Se (-, ) é produto interno e B = (11,...,Mm) é base ortonormal de t, escreva p; = u", onde p é
uma aplicagdo momento para ¢ e defina v = ((u1,..., ttm-1),-). O lema 2.3.15 nos garante que v
é aplicagdo momento para agao do subtoro (n — 1)-dimensional de T" gerado por N1, ..., Mm—1.

Vamos aceitar o seguinte lema.

Lema 3.2.10. Sejam M wvariedade, V' espago vetorial e B = (v1,...,v,) uma base de V. Se
f: M — V é uma aplicagiao suave e (f1,..., fn) sao as coordenadas de f na base B, entao o
conjunto Ey dos pontos p = (p1,...,pn) € V tais que (p1,...,pr) € valor reqular de (f1,..., fx),
para 0 < k <mn € denso em V.

Considere ¢ € E,. Em particular ((i,...,{m—1) é valor regular de v e podemos definir Q) =
v~ (1, ..., Cmo1) subvariedade de M que, pela hipotese de inducdo, é conexo. Assim, temos a
igualdade p1(¢) = Q Nt (€) = (mlg) ™ (¢m). Logo, pelo lema 3.2.6, teremos provado o passo 1
se provarmos a seguinte afirmacao:

Afirmacao 3.2.11. p,|g € funcdo de Morse-Bott com indice e coindice diferentes de 1.

Mas observe que, pelo método de multiplicadores de Lagrange, podemos encontrar nimeros
01,...,0,,_1 € R tais que

m—1
dpmlo =) Giduilg
i=1
e portanto se escolhermos # € t como o vetor cujas coordenadas na base B sao (—61,...,—60p_1,1)
teremos que

m—1
duglo = dpmle = Y Oiduilg
=1

Como, em @, u1,...m—1 S&0 constantes, temos que se ,u9|Q for funcao de Morse-Bott, entao
tm|g também o sera e ambas funces terao mesmo indice e coindice. Logo, basta provar a afirmacao
3.2.11 com pg|g no lugar de py|q.

Pelo lema 3.2.7, temos que u? é funcao de Morse-Bott com indice e coindice pares em todo
ponto. Vamos assumir mais um lema.
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Lema 3.2.12. Sejam pu, v e Q como definidos no passo acima. Entdo, se 0 € t e C' € subvariedade
critica de pg passando por x € Q, entao Q e C se interseptam transversalmente, ou seja, temos que

T,C + T,Q = T, M.

Uma prova detalhada serda dada na sec¢ao 3.2.4. O argumento se baseia no fato de que os fluxos
Hamiltoneanos de pi, ..., thn—1, g comutam, pois T™ é abeliano. Isso implica que os gradientes
simpléticos X, ,..., X, _, sdo tangentes a C. O fato de T,,C ser simplético, garantido pelo lema
3.2.7, e os campos serem lineramente independentes, grantido pela acao ser efetiva, implicard que
os funcionais lineares dpu;(z) : C' — R s@o linearmente independentes, que, por sua vez, implicara
na transversalidade.

Usando o lema 3.2.12, podemos encontrar 7,C¢ C T,Q complemento de T,C. Mas note que
T,C° também é um complemento de T,(C N Q) em T,Q. Ou seja, as hessianas de g e tolo tem
mesma parte ndo degenerada. Isso implica que pg|lg é uma funcdo de Morse-Bott com indice e
coindice pares, provando a afrimacgao 3.2.11 e, portanto, o passo 1.

Passo 2: Provar que p(M) é convexo

Para provar o passo 2, basta mostrar que, dados vi,ve € pu(M), temos tvy + (1 — t)vy € u(M)
para todo t € [0, 1].

Vamos tratar primeiro do caso em que vi,v2 € u(M) N E,, com E, definido como no lema
3.2.10.

Fixe (-,-) produto interno em t e denote por 6 : t — t* o isomorfismo de Riesz 6(n) = (n, ).
Denote também por (-,-) o produto interno induzido em t* por 6.

Denote por 7+ o hiper-plano de t* perpendicular a r que contém o ponto 0. Sejam v € t*
o ponto na intersecdo r N7+ e Tt — rL projecio ortogonal. Note que v; e vy sdo valores
regulares de 1, portanto existe € > 0 tal que B(v1) e B¢(v2) estao contidos em p(M). Temos entdo
que B, = W(Be(vl)) = 7T(B€(’L)2)) ¢ uma bola de raio € e centro v no hiper-plano r+. Logo, exise
w € BN Eroy, e podemos encontrar wy € Be(v1) e wy € Be(v2) e uma reta 7 paralela a r contendo
w, w1, we. Ksse processo é ilustrado na figura 3.1.

Se mostrarmos que twy + (1 —t)we € p(M) para todo t € [0, 1], poderemos, como € é arbitrario,
construir sequéncias wl — v; e w§y — vg com tw] + (1 — H)wl € p(M), o que, junto com a
compacidade de M, nos garante o resultado desejado.

Note agora que basta provar que 7 N u(M) é conexo. Assim, como p é continua, é suficiente
que pu~1(7) seja conexo. Ou ainda, basta mostrar que (pom;1) ' (w) é conexo. Vamos mostrar que
7,1 o & (quase) aplicagdo momento para a agao de um toro, e aplicaremos o passo 1 para concluir
a prova.

Escreva t = 0~ (71) e defina 0 : t — £ isomorfismo de Riesz dado pelo produto interno (-, -)
restrito a £. Entdo ©.. =0 o 0~171 : 7+ — t* é um isomorfismo entre 7+ e t*.

Mas obsere que, se ij : t — t é a inclusdo entdo zj{ = O;1 om;L. Logo, se T & o subtoro gerado
por t, o lema 2.3.15 nos garante que O;1 omou é uma aplicagdo momento para a ac¢ao restrita a T.

Além disso, como ©;. ¢é isomorfismo, é facil mostrar que Eg_, or_, = O (Er_, ). Basta ver
que = € t* é valor regular de ©.1 o -1 se, e s6 se, O-.(x) é valor regular de .. e que o mesmo
vale quando consideramos apenas as primeiras k componentes de cada funcao e ponto. Logo, se
W = Oz (w), temos que W € Eeo_, on_, €, pelo passo 1,

(O51 0o )™M (@) = (70 u) "} (w)

é conexo.

Considere agora vy, ve € u(M) quaisquer. Para todo € > 0 podemos encontrar wy, wy € u(M) N
E, com wy € Be(v1) e wy € Be(v2). Logo existem sequéncias wi — v1 e wy — vy em p(M) N E,.
Pelo caso anterior sabemos que tw} + (1 — t)wy € u(M) para todo ¢t € [0,1] e, como u(M) é
compacto, temo que tvy + (1 — t)vy € p(M).

Passo 3: Provar que u(M) =CH(A1,...,AN)

Pelo lema 3.2.7, temos que Fix(T™) = |J;-, Ci, onde C; sao as subvariedades criticas de p. Logo
p € constante em cada Cj, e podemos escolher \; € t* tal que u(C;) = {\;} paratodoi € {1,...,n}.
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Figura 3.1: Aprozimando a reta v por uma reta ¥ que intercepta v~ em wm ponto de Erop

3.2
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Como p(M) é conexo temos CH(A1,...,Ax) C u(M). Para provar a outra inclusao considere o
seguinte lema.

Lema 3.2.13. Se 'V é um espago vetorial e vy, ..., vn, v € V, sao vetores tais quev ¢ CH(vy, ..., vy,),
entao existe w € V* tal que (w,v) > (w,v;) para todo i € {1,...,n}.

Seja & € t\ CH(\q,...,An). Entao pelo lema 3.2.13 temos que existe n € t* tal que vale
(n,&) > (n,\;) para todo i € {1,...,n}.

Observe que d(uy,)p, = 0 se, e s6 se, p € Ui, C;. Logo py = (n, () atinge seu maximo em
algum dos C;. Mas, temos que

(n,€) > sup(n, \i) = Sgﬂr;mu(p»

Logo temos que & ¢ (M), o que prova o passo 3 e o teorema.

3.2.4 Prova dos Lemas

Nesta segao vamos provar os resultados que ficamos devendo nas segoes 3.2.3 e 3.2.2. O primeiro
¢ o lema 3.2.9, que foi baseado em [10].

Lema (3.2.9); Se:T™ x M — M ¢é agdo nao efetiva e i sua aplicagdo momento, entdo existem
um subtoro T (m — 1)-dimensional de T™ com dlgebra de Lie t, ™™t = t* funcdo suave e
fi: M — t aplicacio momento para ) = Yl tais que pp=m* o fi.

Demonstracao. Se 1 nao ¢ efetiva, existe g € T™ tal que ¥, = Idys. Isso implica que 9y = Ids
para todo t € R. Logo, se 7 € t ¢ tal que exp(7}) = 0, temos X5 = X" = 0.

Fixando um produto interno (-, -), defina a sub-élgebra t={net{nn) =0}eT osubgrupo
gerado por ela. Pelo lema 2.3.15, temos que a agao 1) = |z, ,, ¢ hamiltoneana com aplicacao
momento [ = 7 o, onde iy : t — t é a inclusdo.

Se considerarmos w : t — t a projecao ortogonal sobre {, temos que para todo 1 € t vale a
decomposicao n = m(n) + (n,n)7. Logo

concluindo a prova. O

Lema (3.2.10). Sejam M wvariedade, V espago vetorial e B = (vi,...,v,) uma base de V. Se
f: M — V éuma fungio suave e (fi,...,[fn) sao as coordenadas de f na base B, entio o
conjunto Ey dos pontos p = (p1,...,pn) € V tais que (p1,...,pr) € valor reqular de (fi,..., fr),
para 0 < k <n € denso em V.

Demonstracao. Para efeito de simplificar a notagdo, vamos usar a identificaggo V ~ R" que leva

B na base canonica. Seja, para cada i € {1,...,n}, o conjunto Ry, s dos pontos regulares de
(fi,---, fi) : M — R e a fungdo m; : R® — R’ a projecdo das i primeiras coordenadas. Entao temos
que

Er = ﬂ Wi_l(%(fl,-~~7fi))
=1

Vamos primeiro mostrar que ;" 1(2)%( Flo fi)) é aberto e denso em R"™. Pelo teorema de Sard,
Rs,...;;) € aberto e denso, e como m; é continua, temos 7TZ-_1 (%(fh..-,fi)) aberto. Para provar a
densidade, considere U C R™ aberto. Como 7; é aplicagao aberta m;(U) é aberto de R* e, portanto
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mi(U)NRy,,....5,) € ndo vazio. Como, 7; é sobrejetora e continua temos que o conjunto Tt (m(U)N

m(fl,m,fl,)) = ﬂi_l(m(U)) N ﬂi_l(%(fh_”’fi)) é nao vazio, ja que 7;
densidade.

Logo basta provar a seguinte afirmacao

(mi(U)) ¢é aberto, provando a

Afirmacgao. Se X € um espago topologico e U,V C X sao abertos e densos em X, entao UNV €
aberto de denso em X.

U NV é claramente aberto, ja que U e V sao abertos. Para provar que U NV é denso em X,
considere O C X aberto. Como U é denso em X, existe u € U NO. Mas, como U N QO é aberto nao
vazio e V é denso em X, existe v € VN U N O. Isso conclui a prova. O

Lema (3.2.13). Se V' é um espago vetorial e vy,...,vp,v € V sao tais que v ¢ CH(vy,...,vy),
entio existe w € V* tal que (w,v) > (w,v;) para todo i € {1,...,n}.

Demonstra¢iao. CH(vy,...,v,) é um politopo, logo podemos escolher vetores wi,...,wx € V* e
constantes A1,...,A\r € R tais que

CH(v1,...,vp) ={u e V| (u,w;) <XN,ie{l,....k}}

Como v ¢ CH(vy,...,v,), temos que existe j € {1,...,k} tal que (v,w;) > Aj. Mas como
v1,. .., 0y estdo em CH(vy,...,v,), temos que

(v, wj) > Aj > (vi, wy)
O

Lema (3.2.12). Sejam u, v e Q como definidos no passo 1 do teorema. Ou seja, pr = (fi1, ..., fn) :
M — t* € aplicagao momento para uma ag¢do ¢ : T™ x M — M, v = (u1,...,pn-1) €, se ¢ € E,
defina Q = v=1((1,...,¢n1). Entio, se 0 € t e C € subvariedade critica de ug passando por x € Q,
entdo QQ e C' se interseptam transversalmente, ou seja, temos que T,C + T,Q =T, M.

Demonstragio. Observe que se provarmos que (T,Q)+ C T,C teremos o resultado desejado. Mas
como os funcionais (dy;)z : ToM — R geram T,Q° =~ T,Q+, basta provar que esses funcionais
continuam linearmente independentes quando restritos ao subespago T,C'.

Para isso vamos vamos mostrar que os fluxos hamiltoneanos de T comutam, ou seja, os fluxos
associados aos gradientes simpléticos X, comutam para todo Y € t.

De fato, sejam Y7,Ys € t. Se ¢! ¢ o fluxo de Xy, » entao para cada p € M, go%.)(p) é um
subgrupo a l-parametro em M com Sl (p)|i—g = Xuy, (p) = XY1(p). Mas texp(ivy)(p), também
satisfaz a esses requisistos. Logo, pelo teorema de existéncia e unicidade de EDOs, os dois grupos
a l-pardmetro coincidem. O analogo vale para X py, € seu fluxo 2. Entdo

CPtlSOz (p) = wexp(tYl)wexp(sYg)(p) = 77bexp(sY2)wexp(tYl)(p) = @?@,ﬁl (p)

onde a segunda igualdade vem de T™ ser abeliano.

Logo, os fluxos de X, e X; comutam, com 1 < i < n. Mas como C é subvarieda critica de pyg,
o fluxo gp?.) ) de X,,, ¢ constante para todo p € C, forcando o fluxo de X; a preservar C. Mas isso
implica que X;(p) € T,C para todo p € C.

Lembre-se que X1, ..., X,,_1 sdo linearmente independentes por hipotese. Logo, dados A1, ..., A\j—1 €

R nao todos nulos, temos que 2?:01 AiX; # 0. Mas o lema 3.2.7 nos diz que C' é subvariedade sim-
plética, logo T,C' é subespago simplético, e existe i tal que

m—1
=0

Mas isso é equivalente a
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Ai(dpi)zn # 0
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i
Logo os funcionais (du1)g, ..., (dgtm—1)z s@o linearmente independents, concluindo a prova.
O]

Vamos agora provar os lemas da secao 3.2.2, comegando pelo lema 3.2.6, adaptando as demons-
tragoes apresentadas em [3] e [5]. Antes de prova-lo, no entanto, precisamos definir um pequeno
arcabougo teérico.

Lembrando das defini¢oes de funcao de Morse-Bott, indice e coindice, podemos afirmar que se
f: M — R é& de Morse-Bott, p € Crit(f) e C subvariedade critica passando por p, entao

LM =T,C®Ef ®E,

onde E;‘ ¢ a soma direta dos autoespagos associado a autovalores positivos de Hess(f), e E, o
equivalente para os negativos.

Definicao 3.2.14. Sejam f : M — R funcdo de Morse-Bott, ¢ o fluxo associado ao campo
—grad(f), p € Crit(f) e C subvariedade critica contendo por p. Entao definimos o fibrado indice

W=(C)={z e M| lim ¢(z) e C}
t——o0
e, analogamente, o fibrado coindice
WH(0) = {x € M| lim ¢(x) € C}
t—o0
Agora vamos apresentar algumas afirmacoes que serdo uteis na prova do lema, mas que nao
serao provadas.

Afirmacao 3.2.15. Se {C;}; € o conjunto das subvariedades criticas de f, temos que | J; W~ (C;) =
Ui W+(Ci) =M.

Afirmacao 3.2.16. Sejam M wvariedade compacta, D1, Dy subvariedades conexas e f : M — R
fungao suave. Chame Cgf = {v:[0,1] = M|y(0) € D1,7v(1) € D2}. Entao o ponto k definido por

k= min max f(y(t
i, £0(0)

é valor critico de f e Hess(f) tem ao menos um auto-valor negativo

Afirmacgao 3.2.17. Sejam M wvariedade, f: M — R funcao de Morse-Bott com indice maior que
lea:[0,1] = M curva em M. Seja y € M wvalor critico de f e assuma os sequintes fatos:

o f(a(0)) <y, fla(l)) <y
o FExiste € > 0 tal que (y,y + €) nao contém pontos criticos de f
e maxycp,1) fa(t) <y+e
Entao eriste uma curva & homotdpica a o tal que maxycp 1) f(a(t)) < y.

Afirmagao 3.2.18. Sejam f : M — R funcio de Morse-Bott, C subvariedade critica de f com
f(C) =cecodim(C) > 2 e ¢ o fluxo associado a —grad(f). Se k € f(M) € tal que k > c e (c, k]
ndo contém, pontos criticos de f, considere xo,z1 € f~1(k)NWT(C) e faca yo = lims—, oo ¢¢(z0) €
y1 = limy o ¢¢(21). Entdo se existe curva em C ligando yo a vy, ewiste curva em f~(k) ligando
xo a x1.
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Afirmacgao 3.2.19. Sejam f: M — R fun¢ao de Morse-Bott e {C;}; o conjunto das subvariedades
criticas de f assoicadas ao menor valor critico de f. Entdo, para todo ¢ € f(M), W (C;) intercepta
todas as componentes conexas de f~'(c).

Afirmagao 3.2.20. Sejam f : M — R funcao de Morse-Bott, Cy,C subvariedades criticas de
f associadas aos valores criticos ¢y e ¢, respectivamente, onde c¢o = min(f) e sejam e1,ea > 0
tais que ¢ € o tunico valor critico de f em (¢ — €1, ¢+ €). Se k € (c,c+ €), k € (c —e,¢) e
zo,z1 € fTHE)NWT(Cy), defina yo,y1 € f~ (k) com a interse¢io dos fluzos de xq e x1 com o
nivel f_l(l;) Entao, se existe caminho em f_l(fc) ligando yo a y1, temos que existe caminho em
f~1(k) ligando o a x1.

Agora vamos finalmente provar o lema 3.2.6. Seu enunciado a lembrar é

Lema (3.2.6). Se f : M — R é uma funcao de Morse-Bott com indice e coindice diferentes de 1
em todo ponto, entio para todo valor reqular ¢ de f os conjuntos de nivel f=1(c) sdo conexos.

Demonstra¢ao. Vamos primeiro provar que o conjunto Min(f) dos minimos globais de f é conexo.
Assuma por absurdo, que Min(f) tem duas componentes conexas D; e Dy. Entao o ponto k definido
por

k= min max f(v(t
iy, 100)

é valor critico de f com indice positivo, pela afirmagao 3.2.16. Por hipdstese tem indice maior que
1. Seja vy € C’DDf tal que maxyc(g 1) f(7(t)) = k. Pela afirmagdo 3.2.17, podemos encontrar 4 € Cgf
tal que 4(t) < k, para todo ¢ € [0, 1]. Mas pela construgao de k, tal 4 nao pode existir. Logo Min( f)
é conexo. Isso implica que Min(f) é subvariedade critica de f. Com isto, a afirmagao 3.2.18 nos
garante que se zg,r; € W (Min( f )) estao no mesmo nivel, temos que existe um caminho dentro
deste nivel conectando xg a x7.

Sejam ¢y < ... < ¢y os valores criticos de f. Vamos mostrar agora, que f~!(c) é conexo para
todo ¢ € (cg,c1). Sejam xg, 1 € f~(c). Lembre que, pela afirmacdo 3.2.15 todo ponto de M
pertence ao fibrado indice de alguma subvariedade critica de f. Mas como f(¢¢(x)) < f(z)set <0
ex € M, onde ¢ é o fluxo gradiente e Min(f) = f~!(co) é a tinica subvariedade critica associada
a um valor menor que ¢, temos que xg,x; € W+ (Mm(f)) Portanto, existe curva ligando xg a x1,
provando a conexidade de f~1(c).

Vamos agora mostrar por inducio que f~!(c) é conexo para todo ¢ valor regular de f. Suponha
que o resultado esteja provado para todo valor regular ¢ < ¢;. Sejam xg, 1 € f_l(cj + €). Pela
afirmagao 3.2.19, existem z(, 2 € W (Min(f)) tais que x¢ e z{, estdo na mesma componente conexa
de f~!(c), assim como x1 e x}. Mas, pela hipotese de indugao, f~1(k) é conexo para todo k valor
regular de f com k < ¢;. Em conjunto com a afirmacao 3.2.20, temos que existe um caminho ligando
x) e ), o que nos d4 um caminho ligando x a x1. Logo f~!(c) é conexo.

O

Vamos agora provar o segundo lema da segao. Os resultados daqui foram retirados de [3]. Vamos
primeiro provar um resultado que vai nos auxiliar na prova do lema 3.2.7.

Lema 3.2.21. Seja v uma agao simplética do toro T™ em uma variedade simplética M. Se G C T™
€ um subgrupo, entdo o conjunto dos pontos fixros de G

Fix(¢) = (") Fix(vs)
[age

€ uma suvariedade simplética de M.

Demonstragio. Seja Vo = (diy), : TpM — TyymyM. Note que se p € Fix(y), VP = \III(’.) define
uma agao de G em T,M. Como T™ & compacto, existe uma métrica g em M tal que v ¢ acao
isométrica. Considere exp,, : TpM — M a exponencial Riemanniana segundo g. Se ¢ € G en € g,
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entao, como vy ¢ isometria, temos que Yy (expp(n)) ¢ geodésica com velocidade W} (7). Logo, temos
que
expy, © \IJS = 1y o exp,

Logo, numa vizinhanga de p, 8 é ponto fixo de G se, e s6 se, ele é a exponencial de algum ponto
fixo de WP. Além disso, como \Ifz ¢ linear, se n € T),M ¢é ponto fixo, entao tn também o ¢, para todo
t € R, e exp,(tn) & ponto fixo de 1y para t pequeno. Logo, v € T,Fix(G) se, e s6 se existe 1 ponto
fixo de WP tal que

d
v = Sexp, )]z =1

Logo, temos que
T,Fix(y) = (1) Ker(¥} — Id)
0eG
Mas considere J : TM — TM estrutura quase-complexa tal que g((-,J(+)) = w(-,-). Como ¥P
¢ simplética segundo w), e Reimanniana segundo g,, pelo item (b) do lema 3.2.1, ¥P e J, comutam.
Mas isso implica que o auto-espago de W, associado a 1 é preservado por J,, e pelo item (a) do
lema 3.2.1, é simplético. Isso conclui a prova. O

Finalmente, apresentamos a prova do lema 3.2.7

Lema (3.2.7). Para todo n € g, temos que p" € uma funcao de Morse-Bott com indice e coindice
pares em todo ponto. Além disso, o conjunto de pontos criticos de "

Crit(u") = (] Fiz(s) = Fix(T")

6eT™n
€ uma subvariedade simplética de M.

Demonstracao. Note que os pontos criticos de p'l equivalem a pontos fixos pela acao de qualquer
elemento de T do conjunto {exp(tn)|t € R}. Como a agao é continua, esses pontos sao fixos
também pelo fecho do conjunto, que é T". Logo, temos

Crit(p") = Fix(T")

que, pelo lema 3.2.21, é uma subvariedade simplética.

Observe agora que, se p € M é ponto fixo de T" e V é uma conexao riemmaniana associada
a uma métrica em relagdo & qual a acao pe isométrica, entdao podemos definir o campo linear
V() Xpun (p) : T,M — T,M. Note que este campo linear estd bem definido pois X,» = X". Pelo
item (c) do lema 3.2.1, temos

V)X (p) = V(7 o grad () (p)
= JpV(-)grad(Nn)(p)
= JpHess(u"),

A igualdade V o J = J o V pode ser verificada pelo leito no caro euclidiano em que V é o
operador diferencial d. Para provar o caso geral podemos usar a representacao isotropica e recair
no caso euclidiano.

Entretanto, se considerarmos T, M uma variedade Riemanniana com métrica g, e exp a exponen-
cial Riemanniana associada, temos que, para cada vetor v € T M o campo V() X;n (p) gera o grupo
a l-pardmetro dibey,(iy)v. Mas este entdo coincide com o grupo a l-parametro exp(—tJ,Hess,v).
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Logo os pontos fixos de dieyp(sy) correspondem a elementos do kernel de Hess(p). Ou seja

Ker Hess(u"), = m Ker(dtexp(iy) — Id)
teR

= () Ker(dyyp — Id)
oeTn
= T, Fix(T")

onde a ultima igualdade foi provada no lema 3.2.21. Isso prova que u” é funcao de Morse-Bott.
Lembrando que o grupo dtpeyp(s;)v € unitario com relagao a Jp,, pois € Riemanniano com relagao

a gp e simplético com relagao a wp, seu gerador V() X;mn (p) = —J,Hess(u"), também o é. Logo
Hess(p'), comuta com J, e todos os seus autoespagos sdo unitarios, portanto de dimensao par.
Assim p' tem indice e coindice pares em p. O

3.3 Teorema de Schur e Horn

Vamos agora demonstrar o teorema 3.1.2 introduzido no inicio do capitulo. Nessa se¢ao faremos
uso extensivo de alguns grupos de matrizes. Para propositos de fixar a notagao, vamos relembrar
as definigoes dos grupos que serdo usados. Considere M, (C) o grupo das matrizes quadradas de
ordem n. Dada uma matriz U € M,(C), definimos sua adjunta U* por (U*);; = Uji. Definimos
entao o grupo das matrizes unitdrias por

Un) ={U € M (C)|U"=U""}

A algebra de Lie de U(n) por sua vez coincide com um outro grupo de matrizes chamado grupo
das matrizes anti-Hermitianas, dado por

u(n) = {u € M,(C)|u* = —u}
Outro grupo que usaremos é o grupo das matrizes hermitianas, definido por
H(n)={H € M,,(C)|H* = H}

Note que multiplicagao por i ¢ um isomorfismo entre u(n) e H(n).

Como ja foi dito na segao 3.1, o teorema de Schur e Horn é uma aplicagdo do teorema de
convexidade para a agao coadjunta de U(n), que é equivalente & acao de U(n) em H(n) ~ u(n)*
por conjugagcao.

Lembraremos também, que o espectro de uma matriz quadrada A aqui é definido como um
vetor A € R¥, onde cada entrada )\; é um autovalor de A, cada autovalor de A aparece em A um
nimero de vezes igual & dimensao do seu autoespago associado e os autovalores sao ordenados em
ordem decrescente. Nesse caso sempre trataremos de espectros de matrizes diagonalizaveis, portanto
teremos sempre A € R"”.

Antes da prova do teorema, apresentaremos trés lemas. O primeiro nao passa de um corolario
do teorema espectral para matrizes hermitianas.

Lema 3.3.1. Seja A wma matriz anti-hermitiana. Se A comuta com todas as matrizes g € U(n),
entao A € diagonal e as entradas na diagonal de A sao nimeros imagindrios puros.

Demonstracao. Observe primeiro que a matriz ¢A é hermitiana. Assim, o teorema espectral nos diz
que iA é unitariamente diagonalizavel, ou seja, existem § € U(n) e D matriz diagonalcom entradas
reais tais que iA = gD§ . Mas isso implica que D = §~1(iA4)§ = iA, logo temos A = —iD. O

O lema a seguir introduz uma relagao entre a agao coadjunta de U(n) e matrizes isoespectrais
em u(n) ~ H(n). Esse serd o ponto central do teorema que nos permitird construir uma acao
Hamiltoneana na qual aplicar o teorema de convexidade.
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Lema 3.3.2. Seja U(n) o grupo das matrizes unitdrias e Ad : U(n) x u(n) — u(n) sua agdo
adjunta. Entao as drbitas de Ad coincidem com os conjuntos isospectrais de u(n).

Demonstragio. Como U(n) é um grupo de matrizes, temos que Ad(g)A = gAg~!, logo a acio
adjunta preserva espectros, e, se Oy é o conjunto das matrizes de espectro A em U(n), temos
Ad(U (n )) C O,.

Por outro lado, dadas 7,7 € Oy, o lema 3. 3 1 garante que existem g,g € U(n) e D, D matrizes
diagonais tais que D = gng~! e D = gng—+. Mas como n e 7 tem espectro A\, D e D diferem
apenas por permutacao dos elementos da dlagonal, o que pode ser corrigido por conjugagao por
um elemento de U(n). Assim, sem perda de generalidade, podemos assumir gng~! = gng—!, ou
equivalentemente, 77 = (g~ 'g)n(g—'g)~'. Portanto, 7 € Ad(U(n)). Podemos entdo concluir que

Ad(U(n)) = Ox. O

O ultimo lema trata de sugrupos agindo pela agdo co-adjunta de um grupo. Recorde que vimos,
no teorema 2.4.1 que para cada orbita co-adjunta we- (X7 (%), X (€9) = €*([n*, n?]) define uma
forma simplética e a agdo co-adjunta é Hamiltoneana com aplicacdo momento dada pela inclusao
im : M — g*. O que o lema diz, a grosso modo, é que quando reduzimos a agao adjunta a um
subgrupo, a aplicagdo momento é a projecao ortogonal sobre o dual da algebra de Lie do subgrupo.

Lema 3.3.3. Seja G grupo de Lie, ¢ € g* e M = Ad*(G)(. Seja também (-,-) métrica em g e
0 : g — g° o isomorfismo definido por 6(§) = (£,-). 0 induz uma métrica em g*, que também
chamaremos de (-,-). Entdo, se H subgrupo de Lie de G com dlgebra de Lie by, iy : h — g € a
inclusao entre as dlgebras de Lie e myp) @ g — 0(h) é a projecao ortogonal sobre O(h), temos que
Ad*|gxp € Hamiltoneana com aplicagao momento dada por i © To(p) -

Demonstragao. Esse resultado foi provado no exemplo 2.3.16. O

Finalmente, antes de iniciarmos a prova do teorema, definiremos diag : My, x,(C) — C™ fungao
que leva matrizes complexas no vetor cujas entradas correspondem as entradas da diagonal da
matriz, ou seja, tal que diag(A); = A;;. Vale relembrar também que, como definido na segao 3.1,

dado um vetor A = (A, ..., \y) € R"™, denotamos
()_{( (1) - ..,)\U(n))|JEP(n)}
onde P(n) é o conjunto das permutagoes de 1,...,n, e

C(X\) = CH(P(N))
onde CH denota o casco convexo.
Teorema. Sejam A\, d € R". Existe A € H(n) com espectro \ e diag(A) = d se, e so se, d € C(N).

Demonstra¢ao. Considere U(n) o grupo das matrizes unitarias de ordem n, e sua agdo co-adjunta
Ad* : U(n)xu(n)* — u(n)*. Seja (-, -) métrica bi-invariante em U (n) definida pela formula (A, B) =
Retr(AB*). Note que se A, B € u(n), temos que (A, B) = —Retr(AB).. Podemos entdo definir o
isomorfismo 6 : u(n) — u(n)* dado por 0(A) = (4, ).

Vamos provar que 6 é equivariante com relagdo a Ad e Ad*. De fato, dadas A, B € u(n)

(Ad"(g)  0)(A)(B) = Ad*(9)(6(A))(B)
=0(A)(Ad(g™")B)
= (4, Ad(g™))

= (Ad(9)4, B)
= (00 Ad(g))(A)(B)
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Logo, podemos usar 6 para transportar os resultados do lema 3.3.3 para u(n). Ou seja, se
M = Ad(U(n))n ¢ érbita adjunta de u(n), existe w forma simplética em M tal que a acdo Ad|y(n)x s
¢ Hamiltoneana com aplicagao momento dada por igys) 00 |pr = 0oips. Pelo lema 3.3.2 e o fato que
M é subconjunto das matrizes anti-hermitianas, todas as matrizes em M tem o mesmo espectro
i\, onde A € R™. Logo —iM é o conjunto de matrizes hermitianas de espectro A. Se provarmos que
diag(—iM) = C()), ou equivalentemente, que diag(M) = iC(\), teremos provado o teorema.

Para isso considere T' o conjunto das matrizes diagonais em U(n). T' é compacto, pois é fechado
dentro de um compacto, e é abeliano, logo 17" é um toro. Se chamarmos t = Lie(7"), podemos entao
fazer a identificagao

t* ~ t = R"”
A4, Ih o4 s diag(A)
onde diag(A) é o vetor composto pelas entradas da diagonal de A. Note que diag|; : t — R™ é um
isomorfismo, pois todas as matrizes A € t sdo da forma

6)\1 2mit 0 )\1 0
d

dt

0 - eAn27rit 0 . )\n

=0

Suponha provado que exisite aplicacdo momento p : M — t* tal que, usando a identificagao
t* ~ R"” acima, p(A) = diag(A). Vamos provar que se F o conjunto dos pontos fixos de Ad|rxnr
entdo p(F) = iP()\). Note que A € F se, e 56, se Ad(g)A = gAg~! = A, ou seja, A comuta
com todas as matrizes diagonais de U(n). Pelo lema 3.3.1, temos que A é diagonal com entradas
imaginarias puras na diagonal. Como A é diagonal, diag(A) é uma permmutagao de seu espectro
iX. Logo, diag(F) = iP(\). O teorema de convexidade nos garante, entdo, que diag(M) = iC(\).

Nos resta apenas provar que existe a aplicagdo momento desejada. O lema 3.3.3 nos da uma
aplicagao momento para Ad*]TXQ( M), que podemos transportar via o isomorfismo 6 e obter u =
1’6 O Tg(p) © 6 como aplicagdo momento para Ad|pyx . Vamos provar que p é a aplicagdo momento
que procuramos, ou seja que diag o 0~! o yu = diag|ys.

Na prova do lema 3.3.3 mostramos que vale a equagao 6 o 7y = my(y) © 0, 0 que nos da

p(A) = iy o mh(y 0 0(A)
=ipofomy(A)
= H(Trh (A)) ¢
Basta provar, entdo que 7 preserva a diagonal de A. Faremos isso mostrando que 7¢(A) = AP,
onde AP & a parte diagonal de A. Para isso, note que t é gerado pelas matrizes ej, onde (e)mn =

10jm0Omn, OU seja, matrizes com zero em todas as entradas exceto o j-ésimo elemento da diagonal
cuja entrada é i. Logo

m(A) =) (4,¢))e;

=0

= Z —Retr(4,¢ej)e;
§=0

n
= E —Zajkej
Jj=0

— AP
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3.4 Teorema de Delzant

O teorema de Delzant é um teorema de classificagao de variedades toéricas, identificando-as com
politopos de Delzant. Vamos comegar relembrando rapidamente o conceito de variedades toéricas
apresentado na segao 3.1 e definir formalmente politopos de Delzant.

Uma variedade torica é um T"-espago Hamiltoneano (M,w,T™, 1) tal que M é 2n-dimensional
e a acdo de T™ em M é efetiva.

Um politopo A em R™ é dito de Delzant se ele é simples, racional e suave. Diremos que A é
simples se em cada vértice se encontram exatamente n arestas. A serd dito racional se, em cada
vértice p, pudermos escolher vy,...,v, € Z™ vetores diretores para as arestas que se encontram
em p. Finalmente, A sera suave se, em cada vértice, os vy, ..., v, escolhidos na condigdo anterior
formem uma base de Z".

Os politopos na figura 3.2 todos sao politopos de Delzant

Figura 3.2: Ezemplos de politopos de Delzant

Os dois politopos na figura 3.3 nao sao de Delzant. O politopo da esquerda falha na condigao
de racionalidade, ja que, tanto no vértice de cima quanto no da esquerda, nao é possivel escolher
um sistema de coordenadas tal que os vetores diretores das duas arestas que se encontram estejam
em Z2. Ja o da direita falha na condicdo de simplicidade, pois o vértice do topo é o encontro de 4
arestas enquanto os outros tem apenas 3.

Figura 3.3: Exemplos de politopos nao Delzant

As figuras 3.2 e 3.3 acima fora retiradas de [1], Capitulo 28.
Vamos relembrar também o enunciado do teorema de Delzant:

Teorema. FExiste uma correspondéncia um a um entre variedades toricas e politopos de Delzant.
Essa correspondéncia € dada pela imagem da aplicagao momento, ou seja, se (M,w,,pn) é uma
variedade torica, o politopo de Delzant correspondente é p(M).
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Esse é um resultado bastante profundo, com uma demosntracdo usando conceitos bastante
abstratos tanto de algebra quanto de geometria. O que faremos aqui é apenas construir a variedade
torica associada ao politopo A = [0,a] C R*. Essa construgao é feita baseada em [1], capitulo 29.

Antes de discutirmos o teorema , no entanto, vamos apresentar alguns lemas.

Lema 3.4.1. Sejam V um espago vetorial dotado de produto interno (-,-), W sub-espago de V
eiw : W — V ainclusao. Se 6 : V. — V* é a aplicagio de Riesz definida por 0(v) = (v,-), e
existe um produto interno em V* que faz de 0 isometria. Além disso, (W) é isomorfo a W* wvia
restricdo dos funcionais a W. Compondo a projecao ortogonal com essa identificacao obtemos a
fungao m: V* — W*. Temos, entao, que ™ = ijy .

Demonstracao. A prova desse lema ja foi feita como parte da demonstracao do lema 3.3.3. L4
provamos que, dados £ € V* e n € W, temos i}y, (£)(n) = &(n) = w0 &(n).

Note que no lema 3.3.3 Ve W eram é&lgebras de Lie, mas seus colchetes nao foram usados,
apenas suas estruturas lineares, logo a demonstragao se aplica aqui. O

Lema 3.4.2. Seja (M,w) variedade simplética e G, G grupos de Lie com dlgebras de Lie g e g,
respectivamente. Dados ¢ : G x M — M, 1/) GxM — M ages e L : G — G isomorfismo de
grupos tais que (Idys, L) € equivariante com relagio a1 e ¥, ou seja, que w( (g ),p) = ¢(g,p) para
todos g € G e p € M. Equivalentemente, podemos pedir que o diagrama abaizo comute.

(L,1d
ECLUTENGING Vi

\/

Entao, se ¢ é acao Hamiltoneana com aplicagdo momento p: M — g, temos que qz também €
Hamiltoneana com aplicagao momento dada por f = (dL¢)* o p

Demonstracao. Durante esse lema, denotaremos o campo infinitesimal da agao 1; gerado por n € g
como X". Os campos infinitesimais de 1) seguirdo com a notacéo normal.

O lema sera provado se provarmos que, para todo n € g, Xz» = X". Para isso, observe primeiro
que, se p € M, entao

#(p) = ii(p)(n)

= (dLe)* o u(f(p))(n)
= u(p)(dLe(n))
)

dLe(n) (p

Assim, dados v, € T,M e o : (—¢,€) — M tal que a(0) = p e o/(0) = v,, temos

w(X[m (p), vp) = dﬂg (vp)
d
=500,
_ %MdLe(n) (a(t)) ‘t:O
_ deLe(ﬁ) (vp)
=w (XMdLe('fl) (p), vp)
= (X0 (), )

3 Assim, como w ¢ nao degenerada, temos que X;n = X dLe(n), Logo basta provar que X dLe(n) (p) =
X"(p). Note que em cada lado da equagao o campo infinitesimal induzido por uma agao diferente.
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Antes disso, no entanto, observe que, se exp¢ e exps sao as aplicagoes exponenciais de cada grupo,
vale que L o exps = expg o dL. Logo

XD (p) = Zup (expg (1ALe(n)). p)|

t=0

BSTRSS

L o expa(tn), ))t:(]

@z

(
( expg(tn).p)] g

N*&\Q%\&&\Q

S

O]

Vamos agora a construgao prometida.
Note que a definicdo de A é um pequeno abuso de notagao, associando o politopo com um
intervalo de R via a identificacao

R > A\~ Mdg € R*

Dessa forma, uma maneira mais precisa de representar o politopo seria como o conjunto A =
{z € R*|0 < z(1) < a}. Mais adiante, serd interessante descrever A como por um conjunto de
restri¢oes, e iremos preferir a forma A = {z € R*|z(—1) <0, z(1) < a}.

Considere a acdo ¢ : T? x C?> — C? dada por w((eQ”"tl,eQ”t?), (21, 22)) = (2™t gy, T2 ),
Se usarmos a identificacao C? ~ R* para usar a forma simplética w = dz; A dy1 + dxo A dyg em
C?, entdo, como vimos no exemplo 2.3.9, ¢ é uma acdo Hamiltoneana com aplicacdo momento

v:C? — (R?)* dada por
v(z1,22)(t1, t2) = —7((|21]% + k1)tn + (|22] + ka2)t2)

onde k1, ks € R sao constantes que escolheremos como k1 =0 e ko = —%.

Agora a idéia dessa construcao é, a menos de identificagbes, a seguinte: encontraremos um
subgrupo N de T? e faremos a reducdo para grupos produto como descrita em 3.4 para o produto
T? ~ N x T?/N. Denote por n e t as algebras de Lie de N e T = T?/N, respectivamente, e
in i1 — R%eig: t — R? as respectivas inclusdes. Entao teremos a aplicacdo momento v decomposta
em

v=iyov+ifov

A reducéo de grupos consistira em aplicar a reducao de Marsden em C? para a acio ¢ restrita ao
subgrupo N, obtendo Ma = MNA(O). Veremos que N sera obtido como o kernel de uma aplicagao
injetora p : R? — R (onde 2 e 1 foram escolhidos por serem o niimero de vértices e dimensao do
espaco do politopo A, respectivamente), e portanto dim(N) = 1. Mostraremos que (i, o )~ *(0)
¢ uma esfera isomorfa a S3, e, tomando seu quociente por um grupo unidimensional, obteremos
Ma = CP! variedade bidimensional com uma forma simplética induzida wa.

Para completar a quadrupla (Ma,wa,T!, 1) que forma a variedade térica, recorde que provamos
em 3.4 que a acdo ¢ restrita ao subgrupo 7' ~ T?/N induz uma acdo ¢ : T' x Ma — Ma
no quociente. Além disso, a aplicagao (i} o y)](i; ov)-1(0) ¢ constante nas 6rbitas de N e induz
@ Ma — t* que é aplicagao momento para .

Vamos agora a construgao de fato. Considere a funcio p : R? — R dada por p(t1,t2) = to — t1.
E facil ver que p é sobrejetora e que p(Z?) = Z. Assim, usando a indentificacdo R?/Z2 = T2, temos
que p induz uma aplicacdo P : T? — T, dada por P(e?7h e27it2) = g2milti—t2)

Defina N = KerP = {(e?™ e2™)| t € R} e n = Lie(N) = {(¢,t)| t € R}. Como j4 foi mostrado
no lema 2.3.15, se i, : n — R? & a inclusdo, entdo 7} o v é aplicacio momento para a agao é|yxc2-

Desejamos fazer a reducio simplética de C? pela acdo de ¢y c2. Considere entdo o nivel zero
Z = (i%ov)~1(0). Vamos mostrar que N age livremente em Z. Para isso vamos obter uma descricio
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mais precisa do conjunto Z. Observe que, dados (z1,29) € C? e (t,t) € n, entdo

(in* o) (21, 22)(t, 1) = in" (v(21, 22)) (£, 1)
= v(z1, 22)(in(t,t))

a
= 7r<(|21|2 — 5 )i+ |22]2t>

a
- 7r(|zl|2 + ) — ?)t
Logo (in* o v)(21,22) = 0 se, e s0 se, |z1]2 4 |z2|? = %. Isso nos da

7 = {(21,2’2) S C2| |2’1‘2 + ‘22’2 = g}

a 2 . 2 2 2
¢ em C*. Como a acgao de T preserva |z1]* e |22|* qualquer subgrupo age

e Z é a esfera de raio
livremente sobre Z.
Além disso, 0 é valor regular de i}, o v. De fato, se escrevermos (21, 22) = (1 + Y1, T2 + Y2),

- . ) .* )
entao a matriz que representa d(iy, o v)(;, .,) €

2z
2y
21’2
2y

logo o tnico ponto critico de i}, ov é (0,0) ¢ Z.

Assim, o teorema 2.5.5 de redugao simplética garante que existe wa forma simplética na varie-
dade Ma = Z/N tal que, p*wa = t5w, onde p : Z — Ma é a projegao usual sobre o quociente e
iz + Z — C? ¢ a inclusdo. Note que Ma é o quociente de uma esfera em C? por uma acao de S,
logo M = CP.

Vamos agora mostrar que existe acdo Hamiltoneana de T' em Ma com aplicacdo momento
1 Ma — R* tal que u(A) = A. Note, no entanto, que o grupo N = {(e>™, e ?m)|t € R} gerado
por nt & um toro. De fato, N é abeliano, pois T2 é abeliano, e fechado, pois dada {gn }nen seqiiéncia
em N que converge para um elemento g € T2, podemos encontrar ¢, seqiiéncia em R que converge
para t € R, tal que g, = (2™, e=2™n). Logo g, — (2™, e~ ™) € N.

Como dim(N) = 1, temos que N ~ T!. A idéia desta parte da prova entdo serd encontrar um
isomorfismo entre os dois grupos que induza a agao desejada.

Se aplicarmos aqui os resultados da proposicao sobre redugao para grupos produto, obteremos
uma acao hamiltoneana ¢ : N x Ma — Ma com aplicacio momento fi : Ma — nt tal que o
diagrama abaixo comuta, onde 3 : (R?)* — (n!)* é a projecdo ortogonal pela métrica induzida em
(R%)* pela métrica canonica de R?.

' (CQ _v (RZ)*
V‘
Z &
N
M (nt)”

Considere L : T' — N definido por L(e2™t) = (e=27 ¢27it) [, ¢ um isomorfismo de grupos. A
acao 1 : T' x Ma — M definida por (g, p) = &(L(g),p) faz com que (Idaz,, L) seja equivariante.
Pelo lema 3.4.2, v é Hamiltoneana com aplicagdo momento dada por u = dL* o fi. Podemos entao
reescrever o diagrama acima como
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(C2 v (RQ)*
,ﬂ‘ ///’
p dL*
Mpa—2— R*

Nos resta apenas provar que u(Ma) = A.
A comutatividade do segundo diagrama é equivalente a equacéao

pop=dL*omyovoiy
Temos entao que

p(Ma) = pop(2)
=dL  omyov(Z)
=dL"oiy, ov(Z)

onde a tltima igualdade é apenas a aplicagao do lema 3.4.1.

Para continuar, vamos provar a igualdade v(Z) = %p*(A). Essa igualdade pode parecer estranha
a principio, mas note que v e p contém toda a informacdo de A. Isso é porque A é definido pelas
restrigoes z(—1) < 0 e z(1) < a e usamos os escalares 0 e a para definir as constantes k; e ko em
v e definimos p de forma que p(e;) = —1 e p(e2) = 1. Ao final dessa prova discutiremos como usar
essas informacoOes para extender a prova para casos de dimensdo maior. Enfim, & prova.

Lembrando que Z = {(z1,22) € C?||z1]> + |22]> = %} temos que (21,22) € Z se, e s6 se

21| — & = —|2|?, e substituindo na férmula de v temos que

v(z1, 22)(t1, t2) = (—|22)P)t1 + |22) 2
= |zf*(ta — 1)

onde 0 < |z]* < 4.
Por outro lado, note que se Aldg € A, entao

p*(/\IdR)(tl, tg) = )\IdR(p(tl, tz))
— A(ts — 1)

onde 0 < A < a. Assim provamos v(Z) = p*(A) e temos que p(Ma) = dL* o ity o $p*(A). Dados
relAeteR

AL 0 i3 0 op*(@)(0) = (3o ins 0dL) (@)(1)

.CC(%]J 0,1 0 dL(t))

(o)
)

x(t

Logo dL* o4}, o %p* = Idg+ e p(Ma) = A.

Vamos agora discutir como generalizar isso para um politopo de dimensao maior. Vamos primeiro
olhar com cuidado a construcao acima. Chamaremos de n a dimensao do espago que contém A, ou
seja, 1. Chamaremos de d o ntmero de restrigoes necessarias para definir A, no caso 2. Esses valores
sao usados em varios pontos da construgao. Vamos dar um novo exemplo, mas dessa vez daremos
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apenas 0s primeiros passos, ja que os seguintes erao iguais aos acima.
Considere agora A’ o triangulo retangulo isoceles abaixo
Podemos definir A com as seguintes restrigoes

A={ze R z(1,1)<1

z(1,0) < -1
2(0,1) < —1}
Para futuras refréncias, sejam v; = (1,1), v2 = (1,0), v3 = (0,1), Ay = 1 e Ay = A3 = —1.

Temos aqui entao n = 2 e d = 3. O valor de d define quantas copias de C irdo compor o o espaco
inicial e a dimensdo do toro agindo nele. Logo, seja ¢ : T3 x C> — C3 acdo semelhante a dada
acima, em que cada componente de T3 = (S')? age em uma componente de C? por multiplicacio.
Essa acdo ¢ hamiltoneana com aplicagio momento v : C3 — (R3)* definida por

3
v(z1, 22, 23) (b, ta ts) = —m (|2l + ki)t
i=0
onde escolheremos k; = —\;.
Usaremos agora d e n para determinar a dimensao de dominio e contra-dominio da fungao
p, respectivamente. Definiremos entdo p : R3 — R? de forma que p(e;) = v;. A partir daqui a

construgao segue como feita acima. Mais especificamente, teremos N = Ker(p) unidimensional e
(i%ov)1(0) ~ S°. Isso nos da Ma = S°/N = CP2, com uma a¢io Hamiltoneana de T3 /N ~ T? com
aplicagdo momento induzida por (i o V)‘(itoy)fl(o), onde t é a algebra de Lie de T3/N e iy : t — R3
é a inclusao.
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