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Resumo

WAGNER, H. Produto fibrado orientado de álgebras e dimensão de representação.
Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São
Paulo, 2012.

Dados dois epimorfismos de álgebras f :A → B e g:C → B, o produto fibrado é a sub-
álgebra R de A × C definida por {(a, c) ∈ A × C | f(a) = g(c)}. Para álgebras básicas de
dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado k, que podem ser determinadas por
aljavas com relações, a aljava ordinária do produto fibrado R pode ser determinada pelas
respectivas aljavas de A e C. Estudamos essencialmente um tipo especial de produto fibrado,
no qual a aljava ordinária tem uma certa orientação, o chamado produto fibrado orientado.
Definimos ainda, o produto fibrado Dynkin orientado no qual a aljava da álgebra B é de tipo
Dynkin com um único poço. Para esses casos, estudamos características do produto fibrado
R a partir de informações de A e de C, tais como as aljavas de Auslander-Reiten, classes de
álgebras (hereditária, shod, inclinada, etc) e, em especial, a dimensão de representação. Para
a dimensão de representação, além do estudo para produtos fibrados orientados, mostramos
que se pudermos dividir a categoria de módulos indecomponíveis de uma álgebra de Artin
em pedaços com certas propriedades, então é possível estimar a dimensão de representação
da álgebra através do cálculo dessa invariante de álgebras associadas a cada um desses pe-
daços. Essa técnica nos permitiu calcular a dimensão de representação das álgebras ada, por
exemplo.

Palavras-chave: produto fibrado, dimensão de representação, propriedades homológicas.
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Abstract

WAGNER, H. Oriented pullback of algebras and representation dimension. Tese
(Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo,
2012.

Given two epimorphisms of algebras f :A → B and g:C → B, the pullback R is the
subalgebra of A× C defined by {(a, c) ∈ A× C | f(a) = g(c)}. For finite dimensional basic
k-algebras (where k is an algebraically closed field), which can be determined by bounded
quivers, the ordinary quiver of the pullback R can be determined by those of A, B and C.
We study a more specific case, the oriented pullback, where the quiver has a certain orienta-
tion. We also define the Dynkin oriented pullback, whose main feature is the ordinary quiver
of B being a Dynkin with a single sink. For these cases, we studied the characteristics of
the pullback R from information of A and C, such as the Auslander-Reiten quivers, class
of algebras (hereditary, shod, tilted, etc) and especially the representation dimension. For
representation dimension, in addition to the study for oriented pullbacks, we show that if
we divide the category of indecomposable modules into pieces with certain characteristics,
we can calculate the representation dimension of this algebra by calculating this invariant of
algebras associated to each piece. This technique allowed us to calculate the representation
dimension of the ada algebras, for instance.

Keywords: pullback, representation dimension, homologic properties.
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Introdução

As pesquisas em representações de álgebras de Artin centralizam-se no estudo e classifica-
ção das álgebras a partir da análise aprofundada das suas respectivas categoria de módulos.
Para tanto, diversas metodologias tem sido desenvolvidas nos últimos 30 anos. Mencionamos
particularmente as teorias de Auslander-Reiten e de inclinação.

Uma estratégia bem sucedida é a de transferir informações de uma classe de álgebras a
outras a partir de certas condições. Um exemplo é o processo inclinante com o qual é possível
passar informações da bem estudada classe de álgebras hereditárias para uma classe maior
de álgebras chamadas álgebras inclinadas [HR82]. Nesse caso, os focos principais são não
só as propriedades homológicas, como dimensão projetiva, injetiva e global, mas também
a chamada Teoria de Auslander-Reiten. Tendo isso como base, surgem de forma natural
outras classes de álgebras como quase inclinadas [HRS96], shod [CL99], fracamente shod
[CL03], laura [AC03], etc.

Neste trabalho, o interesse foi um outro tipo de construção, o chamado produto fibrado.
Dados dois epimorfismos f :A → B e g:C → B com A, B e C álgebras podemos construir
uma nova álgebra R dada por {(a, c) ∈ A × C | f(a) = g(c)}. Esta álgebra é chamada de
produto fibrado do par (f, g).

O produto fibrado de anéis e de álgebras tem sido estudado a partir de vários pontos de
vista [FV85, IPTZ87, Lev08, Mil71, Wis85] mas poucos trabalhos envolvem técnicas recentes
da teoria de representações de álgebras.

A ideia inicial é o estudo do produto fibrado de álgebras dadas por quivers com relações
como aparece por exemplo em [IPTZ87] e [Lev08]. Nestes trabalhos há, por exemplo, uma
descrição, sob certas condições, das aljavas ordinária e de Auslander-Reiten de R a partir das
respectivas aljavas de A, B e C. Nesses dois trabalhos são estudados produtos fibrados tais
que, dentre outras características, a aljava ordinária da álgebra B é de tipo An linearmente
orientada, que é, em particular, uma álgebra de Nakayama e dá nome ao produto fibrado
estudado em [Lev08], o chamado produto fibrado Nakayama orientado.

Uma pergunta natural é se é possível determinar a qual classe de álgebras o produto
fibrado R pertence conhecendo-se as classes das álgebras A, B e C. Como exemplo, podemos
citar um resultado nesta direção devido a Lévesque, [Lev08](2.4.7), que diz que para um
produto fibrado Nakayama orientado R de A → B e C → B, se A e C são álgebras
hereditárias então R é uma álgebra inclinada. Chegamos a uma generalização desse resultado,
para um produto fibrado orientado com certas propriedades (Teorema 4.4.4).

1
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Nesse trabalho, definimos também um produto fibrado, chamado produto fibrado Dynkin
orientado, que engloba os conceitos de Nakayama orientado e o definido em [IPTZ87], dito
com condições ∗. Para esse produto fibrado, mostramos o seguinte resultado que generaliza
[IPTZ87](3.5).

Teorema 1. Se R é o produto fibrado Dynkin orientado de A→ B e C → B então indR =

indA ∪ indC.

Em [IPTZ87](3.5), o produto fibrado estudado tem como principal característica que a
álgebraB é de tipo An linearmente orientada, enquanto que no caso mais geral de um produto
fibrado Dynkin orientado, a álgebra B é de tipo Dynkin com um único poço. Para chegarmos
ao Teorema 1 precisamos da seguinte relação entre uma aljava desse tipo e módulos injetivos.

Teorema 2. Seja Q uma aljava de tipo Dynkin com um único poço.
Se M = ((Vi)i∈Q0 , (fα)α∈Q1) é uma Q-representação com fα sobrejetora para todo α em Q1,
então M é a representação de um módulo injetivo.

Para o produto fibrado Nakayama orientado, Lévesque mostrou também que a aljava de
Auslander-Reiten de R pode ser determinada a partir das aljavas de Auslander-Reiten de A,
B e C, mais especificamente, ΓR é a soma amalgamada das inclusões ΓB → ΓA e ΓB → ΓC .
Nesse caso, a categoria de módulos indecomponíveis indR possui uma boa divisão a partir
de indA, indB e indC. Na verdade, temos para indR uma trisecção ([AAC+11]) da seguinte
forma: (indA \ indB, indB, indC \ indB). Ao contrário do que esperavamos, esses resultados
não são verdadeiros para o produto fibrado Dynkin orientado (Ver Exemplo 4.3.2).

Com o intuito de generalizar alguns dos resultados de [IPTZ87], [Lev04] e [Lev08], passa-
mos a estudar o produto fibrado orientado de A→ B e C → B. Nesse estudo, encontramos
subcategorias especiais A e C em indR definidas, respectivamente, como sendo os predeces-
sores de certos A-módulos injetivos e os sucessores de certos C-módulos projetivos. Essas
subcategorias determinam algumas trisecções de indR. A partir do estudo dessas subcate-
gorias, chegamos a diversos resultados. Por exemplo, o seguinte teorema.

Teorema 3. Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B e suponha que A
e C são disjuntas. Então, existem ΣA uma subaljava plena de ΓA, ΣB uma subaljava plena
de ΓB e ΣC uma subaljava plena de ΓC tais que ΓR é a soma amalgamada ΣA

∐
ΣB

ΣC das
inclusões ΣB → ΣA e ΣB → ΣC.

Denotamos por LΛ e RΛ, respectivamente, a parte esquerda e a parte direita da categoria
de módulos como em [HRS96]. Se Λ é uma álgebra de dimensão finita de tipo ada ([ACLV12]),
ou seja, uma álgebra tal que todos os projetivos e injetivos indecomponíveis estão em LΛ∪RΛ,
então Λ pode ser vista como um produto fibrado orientado das álgebras suportes, definidas
como em [Ass09], determinadas por RΛ e LΛ.
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Também estudamos as relações entre as partes direita e esquerda das categorias indR,
indA e indC e, em relação a algumas classes de álgebras, que podem ser determinadas por
essas subcategorias, chegamos ao seguinte enunciado, para um certo tipo de produto fibrado.

Proposição 4. Seja R é o produto fibrado orientado de A→ B e C → B. Suponhamos que
B e A ∩ C sejam subcategorias finitas.

(a) Se A é uma colagem à direita e C é de tipo finito então R é também uma colagem à
direita.

(b) Se C é uma colagem à esquerda e A é de tipo finito então R é também uma colagem à
esquerda.

(c) Se A é uma colagem à direita e C é uma colagem à esquerda então R é laura.

Um outro assunto estudado foi a dimensão de representação do produto fibrado. A di-
mensão de representação de uma álgebra de Artin foi introduzida por Auslander em [Aus71].
Ele acreditava que essa invariante poderia dar uma medida de quão longe está uma álgebra
de ser de tipo finito. Lembremos que uma álgebra é dita de tipo finito quando possui ape-
nas um número finito de classes de isomorfismos de módulos indecomponíveis. Auslander
mostrou que uma álgebra Λ não semisimples é de tipo finito se, e somente se, a dimensão
de representação rep.dimΛ é 2. Iyama [Iya03] provou que a dimensão de representação é
sempre finita e Rouquier [Rou06] construiu exemplos de álgebras com rep.dimΛ = r para
todo r ≥ 1.

Igusa e Todorov deram, em [IT05], uma conexão interessante com a conjectura finitística.
Eles provaram que, se Λ tem dimensão de representação no máximo 3 então a dimensão
finitística de Λ é finita, isto é, o sup{dpM | dpM <∞} é finito.

Já conhecemos que a dimensão de representação é no máximo três para diversas classes
de álgebras: hereditária [Aus71], inclinada e laura [APT06], colagens à direita e à esquerda
[CP04], quase inclinada [Opp10], entre outras. Podemos citar [Rin08] para uma breve des-
crição do estado atual da pesquisa de dimensão de representação.

Com a tentativa de calcular a dimensão de representação do produto fibrado orientado
R a partir das dimensões de representação das álgebras A e C notou-se a importância de,
no caso Nakayama orientado, a categoria dos módulos indecomponíveis indR possuir uma
trisecção bem determinada pelas categorias indA, indB e indC. Com isso em mente inicia-
mos o estudo de dimensão de representação de uma álgebra de Artin, não necessariamente
um produto fibrado, cuja categoria dos módulos indecomponíveis possui uma trisecção com
certas condições. Como resultado conseguimos dois dos principais teoremas desse trabalho.
Para definição de subcategorias covariantemente finita e contravariantemente finita sugeri-
mos [AS80].
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Teorema 5. Seja Λ uma álgebra de Artin de tipo infinito e (A,B, C) uma trisecção de indΛ

com B finita. Se C ⊆ RΛ e addC é covariantemente finita então

rep.dimΛ = max{3, rep.dimAΛ}.

Teorema 6. Seja Λ uma álgebra de Artin com (A,B, C) uma trisecção de indΛ. Se (A ∪
indΛC)

c é finita e indΛC é fechada para sucessores Então,

rep.dimΛ ≤ max{rep.dimAΛ, rep.dimΛC}.

Como principal aplicação desses resultados conseguimos mostrar que a dimensão de re-
presentação de álgebras do tipo ada é no máximo 3 (Teorema 5.5.3). E, é claro, para alguns
tipos de produto fibrado orientado R, dos epimorfismos A → B e C → B, provamos que
rep.dimR não ultrapassa as dimensões de representação das álgebras A e C.

Organização do Trabalho

O primeiro capítulo, chamado de Preliminares, traz um apanhado de definições e notações
comuns em Teoria de Representações de álgebras de Artin e, em particular, de álgebras de
dimensão finita sobre um corpo, tais como aljavas, representaçoẽs de módulos e aljavas
de Auslander-Reiten. Além disso, como um dos objetivos do trabalho é relacionar classes
de álgebras em um produto fibrado, esse capítulo ainda contém uma seção com as classes
de álgebras citadas no decorrer do trabalho, listando as definições e alguns resultados que
são uteis nos demais capítulos. Ainda nesse capítulo, há uma seção que destaca algumas
subcategorias especiais da categoria de módulos indecomponíveis de uma álgebra de Artin,
tais como as partes direita e esquerda da categoria de módulos, que são úteis na caracterização
das classes utilizadas.

O Capítulo 2 é dedicado ao Teorema 2, onde incluímos uma lista de todas as aljavas de
tipo Dynkin com um único poço.

O terceiro e o quarto capítulos são dedicados ao Produto fibrado de álgebras de dimensão
finita sobre um corpo algebricamente fechado. Começamos o Capítulo 3 com propriedades
gerais e, em seguida, tratamos do caso de nosso interesse que é quando as álgebras podem
ser determinadas por aljavas com relações. Nesse caso, a aljava ordinária do produto fibrado
fica bem determinada a partir das aljavas ordinárias das outras álgebras envolvidas. A partir
da Seção 3.2, damos início ao estudo do produto fibrado orientado R de morfismos A → B

e C → B, para o qual os módulos projetivos e injetivos sobre R são módulos projetivos
e injetivos de A e de C e, com isso, temos uma boa relação entre as dimensões projetiva,
injetiva e global dessas álgebras. Mostramos que, para esse tipo de produto fibrado, todo
R-módulo pode ser visto como um produto fibrado de um A-módulo com um C-módulo.
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Um caso particular de produto fibrado orientado é o produto fibrado Dynkin orientado que
definimos na Seção 3.3.1, e na qual mostramos o Teorema 1.

No Capítulo 4 ainda tratamos do produto fibrado orientado, mas agora estudando suas
propriedades através de subcategorias A e C de indR definidas, respectivamente, como sendo
os predecessores de certos A-módulos injetivos e os sucessores de certos C-módulos projetivos.
Na primeira seção, mostramos que a partir de um certo tipo de trisecção da categoria de
módulos de uma certa álgebra Λ é possível definir epimorfismos de álgebras A→ B e C → B

tais que Λ é o produto fibrado orientado desses morfismos. Em particular, uma álgebra ada
pode ser vista como um produto fibrado orientado de álgebras associadas as partes direita
e esquerda da categoria de módulos. Ainda, com o estudo das categorias A e C, mostramos,
na Seção 4.3, o Teorema 3. Na Seção 4.4, mostramos uma relação entre as partes direita e
esquerda das álgebras envolvidas no produto fibrado orientado e, a partir disso, chegamos
à Proposição 4. Ainda nessa seção, chegamos a uma generalização de [Lev08](2.4.7) que diz
que o produto fibrado é uma álgebra inclinada quando A e C são hereditárias.

No quinto e último capítulo desse trabalho, que é dedicado ao estudo de dimensão de re-
presentação, as álgebras consideradas são álgebras de Artin. Começamos com a definição de
resolução de aproximação que nós dá uma técnica para calcular a dimensão de representação
de uma álgebra de Artin. As seções 5.3 e 5.4, dedicam-se a mostrar que se pudermos dividir
a categoria de módulos em pedaços com certas propriedades é possível obter a dimensão de
representação da álgebra a partir do cálculo dessa invariante em álgebras menores associ-
adas a esses pedaços. Com isso, chegamos aos Teoremas 5 e 6. Como consequência desses
resultados, na Seção 5.5, damos uma nova demonstração de que a dimesão de representação
de uma álgebra laura é no máximo 3 e mostramos que, para as álgebras ada, a dimensão
de representação também é no máximo 3. Na última seção desse capítulo, apresentamos
algumas aplicações dos resultados sobre dimensão de representação aos produtos fibrados
estudados nos primeiros capítulos.

Finalmente, incluímos no Apêndice A um esquema da aljava de Auslander-Reiten da
álgebra que aparece nos exemplos 5.3.1, 5.3.3 e 5.4.11.
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Capítulo 1

Preliminares

Nesse trabalho trataremos de álgebras de Artin, básicas e conexas e em muitos casos nos
restringiremos às álgebras de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado. Esse
primeiro capítulo será dedicado a algumas definições e alguns resultados que serão livremente
utilizados no decorrer do trabalho. Para mais detalhes sobre Representações de álgebras de
Artin sugerimos, por exemplo, [Ass97, ARS95, ASS06, Coe92].

Em todo o texto, caso não se faça menção contrária, as álgebras consideradas são asso-
ciativas e com unidade e os módulos são finitamente gerados à direita.

Lembremos que uma k-álgebra Λ é dita uma álgebra de Artin se k for um anel artiniano
e Λ for um k-módulo finitamente gerado. Para uma álgebra de Artin Λ, básica e conexa,
consideremos {e1, e2, ..., en} um sistema completo de idempotentes ortogonais e primitivos e,
neste caso, a unidade de Λ é 1Λ =

∑n
i=1 ei.

Denotaremos por P (i), I(i) e S(i) o projetivo, o injetivo e o simples associados ao idem-
potente ei, respectivamente.

Para uma álgebra de Artin Λ denotaremos por modΛ a categoria cujos objetos são os
Λ-módulos finitamente gerados e por indΛ a subcategoria plena de modΛ cujos objetos são
um representante de cada classe de isomorfismo dos Λ-módulos indecomponíveis. Dizemos
que a álgebra Λ é de tipo (de representação) finito se a categoria indΛ é finita. Caso
contrário, Λ é dita de tipo infinito. Dada uma categoria C escreveremos muitas vezesM ∈ C
para dizer que M é um objeto da categoria C.

Seja Λ uma k-álgebra de Artin, denotamos por D a dualidade de modΛ em modΛop,
dada por DM = Homk(M,k).

1.1 Aljavas e Representações

Uma aljava é uma quádrupla (Q0, Q1, s, e) onde Q0 e Q1 são conjuntos e s, e:Q1 → Q0

são funções. Os elementos de Q0 são chamados de vértices de Q e os elementos de Q1

são chamados de flechas de Q. Dada uma flecha α em Q1, chamamos o elemento s(α) de
vértice inicial de α e o elemento e(α) de vértice final de α. Uma aljava Q é dita finita
se os conjuntos Q0 e Q1 são finitos.

Podemos representar uma aljava por um diagrama como no exemplo a seguir.

7
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Exemplo 1.1.1 O diagrama •
1

α //

β
// •
2

γ // •
3

δ
��

representa uma aljava onde Q0 = {1, 2, 3},
Q1 = {α, β, γ, δ}, s(α) = s(β) = 1, s(γ) = e(α) = e(β) = 2 e s(δ) = e(δ) = e(γ) = 3.

Uma subaljava de Q é uma aljava (Q̃0, Q̃1, s̃, ẽ) de forma que Q̃0 ⊆ Q0, Q̃1 ⊆ Q1,
s̃ = s|Q̃1

e ẽ = e|Q̃1
. Uma subaljava é dita plena se a flecha a α→ b de Q1 estiver em Q̃1

sempre que a, b ∈ Q̃0.
Um caminho ω em Q de comprimento n > 0 é uma sequência de flechas ω = α1 · · ·αn,

tal que e(αi) = s(αi+1) para 1 ≤ i < n. Por convenção, um caminho de comprimento zero (ou
caminho trivial) é um caminho sem flechas associado a um vértice a ∈ Q0, que denotamos
por ea. Para um caminho não trivial ω = α1 · · ·αn definimos o vértice inicial de ω por
s(ω) := s(α1) e o vértice final de ω por e(ω) := e(αn). Para um caminho trivial ea definimos
s(ea) = e(ea) = a. Um caminho ω de comprimento n ≥ 1 é dito um ciclo orientado quando
s(ω) = e(ω). Uma subaljava Q̃ é dita convexa se dado um caminho ω = α1 · · ·αn em Q tal
que s(ω) e e(ω) estão em Q̃0 então cada s(αi) e cada e(αi) também estão em Q̃0.

Para cada flecha α: a→ b, associamos um inverso formal α−1: b→ a com s(α−1) = e(α) e
e(α−1) = s(α). Um passeio de comprimento n ≥ 1 de a ∈ Q0 para b ∈ Q0 é uma sequência
γ = αε11 α

ε2
2 · · ·αεnn com εi ∈ {−1, 1}, s(αε11 ) = a, e(αεnn ) = b e e(αεii ) = s(α

εi+1

i+1 ) para cada
1 ≤ i ≤ n.

Dado um vértice a ∈ Q0, a subaljava plena Qa de Q formada pelos vértices b ∈ Q0 tais
que existe um passeio de a para b é chamada de componente conexa de Q contendo a.
Quando Q = Qa para algum a dizemos que a aljava Q é conexa.

Dadas duas aljavas (Q0, Q1, s, e) e (Q′0, Q
′
1, s
′, e′) ummorfismo de aljavas é uma função

Φ:Q0∪Q1 → Q′0∪Q′1 com Φ(Q0) ⊆ Q′0 e Φ(Q1) ⊆ Q′1 tal que Φ ◦ s = s′ ◦Φ e Φ ◦ e = e′ ◦Φ.

Álgebras de caminhos

Para essa seção, e sempre que nos referirmos a álgebras de caminhos, k denotará um
corpo algebricamente fechado.

Consideremos Q uma aljava finita e seja kQ o k-espaço vetorial cuja base é o conjunto
de todos os caminhos de Q. Definimos em kQ o seguinte produto: dados γ e σ caminhos de
Q, então

• se e(γ) 6= s(σ), γ · σ = 0;

• se e(γ) = s(σ), γ · σ =

{ σ, se γ = ea para algum a ∈ Q0

γ, se σ = ea para algum a ∈ Q0

α1 · · ·αnβ1 · · · βt, se γ = α1 · · ·αn e σ = β1 · · · βt

Estendendo esse produto por linearidade aos elementos de kQ temos que kQ é uma k-álgebra,
a qual chamamos de álgebra de caminhos de Q.
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Exemplo 1.1.2 Seja Q a aljava

4
β

��?????

3.1

γ ��?????

α
??������

2
δ

??�����

A base de kQ como k-espaço vetorial é {e1, e2, e3, e4, α, β, γ, δ, αβ, γδ} e portanto a dimensão
de kQ é dimkkQ = 10. Quanto à multiplicação, teremos, por exemplo, α · β = αβ, α · δ = 0,
e2 · δ = δ, etc.

Denotaremos por JQ o ideal de kQ gerado pelas flechas de Q.

Proposição 1.1.3 Sejam Q uma aljava finita com Q0 = {1, ..., n}, kQ sua álgebra de ca-
minhos e ei o caminho trivial associado ao vértice i ∈ Q0. Então:

1. kQ é uma álgebra associativa.

2. o conjunto {ei}i∈Q0 é um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos de
kQ. Em particular, kQ tem identidade 1 = e1 + · · ·+ en.

3. kQ é uma álgebra básica e kQ = e1(kQ) ⊕ · · · ⊕ en(kQ) é a decomposição de kQ em
módulos indecomponíveis.

4. kQ tem dimensão finita se, e somente se, Q não possui ciclos orientados.

5. kQ é uma álgebra conexa se, e somente se, Q é uma aljava conexa.

6. JQ = radkQ se, e somente se, Q não possui ciclos orientados.

7. o número de flechas de i para j é igual ao número dimk

(
ei

(
JQ
J2
Q

)
ej

)
. �

Um ideal I de kQ é dito admissível se existir n ≥ 2 tal que JnQ ⊆ I⊆ J2
Q.

Uma relação ρ em Q é uma combinação linear de caminhos de comprimento pelo menos
dois, todos com os mesmos vértices iniciais e finais.

Um ideal admissível I sempre possui um conjunto finito de geradores formado por rela-
ções. Por isso, chamamos o par (Q, I) de aljava com relações.

Proposição 1.1.4 Sejam Q uma aljava finita, I um ideal admissível de kQ e kQ
I a álgebra

quociente. Então:

1. kQ
I tem dimensão finita sobre k.

2. o conjunto {ei + I}i∈Q0 é um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos
de kQ

I .

3. kQ
I é uma álgebra básica.
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4. kQ
I é uma álgebra conexa (ou indecompon/’ivel) se, e somente se, Q é uma aljava
conexa.

5. radkQI =
JQ
I .

�

Teorema 1.1.5 Seja A uma k-álgebra básica e de dimensão finita sobre k algebricamente
fechado. Então existe uma aljava QA e um epimorfismo ηA : kQA → A tal que IA := ker ηA

é um ideal admissível de kQA. Em particular, A ∼= kQA
IA

. �

A aljava QA do teorema acima, que é única, é chamada de aljava ordinária de A. Já o
epimorfismo, que não é necessáriamente único, é chamado uma apresentação de A.

Módulos e representações

Sejam k um corpo algebricamente fechado e Q uma aljava finita. Uma representação
de Q é dada por V = ((Vi)i∈Q0 , (Tα)α∈Q1), onde para cada i ∈ Q0, Vi é um k-espaço vetorial
de dimensão finita e para cada α ∈ Q1, Tα é uma transformação linear de Vs(α) em Ve(α).

Exemplo 1.1.6 Seja Q a aljava 1 2
β
oo
αoo . Então k2 k

Tβ
oo
Tαoo é uma representação de Q,

onde V1 = k2 , V2 = k , Tα =
[

1

0

]
e Tβ =

[
0

1

]
.

Seja ω = α1α2 . . . αn um caminho não trivial de Q. Definimos a transformação linear
T (ω) : Vs(ω) → Ve(ω) dada pela composta Tα1Tα2 · · ·Tαn . Estendemos esta definição para

uma combinação linear de caminhos ω =
t∑
i=1

λiωi, onde s(ωi) = s(ωj) e e(ωi) = e(ωj),

∀i, j ∈ {1, . . . , n}, fazendo T (ω) =
t∑
i=1

λiT (ωi).

Uma representação de (Q, I) é uma representação de Q de forma que para cada relação
ω de I tem-se T (ω) = 0.

Dadas duas representações V = ((Vi)i∈Q0 , (Tα)α∈Q1) e W = ((Wi)i∈Q0 , (Sα)α∈Q1), um
morfismo Φ : V → W é uma família {φi}i∈Q0 de transformações lineares tal que, para cada
flecha i

α // j o seguinte diagrama é comutativo

Vi

	Tα
��

φi //Wi

Sα
��

Vj
φj
//Wj



1.2 TEORIA DE AUSLANDER-REITEN 11

ou seja, φjTα = Sαφi. A composta de dois morfismos é definida coordenada a coordenada.
Definimos então a categoria mod(Q, I) cujos objetos são as representações de (Q, I) e os
morfismos são os descritos acima.

Teorema 1.1.7 Seja A = kQ
I onde Q é uma aljava finita e I um ideal admissível de kQ.

Então as categorias mod(Q, I) e modA são equivalentes. �

Pelo teorema acima podemos identificar os A-módulos com representações de (Q, I).
Em especial, as representações que correspondem aos A-módulos simples, projetivos inde-
componíveis, injetivos indecomponíveis, radical, socle e topo podem ser calculados a partir
da aljava ordinária Q e das relações (I). Para detalhes dessas descrições ver, por exemplo,
[ASS06, Coe92].

Dado um módulo M cuja representação é ((Vi)i∈Q0 , (Tα)α∈Q1) definimos o suporte de
M , denotado por suppM , como sendo a subaljava de Q definida pelos vértices x tais que
Vx é não nulo e pelas flechas α tais que Tα é não nula. Observe que se M é indecomponível
então suppM é uma aljava conexa.

1.2 Teoria de Auslander-Reiten

Dados dois módulos indecomponíveisM e N , um morfismo f :M → N é dito irredutível
se (i) f não é um monomorfismo que cinde e nem um epimorfismo que cinde e (ii) se f = gh

então g é um epimorfismo que cinde ou h é um monomorfismo que cinde.
Para uma álgebra de Artin Λ associamos uma aljava, que será denotada por ΓΛ e é

conhecida como aljava de Auslander-Reiten, cujo conjunto de vértices é formado pelos
objetos de indΛ e as flechas são dadas pelos morfismos irredutíveis. Portanto, se Λ é uma
álgebra de tipo infinito, então a aljava ΓΛ tem infinitos vértices e, nesse caso, pode conter
infinitas componentes conexas.

Sequências de Auslander-Reiten

Uma sequência exata curta de Λ-módulos que não cinde, 0→ N
f→ E

g→M → 0, é uma
sequência de Auslander-Reiten se:

(i) M e N são indecomponíveis;

(ii) dados X ∈ modΛ e h : X →M um morfismo que não seja um epimorfismo que cinde,
existe h̄ : X → E tal que gh̄ = h.

Podemos trocar (ii) pela condição equivalente:

(iii) dados X ∈ modΛ e h : N → X um morfismo que não seja um monomorfismo que
cinde, existe h̄ : E → X tal que h̄f = h.
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Proposição 1.2.1 (Existência e unicidade) Sejam Λ uma álgebra de Artin e M e N
dois Λ-módulos indecomponíveis.

1. Se M não for projetivo, então existe e é única, a menos de isomorfismos, a sequência
de Auslander-Reiten terminando em M :

0→ N → E →M → 0.

Neste caso, denotamos N = τM .

2. Se N não for injetivo, então existe e é única, a menos de isomorfismos, a sequência
de Auslander-Reiten começando em N :

0→ N → E →M → 0.

Neste caso, denotamos M = τ−1N .

�

Na verdade τ e τ−1 são funtores conhecidos como transladados de Auslander-Reiten.
Podemos escrever uma sequência de Auslander-Reiten da seguinte forma

0→ N
f→

n⊕
i=1

Eti
i

g→M → 0

com cada Ei indecomponível, f =

 f1

...
fn

 onde fi =

 fi1
...
fiti

 : N → Eti
i e g =

[
g1 · · · gn

]
onde gi :

[
gi1 · · · giti

]
: Eti

i →M . Nesse caso, cada fij e cada gij é um morfismo irredutível.
Se M é um Λ-módulo indecomponível e não projetivo, então o número de flechas que

saem de [τM ] é igual ao número de flechas que chegam em [M ]. Por outro lado, se M é um
Λ-módulo indecomponível e não injetivo então o número de flechas que saem de [M ] é igual
ao número de flechas que chegam em [τ−1M ].

Na aljava de Auslander-Reiten tal sequência corresponderia a um diagrama da forma:

[E1]

g1t1

��;;;;;;;;;;;;;

···
g11

��;;;;;;;;;;;;;

...

[τM ]

f11

@@�������������
···

f1t1

@@�������������

fntn

��=============

···
fn1

��=============

[M ]

...

[En]

gn1

AA�������������
···

gntn

AA�������������
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Exemplo 1.2.2 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q a aljava 1 2
αoo 3

βoo e I o
ideal de kQ gerado por βα. A aljava de Auslander-Reiten de kQ

I tem a seguinte forma:

[P2]

!!CCCCCCCC

[P1]

=={{{{{{{{
[S2]

!!CCCCCCCC
[I3]

[P3]

=={{{{{{{{

1.3 Subcategorias especiais

Por todo o trabalho utilizaremos algumas subcategorias de modΛ e de indΛ. Essa seção
trata de fixar notações e algumas propriedades de tais categorias.

Seja C uma subcategoria de modΛ. Denotamos por addC a subcategoria plena de modΛ

cujos objetos são somas diretas de somandos diretos que estão em C. Para um Λ-módulo
M denotaremos add{M} por addM . Denotamos por GenM a subcategoria de modΛ cujos
objetos são os módulos X tais que existe um epimorfismo M0 → X com M0 em addM .
Dualmente, denotamos por CogenM a subcategoria de modΛ cujos objetos são os módulos
X tais que existe um monomorfismo X → M0 com M0 em addM . Observe que GenΛ =

modΛ = CogenDΛ.
Dados dois Λ-módulos indecomponíveis M e N , um caminho de M para N , denotado

por M  N , é uma sequência de morfismos não nulos

M = X0 → X1 → · · · → Xt−1 → Xt = N

onde t ≥ 1 e cada Xi está em indΛ. Neste caso, dizemos que M é um predecessor de N
e que N é um sucessor de M . Dado M em modΛ denotamos por PredM a subcategoria
plena de indΛ cujos objetos são os predecessores de algum somando indecomponível de M .
Dualmente, definimos SuccM para os sucessores dos somandos de M . Uma subcategoria C
de indΛ é dita fechada para predecessores se, sempre que existir um caminho M  N

com M em C então N também está em C. Dualmente, C é dita fechada para sucessores
se, sempre que existir um caminho de M para N com N em C então M também está em C.

Partes direita e esquerda

Denotemos por dpM a dimensão projetiva do módulo M e por diM a dimensão injetiva
de M .

As partes direita e esquerda da categoria de módulos de uma álgebra Λ são definidas
como as subcategorias plenas de indΛ dadas, respectivamente, por
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RΛ = {M ∈ indΛ | diN ≤ 1 para cada sucessor N de M}

e
LΛ = {M ∈ indΛ | dpN ≤ 1 para cada predecessor N de M}.

É fácil ver que a parte direita RΛ é fechada para sucessores e que a parte esquerda LΛ é
fechada para predecessores.

1.4 Algumas classes de álgebras

Algumas classes de álgebras serão constantemente citadas nesse trabalho, por isso faremos
aqui um pequeno apanhado de suas definições contemplando algumas equivalências e alguns
resultados. Note que elas podem ser caracterizadas através de propriedades das partes direita
e esquerda da categoria de módulos. Para mais informações sobre algumas das álgebras aqui
citadas sugerimos [ACL+05].

Álgebras hereditárias

Uma álgebra de Artin Λ é dita hereditária quando todo ideal de Λ é um Λ-módulo
projetivo. O teorema a seguir nos dá outras formas equivalentes para essa definição. Para
mais detalhes ver, por exemplo, [ASS06] (VII.1).

Teorema 1.4.1 Para uma álgebra de artin Λ são equivalentes:

1. Λ é uma álgebra hereditária.

2. A dimensão global de Λ, dim.glΛ, é no máximo 1.

3. Todo submódulo de uma Λ-módulo projetivo é projetivo.

4. Todo quociente de um Λ-módulo injetivo é injetivo.

�

Como a dimensão global de uma álgebra hereditária é no máximo 1, é fácil ver também
que uma álgebra Λ é hereditária se, e somente se, a categoria dos módulos indecomponíveis
indΛ coincide com a parte esquerda LΛ, ou equivalentemente, com a parte direita RΛ.

No caso de álgebras de dimensão finita sobre um corpo k algebricamente fechado, as
álgebras hereditárias Λ são aquelas tais que o ideal admissível I com Λ ∼= kQ/I é nulo, ou
seja, são justamente as álgebras de caminho da forma kQ onde Q é uma aljava sem ciclos.
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Álgebras inclinadas

Para teoria de inclinação sugerimos [HR82], [Ass90] e [ACPV08].
Lembremos que um Λ-módulo T é dito inclinante se ele satisfaz as três condições se-

guintes: (i) a dimensão projetiva de T é no máximo 1; (ii) Ext1(T, T ) = 0 e (iii) o número
de somandos indecomponíveis de T é igual ao número de Λ-módulos simples. Se H é uma
álgebra hereditária e T é um H-módulo inclinante então a álgebra EndHT é chamada de
álgebra inclinada. Equivalentemente, Λ é inclinada se existir um módulo inclinante T tal
que a álgebra de endomorfismos EndΛT é hereditária.

Álgebras quase inclinadas

Em [HRS96], Happel-Reiten-Smalø, generalizaram a noção de álgebra inclinada, defi-
nindo as quase inclinadas. A definição original era outra mas elas podem ser caracterizadas
da seguinte maneira. Uma álgebra Λ é quase inclinada se (i) a dimensão global é no má-
ximo 2 e (ii) para cada Λ-módulo M tem-se que a dimensão projetiva de M é no máximo 1
ou a dimensão injetiva é no máximo 1.

É bem conhecido que uma álgebra inclinada satisfaz essas duas condições e portanto,
como o nome sugere, a classe das álgebras quase inclinadas contém a classe das inclinadas.

Para uma álgebra quase inclinada tem-se a seguinte trisecção na categoria de módulos
indecomponíveis:

(LΛ \ RΛ,LΛ ∩RΛ,RΛ \ LΛ)

ou seja,
HomΛ(LΛ∩RΛ,LΛ \RΛ) = 0, HomΛ(RΛ \LΛ,LΛ∩RΛ) = 0 e HomΛ(RΛ \LΛ,LΛ \RΛ) = 0.

Além disso, Λ é quase inclinada se, e somente se, a parte esquerda LΛ contém todos os
Λ-módulos projetivos indecomponíveis.

Um resultado que nos será útil é o seguinte.

Teorema 1.4.2 ( [HRS96] (II. 3.4)) Para uma álgebra quase inclinada Λ são equivalen-
tes:

1. Λ é uma álgebra inclinada.

2. RΛ contém um Λ-módulo projetivo.

3. LΛ contém um Λ-módulo injetivo.

�

Álgebras shod

Em [CL99], Coelho-Lanzilotta introduziram o conceito de álgebras shod, que engloba a
classe das álgebras quase inclinadas.
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Uma álgebra Λ é dita shod se cada Λ-módulo indecomponívelM tem dimensão projetiva
no máximo 1 ou dimensão injetiva no máximo 1. Equivalentemente, a álgebra Λ é shod se
indΛ = LΛ ∪RΛ.

Temos então, que uma álgebra quase inclinada é uma álgebra shod com dimensão global
2. Uma álgebra shod que não é quase inclinada é chamada de shod estrita.

Álgebras colagens

Em [AC94], Assem-Coelho introduziram o conceito de colagens laterais de álgebras in-
clinadas. Estas são álgebras cujas aljavas ordinárias podem ser vistas como colagens de uma
aljava ordinária de uma álgebra inclinada com uma aljava ordinária de uma álgebra de tipo
finito. Utilizando as partes direita e esquerda podemos definir tais álgebras como segue: Λ é
uma colagem à direita se LΛ é cofinita em indΛ e Λ é uma colagem à esquerda se RA

é cofinita em indΛ.

Álgebras laura

Em [AC03], Assem-Coelho introduziram o conceito de álgebras colagens bilaterais de
álgebras inclinadas, também conhecidas como álgebras laura, que podem ser definidas
como sendo àquelas em que a união LΛ ∪RΛ é cofinita em indΛ.

Observe que esta classe de álgebras contém as álgebras shod e consequentemente as quase
inclinadas e inclinadas. É fácil ver também que as colagens à direita ou à esquerda também
são lauras.

Álgebras ada

As álgebras ada foram introduzidas recentemente em [ACLV12]. Uma álgebra Λ é dita
ada se todos os projetivos indecomponíveis e todos os injetivos indecomponíveis estão na
união LΛ ∪RΛ. A álgebra Λ é dita ada estrita se for ada mas não for quase inclinada.



Capítulo 2

Dynkin com um único poço

Para a álgebra kQ, onde Q é uma aljava da forma 1 2oo · · ·oooo n− 1oo noo ,
é conhecido o fato seguinte, utilizado por exemplo em [IPTZ87](3.5): se ((Vi)i∈Q0 , (fα)α∈Q1)

é uma representação do kQ-módulo indecomponível M e cada fα é uma sobrejeção então M
é um kQ-módulo injetivo.

O objetivo desse capítulo é mostrar que esse fato também vale para uma álgebra kQ com
Q sendo uma aljava de tipo Dynkin com um único poço. Observe que isso inclui o caso citado
acima que trata de uma aljava de tipo An linearmente orientada. No próximo capítulo, esse
resultado será de suma importância para uma generalização de [IPTZ87](3.5).

Começaremos com uma lista com todas as aljavas de tipo Dynkin com um único poço.
Em seguida, lembraremos a definição de forma quadrática associada a uma aljava e alguns
resultados que serão utilizados para a demontração do resultado enunciado.

2.1 Lista das aljavas de tipo Dynkin com um único poço

Nessa seção faremos uma lista das aljavas de tipo Dynkin que possuem um único poço.

Tipo An

1.
• •oo · · ·oo oo •oo •oo 2.

•

��~~~~~~
· · ·oo •oo

•

•

__@@@@@@
· · ·oo •oo

Tipo Dn

1.
•

��
• •oo · · ·oo oo •oo •oo

2.
•

��

•

��~~~~~~~

• •oo · · ·oo oo •oo •oo

3.

•

��
• •oo · · ·oooo •oo •oo

•

__@@@@@@
•oo · · ·oo •oo

4.
•

��
• •oo · · ·oooo •oo •oo

17
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Tipo E6

1.
•

��
• •oo •oo •oo •oo

2.
•

��

•

��
• •oo •oo •oo

3.

•

��~~~~~~
•oo

• •oo

•

__@@@@@@
•oo

4.

•

��~~~~~~
•oo

• •oo

•

__@@@@@@
•oo

Tipo E7

1.
•

��
• •oo •oo •oo •oo •oo

2.
•

��

•

��
• •oo •oo •oo •oo

3.

•

��~~~~~~
•oo

• •oo

•

__@@@@@@
•oo •oo

4.

•

��~~~~~~
•oo

• •oo

•

__@@@@@@
•oo •oo

5.

•

��
• •oo •oo •oo

•

__@@@@@@
•oo

6.
•

��

•

��
• •oo •oo •oo •oo

7.
•

��
• •oo •oo •oo •oo •oo

Tipo E8

1.
•
��

• •oo •oo •oo •oo •oo •oo

2.
•

��

•

��
• •oo •oo •oo •oo •oo

3.

•

��~~~~~~
•oo

• •oo

•

__@@@@@@
•oo •oo •oo



2.2 DYNKIN COM UM ÚNICO POÇO E MÓDULOS INJETIVOS 19

4.

•

��~~~~~~
•oo

• •oo

•

__@@@@@@
•oo •oo •oo

5.

•

��
• •oo •oo •oo

•

__@@@@@@
•oo •oo

6.

•

��
•

��

•

��
• •oo •oo •oo •oo

7.
•

��

•

��
• •oo •oo •oo •oo •oo

8.
•

��
• •oo •oo •oo •oo •oo •oo

2.2 Dynkin com um único poço e módulos injetivos

Seja Q uma aljava finita, conexa e acíclica e n o número de vértices de Q. A forma
quadrática da aljava Q é definida por

qQ(x1, ..., xn) =
∑
i∈Q0

x2
i −

∑
α∈Q1

xs(α)xe(α)

Note que essa definição não depende da orientação da aljava Q.
Dizemos que o vetor (x1, x2, ..., xn) ∈ Zn é uma raiz da forma quadrática qQ quando

qQ(x1, x2, ..., xn) = 1. Tal raiz é dita positiva se xi ≥ 0 para cada i ∈ {1, 2, ..., n}. No caso
em que Q é de tipo Dynkin, existe uma bijeção entre os módulos indecomponíveis em indkQ

e as raízes positivas de qQ. Tal bijeção é dada por M 7→ dimM (Ver [ASS06](VII.5.10)).
Se ((Vi)i∈Q0 , (fα)α∈Q1) é uma representação do kQ-módulo indecomponível M então o

vetor dimensão de M é dimM = (dimkV1, dimkV2, ..., dimkVn).
Observe que, portanto, se M,N ∈ indkQ são módulos tais que dimM = dimN então

M ∼= N .
Lembremos também como se pode construir a representação ((Vi)i∈Q0 , (fα)α∈Q1) de um

kQ-módulo injetivo indecomponível associado ao vértice a ∈ {1, 2, ..., n}. Para cada i, a
dimkVi é igual ao número de caminhos em Q de i para a. Para mais detalhes, ver por exem-
plo, [ASS06] (III.2). Para uma álgebra Λ denotaremos por IΛ(i) o injetivo indecomponível
associado ao vértice i ∈ Q0.

Observe que dada uma aljava Q com poço no vértice 1 e uma subaljava plena Q′ de Q
obtida excluíndo o poço 1, ou seja, Q′0 = Q0 \ {1}, então para cada j em Q′0, o injetivo
indecomponível IkQ′(j) de kQ′ pode ser visto como o injetivo indecomponível IkQ(j) de kQ,
pois na representação desse último temos que V1 = 0, uma vez que não existem caminhos
de 1 para j e os outros caminhos são os mesmos pela plenitude de Q′.
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Exemplo 2.2.1 Seja Q a aljava
3

��

6

1 2oo 4oo 5oo

OO

e Q′ obtida de Q excluíndo o

vértice 1, ou seja, Q′ é a aljava
3

��

6

2 4oo 5oo

OO

. O kQ-módulo injetivo IkQ(2) é

k

��

0

0 koo koo koo

OO

, enquanto o kQ′-modulo IkQ′(2) é
k

��

0

k koo koo

OO

.

Observemos que se M = ((Vi)i∈Q0 , (fα)α∈Q1) é uma Q-representação com fα sobrejetora
para todo α em Q1 então cada somando ((Wi)i∈Q0 , (gα)α∈Q1) de M também tem a mesma
propriedade, ou seja, cada gα é sobrejetora.

De fato, basta olhar, para cada α : i→ j em Q1, o diagrama comutativo

Vi
fα //

pi

��

Vj

pj

��
Wi gα

//Wj

onde pi e pj são as projeções. Como fα é sobrejetora então pjfα = gαpi também é sobrejetora
e portanto gα também é.

Segue dessa observação que basta olharmos o que acontece com os módulos indecompo-
níveis.

Finalmente, iremos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.2.2 Seja Q uma aljava de tipo Dynkin com um único poço.
Se M = ((Vi)i∈Q0 , (fα)α∈Q1) é uma Q-representação com fα sobrejetora para todo α em Q1,
então M é a representação de um módulo injetivo.

Prova. Seja Q uma aljava de tipo Dynkin com um único poço e suponha Q0 = {1, 2, ..., n}. Se
M = ((Vi)i∈Q0 , (fα)α∈Q1) é uma Q-representação de um kQ-módulo indecomponível então o
vetor dimensão de M , dimM = (x1, x2, ..., xn), é uma raiz da forma quadrática qQ associada
à Q. Suponhamos que para cada α em Q1 a aplicação fα é sobrejetora. Nesse caso temos que
xt(α) ≤ xs(α) para cada α em Q1. Vejamos que, nesse caso, o vetor (x1, x2, ..., xn) é o vetor
dimensão de um módulo injetivo. Faremos a prova caso a caso.

Caso An

Fixemos a seguinte numeração para os vértices do grafo associado à Q:

1 2 · · · n− 1 n

A forma quadrática de Q é qQ(y1, y2, ..., yn) =
∑n

i=1 y
2
i−
∑n−1

i=1 yiyi+1. Como (x1, x2, ..., xn)

é uma raiz de qQ então
∑n

i=1 x
2
i −

∑n−1
i=1 xixi+1 = 1 e multiplicando por 2 e reorganizando
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os termos como uma soma de quadrados temos que x2
1 + x2

n +
∑n−1

i=1 (xi − xi+1)2 = 2. Segue
que x1 e xn são no máximo 1.

Seja i o único poço de Q então como cada fα é sobrejetora temos as seguintes desigualda-
des: xi ≤ xi+1 ≤ ... ≤ xn e xi ≤ xi−1 ≤ ... ≤ x1. Portanto, cada xj é também no máximo 1.
Se xi = 1 então xj = 1 para todo j ∈ {1, 2, ..., n} e nesse caso M é o injetivo I(i) associado
ao vértice i. Caso contrário como M é indecomponível temos que xj = 0 para todo j > i ou
xj = 0 para todo j < i. Seja t > i tal que xt = 1 e xt−1 = 0. Neste caso, xj = 1 para todo
j ≥ t e xj = 0 para todo j < t e, portanto, M = I(t). Analogamente para t < i.

Caso Dn

Fixemos a seguinte numeração para os vértices do grafo associado à Q:

2

1 3 4 · · · n− 1 n

Nesse caso, multiplicando por 4 a expressão qQ(x1, ..., xn) = 1 e reorganizando os termos de
4qQ(x1, ..., xn) = 4 temos que (2x1−x3)2 +(2x2−x3)2 +2

∑n−1
i=3 (xi−xi+1)2 +2x2

n = 4. Nesse
caso, xn é no máximo 1.

Poço em 1

Temos as seguintes desigualdades: x1 ≤ x3 ≤ x4 ≤ ... ≤ xn ≤ 1 e x1 ≤ x3 ≤ x2.
Se x1 é não nulo então xi = 1 para i ∈ {1, 3, 4, ..., n}. Substituindo esses termos em

4qQ(x1, ..., xn) = 4 concluímos que x2 = 1 e, portanto, M = I(1).
Suponha agora que x1 = 0. Nesse caso seja Q′ a subaljava plena de Q obtida excluíndo

o vértice 1. Então, Q′ é de tipo An−1 com um único poço em 3. Podemos olhar M como um
kQ′-módulo e pela parte anterior segue que M é um kQ′-módulo injetivo. Basta observar
que para i ≥ 2 temos que IkQ′(i) ∼= IkQ(i) concluíndo o resultado para esse caso.

Poço em 2

Simétrico ao caso anterior.

Poço em 3

Temos as seguintes desigualdades: x3 ≤ x4 ≤ ... ≤ xn ≤ 1, x3 ≤ x1 e x3 ≤ x2.
Suponhamos inicialmente que x3 é não nulo. Então xi = 1 para i ≥ 3. Falta encontrar

x2 e x1. Temos nesse caso, (2x1 − x3)2 + (2x2 − x3)2 + 2 = 4. Como x1, x2 ≥ 1 segue que
x1 = x2 = 1 e, portanto, M = I(3).

Se x3 = 0, como M é indecomponível então M = S(1) = I(1) ou M = S(2) = I(2) ou
M é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q tal que Q′0 = {4, 5, ..., n}. Nesse caso
Q′ é de tipo An−3 com um único vértice em 4 e para os vértices de Q′ os injetivos de kQ e
kQ′ coincidem. Segue que M é injetivo.
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Poço em 4 ≤ t ≤ n

Temos as seguintes desigualdades: xt ≤ xt+1 ≤ ... ≤ xn ≤ 1, xt ≤ xt−1 ≤ ... ≤ x4 ≤ x3 ≤
x2 e x3 ≤ x1.

Se xt é não nulo então xi = 1 para i ≥ t e xi ≥ 1 para i < t. Em 4qQ(x1, ..., xn) = 4

temos (∗) : (2x1 − x3)2 + (2x2 − x3)2 + 2
∑t−1

i=3(xi − xi+1)2 = 2. Então (xt−1 − 1)2 ≤ 2 e,
portanto, 1 ≤ xt−1 ≤ 2. Vejamos que xt−1 6= 2. Se não fosse esse o caso, substituindo em (∗)
teríamos xt−1 = xt−2 = ... = x4 = x3 = 2 e x2 = 1, uma contradição pois x3 ≤ x2. Logo,
xt−1 = 1. Repetindo o argumento temos que xi = 1 para todo i e nesse caso M = I(t).

Se xt = 0 então como M é indecomponível temos que M é um kQ′-módulo onde Q′ é a
subaljava plena de Q com Q′0 = {t + 1, t + 2, ..., n} ou M é um kQ′′-módulo onde Q′′ é a
subaljava plena de Q com Q′′0 = {1, 2, ..., t − 1}. Então, Q′ é de tipo An−t com único poço
em t + 1 e nesse caso a conclusão segue de um caso anterior, pois os injetivos de kQ′ são
kQ-injetivos.

Se M é um kQ′′-módulo, suponha que xt−1 = 1. Em (∗) concluímos que 1 ≤ xt−2 ≤ 2

Se xt−2 = 2 segue que xt−2 = ... = x4 = x3 = 2 e x2 = 1, uma contradição pois x3 ≤ x2.
Logo, xt−2 = 1. Repetindo o argumento chegamos a M = I(t− 1). Analogamente, se xl = 1

e xl−1 = 0 então M = I(l) concluíndo esse caso.

Caso E6

Fixemos a seguinte numeração para os vértices do grafo associado à Q:

4

1 2 3 5 6

Fazendo 36qQ(x1, ..., x6) = 36 temos (6x1 − 3x2)2 + (6x6 − 3x5)2 + 3(3x2 − 2x3)2 +

3(3x4 − 2x3)2 + 3(3x5 − 2x3)2 + 9x2
4 = 36. Nesse caso temos que x4 ≤ 2. Se x4 = 2 então

dimM = (1, 2, 3, 2, 2, 1) uma contradição com a propriedade de M que cada fα é sobrejetora
e que Q tem um único poço. Portanto, temos que x4 ≤ 1.

Poço em 1

Temos as seguintes desigualdades: x3 ≤ x5 ≤ x6 e x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x4 ≤ 1.
Se x1 = 1 então x1 = x2 = x3 = x4 = 1. Substituindo em 36qQ(x1, ..., x6) = 36 temos que

x5 = x6 = 1 e, portanto, M = I(1).
Se x1 = 0 então M é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto

de vértices é {2, 3, 4, 5, 6} que é uma aljava de tipo D5 com um único poço em 2. Logo, M é
um kQ′-módulo injetivo e, portanto, é também um kQ-módulo injetivo.

Poço em 2

Temos as seguintes desigualdades: x2 ≤ x1, x2 ≤ x3 ≤ x4 ≤ 1 e x3 ≤ x5 ≤ x6.
Se x2 = 1 então x2 = x3 = x4 = 1. Substituíndo em 36qQ(x1, ..., x6) = 36 temos que
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x1 = x5 = x6 = 1 e, portanto, M = I(2).
Se x2 = 0 então, como M é indecomponível, M é o simples S(1) que é injetivo ou M é

um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto de vértices é {3, 4, 5, 6} que
é uma aljava de tipo A4 com um único poço em 3. Logo, M é um kQ′-módulo injetivo e,
portanto, é também um kQ-módulo injetivo.

Poço em 3

Temos as seguintes desigualdades: x3 ≤ x4 ≤ 1, x3 ≤ x2 ≤ x1 e x3 ≤ x5 ≤ x6.
Se x3 = 1 então x4 = 1. Substituíndo em 36qQ(x1, ..., x6) = 36 concluímos que x1 = x6 =

1 e, portanto, M = I(3).
Se x3 = 0, como M é indecomponível, então M = S(4) = I(4) ou M é um kQ′-módulo

ouM é um kQ′′-módulo onde Q′ e Q′′ são subaljavas plenas de Q cujos conjuntos de vértices
são, respectivamente, Q′0 = {1, 2} e Q′′0 = {5, 6}. Então, Q′ e Q′′ são aljavas de tipo A2 com
um único poço, respectivamente, em 2 e 5. Segue que M é um kQ′-módulo injetivo ou um
kQ′′-módulo injetivo. Em qualquer caso, M é injetivo em kQ.

Poço em 4

Temos as seguintes desigualdades: x4 ≤ x3 ≤ x5 ≤ x6 e x3 ≤ x2 ≤ x1.
Se x4 = 1, então (6x1−3x2)2+(6x6−3x5)2+3(3x2−2x3)2+3(3−2x3)2+3(3x5−2x3)2 = 27

e, portanto, (3−2x3)2 ≤ 9, ou seja, x3 ≤ 3. Denote por (∗) a igualdade (6x1−3x2)2 +(6x6−
3x5)2 + 3(3x2 − 2x3)2 + 3(3x5 − 2x3)2 = 27− 3(3− 2x3)2

Se x3 = 3 então em (∗) temos (6x1−3x2)2+(6x6−3x5)2+3(3x2−2x3)2+3(3x5−2x3)2 = 0

e, portanto, x5 = 2 uma contradição. Se x3 = 2 então (6x1 − 3x2)2 + (6x6 − 3x5)2 + 3(3x2 −
2x3)2 + 3(3x5 − 2x3)2 = 24. Para i = 2, 5 segue que 3(3xi − 4)2 ≤ 24 e, portanto, como
xi ≥ x3 = 2, segue que xi = 2. Mas, daí teríamos x1 = 1 uma contradição. Logo, x3 = 1.
Em (∗) temos, para i = 2, 5 temos 3(3xi − 2)2 ≤ 24 e, portanto, x2 = x5 = 1. Substituíndo
em (∗) concluímos que x1 = x6 = 1 e, portanto, M = I(4).

Se x4 = 0 entãoM é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava de Q cujo conjunto de vértices
é Q′0 = {1, 2, 3, 5, 6} que é uma aljava de tipo A5 com único poço em 3. Logo, M é injetivo
em kQ′ e, portanto, é injetivo em kQ.

Poço em 5 ou em 6

Esses casos são simétricos aos casos em que o poço está em 2 ou em 1.

Caso E7

Fixemos a seguinte numeração para os vértices do grafo associado à Q:

4

1 2 3 5 6 7

Fazendo 24qQ(x1, ..., xn) = 24 temos 6x2
1 + 6(2x7−x6)2 + 2(3x1− 2x2)2 + 2(3x6− 2x5)2 +
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(4x2−3x3)2 +(4x5−3x3)2 +6(2x4−x3)2 = 24. Segue que x1 ≤ 2. Se x1 = 2, então chegamos
a dimM = (2, 3, 4, 2, 3, 2, 1), o que é uma contradição com a propriedade de M em que cada
fα é sobrejetora e que Q tem um único poço. Portanto, x1 ≤ 1.

Poço em 1

Temos as seguintes desigualdades: x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x5 ≤ x6 ≤ x7 e x3 ≤ x4.
Se x1 = 1, então temos 6(2x7−x6)2 + 2(3− 2x2)2 + 2(3x6− 2x5)2 + (4x2− 3x3)2 + (4x5−

3x3)2 + 6(2x4 − x3)2 = 18. Segue que 2(3− 2x2)2 ≤ 18 e, portanto, x2 ≤ 3.

• Se x2 = 3 então x3 = 4 e x5 = 3, o que contradiz x3 ≤ x5.

• Se x2 = 2 então 6(2x7−x6)2+2(3x6−2x5)2+(8−3x3)2+(4x5−3x3)2+6(2x4−x3)2 = 16.
Então (8−3x3)2 ≤ 16 e, portanto, 2 ≤ x3 ≤ 4. Vejamos que nenhum desses casos pode
acotecer.

– Se x3 = 4 então x4 = 2, que é uma contradição pois x3 ≤ x4.

– Se x3 = 3 então x4 ≤ 2, que é uma contradição pois x3 ≤ x4

– Se x3 = 2 então x4 = 1, o que é novamente uma contradição.

Portanto, temos que x2 = 1. Substituindo em 24qQ(x1, ..., xn) = 24 chegamos em 6(2x7−
x6)2 + 2(3x6 − 2x5)2 + (4− 3x3)2 + (4x5 − 3x3)2 + 6(2x4 − x3)2 = 16 e daí (4− 3x3)2 ≤ 16,
o que implica em x3 ≤ 2. Vejamos que x3 6= 2.

• Se x3 = 2, então teríamos 6(2x7− x6)2 + 2(3x6− 2x5)2 + (4x5− 6)2 + 6(2x4− 2)2 = 12

e de 6(2x4 − 2)2 ≤ 12 segue que x4 ≤ 1, uma contradição pois x3 ≤ x4.

Portanto, x3 = 1. Agora temos 6(2x7 − x6)2 + 2(3x6 − 2x5)2 + (4x5 − 3)2 + 6(2x4)2 = 15 e
disto segue que x4 = x5 = x7 = 1 e, portanto, M = I(1).

Se x1 = 0 então M é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto
de vértices é Q′0 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, que é uma aljava de tipo D6 com único poço em 2. Segue
então que M é um kQ′-módulo injetivo e, portanto, um kQ-módulo injetivo.

Poço em 2

Temos as seguintes desigualdades: x2 ≤ x1 ≤ 1, x2 ≤ x3 ≤ x4 e x3 ≤ x5 ≤ x6 ≤ x7.
Se x2 = 1 então x1 = 1. Em 24qQ(x1, ..., xn) = 24 temos 6(2x7 − x6)2 + 2(3x6 − 2x5)2 +

(4 − 3x3)2 + (4x5 − 3x3)2 + 6(2x4 − x3)2 = 16. De (4 − 3x3)2 ≤ 16 temos que x3 ≤ 2. Se
x3 = 2 então x4 ≤ 1, o que é uma contradição. Logo, x3 = 1. Então 6(2x7 − x6)2 + 2(3x6 −
2x5)2 + (4x5 − 3)2 + 6(2x4 − 1)2 = 15 e daí segue que x4 = x5 = x6 = x7 = 1 e, portanto,
M = I(2).

Se x2 = 0 então, como M é indecomponível, M = S(1) = I(1) ou M é um kQ′-módulo
onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto de vértices é Q′0 = {3, 4, 5, 6, 7}, que é uma
aljava de tipo A5 com único poço em 3. Segue então que M é um kQ′-módulo injetivo e,
portanto, um kQ-módulo injetivo.
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Poço em 3

Temos as seguintes desigualdades: x3 ≤ x4, x3 ≤ x2 ≤ x1 ≤ 1 e x3 ≤ x5 ≤ x6 ≤ x7.
Se x3 = 1 então x2 = x1 = 1. Substituindo em 24qQ(x1, ..., xn) = 24 temos que 6(2x7 −

x6)2 + 2(3x6 − 2x5)2 + (4x5 − 3)2 + 6(2x4 − 1)2 = 15 e daí segue que x4 = x5 = x6 = x7 = 1

e, portanto, M = I(3).
Se x3 = 0, como M é indecomponível, então M = S(4) = I(4) ou M é um kQ′-módulo

ouM é um kQ′′-módulo, onde Q′ e Q′′ são subaljavas plenas de Q cujos conjuntos de vértices
são Q′0 = {1, 2} e Q′′0 = {5, 6, 7}. Então Q′ e Q′′ são aljavas de tipo A2 com único poço em 2
e A3 com único poço em 5, respectivamente. Segue que M é injetivo em kQ′ ou injetivo em
kQ′′. Em qualquer caso, M é injetivo em kQ.

Poço em 4

Temos as seguintes desigualdades: x4 ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1 ≤ 1 e x3 ≤ x5 ≤ x6 ≤ x7.
Se x4 = 1 então x4 = x3 = x2 = x1 = 1 e de 24qQ(x1, ..., xn) = 24 concluímos também

que x5 = x6 = x7 = 1 e, portanto, M = I(4).
Se x4 = 0 então M é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto

de vértices é Q′0 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, que é uma aljava de tipo A6 com único poço em 3. Segue
então que M é um kQ′-módulo injetivo e, portanto, um kQ-módulo injetivo.

Poço em 5

Temos as seguintes desigualdades: x5 ≤ x6 ≤ x7, x5 ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1 ≤ 1 e x3 ≤ x4.
Se x5 = 1 então x5 = x3 = x2 = x1 = 1 e de 24qQ(x1, ..., xn) = 24 segue que x4 = x6 =

x7 = 1 e, portanto, M = I(5).
Se x5 = 0 entãoM é um kQ′-módulo ouM é um kQ′′-módulo, ondeQ′ eQ′′ são subaljavas

plenas de Q cujos conjuntos de vértices são Q′0 = {6, 7} e Q′′0 = {1, 2, 3, 4}. Então Q′ e Q′′

são aljavas de tipo A2 com único poço em 6 e A4 com único poço em 3, respectivamente.
Segue que M é injetivo em kQ′ ou injetivo em kQ′′. Em qualquer caso, M é injetivo em kQ.

Poço em 6

Temos as seguintes desigualdades: x6 ≤ x7, x6 ≤ x5 ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1 ≤ 1 e x3 ≤ x4.
Se x6 = 1 então x6 = x5 = x3 = x2 = x1 = 1 e, portanto, x4 = x6 = x7 = 1. Nesse caso

M = I(6).
Se x6 = 0 entãoM = S(7) = I(7) ouM é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de

Q cujo conjunto de vértices é Q′0 = {1, 2, 3, 4, 5}, que é uma aljava de tipo D5 com único poço
em 5. Segue então que M é um kQ′-módulo injetivo e, portanto, um kQ-módulo injetivo.

Poço em 7

Temos as seguintes desigualdades: x7 ≤ x6 ≤ x5 ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1 ≤ 1 e x3 ≤ x4.
Se x7 = 1 então x7 = x6 = x5 = x3 = x2 = x1 = 1. Segue que x4 = 1 e, portanto,

M = I(7).
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Se x7 = 0 então M é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto
de vértices é Q′0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} que é uma aljava de tipo E6 com único poço em 6. Segue
então que M é um kQ′-módulo injetivo e, portanto, um kQ-módulo injetivo.

Caso E8

Fixemos a seguinte numeração para os vértices do grafo associado à Q:

4

1 2 3 5 6 7 8

Fazendo 120qQ(x1, ..., xn) = 120 temos 30x2
8 + 10(3x8 − 2x7)2 + 5(4x7 − 3x6)2 + 3(5x6 −

4x5)2 + 30(2x1 − x2)2 + 2(6x5 − 5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 + 30(2x4 − x3)2 = 120. Então,
x8 ≤ 2. Suponha x8 = 2. Então dimM = (2, 4, 6, 3, 5, 4, 3, 2), o que é uma contradição com
a propriedade de M em que cada fα é sobrejetora e que Q tem um único poço. Portanto
x8 ≤ 1.

Poço em 1

Temos as seguintes desigualdades: x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ x5 ≤ x6 ≤ x7 ≤ x8 ≤ 1 e x3 ≤ x4.
Se x1 = 1 então xi = 1 para todo i = 1, ..., 8 e nesse caso M = I(1).
Se x1 = 0 então M é um kQ′-módulo, onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto de

vértices é Q′0 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, que é uma aljava de tipo D7 com único poço em 2. Segue
então que M é um kQ′-módulo injetivo e, portanto, um kQ-módulo injetivo.

Poço em 2

Temos as seguintes desigualdades: x2 ≤ x1, x2 ≤ x3 ≤ x5 ≤ x6 ≤ x7 ≤ x8 ≤ 1 e x3 ≤ x4.
Se x2 = 1 então x2 = x3 = x5 = x6 = x7 = x8 = 1. Substituindo em 120qQ(x1, ..., xn) =

120 chegamos em x4 = 1 e, portanto, M = I(2).
Se x2 = 0 então, comoM é indecomponível, temos queM = S(1) = I(1) ouM é um kQ′-

módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto de vértices é Q′0 = {3, 4, 5, 6, 7, 8},
que é uma aljava de tipo A6 com único poço em 3. Segue então que M é um kQ′-módulo
injetivo e, portanto, um kQ-módulo injetivo.

Poço em 3

Temos as seguintes desigualdades: x3 ≤ x2 ≤ x1, x3 ≤ x5 ≤ x6 ≤ x7 ≤ x8 ≤ 1 e x3 ≤ x4.
Se x3 = 1 então x3 = x5 = x6 = x7 = x8 = 1. Daí é fácil verfificar que x4 = x2 = x1 = 1

e, portanto, M = I(3).
Se x3 = 0 então, como M é indecomponível, temos que M = S(4) = I(4) ou M é um

kQ′-módulo ou um kQ′′-módulo onde Q′ e Q′′ são subaljavas plenas de Q cujos conjuntos de
vértices são Q′0 = {1, 2} e Q′′0 = {5, 6, 7, 8}. Então Q′ e Q′′ são aljavas de tipo A2 com único
poço em 2 e A4 com único poço em 5, respectivamente. Segue que M é injetivo em kQ′ ou
injetivo em kQ′′. Em qualquer caso, M é injetivo em kQ.
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Poço em 4

Temos as seguintes desigualdades: x4 ≤ x3 ≤ x5 ≤ x6 ≤ x7 ≤ x8 ≤ 1 e x3 ≤ x2 ≤ x1.
Se x4 = 1 então x4 = x3 = x5 = x6 = x7 = x8 = 1 e segue que x1 = x2 = 1. Portanto,

M = I(4).
Se x4 = 0 então M é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo conjunto de

vértices é Q′0 = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8} que é uma aljava de tipo A7 com único poço em 3. Segue
então que M é um kQ′-módulo injetivo e, portanto, um kQ-módulo injetivo.

Poço em 5

Temos as seguintes desigualdades: x5 ≤ x6 ≤ x7 ≤ x8 ≤ 1 e x5 ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1 e x3 ≤ x4.
Se x5 = 1 então x5 = x6 = x7 = x8 = 1. Substituindo em 120qQ(x1, ..., xn) = 120 temos

30(2x1−x2)2 + 2(6− 5x3)2 + 10(3x2− 2x3)2 + 30(2x4−x3)2 = 72. Então 2(6− 5x3)2 ≤ 72 e,
portanto, x3 ≤ 2. Se x3 = 2 então 30(2x1 − x2)2 + 10(3x2 − 4)2 + 30(2x4 − 2)2 = 40 e então
x2 = 2 e x1 = 1, que é uma contradição, pois x2 ≤ x1. Logo x3 = 1. Daí 30(2x1 − x2)2 +

10(3x2− 2)2 + 30(2x4− 1)2 = 70 e disto segue que x4 = x2 = x1 = 1 e, portanto, M = I(5).
Se x5 = 0 então, como M é indecomponível, temos que M é um kQ′-módulo ou um

kQ′′-módulo onde Q′ e Q′′ são subaljavas plenas de Q cujos conjuntos de vértices são Q′0 =

{1, 2, 3, 4} e Q′′0 = {6, 7, 8}. Então Q′ e Q′′ são aljavas de tipo A4 com único poço em 3 e A3

com único poço em 6, respectivamente. Segue que M é injetivo em kQ′ ou injetivo em kQ′′.
Em qualquer caso, M é injetivo em kQ.

Poço em 6

Temos as seguintes desigualdades: x6 ≤ x7 ≤ x8 ≤ 1, x6 ≤ x5 ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1 e x3 ≤ x4.
Se x6 = 1 então x6 = x7 = x8 = 1. Em 120qQ(x1, ..., xn) = 120 temos 3(5 − 4x5)2 +

30(2x1 − x2)2 + 2(6x5 − 5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 + 30(2x4 − x3)2 = 75. De 3(5 − 4x5)2 ≤ 75

segue que x5 ≤ 2. Se x5 = 2 então teríamos x2 = 2 e daí x5 = 1, que é uma contradição pois
x5 ≤ x2. Logo, x5 = 1. Disto segue que x2 = x3 = x4 = 1 e, portanto, M = I(6).

Se x6 = 0 então M é um kQ′-módulo ou um kQ′′-módulo onde Q′ e Q′′ são subaljavas
plenas de Q cujos conjuntos de vértices são Q′0 = {7, 8} e Q′′0 = {1, 2, 3, 4, 5}. Então Q′ e Q′′

são aljavas de tipo A2 com único poço em 7 e D5 com único poço em 5, respectivamente.
Segue que M é injetivo em kQ′ ou injetivo em kQ′′. Em qualquer caso, M é injetivo em kQ.

Poço em 7

Temos as seguintes desigualdades: x7 ≤ x6 ≤ x5 ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1, x3 ≤ x4 e x7 ≤ x8 ≤ 1.
Se x7 = 1 então x8 = 1. Em 120qQ(x1, ..., xn) = 120 temos 5(4− 3x6)2 + 3(5x6 − 4x5)2 +

30(2x1−x2)2 +2(6x5−5x3)2 +10(3x2−2x3)2 +30(2x4−x3)2 = 80. Então de 5(4−3x6)2 ≤ 80

temos que x6 ≤ 2.

• Se x6 = 2 temos 3(10−4x5)2 +30(2x1−x2)2 +2(6x5−5x3)2 +10(3x2−2x3)2 +30(2x4−
x3)2 = 60. De 3(10− 4x5)2 ≤ 60 e x5 ≥ x6 temos x5 = 2 ou x5 = 3.



28 DYNKIN COM UM ÚNICO POÇO 2.2

– Se x5 = 3 então 30(2x1−x2)2 +2(18−5x3)2 +10(3x2−2x3)2 +30(2x4−x3)2 = 48.
Daí 2(18− 5x3)2 ≤ 48 e, portanto, x3 = 3 ou x3 = 4. Em qualquer caso teríamos
2(18− 5x3)2 ≥ 8 e, portanto, (2x4 − x3)2 ≤ 1, que é uma contradição.

– Se x5 = 2 então 30(2x1 − x2)2 + 2(12− 5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 + 30(2x4 − x3)2 =

48. De 2(12 − 5x3)2 ≤ 48 segue que x3 = 2 ou x3 = 3. Novamente, teríamos
2(18− 5x3)2 ≥ 8 e, portanto, (2x4 − x3)2 ≤ 1, que é uma contradição.

Portanto, x6 = 1. Agora, 3(5− 4x5)2 + 30(2x1 − x2)2 + 2(6x5 − 5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 +

30(2x4 − x3)2 = 75. De 3(5− 4x5)2 ≤ 75 segue x5 ≤ 2.

• Se x5 = 2 então 30(2x1 − x2)2 + 2(12− 5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 + 30(2x4 − x3)2 = 48 e
então 2(12− 5x3)2 ≤ 48, o que implica em x3 = 2 ou x3 = 3.

– Se x3 = 3 então 30(2x1 − x2)2 + 10(3x2 − 6)2 + 30(2x4 − 3)2 = 30 e então
(2x4 − 3)2 = 1, que é uma contradição pois x4 ≥ x3 = 3.

– Se x3 = 2 então 30(2x1 − x2)2 + 10(3x2 − 4)2 + 30(2x4 − 2)2 = 40 e então
3(2x4 − 2)2 ≤ 4, que é uma contradição pois x4 ≥ x3 = 2.

Portanto, x5 = 1 e 30(2x1−x2)2 + 2(6− 5x3)2 + 10(3x2− 2x3)2 + 30(2x4−x3)2 = 72. De
2(6−5x3)2 ≤ 72 segue que x3 ≤ 2. Se x3 = 2 então 30(2x4−2)2 ≤ 40, que é uma contradição
pois x4 ≥ x3. Logo, x3 = 1. Segue que x4 = x2 = x1 = 1 e, portanto, M = I(7).

Se x7 = 0 então M = S(8) = I(8) ou M é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena
de Q cujo conjunto de vértices é Q′0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, que é uma aljava de tipo E6 com
único poço em 6. Segue então que M é um kQ′-módulo injetivo e, portanto, um kQ-módulo
injetivo.

Poço em 8

Temos as seguintes desigualdades: x8 ≤ x7 ≤ x6 ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1 e x3 ≤ x4.
Se x8 = 1 então 10(3− 2x7)2 + 5(4x7 − 3x6)2 + 3(5x6 − 4x5)2 + 30(2x1 − x2)2 + 2(6x5 −

5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 + 30(2x4 − x3)2 = 90. De 10(3− 2x7)2 ≤ 90 segue que x7 ≤ 3.

• Se x7 = 3 então 5(12−3x6)2 +3(5x6−4x5)2 +30(2x1−x2)2 +2(6x5−5x3)2 +10(3x2−
2x3)2 + 30(2x4 − x3)2 = 0 e, portanto, x3 = 6 e x2 = 4, que é uma contradição pois
x3 ≤ x2.

• Se x7 = 2 então 5(8− 3x6)2 + 3(5x6− 4x5)2 + 30(2x1−x2)2 + 2(6x5− 5x3)2 + 10(3x2−
2x3)2 + 30(2x4 − x3)2 = 80. De 5(8− 3x6)2 ≤ 80 e x6 ≥ x7 segue que 2 ≤ x6 ≤ 4.

– Se x6 = 4 então 3(20− 4x5)2 + 30(2x1 − x2)2 + 2(6x5 − 5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 +

30(2x4 − x3)2 = 0. Segue que x3 = 6 e x2 = 4, que é uma contradição.

– Se x6 = 3 então 3(15− 4x5)2 + 30(2x1 − x2)2 + 2(6x5 − 5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 +

30(2x4 − x3)2 = 75. De 3(15 − 4x5)2 ≤ 75 temos que 3 ≤ x5 ≤ 5. Vejamos que
não pode ocorrer nenhum dos casos.
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∗ Se x5 = 5 então 30(2x1−x2)2+2(30−5x3)2+10(3x2−2x3)2+30(2x4−x3)2 = 0

e daí x3 = 6 e x2 = 4, que é uma contradição.

∗ Se x5 = 4 então 30(2x1−x2)2 +2(24−5x3)2 +10(3x2−2x3)2 +30(2x4−x3)2 =

72. De 2(24− 5x3)2 ≤ 72 temos que 4 ≤ x3 ≤ 6. Vejamos que nenhum desses
casos ocorre.

· Se x3 = 6 então x2 = 4 contradizendo x3 ≤ x2.

· Se x3 = 5 então 30(2x1 − x2)2 + 10(3x2 − 10)2 + 30(2x4 − 5)2 = 70. Daí
10(3x2 − 10)2 ≤ 70 que é uma contradição pois x2 ≥ 5.

· Se x3 = 4 então 30(2x1 − x2)2 + 10(3x2 − 8)2 + 30(2x4 − 4)2 = 40. Daí
(3x2 − 8)2 ≤ 4 que é uma contradição pois x2 ≥ 5.

Portanto, x5 6= 4.

∗ Se x5 = 3 então 30(2x1−x2)2 +2(18−5x3)2 +10(3x2−2x3)2 +30(2x4−x3)2 =

48. De 2(18− 5x3)2 ≤ 48 temos que x3 = 3 ou x3 = 4.

· Se x3 = 4 então 30(2x4 − 4)2 ≤ 40, que é uma contradição pois x4 ≥ 4.

· Se x3 = 3 então 30(2x4 − 3)2 ≤ 30, que é uma contradição pois x4 ≥ 3.

– Se x6 = 2 então 3(10− 4x5)2 + 30(2x1 − x2)2 + 2(6x5 − 5x3)2 + 10(3x2 − 2x3)2 +

30(2x4 − x3)2 = 60. De 3(10− 4x5)2 ≤ 60 segue que x5 = 2 ou x5 = 3.

∗ Se x5 = 3 então 30(2x1−x2)2 +2(18−5x3)2 +10(3x2−2x3)2 +30(2x4−x3)2 =

48. De 2(18− 5x3)2 ≤ 48 temos que x3 = 3 ou x3 = 4.

· Se x3 = 4 então 30(2x1 − x2)2 + 10(3x2 − 4)2 + 30(2x4 − 4)2 = 40, o que
nos leva a uma contradição.

· Se x3 = 3 então 30(2x1− x2)2 + 10(3x2− 2x3)2 + 30(2x4− x3)2 = 30 ,que
também nos leva a uma contradição.

∗ Se x5 = 2 então 30(2x1−x2)2 +2(12−5x3)2 +10(3x2−2x3)2 +30(2x4−x3)2 =

48. De 2(12− 5x3)2 ≤ 48 segue que x3 = 2 ou x3 = 3.

· Se x3 = 3 então 30(2x1 − x2)2 + 10(3x2 − 6)2 + 30(2x4 − 3)2 = 30. Logo,
(2x4 − 3)2 ≤ 1, o que nos leva a uma contradição pois x4 ≥ 3.

· Se x3 = 2 então (2x4− 2)2 ≤ 1, que também nos leva a uma contradição.

Portanto, x7 = 1. Lembrando que até o momento temos apenas x8 = x7 = 1. Substituindo
em 120qQ(x1, ..., xn) = 120 temos 5(4−3x6)2 +3(5x6−4x5)2 +30(2x1−x2)2 +2(6x5−5x3)2 +

10(3x2− 2x3)2 + 30(2x4− x3)2 = 80. De 5(4− 3x6)2 ≤ 80 temos que x6 ≤ 2. Continuando o
processo concluímos que x6 = x5 = x4 = x3 = x2 = x1 = 1 e, portanto, M = I(8).

Finalmente, se x8 = 0 então M é um kQ′-módulo onde Q′ é a subaljava plena de Q cujo
conjunto de vértices é Q′0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} que é uma aljava de tipo E7 com único poço
em 7. Segue então que M é um kQ′-módulo injetivo e, portanto, um kQ-módulo injetivo.

Com esse, terminamos todos os casos possíveis para aljavas de tipo Dynkin com um único
poço e, portanto, concluímos a prova. �
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Segundo observou o Professor Viktor Bekkert na ocasião da defesa, o mesmo resultado
também pode ser obtido com uma prova mais curta utilizando indução e o fato de que uma
aljava de tipo Dynkin é uma árvore.



Capítulo 3

Produto fibrado de álgebras

Neste capítulo iremos destacar propriedades que essa construção possui quando tratamos
de álgebras e, ainda mais especificamente, álgebras básicas de dimensão finita sobre um
corpo algebricamente fechado, para as quais o Teorema de Gabriel (Teorema 1.1.5) garante
a existência de aljavas com relações que as determina.

A partir da Seção 3.2 nos restringimos a casos especiais em que temos certo controle
sobre as aljavas ordinárias das álgebras envolvidas, o que nos permite chegar a diversos
resultados. O principal tipo de produto fibrado aqui estudado é o chamado produto fibrado
orientado. Alguns tipos de produto fibrado orientado foram estudados em [IPTZ87] e em
[Lev04]. Na Seção 3.3.1, definimos o produto fibrado Dynkin orientado que generaliza ambos
e a partir do resultado mostrado no capítulo precedente conseguimos uma generalização para
[IPTZ87](3.5), mostrando que os módulos sobre esse tipo de produto fibrado se restringem
aos módulos já existentes sobre as álgebras envolvidas.

Além disso, para o produto fibrado orientado, estudamos algumas subcategorias especiais
da categoria de módulos indecomponíveis e através delas conseguimos, por exemplo, gene-
ralizar [Lev08](2.4.7), mostrando que, sob certas condições, o produto fibrado de álgebras
hereditárias é uma álgebra inclinada.

Fixemos k um corpo algebricamente fechado. Além disso, por todo o capítulo, A, B, C,
S e R denotam álgebras com unidade e de dimensão finita sobre k e todos os módulos são
finitamente gerados à direita.

3.1 Produto fibrado de álgebras e de módulos

Começaremos com a definição geral de produto fibrado em uma categoria.

Definição 3.1.1 Sejam C uma categoria e dois morfismos f1:X1 → X e f2 : X2 → X com
X, X1 e X2 objetos de C. Um produto fibrado do par (f1, f2) é uma tripla (W,h1, h2)

onde W é um objeto de C e h1:W → X1, h2:W → X2 são morfismos em C tais que:

(i) f1h1 = f2h2 e

(ii) para toda objeto Z de C e todo par de morfismos g1:Z → X1 e g2:Z → X2 tal que
f1g1 = f2g2, existe um único morfimo g:Z → W tal que h1g = g1 e h2g = g2.

31
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Z g2

��

g1

!!

g

  
W

h2 //

h1

��

X2

f2

��
X1 f1

// X

Segue da propriedade (ii) da definição que quando existe um produto fibrado, (W,h1, h2)

do par (f1, f2), este é único a menos de isomorfismos, ou seja, se (W ′, h′1, h
′
2) também for um

produto fibrado do par (f1, f2) então existe um isomorfismo g:W → W ′ tal que h1 = h′1g e
h2 = h′2g. Por simplicidade, quando não houver ambiguidade, diremos apenas que o objeto
W é o produto fibrado de f1 e f2. Diremos nesse caso também, que o diagrama

W //

��

X2

��
X1

// X

é um produto fibrado.
O produto fibrado comuta com somas diretas, ou seja, se

W //

��

X2

��
X1

// X

e
W ′ //

��

X ′2

��
X ′1 // X ′

são produtos fibrados então

W ⊕W ′ //

��

X2 ⊕X ′2

��
X1 ⊕X ′1 // X ⊕X ′

é também um produto fibrado. Tal propriedade pode ser encontrada, por exemplo, em
[Rot79] (ver limites inversos).

Dados os morfismos de módulos f1:X1 → X e f2 : X2 → X, sempre existe o produto
fibrado de (f1, f2). Na verdade, é fácil mostrar que tal produto fibrado (W,h1, h2) pode ser
descrito como sendo o seguinte submódulo de X1 ×X2:

W = {(x1, x2) ∈ X1 ×X2 | f1(x1) = f2(x2)}

onde h1 e h2 são as restrições das projeções canônicas de X1 ×X2 a X1 e a X2, respectiva-
mente.

O mesmo resultado é válido para álgebras, ou seja, dados os morfismos de álgebras
fA:A → B e fC :C → B, o produto fibrado (R, hA, hC) do par (fA, fC) é a subálgebra de
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A× C dada por
R = {(a, c) ∈ A× C | fA(a) = fC(c)}

e hA e hC são as restrições das projeções canônicas de A× C a A e a C, respectivamente.
O próximo lema nos dá uma forma de verificar quando um diagrama comutativo

W //

��

X2

��
X1

// X

é um produto fibrado, ou seja, quando uma tripla (W,h1, h2) que satisfaz (i) da Definição
3.1.1 é o produto fibrado de f1 e f2.

Enunciados semelhantes podem ser encontrados para categorias abelianas, como por
exemplo [Ass97] (III.5.5). Faremos aqui, uma demonstração apenas para salientar que argu-
mentos análogos são válidos também para álgebras.

Lema 3.1.1 Considere o diagrama comutativo de módulos

W
h2 //

h1

��

X2

f2

��
X1 f1

// X

com h2 um epimorfismo. Então, (W,h1, h2) é o produto fibrado de f1 e f2 se, e somente se, a
restrição de h1 ao núcleo de h2 é um isomorfismo sobre kerf1, isto é, h1 |kerh2 : kerh2 → kerf1

é um isomorfismo.

Prova. Se (W,h1, h2) é o produto fibrado de f1 e f2 então podemos considerar W =

{(x1, x2) ∈ X1 × X2 | f1(x1) = f2(x2)} com h1 e h2 as restrições das projeções canôni-
cas de X1 ×X2 a X1 e a X2, respectivamente.

Notemos, primeiramente, que kerh2 = ker f1 × 0. Logo, é fácil ver que a restrição de h1

ao núcleo de h2 é de fato uma bijeção.
Para a recíproca, denotemos o produto fibrado de f1 e f2 por

Y = {(x1, x2) ∈ X1 ×X2 | f1(x1) = f2(x2)}

com p1:Y → X1 e p2:Y → X2 as restrições das projeções. Pelo item (ii) da Definição 3.1.1
existe um morfismo h:W → Y tal que p1h = h1 e p2h = h2. Basta agora mostrar que h é
um isomorfismo. Seja w em W tal que h(w) = (0, 0). Daí h2(w) = p2h(w) = 0 e portanto
w está no núcleo de h2. Além disso, h1(w) = p1h(w) = 0 e como, por hipótese, h1|kerh2 é
uma bijeção segue que w = 0 e portanto h é um monomorfismo. Para ver que h é também
um epimorfismo, considere x = (x1, x2) em Y . Como x2 ∈ X2 e h2 é um epimorfismo então
existe z ∈ W tal que h2(z) = x2. Como f1(x1) = f2(x2) e f1h1 = f2h2 temos que h1(z)− x1
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está em kerf1 pois

f1(h1(z)− x1) = f1h1(z)− f1(x1) = f2h2(z)− f2(x2) = f2(x2)− f2(x2) = 0.

Portanto, existe y ∈ kerh2 tal que h1(y) = h1(z)−x1 e segue que h1(z−y) = x1. Finalmente,
como h2(z − y) = x2 segue que h(z − y) = x. �

Note que argumentos análogos são válidos para álgebras e portanto podemos enunciar
um resultado para estas.

Lema 3.1.2 Considere o diagrama comutativo de álgebras

R
hA //

hC
��

A

fA
��

C
fC
// B

com hA um epimorfismo. Então, (R, hA, hC) é o produto fibrado de fA e fC se, e so-
mente se, a restrição de hC ao núcleo de hA é uma bijeção entre kerhA e kerfC, isto é,
hC |kerhA : kerhA → kerfC é uma bijeção. �

Consideremos agora o caso em que fA:A→ B e fC :C → B são epimorfismos de álgebras
e seja (R, hA, hC) o produto fibrado de fA e fC , ou seja, R = {(a, c) ∈ A×C | fA(a) = fC(c)}
e hA e hC são as restrições das projeções. Denotemos o núcleo de hA por IA e o núcleo de
hC por IC .

A imagem de hA é hA(R) = {a ∈ A | (a, c) ∈ R} = {a ∈ A | existe c ∈ C com fC(c) =

fA(a)}. Como fC é um epimorfismo, segue que hA(R) = A e portanto hA é também um
epimorfismo. Analogamente, como fA é um epimorfismo, temos que hC também o será.
Segue que A ∼= R/IA e C ∼= R/IC . Além disso, temos que fAhA = fChC é também um
epimorfismo e portanto B ∼= R/kerfAhA.

Vejamos que kerfAhA = kerfChC é IA + IC .
De fato, do lema 3.1.2 temos que hC |IA : IA → ker fC e hA|IC : IC → ker fA são bijeções e

disto segue a sequência de igualdades:

ker fAhA = {(a, c) ∈ R | fAhA(a, c) = 0 = fChC(a, c)}

= {(a, c) ∈ R | fA(a) = 0 = fC(c)}

= {(a, c) ∈ R | a ∈ ker fA e c ∈ ker fC}

= {(a, c) ∈ R | (a, 0) ∈ IC e (0, c) ∈ IA}

= IA + IC .
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Como hA e hC são as restrições das projeções então é fácil verificar que IA ∩ IC = 0 e,
portanto, que kerfAhA é igual a IA ⊕ IC . Logo, B ∼= R/(IA ⊕ IC).

O próximo resultado pode ser encontrado em [Pog01] (2.1), mas faremos aqui uma prova
utilizando o Lema 3.1.2.

Proposição 3.1.3 Sejam R uma álgebra, IA e IC ideais de R. O diagrama comutativo de
álgebras

R //

��

R
IA

��
R
IC

// R
IA+IC

onde os morfismos são os respectivos epimorfismos naturais, é um produto fibrado se, e
somente se, IA ∩ IC = 0.

Prova. A restrição à IA do epimorfismo natural R → R/IC é uma bijeção entre IA e
(IA + IC)/IC se, e somente se, IA ∩ IC = 0. O resultado segue então do Lema 3.1.2. �

Veremos um mesmo exemplo em formas diferentes:

Exemplo 3.1.4 Considere

(
k 0

k k

)
a álgebra das matrizes triangulares e o epimorfismo

f :

(
k 0

k k

)
→ k2 dada por f

(
x 0

y z

)
= (x, z). Então o produto fibrado de (f, f) é dado

por {((
x 0

y z

)
,

(
r 0

s t

))
| (x, z) = (r, t), x, y, z, r, s, t ∈ k

}
=

{((
x 0

y z

)
,

(
x 0

s z

))
| x, y, z, s ∈ k

}
∼=

{(
x 0

(y, s) z

)
| x, y, z, s ∈ k

}
=

(
k 0

k2 k

)
que é a conhecida álgebra de Kronecker.

Exemplo 3.1.5 O exemplo anterior no contexto de álgebras de caminhos nos mostra que
se A = C é a álgebra de caminhos kQ onde Q é a aljava • •oo e B é a álgebra semi-
simples cuja aljava é • • , então, o produto fibrado R de (f, f), onde f :A = C → B é
o epimorfismo natural, é a álgebra de caminhos cuja aljava ordinária é • •oo

oo .

Exemplo 3.1.6 Uma outra forma de verificar o resultado desse exemplo no contexto de
aljavas é utilizando a Proposição 3.1.3. Seguindo a notação do Exemplo 3.1.5, denotemos
por α e β as flechas da álgebra de Kronecker R. Então o núcleo do epimorfismo sobre A e
sobre C é gerado por uma flecha, digamos IA =< α > e IC =< β >. Então A ∼= R/ < α >,
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C = R/ < β > e B = R/(< α > + < β >). Como < α > ∩ < β >= 0 segue que R é o
produto fibrado das aplicações naturais A→ B e C → B.

3.1.1 Módulos sobre o produto fibrado

Dado um morfismo de álgebras φ: Λ1 → Λ2, podemos olhar um Λ2-módulo M como um
Λ1-módulo através do produto dado por λ ·m = φ(λ)m, para λ ∈ Λ1 e m ∈M . Além disso,
se f :M → N é um morfismo de Λ2-módulos então f é também um morfismo de Λ1-módulos.
Mais ainda, se φ é um epimorfismo e g:MΛ2 → NΛ2 é um morfismo de Λ1-módulos então g é
também um morfismo de Λ2-módulos. Ou seja, se φ é um epimorfismo então podemos olhar
modΛ2 como uma subcategoria plena de modΛ1.

Consideremos a situação da Proposição 3.1.3, ou seja,A = R/IA, C = R/IC ,B = R/(IA⊕
IC) e (R, hA, hC) o produto fibrado dos epimorfismos naturais fA:A→ B e fC :C → B.

Dos epimorfismos fA e fC podemos considerar a categoria modB como subcategoria
plena de modA e de modC e estas duas como subcategorias plenas de modR, através dos
epimorfismos hA e hC .

Veremos em exemplos mais adiante que esses não são todos os módulos de R, ou seja,
podem existir R-módulos que não são nem A-módulos e nem C-módulos. Por outro lado, o
próximo resultado nos garante que, sob certas condições, todo R-módulo M pode ser visto
como um produto fibrado de morfismos da forma X → Z e Y → Z onde X é um A-módulo,
Y é um C-módulo e Z é um B-módulo. Para isso, notemos que se M é um R-módulo então
M/MIA é um A-módulo, M/MIC é um C-módulo e M/M(IA ⊕ IC) = M/(MIA + MIC) é
um B-módulo.

Com isso, temos um resultado análogo à Proposição 3.1.3 para módulos (ver também
[Pog01] (2.3)).

Proposição 3.1.7 Seja

R //

��

R
IA

��
R
IC

// R
IA⊕IC

um produto fibrado de álgebras. Então o dia-

grama comutativo de R-módulos

M //

��

M
MIA

��
M
MIC

// M
MIA+MIC

onde os morfismos são os epimorfismos naturais, é um produto fibrado de R-módulos se, e
somente se, MIA ∩MIC = 0.

Prova. Observemos que os morfismos são morfismos de R-módulos e que a restrição à MIC
do epimorfismo M →M/MIC é uma bijeção entre MIA e (MIA +MIC)/MIC se, e somente
se, MIA ∩MIC = 0. O resultado segue do Lema 3.1.1. �
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É bem conhecido (por exemplo [Ass97](V.2.6)) que para uma álgebra S e um ideal I de
S vale o seguinte isomorfismo de S/I-módulos:

M ⊗S S/I ∼= M/MI.

No nosso caso, para S = A,B ou C, tal isomorfismo é também de R-módulos e então
podemos reenunciar a última proposição como segue:

Proposição 3.1.8 Seja R o produto fibrado de R/IA → R/(IA ⊕ IC) e R/IC → R/(IA ⊕ IC).
Um R-módulo M é o produto fibrado de M ⊗R A → M ⊗R B e M ⊗R C → M ⊗R B se, e
somente se, MIA ∩MIC = 0. �

Vejamos que para um R-módulo projetivo P , existem morfismos f :X → Z e g:Y → Z

onde X é um A-módulo projetivo, Y é um C-módulo projetivo e Z é um B-módulo projetivo,
tais que P é o produto fibrado de (f, g).

Proposição 3.1.9 Seja R o produto fibrado de R/IA → R/(IA ⊕ IC) e R/IC → R/(IA ⊕ IC).
Cada R-módulo projetivo P é o produto fibrado de P ⊗RA→ P ⊗RB e P ⊗RC → P ⊗RB.

Prova. Já vimos que IA ∩ IC = 0 e portanto, como RIA = IA e RIC = IC , temos que
RIA ∩ RIC = 0. Se P é um R-módulo projetivo indecomponível temos P IA ∩ P IC ⊆
RIA∩RIC = 0. Pela proposição anterior segue que P é o produto fibrado de P⊗RA→ P⊗RB
e P ⊗R C → P ⊗R B. O resultado também é válido para qualquer projetivo pois produto
fibrado comuta com somas diretas. �

Para verificar se todo R-módulo pode ser escrito como um produto fibrado de módu-
los como acima, basta olharmos o que acontece com os R-módulos injetivos (Ver também
[Pog01](4.2)).

Lema 3.1.10 Seja R o produto fibrado de R/IA → R/(IA ⊕ IC) e R/IC → R/(IA ⊕ IC).
Todo R-módulo M é o produto fibrado de M ⊗R A→M ⊗R B e M ⊗R C →M ⊗R B se, e
somente se, IIA ∩ IIC = 0 para todo R-módulo injetivo I.

Prova. Pela Proposição 3.1.8, basta ver que MIA ∩MIC = 0 para todo R-módulo M se, e
somente se, IIA ∩ IIC = 0 para todo R-módulo injetivo I.

Seja M um R-módulo e considere ι:M → I(M) a envolvente injetiva de M . Temos que

ι(MIA ∩MIC) ⊆ ι(MIA) ∩ ι(MIC) = ι(M)IA ∩ ι(M)IC ⊆ I(M)IA ∩ I(M)IC .

Como I(M)IA ∩ I(M)IC = 0 segue que ι(MIA ∩MIC) = 0 e como ι é um monomorfismo
então MIA ∩MIC = 0. A outra implicação é óbvia. �
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3.1.2 Caso estudado: aljavas

Para o resto desse trabalho, ao escrever que R é o produto fibrado dos epimorfismos
A→ B e C → B estaremos considerando A, B, C e R como descritos nessa seção.

Como já dito, estamos interessados em estudar o produto fibrado de álgebras no contexto
de aljavas, por isso, desde o início desse capítulo nossas álgebras são básicas e de dimensão
finita sobre k. A partir de agora, e pelo resto desse capítulo, vamos considerar as álgebras
da forma S = kQS/IS onde QS é uma aljava e IS é um ideal admissível de kQS. Denotemos
eS =

∑
i∈(QS)0

ei que é a unidade da álgebra S.
Sejam A = kQA/IA e C = kQC/IC duas álgebras onde QA e QC são aljavas conexas

e IA e IC são ideais admissíveis em kQA e kQC , respectivamente. Seja também QB uma
subaljava plena e convexa (não necessariamente conexa) de QA e de QC e suponhamos que
IA ∩ kQB = IC ∩ kQB, o que será denotado por IB. Denotemos kQB/IB por B.

Lema 3.1.11 Nas condições acima temos que B ∼= eBAeB ∼= eBCeB.

Prova. Como IB está contido em IA podemos definir a seguinte aplicação Φ:B → eBAeB

dada por ω + IB 7→ ω + IA, para ω um caminho em QB. Então, Φ é um morfismo de
k-álgebras. Vejamos que se trata de um isomorfismo.

Seja ω em kQB tal que ω+ IA é nulo. Então, ω está em kQB ∩ IA que por definição é IB,
ou seja, ω + IB = 0 e portanto a aplicação Φ é um monomorfismo. Vejamos que também é
sobrejetora. Seja ω um caminho em QA. Se eBωeB é nulo então o elemento nulo em B é uma
pré-imagem para eBωeB + IA. Suponha que eBωeB é não nulo. Neste caso, s(ω) e e(ω) estão
em (QB)0 e, pela convexidade de QB em QA, segue que cada vértice que aparece em ω está
ainda em (QB)0. Pela plenitude, cada flecha que aparece em ω está em (QB)1 e portanto ω
é um caminho em QB. Logo, o elemento ω + IB de B é uma pré-imagem para eBωeB + IA.

O isomorfismo entre B e eBCeB se mostra de forma análoga. �

Do lema anterior vemos que B é um quociente comum de A e de C. Sejam fA:A→ B e
fC :C → B os epimorfismos naturais e denotemos R o produto fibrado de fA e fC . Podemos
escrever fA(a) = eBaeB para a ∈ A e fC(c) = eBceB para c ∈ C e, pelo que já foi discutido
anteriormente, temos que R é a subálgebra de A × C dada pelos pares (a, c) ∈ A × C tais
que eBaeB = eBceB.

No Exemplo 3.1.5 temos um exemplo em que B não é isomorfa à eBAeB. Note que QB

não é plena em QA.

Exemplo 3.1.12 Considere A a k-álgebra com aljava ordinária QA =

3

������

1 4

������

^^====

2

^^====

e seja

B a algebra cuja aljava é QB =
1 4

������

2

^^==== . Neste caso QB é uma subaljava plena de QA,
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mas não é convexa. Temos que dimkB = 6 e dimk(eBAeB) = 7 e portanto B e eBAeB não
são isomorfas.

3.1.3 Aljava ordinária do produto fibrado

Antes de descrever a aljava ordinária de um produto fibrado precisaremos da noção de
soma amalgamada de aljavas, que é a noção dual de um produto fibrado. Em uma categoria
C, dados dois morfismos f1:X → X1 e f2:X → X2, uma soma amalgamada do par (f1, f2)

é uma tripla (Z, q1, q2) onde Z é um objeto de C e h1:X1 → Z e h2:X2 → Z são morfismos
tais que: (i) q1f1 = q2f2 e (ii) dados um objeto Y e dois morfismos g1:X1 → Y e g2:X2 → Y

tais que g1f1 = g2f2, então existe um único morfismo h:Z → Y tal que hq1 = g1 e hq2 = g2.
Como nos interessará neste trabalho apenas um caso particular de soma amalgamada (o

de aljavas), vamos utilizar uma construção conhecida para grafos (aljavas não orientadas)
(Ver por exemplo [Ehr79]) e escritas no contexto de aljavas em [Lev04].

Consideremos i:Q→ W e j:Q→ V inclusões de aljavas, onde Q é uma subaljava plena
de W e de V . Definimos a seguinte aljava que será denotada por W

∐
Q V :

1. Os vértices são aqueles de W e aqueles de V que não estão em j(Q).

2. As flechas são as de W1 e:

a) para x e y em V0 \ j(Q)0, há uma flecha de x para y para cada flecha de x para y
em V ;

b) para x em V0 \ j(Q)0 e y = i(z) para algum z ∈ Q, há uma flecha de x para y para
cada flecha de x para j(x) em V ;

c) para x = i(z) com z ∈ Q e y em V0 \ j(Q)0, há uma flecha de x para y para cada
flecha de j(z) para y em V .

Proposição 3.1.13 ([Lev04] 1.1.4) Com as notações acima, a aljava W
∐

Q V é a soma
amalgamada das aplicações i e j. �

Antes de continuar vejamos um exemplo dessa construção.

Exemplo 3.1.14 Consideremos as aljavas

W :
5

1 2α
oo

γ
OO

4
δ
oo

, Q : 1 2α
oo e V : 1 2α

oo

3

β
OO .

A soma amalgamada das inclusões Q→ W e Q→ V é

5

1 2α
oo

γ

OO

4
δ
oo

3

β

OO
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Passemos agora à descrição da aljava ordinária do produto fibrado R. Descrições análogas
aparecem, por exemplo, em [IPTZ87] e [Lev04].

Consideremos novamente R o produto fibrado dos epimorfismos de álgebras A → B e
C → B, onde A, B e C são álgebras de dimensão finita sobre k como descritas no início da
Seção 3.1.2.

Seja Q a soma amalgamada das inclusões de aljavas QB → QA e QB → QC . Notemos que
nesse caso, os elementos de Q que estão simultaneamente em QA e em QC são justamente
os elementos de QB.

Suponha que I é o ideal de kQ gerado por IA, IC e por todos os caminhos que ligam
(QA)0 \ (QB)0 e (QC)0 \ (QB)0. Pela construção, vemos que IA = I ∩ kQA e IC = I ∩ kQC .
Vemos também que (QA, IA) e (QC , IC) são plenas e convexas em (Q, I). Neste caso, temos
que A ∼= eA(kQ/I)eA e C ∼= eC(kQ/I)eC .

Denotemos eC − eB por e′C , eA − eB por e′A e e = e′A + eB + e′C a identidade de kQ/I.
Para S = A ou C, denotemos por hS: kQ/I → eS(kQ/I)eS o epimorfismo dado por

hS(x) = eSxeS para x em kQ/I e por fS: eS(kQ/I)eS → eB(kQ/I)eB o epimorfismo dado
por fS(x) = eBxeB para x em eS(kQ/I)eS.

Temos o seguinte diagrama comutativo, visto que eBeA = eB = eBeC

kQ
I

hA //

hC
��

eA
kQ
I
eA

fA
��

eC
kQ
I
eC fC

// eB
kQ
I
eB

O núcleo de hA é dado por kerhA = (kQ/I)e′C(kQ/I) e o núcleo de fC é ker fC =

eC(kQ/I)e′C(kQ/I)eC . Não é difícil ver que a restrição de hC ao núcleo de hA é uma bijeção
sobre ker fC e, pelo Lema 3.1.2, segue que kQ/I é o produto fibrado de fA e fC .

Proposição 3.1.15 Sejam R o produto fibrado dos epimorfismos A→ B e C → B, a aljava
Q a soma amalgamada das inclusões de aljavas QB → QA e QB → QC e I o ideal de kQ
gerado por IA, IC e por todos os caminhos que ligam (QA)0 \ (QB)0 e (QC)0 \ (QB)0. Então,
o produto fibrado R é isomorfo a kQ/I. �

Outra forma de ver esse resultado é olhando para o seguinte diagrama comutativo, ob-
servando que o núcleo de fAhA(= fChC) é (kQ/I)(e′A + e′C)(kQ/I),

kQ
I

//

��

kQ/I
(kQ/I)e′C(kQ/I)

��
kQ/I

(kQ/I)e′A(kQ/I)
// kQ/I
(kQ/I)(e′A+e′C)(kQ/I)
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Pela Proposição 3.1.3, basta ver que

(kQ/I)e′C(kQ/I) ∩ (kQ/I)e′A(kQ/I) = 0.

De fato, se x está em (kQ/I)e′C(kQ/I)∩ (kQ/I)e′A(kQ/I) então x = exe = eBxeB pois pela
construção de I temos que e′A(kQ/I)e′C = e′C(kQ/I)e′A = 0. Mas, como (QB, IB) é convexa
em (Q, I), temos que eB(kQ/I)e′C(kQ/I)eB = 0 = eB(kQ/I)e′A(kQ/I)eB e portanto x = 0.

Exemplo 3.1.16 Sejam A, B e C álgebras com as seguintes aljavas e relações:

QA :
5

1 2α
oo

γ
OO

4
δ
oo

com IA =< δγ >, QB : 1 2α
oo e QC : 1 2α

oo

3

β
OO .

A aljava ordinária de R é Q :

5

1 2α
oo

γ

OO

4
δ
oo

3

β

OO e I =< δγ, βγ >.

Por conveniência, usaremos as diferentes formas de olhar as álgebras envolvidas bem
como seus módulos. Por exemplo, do epimorfismo R→ A sabemos que todo A-módulo possui
uma estrutura de R-módulo e podemos chegar a mesma conclusão a partir de representações
dos módulos, visto que (QA, IA) é plena e convexa em (Q, I). Faremos agora uma série de
observações que serão úteis no decorrer desse trabalho. Aqui S denota A, B ou C.

• indS é uma subcategoria plena de indR, bem como indB é uma subcategoria plena de
indA e de indC.

• Para dois S-módulos M e N temos que N é um S-submódulo de M se e somente se
N for um R-submódulo de M . O mesmo vale para quocientes.

• SeM é uma S-módulo e N é um R-submódulo deM então N é também um S-módulo.

3.2 Produto fibrado orientado

A Proposição 3.1.7 nos dá uma condição para que um R móduloM seja o produto fibrado
de epimorfismos da forma M ⊗ A → M ⊗ B e M ⊗ C → M ⊗ B. Para que isso aconteça,
neste caso, basta que MRe′CR∩MRe′AR = 0. Vejamos que essa intersecção está em modB.

Lema 3.2.1 Seja M um R-módulo, então MRe′CR ∩MRe′AR = MRe′CReB ∩MRe′AReB.

Prova. Seja x em MRe′CR ∩MRe′AR. Basta mostrar que x = xeB. Temos que x = xe =

xe′A + xeB + xe′C . Mas xe′A ∈ MRe′CRe
′
A = 0 pois e′CRe′A = 0 e xe′C ∈ MRe′ARe

′
C = 0 pois

e′ARe
′
C = 0. Portanto, x = xeB como queríamos. �
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Pelo lema anterior, se M é tal que MRe′CR ∩MRe′AR 6= 0 então existe i em (QB)0 e
caminhos não nulos de j para i, com j em (QA)0\(QB)0, e de l para i, com l em (QC)0\(QB)0.

Exemplo 3.2.2 Considere as aljavas QA = 2
α // 1 , QB = 1 e QC = 1 3

βoo . Neste caso, o

produto fibrado R é dado por QR = 2
α // 1 3

βoo . O injetivo associado ao vértice 1 é I(1) =

k
1 // k k

1oo . Além disso, e′A = e2, eB = e1 e e′C = e3. Neste caso, I(1)Re′CR∩I(1)Re′AR 6= 0

pois I(1)α = S(1) = I(1)β.

Observe que a intersecção do Lema 3.2.1 será sempre nula para o produto fibrado definido
abaixo.

Definição 3.2.1 Seja R o produto fibrado dos epimorfismos A → B e C → B. Dizemos
que tal produto é orientado se não existir caminho não nulo de (QB)0 para (QC)0 \ (QB)0

e nem de (QA)0 \ (QB)0 para (QB)0, ou seja, eBRe′C = 0 e e′AReB = 0.

O seguinte esquema é útil para vizualização dessa definição, onde as flechas denotam o
sentido possível para os caminhos em QR:

O produto fibrado do Exemplo 3.1.16 não é orientado pois δ é um caminho não nulo de
(QA)0 \ (QB)0 para (QB)0. Vejamos alguns exemplos de produto fibrado orientado:

Exemplo 3.2.3 A álgebra hereditária de tipo infinito dada por

1 4oo

��
3 6oo 7oo

5

OO

��
2

é um produto fibrado orientado das álgebras hereditárias de tipo finito:

QA =

1 4oo

��
3

5

OO

��
2

QB =

4
��
3

5

OO

��
2

QC =

4
��
3 6oo 7oo

5

OO

��
2
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Exemplo 3.2.4 ([Lev04]) A álgebra cuja aljava ordinária com relações é

3 4oo

5

�������

^^=====

6oo

2
<

IT]dk

�
�

ujaZS1 2oo

7

^^=====

8oo
kd]T

I
<

2

é um produto fibrado orientado de A → B e C → B, onde A, B e C são as álgebras
hereditárias dadas pelas aljavas:

QA =

3 4oo

5
������

^^====

1 2oo

7

^^====

QB =

4

5
������

^^====

2

7

^^====

QC =

4

5
������

^^====

6oo

2

7

^^====

8oo

3.2.1 Módulos sobre um produto fibrado orientado

No último exemplo há R-módulos que não estão em indA ∪ indC como, por exemplo, o

R-módulo
8
7 5

2 4
3

. Já no Exemplo 3.2.3 é fácil ver que existem infinitos desses módulos, isto

é, infinitos módulos que não estão em indA∪ indC. Veremos que tais R-módulos podem ser
escritos como um produto fibrado entre A-módulos e C-módulos.

Proposição 3.2.5 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A→ B e C → B.
Se M é um R-módulo então existem epimorfismos f :XA → ZB e g:YC → ZB tais que M é
o produto fibrado de f e g.

Prova. Seja M um R-módulo e consideremos XA = M/Me′CR, YC = M/Me′AR e ZB =

M/M(e′A + e′C)R. Sejam f :XA → ZB e g:YC → ZB os epimorfismos naturais. Pela Pro-
posição 3.1.7 basta verificar que MRe′CR ∩MRe′AR = 0. De fato, pelo Lema 3.2.1, temos
MRe′CR ∩ MRe′AR = MRe′CReB ∩ MRe′AReB ⊆ MRe′AReB = 0 pois pela definição de
produto fibrado orientado temos e′AReB = 0. �

Corolário 3.2.6 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A→ B e C → B. Se
M é um R-módulo entãoM é o produto fibrado deM⊗RA→M⊗RB eM⊗RC →M⊗RB.

�
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Exemplo 3.2.7 Vejamos o que acontece no exemplo 3.2.4 com o módulo M =
8
7 5

2 4
3

. Nesse

caso, temos e′A = e1 +e3 e e′C = e6 +e8 e portanto MRe′CR =
8
7
2
e MRe′AR = 3. Finalmente,

MA =
5
4
3
, MC =

8
7 5

2 4
e MB = 5

4 .

Proposição 3.2.8 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A→ B e C → B.
Então,

(a) MeA é um R-submódulo de M e MeB é um R-submódulo de MeC.

(b) MeC é um quociente de M e MeB é um quociente de MeA.

Prova. Para (a) basta ver que as inclusões naturais são monomorfismos de R-módulos.
Como MeA é um A-módulo então, para m ∈ M , o produto por um elemento r de R é
dado por meA.r = meAreA e como QA é fechada para sucessores segue que eAreA = eAr e
portanto meAreA = meAr que é o produto em M , isso mostra que MeA é submódulo de M .
Analogamente, temos que MeB é submódulo de MeC pois meBreB = meBeCreC .

Para (b) vejamos que o produto por eC deM paraMeC e o produto por eB deMeA para
MeB são epimorfismos de R-módulos. Para o primeiro caso basta ver que mreC = meCreC

para m em M e r em R. De fato, como QC é fechado para predecessores então vale
reC = eCreC e portanto mreC = meCreC . Analogamente, temos que eBreB = eAreB e
portanto ambas as aplicações são morfismos de R-módulos que são obviamente sobrejetoras.

�

3.2.2 Projetivos, Injetivos e Dimensão global

Seja R o produto fibrado de A → B e C → B. Vimos nos Exemplos 3.2.3 e 3.2.4
que existem R-módulos indecomponíveis que não são nem A-módulos e nem C-módulos.
Veremos, porém, que esse não é o caso para projetivos e injetivos quando o produto fibrado
é orientado. Usaremos a seguinte notação: PS(i) denota o projetivo indecomponível associado
ao idempotente ei ∈ S e IS(i) denota o injetivo indecomponível associado ao idempotente
ei ∈ S. Quando S = R omitiremos o R e escreveremos apenas P (i) e I(i).

Lema 3.2.9 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A→ B e C → B. Então,

1. P (i) ∼= PA(i) para todo i ∈ (QA)0;

2. P (i) ∼= PC(i) para todo i ∈ (QC)0 \ (QB)0;

3. PC(i) ∼= PB(i) para todo i ∈ (QB)0;

4. I(i) ∼= IC(i) para todo i ∈ (QC)0;

5. I(i) ∼= IC(i) para todo i ∈ (QA)0 \ (QB)0;
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6. IA(i) ∼= IB(i) para todo i ∈ (QB)0.

Prova. Para cada i ∈ Q0 temos P (i) = eiR. Se i ∈ (QA)0, como o produto fibrado é orientado,
temos eiRe′C = 0. Logo,

eiR = eieAReA ∼= eiA = PA(i).

Se i ∈ (QC)0 \ (QB)0 então, como eiRe′A = 0, temos

P (i) = eiR = eieCReC ∼= eiC = PC(i).

Para i ∈ (QB)0, como eiCe′C = 0, temos

PC(i) = eiC = eieBCeB ∼= eiB = PB(i).

Para os módulos injetivos a demonstração é simétrica. �

Por simplicidade de notação, usaremos muitas vezes o sinal de igualdade no lugar de ∼=,
escrevendo, por exemplo que P (i) = PA(i) quando i está em (QA)0.

Segue deste último lema que o produto fibrado orientado preserva a dimensão projetiva
dos A-módulos e a dimensão injetiva dos C-módulos, como veremos a seguir. Denotaremos
para um S-módulo, dpSM a dimensão projetiva de M e diSM a dimensão injetiva de M .
Quando S = R omitiremos o R escrevendo apenas dpM e diM .

Proposição 3.2.10 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A→ B e C → B.
Então,

(a) para todo M ∈ indA vale dpM = dpAM

(b) para todo M ∈ indC vale diM = diCM

Prova. Segue do lema anterior que seM é um A-módulo indecomponível entãoM é projetivo
como A-módulo se, e somente se, M é projetivo como R-módulo.

Seja M um A-módulo indecomponível e 0→ K → Pn → · · · → P1 → P0 →M → 0 uma
sequência exata minimal em modA com cada Pj um A-módulo projetivo. Pelo lema anterior
cada Pj é um R-projetivo e portanto dpRM ≤ dpAM . Por outro lado, seja 0→ K → Pn →
· · · → P1 → P0 → M → 0 uma sequência exata minimal em modR com cada Pj um R-
módulo projetivo. ComoM é um A-módulo então topM é também um A-módulo e portanto
P0 é um A-módulo. Como ker(P0 → M) também é um A-módulo pois é um submódulo de
P0 então por recorrência temos que cada Pi é um A-módulo, portanto A-projetivo, e da
mesma forma K ∈ modA. Então tal sequência está em modA e portanto vale também a
desigualdade dpAM ≤ dpRM mostrando que vale a igualdade.

A demonstração de (b) é dual. �
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Denotemos a partir de agora por C ′ a soma direta dos projetivos P (i) com i ∈ (QC)0 \
(QB)0 e por DA′ a soma direta dos injetivos I(i) com i ∈ (QA)0 \ (QB)0.

Observação 3.2.11 Podemos escrever o R-módulo C da seguinte forma

C =
⊕
{PC(i) | i ∈ (QC)0}

=
⊕
{PC(i) | i ∈ (QB)0} ⊕

⊕
{PC(i) | i ∈ (QC)0 \ (QB)0}

∼=
⊕
{PB(i) | i ∈ (QB)0} ⊕

⊕
{P (i) | i ∈ (QC)0 \ (QB)0}

= B ⊕ C ′

De forma análoga podemos escrever DA = DA′ ⊕DB, R = A⊕ C ′ e DR = DA′ ⊕DC.

Para a dimensão global do produto fibrado, denotada por dim.glR, usaremos o seguinte
resultado de Wiseman ([Wis85] (3.1)), que aqui será escrito no nosso contexto, ou seja, para
álgebras de dimensão finita sobre o corpo k.

Lema 3.2.12 Considere o diagrama

R
hA //

hC
��

A

fA
��

C
fC
// B

com hA um epimorfismo e R o produto fibrado de fA e fC. Suponha que max{dpA, dpC} ≤ n.
Então

dim.glR ≤ max{dim.glA, dim.glC}+ n.

�

Para o produto fibrado orientado, o Lema 3.2.9 e a Proposição 3.2.10 nos darão uma
versão mais simplificada desse resultado.

Proposição 3.2.13 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A→ B e C → B.
Então

dim.glR ≤ max{dim.glA, dim.glC}+ dpAB.

Prova. Pelo Lema 3.2.9 temos que A é um R-módulo projetivo e portanto dpA = 0. Também
temos pela última observação que C = B⊕C ′. Visto que C ′ é um R-módulo projetivo então
dpC = dpB. Basta agora aplicar o último lema e notar que pela Proposição 3.2.10 temos
dpB = dpAB pois B é um A-módulo. �

Como caso particular, se tivermos A uma álgebra hereditária então dpB ≤ 1 e portanto
a dimensão global do produto fibrado R só depende da álgebra C. E no caso de ambas A e
C serem hereditárias temos que a dimensão global de R não ultrapassa 2.
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Corolário 3.2.14 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A→ B e C → B.
Se A é uma álgebra hereditária então dim.glR ≤ dim.glC + 1. Em particular, se C também
é hereditária então dim.glR ≤ 2. �

Com isso chegamos a seguinte generalização de [Lev04] (5.2.4).

Corolário 3.2.15 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A → B e C → B

onde A e C são álgebras hereditárias. Então, R é uma álgebra shod se, e somente se, R é
quase inclinada.

Prova. Da seção 1.4, temos que uma álgebra é quase inclinada se, e somente se, ela é shod
e tem dimensão global no máximo 2. O resultado segue, portanto, do corolário anterior. �

3.3 Casos particulares do produto fibrado orientado

Nesta seção consideramos algumas hipóteses adicionais ao produto fibrado orientado que
nos permitirá concluir que todos os R-módulos são A-módulos ou C-módulos. O primeiro,
produto fibrado com condições ∗, foi definido em [IPTZ87] e o resultado citado é devido a este
trabalho. O segundo, produto fibrado Nakayama orientado, foi inspirado no primeiro e defi-
nido em [Lev04] onde mostra-se ainda que a aljava de Auslander-Reiten de R é exatamente
a soma amalgamada das aljavas de Auslander-Reiten de A e de C. Finalmente, definiremos
o produto fibrado Dynkin orientado que generaliza os dois primeiros. Mostraremos que para
esse caso ainda vale que indR = indA ∪ indC.

Produto fibrado com “condições ∗”

Definição 3.3.1 ([IPTZ87]) Seja R o produto fibrado de A→ B e C → B. Dizemos que
R satisfaz as condições ∗ se:

1. não há caminho não nulo de (QB)0 para (QC)0 \ (QB)0 e nem de (QA)0 \ (QB)0 para
(QB)0;

2. QB é da forma at ← at−1 ← · · · ← a1 com t ≥ 1, sem relações;

3. dados uma flecha α : x→ y em (QB)1 e um caminho ϕ : z  y com z em (QC)0\(QB)0

existe um caminho ψ : z  x tal que ψα− ϕ está em IC.

O primeiro item nos diz justamente que se R satisfaz as condições ∗ então ele é um
produto fibrado orientado.

Teorema 3.3.1 ([IPTZ87](3.5)) Seja R o produto fibrado de A → B e C → B satisfa-
zendo as condições ∗. Então, indR = indA ∪ indC e indB = indA ∩ indC. �

Veremos mais adiante que esse resultado pode ser estendido para outros casos de produtos
fibrados orientados.
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Produto fibrado Nakayama orientado

Para esse tipo de produto fibrado J. Levesque em [Lev04] (ou [Lev08] ) mostrou que se
A e C são álgebras hereditárias então R é uma álgebra inclinada.

Para tanto ela construiu, a partir de módulos inclinantes de A, B e C, um módulo
inclinante T tal que EndT é uma álgebra hereditária.

Chegaremos também a esse resultado com outras técnicas que serão discutidas no Capí-
tulo 4.

Definição 3.3.2 ([Lev04]) Seja R o produto fibrado de A→ B e C → B. Dizemos que R
é o produto fibrado Nakayama orientado se:

i) Não há caminhos de (QB)0 para (QC)0 \ (QB)0 e nem de (QA)0 \ (QB)0 para (QB)0.

ii) B é uma álgebra hereditária Nakayama e as componentes conexas QB1, QB2, . . ., QBr

de QB são da forma QBi = ai,ti ← ai,ti−1
← · · · ← ai,1 com 1 ≤ i ≤ r e ti ≥ 1.

iii) Em QB somente fontes são finais de flechas de (QC)1 \ (QB)1 e somente poços são
inícios de flechas de (QA)1 \ (QB)1.

iv) Nenhuma relação minimal de R tem origem em (QB)0.

Notemos que o primeiro item dessa definição é o item (1) das condições ∗, ou seja, que
tal produto fibrado é orientado. No item (ii) vemos que cada componente conexa de QB é
da forma de (2) das condições ∗. Veremos adiante que o item (3) das condições ∗ é também
válido.

3.3.1 Produto fibrado Dynkin orientado

Inspirados na demonstração do Teorema 3.3.1 de que não há módulos indecomponíveis
que não sejam nem A-módulos e nem C-módulos, chegamos em outros casos em que esse
resultado também é válido e definimos o produto fibrado Dynkin orientado.

Definição 3.3.3 Seja R um produto fibrado orientado de A → B e C → B. Dizemos que
R é um produto fibrado Dynkin orientado se:

(a) Cada componente conexa de QB é de tipo Dynkin com um único poço, sem relações.

(b) Dados uma flecha α : x→ y em (QB)1 e um caminho ϕ : z  y com z em (QC)0\(QB)0

existe um caminho ψ : z  x tal que ψα− ϕ está em IC.

Trivialmente o produto fibrado com condições ∗ é um produto fibrado Dynkin orientado.
Veremos que o produto fibrado Nakayama orientado também é. Para isso, falta verificar que
a condição (b) da última definição é satisfeita. Isso decorre do seguinte lema:

Lema 3.3.2 Se R é o produto fibrado Nakayama orientado de A → B e C → B então,
dados uma flecha α : x → y em (QB)1 e um caminho ϕ : z  y com z em (QC)0 \ (QB)0

existe um caminho ψ : z  x tal que ψα = ϕ.
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Prova. Sejam α : x → y uma flecha em (QB)1 e ϕ : z  y um caminho com z em
(QC)0 \ (QB)0. Escreva ϕ = ψβ onde β : z0 → y é uma flecha em (QC)1 e ψ : z  z0

é um caminho. Como y não é uma fonte em QB então pelo item (ii) da Definição 3.3.2 temos
que z0 está também em (QB)0. Além disso pela forma da aljava QB segue que z0 = x e ainda
que α = β. Portanto, temos que ϕ = ψα. �

Proposição 3.3.3 Seja R o produto fibrado Dynkin orientado de A → B e C → B. Se C
é uma álgebra hereditária então cada componente conexa de QB é de tipo An linearmente
orientada.

Prova. Fixemos Q uma componente conexa de QB e suponhamos que Q não é de tipo An

linearmente orientada. Da lista de Dynkin orientado com um único poço (seção 2.1) vemos
que Q possui um dos seguintes 4 formatos, onde “1” denota o único poço e “•” são fontes:

Caso 1 Na lista 2.1 a aljava: An.2
•

�� �?
�?

�?
�?

1

•

gg g' g' g' g' g' g' g' g'

Caso 2 Na lista 2.1 as aljavas: Dn.2, E6.4, E7.4 e E8.4.

•

�� �?
�?

�?
�?

1 •oo o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/

•

gg g' g' g' g' g' g' g' g'

Caso 3 Na lista 2.1 as aljavas: Dn.3, E6.2, E7.2, E7.5, E7.6, E8.2, E8.5, E8.6 e E8.7.

•

�� �?
�?

�?
�?

•

�� �A
�A
�A
�A

1 oo o/ o/ o/ o/ o/ o/ o/

•

]]
]�
]�
]�
]�

Caso 4 Na lista 2.1 as aljavas: Dn.1, Dn.4, E6.1, E6.3, E7.1, E7.3, E7.7, E8.1, E8.3 e E8.8.

•
ω2

�� �?
�?

�?
�?

1 r
ω1oo o/ o/ o/ o/ o/ o/

•
ω3

__
_�

_�
_�

_�
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Como QC é conexa então existe um caminho de i ∈ (QC)0 \ (QB)0 para j ∈ Q0.
Nos casos 1, 2 e 3 considerers o caminho φ: i j  1. Em cada um desses casos existe

uma flecha α:x → 1 que não está em φ. Por (b) da Definição 3.3.3 existe um caminho
ψ : i x tal que ψα− φ ∈ IC . Uma contradição pois C é hereditária.

Para o caso 4, se j está em ω2 ou em ω3 podemos repetir o argumento anterior trocando
o vértice “1” por “r”. Suponhamos então, que j está em ω1 que pode ser escrito como:
ω1: 1 2oo · · ·oo joo j + 1

αjoo · · ·αj+1oo r
αr−1oo . Seja ϕ o caminho de i para j. Por

(b) da Definição 3.3.3 e como IC = 0 então ϕ é da forma ϕ = ϕ0αr−1 · · ·αj+1αj onde
ϕ0: i r. Mas há duas flechas que chegam em r e novamente chegamos em uma relação em
IC o que é uma contradição.

Portanto, a componente conexa Q é de tipo An linearmente orientada. �

Exemplo 3.3.4 Considere as álgebras hereditárias A, B e C dadas, respectivamente, pelas

seguintes aljavas: 2

������
3oo

xxppppppppp 4oo 5oo

1

, 2 3oo 4oo 5oo ,

6

������

2 3oo 4oo 5oo

7

^^====

Neste caso o produto fibrado R é dado pela aljava abaixo com relações γiβ3β2β1α1 =

γiβ3β2α2 = 0.

6
γ1

�������

2
α1

�������
3

β1oo

α2xxpppppppppp 4
β2oo 5

β3oo

1 7
γ2

^^=====

Note que se trata de um produto fibrado Dynkin orientado, mas que não é Nakayama
orientado mesmo QB sendo de tipo A4 linearmente orientado, pois não satisfaz o o item
(iii) da Definição 3.3.2.

Vejamos agora um exemplo de produto fibrado Dynkin orientado onde QB não é de tipo
An.

Exemplo 3.3.5 A álgebra dada pela seguinte aljava com relações

5

}}{{{{{ 14

�����������
oo

i i i i i i i i
O

RUY\`eio
t

{
�

�
�

�
2

������
3oo 4oo

1 6

aaCCCCC
7oo 15

XX222222222

��

8

^^====

9oo 10oo 11oo

12

aaCCCC

13oo

ggPPPPPPPP

U U U U U U U
o

liea^YUP
J

D
=

8
4

0
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é um produto fibrado Dynkin orientado onde (QA)0 \ (QB)0 = {1} e (QC)0 \ (QB)0 =

{13, 14, 15}. Neste caso, QB tem duas componentes conexas, uma de tipo D5 e uma de tipo
E6.

Com a mesma prova dada em [IPTZ87] é possível mostrar que o resultado do Teorema
3.3.1 também é válido para o produto fibrado Dynkin orientado. Reproduziremos tal demons-
tração para esse caso, mas para isso precisaremos do Teorema 2.2.2, do segundo capítulo.

Teorema 3.3.6 Se R é o produto fibrado Dynkin orientado de A → B e C → B então
indR = indA ∪ indC e indB = indA ∩ indC.

Prova. Já vimos que indA e indC são subcategorias de indR e também pelos suportes das
representações é fácil ver que indB = indA ∩ indC. Faremos a outra desigualdade também
utilizando representações de módulos.

Seja M = ((Vx)x∈(QR)0 , (fα)α∈(QR)1) uma (QR, IR)-representação de um R-módulo inde-
componível. Definiremos uma (QR, IR)-representação ImM = ((Wx)x∈(QR)0 , (gα)α∈(QR)1) da
seguinte forma:

- para cada vértice x em (QR)0 considere Wx a soma das imagens das aplicações fω:Vy →
Vx, onde ω é um caminho de y para x com y em (QC)0 \ (QB)0;

- para cada α:x→ y em (QR)1, considere gα = fα|Wx a restrição de fα a Wx.

Observe que se x está em (QC)0 \ (QB)0 então Wx = Vx pois para o caminho trivial εx
temos imfεx = Vx. Por outro lado, se x está em (QA)0 \ (QB)0 então Wx = 0 pois, pela
orientação do produto fibrado, não existe caminho não nulo de (QC)0 \ (QB)0 para (QA)0 \
(QB)0. Portanto, ImM é uma (QC , IC)-representação, enquanto M/ImM é uma (QA, IA)-
representação. Mostrarenos que ImM = 0 ou ImM = M de onde seguirá o resultado.

Afirmação: Para cada flecha α:x→ y em (QB)1, a aplicação gα:Wx → Wy é sobrejetora.

Seja b em imfω para algum caminho ω de z ∈ (QC)0 \ (QB)0 para y e seja a em Vz tal
que fω(a) = b. Pelo item 3 da Definição 3.3.1, existe um caminho ψ de z em x tal que
ψα− ω está em IR. Então, fα ◦ fψ = fω e portanto b = fω(a) = fα(fψ(a)) = gα(fψ(a))

pois fψ(a) está em imfψ ⊆ Wx e fα|Wx = gα. Logo, gα é sobrejetora como queríamos.

Segue dessa afirmação e do Teorema 2.2.2 que (ImM)|QB é uma QB-representação de um
módulo injetivo e portanto a seguinte sequência exata

0→ ImM →M →M/ImM → 0

restrita a QB cinde. Vejamos que ela também cinde em (QR, IR).
Seja ι: ImM → M a inclusão. Como a sequência cinde em QB, existe h:M |QB →

(ImM)|QB tal que h ◦ ι′ = id onde ι′ é a restrição de ι a (ImM)|QB . Considere a seguinte
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extensão l de h, dada, para cada x de (QR)0, por:

lx =


hx se x ∈ (QB)0

idVx se x ∈ (QC)0 \ (QB)0

0 se x ∈ (QA)0 \ (QB)0

Como o produto fibrado é orientado, é fácil mostrar que l é um morfismo de (QR, IR)-
representações e que l ◦ ι = idImM . Portanto a sequência cinde e segue que M ∼= ImM ⊕
M/ImM . Mas, como M é indecomponível segue que ImM = 0 ou ImM = M e portanto M
é uma (QA, IA)-representação ou uma (QC , IC)-representação, concluindo o resultado. �

Uma consequência imediata é dada pelo seguinte corolário:

Corolário 3.3.7 Se R é o produto fibrado Dynkin orientado de A→ B e C → B então R
é de tipo finito se, e somente se, A e C são de tipo finito. �

Corolário 3.3.8 Se R é o produto fibrado Dynkin orientado de A→ B e C → B com A e
B álgebras hereditárias então R é quase inclinada.

Prova. Do Corolário 3.2.15, basta ver que R é uma álgebra shod. Do Teorema 3.3.6 te-
mos que indR = indA ∪ indC. Então, se M ∈ indA temos, pela Proposição 3.2.10, que
dpM = dpAM e como A é hereditária segue que dpM ≤ 1. Analogamente, se M ∈ indC

então, diM = diCM ≤ 1 pois C é hereditária. Portanto, R é uma álgebra shod. �



Capítulo 4

Produto fibrado orientado e subcategorias de indR

Considere R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A → B e C → B como
definido na Seção 3.2. Nesse capítulo iremos destacar algumas subcategorias que são fechadas
para predecessores ou para sucessores da categoria de módulos do produto fibrado R. Com
o auxílio dessas subcategorias mostraremos, sob certas condições, que um produto fibrado
orientado R é uma álgebra inclinada quando A e C são álgebras hereditárias. O que nos
dará uma nova demonstração para [Lev08] (2.4.7) (ver Corolário 4.4.5).

Também analisamos situações semelhantes envolvendo outras classes de álgebras, como
as colagens à direita e à esquerda, por exemplo. Para isso, na Seção 4.4, estudamos a relação
entre as partes direita e esquerda das categorias de módulos das álgebras envolvidas.

Além disso, na Seção 4.3, conseguimos relacionar as aljavas de Auslander-Reiten de R
com as aljavas de Auslander-Reiten de A, B e C.

Antes veremos, na primeira seção, que toda álgebra do tipo ada pode ser vista como um
produto fibrado orientado.

Em todo o capítulo usaremos a noção de trisecção como na definição a seguir.

Definição 4.0.4 ([AAC+11]) Uma trisecção de indΛ é uma tripla de subcategorias plenas
disjuntas (A,B, C) tal que indΛ = A ∪ B ∪ C e Hom(C,B) = Hom(C,A) = Hom(B,A) = 0.

Se (A,B, C) é uma trisecção de indΛ então a subcategoria A é fechada para predecessores
e a subcategoria C é fechada para sucessores. Também, B é convexa em indΛ, ou seja, se
M = M1 →M2 → · · · →Mt = N é um caminho em indΛ com M e N em B então cada Mi

para i = 1, ..., t também está em B.

4.1 Produto fibrado das álgebras suporte

Seja A uma subcategoria plena de indΛ fechada para predecessores. Definimos sua álge-
bra suporte AΛ como a álgebra de endomorfismo da soma direta dos Λ-módulos projetivos
indecomponíveis que estão em A, ou seja, AΛ = End

⊕
{P (x) | P (x) ∈ A}. Dualmente, se C

é uma subcategoria plena de indΛ fechada para sucessores, definimos a álgebra suporte ΛC

de C como ΛC = End
⊕
{I(x) | I(x) ∈ C}. Temos as seguintes propriedades para as álgebras

suporte.

53
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Lema 4.1.1 ([ACT09] (4.1)) Sejam A uma subcategoria plena de indΛ fechada para pre-
decessores e C uma subcategoria plena de indΛ fechada para sucessores.

(a) Os Λ-módulos que estão em A têm uma estrutura natural de AΛ-módulos indecompo-
níveis.

(b) Os AΛ-módulos projetivos indecomponíveis são justamente os Λ-módulos projetivos que
estão em A.

(c) Para cada AΛ-módulo M temos que dp(AΛ)M = dpΛM e di(AΛ)M ≤ diΛM .

(a’) Os Λ-módulos que estão em C têm uma estrutura natural de ΛC-módulos indecomponí-
veis.

(b’) Os ΛC-módulos injetivos indecomponíveis são justamente os Λ-módulos injetivos que
estão em C.

(c’) Para cada ΛC-módulo M temos que di(ΛC)M = diΛM e dp(ΛC)M ≤ dpΛM . �

Notemos que A é uma subcategoria de indAΛ fechada para predecessores e que contém
todos os AΛ-módulos projetivos indecomponíveis. Dualmente, C é uma subcategoria de indΛC

fechada para sucessores que contém todos os ΛC-módulos injetivos indecomponíveis.

Observação 4.1.2 Se Λ = kQΛ/IΛ então a álgebra A = AΛ pode ser escrita como kQA/IA

onde QA é a subaljava plena de QΛ tal que o conjunto de vértices é (QA)0 = {x ∈ (QΛ)0 |
P (x) ∈ A} e o ideal IA é IΛ∩kQA. Também C = ΛC pode ser escrita como kQC/IC onde QC

é a subaljava plena de QΛ tal que o conjunto de vertices é (QC)0 = {x ∈ (QΛ)0 | I(x) ∈ C}
e o ideal IC é IΛ ∩ kQC.

Vejamos um exemplo de uma álgebra ada que pode ser escrita como produto fibrado das
álgebras suporte das partes direita e esquerda.

Exemplo 4.1.3 Considere a álgebra Λ com rad2Λ = 0 (ou seja, qualquer caminho de com-
primento maior ou igual a 2 é nulo) cuja aljava ordinária é

1 2
oo
oo 3

oo
oo 4

oo
oo

Neste caso, a parte esquerda de modΛ é dada pelos predecessores de P3, ou seja, LΛ =

PredP (3) e a parte direita pelos sucessores de I(2), ou seja, RΛ = SuccI(2). Temos que
P (1), P (2), P (3) e I(1) estão em LΛ, enquanto P (4), I(2), I(3) e I(4) estão emRΛ. Portanto,
Λ é uma álgebra ada.

Nesse caso, a álgebra suporte de LΛ é 1 2
oo
oo 3

oo
oo com rad2((LΛ)Λ) = 0 e a álgebra

suporte de RΛ é 2 3
oo
oo 4

oo
oo com rad2(Λ(RΛ)) = 0. Considere B a álgebra com aljava

2 3
oo
oo . Então, Λ é o produto fibrado orientado dos epimorfismos naturais (LΛ)Λ → B e

Λ(RΛ) → B.
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Veremos com o próximo resultado que tal construção sempre é possível para uma álgebra
ada.

Teorema 4.1.4 Sejam Λ = kQΛ/IΛ uma álgebra, A uma subcategoria de indΛ fechada para
predecessores e C fechada para sucessores tais que Λ está em add(A ∪ C) ou DΛ está em
add(A∪C). Então, existe uma álgebra B tal que Λ é o produto fibrado orientado de AΛ→ B

e ΛC → B.

Prova. Faremos a prova supondo que Λ está em add(A ∪ C). O caso DΛ ∈ add(A ∪ C) se
mostra de forma análoga.

Denotemos AΛ por A e ΛC por C. Lembremos que, da Observação 4.1.2, podemos escrever
A ∼= kQA/IA e C ∼= kQC/IC onde QA e QC são subaljavas plenas de QΛ com (QA)0 = {x ∈
(QΛ)0 | P (x) ∈ A}, (QC)0 = {x ∈ (QΛ)0 | I(x) ∈ C}, IA = IΛ ∩ kQA e IC = IΛ ∩ kQC .
Notemos também que QA é fechada para sucessores e QC é fechada para predecessores.
Portanto QA e QC são também convexas em QΛ.

Consideremos QB a subaljava plena de QΛ tal que (QB)0 = (QA)0 ∩ (QC)0. Neste caso,
QB é também uma subaljava plena de QA e de QC . Além disso, a convexidade de QA e de
QC em QΛ implica a convexidade de QB em QΛ e portanto em QA e em QC . Defina o ideal
IB por IB = IΛ ∩ kQB. Neste caso, temos que IA ∩ kQB = IB = IC ∩ kQC . Finalmente, seja
B = kQB/IB. Podemos então considerar o produto fibrado R dos epimorfismos A → B e
C → B. Observe que tal produto fibrado é orientado pois QA é fechada para sucessores e
QC para predecessores.

Mostraremos que R é isomorfo a Λ e, para tanto, mostraremos que QR = QΛ e que
IR = IΛ.

- (QR)0 = (QΛ)0:
Sabemos que (QR)0 = (QA)0∪(QC)0 e que (QA)0∪(QC)0 ⊆ (QΛ)0. Se x está em (QΛ)0

e não está em (QA)0 então o projetivo PΛ(x) não está em A. Por hipótese Λ está em
add(A∪C), logo PΛ(x) está em C e portanto IΛ(x) também está em C, logo x está em
(QC)0. Isto mostra que (QA)0 ∪ (QC)0 = (QΛ)0.

(QR)1 = (QΛ)1:
Também temos que (QR)1 = (QA)1 ∪ (QC)1 e que (QA)1 ∪ (QC)1 ⊆ (QΛ)1. Como cada
projetivo indecomponível está em A ∪ C então cada projetivo está em indA ∪ indC, e
portanto o suporte de cada projetivo está ou em QA ou em QC . Portanto não há flecha
ligando (QA)0 \ (QC)0 e (QC)0 \ (QA)0, o que mostra que (QA)1 ∪ (QC)1 = (QΛ)1.

IR = IΛ:
Sabemos que IR = IA + IC + I onde I é o ideal gerado pelos caminhos que ligam
(QA)0 \ (QB)0 e (QC)0 \ (QB)0. De fato, temos IA + IC ⊆ IΛ. Além disso, como cada
Λ-módulo projetivo está em A ∪ C ⊆ indA ∪ indC então não existe caminho não nulo
ligando (QA)0 \ (QB)0 e (QC)0 \ (QB)0, ou seja, I também está em IΛ.
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Por outro lado, consideremos ω em IΛ. Observe que cada caminho está ou em QA

ou em QC ou está em I. Se ω = eCωeC então ω está em IΛ ∩ kQC = IC ⊆ IR. Se
ω = eAωeA então ω está em IΛ ∩ kQA = IA ⊆ IR. Se ω = e′Cωe

′
A ou ω = e′Aωe

′
C então

ω está em I ⊆ IR. Logo, IA + IC + I = IΛ.

Portanto, Λ é o produto fibrado orientado de A→ B e C → B. �

Corolário 4.1.5 Seja Λ = kQΛ/IΛ uma álgebra ada. Então existe uma álgebra B tal que Λ

é o produto fibrado orientado de epimorfismos (LΛ)Λ→ B e Λ(RΛ) → B. �

Observação 4.1.6 Lembremos que, se Λ é uma álgebra quase inclinada então ela é uma
álgebra ada. Se Λ não é inclinada então não existe injetivo em LΛ e consequentemente, todo
injetivo indecomponível está em RΛ. Portanto, Λ = Λ(RΛ) e nesse caso o produto fibrado do
Teorema 4.1.4 é trivial.

Se Λ é uma álgebra shod estrita então por [CL99] existe um injetivo em LA \RA e neste
caso o produto fibrado do Teorema 4.1.4 não é trivial.

Corolário 4.1.7 Sejam Λ = kQΛ/IΛ uma álgebra e (A,B, C) uma trisecção para indΛ tal
que Λ⊕DΛ está em add(A∪C). Então, existe B tal que Λ é o produto fibrado orientado de

AΛ→ B e ΛC → B. �

Exemplo 4.1.8 Considere a álgebra Λ com rad2Λ = 0 cuja aljava ordinária é

1 2
oo
oo 3

oo
oo 4

oo
oo 5

oo
oo

Note que não se trata de uma álgebra ada pois I(2) e P (4) não estão em LΛ ∪ RΛ. Consi-
deremos C = SuccI(2) e B = indΛ \ (LΛ ∪ C). Nesse caso, (LΛ,B, C) é uma trisecção para
indΛ e Λ⊕DΛ está em add(LΛ ∪ C). A álgebra suporte de LΛ é dada por 1 2

oo
oo 3

oo
oo

com rad2((LΛ)Λ) = 0 e a álgebra suporte de C é dada por 2 3
oo
oo 4

oo
oo 5

oo
oo com

rad2(ΛC) = 0. Temos que Λ é o produto fibrado orientado de (LΛ)Λ→ B e ΛC → B onde B
é 2 3

oo
oo .

Com a mesma demonstração de [ACLV12] (2.5) para as álgebras ada temos o seguinte
resultado.

Proposição 4.1.9 Sejam Λ = kQΛ/IΛ uma álgebra e A e C subcategorias de indΛ tais
que A é fechada para predecessores e C fechada para sucessores. Então Λ ⊕ DΛ está em
add(A ∪ C) se, e somente se, indΛ = A ∪ indΛC = indAΛ ∪ C. Em particular, se Λ ⊕ DΛ

está em add(A ∪ C) então indΛ = indAΛ ∪ indΛC.
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Prova. Seja M um Λ-módulo indecomponível que não está em indΛC. Então, existe x no
suporte de M que não está em Q(ΛC). Neste caso, IΛ(x) não está em C e portanto IΛ(x)

está em A. Mas como x está no suporte de M , existe um morfismo de M em IΛ(x), logo M
também está em A. A prova de que indΛ = indAΛ ∪ C é análoga.

Por outro lado, suponhamos que indΛ = A ∪ indΛC = indAΛ ∪ C e seja P (x) um pro-
jetivo indecomponível que não está em A. Neste caso, P (x) também não está em indAΛ e
por indΛ = indAΛ ∪ C segue que P (x) está em C. Analogamente, mostra-se que os injetivos
indecompoíveis também estão em A ∪ C. �

4.2 Subcategorias especiais no produto fibrado

Lembremos que para um produto fibrado orientado denotamos porDA′ a soma direta dos
injetivos indecomponíveis I(x) com x em (QA)0\(QB)0 e por C ′ a soma direta dos projetivos
indecomponíveis P (x) com x em (QC)0 \ (QB)0. Consideremos as seguintes subcategorias de
indR:

A = PredDA′, C = SuccC ′ e B = indR \ (A ∪ C).

Obviamente, A e A \ C são fechadas para predecessores e C e C \ A são fechadas para
sucessores. Manteremos essa notação até o final desse capítulo.

Proposição 4.2.1 Seja R o produto fibrado orientado de A→ B e C → B. Então

(A \ C,B ∪ (A ∩ C), C \ A)

é uma trisecção de indR.

Prova. Pela definição de B temos que indR = A ∪ B ∪ C e portanto indR = (A \ C) ∪
(B ∪ (A ∩ C)) ∪ (C \ A). Além disso, como A \ C é fechada para predecessores então
Hom(B ∪ (A∩ C),A\ C) = 0 e Hom(C \A,A\ C) = 0. Também, como C \A é fechada para
sucessores segue que Hom(C \ A,B ∪ (A ∩ C)) = 0. �

Vejamos alguma propriedades das categorias A e C.

Lema 4.2.2 Seja R o produto fibrado orientado de A→ B e C → B. Então,

i) indA \ indB ⊆ A,

ii) indC \ indB ⊆ C,

iii) indR \ (indA ∪ indC) ⊆ A ∩ C,

iv) B ⊆ indB,
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v) A \ C ⊆ indA,

vi) C \ A ⊆ indC

Prova.

i) Se M ∈ indA \ indB então existe x de (QA)0 \ (QB)0 que está no suporte de M . Logo,
existe um morfismo M → I(x) e portanto M está em PredDA′ = A.

ii) Análogo ao item anterior.

iii) Se M ∈ indR \ (indA∪ indC) então no suporte de M existem y de (QA)0 \ (QB)0 e x de
(QC)0 \ (QB)0. Logo, existem morfismos P (x) → M e M → I(y) e portanto M está
em A ∩ C.

iv) Se M ∈ B então M não está em A ∪ C. Pelos itens (i) e (ii), segue que M não está em
(indA∪ indC) \ indB e pelo item (iii) segue que M não está em indR \ (indA∪ indC).
Portanto, M está em indB.

v) Se M ∈ A \ C então M não está em A ∩ C e pelo item (iii) segue que M está em
indA∪ indC. Por outro lado, pelo item (ii), M não está em indC \ indB. Logo M está
em indA.

vi) Análogo ao item anterior.

�

Corolário 4.2.3 Seja R o produto fibrado orientado de A→ B e C → B. Então,

indR = A ∪ indC = indA ∪ C.

Prova. De fato, pela definição de B, temos que indR é A∪C∪B. Do item vi) do lema anterior
temos que C \ A está em indC e do item iv) temos que B está também em indC. Portanto,
indR = A ∪ indC. A outra igualdade é análoga. �

Corolário 4.2.4 Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B. Se A e C são
disjuntas então indR = indA ∪ indC.

Prova. Do item iii) do Lema 4.2.2 temos que indR\ (indA∪ indC) está em A∩C que é vazio.
Logo, indR = indA ∪ indC. �
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4.3 Aljava de Auslander-Reiten do produto fibrado orientado

Vimos que, para um produto fibrado Dynkin orientado, os R-módulos indecomponíveis
são justamente aqueles de indA e de indC. É natural, portanto, verificar qual a relação entre
as aljavas de Auslander-Reiten dessas álgebras.

Em [Lev04], Lévesque utiliza o seguinte resultado para um produto fibrado Nakayama
orientado:

Lema 4.3.1 ([Lev04](3.2.2)) Seja R o produto fibrado Nakayama orientado de A→ B e
C → B.

(a) Se M é um C-módulo indecomponível em indC \ indB então o suporte do topo de M ,
supp (topM), está em (QC)0 \ (QB)0.

(b) Se M é um A-módulo indecomponível em indA \ indB então o suporte do socle de M ,
supp (socM), está em (QA)0 \ (QB)0.

�

A partir disso, Lévesque mostrou que, se R é um o produto fibrado Nakayama orientado
de A→ B e C → B, então a aljava de Auslander-Reiten ΓB da álgebra B é uma subaljava
plena de ΓA e de ΓC e estas são subaljavas plenas de ΓR. Mais ainda, ela mostra que ΓR é
uma soma amalgamada das inclusões ΓB → ΓA e ΓB → ΓC , isto é, ΓR = ΓA

∐
ΓB

ΓC .
O próximo exemplo mostra que o mesmo resultado não vale para o produto fibrado

Dynkin orientado.

Exemplo 4.3.2 Consideremos as álgebras A, B e C dadas, respectivamente, pelas aljavas

QA =
1 3oo

��
2
QB =

3
��
2
QC =

3
��

4oo

2

Nesse caso, o produto fibrado R é dado por
1

k _ S
3oo

��

4oo

2
, que é um produto fibrado que

satisfaz as condições ∗ da Definição 3.3.1 e, portanto, é também um produto fibrado Dynkin
orientado.

O simples S(2) está no socle do A-módulo P (3) = 3
1 2 ∈ indA \ indB. Vejamos o que

acontece com as aljavas de Auslander-Reiten. Temos
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ΓA =

1
��???? M

��????

P3

  BBBB

=={{{{
3

2

@@����
I1

??����

, ΓB =
M

  AAAA

2

>>}}}}
3
, ΓC =

P4

  @@@@

M

!!CCCCC

>>||||
I3

��>>>>

2

??����
3

>>||||
4

e

ΓR =

P4

  @@@@

1
��>>>> M

  BBBBB

>>||||
I3

��====

P3

  BBBB

>>||||
3

>>~~~~
4

2

@@����
I1

>>|||||

Observe que ΓB não é uma subaljava de ΓA e, portanto, não vale ΓR = ΓA
∐

ΓB
ΓC.

Proposição 4.3.3 Se R é o produto fibrado Nakayama orientado de A → B e C → B

então

(a) Hom(indC, indA \ indB) = 0

(b) Hom(indC \ indB, indA) = 0

Prova.

(a) Sejam M em indC e N em indA \ indB. Suponha f em Hom(M,N) um morfismo não
nulo. Então, imf é um submódulo não nulo de N e portanto socN ∩ imf é ainda não
nulo.

Seja S(x) um módulo simples em socN ∩ imf . Então, S(x) é fator de composição de
imf ∼= M/ ker f e portanto é também fator de composiçào de M , ou seja, x está em
(QC)0. Por outro lado, por (b) do Lema 4.3.1, temos que x está em (QA)0 \ (QB)0,
uma contradição. Logo, Hom(M,N) = 0.

(b) Sejam M em indC \ indB e N em indA. Suponha f em Hom(M,N) um morfismo não
nulo. Se (P (M), p) é a cobertura projetiva de M então f ◦ p:P (M)→ N é ainda não
nulo pois p é um epimorfismo. Seja (P (N), h) a cobertura projetiva de N , então existe
um morfismo u:P (M)→ P (N) tal que h ◦ u = f ◦ p. Observe que u é não nulo, então
existem i em supp (topM), j em supp (topN) e um morfismo não nulo P (i) → P (j).
Nesse caso existe um caminho não nulo de j para i. Mas, j está em (QB)0 e pelo item
(a) do Lema 4.3.1 temos i em (QC)0 \ (QB)0, uma contradição com a orientação da
aljava.

�

Observemos que indA é uma categoria fechada para predecessores pois se M é um A-
módulo indecomponível e f :N →M é um morfismo não nulo então N ∈ indR = indA∪indC
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não está em indC \ indB, pois Hom(indC \ indB, indA) = 0, e portanto N também está em
indA. Dualmente, indC é fechada para sucessores.

Corolário 4.3.4 Se R é o produto fibrado Nakayama orientado de A→ B e C → B então
indA é fechada para predecessores e indC é fechada para sucessores. �

Segue, então, que para o produto fibrado Nakayama orientado existe uma trisecção para
indR:

Corolário 4.3.5 Se R é o produto fibrado Nakayama orientado de A→ B e C → B então
(indA \ indB, indB, indC \ indB) é uma trisecção de indR. �

Lembremos as subcategorias consideradas nas últimas seções para um produto fibrado
orientado R dos epimorfismos A→ B e C → B:

A = PredDA′, C = SuccC ′ e B = indR \ (A ∪ C).

Por abuso de notação escreveremos, em alguns casos, X no lugar de ’objetos de X ’.
Veremos que, para um produto fibrado orientado com A e C disjuntas, podemos escrever

a aljava de Auslander-Reiten ΓR como uma soma amalgamada ΣA

∐
ΣB

ΣC onde ΣA, ΣB e
ΣC são subaljavas plenas de ΓA, ΓB e ΓC respectivamente.

Lema 4.3.6 Seja R o produto fibrado orientado de A→ B e C → B. Considere S = A,B

ou C e f :M → N um morfismo com M e N dois S-módulos.

(a) f é um monomorfismo que cinde em modS se, e somente se, f é um monomorfismo
que cinde em modR;

(b) f é um epimorfismo que cinde em modS se, e somente se, f é um epimorfismo que
cinde em modR.

Prova. Segue da plenitude de modS em modR. �

Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B e suponhamos que A e C são
disjuntas. Nesse caso, da Proposição 4.2.1 segue que (A,B, C) é uma trisecção de indR.

Consideremos

- ΣA a subaljava plena de ΓR cujo conjunto de vértices é o mesmo dos objetos de A ∪ B;

- ΣC a subaljava plena de ΓR cujo conjunto de vértices é o mesmo dos objetos de B ∪ C; e

- ΣB a subaljava plena de ΓR cujo conjunto de vértices é o mesmo dos objetos de B.
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Então, ΣB é uma subaljava plena de ΣA e de ΣC . Temos que (ΓR)0 = (ΣA)0 ∪ (ΣC)0 e
(ΣB)0 = (ΣA)0 ∩ (ΣC)0. Da proposição 3.1.13, é fácil ver que ΓR é a soma amalgamada das
inclusões ΣB → ΣA e ΣB → ΣC .

Lema 4.3.7 Consideremos ΣA, ΣB e ΣC como construído acima. Então,

(a) ΣB é uma subaljava plena de ΓB, ΓA e ΓC;

(b) ΣA é uma subaljava plena de ΓA; e

(c) ΣC é uma subaljava plena de ΓC

Prova. Seja S = B,A ou C. Pela construção temos que (ΣB)0 = B ⊆ indB ⊆ indS = (ΓS)0.
Vejamos agora que cada flecha em ΣB corresponde a uma flecha em ΓS. Seja f ∈ (ΣB)1,
então f :M → N é um morfismo irredutível em modR com M e N em B. Vejamos que f é
também um morfismo irredutível em modS.

Pelo Lema 4.3.6, f não é monomorfismo que cinde e nem epimorfismo que cinde em
modS. sejam L ∈ modS, h:M → L, g:L→ N tais que f = gh. Pela plenitude de modS em
modR segue que g e h são morfismos em modR, e portanto, pelo Lema 4.3.6, segue que h
é um monomorfismo que cinde em modS ou g é um epimorfismo que cinde em modS. Com
isso, mostramos que ΣB é uma subaljava de ΓS.

Para a plenitude, seja f :M → N uma flecha em ΓS com M e N dois módulos em B.
Queremos mostrar que f é uma flecha em ΣB, ou seja, um morfismo irredutível em modR.
Novamente, pelo Lema 4.3.6, f não é monomorfismo que cinde e nem epimorfismo que cinde.
Sejam h:M → L e g:L→ N morfismos em modR tais que f = gh. Como M e N estão em
B que é uma subcategoria convexa de indR segue que L também está em modB ⊆ modS.
Pela plenitude de modS em modR segue que g e h são morfismos em modS e, portanto, h
é um monomorfismo que cinde em modS ou g é um epimorfismo que cinde em modR. Isso
mostra (a).

A prova de (b) e de (c) são análogas, uma vez que (ΣA)0 e (ΣC)0 são subcategorias con-
vexas de indR e que modA e modC são subcategorias plenas de modR. �

Com isso, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 4.3.8 Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B e suponha que A
e C são disjuntas. Então, existem ΣA uma subaljava plena de ΓA, ΣB uma subaljava plena
de ΓB e ΣC uma subaljava plena de ΓC tais que ΓR é a soma amalgamada ΣA

∐
ΣB

ΣC das
inclusões ΣB → ΣA e ΣB → ΣC. �

Exemplo 4.3.9 No Exemplo 4.3.2, temos

ΣA = ΓA =
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4.4 Produto fibrado orientado e classes de algebras

Vimos na seção 1.4 do Capítulo 1 algumas classes de álgebras que podem ser determinadas
a partir das partes direita e esquerda da categoria de módulos. Nesta seção gostaríamos de
relacionar as classes das álgebras envolvidas em um produto fibrado.

Proposição 4.4.1 Seja R o produto fibrado de A→ B e C → B. Então,

a) Se R é uma álgebra laura, então A, B e C também são.

b) Se R é uma colagem à esquerda (ou à direita) então A, B e C também são.

c) Se R é shod então A, B e C também são.

d) Se R é quase inclinada então A, B e C também são.

e) Se R é ada então A, B e C também são.

Prova. Segue do fato de que para um produto fibrado qualquer tem-se A = eAReA, B =

eBReB e C = eCReC aplicando [AC04] para os 4 primeiros itens e [ACLV12](2.8) para o
caso ada. �

Para analisar o sentido contrário dessas implicações vamos, primeiramente, relacionar as
partes direita e esquerda do produto fibrado R com as respectivas partes direita e esquerda
das álgebras A e C.

Lema 4.4.2 Seja R o produto fibrado orientado de A→ B e C → B. Então,

LA ∩ (A \ C) ⊆ LR e RC ∩ (C \ A) ⊆ RR.

Prova. Faremos a primeira inclusão, pois a segunda é dual. Sejam M um A-módulo em
LA ∩ (A\C) e N ∈ indR um predecessor de M . Seja φ um caminho de N para M em indR.
Como A \ C é fechada para predecessores, segue que cada módulo em φ está em A \ C e
portanto φ é um caminho em indA. Logo, dpAN ≤ 1. Pela Proposição 3.2.10, segue que
dpN = dpAN ≤ 1 e portanto M está em LR. �

Proposição 4.4.3 Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B. Suponhamos
que A ∩ C é uma subcategoria finita.

(a) Se A é uma colagem à direita e C é de tipo finito então R é também uma colagem à
direita.

(b) Se C é uma colagem à esquerda e A é de tipo finito então R é também uma colagem à
esquerda.
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(c) Se A é uma colagem à direita, C é uma colagem à esquerda e B é finita então R é
laura.

Prova.

(a) Se A é uma colagem à direita então indA \ LA é finita. Como indC é finita, pelo
Lema 4.2.2, temos que B ∪ (C \ A) é finita. Do último lema, segue que indR \ LR ⊆
indR \ (LA ∩ (A \ C)). Lembremos que pela definição de A e C temos

indR = (A \ C) ∪ B ∪ (A ∩ C) ∪ (C \ A).

Como B∪ (A∩C)∪ (C \A) é finita, falta ver que (A\C)\ (LA∩ (A\C)) = (A\C)\LA
é também finita. De fato, pelo Lema 4.2.2, (A\C) \LA ⊆ indA \LA que é finita. Com
isso, mostramos que indR \ LR é finita e portanto R é uma colagem à direita.

(b) Dual de (a).

(c) Para mostrar que R é laura, basta mostrar que indR \ (LR ∪RR) é finita. Pelo último
lema, temos

indR \ (LR ∪RR) ⊆ indR \ ((LA ∩ (A \ C)) ∪ (RC ∩ (C \ A))) =

indR \ (LA ∩ (A \ C)) ∩ indR \ (RC ∩ (C \ A)).

Mas,

• indR \ (LA ∩ (A \ C)) = ((A \ C) \ LA) ∪ B ∪ C e

• indR \ (RC ∩ (C \ A)) = A ∪ B ∪ ((C \ A) \ RC).

Portanto,

indR \ (LR ∪RR) ⊆ ((A \ C) \ LA) ∪ B ∪ (A ∩ C) ∪ ((C \ A) \ RC).

Como A é uma colagem à direita e C é uma colagem à esquerda, segue que (A\C)\LA ⊆
indA \ LA e (C \ A) \ RC ⊆ indC \ RC são finitas. Finalmente, por hipótese, temos
que B ∪ (A ∩ C) também é finita e portanto indR \ (LR ∪RR) é finita.

�

Teorema 4.4.4 Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B e suponha que A
e C são disjuntas. Se A e C são hereditárias então R é inclinada.

Prova. Como A e C são disjuntas, pelo Corolário 4.2.4, temos que indR = indA∪ indC. Pela
Proposição 3.2.10 segue que R é uma álgebra shod, pois A e C são álgebras hereditárias.
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Do Corolário 3.2.14 temos que dim.glR ≤ 2. Para ver que R é uma álgebra inclinada, pelo
Teorema 1.4.2, basta ver que a parte esquerda LR contém algum injetivo. De fato, como A
e C são disjuntas então A = A \ C ⊆ indA e como A é fechada para predecessores e A é
hereditária, segue que A está em LR. Finalmente, se x é um vértice em (QA)0 \ (QB)0 então
o injetivo IR(x) está em A e portanto em LR. �

Em particular, isso nos dá uma nova demonstração para [Lev08] (2.4.7) que é quando o
produto fibrado é Nakayama orientado.

Corolário 4.4.5 Seja R o produto fibrado Nakayama orientado de A→ B e C → B. Se A
e C são álgebras hereditárias então R é uma álgebra inclinada.

Prova. Cada somando de DA′ está em indA \ indB que, pelo Corolário 4.3.4, é fechada
para predecessores. Portanto, A está em indA \ indB. Analogamente, vemos que C está em
indC \ indB. Portanto, A e C são disjuntas. �

Exemplo 4.4.6 Considere as álgebras A, B e C dadas, respectivamente, pelas seguintes

aljavas:
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Nesse caso, o produto fibrado orientado dos epimorfismos A → B e C → B é a álgebra
R dada por
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que é uma álgebra inclinada, pois A e C são disjuntas e A e C são hereditárias. Observe
que não se trata de um produto fibrado Dynkin orientado, pois não satisfaz o item (b) da
definição.

Exemplo 4.4.7 Considere as álgebras A, B e C dadas, respectivamente, pelas seguintes

aljavas com relações:
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Nesse caso, o produto fibrado Dynkin orientado dos epimorfismos A → B e C → B é a
álgebra R dada por
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que é uma álgebra inclinada. Observe que nesse caso A e C são disjuntas e que C não é
hereditária.

Lembremos que um módulo M é dito convexo se dados M ′ e M ′′ indecomponíveis em
addM e um caminho em indR de M ′ para M ′′:

M ′ → X1 → X2 → · · · → Xt →M ′′

então cada Xi também está em addM .

Teorema 4.4.8 Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B com A e C

álgebras hereditárias. Se C ′ ou DA′ for um módulo convexo em indR então R é uma álgebra
inclinada.

Prova. Do Corolário 3.2.14 temos que dim.glR ≤ 2. Suponhamos que DA′ seja um módulo
convexo. Mostraremos que A está em LR. Para isso basta ver que, para cada i de (QA)0 \
(QB)0, o injetivo I(i) está em LR. Como cada I(i) está em indA segue da Proposição 3.2.10
que dpDA′ ≤ 1. SejaM um predecessor de I(i) para algum i de (QA)0\(QB)0 e suponhamos
que dpM ≥ 2. Neste caso, HomR(DR, τM) 6= 0 (ver por exemplo [ASS06] IV.2.7) e portanto
existe t em (QR)0 e um morfismo I(t) → τM . Logo existe um caminho, de I(t) para I(i):
I(t)→ τM  M  I(i). Como i está em (QA)0 \ (QB)0 que é fechada para sucessores segue
que t também está em (QA)0 \ (QB)0. Uma contradição com a convexidade de DA′. Logo,
dpM ≤ 1 e portanto A ⊆ LR.

Segue então que existem injetivos em LR e também que R é shod, pois se M está em
indA∪ indC já tinhamos, pela Proposição 3.2.10, que dpM ≤ 1 ou diM ≤ 1 e se M está em
indR \ (indA ∪ indC) então M está em A e pela afirmação acima dpM ≤ 1.

O resultado segue agora do Teorema 1.4.2.
Ao supormos que C ′ é convexo, mostrariamos que C está em RR e a conclusão se dá de

forma análoga. �

Conjecturamos que para um produto fibrado orientado se A é hereditária, então DA′ é
convexo e se C é hereditária então C ′ é convexo. Isso nos daria, pelo último resultado uma
generalização para o Teorema 4.4.4.



Capítulo 5

Dimensão de representação

Neste capítulo, Λ denotará uma álgebra de Artin. Porém, quando tratarmos de produtos
fibrados estaremos nos restringindo às notações do capítulo precedente, ou seja, álgebras de
dimensão finita sobre o corpo k. Em qualquer dos casos, os módulos são finitamente gerados
à direita.

A dimensão de representação de uma álgebra de Artin foi introduzida por Auslander em
[Aus71]. Ele acreditava que essa invariante poderia dar uma medida de quão longe está uma
álgebra de ser de tipo finito. Auslander mostrou que uma álgebra Λ não semisimples é de
tipo finito se, e somente se, a dimensão de representação rep.dimΛ é 2. Iyama [Iya03] provou
que a dimensão de representação é sempre finita e Rouquier [Rou06] construiu exemplos de
álgebras com rep.dimΛ = r para todo r ≥ 1.

Igusa e Todorov deram, em [IT05], uma conexão interessante com a conjectura finitística.
Eles provaram que, se Λ tem dimensão de representação no máximo 3 então a dimensão
finitística de Λ é finita, isto é, o max{dpM | dpM <∞} é finito.

A primeira seção trata de resoluções de aproximação, as quais, na Seção 5.2, nos darão
um critério para calcular a dimensão de representação de uma álgebra.

Nas seções 5.3 e 5.4 mostramos que, para uma álgebra Λ, se indΛ possuir uma trisecção
(A,B, C) com certas propriedades, então é possível calcular a dimensão de representação de
Λ através das álgebras suporte de A e C. A partir dos resultados dessas seções conseguimos
mostrar, por exemplo, que uma álgebra de tipo ada tem dimensão de representação no
máximo 3 (Teorema 5.5.3).

Finalizamos esse capítulo com alguns resultados que relacionam as dimensões de repre-
sentação das álgebras envolvidas em um produto fibrado orientado.

5.1 Resolução de aproximação

A dimensão de representação foi definida por Auslander em [Aus71]. Neste mesmo traba-
lho ele mostra algumas equivalências para a definição original, dando-nos algumas técnicas
para calcular essa invariante. Uma dessas técnicas utiliza as representações de aproximação.

Lembremos primeiramente a definição de aproximação minimal à direita.

Definição 5.1.1 Sejam M e N dois Λ-módulos. Um morfismo f :M → N é dito minimal
à direita se para todo g tal que fg = f tem-se que g é um isomorfismo.

67
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Definição 5.1.2 Seja X uma subcategoria plena aditiva de modΛ e M um Λ-módulo. Uma
X -aproximação à direita deM é um morfimo f :X →M com X em X tal que a sequência
de funtores HomΛ(−, X)|X → HomΛ(−,M)|X → 0 é exata. Dizemos que f é uma X -
aproximação minimal à direita de M se f é uma X -aproximação à direita que também
é um morfismo minimal à direita.

Seja f :X → M é uma X -aproximação à direita de M . Por [ARS95] (I.2.2), existe uma
decomposição X = X ′ ⊕ X ′′ tal que f |X′ :X ′ → M é minimal à direita e f |X′′ = 0. Além
disso, f se fatora por f |X′ , ou seja, existe l:X → X ′ tal que f = f |X′ ◦ l. Segue que
f |X′ :X ′ → M é também uma X -aproximação à direita de M . Portanto, sempre que existir
uma X -aproximação à direita de M então existe uma X -aproximação minimal à direita de
M .

Definição 5.1.3 Sejam Λ uma álgebra de Artin e X uma subcategoria plena aditiva de
modΛ. Uma X -resolução de aproximação de comprimento r de um módulo M é uma
sequência exata 0 → Xr → Xr−1 → · · · → X1 → M → 0 com cada Xi ∈ X e tal que a
sequência de funtores

0→ HomΛ(−, Xr)|X → HomΛ(−, Xr−1)|X → · · ·

· · · → HomΛ(−, X1)|X → HomΛ(−,M)|X → 0

é exata.

Note que se 0 → Xr
ϕr→ Xr−1 → · · · → X2

ϕ2→ X1
ϕ1→ M → 0 é uma X -resolução de

aproximação então ϕ1 e cada ϕi:Xi → kerϕi−1 são X -aproximações à direita. Se cada um
desses morfismos é minimal à direita dizemos que é uma X -resolução de aproximação
minimal. Veremos que sempre que existir uma X -resolução de aproximação de M com
comprimento r então existe uma que é minimal e com comprimento no máximo r.

Lema 5.1.1 Seja X uma subcategoria plena aditiva de modΛ e M um Λ-módulo. Se existir
uma X -resolução de aproximação de M com comprimento r, então existe uma X -resolução
de aproximação minimal que tem comprimento no máximo r.

Prova. Seja 0 → Xr
ϕr→ Xr−1 → · · · → X2

ϕ2→ X1
ϕ1→ M → 0 uma X -resolução de aproxima-

ção. Como ϕ1 é uma X -aproximação de M então existe uma decomposição X = X ′1 ⊕ X ′′1
tal que ψ1 = ϕ1|X′1 é uma X -aproximação minimal à direita de M e ϕ1|X′′1 = 0. Vejamos
que kerψ1 é um somando direto de kerϕ1. Considere ι1 e π1, respectivamente, a inclusão
e a projeção naturais tais que π1ι1 = 1X′1 . Neste caso, temos que ψ1 = ϕ1ι1 e portanto
kerψ1 ⊆ kerϕ1. Além disso, de ϕ1|X′′1 = 0 segue que ϕ1 = ψ1π1. Temos o seguinte diagrama
comutativo de linhas exatas
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0 // kerϕ1
//

π1|kerϕ1

��

X1
ϕ1 //

π1

��

M // 0

0 // kerψ1
// X ′1 ψ1

//M // 0

Pelo Lema da Serpente ([Ass97] II.3.6) temos que π1|kerϕ1 é um epimorfismo. Além disso,
π1|kerϕ1 ◦ ι1|kerψ1 = 1kerψ1 e portanto π1|kerϕ1 é um epimorfismo que cinde, ou seja, kerψ1 é
um somando direto de kerϕ1.

Não é difícil ver que o morfismo π1|kerϕ1 ◦ϕ2:X2 → kerψ1 é uma X -aproximação à direita
de kerψ1. Novamente, existe uma decomposição X2 = X ′2 ⊕ X ′′2 tal que ψ2 = ϕ2|X′2 é uma
X -aproximação minimal à direita. Seja N tal que kerψ1 ⊕ N = kerϕ1 e πN : kerϕ1 → N a
projeção natural. Então, também temos que πN ◦ ϕ2:X2 → N é uma X -aproximação de N .
Logo, existe um somando Y de X2 e um morfismo f :Y → N que é uma X -aproximação

minimal à direita de N . É fácil ver que o morfismo θ =

[
ψ2 0

0 f

]
:X ′2⊕ Y → kerψ1⊕N =

kerϕ1 é uma X -aproximação minimal à direita de kerϕ1. Portanto, o núcleo de θ é um
somando de kerϕ2 e, consequentemente, kerψ2 também é um somando direto de kerϕ2.

Repetindo o argumento t vezes teremos a seguinte sequência exata 0 → kerψt →
X ′t

ψt→ X ′t−1 → · · · → X ′2
ψ2→ X ′1

ψ1→ M → 0 onde cada X ′i é um somando de Xi, cada
ψi:X

′
i → kerψi−1 é uma X -aproximação minimal à direita e kerψt é um somando direto de

kerϕt. Esse processo termina em no máximo r passos e nos dá uma X -resolução de aproxi-
mação minimal de comprimento no máximo r. �

Dizemos que um Λ-módulo M̄ possui a propriedade de r-aproximação em indΛ se
cada indecomponível tem uma addM̄ -resolução de aproximação de comprimento no máximo
r. Observe que os módulos de addM̄ sempre têm uma addM̄ -resolução de aproximação de
comprimento 1. Observe também que se M̄ tem a propriedade de r-resolução então M̄ tem
a propriedade de s-resolução para todo s ≥ r.

Lema 5.1.2 Sejam M e M̄ dois Λ-módulos. São equivalentes,

(a) A sequência de funtores

0→ HomΛ(−, Xr)|addM̄ → HomΛ(−, Xr−1)|addM̄ → · · ·

· · · → HomΛ(−, X1)|addM̄ → HomΛ(−,M)|addM̄ → 0

é exata.

(b) A sequência

0→ HomΛ(N,Xr)→ HomΛ(N,Xr−1)→ · · · → HomΛ(N,X1)→ HomΛ(N,M)→ 0
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é exata para cada somando N de M̄ .

(c) A sequência

0→ HomΛ(M̄,Xr)→ HomΛ(M̄,Xr−1)→ · · · → HomΛ(M̄,X1)→ HomΛ(M̄,M)→ 0

é exata.

�

5.2 Dimensão de representação

Lembremos que um Λ-módulo é chamado de gerador de modΛ se todos os módulos
projetivos estão em addM . Dualmente, M é dito cogerador de modΛ se todos os módulos
injetivos estão em addM . Finalmente, M é dito gerador-cogerador de modΛ se for ambos
gerador e cogerador de modΛ.

Definição 5.2.1 Seja Λ uma álgebra de Artin não semi-simples. A dimensão de repre-
sentação rep.dimΛ é o ínfimo das dimensões globais das álgebras EndM onde M é um
gerador-cogerador de modΛ.

Uma técnica utilizada para se calcular a dimensão de representação de uma álgebra é
verificar a existência de um gerador-cogerador de modΛ que possui a propriedade de r-
aproximação em indΛ.

A demonstração do resultado a seguir pode ser encontrada por exemplo em [CP04,
EHIS04, Xi02].

Teorema 5.2.1 Para uma álgebra de Artin Λ, a dimensão de representação é no máximo
r + 1 se, e somente se, existe um gerador-cogerador de modΛ que possui a propriedade de
r-aproximação em indΛ. �

Um módulo M̄ é dito um gerador de Auslander se for um gerador-cogerador de modΛ

que possui a propriedade de r-aproximação em indΛ onde r + 1 é justamente rep.dimΛ.
Com o resultado acima é possível mostrar que classes importantes de álgebras tem di-

mensão de representação no máximo três, como por exemplo, as álgebras inclinadas e as
álgebras laura [APT06] e as extensões de álgebras hereditárias [CP04].

Para exemplificar veremos que para uma álgebra hereditária Λ, o módulo M̄ = Λ⊕DΛ

é um gerador-cogerador de modΛ que possui a propriedade de 2-aproximação em indΛ e
portanto rep.dimΛ ≤ 3. Tal observação é também devida a Auslander ([Aus71]).



5.3 DIMENSÃO DE REPRESENTAÇÃO E ÁLGEBRAS SUPORTE 71

Exemplo 5.2.2 Seja Λ uma álgebra hereditária não semisimples. O módulo M̄ = Λ⊕DΛ

é de fato um gerador-cogerador de modΛ. Vejamos que ele possui a propriedades de 2-
aproximação em indΛ. Seja M um Λ-módulo indecomponível. Se M está em addM̄ então a
sequência exata 0 → M → M → 0 é trivialmente uma addM̄-resolução de aproximação de
comprimento 1 para M . Consideremos então o caso em que M não está em addM̄ . Nesse
caso, como Λ é hereditária temos que dpM = 1. Consideremos a resolução projetiva de M :
0→ P1 → P0 →M → 0. Se P é um Λ-módulo projetivo então

0→ HomΛ(P, P1)→ HomΛ(P, P0)→ HomΛ(P,M)→ 0

é exata. Se I é um injetivo então HomΛ(I,M) = 0 pois caso contrário, como Λ é hereditária
teríamos M injetivo, uma contradição. Portanto,

0→ HomΛ(−, P1)|addM̄ → HomΛ(−, P0)|addM̄ → HomΛ(−,M)|addM̄ → 0

é exata.

Para uma álgebra Λ não semisimples de tipo finito podemos considerar M̄ a soma de todos
os módulos indecomponíveis, pois indΛ é finita. É fácil ver que M̄ é um gerador-cogerador
e que possui a propriedade de 1-aproximação em indΛ. Portanto, rep.dimΛ = 2.

Consequentemente, para uma álgebra Λ hereditária, segue que

• rep.dimΛ = 2 se, e somente se, Λ é de tipo finito e

• rep.dimΛ = 3 se, e somente se, Λ é de tipo infinito.

5.3 Dimensão de representação e álgebras suporte

Para uma álgebra de Artin Λ, a partir de uma trisecção (A,B, C) de indΛ com algumas
propriedades conseguimos relacionar a dimensão de representação de Λ com as dimensões de
representações das álgebras suporte associadas as subcategoras A e C. Para nosso primeiro
resultado, por analogia ao caso do produto fibrado Nakayama orientado, vamos supor que
indΛC é fechada para sucessores ou que indAΛ é fechada para predecessores. Para ilustrar
essas hipóteses faremos um exemplo.

Exemplo 5.3.1 Seja Λ a álgebra dada pela aljava

4
γ

������
5

εoo 8

~~~~~~~

1 2
αoo 3

β1oo

β2

oo 6
δ

oo

^^====

7
λ
oo 9oo

10

``@@@@@

e pelas relações βiα = γβi = δβi = εγ = λδ = 0.
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Temos que ind (LΛ)Λ consiste de todos os predecessors de S3, isto é, ind (LΛ)Λ = PredS3 e
portanto é fechada para predecessores. Por outro lado, temos que Λ(RΛ) é a álgebra hereditária

8

~~~~~~~

4 5oo 6oo 7oo 9oo

10

``@@@@@

e o módulo 6
5 3 /∈ ind Λ(RΛ) é um sucessor de S5 ∈ ind Λ(RΛ) o que

mostra que ind Λ(RΛ) não é fechada para sucessores. Ver esquema da aljava de Auslander-
Reiten no Apêndice A.

Para uma subcategoria C de indΛ denotamos seu complementar indΛ \ C por Cc.

Teorema 5.3.2 Seja Λ uma álgebra de Artin com (A,B, C) uma trisecção de indΛ. Se

(a) (A ∪ indΛC)
c é finita e indΛC é fechada para sucessores

ou

(b) (indAΛ ∪ C)c é finita e indAΛ é fechada para predecessores

Então,
rep.dimΛ ≤ max{rep.dimAΛ, rep.dimΛC}.

Prova. Suponha que rep.dimAΛ = r + 1 e que rep.dimΛC = s + 1. Seja Ȳ um gerador de
Auslander de AΛ e seja X̄ um gerador de Auslander de ΛC. Suponhamos que vale (a) e
consideremos os seguintes módulos:

- Ȳ ′ a soma direta de todos os somandos indecomponíveis de Ȳ que estão em A mas
não estão em indΛC e

- Z a soma direta de todos os módulos indecomponíveis que estão em (A ∪ indΛC)
c.

Mostraremos que M̄ = Ȳ ′⊕Z⊕ X̄ é um gerador-cogerador de modΛ que tem a propriedade
de max{r, s}-aproximação em indΛ.

Seja P um Λ-módulo projetivo indecomponível. Se P está em A mas não em indΛC então
P é um AΛ-módulo projetivo e portanto um somando de Ȳ ′. Se P está em (A∪indΛC)

c então
é um somando de Z. Se P está em indΛC então P é um ΛC-módulo projetivo e portanto
um somando de X̄. Seja I um Λ-módulo injetivo indecomponível. Se I está em A mas não
em indΛC estão I é um AΛ-módulo injetivo e então I é um somando de Ȳ ′. Se I está em
(A ∪ indΛC)

c então I é um somando de Z. Se I está em indΛC então I é um ΛC-módulo
injetivo e portanto um somando de X̄. Portanto M̄ é um gerador-cogerador de modΛ.

Para mostrar que M̄ tem a propriedade de max{r, s}–aproximação em indΛ, considere-
mosM um Λ-módulo indecomponível. SeM está em addM̄ não há nada a fazer. Suponhamos
que M não está em addM̄ , portanto M está em A ∪ indΛC.
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Suponhamos primeiramente queM está em A mas não em indΛC. Neste caso, existe uma
addY -resolução de aproximação de comprimento r em modAΛ:

(1) 0→ Yr
ϕr→ Yr−1 → · · · → Y2

ϕ2→ Y1
ϕ1→M → 0.

Como A é fechada para predecessores e indΛC é fechada para sucessores então cada Yi está
em addȲ ′ ⊆ addM̄ e cada Ki = Kerϕi está em add(A \ indΛC) para cada i ∈ {1, ..., r − 1}.
Também, como A é uma subcategoria plena de indΛ, a sequência induzida de funtores

0→ HomΛ(−, Yr)|addȲ ′ → HomΛ(−, Yr−1)|addȲ ′ → · · ·

· · · → HomΛ(−, Y1)|addȲ ′ → HomΛ(−,M)|addȲ ′ → 0

é exata.
Para cada somando indecomponível L de X̄ temos HomΛ(L,M) = 0 e HomΛ(L,Ki) = 0

para i ∈ {1, ..., r − 1}, pois L ∈ indΛC e indΛC é fechada para sucessores. Então

0→ HomΛ(−, Yr)|addX̄ → HomΛ(−, Yr−1)|addX̄ → · · ·

· · · → HomΛ(−, Y1)|addX̄ → HomΛ(−,M)|addX̄ → 0

é exata. E, comoA é fechada para predecessores, temos HomΛ(Z,M) = 0 e HomΛ(Z,Ki) = 0,
logo a sequência

0→ HomΛ(−, Yr)|addZ → HomΛ(−, Yr−1)|addZ → · · ·

· · · → HomΛ(−, Y1)|addZ → HomΛ(−,M)|addZ → 0

também é exata. Portanto (1) é uma addM̄ -resolução de aproximação de M com compri-
mento r.

Suponhamos agora que M está em indΛC. Neste caso, existe uma addX̄-resolução de
aproximação de comprimento s:

(2) 0→ Xs
ψs→ Xs−1 → · · · → X2

ψ2→ X1
ψ1→M → 0.

Como indΛC é plena em indΛ, a sequência induzida de funtores

0→ HomΛ(−, Xs)|addX̄ → HomΛ(−, Xs−1)|addX̄ → · · ·

· · · → HomΛ(−, X1)|addX̄ → HomΛ(−,M)|addX̄ → 0

é exata.
Temos que cada Ni = Kerψi está em modΛC para i ∈ {1, ..., s− 1}. Se N é um somando

indecomponível não injetivo de N1, então τ−1
Λ N ∈ indΛC uma vez que indΛC é fechado para
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sucessores, e portanto

Ext1
Λ(Ȳ ′ ⊕ Z,N) ∼= DHomΛ(τ−1

Λ N, Ȳ ′ ⊕ Z) = 0.

Daí, a sequência

0→ HomΛ(−, N1)|add(Ȳ ′⊕Z) → HomΛ(−, X1)|add(Ȳ ′⊕Z) →

→ HomΛ(−,M)|add(Ȳ ′⊕Z) → 0

é exata. O mesmo argumento vale substituindo M por Ni para cada i em {1, ..., s− 1} e isto
mostra que a sequência

0→ HomΛ(−, Xs)|add(Ȳ ′⊕Z) → HomΛ(−, Xs−1)|add(Ȳ ′⊕Z) → · · ·

· · · → HomΛ(−, X1)|add(Ȳ ′⊕Z) → HomΛ(−,M)|add(Ȳ ′⊕Z) → 0

é exata e portanto (2) é uma addM̄ -resolução de aproximação de M . Logo,

rep.dimΛ ≤ max{r + 1, s+ 1}.

A prova supondo a hipótese (b) é análoga. �

Exemplo 5.3.3 No exemplo 5.3.1 temos que (LΛ, (LΛ∪RΛ)c,RΛ) é uma trisecção de indΛ

com (LΛ ∪RΛ)c infinita. Mas (ind (LΛ)Λ∪RΛ)c é finita e ind (LΛ)Λ = PredS3 é fechada para
predecessores. Pelo Teorema 5.3.2 (b) temos que

rep.dimΛ ≤ max{rep.dim (LΛ)Λ, rep.dimΛ(RΛ)}.

Agora, como Λ(RΛ) é uma álgebra hereditária, (LΛ)Λ é inclinada e Λ é de tipo infinito, temos
que rep.dimΛ = 3.

5.4 Dimensão de representação e partes direita e esquerda

Antes de enunciar nosso próximo resultado sobre dimensão de representação precisaremos
de mais algumas definições e alguns resultados.

Seja X uma subcategoria plena de modΛ. Dizemos que X é contravariantemente fi-
nita se para cada Λ-módulo M existir um morfismo fM :XM → M com XM em X tal que
todo morfismo f :X →M se fatora através de fM . Dualmente, define-se subcategoria cova-
riantemente finita. Dizemos que X é funtorialmente finita se for contravariantemente
e covariantemente finita. Finalmente, dizemos que X é homologicamente finita se for
contravariantemente ou covariantemente finita.
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Por exemplo, toda subcategoria finita e toda subcategoria cofinita de modΛ são funtori-
almente finitas (ver [AS80]).

Se X é uma subcategoria de modΛ, aditiva e fechada para extensões, então um módulo
M de X é dito Ext-projetivo em X se Ext1

Λ(M,−)|X = 0. Dualmente, M ∈ X é dito
Ext-injetivo em X se Ext1

Λ(−,M)|X = 0.
Lembremos que um par de subcategorias aditivas (X ,Y) é dito par de torção se

não há morfismos de X para Y e estas são maximais para essa propriedade, ou seja, se
HomΛ(M,Y ) = 0 para todo Y de Y então M está em X e se HomΛ(X,M) = 0 para todo
X de X então M está em Y . Um par de torção é dito cindido se X ∪ Y coincide com
modΛ. Se (X ,Y) é um par de torção então, por [AS81], M ∈ X é Ext-projetivo em X se, e
somente se, τΛM está em Y e N ∈ Y é Ext-injetivo em Y se, e somente se, τ−1

Λ N está em X .
Se A é uma subcategoria plena de indΛ fechada para predecessores então seu complemento
Ac = indΛ \ A é fechada para sucessores e neste caso (addAc, addA) é um par de torção
cindido. Denotemos por E a soma direta de um conjunto completo de representantes dos
módulos indecomponíveis Ext-injetivos em addA e por F a soma direta de um conjunto
completo de representantes dos módulos indecomponíveis Ext-projetivos em addAc. O lema
a seguir é devido a Smalø.

Lema 5.4.1 ([Sma84]) Seja A uma subcategoria plena de indΛ fechada para predecessores.
As seguintes condições são equivalentes:

(a) addA é contravariantemente finita;

(b) addA = CogenN para algum N ∈ modΛ;

(c) addA = CogenE;

(d) addAc é covariantemente finita;

(e) addAc = GenM para algum M ∈ modΛ;

(f) addAc = GenF .

�

Lema 5.4.2 Seja (A,B, C) uma trisecção de indΛ tal que B é finita. Então,
addC é covariantemente finita se, e somente se, addA é contravariantemente finita.

Prova.
Como (A,B, C) é uma trisecção de indΛ temos que A e A ∪ B são fechadas para prede-

cessores e C e B∪C são fechadas para sucessores. Suponha que addA é contravariantemente
finita, então pelo lema anterior addA = CogenN para algum N ∈ modΛ. Seja X a soma
direta dos módulos indecomponíveis que estão em B. Então, add(A∪B) ⊆ Cogen(N ⊕X) e
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Cogen(N⊕X) ⊆ add(A∪B) pois A∪B é fechada para predecessores. Portanto, add(A∪B) é
também contravarientemente finita e finalmente segue que addC é covariantemente finita. �

Lema 5.4.3 ([APT06](1.4)) Seja M um Λ-módulo. Se X está em GenM então existe um
epimorfismo f :M1 → X com M1 em addM tal que Hom(−,M1)→ Hom(−, X)→ 0 é uma
cobertura projetiva. �

Lema 5.4.4 ([APT06](2.2)(f)) Sejam Λ uma álgebra inclinada e M = T ⊕ DA um Λ-
módulo com T inclinante convexo. Dado X em GenM , se f :M1 → X com M1 em addM é
um epimorfismo tal que Hom(−,M1) → Hom(−, X) → 0 é uma cobertura projetiva, então
ker f está em addT . �

Seja, agora, C uma subcategoria de indΛ fechada para sucessores tal que addC é cova-
riantemente finita. Denotemos por F a soma direta de todos os módulos indecomponíveis
Ext-projetivos em addC e porN a soma direta de todos os módulos indecomponíveis injetivos
que estão em C.

Lema 5.4.5 ([ACT09] (5.3)) Seja C uma subcategoria plena de indΛ fechada para suces-
sores tal que addC é covariantemente finita. Então,

(a) F é convexo se, e somente se, C ⊆ RΛ.

(b) Se addC contém todos os Λ-módulos injetivos então C ⊆ RΛ se, e somente se, Λ é uma
álgebra inclinada tendo F como uma fatia completa. �

Ainda denotando F e N como acima, ou seja, por F a soma direta de todos os módu-
los indecomponíveis Ext-projetivos em addC e por N a soma direta de todos os módulos
indecomponíveis injetivos que estão em C, temos o seguinte resultado.

Lema 5.4.6 Seja C ⊆ RΛ uma subcategoria de indΛ fechada para sucessores tal que addC
é covariantemente finita. Para cada M em C existe uma sequência exata

0→ F2 → F1 ⊕ I1 →M → 0,

com F1, F2 ∈ addF e I1 ∈ addN , que é uma add(F ⊕ N)-resolução de aproximação de
comprimento 2 de M .

Prova. Como C ⊆ RΛ, segue do Lema 4.1.1 (c’) que C ⊆ R(ΛC). E como addC contém todos
os ΛC-módulos injetivos segue do Lema 5.4.5 que ΛC é uma álgebra inclinada e que F é um
ΛC-módulo inclinante convexo.
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Como addC é covariantemente finita temos, pelo Lema 5.4.1, que addC = GenF e daí
addC ⊆ Gen(F⊕N). Então, pelo Lema 5.4.3, para todo móduloM ∈ C existe uma sequência
exata (∗) 0→ K → F1 ⊕ I1 →M → 0 com F1 em addF , I1 em addN tal que a sequência
curta de funtores

0→ HomΛ(−, K)|add(F⊕N) → HomΛ(−, F1 ⊕ I1)|add(F⊕N) → HomΛ(−,M)|add(F⊕N) → 0

é exata. Agora, pelo Lema 5.4.4, temos queK está em addF e portanto (∗) é uma add(F⊕N)-
resolução de aproximação de comprimento 2 de M . �

Podemos relacionar a dimensão de representação da álgebra Λ com as dimensões de
representação das álgebras suporte de A e de C quando (A,B, C) é uma trisecção de indΛ

com certas propriedades.

Teorema 5.4.7 Seja Λ uma álgebra de Artin de tipo infinito e (A,B, C) uma trisecção de
indΛ com B finita.

(a) Se C ⊆ RΛ e addC é covariantemente finita então

rep.dimΛ = max{3, rep.dimAΛ}.

(b) Se A ⊆ LΛ e addA é contravariantemente finita então

rep.dimΛ = max{3, rep.dimΛC}.

Faremos a demonstração do teorema acima em partes. Começaremos mostrando uma das
desigualdades.

Lema 5.4.8 Sejam Λ uma álgebra de Artin e (A,B, C) uma trisecção de indΛ com B finita,

(a) Se C ⊆ RΛ e addC é covariantemente finita então

rep.dimΛ ≤ max{3, rep.dimAΛ}.

(b) Se A ⊆ LΛ e addA é contravariantemente finita então

rep.dimΛ ≤ max{3, rep.dimΛC}.

Prova. Faremos a prova de (a) pois (b) é dual. Suponhamos que rep.dimAΛ = r + 1 e seja
X̄ um gerador de Auslander de AΛ. Consideremos os seguintes módulos:

- X̄ ′ a soma direta de todos os somandos indecomponíveis de X̄ que estão em A;
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- Z a soma direta de todos os Λ-modulos indecomponíveis que estão em B;

- F a soma direta de todos os indecomponíveis Ext-projetivos em addC; e

- N a soma direta de todos os Λ-modulos injetivos indecomponíveis que estão em C.

Provaremos que M̄ = X̄ ′ ⊕ Z ⊕ F ⊕N é um gerador-cogerador de modΛ e que ele tem
a propriedade de max{2, r}-aproximação em indΛ.

Seja P um Λ-módulo projetivo indecomponível. Se P está em A então P é um AΛ-módulo
projetivo e portanto é um somando de X̄ ′. Se P está em B então é um somando de Z. Se
P está em C então P é um Ext-projetivo em addC e portanto um somando de F . Logo M é
um gerador de modΛ.

Seja I um Λ-módulo injetivo indecomponível. Se I está em A então I é um AΛ-módulo
injetivo e portanto um somando de X̄ ′. Se I está em B então I é somando de Z. Se I está
em C então I é um somando de N . Logo M̄ é também cogerador de modΛ.

Para mostrar que M̄ tem a propriedade de max{2, r}-resolução de aproximação em indΛ

consideremos M um Λ-módulo indecomponível. Se M está em addM̄ não há nada a fazer,
então suponhamos que M /∈ addM̄ . Neste caso, temos M ∈ A∪C. Consideremos agora dois
casos, primeiramente quando M está em A e em seguida quando M está C.

Se M está em A então M é um AΛ-módulo e portanto existe uma X̄-resolução de
aproximação de comprimento r, ou seja, uma sequência exata

(1) 0→ Xr
ϕr→ Xr−1 → · · · → X2

ϕ2→ X1
ϕ1→M → 0

com Xi em addX̄ tal que a sequência de funtores

0→ HomAΛ(−, Xr)|addX̄ → HomAΛ(−, Xr−1)|addX̄ → · · ·

· · · → HomAΛ(−, X1)|addX̄ → HomAΛ(−,M)|addX̄ → 0

é exata.
Como A é fechada para predecessores então cada Xi está em addA e portanto cada Xi

está em addX̄ ′ ⊆ addM̄ . Como A é uma subcategoria plena de indΛ e addX̄ ′ ⊆ addX̄ então
a sequencia de funtores induzida

0→ HomΛ(−, Xr)|addX̄′ → HomΛ(−, Xr−1)|addX̄′ → · · ·

· · · → HomΛ(−, X1)|addX̄′ → HomΛ(−,M)|addX̄′ → 0

é exata.
Além disso, como cada somando indecomponível de Z⊕F ⊕N está em B∪C e como A é

fechada para predecessores então HomΛ(Z⊕F ⊕N,M) = 0 e denotando por Ki o núcleo de
cada ϕi também temos que HomΛ(Z⊕F ⊕N,Ki) = 0 para cada i ∈ {1, ..., r−1}. Portanto,
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a sequência

0→ HomΛ(−, Xr)|add(Z⊕F⊕N) → HomΛ(−, Xr−1)|add(Z⊕F⊕N) → · · ·

· · · → HomΛ(−, X1)|add(Z⊕F⊕N) → HomΛ(−,M)|add(Z⊕F⊕N) → 0

é também exata, o que mostra que (1) é uma addM̄ -resolução de aproximação de compri-
mento r de M .

Vejamos agora o que acontece quandoM está em C. Pelo Lema 5.4.6, existe uma add(F⊕
N)-resolução de aproximação de comprimento 2 de M :

(2) 0→ F2 → F1 ⊕ I1 →M → 0

com F1, F2 ∈ addF ⊆ addM̄ e I1 ∈ addN ⊆ addM̄ .
Seja L um somando indecomponível de X̄ ′ ⊕ Z. Se L é um Λ-módulo projetivo então a

sequência 0 → HomΛ(L, F2) → HomΛ(L, F1 ⊕ I1) → HomΛ(L,M) → 0 é exata. Se L não é
projetivo, então τL não está em C pois C é fechada para sucessores e L não está em C. Daí,
como F2 ∈ addC, nós temos que

Ext1
Λ(L, F2) ∼= DHomΛ(F2, τL) = 0.

Portanto, a sequência

0→ HomΛ(−, F2)|add(X̄′⊕Z) → HomΛ(−, F1 ⊕ I1)|add(X̄′⊕Z) → HomΛ(−,M)|add(X̄′⊕Z) → 0

é exata e então (2) é uma addM̄ -resolução de aproximação de M com comprimento 2. Isto
prova que rep.dimΛ ≤ max{3, r + 1} e completa a prova. �

Para a segunda desigualdade precisaremos ainda de mais dois lemas.

Lema 5.4.9 Seja X uma subcategoria aditiva convexa de modΛ e 0 → X
f→ Y

g→ Z → 0

uma sequência exata em X . Se K é um somando de X que é Ext-injetivo em X então K é
também um somando de Y .

Prova. Seja p:X → K e i:K → X os morfismos naturais tais que p ◦ i = 1K . Consideremos
o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

0 // X

p

��

f // Y

��

g // Z

1Z
��

// 0

0 // K //W // Z // 0

onde W é a soma amalgamada de f e p. Pela convexidade de X temos que W está em X .
Como K é Ext-injetivo em X então a sequência 0 → K → W → Z → 0 cinde e então
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podemos escrever o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

0 // X

p

��

f // Y(
h1

h2

)
��

g // Z

1Z
��

// 0

0 // K (
1

0

)// K ⊕ Z // Z // 0

Pela comutatividade do diagrama temos
(

h1

h2

)
f =

(
1

0

)
p, ou seja, h1 ◦f = p. Portanto,

h1 ◦ f ◦ i = p ◦ i = 1K . Isso mostra que h1:Y → K é um epimorfismo que cinde e portanto
K é um somando de Y . �

Lema 5.4.10 Seja X uma subcategoria convexa de modΛ. Se f :X →M é uma X -aproximação
minimal à direita de M então o núcleo de f não possui somando direto que é Ext-injetivo
em X .

Prova. Suponhamos que K é um somando direto de ker f que é Ext-injetivo em X . Pelo
lema anterior temos que K é também somando de X. Mas então f(K) = 0 o que contradiz
a minimalidade de f por [ARS95] (I.2.3). �

Prova do Teorema 5.4.7.
Provaremos a parte (a) pois (b) é dual.
Pelo Lema 5.4.8 (a) temos que rep.dimΛ ≤ max{3, rep.dimAΛ}.
Por outro lado, suponhamos que rep.dimΛ = s + 1. Notemos que s ≥ 2 pois Λ é uma

álgebra de tipo infinito. Seja M̄ um gerador de Auslander de Λ. Denotemos B′ = B ∩ indAΛ

e C ′ = C ∩ indAΛ, então (A,B′, C ′) é claramente uma trisecção de indAΛ com B′ uma
subcategoria finita. Consideremos os seguintes módulos:

- M̄ ′ é a soma direta de todos os somandos indecomponíveis de M̄ que estão em A;

- E é a soma direta de todos os indecomponíveis Ext-injetivos em addA que não são
injetivos em modΛ;

- Z é a soma direta de todos os Λ-módulos indecomponíveis em B′;

- F é a soma direta de todos os indecomponíveis Ext-projetivos em addC ′; e

- N é a soma direta de todos os Λ-módulos injetivos que estão em C ′.

Mostraremos que o AΛ-módulo X̄ = M̄ ′ ⊕ E ⊕ Z ⊕ F ⊕ N é um gerador-cogerador de
modAΛ que tem a propriedade de s-resolução de aproximação em indAΛ.

Se P é um AΛ-módulo projetivo indecomponível então, pelo Lema 4.1.1, P é um Λ-
módulo projetivo que está em A e então P é um somando de M̄ ′. Seja I um AΛ-módulo
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injetivo. Se I está em A então I é um Ext-injetivo em addA e portanto, se I é injetivo em
modΛ então I é um somando de M̄ ′ ou se I não for injetivo então I é um somando de E. Se
I está em B′ então I é um somando de Z e finalmente se I está em C ′ então I é um somando
de N . Portanto, X̄ é um gerador-cogerador de modAΛ.

Para mostrar que X̄ tem a propriedade de s-resolução de aproximação em indAΛ consi-
deremos M em indAΛ tal que M não está em addX̄. Neste caso, M está em A ∪ C ′.

Pelo Lema 5.4.2, como addC é covariantemente finita em modΛ, então addA é contrava-
riantemente finita em modΛ e então é também contravariantemente finita em modAΛ. Desde
que (A,B′, C ′) é uma trisecção de indAΛ com B′ finita então segue que addC ′ é covariante-
mente finita em modAΛ.

Notemos que C ′ é fechada para sucessores em indAΛ e, pelo Lema 4.1.1, temos que
C ′ ⊆ R(AΛ). Portanto, se M está em C ′, pelo Lema 5.4.6, existe uma sequência em modAΛ

0→ F2 → F1 ⊕ I1 →M → 0

com F1, F2 em addF ⊆ addX̄ e I1 em addN ⊆ addX̄ tal que a sequência

0→ HomAΛ(−, F2)|add(F⊕N) → HomAΛ(−, F1 ⊕ I1)|add(F⊕N) → HomAΛ(−,M)|add(F⊕N) → 0

é exata.
Seja L um AΛ-módulo indecomponível somando de M̄ ′⊕Z ⊕E então L não está em C ′.

Se L é um AΛ-módulo projetivo então

0→ HomAΛ(L, F2)→ HomAΛ(L, F1 ⊕ I1)→ HomAΛ(L,M)→ 0

é exata. Se L não é projetivo em modAΛ então τ(AΛ)L /∈ C ′, pois C ′ é fechada para sucessores,
e como F2 está em addC ′ então

Ext1
AΛ(L, F2) ∼= DHomAΛ(F2, τ(AΛ)L) = 0.

Portanto, a sequência

0→ HomAΛ(−, F2)|add(M̄ ′⊕Z⊕E) → HomAΛ(−, F1 ⊕ I1)|add(M̄ ′⊕Z⊕E) →

→ HomAΛ(−,M)|add(M̄ ′⊕Z⊕E) → 0

é exata e então 0 → F2 → F1 ⊕ I1 → M → 0 é uma addX̄-resolução de aproximação de
comprimento 2 de M .

Vejamos, agora o caso M ∈ A. Consideremos uma addM̄ -resolução de aproximação de
M de comprimento s:

(∗) 0→Ms
ϕs→Ms−1 → · · · →M2

ϕ2→M1
ϕ1→M → 0.
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Como M está em A, que é fechada para predecessores, então cada Mi está em addA e,
portanto, cada Mi está em addM ′ ⊆ addX̄. Desde que addM̄ ′ ⊆ addM̄ e indAΛ é uma
subcategoria plena de indΛ então a sequência induzida de funtores

0→ HomAΛ(−,Ms)|addM̄ ′ → HomAΛ(−,Ms−1)|addM̄ ′ → · · ·

· · · → HomAΛ(−,M1)|addM̄ ′ → HomAΛ(−,M)|addM̄ ′ → 0

é exata.
Denotemos por Ki o núcleo de ϕi para cada i ∈ {1, ..., s − 1}. Temos que HomAΛ(Z ⊕

F ⊕N,M) = 0 e HomAΛ(Z ⊕ F ⊕N,Ki) = 0 pois A é fechada para predecessores. Então,
a sequência

0→ HomAΛ(−,Ms)|add(Z⊕F⊕N) → HomAΛ(−,Ms−1)|add(Z⊕F⊕N) → · · ·

· · · → HomAΛ(−,M1)|add(Z⊕F⊕N) → HomAΛ(−,M)|add(Z⊕F⊕N) → 0

é exata.
Finalmente, seja L um módulo indecomponível em addE. Como L é Ext-injetivo em A

e não é injetivo em modΛ então τ−1
Λ L não está em A. Desde que M /∈ addX̄, em particular

M não é Ext-injetivo e portanto τ−1
Λ M está em A. Portanto, HomΛ(τ−1

Λ L, τ−1
Λ M) = 0 e

então HomΛ(L,M) = 0. Se f :L → M é um morfismo então existe um Λ-módulo injetivo
I e morfismos f1:L → I, f2: I → M tais que f = f2 ◦ f1. Como I é um somando de M̄
então HomΛ(I,M1) → HomΛ(I,M) → 0 é exata e, portanto, existe g: I → M1 tal que
ϕ ◦ g = f2, ou seja, f = ϕ ◦ (g ◦ f1) = HomΛ(L, ϕ)(g ◦ f1) e, segue que, 0→ HomΛ(L,K1)→
HomΛ(L,M1)→ HomΛ(L,M)→ 0 é exata.

Pelo Lema 5.1.1 podemos supor que (∗) é minimal e pelo Lema 5.4.10 temos que cada
Ki (que está em addA) não contém somandos Ext-injetivos, portanto o mesmo argumento
é válido trocando M por Ki para cada i ∈ {1, ..., s− 1}. Portanto, para cada i a sequência
0→ HomΛ(L,Ki+1)→ HomΛ(L,Mi+1)→ HomΛ(L,Ki)→ 0 é exata. Isto mostra que

0→ HomAΛ(−,Ms)|addE → HomAΛ(−,Ms−1)|addE → · · ·

· · · → HomAΛ(−,M1)|addE → HomAΛ(−,M)|addE → 0

é exata. Logo (∗) é uma addX̄-resolução de aproximação de comprimento s de M . Portanto,
rep.dimAΛ ≤ s+ 1 = rep.dimΛ. �

Exemplo 5.4.11 Vejamos outra forma de concluir que a dimensão de representação da
álgebra Λ do Exemplo 5.3.1 é 3 (ver Exemplo 5.3.3).

Como Λ é de tipo infinito temos que rep.dimΛ ≥ 3.
A parte direita RΛ consiste de todos os sucessores de τ−1P4 e addRΛ é covariantemente
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finita. A parte esquerda é LΛ = {P1, P2, S2, P3}. Sua álgebra suporte (LΛ)Λ é dada pelos

objetos 1, 2 e 3, ou seja, (LΛ)Λ é a álgebra inclinada cuja aljava ordinária é 1 2
αoo 3

β1oo

β2

oo com

as relações βiα = 0.
Denote A = ind (LΛ)Λ que consiste de todos os predecessores de S3 e portanto infinita.

Neste caso, é fácil ver que (A, (A∪RΛ)c,RΛ) é uma trisecção de indΛ com (A∪RΛ)c finita.
Pelo Teorema 5.4.7, rep.dimΛ = rep.dimAΛ. Mas AΛ = (LΛ)Λ e portanto rep.dimΛ = 3.

Como consequências diretas do Teorema 5.4.7 temos os seguintes corolários.

Corolário 5.4.12 Seja Λ uma álgebra de tipo infinito.

(a) Se A é uma subcategoria plena de indΛ cofinita e fechada para predecessores então

rep.dimΛ = max{3, rep.dim AΛ}.

(b) Se C é uma subcategoria plena de indΛ cofinita e fechada para sucessores então

rep.dimΛ = max{3, rep.dim ΛC}.

Prova. Para o item (a) basta fazer B = Ac e C = ∅ no Teorema 5.4.7. O item (b) é dual. �

Corolário 5.4.13 Seja Λ uma álgebra de Artin de tipo infinito.

(a) Se C ⊆ RΛ é uma subcategoria plena de indΛ fechada para sucessores tal que addC é
covariantemente finita, então

rep.dimΛ = max{3, rep.dim (Cc)Λ}.

(b) Se A ⊆ LΛ é uma subcategoria plena de indΛ fechada para predecessores tal que addA
é contravariantemente finita, então

rep.dimΛ = max{3, rep.dim Λ(Ac)}.

Prova. Para (a) basta fazer A = Cc e B = ∅. O item (b) é dual. �

Podemos melhorar o resultado deste último corolário, isto é, não precisamos exigir que
a subcategoria seja homologicamente finita. Para isso precisaremos do seguinte resultado.

Lema 5.4.14 ([Ass09](8.2)) Sejam Λ uma álgebra de Artin, A uma subcategoria plena de
LΛ fechada para predecessores e E a soma direta dos Ext-injetivos de A. Então, addA é
contravariantemente finita se, e somente se, A = PredE. �
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Proposição 5.4.15 Seja Λ uma álgebra de Artin de tipo infinito.

(a) Se C ⊆ RΛ é uma subcategoria plena de indΛ fechada para sucessores, então

rep.dimΛ = max{3, rep.dim (Cc)Λ}.

(b) Se A ⊆ LΛ é uma subcategoria plena de indΛ fechada para predecessores, então

rep.dimΛ = max{3, rep.dim Λ(Ac)}.

Prova. Se cada Λ-módulo projetivo indecomponível está em Cc então Λ = (Cc)Λ. Caso
contrário, seja D = SuccY onde Y é a soma direta de todos os Λ-módulos projetivos
indecomponíveis que estão em C. Então D é uma subcategoria plena de RΛ que é fe-
chada para sucessores e se F denota a soma direta de todos os Ext-projetivos indecom-
poníveis em addD, temos que D = SuccF , pois, como Y é Ext-projetivo em addD temos
D = SuccY ⊆ SuccF e, como F ∈ addD e D é fechada para sucessores, temos SuccF ⊆ D.
Pelo Lema 5.4.14 segue que addD é covariantemente finita. Pelo Lema 5.4.13 segue que
rep.dimΛ = max{3, rep.dim (Dc)Λ}. Finalmente, para um Λ-módulo projetivo indecomponí-
vel P temos que P está em C se, e somente se, P está em D e portanto (Cc)Λ = (Dc)Λ o que
completa a prova de (a). O item (b) é dual. �

Corolário 5.4.16 Se Λ é uma álgebra de tipo infinito então

rep.dimΛ = max{3, rep.dim (RΛ)cΛ} = max{3, rep.dim Λ(LΛ)c}.

�

Aplicando esse último corolário a álgebra B = (RΛ)cΛ temos que

rep.dimΛ = max{3, rep.dim B(LB)c}

e concluímos que a dimensão de representação da álgebra Λ depende de uma subcategoria
de (RΛ)cΛ e de Λ(LΛ)c .

5.5 Dimensão de representação das álgebras laura e ada

Como aplicação dos resultados sobre dimensão de representação apresentados, faremos
uma prova curta para o resultado de [APT06](4.1) que diz que se Λ é uma álgebra laura
então rep.dimΛ ≤ 3. A seguir também provamos que o mesmo resultado é válido para as
álgebras ada.
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Dimensão de representação das álgebras laura

Lembremos que uma álgebra de Artin é dita laura se LΛ ∪ RΛ é cofinita em indΛ e
que é dita laura estrita se for laura mas não quase inclinada. Se Λ é uma álgebra laura
estrita, por [ACT04](4.4), temos que Λ é suportada à direita e à esquerda, isto é, addLΛ é
contravariantemente finita e addRΛ é covariantemente finita.

Corolário 5.5.1 Se Λ é uma álgebra laura então rep.dimΛ ≤ 3.

Prova. Se Λ é quase inclinada, o resultado segue de [Opp10], então podemos assumir que Λ

é laura estrita. Como Λ é suportada à esquerda, ou seja, addLΛ é contravariantemente finita
e por [ACT04](5.1) temos que (LΛ)Λ é uma álgebra inclinada então rep.dim (LΛ)Λ ≤ 3.

Pelo Corolário 5.4.2, como (LΛ,B,RΛ\LΛ) é uma trisecção de indΛ onde B = (LΛ∪RΛ)c

é finita então add(RΛ \LΛ) é covariantemente finita. Suponha que Λ é de tipo infinito então,
pelo Teorema 5.4.7, temos que rep.dimΛ = max{3, rep.dim (LΛ)Λ} = 3. �

Dimensão de representação das álgebras ada

Teorema 5.5.2 Seja Λ uma álgebra de Artin de tipo infinito.

• Se Λ está em add(LΛ ∪RΛ) então rep.dimΛ = max{3, rep.dim (LΛ)Λ}.

• Se DΛ está em add(LΛ ∪RΛ) então rep.dimΛ = max{3, rep.dim Λ(RΛ)}.

Prova. Suporemos que Λ está em add(LΛ ∪RΛ). O outro caso se prova de forma análoga.
Consideremos C = RΛ \ LΛ.
Pela Proposição 5.4.15, temos que rep.dimΛ = max{3, rep.dim (Cc)Λ}. Pela hipótese, te-

mos que cada projetivo indecomponível está em LΛ ∪RΛ, logo (Cc)Λ = (LΛ)Λ. �

Corolário 5.5.3 Se Λ é uma álgebra ada então rep.dimΛ ≤ 3.

Prova.
Do teorema anterior segue que rep.dimΛ = max{3, rep.dim (LΛ)Λ}. Por [ACLV12] (4.1)

a álgebra (LΛ)Λ é produto de álgebras inclinadas, então rep.dim (LΛ)Λ ≤ 3 e portanto
rep.dimΛ = 3. �

5.6 Aplicações ao produto fibrado orientado

Lembremos das subcategorias A, B e C definidas em 4.2 para um produto fibrado orien-
tado.

A = PredDA′, C = SuccC ′ e B = indR \ (A ∪ C).

Como aplicação do Teorema 5.3.2 e da Proposição 5.4.15 temos a seguinte proposição.
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Proposição 5.6.1 Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B com B uma
álgebra hereditária. Se indA é fechada para predecessores ou indC é fechada para sucessores,
então

rep.dimR ≤ max{rep.dimA, rep.dimC}.

Prova. Suponhamos que indC é fechada para sucessores. Do Corolário 4.2.3, temos que
indR = A ∪ indC e, portanto, A \ indC é fechada para predecessores. Podemos considerar
a seguinte trisecção (A \ indC, ∅, indC) para indR. Pelo Teorema 5.3.2 (a), rep.dimR ≤
max{rep.dim(A\indC)R, rep.dimC}, pois RindC = C. Além disso, da Proposição 3.2.9 segue
que P (x) ∈ A \ indC se, e somente se, P (x) ∈ (indA \ indB) ∩ A e, portanto, temos que

(A\indC)R =(A\indC) A.
Como indC é fechada para sucessores em indR, segue que indB é fechada para su-

cessores em indA. Como IA(i) = IB(i) para cada i ∈ (QB)0 segue que, diAM = diBM

para M ∈ indB. Como B é hereditária, segue que indB ⊆ RA. Pela Proposição 5.4.15,
temos que rep.dimA = max{3, rep.dim (indB)cA}. Mas, (indB)cA = (A\indC)A e, portanto,
rep.dim(A\indC)R = rep.dim(A\indC)A ≤ rep.dimA.

Portanto, rep.dimR ≤ max{rep.dimA, rep.dimC}.
Se supormos indA fechada para predecessores, o resultado segue, por dualidades. �

Corolário 5.6.2 Seja R o produto fibrado Nakayama orientado de A→ B e C → B. Então

rep.dimR ≤ max{rep.dimA, rep.dimC}.

Prova. Do Corolário 4.3.4, temos que indC é fechada para sucessores. Além disso, pela De-
finição 3.3.2 temos que B é hereditária. O resultado segue da proposição anterior. �

Exemplo 5.6.3 Seja R a álgebra dada pela aljava
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com as mesmas relações de R.
Como A é hereditária de tipo infinito então rep.dimA = 3. A álgebra C é a mesma daquela

do Exemplo 5.3.1 e então rep.dimC = 3. Pelo último corolário segue que rep.dimR = 3.

Lema 5.6.4 Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B. Então, A = (C)cR e
C = R(A)c.

Prova. Da definição de A, B e C temos que (C)c = B ∪ (A \ C) e, da Proposição 4.2.2,
segue que (C)c ⊆ indA. Portanto, se P (x) ∈ (C)c então P (x) ∈ indA e portanto x ∈ (QA)0.
Por outro lado, se x ∈ (QA)0, pelo Lema 3.2.9, P (x) = PA(x) ∈ indA. Se P (x) ∈ C então
existem y ∈ (QC)0 \ (QB)0 e um caminho de P (y) para P (x). Isso implica na existência de
um caminho de x para y na aljava QR, o que é uma contradição com a orientação de QR

dada pela Definição 3.2.1. Logo, P (x) ∈ (C)c e portanto A = (C)cR.
A outra igualdade se mostra de forma análoga. �

Proposição 5.6.5 Seja R o produto fibrado orientado de A → B e C → B com A e C
disjuntas.

(a) Se C é hereditária então rep.dimR ≤ max{3, rep.dimA}.

(b) Se A é hereditária então rep.dimR ≤ max{3, rep.dimC}.

Prova. Se R é de tipo finito não há o que fazer. Suponha que R é de tipo infinito. Se C é
hereditária então diM = diCM ≤ 1 para todo M em C \ A, que é fechada para sucessores.
Logo, (C \A) ⊆ RR. Pela Proposição 5.4.15 segue que rep.dimR ≤ max{3, rep.dim (C\A)cR}.
Como A e C são disjuntas então C \ A = C e, pelo lema anterior, (C\A)cR = A concluíndo o
item (a). A prova de (b) é análoga. �
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Apêndice A

Exemplo

Segue um esquema da aljava de Auslander-Reiten da álgebra que aparece nos exemplos
5.3.1, 5.3.3 e 5.4.11, para facilitar a visualização desses exemplos. A álgebra é dada pela
aljava
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~~~~~~~
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αoo 3

β1oo

β2

oo 6
δ
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com as relações βiα = γβi = δβi = εγ = λδ = 0.
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