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Resumo

WAGNER, H. Produto fibrado orientado de algebras e dimensao de representagao.
Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2012.

Dados dois epimorfismos de algebras f: A — B e g:C — B, o produto fibrado é a sub-
algebra R de A x C definida por {(a,c) € A x C'| f(a) = g(c)}. Para algebras bésicas de
dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado k, que podem ser determinadas por
aljavas com relagoes, a aljava ordinéaria do produto fibrado R pode ser determinada pelas
respectivas aljavas de A e C. Estudamos essencialmente um tipo especial de produto fibrado,
no qual a aljava ordinéria tem uma certa orientacao, o chamado produto fibrado orientado.
Definimos ainda, o produto fibrado Dynkin orientado no qual a aljava da algebra B é de tipo
Dynkin com um tnico pogo. Para esses casos, estudamos caracteristicas do produto fibrado
R a partir de informacoes de A e de C', tais como as aljavas de Auslander-Reiten, classes de
algebras (hereditdria, shod, inclinada, etc) e, em especial, a dimensao de representa¢ao. Para
a dimensao de representacao, além do estudo para produtos fibrados orientados, mostramos
que se pudermos dividir a categoria de modulos indecomponiveis de uma &algebra de Artin
em pedagos com certas propriedades, entao ¢ possivel estimar a dimensao de representagao
da algebra através do célculo dessa invariante de algebras associadas a cada um desses pe-
dacos. Essa técnica nos permitiu calcular a dimensao de representacao das élgebras ada, por

exemplo.

Palavras-chave: produto fibrado, dimensao de representacao, propriedades homologicas.
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Abstract

WAGNER, H. Oriented pullback of algebras and representation dimension. Tese
(Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2012.

Given two epimorphisms of algebras f: A — B and ¢g:C' — B, the pullback R is the
subalgebra of A x C' defined by {(a,c) € A x C| f(a) = g(c)}. For finite dimensional basic
k-algebras (where k is an algebraically closed field), which can be determined by bounded
quivers, the ordinary quiver of the pullback R can be determined by those of A, B and C.
We study a more specific case, the oriented pullback, where the quiver has a certain orienta-
tion. We also define the Dynkin oriented pullback, whose main feature is the ordinary quiver
of B being a Dynkin with a single sink. For these cases, we studied the characteristics of
the pullback R from information of A and C, such as the Auslander-Reiten quivers, class
of algebras (hereditary, shod, tilted, etc) and especially the representation dimension. For
representation dimension, in addition to the study for oriented pullbacks, we show that if
we divide the category of indecomposable modules into pieces with certain characteristics,
we can calculate the representation dimension of this algebra by calculating this invariant of
algebras associated to each piece. This technique allowed us to calculate the representation

dimension of the ada algebras, for instance.

Keywords: pullback, representation dimension, homologic properties.
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Introducao

As pesquisas em representacoes de algebras de Artin centralizam-se no estudo e classifica-
¢ao das algebras a partir da anélise aprofundada das suas respectivas categoria de modulos.
Para tanto, diversas metodologias tem sido desenvolvidas nos ultimos 30 anos. Mencionamos
particularmente as teorias de Auslander-Reiten e de inclinagao.

Uma estratégia bem sucedida é a de transferir informacoes de uma classe de algebras a
outras a partir de certas condi¢oes. Um exemplo é o processo inclinante com o qual é possivel
passar informagoes da bem estudada classe de algebras hereditarias para uma classe maior
de algebras chamadas &lgebras inclinadas [HR82]. Nesse caso, os focos principais sao nao
sO as propriedades homologicas, como dimensao projetiva, injetiva e global, mas também
a chamada Teoria de Auslander-Reiten. Tendo isso como base, surgem de forma natural
outras classes de algebras como quase inclinadas [HRS96]|, shod [CL99|, fracamente shod
[CLO03|, laura [AC03], etc.

Neste trabalho, o interesse foi um outro tipo de construgao, o chamado produto fibrado.
Dados dois epimorfismos f: A — B e g:C — B com A, B e C algebras podemos construir
uma nova algebra R dada por {(a,c) € A x C'| f(a) = g(c)}. Esta algebra é chamada de
produto fibrado do par (f,g).

O produto fibrado de anéis e de algebras tem sido estudado a partir de varios pontos de
vista [FV85, IPTZ87, Lev08, Mil71, Wis85| mas poucos trabalhos envolvem técnicas recentes
da teoria de representacoes de algebras.

A ideia inicial é o estudo do produto fibrado de algebras dadas por quivers com relagoes
como aparece por exemplo em [[PTZ87| e [Lev08]. Nestes trabalhos ha, por exemplo, uma
descricao, sob certas condigoes, das aljavas ordinaria e de Auslander-Reiten de R a partir das
respectivas aljavas de A, B e C'. Nesses dois trabalhos sao estudados produtos fibrados tais
que, dentre outras caracteristicas, a aljava ordinéria da algebra B é de tipo A,, linearmente
orientada, que €, em particular, uma &lgebra de Nakayama e da nome ao produto fibrado
estudado em [Lev08|, o chamado produto fibrado Nakayama orientado.

Uma pergunta natural é se é possivel determinar a qual classe de algebras o produto
fibrado R pertence conhecendo-se as classes das édlgebras A, B e C. Como exemplo, podemos
citar um resultado nesta dire¢ao devido a Lévesque, [Lev08|(2.4.7), que diz que para um
produto fibrado Nakayama orientado R de A — B e C' — B, se A e C sao élgebras
hereditarias entao R é uma algebra inclinada. Chegamos a uma generalizacao desse resultado,

para um produto fibrado orientado com certas propriedades (Teorema 4.4.4).
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Nesse trabalho, definimos também um produto fibrado, chamado produto fibrado Dynkin
orientado, que engloba os conceitos de Nakayama orientado e o definido em [[PTZ87], dito

com condi¢oes x. Para esse produto fibrado, mostramos o seguinte resultado que generaliza
[IPTZ87|(3.5).

Teorema 1. Se R ¢ o produto fibrado Dynkin orientado de A — B e C'— B entdo indR =
indA U indC.

Em [[PTZ87]|(3.5), o produto fibrado estudado tem como principal caracteristica que a
algebra B é de tipo A,, linearmente orientada, enquanto que no caso mais geral de um produto
fibrado Dynkin orientado, a algebra B é de tipo Dynkin com um tnico pogo. Para chegarmos

ao Teorema 1 precisamos da seguinte relacao entre uma aljava desse tipo e moédulos injetivos.

Teorema 2. Seja (Q uma aljava de tipo Dynkin com um unico pogo.
Se M = ((Vi)iego, (fa)acq,) € uma Q-representagio com f, sobrejetora para todo o em Qq,

entao M € a representacao de um mdodulo injetivo.

Para o produto fibrado Nakayama orientado, Lévesque mostrou também que a aljava de
Auslander-Reiten de R pode ser determinada a partir das aljavas de Auslander-Reiten de A,
B e C, mais especificamente, I'g é a soma amalgamada das inclusées I'g - Ty e I'p — T'¢.
Nesse caso, a categoria de moédulos indecomponiveis ind R possui uma boa divisao a partir
de indA4, indB e indC'. Na verdade, temos para ind R uma trisec¢ao (|[AACT11]) da seguinte
forma: (indA \ indB,ind B, indC'\ indB). Ao contrario do que esperavamos, esses resultados
nao sao verdadeiros para o produto fibrado Dynkin orientado (Ver Exemplo 4.3.2).

Com o intuito de generalizar alguns dos resultados de [[PTZ87|, [Lev04] e [Lev08], passa-
mos a estudar o produto fibrado orientado de A — B e C' — B. Nesse estudo, encontramos
subcategorias especiais A e C em indR definidas, respectivamente, como sendo os predeces-
sores de certos A-modulos injetivos e os sucessores de certos C-modulos projetivos. Essas
subcategorias determinam algumas trisec¢oes de indR. A partir do estudo dessas subcate-

gorias, chegamos a diversos resultados. Por exemplo, o seguinte teorema.

Teorema 3. Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B e suponha que A
e C sao disjuntas. Entao, existem ¥, uma subaljava plena de ' 4, X g uma subaljava plena
de I'g e X¢ uma subaljava plena de I'c tais que I'r € a soma amalgamada > 4 HEB Yo das

mnclusoes Xg — 24 € Xg — 2c.

Denotamos por L e Ry, respectivamente, a parte esquerda e a parte direita da categoria
de modulos como em [HRS96]. Se A ¢ uma algebra de dimensao finita de tipo ada ([ACLV12]),
ou seja, uma algebra tal que todos os projetivos e injetivos indecomponiveis estao em LyURy,
entao A pode ser vista como um produto fibrado orientado das dlgebras suportes, definidas

como em [Ass09]|, determinadas por Ry e Lj.



0.0 SUMARIO 3

Também estudamos as relagoes entre as partes direita e esquerda das categorias indR,
indA e indC' e, em relagao a algumas classes de algebras, que podem ser determinadas por

essas subcategorias, chegamos ao seguinte enunciado, para um certo tipo de produto fibrado.

Proposicao 4. Seja R ¢ o produto fibrado orientado de A — B e C' — B. Suponhamos que

B e ANC sejam subcategorias finitas.

(a) Se A é uma colagem a direita e C' € de tipo finito entdo R é também uma colagem a

direita.

(b) Se C € uma colagem a esquerda e A € de tipo finito entao R € também uma colagem a

esquerda.

(c) Se A é uma colagem a direita e C' € uma colagem a esquerda entio R € laura.

Um outro assunto estudado foi a dimensao de representa¢ao do produto fibrado. A di-
mensao de representacao de uma élgebra de Artin foi introduzida por Auslander em [AusT71].
Ele acreditava que essa invariante poderia dar uma medida de quao longe esta uma algebra
de ser de tipo finito. Lembremos que uma algebra é dita de tipo finito quando possui ape-
nas um namero finito de classes de isomorfismos de modulos indecomponiveis. Auslander
mostrou que uma algebra A nao semisimples é de tipo finito se, e somente se, a dimensao
de representacao rep.dimA é 2. Iyama [Iya03] provou que a dimensao de representacao é
sempre finita e Rouquier [Rou06| construiu exemplos de éalgebras com rep.dimA = r para
todo r > 1.

Igusa e Todorov deram, em |[IT05], uma conexao interessante com a conjectura finitistica.
Eles provaram que, se A tem dimensao de representacdo no méximo 3 entao a dimensao
finitistica de A é finita, isto ¢, o sup{dpM | dpM < oo} é finito.

Ja conhecemos que a dimensao de representacao é no maximo trés para diversas classes
de algebras: hereditaria [Aus71], inclinada e laura [APT06], colagens a direita e a esquerda
[CP04], quase inclinada [Oppl0|, entre outras. Podemos citar [Rin08| para uma breve des-
cricao do estado atual da pesquisa de dimensao de representacao.

Com a tentativa de calcular a dimensao de representacao do produto fibrado orientado
R a partir das dimensoes de representacao das algebras A e C notou-se a importancia de,
no caso Nakayama orientado, a categoria dos modulos indecomponiveis ind R possuir uma
trisec¢do bem determinada pelas categorias indA, indB e indC. Com isso em mente inicia-
mos o estudo de dimensao de representacao de uma &algebra de Artin, ndo necessariamente
um produto fibrado, cuja categoria dos médulos indecomponiveis possui uma trisec¢ao com
certas condi¢oes. Como resultado conseguimos dois dos principais teoremas desse trabalho.

Para definicao de subcategorias covariantemente finita e contravariantemente finita sugeri-

mos [AS80].
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Teorema 5. Seja A uma dlgebra de Artin de tipo infinito e (A, B,C) uma trisec¢io de indA

com B finita. Se C C Ry e addC € covariantemente finita entao

rep.dimA = max{3, rep.dim 4A}.

Teorema 6. Seja A uma dlgebra de Artin com (A, B,C) uma trisec¢ao de indA. Se (AU

indA¢)¢ € finita e indA¢ € fechada para sucessores Entao,

rep.dimA < max{rep.dim 4A, rep.dimAc}.

Como principal aplicacao desses resultados conseguimos mostrar que a dimensao de re-
presentacao de algebras do tipo ada é no méaximo 3 (Teorema 5.5.3). E, é claro, para alguns
tipos de produto fibrado orientado R, dos epimorfismos A — B e C' — B, provamos que

rep.dimR nao ultrapassa as dimensoes de representacao das algebras A e C.

Organizacao do Trabalho

O primeiro capitulo, chamado de Preliminares, traz um apanhado de defini¢oes e notacoes
comuns em Teoria de Representagoes de dlgebras de Artin e, em particular, de algebras de
dimensao finita sobre um corpo, tais como aljavas, representacoés de modulos e aljavas
de Auslander-Reiten. Além disso, como um dos objetivos do trabalho é relacionar classes
de algebras em um produto fibrado, esse capitulo ainda contém uma secao com as classes
de &lgebras citadas no decorrer do trabalho, listando as defini¢oes e alguns resultados que
sao uteis nos demais capitulos. Ainda nesse capitulo, h4 uma secdo que destaca algumas
subcategorias especiais da categoria de médulos indecomponiveis de uma algebra de Artin,
tais como as partes direita e esquerda da categoria de modulos, que sao tteis na caracterizacao
das classes utilizadas.

O Capitulo 2 é dedicado ao Teorema 2, onde incluimos uma lista de todas as aljavas de
tipo Dynkin com um tnico poco.

O terceiro e o quarto capitulos sao dedicados ao Produto fibrado de algebras de dimensao
finita sobre um corpo algebricamente fechado. Comegamos o Capitulo 3 com propriedades
gerais e, em seguida, tratamos do caso de nosso interesse que é quando as algebras podem
ser determinadas por aljavas com relagoes. Nesse caso, a aljava ordinéria do produto fibrado
fica bem determinada a partir das aljavas ordinarias das outras algebras envolvidas. A partir
da Sec¢ao 3.2, damos inicio ao estudo do produto fibrado orientado R de morfismos A — B
e C — B, para o qual os médulos projetivos e injetivos sobre R sao modulos projetivos
e injetivos de A e de C' e, com isso, temos uma boa relagao entre as dimensoes projetiva,
injetiva e global dessas algebras. Mostramos que, para esse tipo de produto fibrado, todo

R-mo6dulo pode ser visto como um produto fibrado de um A-moédulo com um C-modulo.
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Um caso particular de produto fibrado orientado é o produto fibrado Dynkin orientado que
definimos na Seg¢ao 3.3.1, e na qual mostramos o Teorema 1.

No Capitulo 4 ainda tratamos do produto fibrado orientado, mas agora estudando suas
propriedades através de subcategorias A e C de indR definidas, respectivamente, como sendo
os predecessores de certos A-modulos injetivos e os sucessores de certos C-modulos projetivos.
Na primeira se¢ao, mostramos que a partir de um certo tipo de trisec¢ao da categoria de
modulos de uma certa algebra A é possivel definir epimorfismos de dlgebras A — Be C' — B
tais que A é o produto fibrado orientado desses morfismos. Em particular, uma algebra ada
pode ser vista como um produto fibrado orientado de algebras associadas as partes direita
e esquerda da categoria de modulos. Ainda, com o estudo das categorias A e C, mostramos,
na Secao 4.3, o Teorema 3. Na Secao 4.4, mostramos uma relagao entre as partes direita e
esquerda das algebras envolvidas no produto fibrado orientado e, a partir disso, chegamos
a Proposicao 4. Ainda nessa se¢ao, chegamos a uma generalizacao de [Lev08](2.4.7) que diz
que o produto fibrado é uma &lgebra inclinada quando A e C sao hereditarias.

No quinto e dltimo capitulo desse trabalho, que é dedicado ao estudo de dimensao de re-
presentacao, as algebras consideradas sao algebras de Artin. Comegamos com a definigao de
resolucao de aproximacao que nés da uma técnica para calcular a dimensao de representagao
de uma algebra de Artin. As sec¢oes 5.3 e 5.4, dedicam-se a mostrar que se pudermos dividir
a categoria de modulos em pedacgos com certas propriedades é possivel obter a dimensao de
representacao da algebra a partir do célculo dessa invariante em algebras menores associ-
adas a esses pedagos. Com isso, chegamos aos Teoremas 5 e 6. Como consequéncia desses
resultados, na Secao 5.5, damos uma nova demonstracao de que a dimesao de representagao
de uma algebra laura é no maximo 3 e mostramos que, para as algebras ada, a dimensao
de representacao também é no méximo 3. Na tultima seg¢ao desse capitulo, apresentamos
algumas aplicagoes dos resultados sobre dimensao de representacao aos produtos fibrados
estudados nos primeiros capitulos.

Finalmente, incluimos no Apéndice A um esquema da aljava de Auslander-Reiten da

algebra que aparece nos exemplos 5.3.1, 5.3.3 e 5.4.11.
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Capitulo 1

Preliminares

Nesse trabalho trataremos de algebras de Artin, basicas e conexas e em muitos casos nos
restringiremos as algebras de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado. Esse
primeiro capitulo seré dedicado a algumas defini¢oes e alguns resultados que serao livremente
utilizados no decorrer do trabalho. Para mais detalhes sobre Representagoes de algebras de
Artin sugerimos, por exemplo, [Ass97, ARS95, ASS06, Coe92].

Em todo o texto, caso nao se faca mencao contraria, as algebras consideradas sao asso-
ciativas e com unidade e os moédulos sao finitamente gerados a direita.

Lembremos que uma k-algebra A é dita uma algebra de Artin se £ for um anel artiniano
e A for um k-moédulo finitamente gerado. Para uma élgebra de Artin A, bésica e conexa,
consideremos {ey, s, ..., €, } um sistema completo de idempotentes ortogonais e primitivos e,
neste caso, a unidade de A é 1y = Y"" e,

Denotaremos por P(i), I(i) e S(i) o projetivo, o injetivo e o simples associados ao idem-
potente e;, respectivamente.

Para uma &lgebra de Artin A denotaremos por modA a categoria cujos objetos sd@o os
A-modulos finitamente gerados e por indA a subcategoria plena de modA cujos objetos sao
um representante de cada classe de isomorfismo dos A-moédulos indecomponiveis. Dizemos
que a algebra A é de tipo (de representagao) finito se a categoria indA é finita. Caso
contrério, A é dita de tipo infinito. Dada uma categoria C escreveremos muitas vezes M € C
para dizer que M é um objeto da categoria C.

Seja A uma k-algebra de Artin, denotamos por D a dualidade de modA em modA°P,
dada por DM = Homy (M, k).

1.1 Aljavas e Representacoes

Uma aljava é uma quadrupla (Qg, Q1, s,e) onde Qo e (1 sdo conjuntos e s,e: Q1 — Q
sao fungoes. Os elementos de (g sao chamados de vértices de () e os elementos de
sao chamados de flechas de ). Dada uma flecha « em ), chamamos o elemento s(a) de
vértice inicial de a e o elemento e(«) de vértice final de o. Uma aljava @ ¢é dita finita
se os conjuntos (g e )1 sao finitos.

Podemos representar uma aljava por um diagrama como no exemplo a seguir.
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5
e ~ 2
Exemplo 1.1.1 O diagrama 3 7>§ — representa uma aljava onde Qo = {1,2,3},

Qr={a, 57,0}, s(a) =s(B) = 1, s(7) = e(a) = e(f) =2 e s(6) = e(9) = e(7) = 3.

Uma subaljava de Q é uma aljava (Qo, Q1, 3, €) de forma que Qy C Qo, Q1 C Q1
5 = s]Ql ee= e\Ql. Uma subaljava é dita plena se a flecha a = b de Q; estiver em Q
sempre que a,b € Q.

Um caminho w em ) de comprimento n > 0 é uma sequéncia de flechas w = a; - - - ay,,
tal que e(a;) = s(;11) para 1 < i < n. Por conven¢ao, um caminho de comprimento zero (ou
caminho trivial) é um caminho sem flechas associado a um vértice a € @)y, que denotamos
por e,. Para um caminho nao trivial w = a4 -- -, definimos o vértice inicial de w por
s(w) := s(aq) e o vértice final de w por e(w) := e(a,,). Para um caminho trivial e, definimos
s(eq) = e(e,) = a. Um caminho w de comprimento n > 1 ¢ dito um ciclo orientado quando
s(w) = e(w). Uma subaljava Q ¢é dita convexa se dado um caminho w = a; - - -, em Q tal
que s(w) e e(w) estdo em Q) entdo cada s(a;) e cada e(q;) também estdo em Q.

Para cada flecha a:a — b, associamos um inverso formal a~':b — a com s(a™') = e(a) e
e(a™!) = s(a). Um passeio de comprimento n > 1 de a € Qy para b € @)y ¢ uma sequéncia
v =of'af?-ag com e € {—1,1}, s(af') = a, e(afr) = b e e(a’) = s(o}) para cada
1< <n.

Dado um vértice a € )y, a subaljava plena ), de ) formada pelos vértices b € )y tais
que existe um passeio de a para b é chamada de componente conexa de () contendo a.
Quando Q) = @), para algum a dizemos que a aljava () é conexa.

Dadas duas aljavas (Qq, @1, s, €) e (@, @), s, ¢') um morfismo de aljavas ¢ uma fungao

O: QUG — QpUQ, com ©(Qp) C Qe P(Qr) C Q) tal que Pos =50 e Poe=¢"0d.

Algebras de caminhos

Para essa secao, e sempre que nos referirmos a algebras de caminhos, k£ denotara um
corpo algebricamente fechado.

Consideremos () uma aljava finita e seja kQ) o k-espago vetorial cuja base é o conjunto
de todos os caminhos de (). Definimos em k() o seguinte produto: dados v e ¢ caminhos de

Q, entao

o sce(y) # s(0), 70 = 0;

o, se 7 = e, para algum a € Qg
e see(y)=s(0),y-0= { v, se o0 = e, para algum a € Qg

QBB se Y=arane o= f

Estendendo esse produto por linearidade aos elementos de k(@) temos que k() é uma k-algebra,

a qual chamamos de algebra de caminhos de ().



1.1 ALJAVAS E REPRESENTACOES 9

4
7N\
Exemplo 1.1.2 Seja QQ a aljava 1 3.

N

A base de kQ como k-espago vetorial € {ey, es, e3,eq4, 0, 8,7,0, 3,70} e portanto a dimensao
de kQ ¢ dimpkQ = 10. Quanto a multiplicagao, teremos, por exemplo, a- 3 = af3, a-d = 0,
es-0 =190, etc.

Denotaremos por Jg o ideal de k() gerado pelas flechas de Q).

Proposicao 1.1.3 Sejam Q uma aljava finita com Qo = {1,...,n}, kQ sua dlgebra de ca-

minhos e e; o caminho trivial associado ao vértice i € Q). Entao:
1. kQ € uma dlgebra associativa.

2. o conjunto {e;}icq, € um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos de
kQ. Em particular, kQ tem identidade 1 = e1 + --- + e,.

3. kQ é uma dlgebra bdsica e kQ = e1(kQ) @ -+ @ e,(kQ) € a decomposi¢ao de kQ em

modulos indecomponiveis.
4. k@ tem dimensao finita se, e somente se, () nao possui ciclos orientados.
5. kQ € uma dlgebra conexa se, e somente se, () € uma aljava conexa.

6. Jg = radk@Q se, e somente se, () nao possui ciclos orientados.

=

. o . J
o numero de flechas de i para j € igual ao nimero dimy, (ei <J_§) ej>. U
Um ideal Z de kQ) é dito admissivel se existir n > 2 tal que Jg CcCIcC J%.
Uma relagao p em () é uma combinagao linear de caminhos de comprimento pelo menos
dois, todos com os mesmos vértices iniciais e finais.

Um ideal admissivel Z sempre possui um conjunto finito de geradores formado por rela-

¢oes. Por isso, chamamos o par ((Q),Z) de aljava com relagGes.

Proposicao 1.1.4 Sejam QQ uma aljava finita, Z um ideal admissivel de kQ) e % a dlgebra

quociente. Entao:
1. % tem dimensao finita sobre k.

2. o congunto {e; +L}icq, € um sistema completo de idempotentes ortogonais primitivos
de 22
7

3. % € uma dlgebra bdsica.
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4. % ¢ uma dlgebra conexa (ou indecompon/’ivel) se, e somente se, Q) € uma aljava

conexra.

kQ__ Jg
5. radT— T -

Teorema 1.1.5 Seja A uma k-dlgebra bdsica e de dimensao finita sobre k algebricamente
fechado. Entao existe uma aljava Q4 e um epimorfismo na : kQa — A tal que Ty :=kerny

¢ um ideal admissivel de kQ 4. Em particular, A = kIQ—AA. O

A aljava ()4 do teorema acima, que é tnica, é chamada de aljava ordinaria de A. Ja o

epimorfismo, que nao é necessariamente tnico, é chamado uma apresentacao de A.

Mébdulos e representacgoes

Sejam k£ um corpo algebricamente fechado e () uma aljava finita. Uma representagao
de @ ¢ dada por V = ((Vi)icqy, (Tw)acq, ), onde para cada i € Qo, V; é um k-espago vetorial
de dimensao finita e para cada a € )1, T, &€ uma transformacao linear de Vi) em V().

. . o' _ T N
Exemplo 1.1.6 Seja QQ a aljava 1=——2. Entao k2=——k € uma representagao de @),
B Ts

ondevlzk;Q,Vg:k,Ta:[;} eTB:[‘;]

Seja w = ajqs ... «a, um caminho nao trivial de (). Definimos a transformacao linear

T(w) : Viw) — Vew) dada pela composta T,,T,, - -- Ty, . Estendemos esta defini¢ao para
t

uma combinagao linear de caminhos w = Z)"wi’ onde s(w;) = s(w;) e e(w;) = e(w;),
i=1

t
Vi, j € {1,...,n}, fazendo T(w) = Z AT (w;).
i=1

Uma representagao de (@, 7Z) é uma representacao de () de forma que para cada relagao
w de Z tem-se T'(w) = 0.

Dadas duas representagoes V' = ((Vi)icqy, (Ta)aco:) € W = (Wi)icy, (Sa)acq,), um
morfismo ¢ : V — W é uma familia {¢; };cq, de transformacoes lineares tal que, para cada

flecha i-%j o seguinte diagrama ¢ comutativo
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ou seja, ¢; 1, = Sa¢;. A composta de dois morfismos ¢ definida coordenada a coordenada.
Definimos entéo a categoria mod(Q),Z) cujos objetos sdo as representagoes de (Q,Z) e os

morfismos sdao os descritos acima.

Teorema 1.1.7 Seja A = % onde Q) € uma aljava finita e T um ideal admissivel de kQ).
Entao as categorias mod(Q,Z) e modA sao equivalentes. O

Pelo teorema acima podemos identificar os A-modulos com representagoes de (Q,Z).
Em especial, as representacoes que correspondem aos A-moédulos simples, projetivos inde-
componiveis, injetivos indecomponiveis, radical, socle e topo podem ser calculados a partir
da aljava ordinaria @) e das relagoes (Z). Para detalhes dessas descrigoes ver, por exemplo,
[ASS06, Coe92|.

Dado um moédulo M cuja representacao € ((V;)icqo: (Ta)ac,) definimos o suporte de
M, denotado por suppM, como sendo a subaljava de () definida pelos vértices = tais que
V. é nao nulo e pelas flechas « tais que T,, é nao nula. Observe que se M é indecomponivel

entao suppM é uma aljava conexa.

1.2 Teoria de Auslander-Reiten

Dados dois médulos indecomponiveis M e N, um morfismo f: M — N é dito irredutivel
se (i) f nao é um monomorfismo que cinde e nem um epimorfismo que cinde e (ii) se f = gh
entao g ¢ um epimorfismo que cinde ou h ¢ um monomorfismo que cinde.

Para uma algebra de Artin A associamos uma aljava, que serda denotada por I'y e é
conhecida como aljava de Auslander-Reiten, cujo conjunto de vértices é formado pelos
objetos de indA e as flechas sao dadas pelos morfismos irredutiveis. Portanto, se A é uma
algebra de tipo infinito, entao a aljava I'y tem infinitos vértices e, nesse caso, pode conter

infinitas componentes conexas.

Sequéncias de Auslander-Reiten

Uma sequéncia exata curta de A-modulos que nao cinde, 0 — N ENY RN VN 0, ¢ uma

sequéncia de Auslander-Reiten se:
(i) M e N sao indecomponiveis;

(ii) dados X € modA e h: X — M um morfismo que nao seja um epimorfismo que cinde,
existe h : X — E tal que gh = h.

Podemos trocar (ii) pela condigao equivalente:

(iii) dados X € modA e h : N — X um morfismo que ndo seja um monomorfismo que
cinde, existe h : E — X tal que hf = h.
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Proposigao 1.2.1 (Existéncia e unicidade) Sejam A uma dlgebra de Artin e M e N

dois A-maodulos indecomponiveis.

1. Se M nao for projetivo, entao existe e € unica, a menos de isomorfismos, a sequéncia

de Auslander-Reiten terminando em M :

0O—-N—F—M-—0.

Neste caso, denotamos N = 7M.

2. Se N nao for injetivo, entao existe e € unica, a menos de isomorfismos, a sequéncia

de Auslander-Reiten comecando em N :

0O—N—F—M-—D0.

Neste caso, denotamos M = 77 'N.

Na verdade 7 e 77! sdo funtores conhecidos como transladados de Auslander-Reiten.

Podemos escrever uma sequéncia de Auslander-Reiten da seguinte forma

0NL@PE S M0
=1

f1 fi1

com cada F; indecomponivel, f = | : | onde f; = : N > Eleg= [ g1 Gn }
fn fiti

onde g; : [ g1 Gt ] : Ef’ — M. Nesse caso, cada f;; e cada g;; ¢ um morfismo irredutivel.

Se M é um A-moédulo indecomponivel e nao projetivo, entao o nimero de flechas que
saem de [TM] é igual ao namero de flechas que chegam em [M]. Por outro lado, se M é um
A-mo6dulo indecomponivel e nao injetivo entao o niamero de flechas que saem de [M] é igual

ao numero de flechas que chegam em [77!M].

Na aljava de Auslander-Reiten tal sequéncia corresponderia a um diagrama da forma:

[E1]
AN

- [M]

g’ﬂtn
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Exemplo 1.2.2 Sejam k um corpo algebricamente fechado, Q) a aljava 12585 eT o

~ : : kQ , .
ideal de kQ gerado por Ba. A aljava de Auslander-Reiten de == tem a sequinte forma:

1.3 Subcategorias especiais

Por todo o trabalho utilizaremos algumas subcategorias de modA e de indA. Essa secao
trata de fixar notagoes e algumas propriedades de tais categorias.

Seja C uma subcategoria de modA. Denotamos por addC a subcategoria plena de modA
cujos objetos sao somas diretas de somandos diretos que estdao em C. Para um A-moédulo
M denotaremos add{M} por addM. Denotamos por GenM a subcategoria de modA cujos
objetos sao os modulos X tais que existe um epimorfismo My — X com M, em addM.
Dualmente, denotamos por CogenM a subcategoria de modA cujos objetos sao os modulos
X tais que existe um monomorfismo X — My com My em addM. Observe que GenA =
modA = CogenDA.

Dados dois A-modulos indecomponiveis M e N, um caminho de M para N, denotado

por M ~~ N, é uma sequéncia de morfismos nao nulos
M=Xy—>X1—> - —=>X,1>X,=N

onde t > 1 e cada X; estd em indA. Neste caso, dizemos que M é um predecessor de N
e que N é um sucessor de M. Dado M em modA denotamos por PredM a subcategoria
plena de indA cujos objetos sao os predecessores de algum somando indecomponivel de M.
Dualmente, definimos SuccM para os sucessores dos somandos de M. Uma subcategoria C
de indA é dita fechada para predecessores se, sempre que existir um caminho M ~» N
com M em C entao N também esta em C. Dualmente, C é dita fechada para sucessores

se, sempre que existir um caminho de M para N com N em C entao M também esté em C.

Partes direita e esquerda

Denotemos por dpM a dimensao projetiva do moédulo M e por diM a dimensao injetiva
de M.
As partes direita e esquerda da categoria de modulos de uma algebra A sao definidas

como as subcategorias plenas de indA dadas, respectivamente, por



14 PRELIMINARES 1.4

Ra ={M € indA | diN < 1 para cada sucessor N de M}

Ly ={M € indA | dpN < 1 para cada predecessor N de M }.

E facil ver que a parte direita R, é fechada para sucessores e que a parte esquerda £ é

fechada para predecessores.

1.4 Algumas classes de algebras

Algumas classes de dlgebras serao constantemente citadas nesse trabalho, por isso faremos
aqui um pequeno apanhado de suas defini¢oes contemplando algumas equivaléncias e alguns
resultados. Note que elas podem ser caracterizadas através de propriedades das partes direita
e esquerda da categoria de modulos. Para mais informagoes sobre algumas das algebras aqui
citadas sugerimos [ACL*05].

Algebras hereditarias

Uma algebra de Artin A é dita hereditaria quando todo ideal de A é um A-mdédulo
projetivo. O teorema a seguir nos d& outras formas equivalentes para essa definicao. Para
mais detalhes ver, por exemplo, [ASS06] (VIL.1).

Teorema 1.4.1 Para uma dlgebra de artin A sdo equivalentes:
1. A € uma dlgebra hereditdria.
2. A dimensao global de A, dim.glA, é no mdximo 1.
3. Todo submddulo de uma A-maodulo projetivo € projetivo.

4. Todo quociente de um A-mddulo injetivo € injetivo.

Como a dimensao global de uma algebra hereditaria é no maximo 1, é facil ver também
que uma algebra A é hereditaria se, e somente se, a categoria dos médulos indecomponiveis
indA coincide com a parte esquerda Ly, ou equivalentemente, com a parte direita R 4.

No caso de algebras de dimensao finita sobre um corpo k algebricamente fechado, as
algebras hereditarias A s@o aquelas tais que o ideal admissivel I com A = kQ/I é nulo, ou

seja, sao justamente as algebras de caminho da forma k(@) onde () é uma aljava sem ciclos.
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Algebras inclinadas

Para teoria de inclinagao sugerimos [HR82|, [Ass90] e [ACPV08].

Lembremos que um A-modulo 7' é dito inclinante se ele satisfaz as trés condigoes se-
guintes: (i) a dimensdo projetiva de T é no méximo 1; (ii) Ext'(7,T) = 0 e (iii) o ntmero
de somandos indecomponiveis de T é igual ao niimero de A-mo6dulos simples. Se H é uma
algebra hereditaria e 7' ¢ um H-modulo inclinante entao a élgebra EndyT é chamada de
algebra inclinada. Equivalentemente, A é inclinada se existir um moédulo inclinante 7' tal

que a algebra de endomorfismos End,7T" é hereditaria.
Algebras quase inclinadas

Em [HRS96|, Happel-Reiten-Smalg, generalizaram a nogao de élgebra inclinada, defi-
nindo as quase inclinadas. A defini¢ao original era outra mas elas podem ser caracterizadas
da seguinte maneira. Uma &lgebra A é quase inclinada se (i) a dimensao global é no ma-
ximo 2 e (ii) para cada A-mddulo M tem-se que a dimensao projetiva de M é no méaximo 1
ou a dimensao injetiva é no maximo 1.

E bem conhecido que uma algebra inclinada satisfaz essas duas condicdes e portanto,
como o nome sugere, a classe das algebras quase inclinadas contém a classe das inclinadas.

Para uma algebra quase inclinada tem-se a seguinte triseccao na categoria de modulos

indecomponiveis:

(LA\NRA, LANRA, RAN\ L)

ou seja,

HomA(ﬁA NRa, L \RA) =0, HOIDA('RA\ﬁA, L ﬂ'RA) =0e HOIDA('RA\EA, L \RA) =0.
Além disso, A é quase inclinada se, e somente se, a parte esquerda £, contém todos os

A-modulos projetivos indecomponiveis.

Um resultado que nos sera ttil é o seguinte.

Teorema 1.4.2 ( [HRS96] (II. 3.4)) Para uma dlgebra quase inclinada A sao equivalen-

tes:
1. A € uma dlgebra inclinada.
2. Ra contém um A-maodulo projetivo.

3. Lp contém um A-maodulo injetivo.

Algebras shod

Em [CL99|, Coelho-Lanzilotta introduziram o conceito de algebras shod, que engloba a

classe das algebras quase inclinadas.
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Uma algebra A é dita shod se cada A-mo6dulo indecomponivel M tem dimensao projetiva
no maximo 1 ou dimensao injetiva no maximo 1. Equivalentemente, a algebra A é shod se
indA = L, URA,.

Temos entao, que uma algebra quase inclinada é uma algebra shod com dimensao global

2. Uma algebra shod que nao é quase inclinada é chamada de shod estrita.
Algebras colagens

Em [AC94]|, Assem-Coelho introduziram o conceito de colagens laterais de dlgebras in-
clinadas. Estas sao algebras cujas aljavas ordinédrias podem ser vistas como colagens de uma
aljava ordinaria de uma algebra inclinada com uma aljava ordinaria de uma algebra de tipo
finito. Utilizando as partes direita e esquerda podemos definir tais algebras como segue: A é
uma colagem a direita se £, é cofinita em indA e A é uma colagem a esquerda se R4

é cofinita em indA.
Algebras laura

Em [ACO03|, Assem-Coelho introduziram o conceito de algebras colagens bilaterais de
algebras inclinadas, também conhecidas como algebras laura, que podem ser definidas
como sendo aquelas em que a uniao £, U R, é cofinita em indA.

Observe que esta classe de algebras contém as élgebras shod e consequentemente as quase
inclinadas e inclinadas. E facil ver também que as colagens a direita ou & esquerda também

sao lauras.
Algebras ada

As algebras ada foram introduzidas recentemente em [ACLV12]. Uma algebra A ¢é dita
ada se todos os projetivos indecomponiveis e todos os injetivos indecomponiveis estao na

uniao £, UR,. A algebra A é dita ada estrita se for ada mas nao for quase inclinada.



Capitulo 2

Dynkin com um tinico poco

Para a algebra k@), onde () é uma aljava da forma 1 2 EE n—1l<—n,
é conhecido o fato seguinte, utilizado por exemplo em [IPTZ87|(3.5): se (Vi)icqos (fa)acq:)
é uma representacao do k()-modulo indecomponivel M e cada f, é uma sobrejecao entao M
¢ um k@-modulo injetivo.

O objetivo desse capitulo é mostrar que esse fato também vale para uma élgebra k() com
@ sendo uma aljava de tipo Dynkin com um tinico pogo. Observe que isso inclui o caso citado
acima que trata de uma aljava de tipo A, linearmente orientada. No proximo capitulo, esse
resultado sera de suma importancia para uma generalizagao de [I[PTZ87](3.5).

Comecaremos com uma lista com todas as aljavas de tipo Dynkin com um tnico pogo.
Em seguida, lembraremos a definicao de forma quadrdtica associada a uma aljava e alguns

resultados que serao utilizados para a demontracao do resultado enunciado.

2.1 Lista das aljavas de tipo Dynkin com um tnico pogo

Nessa secao faremos uma lista das aljavas de tipo Dynkin que possuem um tnico pogo.

; ° ° ° . 2. o/.%”‘%.
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N SR S

2.2 Dynkin com um tinico poco e médulos injetivos

Seja () uma aljava finita, conexa e aciclica e n o nimero de vértices de ). A forma

quadratica da aljava () é definida por

qo(x1, ..., y) = Z x? — Z Ts(a)Te(a)

1€Qo acQ1

Note que essa definicao nao depende da orientacao da aljava Q).

Dizemos que o vetor (x1,%s2,...,x,) € Z" é uma raiz da forma quadratica gg quando
qo(r1, 9, ...,x,) = 1. Tal raiz é dita positiva se x; > 0 para cada i € {1,2,...,n}. No caso
em que () é de tipo Dynkin, existe uma bijecao entre os moédulos indecomponiveis em indkQ)
e as rafzes positivas de gg. Tal bijecao ¢ dada por M — dimM (Ver [ASS06|(VIIL.5.10)).

Se (Vi)ieqo, (fa)acg,) € uma representacao do kQ-modulo indecomponivel M entdo o
vetor dimensao de M é dimM = (dim,Vy, dimg Vs, ..., dim; V).

Observe que, portanto, se M, N € indk(@ sao modulos tais que dimM = dimN entao
M= N.

Lembremos também como se pode construir a representacao ((V;)icgo: (fa)acq,) de um
kQ-modulo injetivo indecomponivel associado ao vértice a € {1,2,...,n}. Para cada i, a
dim;V; € igual ao ntimero de caminhos em @) de ¢ para a. Para mais detalhes, ver por exem-
plo, [ASS06] (II1.2). Para uma algebra A denotaremos por Ix(i) o injetivo indecomponivel
associado ao vértice 1 € ().

Observe que dada uma aljava () com poc¢o no vértice 1 e uma subaljava plena @’ de Q)
obtida excluindo o pogo 1, ou seja, Q) = Qo \ {1}, entdo para cada j em @, o injetivo
indecomponivel Ixo (j) de kQ' pode ser visto como o injetivo indecomponivel Iq(j) de kQ,
pois na representacao desse ultimo temos que V; = 0, uma vez que nao existem caminhos

de 1 para j e os outros caminhos sao os mesmos pela plenitude de @'.
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Exemplo 2.2.1 Seja @ a aljava

=W

6
T e Q' obtida de Q) excluindo o
)

1 4
3 6
vértice 1, ou seja, Q' é a aljava l T O kQ-mddulo ingetivo I;o(2) €
2<—4<—5
k 0 k 0
J{ T , enquanto o kQ)'-modulo Iy (2) € l T .
0 k k k k<=—k<—k

Observemos que se M = ((V;)icq,: (fa)acq,) € uma Q-representagido com f, sobrejetora
para todo o em ()7 entdao cada somando ((W;)icq,: (Ga)acq,) de M também tem a mesma
propriedade, ou seja, cada g, é sobrejetora.

De fato, basta olhar, para cada « : i — j em ()1, o diagrama comutativo

onde p; e p; sao as projecoes. Como f, é sobrejetora entao p; fo = gop; também é sobrejetora
e portanto g, também é.

Segue dessa observagao que basta olharmos o que acontece com os moédulos indecompo-
niveis.

Finalmente, iremos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.2.2 Seja Q) uma aljava de tipo Dynkin com um inico pogo.
Se M = ((Vi)iego, (fa)acq,) € uma Q-representagao com f, sobrejetora para todo o em Qq,

entao M ¢é a representacao de um mdodulo injetivo.

Prova. Seja ) uma aljava de tipo Dynkin com um tnico pogo e suponha Qg = {1,2,...,n}. Se
M = ((Vi)ieqy, (fa)acg,) ¢ uma @Q-representacao de um kQ-modulo indecomponivel entdo o
vetor dimensao de M, dimM = (z1, xa, ..., T,,), € uma raiz da forma quadratica g¢ associada
a (). Suponhamos que para cada o em ()1 a aplicacao f, é sobrejetora. Nesse caso temos que
Tya) < Ts(a) Para cada o em Q. Vejamos que, nesse caso, o vetor (x1, s, ..., T,) ¢ 0 vetor

dimensao de um modulo injetivo. Faremos a prova caso a caso.
Caso A,

Fixemos a seguinte numeragao para os vértices do grafo associado a @):

1 2 n—1—-n

A forma quadrética de Q é qo(y1, Y2, - Un) = Sory Y2 =S Yityir1. Como (1, To, ..., T)
¢ uma raiz de go entdo S a? — " a0, = 1 e multiplicando por 2 e reorganizando
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os termos como uma soma de quadrados temos que z% + x2 + Z;:ll(xi — xi11)* = 2. Segue
que T1 € T,, S40 no maximo 1.

Seja i o tnico pogo de ) entao como cada f, é sobrejetora temos as seguintes desigualda-
des: z; <y < ... <, ex; <w;my < ... < 2. Portanto, cada z; ¢ também no méaximo 1.
Se x; = 1 entdo x; = 1 para todo j € {1,2,...,n} e nesse caso M ¢é o injetivo (i) associado
ao vértice 7. Caso contrario como M é indecomponivel temos que z; = 0 para todo j > i ou
x; = 0 para todo j < 7. Seja t > ¢ tal que z; = 1 e 4,1 = 0. Neste caso, z; = 1 para todo

j >tex; =0 paratodo j <t e, portanto, M = I(t). Analogamente para t < i.
Caso D,

Fixemos a seguinte numeragao para os vértices do grafo associado a @):

2

1 3 4 n—1—-n

Nesse caso, multiplicando por 4 a expressao gg(z1, ..., ,) = 1 e reorganizando os termos de
4qq (1, ..., ) = 4 temos que (221 — 3)? + (229 — 23)2 +2 30 (2, — 2i41)? + 222 = 4. Nesse

caso, T, ¢ no maximo 1.
Pogo em 1

Temos as seguintes desigualdades: 11 <23 <23 < ... <z, <lex; < w3 <.

Se x; é nao nulo entdao x; = 1 para i € {1,3,4,...,n}. Substituindo esses termos em
4qg(x1, ..., x,) = 4 concluimos que x5 = 1 e, portanto, M = I(1).

Suponha agora que z; = 0. Nesse caso seja Q' a subaljava plena de @) obtida excluindo
o vértice 1. Entao, Q' é de tipo A,,_; com um tnico pogo em 3. Podemos olhar M como um
kQ'-modulo e pela parte anterior segue que M é um k@Q’-modulo injetivo. Basta observar

que para i > 2 temos que Iy (i) = Iyo(7) concluindo o resultado para esse caso.
Poco em 2

Simétrico ao caso anterior.
Poco em 3

Temos as seguintes desigualdades: x3 < x4 < ... <1z, <1, 23 <71 e 23 < 29.

Suponhamos inicialmente que x3 é nao nulo. Entao z; = 1 para ¢ > 3. Falta encontrar
Ty e 1. Temos nesse caso, (27 — z3)? + (215 — x3)? + 2 = 4. Como x1, 75 > 1 segue que
r1 = x9 = 1 e, portanto, M = I(3).

Se x3 = 0, como M ¢ indecomponivel entdo M = S(1) = I(1) ou M = S(2) = 1(2) ou
M & um kQ'-modulo onde Q' ¢ a subaljava plena de @ tal que Q) = {4, 5, ...,n}. Nesse caso
Q' é de tipo A,,_3 com um tnico vértice em 4 e para os vértices de ()’ os injetivos de k(@ e

k(@' coincidem. Segue que M é injetivo.
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Pocoem 4 <t <n

Temos as seguintes desigualdades: vy < x4 < ... <z, <1, 5, <2y 1 < ... <xy <23 <
Ty € x3 < Iq.

Se z; ¢ nao nulo entdo z; = 1 parai >t e x; > 1 para i < t. Em 4qg(zy,...,x,) =4
temos (%) : (201 — x3)% + (229 — 23)2 + 23 _4(2; — 2341)? = 2. Entdo (2, — 1)? < 2 e,
portanto, 1 < x; 1 < 2. Vejamos que x;_1 # 2. Se nao fosse esse o caso, substituindo em (x)
terfamos z;_1 = xy_o = ... = x4 = x3 = 2 e x5 = 1, uma contradicao pois r3 < ws. Logo,
x;—1 = 1. Repetindo o argumento temos que z; = 1 para todo i e nesse caso M = [(t).

Se x; = 0 entdo como M é indecomponivel temos que M é um k@Q’-moddulo onde Q' é a
subaljava plena de @ com Qp = {t + 1,t + 2,...,n} ou M é um kQ"-mé6dulo onde Q" é a
subaljava plena de @ com Q) = {1,2,...,t — 1}. Entao, ' ¢ de tipo A,,_; com tnico pogo
em ¢t + 1 e nesse caso a conclusdo segue de um caso anterior, pois os injetivos de k@)’ sao
kQ-injetivos.

Se M ¢ um kQ"-mo6dulo, suponha que x;1 = 1. Em (%) concluimos que 1 < x;_o < 2
Se x;_o = 2 segue que T;_o9 = ... = Ty = T3 = 2 € To = 1, uma contradi¢ao pois r3 < x,.
Logo, x;_o = 1. Repetindo o argumento chegamos a M = I(t — 1). Analogamente, se x; = 1

e x;—1 =0 entdo M = I(l) concluindo esse caso.
Caso Eq

Fixemos a seguinte numeragao para os vértices do grafo associado & @):

4

1 2 3 ) 6

Fazendo 36qq(x1,...,26) = 36 temos (6x1 — 322)? + (626 — 3x5) + 3(3w2 — 223)? +
3(3z4 — 223)% + 3(3x5 — 2x3)? + 927 = 36. Nesse caso temos que x4 < 2. Se 74 = 2 entao
dimM = (1,2,3,2,2,1) uma contradi¢ao com a propriedade de M que cada f, é sobrejetora

e que () tem um tnico poco. Portanto, temos que x4, < 1.
Poco em 1

Temos as seguintes desigualdades: 13 < x5 < zger; <o <3 <124 < 1.

Se 1 = 1 entdo x1 = w9 = w3 = x4 = 1. Substituindo em 36¢g(x1, ..., x¢) = 36 temos que
x5 = xg = 1 e, portanto, M = I(1).

Se 1 = 0 entao M é um kQ’-modulo onde Q' é a subaljava plena de ) cujo conjunto
de vértices é {2,3,4,5,6} que é uma aljava de tipo D5 com um tnico pogo em 2. Logo, M é

um k(Q)’-modulo injetivo e, portanto, é também um kQ-modulo injetivo.
Poco em 2

Temos as seguintes desigualdades: xo < x1, 0 < a3 <124 <1lexg < x5 < 4.

Se x5 = 1 entdo 3 = w3 = x4 = 1. Substituindo em 36qg(x1,...,26) = 36 temos que
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Ty = x5 = x¢ = 1 e, portanto, M = I(2).

Se x5 = 0 entdo, como M é indecomponivel, M é o simples S(1) que é injetivo ou M é
um kQ)’-modulo onde @' é a subaljava plena de ) cujo conjunto de vértices é {3,4,5,6} que
¢ uma aljava de tipo A, com um tnico poco em 3. Logo, M é um kQ@Q’-modulo injetivo e,

portanto, é também um kQ-moédulo injetivo.
Pogo em 3

Temos as seguintes desigualdades: x5 < x4 < 1, 3 < 29 <21 € 13 < 25 < 4.

Se x3 = 1 entdo x4 = 1. Substituindo em 36¢gq(z1, ..., z6) = 36 concluimos que z1 = x6 =
1 e, portanto, M = I(3).

Se z3 = 0, como M é indecomponivel, entdao M = S(4) = I(4) ou M é um kQ'-modulo
ou M & um kQ"-mo6dulo onde Q' e Q" sao subaljavas plenas de @) cujos conjuntos de vértices
sdo, respectivamente, Q) = {1,2} e Q) = {5,6}. Entao, Q' e Q" sdo aljavas de tipo Ay com
um Unico pogo, respectivamente, em 2 e 5. Segue que M é um k@Q’-mo6dulo injetivo ou um

k@Q"-modulo injetivo. Em qualquer caso, M ¢ injetivo em k().
Pocgo em 4

Temos as seguintes desigualdades: x4 < 23 < x5 < 26 e x3 < 19 < 1.

Se x4 = 1, entao (6x1—3x2)?+ (616 —375)?+3(3x2—2x3)*+3(3—223)? +3(3w5—2x3)? = 27
e, portanto, (3 —2x3)? <9, ou seja, 3 < 3. Denote por (*) a igualdade (621 — 3z2)? + (626 —
325)% + 3(3wa — 223)% + 3(3ws — 223)% = 27 — 3(3 — 213)?

Se z3 = 3 entao em (*) temos (621 —3x2)?+ (626 —375)?+3(31y —223)* +3(375—2x3)* = 0
e, portanto, x5 = 2 uma contradigao. Se z3 = 2 entao (6x; — 3z2)? + (66 — 3x5)* + 3(379 —
223)% + 3(3ws — 223)? = 24. Para i = 2,5 segue que 3(3z; — 4)? < 24 e, portanto, como
x; > x3 = 2, segue que xr; = 2. Mas, dai terfamos x; = 1 uma contradicao. Logo, x3 = 1.
Em (*) temos, para i = 2,5 temos 3(3x; — 2)? < 24 e, portanto, x5 = x5 = 1. Substituindo
em (%) concluimos que x; = xg = 1 e, portanto, M = [(4).

Se x4 = 0 entdo M é um kQ'-modulo onde @)’ é a subaljava de @) cujo conjunto de vértices
¢ Qp=1{1,2,3,5,6} que é uma aljava de tipo A5 com tnico poc¢o em 3. Logo, M & injetivo

em k(@' e, portanto, é injetivo em kQ.
Pogo em 5 ou em 6

Esses casos sao simétricos aos casos em que o pogo estd em 2 ou em 1.
Caso E;

Fixemos a seguinte numeragao para os vértices do grafo associado a @):

4

1 2 3 3 6 7

Fazendo 24qq(z1, ..., T,) = 24 temos 622 + 6(2x7 — 26)? + 2(3z1 — 222)% + 2(3ws — 225)* +
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(4wy — 3w3)% + (4ws — 3w3)? +6(274 — 23)? = 24. Segue que 71 < 2. Se x; = 2, entdao chegamos
adimM = (2,3,4,2,3,2,1), o que é uma contradigdo com a propriedade de M em que cada

fa € sobrejetora e que () tem um tnico pogo. Portanto, z; < 1.
Pogo em 1

Temos as seguintes desigualdades: 11 < 29 < 23 < x5 < x5 < 27 € 3 < 24.
Se 71 = 1, entdo temos 6(2x7 — 16)% + 2(3 — 229)? + 2(3w — 225)? + (4o — 323)? + (425 —
323)% + 6(224 — 13)% = 18. Segue que 2(3 — 27,)? < 18 e, portanto, zo < 3.

e Se ro = 3 entao x3 =4 e x5 = 3, o que contradiz z3 < 5.

e Se zy = 2 entao 6(2x7—x6)?+2(3w6—225) 2+ (8—31x3)? + (4as —323)*+6(224—x3)* = 16.
Entao (8 —3w3)? < 16 e, portanto, 2 < x5 < 4. Vejamos que nenhum desses casos pode

acotecer.

— Se x3 = 4 entao x4 = 2, que é uma contradicao pois r3 < x4.
— Se x3 = 3 entao x4 < 2, que é uma contradi¢ao pois z3 < x4

— Se x3 = 2 entao x4 = 1, 0 que é novamente uma contradicao.

Portanto, temos que x5 = 1. Substituindo em 24qg(xy, ..., x,) = 24 chegamos em 6(2z7 —
76)% + 2(3w6 — 2x5)% + (4 — 3w3)? + (4x5 — 323)? + 6(224 — 23)*> = 16 e dai (4 — 3x3)? < 16,

o que implica em x3 < 2. Vejamos que x3 # 2.

e Se x3 = 2, entdo terfamos 6(2z7 — x6)% + 2(3xs — 275) + (45 — 6)? + 6(214 — 2)? = 12

e de 6(2z4 — 2)? < 12 segue que 24 < 1, uma contradigao pois z3 < 4.

Portanto, 3 = 1. Agora temos 6(2z7 — x¢)? + 2(3ws — 2x5) + (4w5 — 3)> +6(274)* = 15 ¢
disto segue que x4 = x5 = x7 = 1 e, portanto, M = I(1).

Se ;1 = 0 entao M é um kQ’-moédulo onde Q' é a subaljava plena de () cujo conjunto
de vértices é Q) = {2,3,4,5,6, 7}, que é uma aljava de tipo Dg com tnico pogo em 2. Segue

entao que M é um kQ'-modulo injetivo e, portanto, um kQ-modulo injetivo.
Poco em 2

Temos as seguintes desigualdades: zo < 21 <1, 29 <3< 24e 23 <25 < 26 < T7.

Se zy = 1 entao x; = 1. Em 24qg(x1, ..., z,) = 24 temos 6(2x7 — z6)? + 2(3zs — 275)* +
(4 — 3x3)? + (4z5 — 3x3)® + 6(214 — 23)* = 16. De (4 — 3z3)? < 16 temos que z3 < 2. Se
r3 = 2 entao z4 < 1, o que é uma contradi¢ao. Logo, x3 = 1. Entao 6(2z7 — 6)* + 2(3z¢ —
225)% + (4z5 — 3)? + 6(2x4 — 1)® = 15 e dai segue que 74 = x5 = 16 = 17 = 1 e, portanto,
M =1(2).

Se z9 = 0 entdo, como M ¢é indecomponivel, M = S(1) = I(1) ou M é um kQ'-mo6dulo
onde @' é a subaljava plena de @ cujo conjunto de vértices é Q = {3,4,5,6,7}, que é uma
aljava de tipo Ay com tnico pogo em 3. Segue entdo que M é um kQ@Q’-modulo injetivo e,

portanto, um kQ)-modulo injetivo.
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Pogo em 3

Temos as seguintes desigualdades: 13 < x4, x3 < a9 <21 < lexg < x5 < 26 < 27.

Se x3 = 1 entdo x9 = x; = 1. Substituindo em 24qg(xy, ..., x,) = 24 temos que 6(2x7 —
26)% + 2(3z6 — 225)? + (45 — 3)* + 6(224 — 1)® = 15 e dai segue que 74 = x5 = 16 = 17 = 1
e, portanto, M = I(3).

Se x3 = 0, como M ¢ indecomponivel, entdo M = S(4) = I(4) ou M é um kQ'-modulo
ou M é um kQ"-mo6dulo, onde Q' e Q7 sao subaljavas plenas de @Q cujos conjuntos de vértices
sao @ ={1,2} e Qf = {5,6,7}. Entao Q' e Q" sdo aljavas de tipo A, com tnico pogo em 2
e Az com tinico pogo em 5, respectivamente. Segue que M é injetivo em k@’ ou injetivo em

kQ". Em qualquer caso, M é injetivo em kQ).
Poco em 4

Temos as seguintes desigualdades: x4 < 23 <29 <2y <1lexz < x5 <26 < 27.

Se x4 = 1 entdo x4 = x3 = 3 = 21 = 1 e de 24qg(z1, ..., x,) = 24 concluimos também
que x5 = rg = 7 = 1 e, portanto, M = I(4).

Se , = 0 entao M é um kQ’-modulo onde Q' é a subaljava plena de ) cujo conjunto
de vértices é @ = {1,2,3,5,6, 7}, que é uma aljava de tipo Ag com tnico pogo em 3. Segue

entao que M é um k(Q’-modulo injetivo e, portanto, um kQ-modulo injetivo.
Poco em 5

Temos as seguintes desigualdades: z5 < 26 < 27, 75 <23 <29 <71 < 1lexz <2y

Se x5 = 1 entdo x5 = x5 = 13 = 21 = 1 e de 24qg(z1, ..., x,) = 24 segue que x4 = T =
x7 = 1 e, portanto, M = I(5).

Se x5 = 0 entdao M é um kQ'-mo6dulo ou M é um kQ”-modulo, onde Q' e Q” sao subaljavas
plenas de @ cujos conjuntos de vértices sao @y = {6,7} e Q) = {1,2,3,4}. Entao Q" e Q"
sao aljavas de tipo A, com tnico pogo em 6 e A, com tnico pogo em 3, respectivamente.

Segue que M é injetivo em k@)’ ou injetivo em kQ”. Em qualquer caso, M é injetivo em kQ).
Pogo em 6

Temos as seguintes desigualdades: x6 < 27, x4 < x5 < 23 <29 <27 <1 e x3 < 24.

Se g = 1 entdo xg = x5 = 13 = 1o = 11 = 1 e, portanto, v, = x5 = x7 = 1. Nesse caso
M = 1(6).

Se ¢ = 0 entdo M = S(7) = I(7) ou M é um k@Q’-modulo onde Q' é a subaljava plena de
() cujo conjunto de vértices ¢ @ = {1,2,3,4,5}, que ¢ uma aljava de tipo D5 com tnico pogo

em 5. Segue entao que M é um kQ'-modulo injetivo e, portanto, um kQ-moddulo injetivo.
Pocoem 7

Temos as seguintes desigualdades: x7 < xg < x5 <3< 123 <121 < 1exg <y
Se r7 = 1 entao x7 = ¢ = x5 = 3 = x5 = 1 = 1. Segue que x4 = 1 e, portanto,
M = I(7).
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Se x7 = 0 entao M é um kQ’-moédulo onde Q' é a subaljava plena de () cujo conjunto
de vértices ¢ Q = {1,2,3,4,5,6} que é uma aljava de tipo Eg com tnico pogo em 6. Segue

entao que M é um kQ'-modulo injetivo e, portanto, um kQ@Q-moédulo injetivo.
Caso Eg

Fixemos a seguinte numeracao para os vértices do grafo associado a @):

4

1 2 3 ) 6 7 8

Fazendo 120qg(z1, ..., ¥,) = 120 temos 30x2 + 10(3zs — 227)* + 5(4a7 — 376)* + 3(5xe —
4w5)% + 30(2z1 — 19)% + 2(6x5 — Hx3)? + 10(3wy — 223)% + 30(274 — 73)? = 120. Entao,
xg < 2. Suponha xg = 2. Entao dimM = (2,4,6,3,5,4,3,2), o que é uma contradi¢do com
a propriedade de M em que cada f, é sobrejetora e que ) tem um tnico poco. Portanto
rg < 1.

Poco em 1

Temos as seguintes desigualdades: 1 < 29 <3 < x5 < <27 <23 <1ex3 <y

Se x1 = 1 entao x; = 1 para todo i = 1, ...,8 e nesse caso M = I(1).

Se 1 = 0 entao M é um kQ@Q’-moddulo, onde Q' é a subaljava plena de () cujo conjunto de
vértices ¢ Q) = {2,3,4,5,6,7,8}, que ¢ uma aljava de tipo D7 com tnico pogo em 2. Segue

entao que M é um k@Q'-modulo injetivo e, portanto, um kQ-modulo injetivo.
Poco em 2

Temos as seguintes desigualdades: xo < x1, 0 < a3 <25 <26 <7 <253 <1e w3 <2y

Se ko = 1 entdo xy = x3 = x5 = x5 = x7 = w3 = 1. Substituindo em 120¢g(xy, ..., x,) =
120 chegamos em x4 = 1 e, portanto, M = [(2).

Se x9 = 0 entdo, como M é indecomponivel, temos que M = S(1) = I(1) ou M é um kQ'-
modulo onde @ ¢ a subaljava plena de @ cujo conjunto de vértices ¢ @ = {3,4,5,6,7,8},
que é uma aljava de tipo Ag com unico poco em 3. Segue entao que M é um kQ'-moddulo

injetivo e, portanto, um k@)-modulo injetivo.
Poco em 3

Temos as seguintes desigualdades: 3 <z < 1, 23 < x5 < x5 <27 <123 <1ex3 < 24

Se x3 = 1 entao xr3 = x5 = xv¢ = 7 = xg = 1. Dai é facil verfificar que 24y = 2o =21 =1
e, portanto, M = I(3).

Se x3 = 0 entdo, como M & indecomponivel, temos que M = S(4) = I(4) ou M é um
kQ’-mo6dulo ou um £Q"-modulo onde Q' e Q" sdo subaljavas plenas de () cujos conjuntos de
vértices sao Q) = {1,2} e Q) = {5,6,7,8}. Entao Q' e Q" sdo aljavas de tipo Ay com tnico
poco em 2 e A4 com Unico pogo em 5, respectivamente. Segue que M é injetivo em k@)’ ou

injetivo em kQ"”. Em qualquer caso, M é injetivo em kQ.



2.2 DYNKIN COM UM UNICO POCO E MODULOS INJETIVOS 27

Poco em 4

Temos as seguintes desigualdades: x4 < 23 < x5 <wg <7 <ag<lexz < xy < 7.

Se xy =1 entao x4 = x3 = x5 = g = 7 = g = 1 e segue que x; = x5 = 1. Portanto,
M =1(4).

Se 4 = 0 entdao M é um kQ'-mo6dulo onde @)’ é a subaljava plena de @) cujo conjunto de
vértices ¢ @ = {1,2,3,5,6,7,8} que é uma aljava de tipo A; com tnico pogo em 3. Segue

entao que M é um kQ’-moédulo injetivo e, portanto, um kQ-modulo injetivo.
Poco em 5

Temos as seguintes desigualdades: 5 < xg < a7 <awg<lexs <3 <19 <x7ex3 <24,

Se x5 = 1 entdo x5 = x4 = x7 = xs = 1. Substituindo em 120qg(z1, ..., x,) = 120 temos
30(2x1 — x9)* +2(6 — 5x3)? + 10(379 — 273)* + 30(214 — x3)* = T2. Entao 2(6 — bx3)? < T2 e,
portanto, x3 < 2. Se x3 = 2 entdo 30(2x; — x2)* + 10(3xy — 4)? + 30(2z4 — 2)? = 40 e entdo
ro = 2 e x; = 1, que é uma contradi¢do, pois x5 < z7. Logo z3 = 1. Dai 30(2z; — x2)2 +
10(3z2 — 2)? + 30(2x4 — 1)? = 70 e disto segue que x4 = 7o = 11 = 1 e, portanto, M = I(5).

Se x5 = 0 entao, como M ¢é indecomponivel, temos que M é um kQ’-médulo ou um
kEQ"-moédulo onde Q' e Q" s@o subaljavas plenas de () cujos conjuntos de vértices sao Q) =
{1,2,3,4} e Qp = {6,7,8}. Entao Q' ¢ Q" s@o aljavas de tipo A4 com tnico pogo em 3 e A
com unico pogo em 6, respectivamente. Segue que M é injetivo em k@’ ou injetivo em kQ".

Em qualquer caso, M é injetivo em k().
Pogo em 6

Temos as seguintes desigualdades: 1 < 17 < 25 <1, 16 < 5 < 23 <19 < 77 € 23 < 24.

Se 6 = 1 entdo 7 = 27 = xg = 1. Em 120qg(x1, ..., z,) = 120 temos 3(5 — 4x5)? +
30(2z1 — m2)* + 2(625 — 5x3)? + 10(3w2 — 223)* + 30(2x4 — 23)* = 75. De 3(5 — 4x5)? < 75
segue que r5 < 2. Se x5 = 2 entao teriamos zo = 2 e dai x5 = 1, que é uma contradi¢ao pois
x5 < 9. Logo, x5 = 1. Disto segue que xo = 23 = x4 = 1 e, portanto, M = I(6).

Se g = 0 entdo M é um kQ'-méddulo ou um £Q"”-moédulo onde Q' e Q" sao subaljavas
plenas de @) cujos conjuntos de vértices sao @ = {7,8} e Qp ={1,2,3,4,5}. Entdo Q" e Q"
sao aljavas de tipo A, com tnico poco em 7 e D5 com tnico pogo em 5, respectivamente.

Segue que M é injetivo em k@)’ ou injetivo em kQ”. Em qualquer caso, M é injetivo em kQ).
Pocoem 7

Temos as seguintes desigualdades: x7 < 26 < x5 <3 <29 <2, v3 < 24627 <8 < 1.
Se x7 = 1 entdo xg = 1. Em 120qg(z1, ..., ¥,) = 120 temos 5(4 — 3x6)? + 3(bx — 4x5)* +
30(2z1 — x2)? +2(625 — 5x3)% +10(312 — 223)% + 30(224 — 23)* = 80. Entao de 5(4 —3z4)* < 80

temos que rg < 2.

e Se x5 = 2 temos 3(10 —4x5)* +30(2x1 — x2)* +2(625 — 5x3)? + 10(3w2 — 223)? +30(274 —
x3)% = 60. De 3(10 — 4x5)% < 60 e x5 > 6 temos x5 = 2 ou 5 = 3.
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— Se x5 = 3 entao 30(2z1 — x2)* +2(18 — 5w3)* + 10(3x9 — 223)* +30(224 — 23)* = 48.
Dai 2(18 — 5z3)? < 48 e, portanto, #3 = 3 ou x3 = 4. Em qualquer caso teriamos
2(18 — bx3)? > 8 e, portanto, (224 — x3)? < 1, que é uma contradigao.

— Se x5 = 2 entao 30(2x; — x9)? + 2(12 — 5x3)? + 10(3z9 — 223)* + 30(2w4 — 73)? =
48. De 2(12 — 5x3)? < 48 segue que x3 = 2 ou x3 = 3. Novamente, teriamos

2(18 — bx3)? > 8 e, portanto, (224 — x3)? < 1, que é uma contradigao.

Portanto, zg = 1. Agora, 3(5 — 4x5)% + 30(2x1 — 22)* + 2(6x5 — H3)* + 10(329 — 223)* +
30(2x4 — x3)? = 75. De 3(5 — 4x5)? < 75 segue x5 < 2.

e Se x5 = 2 entao 30(2x1 — x2)? + 2(12 — 5z3)* + 10(3z9 — 223)* + 30(224 — x3)* =48 €

entdo 2(12 — 5x3)? < 48, o que implica em x3 = 2 ou 3 = 3.

— Se z3 = 3 entdao 30(2z; — z2)? + 10(3zy — 6)? + 30(2z4 — 3)*> = 30 e entdo
(2z4 — 3)? = 1, que é uma contradigao pois x4 > x3 = 3.
— Se w3 = 2 entao 30(2z; — x2)% + 10(3zy — 4)* + 30(2z4 — 2)* = 40 e entao

3(2x4 — 2)% < 4, que é uma contradi¢io pois x4 > x3 = 2.

Portanto, x5 = 1 e 30(2z; — 22)* 4+ 2(6 — 5x3)? + 10(3x9 — 273)? + 30(2x4 — x3)* = 72. De
2(6 —5x3)? < 72 segue que x3 < 2. Se x3 = 2 entao 30(2x4 —2)? < 40, que ¢ uma contradigao
pois x4 > x3. Logo, x3 = 1. Segue que x4 = x5 = x1 = 1 e, portanto, M = I(7).

Se 7 = 0 entdo M = S(8) = I(8) ou M é um k@’-modulo onde @' é a subaljava plena
de @ cujo conjunto de vértices ¢ Qf = {1,2,3,4,5,6}, que é uma aljava de tipo Eg com
tnico pogo em 6. Segue entao que M é um k@Q'-modulo injetivo e, portanto, um kQ-modulo
injetivo.

Poco em 8

Temos as seguintes desigualdades: x3 < 27 < 1 < 13 < x5 < 71 € 23 < 24.
Se zg = 1 entao 10(3 — 2x7)? + 5(4dxy — 3x6)* + 3(bxe — 4w5)% + 30(271 — 22)* + 2(625 —
523)? + 10(3z9 — 2x3)% + 30(2z4 — 73)? = 90. De 10(3 — 227)? < 90 segue que z7 < 3.

e Se x7 = 3 entao 5(12 — 3wg)? + 3(hxg — 4w5)* +30(2x1 — 22)* +2(6x5 — Hx3)? + 10(379 —
223)? + 30(2x4 — x3)% = 0 e, portanto, 13 = 6 e 15 = 4, que é uma contradi¢ao pois

T3 < T9.

e Se z7 = 2 entdo 5(8 — 3z)? + 3(bw — 4x5)? + 30(221 — 22)* + 2(625 — H3)* +10(3w9 —
223)? + 30(224 — x3)* = 80. De 5(8 — 3x6)? < 80 e g > w7 segue que 2 < x4 < 4.

— Se x¢ = 4 entdo 3(20 — 4x5)% 4+ 30(22; — )% + 2(625 — 5r3)? 4+ 10(329 — 223)% +
30(2x4 — x3)? = 0. Segue que x3 = 6 e T3 = 4, que ¢ uma contradigao.

— Se ¢ = 3 entao 3(15 — 4w5)% + 30(2z1 — 22)? + 2(6x5 — 523)% + 10(322 — 223) +
30(2z4 — x3)%* = 75. De 3(15 — 4x5)* < 75 temos que 3 < x5 < 5. Vejamos que

nao pode ocorrer nenhum dos casos.
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* Se x5 = 5 entao 30(2z; —x9)%+2(30—523)?+10(3z2—2x3)%+30(224—x3)* = 0
e dai z3 = 6 e x5 = 4, que é uma contradicao.

* Se x5 = 4 entao 30(2x1 —x2)*+2(24 —5x3)2 +10(3z9 — 223)* +30(214 — 23)* =
72. De 2(24 — 5x3)2 < 72 temos que 4 < z3 < 6. Vejamos que nenhum desses
casos ocorre.

- Se x3 = 6 entao xy = 4 contradizendo z3 < x5.
- Se z3 = 5 entao 30(2x; — x9)? + 10(3z2 — 10)? + 30(2z4 — 5)? = 70. Dai
10(3z9 — 10)?* < 70 que é uma contradi¢ao pois x5 > 5.
- Se z3 = 4 entdo 30(2r; — x2)? 4+ 10(3xy — 8) + 30(2x4 — 4)? = 40. Dai
(3x9 — 8)? < 4 que é uma contradigao pois xy > 5.
Portanto, x5 # 4.
* Se x5 = 3 entdo 30(2x, —x2)2+2(18 —5x3)2 +10(3z9 — 223)% + 30214 — 23)* =
48. De 2(18 — 5x3)? < 48 temos que x3 = 3 ou z3 = 4.
- Se 3 = 4 entdo 30(2z4 — 4)* < 40, que é uma contradi¢ao pois x4 > 4.
- Se 3 = 3 entdo 30(2z4 — 3)* < 30, que é uma contradi¢ao pois x4 > 3.
— Se ¢ = 2 entao 3(10 — 4w5)% + 30(2z1 — 22)? + 2(6x5 — 5x3)? + 10(3w2 — 223)? +
30(2x4 — x3)? = 60. De 3(10 — 4z5)? < 60 segue que x5 = 2 ou x5 = 3.

* Se r5 = 3 entdo 30(2z; —x2)%+2(18 —5x3)? +10(3wy — 223)* +30(224 — 23)? =
48. De 2(18 — 5x3)? < 48 temos que x3 = 3 ou x3 = 4.

- Se x3 = 4 entdo 30(2z1 — 12)% + 10(3wy — 4)? + 30(2x4 — 4)* = 40, 0 que
nos leva a uma contradicao.

- Se z3 = 3 entao 30(2x; — x9)? + 10(3xy — 223)% + 30(214 — x3)* = 30 ,que
também nos leva a uma contradicao.

* Se x5 = 2 entao 30(2x1 —2)* +2(12—5x3)2 +10(3wy — 223)2 +30(224 — 23)* =
48. De 2(12 — 5x3)? < 48 segue que 3 = 2 ou x3 = 3.

- Se 23 = 3 entao 30(2z1 — x2)* + 10(3z2 — 6)* + 30(2z4 — 3)? = 30. Logo,
(224 — 3)? < 1, 0 que nos leva a uma contradigao pois x4 > 3.

- Se z3 = 2 entdo (2z4 —2)? < 1, que também nos leva a uma contradigao.

Portanto, z7 = 1. Lembrando que até o momento temos apenas xg = x7 = 1. Substituindo
em 120qg (21, ..., ,) = 120 temos 5(4—3x6)? + 3(5xe — 4ws)* 4+ 30(221 — 9)* +2(625 — Ha3)* +
10(3z9 — 23)% + 30(2x4 — x3)* = 80. De 5(4 — 3x6)? < 80 temos que x6 < 2. Continuando o
processo concluimos que rg = x5 = x4 = T3 = Ty = 1 = 1 e, portanto, M = I(8).
Finalmente, se g = 0 entao M é um kQ’'-mo6dulo onde Q' é a subaljava plena de ) cujo
conjunto de vértices ¢ Qy = {1,2,3,4,5,6,7} que é uma aljava de tipo E; com tnico pogo
em 7. Segue entdao que M é um kQ'-modulo injetivo e, portanto, um kQ-modulo injetivo.
Com esse, terminamos todos os casos possiveis para aljavas de tipo Dynkin com um tnico

poco e, portanto, concluimos a prova. U
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Segundo observou o Professor Viktor Bekkert na ocasiao da defesa, o mesmo resultado
também pode ser obtido com uma prova mais curta utilizando inducao e o fato de que uma

aljava de tipo Dynkin é uma arvore.



Capitulo 3

Produto fibrado de algebras

Neste capitulo iremos destacar propriedades que essa construgao possui quando tratamos
de algebras e, ainda mais especificamente, algebras bésicas de dimensao finita sobre um
corpo algebricamente fechado, para as quais o Teorema de Gabriel (Teorema 1.1.5) garante
a existéncia de aljavas com relacoes que as determina.

A partir da Secao 3.2 nos restringimos a casos especiais em que temos certo controle
sobre as aljavas ordinarias das algebras envolvidas, o que nos permite chegar a diversos
resultados. O principal tipo de produto fibrado aqui estudado é o chamado produto fibrado
orientado. Alguns tipos de produto fibrado orientado foram estudados em [[PTZ87] e em
[Lev04]. Na Secao 3.3.1, definimos o produto fibrado Dynkin orientado que generaliza ambos
e a partir do resultado mostrado no capitulo precedente conseguimos uma generalizagao para
[IPTZ87|(3.5), mostrando que os modulos sobre esse tipo de produto fibrado se restringem
aos modulos j& existentes sobre as algebras envolvidas.

Além disso, para o produto fibrado orientado, estudamos algumas subcategorias especiais
da categoria de médulos indecomponiveis e através delas conseguimos, por exemplo, gene-
ralizar [Lev08](2.4.7), mostrando que, sob certas condigoes, o produto fibrado de algebras
hereditarias ¢ uma &algebra inclinada.

Fixemos k um corpo algebricamente fechado. Além disso, por todo o capitulo, A, B, C,
S e R denotam algebras com unidade e de dimensao finita sobre k e todos os modulos sao

finitamente gerados a direita.
3.1 Produto fibrado de algebras e de médulos

Comegaremos com a definigao geral de produto fibrado em uma categoria.

Definicao 3.1.1 Sejam C uma categoria e dois morfismos fi1: X1 — X e fo: Xo = X com
X, X; e X5 objetos de C. Um produto fibrado do par (f1, f2) € uma tripla (W, hy, hs)
onde W € um objeto de C e hy: W — X1, ho: W — Xy sao morfismos em C tais que:

(i) fih1 = fahsy e

(ii) para toda objeto Z de C e todo par de morfismos g1: Z — X1 e go: Z — Xy tal que
f191 = fag0, existe um unico morfimo g: Z — W tal que h1g = g1 € hag = go.

31
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|1

fgm X
Segue da propriedade (ii) da definigdo que quando existe um produto fibrado, (W, hy, ho)
do par (f1, f2), este é tnico a menos de isomorfismos, ou seja, se (W', h), k) também for um
produto fibrado do par (fi, f2) entao existe um isomorfismo g: W — W’ tal que hy = hig e
ho = hbg. Por simplicidade, quando nao houver ambiguidade, diremos apenas que o objeto

W é o produto fibrado de f; e fy. Diremos nesse caso também, que o diagrama

W —= X

o

Xi—X

¢ um produto fibrado.

O produto fibrado comuta com somas diretas, ou seja, se

W — X, W' — X}
N
Xi—X X — X'

sao produtos fibrados entao

WaeW — X8 X))

| i

X1@X1*>XEBX/

é também um produto fibrado. Tal propriedade pode ser encontrada, por exemplo, em
[Rot79] (ver limites inversos).

Dados os morfismos de moédulos fi: X1 — X e fo : Xo — X, sempre existe o produto
fibrado de (f1, f2). Na verdade, é facil mostrar que tal produto fibrado (W, hq, hy) pode ser

descrito como sendo o seguinte submodulo de X7 x X5:

W = {(z1,72) € X1 x Xo | fi(z1) = fa(x2)}

onde hy e hy sao as restrigoes das projecoes candnicas de X; x Xy a X; e a X,, respectiva-
mente.

O mesmo resultado é valido para algebras, ou seja, dados os morfismos de algebras
fa:A — B e fo:C — B, o produto fibrado (R, ha, he) do par (fa, fc) ¢ a subalgebra de
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A x C dada por
R={(a,c) € Ax C| fala) = fol()}

e hy e he sao as restrigoes das projecoes candnicas de A x C' a A e a C, respectivamente.

O proximo lema nos dé4 uma forma de verificar quando um diagrama comutativo

W — X5

)

Xi—=X

¢ um produto fibrado, ou seja, quando uma tripla (W, hq, he) que satisfaz (i) da Defini¢ao
3.1.1 é o produto fibrado de f; e fs.

Enunciados semelhantes podem ser encontrados para categorias abelianas, como por
exemplo [Ass97] (II1.5.5). Faremos aqui, uma demonstracao apenas para salientar que argu-

mentos analogos sao validos também para algebras.

Lema 3.1.1 Considere o diagrama comutativo de modulos

W£>X2

3 |1

fgm X

com hy um epimorfismo. Entao, (W, hy, hy) € o produto fibrado de fi e fy se, e somente se, a
restri¢ao de hy ao nicleo de hy € um isomorfismo sobre ker f1, isto €, hy |xerny: kerho — ker fi

€ um isomorfismo.

Prova. Se (W, hy,hy) é o produto fibrado de f; e f; entdo podemos considerar W =
{(z1,22) € X1 X Xo | fi(z1) = fo(xe)} com hy e hy as restrigdes das projegoes candni-
cas de X; x X5 a X; e a Xy, respectivamente.

Notemos, primeiramente, que ker hy = ker f; x 0. Logo, é facil ver que a restrigao de h,
ao niicleo de hy é de fato uma bijecao.

Para a reciproca, denotemos o produto fibrado de f; e fs por

Y = {(71,22) € X1 x Xy | fi(z1) = fa(w2)}

com p:Y — Xj e pa:Y — X, as restrigdes das projegoes. Pelo item (ii) da Defini¢ao 3.1.1
existe um morfismo h: W — Y tal que pyh = hy e poh = hy. Basta agora mostrar que h é
um isomorfismo. Seja w em W tal que h(w) = (0,0). Dai hy(w) = poh(w) = 0 e portanto
w estd no nicleo de hy. Além disso, hy(w) = p1h(w) = 0 e como, por hipotese, hi|kern, €
uma bijecao segue que w = 0 e portanto h ¢ um monomorfismo. Para ver que h é também
um epimorfismo, considere x = (z1,25) em Y. Como x9 € X3 e hy é um epimorfismo entao

existe z € W tal que hy(z) = x9. Como fi(x1) = fo(x2) e fihy = foho temos que hy(z) — x;
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esta em ker f; pois

filhi(2) — 1) = fili(2) = fi(z1) = faha(2) — fa(72) = fo(22) — fa(72) = 0.

Portanto, existe y € kerhs tal que hy(y) = hi(z) —x; e segue que hy(z—y) = 1. Finalmente,

como hy(z — y) = x9 segue que h(z —y) = x. O

Note que argumentos anélogos sao validos para algebras e portanto podemos enunciar

um resultado para estas.

Lema 3.1.2 Considere o diagrama comutativo de dlgebras

ha

R—A
he lfA
C’?B
com hy um epimorfismo. Entdo, (R,ha,hc) € o produto fibrado de fa e fc se, e so-
mente se, a restricao de ho ao nicleo de hy € uma bijegao entre kerhy e kerfeo, isto é,

he |xerny: kerha — ker fo é uma bijegao. O

Consideremos agora o caso em que f4: A — Be fo: C'— B sao epimorfismos de algebras
e seja (R, ha, he) o produto fibrado de f4 e fc, ouseja, R = {(a,c) € AXC'| fa(a) = fo(c)}
e ha e ho sao as restrigoes das projegoes. Denotemos o niicleo de h4 por I4 e o nicleo de
he por le.

A imagem de hy é ha(R) = {a € A | (a,c) € R} = {a € A | existe ¢ € C com fe(c) =
fa(a)}. Como fo é um epimorfismo, segue que hy(R) = A e portanto hy é também um
epimorfismo. Analogamente, como f4 é um epimorfismo, temos que ho também o sera.
Segue que A = R/I4 e C = R/Ic. Além disso, temos que faha = fohe é também um
epimorfismo e portanto B = R/kerfah.

Vejamos que kerfaha = kerfohe é T4 + 1¢.

De fato, do lema 3.1.2 temos que helr,: 14 — ker fo e hali.:Ic — ker f4 sdo bijecOes e

disto segue a sequéncia de igualdades:

ker faha = {(a,c) € R| faha(a,c) =0 = fche(a,c)}
= {(a,¢0) e R fala) = 0= fc(e)}
= {(a,¢c) e R|a€kerfsecckerfc}
= {(a,¢) € R|(a,0) € Ig e (0,c) € I4}
= I4+ 1.
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Como hy e he sao as restrigoes das projegoes entao é facil verificar que I, NIz = 0 e,
portanto, que kerfah, é igual a I, @ Io. Logo, B = R/(I4 @ 1¢).
O proximo resultado pode ser encontrado em [Pog01] (2.1), mas faremos aqui uma prova

utilizando o Lema 3.1.2.

Proposicao 3.1.3 Sejam R uma dlgebra, 14 e l¢ ideais de R. O diagrama comutativo de

dlgebras

m<— ™

e

Slm<=—5

[a+lc

onde os morfismos sao os respectivos epimorfismos naturais, € um produto fibrado se, e

somente se, [, NIc = 0.

Prova. A restrigdo a I4 do epimorfismo natural R — R/Ic é uma bijecao entre I, e

(I4 + 1) /I se, e somente se, [, NI = 0. O resultado segue entdo do Lema 3.1.2. O
Veremos um mesmo exemplo em formas diferentes:

Exemplo 3.1.4 Considere vk a dlgebra das matrizes triangulares e o epimorfismo

k0 0
E ( bk ) — k? dada por f ( v ) = (z,2). Entao o produto fibrado de (f, f) é dado
Yy 2

{<<x 0>’<T 0)) |($7Z):<r7t)7 x7y7z7rusytek}:
Yy oz s t
{((m 0)’(37 0))’1’,%2756]{;}2
y 2 s 2z
r 0 .
{((y)s) Z> |x7y72756k'}_<k2 k)

que € a conhecida dlgebra de Kronecker.

por

Exemplo 3.1.5 O exemplo anterior no contexto de dlgebras de caminhos nos mostra que
se A = C € a dlgebra de caminhos kQ) onde Q) € a aljava e <——e® ¢ B € a dlgebra semi-
simples cuja aljava € o e, entdo, o produto fibrado R de (f, f), onde f:A=C — B ¢

o epimorfismo natural, € a dlgebra de caminhos cuja aljava ordindria ¢ e = _—— e .

Exemplo 3.1.6 Uma outra forma de verificar o resultado desse exemplo mo contexto de
aljavas € utilizando a Proposicao 3.1.3. Sequindo a notag¢ao do Exemplo 3.1.5, denotemos
por « e B as flechas da dlgebra de Kronecker R. Entdao o nicleo do epimorfismo sobre A e

sobre C' é gerado por uma flecha, digamos s =< a > el =< >. Entao A= R/ < o >,
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C=R/<fB>eB=R/(<a>+<f>). Como<a>N<f>=0 seque que R € o
produto fibrado das aplicagoes naturais A — B ¢ C — B.

3.1.1 Modbdulos sobre o produto fibrado

Dado um morfismo de algebras ¢: Ay — Ay, podemos olhar um As-modulo M como um
A;-modulo através do produto dado por A-m = ¢(A\)m, para A € A; e m € M. Além disso,
se f: M — N é um morfismo de Ay-modulos entao f é também um morfismo de Aj-modulos.
Mais ainda, se ¢ é um epimorfismo e g: My, — Ny, ¢ um morfismo de A;-modulos entao g é
também um morfismo de As-modulos. Ou seja, se ¢ é um epimorfismo entao podemos olhar
modA, como uma subcategoria plena de modA;.

Consideremos a situagao da Proposic¢ao 3.1.3, ouseja, A = R/I4,C = R/l¢, B = R/(I4&®
Ic) e (R, ha, he) o produto fibrado dos epimorfismos naturais f4: A — B e fo: C — B.

Dos epimorfismos fs e fc podemos considerar a categoria modB como subcategoria
plena de modA e de modC' e estas duas como subcategorias plenas de modR, através dos
epimorfismos hy e he.

Veremos em exemplos mais adiante que esses nao sao todos os modulos de R, ou seja,
podem existir R-modulos que nao sao nem A-modulos e nem C-modulos. Por outro lado, o
proximo resultado nos garante que, sob certas condic¢oes, todo R-moddulo M pode ser visto
como um produto fibrado de morfismos da forma X — Z e Y — Z onde X é um A-modulo,
Y é um C-moédulo e Z é um B-modulo. Para isso, notemos que se M é um R-mo6dulo entao
M/MI, é um A-moédulo, M/Mls é um C-médulo e M/M (14 & 1Io) = M/(MIs+ M) é
um B-moédulo.

Com isso, temos um resultado analogo a Proposi¢ao 3.1.3 para modulos (ver também
[Pog01] (2.3)).

R
R—1,
Proposicao 3.1.7 Seja l i um produto fibrado de dlgebras. Entao o dia-
R R

Ic IA®lc
grama comutativo de R-modulos

M
]\f—> Mix
M M
Mo MIpA+Mle

onde os morfismos sao os epimorfismos naturais, € um produto fibrado de R-mddulos se, e
somente se, M, N Mo = 0.

Prova. Observemos que os morfismos sao morfismos de R-moédulos e que a restricao & Mo
do epimorfismo M — M/MIg é uma bijegao entre M1, e (MI4+ MIc)/ Ml se, e somente
se, M4 N Ml = 0. O resultado segue do Lema 3.1.1. U
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E bem conhecido (por exemplo [Ass97](V.2.6)) que para uma éalgebra S e um ideal T de

S vale o seguinte isomorfismo de S/I-modulos:
M ®g S/T= M/MI.

No nosso caso, para S = A, B ou C, tal isomorfismo é também de R-mo6dulos e entao

podemos reenunciar a tltima proposi¢ao como segue:

Proposigao 3.1.8 Seja R o produto fibrado de R/1x — R/(Ia ®1¢) e R/Ic — R/ (14 @ L¢).
Um R-mddulo M € o produto fibrado de M g A — M Qr B e M @r C — M Qg B se, ¢
somente se, M4 N Ml = 0. OJ

Vejamos que para um R-moédulo projetivo P, existem morfismos f: X — Z e g:Y — Z
onde X é um A-moédulo projetivo, Y é um C-modulo projetivo e Z é um B-moddulo projetivo,

tais que P é o produto fibrado de (f, g).

Proposicao 3.1.9 Seja R o produto fibrado de R/14 — R/(Ix ®1¢) e R/Ic — R/(I4 & 1¢).
Cada R-mddulo projetivo P € o produto fibrado de PRr A — PR®rB e PRrC — P®pr B.

Prova. Ja vimos que Iy NI = 0 e portanto, como RI4 = 4 e RIo = Iz, temos que
RI, N Rl = 0. Se P ¢ um R-mo6dulo projetivo indecomponivel temos Pl N Pls C
RIANRI- = 0. Pela proposi¢ao anterior segue que P é o produto fibrado de PRQrA — PRgrB
e PorC — P ®pr B. O resultado também é valido para qualquer projetivo pois produto

fibrado comuta com somas diretas. O

Para verificar se todo R-mo6dulo pode ser escrito como um produto fibrado de modu-
los como acima, basta olharmos o que acontece com os R-médulos injetivos (Ver também

[Pog01](4.2)).

Lema 3.1.10 Seja R o produto fibrado de R/1x — R/(Ia®1c) e R/Ic — R/(I4 @ I¢).
Todo R-mddulo M € o produto fibrado de M @ A - M Qr B e M @r C — M ®p B se, e

somente se, 114 N Ilo = 0 para todo R-mddulo injetivo I.

Prova. Pela Proposicao 3.1.8, basta ver que M4 N MIs = 0 para todo R-moédulo M se, e
somente se, I14 N Iz = 0 para todo R-moédulo injetivo 1.

Seja M um R-moédulo e considere t: M — I(M) a envolvente injetiva de M. Temos que
L(M]IA N M]Ic) Q L(M]IA) N L(Mﬂc) = L(M)]IA N L(M)]IC Q I(M)HA N I(M)HC

Como I(M)I4 NI(M)Ie = 0 segue que t(MIy N MlIg) = 0 e como ¢ ¢ um monomorfismo
entao M, N Mo = 0. A outra implicacao é 6bvia. U
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3.1.2 Caso estudado: aljavas

Para o resto desse trabalho, ao escrever que R é o produto fibrado dos epimorfismos
A — B e C — B estaremos considerando A, B, C' e R como descritos nessa secao.

Como ja dito, estamos interessados em estudar o produto fibrado de algebras no contexto
de aljavas, por isso, desde o inicio desse capitulo nossas algebras sao bésicas e de dimensao
finita sobre k. A partir de agora, e pelo resto desse capitulo, vamos considerar as algebras
da forma S = kQg/Is onde Qg é uma aljava e Ig é¢ um ideal admissivel de kQg. Denotemos
es = Zie(Qs)o e; que é a unidade da &lgebra S.

Sejam A = kQa/Is e C = kQc/Ic duas dlgebras onde Q4 e Q¢ sdo aljavas conexas
e Iy e I sao ideais admissiveis em kQ 4 e kQ¢, respectivamente. Seja também (Qp uma
subaljava plena e convexa (nao necessariamente conexa) de Q)4 e de Q¢ e suponhamos que
IaNkQp = Ic NkQp, o que sera denotado por Ig. Denotemos kQp/Ip por B.

Lema 3.1.11 Nas condicoes acima temos que B = egAep = egCep.

Prova. Como I esta contido em I, podemos definir a seguinte aplicacao ®: B — egAep
dada por w + Ip — w + [4, para w um caminho em (Qp. Entao, ® é um morfismo de
k-algebras. Vejamos que se trata de um isomorfismo.

Seja w em kQ)p tal que w+ I4 é nulo. Entao, w esta em kQ g N 14 que por definigao é I,
ou seja, w + Ig = 0 e portanto a aplicacao ¢ é um monomorfismo. Vejamos que também é
sobrejetora. Seja w um caminho em (@) 4. Se egwep é nulo entao o elemento nulo em B é uma
pré-imagem para egwep + 4. Suponha que egwep é ndo nulo. Neste caso, s(w) e e(w) estao
em (Qp)o e, pela convexidade de Qg em @ 4, segue que cada vértice que aparece em w esta
ainda em (Qp)o. Pela plenitude, cada flecha que aparece em w esta em (Qp); e portanto w
¢ um caminho em ()p. Logo, o elemento w + Iz de B é uma pré-imagem para egwepg + 4.

O isomorfismo entre B e egCep se mostra de forma analoga. O

Do lema anterior vemos que B é um quociente comum de A e de C. Sejam f: A — B e
fc: €' — B os epimorfismos naturais e denotemos R o produto fibrado de f4 e fo. Podemos
escrever fa(a) = egaep para a € A e fo(c) = egcep para ¢ € C' e, pelo que ja foi discutido
anteriormente, temos que R ¢é a subélgebra de A x C' dada pelos pares (a,c) € A x C tais
que egaep = egceg.

No Exemplo 3.1.5 temos um exemplo em que B nao é isomorfa a egAeg. Note que Qg

nao é plena em Q) 4.

3

/

Exemplo 3.1.12 Considere A a k-dlgebra com aljava ordindria Q4 = 1 4 e seja

2
1 4
B a algebra cuja aljava € Qp = \ / . Neste caso Qp € uma subaljava plena de Q) 4,
2
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mas nao € convexa. Temos que dimgB = 6 e dimg(egAeg) = 7 e portanto B e egAep nao

sao isomorfas.

3.1.3 Aljava ordinaria do produto fibrado

Antes de descrever a aljava ordinaria de um produto fibrado precisaremos da nocao de
soma amalgamada de aljavas, que é a no¢ao dual de um produto fibrado. Em uma categoria
C, dados dois morfismos f;: X — X e fo: X — X5, uma soma amalgamada do par (fi, f2)
é uma tripla (Z,q1,¢2) onde Z é um objeto de C e hy: X1 — Z e hy: X5 — Z sao morfismos
tais que: (i) ¢1f1 = q2.f2 e (ii) dados um objeto Y e dois morfismos g1: X7 = YV e go: Xo = Y
tais que g1 f1 = g2 f2, entao existe um tnico morfismo h: Z — Y tal que hq; = g1 e hqa = gs.

Como nos interessara neste trabalho apenas um caso particular de soma amalgamada (o
de aljavas), vamos utilizar uma construg¢ao conhecida para grafos (aljavas nao orientadas)
(Ver por exemplo [Ehr79]) e escritas no contexto de aljavas em [Lev04].

Consideremos i: () — W e j: QQ — V inclusoes de aljavas, onde () é uma subaljava plena

de W e de V. Definimos a seguinte aljava que sera denotada por W ]_[Q V:

1. Os vértices sao aqueles de W e aqueles de V' que nao estao em j(Q).
2. As flechas sao as de W; e:

a) para x e y em Vg \ j(Q@)o, ha uma flecha de = para y para cada flecha de x para y

em V;

b) para xz em Vj\ j(Q)o e y = i(z) para algum z € ), ha uma flecha de x para y para

cada flecha de x para j(x) em V;

c) para x =i(z) com z € Q e y em Vp \ j(Q)o, ha uma flecha de x para y para cada
flecha de j(z) para y em V.

Proposicao 3.1.13 ([Lev04] 1.1.4) Com as notagdes acima, a aljava W [,V € a soma

amalgamada das aplicagoes i e j. O

Antes de continuar vejamos um exemplo dessa construgao.

Exemplo 3.1.14 Consideremos as aljavas

5
w. Qi 1<2 eV:1lw2,
1<-2<-4 8}
3
5
N

A soma amalgamada das inclusoes @ =W e Q =V € 1<—2<-—4
d
3
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Passemos agora a descricao da aljava ordinéria do produto fibrado R. Descri¢oes anédlogas
aparecem, por exemplo, em [[PTZ87| e [Lev04].

Consideremos novamente R o produto fibrado dos epimorfismos de algebras A — B e
C — B, onde A, B e C' sao élgebras de dimensao finita sobre k como descritas no inicio da
Secao 3.1.2.

Seja () a soma amalgamada das inclusoes de aljavas Qg — Q4 e Qg — (Q¢c. Notemos que
nesse caso, os elementos de () que estao simultaneamente em (4 e em ()¢ sao justamente
os elementos de @) p.

Suponha que I é o ideal de k(@) gerado por I4, Ic e por todos os caminhos que ligam
(Qa)o \ (@B)o e (Rc)o \ (@B)o- Pela construcao, vemos que Iy = INEkQa e Ic = I NEkQc.
Vemos também que (Q4,14) ¢ (Qc, Ic) s@o plenas e convexas em (@, I'). Neste caso, temos
que A= eq(kQ/I)es e C = ec(kQ/I)ec.

Denotemos ec — ep por ey, e4 — ep por €, e e = €'y + ep + € a identidade de kQ/I.

Para S = A ou C, denotemos por hg:kQ/I — eg(kQ/I)es o epimorfismo dado por
hs(z) = egres para x em kQ/I e por fs:es(kQ/I)es — ep(kQ/I)ep o epimorfismo dado
por fs(x) = eprep para x em eg(kQ/I)es.

Temos o seguinte diagrama comutativo, visto que eges = eg = epgec

kQ _ ha_ o kQ

%‘(ZAT(?A

ol I

60@60 ch 63@63
O nucleo de hy é dado por kerhy = (kQ/I)er(kQ/I) e o nucleo de fo é ker fo =
ec(kQ/Ieq(kQ/I)ec. Nao é dificil ver que a restricao de he ao nucleo de hy é€ uma bijecao

sobre ker fo e, pelo Lema 3.1.2, segue que kQ/I é o produto fibrado de f4 e fo.

Proposicao 3.1.15 Sejam R o produto fibrado dos epimorfismos A — B e C' — B, a aljava
@ a soma amalgamada das inclusoes de aljavas Qp — Qa ¢ Qg — Q¢ e I o ideal de k()

gerado por 14, Ic e por todos os caminhos que ligam (Qa)o \ (@B)o € (Qc)o\ (@p)o- Entao,
o produto fibrado R é isomorfo a kQ/I. O

Outra forma de ver esse resultado é olhando para o seguinte diagrama comutativo, ob-
servando que o ntcleo de faha(= fohe) € (kQ/I)(4 + €)(kQ/I),

kQ kQ/I
T (kQ/Dec (kQ/T)

| |

kQ/I kQ/I
(kQ/1)e’y (kQ/T) (kQ/1)(e)y+er) (kQ/T)
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Pela Proposicao 3.1.3, basta ver que

(KQ/ D) (kQ/T) O (KQ/T)eA(KQ/T) = 0.

De fato, se x esta em (kQ/I)ex(kQ/I)N(kQ/I)e,(kQ/I) entdo x = exe = egrep pois pela
construgao de I temos que €/,(kQ/I)er, = e (kQ/I)e’y = 0. Mas, como (@ g, I5) é convexa
em (Q, ), temos que ep(kQ/I)e(kQ/I)ep =0 =ep(kQ/I)e,(kQ/I)ep e portanto z = 0.

Exemplo 3.1.16 Sejam A, B e C dlgebras com as sequintes aljavas e relagoes:

5
Qi comIy=<67> Qpi 1% 2 eQo: 1w 2
1254 81
3

5

8!
A aljava ordindria de R é Q) : l<g—2=<5—4 el =< oy, By >.

/BT

3
Por conveniéncia, usaremos as diferentes formas de olhar as algebras envolvidas bem
como seus modulos. Por exemplo, do epimorfismo R — A sabemos que todo A-mo6dulo possui
uma estrutura de R-moédulo e podemos chegar a mesma conclusao a partir de representagoes

dos modulos, visto que (Q4,4) € plena e convexa em (Q, ). Faremos agora uma série de

observagoes que serao tteis no decorrer desse trabalho. Aqui S denota A, B ou C.

e indS é uma subcategoria plena de indR, bem como indB é uma subcategoria plena de

indA e de indC.

e Para dois S-moédulos M e N temos que N é um S-submodulo de M se e somente se

N for um R-submoédulo de M. O mesmo vale para quocientes.

e Se M éuma S-modulo e N é um R-submoédulo de M entdao N é também um S-moédulo.

3.2 Produto fibrado orientado

A Proposigao 3.1.7 nos da uma condigao para que um R moédulo M seja o produto fibrado
de epimorfismos da forma M ® A - M ® Be M ® C' — M ® B. Para que isso aconteca,

neste caso, basta que M Re;, RN M Re/yR = 0. Vejamos que essa intersecgao esta em modB.
Lema 3.2.1 Seja M um R-mddulo, entao M Re, R N M Re/yR = M Re-Rep N M Rey Rep.

Prova. Seja © em M Rep RN M Re',R. Basta mostrar que x = zeg. Temos que x = ze =
re'y + vep + xep. Mas xe/y € M RepRe!y = 0 pois e Rey =0 e ze, € M Re/yRei; = 0 pois

e/yRe = 0. Portanto, = xep como querfamos. O
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Pelo lema anterior, se M ¢é tal que M Re,R N MRe/,R # 0 entao existe i em (Qpg)o €

caminhos nao nulos de j para i, com j em (Q )0\ (@p5)o, € de [ para i, com ! em (Qc)o\ (QB)o-

Exemplo 3.2.2 Considere as aljavas Qa = 2-%1,0Qp=1¢e¢Qc = 1 i 3 . Neste caso, o
produto fibrado R € dado por Qp = 9 % 1 b 3. O injetivo associado ao vértice 1 ¢ I(1) =
k> k<= - Além disso, )y = es, ep = €1 e e, = e3. Neste caso, I(1)Re, RNI(1)Re/yR # 0
pois [(1)a = S(1) = I(1)p.

Observe que a interseccao do Lema 3.2.1 seré sempre nula para o produto fibrado definido

abaixo.

Definigao 3.2.1 Seja R o produto fibrado dos epimorfismos A — B e C' — B. Dizemos

que tal produto € orientado se nao existir caminho nao nulo de (Qg)o para (Qc)o \ (@B)o

e nem de (Qa)o \ (@p)o para (Qp)o, ou seja, egRey, =0 e €y Rep = 0.

O seguinte esquema ¢ util para vizualizacao dessa defini¢cao, onde as flechas denotam o

sentido possivel para os caminhos em Q) g:

O produto fibrado do Exemplo 3.1.16 nao é orientado pois § ¢ um caminho nao nulo de

(Qa)o \ (@B)o para (Qp)o. Vejamos alguns exemplos de produto fibrado orientado:
Exemplo 3.2.3 A dlgebra hereditdria de tipo infinito dada por

1=

~6=<7

N=<=—0Ol—=W=<—1i~

€ um produto fibrado orientado das dlgebras hereditdrias de tipo finito:
1=

~<6=<7

Qa= Qc =

N<—Ul—=W=<—H
)
oy
|
DO <— U1 —> QO <— i
DN <— U1l —> QO <— i
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Exemplo 3.2.4 ([Lev04]|) A dlgebra cuja aljava ordindria com relagées é

3<14

N 7<—38

€ um produto fibrado orientado de A — B e C — B, onde A, B e C sao as dlgebras

hereditdarias dadas pelas aljavas:

3<-4 4 4
AN AN AN
5 5 5=6
Qa = / Qp = Ve Qc = yd
1<=-2 2 2
AN N AN
7 7 7T<8

3.2.1 Mobdulos sobre um produto fibrado orientado

No ultimo exemplo ha R-moédulos que nao estao em indA U indC' como, por exemplo, o
8
R-moédulo 7, °, . J& no Exemplo 3.2.3 ¢ facil ver que existem infinitos desses modulos, isto
3
é, infinitos moédulos que nao estao em indA UindC'. Veremos que tais R-modulos podem ser

escritos como um produto fibrado entre A-médulos e C-moddulos.

Proposicao 3.2.5 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C — B.
Se M é um R-mddulo entao existem epimorfismos f: X4 — Zpg e g: Yo — Zp tais que M €
o produto fibrado de f e g.

Prova. Seja M um R-moédulo e consideremos X4 = M/Mep R, Yo = M/MeyR e Zg =
M/M(ey + e)R. Sejam f: X4 — Zp e g:Yo — Zp os epimorfismos naturais. Pela Pro-
posicao 3.1.7 basta verificar que M Re,R N M Re/,R = 0. De fato, pelo Lema 3.2.1, temos
MRe-RN MRe'yR = MRe,Reg N MReyReg C MRe'yReg = 0 pois pela defini¢do de

produto fibrado orientado temos €/, Reg = 0. O

Corolario 3.2.6 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C'— B. Se
M € um R-mdodulo entao M € o produto fibrado de M@rA — MQ@rB e MRrC — M®grB.
O
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8

Exemplo 3.2.7 Vejamos o que acontece no exemplo 3.2.4 com o médulo M = 7,5, . Nesse
3

8 ,
caso, temos e’y = e;+e3 e e, = eg+es e portanto M Rep, R = T e MRe',\R = 3. Finalmente,
5 8 s
My=1, Me=75 eMp=73.
3

Proposicao 3.2.8 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C — B.

Entao,

(a) Mea é um R-submddulo de M e Meg é um R-submddulo de Mec.

(b) Mec é um quociente de M e Meg é um quociente de Me,.

Prova. Para (a) basta ver que as inclusoes naturais sdo monomorfismos de R-modulos.
Como Mey é um A-modulo entao, para m € M, o produto por um elemento r de R é
dado por mes.r = meyrey e como Q4 é fechada para sucessores segue que esrey = eqr e
portanto mere, = meyr que é o produto em M, isso mostra que Mey é submodulo de M.
Analogamente, temos que Meg é submodulo de Mec pois megreg = megecrec.

Para (b) vejamos que o produto por ec de M para Mec e o produto por eg de Me, para
Mep sao epimorfismos de R-moédulos. Para o primeiro caso basta ver que mrec = mecrec
para m em M e r em R. De fato, como Q¢ ¢é fechado para predecessores entao vale
rec = ecrec e portanto mrec = mecrec. Analogamente, temos que egreg = eareg e
portanto ambas as aplica¢oes sao morfismos de R-moédulos que sao obviamente sobrejetoras.

O

3.2.2 Projetivos, Injetivos e Dimensao global

Seja R o produto fibrado de A — B e C — B. Vimos nos Exemplos 3.2.3 e 3.24
que existem R-modulos indecomponiveis que nao sao nem A-moédulos e nem C-modulos.
Veremos, porém, que esse nao é o caso para projetivos e injetivos quando o produto fibrado
é orientado. Usaremos a seguinte notagao: Pg(i) denota o projetivo indecomponivel associado
ao idempotente e; € S e Ig(i) denota o injetivo indecomponivel associado ao idempotente

e; € S. Quando S = R omitiremos o R e escreveremos apenas P(i) e 1(i).
Lema 3.2.9 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C' — B. Entao,
1. P(i) = Pa(i) para todo i € (Qa)o;
2. P(i) = Po(i) para todo i € (Qc)o \ (QB)o;
3. Po(i) =2 Py(i) para todo i € (Qp)o;
4. 1(i) = Ic(i) para todo i € (Qc¢)o;

5. 1(1) = Ic(i) para todo i € (Qa)o \ (Qr)o;
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6. 14(i) = I(i) para todo i € (Qp)o-

Prova. Para cada i € Qg temos P(i) = e;R. Se i € (Q4)o, como o produto fibrado é orientado,
temos e; Rer, = 0. Logo,
e;R =eesReq = e;A = Py(i).

Sei € (Qc)o \ (Qp)o entdao, como e;Re’y = 0, temos
P(i) = ;R = e;ecRec = €,C = Po(i).
Para i € (Qp)o, como e;Ce, = 0, temos
Po(i) = €,C = e;egCep = ;B = Pg(i).
Para os modulos injetivos a demonstragao é simétrica. U

Por simplicidade de notagao, usaremos muitas vezes o sinal de igualdade no lugar de =,
escrevendo, por exemplo que P(i) = P4(i) quando i esta em (Q4)o-

Segue deste ultimo lema que o produto fibrado orientado preserva a dimensao projetiva
dos A-modulos e a dimensao injetiva dos C-modulos, como veremos a seguir. Denotaremos
para um S-modulo, dpgM a dimensao projetiva de M e digM a dimensao injetiva de M.

Quando S = R omitiremos o R escrevendo apenas dpM e diM.

Proposicao 3.2.10 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C — B.

Entao,
(a) para todo M € indA vale d(pM = dp M

(b) para todo M € indC' vale diM = dic M

Prova. Segue do lema anterior que se M é um A-moédulo indecomponivel entao M é projetivo
como A-moédulo se, e somente se, M é projetivo como R-moédulo.

Seja M um A-modulo indecomponivele 0 - K — P, —» -+ — P, = Py — M — 0 uma
sequéncia exata minimal em modA com cada P; um A-médulo projetivo. Pelo lema anterior
cada P; é um R-projetivo e portanto dppM < dp,M. Por outro lado, seja 0 — K — P, —

- — P = Py — M — 0 uma sequéncia exata minimal em modR com cada P; um R-
modulo projetivo. Como M é um A-moédulo entao topM é também um A-mddulo e portanto
Py é um A-moédulo. Como ker(FPy — M) também é um A-moddulo pois é um submoédulo de
Py entao por recorréncia temos que cada P; é um A-moédulo, portanto A-projetivo, e da
mesma forma K € modA. Entao tal sequéncia estd em modA e portanto vale também a
desigualdade dp 4, M < dpp M mostrando que vale a igualdade.

A demonstragao de (b) é dual. O
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Denotemos a partir de agora por C” a soma direta dos projetivos P(i) com i € (Q¢)o \
(@B)o e por DA’ a soma direta dos injetivos (i) com i € (Qa)o \ (@B)o-

Observagao 3.2.11 Podemos escrever o R-mddulo C' da sequinte forma

C = Pircti)|ie (Qc)o}
= P{Pcli)]ic(@p)} ®EP{Peli)]ic(Qco\ (@s)o}

= @{PB(Z') | i€ (RB)o} & @{P | i€ (Qc)o\ (@B)o}
= Bal

De forma andloga podemos escrever DA = DA’ ® DB, R=A®C" e DR= DA & DC.

Para a dimensao global do produto fibrado, denotada por dim.glR, usaremos o seguinte
resultado de Wiseman ([Wis85] (3.1)), que aqui sera escrito no nosso contexto, ou seja, para

algebras de dimensao finita sobre o corpo k.

Lema 3.2.12 Considere o diagrama

ha

R—A
he fa
C 7 B
com h s um epimorfismo e R o produto fibrado de fa e fc. Suponha que max{dpA,dpC} < n.
Entao
dim.glR < max{dim.glA, dim.glC'} + n.

Para o produto fibrado orientado, o Lema 3.2.9 e a Proposicao 3.2.10 nos darao uma

versao mais simplificada desse resultado.

Proposicao 3.2.13 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C' — B.
Entao
dim.glR < max{dim.glA, dim.glC} + dp,B.

Prova. Pelo Lema 3.2.9 temos que A é um R-moddulo projetivo e portanto dpA = 0. Também
temos pela ultima observacao que C' = B& C’. Visto que €’ é um R-moédulo projetivo entao
dpC = dpB. Basta agora aplicar o tltimo lema e notar que pela Proposicao 3.2.10 temos
dpB = dp4B pois B ¢ um A-moédulo. U

Como caso particular, se tivermos A uma algebra hereditaria entao dpB < 1 e portanto
a dimensao global do produto fibrado R s6 depende da algebra C'. E no caso de ambas A e

C serem hereditarias temos que a dimensao global de R nao ultrapassa 2.
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Corolario 3.2.14 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C — B.
Se A é uma dlgebra hereditaria entao dim.glR < dim.glC' + 1. Em particular, se C' também
€ hereditaria entao dim.glR < 2. O

Com isso chegamos a seguinte generalizagao de [Lev04] (5.2.4).

Corolario 3.2.15 Seja R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C — B
onde A e C sdo dlgebras hereditdrias. Entao, R é uma dlgebra shod se, e somente se, R é

quase inclinada.

Prova. Da secao 1.4, temos que uma algebra é quase inclinada se, e somente se, ela é shod

e tem dimensao global no méximo 2. O resultado segue, portanto, do corolario anterior. [J

3.3 Casos particulares do produto fibrado orientado

Nesta secao consideramos algumas hipoteses adicionais ao produto fibrado orientado que
nos permitira concluir que todos os R-moédulos sao A-modulos ou C-modulos. O primeiro,
produto fibrado com condigoes *, foi definido em [IPTZ87| e o resultado citado é devido a este
trabalho. O segundo, produto fibrado Nakayama orientado, foi inspirado no primeiro e defi-
nido em |[Lev04| onde mostra-se ainda que a aljava de Auslander-Reiten de R é exatamente
a soma amalgamada das aljavas de Auslander-Reiten de A e de C'. Finalmente, definiremos
o produto fibrado Dynkin orientado que generaliza os dois primeiros. Mostraremos que para

esse caso ainda vale que ind R = indA U indC'.
Produto fibrado com ‘“condigoes *”

Definicao 3.3.1 ([IPTZ87]) Seja R o produto fibrado de A — B e C'— B. Dizemos que

R satisfaz as condigoes * se:

1. nao hd caminho nao nulo de (Qg)o para (Qc)o \ (@B)o € nem de (Qa)o \ (@B)o para
(@8B)o;

2. Qp € da forma a; < a;_1 < --- < ay comt > 1, sem relagoes;

3. dados uma flecha o : © — y em (Qp)1 e um caminho ¢ : z ~y com z em (Qc)o\(@B)o

existe um caminho 1 : z ~ x tal que Yo — ¢ esta em Ic.

O primeiro item nos diz justamente que se R satisfaz as condigoes * entao ele é um

produto fibrado orientado.

Teorema 3.3.1 ([IPTZ87](3.5)) Seja R o produto fibrado de A — B e C' — B satisfa-
zendo as condi¢oes x. Entao, indR = indA UindC' e indB = indA NindC'. U

Veremos mais adiante que esse resultado pode ser estendido para outros casos de produtos

fibrados orientados.
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Produto fibrado Nakayama orientado

Para esse tipo de produto fibrado J. Levesque em |[Lev04] (ou [Lev08] ) mostrou que se
A e C sao algebras hereditarias entao R ¢ uma algebra inclinada.

Para tanto ela construiu, a partir de médulos inclinantes de A, B e C, um moddulo
inclinante 7" tal que EndT é uma algebra hereditéria.

Chegaremos também a esse resultado com outras técnicas que serao discutidas no Capi-
tulo 4.

Definicao 3.3.2 ([Lev04]) Seja R o produto fibrado de A — B e C — B. Dizemos que R

€ o produto fibrado Nakayama orientado se:

i) Nao hd caminhos de (Qg)o para (Qc)o \ (@B)o e nem de (Qa)o \ (@B)o para (Q5)o-

it) B € uma dlgebra hereditaria Nakayama e as componentes conezas Qpy, @po, -- -, @B,

de Qp sao da forma Qp; = iy, < Qig, | - a;; com1 <i<ret;>1.

iii) Em Qp somente fontes sao finais de flechas de (Qc)1 \ (@p)1 € somente pogos sao
inicios de flechas de (Qa)1 \ (@B)1-

iv) Nenhuma relagiao minimal de R tem origem em (Qp)o-

Notemos que o primeiro item dessa definigdo é o item (1) das condigoes *, ou seja, que
tal produto fibrado é orientado. No item (ii) vemos que cada componente conexa de Qp é
da forma de (2) das condigbes *. Veremos adiante que o item (3) das condigbes * é também
valido.

3.3.1 Produto fibrado Dynkin orientado

Inspirados na demonstracao do Teorema 3.3.1 de que nao ha médulos indecomponiveis
que nao sejam nem A-moédulos e nem C-modulos, chegamos em outros casos em que esse

resultado também ¢é valido e definimos o produto fibrado Dynkin orientado.

Definicao 3.3.3 Seja R um produto fibrado orientado de A — B ¢ C — B. Dizemos que

R é um produto fibrado Dynkin orientado se:

(a) Cada componente conexa de Qp € de tipo Dynkin com um inico pogo, sem relagoes.

(b) Dados uma flecha o : x — y em (Qp)1 e um caminho ¢ : z ~>y com z em (Qc)o \(@B)o

existe um caminho v : z ~ x tal que Yo — ¢ estd em Ic.

Trivialmente o produto fibrado com condic¢oes * é um produto fibrado Dynkin orientado.
Veremos que o produto fibrado Nakayama orientado também é. Para isso, falta verificar que

a condigao (b) da ultima definigao ¢ satisfeita. Isso decorre do seguinte lema:

Lema 3.3.2 Se R ¢ o produto fibrado Nakayama orientado de A — B e C — B entao,
dados uma flecha a - x — y em (Qp)1 e um caminho ¢ : z ~y com z em (Qc)o \ (@B)o

existe um caminho ¥ : z ~ x tal que Yo = .
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Prova. Sejam « : x — y uma flecha em (Qp); e ¢ : z ~» y um caminho com z em
(Qc)o \ (@B)o. Escreva ¢ = ¥f onde 5 : zp — y é uma flecha em (Q¢)1 e ¥ : 2z ~ 2

¢ um caminho. Como y ndo é uma fonte em @) entdo pelo item (ii) da Defini¢ao 3.3.2 temos
que zp estd também em (Qp)o. Além disso pela forma da aljava @ p segue que zp = x e ainda

que o = 3. Portanto, temos que ¢ = Ya. U

Proposicao 3.3.3 Seja R o produto fibrado Dynkin orientado de A — B e C' — B. Se C
€ uma dlgebra hereditdria entao cada componente conexa de Qp € de tipo A, linearmente

orientada.

Prova. Fixemos () uma componente conexa de (Jp e suponhamos que () nao é de tipo A,
linearmente orientada. Da lista de Dynkin orientado com um tinico pogo (se¢ao 2.1) vemos

que @ possui um dos seguintes 4 formatos, onde “1” denota o tinico pogo e “o” sao fontes:

Caso 1 Na lista 2.1 a aljava: A,,.2

s

1

.

[ J
Caso 2 Na lista 2.1 as aljavas: D,,.2, E¢.4, E7.4 e Eg.4.

J

1~~~V o

Caso 3 Na lista 2.1 as aljavas: D,,.3, Eg.2, E;.2, E;.5, E7.6, Eg.2, Eg.5, Eg.6 e Eg.7.

[ ] [
1 < /
\i\

Y

Caso 4 Na lista 2.1 as aljavas: D,,.1, D,,.4, Eg.1, Eg.3, E;.1, E;.3, E7.7, Eg.1, Eg.3 e Eg.8.
[ ]

(j/
w1

1 <~ T

o
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Como Q¢ é conexa entao existe um caminho de i € (Q¢)o \ (@5)o para j € Qo.

Nos casos 1, 2 e 3 considerers o caminho ¢:7 ~» j ~» 1. Em cada um desses casos existe
uma flecha a:z — 1 que nao estd em ¢. Por (b) da Defini¢ao 3.3.3 existe um caminho
¥ i~ x tal que Ya — ¢ € Io. Uma contradigao pois C' é hereditéria.

Para o caso 4, se j esta em w, ou em w3 podemos repetir o argumento anterior trocando

[

o vértice “1” por “r”. Suponhamos entao, que j estd em w; que pode ser escrito como:

wi: 1 2 J agj+13i---317‘.Sejagpocaminhodeiparaj.Por

(b) da Defini¢ao 3.3.3 e como I = 0 entdo ¢ ¢é da forma ¢ = poa,_;--- ;10 onde
wo: 1~ r. Mas ha duas flechas que chegam em r e novamente chegamos em uma relagao em
I o que é uma contradicao.

Portanto, a componente conexa () é de tipo A,, linearmente orientada. U

Exemplo 3.3.4 Considere as dlgebras hereditdrias A, B e C' dadas, respectivamente, pelas
6

sequintes aljavas: 2<3<4<5 , 2<-3=<-4<-5 , 2=—3=<-4=<5
=

1 7

Neste caso o produto fibrado R € dado pela aljava abaixo com relacoes ~;PB3B201000 =

ViB3 P20 = 0.

6

Y1

P WA

;y a2 7;\

Note que se trata de um produto fibrado Dynkin orientado, mas que nao é Nakayama

orientado mesmo Qg sendo de tipo A, linearmente orientado, pois nao satisfaz o o item
(#i) da Definigcao 3.3.2.

Vejamos agora um exemplo de produto fibrado Dynkin orientado onde ()5 nao é de tipo

A,.

Exemplo 3.3.5 A dlgebra dada pela sequinte aljava com relagoes

- T T =
-
e

e

, F~—" 14
/ /////
/2<—3<—4""
74 AN
1 ~7 15

6

NN /
VR8=—9<—-10=-11
AR NI

N 12<—:13

~ —
- —

~
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¢ um produto fibrado Dynkin orientado onde (Qa)o \ (@B)o = {1} e (Qc)o \ (@) =

{13,14,15}. Neste caso, Qp tem duas componentes conexas, uma de tipo D5 e uma de tipo

Es.

Com a mesma prova dada em [[PTZ87| é possivel mostrar que o resultado do Teorema
3.3.1 também é valido para o produto fibrado Dynkin orientado. Reproduziremos tal demons-

tracao para esse caso, mas para isso precisaremos do Teorema 2.2.2, do segundo capitulo.

Teorema 3.3.6 Se R ¢ o produto fibrado Dynkin orientado de A — B e C' — B entao
indR = indAUindC e indB = indA NindC'.

Prova. Ja vimos que indA e indC' sao subcategorias de ind R e também pelos suportes das
representacoes é facil ver que indB = indA N indC'. Faremos a outra desigualdade também
utilizando representagoes de modulos.

Seja M = (Va)we@n)or (fa)ac(@r):) uma (Qr, Ir)-representacao de um R-modulo inde-
componivel. Definiremos uma (Qg, Ir)-representacao ImM = (W,)ze(@n)o» (Ga)ac(@r):) da

seguinte forma:

- para cada vértice z em (Qg)o considere W, a soma das imagens das aplicagoes f,:V, —

Ve, onde w é um caminho de y para x com y em (Q¢)o \ (@B)o;
- para cada a:x — y em (Qg)1, considere g, = fo|w, a restrigao de f, a W,.

Observe que se x estd em (Qc)o \ (@B)o entdao W, = V, pois para o caminho trivial €,
temos imf,, = V,. Por outro lado, se = estd em (Qa)o \ (@5)o entdo W, = 0 pois, pela
orientagao do produto fibrado, ndo existe caminho nao nulo de (Q¢)o \ (@B)o para (Q4)o \
(@pB)o- Portanto, ImM é uma (Q¢, I¢)-representacao, enquanto M/ImM é uma (Qa, [4)-

representacao. Mostrarenos que ImM = 0 ou ImM = M de onde seguira o resultado.

Afirmagao: Para cada flecha a:z — y em (Qp)1, a aplicagao g,: W, — W, é sobrejetora.

Seja b em imf,, para algum caminho w de z € (Q¢)o \ (@B)o para y e seja a em V, tal
que f,(a) = b. Pelo item 3 da Definigao 3.3.1, existe um caminho ¢ de z em z tal que

Yo —w estd em Ip. Entao, f, o fy = f, e portanto b = f,(a) = fo(fe(a)) = ga(fr(a))
pois fy(a) estd em imfy, C W, e folw, = go- Logo, g, € sobrejetora como queriamos.

Segue dessa afirmagao e do Teorema 2.2.2 que (ImM)|g, é uma @) p-representacao de um

modulo injetivo e portanto a seguinte sequéncia exata
0— ImM — M — M/ImM — 0

restrita a (g cinde. Vejamos que ela também cinde em (Qg, Ig).
Seja ¢:ImM — M a inclusdo. Como a sequéncia cinde em @p, existe h: M|g, —

(ImM)|g, tal que ho! = id onde /' ¢ a restrigdo de ¢ a (ImM)|g,. Considere a seguinte
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extensao [ de h, dada, para cada x de (Qg)o, por:

hy se z € (@Qn)o

l, =9 idy, se z € (Qc)o\ (@B
0 se z€(Qa)o) 0

Como o produto fibrado é orientado, é facil mostrar que [ é um morfismo de (Qg, Ig)-

representacoes e que [ ot = idpy,)y,. Portanto a sequéncia cinde e segue que M = ImM &

M /ImM . Mas, como M é indecomponivel segue que ImM = 0 ou ImM = M e portanto M

¢ uma (Qa, [4)-representagao ou uma (Q¢, [¢)-representagao, concluindo o resultado. [

Uma consequéncia imediata ¢ dada pelo seguinte corolério:

Corolario 3.3.7 Se R ¢ o produto fibrado Dynkin orientado de A — B e C' — B entio R

é de tipo finito se, e somente se, A e C sao de tipo finito. U

Corolario 3.3.8 Se R ¢ o produto fibrado Dynkin orientado de A — B e C' — B com A e

B dlgebras hereditdrias entao R é quase inclinada.

Prova. Do Corolario 3.2.15, basta ver que R é uma &lgebra shod. Do Teorema 3.3.6 te-
mos que indR = indA U indC. Entao, se M € indA temos, pela Proposicao 3.2.10, que
dpM = dp,M e como A é hereditaria segue que dpM < 1. Analogamente, se M € indC
entao, diM = dicM < 1 pois C' ¢é hereditaria. Portanto, R é uma algebra shod. 0



Capitulo 4

Produto fibrado orientado e subcategorias de ind R

Considere R o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C' — B como
definido na Secao 3.2. Nesse capitulo iremos destacar algumas subcategorias que sao fechadas
para predecessores ou para sucessores da categoria de modulos do produto fibrado R. Com
o auxilio dessas subcategorias mostraremos, sob certas condigoes, que um produto fibrado
orientado R é uma &lgebra inclinada quando A e C sao algebras hereditarias. O que nos
dard uma nova demonstracao para [Lev08] (2.4.7) (ver Corolario 4.4.5).

Também analisamos situagoes semelhantes envolvendo outras classes de dlgebras, como
as colagens a direita e a esquerda, por exemplo. Para isso, na Sec¢ao 4.4, estudamos a relagao
entre as partes direita e esquerda das categorias de modulos das algebras envolvidas.

Além disso, na Secao 4.3, conseguimos relacionar as aljavas de Auslander-Reiten de R
com as aljavas de Auslander-Reiten de A, B e C.

Antes veremos, na primeira se¢ao, que toda algebra do tipo ada pode ser vista como um
produto fibrado orientado.

Em todo o capitulo usaremos a nocao de trisec¢ao como na definicao a seguir.

Defini¢ao 4.0.4 (JAACT11]) Uma trisecgao deindA é uma tripla de subcategorias plenas
disjuntas (A, B,C) tal que indA = AUB UC e Hom(C, B) = Hom(C, A) = Hom(B, A) = 0.

Se (A, B,C) é uma trisec¢ao de indA entao a subcategoria A é fechada para predecessores
e a subcategoria C é fechada para sucessores. Também, B é convexa em indA, ou seja, se
M =DM, - My — ---— M, =N éum caminho em indA com M e N em B entao cada M;

para ¢ = 1,...,t também esta em B.

4.1 Produto fibrado das algebras suporte

Seja A uma subcategoria plena de indA fechada para predecessores. Definimos sua alge-
bra suporte 4A como a algebra de endomorfismo da soma direta dos A-mddulos projetivos
indecomponiveis que estao em A4, ou seja, 4A = End @{P(z) | P(z) € A}. Dualmente, se C
é uma subcategoria plena de indA fechada para sucessores, definimos a élgebra suporte A¢
de C como A¢ = End @{I(x) | I(z) € C}. Temos as seguintes propriedades para as algebras

suporte.

53
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Lema 4.1.1 (JACTO09] (4.1)) Sejam A uma subcategoria plena de indA fechada para pre-

decessores e C uma subcategoria plena de indA fechada para sucessores.

(a) Os A-mdédulos que estao em A tém uma estrutura natural de 4A-mddulos indecompo-

niveis.

(b) Os 4A-mddulos projetivos indecomponiveis sao justamente os A-mddulos projetivos que

estao em A.
(c) Para cada gA-mddulo M temos que dp ,\\M = dpyM e di,a)M < dixM.

(a’) Os A-mddulos que estao em C tém uma estrutura natural de Ac-mddulos indecomponi-

Veis.

(b’) Os A¢-mddulos injetivos indecomponiveis sao justamente os A-mddulos injetivos que

estao em C.

(c’) Para cada Ac-mddulo M temos que digyo)M = dianM e dp(, )M < dp, M. O

Notemos que A é uma subcategoria de ind 4A fechada para predecessores e que contém
todos os 4 A-moddulos projetivos indecomponiveis. Dualmente, C é uma subcategoria de indA¢

fechada para sucessores que contém todos os Ac-modulos injetivos indecomponiveis.

Observagao 4.1.2 Se A = kQx /15 entao a dlgebra A = 4\ pode ser escrita como kQa/I4
onde Q4 € a subaljava plena de Q tal que o congunto de vértices € (Qa)o = {x € (Qa)o |
P(z) € A} eoideal I4 € INOKQ 4. Também C' = A¢ pode ser escrita como kQc/Ie onde Q¢
¢ a subaljava plena de Qy tal que o conjunto de vertices € (Qc)o = {x € (Qa)o | I(x) € C}
e o ideal I € Iy NEkQc.

Vejamos um exemplo de uma algebra ada que pode ser escrita como produto fibrado das

algebras suporte das partes direita e esquerda.

Exemplo 4.1.3 Considere a dlgebra A com rad®A = 0 (ou seja, qualquer caminho de com-

primento maior ou igual a 2 € nulo) cuja aljava ordindria é

Neste caso, a parte esquerda de modA € dada pelos predecessores de Pz, ou seja, Ly =
PredP(3) e a parte direita pelos sucessores de 1(2), ou seja, Ry = Succl(2). Temos que
P(1),P(2),P(3) eI(1) estao em Ly, enquanto P(4),1(2),1(3) e I(4) estao em R. Portanto,
A € uma dlgebra ada.

Nesse caso, a dlgebra suporte de Ly € 1= 22 3 com radQ((ﬁA)A) =0 e a dlgebra
suporte de Ry € 2——3<_—_4 com rad’(Ar,)) = 0. Considere B a dlgebra com aljava
2= 3. Entao, A € o produto fibrado orientado dos epimorfismos naturais o)A — B e

A(RA) — B.
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Veremos com o proximo resultado que tal construcao sempre é possivel para uma algebra

ada.

Teorema 4.1.4 Sejam A = kQx /Iy uma dlgebra, A uma subcategoria de indA fechada para
predecessores e C fechada para sucessores tais que A estd em add(A U C) ou DA estd em
add(AUC). Entao, existe uma dlgebra B tal que A € o produto fibrado orientado de 4A — B
e A\ — B.

Prova. Faremos a prova supondo que A estd em add(,AUC). O caso DA € add(AUC) se
mostra de forma analoga.

Denotemos 4A por A e A¢ por C'. Lembremos que, da Observagao 4.1.2, podemos escrever
AZkQa/lse C=ZkQc/Ic onde Q4 e Q¢ sao subaljavas plenas de Q com (Q4)o = {z €
(@Qa)o | P(z) € A}, (Qo)o = {z € (Qa)o | I(z) € C}, Iy = InNEQa e Ic = In N kQc.
Notemos também que Q4 é fechada para sucessores e ()¢ é fechada para predecessores.
Portanto Q4 e Q¢ sao também convexas em ().

Consideremos @)p a subaljava plena de Q4 tal que (Qp)o = (Qa)o N (Qc)o. Neste caso,
@B é também uma subaljava plena de Q)4 e de Q. Além disso, a convexidade de Q4 e de
Qc em Qp implica a convexidade de Qg em Q5 e portanto em Q4 e em (Q¢. Defina o ideal
Ip por Igp = IA\ NkQp. Neste caso, temos que I4 NkQp = Ig = Ic N kQc. Finalmente, seja
B = kQp/Ip. Podemos entao considerar o produto fibrado R dos epimorfismos A — B e
C — B. Observe que tal produto fibrado é orientado pois ()4 é fechada para sucessores e
Q¢ para predecessores.

Mostraremos que R é isomorfo a A e, para tanto, mostraremos que Qr = Qo e que
Ip = 1,.

- (Qr)o = (Qa)o:
Sabemos que (Qr)o = (Qa)oU(Qc)o e que (Qa)oU(Qc)o C (Qa)o- Se z esta em (Qa)o
e nao esta em (Q4)p entao o projetivo Py(x) nao esta em A. Por hipotese A estéd em

add(AUC), logo Py(z) esta em C e portanto I (x) também esta em C, logo z esta em
(Qc)o- Isto mostra que (Qa)o U (Qc)o = (@a)o-

(@r)1 = (Qa)1:
Também temos que (Qr)1 = (Qa)1 U (Qc)1 e que (Qa)1 U(Qc)1 C (Qa)1- Como cada
projetivo indecomponivel estd em A U C entao cada projetivo estda em indA U indC, e

portanto o suporte de cada projetivo esta ou em )4 ou em Q. Portanto nao héa flecha

ligando (Q4)o \ (Rc)o e (Qc)o \ (Qa)o, 0 que mostra que (Qa)1 U (Qc)1 = (Qa)s-

[R = [A:
Sabemos que Ir = I4 + Ic + I onde I é o ideal gerado pelos caminhos que ligam
(Qa)o\ (@B)o e (Qc)o \ (@B)o- De fato, temos I4 + Ic C I,. Além disso, como cada

A-médulo projetivo estd em A UC C indA U indC' entao nao existe caminho nao nulo
ligando (Q4)o \ (@5)o € (Qc)o \ (@B)o, ou seja, I também estd em Iy.
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Por outro lado, consideremos w em I,. Observe que cada caminho estd ou em ()4
ou em Q¢ ou estd em I. Se w = ecwer entao w esta em Iy N kQc = I C Ii. Se
w = eswey entdo w estd em Iy NkQa = 14 C Ip. Se w = epwe’y ou w = €/ wel, entdo
westd em [ C Ig. Logo, [o+ Ic+ 1 = I,.

Portanto, A é o produto fibrado orientado de A — B e C' — B. 0

Corolario 4.1.5 Seja A = kQa/Ix uma dlgebra ada. Entao existe uma dlgebra B tal que A
€ o produto fibrado orientado de epimorfismos oA — B e A,y — B. O

Observagao 4.1.6 Lembremos que, se A € uma dlgebra quase inclinada entdo ela é uma
dlgebra ada. Se A nao € inclinada entao nao existe injetivo em Ly e consequentemente, todo
injetivo indecomponivel estd em Ry. Portanto, A = Ar,) e nesse caso o produto fibrado do
Teorema 4.1.4 € trivial.

Se A € uma dlgebra shod estrita entao por [CL99] existe um injetivo em L4\ R4 e neste

caso o produto fibrado do Teorema 4.1.4 nao € trivial.

Corolario 4.1.7 Sejam A = kQx/Ix uma dlgebra e (A, B,C) uma triseccao para indA tal
que A @ DA estd em add(AUC). Entao, existe B tal que A é o produto fibrado orientado de
uN — B e Ac — B. O

Exemplo 4.1.8 Considere a dlgebra A com rad*A = 0 cuja aljava ordindria é

Note que nao se trata de uma dlgebra ada pois 1(2) e P(4) nao estao em Ly URy. Consi-
deremos C = Succl(2) e B =indA \ (L5 UC). Nesse caso, (Lp,B,C) € uma trisec¢io para
indA e A @ DA estd em add(Ly UC). A dlgebra suporte de Ly é dada por 12—

-3

com radQ((EA)A) = 0 e a dlgebra suporte de C é dada por 2 3 4 5 com

rad®(A¢) = 0. Temos que A € o produto fibrado orientado de (¢,)A — B e A¢ — B onde B
€ 223
Com a mesma demonstragao de [ACLV12] (2.5) para as algebras ada temos o seguinte

resultado.

Proposicao 4.1.9 Sejam A = kQa/Ix uma dlgebra e A e C subcategorias de indA tais
que A € fechada para predecessores e C fechada para sucessores. Entao A & DA estd em
add(AUC) se, e somente se, indA = AU indA¢ = ind4A UC. Em particular, se A & DA
estd em add(AUC) entdo indA = ind 4A U indAc.
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Prova. Seja M um A-modulo indecomponivel que nao estd em indAc. Entao, existe x no
suporte de M que nao estda em Q). Neste caso, Ix(x) nao estd em C e portanto I,(x)
estd em A. Mas como z esta no suporte de M, existe um morfismo de M em I,(z), logo M
também esta em A. A prova de que indA = ind4A UC é anéloga.

Por outro lado, suponhamos que indA = A U indA¢ = ind4A U C e seja P(z) um pro-
jetivo indecomponivel que nao estd em A. Neste caso, P(x) também nao esta em ind4A e
por indA = ind4A UC segue que P(x) estd em C. Analogamente, mostra-se que os injetivos

indecompoiveis também estao em A UC. O

4.2 Subcategorias especiais no produto fibrado
Lembremos que para um produto fibrado orientado denotamos por DA’ a soma direta dos
injetivos indecomponiveis I(x) com z em (Q4)o\ (@5)o ¢ por C’ a soma direta dos projetivos
indecomponiveis P(z) com z em (Q¢)o \ (@5)o- Consideremos as seguintes subcategorias de
indR:
A =PredDA’, C = SuccC’ e B=indR\ (AUC).

Obviamente, A e A\ C sao fechadas para predecessores e C e C \ A sao fechadas para

sucessores. Manteremos essa notacao até o final desse capitulo.

Proposicao 4.2.1 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C' — B. Entao
(A\C,BU(ANC),C\ A)
€ uma trisec¢ao de indR.

Prova. Pela definicdo de B temos que indR = AU B UC e portanto indR = (A\ C) U
(BUANC)U(C\ A). Aléem disso, como A \ C é fechada para predecessores entao
Hom(BU (ANC), A\C) =0e Hom(C\ A, A\ C) = 0. Também, como C \ A ¢é fechada para
sucessores segue que Hom(C\ A, BU (ANC)) = 0. O

Vejamos alguma propriedades das categorias A e C.

Lema 4.2.2 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B. Entao,
i) indA\ indB C A,

ii) indC' \ indB C C,

iii) indR\ (indAUindC) C ANC,

iv) B C indB,
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v) A\C C indA4,
vi) C\ A C indC
Prova.

i) Se M € indA \ indB entao existe « de (Qa)o \ (@5)o que esta no suporte de M. Logo,
existe um morfismo M — I(z) e portanto M esta em PredDA’ = A.

ii) Anélogo ao item anterior.

iii) Se M € indR\ (indAUindC') entéo no suporte de M existem y de (Q4)o \ (@B)o € = de
(Qc)o \ (@B)o. Logo, existem morfismos P(z) — M e M — I(y) e portanto M esta
em ANC.

iv) Se M € B entao M nao esta em A UC. Pelos itens (i) e (ii), segue que M néo esta em
(indAUindC) \ ind B e pelo item (iii) segue que M nao estd em indR \ (indA UindC).
Portanto, M esta em indB.

v) Se M € A\ C entdo M nao estd em A NC e pelo item (iii) segue que M estd em
indA UindC'. Por outro lado, pelo item (ii), M nao esta em indC'\ indB. Logo M esta

em indA.

vi) Anélogo ao item anterior.

Corolario 4.2.3 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B. Entao,
indR = AUindC = indAUC.

Prova. De fato, pela definigao de B, temos que indR é AUCUB. Do item vi) do lema anterior
temos que C \ A estd em indC e do item iv) temos que B estd também em indC'. Portanto,
indR = AUindC. A outra igualdade é analoga. U

Corolario 4.2.4 Seja R o produto fibrado orientado de A — B ¢ C — B. Se A e C sao
disjuntas entao ind R = indA U indC'.

Prova. Do item iii) do Lema 4.2.2 temos que indR\ (indAUindC') esta em ANC que é vazio.
Logo, indR = indA U indC. U
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4.3 Aljava de Auslander-Reiten do produto fibrado orientado

Vimos que, para um produto fibrado Dynkin orientado, os R-mo6dulos indecomponiveis
sdo justamente aqueles de indA e de indC'. E natural, portanto, verificar qual a relacio entre
as aljavas de Auslander-Reiten dessas élgebras.

Em [Lev04|, Lévesque utiliza o seguinte resultado para um produto fibrado Nakayama

orientado:

Lema 4.3.1 ([Lev04](3.2.2)) Seja R o produto fibrado Nakayama orientado de A — B e
C—B.

(a) Se M é um C-mddulo indecomponivel em indC' \ indB entdo o suporte do topo de M,
supp (topM), estd em (Qc)o \ (@B)o-

(b) Se M é um A-mddulo indecomponivel em indA \ indB entdo o suporte do socle de M,
supp (socM), estd em (Qa)o \ (@B)o-

A partir disso, Lévesque mostrou que, se R é um o produto fibrado Nakayama orientado
de A — B e C — B, entao a aljava de Auslander-Reiten I'g da dlgebra B é uma subaljava
plena de I'4 e de I'c e estas sao subaljavas plenas de I'p. Mais ainda, ela mostra que ' é
uma soma amalgamada das inclusces I'g -+ T'y e I'g — ', isto é, 'r =14 HFB I'c.

O proximo exemplo mostra que o mesmo resultado nao vale para o produto fibrado

Dynkin orientado.

Exemplo 4.3.2 Consideremos as dlgebras A, B e C' dadas, respectivamente, pelas aljavas

1<=-3 3 3<4
Qa = b Q=1 Qc=|
2 2 2
1<3<14
Nesse caso, o produto fibrado R é dado por i , que € um produto fibrado que

satisfaz as condigoes x da Definicao 3.3.1 e, portanto, € também um produto fibrado Dynkin
orientado.
O simples S(2) estd no socle do A-mddulo P(3) = |®, € indA \ indB. Vejamos o que

acontece com as aljavas de Auslander-Reiten. Temos
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M Py
M SN
3,I'p= / \ , e = M I3 €
2 3 2/ \3/ \4

I'y = Py

NS

NS
/N
2 I

Py
/\

FR=\/\/\
/\/

Observe que I'g nao € uma subaljava de I" 4 e, portanto, nao vale I'r =14 HFB I'c.

Proposicao 4.3.3 Se R ¢ o produto fibrado Nakayama orientado de A — B e C — B

entao
(a) Hom(indC,indA \ indB) =0
(b) Hom(indC'\ indB,indA) =0
Prova.

(a) Sejam M em indC' e N em indA \ indB. Suponha f em Hom(M, N) um morfismo nao
nulo. Entao, imf é um submodulo nao nulo de N e portanto socN Nimf é ainda nao

nulo.

Seja S(x) um modulo simples em socN Nimf. Entao, S(x) é fator de composigao de
imf = M/ker f e portanto é também fator de composi¢ao de M, ou seja, x esta em
(Qc)o. Por outro lado, por (b) do Lema 4.3.1, temos que z estd em (Qa)o \ (@5)o,
uma contradi¢ao. Logo, Hom(M, N) = 0.

(b) Sejam M em indC'\ indB e N em indA. Suponha f em Hom(M, N) um morfismo nao
nulo. Se (P(M),p) é a cobertura projetiva de M entao fop: P(M) — N é ainda néo
nulo pois p é um epimorfismo. Seja (P(N), h) a cobertura projetiva de N, entao existe
um morfismo u: P(M) — P(N) tal que hou = f op. Observe que u é ndo nulo, entao
existem i em supp (topM), j em supp (top/N) e um morfismo néo nulo P(:) — P(j).
Nesse caso existe um caminho nao nulo de j para i. Mas, j esta em (Qp)g e pelo item
(a) do Lema 4.3.1 temos i em (Qc)o \ (@B)o, uma contradicdo com a orientagao da

aljava.

0

Observemos que indA é uma categoria fechada para predecessores pois se M é um A-

moédulo indecomponivel e f: N — M é um morfismo nao nulo entao N € ind R = ind AUindC'
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nao estd em indC'\ ind B, pois Hom(indC'\ ind B, indA) = 0, e portanto N também esta em

indA. Dualmente, indC' é fechada para sucessores.

Corolario 4.3.4 Se R € o produto fibrado Nakayama orientado de A — B ¢ C — B entao

indA € fechada para predecessores e indC' € fechada para sucessores. O

Segue, entao, que para o produto fibrado Nakayama orientado existe uma triseccao para
indR:

Corolario 4.3.5 Se R € o produto fibrado Nakayama orientado de A — B ¢ C — B entao
(indA \ indB, ind B, indC' \ indB) € uma trisec¢ao de indR. O

Lembremos as subcategorias consideradas nas tltimas se¢oes para um produto fibrado

orientado R dos epimorfismos A —+ B e C' — B:
A =PredDA’, C = SuccC’ e B=indR\ (AUC).

Por abuso de notacgao escreveremos, em alguns casos, X no lugar de ’objetos de X".
Veremos que, para um produto fibrado orientado com A e C disjuntas, podemos escrever
a aljava de Auslander-Reiten I'p como uma soma amalgamada 4 HZB Yo onde ¥y, Yp e

Yc sao subaljavas plenas de I'4, I'g e I'¢ respectivamente.

Lema 4.3.6 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B. Considere S = A, B
ouC e f: M — N um morfismo com M e N dois S-mddulos.

(a) f € um monomorfismo que cinde em modS se, e somente se, f € um monomorfismo

que cinde em modR;

(b) f € um epimorfismo que cinde em modS se, e somente se, f é um epimorfismo que

cinde em modR.

Prova. Segue da plenitude de modS em modR. U

Seja R o produto fibrado orientado de A —+ B e C' — B e suponhamos que A e C sao
disjuntas. Nesse caso, da Proposi¢ao 4.2.1 segue que (A, B,C) é uma trisec¢ao de indR.

Consideremos
- Y4 a subaljava plena de I'g cujo conjunto de vértices é o mesmo dos objetos de AU B;
- Y¢ a subaljava plena de I'g cujo conjunto de vértices € o mesmo dos objetos de BUC; e

- Y a subaljava plena de I'g cujo conjunto de vértices é o mesmo dos objetos de B.
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Entao, ¥ é uma subaljava plena de ¥4 e de X¢. Temos que (I'r)g = (X4)o U (X¢)o €
(X5)o = (24)o N (X¢)o. Da proposicao 3.1.13, é facil ver que I'g é a soma amalgamada das

inclusoes YXp — X4 € X — 2.
Lema 4.3.7 Consideremos ¥4, X € X¢ como construido acima. Entao,

(a) Xp € uma subaljava plena de ', T'sy e T'c;
(b) X4 € uma subaljava plena de T'4; e

(c) ¢ € uma subaljava plena de T'c

Prova. Seja S = B, A ou C. Pela construcao temos que (Xg)g = B C indB C indS = (I'g)o.
Vejamos agora que cada flecha em ¥p corresponde a uma flecha em I's. Seja f € (Xp)1,
entao f: M — N é um morfismo irredutivel em modR com M e N em B. Vejamos que f é
também um morfismo irredutivel em modsS.

Pelo Lema 4.3.6, f nao é monomorfismo que cinde e nem epimorfismo que cinde em
modS. sejam L € modS, h: M — L, g: L. — N tais que f = gh. Pela plenitude de modS em
modR segue que g e h sao morfismos em modR, e portanto, pelo Lema 4.3.6, segue que h
¢ um monomorfismo que cinde em modS ou g é um epimorfismo que cinde em modS. Com
isso, mostramos que Y g é uma subaljava de I'g.

Para a plenitude, seja f: M — N uma flecha em I's com M e N dois mdédulos em B.
Queremos mostrar que f é uma flecha em g, ou seja, um morfismo irredutivel em modR.
Novamente, pelo Lema 4.3.6, f nao é monomorfismo que cinde e nem epimorfismo que cinde.
Sejam h: M — L e g: L — N morfismos em modR tais que f = gh. Como M e N estao em
B que é uma subcategoria convexa de indR segue que L também estd em modB C modS.
Pela plenitude de modS em modR segue que g e h sao morfismos em modS e, portanto, h
¢ um monomorfismo que cinde em modsS ou g é um epimorfismo que cinde em modR. Isso
mostra (a).

A prova de (b) e de (c) sdo andlogas, uma vez que (X4)o € (X¢)o sao subcategorias con-

vexas de indR e que modA e modC' sao subcategorias plenas de modR. U

Com isso, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 4.3.8 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C' — B e suponha que A
e C sao disjuntas. Entao, existem ¥, uma subaljava plena de ' 4, X g uma subaljava plena
de I'g e X¢ uma subaljava plena de I'c tais que I'r € a soma amalgamada 3 4 HEB Yo das

mnclusoes Xg — 24 € Xg — 2c. O

Exemplo 4.3.9 No Ezemplo 4.3.2, temos
1 M P,
NN M N
3,%= N\ €Xc= M

P3 [3
SN S 3 NN
2 L 3 4
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4.4 Produto fibrado orientado e classes de algebras

Vimos na secao 1.4 do Capitulo 1 algumas classes de algebras que podem ser determinadas
a partir das partes direita e esquerda da categoria de modulos. Nesta secao gostariamos de

relacionar as classes das dlgebras envolvidas em um produto fibrado.

Proposigao 4.4.1 Seja R o produto fibrado de A — B e C' — B. Entao,

a) Se R é uma dlgebra laura, entao A, B e C' também sao.

b) Se R é uma colagem a esquerda (ou a direita) entao A, B e C' também sao.
c) Se R ¢ shod entio A, B e C' também sao.

d) Se R ¢ quase inclinada entao A, B e C' também sao.

e) Se R ¢ ada entio A, B e C também sao.

Prova. Segue do fato de que para um produto fibrado qualquer tem-se A = e4Rey, B =
egRep e C = ecRec aplicando [AC04] para os 4 primeiros itens e [ACLV12](2.8) para o

caso ada. O

Para analisar o sentido contrario dessas implicagoes vamos, primeiramente, relacionar as
partes direita e esquerda do produto fibrado R com as respectivas partes direita e esquerda
das éalgebras A e C.

Lema 4.4.2 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B. Entao,
ﬁAﬂ(.A\C> Q ER €Rcﬂ(C\A) QRR

Prova. Faremos a primeira inclusao, pois a segunda é dual. Sejam M um A-moédulo em
L4N(A\C) e N € indR um predecessor de M. Seja ¢ um caminho de N para M em indR.
Como A\ C é fechada para predecessores, segue que cada modulo em ¢ estd em A\ C e
portanto ¢ é um caminho em indA. Logo, dp,N < 1. Pela Proposicao 3.2.10, segue que
dpN =dp,N <1 e portanto M esta em Lp. U

Proposicao 4.4.3 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B. Suponhamos

que ANC € uma subcategoria finita.

(a) Se A é uma colagem a direita e C' € de tipo finito entdo R é também uma colagem a

direita.

(b) Se C € uma colagem a esquerda e A € de tipo finito entdo R é também uma colagem a

esquerda.
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(c) Se A ¢ uma colagem o direita, C' é uma colagem a esquerda e B € finita entdo R €

laura.

Prova.

(a) Se A é uma colagem a direita entdo indA \ L4 ¢é finita. Como indC' ¢ finita, pelo
Lema 4.2.2, temos que BU (C \ A) é finita. Do tultimo lema, segue que indR \ Lr C
indR \ (L4 N (A\C)). Lembremos que pela defini¢do de A e C temos

indR=(A\C)UBU(ANC)U(C\ A).

Como BU(ANC)U(C\ A) é finita, falta ver que (A\C)\ (L4N(A\C)) = (A\C)\ L4
¢ também finita. De fato, pelo Lema 4.2.2, (A\C)\ L4 C indA\ L4 que é finita. Com

isso, mostramos que indR \ Lp é finita e portanto R é uma colagem a direita.
(b) Dual de (a).

(c) Para mostrar que R ¢ laura, basta mostrar que indR \ (Lgr U Rg) ¢ finita. Pelo altimo

lema, temos
indR\ (LRURg) CindR\ (LaN(A\C)U(RcN(C\A))) =
indR\ (LAN(A\C))NindR\ (ReN(C\ A)).
Mas,

o indR\ (LN (A\C)) = ((A\C)\ L) UBUC e
e indR\ (RcN (C\ A)=AUBU((C\ A)\Re).

Portanto,

indR\ (LRURR) C ((A\C)\ LA)UBUANC)U((C\ A)\ Re).

Como A é uma colagem a direita e C' ¢ uma colagem a esquerda, segue que (A\C)\ L4 C
indA\ L4 e (C\ A)\ Re C indC \ R¢ sdo finitas. Finalmente, por hipotese, temos
que BU (ANC) também ¢ finita e portanto indR \ (Lr U Rp) é finita.

Teorema 4.4.4 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C' — B e suponha que A

e C sao disjuntas. Se A e C' sao hereditdrias entao R € inclinada.

Prova. Como A e C sao disjuntas, pelo Corolario 4.2.4, temos que indR = indAUindC'". Pela

Proposicao 3.2.10 segue que R é uma algebra shod, pois A e C sao algebras hereditérias.
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Do Corolério 3.2.14 temos que dim.glR < 2. Para ver que R é uma algebra inclinada, pelo
Teorema 1.4.2, basta ver que a parte esquerda L contém algum injetivo. De fato, como A
e C sao disjuntas entdo A = A\ C C indA e como A é fechada para predecessores e A é
hereditaria, segue que A estd em Lg. Finalmente, se  é um vértice em (Q4)o \ (@p)o entdo

o injetivo Ig(z) estd em A e portanto em Lg. O

Em particular, isso nos d4 uma nova demonstragao para |[Lev08| (2.4.7) que é quando o

produto fibrado é Nakayama orientado.

Corolario 4.4.5 Seja R o produto fibrado Nakayama orientado de A — B e C' — B. Se A

e C sao dlgebras hereditarias entao R € uma dlgebra inclinada.

Prova. Cada somando de DA’ estd em indA \ indB que, pelo Corolario 4.3.4, é fechada
para predecessores. Portanto, A estd em indA \ ind B. Analogamente, vemos que C esta em
indC'\ indB. Portanto, A e C sao disjuntas. O

Exemplo 4.4.6 Considere as dlgebras A, B e C dadas, respectivamente, pelas sequintes

4 4 4<6
| e e e
aljavas: 1<—2 , 2 , 2
N N N
3 3 3<-5
Nesse caso, o produto fibrado orientado dos epimorfismos A — B e C — B € a dlgebra
R dada por PRl
/ 4<—6

o/
1<—2

N
h 3§5

AN
~

que € uma dlgebra inclinada, pois A e C sao dgsjuntas e A e C sao hereditdrias. Observe
que nao se trata de um produto fibrado Dynkin orientado, pois nao satisfaz o item (b) da

definicao.

Exemplo 4.4.7 Considere as dlgebras A, B e C dadas, respectivamente, pelas sequintes
4 4 4

s s /N

aljavas com relagoes: 1<—2 , 2 , 2----5
N N N/
3 3 3
Nesse caso, o produto fibrado Dynkin orientado dos epimorfismos A — B e C — B € a

dalgebra R dada por
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que € uma dlgebra inclinada. Observe que messe caso A e C sao disjuntas e que C nao €

hereditdria.

Lembremos que um modulo M é dito convexo se dados M’ e M"” indecomponiveis em
addM e um caminho em indR de M’ para M":

M - X - Xy— - = X, — M
entao cada X; também estéd em addM.

Teorema 4.4.8 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B com A e C
dlgebras hereditdrias. Se C' ou DA’ for um mddulo convero em indR entao R é uma dlgebra

nclinada.

Prova. Do Corolario 3.2.14 temos que dim.glR < 2. Suponhamos que DA’ seja um modulo
convexo. Mostraremos que A esta em Lp. Para isso basta ver que, para cada i de (Q4)o \
(@B)o, 0 injetivo I(i) estd em Li. Como cada (i) esta em indA segue da Proposigao 3.2.10
que dpDA’ < 1. Seja M um predecessor de (i) para algum i de (Qa)o\ (@5)o € suponhamos
que dpM > 2. Neste caso, Homg(DR, 7M) # 0 (ver por exemplo [ASS06| IV.2.7) e portanto
existe t em (Qg)o € um morfismo I(t) — 7M. Logo existe um caminho, de I(¢) para I(i):
I(t) = 7M ~» M ~» I(i). Como i estd em (Qa)o \ (&@5)o que é fechada para sucessores segue
que t também estd em (Qa)o \ (@p)o. Uma contradigao com a convexidade de DA’. Logo,
dpM <1 e portanto A C Lp.

Segue entao que existem injetivos em Lr e também que R é shod, pois se M esta em
indAUindC ja tinhamos, pela Proposi¢ao 3.2.10, que dpM < 1 ou diM < 1 e se M esta em
indR \ (indA U indC') entdo M esta em A e pela afirmagao acima dpM < 1.

O resultado segue agora do Teorema 1.4.2.

Ao supormos que C” é convexo, mostrariamos que C esta em Ry e a conclusao se da de

forma anéloga. ([l

Conjecturamos que para um produto fibrado orientado se A é hereditaria, entao DA’ é
convexo e se C' é hereditaria entdo C” é convexo. Isso nos daria, pelo ultimo resultado uma

generalizagao para o Teorema 4.4.4.



Capitulo 5

Dimensao de representacao

Neste capitulo, A denotara uma algebra de Artin. Porém, quando tratarmos de produtos
fibrados estaremos nos restringindo as notagoes do capitulo precedente, ou seja, dlgebras de
dimensao finita sobre o corpo k. Em qualquer dos casos, os médulos sao finitamente gerados
a direita.

A dimensao de representacao de uma éalgebra de Artin foi introduzida por Auslander em
[Aus71|. Ele acreditava que essa invariante poderia dar uma medida de quao longe estd uma
algebra de ser de tipo finito. Auslander mostrou que uma algebra A nao semisimples é de
tipo finito se, e somente se, a dimensao de representacao rep.dimA é 2. Iyama [Iya03| provou
que a dimensao de representacao é sempre finita e Rouquier [Rou06| construiu exemplos de
algebras com rep.dimA = r para todo r > 1.

Igusa e Todorov deram, em [IT05], uma conexao interessante com a conjectura finitistica.
Eles provaram que, se A tem dimensao de representacao no méximo 3 entao a dimensao
finitistica de A ¢ finita, isto ¢, o max{dpM | dpM < oo} é finito.

A primeira secao trata de resolucoes de aproximacdo, as quais, na Secao 5.2, nos darao
um critério para calcular a dimensao de representagao de uma algebra.

Nas segoes 5.3 e 5.4 mostramos que, para uma algebra A, se indA possuir uma triseccao
(A, B,C) com certas propriedades, entao ¢ possivel calcular a dimensao de representagao de
A através das algebras suporte de A e C. A partir dos resultados dessas se¢des conseguimos
mostrar, por exemplo, que uma algebra de tipo ada tem dimensao de representagao no
méximo 3 (Teorema 5.5.3).

Finalizamos esse capitulo com alguns resultados que relacionam as dimensoes de repre-

sentacao das algebras envolvidas em um produto fibrado orientado.

5.1 Resolucao de aproximacao

A dimensao de representagao foi definida por Auslander em [Aus71|. Neste mesmo traba-
lho ele mostra algumas equivaléncias para a defini¢ao original, dando-nos algumas técnicas
para calcular essa invariante. Uma dessas técnicas utiliza as representacgoes de aprorimacao.

Lembremos primeiramente a definicao de aproximacao minimal & direita.

Definicao 5.1.1 Sejam M e N dois A-mddulos. Um morfismo f: M — N € dito minimal

a direita se para todo g tal que fg = f tem-se que g € um isomorfismo.

67
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Definicao 5.1.2 Seja X uma subcategoria plena aditiva de modA e M um A-maodulo. Uma
X -aproximacgao a direita de M ¢é um morfimo f: X — M com X em X tal que a sequéncia
de funtores Homp(—, X)|x — Homp(—, M)|x — 0 € exata. Dizemos que f é uma X-
aproximacao minimal & direita de M se f € uma X -aproximacao a direita que também

¢ um morfismo minimal a direita.

Seja f: X — M ¢ uma X-aproximagcao a direita de M. Por [ARS95] (1.2.2), existe uma
decomposicao X = X' @ X" tal que f|x: X' — M é minimal & direita e f|x» = 0. Além
disso, f se fatora por f|x/, ou seja, existe I: X — X' tal que f = f|x ol. Segue que
flx: X’ — M é também uma X-aproximagao a direita de M. Portanto, sempre que existir

uma X-aproximacao a direita de M entao existe uma X-aproximacao minimal a direita de
M.

Definigao 5.1.3 Sejam A uma dlgebra de Artin e X uma subcategoria plena aditiva de
modA. Uma X-resolucao de aproximacgao de comprimento r de um mddulo M € uma
sequéncia exata 0 — X, — X, 1 — -+ = X1 = M — 0 com cada X; € X e tal que a

sequéncia de funtores
0— HomA(_;Xr)|X — HomA(—,X,,fl)LY — ..

-+ — Homy (—, Xy)|» — Homp(—, M)|x — 0

€ exata.

Note que se 0 — X, X=X B X, 3 M =06 uma X-resolucao de
aproximagao entao ; e cada ;: X; — ker ;1 sao X-aproximagoes a direita. Se cada um
desses morfismos é minimal a direita dizemos que é uma X'-resolucao de aproximacgao
minimal. Veremos que sempre que existir uma X-resolucao de aproximacao de M com

comprimento r entao existe uma que é minimal e com comprimento no maximo r.

Lema 5.1.1 Seja X uma subcategoria plena aditiva de modA e M um A-mddulo. Se existir
uma X -resolugcao de aprorimagao de M com comprimento r, entao existe uma X -resolu¢ao

de aproximacao minimal que tem comprimento no mdrimo 7.

Prova. Seja 0 — X, Y X1 == X, = X, A M — 0 uma X-resolucao de aproxima-
¢ao. Como ; é uma X-aproximacdo de M entdo existe uma decomposigao X = X| & X7
tal que ¥y = ©1]x; € uma X-aproximagao minimal & direita de M e o1]|xy = 0. Vejamos
que ker; é um somando direto de ker ¢;. Considere ¢ e 7y, respectivamente, a inclusao
e a projecao naturais tais que 7wyt = 1X{. Neste caso, temos que 1y = 11 e portanto
ker ¢, C ker ;. Além disso, de ¢1|xr = 0 segue que ¢; = ¢17;. Temos o seguinte diagrama

comutativo de linhas exatas



5.1 RESOLUCAO DE APROXIMACAO 69

0 —= ker ¢, X =M 0

lﬂ-lkercpl lﬂ'l

0 — ker ¢ Xi o M 0

Pelo Lema da Serpente (|Ass97] I1.3.6) temos que 71 |kerp, € um epimorfismo. Além disso,
T |ker gy © U1 lkery = Llkery;, € Portanto m|kery, € um epimorfismo que cinde, ou seja, ker; é
um somando direto de ker ;.

Nao é dificil ver que o morfismo 7 |ker o, 0 p2: Xo — ker ¢y é uma X-aproximagao a direita
de ker 1. Novamente, existe uma decomposigao Xy = X} @ XI tal que ¢y = g02|Xé ¢ uma
X-aproximagao minimal & direita. Seja N tal que keryy & N = kery; e my:kergp; — N a
projecao natural. Entao, também temos que my o 9: X9 — N é uma X-aproximagao de V.

Logo, existe um somando Y de X5 e um morfismo f:Y — N que é uma X-aproximacgao

(e

minimal & direita de N. E facil ver que o morfismo 6 = X5®Y = keryyy & N =

f

ker p; € uma X-aproximacao minimal & direita de ker ¢;. Portanto, o niicleo de 6 é um

somando de ker ¢, e, consequentemente, ker 15 também é um somando direto de ker @s.
Repetindo o argumento t vezes teremos a seguinte sequéncia exata 0 — kery, —
X, L X, 4= =X et X “ M — 0 onde cada X} é um somando de X;, cada
;i X! — kerp;_1 é uma X-aproximagao minimal & direita e ker ¢, ¢ um somando direto de
ker ¢;. Esse processo termina em no méaximo r passos e nos da uma X'-resolugao de aproxi-

macao minimal de comprimento no maximo r. U

Dizemos que um A-médulo M possui a propriedade de r-aproximagao em indA se
cada indecomponivel tem uma addM-resolucao de aproximacao de comprimento no maximo
r. Observe que os médulos de addM sempre tém uma addM-resolucdo de aproximacao de
comprimento 1. Observe também que se M tem a propriedade de r-resolucdo entdao M tem

a propriedade de s-resolucao para todo s > r.
Lema 5.1.2 Sejam M e M dois A-mddulos. Sio equivalentes,
(a) A sequéncia de funtores

0 — Homn (—, X)) |aqasr = Homa(—, Xo—1)|aqanr — -+~

e HOmA(—,X1)|add]\‘4 — Hom/\(_a M)’add]\Z — 0

€ exata.

(b) A sequéncia

0 — Homy (N, X)) — Homp (N, X,_1) — - -+ — Homy (N, X;) — Homy (N, M) — 0
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¢ exata para cada somando N de M.

(c) A sequéncia
0 — Homy (M, X,) — Homuy (M, X, 1) — - - — Homp (M, X;) — Homp (M, M) — 0

€ exata.

5.2 Dimensao de representacao

Lembremos que um A-moédulo é chamado de gerador de modA se todos os modulos
projetivos estao em addM . Dualmente, M é dito cogerador de modA se todos os mdédulos
injetivos estao em addM . Finalmente, M é dito gerador-cogerador de modA se for ambos

gerador e cogerador de modA.

Definigao 5.2.1 Seja A uma dlgebra de Artin nao semi-simples. A dimensao de repre-
sentagao rep.dimA € o ifimo das dimensoes globais das dlgebras EndM onde M € um

gerador-cogerador de modA.

Uma técnica utilizada para se calcular a dimensao de representagao de uma &lgebra é
verificar a existéncia de um gerador-cogerador de modA que possui a propriedade de r-
aproximacao em indA.

A demonstracao do resultado a seguir pode ser encontrada por exemplo em [CP04,
EHIS04, Xi02].

Teorema 5.2.1 Para uma dlgebra de Artin A, a dimensao de representa¢ao é no mdzrimo
r+ 1 se, e somente se, existe um gerador-cogerador de modA que possui a propriedade de

r-aprorimacao em indA. [

Um moédulo M é dito um gerador de Auslander se for um gerador-cogerador de modA
que possui a propriedade de r-aproximacao em indA onde r + 1 é justamente rep.dimA.

Com o resultado acima é possivel mostrar que classes importantes de algebras tem di-
mensao de representacao no maximo trés, como por exemplo, as algebras inclinadas e as
algebras laura [APTO06] e as extensoes de algebras hereditarias [CP04].

Para exemplificar veremos que para uma algebra hereditaria A, o médulo M = A @ DA
é um gerador-cogerador de modA que possui a propriedade de 2-aproximacao em indA e

portanto rep.dimA < 3. Tal observacdo é também devida a Auslander ([Aus71]).
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Exemplo 5.2.2 Seja A uma dlgebra hereditdria ndo semisimples. O médulo M = A @ DA
é de fato um gerador-cogerador de modA. Vejamos que ele possui a propriedades de 2-
aprozimacdo em indA. Seja M um A-mddulo indecomponivel. Se M estd em addM entdo a
sequéncia exata 0 — M — M — 0 € trivialmente uma addM -resolugdo de aproximacdo de
comprimento 1 para M. Consideremos entio o caso em que M ndo estd em addM. Nesse
caso, como N € hereditdria temos que dpM = 1. Consideremos a resolucao projetiva de M :

0—P,— Fy— M —0. Se P éum A-maodulo projetivo entao
0 — Homy (P, P1) — Homy (P, Py) — Homa (P, M) — 0

¢ exata. Se I é um injetivo entao Homy (I, M) = 0 pois caso contrdrio, como A € hereditdria

teriamos M injetivo, uma contradicao. Portanto,
0 — Homy (=, P1)|agans — Homa(—, Fo)|agamr — Homa(—, M)|aqasr — 0

€ exata.

Para uma algebra A ndo semisimples de tipo finito podemos considerar M a soma de todos
os modulos indecomponiveis, pois indA é finita. E facil ver que M é um gerador-cogerador
e que possui a propriedade de 1-aproximacao em indA. Portanto, rep.dimA = 2.

Consequentemente, para uma algebra A hereditéria, segue que
e rep.dimA = 2 se, e somente se, A é de tipo finito e

e rep.dimA = 3 se, e somente se, A é de tipo infinito.

5.3 Dimensao de representacao e algebras suporte

Para uma &lgebra de Artin A, a partir de uma trisecgao (A, B,C) de indA com algumas
propriedades conseguimos relacionar a dimensao de representagao de A com as dimensoes de
representacoes das dlgebras suporte associadas as subcategoras A e C. Para nosso primeiro
resultado, por analogia ao caso do produto fibrado Nakayama orientado, vamos supor que
indA¢ é fechada para sucessores ou que ind4A é fechada para predecessores. Para ilustrar

essas hipoteses faremos um exemplo.

Exemplo 5.3.1 Seja A a dlgebra dada pela aljava

e pelas relagoes Bia = yB; = 05, = ey = A\ = 0.
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Temos que ind (o)A consiste de todos os predecessors de Ss, isto €, ind (z,)A = PredSs e

portanto € fechada para predecessores. Por outro lado, temos que A(r,) € a dlgebra hereditdria
8

4<—5<6<7=<—9 e omddulo 05 ¢ indAr,) € um sucessor de S5 € ind A, o que
10

mostra que ind A(g,) nao € fechada para sucessores. Ver esquema da aljava de Auslander-

Reiten no Apéndice A.
Para uma subcategoria C de indA denotamos seu complementar indA \ C por C°.

Teorema 5.3.2 Seja A uma dlgebra de Artin com (A, B,C) uma trisec¢ao de indA. Se

(a) (AUindA¢)¢ € finita e indA¢ € fechada para sucessores

ou

(b) (ind4A UC)° € finita e ind4A € fechada para predecessores

Entao,

rep.dimA < max{rep.dim 4A, rep.dimA¢}.

Prova. Suponha que rep.dim4A = r + 1 e que rep.dimA¢ = s + 1. Seja Y um gerador de
Auslander de 4A e seja X um gerador de Auslander de Ac. Suponhamos que vale (a) e

consideremos os seguintes modulos:

- Y’ a soma direta de todos os somandos indecomponiveis de Y que estdo em A mas

nao estao em indA¢ e

- Z a soma direta de todos os modulos indecomponiveis que estdo em (A UindAc)°.

Mostraremos que M =Y’ @& Z @ X é um gerador-cogerador de modA que tem a propriedade
de max{r, s}-aproximagao em indA.

Seja P um A-moédulo projetivo indecomponivel. Se P esta em A mas nao em indA¢ entao
P ¢ um 4A-modulo projetivo e portanto um somando de Y”. Se P estd em (AUindA¢)¢ entdo
¢ um somando de Z. Se P estd em indA¢ entao P é um Ac-moédulo projetivo e portanto
um somando de X. Seja I um A-mdédulo injetivo indecomponivel. Se I estd em A mas nao
em indA¢ estdo I ¢ um 4A-moédulo injetivo e entdo I é um somando de Y. Se I estd em
(A UindA¢)¢ entao I é um somando de Z. Se I estd em indA¢ entdo I é um Ac-modulo
injetivo e portanto um somando de X. Portanto M é um gerador-cogerador de modA.

Para mostrar que M tem a propriedade de max{r, s}-aproximacao em indA, considere-
mos M um A-médulo indecomponivel. Se M esta em addM nao ha nada a fazer. Suponhamos

que M ndo esta em addM, portanto M esta em A U indAc.
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Suponhamos primeiramente que M estd em A mas nao em indA¢. Neste caso, existe uma

addY -resolucao de aproximacao de comprimento r em mod4A:
1) 0= 8Y - >n3n3 M=o

Como A ¢é fechada para predecessores e indA¢ é fechada para sucessores entdao cada Y; esta
em addY’ C addM e cada K; = Keryp; estd em add(A \ indA¢) para cada i € {1,...,r — 1}.

Também, como A é uma subcategoria plena de indA, a sequéncia induzida de funtores
0 — Homy (=, Y7)|agayr — Homa (=, Y, _1)agayr — -+

S HOHIA(—, Yi)|addfﬁ — HOHIA(—, M)’addl_/’ — 0

¢ exata.
Para cada somando indecomponivel L de X temos Homy (L, M) = 0 e Homy (L, K;) = 0

para i € {1,....,7 — 1}, pois L € indA¢ e indA¢ é fechada para sucessores. Entao
0 — Hom(—, Y7 )agax — Homa(—, Yio1)|aaax — -

-+« — Homp (—, Y1)[aaax — Homp(—, M)|pqax — 0
¢ exata. B, como A é fechada para predecessores, temos Homy (Z, M) = 0 e Homy (Z, K;) = 0,
logo a sequéncia

0 — Homy(—, Y, )|adaz = Homa(—, Y, 1) |adaz — -

-+ —= Homp (—, Y1)|aaaz = Homp (—, M)|agaz — 0

também ¢é exata. Portanto (1) ¢ uma addM-resolucao de aproximacao de M com compri-
mento .
Suponhamos agora que M estd em indA¢. Neste caso, existe uma addX-resolucio de

aproximacao de comprimento s:

2 05X, B3X, 152X 83X 9 M0
Como indA¢ é plena em indA, a sequéncia induzida de funtores

0 — Homp(—, X)lagax — Homa(—, Xs-1)laaax —

cee = HOmA<—7X1>’addX — HomA(—, M)’add)_( — 0

¢ exata.
Temos que cada NV; = Kert); estd em modA¢ parai € {1,...,s — 1}. Se N é um somando

indecomponivel nao injetivo de N;, entao 7, IN € indA¢ uma vez que indA¢ é fechado para
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sucessores, e portanto
Exty(Y' & Z,N) = DHom, (7,'N,Y' & Z) = 0.
Dai, a sequéncia
0 — Homy (—, N1)|aaavrez) — Homa(—, X1)ladavraz) —

— Homp (=, M)|aqayraz) — 0

é exata. O mesmo argumento vale substituindo M por N; para cada i em {1,...,s— 1} e isto

mostra que a sequéncia
0— HomA<_7XS)‘add(Y’@Z) — Homy (-, Xs—1)|add(Y'@Z) —

- = Homp (—, X1)|aaarrez) — Homa(—, M)|aaayraz)y — 0

é exata e portanto (2) é uma addM-resolucao de aproximacio de M. Logo,
rep.dimA < max{r +1,s+ 1}.

A prova supondo a hipotese (b) é analoga. O

Exemplo 5.3.3 No exemplo 5.5.1 temos que (Lx, (LaURA)S, Ra) € uma trisec¢ao de indA
com (LaURA) infinita. Mas (ind (o) AURA)® € finita e ind (z,)A = PredSs € fechada para

predecessores. Pelo Teorema 5.3.2 (b) temos que
rep.dimA < max{rep.dim (z,)A, rep.dimA ) }.

Agora, como A, € uma dlgebra hereditdria, c,)A € inclinada e A € de tipo infinito, temos

que rep.dimA = 3.

5.4 Dimensao de representacao e partes direita e esquerda

Antes de enunciar nosso proximo resultado sobre dimensao de representagao precisaremos
de mais algumas defini¢oes e alguns resultados.

Seja X' uma subcategoria plena de modA. Dizemos que X é contravariantemente fi-
nita se para cada A-modulo M existir um morfismo fy;: X3y — M com X, em X tal que
todo morfismo f: X — M se fatora através de fj;. Dualmente, define-se subcategoria cova-
riantemente finita. Dizemos que X ¢é funtorialmente finita se for contravariantemente
e covariantemente finita. Finalmente, dizemos que X é homologicamente finita se for

contravariantemente ou covariantemente finita.
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Por exemplo, toda subcategoria finita e toda subcategoria cofinita de modA sao funtori-
almente finitas (ver [AS80]).

Se X' é uma subcategoria de modA, aditiva e fechada para extensoes, entao um modulo
M de X ¢ dito Ext-projetivo em X se Ext} (M, —)|x = 0. Dualmente, M € X ¢ dito
Ext-injetivo em X se Ext}(—, M)|x = 0.

Lembremos que um par de subcategorias aditivas (X,)) é dito par de torgao se
nao ha morfismos de X para ) e estas sao maximais para essa propriedade, ou seja, se
Homy (M,Y) = 0 para todo Y de Y entdo M esta em X e se Homy (X, M) = 0 para todo
X de X entao M estda em ). Um par de torgao é dito cindido se X U )Y coincide com
modA. Se (X,)) é um par de tor¢ao entao, por [AS81], M € X é Ext-projetivo em X se, e
somente se, A M estd em )V e N € ) é Ext-injetivo em ) se, e somente se, Tl{lN estd em X.
Se A é uma subcategoria plena de indA fechada para predecessores entao seu complemento
A = indA \ A é fechada para sucessores e neste caso (add.A¢, addA) é um par de tor¢ao
cindido. Denotemos por E a soma direta de um conjunto completo de representantes dos
modulos indecomponiveis Ext-injetivos em addA e por F' a soma direta de um conjunto
completo de representantes dos moédulos indecomponiveis Ext-projetivos em add.A¢. O lema

a seguir é devido a Smalg.

Lema 5.4.1 ([Sma84]) Seja A uma subcategoria plena de indA fechada para predecessores.

As sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) addA € contravariantemente finita;

(b) addA = CogenN para algum N € modA;
(c) addA = CogenFE;

(d) add.A° é covariantemente finita;

(e) addA® = GenM para algum M € modA;

(f) addA°® = GenF.

Lema 5.4.2 Seja (A, B,C) uma trisecgao de indA tal que B € finita. Entao,

addC € covariantemente finita se, e somente se, addA € contravariantemente finita.

Prova.

Como (A, B,C) é uma trisec¢ao de indA temos que A e AU B sao fechadas para prede-
cessores e C e BUC sao fechadas para sucessores. Suponha que add.A é contravariantemente
finita, entao pelo lema anterior add A = CogenN para algum N € modA. Seja X a soma

direta dos modulos indecomponiveis que estao em B. Entao, add(AUB) C Cogen(N & X) e
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Cogen(N @ X) C add(AUB) pois AUB é fechada para predecessores. Portanto, add(AUB) é

também contravarientemente finita e finalmente segue que addC ¢é covariantemente finita. [J

Lema 5.4.3 ([APTO06](1.4)) Seja M um A-mddulo. Se X estd em GenM entao existe um
epimorfismo f: My — X com My em addM tal que Hom(—, M;) — Hom(—, X) — 0 € uma

cobertura projetiva. O

Lema 5.4.4 ([APTO06](2.2)(f)) Sejam A uma dlgebra inclinada e M = T @& DA um A-
modulo com T inclinante convexo. Dado X em GenM, se f: My — X com M; em addM ¢€
um epimorfismo tal que Hom(—, M) — Hom(—, X) — 0 € uma cobertura projetiva, entao
ker f estd em addT. 0

Seja, agora, C uma subcategoria de indA fechada para sucessores tal que addC é cova-
riantemente finita. Denotemos por F' a soma direta de todos os modulos indecomponiveis
Ext-projetivos em addC e por N a soma direta de todos os médulos indecomponiveis injetivos

que estao em C.

Lema 5.4.5 ([ACTO09] (5.3)) Seja C uma subcategoria plena de indA fechada para suces-

sores tal que addC € covariantemente finita. Entao,
(a) F ¢ convexo se, e somente se, C C Ry.

(b) Se addC contém todos os A-mddulos injetivos entao C C Ry se, e somente se, A € uma

dalgebra inclinada tendo F' como uma fatia completa. O

Ainda denotando F' e N como acima, ou seja, por F' a soma direta de todos os modu-
los indecomponiveis Ext-projetivos em addC e por N a soma direta de todos os mddulos

indecomponiveis injetivos que estao em C, temos o seguinte resultado.

Lema 5.4.6 Seja C C R uma subcategoria de indA fechada para sucessores tal que addC

é covariantemente finita. Para cada M em C existe uma sequéncia exata
0—=F—>FdlL - M—D0,

com Fi,Fy € addF e I, € addN, que é uma add(F & N)-resolu¢io de aproximacgao de

comprimento 2 de M.

Prova. Como C C Ry, segue do Lema 4.1.1 (¢’) que C € R(a.). E como addC contém todos
0s Ag-moédulos injetivos segue do Lema 5.4.5 que A¢ é uma algebra inclinada e que F' é um

Ac-modulo inclinante convexo.
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Como addC é covariantemente finita temos, pelo Lema 5.4.1, que addC = GenF' e dai
addC C Gen(F @ N). Entao, pelo Lema 5.4.3, para todo médulo M € C existe uma sequéncia
exata (x) 0> K - F1® 1 - M — 0 com F; em addF', I; em addN tal que a sequéncia

curta de funtores
0 — Homy (—, K)|ada(ron) — Homa (=, Fy @ I1)|adaron) — Hompy(—, M)|ada(reny — 0

¢ exata. Agora, pelo Lema 5.4.4, temos que K esta em addF' e portanto (%) ¢ uma add(F@®N)-

resolucao de aproximacgao de comprimento 2 de M. O

Podemos relacionar a dimensao de representagao da algebra A com as dimensoes de
representagao das algebras suporte de A e de C quando (A, B,C) é uma trisec¢ao de indA

com certas propriedades.

Teorema 5.4.7 Seja A uma dlgebra de Artin de tipo infinito e (A, B,C) uma trisecgio de
indA com B finita.

(a) SeC C Ry eaddC € covariantemente finita entdo

rep.dimA = max{3, rep.dim 4A}.

(b) Se AC Ly e addA € contravariantemente finita entio

rep.dimA = max{3, rep.dimAc}.

Faremos a demonstragao do teorema acima em partes. Comegaremos mostrando uma das

desigualdades.

Lema 5.4.8 Sejam A uma dlgebra de Artin e (A, B,C) uma trisec¢io de indA com B finita,

(a) SeC C Ry eaddC € covariantemente finita entdo
rep.dimA < max{3, rep.dim 4A}.
(b) Se AC Ly e addA é contravariantemente finita entdo

rep.dimA < max{3,rep.dimAc}.

Prova. Faremos a prova de (a) pois (b) é dual. Suponhamos que rep.dim 4A = r + 1 e seja

X um gerador de Auslander de 4A. Consideremos os seguintes médulos:

- X’ a soma direta de todos os somandos indecomponiveis de X que estao em A;
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- Z a soma direta de todos os A-modulos indecomponiveis que estao em B;
- F a soma direta de todos os indecomponiveis Ext-projetivos em addC; e
- N a soma direta de todos os A-modulos injetivos indecomponiveis que estao em C.

Provaremos que M = X' ® Z ® F & N é um gerador-cogerador de modA e que ele tem
a propriedade de max{2, r}-aproximacao em indA.

Seja P um A-modulo projetivo indecomponivel. Se P esta em A entao P é um 4A-mo6dulo
projetivo e portanto é um somando de X’. Se P estd em B entdo ¢ um somando de Z. Se
P estéd em C entao P é um Ext-projetivo em addC e portanto um somando de F. Logo M é
um gerador de modA.

Seja I um A-modulo injetivo indecomponivel. Se I estd em A entao I é um 4A-modulo
injetivo e portanto um somando de X’. Se I estd em B entdao I ¢ somando de Z. Se I esté
em C entdo I ¢ um somando de N. Logo M é também cogerador de modA.

Para mostrar que M tem a propriedade de max{2, r}-resolugao de aproximacao em indA
consideremos M um A-médulo indecomponivel. Se M esta em addM nao ha nada a fazer,
entao suponhamos que M ¢ addM. Neste caso, temos M € AUC. Consideremos agora dois
casos, primeiramente quando M estd em A e em seguida quando M esta C.

Se M esta em A entdo M é um 4A-moédulo e portanto existe uma X-resolucao de

aproximacao de comprimento r, ou seja, uma sequéncia exata
1) 0-X 383X, 15 =2X3X,3M-0
com X; em addX tal que a sequéncia de funtores
0 — Hom A (—, X;)[agax — Hom a(—, Xi—1)]agax — -

-+ = Hom 45 (—, X1)|aaax — Hom A (—, M)|aqax — 0

é exata.
Como A ¢é fechada para predecessores entao cada X; estd em add.A e portanto cada X;
esta em addX’ C addM. Como A é uma subcategoria plena de indA e addX’ C addX entdo

a sequencia de funtores induzida
0 — Homa(—, X;)|agax: = Homa(—, Xo—1)[agaxr —

-+ = Homy (—, X1)|aaax: — Homp (—, M)|aqax — 0

¢é exata.

Além disso, como cada somando indecomponivel de Z @ F & N estd em BUC e como A é
fechada para predecessores entao Homy (Z @ F @& N, M) = 0 e denotando por K; o ntcleo de
cada ¢; também temos que Homp(Z & F @& N, K;) = 0 para cada i € {1,...,r — 1}. Portanto,
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a sequéncia
0 — Homy (—, X;)|adazoren) = Homp(—, X;-1)|addzaren) — -+

-+ — Homy (—, X1)|adazeren) — Homa(—, M)|aaazeren) — 0

¢ também exata, o que mostra que (1) ¢ uma addM-resolucao de aproximacgio de compri-
mento r de M.
Vejamos agora o que acontece quando M esta em C. Pelo Lema 5.4.6, existe uma add(F &

N)-resolugao de aproximagao de comprimento 2 de M:
(2) O—-F—-o>Fel, —-M—0

com Fy,F, € addF C addM e I; € addN C addM.

Seja L um somando indecomponivel de X’ @ Z. Se L é um A-moédulo projetivo entdo a
sequéncia 0 — Homy (L, Fy) — Homy (L, Fy & ;) — Homu (L, M) — 0 é exata. Se L nao é
projetivo, entdao 7L nao estd em C pois C é fechada para sucessores e L nao esta em C. Dai,

como F3 € addC, nds temos que
Ext) (L, F5) = DHomy (Fy, 7L) = 0.
Portanto, a sequéncia
0 — Homp(—, Fy)|aqacxrez) — Homa(—, F1 © N)|aaaxrez) — Homa(—, M)|aaqxrez) — 0

¢ exata e entdo (2) é uma addM-resolugao de aproximacao de M com comprimento 2. Isto

prova que rep.dimA < max{3,7 + 1} e completa a prova. O

Para a segunda desigualdade precisaremos ainda de mais dois lemas.

Lema 5.4.9 Seja X uma subcategoria aditiva convera de modA e 0 — X Ly %z 50
uma sequéncia exata em X. Se K € um somando de X que € Ext-injetivo em X entao K €

também um somando de Y .

Prova. Seja p: X — K e i: K — X os morfismos naturais tais que p o i = 1x. Consideremos

o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

0—=x-toy 2oz o

Pl

0 K w A 0

onde W é a soma amalgamada de f e p. Pela convexidade de X temos que W estd em X.

Como K ¢é Ext-injetivo em X entao a sequéncia 0 - K — W — Z — 0 cinde e entao
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podemos escrever o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas

Pela comutatividade do diagrama temos ( Zl )f = ( [1) )p, ou seja, hyo f = p. Portanto,
2
hiofoi=poi=1g. Isso mostra que h;:Y — K é um epimorfismo que cinde e portanto

K é um somando de Y. O

Lema 5.4.10 Seja X uma subcategoria convera de modA. Se f: X — M € uma X -aprorimagao
minimal & direita de M entao o nicleo de f nao possui somando direto que € Ext-injetivo
em X.

Prova. Suponhamos que K é um somando direto de ker f que é Ext-injetivo em X. Pelo
lema anterior temos que K ¢ também somando de X. Mas entao f(K) = 0 o que contradiz
a minimalidade de f por [ARS95] (1.2.3). O

Prova do Teorema 5.4.7.

Provaremos a parte (a) pois (b) é dual.

Pelo Lema 5.4.8 (a) temos que rep.dimA < max{3, rep.dim 4A}.

Por outro lado, suponhamos que rep.dimA = s + 1. Notemos que s > 2 pois A é uma
algebra de tipo infinito. Seja M um gerador de Auslander de A. Denotemos B’ = BNind4A
e C' = CNindgA, entdo (A,B',C’') é claramente uma triseccdo de ind4A com B’ uma

subcategoria finita. Consideremos os seguintes modulos:
- M’ & a soma direta de todos os somandos indecomponiveis de M que estao em A;

- F é a soma direta de todos os indecomponiveis Ext-injetivos em addA que nao sao

injetivos em modA;
- 7 é a soma direta de todos os A-mo6dulos indecomponiveis em B';
- F é a soma direta de todos os indecomponiveis Ext-projetivos em addC’; e
- N é a soma direta de todos os A-modulos injetivos que estao em C'.

Mostraremos que o 4A-médulo X = M' ® E@® Z @ F & N é um gerador-cogerador de
mod 4A que tem a propriedade de s-resolucao de aproximacao em ind 4A.
Se P é um 4A-modulo projetivo indecomponivel entao, pelo Lema 4.1.1, P é um A-

modulo projetivo que estd em A e entdo P é um somando de M’. Seja I um 4A-moédulo
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injetivo. Se I estd em A entdo I é um Ext-injetivo em add.A e portanto, se I é injetivo em
modA entdo I ¢ um somando de M’ ou se I nao for injetivo entdo I é um somando de E. Se
I estd em B’ entdo I é um somando de Z e finalmente se I esta em C’ entdo I € um somando
de N. Portanto, X é um gerador-cogerador de mod_4A.

Para mostrar que X tem a propriedade de s-resolucdo de aproximacao em ind 4A consi-
deremos M em ind 4A tal que M nao esta em addX. Neste caso, M esta em AUC'.

Pelo Lema 5.4.2, como addC é covariantemente finita em modA, entdao add.A é contrava-
riantemente finita em modA e entao é também contravariantemente finita em mod 4A. Desde
que (A, B’,C’) é uma trisecgao de ind4A com B’ finita entdo segue que addC’ é covariante-
mente finita em mod 4A.

Notemos que C’' é fechada para sucessores em ind4A e, pelo Lema 4.1.1, temos que

C’' C R(,n)- Portanto, se M estd em C’, pelo Lema 5.4.6, existe uma sequéncia em mod 4A
O—>F—>FKel, —-M—0

com Fy, Fy em addF C addX e I; em addN C addX tal que a sequéncia

0 — Hom A (—, F3)|adarany = Hom A (—, F1 & I1)|adaren) — Hom 4o (—, M)|ada(rany — 0

é exata.
Seja L um 4A-moédulo indecomponivel somando de M’ @ Z @ E entao L nao estéd em C'.

Se L é um 4A-moédulo projetivo entao
0 — Hom A (L, F) — Hom A (L, F}y & I;) — Hom o (L, M) = 0

¢ exata. Se L nao é projetivo em mod4A entao 7,2)L ¢ C', pois C' é fechada para sucessores,

e como Fy esta em addC’ entao
Ext! (L, F2) = DHom ,(Fy, 7(,a)L) = 0.
Portanto, a sequéncia

0 — Hom A (=, F3)|aaa(irrezer) — Hom (=, F1 © I)|aaarrezer) —

— Hom 45 (—, M)|add(M’®Z@E) —0

¢ exata e entdo 0 — F, — Fy @ I; — M — 0 é uma addX-resolucdo de aproximacio de
comprimento 2 de M.
Vejamos, agora o caso M € A. Consideremos uma addM-resolucao de aproximacao de

M de comprimento s:

(¥) 0= M, B M,_y— - = M3M3 M0
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Como M esta em A, que é fechada para predecessores, entao cada M; estd em addA e,
portanto, cada M; esta em addM’ C addX. Desde que addM’ C addM e indsA é uma

subcategoria plena de indA entao a sequéncia induzida de funtores
0 — HomAA(—, MS)laddM’ — I‘IOI’HAA<—7 M8—1>‘add]\7[’ —

e = HOIHAA(—, M) |aganr — HomAA(_a M)|aqasr — 0

¢é exata.
Denotemos por K; o niicleo de ; para cada i € {1,...,s — 1}. Temos que Hom ,,(Z &
F®N,M)=0eHom(Z&F&N,K,) =0 pois A é fechada para predecessores. Entao,

a sequéncia
0 — Hom A (—, My)|ada(zoren) = Hom A (—, Ms_1)|ada(zaren) — -

-+ = Hom A (—, M1)|adazeren)y — Hom 4o (=, M)|adazeren) — 0

¢é exata.

Finalmente, seja L um modulo indecomponivel em addE. Como L é Ext-injetivo em A
e nao é injetivo em modA entao TXIL nao esta em A. Desde que M ¢ addX, em particular
M néo é Ext-injetivo e portanto 7, ' M estd em A. Portanto, Homy (7 'L, 7y 'M) = 0 e
entdo Homy (L, M) = 0. Se f: L — M & um morfismo entdo existe um A-moédulo injetivo
I e morfismos fi:L — I, fo: I — M tais que f = fo 0 fi. Como I é um somando de M
entdo Homp (I, M) — Homy (I, M) — 0 ¢é exata e, portanto, existe g: I — M; tal que
pog = fa,ouseja, f =po(gofi)=Homy(L,p)(go f1) e, segue que, 0 — Homy (L, K1) —
Homp (L, My) — Homy (L, M) — 0 é exata.

Pelo Lema 5.1.1 podemos supor que (%) é minimal e pelo Lema 5.4.10 temos que cada
K; (que esta em add.A) ndo contém somandos Ext-injetivos, portanto o mesmo argumento
é valido trocando M por K; para cada i € {1,...,s — 1}. Portanto, para cada i a sequéncia

0 — Homy (L, K;y1) — Homu (L, M;41) — Homy (L, K;) — 0 é exata. Isto mostra que
0 — Hom A (—, My)|adar — Hom ja(—, Ms_1)|aaae — -

e — HomAA<_7 Ml)|addE — HomAA(_7 M)’addE — 0

é exata. Logo () ¢ uma addX-resolucio de aproximacao de comprimento s de M. Portanto,
rep.dim 4A < s+ 1 = rep.dimA. O

Exemplo 5.4.11 Vejamos outra forma de concluir que a dimensao de representac¢ao da
dlgebra A do Exemplo 5.3.1 é 3 (ver Exemplo 5.3.3).
Como A € de tipo infinito temos que rep.dimA > 3.

A parte direita Ry consiste de todos os sucessores de 7' Py e addR, € covariantemente
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finita. A parte esquerda ¢ Ln = {P1, P>, S, P3}. Sua dlgebra suporte (oA € dada pelos

B1
objetos 1, 2 € 3, ou seja, (£, A € a dlgebra inclinada cuja aljava ordindria é 1<-22_3 com
B2
as relagoes Fox = 0.

Denote A = ind (z,)A que consiste de todos os predecessores de S3 e portanto infinita.
Neste caso, € facil ver que (A, (AURA), Ra) € uma trisec¢ao de indA com (AURL) finita.
Pelo Teorema 5.4.7, rep.dimA = rep.dim 4A. Mas 4A = (A e portanto rep.dimA = 3.

Como consequéncias diretas do Teorema 5.4.7 temos os seguintes corolarios.

Corolario 5.4.12 Seja A uma dlgebra de tipo infinito.

(a) Se A é uma subcategoria plena de indA cofinita e fechada para predecessores entao

rep.dimA = max{3,rep.dim 4A}.

(b) Se C é uma subcategoria plena de indA cofinita e fechada para sucessores entdao

rep.dimA = max{3, rep.dim A¢}.

Prova. Para o item (a) basta fazer B = A° e C = () no Teorema 5.4.7. O item (b) é dual. O

Corolario 5.4.13 Seja A uma dlgebra de Artin de tipo infinito.

(a) Se C C Ry € uma subcategoria plena de indA fechada para sucessores tal que addC é

covariantemente finita, entao

rep.dimA = max{3, rep.dim (ce)A}.

(b) Se A C Ly é uma subcategoria plena de indA fechada para predecessores tal que add. A

€ contravariantemente finita, entao

rep.dimA = max{3, rep.dim A4)}.
Prova. Para (a) basta fazer A =C¢e B =10. O item (b) é dual. d

Podemos melhorar o resultado deste tltimo corolario, isto é, nao precisamos exigir que

a subcategoria seja homologicamente finita. Para isso precisaremos do seguinte resultado.

Lema 5.4.14 ([Ass09](8.2)) Sejam A uma dlgebra de Artin, A uma subcategoria plena de
Ly fechada para predecessores e E a soma direta dos Fxt-injetivos de A. Entao, addA é

contravariantemente finita se, e somente se, A = PredE. ]
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Proposicao 5.4.15 Seja A uma dlgebra de Artin de tipo infinito.

(a) Se C C Ry € uma subcategoria plena de indA fechada para sucessores, entao

rep.dimA = max{3, rep.dim (ce)A}.

(b) Se A C L, é uma subcategoria plena de indA fechada para predecessores, entdo

rep.dimA = max{3, rep.dim A4)}.

Prova. Se cada A-moédulo projetivo indecomponivel estd em C° entao A = (¢yA. Caso
contrario, seja D = SuccY onde Y ¢é a soma direta de todos os A-moédulos projetivos
indecomponiveis que estao em C. Entao D é uma subcategoria plena de R, que é fe-
chada para sucessores e se F' denota a soma direta de todos os Ext-projetivos indecom-
poniveis em addD, temos que D = SuccF, pois, como Y ¢é Ext-projetivo em addD temos
D = SuccY C Succk e, como F' € addD e D é fechada para sucessores, temos SuccF C D.
Pelo Lema 5.4.14 segue que addD é covariantemente finita. Pelo Lema 5.4.13 segue que
rep.dimA = max{3,rep.dim (p-yA}. Finalmente, para um A-moédulo projetivo indecomponi-
vel P temos que P esta em C se, e somente se, P estd em D e portanto ceyA = (peyA 0 que

completa a prova de (a). O item (b) é dual. O

Corolario 5.4.16 Se A é uma dlgebra de tipo infinito entao

rep.dimA = max{3, rep.dim (g,)cA} = max{3,rep.dim A,)}.

Aplicando esse tltimo corolario a algebra B = (g,)cA temos que
rep.dimA = max{3,rep.dim B, )}

e concluimos que a dimensao de representacao da algebra A depende de uma subcategoria

de (RA)CA (& de A(L:A)c.

5.5 Dimensao de representacao das algebras laura e ada

Como aplicacao dos resultados sobre dimensao de representacao apresentados, faremos
uma prova curta para o resultado de [APT06](4.1) que diz que se A é uma algebra laura
entao rep.dimA < 3. A seguir também provamos que o mesmo resultado é valido para as

algebras ada.
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Dimensao de representagao das algebras laura

Lembremos que uma algebra de Artin é dita laura se £y U R é cofinita em indA e
que é dita laura estrita se for laura mas nao quase inclinada. Se A é uma algebra laura
estrita, por [ACT04](4.4), temos que A é suportada a direita e & esquerda, isto ¢, addL, é

contravariantemente finita e addR, é covariantemente finita.
Corolario 5.5.1 Se A é uma dlgebra laura entdo rep.dimA < 3.

Prova. Se A é quase inclinada, o resultado segue de [Oppl0], entdo podemos assumir que A
¢ laura estrita. Como A é suportada & esquerda, ou seja, addL, é contravariantemente finita
e por [ACT04](5.1) temos que (£,yA é uma élgebra inclinada entao rep.dim (A < 3.

Pelo Corolario 5.4.2, como (L4, B, Rx\ La) € uma trisec¢ao de indA onde B = (LAUR, )¢
¢ finita entdo add(Ra \ £a) é covariantemente finita. Suponha que A ¢ de tipo infinito entéo,

pelo Teorema 5.4.7, temos que rep.dimA = max{3, rep.dim (,,yA} = 3. O

Dimensao de representagao das algebras ada

Teorema 5.5.2 Seja A uma dlgebra de Artin de tipo infinito.
o Se A estd em add(Lxy URy) entdo rep.dimA = max{3,rep.dim (,)A}.

o Se DA estd em add(Ly U Rn) entao rep.dimA = max{3,rep.dim A(z,)}.

Prova. Suporemos que A estd em add(Ly UR,). O outro caso se prova de forma anéloga.
Consideremos C = Ry \ L.
Pela Proposicao 5.4.15, temos que rep.dimA = max{3,rep.dim )A}. Pela hipotese, te-

mos que cada projetivo indecomponivel estd em £y U Ry, logo o)A = (£,)A. U

Corolario 5.5.3 Se A € uma dlgebra ada entdao rep.dimA < 3.

Prova.

Do teorema anterior segue que rep.dimA = max{3,rep.dim (z,)A}. Por [ACLV12| (4.1)
a algebra (,yA & produto de é&lgebras inclinadas, entao rep.dim A < 3 e portanto
rep.dimA = 3. O

5.6 Aplicacoes ao produto fibrado orientado

Lembremos das subcategorias A, B e C definidas em 4.2 para um produto fibrado orien-
tado.
A =PredDA’, C = SuccC’ e B=indR\ (AUC).

Como aplicagao do Teorema 5.3.2 e da Proposi¢ao 5.4.15 temos a seguinte proposigao.
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Proposicao 5.6.1 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B com B uma
dlgebra hereditdria. Se indA € fechada para predecessores ou indC' € fechada para sucessores,
entao

rep.dimR < max{rep.dimA, rep.dimC'}.

Prova. Suponhamos que indC' é fechada para sucessores. Do Corolario 4.2.3, temos que
indR = AU indC e, portanto, A \ indC' é fechada para predecessores. Podemos considerar
a seguinte trisecgao (A \ indC,,indC) para indR. Pelo Teorema 5.3.2 (a), rep.dimR <
max{rep.dim 4 jnqcy B2, rep.dimC}, pois Ringc = C. Além disso, da Proposicao 3.2.9 segue
que P(z) € A\ indC se, e somente se, P(z) € (indA \ indB) N A e, portanto, temos que
(A\indc) I =(a\inacy A.

Como indC é fechada para sucessores em indR, segue que indB é fechada para su-
cessores em indA. Como I4(i) = Ip(i) para cada i € (Qp)o segue que, digM = digM
para M € indB. Como B é hereditaria, segue que indB C R 4. Pela Proposi¢ao 5.4.15,
temos que rep.dimA = max{3,rep.dim napycA}. Mas, (napA = (a\inac)A e, portanto,
rep.dim 4\jnacy R = rep.dim g\ ;nqcy A < rep.dimA.

Portanto, rep.dimR < max{rep.dimA, rep.dimC'}.

Se supormos indA fechada para predecessores, o resultado segue, por dualidades. 0

Corolario 5.6.2 Seja R o produto fibrado Nakayama orientado de A — B e C — B. Entao
rep.dimR < max{rep.dimA, rep.dimC'}.
Prova. Do Corolario 4.3.4, temos que indC' é fechada para sucessores. Além disso, pela De-

finicao 3.3.2 temos que B é hereditaria. O resultado segue da proposi¢ao anterior. 0]

Exemplo 5.6.3 Seja R a dlgebra dada pela aljava

<6
v
- « <ﬁ—1 / \
1 2<—3_14 3 7§8e10
B2
11

com as relagoes fiaw = vfB; = 05; = €y = Ao = 0. Podemos ver R como um produto fibrado

Nakayama orientado onde B ¢ dado por 2 &3, A € dado por 1=—2<L-3 e C € dado por

N 5<—06 9
o« B / \
2<—3-_4 p 7<78<*10
B2
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com as mesmas relagoes de R.
Como A € hereditdria de tipo infinito entdo rep.dimA = 3. A dlgebra C' € a mesma daquela

do Ezemplo 5.53.1 e entdo rep.dimC' = 3. Pelo ultimo coroldrio seque que rep.dimR = 3.

Lema 5.6.4 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B. Entao, A= )R e

Prova. Da definicao de A, B e C temos que (C)° = BU (A \ C) e, da Proposicao 4.2.2,
segue que (C)¢ C indA. Portanto, se P(x) € (C)° entdo P(z) € indA e portanto z € (Qa)o.
Por outro lado, se x € (Q4)o, pelo Lema 3.2.9, P(z) = P4(z) € indA. Se P(z) € C entdo
existem y € (Qc)o \ (@5)o € um caminho de P(y) para P(z). Isso implica na existéncia de
um caminho de x para y na aljava (Qg, o que é uma contradi¢ao com a orientagao de Qg
dada pela Definicao 3.2.1. Logo, P(x) € (C)° e portanto A = ¢y R.

A outra igualdade se mostra de forma anéloga. U

Proposicao 5.6.5 Seja R o produto fibrado orientado de A — B e C — B com A e C

disjuntas.
(a) Se C ¢ hereditdria entao rep.dimR < max{3,rep.dimA}.

(b) Se A ¢ hereditdria entao rep.dimR < max{3,rep.dimC'}.

Prova. Se R é de tipo finito nao h& o que fazer. Suponha que R ¢é de tipo infinito. Se C' é
hereditaria entdao diM = digM < 1 para todo M em C \ A, que é fechada para sucessores.
Logo, (C\A) C Rx. Pela Proposi¢ao 5.4.15 segue que rep.dimR < max{3, rep.dim (¢\ 4)c R}.
Como A e C sdo disjuntas entao C \ A = C e, pelo lema anterior, ¢\ 4)c R = A concluindo o

item (a). A prova de (b) é analoga. O
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Apéndice A

Exemplo

Segue um esquema da aljava de Auslander-Reiten da algebra que aparece nos exemplos

5.3.1, 5.3.3 e 5.4.11, para facilitar a visualizagao desses exemplos. A algebra é dada pela

aljava
4 <
o B 7/ \ /
1=—2__3 3 6<—T7T<—9
B2
10

com as relacoes fia = y3; =03, = ey = A = 0.
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