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Resumo

RAMIREZ, L.E. Clasificacio dos s[(3)-médulos irredutiveis de Gelfand-Tsetlin. 2013. 92
f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2013.

Neste trabalho construimos e apresentamos realizagoes explicitas de todos os sl(3)-modulos de
Gelfand-Tsetlin irredutiveis.

Palavras-chave: Modulos de Gelfand-Tsetlin, Bases de Gelfand-Tsetlin, M6dulos de peso.
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Abstract

RAMIREZ, L. E. Classification of irreducible Gelfand-Tsetlin sl(3)-modules. 2013. 92 f.
Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2013.

In this work we construct and give explicit realizations for all irreducible Gelfand-Tsetlin mod-
ules for the Lie algebra sl(3).

Keywords: Gelfand-Tsetlin modules, Gelfand-Tsetlin bases, Weight modules.
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Introducao

A teoria de representacoes de algebras é um dos ramos mais ativos da algebra moderna. Ela
tem numerosas conexoes e aplicacoes a outros ramos da matemética. Em particular, tanto as
representacoes de algebras associativas como as representagoes de algebras de Lie sdo de uso fun-
damental na geometria, fisica matematica, dlgebra linear e topologia. O desenvolvimento recente
da geometria nao comutativa e fisica matematica sugere a necessidade do estudo de modulos de
dimensao infinita ndo necessariamente de peso méaximo sobre algebras de Lie, em particular, mo-
dulos induzidos parabolicamente e os seus quocientes, médulos de peso com espacos de peso de
dimensao finita [Ma00|, e modulos de Gelfand-Tsetlin [Zh74|, [DFO89|, [DFO94|, [IDFO92|. Uma
definicao geral de modulos de Gelfand-Tsetlin surgiu com o propésito de aplicar certos métodos da
teoria de representacoes de dlgebras associativas de dimensao infinita a representacoes de algebras
de Lie. A construcao de modulos de Gelfand-Tsetlin vai muito além do conceito cléssico de bases
de Gelfand-Tsetlin para representacoes de dimensao finita de algebras de Lie simples. No caso
da algebra de Lie gl(n), uma subédlgebra de Gelfand-Tsetlin é gerada pelos centros das algebras
envolventes de uma cadeia de Gelfand-Tsetlin.

A teoria de moédulos de peso com multiplicidades finitas foi desenvolvida por S. Fernando,
[Fer90], quem reduziu a classificagdo de tais modulos irredutiveis a determinar os modulos irre-
dutiveis livres de torcao e mostrou que as tUnicas algebras de Lie simples que admitem moddulos
livres de torgao sao as algebras de tipos A ou C. O. Mathieu, |[Ma00], classificou e deu realizacoes
explicitas para todos os médulos de peso irredutiveis, livres de tor¢ao e de grau finito. Previa-
mente, o caso de grau 1 tinha sido estudado em [BL82(1)]. No caso dos modulos de peso com
espacos de peso de dimensao infinita, existe uma reducao similar. A classificagdo destes modulos
irredutiveis reduz-se & classificagdo dos modulos irredutiveis densos (os quais existem para todas
as algebras de Lie simples). Ao contrario do caso de espacos de peso de dimensao finita, a classi-
ficagdo dos modulos densos irredutiveis é conhecida somente para a dlgebra de Lie simples si(2),
onde os mo6dulos densos irredutiveis tem grau 1 e a classificacao é facil.

Para abordar o problema de classificagdo dos moédulos densos no caso da algebra de Lie gl(n),
é natural considerar a subcategoria plena dos gl(n)-mo6dulos de Gelfand-Tsetlin com respeito a
uma subdlgebra de Gelfand-Tsetlin, [DFO94]. Essa classe de modulos é baseada nas propriedades
naturais das bases de Gelfand-Tsetlin para representacoes de dimensao finita das algebras de Lie
simples cléassicas [GT50], [Maz98|, [Maz01], [Mo06], [Zh74].

A teoria de modulos de Gelfand-Tsetlin comegou com o artigo |GT50] de I. Gelfand e M.

Tsetlin, no qual os autores construiram bases e formulas explicitas para a acao dos geradores de

1X



X INTRODUGAO 0.0

gl(n) em cada modulo irredutivel de dimensao finita. A ideia de usar o resultado de Gelfand e
Tsetlin para construir novos gl(n)-modulos vem de Y. Drozd, S. Ovsienko e V. Futorny [DF0O92],
[DFO94]. Baseados na observagao de que as formulas de Gelfand-Tsetlin contém somente fungoes
racionais nos parametros das tabelas, eles usaram o mesmo tipo de bases e as formulas de Gelfand-
Tsetlin para construir uma classe de modulos de dimensao infinita para gl(n) chamados de modulos
genéricos. Além das formulas e tipo de descricao das bases, os mddulos genéricos tem propriedades
em comum com os moddulos de dimensao finita. Tais propriedades vem da construcao das bases
de Gelfand-Tsetlin e sao abstraidas na definicdo dos moédulos de Gelfand-Tsetlin.

O principal objetivo desta tese é o estudo dos moédulos de Gelfand-Tsetlin para a algebra
5[(3). Como resultado principal, vamos dar uma classificagao dos sl(3)-modulos de Gelfand-Tsetlin
irredutiveis; tal classificacdo é obtida por meio da descricao de bases e féormulas explicitas para
cada um dos sl(3)-modulos de Gelfand-Tsetlin irredutiveis. Previamente, tinham sido obtidos
véarios resultados parciais para sl(3) [BFL95|, [F86]. Usando estes resultados e as construgoes
feitas durante o trabalho, vamos mostrar que de fato temos todos os possiveis moédulos de Gelfand-
Tsetlin.

A descrigao que vamos apresentar dos modulos irredutiveis de Gelfand-Tsetlin para sl(3) vai
dar uma realizagdo por tabelas, a qual é um anélogo ao caso dos sl(2)-modulos; onde para cada
modulo sempre é possivel escolher uma base de autovetores com respeito a uma subalgebra de

Cartan e escrever formulas explicitas para a agio dos elementos da base de s((2).

O trabalho esta estruturado da seguinte forma. Nas preliminares vamos fixar algumas notagoes
e definir alguns conceitos basicos, dando especial atencao a propriedades e notagdes para as al-
gebra de Lie gl(n) e suas representagdes. Comecamos o Capitulo 1 apresentando o Teorema de
Gelfand-Tsetlin [GT50], o qual descreve explicitamente todos os modulos irredutiveis de dimensao
finita sobre gl(n); explicitando bases e formulas para a acdo dos geradores de gl(n) em cada um de
tais modulos. Apresentamos o resultado de Drozd, Ovsienko e Futorny que garante a existéncia
dos moédulos genéricos. Finalizando o capitulo com as defini¢oes de subalgebra de Gelfand-Tsetlin
e modulos de Gelfand-Tsetlin, [DFO94|. Junto com algumas das propriedades basicas das subélge-
bras de Gelfand-Tsetlin [Zh74] e dos médulos de Gelfand-Tsetlin. No Capitulo 2 e até o final deste
trabalho, vamos centrar a nossa atencao nos modulos de Gelfand-Tsetlin sobre a algebra sl(3). No
comego do Capitulo vamos enunciar resultados sobre existéncia e unicidade de extensdes de car-
acteres de Gelfand-Tsetlin a médulos irredutiveis. O resto do Capitulo vai ser dedicado ao estudo
de extensoes de caracteres genéricos (caracteres associados com tabelas em modulos genéricos) a
mo6dulos irredutiveis. Em particular mostramos que para caracteres genéricos a extensao é tinica
e construimos bases explicitas para cada moédulo irredutivel gerado por caracteres genéricos. J&
no Capitulo 3, com ajuda dos resultados obtidos na Secao 2.2, estudamos os moédulos genéricos
do ponto de vista de blocos, descrevendo as componentes irredutiveis e reticulado de pesos de
cada um dos mo6dulos nos diferentes blocos. Embora temos uma descrigao dos blocos genéricos,
a classificacao dos sl(3)-modulos de Gelfand-Tsetlin esta longe, pois ndao é possivel encaixar os

mo6dulos de dimensao finita em nenhum bloco genérico. O problema é que aplicando as férmu-
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las de Gelfand-Tsetlin vamos ter funcdes racionais nos parametros das tabelas, portanto, nao é
possivel usé-las para qualquer cardcter. No Capitulo 4 usando as férmulas de Gelfand-Tsetlin e
por meio da introducao de novas tabelas, as quais vamos chamar de tabelas derivadas, é possivel
induzir novas formulas para a acao de gl(3) (que vamos chamar de formulas de Gelfand-Tsetlin
singulares) para caracteres criticos. Tendo as formulas de Gelfand-Tsetlin singulares faz sentido a
no¢ao de bloco singular, o qual vai ser definido de maneira similar ao caso dos blocos genéricos.
No Capitulo 5 vamos usar as ideias apresentadas na Segao 2.2 e Capitulo 3 para dar uma descricao
dos blocos singulares. Uma vez finalizada a descricao dos blocos singulares, vamos usar os resulta-
dos da Secao 2.5 para mostrar que temos uma descri¢ao de todos os modulos de Gelfand-Tsetlin
para sl(3), completando assim a classificagdo dos modulos irredutiveis. Finalmente, o Capitulo 6 é
dedicado ao estudo do funtor de localizacao, o qual vai ser a principal ferramenta para relacionar
os diferentes blocos. Vamos aproveitar a descricdo explicita de bases e férmulas para verificar para
o caso de sl(3), que cada modulo de Gelfand-Tsetlin pode ser obtido de mo6dulos de peso méaximo

usando o funtor de localizagdo torcido e quocientes.
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Preliminares

Neste capitulo vamos fixar as notacoes e alguns conceitos basicos que vao ser necessarios neste
trabalho; prestando especial atengao nos conceitos e resultados associados com as 4lgebras de Lie

gl(n) e sl(n), sobre as quais vamos falar durante grande parte do trabalho.

Todas as algebras e espagos vetoriais vao ser consideradas sobre o corpo dos nimeros complexos
C; vamos usar Z=° := {0,1,2,...} para denotar o conjunto dos inteiros nio negativos e usaremos
7<9:={...,—2,—1} para denotar o conjunto dos inteiros negativos. Vamos dizer que um conjunto
de ntumeros complexos {cy, ..., c,} satisfaz relagoes inteiras se existem i # j € {1,2,...,n} tais

que ¢; — ¢j € Z.

Uma algebra de Lie consiste de um espago vetorial g munido de um produto bilinear

[J:gxg—g
que satisfaz as seguintes propriedades:
1 [,] € um produto anti-simétrico, isto ¢, [X, X] = 0 para cada X € g; o qual é equivalente a
[X,Y] = —[Y, X] para cada X,Y € g (pois o corpo de escalares é C, de caracteristica diferente

de 2).

2 Para cada X,Y,Z € g, é valida a identidade de Jacobi:

[Xv [Y’ ZH + [Z’ [X’YH + [K [ZvXH =0

A dimensao de uma algebra de Lie g vai ser a dimensao de g como espago vetorial. O centro
de g ¢é definido como Z(g) := {z € g : [z,y] = 0 para caday € g}. Se g e f sdo algebras de
Lie, um homomorfismo de algebras de Lie é uma transformagao linear ¢ : g — f tal que
(X, Y1) = [0(X), (V)] para cada X,Y € g.

Exemplo 0.0.1. Toda dlgebra associativa A com produto x: A x A — A induz uma dlgebra de
Lie A~ = (A,[,]) onde a estrutura de A) como espago vetorial é a mesma de A e o produto [,]

¢ definido por [a,b] =a*b—bxa.

Seja V um espaco vetorial, vamos denotar por gl(V) a algebra de Lie End(V)(~), onde End(V)

denota a élgebra associativa dos endomorfismos de V' (o produto é a composicao usual de funcoes).

xiii
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No caso em que V & um espago vetorial de dimensao finita n, vamos denotar gl(V') por gl(n). Tam-
bém, denotaremos por sl(n) a subédlgebra de gl(n) dos operadores de traco zero. Podemos iden-
tificar a algebra gl(n) com a algebra das matrizes de tamanho n x n e produto de Lie dado por
[A, B] = AB — BA. Se E;; denota a matriz de tamanho n x n com entradas ay = d;;0;;, uma base
de gl(n) como espaco vetorial é {E;; : i,j = 1,2,...,n}; edado que [Ej;, Ey| = Eydj,— Ej;0,; um
conjunto de geradores de gl(n) como algebra de Lie ¢ {F; j :i=1,2,...,n; ej e {i—1,4,i+1}}.
Da mesma maneira que no caso de gl(n), é possivel identificar a algebra sl(n) com a alge-
bra das matrizes de tamanho n x n de trago zero. Uma base de sl(n) como espago vetorial é
{Eij i1 # j}U{hg: k=1,...,n—1}; onde hy := Ej, — Ep+1 +1. Um conjunto de geradores de
sl(n) como algebra de Lie é {E; ;11 :i=1,2,...,n— 1} UW{E;;—1:1=2,3,...,n}.

Seja g uma algebra de Lie. Un g-moédulo é um espago vetorial V' juntamente com uma
operagao de multiplicacao * : g x V. — V tal que, para X,Y € g, u,v € V e « escalar, sao

satisfeitas as seguintes propriedades:
L (X+Y)xsv=X*xv+Y xv
2. Xx(ut+v)=X*u+X=x*v
3. aX xv=Xx(av)
4. [X,Y]xv=X* (Y xv) =Y % (X %)
A dimensao do g-modulo (V, %) é a dimensao do espago vetorial V.

Observagao 0.0.2. Se (V, %) é um g-mddulo, para cada X € g a aplicagio fx = X*_ 'V —V
definida por fx(v) = X xv € linear e a aplicagao ¢ : g —> gl(V') definida por ¢(X) = fx € um

homomorfismo de dlgebras de Lie.

Se V' é um espaco vetorial, uma representacao de g em V é um homomorfismo de 4lgebras
de Lie ¢ : g — gl(V'); vamos denotar por (V, ).

Observacgao 0.0.3. Se (V,¢) é uma representagdo de g, a operagao * : g Xx V. — V definida por
X xv = ¢(X)(v) define sobre V uma estrutura de g-mddulo.

Assim, todo moédulo V sobre g induz uma representagdo sobre V' e vice-versa, portanto os
conceitos de modulo e de representacao sao equivalentes. Neste texto vamos preferir usar o conceito
de g-mo6dulo.

Dado um espago vetorial V, definimos T%(V') como; T°(V) = C e uma vez definido T™(V),
definimos T"(V) := T"(V)@V. A algebra tensorial em V ¢ definida como T(V) :=
@Drezzo TH(V); com o produto definido em componentes homogéneas por concatenagio. Se g
¢ uma algebra de Lie, a algebra envolvente universal de g é definida como U(g) := T'(g)/J,
onde J é o ideal de T(g) gerado por todos os elementos da forma z ® y — y ® = — [z,y| para
cada x,y € g. As principais propriedades da algebra envolvente universal sao descritas na seguinte

proposicao
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Proposicao 0.0.4. Seja g uma dlgebra de Lie e U(g) a sua dlgebra envolvente universal, entao:
1. U(g) € uma dlgebra associativa com unidade.

2. A aplicagao candnica p : g — U(g) € injetora e satisfaz
( “)e(lz,9]) = p(@)p(y) — p(y)p(z)

3. Se B ¢ uma dlgebra associativa com unidade e o : g — B satisfaz (*), existe um tnico

homomorfismo de dlgebras ¢ : U(g) — B tal que ¢pp = 0.

Um g-mo6dulo (V, %) é dito irredutivel se para cada 0 # v € V temos V = U(g) *v := {X xv :
X € U(g)} Isto &, qualquer vetor nao nulo gera V.

Seja g uma algebra de Lie e h uma subéalgebra de Cartan de g (subalgebra maximal abeliana
agindo semisimples em g) e & C h* um sistema de raizes relativo a . A subalgebra b induz uma

decomposicdo g =n~ @ h®nt, onde

=P oaen = Do
acdt acd—
e go = {7 € g: [h,z] = a(h)x para cada h € h*}. Se o € ®T, o0s subespagos g, € g_o tem
dimensao 1, e fixando e, € go € fo € g—q, € escrevendo hy, = [eq, fo], @ dlgebra (eq, fo,ha) €

isomorfa a s((2).

Exemplo 0.0.5. Para a dlgebra gl(n), a subdlgebra b = ({E11,..., Enn}) € uma subdlgebra de
Cartan, e sempre que falemos de uma subdlgebra de Cartan de gl(n) vamos nos referir a b.

No caso da dlgebra s1(3), vamos fizar a base B definida por:
eq = Eqo foa = En he = E11 — Eao eatp = Ei3

eg = Fa3 fs = E32 hg := Eay — E33 foa+p = En
Vamos fizar a subdlgebra de Cartan b = (hqa, hg) e sistema de raizes ® = {£o, £, £(a + 3)}.

Seja V um g-moédulo, vamos dizer que V' é um médulo de peso com respeito de uma subal-

gebra de Cartan h se é possivel decompor V' na forma

V=W

Aeh*

onde para cada A € h* definimos V) := {v € V : hv = A(h)v para cada h € h*}. Os elementos
A € b tais que V) # 0 sdo chamados de pesos, e V) é chamado espago de peso associado com
A. Um elemento 0 # v € V) é chamado vetor de peso maximo se U(n")v = 0. O modulo V ¢é

um moédulo de peso maximo se V' é gerado por um vetor de peso maximo.
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Observacao 0.0.6. Note-se que na definigdo de mddulo de peso ndo foi imposta a condi¢ao de

que os espagos de peso V) sejam de dimensao finita.

Observacao 0.0.7. Os mddulos de dimensao finita irredutiveis sobre gl(n) estao em correspondén-
cia com n-uplas de nimeros complezos X = (A\1,..., A\ tais que \j— A1 € 720 parai=1,...,n.

Tais n-uplas X correspondem ao peso mdximo do mddulo, o qual vamos denotar por L(X).



Capitulo 1

Mobdulos de Gelfand-Tsetlin

1.1 gl(n)-mo6dulos de dimensao finita e genéricos

Nesta secao vamos apresentar um resultado de I.Gelfand e M. Tsetlin, o qual descreve ex-
plicitamente todos os modulos irredutiveis de dimensao finita sobre gl(n); explicitando bases e
formulas para a acdo de gl(n) para cada um de tais m6dulos. Usando este resultado, e aprovei-
tando as formulas de Gelfand-Tsetlin, Y.Drozd, V.Futorny e S.Ovsienko construiram uma classe
de modulos de dimenséo infinita para gl(n) chamados de mo6dulos genéricos.

Para a descrigao das bases vamos precisar de objetos combinatérios chamados de tabelas de
Gelfand-Tsetlin.

Definicao 1.1.1. Uma configuracao de fileiras com entradas complezas \;; :

)\nl )\n2 to An,n—l )\nn

An—1,1 tr n—1,n—

Ao1 || A2

A1

¢ chamada de tabela de Gelfand-Tsetlin. A tabela é chamada standard se para cada 1 <

1 <k <n-—1, as suas entradas satisfazem as relagoes:

Aki = Mp—1,i € Z7°
No—1,i — Ajit1 € Z20

Para o caso de modulos irredutiveis de dimensao finita temos o seguinte resultado classico

[GT50], o qual vai ser o nosso ponto de partida no desenvolvimento deste trabalho:

Teorema 1.1.2 (Gelfand-Tsetlin). Se L(X) é um gl(n)-mddulo irredutivel de dimensao finita com
peso mdximo X = (A\1,...,\,), existe uma base {[L]} de L(\) parametrizada pelo conjunto das
tabelas de Gelfand-Tsetlin standard com primeira fileira An1 = A1, ..., Ann = A\p € 05 geradores de

gl(n) agindo sequndo as sequintes formulas:
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K
(I — 1 ; .
Ep 1 ([L Z( 1l k+17])> [L + 6™,

i=1 j;ﬁz(lkl lkj)

Epet1k( Ek: ( 1 (i~ lk_l’j)) [L — 6%
Hez(lm — lj)

=1

k k-1
E([L]) = (Z Mi =Y >\k—1,i> [L],
i=1 i-1

Onde ly; = Mg — i+ 1, [L £ 0%] ¢ a tabela obtida de [L] somando 1 a posicio ki de [L]; e
[L £ 6%] := 0 se nao for wma tabela standard.

As formulas do teorema anterior sdo chamadas de formulas de Gelfand-Tsetlin para gl(n)

e vamos nos referir as bases descritas neste teorema como bases de Gelfand-Tsetlin para gl(n).

No caso em que nao temos denominadores inteiros quando aplicamos as formulas de Gelfand-
Tsetlin, segue de [DF094| o seguinte resultado, o qual garante a existéncia dos chamados médulos

genéricos sobre a algebra gl(n).

Teorema 1.1.3 (Drozd-Futorny-Ovsienko). Seja [L] uma tabela de Gelfand-Tsetlin que satisfaz
Xij—Aik ¢ Z para cada 1 <i<nel<j#k<i SeP([L]) denota o conjunto das tabelas de
Gelfand-Tsetlin [T] com entradas t; ; satisfazendo, \pj = t,;, 1 < j <neX;—ti;j €Z para
1<i<n—1el<j<n, entdo, o espago vetorial com base P([L]) tem estrutura de gl(n)-mddulo

com a agao dos geradores de gl(n) dada pelas formulas de Gelfand-Tsetlin.

Observacao 1.1.4. Note-se que cada mddulo genérico € de dimensao infinita e que ndao neces-

sariamente sao modulos irredutiveis.

1.2 Moddulos de Gelfand-Tsetlin

Os modulos genéricos tem propriedades em comum com os méddulos de dimensao finita. Tais
propriedades vem da construcao das bases de Gelfand-Tsetlin e sdo abstraidas na definicao dos
modulos de Gelfand-Tsetlin, [DFO94].

Seja n € N fixo; para k € {1,2,...,n} vamos denotar por gi := gl(k); Uy := U(gx) a algebra
envolvente universal de g e Z; := Z(gx) o centro de Uy; seja também g := g, e U := U(g). Se
{E;;} denota a base canonica de g, temos uma identificacdo natural entre g; e a subélgebra de

g gerada pelas matrizes {Eij}i,j:17...7k; isto é, consideramos g; como uma subdlgebra de g; 1 com
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respeito da inclusao no canto superior esquerdo.

a a2 | a3 | | ain
__ | | |
as1 az | ax | | azn
__ ] | |
asi as2 ass | | as,
__ o |
|
__ o
_anl an?2 an3 ann_
A cadeia de inclusoes: g1 C go C -+ C g = g induz uma cadeia de inclusdes das correspon-

dentes algebras envolventes.

Definicao 1.2.1. Seja ' a subdlgebra de U gerada por {Zy : k = 1,...,n}. Esta subdlgebra é

chamada de subdlgebra de Gelfand-Tsetlin standard de U.

O seguinte Teorema [Zh74] descreve um conjunto de geradores para I' e descreve a agao destes

geradores em bases de Gelfand-Tsetlin.

Teorema 1.2.2 (Zhelobenko). Sejam I' a subdlgebra de Gelfand-Tsetlin standard e Z,, o centro

de gl(m), entao:

1. Z,, é uma dlgebra polinomial nas varidveis {cpk : k= 1,2,...,m}, onde

Cmk =

>

(il7i27"'7ik)6{17"'7m}k

Ei1i2Ei2i3 T Eikh

n(n+1)

2. A dlgebra T' é uma subdlgebra polinomial mazimal comutativa de U(g) nas =5~ varidveis

{CUlSJSZSn}

2

8. cij([L) = vijlins - L) [L] i= (e (i + 6 = 1) [T (1 — =) [L]

4. Yij(lin, ..., liz) € um polindmio simétrico nas varidveis l;i, . . .

7l7,7,

5. Para cada i, o conjunto de polinomios {vij}j=1,. i gera o espago de todos os polinémios

simétricos nas varidveis l;, .

Definicao 1.2.3. [DF0O9/] Seja M um g-mddulo; e defina

M, ={veM:Vgel,3k cN tal que (g — x(g9))"v = 0}

para cada cardcter x : I' — C. O mddulo M é chamado mddulo de Gelfand-Tsetlin (com

respeito a T') se M = &P

xer= M, e dim

(M) < oo para todo x € I'*.
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Observacao 1.2.4. Cada mddulo de Gelfand-Tsetlin é um mddulo de peso com respeito o subdl-
gebra de Cartan standard by, pois h C I

Exemplo 1.2.5. No caso de gl(3), suponhamos que x —y ¢ Z e

[L]= x y

entdo, os geradores de I’ agem em [L] como:

e33([L]) = (a® + 03 4+ 3 +4a® + 40 + 4 +a+ b+ c+ 2)[L]

Exemplo 1.2.6. Como mostra o Teorema 1.2.2, as bases de Gelfand-Tsetlin sao bases de auto-
vetores para a ac¢ao dos geradores de I'. Assim, cada gl(n)-mddulo de dimensao finita V € um
mddulo de Gelfand-Tsetlin. Mais ainda, dim(Vy) < 1 para cada x € T'*. De fato, se V,, # 0, existe
uma tabela standard [L] tal que V, = ([L]).

Exemplo 1.2.7. Para cada um dos mddulos genéricos (Teorema 1.1.8) a ac¢ao dos geradores de
I' € dada pela mesma expressao que para mddulos de dimensdo finita; assim, cada gl(n)-mddulo

genérico V' é um mdédulo de Gelfand-Tsetlin. Mais ainda, dim(Vy) <1 para cada x € T'™.

Pelo Teorema 1.2.2, os autovalores dos geradores de I' sdo polindmios simétricos nas entradas
deslocadas [;;. Em vista disso e para simplificar a nossa descrigao, de agora em adiante vamos

considerar somente tabelas de Gelfand-Tsetlin deslocadas; isto €, com entradas [;;.

lnl ln2 o ln,n—l lnn

lnfl,l te n—1,n—1

lor || la22

11

Uma outra razao para escolher trabalhar com tabelas com entradas [;; ¢ que as formulas de

Gelfand-Tsetlin sao simétricas com respeito aos l;;. Isto €, se R; denota a fila i da tabela [L] e S; o
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grupo simétrico em ¢ elementos, temos uma ag¢ao natural do grupo S1 x So X - -+ X S, no conjunto
de tabelas de Gelfand-Tsetlin (com entradas l;;): (o1,...,0,)([L]) € a tabela com entradas o;(R;)

na fila ¢, parat=1,2,...,n.

Defini¢ao 1.2.8. As tabelas [L1] e [La] sao equivalentes se existe o := (o1,...,04,) tal que

o([L1]) = [L2] e neste caso vamos escrever [L1] ~ [Ls].

Proposicao 1.2.9. Se um mddulo de Gelfand-Tsetlin tem base definida por tabelas e a¢ao de gl(n)
dada pelas formulas de Gelfand-Tsetlin, existe uma correspondéncia entre caracteres e tabelas de

Gelfand-Tsetlin (modulo equivaléncia de tabelas).

Demonstracao. Note-se que, pelo Teorema 1.2.2, tabelas na mesma classe de equivaléncia definem
o mesmo caracter, definido por x : I' = C, x(ci; = 7i5). Agora, se temos um caracter ¥ definido
por X(¢;j) = t;j, associada com este caracter vamos ter a tabela [L] com entradas [;; satisfazendo

o sistema de equacoes:

{’Vij(fﬂil,---,l‘ii):tij : 1§]§’L§TL}
O

Observacao 1.2.10. Algumas vezes vai ser ttil conhecer a tabela com coeficientes \;j; mas para

18s0 somente precisamos lembrar as relagoes lg; = A\p; — 1 + 1.
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Capitulo 2

s[(3)-modulos de Gelfand-Tsetlin

A partir desde capitulo vamos focalizar a nossa atenc¢ao no estudo dos moédulos de Gelfand-
Tsetlin para a algebra sl(3). Para comegar, para cada tabela em um modulo genérico, vamos
descrever uma base para um modulo irredutivel que contém esta tabela, isto €, dado um caracter
x € I'*, vamos construir um s[(3)-mo6dulo irredutivel M tal que M, # (). Vammos aproveitar as bases
explicitas para obter alguns resultados sobre médulos genéricos. No final deste capitulo vamos
enunciar resultados sobre existéncia e unicidade de extensoes de caracteres de Gelfand-Tsetlin
a modulos irredutiveis [DFO89], [DFO92]|, [BFL95], concluindo em particular que os caracteres
genéricos admitem uma tunica extensao irredutivel e, portanto, temos uma descricao de todos os

modulos genéricos irredutiveis.
2.1 Formulas de Gelfand-Tsetlin para sl(3)

No caso de gl(3), vamos fixar a,b, ¢, z,y, z € C; e vamos denotar por [L] a tabela;

[L):= z |y

Defini¢ao 2.1.1. A tabela [L] é chamada genérica se x —y ¢ 7Z, singular se x —y € Z e
critica se x —y = 0. Dado que temos correspondéncia entre tabelas e caracteres, vamos chamar
o cardcter associado com a tabela [L] genérico, singular ou critico se [L] € genérica, singular ou

critica, respectivamente.
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As formulas de Gelfand-Tsetlin para os geradores de gl(3) sao:
En([L]) = z2[L]
Eig([L]) = —(z — 2)(y — 2)[L + 6"
Exn([L]) = (z+y+1-2)[L]
En([L)) = L — &'
Ess([L]) =(a+b+c+2—x—y)[L]
Ba([L]) = £=5[L — %) - 5 (L — 6%
Eas([L]) = %[L + 6% - %[[, + 6%,

Como queremos restringir a nossa atencao a sl(3), vamos considerar somente tabelas tais que
En([L]) + E22([L]) + E33([L]) = 0; o qual implica a + b+ ¢+ 3 = 0. Portanto, as formulas de

Gelfand-Tsetlin para os geradores de sl(3) estao dadas por:

h (L) = (22 — (z +y + 1))[L]

ho([L]) = (2(z +y + 1) — 2)[L]
GT-férmulas: En([L]) = —(z — 2)(y — 2)[L + 0]

BEx([L]) = [L — o]

Es([L]) = £ (L - 6%] - $=3[L - 672

Eas([L]) = %[1} + 02 - =)

(b=y)(c—y)

ey L+ 672,

O seguinte resultado é a versdo do Teorema 1.1.3 para o caso de sl[(3), e implica a existéncia

de sl(3)-modulos associados com tabelas genéricas.

Teorema 2.1.2 (Drozd-Futorny-Ovsienko). Seja [L] a tabela fizada; se x —y ¢ Z entao o espago

vetorial V([L]) gerado pelo conjunto de vetores {[L + mda1 + ndge + ké11] : m,n, k € Z} tem uma

estrutura de gl(3)-mddulo de Gelfand-Tsetlin; onde os geradores de gl(3) agem em V([L]) pelas

formulas de Gelfand-Tsetlin.

Agora vamos introduzir alguma notacdo que sera tutil na hora de simplificar a descrip¢ao dos

moédulos irredutiveis genéricos.

Notacao 2.1.3. Seja

t31 t3o || %33

(7]

to1 too

t11

uma tabela arbitrdria, Bl([T]) = {t31 —1t91,t32 —1t21, 133 —t21} e Bg([T]) = {t31 —192,t39 — 192,133 —

too}. Consideremos as sequintes fungoes:
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[ ] to([T]) = t21 — t22,’ tg([L]) = t21 — tll; t?)_([T]) = t22 — l11
o £;([T]) := min{{B;([T]) N ZZ°} U {+o0}}; i = 1,2

o t ([T]) == max{{B;([T)) N Z<°} U {—o0}}; i =1,2.

)

No caso que t;([T]) = 400 ou t; ([T]) = —oo para algum i = 1,2, escrevemos t;([T]) ¢
Z ou t; ([T]) ¢ Z respectivamente. Daqui em frente vamos simplificar a nota¢ao escrevendo
to,t1, 2,17, by s t3,t5° mo lugar de to([L]), t2([L]), t2([L]), ¢y ([L]), t5 ([L]), t3([L]), t5 ([L]), onde

[L] é a tabela fiza como antes.

2.2 Bases para sl(3)-mo6dulos de Gelfand-Tsetlin genéricos

No que resta deste capitulo, vamos supor tg = x — y ¢ Z. Nesta se¢ao, dado um caracter x
associado com a tabela [L], vamos descrever explicitamente uma base para um modulo irredutivel
que contém [L]| em termos das constantes ti,ta,t],t;,t3,t5 descritas antes [Ram12]. O primeiro

passo vai ser a descri¢ao do reticulado de tabelas associado com a tabela [L]:

Definicao 2.2.1. Vamos dizer que [L] é obtida de [L] usando as formulas de Gelfand- Tsetlin se
existe X € U(sl(3)) tal que [L] aparece como somando na decomposicio de X ([L]) com coeficiente

nao nulo. O reticulado de tabelas associado com [L] é definido como:
Latt([L]) := {[L] : [L] € obtida de [L] usando as formulas de Gelfand-Tsetlin}

Notagao 2.2.2. Se V([L]) é o mddulo descrito no Teorema 2.1.2; o submddulo de V([L]) gerado
por Latt([L]) vai ser denotado por Vip.

Pelas formulas de Gelfand-Tsetlin, para cada tabela [L] o reticulado de tabelas associado com [L]
satisfaz
Latt([L]) - {[L](m,n,k) tm,n, k€ Z}7

onde a tabela [L](, n k) € definida como:

a b C

[L] (myn,k) = x+tm|| y+n

z+k

Lema 2.2.3. Sejam m,n,k € Z=2°, aplicando as férmulas de Gelfand-Tsetlin a [L] temos que:

1. [L](m,0,0) aparece na decomposicio de Ey3[L] com coeficiente

T (a—x—i)(b—z—i)(c—x—1)
H (x —y+1)
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2. [L](—m,0,0) aparece na decomposi¢do de E33[L] com coeficiente
m— 1
H (x — 2z —1)
(x—y—1)

1=0

8. [L]on,0) aparece na decomposicao de E33[L] com coeficiente

nl a—y—i)b—y—i)(c—x—1i
H( )( )( )

palr (r—y—1i)

4 [L](0,—n,0) aparece na decomposicdo de E3,[L] com coeficiente
1:[ —z—1)
(x —y+1)
5. E51([L]) = [Ll(0.0,-k)

6. By (L) =TIt g (x — 2 — i) (y — 2 — ) [L](00.0)

Como consequéncia imediata do Lema anterior e a defini¢do de Latt([L]), temos o seguinte

lema:

Lema 2.2.4. Para i = 1,2,3 denotamos por A; as condigoes t; ¢ Z=° e por A3 a condigao

ty ¢ 720, Entao, as sequintes afirmacoes sio vdlidas:
1. [L)(m,0,0) € Latt([L]) para todo m € ZF se A;.

2. [L](—m,0,0) € Latt([L]) para todo m € Z* se As.

“o

[L](0,0,—k) € Latt([L]) para todo k € Z7.

PN

- [L)0,0,6) € Latt([L]) para todo k € Z* se Az e A3 .

a

[L](0,n,0) € Latt([L]) para todo n € ZF se Aj.
6. [L](0,—n,0) € Latt([L]) para todo n € ZF se Az .

Agora vamos responder a seguinte pergunta: quais condi¢oes nas entradas de [L] garantem que
Latt([L]) = {[L](mn,k) : m,n, k € Z} (isto ¢, quando Latt([L]) é o maior possivel)?

Definigao 2.2.5. Dados m,n,k € Z, dizemos que a tabela [L), » 1, pode ser obtida da tabela [L]
pelo caminho r — s — t, com {r,s,t} = {1,2,3} se:

de [L] podemos obter [L](m 0,0) se ™ =1 (respectivamente [L] 0y se 7 =2 e [L]g o) serT =3); de
[L](m,0,0) 0btemos [L]mn o) s¢ s =2 ou [Llmox) se s =3 (respectivamente, de [L]q ) obtemos
[L](mn,0) 8¢ s =1 ou [L]gnx) ses=3 e de[L|gox obtemos [L]mor ses=1 ou[L|gnr se

s = 2) e no ultimo passo obtemos a tabela [L] (5 k) -
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Exemplo 2.2.6. [L]7 _1 4 € obtida da tabela [L] pelo caminho 3 — 1 — 2 significa: de [L] obtemos

a tabela [L]o o 4; desta tabela obtemos a tabela [L]7 04 e a partir desta obtemos finalmente [L]7 1 4.
Proposicao 2.2.7. Latt([L]) = {[L](mnk) : m, 0,k € Z} se e somente se
t17 t27 t37 t?? ¢ ZZO'

Demonstragio. (<) Sejam m,n,k € Z. Usando o Lema 2.2.4 em cada passo do caminho indicado
na tabela abaixo, & possivel obter a tabela [L](, 5 k) de [L]. Em cada caso, o caminho vai depender

da tripla ordenada de sinais de m,n e k:

‘ (+7+7+) ‘ (_7_7_) ‘ (+7—7+) ‘
3—=2—=>1;, sen>m 1-2—=3;, sem>n
3—=1—=2
3—=1—=2; sem>n 2—-1—3; sen>m
‘ (+7+7_) ‘ (_7_7+) ‘ (+7_7_) ‘
1=-2—=3;, sem>n 1-2—=3;, sem>n
1—-2—-3

2—=-1—=3; sen>m 2—=-1—=3; sen>m

‘ (_7+7+) ‘ (_7+7_) ‘

32211523

(=) Suponhamos que alguma das constantes t;, t2, t3 ou t3 é um inteiro ndo negativo. Sem

perda de generalidade, podemos supor que a constante que estd em Z=% é zero, concluindo que:

1. Se t; = 0 nao é possivel obter [L] o) de [L]. De fato, {[L](n ) : 1,k € Z} forma um plano
no reticulado de Gelfand-Tsetlin impossivel de ultrapassar usando as formulas de Gelfand-
Tsetlin. Isto &, {[L]mnk @ m < 0, n, k € Z} € um sub-espago invariante pela acdo das
formulas de Gelfand-Tsetlin.

2. Se ta = 0 entdo, [L],1,0) ¢ Latt([L]).
3. Set3 =0 outy =0 entdo, [L]o,1) ¢ Latt([L]).
O

Observacao 2.2.8. Os maddulos irredutiveis podem ser caracterizados como aqueles que sao ger-
ados por qualquer vetor nao nulo. Em termos de tabelas, temos que o mddulo Vi) € irredutivel se,

e somente se, Vij; = V|1) para cada [L] € Latt([L]).

Teorema 2.2.9. Seja [L] tal que Latt([L]) = {[L](mnk) : m:n, k € Z}. Entdo, Vir) € irredutivel

se e somente se

bty toty bty ¢ L.
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Demonstragao. (<) Com estas condigoes é possivel aplicar as formulas de Gelfand-Tsetlin a qual-
quer tabela em Latt([L]) e nunca vamos obter coeficientes nulos. Portanto, para cada [L] €

Latt([L]) temos Latt([L]) = Latt([L]) o qual implica V|r, irredutivel.
(=) Suponhamos que t; € Z<0 (respectivamente t, € Z<Y ou t; € Z<°), sem perda de gen-

eralidade podemos supor que t; = —1 (respectivamente ¢, = —1 out; = —1) entdo, usando
a Proposicio 2.2.7, [L] ¢ Latt([L](—10,0)) (vespectivamente [L] & Latt([L]@,—1,0)) ou [L] ¢
Latt([L](0,0,—-1))). Portanto, V{7 nao pode ser irredutivel. O

Observagao 2.2.10. Note-se que ¢ possivel obter Latt([L]) = {[L]mmnr) : m,nk € Z} no
caso em que algumas das constantes sao inteiros negativos, mas nao necessariamente obtemos um

modulo irredutivel.

Notacao 2.2.11. Para algum subconjunto A de {t1,t] ,t2,t; ,t3,t5 }, a notacao A C Z significard
de agora em diante que A C Z e o complementar de A em {t1,t] ,t2,t5 ,t3,t5 } tem interse¢do vazia

com Z. Por ezemplo, a notagdo {t1,t2} C Z=° significard também que {t],t;,t3,t5 }Z = 0.

Proposicao 2.2.12. Seja [L] a tabela fiva como antes e Vi) o s1(3)-mddulo gerado por Latt([L]).

Usando as formulas de Gelfand-Tsetlin, temos

1. Se {1} c 72°, Vi) € um modulo irredutivel com base parametrizada por Latt([L]) =
{IL)mn ey 1 m <t}

2. Se {tz} C Z=°, Vi) € um mddulo irredutivel com base parametrizada por Latt([L]) =
L))+ n < ta2}.

3. Se {ts} C Z=°, Vi) € um mddulo irredutivel com base parametrizada por Latt([L]) =
{[Lmnp) + b —m < ts}.

4. Se {t7} € Z<Y, 0 médulo irredutivel que contém [L] pode ser obtido como um mddulo quo-

ciente de V(g e a base ¢ parametrizada pelo conjunto de tabelas {[Lmn . : m > 17 }.

5. Se {t7} C Z<°, o mddulo irredutivel que contém [L] pode ser obtido como um mddulo quo-

ciente de V(g e a base ¢ parametrizada pelo conjunto de tabelas {[L]mnx : 1 > t5 }.

6. Se {t3} C Z<Y, 0 mddulo irredutivel que contém [L] pode ser obtido como um mddulo quo-

ciente de Vi) e a base € parametrizada pelo conjunto de tabelas {[L]ynx : k —m > t3}.

Demonstracao. Os casos 1,2,3 sao 6bvios usando as formulas de Gelfand-Tsetlin, e a irredutibil-
idade é pelo Lema 2.2.4. Em cada um dos casos 4, 5,6 podemos aplicar as féormulas de Gelfand-
Tsetlin e obter em Latt([L]) uma tabela [L] que satisfaz t;([L]) € Z2° (respectivamente to([L]) €
220 ou t3([L]) € Z=Y). Entdo, o modulo irredutivel que contém [L] é isomorfo ao modulo quociente
Viwy/ V[Z}-

O

Corolario 2.2.13. Usando a Proposi¢cao 2.2.12 podemos caracterizar o conjunto de tabelas que

parametrizam a base do mddulo irredutivel que contém [L] como:
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1. Para ty € Z2%; {[L]pmnp) : t1([Llmonk)) € Z2°}.

2. Para ty € Z2°; {[L] (k) : t2([L]onnk)) € Z=°}.

3. Para t3 € Z=°; {[L](mn k) : t3([Ll(mnk)) € Z2°}.

4. Para t7 € Z=°; {[Lmnr) : 17 (Llonng) € Z<°}.

5. Para t, € Z<9; Lk * B2 (L mm,k)) € 79%.

6. Paraty € Z<°; {[L)mnk ¢ t5 (L mnk)) € Z<°}.

O seguinte teorema descreve uma base para o moédulo irredutivel que contém [L], [Ram12].

Teorema 2.2.14. Se A denota o conjunto {t1,t2,t],t5 ,t3,t5}, [L] satisfaz as condigoes Ay :=
ANZZ% e Ay := ANZ<° ety ¢ Z, entio uma base do médulo irredutivel que contém [L] pode ser

parametrizada por:

{L) sy * At(IL)pmnp)) € Z7° € Ao([L) o)) € Z<°%

2.3 Espacgos de peso

Agora é possivel tomar vantagem da descrigao explicita das bases para cada modulo irredutivel
genérico e calcular as dimensoes dos espagos de peso.
Seja I[) o modulo descrito no Teorema 2.2.14. Para descrever a agdo de hy e hg em I|7) € suficiente

conhecer a acdo de hy e hy em tabelas do tipo [L](m, nk)-

P L) k) = (2(2 + k) = (& +y + 1+ n+m))[L]mnk)
ho([L) o)) = 2@ +y +1+n+m) — (2 4+ k) [L] k) -

Teorema 2.3.1. Se M é um mddulo com base By, [T] € M € uma tabela com peso A = (A1, A2),

entdo, o espago de peso My € o espago gerado pelo conjunto de tabelas

{[T)t,-e0) : t € Z}( ) Bu

Demonstracao. E suficiente notar que temos uma base de auto-vetores para M e que o peso
do vetor associado com a tabela [T, k) € (A1 + 2k — (m + n), Aa + 2(m + n) — k); portanto
[T (m,n,ky € M se, e somente se, m+n=0ek=0. O

Observacgao 2.3.2. Pelo Teorema 2.2.14, o mddulo irredutivel que contém uma tabela [L] estd
completamente determinado pelas condi¢oes nos coeficientes (quais diferencas sao positivas ou
negativas). Porém, algumas condigdes nos coeficientes definem mddulos isomorfos no sentido da
definicio 4. Por exemplo, um médulo definido por uma tabela [L] que satisfaz t; € Z=° ¢é natural-
mente isomorfo ao mddulo definido pela tabela o([L]) onde o € S1 X S x S3; em particular, a um

mddulo definido por uma tabela que satisfaz as condigées ty € Z2°
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Vamos considerar todas as combinagoes possiveis de condi¢oes nos coeficientes da tabela [L]
que definam moédulos nao isomorfos; e para cada caso vamos descrever o reticulado de pesos do

correspondente modulo irredutivel.

Definicao 2.3.3. Vamos dizer que um conjunto de nimeros complexos {ci,...,cn} satisfaz re-

lagoes inteiras se existem 1,7 € {1,2,...,n} tais que ¢; — ¢j € Z.

Usando a descricao das bases dos moédulos genéricos irredutiveis dada no Teorema 2.2.14 e
o Teorema 2.3.1, para cada combinacao possivel de coeficientes para tabelas genéricas vamos
descrever o reticulado de pesos e respectivas multiplicidades dos espacos de peso associados com
o moédulo irredutivel que contém tal tabela.

Até o fim dessa se¢ao vamos supor que o conjunto {a, b, ¢, z,y, z} nao satisfaz relagdes inteiras.

Sendo assim, todos os possiveis tipos de tabelas nao criticas sao:

1. Mé6dulos com dimensoes de espacos de peso infinitas:

a b C a b C a b C
[Th):— x y [T1]:=] x b [To]:= x y
7z 7z X
a b C a b C a b C
[T3]:= at1 | y [T4]:—| x y [T5]:= x b
VA y+1 X
a b C a b C a b C
[Te]:= x [T7):=|a+t1]| vy | [Tg]:==| a | b+l
b+1 y+1 z
b b C b C
[Tg]: a+1 [Tl()]: a+1 b [Tll]: a+1 b
a+1 a+1 b+1

2. Médulos com espacos de peso de dimensao finita mas nao limitada:

b

b C

b C

[T7]:

[T30]:

b-+1

[Tgl]i

a b+1
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2.3

Ei3

Eas

Eqs

b+2

y+1

b-+2

b-+2

a+1
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[Tlg]ii a y [T16]1: a+1 || b+1 [T14]Z: a b

3. Mé6dulos com multiplicidades dos espacgos de peso limitadas:
Para cada inteiro positivo ¢ as seguintes tabelas descrevem modulos irredutiveis M tais que
dim(M,y) < t para cada A € h*.

t t t .t

o o o o o o o o o
t t t t .t
o o o o o o . o o o

t t .t

o o o o o o o o
tN\Nt t &
o o o o o o o o o

t t\t /t

. ° o o o o °

[T35]1: a+1 b [T33]1: a+1 b [T36]Z: a b+1

a+1 b-+1 b-+2
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t ¢t t .t t ¢t t &
. o o o o e o o o . .

t t\t t t t .t t
o o o o o o o o o o o o
t t\t t .t t
o o o o o o o o o o
o o o . . o o o . to to
o o o o o o o o o

[ ] [ ) [ ] [ ) [ ] [ ) [ ] [ [
t t
[ ] [ ) [ [ ) [ ] [ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ]
t ot tot t
[ ] [ ) [ ] [ [ ] [ [ ] [ [ ] [ ]
.t .t .t [ [ [ ] [ ] t. t. t. .t [ ]
t t t t t t
[ ] [ ] [ ] [ [ [ [ ] [ ) [ [ [ ]
a a-t b a b b-t a b b-t

[T34]1: a b+1 [T26]1: a+1 b [TQS]Z: a b
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Como consequéncia imediata da descricdo anterior é possivel caracterizar os moddulos irre-
dutiveis genéricos com espagos de peso de dimensao 1 e moédulos com dimensdes de espacos de

peso limitadas.

Definicao 2.3.4. Um g-mddulo de peso V' é chamado pontilhado se dim(Vy) < 1 para todo peso
A

Corolario 2.3.5. O sl(3)-mddulo irredutivel gerado por [L] é um mddulo pontilhado se, e somente

se, [L] satisfaz as sequintes condigoes:

t1=0, t; =-1 outy =0, ty =—1.

Definigao 2.3.6. Um g-mddulo de peso V é chamado limitado se existe N € N tal que dim(V)) <
N para cada peso A.

Corolario 2.3.7. O sl(3)-mddulo irredutivel gerado por [L] é limitado se, e somente se, [L] satisfaz

as sequintes condigoes:

t1 €22 t7 ez~ outy € Z2°, t; € 20

2.4  sl(3)-m6dulos de Harish-Chandra

Seja B uma base de Chevalley para sl(3) dada por:
eq = E12 fa = E2 Hgy = E11 — Hy €ats = E13

eg := Fag3 fa:= E3 Hpg := Eyy — E33 Jatp == E31

e seja g a subélgebra de Lie (X,, Yy, Hy) = sl(2).
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Definicao 2.4.1. Um sl(3)-mddulo V' é chamado mddulo de Harish-Chandra a esquerda
(respectivamente direita) se pode ser expresso como uma soma de sl(2)-mddulos de peso minimo

(respectivamente, peso mdximo) .

Definicao 2.4.2. Um sl(3)-mddulo V' é chamado médulo de Harish-Chandra se pode ser
expresso como uma soma de sl(2)-mddulos de dimensao finta. Equivalentemente, se o mddulo é

uwm mddulo de Harish-Chandra & direita e a esquerda.

Lema 2.4.3. Seja V um sl(3)-mddulo irredutivel e 0 # v € V. Se existe n € Z=0 (respectivamente
n € Z<°) tal que e"v = 0 entdo, para cadaw € V, eviste r = r(u) € Z=° (respectivamente r € Z<°)

tal que ej,u = 0.

Demonstragiao. Como V ¢é irredutivel, cada v € V' pode ser expresso como v = Y, axv onde ay

sao elementos de U(sl(3)). Assim, o lema é consequéncia de que para cada N € Z temos:
egeg = Nea+geflv_1 + ege(]lv, eNH, = Hye —2Ne
N N N-1 N N N
€a fa—i—ﬁ :fa—i-ﬁea _2fﬁeo¢ ) eq Hg = Hge, + Neyg,
eN fo = fae + NHyeN 71 — 2NeN -1,
O

Coroléario 2.4.4. Um sl(3)-mddulo irredutivel V' é um mddulo de Harish-Chandra (com respeito

a g) se, e somente se, existe 0 v €V en €N tal que ei"v =0.

Como consequéncia da descrigao das bases dos s[(3)-modulos irredutiveis genéricos temos os

seguintes corolarios:

Corolario 2.4.5. O sl(3)-mddulo irredutivel gerado por [L] é um mddulo de Harish-Chandra (com

respeito de g) a esquerda (respectivamente direita) se, e somente se,
t3 € 220 (respectivamente t; € Z<0)

Corolario 2.4.6. O sl(3)-mddulo irredutivel gerado por [L] é um mddulo de Harish-Chandra (com

respeito a §) se, e somente se, as sequintes condigoes sao vdlidas:
ts € 279, ty € Z<Y

2.5 Existéncia e unicidade de extensoes de caracteres para sl(3)-modulos irre-
dutiveis

Nesta se¢ao vamos enunciar algumas das propriedades basicas dos s[(3)-mo6dulos de Gelfand-
Tsetlin obtidas em [F86], [BFL95].
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Teorema 2.5.1 (Existéncia de extensoes). Para cada cardcter de Gelfand-Tsetlin x existe pelo
menos um mddulo irredutivel V tal que V,, # 0. Mais ainda, o nimero de modulos irredutiveis W

nao isomorfos tais que Wy # 0 € no mdzrimo dois*

Sejam H1 = EH — E22 ) H2 = E22 — E33 y A= E12E21 e B= E23E32 € h a algebra de Cartan
gerada por H; e Hs.

Lema 2.5.2. [F86, BL87| O centralizador C(b) de b é uma dlgebra associativa gerada por Hq,
Hs, A, B e o centro de U(g).

Lema 2.5.3. Para cada C(h)-mddulo irredutivel W eziste um g-mddulo de peso V' tal que V) ~ W
para algum X\ € h*. Reciprocamente, se V é um g-mddulo de peso irredutivel entao Vy é um C(h)-

mddulo de peso irredutivel.

Seja V' um modulo de Gelfand-Tsetlin irredutivel (em particular V' é um moédulo de peso).
Considere qualquer A € h* do suporte de pesos de V. Os elementos centrais ¢; e co agem em V,
e portanto em V), como multiplicagdo por certos escalares y; e 2. Também temos que em V)
Hy age como multiplicagao pelo escalar hy := A(H;) e Hy age como multiplicagdo pelo escalar
hy := A(Hz). Dado que V' & um moédulo de Gelfand-Tsetlin, cada componente V, & de dimensao

finita. Portanto, é possivel escolher uma base de V) com respeito a qual A tem uma forma canénica
de Jordan A).

Considere o seguinte polinomio em 2 varidveis: gx(z,y) = (z — y)? — 2(z +y) — (h? — 2h1).

Definigao 2.5.4. Dizemos que os autovalores de Ay formam uma cadeia conectada se todos os
diferentes autovalores {1, 2, ...} podem ser ordenados de tal maneira que gx(pi, pi+1) = 0 para

cada 1.

Definicao 2.5.5. [F86] Seja {1, pa, - ..} uma cadeia conectada, a cadeia é chamada degenerada
se p; = —%(h% — 2hy) para algum i; eritica se |pi+1 — pi| = 1 para algum i e regular se nao é

critica nem degenerada.

Segue também de |[F'86] o seguinte resultado, que descreve o comportamento dos autovalores
de A -

Teorema 2.5.6. Seja V um mddulo de Gelfand-Tsetlin irredutivel.

e Para cada A no suporte de V', a multiplicidade de qualquer autovalor p de Ay € no mdximo
2.

e F possivel ordenar os autovalores de Ay de tal maneira que os autovalores diferentes formam

uma cadeia conectada. Mais ainda, uma das sequintes possibilidades € vdlida:

'"Em [Ov02] ¢ provada a existéncia de extensdes para qualquer caracter de Gelfand-Tsetlin para gl(n). Mais
ainda, mostra-se que o nimero de extensoes a menos de isomorfismo é finito. Em [FO06] mostra-se que para gl(n)
existem no maximo 1!2!...(n — 1)! extensoes irredutiveis a menos de isomorfismo.
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(i) Se a cadeia € regular todos os autovalores de Ay sao diferentes;

(ii) Se a cadeia € degenerada, os diferentes autovalores podem ser ordenados da sequinte

manewra:

{:ulwu% .. '}7

onde p1 = —%(h% — 2hy), e se a multiplicidade de p; € 1, entdo a multiplicidade de

Wit1 € também 1.

(11i) Se a cadeia € critica, os diferentes autovalores podem ser ordenados da sequinte maneira:

{:ulwu% .. '}7

onde p1+1 = pa, a multiplicidade de py é 1 e, se a multiplicidade de p; € 1 para i > 1,

entao a multiplicidade de p;yq1 € também 1.

Definigao 2.5.7. Dado que A € T, é possivel estender o conceito de regular para mddulos de
Gelfand-Tsetlin. Um mdodulo de Gelfand-Tsetlin V' € chamado regular de para cada peso A os
autovalores de Ay formam uma cadeta conectada regular. O mddulo é chamado degenerado se
existe um peso A tal que os autovalores de Ay formam uma cadeia conectada degenerada. O mdédulo
¢ chamado critico se existe um peso A tal que os autovalores de Ay formam uma cadeia conectada

critica.
Para modulos genéricos temos o seguinte resultado de |F'86].

Teorema 2.5.8. Se V ¢ um mddulo de Gelfand-Tsetlin irredutivel e reqular, entdo para cada

cardcter x € I'* o subespago V), é de dimensao 1 e V € o tinico mddulo irredutivel tal que V), # 0.

Para modulos nao regulares o sub-espago V, pode ser de dimensao 2. Também, nestes casos
pode acontecer que existem 2 modulos irredutiveis V! e V2 com V; # 0, ¢ = 1,2. Tais exemplos

sao exibidos em [F'86]. Mas para caracteres criticos é possivel estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 2.5.9. Se x é um cardcter critico, existe um unico mddulo de Gelfand-Tsetlin irredutivel

V' nao-regular tal que V, # 0.

Para finalizar o capitulo vamos mostrar que temos uma classificagdo completa dos médulos de

Gelfand-Tsetlin irredutiveis genéricos.
Por enquanto, para cada caracter x genérico conseguimos construir um moédulo irredutivel V' tal
que V) # 0. Agora vamos usar o Teorema 2.5.8 para mostrar tal médulo ¢ tnico.

Teorema 2.5.10. Sejam V' um mddulo de Gelfand-Tsetlin genérico, A um peso de V' e [L] uma

tabela com peso X; entao:

1. O operador A = E19FE21 age em uma tabela [L](Z-,_w) € Vi como multiplicagao pelo escalar
wi=—(x+i—z—k)(y—1i—z—k).
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2. {uk ez () Spec(Ay) sao todos os diferentes autovalores do operador A quando restrito a V.
3. {pktkez [ Spec(Ay) forma uma cadeia conectada regqular de autovalores de A.

Demonstragao. So precisamos lembrar que V' é genérico e portanto a tabela [L] é também genérica,
(isto é, x —y # 0). O resto da demonstragao segue de um célculo directo usando as formulas de
Gelfand-Tsetlin. O

Corolario 2.5.11. Cada cardcter genérico admite uma inica extensao a um mddulo de Gelfand-

Tsetlin irredutivel.



Capitulo 3

Blocos Genéricos

Os caracteres genéricos estao em correspondéncia com tabelas da forma:

a b C

[L]:= x |y

onde z—y ¢ Z. Se [L] & uma tabela associada com um caracter x([L]), denotamos por X ([L])(m,n,k)

o caracter associado com a tabela [L] (m,n,k)- Pelo teorema 1.1.3 faz sentido a seguinte definigao:

Definicao 3.0.12. Dada uma tabela genérica [L] o bloco associado com [L] é o conjunto de
todos 0s modulos de Gelfand-Tsetlin V' tais que o suporte de Gelfand-Tsetlin de V esta contido
no conjunto {X([L])(m,nk) : M1,k € Z}.

Pelo Teorema 2.5.8, dado um carécter genérico y, existe um tnico moédulo de Gelfand-Tsetlin
irredutivel que contém um vetor com tal caracter. Por tanto, na descricao de todos os possiveis
blocos, vamos descrever todos os médulos de Gelfand-Tsetlin irredutiveis que contém vetores com

caracteres genéricos.

Neste capitulo, para cada tipo de tabela genérica possivel, vamos usar os resultados obtidos
no capitulo anterior para descrever o bloco associado; a descricao vai incluir todos os moédulos
irredutiveis no bloco junto com as respectivas dimensoes dos espagos de peso e a correspondente

decomposigao do bloco, no sentido da seguinte definigao.

Definicao 3.0.13. Sejam M = My e My,..., My mddulos sobre g; vamos dizer que M; —
My — -+ = My € uma decomposi¢ao de M se; Qg := My, M; é um submddulo mazimal de
Qi—1, Qi = Qi—1/M; parai=1,....k e M = Qx—1 -

Na descrigao das bases vamos usar a seguinte notagao:

Notacgao 3.0.14. Se B é um conjunto de desigualdades inteiras em m,n,k vamos denotar por
M(B) o mddulo gerado pelo conjunto de tabelas {[T] (k) : m,n, k satisfazem as desigualdades em B}.
Se M(B) ¢ irredutivel gerado pela tabela [S], vamos denotar tal médulo por L(B) ou por L([S]; B)

se queremos destacar um gerador [S].

23
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Observacao 3.0.15. Pela descrigao dada no Capitulo 3, sempre é possivel escolher uma tabela
no bloco tal que as desigualdades que definem cada um dos mddulos irredutiveis no bloco é um

subconjunto das sequintes:

m < —t m <0 n< —t
k<m k<n n <0

m > —t n>—t m>0
n >0 k>m k>mn

onde t € 729

3.1 Descricao dos blocos genéricos

Para cada bloco vamos dar bases para os médulos irredutiveis, descricao dos espacos de peso
junto com as correspondentes multiplicidades dos espacos de peso e a decomposicao em irredutiveis
do bloco.

(1) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [L] estd composto por 1 modulo irredutivel com espagos de peso de
dimensao infinita e base

Ly = {[L](m,n,k) cm,n, k€ Z}

(2) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [L] esta composto por 2 modulos irredutiveis com espagos de peso de
dimensao infinita. As bases dos diferentes modulos irredutiveis no bloco sao:

b=s(fezm Jizmmr({om )

Com decomposicao:

L1—>L2
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(3) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [L] estd composto por 2 mddulos irredutiveis com espagos de peso de
dimensao infinita. As bases dos diferentes modulos irredutiveis no bloco sio:

bet({mso Jit=i({m>o )

Com decomposi¢ao:

Ll — L2
(4) Se consideramos a seguinte tabela:
a b c
[L):= a ||y
y

O bloco associado com [L] esta composto por 4 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m <0 m >0
L1 =1L s Lo =L
k<n k>n

ii) Mo6dulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m >0 m <0
LSZL ;L4:L
k<n k>n
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iii) Decomposigao:
L1 — L3 @ L4 — L2

(5) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [L] esta composto por 4 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m >0 m <0
Li=1L Lo=1L
kE<m k>m

ii) Mo6dulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m >0 m <0
L3=1L i Ly =1L
k>m kE<m
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iii) Decomposigao:
L4 — Ll @ L2 — L3

(6) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [L] estd composto por 8 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) 2 modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m >0 m <0
Li=1L n <0 ;Lo =1L n>0
k<m k>m

ii) Modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m <0 m <0 m <0
Lz3=1L n<0 3Ly =1L n<0 yLs =L n>0
k<m k>m k<m
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iii) Decomposigao:

Lg —)Ll@L4@L5 HLQ@LG@Lg —>L7

Demonstragao. Se denotamos por M o mo6dulo gerado pelo conjunto de tabelas {[L] (i n k) :

m,n,k € Z}, vamos mostrar que Lg ¢ um submodulo irredutivel de M, depois que Ly, Ly, L5
sao submodulos irredutiveis de My := M/Ls, que Lo, Lg, Lg sao submodulos irredutiveis de
My := My /(L1 ® Ls® Ls) e finalmente que Ly = My /(Lo @ Lg® Lg) ¢ um modulo irredutivel.

e Usando o Teorema 2.2.14 vemos que, L3 (respectivamente Ly, Ly, Ls, Lo, Lg, Ls € L7) €
um modulo irredutivel que contém a tabela [L] (respectivamente L1 o1y, L0,0,1), L(0,1,0),
Loy Lainy, Laog) e Laag)

e Aplicando as formulas de Gelfand-Tsetlin a uma tabela da forma [L](y, k) obtemos:

Eun([Lunmnk) = —m=k)b+n—a= k)L mn i)
Eor([L) (mon k) = [Elimnn-1)
() 4 Es2([L]mon k) = im=t s ot = b= (L 1.0
Eo3([L](mn.k)) = “m)(&l“gfﬁﬁi’)“*m (L] (m+1,n.k)
— e R S L 10

e Vamos ver que L3 ¢ invariante pela agao das formulas de Gelfand-Tsetlin. Seja [L](y, n k) €
Ls; entao m < 0,n < 0 e k < m, aplicando as formulas de Gelfand-Tsetlin (%) obtemos
combinacoes de tabelas em L3 e para os casos m = 0,n = 0 e k = m os coeficientes
das tabelas [L](1 n.k), [L](m,1,k) © [Llm—1,n,m) (as quais ndo sao tabelas em L3) sdo zero.

Assim Lg é um submoédulo de M.

e Agora vamos mostrar que Ly, Ly e L5 sao invariantes (modulo L3) pela agao das formulas
de Gelfand-Tsetlin. Se consideramos [L],nr) € L1 isto &, m > 0,n < 0e k < m,
aplicando as formulas de Gelfand-Tsetlin (x) aos casos m = 1,n = 0 e k = m temos
[L](o,n,k) = 0 modulo L3 e os coeficientes de [L](m,15) © [L](m—1,n,m) S30 zero. Assim,
temos combinagdes lineares de tabelas em L1 modulo L3. Se consideramos [L](y, n k) € L4
(i.,e. m <0,n <0 ek >m) quando aplicamos as formulas de Gelfand-Tsetlin aos casos

m = 0,n=0 ek =m+1 obtemos que os coeficientes de [L](1 k) € [L]m,1k) 580 zero e
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[L]pmnm = 0 modulo L3, assim, obtemos combinacoes lineares de tabelas em Ly modulo
Ls. Considerando [L]y, n k) € Ls (ie. m < 0,n > 0 e k < m) quando aplicamos as
formulas de Gelfand-Tsetlin aos casos m =0, n =1 e k = m o coeficiente de [L] )
é zero, [L]n0k) = 0 modulo L3 e o coeficiente de [L](y, . k41) € zero, obtendo assim
combinagoes lineares de tabelas em Ls modulo Ls. Portanto, Ly, L4 e Ly sao submoédulos
irredutiveis de My := M/Ls.

Agora vamos mostrar que Lo, Lg e Lg s@o invariantes (modulo Ly @ Ly @ Ls) pela acao
das formulas de Gelfand-Tsetlin. Seja [L]m k) € L2 (ie. m <0, n > 0e k > m)
aplicando as formulas de Gelfand-Tsetlin (%) aos casos m =0,n =1e k =m + 1 temos
que: o coeficiente de [L](1, k) € zero, a tabela [L](y, o) € zero (modulo Lyg) e a tabela
[L](m,n,m) € zero (modulo Ls), obtendo assim combinagdes lineares de tabelas em Lo.
Seja [L]mni) € Lo (i.e. m >0, n > 0 e k < m) aplicando as formulas de Gelfand-
Tsetlin (%) aos casos m = 1,n = 1 e k = m temos que: [L]nx) € zero (modulo Ls), a
tabela [L] (. 0,%) € zero (modulo Ly) e o coeficiente da tabela [L](,, nm+1) € zero, portanto,
pela acao das formulas de Gelfand-Tsetlin obtemos combinacoes lineares de tabelas em
Le. Seja [Ll(mni) € Ls (ie. m >0, n <0 ek > m) quando aplicamos as férmulas
de Gelfand-Tsetlin () aos casos m = 1,n = 0 e k = m + Itemos que [L] k) € zero
(modulo Ly), o coeficiente da tabela [L], 1 1) € zero e a tabela [L](y, n,m) € zero (modulo
Ly), da onde Lg é invariante pela ac¢ao das formulas de Gelfand-Tsetlin. Portanto, Lo, Lg
e Lg sdo submodulos irredutiveis de My := My /(L1 & Ly & Ls).

Finalmente vamos mostrar que L7 é invariante pela acao das formulas de Gelfand-Tsetlin
(modulo Ly @ Le® Lg). Seja L]y nx € Ly (i.e. m >0, n > 0e k> m) quando aplicamos
as formulas de Gelfand-Tsetlin aos casos m = 1, n = 1 e k = m+1 obtemos [L](g n k) = 0
(modulo Lg), [L}(m,0k) = 0 (modulo Lg) e [L](mnm) = 0 (modulo Lg). Assim, L7 é um
submodulo irredutivel de M3 /(Lo & Lg & Lg).

O

(7) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [L] estd composto por 4 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m<0 m<0
Li=1L Lo=1
n>0 n<0
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ii) Modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m >0 m <0
L3 =1L s La =1L
n>0 n <0

iii) Decomposigao:
L4 — L1 @ L2 — L3

8) Para cada t € Z>Y, consideramos a seguinte tabela:
) g

a a-t ¢

O bloco associado com [L] estd composto por 3 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

b=t (fms ot Y= n(fnso )

ii) 1 modulo denso com espagos de peso de dimensao ¢:
Ly=L({-t<m<0 )

iii) Decomposigao:

L1—>L3—>L2

(9) Para cada t € Z>° consideramos a seguinte tabela:



3.1 DESCRIGAO DOS BLOCOS GENERICOS 31

O bloco associado com [L] esta composto por 6 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m >0 m < —t
Li=1L ;Lo =1L
k<m k>m

ii) Dois modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m >0 m < —t
L3 =1L s Ly =1L
k>m k<m

iii) Dois mo6dulos com dimensoes dos espagos de peso limitadas (no méximo t):

—t<m<0 t<m<0
Ls=1L = Lg=1L =
k<m k>m
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iv) Decomposicao:
L4 — LQ@LE, — Ll@Lﬁ — L3

(10) Para cada t € Z>° consideramos a seguinte tabela:

a a-t ¢

O bloco associado com [L] estd composto por 6 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m < —t m >0
Li=1L ;Lo =1L
k<n k>n

ii) Dois modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m < —t m >0
L3 =1L s La=1L
k>n k<n

iii) Dois mo6dulos com dimensoes dos espagos de peso limitadas (no méximo t):

—t<m<0 —t<m<O0
Ls=1L i Le = L
k>n k<n
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iv) Decomposicao:
Ly — L4@L6 — L3@L5 — Lo

(11) Para cada t € Z~° consideramos a seguinte tabela:

a a-t b

O bloco associado com [L] esta composto por 12 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m < —t m >0
Ly=1L n>0 ;Lo =L n<0
k>m k<m

ii) 6 modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada

m < —t m < —t m < —t

L3 =1L n<0 s La=1L n<0 ;Ls =L n>0 ;
k< k>m k<m
m >0 m >0 m >0
L¢ =1L n>0 ;L7 =L n>0 ;Ls =L n<0
k>m

k>m
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iii) 4 modulos com dimensdes dos espagos de peso limitadas (no maximo t):

—t<m<O0

—t<m<O0
Ligo=1L n<0

sLi1 =L n >0

k>m k<m

«— L1
t.t

] ot ot
o ot ot <~ Lo
. ot
. ot
°
—t<m<O0 —t<m<O0
Lo =1L n>0 ;L2 =L n<0
k>m k
o o ot ot tot
o o ot ot ot
o o ot ot — Lg
] e o o
o o o

iv) Decomposicao:

L3 —>L4@L5@L12 —)Ll@LQ@Llo@Lll —)Lg@Lg@Lg —>L7

(12) Para cada t € Z>° consideramos a seguinte tabela:
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O bloco associado com [L] esta composto por 12 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m <0 m >0
Ly=1L n>0 jLo =L n < —t
k>m k<m

ii) 6 modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m <0 m <0 m <0
L3 =1L n<—t ;La=1L n<—t ;Ls =L n>0
k<m k>m k<m
m >0 m >0 m >0
Le¢ =L n>0 ;L7 =1L n>0 ;Ls = L n < —t
k<m k>m k>m

iii) 4 modulos com dimensoes dos espagos de peso limitadas (no maximo t):

m <0 m >0
Lip=1L —t<n<0 ;L2 =L —t<n<0
k>m k<m
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o o o
° e o o — L1g
o o to to
. oto to to
° oto to to
m >0 —-t<n<0
Li1=1L —t<n<0 ;Lo =L m <0
k>m k<m

iv) Decomposicao:

L3 —>L2@L4@Lg —)L5@L8@L10@L12 —>L1@L6@L11 —>L7

(13) Para cada t € Z>° consideramos a seguinte tabela:

a a-t b

O bloco associado com [L] estd composto por 6 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao infinita:

m < —t m >0
Ly =1L ;L2:L
n >0 n <0
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ii) Dois modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m >0 m < —t
Ly=1L s Ls =L
n >0 n <0

—t<m<O0 —t<m<0
Ls =L ;L6:L
n <0 n>0

iv) Decomposicao:
L3 — Ll@Lg, — LQ@Lﬁ — L4
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Capitulo 4

Formulas de Gelfand-Tsetlin Singulares

No capitulo anterior foi feita uma descricao dos blocos genéricos, mas o nosso objetivo princi-
pal, que ¢é a classificacao de todos os modulos de Gelfand-Tsetlin irredutiveis para s[(3) ainda esta
longe. Os modulos de dimensao finita ndo podem ser encaixados em nenhum bloco genérico, além
disso, em [F86] sao dados exemplos de modulos de Gelfand-Tsetlin sobre sl(3) com caracteres de
Gelfand-Tsetlin de dimensao 2; mas nos moédulos descritos até agora, cada caracter é de dimensao
1 e admite uma tnica extensdo a um modulo irredutivel. O nosso principal impedimento é que as

formulas de Gelfand-Tsetlin nao podem ser aplicadas em tabelas criticas.

Neste capitulo vamos obter, a partir das féormulas de Gelfand-Tsetlin, férmulas para a acao de

gl(3) em tabelas singulares (tabelas tais que lo; — log € Z).
4.1 Tabelas derivadas

Podemos expressar as tabelas singulares como limite de tabelas genéricas como segue:

[L](m,n,k) = [L](x7x)(m,n,k) = lim [L](xyy)(m,n,k)

Yy—x

onde

a b c

[L](m,n,k)(fﬂa y)i= +mly+n

z+k

Definicao 4.1.1. Para cada m,n, k € Z, vamos definir tabelas derivadas como o sequinte limite

formal:
L m,n —|L ) n,m
L e lim (L@, y) mng) — L@ Y) (n,m k)
(m,n.k) y—x x—y
Proposicao 4.1.2. Sejam [L] := [Llmnr) = [LI(%,2)mnnr) uma tabela singular e [L)' =

[L]/(mnk) a tabela definida anteriormente. Se o cardcter de Gelfand-Tsetlin associado com [L]

¢ x entdo, [L]' tem o mesmo cardcter de Gelfand-Tsetlin.

39
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Demonstra¢ao. Lembremos que se [T] é uma tabela em um bloco genérico, os geradores de I" agem

em [T como:

e ([T]) = =[T]
en([T)) = (z +y+ D[T]
coo([T]) = ya2(z + myy +n)[T] := (x + m)® + (y + n)> + =+ m+y +n)[T]
e31([T]) = y33(a, b,¢).[T) = (a+ b+ c+ 3)[T)
cs2([T)) = ys2(a, b, ¢).[T] := (a® + b% + 2 + 2a + 2b + 2¢ + 1)[T]
es3([T]) = ys3(a, b, ¢).[T] == (a3 + b3 + ¢3 + 4a® + 46> + 4c® + a + b+ ¢ + 2)[T]
Entdo, quando passamos no limite y — =, para tabelas da forma [L] := [L](%, %) nk) 08

geradores de I' agem como:

cn([L]) = (2 + k)[L]

cn([L]) = 2z +m+n+1)[L]

ca([L]) = y22(z + m,z + n)[L] = ((z + m)* + (z +n)? + (22 + m +n))[L]
e31([L]) = vs33(a,b,¢).[L] :== (a + b+ c+ 3)[L]

es2([L]) = vs2(a, b,¢).[L] == (a® + b? + ¢® + 2a + 2b + 2¢ + 1)[L]

es3([L]) = v33(a,b,¢).[L] == (a® + b3 + ¢ + 4a® + 4b* + 4c* + a+ b+ c + 2)[L]

Para ¢ =1, 2,3 temos que:

il LI, ) (mon k) — €36 LT, Y) (nm
Cgi[L]/ = li_l)n <c3[ |(z y)( k) c3i[L](x y)( 7 7,@))
y—w r—y
LIz, y) mn k) = L)@ Y) (,m
= y3i(a, b, c) lim <[ 1@ Y)nn ) — L@ Y)n, ,k)>
Yy—x $_y

= vsi(a, b, c)[L]
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L — L
021[[/]/ — lim <021[ ](x7y)(m,n,k) 621[ ](x7y)(n,m,k)>
y—a T—y
Yy—T r—=y
L 9 m,n —|L ) n,m
= lim(z +m+y+n+1) <[ 1@ Y)mnpy = L)@, Y)in, ”“)>
y—a T—y

=2z +m+n+1)[L]

L —enlL
cnn[L) = lim <C“[ 1@ Y)nn k) — 11 ](w,y)(n,m,m)

Yy—x xTr — y
— (Z + k) ;l_l)lglv <[L] (:Ev y)(m,n,ka): : :[yL] (:Ev y)(n,m,k))
= (z+ k)L

C29 [L]/ = lim

<C22 [L] (.Z', y)(m,n,k) — C22 [L] (.Z', y)(n,m,k) >

y— T —y
~ lm Yoz (@ + m,y + n)[LUx, Y) (mong) — Y222 + 1,y + M)[LIE, Y) (nm k)
yow T —y
LIz, y) (mni) — L2 Y) (nom 2(x —y)(m — n)[L|(x,Y) (m.n
:limw2($+n7y+m)<[ 1@ 9) (mon k) — LN Y) (nmk) N (z —y)( L (@, ) ,,k))
y— r—1Y r—=y

= 722(z + n,x +m)[L]' + 2(m — n)[L].

Portanto, (co2 — Yoo (z +m, x 4+ n))2([L]") = 0; pois caa[L] = Yoo (x + m, z + n)[L].

4.2 Foérmulas de Gelfand-Tsetlin singulares

Gragas a introdugdo das tabelas derivadas, agora é possivel usar as formulas de Gelfand-
Tsetlin para descrever a acao de gl(3) em tabelas criticas (tabelas com x = y). De fato, vamos
dar formulas explicitas para a acdo de gl(3) em tabelas da forma [L], » 1), onde [L] € uma tabela

critica qualquer

o o1 ([Llmnk) = (Ll k—1)-

e cro([Llmnp)) = —(@+m—2—k)(@+n—2—k)[Lmnr+1)-

[L]/(m—l,m,k—l) sen =m

1

L4 631([L] m,n,k ) =
( ) m—n ([L](m—l,n,k—l) - [L](m,n—l,k—l)) se m 7& n
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[Lln—1,mp) + @ +m—z—K)[L],, 1,y sem=n

o es2([L]mn,k) =
: : H:Zi:rz;_k[[/] (m—1,m,k) — x+:b:fl_k[L](m,n—l,k) sem 7£ n

e e3([Llmn,k)) =
-((a-x-m) (b-x-m)+ (a-x-m) (c-x-m)+ (b-x-m) (c-x-10) ) [L] (1, m+1,%)
-(a-x-m) (b—x—m)(c—x—m)[L]/(mm_i_Lk) sem=mn

(a—xz—m)(b—z—m)(c—z—m) _ (a—z—n)(b—z—n)(c—xz—n)

(m—n) [L](m+17n7k) (m—n) [L](m,n—i-l,k) se m 7é n

e ei3([Lmnk) =
({(a-x-m) (b-x-m)+(a-x-m)(c-x-m)-+(b-x-m) (c-x-m) } (x+m-z-k)
(arsean) (b (¢30)) ], 1) —

(a-x-m) (b-x-m)(c-x-m) (x+m-z-k) [L]/(m+1,m,k+1) sen =m

. (a—x—m)(b—x—mm(izi—m)(x—l—n—z—k) [L] (mt Lkt 1)
+(a_x_n)(b_m_?),gc__,g_n)(Hm_z_k) (L] (mynt 1,41 sem#n

Pela definicao das tabelas derivadas, temos que [L]/( := 0. Portanto, vamos considerar

m,m,k)
m # n; a agao de gl(3) nas tabelas derivadas induzida pelas formulas de Gelfand-Tsetlin é dada

por:

® 621([L]/(m,n,k)) = [L]/(m,n,k—l)'
o ero([Lffp ) = —@+m—z—k)(@+n—z-k)L],, .t
(m — )L kr1)-

!/

hd 631([L]/(m,n,k)) - ﬁ <[L],(m—1,n,k—1) o [L](m,n—l,k—l)) o
W (L) m=1,n0—1) = (Ll mn—1,6-1))-

b 632([L]/(m,n,k)) = x+z:7zz_k[L]/(m—l,n,k) B x+n7:,:fz_k[L]/(m,n—l,k)

(st — 2o (L 1y — (7 — 2225 ) Ll mn 18-

° 623([[1]’(7”’”7]6)) = _(a—x—m)(b;f;m)(c—x—m) [L]/(m+1,n,k)_

(a—z—n)(b—z—n)(c—z—n) 111/
m—n [ ](m,n—l—l,k)

( (afxfn)(bfxfn)+(a7xf:l)_(:;zfn)+(b7x7n)(cfzfn) _9 (afzfn)((l;:f:l)r;)(cfxfn)) [L] (m,n+17k)+

( (a—z—m)(b—z—m)+(a—z—m)(c—x—m)+(b—z—m)(c—xz—m) 2 (afxfm)(bfxfm)(cfzfm)) [L] (mt1n.k)

n—m (m—n)?

/ _ (a—z—m)(b—z—m)(c—z—m)(z+n—2—k) /
i 613([L](m,n,k)) - m—n [L] (m+1,n,k+1)+
(a—x—n)(b—z—n)(c—x—n)(r+m—z—k) [L]/
—-n (m,n+1,k+1)
{{(afxfm)(bfxfm)Jr(afxfm)(cfzfm)Jr(bfxfm)(cfzfm)}(ernfsz) + (a—xz—m)(b—x—m)(c—xz—m)

n—m n—m

a—xz—m)(b—z—m)(c—x—m)(z+n—2z—k
_ol e DL g 1,mr s 1+
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{{(afxfn)(bfxfn)Jr(afxfn)(cfzfn)Jr(bfxfn)(cfzfn)}(achmfsz) + (a—z—n)(b—xz—n)(c—x—n)

m—-n m—n

a—z—n)(b—z—n)(c—x—n)(z+m—z—k
_gla=z—n)(b-z—n)(c—z—n)(z+ 17

(m—n)?

Demonstragao. Vamos escrever alguns dos calculos, os outros podem ser feitos usando o mesmo

tipo de argumento.

(I) Se p(r,s,t) :=r—t, X:=x+m, Y :=y+neZ:=z+k podemos reescrever a agao de

FE35 em tabelas genéricas como:

p(Xa Y, Z)[L](l‘, y)(m—l,n,k) - p(K X, Z) [L] (:Ea y)(m,n—l,k)
X-Y

E32([L] (a;, y)(m,n,k)) =
Asgsim, para tabelas singulares podemos escrever a agdo de E3p como segue:

Ean([L)(0,) i) = Bon (B (2100 ) = i, B2 1))

<p(X, K Z)[L](l‘, y)(m—l,n,k) - p(Y, X? Z)[L](l‘, y)(m,n—l,k) )
X-Y

= lim
Yy—x

e Sem #n, y— ximplica X —Y — m —n # 0. Da onde:

E32([L] (337 x)(m,n,k)) =
p(m+m,x+n,z+k)[L](w,x)(m,l’nyk)—p(w+n,x+m,z+k) [L} (mvy)(m,nfl,k)
m—-n

(SC-i-m—Z—k))[L} (xvx)(mfl,n,k:) —(x—i—n—z—k)[L} (xvx)(m,nfl,k)

m—n

e No caso m =n, y — x implica ¥ — X, assim:

T p(X7K Z)([L](:an)(m—l,m,k) - [L](:an)(m,m—l,k))
=0 X-Y >+

lim (p(X7 Y7 Z) _p(K X7 Z))[L](xyy)(m,m—l,k)

y—w X-Y

L —1.m - L 9 m,m—

:ﬁmG%K@ummeﬁ>[mwb Wv+

y—x T —y
Yh—H>}X' ( X -Y [L] (:Ev y)(m,m—l,k)

dp Op

= p(X7 X, Z)[L]/(m—l,m,k) B <E(X7 X, Z) - &(X7 X, Z)) [L](x7x)(m,m—1,k)

= [L](m—l,m,k) + (x +m—z-— k)[L]/(m—l,m,k)

Entao,
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[L](m—l,m,k) + (l‘ +m—z— k)[L],(m_17m7k) ifm=n

E32([L]($7$) m,n,k ) =
( : H:Zi:fl_k[l/] (m—1,m,k) — Hynnifg[l/](m,n—l,k) if m 7é n

(II) Para m,n,k inteiros fixos definimos gy, »(r, s,t) := ZTIZZ%EIIZ Da onde reescrevemos a agao

de Fs2 em tabelas genéricas como:

E32([L] (‘Tv y)(m,n,k)) = dmn (xv Y, Z) [L] (xa y)(m—l,n,k) + qn,m (ya z, Z) [L] (xa y)(m,n—l,k)

Assim, a acdo em tabelas derivadas é dada por:

Eos(Lnpy) = B2 (131 <[L]<x,y><m,n,,2 - [yL] <:c,y><n,m,k>>>

<E32([L] (:Ev y)(m,n,k)) - E32([L](x7 y)(n,m,k)) >

= lim
y—)x

r—=y
. 1
= lim ( {Qm,n :anvz)[L](:an)(m—l,n,k) + qn,m(y7$vz)[L]($ay)(m,n—l,k)_
(

Yy—=xr \ T — (

- qnﬂn(gjy Y, Z)[L](ﬂj‘, y)(n—l,m,k) - qm,n(ya €T, Z) [L] (:Ea y)(n,m—l,k)}
1

— (

) [L](x7y)(m—1,n,k) - [L] ($7y)(n,m—1,k))+

Yy
= lim (m y) {gmn(z,y,2
(an(x Y,z ) Qm,n( ))[ ](‘Tay)(n,m—l,k)+
Qn,m(yvxvz)([ ](xvy)(m,n 1,k) [L](LZ’ y)(n 1mk))
) -

(Qn,m(y7x7z Qnm(x7y7z))[ ]( )n 1,m,k)}

. {qm,n(x,y, ) <[ (@, Y) m—1n, 1; - LL](:c,y)m,m—l,k) > } +

Yy—x
. qm,n x,Y,2) — Qm,n T,x,z +QM7TL T,x,z2) — QM,TL Yy, x,z
Yy—x r—1Y

. {qn,m(y, 22) <[L](m, y)(m,n—l,k; : ;L] (@, Y) (n—1,m,k) ) } _

y—x
. dn m(y7x7z) —Qgn m(.Z',.Z',Z) + dn m(l’,l’,Z) —dn m(‘ruyu Z)
1 7 7 ’ ’ L .
yl_I}}C { < r—y [ ](x7y)(n 1,m,k)
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Im,n Oqmn
— qm,n(a:,a:,z)[L]'(m_Ln’k) + < o (x,z,2) — s (x,x,z)) [L](, %) (nm—1,k) T

8qn,m 8(]n,m
qn,m(ZEa:Evz)[L],(m,n—l,k) + ( Os (337337'2) - or (ZL’,:L',Z)) [L]($7$)(n—l,m,k)

z+m—z—k r+n—z—k
= T[L]Em—l,n,k) - T[L],(m,n—l,k)—i—
ztk—z-n (@+m-z-k) L) _(ztk—z-m (z+n—z-k) ]
(m —n)? (m —n)? (n,m—1,k) (n—m)? (n —m)? (n=1,m.k)
r+m—z—Fk r+n—z—k
= W[L]/(m—l,n,k) - T[L]/(m,n—l,k)—i_
1 2(z+m—z—k) L) B 1 2(@+n—z—k) ]
m-—n (m —n)? (n,;m—1,k) n—m (n —m)? (n—=1,m,k)
(II1)
/ _ 3Ty 31T,
E31 (L), ky) = B3 <ylgﬂ}c < p— >>
(B (L)@ ) (monky) — E31([LI(Z,Y) (nm,k))
= lim
y—w T—y
[L}(xvy)(mfl,n,kfl)_[L](xvy)(m,nfl,kfl) o [L](xvy)(nfl,m,kfl)_[L}(xvy)(n,mfl,kfl)
— lim T+m—y—n r+n—y—m
y—x T —y
1 1 1
=i L
yl_I}glC (x—y) (x—i—m—y—n + x_’_n_y_m> [ ]($7y)(m—1,n,k—1)+
lim [L](ﬂj‘, y)(n,m—l,k—l) - [L] (:Ea y)(m—l,n,k—l) .
Yy (@+n—y—m)(z—y)
. 1 1 1
z}l—% (r—y) <a: +m—-y—n + r4+n—y— m) [L](x’y)("_lvmvk_l)_

[L](ﬂj‘, y)(m,n—l,k—l) - [L] (:Ea y)(n—l,m,k—l)

i
yl—I}}c (x4+m-—y—n)x—y)
—2 [L]/(n,m—l,k—l)
= monp [L](m=1,n,k=1) — — T
2 [L]/(m,n—l,k—l)
(= Hltmien) = == T =

O

Estas formulas vao ser chamadas de formulas de Gelfand-Tsetlin singulares e vamos

escreve GT'S-formulas.

Notacao 4.2.1. Para tabelas criticas temos que: [L] o pnk) = [Ll(nmk) € [L]/(m,n,k) = _[L]/(n,m,k)'
Portanto, € possivel usar a conveng¢ao sequinte: a notagao [T](m,n,k) serd usada somente quando

m < n e vamos usar [T]/(mn k) quando m > n.
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Para cada tabela critica [L]| definimos Viz) como o espago vetorial gerado pelo conjunto de
tabelas:

{IL gy 2 m < nH ) iy = 0> 0}

Teorema 4.2.2. Se [L] ¢ uma tabela critica. O espago Vi) munido com a agio de gl(3) definida
pelas GTS-formulas tem estrutura de gl(3)-mddulo.

Definicao 4.2.3. Para cada tabela singular [T] denotamos por x([T)mmnk) 0 cardcter associado
com [T n,ky € por Orpy o conjunto {X([T]) (m,n.k) : M, 1k € Z}. O bloco singular de GT associado
com [T] é

O([17) :=={V tal que Supp(V)cr C O7)}



Capitulo 5

Blocos Singulares

Para cada tabela critica [T] vamos descrever os modulos irredutiveis no bloco singular associ-
ado com [T]. Para blocos singulares as desigualdades que vamos considerar vao ser subconjuntos

do seguinte conjunto de desigualdades:

m < n; m < —s; n<-—s
m > —s; n > —s; m>n
m < —t; m < 0; n<-—t
k<m; k<n; n <0
m > —t; n > —t; m >0
n > 0; k> m; k>n

onde t < s sao inteiros positivos.

5.1 Descricao dos blocos singulares

Como no caso genérico, vamos supor que a,b, ¢, x,y, z sa0 numeros complexos que nao satis-
fazem relagdes inteiras. A descri¢ao dos blocos genéricos vai incluir bases dos médulos irredutiveis,

reticulados de pesos com as correspondentes multiplicidades dos espacos de peso e decomposicao.

(C1) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [T'] esta composto por 1 modulo irredutivel com espagos de peso de

dimensao infinita e a base é dada por:

{[L](m,n,k) im,n, k€ Z} = {[L](m,n,k) :m < n} U{[L]/(m,mk) tm > ’I’L}

47
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5.1

(C2) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [T] esta composto por 2 modulos irredutiveis com espagos de peso

de dimensao infinita. As bases dos diferentes modulos irredutiveis no bloco sdo:

Li—L m<n U m>n Ly =1 m<n U m>n
k<n k<n k>n k>n

Com decomposi¢ao:

Ly — Lo
(C3) Se consideramos a seguinte tabela:
a b ¢
[T)= a a
z

O bloco associado com [T] esta composto por 2 modulos irredutiveis com espagos de peso

de dimensao infinita. As bases dos diferentes modulos irredutiveis no bloco sdo:

=1 m<n U m>n Ly =L m<n U m>n
m <0 m <0 m >0 m >0

Com decomposicao:

Ly — Lo
(C4) Se consideramos a seguinte tabela:
a b c
[T)— a a
a

O bloco associado com [T'] esta composto por 6 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:
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i) Modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:
m<n m>n
<0 m < n m>n m<n m>n "m0
Li=1|{™= Uin<o Uim<o iLa=L|{m>0 Ui{n>0 U
n>0 n <0
k<n k<n k>n k>n -
k<m k>m
Ls=1

ii) Dois modulos isomorfos com dimensoes dos espagos de peso infinitas:

m<n m>n

m <0 n <0 ,
L5:L >~ :L5

n>0 m >0

m<k<n n<k<m

iii) Decomposigao:

L1—>L5—>L3@L4—>L’5—>L2

(C5) Para cada t € Z>°, vamos considerar a tabela:
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O bloco associado com [T'] esta composto por 16 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes
modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com dimensoes dos espagos de peso limitadas:

m<n m>n m < n m>n
—t<m<O0 —t<n<O0 ’ m < —t n < —t ,
Li:=1L = =Ly;La:=1L =~ L = Ly
n> —t m > —t —t<n<O0 —t<m<o0
m<k<n n<k<m m<k<n n<k<m
m>n m >mn
m < n . <o m<n . <o
—t<m —t<m
Ls:=L|{-t<m<o |J = iLe:=L|{-t<m<o |J =
n < —t n < —t
k<m - k>n -
k<mn k>m

ii) Mo6dulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m<n m>n m<n
m>n
m < —t n < —t , m < —t
Ly :=1L = =L3; Lg:=1L U m < —t H
n>0 m >0 n <0
k>n
k<m k<n k>n
m<n
< m<n m>n
m < —t
Lio:=1L U n<—t U m < —t
—t<n<0
kE<n k<n

k<m -
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m<n m>n m>n
m<n
m < —t n < —t , m >0
Li:=L =y =L Ly = m>0 |J
n>0 m >0 n > —t
k<n
k>n k>m k<n
m>n
m<n 0 m>n
m >
Ly:=1L m >0 n>0
U —t<n<0 U
k>n k>n
k>m

iii) Dois mo6dulos isomorfos com dimensoes dos espacos de peso infinitas:

m<n m>n

m < —t n < —t ,
Li1 =L >~ =Ly

n >0 m >0

m<k<n n<k<m

iv) Decomposicao:
LlO — L2@L3 — L5@L8@L11 — Ll@Lé@Lg@Iq — Lﬁ@[ﬂ@[/ll —
LY@ Ly — Lo

(C6) Se consideramos a seguinte tabela:
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O bloco associado com [T'] esta composto por 5 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sao:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m>n m<n
m<n m>n
Li=1L Usm>0 iLa =L m<-—-t U
m >0 m < —t

n > —t n <0

ii) 1 modulo denso com espagos de peso de dimensao ¢:

m<n m>n
Ly3=1L - U
—t<m<0 —t<m<0

iii) Dois mo6dulos isomorfos com dimensoes dos espacos de peso infinitas:

m<n m>n
Lys=1 m < —t =) n < —t :Lil
n>0 m >0

iv) Decomposicao:

L2—>L4—>L3—>LZ—>L1

(C7) Se consideramos a seguinte tabela:
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(Aqui é permitido ¢ = a). O bloco associado com [T] estd composto por 10 médulos irre-

dutiveis. As bases dos diferentes moédulos irredutiveis no bloco sdo:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

<n m>n m<n m>n
Li=L|{n<0 J{m<o |iLs=L|[{n<o U{m<o |;
k< k<n k>n k>n
m<n m>n
m <0 n <0 ,
Ls =1L >~ ] = L
n>0 m >0
k<m k<n

m<n m>n m<n m>n
Ly=L|{m>0 [(Jq{n>0 s La=L[{m>0 |[J{n>o0 ;
k>n k>n k<n k<n
m<n m>n
m <0 n <0 ,
Lg =1L >~ = Lg
n>0 m >0
k>n k>m

ii) Dois modulos isomorfos com dimensoes dos espagos de peso infinitas:
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m<n m>n

m <0 n <0 ,
L7:L ~ [ :L7

n>0 m >0

m<k<n n<k<m

iii) Decomposigao:

Ly —>L3@L5—>L7—>Lg@L6—>L’7—>L4@Lg—>L2

(C8) Se consideramos a seguinte tabela:

O bloco associado com [T'] esta composto por 4 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sdo:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

=1 m<n U m>n Ly—L m<n U m>n
n <0 m <0 m >0 n >0

ii) Dois modulos isomorfos com dimensoes dos espagos de peso infinitas:

m<n m>n
n >0 m >0

iii) Decomposigao:
Ll — L3 — Lg — L2
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(C9) Para cada s,t € Z>0 tais que ¢ < s, consideramos a seguinte tabela:

a a-t a-s

O bloco associado com [T] esta composto por 10 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sdo:

i) Modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m<n m>n m<n m>n
Ly =1L m<—s U{m<—s jLo =L m>0 U{m>0
n < —t n < —t n>0 n > —t

ii) Modulos com espagos de peso de grau ¢:

m<n m>n m<n m>n
L3 =1L —t<m<0 Ug-t<m<o ; Ly =1L m< —s =L n<—s =L}
n>—t —s<n< —t —t<n<0 —t<m<O0

(—L3
iii) Mo6dulos com espagos de peso de grau (s — t):

m<n m>n

m<n m>n
—s<m —s<n

Ls=1L =L =Lgle=L | -s<m<—-t U{-s<m<-—t

m < —t n< —t

n <0 n<-—s

n>0 m >0
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m<n m>n
L7:L mg—g ~ ] nS_S :L’7
n >0 m >0

v) Decomposigao:

Lh—Li— Le@PLr — L@ L, — L Ls — Ly — Ly

(C10) Sejam t,s € Z=° com t < s. O bloco determinado pela seguinte tabela contém uma copia

do modulo de dimensao finita com peso maximo A = (t —1,s —t — 1).

[T)= a a

O bloco associado com [T esta composto por 32 modulos irredutiveis. As bases dos diferentes

modulos irredutiveis no bloco sdo:

i) Dois modulos isomorfos de dimensao finita:

m<n m>n
—s<m< —t —s<n< —t

Lo=1L - >~ = =L}
—t<n<0 —t<m<O0
m<k<n n<k<m

ii) Modulos com espagos de peso de grau ¢:

m < n m < n m >n
—t<m<O0 —t<m<O0 —t<m<o0
n >0 U n <0 U —s<n<0
E<m k<n E<mn

Li=1L
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m>n m < n m>n
s t <o t < <o t<n<o0
—t<m — m — n
Ly=L|{-t<m<o U - iLg =1L - =L - =L
—s<n<0 n >0 m >0
k>n
k>m m<k<n n<k<m
m<n m>n m<n
m < —s n < —s / m < —s
Ly=1L = =Ly;Ls =1L
—t<n<O0 —t<m<O0 —-t<n<o0
k<m k<n k>n
m>n m < n m>n
, n< —s m < —s n < —s ,
Ly :=1L s Lg = L =" = Lg
—t<m<O0 —t<n<O0 —t<m<O0
k>m m<k<n n<k<m

———0>

*—o—0 >
Ly— o o

o o

[ ]

iii) Modulos com espagos de peso de grau s — ¢

m < n m>n m<n
—s<m< —t —s<n< —t —s<m< —t
L7 =1L = ~ L ssn= =LliLg=1 =
n >0 m >0 n >0
k<m k<mn k>n
m>n m < n m>n
—s<n< —t —s<m< —t —s<n< —t
Ly:=1L = iLg =1L = ~ I = =1L}
m >0 n>0 m >0 .
k>m m< k<n n<k<m
m < n
m < n m>n m>n
/ —s<m< —t
Lig=1L —s<n<—t = —s<m< —t =Lig;L11 =L <o U —s<m< —t
n
m< k<n n<k<m - E<n
E<m
m < n m>n m>n

—s<m< —t U —s<m< —t U —s<m< —t
n<0 n < —s n> —s
k>n E>m k>m

Lizg =L
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Lig —e o o * < Lo
o o o A o o
[ ] [ ] [ ] [ ]
Lio 1
iv) Modulos com espagos de peso de dimensao finita, mas nao limitada:

m<n
< m<n m>n
m < —s

Liz=1L = Udn<—s Uim<—s

—s<n< —t

k<n k<n
E<m
m<n m<n m>n
m>n
m < —s m < —s n < —s ’
Lig=1L Uim < —s sLi7 =L >~ =L,
n < —t n >0 m >0
k>n
k>n k<m k<n

m>n
m<n m>n o
m >
Ligs =1L m >0 n >0
U U —t<n<0
k>n kE>n
k>m
m >n m<n m>n
m<n o < <
m > m —s n —s
Lis = m>0 J iLig = . =L - =Lig
n > —t n >0 m >0
k<n

k<n k>n k>m
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v) Dois modulos isomorfos com dimensoes dos espacos de peso infinitas:

m<n m>n

m < —s n< —s ,
Lig =1L >~ = Lig

n>0 m >0

m<k<n n<k<m

vi) Decomposicao:
Liz— La@ Lio — Le @ Lii @ Lic @ Lir — LoD Ly D Ls D L P L)y D Lo
— LiPLeD LoD LoD LI D Lis — Ly Ls D LD L7 D Ls D Lyy —
Lo LyPLisPLiy — LsP Ly — Ly

5.2 Teorema de Classificagao

Neste ponto ja é possivel enunciar o Teorema de classificagdo dos s[(3)-modulos de Gelfand-

Tsetlin irredutiveis.

Teorema 5.2.1. Cada sl(3)-mddulo de Gelfand-Tsetlin irredutivel admite uma realizagao por
tabelas com agdo de sl(3) dada pelas férmulas de Gelfand-Tsetlin se o médulo admite cardcter

genérico ou pelas formulas de Gelfand-Tsetlin singulares se 0 mddulo admite caracteres singulares.

Para a demonstracdo vamos usar os resultados da Secao 2.5.

Depois da descricao dos blocos genéricos e singulares, dado um caracter x foram construidas

extensoes irredutiveis de x em alguma das seguintes situagoes:

(1) x admite duas extensoes irredutiveis nao isomorfas e dim(V,) = 1 para cada extensao irre-
dutivel V.

2) x admite uma extensao irredutivel V tal que para cada caracter ¥’ € I'*, dim(V,) < 1leV
X

nao admite caracteres criticos.
(3) x admite uma tnica extensao irredutivel V' tal que dim(V,) = 2.

(4) x é um carécter critico e temos uma unica extensao irredutivel.

No caso da situacao (1), ndo pode ter mais extensdes irredutiveis pelo Teorema 2.5.1.

Vamos ver para cada uma das situagoes (2), (3) e (4) que o modulo de tabelas que foi descrito

e satisfaz tais condicoes € de fato o tnico tal que V, # 0.

I) Para caracteres na situagao (2), a extensao V' é um modulo regular e assim o Teorema 2.5.8

garante a unicidade.

IT) Para caracteres na situagao (4), o Teorema 2.5.9 garante a unicidade.
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Agora vamos mostrar que para extensoes de caracteres na situagao (3) que existe um caracter
critico x’ tal que toda extensdo irredutivel de x satisfaz Vs # 0, o qual implica a unicidade na

situacao (3).

Lema 5.2.2. Seja x um cardcter de Gelfand-Tsetlin e V uma extensao irredutivel de x tal que
dim(Vy) = 2. Entao existe wm cardcter critico x' tal que Wy # 0 para cada extensao irredutivel

de x.

Demonstragao. Seja x associado com o peso A, como dim(V,) = 2, os diferentes autovalores de

Ay formam uma cadeia conectada nao-regular [F86].

e Se a cadeia é critica, pelo Teorema 2.5.6, os diferentes autovalores de Ay podem ser ordenados

da seguinte maneira:

{:ulwu% .. '}7

onde u1+1 = pg, a multiplicidade de p; € 1 e se a multiplicidade de p; € 1 para ¢ > 1 entao a
multiplicidade de p;4+1 € também 1. Portanto, no médulo V' existe um autovetor critico, que
seria o associado com o autovalor p; tem multiplicidade 1. Seja entdao x’ o caréacter critico

associado. Assim, cada extensao irredutivel de y admite o caracter critico x’.

e Se a cadeia conectada é degenerada, pelo Teorema 2.5.6, é possivel ordenar os diferentes

autovalores de Ay da seguinte forma:

{:ulwu% .- '}7

onde py = —3(A(h1)* — 2A(h1)), e se a multiplicidade de p; é 1 entdo a multiplicidade de
wi+1 € também 1. Portanto, no médulo V' existe um vetor v associado com o autovalor p; e
1 tem multiplicidade 2. Se X é o caracter associado com v, temos dim(Vy) = 2. E possivel
verificar que existe um operador f € {ea3,e32,€31,€13} que age injetor em V, para cada
modulo irredutivel que contem v, se f(v) tem peso p, os autovalores de A, formam uma
cadeia critica, e temos um caracter ¥ de dimensao 2 em uma cadeia critica. Assim, estamos

na situagdo da primeira parte do Lema.



Capitulo 6

Funtor de Localizacao para Moédulos de Gelfand-Tsetlin

Neste capitulo vamos usar o funtor de localizagdo como ferramenta para relacionar os sl(3)-
modulos de Gelfand-Tsetlin irredutiveis. Aproveitando que temos uma descricao explicita das bases
para cada modulo irredutivel, vamos verificar que cada s((3)-modulo de Gelfand-Tsetlin irredutivel

pode ser obtido a partir de médulos de peso maximo usando localizacdo torcida e quocientes!.
6.1 Funtor de Localizacao

Nesta secao vamos relembrar a construcao da localizacao e localizagao torcida para moédulos

sobre a éalgebra gl(n) e descrever algumas das suas principais propriedades.

Sejam g = gl(n) e U = U(g) a édlgebra envolvente universal de g. Para cada a € ®T, o
conjunto multiplicativo Fy, := {f} : n € 779} satisfaz as condi¢des para a localizacio de Ore?
pois o operador ad(f,) age localmente nilpotente em U. Seja U, a localizacdo de U relativa a Fy,.
Para cada U-moédulo M vamos denotar por D, (M) a localizagao na dire¢do « de M, definida

como Do(M) = U, @ M. Vamos listar algumas das propriedades de D,,.

e Se f, € injetor em M, entao M é um submoédulo de Dy (M).
e f, age injetivamente em Dy (M) e D2(M) = Do (M)
e Se f, age injetivamente em M, entdo f, € bijetivo em M se, e somente se, D (M) = M.

e Se [fa, f3] =0 e fa, f3 agem injetivamente em M, entao Do Dg(M) = DgDq(M).

Agora vamos relembrar a defini¢ao de conjugacao generalizada em U, introduzida em [Ma00].

Para x € C e u € U, temos

o0

Oulw) =2 (x> ad(fo)'(u) £

=0

'Para modulos de peso com espagos de peso de dimensdo finita, vide [Ma00].

?Se R é uma algebra associativa (ndo necessariamente comutativa) e S é um subconjunto multiplicativo, um
elemento s € S satisfaz as condigdes de localizagao de Ore, se para cada r € R, existem s',s” € S, r',r" € R tais
que sr’ = rs’ e s = rs”. O conjunto multiplicativo S satisfaz as condi¢des de localizagao de Ore se cada s € S
satisfaz as condigbes.

61
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onde (f) — :c(x—l)..:(:c—i-l-l)

A . Dado que ad(f,) é localmente nilpotente em Uy, a soma anterior é

finita. Note também que para x € Z temos que O,(u) = fXuf,*. Para um U,-modulo M vamos

denotar por ®ZM o U,-mddulo M torcido pela agao

onde u € Uy, v € M e v* é o elemento v considerado como elemento de ®Z M. Em particular,
v® € Myy.q para qualquer v € My. Dado que v = f™ - v para qualquer n € Z, é conveniente

escrever f2-v:= v~ " para cada x € C.
Lema 6.1.1. Na categoria de Uy-modulos temos:
i) ®L = Id para qualquer x € 7Z.

ii) ®L o PY = 2 para cada x,y € C. Em particular, O 0o 7 = &7 0 & = Id para cada
x e C.

ii) f2(fY-v) = fa . v para cada x,y € C.

w) fr(u-(f;" v)) =04u) para cada z € C.

De agora em diante vamos escrever DZM := ®*(D,M) e vamos chamar de localizagao torcida
do médulo M.

6.2 Operadores injetores e sobrejetores

Antes de comecar a trabalhar com localizacoes vamos dar condi¢oes nas bases dos diferentes
moédulos irredutiveispara que faga sentido aplicar o funtor de localizacdo; ou para garantir a

existéncia de inversos. Para isso vamos estudar condicoes de injetividade e sobrejetividade dos

operadores fo = €21, fat+p = €31 € fp = €32

Observacao 6.2.1. Dado que cada mddulo de Gelfand-Tsetlin é um mddulo de peso, para mostrar
que algum dos operadores € injetor ou sobrejetor, é suficiente fazer a prova em espagos de peso.
Assim, se consideramos um mddulo M com base By e [L] € By. Entao, pelo Teorema 2.3.1 se

[L] é um vetor de peso \, temos

My = ({[L)=4i0) : 7 € Z}[ ) Bu)
Definicao 6.2.2. Uma tabela [L] serd chamada de tabela critica se la; = las.

6.2.1 Injetividade e sobrejetividade de ey

(I) Injetividade.

Lema 6.2.3. Seja M um mddulo de Gelfand-Tsetlin com base Byr. O operador ea1 age
injetivamente em M se, e somente se, [T] € By implica [T]0,0,—1) € Bus-
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Demonstragao. (=) Seexiste [T € Bas tal que [T (g,—1) & Bum, entdo e ([T]) = [T (0,0,-1) =
0 em M, o qual implica que es; nao é injetor. (<) Seja v := Zf\i_N i[L](—iz0) € M
tal que 0 = e (v) = Zf\i_N @i[L](—;;,—1)- Pela hipotese, temos que {[L]_;;_1) : i =
—N,...,N} é um conjunto de vetores independentes em Bjs, de onde podemos concluir

que a; =0 parai=—N,...,N. ]

(II) Sobrejetividade.

Lema 6.2.4. Seja M um mddulo de Gelfand-Tsetlin com base Byr. O operador ea; age
sobrejetivamente em M se, e somente se, [T] € By implica [T](9,0,1) € By

Demonstragao. (=) Se existe [T] € By tal que [T](o,0,1) ¢ B entdo ex ([T]) = [T]0,01) &

By, o qual implica que eg; nao é sobrejetor. (<) Seja [T] uma tabela em By, entdo

62_11([T]) = [T](O,Ql) € Bys; assim eg) € sobrejetor. 0

6.2.2 Injetividade e sobrejetividade de e3;

Escrevendo a agao de es; em uma tabela arbitréaria [L], temos:

ea1([L]) =c([L)([L](-1,0-1) = [Ll0,-1,-1))
es1([L]") =c([LD([L](10,-1) = [Llo,1,-1)) + ¢ (LD (L] (=1,0-1) = [Llo,-1,-1))

es1([L]) :[L]/(_1707_1) ; se [L] &€ uma tabela critica

C

=
=

C

onde os coeficientes sdo dados pelas formulas de Gelfand-Tsetlin singulares. Se definimos ¢; =

c([L)(i,—i,0)); ¢ = ¢ ([L](5,—i,0)), temos ¢, ¢}, # 0 para todo k € Z.
(I) Injetividade.

Lema 6.2.5. Seja M um mddulo de Gelfand-Tsetlin com base Bys. O operador esy age

mjetivamente em M se, e somente se,
a) Para cada [T] € Bys temos [T](—10,—1) € By ou para cada [T] € By temos [T —1,-1) €
B

b) i) Para cada [T]" € By temos [T]/(—lo—l) € By ou para cada [T]" € By temos
[T]/(O,—l,—l) € By Ou,ii) se [T) € By e [T]/(—LO,—l)’ [T]/(O,—l,—l) ¢ By entao [T]—10,-1) €
BM oy [T](07_17_1) € BM

c) Se [T] ¢ uma tabela critica em By entao [T],(—l,O,—l) € B

Demonstra¢ao. Temos que considerar dois casos. A saber, se M), contém ou nao uma tabela

critica.
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i) Suponhamos que [L] € M) é uma tabela critica, e

-1

N
vi= Z @i[L](i,—s,0) + @0[L](0,0,0) + Z@z‘[L],(i,_i,o)-
i=N i=1

—1 N
es1(v) = Y aiesr([Lli—i,0)) + avesi([Llo,0,0) + 3 ciest (Ll i)
i=—N 1=1

=a_ne-n[L)(-n-1n-1) = a-1co1[L)10,-1) +arei[L]jg 1 1)

+ap [L]/(71,0,71) - O‘NCN[L]I(N,fol,fl) +and) [L](0,-1,-1)

—2 N-1
+ ) (aiicivn — aic) L —io1,-1) + Y (eisaciyn — ae) [ iy 1)
i=—N i=1
N-1
—ancy[Ll(n,-n-1,-1) + Z (aitr1cipy — i) [Ll,—i-1,-1)
i=1

Assim, esq(v) = 0 implica que:

(o) —a_1c_1)[L]g—1,-1) =0
(arer —ao)[L]jg 4,1y =0
(a-nye-n —andy)[L)n-N-1-1) =0

anen[ Ly, _y_1,-1) =0

(@it1ciy1 — aici)[L]i—i—1,—1) = 0 para i = —N,...,—2
(it1Cit1 — aici)[L]’(Z.’_i_L_l) =0 parai=1,...,N —1
k(04Z-+16;+1 — ;i) [L]j,—i—1,-1) =0 parai=1,...,N — 1.
Agora, como para tabelas criticas € valido [L](m n k) = [L](n,m.k) € [L]/(m,n,k) = —[L]’(n’m’k),

as condigoes (a) e (b) sdo equivalentes as condigoes:

a’) Para cada [T'] € By temos [T](—1,0,—1) € Bu-

b’) i) Para cada [T] € By temos [T]’(_1’07_1) € By Ou, (i) se [T) € By e

[T]/(_1707_1) Qé BM, entao [T](—LO,—l) € By

Agora, como ¢, ¢;, # 0 para todo k; (b')(¢) implica que a; = --- = ay = 0; (¢) implica
ap =0 e a condigao (a’) implica a_y = -+ = a—1 = 0. Ou (¥')(¢4) implica a_ny =0
que junto com a condigao (a’) implica a_ny = -+ = a_1,a9 = 0; (¢) implica a; =0 e
de novo (a’) implica a1 = --- = ay = 0. Portanto, o operador e3; age injetivamente

em M.

ii) Suponhamos que M) nao contém tabelas criticas, e

N
V= Z (o [L] (i,—1,0) + Z Q; [L],(i,—i,O)
. i=1



6.2 OPERADORES INJETORES E SOBREJETORES 65

N
e31(v Z aies1([L],—i0)) + Z aiest([L](; —.0))
=1

:a—NC—N[L](fol,N,fl) —apco[L)0,-1,-1) + arer[Llig 1 1)

- QNCN[L]/(N)_N_l,_l) + 0410/1[11](0 —1,—-1) — OZNCQV[L](N,—N—L—l)

-1 N-1

+ Z (qit1cit1 — aici)[L,—i—1,-1) + Z Qit1Ci41 — aici)[L]/(i,_i_l,_n
i=—N i=1
N-1

+ Z (aip1¢iyy — aici)[L] s, —i—1,-1)
i=1

Entao, es1(v) = 0 implica que:

(a1} — aoco)[L(,~1,-1) = 0
alcy [L]’(O’_l’_l) =0
a-ne-N[L](-n-1,n,-1) =0

anen[ Ly, _y-1,-1) =0

ancy[Ll(n-n-1,-1) =0

(qiy1cit1 — aici)[L](j,—i—1,-1) =0 fori=—N,...,—1

(@it16i41 — aici)[L]’(i —ic-y =0 fori=1... N-1

(ai+1cg+1 - aici)[L](i,—i—l,—l) =0 for ¢ = 1, cee ,N -1

Neste caso, (b) implica que a3 =0 ou ay =0 e ;11641 — oic; parai=1,..., N —1;
assim temos que a; = --- = ay = 0. Por ultimo, (a) implica que a_y =--- = a9 = 0.

Portanto, e3; age injetivamente em M.

(II) Sobrejetividade.

Lema 6.2.6. Seja M um mddulo de Gelfand-Tsetlin com base Bys. O operador esy age

sobrejetivamente em M se, e somente se,

a) Se [T] € By entao, [T]1,0,1) € Bu ou [T]o1,1) € Bur.

b) Se [T] € By entao, [T],(1,071) € By ou [T]/(o,l,l) € By

¢) [T] € By implica [T], — 0y & Bu para algum t € Z.

d) [T) € By implica [T]/(&_S’O) ¢ By para algum s € Z.

e) Se [T] é uma tabela critica e [T]’(O’_l’_l) € By entao [T] € By

Demonstragio. (<) Suponhamos [T = [L](_1,0,—1) € By, vamos mostrar a existéncia de
v € By tal que e3(v) = [T]. Da mesma maneira que no caso da injetividade, vamos

considerar dois casos, a saber, se M) cantem ou nao uma tabela critica.
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6.2

i) Suponhamos que [L] € M) é uma tabela critica, e

-1

N
V= Z i[L];,—i0) + ao[L](0,0,0) + Z ai[L](; _i)
=N =

Entao, es1(v) = [T] implica que:

((0410'1 —a_1c-1)[L],-1,-1) = [L0,-1,-1)
(11 — O‘O)[L]l(o,—l,—l) =0

(a—ne-n —ancy) L], -N-1,-1) = 0

QNCN [L]/(N,—N—l,—l) =0

(ir1cip1 — aici)[L G —i—1,—1) = 0 para i = —N,...,—2
(ai—i-lci—i-l — aici)[L],(i,—i—l,—l) =0 para 1= 1, PN ,N —1
(Qiy1ciyy — @ici)[L](5,—i—1,-1) = 0 parai=1,...,N -1

As condigoes (a) e (b) garantem que v é um vetor nao nulo em By e (b) implica que

podemos escolher livremente o valor de any ou a_n o qual garante a existéncia de

solugdo para o sistema de equagoes.

ii) Suponhamos que M) nao contém tabelas criticas, e

N
vi= Z o [L](i,—i,o) + Zai[L],(zy—i,O)
=1

i=—N

Entdo, e31(v) = [L](,—1,—1) implica que:
(1c) — aoco)[L(0,-1,-1) = [L(0,~1,-1)
aicy [L]’(07_17_1) =0

a_nc N[L]-n-1,n-1) =0
aNCN[L]/(N,—N—l,—l) =0

ancy[Lln,-n-1,-1) =0

(@it1ciy1 — i) [L] i —i—1,—1) = 0 para i = —N,...,—1
(it16it1 — aici)[L]/(i,—i—l,—l) =0 parai=1,...,N —1
k(04Z-+16;+1 — ;i) [L]j,—i—1,-1) = 0 parai=1,...,N —1

De novo, as condicoes (a) e (b) garantem que v é um vetor ndao nulo em By e (¢)

implica que podemos escolher livremente o valor de ay ou a_y; o qual implica que o

sistema de equacoes tem solucao.

6.2.3 Injetividade e sobrejetividade de e3s

Podemos escrever a acao de ess como:
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es2([L]) = c([L])[L](-1,0,0) — d([L])[L](0,~1,0)
es2([L)') = c([LD)[L](_y 9,0y = d(ILD)[LI{g _1 o) + ¢ (LDIL(~1,0,0) = @ ([LDL](0,-1,0)
es2([L]) = [L](=1,0,0) — E([L])[L]/(—l,o,o) ; se [L] é uma tabela critica

ci = c([L](i,—i,0)); ¢ := ([L](i,-1,0)); di := d([L]5,—i,0)); d; := d'([L](3,—i0))
Onde os coeficientes sao dados pelas féormulas de Gelfand-Tsetlin singulares.

(I) Injetividade.

Lema 6.2.7. Seja M um mddulo de Gelfand-Tsetlin com base Byr. O operador ess age
mjetivamente em M se, e somente se,
(a) Para cada [T] € By temos c([T])[T](—1,0,0) 7 0 em M ou para cada [T] € Byy temos
d([T))[T]0,~1,0) # 0 em M.
(b) i) Para cada [T) € By temos C([T]/)[T],(—I,O,O) # 0 em M ou para cada [T] €
By temos d([T]/)[T]/(O,—l,O) # 0 em M. Ou, ii) se [T] € By e c([T]/)[T]/(—l,o,o) =
d([T))[Ti,_y,0) =0 em M, entio ¢ ([T])[T](-1,0,0) # 0 ou d([T]')[T](0,-1,0) # O-

(¢) Se [T] é uma tabela critica em Byy entao, [T](_1,0,0) € By ou 50([T])[T]/(0’_1’0) # 0.

Demonstragao. A prova é andloga & demonstracao da injetividade para o operador e3; no
Lema 6.2.5. ]

(II) Sobrejetividade.

Lema 6.2.8. Seja M um mddulo de Gelfand-Tsetlin com base Byr. O operador ess age
sobrejetivamente em M se, e somente se,

a) Se [T € By entao, [T](l,O,O) € By ou [T](O,I,O) € By

b) Se [T] € By entao, [T],(1,070) € By ou [T]/(o,l,o) € By

¢) [T] € By implica [T, — 0y & Bu para algum t € Z.

d) [T) € B implica [T]’(s _s.0) & Bur para algum s € Z.

e) Se [T] é uma tabela critica [T]/(O,—l,o) € By entao [T] € By

Demonstragao. A prova usa os mesmos argumentos e é andloga & demonstragao da sobre-

jetividade para o operador e3z no Lema 6.2.6. U

6.3 Localizagao para sl(3)-médulos

Como primeiro passo na descricao do funtor de localizacao dos médulos de Gelfand-Tsetlin,

vamos caracterizar a localizagdo de modulos irredutiveis nos blocos genéricos.
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Notagao 6.3.1. Se fo = €21, fot1p = €31 € fg = e32; para cada v € {c, 5, + B} vamos escrever
Dy (M) no lugar de D(M) para denotar a localizagao de M na dire¢io de y. Para cada r € C,
denotamos por TD;ZW(M) a localizagao torcida de M pela conjugagao generalizada ©, com respeito
a fy. Seja também QDy (M) := Dy (M)/M.

Teorema 6.3.2. Seja M um sl(3)-mddulo de Gelfand-Tsetlin genérico irredutivel com base By =
{[L](m,mk) :m,n,k € B} onde B € a regiao do espago definida por desigualdades em m,n,k como
foi descrito no Capitulo 3.

1. Se e9q age injetivamente em M, a localizagao de M na dire¢io de o é o mddulo M (k) com
base ’BS\]}) ={[Llpmnp) : k €Z e (m,n, k) satisfaz as desigualdades emB}.

2. Se es1 age injetivamente em M, a localizag¢ao de M na dire¢io de o+ B é o mdodulo M (m)

com base iBS\Z,n) = {[Llgmnk) : m € Z e (m,n, k) satisfaz as desigualdades emB}.

3. Se eso age injetivamente em M, a localizagao de M na diregao de B é o mddulo M(n) com

base ’BE\Z) ={[Llpmnk) : 7 € Z e (m,n, k) satisfaz as desigualdades emB}.

Demonstracago. A demonstracao é uma verificagao direta usando as condi¢oes dadas na Secdo 6.2

de que o modulo M é um submodulo de M(_) e que o correspondente operador age bijetivo em

M( ). O
Notacao 6.3.3. Denotaremos por Ll(j) o modulos wrredutivel L; no bloco j para mddulos genéricos

e Lgcj) o maodulo irredutivel L; no bloco j para mddulos singulares.

Exemplo 6.3.4. O maodulo Léﬁ) ¢ um mddulo de peso mdzimo no qual es1,e31 e ez agem injeti-

vamente. Este mddulo € definido por:

m <0
¥ =1
<m
Assim, pelo Teorema 6.3.2 temos:
0 m <0
m <
1. Doy (L") = M(k) := M )] @@ =M]gns<o 2L
nx
>m
0 m >0
n <
2. Dey, (Li(%G)) = M(m) =M k ¢ QD€31 (Li(%G)) =M n <0 = Lgﬁ)
m

k<m
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m <0

m<0
e QD621 (LZ(SG)) =M n>0 = L§>6)

3. Doy (L)) = M(n) == M
k<m
kE<m
Usando o Teorema 6.3.2, obtemos informacao sobre o funtor de localizacdo torcido ao nivel

dos blocos.

Teorema 6.3.5. Sejam r € C, [L] uma tabela genérica e M o mddulo irredutivel que contém [L].

Se ez1 age injetivamente em M entao TD{, (M) é um mddulo no bloco associado com a tabela
[L](0,0,-) M0 qual e21 age bijetivamente.

T

Se e31 age injetiwamente em M entao T Dy,

(M) é um mddulo no bloco associado com a tabela
[L](0,r0) m0 qual e31 age bijetivamente.

‘s

by (M) € um médulo no bloco associado com a tabela

Se e3a age injetivamente em M entao T'D

[L](r,0,0) M0 qual e32 age bijetivamente.

Exemplo 6.3.6. Vamos considerar de novo o mddulo L:(,)G), no qual ea1,e31 e esa agem injetiva-

mente e vamos escolher r = z — a para qualquer z € C. Este mddulo estd no bloco associado com

a tabela

[L]:= a b

Q

Assim, o Teorema 6.3.5 garante que T'Dg (L:(,)G)) ¢ um modulo contendo a tabela

no qual ea1 age bijetivamente. De onde T' Dy, (L:(,)G)) = Lf)

€21

Agora temos suficientes ferramentas para verificar o seguinte resultado:

Teorema 6.3.7. Cada mddulo de Gelfand-Tsetlin para a dlgebra sI(3) pode ser obtido por meio

de maodulos de peso mdzimo usando funtor de localizagdo torcido e quocientes.

Nos capitulos 3 e 5 forem descritas explicitamente realizacoes para cada um dos moédulos de
Gelfand-Tsetlin irredutiveis para sl(3). Usando esta descri¢ao sabemos que os méodulos de peso

maximo com respeito ao sistema de raizes {«, 5, + 8} sdo:
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102 p02),

® L3y 75 Ly
o Li) 119 ioo)
° LgC7)_

C10 "(C10 C10 "(C10 C10 "(C10 C10 C10
i Lz(l )7 L4( )7 Lé )7 LG( )7 Lgo )7 Ll(O )7 Lgl )7 L§3 )'

C10 "(C10
L L.

Usando estes modulos e localizacao torcida vamos obter modulos de outros blocos como segue:
o IV =TD,, (LY.
7 6 3 7 2 3 4 3 1
o L = TDe, (L); LiY = TDeyy (L); LY > TDey (LY); LYY TD, (147) € Lj) =
70, (L)

o L\? < 1D, (L) e LY = TD,,, (L{??)

€21
o LY =1D,,,(L{) e L® = TD,,, (L\V).
o L =1D,,, (L) e L = TD,, (L)
LélO) _ T-Degl (Lf()12))

o 1YY = 1D, (L8 e L8 < TD,, (L))

o L' =TD,, (L{?).

(LEY).

o LY = 71D, L, LYY = D, (L9) e LI = TD

es1 €21

o L9 = 1D, L%

€21

o L9 = 1D, LT7.
o L\ =D, L7
o L\ =D, LS.
o L. =D, L.

o L") =TD,, L.

€21

Agora, com os modulos obtidos, vamos usar o funtor de localizagdo e quocientes em cada bloco

e vemos como é possivel obter todo médulo de Gelfand-Tsetlin irredutivel por este processo:
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Bloco Modulos irredutiveis como localizagao e quocientes
1
2 | LY =QDe, (L)
3 | LY =QDe, (L)
1 LY = QDe,, (LY"); LS = QDo (L{V); LYY = QD.,, (L")
5 LY = QDey, (LY); LY = QDey, (LY); LY = QD.,, (L)
LY = QD (L), LY = @D,y (L); LY = QDo (L)
6 L) = QDepy (LY); LY = QDo (L) LY = QD (LYY)
LY = QD (L)
L7 = QDo (L7 ); L) = QDo (L) LY = QD (L)
LY = QD,,, (L) /LY
; {L“’ = QD (L), QDo (L); QDe,, (L)LY
Lf) = QDe,, (L")
0 {Lélo) _ QD821 (Lfllo)); L(lO QD821 (L(lo)) L(lO QDe;;l (Lglo))/Lélo)
Lglo) _ QD821 (Lglo))
Lig” = QDepy (L5 LY = QD (L55Y); 1§ = QD (L)
0| B = QD (L LY = Qe (V)5 1Y = @Dy, (157) /14"
L8 = QDo (L) LY = QDey, (L) L = QD (L8 /L4
Lgll) _ QDegl(Léll))
LYY = QDey (LY LY = QDegl (LY?); L = QD (LSYY)
| BT = QD (/LG L = QD (L) L5 = @Dy (L)
Lg(g12) _ QD831 (LL(112)); L(12 QD531 (L(12)) L(12 QD621 (Lg12))
L;lZ) _ QD821 (Lé12))
" {Lél?:) _ QD532 (Lél?))); L(13 QD532 (L(13)) L(13 QDe;;l (Lz())l?)))/Lgl?:)
L5113) _ QD532 (Lgl?,))
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Bloco singular

Modulos irredutiveis como localizacao e quocientes

C1
2 LY = QD,,, (L{??)
c3 LY = @D, (L?Y)
c1 {L§C4) = QD (L) L 1 = @Dy, (177
= QD.,, /(L")
LS = QDeyy (157 ); L™ = QDo (157
o = QDey, (Ly ™) LA™ = QDo (1157 /(L™ @ L)
Lg(gC5) _ QD621( 05))/L(CS)_ (Cs5) QD532 (Li()’CS))/Lg?S)
L = QD (L)) 1L = QDeyy (1547 /1,
6 {L{% = D, (L)
C7) . QD621( (07))'L(C7) . QD532( (C7))
C7 L(C? Q 531( 5 ) L(C? QD621( (C7))
LéC7 _ 521( é )/L C7 (C7 N QD621 (LgCV))
cs {L(cs _ QDm( g ))-L (08 _ QD531( (08))-L(CS QD.,. (L (CS))
9 {L(Cg a(E L LI = QD (1)
Li()’CQ QD531( 51 )7 (09 QD532 (L7 (C9) )/L "(C9)
nglo — QD,, (L(Clo )/L (C10) L(ClO . QDm( 010 )/L (C10)
Lécm) QD.,, (L 7,(C10) )/L (C10) (010 < QDo (L (010))
nglo) QDe,, (L (010 )/L 0107 (010) . QD531(L4(010))
LE()CIO) QD.,, (L' (010 )/(LY 7,C10) EBL (C10) )
o nglo) — QD,,, (L (010 )/(LY (010 EBL 010))

L’(ClO — QD,,, (L 010 )/L (C10) LE(;010) — QD,, (L, (010 )/L (C10)
L(ClO QDe;Q(LnClO )/L7 (C10) L1(8010) — QD., (L (010 )/L '(C10)

I (010 < QD.,, (L (010)) L8(010 _ QDem(L;(ClO )/Lg(olo

L(CIO — QD., (L (010))/( '(C10) EBL:(,)CN));L;(CIO) o QD621(L’7(CIO))
L(CIO — QD (L, 010 )/L (C10)
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