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viii SUMÁRIO 0.0



IntroduçãoA teoria de representações de álgebras é um dos ramos mais ativos da álgebra moderna. Elatem numerosas onexões e apliações a outros ramos da matemátia. Em partiular, tanto asrepresentações de álgebras assoiativas omo as representações de álgebras de Lie são de uso fun-damental na geometria, físia matemátia, álgebra linear e topologia. O desenvolvimento reenteda geometria não omutativa e físia matemátia sugere a neessidade do estudo de módulos dedimensão in�nita não neessariamente de peso máximo sobre álgebras de Lie, em partiular, mó-dulos induzidos paraboliamente e os seus quoientes, módulos de peso om espaços de peso dedimensão �nita [Ma00℄, e módulos de Gelfand-Tsetlin [Zh74℄, [DFO89℄, [DFO94℄, [DFO92℄. Umade�nição geral de módulos de Gelfand-Tsetlin surgiu om o propósito de apliar ertos métodos dateoria de representações de álgebras assoiativas de dimensão in�nita a representações de álgebrasde Lie. A onstrução de módulos de Gelfand-Tsetlin vai muito além do oneito lássio de basesde Gelfand-Tsetlin para representações de dimensão �nita de álgebras de Lie simples. No asoda álgebra de Lie gl(n), uma subálgebra de Gelfand-Tsetlin é gerada pelos entros das álgebrasenvolventes de uma adeia de Gelfand-Tsetlin.A teoria de módulos de peso om multipliidades �nitas foi desenvolvida por S. Fernando,[Fer90℄, quem reduziu a lassi�ação de tais módulos irredutíveis a determinar os módulos irre-dutíveis livres de torção e mostrou que as únias álgebras de Lie simples que admitem móduloslivres de torção são as álgebras de tipos A ou C. O. Mathieu, [Ma00℄, lassi�ou e deu realizaçõesexplíitas para todos os módulos de peso irredutíveis, livres de torção e de grau �nito. Previa-mente, o aso de grau 1 tinha sido estudado em [BL82(1)℄. No aso dos módulos de peso omespaços de peso de dimensão in�nita, existe uma redução similar. A lassi�ação destes módulosirredutíveis reduz-se à lassi�ação dos módulos irredutíveis densos (os quais existem para todasas álgebras de Lie simples). Ao ontrário do aso de espaços de peso de dimensão �nita, a lassi-�ação dos módulos densos irredutíveis é onheida somente para a álgebra de Lie simples sl(2),onde os módulos densos irredutíveis tem grau 1 e a lassi�ação é fáil.Para abordar o problema de lassi�ação dos módulos densos no aso da álgebra de Lie gl(n),é natural onsiderar a subategoria plena dos gl(n)-módulos de Gelfand-Tsetlin om respeito auma subálgebra de Gelfand-Tsetlin, [DFO94℄. Essa lasse de módulos é baseada nas propriedadesnaturais das bases de Gelfand-Tsetlin para representações de dimensão �nita das álgebras de Liesimples lássias [GT50℄, [Maz98℄, [Maz01℄, [Mo06℄, [Zh74℄.A teoria de módulos de Gelfand-Tsetlin omeçou om o artigo [GT50℄ de I. Gelfand e M.Tsetlin, no qual os autores onstruíram bases e fórmulas explíitas para a ação dos geradores deix



x INTRODUÇ�O 0.0
gl(n) em ada módulo irredutível de dimensão �nita. A ideia de usar o resultado de Gelfand eTsetlin para onstruir novos gl(n)-módulos vem de Y. Drozd, S. Ovsienko e V. Futorny [DFO92℄,[DFO94℄. Baseados na observação de que as fórmulas de Gelfand-Tsetlin ontêm somente funçõesraionais nos parâmetros das tabelas, eles usaram o mesmo tipo de bases e as fórmulas de Gelfand-Tsetlin para onstruir uma lasse de módulos de dimensão in�nita para gl(n) hamados de módulosgenérios. Além das fórmulas e tipo de desrição das bases, os módulos genérios tem propriedadesem omum om os módulos de dimensão �nita. Tais propriedades vem da onstrução das basesde Gelfand-Tsetlin e são abstraídas na de�nição dos módulos de Gelfand-Tsetlin.O prinipal objetivo desta tese é o estudo dos módulos de Gelfand-Tsetlin para a álgebra
sl(3). Como resultado prinipal, vamos dar uma lassi�ação dos sl(3)-módulos de Gelfand-Tsetlinirredutíveis; tal lassi�ação é obtida por meio da desrição de bases e fórmulas explíitas paraada um dos sl(3)-módulos de Gelfand-Tsetlin irredutíveis. Previamente, tinham sido obtidosvários resultados pariais para sl(3) [BFL95℄, [F86℄. Usando estes resultados e as onstruçõesfeitas durante o trabalho, vamos mostrar que de fato temos todos os possíveis módulos de Gelfand-Tsetlin.A desrição que vamos apresentar dos módulos irredutíveis de Gelfand-Tsetlin para sl(3) vaidar uma realização por tabelas, a qual é um análogo ao aso dos sl(2)-módulos; onde para adamódulo sempre é possível esolher uma base de autovetores om respeito a uma subálgebra deCartan e esrever fórmulas explíitas para a ação dos elementos da base de sl(2).O trabalho esta estruturado da seguinte forma. Nas preliminares vamos �xar algumas notaçõese de�nir alguns oneitos básios, dando espeial atenção a propriedades e notações para as ál-gebra de Lie gl(n) e suas representações. Começamos o Capítulo 1 apresentando o Teorema deGelfand-Tsetlin [GT50℄, o qual desreve expliitamente todos os módulos irredutíveis de dimensão�nita sobre gl(n); expliitando bases e fórmulas para a ação dos geradores de gl(n) em ada um detais módulos. Apresentamos o resultado de Drozd, Ovsienko e Futorny que garante a existêniados módulos genérios. Finalizando o apítulo om as de�nições de subálgebra de Gelfand-Tsetline módulos de Gelfand-Tsetlin, [DFO94℄. Junto om algumas das propriedades básias das subálge-bras de Gelfand-Tsetlin [Zh74℄ e dos módulos de Gelfand-Tsetlin. No Capítulo 2 e até o �nal destetrabalho, vamos entrar a nossa atenção nos módulos de Gelfand-Tsetlin sobre a álgebra sl(3). Noomeço do Capítulo vamos enuniar resultados sobre existênia e uniidade de extensões de ar-ateres de Gelfand-Tsetlin a módulos irredutíveis. O resto do Capítulo vai ser dediado ao estudode extensões de arateres genérios (arateres assoiados om tabelas em módulos genérios) amódulos irredutíveis. Em partiular mostramos que para arateres genérios a extensão é úniae onstruímos bases explíitas para ada módulo irredutível gerado por arateres genérios. Jáno Capítulo 3, om ajuda dos resultados obtidos na Seção 2.2, estudamos os módulos genériosdo ponto de vista de bloos, desrevendo as omponentes irredutíveis e retiulado de pesos deada um dos módulos nos diferentes bloos. Embora temos uma desrição dos bloos genérios,a lassi�ação dos sl(3)-módulos de Gelfand-Tsetlin está longe, pois não é possível enaixar osmódulos de dimensão �nita em nenhum bloo genério. O problema é que apliando as fórmu-



0.0 xilas de Gelfand-Tsetlin vamos ter funções raionais nos parâmetros das tabelas, portanto, não épossível usá-las para qualquer aráter. No Capítulo 4 usando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin epor meio da introdução de novas tabelas, as quais vamos hamar de tabelas derivadas, é possívelinduzir novas fórmulas para a ação de gl(3) (que vamos hamar de fórmulas de Gelfand-Tsetlinsingulares) para arateres rítios. Tendo as fórmulas de Gelfand-Tsetlin singulares faz sentido anoção de bloo singular, o qual vai ser de�nido de maneira similar ao aso dos bloos genérios.No Capítulo 5 vamos usar as ideias apresentadas na Seção 2.2 e Capítulo 3 para dar uma desriçãodos bloos singulares. Uma vez �nalizada a desrição dos bloos singulares, vamos usar os resulta-dos da Seção 2.5 para mostrar que temos uma desrição de todos os módulos de Gelfand-Tsetlinpara sl(3), ompletando assim a lassi�ação dos módulos irredutíveis. Finalmente, o Capítulo 6 édediado ao estudo do funtor de loalização, o qual vai ser a prinipal ferramenta para relaionaros diferentes bloos. Vamos aproveitar a desrição explíita de bases e fórmulas para veri�ar parao aso de sl(3), que ada módulo de Gelfand-Tsetlin pode ser obtido de módulos de peso máximousando o funtor de loalização torido e quoientes.
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PreliminaresNeste apítulo vamos �xar as notações e alguns oneitos básios que vão ser neessários nestetrabalho; prestando espeial atenção nos oneitos e resultados assoiados om as álgebras de Lie
gl(n) e sl(n), sobre as quais vamos falar durante grande parte do trabalho.Todas as álgebras e espaços vetoriais vão ser onsideradas sobre o orpo dos números omplexos
C; vamos usar Z≥0 := {0, 1, 2, . . .} para denotar o onjunto dos inteiros não negativos e usaremos
Z
<0 := {. . . ,−2,−1} para denotar o onjunto dos inteiros negativos. Vamos dizer que um onjuntode números omplexos {c1, . . . , cn} satisfaz relações inteiras se existem i 6= j ∈ {1, 2, . . . , n} taisque ci − cj ∈ Z.Uma álgebra de Lie onsiste de um espaço vetorial g munido de um produto bilinear

[, ] : g× g −→ gque satisfaz as seguintes propriedades:
1 [, ] é um produto anti-simétrio, isto é, [X,X] = 0 para ada X ∈ g; o qual é equivalente a

[X,Y ] = −[Y,X] para ada X,Y ∈ g (pois o orpo de esalares é C, de araterístia diferentede 2).
2 Para ada X,Y,Z ∈ g, é valida a identidade de Jaobi:

[X, [Y,Z]] + [Z, [X,Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0A dimensão de uma álgebra de Lie g vai ser a dimensão de g omo espaço vetorial. O entrode g é de�nido omo Z(g) := {x ∈ g : [x, y] = 0 para ada y ∈ g}. Se g e f são álgebras deLie, um homomor�smo de álgebras de Lie é uma transformação linear ψ : g → f tal que
ψ([X,Y ]) = [ψ(X), ψ(Y )] para ada X,Y ∈ g.Exemplo 0.0.1. Toda álgebra assoiativa A om produto ⋆ : A×A −→ A induz uma álgebra deLie A− := (A, [, ]) onde a estrutura de A(−) omo espaço vetorial é a mesma de A e o produto [, ]é de�nido por [a, b] = a ⋆ b− b ⋆ a.Seja V um espaço vetorial, vamos denotar por gl(V ) a álgebra de Lie End(V )(−), onde End(V )denota a álgebra assoiativa dos endomor�smos de V (o produto é a omposição usual de funções).xiii



xiv PRELIMINARES 0.0No aso em que V é um espaço vetorial de dimensão �nita n, vamos denotar gl(V ) por gl(n). Tam-bém, denotaremos por sl(n) a subálgebra de gl(n) dos operadores de traço zero. Podemos iden-ti�ar a álgebra gl(n) om a álgebra das matrizes de tamanho n × n e produto de Lie dado por
[A,B] = AB−BA. Se Eij denota a matriz de tamanho n×n om entradas akl = δikδjl, uma basede gl(n) omo espaço vetorial é {Eij : i, j = 1, 2, . . . , n}; e dado que [Eij , Ekl] = Eilδjk−Ekjδli; umonjunto de geradores de gl(n) omo álgebra de Lie é {Ei,j : i = 1, 2, . . . , n; e j ∈ {i−1, i, i+1}}.Da mesma maneira que no aso de gl(n), é possível identi�ar a álgebra sl(n) om a álge-bra das matrizes de tamanho n × n de traço zero. Uma base de sl(n) omo espaço vetorial é
{Eij : i 6= j} ∪ {hk : k = 1, . . . , n− 1}; onde hk := Ek,k −Ek+1,k+1. Um onjunto de geradores de
sl(n) omo álgebra de Lie é {Ei,i+1 : i = 1, 2, . . . , n− 1} ∪{Ei,i−1 : i = 2, 3, . . . , n}.Seja g uma álgebra de Lie. Um g-módulo é um espaço vetorial V juntamente om umaoperação de multipliação ∗ : g × V → V tal que, para X,Y ∈ g, u, v ∈ V e α esalar, sãosatisfeitas as seguintes propriedades:1. (X + Y ) ∗ v = X ∗ v + Y ∗ v2. X ∗ (u+ v) = X ∗ u+X ∗ v3. αX ∗ v = X ∗ (αv)4. [X,Y ] ∗ v = X ∗ (Y ∗ v)− Y ∗ (X ∗ v)A dimensão do g-módulo (V, ∗) é a dimensão do espaço vetorial V .Observação 0.0.2. Se (V, ∗) é um g-módulo, para ada X ∈ g a apliação fX := X ∗_ : V −→ Vde�nida por fX(v) = X ∗ v é linear e a apliação φ : g −→ gl(V ) de�nida por φ(X) = fX é umhomomor�smo de álgebras de Lie.Se V é um espaço vetorial, uma representação de g em V é um homomor�smo de álgebrasde Lie φ : g −→ gl(V ); vamos denotar por (V, φ).Observação 0.0.3. Se (V, φ) é uma representação de g, a operação ∗ : g × V → V de�nida por
X ∗ v = φ(X)(v) de�ne sobre V uma estrutura de g-módulo.Assim, todo módulo V sobre g induz uma representação sobre V e vie-versa, portanto osoneitos de módulo e de representação são equivalentes. Neste texto vamos preferir usar o oneitode g-módulo.Dado um espaço vetorial V , de�nimos T k(V ) omo; T 0(V ) = C e uma vez de�nido T n(V ),de�nimos T n+1(V ) := T n(V )

⊗
C
V . A álgebra tensorial em V é de�nida omo T (V ) :=

⊕
k∈Z≥0 T k(V ); om o produto de�nido em omponentes homogêneas por onatenação. Se gé uma álgebra de Lie, a álgebra envolvente universal de g é de�nida omo U(g) := T (g)/J ,onde J é o ideal de T (g) gerado por todos os elementos da forma x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y] paraada x, y ∈ g. As prinipais propriedades da álgebra envolvente universal são desritas na seguinteproposição



0.0 xvProposição 0.0.4. Seja g uma álgebra de Lie e U(g) a sua álgebra envolvente universal, então:1. U(g) é uma álgebra assoiativa om unidade.2. A apliação an�nia ρ : g −→ U(g) é injetora e satisfaz
( * )ρ([x, y]) = ρ(x)ρ(y)− ρ(y)ρ(x)3. Se B é uma álgebra assoiativa om unidade e σ : g −→ B satisfaz (*), existe um úniohomomor�smo de álgebras φ : U(g) −→ B tal que φρ = σ.Um g-módulo (V, ∗) é dito irredutível se para ada 0 6= v ∈ V temos V = U(g)∗v := {X ∗v :

X ∈ U(g)} Isto é, qualquer vetor não nulo gera V .Seja g uma álgebra de Lie e h uma subálgebra de Cartan de g (subálgebra maximal abelianaagindo semisimples em g) e Φ ⊂ h∗ um sistema de raízes relativo a h. A subálgebra h induz umadeomposição g = n− ⊕ h⊕ n+, onde
n+ =

⊕

α∈Φ+

gα e n− =
⊕

α∈Φ−

gαe gα = {x ∈ g : [h, x] = α(h)x para ada h ∈ h∗}. Se α ∈ Φ+, os subespaços gα e g−α temdimensão 1, e �xando eα ∈ gα e fα ∈ g−α, e esrevendo hα = [eα, fα], a álgebra 〈eα, fα, hα〉 éisomorfa a sl(2).Exemplo 0.0.5. Para a álgebra gl(n), a subálgebra h = 〈{E11, . . . , Enn}〉 é uma subálgebra deCartan, e sempre que falemos de uma subálgebra de Cartan de gl(n) vamos nos referir a h.No aso da álgebra sl(3), vamos �xar a base B de�nida por:
eα := E12 fα := E21 hα := E11 − E22 eα+β := E13

eβ := E23 fβ := E32 hβ := E22 − E33 fα+β := E31Vamos �xar a subálgebra de Cartan h = 〈hα, hβ〉 e sistema de raízes Φ = {±α,±β,±(α + β)}.Seja V um g-módulo, vamos dizer que V é um módulo de peso om respeito de uma subál-gebra de Cartan h se é possível deompor V na forma
V =

⊕

λ∈h∗

Vλonde para ada λ ∈ h∗ de�nimos Vλ := {v ∈ V : hv = λ(h)v para ada h ∈ h∗}. Os elementos
λ ∈ h∗ tais que Vλ 6= 0 são hamados de pesos, e Vλ é hamado espaço de peso assoiado om
λ. Um elemento 0 6= v ∈ Vλ é hamado vetor de peso máximo se U(n+)v = 0. O módulo V éum módulo de peso máximo se V é gerado por um vetor de peso máximo.



xvi PRELIMINARES 0.0Observação 0.0.6. Note-se que na de�nição de módulo de peso não foi imposta a ondição deque os espaços de peso Vλ sejam de dimensão �nita.Observação 0.0.7. Os módulos de dimensão �nita irredutíveis sobre gl(n) estão em orrespondên-ia om n-uplas de números omplexos λ = (λ1, . . . , λn) tais que λi−λi+1 ∈ Z
≥0 para i = 1, . . . , n.Tais n-uplas λ orrespondem ao peso máximo do módulo, o qual vamos denotar por L(λ).



Capítulo 1Módulos de Gelfand-Tsetlin1.1 gl(n)-módulos de dimensão �nita e genériosNesta seção vamos apresentar um resultado de I.Gelfand e M. Tsetlin, o qual desreve ex-pliitamente todos os módulos irredutíveis de dimensão �nita sobre gl(n); expliitando bases efórmulas para a ação de gl(n) para ada um de tais módulos. Usando este resultado, e aprovei-tando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin, Y.Drozd, V.Futorny e S.Ovsienko onstruíram uma lassede módulos de dimensão in�nita para gl(n) hamados de módulos genérios.Para a desrição das bases vamos preisar de objetos ombinatórios hamados de tabelas deGelfand-Tsetlin.De�nição 1.1.1. Uma on�guração de �leiras om entradas omplexas λij :
λn1 λn2 · · · λn,n−1 λnn

λn−1,1 · · · λn−1,n−1

· · · · · · · · ·

λ21 λ22

λ11é hamada de tabela de Gelfand-Tsetlin. A tabela é hamada standard se para ada 1 ≤

i ≤ k ≤ n− 1, as suas entradas satisfazem as relações:



λki − λk−1,i ∈ Z

≥0

λk−1,i − λk,i+1 ∈ Z
≥0Para o aso de módulos irredutíveis de dimensão �nita temos o seguinte resultado lássio[GT50℄, o qual vai ser o nosso ponto de partida no desenvolvimento deste trabalho:Teorema 1.1.2 (Gelfand-Tsetlin). Se L(λ) é um gl(n)-módulo irredutível de dimensão �nita ompeso máximo λ = (λ1, . . . , λn), existe uma base {[L]} de L(λ) parametrizada pelo onjunto dastabelas de Gelfand-Tsetlin standard om primeira �leira λn1 = λ1, . . . , λnn = λn e os geradores de

gl(n) agindo segundo as seguintes fórmulas: 1



2 MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 1.2
Ek,k+1([L]) = −

k∑

i=1

(∏k+1
j=1(lki − lk+1,j)
∏k

j 6=i(lki − lkj)

)
[L+ δki],

Ek+1,k([L]) =
k∑

i=1

(∏k−1
j=1(lki − lk−1,j)
∏k

j 6=i(lki − lkj)

)
[L− δki],

Ekk([L]) =

(
k∑

i=1

λki −
k−1∑

i=1

λk−1,i

)
[L],Onde lki = λki − i + 1, [L ± δki] é a tabela obtida de [L] somando ±1 à posição ki de [L]; e

[L± δki] := 0 se não for uma tabela standard.As fórmulas do teorema anterior são hamadas de fórmulas de Gelfand-Tsetlin para gl(n)e vamos nos referir às bases desritas neste teorema omo bases de Gelfand-Tsetlin para gl(n).No aso em que não temos denominadores inteiros quando apliamos as fórmulas de Gelfand-Tsetlin, segue de [DFO94℄ o seguinte resultado, o qual garante a existênia dos hamadosmódulosgenérios sobre a álgebra gl(n).Teorema 1.1.3 (Drozd-Futorny-Ovsienko). Seja [L] uma tabela de Gelfand-Tsetlin que satisfaz
λi,j − λi,k /∈ Z para ada 1 ≤ i < n e 1 < j 6= k ≤ i. Se P ([L]) denota o onjunto das tabelas deGelfand-Tsetlin [T ] om entradas ti,j satisfazendo, λn,j = tn,j, 1 ≤ j ≤ n e λi,j − ti,j ∈ Z para
1 ≤ i ≤ n−1 e 1 ≤ j ≤ n, então, o espaço vetorial om base P ([L]) tem estrutura de gl(n)-móduloom a ação dos geradores de gl(n) dada pelas fórmulas de Gelfand-Tsetlin.Observação 1.1.4. Note-se que ada módulo genério é de dimensão in�nita e que não nees-sariamente são módulos irredutíveis.1.2 Módulos de Gelfand-TsetlinOs módulos genérios tem propriedades em omum om os módulos de dimensão �nita. Taispropriedades vem da onstrução das bases de Gelfand-Tsetlin e são abstraídas na de�nição dosmódulos de Gelfand-Tsetlin, [DFO94℄.Seja n ∈ N �xo; para k ∈ {1, 2, . . . , n} vamos denotar por gk := gl(k); Uk := U(gk) a álgebraenvolvente universal de gk e Zk := Z(gk) o entro de Uk; seja também g := gn e U := U(g). Se
{Eij} denota a base an�nia de g, temos uma identi�ação natural entre gk e a subálgebra de
g gerada pelas matrizes {Eij}i,j=1,...,k; isto é, onsideramos gi omo uma subálgebra de gi+1 om



1.2 MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 3respeito da inlusão no anto superior esquerdo.



a11 | a12 | a13 | . . . | a1n__ | | | |

a21 a22 | a23 | . . . | a2n__ _ __ | | |

a31 a32 a33 | . . . | a3n__ _ __ _ __ | |. . . . . . . . . . . . |
...__ _ __ _ __ _ __ |

an1 an2 an3 . . . ann


A adeia de inlusões: g1 ⊂ g2 ⊂ · · · ⊂ gn = g induz uma adeia de inlusões das orrespon-dentes álgebras envolventes.De�nição 1.2.1. Seja Γ a subálgebra de U gerada por {Zk : k = 1, . . . , n}. Esta subálgebra éhamada de subálgebra de Gelfand-Tsetlin standard de U .O seguinte Teorema [Zh74℄ desreve um onjunto de geradores para Γ e desreve a ação destesgeradores em bases de Gelfand-Tsetlin.Teorema 1.2.2 (Zhelobenko). Sejam Γ a subálgebra de Gelfand-Tsetlin standard e Zm o entrode gl(m), então:1. Zm é uma álgebra polinomial nas variáveis {cmk : k = 1, 2, . . . ,m}, onde

cmk =
∑

(i1,i2,...,ik)∈{1,...,m}k

Ei1i2Ei2i3 · · ·Eiki12. A álgebra Γ é uma subálgebra polinomial maximal omutativa de U(g) nas n(n+1)
2 variáveis

{cij : 1 ≤ j ≤ i ≤ n}.3. cij([L]) = γij(li1, . . . , lii)[L] := (
∑i

k=1(lik + i− 1)j
∏

s 6=k(1−
1

lik−lis
))[L]4. γij(li1, . . . , lii) é um polin�mio simétrio nas variáveis li1, . . . , lii.5. Para ada i, o onjunto de polin�mios {γij}j=1,...,i gera o espaço de todos os polin�miossimétrios nas variáveis li1, . . . , lii.De�nição 1.2.3. [DFO94℄ Seja M um g-módulo; e de�na

Mχ = {v ∈M : ∀g ∈ Γ,∃k ∈ N tal que (g − χ(g))kv = 0}para ada aráter χ : Γ → C. O módulo M é hamado módulo de Gelfand-Tsetlin (omrespeito a Γ) se M =
⊕

χ∈Γ∗ Mχ e dim(Mχ) <∞ para todo χ ∈ Γ∗.



4 MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 1.2Observação 1.2.4. Cada módulo de Gelfand-Tsetlin é um módulo de peso om respeito à subál-gebra de Cartan standard h, pois h ⊂ Γ.Exemplo 1.2.5. No aso de gl(3), suponhamos que x− y /∈ Z ea b 
[L]= x yzentão, os geradores de Γ agem em [L] omo:





c11([L]) = z[L]

c21([L]) = (x+ y + 1)[L]

c22([L]) = (x2 + y2 + x+ y)[L]

c31([L]) = (a+ b+ c+ 3)[L]

c32([L]) = (a2 + b2 + c2 + 2a+ 2b+ 2c+ 1)[L]

c33([L]) = (a3 + b3 + c3 + 4a2 + 4b2 + 4c2 + a+ b+ c+ 2)[L]Exemplo 1.2.6. Como mostra o Teorema 1.2.2, as bases de Gelfand-Tsetlin são bases de auto-vetores para a ação dos geradores de Γ. Assim, ada gl(n)-módulo de dimensão �nita V é ummódulo de Gelfand-Tsetlin. Mais ainda, dim(Vχ) ≤ 1 para ada χ ∈ Γ∗. De fato, se Vχ 6= 0, existeuma tabela standard [L] tal que Vχ = 〈[L]〉.Exemplo 1.2.7. Para ada um dos módulos genérios (Teorema 1.1.3) a ação dos geradores de
Γ é dada pela mesma expressão que para módulos de dimensão �nita; assim, ada gl(n)-módulogenério V é um módulo de Gelfand-Tsetlin. Mais ainda, dim(Vχ) ≤ 1 para ada χ ∈ Γ∗.Pelo Teorema 1.2.2, os autovalores dos geradores de Γ são polin�mios simétrios nas entradasdesloadas lij . Em vista disso e para simpli�ar a nossa desrição, de agora em adiante vamosonsiderar somente tabelas de Gelfand-Tsetlin desloadas; isto é, om entradas lij .

ln1 ln2 · · · ln,n−1 lnn

ln−1,1 · · · ln−1,n−1

· · · · · · · · ·

l21 l22

l11Uma outra razão para esolher trabalhar om tabelas om entradas lij é que as fórmulas deGelfand-Tsetlin são simétrias om respeito aos lij . Isto é, se Ri denota a �la i da tabela [L] e Si o



1.2 MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 5grupo simétrio em i elementos, temos uma ação natural do grupo S1 ×S2× · · · ×Sn no onjuntode tabelas de Gelfand-Tsetlin (om entradas lij): (σ1, . . . , σn)([L]) é a tabela om entradas σi(Ri)na �la i , para i = 1, 2, . . . , n.De�nição 1.2.8. As tabelas [L1] e [L2] são equivalentes se existe σ := (σ1, . . . , σn) tal que
σ([L1]) = [L2] e neste aso vamos esrever [L1] ≈ [L2].Proposição 1.2.9. Se um módulo de Gelfand-Tsetlin tem base de�nida por tabelas e ação de gl(n)dada pelas fórmulas de Gelfand-Tsetlin, existe uma orrespondênia entre arateres e tabelas deGelfand-Tsetlin (modulo equivalênia de tabelas).Demonstração. Note-se que, pelo Teorema 1.2.2, tabelas na mesma lasse de equivalênia de�nemo mesmo arater, de�nido por χ : Γ → C, χ(cij = γij). Agora, se temos um arater χ de�nidopor χ(cij) = tij , assoiada om este arater vamos ter a tabela [L] om entradas lij satisfazendoo sistema de equações:

{γij(xi1, . . . , xii) = tij : 1 ≤ j ≤ i ≤ n }Observação 1.2.10. Algumas vezes vai ser útil onheer a tabela om oe�ientes λij; mas paraisso somente preisamos lembrar as relações lki = λki − i+ 1.



6 MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 1.2



Capítulo 2
sl(3)-módulos de Gelfand-TsetlinA partir desde apítulo vamos foalizar a nossa atenção no estudo dos módulos de Gelfand-Tsetlin para a álgebra sl(3). Para omeçar, para ada tabela em um módulo genério, vamosdesrever uma base para um módulo irredutível que ontém esta tabela, isto é, dado um aráter
χ ∈ Γ∗, vamos onstruir um sl(3)-módulo irredutívelM tal queMχ 6= ∅. Vamos aproveitar as basesexplíitas para obter alguns resultados sobre módulos genérios. No �nal deste apítulo vamosenuniar resultados sobre existênia e uniidade de extensões de arateres de Gelfand-Tsetlina módulos irredutíveis [DFO89℄, [DFO92℄, [BFL95℄, onluindo em partiular que os arateresgenérios admitem uma únia extensão irredutível e, portanto, temos uma desrição de todos osmódulos genérios irredutíveis.2.1 Fórmulas de Gelfand-Tsetlin para sl(3)No aso de gl(3), vamos �xar a, b, c, x, y, z ∈ C; e vamos denotar por [L] a tabela;

a b c

[L]:= x y

zDe�nição 2.1.1. A tabela [L] é hamada genéria se x − y /∈ Z, singular se x − y ∈ Z erítia se x− y = 0. Dado que temos orrespondênia entre tabelas e arateres, vamos hamaro aráter assoiado om a tabela [L] genério, singular ou rítio se [L] é genéria, singular ourítia, respetivamente.

7



8 SL(3)-MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 2.1As fórmulas de Gelfand-Tsetlin para os geradores de gl(3) são:




E11([L]) = z[L]

E12([L]) = −(x− z)(y − z)[L+ δ11]

E22([L]) = (x+ y + 1− z)[L]

E21([L]) = [L− δ11]

E33([L]) = (a+ b+ c+ 2− x− y)[L]

E32([L]) =
(x−z)
(x−y) [L− δ21]− (y−z)

(x−y) [L− δ22]

E23([L]) =
(a−x)(b−x)(c−x)

(x−y) [L+ δ21]− (a−y)(b−y)(c−y)
(x−y) [L+ δ22].Como queremos restringir a nossa atenção a sl(3), vamos onsiderar somente tabelas tais que

E11([L]) + E22([L]) + E33([L]) = 0; o qual implia a + b + c + 3 = 0. Portanto, as fórmulas deGelfand-Tsetlin para os geradores de sl(3) estão dadas por:
GT-fórmulas:





h1([L]) = (2z − (x+ y + 1))[L]

h2([L]) = (2(x + y + 1)− z)[L]

E12([L]) = −(x− z)(y − z)[L+ δ11]

E21([L]) = [L− δ11]

E32([L]) =
(x−z)
(x−y) [L− δ21]− (y−z)

(x−y) [L− δ22]

E23([L]) =
(a−x)(b−x)(c−x)

(x−y) [L+ δ21]− (a−y)(b−y)(c−y)
(x−y) [L+ δ22].O seguinte resultado é a versão do Teorema 1.1.3 para o aso de sl(3), e implia a existêniade sl(3)-módulos assoiados om tabelas genérias.Teorema 2.1.2 (Drozd-Futorny-Ovsienko). Seja [L] a tabela �xada; se x− y /∈ Z então o espaçovetorial V ([L]) gerado pelo onjunto de vetores {[L+mδ21 + nδ22 + kδ11] : m,n, k ∈ Z} tem umaestrutura de gl(3)-módulo de Gelfand-Tsetlin; onde os geradores de gl(3) agem em V ([L]) pelasfórmulas de Gelfand-Tsetlin.Agora vamos introduzir alguma notação que será útil na hora de simpli�ar a desripção dosmódulos irredutíveis genérios.Notação 2.1.3. Seja

t31 t32 t33

[T ]= t21 t22

t11uma tabela arbitrária, B1([T ]) := {t31−t21, t32−t21, t33−t21} e B2([T ]) := {t31−t22, t32−t22, t33−

t22}. Consideremos as seguintes funções:



2.2 BASES PARA SL(3)-MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN GENÉRICOS 9
• t0([T ]) := t21 − t22; t3([L]) := t21 − t11; t−3 ([T ]) := t22 − l11

• ti([T ]) := min{{Bi([T ]) ∩ Z
≥0} ∪ {+∞}}; i = 1, 2

• t−i ([T ]) := max{{Bi([T ]) ∩ Z
<0} ∪ {−∞}}; i = 1, 2.No aso que ti([T ]) = +∞ ou t−i ([T ]) = −∞ para algum i = 1, 2, esrevemos ti([T ]) /∈

Z ou t−i ([T ]) /∈ Z respetivamente. Daqui em frente vamos simpli�ar a notação esrevendo
t0, t1, t2, t

−
1 , t

−
2 , t3, t

−
3 no lugar de t0([L]), t1([L]), t2([L]), t−1 ([L]), t−2 ([L]), t3([L]), t−3 ([L]), onde

[L] é a tabela �xa omo antes.2.2 Bases para sl(3)-módulos de Gelfand-Tsetlin genériosNo que resta deste apítulo, vamos supor t0 = x − y /∈ Z. Nesta seção, dado um aráter χassoiado om a tabela [L], vamos desrever expliitamente uma base para um módulo irredutívelque ontém [L] em termos das onstantes t1, t2, t−1 , t−2 , t3, t−3 desritas antes [Ram12℄. O primeiropasso vai ser a desrição do retiulado de tabelas assoiado om a tabela [L]:De�nição 2.2.1. Vamos dizer que [L̃] é obtida de [L] usando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin seexiste X ∈ U(sl(3)) tal que [L̃] aparee omo somando na deomposição de X([L]) om oe�ientenão nulo. O retiulado de tabelas assoiado om [L] é de�nido omo:
Latt([L]) := {[L̃] : [L̃] é obtida de [L] usando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin}Notação 2.2.2. Se V ([L]) é o módulo desrito no Teorema 2.1.2; o submódulo de V ([L]) geradopor Latt([L]) vai ser denotado por V[L].Pelas fórmulas de Gelfand-Tsetlin, para ada tabela [L] o retiulado de tabelas assoiado om [L]satisfaz

Latt([L]) ⊂ {[L](m,n,k) : m,n, k ∈ Z},onde a tabela [L](m,n,k) é de�nida omo: a b 
[L](m,n,k):= x+m y+nz+kLema 2.2.3. Sejam m,n, k ∈ Z
≥0, apliando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin a [L] temos que:1. [L](m,0,0) aparee na deomposição de Em

23[L] om oe�iente
m−1∏

i=0

(a− x− i)(b− x− i)(c − x− i)

(x− y + i)



10 SL(3)-MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 2.22. [L](−m,0,0) aparee na deomposição de Em
32[L] om oe�iente

m−1∏

i=0

(x− z − i)

(x− y − i)3. [L](0,n,0) aparee na deomposição de En
23[L] om oe�iente

n−1∏

i=0

(a− y − i)(b− y − i)(c − x− i)

(x− y − i)4. [L](0,−n,0) aparee na deomposição de En
32[L] om oe�iente

n−1∏

i=0

(y − z − i)

(x− y + i)5. Ek
21([L]) = [L](0,0,−k)6. Ek
12([L]) =

∏k−1
i=0 (x− z − i)(y − z − i)[L](0,0,k)Como onsequênia imediata do Lema anterior e a de�nição de Latt([L]), temos o seguintelema:Lema 2.2.4. Para i = 1, 2, 3 denotamos por Ai as ondições ti /∈ Z

≥0 e por A−
3 a ondição

t−3 /∈ Z
≥0. Então, as seguintes a�rmações são válidas:1. [L](m,0,0) ∈ Latt([L]) para todo m ∈ Z

+ se A1.2. [L](−m,0,0) ∈ Latt([L]) para todo m ∈ Z
+ se A3.3. [L](0,0,−k) ∈ Latt([L]) para todo k ∈ Z

+.4. [L](0,0,k) ∈ Latt([L]) para todo k ∈ Z
+ se A3 e A−

3 .5. [L](0,n,0) ∈ Latt([L]) para todo n ∈ Z
+ se A2.6. [L](0,−n,0) ∈ Latt([L]) para todo n ∈ Z
+ se A−

3 .Agora vamos responder a seguinte pergunta: quais ondições nas entradas de [L] garantem que
Latt([L]) = {[L](m,n,k) : m,n, k ∈ Z} (isto é, quando Latt([L]) é o maior possível)?De�nição 2.2.5. Dados m,n, k ∈ Z, dizemos que a tabela [L]m,n,k, pode ser obtida da tabela [L]pelo aminho r → s→ t, om {r, s, t} = {1, 2, 3} se:de [L] podemos obter [L](m,0,0) se r = 1 (respetivamente [L](0,n,0) se r = 2 e [L](0,0,k) se r = 3); de
[L](m,0,0) obtemos [L](m,n,0) se s = 2 ou [L](m,0,k) se s = 3 (respetivamente, de [L](0,n,0) obtemos
[L](m,n,0) se s = 1 ou [L](0,n,k) se s = 3 e de [L](0,0,k) obtemos [L](m,0,k) se s = 1 ou [L](0,n,k) se
s = 2) e no ultimo passo obtemos a tabela [L](m,n,k).



2.2 BASES PARA SL(3)-MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN GENÉRICOS 11Exemplo 2.2.6. [L]7,−1,4 é obtida da tabela [L] pelo aminho 3 → 1 → 2 signi�a: de [L] obtemosa tabela [L]0,0,4; desta tabela obtemos a tabela [L]7,0,4 e a partir desta obtemos �nalmente [L]7,−1,4.Proposição 2.2.7. Latt([L]) = {[L](m,n,k) : m,n, k ∈ Z} se e somente se
t1, t2, t3, t

−
3 /∈ Z

≥0.Demonstração. (⇐) Sejam m,n, k ∈ Z. Usando o Lema 2.2.4 em ada passo do aminho indiadona tabela abaixo, é possível obter a tabela [L](m,n,k) de [L]. Em ada aso, o aminho vai dependerda tripla ordenada de sinais de m,n e k:
(+,+,+) (−,−,−) (+,−,+)



3 → 2 → 1; se n ≥ m

3 → 1 → 2; se m ≥ n




1 → 2 → 3; se m ≥ n

2 → 1 → 3; se n ≥ m
3 → 1 → 2

(+,+,−) (−,−,+) (+,−,−)


1 → 2 → 3; se m ≥ n

2 → 1 → 3; se n ≥ m




1 → 2 → 3; se m ≥ n

2 → 1 → 3; se n ≥ m
1 → 2 → 3

(−,+,+) (−,+,−)

3 → 2 → 1 1 → 2 → 3

(⇒) Suponhamos que alguma das onstantes t1, t2, t3 ou t−3 é um inteiro não negativo. Semperda de generalidade, podemos supor que a onstante que está em Z
≥0 é zero, onluindo que:1. Se t1 = 0 não é possível obter [L](1,0,0) de [L]. De fato, {[L](0,n,k) : n, k ∈ Z} forma um planono retiulado de Gelfand-Tsetlin impossível de ultrapassar usando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin. Isto é, {[L](m,n,k) : m ≤ 0, n, k ∈ Z} é um sub-espaço invariante pela ação dasfórmulas de Gelfand-Tsetlin.2. Se t2 = 0 então, [L](0,1,0) /∈ Latt([L]).3. Se t3 = 0 ou t−3 = 0 então, [L](0,0,1) /∈ Latt([L]).Observação 2.2.8. Os módulos irredutíveis podem ser araterizados omo aqueles que são ger-ados por qualquer vetor não nulo. Em termos de tabelas, temos que o módulo V[L] é irredutível se,e somente se, V[L̃] = V[L] para ada [L̃] ∈ Latt([L]).Teorema 2.2.9. Seja [L] tal que Latt([L]) = {[L](m,n,k) : m,n, k ∈ Z}. Então, V[L] é irredutívelse e somente se

t1, t
−
1 , t2, t

−
2 , t3, t

−
3 /∈ Z.



12 SL(3)-MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 2.2Demonstração. (⇐) Com estas ondições é possível apliar as fórmulas de Gelfand-Tsetlin a qual-quer tabela em Latt([L]) e nuna vamos obter oe�ientes nulos. Portanto, para ada [L̃] ∈

Latt([L]) temos Latt([L̃]) = Latt([L]) o qual implia V[L] irredutível.
(⇒) Suponhamos que t−1 ∈ Z

<0 (respetivamente t−2 ∈ Z
<0 ou t−3 ∈ Z

<0), sem perda de gen-eralidade podemos supor que t−1 = −1 (respetivamente t−2 = −1 ou t−3 = −1) então, usandoa Proposição 2.2.7, [L] /∈ Latt([L](−1,0,0)) (respetivamente [L] /∈ Latt([L](0,−1,0)) ou [L] /∈

Latt([L](0,0,−1))). Portanto, V[L] não pode ser irredutível.Observação 2.2.10. Note-se que é possível obter Latt([L]) = {[L](m,n,k) : m,n, k ∈ Z} noaso em que algumas das onstantes são inteiros negativos, mas não neessariamente obtemos ummódulo irredutível.Notação 2.2.11. Para algum subonjunto A de {t1, t
−
1 , t2, t

−
2 , t3, t

−
3 }, a notação A ⊂ Z signi�aráde agora em diante que A ⊂ Z e o omplementar de A em {t1, t

−
1 , t2, t

−
2 , t3, t

−
3 } tem interseção vaziaom Z. Por exemplo, a notação {t1, t2} ⊂ Z

≥0 signi�ará também que {t−1 , t
−
2 , t3, t

−
3 }
⋂

Z = ∅.Proposição 2.2.12. Seja [L] a tabela �xa omo antes e V[L] o sl(3)-módulo gerado por Latt([L]).Usando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin, temos1. Se {t1} ⊂ Z
≥0, V[L] é um módulo irredutível om base parametrizada por Latt([L]) =

{[L](m,n,k) : m ≤ t1}.2. Se {t2} ⊂ Z
≥0, V[L] é um módulo irredutível om base parametrizada por Latt([L]) =

{[L](m,n,k) : n ≤ t2}.3. Se {t3} ⊂ Z
≥0, V[L] é um módulo irredutível om base parametrizada por Latt([L]) =

{[L](m,n,k) : k −m ≤ t3}.4. Se {t−1 } ⊂ Z
<0, o módulo irredutível que ontém [L] pode ser obtido omo um módulo quo-iente de V[L] e a base é parametrizada pelo onjunto de tabelas {[L]m,n,k : m > t−1 }.5. Se {t−1 } ⊂ Z
<0, o módulo irredutível que ontém [L] pode ser obtido omo um módulo quo-iente de V[L] e a base é parametrizada pelo onjunto de tabelas {[L]m,n,k : n > t−2 }.6. Se {t3} ⊂ Z
<0, o módulo irredutível que ontém [L] pode ser obtido omo um módulo quo-iente de V[L] e a base é parametrizada pelo onjunto de tabelas {[L]m,n,k : k −m > t3}.Demonstração. Os asos 1, 2, 3 são óbvios usando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin, e a irredutibil-idade é pelo Lema 2.2.4. Em ada um dos asos 4, 5, 6 podemos apliar as fórmulas de Gelfand-Tsetlin e obter em Latt([L]) uma tabela [L̃] que satisfaz t1([L̃]) ∈ Z

≥0 (respetivamente t2([L̃]) ∈
Z
≥0 ou t3([L̃]) ∈ Z

≥0). Então, o módulo irredutível que ontém [L] é isomorfo ao módulo quoiente
V[L]/V[L̃].Corolário 2.2.13. Usando a Proposição 2.2.12 podemos araterizar o onjunto de tabelas queparametrizam a base do módulo irredutível que ontém [L] omo:



2.3 ESPAÇOS DE PESO 131. Para t1 ∈ Z
≥0; {[L](m,n,k) : t1([L](m,n,k)) ∈ Z

≥0}.2. Para t2 ∈ Z
≥0; {[L](m,n,k) : t2([L](m,n,k)) ∈ Z

≥0}.3. Para t3 ∈ Z
≥0; {[L](m,n,k) : t3([L](m,n,k)) ∈ Z

≥0}.4. Para t−1 ∈ Z
<0; {[L](m,n,k) : t

−
1 ([L](m,n,k)) ∈ Z

<0}.5. Para t−2 ∈ Z
<0; {[L](m,n,k) : t

−
2 ([L](m,n,k)) ∈ Z

<0}.6. Para t−3 ∈ Z
<0; {[L](m,n,k) : t

−
3 ([L](m,n,k)) ∈ Z

<0}.O seguinte teorema desreve uma base para o módulo irredutível que ontém [L], [Ram12℄.Teorema 2.2.14. Se A denota o onjunto {t1, t2, t
−
1 , t

−
2 , t3, t

−
3 }, [L] satisfaz as ondições A1 :=

A
⋂

Z
≥0 e A2 := A

⋂
Z
<0 e t0 /∈ Z, então uma base do módulo irredutível que ontém [L] pode serparametrizada por:

{[L](m,n,k) : A1([L](m,n,k)) ⊂ Z
≥0 e A2([L](m,n,k)) ⊂ Z

<0}2.3 Espaços de pesoAgora é possível tomar vantagem da desrição expliita das bases para ada módulo irredutívelgenério e alular as dimensões dos espaços de peso.Seja I[L] o módulo desrito no Teorema 2.2.14. Para desrever a ação de h1 e h2 em I[L] é su�ienteonheer a ação de h1 e h2 em tabelas do tipo [L](m,n,k).



h1([L](m,n,k)) = (2(z + k)− (x+ y + 1 + n+m))[L](m,n,k)

h2([L](m,n,k)) = (2(x+ y + 1 + n+m)− (z + k))[L](m,n,k).Teorema 2.3.1. Se M é um módulo om base BM , [T ] ∈M é uma tabela om peso λ = (λ1, λ2),então, o espaço de peso Mλ é o espaço gerado pelo onjunto de tabelas
{[T ](t,−t,0) : t ∈ Z}

⋂
BMDemonstração. É su�iente notar que temos uma base de auto-vetores para M e que o pesodo vetor assoiado om a tabela [T ](m,n,k) é (λ1 + 2k − (m + n), λ2 + 2(m + n) − k); portanto

[T ](m,n,k) ∈Mλ se, e somente se, m+ n = 0 e k = 0.Observação 2.3.2. Pelo Teorema 2.2.14, o módulo irredutível que ontém uma tabela [L] estáompletamente determinado pelas ondições nos oe�ientes (quais diferenças são positivas ounegativas). Porém, algumas ondições nos oe�ientes de�nem módulos isomorfos no sentido dade�nição 4. Por exemplo, um módulo de�nido por uma tabela [L] que satisfaz t1 ∈ Z
≥0 é natural-mente isomorfo ao módulo de�nido pela tabela σ([L]) onde σ ∈ S1 ×S2 ×S3; em partiular, a ummódulo de�nido por uma tabela que satisfaz as ondições t2 ∈ Z

≥0



14 SL(3)-MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 2.3Vamos onsiderar todas as ombinações possíveis de ondições nos oe�ientes da tabela [L]que de�nam módulos não isomorfos; e para ada aso vamos desrever o retiulado de pesos doorrespondente módulo irredutível.De�nição 2.3.3. Vamos dizer que um onjunto de números omplexos {c1, . . . , cn} satisfaz re-lações inteiras se existem i, j ∈ {1, 2, . . . , n} tais que ci − cj ∈ Z.Usando a desrição das bases dos módulos genérios irredutíveis dada no Teorema 2.2.14 eo Teorema 2.3.1, para ada ombinação possível de oe�ientes para tabelas genérias vamosdesrever o retiulado de pesos e respetivas multipliidades dos espaços de peso assoiados omo módulo irredutível que ontém tal tabela.Até o �m dessa seção vamos supor que o onjunto {a, b, c, x, y, z} não satisfaz relações inteiras.Sendo assim, todos os possíveis tipos de tabelas não rítias são:1. Módulos om dimensões de espaços de peso in�nitas:a b  a b  a b 
[T0]:= x y [T1]:= x b [T2]:= x yz z xa b  a b  a b 
[T3]:= a+1 y [T4]:= x y [T5]:= x bz y+1 xa b  a b  a b 
[T6]:= x b [T7]:= a+1 y [T8]:= a b+1b+1 y+1 za b  a b  a b 
[T9]:= a+1 y [T10]:= a+1 b [T11]:= a+1 ba+1 a+1 b+12. Módulos om espaços de peso de dimensão �nita mas não limitada:a b  a b  a b 
[T17]:= a b [T30]:= a b [T31]:= a b+1a b+1 a
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[T21]:= a+1 b+1 [T23]:= a+1 b+1 [T22]:= a b+1a+1 b+2 b+2

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A
A

A
AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A
A

A
A

A
A

A
A

A
AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b

b b b b b

b bb b b b

b b b b b b

b bb b b b b

b b b b b b b

1 11 1 1

2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

4 4 4 3 2 1

5 5 5 4 3 2 1

6 6 5 4 3 2 1

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3

1 2 3 4 4 4

1 2 3 4 5 5 5

1 2 3 4 5 6 6 bb

bbb

bbb

bbbb

bbbb

bbbbb

bbbb

bbbb

bbb

bbb

bb

4321

4321

321

321

21

54321

4321

4321

321

321

21a b  a b  a b 
[T19]:= x b+1 [T15]:= x b+1 [T20]:= a yx b+2 y+1
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[T27]:= a y [T18]:= a y [T39]:= a by z b+1
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tComo onsequênia imediata da desrição anterior é possível araterizar os módulos irre-dutíveis genérios om espaços de peso de dimensão 1 e módulos om dimensões de espaços depeso limitadas.De�nição 2.3.4. Um g-módulo de peso V é hamado pontilhado se dim(Vλ) ≤ 1 para todo peso
λ.Corolário 2.3.5. O sl(3)-módulo irredutível gerado por [L] é um módulo pontilhado se, e somentese, [L] satisfaz as seguintes ondições:

t1 = 0, t−1 = −1 ou t2 = 0, t−2 = −1.De�nição 2.3.6. Um g-módulo de peso V é hamado limitado se existe N ∈ N tal que dim(Vλ) ≤

N para ada peso λ.Corolário 2.3.7. O sl(3)-módulo irredutível gerado por [L] é limitado se, e somente se, [L] satisfazas seguintes ondições:
t1 ∈ Z

≥0; t−1 ∈ Z
<0 ou t2 ∈ Z

≥0, t−2 ∈ Z
<02.4 sl(3)-módulos de Harish-ChandraSeja B uma base de Chevalley para sl(3) dada por:

eα := E12 fα := E21 Hα := E11 −H22 eα+β := E13

eβ := E23 fβ := E32 Hβ := E22 − E33 fα+β := E31e seja g̃ a subálgebra de Lie 〈Xα, Yα,Hα〉 ∼= sl(2).



2.5 EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE EXTENSÕES DE CARACTERES PARA SL(3)-MÓDULOSIRREDUTÍVEIS 19De�nição 2.4.1. Um sl(3)-módulo V é hamado módulo de Harish-Chandra à esquerda(respetivamente direita) se pode ser expresso omo uma soma de sl(2)-módulos de peso mínimo(respetivamente, peso máximo) .De�nição 2.4.2. Um sl(3)-módulo V é hamado módulo de Harish-Chandra se pode serexpresso omo uma soma de sl(2)-módulos de dimensão �nta. Equivalentemente, se o módulo éum módulo de Harish-Chandra à direita e à esquerda.Lema 2.4.3. Seja V um sl(3)-módulo irredutível e 0 6= v ∈ V . Se existe n ∈ Z
≥0 (respetivamente

n ∈ Z
<0) tal que enαv = 0 então, para ada u ∈ V , existe r = r(u) ∈ Z

≥0 (respetivamente r ∈ Z
<0)tal que erαu = 0.Demonstração. Como V é irredutível, ada u ∈ V pode ser expresso omo u =

∑
k akv onde aksão elementos de U(sl(3)). Assim, o lema é onsequênia de que para ada N ∈ Z temos:

eNα eβ = Neα+βe
N−1
α + eβe

N
α , eNα Hα = Hαe

N
α − 2NeNα

eNα fα+β = fα+βe
N
α − 2fβe

N−1
α , eNα Hβ = Hβe

N
α +NeNα

eNα fα = fαe
N
α +NHαe

N−1
α − 2NeN−1

α .Corolário 2.4.4. Um sl(3)-módulo irredutível V é um módulo de Harish-Chandra (om respeitoa g̃) se, e somente se, existe 0 6= v ∈ V e n ∈ N tal que e±n
α v = 0.Como onsequênia da desrição das bases dos sl(3)-módulos irredutíveis genérios temos osseguintes orolários:Corolário 2.4.5. O sl(3)-módulo irredutível gerado por [L] é um módulo de Harish-Chandra (omrespeito de g̃) à esquerda (respetivamente direita) se, e somente se,

t3 ∈ Z
≥0 (respetivamente t−3 ∈ Z

<0)Corolário 2.4.6. O sl(3)-módulo irredutível gerado por [L] é um módulo de Harish-Chandra (omrespeito a g̃) se, e somente se, as seguintes ondições são válidas:
t3 ∈ Z

≥0, t−3 ∈ Z
<02.5 Existênia e uniidade de extensões de arateres para sl(3)-módulos irre-dutíveisNesta seção vamos enuniar algumas das propriedades básias dos sl(3)-módulos de Gelfand-Tsetlin obtidas em [F86℄, [BFL95℄.



20 SL(3)-MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 2.5Teorema 2.5.1 (Existênia de extensões). Para ada aráter de Gelfand-Tsetlin χ existe pelomenos um módulo irredutível V tal que Vχ 6= 0. Mais ainda, o número de módulos irredutíveis Wnão isomorfos tais que Wχ 6= 0 é no máximo dois1Sejam H1 = E11 −E22 ; H2 = E22 −E33 ; A = E12E21 e B = E23E32 e h a álgebra de Cartangerada por H1 e H2.Lema 2.5.2. [F86, BL87℄ O entralizador C(h) de h é uma álgebra assoiativa gerada por H1,
H2, A, B e o entro de U(g).Lema 2.5.3. Para ada C(h)-módulo irredutível W existe um g-módulo de peso V tal que Vλ ≃Wpara algum λ ∈ h∗. Reiproamente, se V é um g-módulo de peso irredutível então Vλ é um C(h)-módulo de peso irredutível.Seja V um módulo de Gelfand-Tsetlin irredutível (em partiular V é um módulo de peso).Considere qualquer λ ∈ h∗ do suporte de pesos de V . Os elementos entrais c1 e c2 agem em V ,e portanto em Vλ, omo multipliação por ertos esalares γ1 e γ2. Também temos que em Vλ

H1 age omo multipliação pelo esalar h1 := λ(H1) e H2 age omo multipliação pelo esalar
h2 := λ(H2). Dado que V é um módulo de Gelfand-Tsetlin, ada omponente Vχ é de dimensão�nita. Portanto, é possível esolher uma base de Vλ om respeito a qual A tem uma forma an�niade Jordan Aλ.Considere o seguinte polin�mio em 2 variáveis: gλ(x, y) = (x− y)2 − 2(x+ y)− (h21 − 2h1).De�nição 2.5.4. Dizemos que os autovalores de Aλ formam uma adeia onetada se todos osdiferentes autovalores {µ1, µ2, . . .} podem ser ordenados de tal maneira que gλ(µi, µi+1) = 0 paraada i.De�nição 2.5.5. [F86℄ Seja {µ1, µ2, . . .} uma adeia onetada, a adeia é hamada degeneradase µi = −1

4(h
2
1 − 2h1) para algum i; rítia se |µi+1 − µi| = 1 para algum i e regular se não érítia nem degenerada.Segue também de [F86℄ o seguinte resultado, que desreve o omportamento dos autovaloresde Aλ.Teorema 2.5.6. Seja V um módulo de Gelfand-Tsetlin irredutível.

• Para ada λ no suporte de V , a multipliidade de qualquer autovalor µ de Aλ é no máximo
2.

• É possível ordenar os autovalores de Aλ de tal maneira que os autovalores diferentes formamuma adeia onetada. Mais ainda, uma das seguintes possibilidades é válida:1Em [Ov02℄ é provada a existênia de extensões para qualquer aráter de Gelfand-Tsetlin para gl(n). Maisainda, mostra-se que o número de extensões a menos de isomor�smo é �nito. Em [FO06℄ mostra-se que para gl(n)existem no máximo 1!2! . . . (n− 1)! extensões irredutíveis a menos de isomor�smo.



2.5 EXISTÊNCIA E UNICIDADE DE EXTENSÕES DE CARACTERES PARA SL(3)-MÓDULOSIRREDUTÍVEIS 21(i) Se a adeia é regular todos os autovalores de Aλ são diferentes;(ii) Se a adeia é degenerada, os diferentes autovalores podem ser ordenados da seguintemaneira:
{µ1, µ2, . . .},onde µ1 = −1

4(h
2
1 − 2h1), e se a multipliidade de µi é 1, então a multipliidade de

µi+1 é também 1.(iii) Se a adeia é rítia, os diferentes autovalores podem ser ordenados da seguinte maneira:
{µ1, µ2, . . .},onde µ1+1 = µ2, a multipliidade de µ1 é 1 e, se a multipliidade de µi é 1 para i > 1,então a multipliidade de µi+1 é também 1.De�nição 2.5.7. Dado que A ∈ Γ, é possível estender o oneito de regular para módulos deGelfand-Tsetlin. Um módulo de Gelfand-Tsetlin V é hamado regular de para ada peso λ osautovalores de Aλ formam uma adeia onetada regular. O módulo é hamado degenerado seexiste um peso λ tal que os autovalores de Aλ formam uma adeia onetada degenerada. O móduloé hamado rítio se existe um peso λ tal que os autovalores de Aλ formam uma adeia onetadarítia.Para módulos genérios temos o seguinte resultado de [F86℄.Teorema 2.5.8. Se V é um módulo de Gelfand-Tsetlin irredutível e regular, então para adaaráter χ ∈ Γ∗ o subespaço Vχ é de dimensão 1 e V é o únio módulo irredutível tal que Vχ 6= 0.Para módulos não regulares o sub-espaço Vχ pode ser de dimensão 2. Também, nestes asospode aonteer que existem 2 módulos irredutíveis V 1 e V 2 om V i

χ 6= 0, i = 1, 2. Tais exemplossão exibidos em [F86℄. Mas para arateres rítios é possível estabeleer o seguinte resultado.Teorema 2.5.9. Se χ é um aráter rítio, existe um únio módulo de Gelfand-Tsetlin irredutível
V não-regular tal que Vχ 6= 0.Para �nalizar o apítulo vamos mostrar que temos uma lassi�ação ompleta dos módulos deGelfand-Tsetlin irredutíveis genérios.Por enquanto, para ada aráter χ genério onseguimos onstruir um módulo irredutível V talque Vχ 6= 0. Agora vamos usar o Teorema 2.5.8 para mostrar tal módulo é únio.Teorema 2.5.10. Sejam V um módulo de Gelfand-Tsetlin genério, λ um peso de V e [L] umatabela om peso λ; então:1. O operador A = E12E21 age em uma tabela [L](i,−i,0) ∈ Vλ omo multipliação pelo esalar

µi := −(x+ i− z − k)(y − i− z − k).



22 SL(3)-MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 2.52. {µk}k∈Z
⋂
Spec(Aλ) são todos os diferentes autovalores do operador A quando restrito a Vλ.3. {µk}k∈Z

⋂
Spec(Aλ) forma uma adeia onetada regular de autovalores de A.Demonstração. Só preisamos lembrar que V é genério e portanto a tabela [L] é também genéria(isto é, x− y 6= 0). O resto da demonstração segue de um álulo direto usando as fórmulas deGelfand-Tsetlin.Corolário 2.5.11. Cada aráter genério admite uma únia extensão a um módulo de Gelfand-Tsetlin irredutível.



Capítulo 3Bloos GenériosOs arateres genérios estão em orrespondênia om tabelas da forma:a b 
[L]:= x yzonde x−y /∈ Z. Se [L] é uma tabela assoiada om um aráter χ([L]), denotamos por χ([L])(m,n,k)o aráter assoiado om a tabela [L](m,n,k). Pelo teorema 1.1.3 faz sentido a seguinte de�nição:De�nição 3.0.12. Dada uma tabela genéria [L] o bloo assoiado om [L] é o onjunto detodos os módulos de Gelfand-Tsetlin V tais que o suporte de Gelfand-Tsetlin de V esta ontidono onjunto {χ([L])(m,n,k) : m,n, k ∈ Z}.Pelo Teorema 2.5.8, dado um aráter genério χ, existe um únio módulo de Gelfand-Tsetlinirredutível que ontém um vetor om tal aráter. Por tanto, na desrição de todos os possíveisbloos, vamos desrever todos os módulos de Gelfand-Tsetlin irredutíveis que ontêm vetores omarateres genérios.Neste apítulo, para ada tipo de tabela genéria possível, vamos usar os resultados obtidosno apítulo anterior para desrever o bloo assoiado; a desrição vai inluir todos os módulosirredutíveis no bloo junto om as respetivas dimensões dos espaços de peso e a orrespondentedeomposição do bloo, no sentido da seguinte de�nição.De�nição 3.0.13. Sejam M := M0 e M1, . . . ,Mk módulos sobre g; vamos dizer que M1 →

M2 → · · · → Mk é uma deomposição de M se; Q0 := M0, Mi é um submódulo maximal de
Qi−1, Qi := Qi−1/Mi para i = 1, . . . , k e Mk = Qk−1 .Na desrição das bases vamos usar a seguinte notação:Notação 3.0.14. Se B é um onjunto de desigualdades inteiras em m,n, k vamos denotar por
M(B) o módulo gerado pelo onjunto de tabelas {[T ](m,n,k) : m,n, k satisfazem as desigualdades em B}.Se M(B) é irredutível gerado pela tabela [S], vamos denotar tal módulo por L(B) ou por L([S];B)se queremos destaar um gerador [S]. 23



24 BLOCOS GENÉRICOS 3.1Observação 3.0.15. Pela desrição dada no Capítulo 3, sempre é possível esolher uma tabelano bloo tal que as desigualdades que de�nem ada um dos módulos irredutíveis no bloo é umsubonjunto das seguintes:




m ≤ −t m ≤ 0 n ≤ −t

k ≤ m k ≤ n n ≤ 0

m > −t n > −t m > 0

n > 0 k > m k > nonde t ∈ Z
≥03.1 Desrição dos bloos genériosPara ada bloo vamos dar bases para os módulos irredutíveis, desrição dos espaços de pesojunto om as orrespondentes multipliidades dos espaços de peso e a deomposição em irredutíveisdo bloo.

(1) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 
[L]:= x yzO bloo assoiado om [L] está omposto por 1 módulo irredutível om espaços de peso dedimensão in�nita e base

L1 := {[L](m,n,k) : m,n, k ∈ Z}

(2) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 
[L]:= x yxO bloo assoiado om [L] está omposto por 2 módulos irredutíveis om espaços de peso dedimensão in�nita. As bases dos diferentes módulos irredutíveis no bloo são:

L1 = L
({

k ≤ m

)
;L2 = L

({
k > m

)Com deomposição:
L1 −→ L2
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(3) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 

[L]:= a yzO bloo assoiado om [L] está omposto por 2 módulos irredutíveis om espaços de peso dedimensão in�nita. As bases dos diferentes módulos irredutíveis no bloo são:
L1 = L

({
m ≤ 0

)
;L2 = L

({
m > 0

)Com deomposição:
L1 −→ L2

(4) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 
[L]:= a yyO bloo assoiado om [L] está omposto por 4 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:

L1 = L








m ≤ 0

k ≤ n


 ;L2 = L








m > 0

k > n


ii) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L3 = L








m > 0

k ≤ n



 ;L4 = L








m ≤ 0

k > n
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b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

L3 →

← L4

iii) Deomposição:
L1 −→ L3

⊕
L4 −→ L2

(5) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 
[L]:= a yaO bloo assoiado om [L] está omposto por 4 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:

L1 = L







m > 0

k ≤ m


 ;L2 = L







m ≤ 0

k > m


ii) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L3 = L








m > 0

k > m



 ;L4 = L








m ≤ 0

k ≤ m
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b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

L4 →

← L3



3.1 DESCRIÇ�O DOS BLOCOS GENÉRICOS 27iii) Deomposição:
L4 −→ L1

⊕
L2 −→ L3

(6) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 
[L]= a baO bloo assoiado om [L] está omposto por 8 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) 2 módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:

L1 = L









m > 0

n ≤ 0

k ≤ m


 ;L2 = L









m ≤ 0

n > 0

k > m


ii) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L3 = L









m ≤ 0

n ≤ 0

k ≤ m


 ;L4 = L









m ≤ 0

n ≤ 0

k > m


 ;L5 = L
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n > 0

k ≤ m
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-b b b b b

b b b b b

b bb b b b

b b b b b b

b bb b b b b

b b b b b b b

1 11 1 1

2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

4 4 4 3 2 1

5 5 5 4 3 2 1

6 6 5 4 3 2 1

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3

1 2 3 4 4 4

1 2 3 4 5 5 5

1 2 3 4 5 6 6

b b

b b b

b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b

b b b b

b b b

b b b

b b

4 3 2 1

4 3 2 1

3 2 1

3 2 1

2 1

5 4 3 2 1

4 3 2 1

4 3 2 1

3 2 1

3 2 1

2 1

L3 →

L4 →

L5 →

L6 = L









m > 0

n > 0

k ≤ m


 ;L7 = L









m > 0

n > 0

k > m


 ;L8 = L









m > 0

n ≤ 0

k > m
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-b b b b b

b b b b b
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1 11 1 1

2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

4 4 4 3 2 1

5 5 5 4 3 2 1

6 6 5 4 3 2 1

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3

1 2 3 4 4 4

1 2 3 4 5 5 5

1 2 3 4 5 6 6 bb

bbb

bbb

bbbb

bbbb

bbbbb

bbbb

bbbb

bbb

bbb

bb

4321

4321

321

321

21

54321

4321

4321

321

321

21

L6 → L7 →

L8 →

iii) Deomposição:
L3 −→ L1

⊕
L4

⊕
L5 −→ L2

⊕
L6

⊕
L8 −→ L7Demonstração. Se denotamos por M o módulo gerado pelo onjunto de tabelas {[L](m,n,k) :

m,n, k ∈ Z}, vamos mostrar que L3 é um submódulo irredutível de M , depois que L1, L4, L5são submódulos irredutíveis de M1 := M/L3, que L2, L6, L8 são submódulos irredutíveis de
M2 := M1/(L1⊕L4⊕L5) e �nalmente que L7 =M2/(L2⊕L6⊕L8) é um módulo irredutível.

• Usando o Teorema 2.2.14 vemos que, L3 (respetivamente L1, L4, L5, L2, L6, L8 e L7) éum módulo irredutível que ontém a tabela [L] (respetivamente L(1,0,1), L(0,0,1), L(0,1,0),
L(0,1,1) ,L(1,1,1), L(1,0,2) e L(1,1,2))

• Apliando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin a uma tabela da forma [L](m,n,k) obtemos:
(∗)





E12([L](m,n,k)) = −(m− k)(b+ n− a− k)[L](m,n,k+1)

E21([L](m,n,k)) = [L](m,n,k−1)

E32([L](m,n,k)) =
(m−k)

(a+m−b−n)
[L](m−1,n,k) −

(b+n−a−k)
(a+m−b−n)

[L](m,n−1,k)

E23([L](m,n,k)) =
(−m)(b−a−m)(c−a−m)

(a+m−b−n)
[L](m+1,n,k)

− (a−b−n)(−n)(c−b−n)
(a+m−b−n)

[L](m,n+1,k)

• Vamos ver que L3 é invariante pela ação das fórmulas de Gelfand-Tsetlin. Seja [L](m,n,k) ∈

L3; então m ≤ 0, n ≤ 0 e k ≤ m, apliando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin (∗) obtemosombinações de tabelas em L3 e para os asos m = 0, n = 0 e k = m os oe�ientesdas tabelas [L](1,n,k), [L](m,1,k) e [L](m−1,n,m) (as quais não são tabelas em L3) são zero.Assim L3 é um submódulo de M .
• Agora vamos mostrar que L1, L4 e L5 são invariantes (modulo L3) pela ação das fórmulasde Gelfand-Tsetlin. Se onsideramos [L](m,n,k) ∈ L1 isto é, m > 0, n ≤ 0 e k ≤ m,apliando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin (∗) aos asos m = 1, n = 0 e k = m temos

[L](0,n,k) = 0 modulo L3 e os oe�ientes de [L](m,1,k) e [L](m−1,n,m) são zero. Assim,temos ombinações lineares de tabelas em L1 modulo L3. Se onsideramos [L](m,n,k) ∈ L4(i.e. m ≤ 0, n ≤ 0 e k > m) quando apliamos as fórmulas de Gelfand-Tsetlin aos asos
m = 0, n = 0 e k = m+ 1 obtemos que os oe�ientes de [L](1,n,k) e [L](m,1,k) são zero e
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[L]m,n,m = 0 modulo L3, assim, obtemos ombinações lineares de tabelas em L4 modulo
L3. Considerando [L](m,n,k) ∈ L5 (i.e. m ≤ 0, n > 0 e k ≤ m) quando apliamos asfórmulas de Gelfand-Tsetlin aos asos m = 0, n = 1 e k = m o oe�iente de [L](1,n,k)é zero, [L](m,0,k) = 0 modulo L3 e o oe�iente de [L](m,n,k+1) é zero, obtendo assimombinações lineares de tabelas em L5 modulo L3. Portanto, L1, L4 e L5 são submódulosirredutíveis de M1 :=M/L3.

• Agora vamos mostrar que L2, L6 e L8 são invariantes (modulo L1 ⊕ L4 ⊕ L5) pela açãodas fórmulas de Gelfand-Tsetlin. Seja [L](m,n,k) ∈ L2 (i.e. m ≤ 0, n > 0 e k > m)apliando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin (∗) aos asos m = 0, n = 1 e k = m+ 1 temosque: o oe�iente de [L](1,n,k) é zero, a tabela [L](m,0,k) é zero (modulo L4) e a tabela
[L](m,n,m) é zero (modulo L5), obtendo assim ombinações lineares de tabelas em L2.Seja [L](m,n,k) ∈ L6 (i.e. m > 0, n > 0 e k ≤ m) apliando as fórmulas de Gelfand-Tsetlin (∗) aos asos m = 1, n = 1 e k = m temos que: [L](0,n,k) é zero (modulo L5), atabela [L](m,0,k) é zero (modulo L4) e o oe�iente da tabela [L](m,n,m+1) é zero, portanto,pela ação das fórmulas de Gelfand-Tsetlin obtemos ombinações lineares de tabelas em
L6. Seja [L](m,n,k) ∈ L8 (i.e. m > 0, n ≤ 0 e k > m) quando apliamos as fórmulasde Gelfand-Tsetlin (∗) aos asos m = 1, n = 0 e k = m + 1temos que [L](0,n,k) é zero(modulo L4), o oe�iente da tabela [L](m,1,k) é zero e a tabela [L](m,n,m) é zero (modulo
L1), da onde L8 é invariante pela ação das fórmulas de Gelfand-Tsetlin. Portanto, L2, L6e L8 são submódulos irredutíveis de M2 :=M1/(L1 ⊕ L4 ⊕ L5).

• Finalmente vamos mostrar que L7 é invariante pela ação das fórmulas de Gelfand-Tsetlin(modulo L2⊕L6⊕L8). Seja [L]m,n,k ∈ L7 (i.e. m > 0, n > 0 e k > m) quando apliamosas fórmulas de Gelfand-Tsetlin aos asos m = 1, n = 1 e k = m+1 obtemos [L](0,n,k) = 0(modulo L2), [L](m,0,k) = 0 (modulo L8) e [L](m,n,m) = 0 (modulo L6). Assim, L7 é umsubmódulo irredutível de M3/(L2 ⊕ L6 ⊕ L8).
(7) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 

[L]:= a bzO bloo assoiado om [L] está omposto por 4 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:
L1 = L









m ≤ 0

n > 0



 ;L2 = L









m < 0

n ≤ 0







30 BLOCOS GENÉRICOS 3.1ii) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:
L3 = L








m > 0

n > 0



 ;L4 = L








m ≤ 0

n ≤ 0





-
-

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

L3 →

← L4

iii) Deomposição:
L4 −→ L1

⊕
L2 −→ L3

(8) Para ada t ∈ Z
>0, onsideramos a seguinte tabela:a a-t 

[L]:= a yzO bloo assoiado om [L] está omposto por 3 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:
L1 = L

({
m ≤ −t

)
;L2 = L

({
m > 0

)ii) 1 módulo denso om espaços de peso de dimensão t:
L3 = L

({
−t < m ≤ 0

)iii) Deomposição:
L1 −→ L3 −→ L2

(9) Para ada t ∈ Z
>0 onsideramos a seguinte tabela:
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[L]:= a yaO bloo assoiado om [L] está omposto por 6 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:

L1 = L







m > 0

k ≤ m


 ;L2 = L







m ≤ −t

k > m


ii) Dois módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L3 = L








m > 0

k > m



 ;L4 = L








m ≤ −t

k ≤ m





A
A
A

A
A
A

A
A

A
A

A
AK

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
AK

b b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

L4 →

← L3

iii) Dois módulos om dimensões dos espaços de peso limitadas (no máximo t):
L5 = L








−t < m ≤ 0

k ≤ m



 ;L6 = L








−t < m ≤ 0

k > m





A
A

A
A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b b b b

b b b b b

b bb b b

b b b b b b

b bb b b b

b bbb b b b

b bb bb bb

b bbb b b bb

b bb b b b b b

b bbb b b b b b

b bb b b b b b

t

t

t t

t t

t tt

t tt b bbb

b b bbb

b b bbb

b b b bbb

b b b bbb

b b b b bbb

b b b b bbb

b b b b b bbb

b b b b b bbb

b b b b b b bbb

b b b b b b bb

t

t

t t

t t

t t t

t t t

t t t t

t t t t

L5 →

← L6
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L4 −→ L2

⊕
L5 −→ L1

⊕
L6 −→ L3

(10) Para ada t ∈ Z
>0 onsideramos a seguinte tabela:a a-t 

[L]:= a yyO bloo assoiado om [L] está omposto por 6 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:
L1 = L








m ≤ −t

k ≤ n


 ;L2 = L








m > 0

k > n


ii) Dois módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L3 = L







m ≤ −t

k > n


 ;L4 = L







m > 0

k ≤ n




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

b b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

L4 →

← L3iii) Dois módulos om dimensões dos espaços de peso limitadas (no máximo t):
L5 = L







−t < m ≤ 0

k > n


 ;L6 = L







−t < m ≤ 0

k ≤ n
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A
A
A

A
A

A
A

A
A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b

t

t

t t

t t

t t t

t tt

t ttt

tttt bbbb

bbbbb

bbbbb

bbbbbb

bbbbbb

bbbbbbb

bbbbbbb

bbbbbbbb

bbbbbbb

bbbbbbbb

bbbbbbb

t

t

tt

tt

ttt

ttt

tttt

tttt

L6 →

← L5

iv) Deomposição:
L1 −→ L4

⊕
L6 −→ L3

⊕
L5 −→ L2

(11) Para ada t ∈ Z
>0 onsideramos a seguinte tabela:a a-t b

[L]:= a baO bloo assoiado om [L] está omposto por 12 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:
L1 = L









m ≤ −t

n > 0

k > m


 ;L2 = L









m > 0

n ≤ 0

k ≤ m


ii) 6 módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L3 = L









m ≤ −t

n ≤ 0

k ≤ m


 ;L4 = L









m ≤ −t

n ≤ 0

k > m


 ;L5 = L









m ≤ −t

n > 0

k ≤ m


 ;

L6 = L









m > 0

n > 0

k ≤ m


 ;L7 = L









m > 0

n > 0

k > m


 ;L8 = L









m > 0

n ≤ 0

k > m
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A
A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

L3 →

L7 →

A
A
A

A
A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

← L6

L4 →

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b

b

b b

b b

b b b

b b b

b b b

b b

b b

b

b

b

b

bb

bb

bbb

bbb

bbb

bb

bb

b

b

← L5

L8 →iii) 4 módulos om dimensões dos espaços de peso limitadas (no máximo t):
L10 = L









−t < m ≤ 0

n ≤ 0

k > m


 ;L11 = L









−t < m ≤ 0

n > 0

k ≤ m




A
A
A

A
A

A
A

A
A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b b

b b b

b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b

t

t

t t

tt

b b b b

b b b

b

b b b

b

b b

b

b b

b

b

b b b b

t

t t

t

t

t

← L11

← L10

L9 = L









−t < m ≤ 0

n > 0

k > m


 ;L12 = L









−t < m ≤ 0

n ≤ 0

k ≤ m




A
A
A

A
A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b

b b b b b

b bb b b b

b b b b b b

b bb b b b b

b b b b b b b

t t t

t t t t

t t t t

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

t t t

t t t t

t t t t

← L9

L12 →iv) Deomposição:
L3 −→ L4

⊕
L5

⊕
L12 −→ L1

⊕
L2

⊕
L10

⊕
L11 −→ L6

⊕
L8

⊕
L9 −→ L7

(12) Para ada t ∈ Z
>0 onsideramos a seguinte tabela:
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[L]:= b abO bloo assoiado om [L] está omposto por 12 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:

L1 = L









m ≤ 0

n > 0

k > m


 ;L2 = L









m > 0

n ≤ −t

k ≤ m


ii) 6 módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L3 = L









m ≤ 0

n ≤ −t

k ≤ m


 ;L4 = L









m ≤ 0

n ≤ −t

k > m


 ;L5 = L









m ≤ 0

n > 0

k ≤ m




L6 = L









m > 0

n > 0

k ≤ m


 ;L7 = L









m > 0

n > 0

k > m


 ;L8 = L









m > 0

n ≤ −t

k > m




A
A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

L3 →

L7 →

A
A
A

A
A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

← L6

L4 →

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b

b

b b

b b

b b b

b b b

b b b

b b

b b

b

b

b

b

bb

bb

bbb

bbb

bbb

bb

bb

b

b

← L5

L8 →iii) 4 módulos om dimensões dos espaços de peso limitadas (no máximo t):
L10 = L








m ≤ 0

−t < n ≤ 0

k > m


 ;L12 = L








m > 0

−t < n ≤ 0

k ≤ m
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A
A
A

A
A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-
b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

t t t

t t t t

t t t t

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

t t t

t t t t

t t t t

L12 →

← L10

L11 = L








m > 0

−t < n ≤ 0

k > m


 ;L9 = L








−t < n ≤ 0

m ≤ 0

k ≤ m




A
A
A

A
A

A
A

A
A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b

t t t t

t t t

t t t

t t

bbbb

bbbbb

bbbbb

bbbbbb

bbbbb

ttt

ttt

tt

← L11

← L9iv) Deomposição:
L3 −→ L2

⊕
L4

⊕
L9 −→ L5

⊕
L8

⊕
L10

⊕
L12 −→ L1

⊕
L6

⊕
L11 −→ L7

(13) Para ada t ∈ Z
>0 onsideramos a seguinte tabela:a a-t b

[L]:= a bzO bloo assoiado om [L] está omposto por 6 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão in�nita:
L1 = L








m ≤ −t

n > 0


 ;L2 = L








m > 0

n ≤ 0






3.1 DESCRIÇ�O DOS BLOCOS GENÉRICOS 37ii) Dois módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:
L4 = L








m > 0

n > 0



 ;L3 = L








m ≤ −t

n ≤ 0





-

-

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

L4 →

← L3iii) Dois módulos om dimensões dos espaços de peso limitadas (no máximo t):
L5 = L








−t < m ≤ 0

n ≤ 0



 ;L6 = L








−t < m ≤ 0

n > 0





A
A
A

A
A

A
A

A
A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

t t t t t t t t t

t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t t t t

L6 →

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t t t t

← L5

iv) Deomposição:
L3 −→ L1

⊕
L5 −→ L2

⊕
L6 −→ L4
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Capítulo 4Fórmulas de Gelfand-Tsetlin SingularesNo apítulo anterior foi feita uma desrição dos bloos genérios, mas o nosso objetivo prini-pal, que é a lassi�ação de todos os módulos de Gelfand-Tsetlin irredutíveis para sl(3) ainda estálonge. Os módulos de dimensão �nita não podem ser enaixados em nenhum bloo genério, alémdisso, em [F86℄ são dados exemplos de módulos de Gelfand-Tsetlin sobre sl(3) om arateres deGelfand-Tsetlin de dimensão 2; mas nos módulos desritos até agora, ada aráter é de dimensão
1 e admite uma únia extensão a um módulo irredutível. O nosso prinipal impedimento é que asfórmulas de Gelfand-Tsetlin não podem ser apliadas em tabelas rítias.Neste apítulo vamos obter, a partir das fórmulas de Gelfand-Tsetlin, fórmulas para a ação de
gl(3) em tabelas singulares (tabelas tais que l21 − l22 ∈ Z).4.1 Tabelas derivadasPodemos expressar as tabelas singulares omo limite de tabelas genérias omo segue:

[L](m,n,k) := [L](x, x)(m,n,k) := lim
y→x

[L](x, y)(m,n,k)onde
a b c

[L](m,n,k)(x, y):=x+m y + n

z + kDe�nição 4.1.1. Para ada m,n, k ∈ Z, vamos de�nir tabelas derivadas omo o seguinte limiteformal:
[L]′(m,n,k) := lim

y→x

(
[L](x, y)(m,n,k) − [L](x, y)(n,m,k)

x− y

)Proposição 4.1.2. Sejam [L] := [L](m,n,k) = [L](x, x)(m,n,k) uma tabela singular e [L]′ :=

[L]′(m,n,k) a tabela de�nida anteriormente. Se o aráter de Gelfand-Tsetlin assoiado om [L]é χ então, [L]′ tem o mesmo aráter de Gelfand-Tsetlin.39



40 FÓRMULAS DE GELFAND-TSETLIN SINGULARES 4.1Demonstração. Lembremos que se [T ] é uma tabela em um bloo genério, os geradores de Γ agemem [T ] omo:




c11([T ]) = z[T ]

c21([T ]) = (x+ y + 1)[T ]

c22([T ]) = γ22(x+m, y + n)[T ] := ((x+m)2 + (y + n)2 + x+m+ y + n)[T ]

c31([T ]) = γ33(a, b, c).[T ] := (a+ b+ c+ 3)[T ]

c32([T ]) = γ32(a, b, c).[T ] := (a2 + b2 + c2 + 2a+ 2b+ 2c+ 1)[T ]

c33([T ]) = γ33(a, b, c).[T ] := (a3 + b3 + c3 + 4a2 + 4b2 + 4c2 + a+ b+ c+ 2)[T ]Então, quando passamos no limite y → x, para tabelas da forma [L] := [L](x, x)(m,n,k) osgeradores de Γ agem omo:




c11([L]) = (z + k)[L]

c21([L]) = (2x+m+ n+ 1)[L]

c22([L]) = γ22(x+m,x+ n)[L] := ((x+m)2 + (x+ n)2 + (2x+m+ n))[L]

c31([L]) = γ33(a, b, c).[L] := (a+ b+ c+ 3)[L]

c32([L]) = γ32(a, b, c).[L] := (a2 + b2 + c2 + 2a+ 2b+ 2c+ 1)[L]

c33([L]) = γ33(a, b, c).[L] := (a3 + b3 + c3 + 4a2 + 4b2 + 4c2 + a+ b+ c+ 2)[L]Para i = 1, 2, 3 temos que:
c3i[L]

′ = lim
y→x

(
c3i[L](x, y)(m,n,k) − c3i[L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= γ3i(a, b, c) lim
y→x

(
[L](x, y)(m,n,k) − [L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= γ3i(a, b, c)[L]
′
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c21[L]

′ = lim
y→x

(
c21[L](x, y)(m,n,k) − c21[L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= lim
y→x

(
(x+m+ y + n+ 1)[L](x, y)(m,n,k) − (x+ n+ y +m+ 1)[L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= lim
y→x

(x+m+ y + n+ 1)

(
[L](x, y)(m,n,k) − [L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= (2x+m+ n+ 1)[L]′

c11[L]
′ = lim

y→x

(
c11[L](x, y)(m,n,k) − c11[L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= (z + k) lim
y→x

(
[L](x, y)(m,n,k) − [L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= (z + k)[L]′

c22[L]
′ = lim

y→x

(
c22[L](x, y)(m,n,k) − c22[L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= lim
y→x

(
γ22(x+m, y + n)[L](x, y)(m,n,k) − γ22(x+ n, y +m)[L](x, y)(n,m,k)

x− y

)

= lim
y→x

γ22(x+ n, y +m)

(
[L](x, y)(m,n,k) − [L](x, y)(n,m,k)

x− y
+

2(x− y)(m− n)[L](x, y)(m,n,k)

x− y

)

= γ22(x+ n, x+m)[L]′ + 2(m− n)[L].Portanto, (c22 − γ22(x+m,x+ n))2([L]′) = 0; pois c22[L] = γ22(x+m,x+ n)[L].4.2 Fórmulas de Gelfand-Tsetlin singularesGraças à introdução das tabelas derivadas, agora é possível usar as fórmulas de Gelfand-Tsetlin para desrever a ação de gl(3) em tabelas rítias (tabelas om x = y). De fato, vamosdar fórmulas explíitas para a ação de gl(3) em tabelas da forma [L](m,n,k), onde [L] é uma tabelarítia qualquer a b 
[L]:= x xz

• e21([L](m,n,k)) = [L](m,n,k−1).
• e12([L](m,n,k)) = −(x+m− z − k)(x+ n− z − k)[L](m,n,k+1).
• e31([L](m,n,k)) =




[L]′(m−1,m,k−1) se n = m

1
m−n

(
[L](m−1,n,k−1) − [L](m,n−1,k−1)

) se m 6= n
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• e32([L](m,n,k)) =




[L](m−1,m,k) + (x+m− z − k)[L]′(m−1,m,k) se m = n

x+m−z−k
m−n

[L](m−1,n,k) −
x+n−z−k

m−n
[L](m,n−1,k) se m 6= n

• e23([L](m,n,k)) =



-((a-x-m)(b-x-m)+(a-x-m)(-x-m)+(b-x-m)(-x-m))[L](m,m+1,k)-(a-x-m)(b-x-m)(-x-m)[L]′(m,m+1,k) se m = n

(a−x−m)(b−x−m)(c−x−m)
(m−n) [L](m+1,n,k) −

(a−x−n)(b−x−n)(c−x−n)
(m−n) [L](m,n+1,k) se m 6= n

• e13([L](m,n,k)) =



({(a-x-m)(b-x-m)+(a-x-m)(-x-m)+(b-x-m)(-x-m)}(x+m-z-k)
+(a-x-m)(b-x-m)(-x-m))[L](m+1,m,k+1)−(a-x-m)(b-x-m)(-x-m)(x+m-z-k)[L]′(m+1,m,k+1) se n = m

− (a−x−m)(b−x−m)(c−x−m)(x+n−z−k)
(m−n) [L](m+1,n,k+1)

+ (a−x−n)(b−x−n)(c−x−n)(x+m−z−k)
(m−n) [L](m,n+1,k+1) se m 6= nPela de�nição das tabelas derivadas, temos que [L]′(m,m,k) := 0. Portanto, vamos onsiderar

m 6= n; a ação de gl(3) nas tabelas derivadas induzida pelas fórmulas de Gelfand-Tsetlin é dadapor:
• e21([L]

′
(m,n,k)) = [L]′(m,n,k−1).

• e12([L]
′
(m,n,k)) = −(x+m− z − k)(x+ n− z − k)[L]′(m,n,k+1)+

(m− n)[L](m,n,k+1).
• e31([L]

′
(m,n,k)) =

1
m−n

(
[L]′(m−1,n,k−1) − [L]′(m,n−1,k−1)

)
−

2
(m−n)2

(
[L](m−1,n,k−1) − [L](m,n−1,k−1)

).
• e32([L]

′
(m,n,k)) =

x+m−z−k
m−n

[L]′(m−1,n,k) −
x+n−z−k

m−n
[L]′(m,n−1,k)(

1
m−n

− 2(x+m−z−k)
(m−n)2

)
[L](m−1,n,k) −

(
1

n−m
− 2(x+n−z−k)

(n−m)2

)
[L](m,n−1,k).

• e23([L]
′
(m,n,k)) = − (a−x−m)(b−x−m)(c−x−m)

n−m
[L]′(m+1,n,k)−

(a−x−n)(b−x−n)(c−x−n)
m−n

[L]′(m,n+1,k)−(
(a−x−n)(b−x−n)+(a−x−n)(c−x−n)+(b−x−n)(c−x−n)

m−n
− 2 (a−x−n)(b−x−n)(c−x−n)

(m−n)2

)
[L](m,n+1,k)+(

(a−x−m)(b−x−m)+(a−x−m)(c−x−m)+(b−x−m)(c−x−m)
n−m

− 2 (a−x−m)(b−x−m)(c−x−m)
(m−n)2

)
[L](m+1,n,k)

• e13([L]
′
(m,n,k)) = − (a−x−m)(b−x−m)(c−x−m)(x+n−z−k)

m−n
[L]′(m+1,n,k+1)+

(a−x−n)(b−x−n)(c−x−n)(x+m−z−k)
m−n

[L]′(m,n+1,k+1)−

{ {(a−x−m)(b−x−m)+(a−x−m)(c−x−m)+(b−x−m)(c−x−m)}(x+n−z−k)
n−m

+ (a−x−m)(b−x−m)(c−x−m)
n−m

−2 (a−x−m)(b−x−m)(c−x−m)(x+n−z−k)
(m−n)2 }[L] (m + 1, n, k + 1)+
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{ {(a−x−n)(b−x−n)+(a−x−n)(c−x−n)+(b−x−n)(c−x−n)}(x+m−z−k)

m−n
+ (a−x−n)(b−x−n)(c−x−n)

m−n

−2 (a−x−n)(b−x−n)(c−x−n)(x+m−z−k)
(m−n)2 }[L] (m,n + 1, k + 1)Demonstração. Vamos esrever alguns dos alulos, os outros podem ser feitos usando o mesmotipo de argumento.

(I) Se p(r, s, t) := r − t, X := x+m, Y := y + n e Z := z + k podemos reesrever a ação de
E32 em tabelas genérias omo:

E32([L](x, y)(m,n,k)) =
p(X,Y,Z)[L](x, y)(m−1,n,k) − p(Y,X,Z)[L](x, y)(m,n−1,k)

X − YAssim, para tabelas singulares podemos esrever a ação de E32 omo segue:
E32([L](x, x)(m,n,k)) = E32

(
lim
y→x

[L](x, y)(m,n,k)

)
:= lim

y→x
E32([L](x, y)(m,n,k))

= lim
y→x

(
p(X,Y,Z)[L](x, y)(m−1,n,k) − p(Y,X,Z)[L](x, y)(m,n−1,k)

X − Y

)

• Se m 6= n, y → x implia X − Y → m− n 6= 0. Da onde:
E32([L](x, x)(m,n,k)) =
p(x+m,x+n,z+k)[L](x,x)(m−1,n,k)−p(x+n,x+m,z+k)[L](x,y)(m,n−1,k)

m−n

=
(x+m−z−k)[L](x,x)(m−1,n,k)−(x+n−z−k)[L](x,x)(m,n−1,k)

m−n

• No aso m = n, y → x implia Y → X, assim:
E32([L](x, x)(m,m,k)) =

= lim
y→x

(
p(X,Y,Z)([L](x, y)(m−1,m,k) − [L](x, y)(m,m−1,k))

X − Y

)
+

lim
y→x

(p(X,Y,Z)− p(Y,X,Z))[L](x, y)(m,m−1,k)

X − Y

= lim
y→x

(
p(X,Y,Z)

(
[L](x, y)(m−1,m,k) − [L](x, y)(m,m−1,k)

)

x− y

)
+

lim
Y→X

(
p(X,Y,Z)− p(Y, Y, Z) + p(Y, Y, Z)− p(Y,X,Z)

X − Y

)
[L](x, y)(m,m−1,k)

= p(X,X,Z)[L]′(m−1,m,k) −

(
∂p

∂r
(X,X,Z) −

∂p

∂s
(X,X,Z)

)
[L](x, x)(m,m−1,k)

= [L](m−1,m,k) + (x+m− z − k)[L]′(m−1,m,k)Então,
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E32([L](x, x)(m,n,k)) =




[L](m−1,m,k) + (x+m− z − k)[L]′(m−1,m,k) if m = n

x+m−z−k
m−n

[L](m−1,n,k) −
x+n−z−k

m−n
[L](m,n−1,k) if m 6= n

(II) Para m,n, k inteiros �xos de�nimos qm,n(r, s, t) :=
r+m−t−k
r+m−s−n

. Da onde reesrevemos a açãode E32 em tabelas genérias omo:
E32([L](x, y)(m,n,k)) = qm,n(x, y, z)[L](x, y)(m−1,n,k) + qn,m(y, x, z)[L](x, y)(m,n−1,k)Assim, a ação em tabelas derivadas é dada por:

E32([L]
′
(m,n,k)) = E32

(
lim
y→x

(
[L](x, y)(m,n,k) − [L](x, y)(n,m,k)

x− y

))

:= lim
y→x

(
E32([L](x, y)(m,n,k))−E32([L](x, y)(n,m,k))

x− y

)

= lim
y→x

(
1

x− y

)
{qm,n(x, y, z)[L](x, y)(m−1,n,k) + qn,m(y, x, z)[L](x, y)(m,n−1,k)−

− qn,m(x, y, z)[L](x, y)(n−1,m,k) − qm,n(y, x, z)[L](x, y)(n,m−1,k)}

= lim
y→x

(
1

x− y

)
{qm,n(x, y, z)([L](x, y)(m−1,n,k) − [L](x, y)(n,m−1,k))+

(qm,n(x, y, z) − qm,n(y, x, z))[L](x, y)(n,m−1,k)+

qn,m(y, x, z)([L](x, y)(m,n−1,k) − [L](x, y)(n−1,m,k))−

(qn,m(y, x, z) − qn,m(x, y, z))[L](x, y)(n−1,m,k)}

= lim
y→x

{
qm,n(x, y, z)

(
[L](x, y)(m−1,n,k) − [L](x, y)(n,m−1,k)

x− y

)}
+

lim
y→x

{(
qm,n(x, y, z) − qm,n(x, x, z) + qm,n(x, x, z) − qm,n(y, x, z)

x− y

)
[L](x, y)(n,m−1,k)

}
+

lim
y→x

{
qn,m(y, x, z)

(
[L](x, y)(m,n−1,k) − [L](x, y)(n−1,m,k)

x− y

)}
−

lim
y→x

{(
qn,m(y, x, z) − qn,m(x, x, z) + qn,m(x, x, z) − qn,m(x, y, z)

x− y

)
[L](x, y)(n−1,m,k)

}
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= qm,n(x, x, z)[L]

′
(m−1,n,k) +

(
∂qm,n

∂r
(x, x, z)−

∂qm,n

∂s
(x, x, z)

)
[L](x, x)(n,m−1,k)+

qn,m(x, x, z)[L]′(m,n−1,k) +

(
∂qn,m
∂s

(x, x, z) −
∂qn,m
∂r

(x, x, z)

)
[L](x, x)(n−1,m,k)

=
x+m− z − k

m− n
[L]′(m−1,n,k) −

x+ n− z − k

m− n
[L]′(m,n−1,k)+

(
z + k − x− n

(m− n)2
−

(x+m− z − k)

(m− n)2

)
[L](n,m−1,k) −

(
z + k − x−m

(n−m)2
−

(x+ n− z − k)

(n−m)2

)
[L](n−1,m,k)

=
x+m− z − k

m− n
[L]′(m−1,n,k) −

x+ n− z − k

m− n
[L]′(m,n−1,k)+

(
1

m− n
−

2(x+m− z − k)

(m− n)2

)
[L](n,m−1,k) −

(
1

n−m
−

2(x+ n− z − k)

(n −m)2

)
[L](n−1,m,k)

(III)

E31([L]
′
(m,n,k)) = E31

(
lim
y→x

(
[L](x, y)(m,n,k) − [L](x, y)(n,m,k)

x− y

))

:= lim
y→x

(
E31([L](x, y)(m,n,k))− E31([L](x, y)(n,m,k))

x− y

)

= lim
y→x




[L](x,y)(m−1,n,k−1)−[L](x,y)(m,n−1,k−1)

x+m−y−n
−

[L](x,y)(n−1,m,k−1)−[L](x,y)(n,m−1,k−1)

x+n−y−m

x− y




= lim
y→x

1

(x− y)

(
1

x+m− y − n
+

1

x+ n− y −m

)
[L](x, y)(m−1,n,k−1)+

lim
y→x

[L](x, y)(n,m−1,k−1) − [L](x, y)(m−1,n,k−1)

(x+ n− y −m)(x− y)
−

lim
y→x

1

(x− y)

(
1

x+m− y − n
+

1

x+ n− y −m

)
[L](x, y)(n−1,m,k−1)−

lim
y→x

[L](x, y)(m,n−1,k−1) − [L](x, y)(n−1,m,k−1)

(x+m− y − n)(x− y)

=
−2

(m− n)2
[L](m−1,n,k−1) −

[L]′(n,m−1,k−1)

m− n
+

2

(m− n)2
[L](n−1,m,k−1) −

[L]′(m,n−1,k−1)

m− nEstas fórmulas vão ser hamadas de fórmulas de Gelfand-Tsetlin singulares e vamosesreve GTS-fórmulas.Notação 4.2.1. Para tabelas rítias temos que: [L](m,n,k) = [L](n,m,k) e [L]′(m,n,k) = −[L]′(n,m,k).Portanto, é possível usar a onvenção seguinte: a notação [T ](m,n,k) será usada somente quando
m ≤ n e vamos usar [T ]′(m,n,k) quando m > n.



46 FÓRMULAS DE GELFAND-TSETLIN SINGULARES 4.2Para ada tabela rítia [L] de�nimos V[L] omo o espaço vetorial gerado pelo onjunto detabelas:
{[L](m,n,k) : m ≤ n}

⋃
{[L]′(m,n,k) : m > n}Teorema 4.2.2. Se [L] é uma tabela rítia. O espaço V[L] munido om a ação de gl(3) de�nidapelas GTS-fórmulas tem estrutura de gl(3)-módulo.De�nição 4.2.3. Para ada tabela singular [T ] denotamos por χ([T ])(m,n,k) o aráter assoiadoom [T ](m,n,k) e por Θ[T ] o onjunto {χ([T ])(m,n,k) : m,n, k ∈ Z}. O bloo singular de GT assoiadoom [T ] é

Θ([T ]) := {V tal que Supp(V )GT ⊂ Θ[T ]}



Capítulo 5Bloos SingularesPara ada tabela rítia [T ] vamos desrever os módulos irredutíveis no bloo singular assoi-ado om [T ]. Para bloos singulares as desigualdades que vamos onsiderar vão ser subonjuntosdo seguinte onjunto de desigualdades:




m ≤ n; m ≤ −s; n ≤ −s

m > −s; n > −s; m > n

m ≤ −t; m ≤ 0; n ≤ −t

k ≤ m; k ≤ n; n ≤ 0

m > −t; n > −t; m > 0

n > 0; k > m; k > nonde t < s são inteiros positivos.5.1 Desrição dos bloos singularesComo no aso genério, vamos supor que a, b, c, x, y, z são números omplexos que não satis-fazem relações inteiras. A desrição dos bloos genérios vai inluir bases dos módulos irredutíveis,retiulados de pesos om as orrespondentes multipliidades dos espaços de peso e deomposição.
(C1) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 

[T ]= x xzO bloo assoiado om [T ] está omposto por 1 módulo irredutível om espaços de peso dedimensão in�nita e a base é dada por:
{[L](m,n,k) : m,n, k ∈ Z} := {[L](m,n,k) : m ≤ n}

⋃
{[L]′(m,n,k) : m > n}47
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(C2) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 

[T ]= x xxO bloo assoiado om [T ] está omposto por 2 módulos irredutíveis om espaços de pesode dimensão in�nita. As bases dos diferentes módulos irredutíveis no bloo são:
L1 = L







m ≤ n

k ≤ n

⋃



m > n

k ≤ n


 ;L2 = L







m ≤ n

k > n

⋃



m > n

k > n


Com deomposição:

L1 −→ L2

(C3) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 
[T ]= a azO bloo assoiado om [T ] está omposto por 2 módulos irredutíveis om espaços de pesode dimensão in�nita. As bases dos diferentes módulos irredutíveis no bloo são:

L1 = L







m ≤ n

m ≤ 0

⋃



m > n

m ≤ 0


 ;L2 = L







m ≤ n

m > 0

⋃



m > n

m > 0


Com deomposição:

L1 −→ L2

(C4) Se onsideramos a seguinte tabela: a b 
[T ]= a aaO bloo assoiado om [T ] está omposto por 6 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:



5.1 DESCRIÇ�O DOS BLOCOS SINGULARES 49i) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:
L1 = L









































m ≤ n

m ≤ 0

n > 0

k ≤ m

⋃















m ≤ n

n ≤ 0

k ≤ n

⋃















m > n

m ≤ 0

k ≤ n















;L2 = L





























m ≤ n

m > 0

k > n

⋃















m > n

n > 0

k > n

⋃



























m > n

m > 0

n ≤ 0

k > m















A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b

L1 →

← L2

L3 = L








m ≤ n

m ≤ 0

k > n

⋃




m > n

m ≤ 0

k > n


 ;L4 = L








m ≤ n

m > 0

k ≤ n

⋃




m > n

m > 0

k ≤ n




A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b

L4 →

← L3

ii) Dois módulos isomorfos om dimensões dos espaços de peso in�nitas:
L5 = L








m ≤ n

m ≤ 0

n > 0

m < k ≤ n




∼= L








m > n

n ≤ 0

m > 0

n < k ≤ m




= L′
5iii) Deomposição:

L1 −→ L5 −→ L3

⊕
L4 −→ L′

5 −→ L2

(C5) Para ada t ∈ Z
>0, vamos onsiderar a tabela:
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[T ]= a aaO bloo assoiado om [T ] está omposto por 16módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om dimensões dos espaços de peso limitadas:

L1 := L









































m ≤ n

−t < m ≤ 0

n > −t

m < k ≤ n















∼= L









































m > n

−t < n ≤ 0

m > −t

n < k ≤ m















= L
′

1
;L2 := L









































m ≤ n

m ≤ −t

−t < n ≤ 0

m < k ≤ n















∼= L









































m > n

n ≤ −t

−t < m ≤ 0

n < k ≤ m















= L
′

2

L5 := L





























m ≤ n

−t < m ≤ 0

k ≤ m

⋃



























m > n

−t < m ≤ 0

n ≤ −t

k ≤ n















;L6 := L





























m ≤ n

−t < m ≤ 0

k > n

⋃



























m > n

−t < m ≤ 0

n ≤ −t

k > m















A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

b

b b

b b b

b b b b

b

b b

b b b

b b b b

L1 →

L2 →

b b

b b

b b b

b b b

b b b b

b b b b

b b b b

b b b

b b b

b b

b b

bb

bb

bbb

bbb

bbbb

bbbb

bbbb

bbb

bbb

bb

bb

L5 →

← L6

ii) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:
L3 := L









m ≤ n

m ≤ −t

n > 0

k ≤ m




∼= L









m > n

n ≤ −t

m > 0

k ≤ n




= L′
3; L8 := L









m ≤ n

m ≤ −t

n ≤ 0

k > n

⋃





m > n

m ≤ −t

k > n




;

L10 := L









m ≤ n

m ≤ −t

−t < n ≤ 0

k ≤ m

⋃





m ≤ n

n ≤ −t

k ≤ n

⋃





m > n

m ≤ −t

k ≤ n
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A
A

A
A

A
A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b

b b b b b

b bb b b b

b b b b b b

b bb b b b b

b b b b b b b

1 11 1 1

2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

4 4 4 3 2 1

5 5 5 4 3 2 1

6 6 5 4 3 2 1

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3

1 2 3 4 4 4

1 2 3 4 5 5 5

1 2 3 4 5 6 6

b b

b b b

b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b

b b b b

b b b

b b b

b b

4 3 2 1

4 3 2 1

3 2 1

3 2 1

2 1

5 4 3 2 1

4 3 2 1

4 3 2 1

3 2 1

3 2 1

2 1

L10 →

L8 →

L3 →

L4 := L









m ≤ n

m ≤ −t

n > 0

k > n




∼= L









m > n

n ≤ −t

m > 0

k > m




= L′
4; L7 := L









m ≤ n

m > 0

k ≤ n

⋃






m > n

m > 0

n > −t

k ≤ n




L9 := L








m ≤ n

m > 0

k > n

⋃





m > n

m > 0

−t < n ≤ 0

k > m

⋃




m > n

n > 0

k > n




A
A

A
A

A
A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

A
A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b

b b b b b

b bb b b b

b b b b b b

b bb b b b b

b b b b b b b

1 11 1 1

2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

4 4 4 3 2 1

5 5 5 4 3 2 1

6 6 5 4 3 2 1

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3

1 2 3 4 4 4

1 2 3 4 5 5 5

1 2 3 4 5 6 6 bb

bbb

bbb

bbbb

bbbb

bbbbb

bbbb

bbbb

bbb

bbb

bb

4321

4321

321

321

21

54321

4321

4321

321

321

21

L7 → L9 →

L4 →

iii) Dois módulos isomorfos om dimensões dos espaços de peso in�nitas:
L11 := L








m ≤ n

m ≤ −t

n > 0

m < k ≤ n




∼= L








m > n

n ≤ −t

m > 0

n < k ≤ m




= L′
11iv) Deomposição:

L10 −→ L2
⊕
L3 −→ L5

⊕
L8
⊕
L11 −→ L1

⊕
L′
2

⊕
L′
3

⊕
L4 −→ L6

⊕
L7
⊕
L′
11 −→

L′
1

⊕
L′
4 −→ L9

(C6) Se onsideramos a seguinte tabela:
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[L]= a azO bloo assoiado om [T ] está omposto por 5 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L1 = L








m ≤ n

m > 0

⋃






m > n

m > 0

n > −t


 ;L2 = L









m ≤ n

m ≤ −t

n ≤ 0

⋃




m > n

m ≤ −t




A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-
b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

← L1

L2 →ii) 1 módulo denso om espaços de peso de dimensão t:
L3 = L









m ≤ n

−t < m ≤ 0

⋃




m > n

−t < m ≤ 0



iii) Dois módulos isomorfos om dimensões dos espaços de peso in�nitas:
L4 = L









m ≤ n

m ≤ −t

n > 0


 ∼= L









m > n

n ≤ −t

m > 0


 = L′

4iv) Deomposição:
L2 −→ L4 −→ L3 −→ L′

4 −→ L1

(C7) Se onsideramos a seguinte tabela: a a 
[L]= a aa



5.1 DESCRIÇ�O DOS BLOCOS SINGULARES 53(Aqui é permitido c = a). O bloo assoiado om [T ] está omposto por 10 módulos irre-dutíveis. As bases dos diferentes módulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:
L1 = L








m ≤ n

n ≤ 0

k ≤ n

⋃




m > n

m ≤ 0

k ≤ n


 ;L3 = L








m ≤ n

n ≤ 0

k > n

⋃




m > n

m ≤ 0

k > n


 ;

L5 = L









m ≤ n

m ≤ 0

n > 0

k ≤ m




∼= L









m > n

n ≤ 0

m > 0

k ≤ n




= L′
5
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A

A
A
A

A
A

A
A

AAK
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-
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A
A

A
A

A
A

A
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�
�
���

-

A
A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b

b b b b b

b bb b b b

b b b b b b

b bb b b b b

b b b b b b b

1 11 1 1

2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

4 4 4 3 2 1

5 5 5 4 3 2 1

6 6 5 4 3 2 1

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3

1 2 3 4 4 4

1 2 3 4 5 5 5

1 2 3 4 5 6 6

b b

b b b

b b b

b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b

b b b b

b b b

b b b

b b

4 3 2 1

4 3 2 1

3 2 1

3 2 1

2 1

5 4 3 2 1

4 3 2 1

4 3 2 1

3 2 1

3 2 1

2 1

L1 →

L3 →

L5 →

L2 = L









m ≤ n

m > 0

k > n

⋃





m > n

n > 0

k > n


 ; L4 = L









m ≤ n

m > 0

k ≤ n

⋃





m > n

n > 0

k ≤ n


 ;

L6 = L








m ≤ n

m ≤ 0

n > 0

k > n




∼= L








m > n

n ≤ 0

m > 0

k > m




= L′
6
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A
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A

A
A

A
A

AAK
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-
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A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
AAK
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�
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-

A
A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-b b b b b

b b b b b

b bb b b b

b b b b b b

b bb b b b b

b b b b b b b

1 11 1 1

2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

4 4 4 3 2 1

5 5 5 4 3 2 1

6 6 5 4 3 2 1

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b b

b b b b b b b

1 1 1 1 1

1 2 2 2 2

1 2 3 3 3 3

1 2 3 4 4 4

1 2 3 4 5 5 5

1 2 3 4 5 6 6 bb

bbb

bbb

bbbb

bbbb

bbbbb

bbbb

bbbb

bbb

bbb

bb

4321

4321

321

321

21

54321

4321

4321

321

321

21

L4 → L2 →

L6 →

ii) Dois módulos isomorfos om dimensões dos espaços de peso in�nitas:
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L7 = L









m ≤ n

m ≤ 0

n > 0

m < k ≤ n




∼= L









m > n

n ≤ 0

m > 0

n < k ≤ m




= L′
7iii) Deomposição:

L1 −→ L3

⊕
L5 −→ L7 −→ L′

5

⊕
L6 −→ L′

7 −→ L4

⊕
L′
6 −→ L2

(C8) Se onsideramos a seguinte tabela: a a 
[L]= a azO bloo assoiado om [T ] está omposto por 4 módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L1 = L








m ≤ n

n ≤ 0

⋃




m > n

m ≤ 0


 ;L2 = L








m ≤ n

m > 0

⋃




m > n

n > 0




A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-

-b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

L1 →

← L2

ii) Dois módulos isomorfos om dimensões dos espaços de peso in�nitas:
L3 = L








m ≤ n

m ≤ 0

n > 0


 ∼= L








m > n

n ≤ 0

m > 0


 = L′

3iii) Deomposição:
L1 −→ L3 −→ L′

3 −→ L2
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(C9) Para ada s, t ∈ Z

>0 tais que t < s, onsideramos a seguinte tabela:a a-t a-s
[L]= a azO bloo assoiado om [T ] está omposto por 10módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:

L1 = L








m ≤ n

m ≤ −s

n ≤ −t

⋃





m > n

m ≤ −s

n ≤ −t


 ;L2 = L








m ≤ n

m > 0

n > 0

⋃





m > n

m > 0

n > −t




-

-

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

← L2

L1 →

ii) Módulos om espaços de peso de grau t:
L3 = L









m ≤ n

−t < m ≤ 0

n > −t

⋃






m > n

−t < m ≤ 0

−s < n ≤ −t


 ;L4 = L









m ≤ n

m ≤ −s

−t < n ≤ 0


 ∼= L









m > n

n ≤ −s

−t < m ≤ 0


 = L′

4

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-
-

b b b b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

← L3

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

L4 →iii) Módulos om espaços de peso de grau (s− t):
L5 = L









m ≤ n

−s < m

m ≤ −t

n > 0




∼= L









m > n

−s < n

n ≤ −t

m > 0




= L′
5;L6 = L









m ≤ n

−s < m ≤ −t

n ≤ 0

⋃






m > n

−s < m ≤ −t

n ≤ −s
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A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

AAK

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
���

-
-

b b b b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

← L5

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b b

b b b b b

b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

L6 →iv) Dois módulos isomorfos om espaços de peso de dimensão in�nita:
L7 = L








m ≤ n

m ≤ −s

n > 0


 ∼= L








m > n

n ≤ −s

m > 0


 = L′

7v) Deomposição:
L1 −→ L4 −→ L6

⊕
L7 −→ L5

⊕
L′
4 −→ L′

7

⊕
L3 −→ L′

5 −→ L2

(C10) Sejam t, s ∈ Z
≥0 om t < s. O bloo determinado pela seguinte tabela ontém uma opiado módulo de dimensão �nita om peso máximo λ = (t− 1, s− t− 1).a a-t a-s

[T ]= a aaO bloo assoiado om [T ] está omposto por 32módulos irredutíveis. As bases dos diferentesmódulos irredutíveis no bloo são:i) Dois módulos isomorfos de dimensão �nita:
L0 = L









m ≤ n

−s < m ≤ −t

−t < n ≤ 0

m < k ≤ n




∼= L









m > n

−s < n ≤ −t

−t < m ≤ 0

n < k ≤ m




= L′
0ii) Módulos om espaços de peso de grau t:

L1 = L









































m ≤ n

−t < m ≤ 0

n > 0

k ≤ m

⋃



























m ≤ n

−t < m ≤ 0

n ≤ 0

k ≤ n

⋃



























m > n

−t < m ≤ 0

−s < n ≤ 0

k ≤ n

















5.1 DESCRIÇ�O DOS BLOCOS SINGULARES 57
L2 = L





























m ≤ n

−t < m ≤ 0

k > n

⋃



























m > n

−t < m ≤ 0

−s < n ≤ 0

k > m















;L3 = L









































m ≤ n

−t < m ≤ 0

n > 0

m < k ≤ n















∼= L









































m > n

−t < n ≤ 0

m > 0

n < k ≤ m















= L
′

3

L4 = L









































m ≤ n

m ≤ −s

−t < n ≤ 0

k ≤ m















∼= L









































m > n

n ≤ −s

−t < m ≤ 0

k ≤ n















= L
′

4
;L5 = L









































m ≤ n

m ≤ −s

−t < n ≤ 0

k > n















L
′

5
:= L









































m > n

n ≤ −s

−t < m ≤ 0

k > m















;L6 = L









































m ≤ n

m ≤ −s

−t < n ≤ 0

m < k ≤ n















∼= L









































m > n

n ≤ −s

−t < m ≤ 0

n < k ≤ m















= L
′

6
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A
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- -
- - -

A
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AK
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A
A
AK

AAK
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�
�
��

���

b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

L3 ↓

L1 →

L4 → ← L5

← L2

L6 ↑iii) Módulos om espaços de peso de grau s− t

L7 = L









































m ≤ n

−s < m ≤ −t

n > 0

k ≤ m















∼= L









































m > n

−s < n ≤ −t

m > 0

k ≤ n















= L
′

7
;L8 = L









































m ≤ n

−s < m ≤ −t

n > 0

k > n















L
′

8
:= L









































m > n

−s < n ≤ −t

m > 0

k > m















;L9 = L









































m ≤ n

−s < m ≤ −t

n > 0

m < k ≤ n















∼= L









































m > n

−s < n ≤ −t

m > 0

n < k ≤ m















= L
′

9

L10 = L























m ≤ n

−s < n ≤ −t

m < k ≤ n









∼= L























m > n

−s < m ≤ −t

n < k ≤ m









= L
′

10
;L11 = L









































m ≤ n

−s < m ≤ −t

n ≤ 0

k ≤ m

⋃















m > n

−s < m ≤ −t

k ≤ n















L12 = L









































m ≤ n

−s < m ≤ −t

n ≤ 0

k > n

⋃



























m > n

−s < m ≤ −t

n ≤ −s

k > m

⋃



























m > n

−s < m ≤ −t

n > −s

k > m
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A

A
A
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A
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A

AAK
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A
AK

AAK
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�
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b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b b b b

L7 →

L11 → ← L12

← L8

L9 ↓

L10 ↑iv) Módulos om espaços de peso de dimensão �nita, mas não limitada:
L13 = L









































m ≤ n

m ≤ −s

−s < n ≤ −t

k ≤ m

⋃















m ≤ n

n ≤ −s

k ≤ n

⋃















m > n

m ≤ −s

k ≤ n















L16 = L









































m ≤ n

m ≤ −s

n ≤ −t

k > n

⋃















m > n

m ≤ −s

k > n















;L17 = L









































m ≤ n

m ≤ −s

n > 0

k ≤ m















∼= L









































m > n

n ≤ −s

m > 0

k ≤ n















= L
′
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-
b b b b

b bb b b

b b b b b

b bb b b b

b b b b b b

1 1 1 1

2 2 2 2 1
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5.2 TEOREMA DE CLASSIFICAÇ�O 59v) Dois módulos isomorfos om dimensões dos espaços de peso in�nitas:
L19 = L
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= L′
19vi) Deomposição:

L13 −→ L4

⊕
L10 −→ L6

⊕
L11

⊕
L16

⊕
L17 −→ L0

⊕
L′
4

⊕
L5

⊕
L7

⊕
L′
10

⊕
L19

−→ L1

⊕
L′
6

⊕
L9

⊕
L12

⊕
L′
17

⊕
L18 −→ L′

0

⊕
L3

⊕
L′
5

⊕
L′
7

⊕
L8

⊕
L′
19 −→

L2

⊕
L′
9

⊕
L15

⊕
L′
18 −→ L′

3

⊕
L′
8 −→ L145.2 Teorema de Classi�açãoNeste ponto já é possível enuniar o Teorema de lassi�ação dos sl(3)-módulos de Gelfand-Tsetlin irredutíveis.Teorema 5.2.1. Cada sl(3)-módulo de Gelfand-Tsetlin irredutível admite uma realização portabelas om ação de sl(3) dada pelas fórmulas de Gelfand-Tsetlin se o módulo admite arátergenério ou pelas fórmulas de Gelfand-Tsetlin singulares se o módulo admite arateres singulares.Para a demonstração vamos usar os resultados da Seção 2.5.Depois da desrição dos bloos genérios e singulares, dado um aráter χ foram onstruídasextensões irredutíveis de χ em alguma das seguintes situações:

(1) χ admite duas extensões irredutíveis não isomorfas e dim(Vχ) = 1 para ada extensão irre-dutível V .
(2) χ admite uma extensão irredutível V tal que para ada aráter χ′ ∈ Γ∗, dim(Vχ) ≤ 1 e Vnão admite arateres rítios.
(3) χ admite uma únia extensão irredutível V tal que dim(Vχ) = 2.
(4) χ é um aráter rítio e temos uma únia extensão irredutível.No aso da situação (1), não pode ter mais extensões irredutíveis pelo Teorema 2.5.1.Vamos ver para ada uma das situações (2), (3) e (4) que o módulo de tabelas que foi desritoe satisfaz tais ondições é de fato o únio tal que Vχ 6= 0.I) Para arateres na situação (2), a extensão V é um módulo regular e assim o Teorema 2.5.8garante a uniidade.II) Para arateres na situação (4), o Teorema 2.5.9 garante a uniidade.



60 BLOCOS SINGULARES 5.2Agora vamos mostrar que para extensões de arateres na situação (3) que existe um aráterrítio χ′ tal que toda extensão irredutível de χ satisfaz Vχ′ 6= 0, o qual implia a uniidade nasituação (3).Lema 5.2.2. Seja χ um aráter de Gelfand-Tsetlin e V uma extensão irredutível de χ tal que
dim(Vχ) = 2. Então existe um aráter rítio χ′ tal que Wχ′ 6= 0 para ada extensão irredutívelde χ.Demonstração. Seja χ assoiado om o peso λ, omo dim(Vχ) = 2, os diferentes autovalores de
Aλ formam uma adeia onetada não-regular [F86℄.

• Se a adeia é rítia, pelo Teorema 2.5.6, os diferentes autovalores de Aλ podem ser ordenadosda seguinte maneira:
{µ1, µ2, . . .},onde µ1+1 = µ2, a multipliidade de µ1 é 1 e se a multipliidade de µi é 1 para i > 1 então amultipliidade de µi+1 é também 1. Portanto, no módulo V existe um autovetor rítio, queseria o assoiado om o autovalor µ1 tem multipliidade 1. Seja então χ′ o aráter rítioassoiado. Assim, ada extensão irredutível de χ admite o aráter rítio χ′.

• Se a adeia onetada é degenerada, pelo Teorema 2.5.6, é possível ordenar os diferentesautovalores de Aλ da seguinte forma:
{µ1, µ2, . . .},onde µ1 = −1

4(λ(h1)
2 − 2λ(h1)), e se a multipliidade de µi é 1 então a multipliidade de

µi+1 é também 1. Portanto, no módulo V existe um vetor v assoiado om o autovalor µ1 e
µ1 tem multipliidade 2. Se χ̃ é o aráter assoiado om v, temos dim(Vχ) = 2. É possívelveri�ar que existe um operador f ∈ {e23, e32, e31, e13} que age injetor em Vχ para adamódulo irredutível que ontem v, se f(v) tem peso µ, os autovalores de Aµ formam umaadeia rítia, e temos um aráter χ de dimensão 2 em uma adeia rítia. Assim, estamosna situação da primeira parte do Lema.



Capítulo 6Funtor de Loalização para Módulos de Gelfand-TsetlinNeste apítulo vamos usar o funtor de loalização omo ferramenta para relaionar os sl(3)-módulos de Gelfand-Tsetlin irredutíveis. Aproveitando que temos uma desrição explíita das basespara ada módulo irredutível, vamos veri�ar que ada sl(3)-módulo de Gelfand-Tsetlin irredutívelpode ser obtido a partir de módulos de peso máximo usando loalização torida e quoientes1.6.1 Funtor de LoalizaçãoNesta seção vamos relembrar a onstrução da loalização e loalização torida para módulossobre a álgebra gl(n) e desrever algumas das suas prinipais propriedades.Sejam g = gl(n) e U = U(g) a álgebra envolvente universal de g. Para ada α ∈ Φ+, oonjunto multipliativo Fα := {fnα : n ∈ Z
≥0} satisfaz as ondições para a loalização de Ore2pois o operador ad(fα) age loalmente nilpotente em U . Seja Uα a loalização de U relativa a Fα.Para ada U -módulo M vamos denotar por Dα(M) a loalização na direção α de M , de�nidaomo Dα(M) = Uα

⊗
U M . Vamos listar algumas das propriedades de Dα.

• Se fα é injetor em M , então M é um submódulo de Dα(M).
• fα age injetivamente em Dα(M) e D2

α(M) = Dα(M)

• Se fα age injetivamente em M , então fα é bijetivo em M se, e somente se, Dα(M) =M .
• Se [fα, fβ] = 0 e fα, fβ agem injetivamente em M , então DαDβ(M) = DβDα(M).Agora vamos relembrar a de�nição de onjugação generalizada em Uα introduzida em [Ma00℄.Para x ∈ C e u ∈ Uα temos

Θx(u) :=

∞∑

i=0

(
x

i

)
ad(fα)

i(u)f−i
α1Para módulos de peso om espaços de peso de dimensão �nita, vide [Ma00℄.2Se R é uma álgebra assoiativa (não neessariamente omutativa) e S é um subonjunto multipliativo, umelemento s ∈ S satisfaz as ondições de loalização de Ore, se para ada r ∈ R, existem s′, s′′ ∈ S, r′, r′′ ∈ R taisque sr′ = rs′ e r′′s = rs′′. O onjunto multipliativo S satisfaz as ondições de loalização de Ore se ada s ∈ Ssatisfaz as ondições. 61



62 FUNTOR DE LOCALIZAÇ�O PARA MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 6.2onde (x
i

)
:= x(x−1)...(x−i+1)

i! . Dado que ad(fα) é loalmente nilpotente em Uα, a soma anterior é�nita. Note também que para x ∈ Z temos que Θx(u) = fxαuf
−x
α . Para um Uα-módulo M vamosdenotar por Φx

αM o Uα-módulo M torido pela ação
u · vx := (Θx(u) · v)

x,onde u ∈ Uα, v ∈ M e vx é o elemento v onsiderado omo elemento de Φx
αM . Em partiular,

vx ∈ Mλ+xα para qualquer v ∈ Mλ. Dado que vn = f−n
α · v para qualquer n ∈ Z, é onvenienteesrever fxα · v := v−x para ada x ∈ C.Lema 6.1.1. Na ategoria de Uα-módulos temos:i) Φx

α = Id para qualquer x ∈ Z.ii) Φx
α ◦ Φy

α = Φx+y
α para ada x, y ∈ C. Em partiular, Φx

α ◦ Φ−x
α = Φ−x

α ◦ Φx
α = Id para ada

x ∈ C.iii) fxα · (f yα · v) = fx+y
α · v para ada x, y ∈ C.iv) fxα · (u · (f−x

α · v)) = Θx(u) para ada x ∈ C.De agora em diante vamos esrever Dx
αM := Φx(DαM) e vamos hamar de loalização toridado módulo M .6.2 Operadores injetores e sobrejetoresAntes de omeçar a trabalhar om loalizações vamos dar ondições nas bases dos diferentesmódulos irredutíveispara que faça sentido apliar o funtor de loalização; ou para garantir aexistênia de inversos. Para isso vamos estudar ondições de injetividade e sobrejetividade dosoperadores fα = e21, fα+β = e31 e fβ = e32.Observação 6.2.1. Dado que ada módulo de Gelfand-Tsetlin é um módulo de peso, para mostrarque algum dos operadores é injetor ou sobrejetor, é su�iente fazer a prova em espaços de peso.Assim, se onsideramos um módulo M om base BM e [L] ∈ BM . Então, pelo Teorema 2.3.1 se

[L] é um vetor de peso λ, temos
Mλ = 〈{[L](−i,i,0) : i ∈ Z}

⋂
BM 〉De�nição 6.2.2. Uma tabela [L] será hamada de tabela rítia se l21 = l22.6.2.1 Injetividade e sobrejetividade de e21

(I) Injetividade.Lema 6.2.3. Seja M um módulo de Gelfand-Tsetlin om base BM . O operador e21 ageinjetivamente em M se, e somente se, [T ] ∈ BM implia [T ](0,0,−1) ∈ BM .



6.2 OPERADORES INJETORES E SOBREJETORES 63Demonstração. (⇒) Se existe [T ] ∈ BM tal que [T ](0,0,−1) /∈ BM , então e21([T ]) = [T ](0,0,−1) =

0 em M , o qual implia que e21 não é injetor. (⇐) Seja v :=
∑N

i=−N αi[L](−i,i,0) ∈ Mλtal que 0 = e21(v) =
∑N

i=−N αi[L](−i,i,−1). Pela hipótese, temos que {[L](−i,i,−1) : i =

−N, . . . ,N} é um onjunto de vetores independentes em BM , de onde podemos onluirque αi = 0 para i = −N, . . . ,N .
(II) Sobrejetividade.Lema 6.2.4. Seja M um módulo de Gelfand-Tsetlin om base BM . O operador e21 agesobrejetivamente em M se, e somente se, [T ] ∈ BM implia [T ](0,0,1) ∈ BM .Demonstração. (⇒) Se existe [T ] ∈ BM tal que [T ](0,0,1) /∈ BM então e−1

21 ([T ]) = [T ](0,0,1) /∈

BM , o qual implia que e21 não é sobrejetor. (⇐) Seja [T ] uma tabela em BM , então
e−1
21 ([T ]) = [T ](0,0,1) ∈ BM ; assim e21 é sobrejetor.6.2.2 Injetividade e sobrejetividade de e31Esrevendo a ação de e31 em uma tabela arbitrária [L], temos:
e31([L]) =c([L])([L](−1,0,−1) − [L](0,−1,−1))

e31([L]
′) =c([L])([L]′(−1,0,−1) − [L]′(0,−1,−1)) + c′([L])([L](−1,0,−1) − [L](0,−1,−1))

e31([L]) =[L]′(−1,0,−1) ; se [L] é uma tabela rítiaonde os oe�ientes são dados pelas fórmulas de Gelfand-Tsetlin singulares. Se de�nimos ci :=

c([L](i,−i,0)); c
′
i := c′([L](i,−i,0)), temos ck, c′k 6= 0 para todo k ∈ Z.

(I) Injetividade.Lema 6.2.5. Seja M um módulo de Gelfand-Tsetlin om base BM . O operador e31 ageinjetivamente em M se, e somente se,a) Para ada [T ] ∈ BM temos [T ](−1,0,−1) ∈ BM ou para ada [T ] ∈ BM temos [T ](0,−1,−1) ∈

BM .b) i) Para ada [T ]′ ∈ BM temos [T ]′(−1,0,−1) ∈ BM ou para ada [T ]′ ∈ BM temos
[T ]′(0,−1,−1) ∈ BM . Ou, ii) se [T ]′ ∈ BM e [T ]′(−1,0,−1), [T ]

′
(0,−1,−1) /∈ BM então [T ](−1,0,−1) ∈

BM ou [T ](0,−1,−1) ∈ BM .) Se [T ] é uma tabela rítia em BM então [T ]′(−1,0,−1) ∈ BM .Demonstração. Temos que onsiderar dois asos. A saber, seMλ ontém ou não uma tabelarítia.



64 FUNTOR DE LOCALIZAÇ�O PARA MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 6.2i) Suponhamos que [L] ∈Mλ é uma tabela rítia, e
v :=

−1∑

i=−N

αi[L](i,−i,0) + α0[L](0,0,0) +
N∑

i=1

αi[L]
′
(i,−i,0).

e31(v) =
−1∑

i=−N

αie31([L](i,−i,0)) + α0e31([L](0,0,0)) +
N∑

i=1

αie31([L]
′
(i,−i,0))

=α−Nc−N [L](−N−1,N,−1) − α−1c−1[L](−1,0,−1) + α1c1[L]
′
(0,−1,−1)

+ α0[L]
′
(−1,0,−1) − αNcN [L]′(N,−N−1,−1) + α1c

′
1[L](0,−1,−1)

+

−2∑

i=−N

(αi+1ci+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) +

N−1∑

i=1

(αi+1ci+1 − αici)[L]
′
(i,−i−1,−1)

− αNc
′
N [L](N,−N−1,−1) +

N−1∑

i=1

(αi+1c
′
i+1 − αici)[L](i,−i−1,−1)Assim, e31(v) = 0 implia que:





(α1c
′
1 − α−1c−1)[L](0,−1,−1) = 0

(α1c1 − α0)[L]
′
(0,−1,−1) = 0

(α−N c−N − αN c
′
N )[L](N,−N−1,−1) = 0

αNcN [L]′(N,−N−1,−1) = 0

(αi+1ci+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) = 0 para i = −N, . . . ,−2

(αi+1ci+1 − αici)[L]
′
(i,−i−1,−1) = 0 para i = 1, . . . , N − 1

(αi+1c
′
i+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) = 0 para i = 1, . . . , N − 1.Agora, omo para tabelas rítias é válido [L](m,n,k) = [L](n,m,k) e [L]′(m,n,k) = −[L]′(n,m,k),as ondições (a) e (b) são equivalentes às ondições:a') Para ada [T ] ∈ BM temos [T ](−1,0,−1) ∈ BM .b') i) Para ada [T ]′ ∈ BM temos [T ]′(−1,0,−1) ∈ BM . Ou, (ii) se [T ]′ ∈ BM e

[T ]′(−1,0,−1) /∈ BM , então [T ](−1,0,−1) ∈ BM .Agora, omo ck, c′k 6= 0 para todo k; (b′)(i) implia que α1 = · · · = αN = 0; (c) implia
α0 = 0 e a ondição (a′) implia α−N = · · · = α−1 = 0. Ou (b′)(ii) implia α−N = 0que junto om a ondição (a′) implia α−N = · · · = α−1, α0 = 0; (c) implia α1 = 0 ede novo (a′) implia α1 = · · · = αN = 0. Portanto, o operador e31 age injetivamenteem M .ii) Suponhamos que Mλ não ontém tabelas rítias, e

v :=

0∑

i=−N

αi[L](i,−i,0) +

N∑

i=1

αi[L]
′
(i,−i,0)



6.2 OPERADORES INJETORES E SOBREJETORES 65
e31(v) =

0∑

i=−N

αie31([L](i,−i,0)) +

N∑

i=1

αie31([L]
′
(i,−i,0))

=α−Nc−N [L](−N−1,N,−1) − α0c0[L](0,−1,−1) + α1c1[L]
′
(0,−1,−1)

− αNcN [L]′(N,−N−1,−1) + α1c
′
1[L](0,−1,−1) − αNc

′
N [L](N,−N−1,−1)

+

−1∑

i=−N

(αi+1ci+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) +

N−1∑

i=1

(αi+1ci+1 − αici)[L]
′
(i,−i−1,−1)

+
N−1∑

i=1

(αi+1c
′
i+1 − αici)[L](i,−i−1,−1)Então, e31(v) = 0 implia que:





(α1c
′
1 − α0c0)[L](0,−1,−1) = 0

α1c1[L]
′
(0,−1,−1) = 0

α−Nc−N [L](−N−1,N,−1) = 0

αNcN [L]′(N,−N−1,−1) = 0

αNc
′
N [L](N,−N−1,−1) = 0

(αi+1ci+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) = 0 for i = −N, . . . ,−1

(αi+1ci+1 − αici)[L]
′
(i,−i−1,−1) = 0 for i = 1, . . . , N − 1

(αi+1c
′
i+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) = 0 for i = 1, . . . , N − 1Neste aso, (b) implia que α1 = 0 ou αN = 0 e αi+1ci+1 −αici para i = 1, . . . , N − 1;assim temos que α1 = · · · = αN = 0. Por ultimo, (a) implia que α−N = · · · = α0 = 0.Portanto, e31 age injetivamente em M .

(II) Sobrejetividade.Lema 6.2.6. Seja M um módulo de Gelfand-Tsetlin om base BM . O operador e31 agesobrejetivamente em M se, e somente se,a) Se [T ] ∈ BM então, [T ](1,0,1) ∈ BM ou [T ](0,1,1) ∈ BM .b) Se [T ]′ ∈ BM então, [T ]′(1,0,1) ∈ BM ou [T ]′(0,1,1) ∈ BM .) [T ] ∈ BM implia [T ](t,−t,0) /∈ BM para algum t ∈ Z.d) [T ]′ ∈ BM implia [T ]′(s,−s,0) /∈ BM para algum s ∈ Z.e) Se [T ] é uma tabela rítia e [T ]′(0,−1,−1) ∈ BM então [T ] ∈ BMDemonstração. (⇐) Suponhamos [T ] = [L](−1,0,−1) ∈ BM , vamos mostrar a existênia de
v ∈ BM tal que e31(v) = [T ]. Da mesma maneira que no aso da injetividade, vamosonsiderar dois asos, a saber, se Mλ antem ou não uma tabela rítia.



66 FUNTOR DE LOCALIZAÇ�O PARA MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 6.2i) Suponhamos que [L] ∈Mλ é uma tabela rítia, e
v :=

−1∑

i=−N

αi[L](i,−i,0) + α0[L](0,0,0) +
N∑

i=1

αi[L]
′
(i,−i,0)Então, e31(v) = [T ] implia que:




(α1c
′
1 − α−1c−1)[L](0,−1,−1) = [L](0,−1,−1)

(α1c1 − α0)[L]
′
(0,−1,−1) = 0

(α−N c−N − αNc
′
N )[L](N,−N−1,−1) = 0

αNcN [L]′(N,−N−1,−1) = 0

(αi+1ci+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) = 0 para i = −N, . . . ,−2

(αi+1ci+1 − αici)[L]
′
(i,−i−1,−1) = 0 para i = 1, . . . , N − 1

(αi+1c
′
i+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) = 0 para i = 1, . . . , N − 1As ondições (a) e (b) garantem que v é um vetor não nulo em BM e (b) implia quepodemos esolher livremente o valor de αN ou α−N o qual garante a existênia desolução para o sistema de equações.ii) Suponhamos que Mλ não ontém tabelas rítias, e

v :=

0∑

i=−N

αi[L](i,−i,0) +

N∑

i=1

αi[L]
′
(i,−i,0)Então, e31(v) = [L](0,−1,−1) implia que:




(α1c
′
1 − α0c0)[L](0,−1,−1) = [L](0,−1,−1)

α1c1[L]
′
(0,−1,−1) = 0

α−Nc−N [L](−N−1,N,−1) = 0

αNcN [L]′(N,−N−1,−1) = 0

αNc
′
N [L](N,−N−1,−1) = 0

(αi+1ci+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) = 0 para i = −N, . . . ,−1

(αi+1ci+1 − αici)[L]
′
(i,−i−1,−1) = 0 para i = 1, . . . , N − 1

(αi+1c
′
i+1 − αici)[L](i,−i−1,−1) = 0 para i = 1, . . . , N − 1De novo, as ondições (a) e (b) garantem que v é um vetor não nulo em BM e (c)implia que podemos esolher livremente o valor de αN ou α−N ; o qual implia que osistema de equações tem solução.6.2.3 Injetividade e sobrejetividade de e32Podemos esrever a ação de e32 omo:
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e32([L]) = c([L])[L](−1,0,0) − d([L])[L](0,−1,0)

e32([L]
′) = c([L])[L]′(−1,0,0) − d([L])[L]′(0,−1,0) + c′([L])[L](−1,0,0) − d′([L])[L](0,−1,0)

e32([L]) = [L](−1,0,0) − c̃([L])[L]′(−1,0,0) ; se [L] é uma tabela rítia
ci := c([L](i,−i,0)); c′i := c′([L](i,−i,0)); di := d([L](i,−i,0)); d′i := d′([L](i,−i,0))Onde os oe�ientes são dados pelas fórmulas de Gelfand-Tsetlin singulares.

(I) Injetividade.Lema 6.2.7. Seja M um módulo de Gelfand-Tsetlin om base BM . O operador e32 ageinjetivamente em M se, e somente se,(a) Para ada [T ] ∈ BM temos c([T ])[T ](−1,0,0) 6= 0 em M ou para ada [T ] ∈ BM temos
d([T ])[T ](0,−1,0) 6= 0 em M .(b) i) Para ada [T ]′ ∈ BM temos c([T ]′)[T ]′(−1,0,0) 6= 0 em M ou para ada [T ]′ ∈

BM temos d([T ]′)[T ]′(0,−1,0) 6= 0 em M . Ou, ii) se [T ]′ ∈ BM e c([T ]′)[T ]′(−1,0,0) =

d([T ]′)[T ]′(0,−1,0) = 0 em M , então c′([T ]′)[T ](−1,0,0) 6= 0 ou d([T ]′)[T ](0,−1,0) 6= 0.() Se [T ] é uma tabela rítia em BM então, [T ](−1,0,0) ∈ BM ou c̃0([T ])[T ]′(0,−1,0) 6= 0.Demonstração. A prova é análoga à demonstração da injetividade para o operador e31 noLema 6.2.5.
(II) Sobrejetividade.Lema 6.2.8. Seja M um módulo de Gelfand-Tsetlin om base BM . O operador e32 agesobrejetivamente em M se, e somente se,a) Se [T ] ∈ BM então, [T ](1,0,0) ∈ BM ou [T ](0,1,0) ∈ BM .b) Se [T ]′ ∈ BM então, [T ]′(1,0,0) ∈ BM ou [T ]′(0,1,0) ∈ BM .) [T ] ∈ BM implia [T ](t,−t,0) /∈ BM para algum t ∈ Z.d) [T ]′ ∈ BM implia [T ]′(s,−s,0) /∈ BM para algum s ∈ Z.e) Se [T ] é uma tabela rítia [T ]′(0,−1,0) ∈ BM então [T ] ∈ BMDemonstração. A prova usa os mesmos argumentos e é análoga à demonstração da sobre-jetividade para o operador e32 no Lema 6.2.6.6.3 Loalização para sl(3)-módulosComo primeiro passo na desrição do funtor de loalização dos módulos de Gelfand-Tsetlin,vamos araterizar a loalização de módulos irredutíveis nos bloos genérios.



68 FUNTOR DE LOCALIZAÇ�O PARA MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 6.3Notação 6.3.1. Se fα = e21, fα+β = e31 e fβ = e32; para ada γ ∈ {α, β, α+ β} vamos esrever
Dfγ (M) no lugar de Dγ(M) para denotar a loalização de M na direção de γ. Para ada r ∈ C,denotamos por TDr

fγ
(M) a loalização torida de M pela onjugação generalizada Θr om respeitoa fγ. Seja também QDfγ (M) := Dfγ (M)/M .Teorema 6.3.2. SejaM um sl(3)-módulo de Gelfand-Tsetlin genério irredutível om base BM =

{[L](m,n,k) : m,n, k ∈ B} onde B é a região do espaço de�nida por desigualdades em m,n, k omofoi desrito no Capítulo 3.1. Se e21 age injetivamente em M , a loalização de M na direção de α é o módulo M(k) ombase B
(k)
M = {[L](m,n,k) : k ∈ Z e (m,n, k) satisfaz as desigualdades emB}.2. Se e31 age injetivamente em M , a loalização de M na direção de α+ β é o módulo M(m)om base B

(m)
M = {[L](m,n,k) : m ∈ Z e (m,n, k) satisfaz as desigualdades emB}.3. Se e32 age injetivamente em M , a loalização de M na direção de β é o módulo M(n) ombase B

(n)
M = {[L](m,n,k) : n ∈ Z e (m,n, k) satisfaz as desigualdades emB}.Demonstração. A demonstração é uma veri�ação direta usando as ondições dadas na Seção 6.2de que o módulo M é um submódulo de M(_) e que o orrespondente operador age bijetivo em

M(_).Notação 6.3.3. Denotaremos por L(j)
i o módulos irredutível Li no bloo j para módulos genériose L(Cj)

i o módulo irredutível Li no bloo j para módulos singulares.Exemplo 6.3.4. O módulo L(6)
3 é um módulo de peso máximo no qual e21, e31 e e32 agem injeti-vamente. Este módulo é de�nido por:

L
(6)
3 = L








m ≤ 0

n ≤ 0

k ≤ m


Assim, pelo Teorema 6.3.2 temos:1. De21(L

(6)
3 ) =M(k) :=M







m ≤ 0

n ≤ 0


 e QDe21(L

(6)
3 ) =M








m ≤ 0

n ≤ 0

k > m


 ≃ L

(6)
4

2. De31(L
(6)
3 ) =M(m) := M







n ≤ 0

k ≤ m


 e QDe31(L

(6)
3 ) =M








m > 0

n ≤ 0

k ≤ m


 ≃ L

(6)
1
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(6)
3 ) =M(n) :=M







m ≤ 0

k ≤ m


 e QDe21(L

(6)
3 ) =M








m ≤ 0

n > 0

k ≤ m


 ≃ L

(6)
5Usando o Teorema 6.3.2, obtemos informação sobre o funtor de loalização torido ao níveldos bloos.Teorema 6.3.5. Sejam r ∈ C, [L] uma tabela genéria e M o módulo irredutível que ontém [L].Se e21 age injetivamente em M então TDr

e21
(M) é um módulo no bloo assoiado om a tabela

[L](0,0,r) no qual e21 age bijetivamente.Se e31 age injetivamente em M então TDr
e31

(M) é um módulo no bloo assoiado om a tabela
[L](0,r,0) no qual e31 age bijetivamente.Se e32 age injetivamente em M então TDr

e32
(M) é um módulo no bloo assoiado om a tabela

[L](r,0,0) no qual e32 age bijetivamente.Exemplo 6.3.6. Vamos onsiderar de novo o módulo L(6)
3 , no qual e21, e31 e e32 agem injetiva-mente e vamos esolher r = z − a para qualquer z ∈ C. Este módulo está no bloo assoiado oma tabela a b 

[L]:= a baAssim, o Teorema 6.3.5 garante que TDr
e21

(L
(6)
3 ) é um módulo ontendo a tabelaa b 

[L]:= a bzno qual e21 age bijetivamente. De onde TDr
e21

(L
(6)
3 ) = L

(7)
4Agora temos su�ientes ferramentas para veri�ar o seguinte resultado:Teorema 6.3.7. Cada módulo de Gelfand-Tsetlin para a álgebra sl(3) pode ser obtido por meiode módulos de peso máximo usando funtor de loalização torido e quoientes.Nos apítulos 3 e 5 forem desritas expliitamente realizações para ada um dos módulos deGelfand-Tsetlin irredutíveis para sl(3). Usando esta desrição sabemos que os módulos de pesomáximo om respeito ao sistema de raízes {α, β, α + β} são:
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• L

(6)
3 .

• L
(11)
3 , L(11)

12 .
• L

(12)
3 , L(12)

9 .
• L

(C5)
2 , L′(C5)

2 , L(C5)
10 .

• L
(C7)
1 .

• L
(C10)
4 , L′(C10)

4 , L(C10)
6 , L′(C10)

6 , L(C10)
10 , L′(C10)

10 , L(C10)
11 , L(C10)

13 .
• L

(C10)
0 , L′(C10)

0 .Usando estes módulos e loalização torida vamos obter módulos de outros bloos omo segue:
• L

(5)
4 = TDe32(L

(6)
3 ).

• L
(7)
4 = TDe21(L

(6)
3 ); L(3)

1 = TDe32(L
(7)
4 ); L(2)

1 →֒ TDe31(L
(3)
1 ); L(4)

1 →֒ TDe21(L
(3)
1 ) e L(1)

1 =

TDe21(L
(2)
1 ).

• L
(C2)
1 →֒ TDe31(L

(2)
1 ) e L(C1)

1 = TDe21(L
(C2)
1 )

• L
(9)
4 = TDe32(L

(11)
3 ) e L(8)

1 = TDe21(L
(9)
4 ).

• L
(9)
5 = TDe32(L

(11)
12 ) e L(8)

3 = TDe21(L
(9)
5 ).

• L
(10)
6 = TDe31(L

(12)
9 )

• L
(13)
3 = TDe21(L

(12)
3 ) e L(10)

1 →֒ TDe32(L
(13)
3 )

• L
(13)
5 = TDe21(L

(12)
9 ).

• L
(C4)
1 = TDe32(L

(6)
3 ), L(C4)

4 = TDe31(L
(6)
5 ) e L(C3)

1 = TDe21(L
(C4)
1 ).

• L
(C6)
2 = TDe21L

(C5)
5 .

• L
(C6)
3 = TDe21L

(C5)
10 .

• L
(C8)
1 = TDe21L

(C7)
1 .

• L
(C9)
1 = TDe21L

(C10)
13 .

• L
(C9)
4 = TDe21L

(C10)
4 .

• L
(C9)
6 = TDe21L

(C10)
11 .Agora, om os módulos obtidos, vamos usar o funtor de loalização e quoientes em ada blooe vemos omo é possível obter todo módulo de Gelfand-Tsetlin irredutível por este proesso:
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1

2 L
(2)
2 = QDe21(L

(2)
1 )

3 L
(3)
2 = QDe31(L

(3)
1 )

4 L
(4)
2 = QDe21(L

(4)
1 );L

(4)
3 = QDe31(L

(4)
1 );L

(4)
4 = QDe21(L

(4)
3 )

5 L
(5)
2 = QDe21(L

(5)
4 );L

(5)
1 = QDe31(L

(5)
4 );L

(5)
3 = QDe21(L

(5)
1 )

6





L
(6)
5 = QDe32(L

(6)
3 );L

(6)
4 = QDe21(L

(6)
3 );L

(6)
1 = QDe31(L

(6)
3 )

L
(6)
2 = QDe21(L

(6)
5 );L

(6)
6 = QDe31(L

(6)
5 );L

(6)
8 = QDe31(L

(6)
4 )

L
(6)
7 = QDe21(L

(6)
6 )

7 L
(7)
1 = QDe32(L

(7)
4 );L

(7)
2 = QDe31(L

(7)
4 );L

(7)
3 = QDe31(L

(7)
1 )

8 L
(8)
2 = QDe31(L

(8)
1 )/L

(8)
3

9




L
(9)
2 = QDe21(L

(9)
4 );L

(9)
6 = QDe21(L

(9)
5 );L

(9)
1 = QDe31(L

(9)
4 )/L

(9)
5

L
(9)
3 = QDe21(L

(9)
1 )

10




L
(10)
2 = QDe21(L

(10)
4 );L

(10)
5 = QDe21(L

(10)
6 );L

(10)
4 = QDe31(L

(10)
1 )/L

(10)
6

L
(10)
2 = QDe21(L

(10)
4 )

11





L
(11)
10 = QDe21(L

(11)
12 );L

(11)
11 = QDe32(L

(11)
12 );L

(11)
9 = QDe21(L

(11)
11 )

L
(11)
5 = QDe32(L

(11)
3 );L

(11)
4 = QDe21(L

(11)
3 );L

(11)
2 = QDe31(L

(11)
3 )/L

(11)
12

L
(11)
8 = QDe21(L

(11)
2 );L

(11)
1 = QDe21(L

(11)
5 );L

(11)
6 = QDe31(L

(11)
5 )/L

(11)
11

L
(11)
7 = QDe21(L

(11)
6 )

12





L
(12)
10 = QDe21(L

(12)
9 );L

(12)
12 = QDe31(L

(12)
9 );L

(12)
11 = QDe21(L

(12)
12 )

L
(12)
5 = QDe32(L

(12)
3 )/L

(12)
9 ;L

(12)
4 = QDe21(L

(12)
3 );L

(12)
2 = QDe31(L

(12)
3 )

L
(12)
8 = QDe31(L

(12)
4 );L

(12)
6 = QDe31(L

(12)
5 );L

(12)
1 = QDe21(L

(12)
5 )

L
(12)
7 = QDe21(L

(12)
6 )

13




L
(13)
6 = QDe32(L

(13)
5 );L

(13)
1 = QDe32(L

(13)
3 );L

(13)
2 = QDe31(L

(13)
3 )/L

(13)
5

L
(13)
4 = QDe32(L

(13)
2 )



72 FUNTOR DE LOCALIZAÇ�O PARA MÓDULOS DE GELFAND-TSETLIN 6.3Bloo singular Módulos irredutíveis omo loalização e quoientes
C1

C2 L
(C2)
2 = QDe21(L

(C2)
1 )

C3 L
(C3)
2 = QDe31(L

(C3)
1 )

C4




L
(C4)
2 = QDe21(L

(C4)
4 )/L

′(C4)
5 ;L

(C4)
5 = QDe31(L

(C4)
1 )

L
(C4)
3 = QDe21/(L

(C4)
5 )

C5





L
(C5)
3 = QDe32(L

(C5)
10 );L

(C5)
5 = QDe32(L

(C5)
2 )

L
(C5)
6 = QDe31(L

′(C5)
2 );L

(C5)
11 = QDe31(L

(C5)
10 )/(L

(C5)
2

⊕
L
(C5)
3 )

L
(C5)
8 = QDe21(L

(C5)
10 )/L

(C5)
2 ;L

(C5)
4 = QDe32(L

(C5)
3 )/L

(C5)
11

L
(C5)
1 = QDe32(L

(C5)
5 );L

′(C5)
4 = QDe32(L

′(C5)
3 )/L

′(C5)
11

C6
{
L
(C6)
4 = QDe32(L

(C6)
2 )

C7





L
(C7)
3 = QDe21(L

(C7)
1 );L

(C7)
5 = QDe32(L

(C7)
1 )

L
(C7)
4 = QDe31(L

′(C7)
5 );L

(C7)
2 = QDe21(L

(C7)
4 )

L
(C7)
6 = QDe21(L

(C7)
5 )/L

(C7)
7 ;L

(C7)
7 →֒ QDe21(L

(C7)
5 )

C8
{
L
(C8)
3 = QDe32(L

(C8)
1 );L

′(C8)
3 = QDe31(L

(C8)
1 );L

(C8)
2 = QDe31(L

′(C8)
3 )

C9




L
(C9)
7 = QDe32(L

(C9)
1 )/L

(C9)
4 ;L

(C9)
5 = QDe31(L

(C9)
6 )

L
(C9)
3 = QDe31(L

(C9)
4 );L

(C9)
2 = QDe32(L

′(C9)
7 )/L

′(C9)
5

C10





L
(C10)
16 = QDe21(L

(C10)
13 )/L

(C10)
10 ;L

(C10)
17 = QDe32(L

(C10)
13 )/L

(C10)
4

L
(C10)
5 = QDe21(L

(C10)
4 )/L

(C10)
6 ;L

(C10)
19 →֒ QDe21(L

(C10)
17 )

L
(C10)
18 = QDe21(L

(C10)
17 )/L

(C10)
19 ;L

(C10)
1 →֒ QDe31(L

′(C10)
4 )

L
(C10)
9 = QDe31(L

(C10)
11 )/(L

(C10)
0

⊕
L
(C10)
7 )

L
(C10)
12 = QDe21(L

(C10)
11 )/(L

(C10)
0

⊕
L

′(C10)
10 )

L
′(C10)
5 = QDe21(L

′(C10)
4 )/L

′(C10)
6 ;L

(C10)
8 = QDe31(L

′(C10)
10 )/L

(C10)
12

L
(C10)
15 = QDe32(L

′(C10)
17 )/L

′(C10)
7 ;L

′(C10)
18 = QDe21(L

′(C10)
17 )/L

′(C10)
19

L
′(C10)
19 →֒ QDe21(L

′(C10)
17 );L

′(C10)
8 = QDe21(L

′(C10)
7 )/L

′(C10)
9

L
(C10)
2 = QDe21(L

(C10)
1 )/(L

′(C10)
0

⊕
L
(C10)
3 );L

′(C10)
9 →֒ QDe21(L

′(C10)
7 )

L
(C10)
14 = QDe32(L

′(C10)
18 )/L

′(C10)
8
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