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Resumo

VIANA, M. B. Complexos simpliciais finitos e o teorema de Euler. 2018. Dissertação -
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2018.
Neste trabalho iremos apresentar uma releitura de um resultado clássico da topologia, na visão
da topologia algébrica e em sua notação atual. A demonstração deste, apresentada por Cauchy
(1813), é comentada de maneira crítica em Lima (1985a) e para esta apresentação destacaremos as
definições, teoremas e entes básicos para o seu entendimento.
Palavras-chave: poliedro, homologia, topologia, Euler, Cauchy, simplexos.
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Abstract

VIANA, M. B. Finite simplicial complexes and the Euler theorem. 2018. Dissertação -
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2018.

In this work we will present a rereading of a classic topology result, in the view of the algebraic
topology in its current notation. The proof of this, presented by Cauchy (1813), is critically com-
mented on Lima (1985a) for which we will present the definitions, theorems, basic entities for their
understanding.
Keywords: polyhedron, homology, topology, Euler, Cauchy, simplices .
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Histórico:

Os estudos iniciais de Topologia Algébrica, que acreditamos ser tarefa para todo e qualquer
estudante em Matemática, nos permitem olhar para resultados clássicos com visão crítica e reflexiva,
dentre eles, destacamos os que envolvem poliedros (complexos simpliciais finitos) objetos de nosso
estudo aqui apresentado.

Poliedros (suas propriedades geométricas, etc) já eram conhecidos pelos matemáticos gregos1:
Pitágoras, Euclides, entre outros. Com J. Kepler (1571-1630) chegaram a ser utilizados para o seu
modelo inicial de sistema solar (Richeson (2012)) entretanto, as primeiras observações lógicas, foram
feitas pelo Matemático e filósofo René Descartes que, juntamente com os demais, serviram ao ensino
de geometria nas escolas da época.

Em 14 de novembro de 1750, em carta encaminhada a seu amigo Cristian Goldbach (1690 -
1764), Leonhard Euler (1707 - 1783) escreveu acerca de determinada observação a respeito dos
poliedros e no ano seguinte apresentou uma prova. Esta observação é a que tempos depois ficaria
conhecida como Fórmula de Euler para Poliedros.

Um poliedro é um objeto tridimensional composto por faces poligonais unidas uma as outras ao
longo de segmentos de retas, chamados arestas e, estas interceptam-se em em um ponto, chamado
vértice.

Figura 1.1: Poliedros: (a) convexo (b) não-convexo

Euler observou que para poliedros regulares, o número de vértices, arestas e faces (V , A e F )2

satisfazem à relação:

V −A+ F = 2.

O presente trabalho é uma releitura deste clássico resultado em matemática (o Teorema de Euler
para Poliedros) e, para tanto, seguimos a exposição de Lima (1985a) ao assunto, onde apresenta,

1Uma bela introdução ao tema pode ser vista em Richeson (2012)
2Notação que não era utilizada pelo mesmo, (Richeson (2012))
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2 INTRODUÇÃO 1.2

comenta e enriquece a demonstração feita por Cauchy (1789 -1857).
A blibliografia inclui diversas publicações sobre o tema e nossa abordagem destaca a importância

da teoria de homologia para um melhor entendimento do assunto.
A linguagem atual da topologia algébrica será utilizada a fim de demonstrar a importância do

teorema de Euler, bem com a própria característica de Euler que permite associar a um determinado
complexo simplicial finito um invariante topológico.

1.2 Organização:

O presente trabalho se divide em duas partes: O capítulo (2) trata dos conceitos e resultados
básicos da Topologia Algébrica e o conceito de Homologia (em especial a) Simplicial com ilustrações,
exemplos de como calcular os grupos desta homologia, é objetivo deste capítulo. A definição de
Complexo Simplicial (definição 2.1.7) e suas estruturas, em especial, os simplexos (definição 2.1.1)
dão início a esta tarefa.

O conceito de triangulação (2.1.10) (quando existir) deste espaço é apresentado em seguida e a
partir desse conceito calculamos grupos de homologia simplicial. A escolha da Homologia Simplicial
(definição 2.2.9) não se deu por acaso. A apresentação geométrica e combinatória deste conceito
exemplifica os resultados obtidos através de várias figuras ao longo do capítulo, onde destacamos
os exemplos devidos a Gallier e Quaintance (2016).

O conceito de pseudo-variedade (definição 2.3.1) é apresentado neste capítulo e esta definição
será importante ao resultado final deste trabalho. O principal conceito a ser apresentado nesta
parte é o número de Euler (definição 2.1.16). Finalizaremos o capítulo definindo a homologia singular
(definição 2.4.4) e mostraremos que os grupos de homologia singular são isomorfos aos de homologia
simplicial o que permite a livre escolha destas ao se calcular estes grupos.

Já no terceiro capítulo (3) e com base na leitura do artigo principal à dissertação (Lima (1985a)),
trataremos do teorema de Euler e verificaremos que a demonstração formulada por Cauchy (que é
geométrica) de fato não demonstra o resultado de Euler para poliedros homeomorfos a esfera (pois
utiliza técnicas avançadas da topologia álgebrica). Apresentaremos um enunciado alternativo ao de
Cauchy e faremos a demonstração deste resultado geométrico.

As referências ao trabalho são apresentadas ao final do texto (3.2).



Capítulo 2

Elementos de Topologia Algébrica

Neste capítulo listaremos as principais definições e resultados necessários a esta dissertação,
onde destacamos, inicialmente, os complexos simpliciais e os grupos de homologia simplicial.

2.1 Complexo Simplicial

Definiremos os grupos de homologia simplicial e, para isto, discutiremos a classe de espaços para
os quais estes são definidos. Esta é a classe dos poliedros. Um poliedro é um espaço cuja construção
pode ser feita a partir da união de blocos formados por: pontos, segmentos de retas, triângulos,
tetraedros e seus análagos em dimensões maiores. Esta união é feita “colando” estes blocos ao longo
de suas “faces” comuns. Discutiremos este tipo de construção introduzindo: notações, definições e
resultados necessários a este entendimento.

Historicamente, homologia simplicial surgiu no início da década de 1920, mais de trinta anos
após a publicação do primeiro artigo de Poincaré em 1892 e até a década de 1930, os grupos
de homologia não eram definidos. Neste período, os matemáticos trabalhavam com invariantes
numéricos tais como: números de Betti (1823 - 1892) e torções, noções atuais na época e foi neste
período que Emmy Noether (1882 - 1935) fez uma importante contribuição com a introdução dos
conceitos de grupos (entes algébricos) ao estudo de homologia, que nesta seção, serão nossos objetos
de estudo.

O caráter geométrico e combinatório das estruturas simpliciais nos permitem uma melhor com-
preensão dos conceitos a serem tratados, dentre os quais destacamos o cálculo dos grupos de homo-
logia simplicial de um determinado espaço topológico.

2.1.1 Simplexos:

A principal estrutura de que trataremos aqui é o simplexo. Estes entes geométricos/combi-
natórios, oriundos da definição de espaço afim1, são importantes ao objeto de estudo a que esta
dissertação se propõe.

Definição 2.1.1 Diremos que (p + 1) pontos v0, . . . , vp em Rn são independentes (em posição
genérica) se o conjunto {v1 − v0, . . . , vp − v0} é linearmente independente2. Um ponto x ∈ Rn será
linearmente dependente dos pontos v0, . . . , vp se o vetor x−v0 for dependente dos vetores vi−v0

para i = 1, . . . , p.

Exemplo 2.1.1 Em consequência da definição, dois pontos distintos, três pontos não colineares e
quatro pontos que não pertençam ao mesmo plano (isto é, não coplanares) são independentes.

Definição 2.1.2 Um ponto x ∈ Rn será uma combinação afim de pontos v0, v1, . . . , vp ∈ Rn

quando, x =
∑p

i=0 λivi para
∑
λi = 1. Se, além disso, tivermos os λi ≥ 0 , ∀i = 0, . . . , p então x

1O caráter geométrico/combinatório dos espaços afins pode ser visto em Rotman (1988), capítulo 2, pag. 31.
2Isto, no sentido de Álgebra Linear (Hoffman e Kunze (1971)).
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4 ELEMENTOS DE TOPOLOGIA ALGÉBRICA 2.1

será uma combinação convexa dos vi. Um conjunto X ⊂ Rn é convexo se, e somente se, toda
combinação convexa de elementos de X pertence ao próprio X.

Com as definições anteriores podemos, de maneira geral, caracterizar a independência pontual
em Rn através do seguinte resultado: (Lima (2012))

Proposição 2.1.1 Dados v0, v1, . . . , vp pontos de Rn, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) v0, v1, . . . , vp são pontos independentes;

(2) Se as combinações afins x =
∑p

i=0 λivi e y =
∑p

i=0 λ
′
ivi são iguais, então λ0 = λ′0, λ1 =

λ′1, . . . , λp = λ′p.

Demonstração 2.1.1.1 Supondo a validade de (1) e que se tenha x = y, podemos escrever, por
hipótese, para

∑p
i=0 λi = 1, λ0 = 1 − (λ1 + . . . + λp) = 1 −

∑p
i=1 λi. Como x =

∑p
i=0 λivi, segue

que:

x = λ0v0 +

p∑
i=1

λivi

x =

(
1−

p∑
i=1

λi

)
v0 +

p∑
i=1

λivi

x = v0 +

p∑
i=1

λi (vi − v0)

e analogamente,

y = v0 +

p∑
i=1

λ′i (vi − v0) .

Por hipótese

��v0 +

p∑
i=1

λi (vi − v0) = ��v0 +

p∑
i=1

λ′i (vi − v0)

Então,
p∑
i=1

(λi − λ′i) (vi − v0) = 0 ∈ Rn.

Pela independência linear de vi − v0 segue que λi = λ′i ∀i = 1, . . . , p, desta forma λ0 = λ′0 e assim,
(1)⇒ (2).

Reciprocamente, se a afirmação (2) é válida e afirmarmos, por absurdo, que algum dos vi − v0,
por exemplo v1 − v0, se escreve como combinação dos demais, teremos:

v1 − v0 =

p∑
i=2

λi(vi − v0).

E portanto
1v1 = (1− λ2 − λ3 − . . .− λp)v0 + 0v1 + λ2v2 + λ3v3 + . . .+ λpvp.

Teremos assim, formas distintas de escrever pontos iguais em Rn o que contraria (2). Portanto,
todos os vi − v0 são linearmente independentes e pela definição 2.1.1 vale (1).
Logo (2)⇒ (1) �.

Garantida a independência de pontos em Rn apresentamos uma classe especial de objetos do
espaço.



2.1 COMPLEXO SIMPLICIAL 5

Definição 2.1.3 Um p-simplexo σ em Rn é o conjunto (fecho convexo) de todas as combinações
convexas dos (p+ 1) pontos vi ∈ Rn, independentes, com representação σ = (v0, . . . , vp) onde cada
vi é chamado vértice sendo i = 0, . . . , p .

Observação 2.1.1 Se x ∈ (v0, . . . , vp), então x =

p∑
i=0

λivi, 0 ≤ λi ≤ 1 e
p∑
i=0

λi = 1, com o auxílio

da proposição 2.1.1. Os números λi são chamados coordenadas baricêntricas de x em relação
aos vértices v0, . . . , vp.

Um exemplo importante e que será de grande valia para nosso trabalho é o simplexo padrão:

Definição 2.1.4 Um p-simplexo padrão ∆p é o simplexo em Rn cujos vértices são exatamente
os vetores ei da base canônica do espaço Rn, isto é,

∆p =

x =

p∑
i=0

λiei
∣∣ p∑
i=0

λi = 1, 0 ≤ λi ≤ 1, ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i

, . . . , 0)

 .

Figura 2.1: p-simplexo padrão para p = 0, 1, 2 e 3

2.1.2 Estruturas Simpliciais:

Com a introdução anterior da definição de simplexo, passaremos a destacar em seguida os seus
elementos estruturais.

Definição 2.1.5 Seja σ um p-simplexo em Rn. Uma face de σ é um simplexo τ tal que, todo
vértice de τ é, também vértice de σ. Usaremos τ ≤ σ quando τ for face de σ e no caso de τ ≤ σ
com τ 6= σ, diremos que τ é face própria de σ.

Observação 2.1.2 Qualquer simplexo gerado por algum subconjunto de {v0, . . . , vp} será uma face
deste, em especial, a face (v0, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vp) é chamada a face oposta ao vértice vi.

Definição 2.1.6 Dado um simplexo σ, definimos o bordo de σ como sendo ∂σ = {τ ≤ σ | τ 6= σ},
o conjunto formado pelas faces próprias de σ. O interior de σ será o conjunto σ̊ = σ−∂σ, também
conhecido como simplexo aberto.

Observação 2.1.3 Um ponto x ∈ σ com coordenadas baricêntricas λi pertence à σ̊ ⇐⇒ λi > 0,
∀i. Um ponto x ∈ σ pertence à ∂σ ⇐⇒ λi = 0 para algum i.

Proposição 2.1.2 Se x ∈ σ, tomando {λi(x)} o conjunto formado pelas coordenadas baricêntricas
de x na observação 2.1.1, podemos listar algumas propriedades básicas dos simplexos. (Munkres (1984),
pp. 4 e 5.)

(1) As coordenadas baricêntricas λi de x com respeito a v0, . . . , vp são funções contínuas de x.

(2) σ = (v0, . . . , vp) é a união de todos os segmentos de retas que ligam o vértice v0 a pontos do
simplexo (v1, . . . , vp). Dois segmentos quaisquer desta união se interceptam apenas em v0.



6 ELEMENTOS DE TOPOLOGIA ALGÉBRICA 2.1

(3) σ é conjunto convexo e compacto em Rn.

(4) Dado σ ⊂ Rn, existe apenas um conjunto de pontos independentes em Rn que geram σ.

(5) Existe um homeomorfismo entre σ e a bola unitária Bn = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1} ⊂ Rn que leva
∂σ à esfera unitária Sn−1.

Este item (5) é de extrema importância ao nosso estudo.

2.1.3 Complexo Simplicial:

Unindo as estruturas simpliciais, chegamos assim, ao complexo simplicial.

Definição 2.1.7 Um complexo simplicial finito K (ou Poliedro) é um conjunto finito de
simplexos em Rn no qual:

(1) Se σ ∈ K e τ ≤ σ ⇒ τ ∈ K,

(2) Se σ, τ ∈ K ⇒ σ ∩ τ = ∅ ou σ ∩ τ ≤ σ, τ (face comum),

(3) Todo σ ∈ K é face de um número finito de simplexos de K.

Exemplo 2.1.2 O poliedro mais simples é o próprio p-simplexo com suas faces. Variando p =
0, 1, 2, 3, teremos, respectivamente, o ponto, um segmento de reta, um triângulo (cheio) e um tetra-
edro (sólido) (Lima (2012), pg. 85)

Definição 2.1.8 Um subcomplexo simplicial L de K, com K, complexo simplicial finito, é um
subconjunto L ⊂ K tal que L é, também, um complexo simplicial.

Como exemplo importante de subcomplexo simplicial destacaremos o p-esqueleto, conceito
este que segue:

Exemplo 2.1.3 O p-esqueleto K(p) = {σ ∈ K | σ é um q-simplexo, q ≤ p} de K é um subcom-
plexo simplicial, tal que K(0) ⊂ K(1) ⊂ . . . ⊂ K(p) ⊂ . . . onde K(0) é formado apenas pelos vértices
de K. Dizemos que K tem dimensão p se K(p−1) 6= K e K(p) = K.

Observação 2.1.4 Neste trabalho trataremos apenas de complexos simpliciais finitos e portanto,
de dimensão finita, p <∞. Nos casos de dimensão infinita, teremos dim K =∞ se K(p) 6= K ,∀p
(Munkres (1984)).

Definição 2.1.9 O suporte (ou realização geométrica) de K é o espaço topológico |K|, for-
mado pela união de todos os simplexos σ ∈ K, isto é,

|K| =
⋃
σ∈K

σ.

Onde a topologia é dada por A ⊂ |K| é aberto ⇐⇒ A ∩ σ é aberto, ∀ σ.

Observação 2.1.5 Esta topologia coincide com a topologia induzida de Rn para complexos simpli-
ciais finitos.
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2.1.4 Triângulação de um Espaço Topológico:

Definição 2.1.10 Seja X um espaço topológico. Uma triangulação (ou estrutura simplicial)
em X (quando existir) é um poliedro K e um homeomorfismo t : |K| → X. Se existir triangulação,
diremos que X é triangulável. Uma triangulação (excetuando-se o caso X = ∅) não é única.

Exemplo 2.1.4

(1) Se σ é um p-simplexo, então K = {τ | τ ≤ σ} é um complexo simplicial e |K| ∼= Dn. Portanto
Dn é triangulável.

(2) K ′ = {τ | τ ≤ σ, τ 6= σ} = ∂σ é um complexo e |K ′| ∼= Sn−1 para σ simplexo de K.

(3) A menor triangulação do toro T2 tem 14 triângulos (2-simplexos). (Massey (1967))

(4) Toda variedade suave é triangulável. (Munkres (1966))

2.1.5 Subdivisão:

Um caso especial de triangulação de um complexo simplicial e a subdivisão baricêntrica, cu-
jas características nos permitem resultados mais gerais sobre o complexo com relações métricas
agradáveis aos cálculos subsequentes.

Definição 2.1.11 O baricentro de um p-simplexo σ é o ponto bσ cujas coordenadas baricêntricas

são
(

1

p+ 1
, . . . ,

1

p+ 1

)
, isto é,

bσ =

(
1

p+ 1

) p∑
i=0

vi.

Observação 2.1.6 O ponto bσ está em posição geral em relação à ∂σ, isto é, dados pontos
x, y ∈ ∂σ, os segmentos [bσ, x] e [bσ, y] possuem apenas o ponto bσ em comum.

Exemplo 2.1.5 Alguns exemplos em dimensão baixa ilustram nossa definição.

(1) Se σ0 = (v0)⇒ bσ0 = v0.

(2) Se σ1 = (v0, v1)⇒ bσ1 = 1
2 (v0 + v1) .

(3) Se σ2 = (v0, v1, v2)⇒ bσ2 = 1
3 (v0 + v1 + v2) .

Definição 2.1.12 (Subdivisão baricêntrica) SejaK um complexo simplicial. A (primeira) sub-
divisão baricêntrica de K é uma subdivisão do complexo simplicial K, representada por

Sd(K) = {(bσ0 , . . . , bσk) | bσié o baricentro de σi ∈ K,σ0 < σ1 < . . . < σk}

Veremos a seguir algumas propriedades da subdivisão baricêntrica.

Definição 2.1.13 O diâmetro de um p-simplexo σ = (v0, . . . , vp) é o número

Diam(σ) = máx{|vi − vj |}, i, j = 0, 1, . . . , p

Podemos relacionar o tamanho dos simplexos gerados a partir dos simplexos originais do com-
plexo simplicial inicial através do seguinte resultado:

Teorema 2.1.1 Seja σ um p-simplexo tal que Diam(σ) = d. Se σ′ é a sua primeira subdivisão
baricêntrica então para τ ≤ σ′ tem-se

Diam(τ) ≤
(

p

p+ 1

)
d.
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Figura 2.2: Sd([v0, v1, v2]), para b[vi,vj ] = bij .

Demonstração: Ver Lima (2012), pp. 106

A iteração do processo de subdivisão baricêntrica de um complexo simplicial permite-nos reduzir
o tamanho dos novos simplexos com diâmetros cada vez menores. Vale portanto que:

Corolário 2.1.1.1 Sejam K um complexo simplicial finito e um número real ε > 0. Existe n ∈ N,
tal que para todo τ ∈ K(n) (n-ésima subdivisão baricêntrica) vale Diam(τ) < ε.

Podemos triangular um espaço utilizando o conceito de estrutura de ∆-complexo que apresen-
taremos a seguir.

Definição 2.1.14 Uma estrutura ∆-complexo para um espaço topológico X é uma coleção de sim-
plexos S = {σα : ∆n → X | n = n(α)} tal que:

(1)
⋃
α σα = X;

(2) σα|∆̊n é injetor e ∀x ∈ X, ∃! α tal que x ∈ Im(σα|∆̊n);

(3) Se ∆n−1
i = (e0, . . . , êi, . . . , en) é uma face de ∆n tem-se σβ = σα|∆̊n−1 ∈ S;

(4) A ⊂ X é aberto ⇐⇒ σ−1
α (A) ⊂ ∆n é aberto, ∀α.

Figura 2.3: ∆-complexo para o toro T2.

Definição 2.1.15 Sejam K e L complexos simpliciais finitos. Uma aplicação f : |K| → |L| é uma
aplicação simplicial se:

(1) (vα1 , . . . , vαl
) ∈ K =⇒ f(vα1), . . . , f(vαl

) são vértices de algum simplexo de L.

(2) f é linear nos simplexos, isto é, f(
∑
λivαi) =

∑
λif(vαi).
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Observação 2.1.7 (f(vα1), . . . , f(vαl
)) não precisa ser um simplexo de L pois, f(vα1), . . . , f(vαl

)
não precisam ser distintos.

Proposição 2.1.3 Seja X um espaço topológico. Uma estrutura ∆-complexo para X é uma trian-
gulação deste espaço se, e somente se, valem:

(1) Cada p-simplexo de X (Im (σα)) tem (p+ 1) vértices distintos;

(2) Nenhum outro simplexo de X tem o mesmo conjunto de vértices.

Demonstração 2.1.3.1 Seja K uma estrutura ∆-complexo para X. Se vale (1) para K, então toda
aplicação característica σα : K → X é bijetiva. Se vale, também, (2), dados σ1, σ2 ∈ K(1) (divisão
baricêntrica de K) tem-se: σ1 ∩ σ2 = ∅ ou σ1 ∩ σ2 ≤ σ1, σ2 e neste caso K é uma triangulação de
X. De fato, dado K(1) = 〈bσ0 , . . . , bσn〉, com σ0 < σ1 < . . . < σn ∈ K toda aplicação simplicial leva
baricentros em baricentros e desta forma podemos identificar K com K(1) de modo natural, assim
|K(1)| ≈ |K|. Agora se σ0 < σ1 < . . . < σn ∈ K, então bσn ∈ Im(σn), enquanto bσi ∈ ∂σn para todo
i = 0, . . . , n− 1. Portanto, bσn 6= bσi para i 6= n. Continuando o processo por indução, teremos que
todos os vértices de um simplexo em K(1) são diferentes de |K(1)|.

Supondo L 6= K outra estrutura ∆-complexo nas condições anteriores e σ um n-simplexo em L.
Se fσ não for injetora, então algumas faces de σ distintas serão identificadas. Neste caso, todas as
aplicações características, e em particular σ, possuem no máximo n vértices contradizendo, portanto,
a propriedade (1).

Desta forma, diferentes simplexos em |L| podem ter mais de um lado comum e assim L não é
necessariamente um complexo simplicial.

Uma subdivisão K ′ mantém a propriedade de um complexo simplicial: a interseção de dois
simplexos em |K ′| é um face comum (ou vazia).

Figura 2.4: Subdivisões Baricêntricas

Exemplo 2.1.6 Uma estrutura de ∆-complexo para o toro T2 é obtida a partir da união de dois
2-simplexos (figura 2.5) que dividem a representação (identificação) deste espaço (um retângulo com
lados e vértices identificados) cortado ao longo da diagonal deste.
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Figura 2.5: ∆-complexo para o T2

Exemplo 2.1.7 De mesma forma, a partir da identificação do espaço projetivo RP2, obtemos uma
estrutura de ∆-complexo neste espaço:

Figura 2.6: ∆-complexo para o RP2

2.1.6 Número de Euler de um Complexo Simplicial Finito

Uma característica presente na triangulação (quando existe) de um espaço topológico X é dada
pela característica de Euler, número associado à quantidade dos simplexos (de dimensões diversas)
que lá se encontram. (Brasselet e Thuy (2016), Lima (1984), Lima (1985b)).

Definição 2.1.16 Seja K um complexo simplicial finito com dimK = p. A característica de
Euler deste complexo é a soma alternada do número de i-simplexos em K, 0 ≤ i ≤ p, isto
é,

χ(K) =

p∑
i=0

(−1)i#(σi).

Onde #(σi) é o número dos i-simplexos em K.

Exemplo 2.1.8 Dado um grafo Γ (complexo simplicial conexo formado apenas por simplexos de
dimensões: 0 e 1) tem-se χ(Γ) = #(σ0)−#(σ1).

Exemplo 2.1.9 Uma árvore A é um grafo conexo sem ciclos (laços) e portanto χ(A) = 1. (vale
a recíproca Kinsey (1993), pg. 93)

Figura 2.7: (a) e (d) são árvores; (b), (c) grafos, Kinsey (1993), pg. 92.
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2.2 Homologia Simplicial

2.2.1 Orientação:

Definição 2.2.1 (Simplexos orientados) Um 0-simplexo orientado é um par (σ, ε) onde σé um
0-simplexo σ = (v) e ε = ±1

Definição 2.2.2 Se p>0, uma orientação em σ = (v0, . . . , vp) é uma escolha de uma classe de
equivalência na ordem dos vértices de σ, onde duas ordens são equivalentes se diferem por uma
permutação par. Notação [v0, . . . , vp] = (v0, . . . , vp) para v0 < v1 < . . . < vp.

Definição 2.2.3 (Orientação Induzida) Se σ = [v0, . . . , vp] dado τ ≤ σ , σ induz uma orien-
tação em τ = (v0, . . . , v̂i, . . . , vp) (diferente da orientação de τ dada pela ordem dos vértices de σ)
τ = (−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vp].

Figura 2.8: Orientação de um simplexo. (Munkres (1984))

2.2.2 Grupo das p-cadeias Simpliciais:

Definição 2.2.4 Seja K um complexo simplicial. Para o grupo abeliano livre gerado pelos p-
simplexos orientados de K, C̄p = {

∑
σ nσσ (finita) | σ = [v0, . . . , vp], nσ ∈ Z}, definiremos o

grupo gerado pelas p-cadeias simpliciais de K, orientadas positivamente, como o conjunto Cp(K) =
C̄p(K)/ ∼, onde (−1)σ = −σ.

Definição 2.2.5 (Homomorfismo de bordo) Definimos para Cp(K) o homomorfismo de bordo
como a aplicação

∂ = ∂p : Cp(K)→ Cp−1(K)

∂p([v0, . . . , vp]) =

p∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i . . . , vp]

onde o vértice vi é omitido.

Definição 2.2.6 Uma p-cadeia c ∈ Cp(K) será chamada de ciclo (ou p-ciclo) se ∂c = 0. Se
c = ∂p+1(c′), para algum c′ ∈ Cp+1(K), então c será chamada bordo (ou p-bordo).
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Figura 2.9: Bordo para um 2 e 3-simplexo

2.2.3 Complexo de Cadeias Simpliciais:

Definição 2.2.7 O complexo de cadeias simpliciais de K, denotado por (C∗(K), ∂∗), é a sequência
de grupos de cadeias simpliciais de K e morfismos entre elas,

. . .
∂p+2−−−→ Cp+1(K)

∂p+1−−−→ Cp(K)
∂p−→ Cp−1(K)→ . . .

∂1−→ C0(K)
∂0−→ 0

Lema 2.2.1 Se ∂p−1 ◦ ∂p ≡ 0, ∀p.

Demonstração 2.2.1.1

∂p−1 ◦ ∂p[v0, . . . , vp] =

p∑
i=0

(−1)i∂p−1[v0, . . . , v̂i, . . . , vp]

=

p∑
i=0

 i−1∑
j=0

(−1)i+j [v0, . . . , v̂j , . . . , v̂i, . . . , vp] +

p∑
j=i+1

(−1)i+j−1[v0, . . . , v̂i, . . . , v̂j , . . . , vp]



=
∑
i<j

(−1)i+j [v0, . . . , v̂j , . . . , v̂i, . . . , vp] +
∑
i>j

(−1)i+j−1[v0, . . . , v̂i, . . . , v̂j , . . . , vp] = 0 �.

Observação 2.2.1 Utilizamos o fato de que para um p-simplexo orientado σ = [v0, . . . , vp], toda
face (p − 2)-dimensional τ pertence a duas faces (p − 1)-dimensionais com orientações induzidas
por σ, que por seguinte induzem orientações opostas em τ (Lima (2012), Teorema 3, pag. 91),
justificando o cancelamento dos pares no somatório final da demonstração.
Segue do lema que Im(∂p) ⊂ Ker(∂p−1).

Definição 2.2.8 Para cada homomorfismo ∂ de cadeias simpliciais , definimos os subgrupos Zp(K)
(ciclos) e Bp(K)(bordos) de Cp(K) com sendo, Zp(K) = Ker(∂p) e Bp(K) = Im(∂p+1).

2.2.4 Grupos de Homologia Simplicial:

Definição 2.2.9 Para (C∗(K,Z), ∂∗) complexo de cadeias, definimos sua homologia simplicial
como sendo o grupo

Hp(K,Z) =
Ker{∂ : Cp(K,Z)→ Cp−1(K,Z)}
Im{∂ : Cp+1(K,Z)→ Cp(K,Z)}

=
Zp(K,Z)

Bp(K,Z)
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Os elementos de Hp(K,Z) são classes de equivalência de ciclos: ciclos serão equivalentes se a dife-
rença entre eles for um bordo e neste caso serão chamados de ciclos homólogos, isto é, c, c′ são
homólogos em Cp(K,Z) se existe uma (p+ 1)-cadeia d tal que ∂p+1d = c− c′.

Por definição, se um complexo simplicial K não possui p-simplexos, então Hp(K,Z) = 0.
Iremos agora calcular alguns grupos de homologia simplicial para determinados espaços topoló-

gicos.

Proposição 2.2.1 Seja K um complexo simplicial. Então H0(K,Z) = Z ⇐⇒ |K| é conexo.

Demonstração 2.2.1.1 Seja V o conjunto dos vértices de K. Primeiramente, observamos que:

(1) Todo v ∈ V é um ciclo. (Pois ∂v = 0);

(2) Nenhum v ∈ V é bordo: As 1-cadeias são da forma [vi, vj ] e portanto ∂[vi, vj ] = vj − vi e
portanto [v] ∈ H0(K,Z);

(3) |K| é conexo ⇒ [v] = [w],∀v, w ∈ V pois, existem v0, . . . , vk, com v0 = v e vk = w e
(vi, vi+i) ∈ K ⇒ ∂([v0, v1]+. . .+[vk−1, vk]) = v1−v0+v2−v1+. . .+vk−vk−1 = vk−v0 = w−v.

(4) Se [v] = [w], ∀v, w ∈ V ⇒ |K| é conexo, pois se |K| não for conexo ⇒ ∃w tal que v, w não
podem ser ligados por 1-simplexos ⇒ [v] 6= [w].

Segue que |K| é conexo ⇐⇒ ∀z ∈ C0(K,Z), z ∼ nw para algum n ∈ Z.

Existe, portanto, existe um isomorfismo φ

φ : H0(K,Z) −→ Z
n[v] 7−→ n

Logo, H0(K,Z) ≈ Z.

A ideia intuitiva para o cálculo da homologia simplicial será apresentada nos exemplos a seguir
(Ver. Gallier e Quaintance (2016)). Utilizaremos o resultado anterior para este cálculo. Na figura

Figura 2.10: Complexo Simplicial K1 (dimK1 = 1) (Gallier e Quaintance (2016)).

2.10 um complexo simplicial formado por 6 “vértices” (0-simplexos): v1, . . . , v6 e 8 “arestas” (1-
simplexos): a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2 orientados (sentido das setas) tais que:

a1 = [v2, v1] a2 = [v1, v4] b1 = [v2, v3] b2 = [v3, v4]

c1 = [v2, v5] c2 = [v5, v4] d1 = [v2, v6] d2 = [v6, v4]

. . .
∂3−→ 0

∂2−→ C1(K1,Z)
∂1−→ C0(K1,Z)

∂0−→ 0.
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Uma vez que este complexo é conexo formado apenas por simplexos de dimensão p = 0, 1 e
pelo resultado anteriormente apresentado, esperamos que H0(K,Z) = Z. Afirmamos este fato pois,
dados dois vértices u, v ∈ K1, existe um caminho α : I → K1, tal que α(0) = u e α(1) = v, e
este segue através dos vértices em K1, portanto ∂(α) = u − v ⇒ u e v são homólogos em K1. Em
consequência, qualquer c ∈ C0(K1,Z) (0-cadeia) é equivalente a (

∑
ni)v0, portanto:

H0(K1,Z) = 〈v0〉 ≈ Z.

Dado um 1-simplexo w = [vi, vj ] ∈ K1 ⇒ ∂1w = vj − vi, olhando para o conjunto Z1(K1,Z),
concluímos que seus representantes principais são os ciclos:

x = a1 + a2 − b2 − b1 y = b1 + b2 − c2 − c1 z = c1 + c2 − d2 − d1

Estas 1-cadeias (ciclos) em C1(K1,Z) formam uma base para Z1(K1,Z) = Ker(∂1), segue
portanto:

H1(K1,Z) = Ker∂1/Im∂2 = Ker∂1 = 〈x, y, z〉 ≈ Z⊕ Z⊕ Z.

Este resultado nos mostra que K1 apresenta 3 “buracos” unidimensionais, que facilmente vemos
na figura 2.10.

Figura 2.11: Complexo Simplicial K2(dimK2 = 2) (Gallier e Quaintance (2016)).

Agora, consideremos a figura 2.11 e nela apresentamosK2 = K1∪[v2, v1, v3]∪[v1, v4, v3], formado
pela adição de mais um 1-simplexo e1 = [v1, v3] que completa os dois 2-simplexos, A1 = [v2, v1, v3]
e A2 = [v1, v4, v3] (Orientação destacada na figura � / 	). Podemos escrever:

. . .
∂3−→ C2(K2,Z)

∂2−→ C1(K2,Z)
∂1−→ C0(K2,Z)

∂0−→ 0.

Para os simplexos orientados A1 e A2 teremos:

∂2A1 = a1 + e1 − b1 ∂2A2 = a2 − b2 − e1

Segue que

∂2(A1 +A2) = ∂2A1 + ∂2A2 = a1 +ZZe1 − b1 + a2 − b2 −ZZe1 = a1 + a2 − b1 − b2.

Portanto não existem 2-ciclos em C2(K2,Z)⇒ Z2(K2,Z) = {0} ⇒ H2(K2,Z) = 0.
Considerando, agora, o complexo simplicial K3 da figura 2.12. Este novo complexo consiste em

8 vértices (0-simplexos) {V1, . . . , v8}, 16 arestas orientadas, a saber:
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Figura 2.12: Complexo Simplicial K3(dimK3 = 2) (Gallier e Quaintance (2016)).

a1 = [v5, v1] a2 = [v1, v6] b1 = [v5, v3] b2 = [v3, v6]

c1 = [v5, v7] c2 = [v4, v6] d1 = [v5, v8] d2 = [v8, v6]

e1 = [v1, v2] e2 = [v2, v3] f1 = [v1, v4] f2 = [v4, v3]

g1 = [v5, v2] g2 = [v2, v6] h1 = [v5, v4] h2 = [v4, v6]

E 8 triângulos (faces) orientados (2-simplexos):

A1 = [v5, v1, v2] A2 = [v5, v2, v3] A3 = [v1, v6, v2] A4 = [v2, v6, v3]

B1 = [v5, v1, v4] B2 = [v5, v4, v3] B3 = [v1, v6, v4] B4 = [v4, v6, v3]

E assim, para o complexo de cadeias simpliciais de K3,

. . .
∂3−→ C2(K3,Z)

∂2−→ C1(K3,Z)
∂1−→ C0(K3,Z)

∂0−→ 0.

Podemos calcular o bordo de cada 2-simplexo, lembrando que para todo p-simplexos temos:

∂(A) =

p∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vp]

Para A1, teremos:

∂2(A1) = (−1)0[v̂5, v1, v2] + (−1)1[v5, v̂1, v2] + (−1)2[v5, v1, v̂2]

= [v1, v2]− [v5, v2] + [v5, v1]

= e1 − g1 + a1 = a1 + e1 − g1

E, de maneira análoga, teremos:

∂2(A1) = a1 + e1 − g1 ∂2(A2) = g1 + e2 − b1 ∂2(A3) = a2 − g2 − e1 ∂2(A4) = g2 − b2 − e2

∂2(B1) = a1 − f1 − h1 ∂2(B2) = h1 + f2 − b1 ∂2(B3) = a2 − h2 − f1 ∂2(B4) = h2 − b2 − f2.
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Se fizermos:

A = A1 +A2 +A3 +A4 e B = B1 +B2 +B3 +B4 (em C2(K3,Z)).

Então,
∂2(A) = ∂2(B)

Pois,

∂2(A) = (a1 + e1 − g1) + (g1 + e2 − b1) + (a2 − g2 − e1) + (g2 − b2 − e2)

= a1 +��e1 −ZZg1 +ZZg1 +ZZe2 − b1 + a2 −��g2 −��e1 +��g2 − b2 −ZZe2

= (a1 + a2)− (b1 + b2).

∂2(B) = (a1 − f1 − h1) + (h1 + f2 − b1) + (a2 − h2 − f1) + (h2 − b2 − f2)

= a1 −@@f1 −��h1 +��h1 +@@f2 − b1 + a2 −��h2 −@@f1 +��h2 − b2 −@@f2

= (a1 + a2)− (b1 + b2).

Segue que,
∂2(B −A) = 0

Então D = B −A é um 2-ciclo, que neste caso representa um octaedro, ver figura 2.12.
Observamos que o grupo das cadeias simpliciais C2(K3,Z) é um grupo abeliano composto por

todas as combinações lineares dos A′is e B′js e pelo fato de que ∂2(B −A) = 0, segue que o núcleo
da aplicação bordo

∂2 : C2(K3,Z)→ C1(K3,Z)

é não trivial, logo B −A gera um grupo de homologia,

H2(K3,Z) = Ker(∂2) = 〈B −A〉 ≈ Z.

Isto mostra que K3 possue apenas um buraco bidimensional e pelos casos anteriores,

H1(K3,Z) =
Ker(∂1)

Im(∂2)
≈ Z⊕ Z.

O K3 também possue 2 buracos unidimensionais e como é conexo segue que H0(K3) = Z.
Finalmente, passamos agora a analisar o 3-complexo simplicial K4 destacado na figura 2.13, ob-

tido de K3 com junção de uma aresta orientada k = [v2, v4] e 4 tetraedros orientados (3-simplexos):

T1 = [v1, v2, v4, v6] T2 = [v3, v4, v2, v6]
T3 = [v1, v4, v2, v5] T4 = [v3, v2, v4, v5]

. . .
∂4−→ C3(K4,Z)

∂3−→ C2(K4,Z)
∂2−→ C1(K4,Z)

∂1−→ C0(K4,Z)
∂0−→ 0.

Para
∂3 : C3(K4,Z)→ C2(K4,Z)

∂3(T1) = (−1)0[v̂1, v2, v4, v6] + (−1)1[v1, v̂2, v4, v6] + (−1)2[v1, v2, v̂4, v6] + (−1)3[v1, v2, v4, v̂6]

= [v2, v4, v6]− [v1, v4, v6] + [v1, v2, v6]− [v1, v2, v4].
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E portanto,

∂3(T1) = [v2, v4, v6]− [v1, v4, v6] + [v1, v2, v6]− [v1, v2, v4]

∂3(T2) = [v4, v2, v6]− [v3, v2, v6] + [v3, v4, v6]− [v3, v4, v2]

∂3(T3) = [v4, v2, v5]− [v1, v2, v5] + [v1, v4, v5]− [v1, v4, v2]

∂3(T4) = [v2, v4, v5]− [v3, v4, v5] + [v3, v2, v5]− [v3, v2, v4].

Observamos que

∂3(T1 + T2 + T3 + T4) = ∂3(T1) + ∂3(T2) + ∂3(T3) + ∂3(T4)

=
XXXXX[v2, v4, v6] − [v1, v4, v6] + [v1, v2, v6]−���

��XXXXX[v1, v2, v4]

+
XXXXX[v4, v2, v6] − [v3, v2, v6] + [v3, v4, v6]−XXXXX[v3, v4, v2]

+ ���
��[v4, v2, v5] − [v1, v2, v5] + [v1, v4, v5]−���

��XXXXX[v1, v4, v2]

+ ���
��[v2, v4, v5] − [v3, v4, v5] + [v3, v2, v5]−XXXXX[v3, v2, v4]

= −[v1, v4, v6] + [v1, v2, v6]− [v3, v2, v6] + [v3, v4, v6]

− [v1, v4, v5] + [v1, v4, v5]− [v3, v4, v5] + [v3, v2, v5]

= B3 −A3 −A4 +B4 −A1 +B1 +B2 −A2

= B1 +B2 +B3 +B4 −A1 −A2 −A3 −A4

= (B1 +B2 +B3 +B4)− (A1 +A2 +A3 +A4)

= B −A.

Segue que a aplicação
∂3 : C3(K4,Z)→ C2(K4,Z)

associa o octaedro sólido T = T1 +T2 +T3 +T4 para B−A e portanto Ker(∂2) é gerado por B−A
e assim,

H2(K4,Z) =
Ker(∂2)

Im(∂3)
= 0

E também,

H3(K4,Z) =
Ker(∂3)

Im(∂4)
= Ker(∂3) = 0.

E como anteriomente, H0(K4,Z) = Z e H1(K4,Z) = Z ⊕ Z. O complexo K4 continua tendo um
buraco unidimensional mas os dois buracos bidimensionais de K3 “somem”, uma vez que o octaedro
é sólido.

Figura 2.13: Complexo Simplicial K4(dimK4 = 3) (Gallier e Quaintance (2016)).
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Figura 2.14: ∆-simplexo para o toro T2, (Hatcher (2001)).

. . .
∂p+2−−−→ Cp+1(T2,Z)

∂p+1−−−→ Cp(T
2,Z)

∂p−→ Cp−1(T2,Z)→ . . .
∂1−→ C0(T2,Z)

∂0−→ 0

Na representação do espaço T2 (figura 2.14) existem apenas: 0-simplexo (v), 1-simplexos (a, b, c) e
2-simplexos (U,L), desta forma tem-se Cp(T2,Z) = 0, ∀ p > 2 :

. . .
∂4−→ C3(T2,Z)

∂3−→ C2(T2,Z)
∂2−→ C1(T2,Z)

∂1−→ C0(T2,Z)
∂0−→ 0

. . .
∂4−→ 0

∂3−→ 〈U,L〉 ∂2−→ 〈a, b, c〉 ∂1−→ 〈v〉 ∂0−→ 0

Como ∂1v = 0, ∂1a = ∂1b = ∂1c = v − v = 0 e ∂2U = ∂2L = a+ b− c.
Para dimensões mais altas (p ≥ 3) não temos p-simplexos e portanto, Hp(T2,Z) = 0.

Para o cálculo de H2(T2,Z) :

Ker(∂2) = {x ∈ C2(T2,Z)/∂2(x) = 0} e Im(∂3) = {x ∈ C2(T2,Z)/∃w ∈ C3(T2,Z) ; ∂3(w) = x} = {0}

Se x ∈ C2(T2,Z) ≈ 〈U,L〉 ⇒ x = αU + βL⇒ ∂2x = α∂2U + β∂2L = (α+ β)∂2U = (α+ β)(a+
b− c)⇒ x ∈ Ker(∂2) ⇐⇒ α+ β = 0 ⇐⇒ α = −β ⇒ x = α(U − L) ∈ 〈U − L〉 ≈ Z ≈ Ker(∂2).

H2(T2,Z) =
Ker(∂2)

Im(∂3)
≈ Z
{0}
≈ Z.

Para o cálculo de H1(T2) :

Ker(∂1) = {x ∈ C1(T2)/∂1(x) = 0} e Im(∂2) = {y ∈ C1(T2)/∃x ∈ C2(T2) ; ∂2(x) = y}

Seja x ∈ C2(T2) = 〈U,L〉 ⇒ x = αU + βL ⇒ ∂2(x) = α∂2U + β∂2L ⇒ ∂2(x) = y =
(α+ β)(a+ b− c) = 〈a+ b− c〉 ≈ Z⇒ Im(∂2) ≈ Z.

Como ∂a = ∂b = ∂c = 0y ∈ 〈a, b, c〉 ⇒ y ∈ Z
⊕

Z⊕ Z ⇐⇒ Ker(∂1) ≈ Z⊕ Z⊕ Z.

H1(T2) =
Ker(∂1)

Im(∂2)
≈ Z⊕ Z⊕ Z

Z
≈ 〈a, b, c〉
〈a+ b− c〉

≈ 〈a, b, a+ b− c〉
〈a+ b− c〉

≈ Z⊕ Z

Como ∂0 = 0⇒ Ker(∂0) = C1(T2) = 〈v〉 ≈ Z e Im(∂1) = {0} segue que:

H0(T2) =
Ker(∂0)

Im(∂1)
≈ Z
{0}
≈ Z

Hp(T
2) =


Z⊕ Z se p = 1

Z se p = 0, 2
0 se p ≥ 3

Observação 2.2.2 (Cálculo de Hp(K)) Para o cálculo efetivo dos grupos de homologia simpli-
cial, seguiremos os passos a seguir (Kinsey (1993), pp. 131)

(1) Exibimos Cp(K) (grupo das p-cadeias de K) para cada p ≥ 0;



2.2 HOMOLOGIA SIMPLICIAL 19

(2) Para cada p-cadeia geradora c de (1), calculamos ∂c.

(3) Encontramos Zp(K) usando os resultados de (2).

(a) Notemos que se Zp(K) = {0}, então Hp(K) = {0}

(4) Encontramos Bp(K).

(a) Quando em dimensões altas, Bp(K) = ∅, uma vez que não existem (p+ 1)-cadeias para
as quais existem p-cadeias formando bordo.

(b) Qualquer outro caso, olhamos para o passo (2) onde, em dimensões altas, já calculamos
as p-cadeias que são bordos.

(c) Notamos que se Bp(K) = {0}, então Hp(K) = Zp(K)

(5) Calculamos Hp(K) usando (3) e (4).

Tendo definido e calculado alguns grupos de homologia simplicial, relacionaremos os grupos de
homologia de um complexo simplicial e sua subdivisão baricêntrica.

2.2.5 Aplicações de Cadeias:

Definição 2.2.10 f : |K| → |L| é uma aplicação simplicial.
Para cada p, a aplicação f induz f∗,p : Cp(K)→ Cp(L) aplicação de cadeias (homomorfismo

de grupos abelianos),

f∗([vα0 , . . . , vαp ]) =


[f(vα0), . . . , f(vαp)], f(vαi) 6= f(vαj ), ∀i 6= j

0 caso contrário.

Lema 2.2.2 f∗ : C∗(K)→ C∗(L) é uma aplicação de cadeias, isto é, f∗∂ = ∂f∗ :

Cp(K)

∂

��

f∗,p // Cp(L)

∂

��
Cp−1(K)

f∗,p−1 // Cp−1(L)

Demonstração 2.2.2.1 Basta verificar que o diagrama acima comuta,

(1) Suponha que f∗(vi) 6= f(vj), ∀i, j, então:

∂f∗[v0, . . . , vp] = ∂[f(v0), . . . , f(vp)] =
∑

(−1)i[f(v0, . . . , f̂(vi), . . . , f(vp)] =

= f∗(
∑

(−1)i)[v0, . . . , v̂i, . . . , vp] = f∗∂[v0, . . . , vp]⇒ f∗∂ = ∂f∗,

(2) Supondo agora, f(vi) = f(vj) para alguns i, j. Sem perda de generalidade, seja f(v0) = f(v1)
e portanto:

∂[v0, . . . , vp] = ∂0 = 0

f∗∂[v0, . . . , vp] = f∗

(∑
(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vp]

)
=

= [f(v1), . . . , f(vp)]− [f(v0), f(v2), . . . , f(vp)] = 0
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Corolário 2.2.2.1 f∗ leva ciclo em ciclo e bordo em bordo, pois, ∂z = 0 ⇒ ∂f∗z = f∗∂z = 0 e
z = ∂w ⇒ f∗z = f∗∂w = ∂f∗w. Logo, f induz

f∗ : Hp(K)→ Hp(L)

Teorema 2.2.1 (Número de Euler em termos de Homologia Simplicial) A característica de
Euler pode ser calculada como sendo:

χ(K) =
n∑
i=0

(−1)i · βi(X) =
n∑
i=0

(−1)i · dim(Hi(K,R))

Onde βi é o número de Betti de X.

Demonstração 2.2.1.1 Seja

0→ Cn(K,R)
∂n−→ Cn−1(K,R)

∂n−1−−−→ . . .
∂1−→ C0(K,R)

∂0−→ 0

um complexo de cadeias de grupos finitamente gerados tais que: Zn(K,R) = Ker(∂n) são seus ciclos
e Bn(K,R) = Im(∂n+1), seus bordos, teremos,

Hn(K,R) =
Zn(K,R)

Bn(K,R)

E para as sequências exatas
0 → Zn(K,R) → Cn(K,R) → Bn−1(K,R) → 0 e 0 → Bn(K,R) → Zn(K,R) → Hn(K,R) → 0

e em virtude do teorema do núcleo e da imagem, teremos também,

dim(Cn(K,R)) = dim(Zn(K,R)) + dim(Bn−1(K,R)) (2.1)

dim(Zn(K,R)) = dim(Bn(K,R)) + dim(Hn(K,R)) (2.2)

Substituindo o valor dim(Zn(K,R)) da relação 2.2 em 2.1:

dim(Cn(K,R)) = dim(Bn(K,R)) + dim(Hn(K,R)) + dim(Bn−1(K,R))

Multiplicando a equação por (−1)n, teremos

(−1)ndim(Cn(K,R)) = (−1)ndim(Bn(K,R)) + (−1)ndim(Hn(K,R)) + (−1)ndim(Bn−1(K,R)),∀ n

Somando termo a termo, teremos:

n∑
i=0

(−1)idim(Ci(K,R)) =

n∑
i=0

(−1)idim(Bi(K,R))+

n∑
i=0

(−1)idim(Hi(K,R))+

n∑
i=0

(−1)idim(Bi−1(K,R))

n∑
i=0

(−1)idim(Ci(K,R)) =

n∑
i=0

(−1)idim(Hi(K,R))

χ(X) =
n∑
i=0

dim(Hi(K,R)). �
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2.3 Pseudo - Variedades

Uma pseudo-variedade é um tipo especial de complexo simplicial, sua estrutura se assemelha à
uma variedade na maioria dos pontos, mas pode conter singularidades.

Podemos conceber a ideia de pseudo-variedade com sendo realização combinatória de variedades
com singularidades. Os conceitos de orientabilidade fazem sentido assim como em variedades.

Definição 2.3.1 Um complexo simplicial K de dimensão n é uma pseudo-variedade irredutível se:

(1) K é conexo por n-cadeias:
Dados σ, σ′ n-simplexos de K, existe uma sequência de n-simplexos σ = σ0, σ1, . . . , σl = σ′ ∈ K
tais que σi ∩ σi+1 é um (n− 1) - simplexo de K.

(2) K é homogêneo: Todo simplexo é face de algum n-simplexo.

(3) Cada (n− 1)- simplexo é face de exatamente dois n-simplexos.

Figura 2.15: Pseudo-variedades.

Definição 2.3.2 Uma pseudo-variedade de dimensão n é um complexo simplicial que é união
de pseudo-variedades irredutíveis de dimensão n.

Exemplo 2.3.1

(1) Seja K ⊂ Rn uma pseudo-variedade. Mergulhando Rn em Rn+1 e tomando um ponto a ∈
Rn+1−Rn. A união de todos os segmentos da forma [a, x], onde x ∈ K é uma (n+ 1)-pseudo-
variedade, chamada cone de M , representada por ΣK. ( Prasolov (2006))

(2) A suspensão ( SK = (K × I)/ ∼; (x1, 0) ∼ (x2, 0) e (x1, 1) ∼ (x2, 1),∀x1, x2 ∈ K)) de
uma variedade usual (topológica ou suave), finita K de dimK = n pode ser uma variedade
somente se K possui mesma homologia que da esfera, de outra forma, se K é uma pseudo-
variedade de dimensão n, e L é um (n− 2)- esqueleto de K, então, K − L é uma variedade.
Portanto, qualquer pseudo-variedade se torna uma variedade após remoção de um conjunto
de codimensão 2. ( Prasolov (2006))

2.3.1 Orientação:

Definição 2.3.3 Seja K uma pseudo-variedade de dimensão n. Sejam σ, σ′ n-simplexos de K,
σ ∩ σ′ = τ 6= ∅. Uma orientação em σ é coerente com uma orientação em σ′ se as orientações
induzidas em τ são opostas.

Definição 2.3.4 Uma orientação em K é uma escolha de orientação em cada n-simplexo de K tal
que se σ ∩ σ′ 6= ∅ implicam que as orientações são coerentes. K é orientável se for possível escolher
um orientação. Uma pseudo-variedade orientada é uma pseudo-variedade K com uma escolha de
orientação.
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Observação 2.3.1 Se K é orientável e irredutível a escolha de orientação em um n-simplexo de-
termina a orientação em K logo, uma pseudo-variedade irredutível orientável admite duas escolhas
de orientações.

Exemplo 2.3.2 (Faixa de Möbius) A faixa de Möbius como um complexo simplicial com seis
vértices é uma pseudo-variedade não-orientável.

Figura 2.16: Faixa de Möbius como pseudo-variedade.

Teorema 2.3.1 Se K é uma pseudo-variedade fechada, irredutível, não-orientável de dimensão n,
então Hn−1(K) possui um subgrupo isomorfo a Z2.

Demonstração 2.3.1.1 Ver. Lima (2012)

2.3.2 Classe Fundamental:

Definição 2.3.5 Sejam K uma pseudo-variedade irredutível, finita, orientada, de dimensão n e
{σ1, . . . , σk} os n-simplexos de K orientados coerentemente com [K] = σ1 +σ2 + . . .+σk ∈ Cn(K).
Então, ∂[K] = 0 (cada face aparece duas vezes com sinal trocado) segue que [K] ∈ Hn(K) é a classe
fundamental de K.

Teorema 2.3.2 Seja K uma pseudo-variedade fechada, irredutível, de dimensão n. Então:

(1) Se K é orientável ⇒ Hn(K) = Z.

(2) Se K não é orientável ⇒ Hn(K) = {0}.

Demonstração 2.3.2.1

(1) Note que Cn+1(K) = {0} (dim. K = n) ⇒ Hn(K) = Zn(K) ([z] = [z′] ⇐⇒ z = z′)

Seja z ∈ Zn(K) um n-ciclo, então, z = a1σ1 + a2σ2 + . . . + akσk como ∂(z) = 0 segue que:∑
ij(ai − aj)τij = 0 ⇐⇒ ai = aj = a, ∀ i, j portanto z = a(σ1 + σ2 + . . .+ σk) = a[K].

(2) Suponha que 0 6= z ∈ Zn(K) é um n-ciclo então z = a1σ1+. . .+anσn. Trocando as orientações
de σi (se necessário), podemos supor que ai ≥ 0,∀i, então, 0 = ∂z = ±(ai − aj)τij+ outros
(n − 1)- simplexos ai = aj , ∀i, j ⇒ ai > 0, ∀i, j ⇒ 0 = ∂z = ∂(aσ1 + aσ2 + . . . + aσn) =
a
∑

i,j(τij + τji)⇒ τij = −τji ⇒ K é orientável.

2.3.3 Pseudo - Variedades com Bordo:

Definição 2.3.6 Uma pseudo-variedade irredutível de dimensão n com bordo é um complexo sim-
plicial K, homogêneo e conexo por n-cadeias, e um subcomplexo ∂K ⊂ K tal que:

(1) Todo (n− 1) - simplexo de K − ∂K é face de exatamente dois n-simplexos;

(2) Todo (n− 1)-simplexo de ∂K é face de exatamente um n-simplexo;

(3) ∂K é uma pseudo-variedade (sem bordo) de dimensão n− 1.
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Definição 2.3.7 Uma pseudo-variedade K é fechada se K é finito ( ⇐⇒ |K| é compacto) e
∂K = ∅.

Teorema 2.3.3 Seja K irredutível de dimensão n. Se ∂K 6= ∅, então Hn(K) = {0}.

Demonstração 2.3.3.1 Sejam {σ1, . . . , σk} n-simplexos de K e {τ1, . . . , τl} (n− 1)-simplexos de
∂K.

Se ∂(a1σ1 + . . .+ akσk) = 0⇒ a1τ1 + . . .+ alτl = 0⇒ a1 (se l=k acabou, caso contrário)⇒ z =
al+1σl+1 + . . .+ akσk existe i ∈ {l + 1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , l} tal que σi ∩ σj é um (n− 1)-simplexo
de K, ∂z = 0⇒ ai = 0 (assuma i = l + 1)⇒ z = al+2σl+2 + . . .+ akσk.

2.4 Homologia Singular

2.4.1 Homologia Singular de X com coeficientes em um anel R:

Definição 2.4.1 (Simplexo Singular) Seja X um espaço topológico. Um p-simplexo singular
em X é uma aplicação contínua σ : ∆p → X.

Definição 2.4.2 (Aplicação de Faces) (Bredon (1993))
O (p − 1)-simplexo singular Fi : ∆p−1 → ∆p é chamado i-ésima aplicação de faces, onde Fi =
[e0, . . . , êi, . . . , ep].

Definição 2.4.3 O complexo de cadeias singulares de X com coeficientes em R (anel com unidade)
é o complexo de p-cadeias (Cp(X,R), ∂) onde

Cp(X,R) =

{∑
σ

rσσ(finita) | σ : ∆p → X

}
e ∂ : Cp(X,R)→ Cp−1(X,R) ; ∂σ =

p∑
i=0

(−1)iσ◦Fi

. . .
∂p+2−−−→ Cp+1(X,R)

∂p+1−−−→ Cp(X,R)
∂p−→ Cp−1(X,R)→ . . .

∂1−→ C0(X,R)
∂0−→ 0

Notação: Cp(X,R) = CSingp (X,R) := complexo de p-cadeias singulares com coeficientes em R.
As definições a seguir, constituem definições generalizadas daquelas apresentadas em homologia

simplicial.

Proposição 2.4.1 ∂ ◦ ∂ = ∂2 = 0.

Demonstração 2.4.1.1

∂∂σ = ∂

(∑
i

(−1)iσ ◦ Fi

)
=

∑
i

(−1)i
∑
j

(−1)jσ ◦ Fi ◦ Fj

=
∑
i,j

(−1)i+jσ ◦ Fi ◦ Fj

=
∑
i≤j

[
(−1)i+jσ ◦ Fi ◦ Fj

]
+
∑
j<i

[
(−1)i+jσ ◦ Fj ◦ Fi−1

]
= 0.

Definição 2.4.4 Definimos a homologia singular de um espaço topológico X com coeficientes
em R como sendo o quociente:
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Hp(X,R) = HSing
p (X,R) =

Zp(X,R)

Bp(X,R)

onde
Zp(X,R) = Ker{∂ : Cp(X,R)→ Cp−1(X,R)}

é o conjunto dos p-ciclos singulares em Cp(X,R) e,

Bp(X,R) = Im{∂ : Cp+1(X,R)→ Cp(X,R)}

é o conjunto Imagem formado pelos p-bordos singulares em Cp(X,R).

Definição 2.4.5 (Aplicação Induzida) Seja f : X → Y uma aplicação contínua entre espaços
topológicos. A função

f# : Cp(X,R)→ Cp(Y,R)

f#(σ) = f ◦ σ

é chamada aplicacão de cadeias induzida pela f.

Proposição 2.4.2 A aplicação induzida f# é uma aplicação de cadeia, isto é,

f# ◦ ∂ = ∂ ◦ f#

Demonstração 2.4.2.1 f#∂(σ) = f#(
∑

i(−1)iσ ◦ Fi) =
∑

i(−1)i(f ◦ σ ◦ Fi) = ∂f#(σ).
Para cada p, o quadrado no diagrama abaixo é comutativo.

Cp+1(X,R)

f#

��

∂ // Cp(X,R)

f#

��
Cp+1(Y,R)

∂ // Cp(Y,R)

Essa aplicação induzida pela f , por sua vez, induz uma aplicação nos grupos de homologia singular
dos respectivos complexos de cadeias associados por ela.

Definição 2.4.6 Seja f# uma aplicação de cadeia induzida por uma f : X → Y contínua onde X
e Y são espaços topológicos. A função

f∗ : Hp(X,R)→ Hp(Y,R)

f∗[σ] = [f∗σ]

é a função induzida pela aplicação de cadeia f# nos grupos de homologia singular.

Proposição 2.4.3 Se X = qα∈ΛXα (com topologia da união disjunta onde Xα ⊂ X são abertos)
então, Hp(X,R) =

⊕
α∈ΛHp(Xα, R), ∀p.

Demonstração 2.4.3.1 Se C ⊂ X é uma componente conexa por arcos, então C ⊂ Xα para algum
α ∈ Λ. Como ∆p é conexo por arcos e σ:∆p → X é contínua, então Imσ ⊂ Xα para um único
α ∈ Λ, logo

Cp(X,R) =
⊕
α∈Λ

Cp(Xα, R) & ∂ : Cp(Xα, R))→ Cp−1(Xα, R)

e, portanto,
Hp(X,R) =

⊕
α∈Λ

Hp(Xα, R).
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Proposição 2.4.4 Se X é um espaço topológio formado por apenas um ponto, isto é, X = {x0},
então

Hp(X,R) =

{
R se p = 0
0 se p > 0.

Demonstração 2.4.4.1 Para cada p, existe um único p-simplexo singular σp : ∆p → {x0} (apli-
cação constante), desta forma, teremos o complexo de cadeias singulares (Cp(X,R), ∂) como
sendo

. . . R
∂p+1−−−→ R

∂p−→ R
∂p−1−−−→ . . .

∂1−→ R
∂0−→ 0

Onde em grau p, tem-se R ∼= 〈σp〉. Ainda para cada p, teremos ∂p calculado como segue:

∂p(σp) =

p∑
i=0

(−1)iFi ◦ σp =

p∑
i=0

(−1)iσp−1 =

{
σp−1 se p é par

0 se p é ímpar.

Com os resultados anteriores, teremos o complexo de cadeias singulares reescrito como,

. . . R
1R−−→ R

0−→ R
1R−−→ . . . R

0−→ R
1R−−→ 0

Portanto,

Hp({x0}, R) =



R se p = 0

R

R
= 0 se p é ímpar

0

0
= 0 se p é par

2.4.2 Homotopia e Equivalência Homotópica:

Antes de passarmos aos exemplos propriamente ditos do cálculo dos grupos de homologia sin-
gular, apresentaremos um conceito importante e que nos ajudará neste objetivo.

Definição 2.4.7 (Homotopia) Sejam f, g : X → Y funções contínuas entre espaços topológicos,
X e Y . Uma homotopia entre f, g : X → Y é uma função contínua

H : X × I −→ Y

H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x), ∀x ∈ X.

Neste caso, escreveremos f ∼ g (f é homotópico à g).

Proposição 2.4.5 ∼ é uma relação de equivalência em C(X,Y ).

Demonstração 2.4.5.1 Sejam f, g, h ∈ C(X,Y ), então:

(1) Temos que f ∼ f , para H(x, t) = f(x), ∀t ∈ I.

(2) Se f ∼ g existe H(x, t) homotopia entre f e g =⇒ fazendo H̄(x, t) = H(x, 1 − t) teremos
g ∼ f .

(3) Sejam H : f ∼ g e G : g ∼ h, definimos H ∗G : f ∼ h como sendo

H ∗G(x, t) =

{
H(x, 2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2
G(x, 2t− 1) se 1

2 ≤ t ≤ 1

então H ∗G : f ∼ h.
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Segue que ∼ é uma relação de equivalência em C(X,Y ).

Exemplo 2.4.1 (Homotopia Linear) Seja E um espaço vetorial, Y ⊂ E subespaço. Se f, g :
X → Y contínuas, tais que o segmento de reta f(x)g(x) ⊂ Y ⇒ f ∼ g através da homotopia
(linear), H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x).

Definição 2.4.8 (Homotopia Relativa) Seja A ⊂ X, X espaço topológico. Dadas f, g : X → Y ,
contínuas, diremos que f é homotópica à g relativa ao conjunto A, escrevendo f ∼ g (rel A)
se existir H : X × I → Y tal que:

H(x, 0) = f(x), ∀ x ∈ X
H(x, 1) = g(x), ∀ x ∈ X
H(x, t) = a, ∀ a ∈ A

Definição 2.4.9 (Equivalência de Homotopia) Uma f : X → Y contínua será chamada equi-
valência de homotopia quando existir g : Y → X, tal que:{

f ◦ g ∼ 1Y
g ◦ f ∼ 1X .

Neste caso, os espaços topológicos X e Y serão homotopicamente equivalentes (mesmo tipo de
homotopia), cuja notação será, X ∼ Y .

Definição 2.4.10 Diremos que um espaço topológico é contrátil quando for homotopicamente equi-
valente ao espaço formado por apenas um ponto, isto é,

X é contrátil ⇐⇒ X ∼ {∗}.

Exemplo 2.4.2

(1) Todo espaço vetorial E é contrátil. Basta considerar a aplicação:

H(x, t) : E× I → E

H(x, t) = tx

(2) A aplicação i : Sn−1 → Rn − {0} é equivalência de homotopia.

Consideramos

r : Rn − {0} → Sn−1 r ◦ i = 1Sn−1

x 7→ x

‖x‖
i ◦ r ∼ 1Rn−{0}

H : Rn − {0} × I → Rn − {0}
H(x, t) = tx+ (1− t) x

‖x‖

Um caso particular de equivalência de homotopia importante é o de retrato por deformação.

Definição 2.4.11 (Retração) Seja A ⊂ X, X espaço topológico. Uma retração de X em A é
uma aplicação r : X → A tal que r ◦ i = 1A (r|A = 1A).

Definição 2.4.12 (Retrato por deformação) Uma retração é um retrato por deformação
se:

i ◦ r ∼ 1X(rel A).
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Figura 2.17: Espaços Homotopicamente Equivalentes (Hatcher (2001)).

Teorema 2.4.1 (Invariância de Homotopia) Se f, g : X → Y são contínuas e homotópicas
então, as aplicações induzidas respectivamente por f e g, a saber, f∗ e g∗ coincidem como aplicações
dos grupos de homologia das cadeias singulares geradas por X e Y , isto é, f∗ = g∗ : Hp(X,R) →
Hp(Y,R).

Demonstração 2.4.1.1 Por hipótese, existe uma H : X×I → Y , homotopia entre f e g. De posse
desta informação, iremos construir, com auxílio de H, uma nova homotopia h, agora de cadeia, entre
as aplicações f∗ e g∗ ou seja,

. . .
∂p+2 // Cp+1(X,R)

∂p+1 //

g∗

��

f∗

��

hp+1

{{

Cp(X,R)
∂p //

g∗

��

f∗

��

hp

zz

Cp−1(X,R)
∂p−1 //

g∗

��

f∗

��

hp−1

zz

. . .

hp−2

{{
. . .

∂p+2 // Cp+1(Y,R)
∂p+1 // Cp(Y,R)

∂p // Cp−1(Y,R)
∂p−1 // . . .

onde g∗ − f∗ = ∂h+ h∂, para h e ∂ adequados na cadeia.
Como ∆p não é um (p + 1)-simplexo, poderemos decompô-lo de forma natural com sendo uma

“soma” de (p+ 1). Por exemplo, ∆1 × I ∼= I × I
Em geral, considerando em ∆p × I, vi(ei, 0), wi = (ei, 1), teremos as inclusões:

Figura 2.18: ∆1 × I ∼= I × I

Li : ∆p+1 → ∆× I

Li(e0, . . . , ep) = (v0, . . . , vi, wi, wi+1, . . . , wp)

Obteremos assim, para cada σ : ∆p → X,

∆p+1 Li−→ ∆p × I σ×1−−→ X × I H−→ Y
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Definimos então,
hp : Cp(X,R)→ Cp+1(Y,R)

hp(σ) =

p∑
i=0

(−1)iH ◦ (σ × 1) ◦ Li

Temos que ∂h+ h∂ = g∗ − f∗. De fato, pois:

∂hp(σ)(e0, . . . , ep) =

p+1∑
j=0

(−1)jhp(σ) ◦ Fj(e0, . . . , ep)

=
∑
j≤i

(−1)j(−1)iH ◦ (σ × 1)(v0, . . . , v̂j , . . . , vi, wi, . . . , wp)

+
∑
j≥i

(−1)j+1(−1)iH ◦ (σ × 1)(v0, . . . , vi, wi, . . . , . . . , ŵj , . . . , wp)

e

hp−1(∂σ)(e0, . . . , ep) = hp−1

 p∑
j=0

(−1)jσ ◦ Fj

 (e0, . . . , ep)

=
∑
j<i

(−1)i−1(−1)jH ◦ (σ × 1)(v0, . . . , v̂j , . . . , vi, wi, . . . , wj , . . . , wp)

+
∑
j>i

(−1)i(−1)jH ◦ (σ × 1)(v0, . . . , vi, wi, . . . , ŵj , . . . , wp).

Logo,

(∂h+ h∂)(σ) = H ◦ (σ × 1)(v̂0, w0, . . . , wp)−H ◦ (σ × 1)(v0, . . . , vp, ŵp)

= g ◦ σ − f ◦ σ
= g∗(σ)− f∗(σ) �.

Corolário 2.4.1.1 Se f : X → Y é uma equivalência de homotopia, então f∗ : Hp(X,R) →
Hp(Y,R) é um isomorfismo para todo p.

Demonstração 2.4.1.1.1 Como f é equivalência de homotopia, existe uma g : Y → X (inversa
homotópica de f), tal que: {

f ◦ g ∼ 1Y
g ◦ f ∼ 1X

2.4.3 Sequências Exatas

Definição 2.4.13 (Sequências Exatas) Sejam A = (An, ∂An),B = (Bn, ∂Bn) e C = (Cn, ∂Cn)
complexos de cadeias singulares. Uma sequência exata curta de complexos é uma sequência

0 −→ A φ−→ B ψ−→ C −→ 0

de aplicações de cadeia φ e ψ tal que a sequência,

0 −→ An
φn−→ Bn

ψn−−→ Cn −→ 0

é exata ∀ n, ou seja,
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(1) Im(φn) = Ker(ψn);

(2) φn é injetor (Ker(φn) = 0 = Im(0 ↪→ An));

(3) ψn é sobrejetor (Im(φn) = Ker(Cn ↪→ {0})).

Teorema 2.4.2 Dada uma sequência curta exata

0 −→ A φ−→ B ψ−→ C −→ 0

existe ∀n ∈ N um morfismo
∂∗ : Hn(C)→ Hn−1(A)

tal que a sequência

. . . Hn+2(A) Hn+2(B) Hn+2(C)

Hn+1(A) Hn+1(B) Hn+1(C)

Hn(A) Hn(B) Hn(C) . . .

. . . H0(A) H0(B) H0(C) 0

∂∗ φ∗ ψ∗

∂∗

φ∗ ψ∗

∂∗

φ∗ ψ∗ ∂∗

∂∗

∂∗ φ∗ ψ∗ ∂∗

é exata (Im (anterior)=Ker(seguinte)),

Demonstração 2.4.2.1 (Construção de ∂∗) Como se trata de um teorema de existência, iremos
construir a aplicação ∂∗.
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0 An+1 Bn+1 Cn+1 0

0 An Bn Cn 0

0 An−1 Bn−1 Cn−1 0

φn+1 ψn+1

∂n+1

b

∂n+1 ∂n+1

φn ψn

∂n

a

∂n

∂n+1(b)

∂n

φn−1 ψn−1

c

Seja c ∈ Cn+1 um ciclo, isto é, ∂n+1(c) = 0. Como existe b ∈ Bn+1 tal que ψn+1(b) = c, segue pela
definição de ψn+1 (∂n+1 ◦ ψn+1 = ψn ◦ ∂n+1) que:

ψn(∂n+1(b)) = (ψn ◦ ∂n+1)(b)

= (∂n+1 ◦ ψn+1)(b)

= ∂n+1(ψn+1(b))

= ∂n+1(c)

= 0.

Portanto, ∂n+1(b) ∈ Ker(ψn) = Im(φn)⇒ ∃a ∈ An; φn(a) = ∂n+1(b)

(1) ∂n+1(a) = 0 (JaK ∈ Hn(A)), φn(∂n+1)(a) = ∂(φ(a)) = 0 (φ é injetor)

(2) ∂∗ não depende da escolha de b 7→ c: ψ(b′) = c⇒ (b− b′) = 0⇒ b− b′ = φā)⇒ ∂(ā) = a− a′
pois φ(∂ā) = ∂(φ(ā)) = ∂b− ∂ā = φ(a)− φ(a′)

(3) ∂JcK não depende do representante c: Suponha que c = ∂ā e seja b̄ tal que ψ(ā) = c̄⇒ ψ(∂b̄−
b) = ∂(ψb̄)− ψ(b) = 0⇒ ψ(∂b̄) = ψ(b) = c⇒ JaK = Ja′K onde φ(a′) = ∂∂b̄ = 0⇒ a′ = 0

(4) Exato em Hn(A) (isto é, Im(∂∗) = Ker(φ∗)):

(i) Im(∂∗) ⊂ Ker(φ∗) (φ∗ ◦ ∂∗ = 0)

φ∗∂∗(JcK) = Jφ(a)K = J∂bK = 0.
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(ii) Ker(φ∗) ⊂ Im(∂∗) Suponha φ∗(JaK) = Jφ(a)K = 0 ⇒ φ(a) = ∂b. Seja c = ψ(∂b), então
∂(c) = ∂ψ(∂b) = ∂2ψ(b) = 0⇒ JcK ∈ Hn−1(C). Mas ∂∗(JcK) = JaK. (Por construção)

(5) Exato em Hn(C) : (Ker(∂∗) = Im(ψ∗)

(i) Im(ψ∗) ⊂ Ker(∂∗) :

∂∗φ∗(JbK) = ∂∗(Jφ(b)K) = JaK; φ(a) = ψ(b) = 0.

(ii) Ker(∂∗) ⊂ Im(ψ∗), suponha que ∂∗(JcK) = JaK = 0 ⇒ ā ∈ Cn(A), ∂ā = a ⇒ ∂φ(ā) =
φ(a) = ∂(b)⇒ ∂(b− φā) = 0⇒ Jb− φ(ā)K ∈ Hn(B) mas ψ(b− φ(ā) = ψ(b)−ψ(φ(ā)) =
ψ(b) = c.

Proposição 2.4.6 (Sequência de Mayer-Vietoris) Seja K um complexo simplicial e sejam K1

e K2 subcomplexos tais que K = K1 ∪K2. Então a sequência

0 −→ Cp(K1 ∩K2)
i#−→ Cp(K1)

⊕
Cp(K2)

j#−→ Cp(K1 ∪K2) −→ 0

é exata. Observamos que as inclusões naturais iα : K1∩K2 → Kα e jα : Kα → K1∪K2 para α : 1, 2
induzem, ao nível das cadeias, os homomorfismos:

i# : Cp(K1 ∩K2)→ Cp(K1)
⊕

Cp(K2) tal que c 7→ (i1#(c), i2#(c))

e
j# : Cp(K1)

⊕
Cp(K2)→ Cp(K1 ∪K2) tal que (c, c′) 7→ j1#(c)− j2#(c′))

Obtemos assim uma sequência longa exata (sequência de Mayer-Vietoris)

. . . Hn+2(K1 ∩K2) Hn+2(K1)
⊕
Hn+2(K2) Hn+2(K1 ∪K2)

Hn+1(K1 ∩K2) Hn+1(K1)
⊕
Hn+1(K2) Hn+1(K1 ∪K2)

Hn(K1 ∩K2) Hn(K1)
⊕
Hn+1(K2) Hn(K1 ∪K2) . . .

. . . H0(K1 ∩K2) H0(K1)
⊕
H0(K2) H0(K1 ∪K2) 0.

∂∗ i∗ j∗

∂∗

i∗ j∗

∂∗

i∗ j∗ ∂∗

∂∗

∂∗ i∗ j∗ ∂∗

Demonstração 2.4.6.1 Segue do diagrama apresentado no teorema 2.4.2.

Definição 2.4.14 (Homologia Relativa) Seja (X,A) um par de espaços topológicos ( i.e., A ⊂
X é subspaço de X). O complexo de cadeias singulares formadas nessa par é o quociente relativo
aos complexos em separados dos dois espaços:

Cp(X,A;R) =
Cp(X,R)

Cp(A,R)

com ∂σ̄ = (∂σ)
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Por consequência, sua homologia relativa será o quociente representado por:

Hp(X,A;R) =
Hp(X,R)

Hp(A,R)

Observação 2.4.1 Podemos identificar 0 6= σ̄ ∈ Cp(X,A) com σ ∈ Cp(X,A) tal que Im(σ) 6⊂ A.

2.4.4 Sequência Longa do Par

Uma sequência curta exata

0 −→ Cp(A)
i−→ Cp(X)

j−→ Cp(X,A) −→ 0

Induz a sequência longa exata

. . . −→ Hp(A)
i∗−→ Hp(X)

j∗−→ Hp(X,A)
∂∗−→ Hp−1(A) −→ . . .

Proposição 2.4.7 (Naturalidade) O morfismo ∂∗ : Hp(X,A) → Hp−1(A) é natural, isto é, se
f : (X,A)→ (Y,B), então

Hp(X,A)

f∗

��

∂∗ // Hp−1(A)

f∗

��
Hp(Y,B)

∂∗ // Hp−1(B)

Demonstração 2.4.7.1 c ∈ Cp(X) representa JcK ∈ Hp(X,A) ⇐⇒ ∂c ∈ Cp(A).
Segue que

∂∗(JcK)Hp(X,A) = J∂cKHp−1(A)

E portanto,

f∗ (∂∗(JcK) = f∗ (J∂cK)A = Jf∗(∂c)KB = J∂(f∗(c))KB = ∂∗f∗(JcK)

Corolário 2.4.7.1 Se A ⊂ U ⊂ X e i : A ↪→ U é equivalência de homotopia, então i : (X,A) ↪→
(X,U) induz isomorfismo em homologia.

Demonstração 2.4.7.1.1 Temos,

. . . Hp(A) Hp(X) Hp(X,A) Hp−1(A) Hp−1(X) . . .

. . . Hp(U) Hp(X) Hp(X,U) Hp−1(U) Hp−1(X) . . .

∂∗

∂∗

∼= = i∗ ∼= =

onde cada subdiagrama é comutativo e o resultado segue de:

Lema 2.4.1 (Lema dos Cinco) Seja o diagrama abaixo morfismos entre sequências exatas.
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A1 A2 A2 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

f1 f2 f3 f4 f5

Se f1, f2, f4 e f5 são isomorfismos então f3 é isomorfismo.

Demonstração: Ver Lima (2012), pp. 08.

Definição 2.4.15 (Homologia Reduzida) Considere o complexo aumentado:

. . .
∂−→ (X,R)

∂−→ Cp−1(X,R)
∂−→ . . .

∂−→ C1(X,R)→ C0(X,R)
ε−→ R −→ 0

Onde ε : C0(X,R) → R; ε(
∑
rσσ) =

∑
rσ. A homologia reduzida de X é a homologia deste

complexo (denotada por H̃p(X,R)).

Teorema 2.4.3 (Excisão)

(a) Se Z ⊂ A ⊂ X é tal que Z ⊂ int(A), (Z fecho de Z) então,

(X − Z,A− Z) ↪→ (X,A) induz um isomorfismo Hn(X − Z,A− Z) ∼= Hn(X,A), ∀ n.

(b) Se A,B ⊂ X, X = int(A) ∪ int(B) então,

(B,A ∩B) ↪→ (X,A) induz isomorfismo Hn(B,A ∩B) ∼= Hn(X,A), ∀n.

Observação 2.4.2 (a) ⇐⇒ (b), pois dado Z ⊂ A ⊂ X com Z ⊂ int(A), tome B = X −Z, então{
int(A) ∪ int(B) = X
A ∩B = A− Z

Dado A,B tome Z = X −B ⊂ A (Pois int(A) ∪ int(B) = X)

Ideia da Excisão: “Homologia é uma soma de efeitos locais” (Efeito em diferença de homotopia)
Formalizando esta ideia: Seja U = {Uα} tal que X =

⋃
α int(Uα)

Definição 2.4.16 Um p-simplexo singular ∆p → X é U -pequeno se Im(σ) ⊆ Uα para algum α.
Definimos assim o complexo singular formado pelos simplexos singulares U-pequenos, isto é,

CUp (X) =
{∑

rσσ | rσ ∈ R, σ é U − pequeno
}

Segue que

∂ : CUp (X)→ CUp−1(X) e i : CUp → Cp(X) é aplicação de cadeias

Definimos como sendo HU
p (X,R) := Homologia deste complexo.

Proposição 2.4.8 Existe ρ : Cp(X)→ CUp (X) tal que i ◦ ρ e ρ ◦ i são algebricamente homotópicos
à 1, em particular,

Hp(X) ∼= HU
p (X), ∀ p
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Demonstração 2.4.8.1 Para demonstração ver Hatcher (2001)

Sejam A,B ⊂ X, tal que X = int(A) ∪ int(B). Então a sequência curta exata:

0 Cn(A ∩B) Cn(A)⊕ Cn(B) Cn(A+B) 0

σ (σ,−σ)

(σ, τ) σ + τ

i s

Induz uma sequência longa exata

. . . −→ Hn(A ∩B)
i∗−→ Hn(A)⊕Hn(B)

s∗−→ Hn(X)
∂∗−→ Hn−1(A ∩B)

i∗−→ . . .

2.4.5 Bom Par

Qual a relação entre Hn(X,A) e Hn(X/A)?

Definição 2.4.17 (X,A) é um bom par se existir vizinhança aberta A ⊂ U ⊂ X tal que A é
retrato por deformação de U .

Exemplo 2.4.3 (1) Se N ⊂M é subvariedade mergulhada, então (M,N) é um bom par.

(2) Se L ⊂ K é subcomplexo, então (|K|, |L|) é um bom par.

(3) Em particular, se (K, ∂K) é pseudo-variedade com bordo ∂K 6= ∅, então (|K|, |∂K|).

(4) O mesmo para L ⊂ K sub-pseudo-variedade, então (|K|, |L|) é um bom par.

Teorema 2.4.4 Se (X,A) é um bom par, então

Hn(X,A) ∼= H̃n(X/A), ∀n.

Demonstração 2.4.4.1 Notemos que:

(1) A/A = {x0} é retrato por deformação de U/A.

(2) π : (X−A,U−A)→ (X/A−A/A,U/A−A/A) é homeomorfismo e portanto π∗ é isomorfismo.

Logo

Hn(X,A) Hn(X,U) Hn(X −A,U −A)

Hn(X/A,A/A) Hn(X/A,U/A) Hn(X/A−A/A,U/A−A/A)

j∗ π∗

Portanto, j∗ é isomorfismo.
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Observação 2.4.3 Não é verdade em geral que Hn(X,A) ∼= H̃n(X/A).

Teorema 2.4.5 (Invariância de Domínio) Se U ⊂ Rm, V ⊂ Rn são abertos e homeomorfos,
então m = n.

Demonstração 2.4.5.1 Seja α ∈ U , então

Hk(U,U − {x}) ∼= H̃k(R
m,Rm − {x})

Por excisão (tomando B = U , A = Rm − {x} ⊆ Rm), da sequência longa do par, vem que:

Hk(R
m,Rm − {x}) ∼= H̃k(R

m − {x}) ∼=
{
R se k = m− 1
0 se k 6= m− 1

Logo, se ϕ : (U,U − {x})→ (V, V − {ϕ(x)}) é homeomorfismo, e portanto,

ϕ∗ : Hk(U,U − {x})→ (V, V − {ϕ(x)}) =⇒ m = n.

2.5 Isomorfismo entre Homologias Simplicial e Singular

2.5.1 Homologia Simplicial vs. Homologia Singular

Seja K um complexo simplicial (ou ∆-Complexo) e |K| sua realização geométrica. Queremos
mostrar que:

HSimp
n (K) ∼= HSing

n (|K|), ∀n.

Observação 2.5.1 A demonstração que seguirá é análoga ao caso das estruturas de ∆-complexo e
portanto obteremos como corolário que

H∆
n (K) ∼= HSimp

n (K).

Seja (v0, . . . , vp) um p-simplexo de K segue que (v0, . . . , vp)determina σ : ∆p → |K| obtemos
assim:

ψ : CSimpp (K) −→ CSingp (|K|)

(v0, . . . , vp) 7−→ σ

Teorema 2.5.1 A aplicação ψ acima definida induz o isomorfismo

ψ∗ : HSimp
n (K) −→ HSing

n (|K|), ∀n.

Devida a importância deste resultado, iremos apresentar a demonstração (lema, processo de indução,
etc) nos moldes de Hatcher (2001)

Demonstração 2.5.1.1 Utilizaremos o lema abaixo como resultado auxiliar,

Lema 2.5.1 HSing
n (∆n, ∂∆n) ∼= Z, gerado por 1 = in : ∆n −→ ∆n

Demonstração 2.5.1.1 (Indução em n:) Para n = 0, temos ∆0 = {x0}, e portanto, ∂∆0 = ∅,
suponha que Hn−1(∆n−1, ∂∆n−1) é gerado por in−1 : ∆n−1 → ∆n−1.

Seja Λ = ∂∆n − [e0, . . . , en−1] ⊂ ∆n, temos a sequência longa exata da tripla (∆n, ∂∆n,Λ)

Hn(∆n,Λ)→ Hn(∆n, ∂∆n)
∂∗−→ Hn−1(∂∆n,Λ) −→ Hn−1(∆n,Λ)
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Mas Λ é retrato por deformação de ∆n e portanto,

Hn(∆n,Λ) ∼= Hn(Λ,Λ) = 0

Logo, ∂∗ é isomorfismo. Note que,

∂∗(JinK) = J∂inK = J
∑

(−1)p ipn−1K,

Onde ipn−1 é a identificação canônica de ∆n−1 com a p-ésima face [e0, . . . , êp, . . . , en] de ∆n.
Por outro lado, a inclusão

∆n−1 −→ ∂∆n

[e0, . . . , en−1] 7−→ [e0, . . . , en−1]

Induz um homeomorfismo
∆n−1/∂∆n−1 ∼= ∂∆n/Λ

Logo,
Hn(∆n, ∂∆n)

∂∗−→ Hn−1(∂∆n,Λ) −→ Hn−1(∆n−1, ∂∆n−1)

JinK 7−→ J
∑
± ipn−1K −→ J± in−1K

E portanto, [in] gera Hn(∆n, ∂∆n) ∼= Z.

Demonstração 2.5.1.2 (do teorema) Vamos calcular Hn(|Kp|, |Kp−1|), podemos identificar

|Kp| =
∐
α

∆p
α/ ∼

Logo, temos,
ψ :
∐
α

(∆p
α, ∂∆p

α) −→ (|Kp|, |Kp−1|)

que induz um homeomorfismo (∐
α

∆p
α

/∐
α

∂∆p
α

)
−→ |Kp|

/
|Kp−1|

E portanto,

Hn(|Kp|, |Kp−1|) ∼= Hn(
∐
α

∆p
α,
∐
α

∂∆p
α) =

{
0 se n 6= p

livre gerado por iαn se n = p

∼= HSimp
n (Kp,Kp−1).

2.6 Aplicações

Nesta seção apresentaremos o cálculo da homologia da esfera S2. Escolha deste espaço topológico
foi feita de modo a enriquecer o estudo do artigo do professor Elon Lages Lima, (Lima (1985a)) que
versa sobre a demonstração do teorema de Euler para poliedros.

Apresentaremos formas de resolução do problema com as técnicas apresentas até aqui.
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2.6.1 Homologia de S2 - via homologia simplicial:

Para obtermos a homologia de S2, consideramos um 3-simplexo [v0, v1, v2, v3], e tomamos o
bordo deste simplexo (∂∆3), como |∆3| ' S2, escolhemos este último como triangulação para S2.

Figura 2.19: Triângulação da Esfera S2

Primeiramente, temos:

∂2([v0, v1, v2, v3]) = [v1, v2, v3]− [v0, v2, v3] + [v0, v1, v3]− [v0, v1, v2]

Então, teremos os 2-simplexos a seguir:

A1 = [v1, v2, v3] A2 = [v0, v2, v3] A3 = [v0, v1, v3] A4 = [v0, v1, v2]

Calculando ∂2(Ai), teremos,

∂2(A1) = ∂2([v1, v2, v3])

= [v2, v3]− [v1, v3] + [v1, v2]

∂2(A2) = ∂2([v0, v2, v3])

= [v2, v3]− [v0, v3] + [v0, v2]

∂2(A3) = ∂2([v0, v1, v3])

= [v1, v3]− [v0, v3] + [v0, v1]

∂2(A4) = ∂2([v0, v1, v2])

= [v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1]

Agora podemos considerar os 1-simplexos ai:

a1 = [v0, v1] a2 = [v1, v2] a3 = [v0, v2]

a4 = [v1, v3] a5 = [v0, v3] a6 = [v2, v3]

Podemos calcular para estes ∂1(ai):

∂1(a1) = ∂1([v0, v1]) = v1 − v0, ∂1(a4) = ∂1([v1, v3]) = v3 − v1

∂1(a2) = ∂1([v1, v2]) = v2 − v1 ∂1(a5) = ∂1([v0, v3]) = v3 − v0

∂1(a3) = ∂1([v0, v2]) = v2 − v0 ∂1(a6) = ∂1([v2, v3]) = v3 − v2
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Então teremos o complexo de cadeias simplicias considerando estes simplexos:

0
∂3−→ C2(S2,Z)

∂2−→ C1(S2,Z)
∂1−→ C0(S2,Z)

∂0−→ 0

Logo,
0

∂3−→ 〈A1, A2, A3, A4〉
∂2−→ 〈a1, a2, a3, a4, a5, a6〉

∂1−→ 〈v0, v1, v2, v3〉
∂0−→ 0

E equivalentemente,
0

∂3−→ Z4 ∂2−→ Z6 ∂1−→ Z4 ∂0−→ 0.

Vamos calcular os grupos de homologia de S2:
Para H0(S2), teremos pela proposição 2.2.1 que este complexo simplicial, por ser conexo (apresenta
apenas uma componente conexa) esse valor é igual a Z, portanto,

H0(S2,Z) =
Ker(∂0)

Im(∂1)
= Z

por analogia aos exemplos iniciais devidos à Gallier e Quaintance (2016) Teremos que para o
cálculo de Hk(S2), k > 0

Hk(S
2,Z) =

Ker(∂k)

Im(∂k+1)
= 0

2.6.2 Homologia de S2 - via Bom Par

Pela definição 2.4.17 seja (X,A) = (Dn,Sn−1) um bom par, pela sequência longa do par teremos,

. . .→ H̃k(S
n−1)→ H̃k(D

n)→ H̃k(S
n)

∂∗−→ H̃k−1(Sn−1)→ H̃k−1(Dn)→ H̃k−1(Sn)→ . . .→ H̃0(Sn−1)→ 0

Nesta sequência os termos H̃i(Dn) = 0, ∀i = 0, . . . , k, uma vez que Dn é contrátil. e assim

. . .→ H̃k(S
n−1)→ 0→ H̃k(S

n)
∂∗−→ H̃k−1(Sn−1)→ 0→ H̃k−1(Sn)→ . . .→ H̃0(Sn−1)→ 0

De onde destacamos que,

. . .→ 0→ H̃k(S
n)

∂∗−→ H̃k−1(Sn−1)→ 0→ . . .

e desta forma, pela exatidão da sequência, estes dos grupos de homologia são isomorfos (ver teorema
2.4.5) para k > 0 e que H̃0(Sn) = 0.

Podemos concluir, utilizando o processo de indução em n, iniciando em S0 = {−1, 1} = {−1} t
{1}, teremos portanto

H̃k(S
n) =

{
Z para k = n
0 para k 6= n

Fazendo n = 2 teremos o resultado procurado.

2.6.3 Homologia de S2 - via Mayer - Vietoris

Apresentadas as várias formas de calcular a homologia da esfera S2, mostraremos que sua ca-
racterística de Euler tem valor igual a 2.
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Figura 2.20: hipóteses em Mayer - Vietoris

Sejam A = Hemisfério Norte (um pouco abaixo do equador)∼= D2, B = Hemisfério Sul (um
pouco acima do equador)∼= D2, então A ∩B ∼= S1 (Homotopicamente Equivalentes) e portanto,

H̃k(A)⊕ H̃k(B)→ H̃k(S
2)→ H̃k−1(S1)→ H̃k−1(A)⊕ H̃k−1(B)

E assim,
H̃k(S

2) ∼= H̃k−1(S1) ∼= H̃k−2(S0)

Mas S0 = {−1, 1} = {−1} t {1} E portanto,

H̃k(S
2) =

{
Z se k = 2
0 se k 6= 2

2.6.4 χ(S2) = 2

Pela definição 2.1.16 poderemos calcular a característica de Euler da esfera S2 diretamente pela
relação apresentada (figura 2.6.4) segue de |∂∆3| ≈ |S2|

χ(S2) =
3∑
i=0

(−1)i#(σi)

= #(σ0)−#(σ1) + #(σ2)

= 4− 6 + 4

= 2

Esse valor é o mesmo para qualquer triangulação da Esfera S2.
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Figura 2.21: Triangulações da Esfera S2.Brasselet e Thuy (2016)



Capítulo 3

Teorema de Euler (Cauchy - Lima)

3.1 Comentários Iniciais:

No capítulo anterior foi mostrado, utilizando métodos de homologia, que χ(X) = 2 para X
homeomorfo a esfera S2. Assim sendo, para qualquer qualquer triangulação K de S2 teremos

χ(K) = V −A+ F = 2.

Figura 3.1: Poliedros para os quais o teorema é válido.

Figura 3.2: Poliedros para os quais o teorema não é válido.

Em Lima (1985a), o autor, motivado pelo texto de Lakatos (1976), explicita o que de fato foi
demonstrado por Cauchy na tentativa de verificar o Teorema de Euler e esta demonstração, reformu-
lada em Courant e Robbins (1996) e em Hilbert e Cohn-Vossen (1990), utilizava técnicas avançadas
que não foram mencionadas pelos autores (Lima (1985a)) mas são de extrema importância para a
validade do resultado.

No caso de poliedros convexos, existem várias demonstrações corretas que utilizam resultados
elementares de geometria, o autor destaca a primeira dessas a de Legendre (1849) que foi melhorada
em Filho (1983) na qual foi tirada a dependência da geometria esférica (ver Lima (1985b)).

3.1.1 Teorema de Euler para Poliedros (Cauchy - 1813)

O enunciado do teorema a ser demonstrado (versão de Cauchy) será reformulado em linguagem
moderna utilizando o conceito de pseudo-variedades (definição 2.3.1), o que nos permitirá a conexão

41
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das demonstrações topológicas com esta, que é geométrica Lima (1984), Lima (1985a), Lima (1985b),
Brasselet e Thuy (2016).

O teorema que vamos provar é sobre pseudo-variedades K de dimensão 2 onde todo 1- ciclo é
um bordo, ou seja, H1(K) = 0 e desta forma, K é orientável, pelo teorema 2.3.1 do capítulo 2.

Exemplo 3.1.1 No toro T2 existe um ciclo que não é bordo!

Figura 3.3: Ciclo que não é bordo em T2

Teorema 3.1.1 Seja K, pseudo-variedade, irredutível, fechada de dimensão 2, tal que H1(K) = 0,
então:

χ(K) = V −A+ F = 2.

Onde V := # 0-simplexos, A := # 1-simplexos, F := # 2-simplexos em K.

Figura 3.4: Pseudo-variedade de dimensão 2

Observação 3.1.1 A reformulação do enunciado nos remete ao de K homeomorfa a esfera S2

onde H1(S2) = 0, desta forma resultado do teorema é válido e a demonstração já foi apresentada
anteriormente. (Ver seção 2.6)

Pelo teorema de Classificação de Superfícies, temos que uma superfície topológica Σ compacta e
conexa é homeomorfa a esfera S2 se, e somente se, todo ciclo em Σ é um bordo. (A única superfície
Σ fechada tal que H1(Σ) = 0 é a esfera S2, isto é, H1(Σ) = 0 ⇐⇒ Σ = S2).

Feitas estas considerações, a demonstração de Cauchy ao Teorema de Euler não pode ser feita sem
o auxílio de hipóteses da topologia1. Seguimos com a demonstração.

1http://wallpapers4u.net/wallpaper/geometry-4k-734963
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Demonstração 3.1.1.1 Sejam σ1, . . . , σk os 2-simplexos de K e K ′ = K − {σk}. Notamos que
χ(K ′) = χ(K)− 1 e além disso, K é conexo com H1(K) = 0. Devemos observar que a retirada de
um 2-simplexo mantém a propriedade de K em K ′ em que todo 1-ciclo é um bordo neste complexo
simplicial e isso é, de fundamental importância ao resultado final e portanto enunciaremos esta
propriedade.

Proposição 3.1.1 Seja K ′ o complexo simplicial obtido pelo processo de retirada de um 2-simplexo
σk de K. Então H1(K ′) = 0 onde K está nas condições do teorema 3.1.1.

Demonstração 3.1.1.1 Seja γ ⊂ K ′ um 1-ciclo, pela definição deK, existem 2-simplexos, σi1 , . . . , σip ⊂
K tais que,

∂(σi1 + . . .+ σip) = γ.

Se il 6= k, ∀l = 1, . . . , p segue o resultado pois, desta forma, σi1 , . . . , σip serão 2-simplexos de K ′

e portanto γ será bordo em K ′. Caso contrário, sejam σj1 , . . . , σjk−p
os outros 2-simplexos de K.

Afirmamos que
∂(σj1 + . . .+ σjk−p

) = −γ

Pois
∂(σi1 + . . .+ σip + σj1 + . . .+ σjk−p

) = 0

E portanto,

���
���

���:
γ

∂(σi1 + . . .+ σip) + ∂(σj1 + . . .+ σjk−p
) = 0

Logo, ∂(σj1 + . . .+ σjk−p
) = −γ, portanto

σj1 , . . . , σjk−p
⊂ K ′

E assim, todo 1-ciclo em K ′ é bordo nesse complexo simplicial. �

Garantido o resultado anterior passamos agora a retirar, um a um, os 2-simplexos de K ′ que
tenham ao menos uma aresta livre e, neste processo, ao retirarmos o 2-simplexo, retiramos junto
as arestas e vértices livres. Neste processo vamos estudar como se altera o número de Euler do
complexo simplicial restante, bem como o número de componentes conexas.

Figura 3.5: Retirada de um 2-simplexo σk da pseudo-variedade K. (Brasselet e Thuy (2016))

Observamos que ao longo do processo de retirada dos 2-simplexos existirão 6 possibilidades de
escolha para o 2-simplexo a ser retirado, listamos estas possibilidades nas quais o simplexo pode ter:
(a) apenas uma aresta livre, (b) 2 arestas livres e 1 vértice livre, (c) 2 arestas livres mas nenhum
vértice livre, (d) 3 arestas livres e nenhum vértice livre, (e) 3 arestas livres e um vértice livre (f)
3 arestas livres e dois vértices livres. Antes de analisar o resultado na característica de Euler e
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no número de componentes conexas que ocorrerá quando retirarmos um 2-simplexo junto com suas
arestas e vértices livres, é importante notar que ao longo de todo o processo ainda teremos que todo
1-ciclo é um bordo.

Lema 3.1.1 Sejam L um complexo simplicial que contém um 2-simplexo σ0 com aresta livre para
o qual se tem H1(L) = 0 e L′ o complexo simplicial obtido de L retirando σ0 junto com as arestas
e vértices livres deste 2-simplexo, então H1(L′) = 0.

Demonstração 3.1.1.1 Seja γ ⊂ L′ um ciclo. Por hipótese, existem em L, 2-simplexos σi1 , . . . , σip
tais que

∂(σi1 + . . .+ σip) = γ

Afirmamos que σ0 6= σij , ∀j, de fato, se

Q = σ0 + σi1 + . . .+ σip

Então,

∂(Q) = ∂(σ0) + ∂(σi1 + . . .+ σip)

∂(Q) = τlivre + “outros 1-simplexos”

Absurdo, uma vez que γ ⊂ L′ que não contém arestas livres τlivre �

Com estas considerações iremos retirar os 2-simplexos até que o complexo simplicial restante seja
união disjunta de triângulos (2-simplexos com suas arestas e vértices) Continuamos o processo de
retirada dos 2-simplexos de acordo com os casos tipos (a) a (f), um a um, até que cada componente
conexa restante tenha somente um único 2-simplexo e suas faces.

Tipo (a) O 2-simplexo a ser retirado possui uma aresta livre:

Figura 3.6: τ1 é aresta livre. Lima (1985a)

Neste caso, não teremos a alteração do número de componentes conexas de K ′, mas o número
das faces e das arestas diminuirão cada, em uma unidade não alterando assim χ(K ′) inicial.
Analisemos agora, outra possibilidade:

Tipo (b) O 2-simplexo a ser retirado possui duas arestas livres e um vértice livre:

A retirada deste 2-simplexo não altera o número de componentes conexas de K ′, mas reduz
o número arestas em duas unidades e o de vértices em uma, matendo assim, inalterada a
característica de Euler de K ′. Passamos ao caso (c).
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Figura 3.7: τ1 e τ2 são arestas livres. Lima (1985a)

Tipo (c) O 2-simplexo a ser retirado possui duas arestas livres, mas nenhum vértice livre.:

Figura 3.8: τ1 e τ2 são arestas livres, mas nenhum v o é. Lima (1985a)

Neste caso, a retirada do 2-simplexo terá influência direta na conexidade de K ′′ frente a K ′

e na determinação de χ(K ′′), como veremos a seguir:

Proposição 3.1.2 Seja σl = (x, y, z) o 2-simplexo de que trata o caso (c) onde τ1 = (x, z)
e τ2 = (y, z) são as arestas livres. Se K ′′ é o complexo simplicial obtido com a retirada de σl
(junto com suas arestas livres) então K ′′ possui uma componente conexa a mais do que K ′.

Demonstração 3.1.2.1 Devemos mostrar que x e z não podem ser ligados por um caminho
de arestas em K ′′. Supondo, por absurdo, que exista um caminho γ ⊂ K ′′ de arestas ligando x
a z. Desta forma, γ ∪ τ1 é um ciclo em K ′ e como existe uma coleção Q ⊂ K ′ de 2-simplexos
tal que ∂(Q) = γ, existe outro σ ∈ Q, (σ 6= σl) tal que σ ∩ τ1 = τ1, isto é, τ1 seria, também,
face de σ, contrariando a hipótese de esta ser livre. Desta forma, K ′′ é desconexa, aumentando
as componentes conexas de K ′ em uma unidade, logo

#(K ′′) = #(K ′) + 1

Onde #(Ki) é o número de componentes conexas de Ki.

Como retiramos um 2-simplexo (uma face) e dois 2-simplexos (suas duas arestas) τ1, τ2 livres,
teremos,

χ(K ′′) = χ(K ′) + 1.

Tipo (d) O 2-simplexo a ser retirado possui três arestas livres, mas nenhum vértice livre.

De maneira análoga e pela proposição 3.1.2 anterior, cada vértice deste 2-simplexo pertence
a uma, e somente uma componente conexa em K ′′. Desta forma o número de componentes
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Figura 3.9: τ1, τ2, τ3 são arestas livres, com nenhum vértice livre. Lima (1985a)

conexas aumenta em duas unidades.

#(K ′′) = #(K ′) + 2

Como retiramos o 2-simplexo com suas três arestas livres, diminuímos este número em três e
o de faces em uma unidade, portanto,

χ(K ′′) = χ(K ′) + 2

Tipo (e) O 2-simplexo a ser retirado possui três arestas livres e um vértice livre.

Figura 3.10: τ1, τ2, τ3 são arestas livres é v0 vértice livre. Lima (1985a)

Teremos novamente dois vértices pertencentes da componentes conexas distintas, então, com
a retirada deste 2-simplexo o número de componentes conexas aumenta em uma unidade e
portanto,

#(K ′′) = #(K ′) + 1

Verificamos, agora, que esta retirada altera a característica de Euler de K ′ em uma unidade
uma vez que são retiradas três arestas e um vértice livres.

χ(K ′′) = χ(K ′) + 1

Tipo (f) O 2-simplexo a ser retirado possui três arestas livres e dois vértices livres.
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Figura 3.11: τ1, τ2, τ3 são arestas livres e v0, v1 são vértices livres. Lima (1985a)

Neste caso não teremos alteração no número de componentes conexas de K ′, e a característica
de Euler, uma vez que são retiradas três arestas e dois vértices livres, portanto,

χ(K ′′) = χ(K ′)

O processo continua de maneira indutiva e como é garantida a propriedade de que todo 1-ciclo é
bordo no complexo simplicial seguinte a retirada, estaremos, novamente, frente a algum dos casos (a)
até (f) e este processo será finito e bastaremos analisar as componentes conexas e a característica
de Euler do complexo formado pela união de todos os subcomplexos simpliciais.

Conclusão 3.1.1 Ao final do processo de retirada, o complexo simplicial final (Kfinal) será for-
mado por (l + 1) triângulos disjuntos e portanto,

χ(Kfinal) = l + 1

Por outro lado, vimos que χ(K ′) = χ(Kfinal)− l pois só aumentamos a característica de Euler
quando aumentamos o número de componentes conexas, isto é,

χ(Kfinal)− χ(K ′) = #(Kfinal)−#(K ′)

Além disso, temos que
χ(K ′) = χ(K)− 1

E portanto,

χ(K) = χ(K ′) + 1

Seque que,
χ(K) = [χ(Kfinal)− l] + 1

E finalmente,
χ(K) = Cl + 1− Cl + 1 = 2 �

3.2 Conclusão

A demonstração apresentada neste trabalho com carater geométrico-elementar tem como con-
sequência fundamental o fato de que para espaços homotopicamente equivalentes (hipótese mais
fraca de que o homeomorfismo) vale o resultado apresentado, ganhamos assim, uma vasta coleção
de exemplares para o ensino deste famoso resultado.
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