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Resumo

VIANA, M. B. Complexos simpliciais finitos e o teorema de Euler. 2018. Dissertagao -
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

Neste trabalho iremos apresentar uma releitura de um resultado classico da topologia, na visao
da topologia algébrica e em sua notagdo atual. A demonstragao deste, apresentada por Cauchy
(1813), é comentada de maneira critica em Lima (1985a) e para esta apresentagao destacaremos as
definicOes, teoremas e entes basicos para o seu entendimento.

Palavras-chave: poliedro, homologia, topologia, Euler, Cauchy, simplexos.
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Abstract

VIANA, M. B. Finite simplicial complexes and the Euler theorem. 2018. Dissertacao -
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

In this work we will present a rereading of a classic topology result, in the view of the algebraic
topology in its current notation. The proof of this, presented by Cauchy (1813), is critically com-
mented on Lima (1985a) for which we will present the definitions, theorems, basic entities for their
understanding.

Keywords: polyhedron, homology, topology, Euler, Cauchy, simplices .
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Histoérico:

Os estudos iniciais de Topologia Algébrica, que acreditamos ser tarefa para todo e qualquer
estudante em Matematica, nos permitem olhar para resultados classicos com visao critica e reflexiva,
dentre eles, destacamos os que envolvem poliedros (complexos simpliciais finitos) objetos de nosso
estudo aqui apresentado.

Poliedros (suas propriedades geométricas, etc) ji eram conhecidos pelos matematicos gregos':
Pitagoras, Euclides, entre outros. Com J. Kepler (1571-1630) chegaram a ser utilizados para o seu
modelo inicial de sistema solar (Richeson (2012)) entretanto, as primeiras observagoes logicas, foram
feitas pelo Matematico e filosofo René Descartes que, juntamente com os demais, serviram ao ensino
de geometria nas escolas da época.

Em 14 de novembro de 1750, em carta encaminhada a seu amigo Cristian Goldbach (1690 -
1764), Leonhard Euler (1707 - 1783) escreveu acerca de determinada observacao a respeito dos
poliedros e no ano seguinte apresentou uma prova. Esta observacao é a que tempos depois ficaria
conhecida como Férmula de Euler para Poliedros.

Um poliedro é um objeto tridimensional composto por faces poligonais unidas uma as outras ao
longo de segmentos de retas, chamados arestas e, estas interceptam-se em em um ponto, chamado
vértice.

Figura 1.1: Poliedros: (a) convexo (b) nao-convexo

Euler observou que para poliedros regulares, o ntimero de vértices, arestas e faces (V, A e F)?
satisfazem & relagao:

V-A+F =2

O presente trabalho é uma releitura deste classico resultado em matemaética (o Teorema de Euler
para Poliedros) e, para tanto, seguimos a exposi¢ao de Lima (1985a) ao assunto, onde apresenta,

!Uma bela introdugdo ao tema pode ser vista em Richeson (2012)
*Notagao que ndo era utilizada pelo mesmo, (Richeson (2012))



2 INTRODUCAO 1.2

comenta e enriquece a demonstragao feita por Cauchy (1789 -1857).

A blibliografia inclui diversas publicagoes sobre o tema e nossa abordagem destaca a importancia
da teoria de homologia para um melhor entendimento do assunto.

A linguagem atual da topologia algébrica sera utilizada a fim de demonstrar a importancia do
teorema de Euler, bem com a propria caracteristica de Euler que permite associar a um determinado
complexo simplicial finito um invariante topologico.

1.2 Organizagao:

O presente trabalho se divide em duas partes: O capitulo (2) trata dos conceitos e resultados
basicos da Topologia Algébrica e o conceito de Homologia (em especial a) Simplicial com ilustragoes,
exemplos de como calcular os grupos desta homologia, é objetivo deste capitulo. A definicdo de
Complexo Simplicial (defini¢ao 2.1.7) e suas estruturas, em especial, os simplexos (defini¢ao 2.1.1)
dao inicio a esta tarefa.

O conceito de triangulacao (2.1.10) (quando existir) deste espago é apresentado em seguida e a
partir desse conceito calculamos grupos de homologia simplicial. A escolha da Homologia Simplicial
(definigao 2.2.9) nao se deu por acaso. A apresentacao geométrica e combinatoria deste conceito
exemplifica os resultados obtidos através de vérias figuras ao longo do capitulo, onde destacamos
os exemplos devidos a Gallier e Quaintance (2016).

O conceito de pseudo-variedade (definigao 2.3.1) é apresentado neste capitulo e esta definigao
serd importante ao resultado final deste trabalho. O principal conceito a ser apresentado nesta
parte é o numero de Euler (defini¢ao 2.1.16). Finalizaremos o capitulo definindo a homologia singular
(definigao 2.4.4) e mostraremos que os grupos de homologia singular sdo isomorfos aos de homologia
simplicial o que permite a livre escolha destas ao se calcular estes grupos.

Ja no terceiro capitulo (3) e com base na leitura do artigo principal a dissertacao (Lima (1985a)),
trataremos do teorema de Euler e verificaremos que a demonstragao formulada por Cauchy (que é
geométrica) de fato ndo demonstra o resultado de Euler para poliedros homeomorfos a esfera (pois
utiliza técnicas avangadas da topologia algebrica). Apresentaremos um enunciado alternativo ao de
Cauchy e faremos a demonstragao deste resultado geométrico.

As referéncias ao trabalho sdo apresentadas ao final do texto (3.2).



Capitulo 2

Elementos de Topologia Algébrica

Neste capitulo listaremos as principais defini¢oes e resultados necessérios a esta dissertacao,
onde destacamos, inicialmente, os complexos simpliciais e os grupos de homologia simplicial.

2.1 Complexo Simplicial

Definiremos os grupos de homologia simplicial e, para isto, discutiremos a classe de espagos para
os quais estes sao definidos. Esta é a classe dos poliedros. Um poliedro é um espago cuja construgao
pode ser feita a partir da unido de blocos formados por: pontos, segmentos de retas, tridngulos,
tetraedros e seus anédlagos em dimensoes maiores. Esta unido é feita “colando” estes blocos ao longo
de suas “faces” comuns. Discutiremos este tipo de construgao introduzindo: notagoes, definiges e
resultados necessérios a este entendimento.

Historicamente, homologia simplicial surgiu no inicio da década de 1920, mais de trinta anos
apos a publicagao do primeiro artigo de Poincaré em 1892 e até a década de 1930, os grupos
de homologia nao eram definidos. Neste periodo, os matemaéticos trabalhavam com invariantes
numéricos tais como: ntimeros de Betti (1823 - 1892) e tor¢oes, nocoes atuais na época e foi neste
periodo que Emmy Noether (1882 - 1935) fez uma importante contribui¢ao com a introdugao dos
conceitos de grupos (entes algébricos) ao estudo de homologia, que nesta segao, serdo nossos objetos
de estudo.

O caréter geométrico e combinatério das estruturas simpliciais nos permitem uma melhor com-
preensao dos conceitos a serem tratados, dentre os quais destacamos o célculo dos grupos de homo-
logia simplicial de um determinado espaco topologico.

2.1.1 Simplexos:

A principal estrutura de que trataremos aqui ¢ o simplexo. Estes entes geométricos/combi-
natorios, oriundos da definicdo de espaco afim!, sdo importantes ao objeto de estudo a que esta
dissertagao se propoe.

Definicao 2.1.1 Diremos que (p + 1) pontos vg,...,v, em R" sio independentes (em posicao
genérica) se o conjunto {vi — vo,...,vp — o} € linearmente independente?. Um ponto = € R™ serd
linearmente dependente dos pontos vy, . ..,v, se o vetor x —vg for dependente dos vetores v; —vg
parat=1,...,p.

Exemplo 2.1.1 Em consequéncia da defini¢io, dois pontos distintos, trés pontos ndao colineares e
quatro pontos que nao pertengam ao mesmo plano (isto €, nao coplanares) sao independentes.

Definigao 2.1.2 Um ponto x € R" serd uma combinagao afim de pontos vo,vi,...,v, € R"
quando, x = Y_F_  Nwv; para Y A\ = 1. Se, além disso, tivermos os A; > 0 ,Vi =0,...,p entdo x

1O carater geométrico/combinatério dos espagos afins pode ser visto em Rotman (1988), capitulo 2, pag. 31.
?Isto, no sentido de Algebra Linear (Hoffman e Kunze (1971)).

3



4 ELEMENTOS DE TOPOLOGIA ALGEBRICA 2.1

serd uma combinagao convexa dos v;. Um conjunto X C R™ é convexo se, e somente se, toda
combinacao convexa de elementos de X pertence ao proprio X.

Com as definigoes anteriores podemos, de maneira geral, caracterizar a independéncia pontual
em R™ através do seguinte resultado: (Lima (2012))

Proposicao 2.1.1 Dados vy, v1,...,v, pontos de R™, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) wo,v1,...,vp sao pontos independentes;
(2) Se as combinagdes afins x = Y ¢ Nv; ey = >0 o Nwu; sao iguais, entio Ao = X, A\i =
/ _\/
1o Ap = A

Demonstragao 2.1.1.1 Supondo a validade de (1) e que se tenha x =y, podemos escrever, por
hipdtese, para Y L g Ni =1, Ao =1— A+ ...+ X)) =132 N, Como z =" Nuv;, seque
que:

p
xr = Aovo+ Z Aiv;
i—1

p p
r = (1 — Z)w) U0—|—Z)\ivi
;:1 =1
r = vo—i-Z)\i(vi—vo)
=1

e analogamente,
P

y =10+ N (vi — ).

i=1

Por hipdtese
p P
%4‘2)\1‘(%‘ —Uo) :;}6+Zx\§(vi —Uo)
i=1 i=1

Entao,
p
D (A= X)) (vi —wo) =0 € R
i=1
Pela independéncia linear de v; — vy seque que N\ = N, Vi = 1,...,p, desta forma Ao = A, e assim,
(1) =(2).

Reciprocamente, se a afirmacao (2) é vdlida e afirmarmos, por absurdo, que algum dos v; — vy,
por exemplo v1 — vy, Se escreve como combinacdo dos demais, teremos:

p
V1 — Vg = Z)\Z(vz — Uo).
1=2

E portanto
log =1 =X — A3 — ... — Ap)vo + 0vg + v + A3v3 + ... + A\pvp.

Teremos assim, formas distintas de escrever pontos iguais em R™ o que contraria (2). Portanto,
todos os v; — vy sao linearmente independentes e pela defini¢iao 2.1.1 vale (1).
Logo (2) = (1) O.

Garantida a independéncia de pontos em R™ apresentamos uma classe especial de objetos do
espago.



2.1 COMPLEXO SIMPLICIAL )

Definigao 2.1.3 Um p-simplexo o em R™ é o conjunto (fecho convexo) de todas as combinagoes
convezxas dos (p + 1) pontos v; € R", independentes, com representac¢io o = (v, ...,vp) onde cada
v; € chamado vértice sendoi=10,...,p .

p p

Observacao 2.1.1 Se z € (vp,...,vp), entdo x = Z)\ivi, 0<)N<1le Z)‘i =1, com o auxilio
i=0 i=0

da proposicdo 2.1.1. Os numeros \; sao chamados coordenadas baricéntricas de x em relacao

aos vértices vg, . . . , Up.

Um exemplo importante e que serda de grande valia para nosso trabalho é o simplexo padrao:

Definigao 2.1.4 Um p-simplexo padrao AP é o simplexo em R™ cujos vértices sao exatamente
0s vetores e; da base candnica do espagco R™, isto é€,

p p
AP =Sa=> Nei | D N=1,0<NM<1, ¢=(0,..., 1 ,...,0)
i=0 i=0 i

Figura 2.1: p-simplexo padrao parap =0,1,2¢ 3

2.1.2 Estruturas Simpliciais:

Com a introdugao anterior da definicao de simplexo, passaremos a destacar em seguida os seus
elementos estruturais.

Definigao 2.1.5 Seja 0 um p-simplexo em R™. Uma face de o é um simplexo T tal que, todo
vértice de T €, também vértice de o. Usaremos T < o quando T for face de o e no caso de 7 < o
com T # o, diremos que T € face propria de o.

Observacao 2.1.2 Qualquer simplexo gerado por algum subconjunto de {vo,...,v,} serd uma face
deste, em especial, a face (vo,...,Vi—1,0it1,...,Vp) € chamada a face oposta ao vértice v;.

Definigao 2.1.6 Dado um simplexo o, definimos o bordo de o como sendo 0o = {1 <o | T # o},
o congunto formado pelas faces proprias de o. O interior de o serd o conjunto & = g —do, também
conhecido como simplexo aberto.

Observagao 2.1.3 Um ponto x € o com coordenadas baricéntricas \; pertence 4 & <= X\; > 0,
Vi. Um ponto x € o pertence 4 0o <= \; = 0 para algum i.

Proposigao 2.1.2 Se z € o, tomando {\i(z)} o conjunto formado pelas coordenadas baricéntricas
de x na observagao 2.1.1, podemos listar algumas propriedades bdsicas dos simplexos. (Munkres (1984),

pp. 4 e5.)
(1) As coordenadas baricéntricas A; de x com respeito a vy, ..., vp sdo fungdes continuas de x.

(2) 0 = (vo,...,vp) € a unido de todos os segmentos de retas que ligam o vértice vy a pontos do
simplezo (v1,. .. ,vp). Dois segmentos quaisquer desta uniao se interceptam apenas em vy.
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(3) o € conjunto convexo e compacto em R™.
(4) Dado o C R™, existe apenas um conjunto de pontos independentes em R™ que geram o.

(5) Eziste um homeomorfismo entre o e a bola unitdiria B™ = {x € R" : ||z|| < 1} C R™ que leva
do a esfera unitdria S"1.

FEste item (5) € de extrema importdncia ao nosso estudo.

2.1.3 Complexo Simplicial:
Unindo as estruturas simpliciais, chegamos assim, ao complexo simplicial.

-

Definigao 2.1.7 Um complexo simplicial finito K (ou Poliedro) é um conjunto finito de
simplexos em R™ no qual:

(1) Sece Ker<o=T1€eK,
(2) Seo,re K=0onN7Tt=0ouont<o,7 (face comum),

(3) Todo o € K € face de um nimero finito de simplexos de K.

P

Exemplo 2.1.2 O poliedro mais simples € o préprio p-simplexo com suas faces. Variando p =
0,1,2,3, teremos, respectivamente, o ponto, um segmento de reta, um tridngulo (cheio) e um tetra-
edro (solido) (Lima (2012), pg. 85)

Definicao 2.1.8 Um subcomplexo simplicial L de K, com K, complexo simplicial finito, é um
subconjunto L C K tal que L €, também, um complexo simplicial.

Como exemplo importante de subcomplexo simplicial destacaremos o p-esqueleto, conceito
este que segue:

Exemplo 2.1.3 O p-esqueleto KP) = {o € K | 0 é um q-simplezo, ¢ < p} de K é um subcom-
plezo simplicial, tal que K© c KO c...c K® c ... onde K© € formado apenas pelos vértices
de K. Dizemos que K tem dimensdo p se KP~V) £ K ¢ K?) = K.

Observagao 2.1.4 Neste trabalho trataremos apenas de complexos simpliciais finitos e portanto,
de dimensdo finita, p < oco. Nos casos de dimensio infinita, teremos dim K = oo se K®) # K |¥p

(Munkres (1984) ).

Definigao 2.1.9 O suporte (ou realizagcd@o geométrica) de K ¢é o espago topoldgico |K|, for-
mado pela uniao de todos os simplexos o € K, isto €,

K=o
geK

Onde a topologia é dada por A C |K| é aberto <= ANo € aberto, V o.

Observagao 2.1.5 Esta topologia coincide com a topologia induzida de R™ para complexos simpli-
ciais finitos.
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2.1.4 Triangulacao de um Espaco Topolégico:

Definigao 2.1.10 Seja X um espago topoldgico. Uma triangulag¢do (ou estrutura simplicial)
em X (quando existir) é um poliedro K e um homeomorfismo t : |K| — X. Se existir triangulagao,
diremos que X € trianguldvel. Uma triangulac¢io (excetuando-se o caso X = ()) nao € unica.

Exemplo 2.1.4

(1) Se o é um p-simplexo, entdo K = {7 | 7 < o} é um complexo simplicial e |K| = D™. Portanto
D" é triangulavel.

(2) K'={r|7<0, T# 0} =00 ¢ um complexo e |K’| = S"~! para o simplexo de K.
(3) A menor triangulagio do toro T? tem 14 triangulos (2-simplexos). (Massey (1967))

(4) Toda variedade suave é triangulavel. (Munkres (1966))

2.1.5 Subdivisao:

Um caso especial de triangulagao de um complexo simplicial e a subdivisao baricéntrica, cu-
jas caracteristicas nos permitem resultados mais gerais sobre o complexo com relagoes métricas
agradéveis aos calculos subsequentes.

Definigao 2.1.11 O baricentro de um p-simplexo o € o ponto b, cujas coordenadas baricéntricas

N 1 1 L
540 R , 18to €,
p+1 p+1

1 p
= (1) 2o

=0

Observagao 2.1.6 O ponto b, estd em posi¢cao geral em relacdo G Jo, isto €, dados pontos
x,y € Jo, os segmentos [by, x| € [bs,y] possuem apenas o ponto b, em comum.

Exemplo 2.1.5 Alguns exemplos em dimensao baiza ilustram nossa definicéao.
(1) Se og = (vo) = be, = vo.
(2) Se o1 = (vo,v1) = by, = %(Uo +v1).
(3) Se g2 = (vo,v1,v2) = bg, = & (vo + v1 + v2).

Definigao 2.1.12 (Subdivisao baricéntrica) Seja K um complexo simplicial. A (primeira) sub-
divisao baricéntrica de K ¢ uma subdivisdo do complexo simplicial K, representada por

SA(K) = {(bsys---,bs,) | bs; € 0 baricentro de o; € K,00 < 01 < ... < 0k}
Veremos a seguir algumas propriedades da subdivisao baricéntrica.
Definicao 2.1.13 O didmetro de um p-simplexo o = (vo, ...,vp) € 0 nimero
Diam(o) = mdz{|v; — vj]},4,5 =0,1,...,p

Podemos relacionar o tamanho dos simplexos gerados a partir dos simplexos originais do com-
plexo simplicial inicial através do seguinte resultado:

Teorema 2.1.1 Seja o um p-simplezo tal que Diam(c) = d. Se o' é a sua primeira subdivisio
baricéntrica entao para T < o’ tem-se

Diam(r) < (p) d

p+1
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— b(]Q blz

Yo U1 Vo bo1 U1
Figura 2.2: Sd([vo, v1,v2]), para by, ;) = bij.

Demonstragao: Ver Lima (2012), pp. 106

A iteragao do processo de subdivisao baricéntrica de um complexo simplicial permite-nos reduzir
o tamanho dos novos simplexos com didmetros cada vez menores. Vale portanto que:

Corolario 2.1.1.1 Sejam K um complexo simplicial finito e um nimero real € > 0. Existe n € N,
tal que para todo T € K™ (n-ésima subdivisio baricéntrica) vale Diam(T) < e.

Podemos triangular um espaco utilizando o conceito de estrutura de A-complexo que apresen-
taremos a seguir.

Definicao 2.1.14 Uma estrutura A-complexo para um espaco topoldgico X € uma colecao de sim-
plexos S = {0, : A" - X | n=mn(a)} tal que:

(1) Uy o0 = X;

(2) oalgn € injetor eV € X, 3! a tal que v € Im(0oa|zn);

(3) Se Al =(eq,..., 6 ... en) € uma face de A" tem-se 05 = 0alzn 1 € S;
(4)

4) AC X ¢ aberto < o, (A) C A" ¢ aberto, Va.

Figura 2.3: A-complexo para o toro T2.

Definigao 2.1.15 Sejam K e L complexos simpliciais finitos. Uma aplicagao f : |K| — |L| € uma
aplicacao simplicial se:

(1) (vay,---yvq,) € K= f(vay),..., f(vy,) sao vértices de algum simplexo de L.

(2) f € linear nos simplexos, isto é, f(>_ Aiva;) = > Aif(va;)-
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Observagao 2.1.7 (f(va,);---, f(va,)) nao precisa ser um simplexo de L pois, f(va,),- -, f(va;)
nao precisam ser distintos.

Proposicao 2.1.3 Seja X um espaco topoldgico. Uma estrutura A-complexo para X € uma trian-
gulacdo deste espaco se, e somente se, valem:

(1) Cada p-simplexo de X (Im (0,)) tem (p + 1) vértices distintos;
(2) Nenhum outro simplexo de X tem o mesmo conjunto de vértices.

Demonstragao 2.1.3.1 Seja K uma estrutura A-complexo para X . Se vale (1) para K, entdo toda
aplicagio caracteristica oo : K — X € bijetiva. Se vale, também, (2), dados oy, oo € KW (divisio
baricéntrica de K ) tem-se: 01 Nog =0 ou o1 Noy < 01,09 € neste caso K € uma triangulagao de
X. De fato, dado K) = (by,,...,bs,), comog < o1 < ... <0, €K toda aplicagio simplicial leva
baricentros em baricentros e desta forma podemos identificar K com KW de modo natural, assim
|[KW| ~ |K|. Agora se 09 < 01 < ... < 0, € K, entio b, € Im(c,), enquanto by, € do, para todo
1t =0,...,n—1. Portanto, by, # by, para i # n. Continuando o processo por indugao, teremos que
todos os vértices de um simplezo em KU sio diferentes de | K1),

Supondo L # K outra estrutura A-complexo nas condi¢oes anteriores e o um n-simplexo em L.
Se fs ndo for injetora, entao algumas faces de o distintas serao identificadas. Neste caso, todas as
aplicacoes caracteristicas, e em particular o, possuem no mdzximo n vértices contradizendo, portanto,
a propriedade (1).

Desta forma, diferentes simplexos em |L| podem ter mais de um lado comum e assim L nao é
necessariamente um complexo simplicial.

Uma subdivisao K’ mantém a propriedade de um complexo simplicial: a interse¢ao de dois
simplexos em |K’| é um face comum (ou vazia).

Figura 2.4: Subdivisdes Baricéntricas

Exemplo 2.1.6 Uma estrutura de A-complexo para o toro T? € obtida a partir da unido de dois
2-simplexos (figura 2.5) que dividem a representagao (identificagao) deste espago (um retdngulo com
lados e vértices identificados) cortado ao longo da diagonal deste.
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P b P " by o
a a ~ a C C a
P b P e e b e

Figura 2.5: A-complexo para o T?

Exemplo 2.1.7 De mesma forma, a partir da identificacdo do espago projetivo RP?, obtemos uma
estrutura de A-complexo neste espaco:

Q b P ] b U1 wq
a C a ~ a [& C a
P b Q Vo Wo b w2

Figura 2.6: A-complexo para o RP?

2.1.6 Numero de Euler de um Complexo Simplicial Finito

Uma caracteristica presente na triangulacao (quando existe) de um espago topologico X é dada
pela caracteristica de Euler, ntimero associado a quantidade dos simplexos (de dimensoes diversas)
que 14 se encontram. (Brasselet e Thuy (2016), Lima (1984), Lima (1985b)).

Definigao 2.1.16 Seja K um complero simplicial finito com dimK = p. A caracteristica de

Euler deste complexo é a soma alternada do nimero de i-simpleros em K, 0 <1 < p, isto
€

i=0
Onde #(o;) € o nimero dos i-simplexos em K.

Exemplo 2.1.8 Dado um grafo I' (complexo simplicial conexo formado apenas por simplexos de
dimensoes: 0 e 1) tem-se x(I') = #(0¢) — #(01).

Exemplo 2.1.9 Uma drvore A é um grafo conexo sem ciclos (lagos) e portanto x(A) = 1. (vale
a reciproca Kinsey (1993), pg. 93)

Figura 2.7: (a) e (d) sado arvores; (b), (c¢) grafos, Kinsey (1993), pg. 92.
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2.2 Homologia Simplicial

2.2.1 Orientacao:

Definigao 2.2.1 (Simplexos orientados) Um 0-simplexo orientado é um par (o, €) onde oé um
0-simplexo 0 = (v) e e = £1

Definicao 2.2.2 Se p>0, uma orientagio em o = (vo,...,vp) € uma escolha de uma classe de
equivaléncia na ordem dos vértices de o, onde duas ordens sdo equivalentes se diferem por uma
permutacdo par. Notagao [vg, ..., vp] = (vo,...,vp) para vg < v1 < ... < Up.

Definicao 2.2.3 (Orientacao Induzida) Se o = [vp,...,vp] dado 7 < o , o induz uma orien-
tagao em T = (vo,...,V;,...,Up) (diferente da orientacdo de T dada pela ordem dos vértices de o)

T = (—1)i[1)0, cee ,i}\i, cee ,’Up].

l)
d, / 1 = ¥y g

Figura 2.8: Orientacao de um simplexo. (Munkres (1984))

2.2.2 Grupo das p-cadeias Simpliciais:

Definicao 2.2.4 Seja K wum complexo simplicial. Para o grupo abeliano livre gerado pelos p-
simplexos orientados de K, C, = {) ,ne0 (finita) | 0 = [vo,...,vp],ne € Z}, definiremos o
grupo gerado pelas p-cadeias simpliciais de K, orientadas positivamente, como o conjunto Cp(K) =

Cp(K)/ ~, onde (—1)o = —o0.

Definigao 2.2.5 (Homomorfismo de bordo) Definimos para Cp(K) o homomorfismo de bordo
como a aplicagao

0=0,:Cp(K) — Cp 1(K)

Fp([vo, - vp]) = D (= 1) [ve, .-, By, vp)]
0

1=

onde o vértice v; € omitido.

Definigao 2.2.6 Uma p-cadeia ¢ € Cy(K) serd chamada de ciclo (ou p-ciclo) se Oc = 0. Se
¢ = 0pt1(c), para algum ¢ € Cpi1(K), entao ¢ serd chamada bordo (ou p-bordo).
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[wq, v, v, vg) g [vq. v, vs) — [op, v, vg] + ..

oo oo, v, vg) — oo, w1, va)

Figura 2.9: Bordo para um 2 e 3-simplexo

2.2.3 Complexo de Cadeias Simpliciais:

Definigao 2.2.7 O complexo de cadeias simpliciais de K, denotado por (Cy(K),0y), € a sequéncia
de grupos de cadeias simpliciais de K e morfismos entre elas,

Opt-2

2 oo () 2 Oy (K) 25 0y 1 (K) .2 oK) 20
Lema 2.2.1 Se 0,100, =0, Vp.

Demonstragao 2.2.1.1

Op—100plvg, ..., vp) = Z(—l)iﬁp_l[vo, ce s iy, Uy
=0
=3 (D)™ [vo, o Ty Tisvp] + Y (D) ug, B T )
i=0 \ j=0 j=itl

= (=DM, Ty Byl Y (D) g, B T 0] = 0 0
i<j i>]

Observagao 2.2.1 Utilizamos o fato de que para um p-simplexo orientado o = [vy, ..., vp], toda
face (p — 2)-dimensional T pertence a duas faces (p — 1)-dimensionais com orientagées induzidas
por o, que por sequinte induzem orientagoes opostas em T (Lima (2012), Teorema 3, pag. 91),
Justificando o cancelamento dos pares no somatorio final da demonstragao.

Segue do lema que Im(9,) C Ker(0p—1).

Definicao 2.2.8 Para cada homomorfismo 0 de cadeias simpliciais , definimos os subgrupos Z,(K)
(ciclos) e By(K)(bordos) de Cp(K) com sendo, Z,(K) = Ker(0p) € Bp(K) = Im(0pt1).
2.2.4 Grupos de Homologia Simplicial:

Definigao 2.2.9 Para (C(K,Z),0,) complexo de cadeias, definimos sua homologia simplicial
como sendo o grupo
Ker{0:Cp(K,Z) —» Cp1(K,2)} Zy(K,Z)

Hy(K,Z) = Im{0:Cp1(K,Z) = Cp(K,Z)} N By(K,Z)
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Os elementos de Hy(K,Z) sao classes de equivaléncia de ciclos: ciclos serao equivalentes se a dife-
renca entre eles for um bordo e neste caso serao chamados de ciclos homoélogos, isto é, ¢, ¢’ sao
homologos em Cp(K,Z) se existe uma (p + 1)-cadeia d tal que dpy1d = ¢ — .
Por definicao, se um complexo simplicial K nao possui p-simplexos, entao Hy,(K,Z) = 0.
Iremos agora calcular alguns grupos de homologia simplicial para determinados espacgos topolo-
gicos.

Proposicao 2.2.1 Seja K um complezo simplicial. Entio Hy(K,Z) =Z <= |K| € conexo.

Demonstragao 2.2.1.1 Seja V o conjunto dos vértices de K. Primeiramente, observamos que:
(1) Todo v € V é um ciclo. (Pois Ov =0);

(2) Nenhum v € V € bordo: As 1-cadeias sao da forma [v;,v;] e portanto Ov;,vj] = vj —v; e
portanto [v] € Ho(K,Z);

(3) |K| € conexo = [v] = [w],Yv,w € V pois, existem vg,...,vk, cOM Vg = V € Vp = W €
(vi, V1) € K = O([vg, v1]+. ..+ [vg—1,vk]) = vi—vo+va—v1+.. . FVL—Vp_1 = Vp—Vg = W—0.

(4) Se [v] = [w], Yv,w € V = |K| é conexo, pois se |K| nao for conexo = Jw tal que v,w nao
podem ser ligados por 1-simplexos = [v] # [w].
Segque que |K| é conexo <= Vz € Co(K,Z),z ~ nw para algum n € Z.
Eziste, portanto, existe um isomorfismo ¢

¢:Ho(K,Z) — Z
nv] — n

Logo, Hy(K,Z) ~ Z.

A ideia intuitiva para o célculo da homologia simplicial sera apresentada nos exemplos a seguir
(Ver. Gallier e Quaintance (2016)). Utilizaremos o resultado anterior para este calculo. Na figura

Figura 2.10: Complexo Simplicial K (dimK; = 1) (Gallier e Quaintance (2016)).

2.10 um complexo simplicial formado por 6 “vértices” (0-simplexos): v1,...,vs e 8 “arestas” (1-
simplexos): a1, as, b1, ba, c1, c2,d1, d2 orientados (sentido das setas) tais que:

a; = [vg,v1]  ag =[vi,v4] b1 = [vg, V3] by = [v3, v4]
c1 = [vg, vs] co = [vs,v4]  di =[vg,v6]  dp = [vg, V4]

C8 02 01K, 2) D oK, Z) 0.
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Uma vez que este complexo é conexo formado apenas por simplexos de dimensao p = 0,1 e
pelo resultado anteriormente apresentado, esperamos que Hy(K,Z) = Z. Afirmamos este fato pois,
dados dois vértices u, v € K, existe um caminho « : I — Kj, tal que a(0) = v e a(l) = v, e
este segue através dos vértices em K7, portanto d(a) = u — v = wu e v sdo homdlogos em Kj. Em
consequéncia, qualquer ¢ € Cy(K1,Z) (0-cadeia) é equivalente a (> n;)vg, portanto:

H()(Kl,Z) = <Q}0> ~Z.

Dado um 1-simplexo w = [v;,v;] € K1 = 0yw = v; — v;, olhando para o conjunto Z; (K1, Z),
concluimos que seus representantes principais sao os ciclos:

r=a1+ax—by—0by y=0b1+by—c2—c1 z=c1+cy—dy—d

Estas 1-cadeias (ciclos) em C1(K1,Z) formam uma base para Z1(K1,Z) = Ker(01), segue
portanto:

Hy(K1,Z) = Kerdi/Imdy, = Kerd, = (x,y,2) " ZOZ D Z.

Este resultado nos mostra que K; apresenta 3 “buracos” unidimensionais, que facilmente vemos
na figura 2.10.

Figura 2.11: Complexo Simplicial Ko(dimKq = 2) (Gallier e Quaintance (2016)).

Agora, consideremos a figura 2.11 e nela apresentamos Ko = K;U[ve, v1, v3]U[v1, v4, v3], formado
pela adi¢ao de mais um 1-simplexo e; = [v1, v3] que completa os dois 2-simplexos, A; = [vg, vy, v3]
e Ay = [v1,v4,v3] (Orientagao destacada na figura O / ). Podemos escrever:

B Oy(Ka,Z) P 01 (Ka, Z) 2 Co(Ke,Z) 25 0.

Para os simplexos orientados A; e Ay teremos:
0A1 = a1 +ep — by O Ag = a9 — by — e
Segue que

02(A1 + Ag) = 02 A1 + 02As = a1 +6 — b1 +az — by — 8 = a; +az — by — ba.

Portanto nao existem 2-ciclos em Cy(K2,Z) = Z3(K2,Z) = {0} = Hy(K>3,Z) =0.
Considerando, agora, o complexo simplicial K3 da figura 2.12. Este novo complexo consiste em
8 vértices (0-simplexos) {Vi,...,vs}, 16 arestas orientadas, a saber:



HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Ug

Figura 2.12: Complexo Simplicial K3(dimK3z = 2) (Gallier e Quaintance (2016)).

a1 = [vs,v1]  az =[vi,v6] b1 =[vs,v3] b2 = [v3,vg]
c1 = [vs,v7]  c2=[vg,v6]  d1=[vs,v8]  da= [vs,vg]
er1 = [v,ve]  ex=[vo,v3]  fi=[vi,va]  fa=[vg,03]
g1 = [vs,v2] g2 =l[va,v6]  h1=[vs,va]  ha=[v4,v6]
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E 8 triangulos (faces) orientados (2-simplexos):

Ay = [vs,v1,v2] Ag = [vs,v0,v3] Az =[v1,v6,v2] A4 = [v2, V6, V3]

By = [vs, v1,v4] By = [vs, v4, v3] Bs = [v1, vg, v4] By = [v4, v6, 3]

E assim, para o complexo de cadeias simpliciais de K3,

By Oy(K3,2) 2 01(Ks,Z) 2 Co(Ks,2) 25 0.
Podemos calcular o bordo de cada 2-simplexo, lembrando que para todo p-simplexos temos:

p

0(A) = (=1)[vo, ..., By, ..., vp)

=0

Para A;, teremos:

82(A1) = (—1)0[@\5,1)1,1)2] + (—1)1[1}5,@\1,'02] + (—1)2[1]5,1]1,%)\2]

[v1, v2] — [v5, V2] + [vs5, V1]

= e1—gitar=a+e —qn

E, de maneira anéloga, teremos:

h(A)=a1+e1—q1 0a(A2) =g1+e2— Dy 02(Az) = a2 — g2 — €1 02(Aq) = g2 — by — e

82(31) = ai —f1 —h1 82(32) :h1+f2—bl 82(33) :ag—hQ—fl 82(34) :hg—bg—fg.
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Se fizermos:

A=A1+Ay+ A3+ Ay e B=B;+By+ B3+ By (em CQ(Kg,Z))

Entao,
02(A) = 0a(B)
Pois,

02(A) = (a1+er—g1)+ (91 +e2—b1)+ (a2 — g2 —e1) + (g2 — b2 — €2)
= Gt WAt b ta gt g b
= (a1+a2)—(b1+b2).

XR(B) = (a1 — fi—h1)+ (h1+ fa —b1) + (a2 — ha — f1) + (ha — b2 — f2)
= a-R-M+H+R-bita-B-R+K-b-%K
= (a1+a2)—(bl+b2).

Segue que,

8y(B—A) =0

Entao D = B — A é um 2-ciclo, que neste caso representa um octaedro, ver figura 2.12.
Observamos que o grupo das cadeias simpliciais Cy(K3,Z) é um grupo abeliano composto por
todas as combinagoes lineares dos Als e B;-s e pelo fato de que 02(B — A) = 0, segue que o nucleo

da aplicacao bordo
O : CQ(K3,Z) — Cl(K3,Z)

é nao trivial, logo B — A gera um grupo de homologia,
HQ(K:J,,Z) = Ker(ﬁg) = <B — A> ~Z.
Isto mostra que K3 possue apenas um buraco bidimensional e pelos casos anteriores,

Ker(d
Hi(K3,Z) = I;Z“((a;)) ~ZBZ.

O K3 também possue 2 buracos unidimensionais e como é conexo segue que Hy(K3) = Z.
Finalmente, passamos agora a analisar o 3-complexo simplicial K4 destacado na figura 2.13, ob-
tido de K3 com jungao de uma aresta orientada k = [v2, v4] e 4 tetraedros orientados (3-simplexos):

Ty = [v1,v2,v4, Vs] Ty = [v3,v4, V2, Vg]
T3 = [v1,v4, V2, Us] Ty = [v3, v2, V4, V5]
84 (93 (92 (91 80
oo — 03(K4,Z) — CQ(K4,Z) — CI(K4,Z) — Co(K4,Z) — 0.
Para
03 : C3(Ky,Z) — C2(Ky,2Z)
9(T1) = (=1)°[01,v2,v4,v6] + (1) v1, D2, va, v6] + (—1)2[v1, va, Dy, v6] + (—1)*[v1, va, V4, V)

= [vg,v4, V6] — [v1, V4, v6] + [V1, V2, V6] — [V1, V2, V4].
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E portanto,

Observamos que

83(T1 +T5+T5 + T4)

HOMOLOGIA SIMPLICIAL

[v2, V4, vg] — [V1, V4, V6] + [V1, V2, V6] — [V1, V2, V4]
[v4, V2, vg] — [vs, V2, U] + [U3, V4, V6] — [U3, V4, V2]
[v4, V2, V5] — [v1, V2, 5] + [V1, V4, V5] — [V1, V4, V2]
[v2, V4, V5] — [vs, V4, V5] + [V3, V2, V5] — [U3, V2, V4].

03(Th) + 03(Ts) + 03(T3) + 03(Tx)

Mﬂd [1117 V4, 06}
+  [Urva,ug] — [vs, v2, v6] +
4+ [uawrT5] — [v1,v2, v5] +
+  [vp.er U] — [v3,v4,05] +

[v1, v, v6] — [UTFvsa]
[v3, v4, v6] — (U3, 2a]
[v1, 04, v5] — [UveT]
[v3, va, v5] — [U3;

—[v1, va, v6] + [v1, 02, v6] —

[vs, v2, v6] + [v3, V4, V6]

Segue que a aplicagao

83 : C3(K4,Z) — CQ(K4,Z)

[v1,v4, V5] + [v1, V4, v5] —

[vg,v4, V5] + [v3, V2, Us]

B3 — A3 — Ay + By — A1+ B1 + By — A

By + By + B3+ By — A
(B1 4+ By + Bs + By) —

B — A.

— A9 — A3 — Ay
(A] + As + Az + Ay)

17

associa o octaedro solido T' = Ty + T + T3 + Ty para B — A e portanto Ker(d;) é gerado por B — A

e assim,

Ker(0
Hy(K4,Z) ::I;Zé%jf —0
E também,
Ker(d
Hy (K, Z) = W(aj)) — Ker(ds) =0

E como anteriomente, Hy(K4,Z) = Z e H1(K4,Z) = Z & Z. O complexo K4 continua tendo um
buraco unidimensional mas os dois buracos bidimensionais de K3 “somem”, uma vez que o octaedro

é solido.

Figura 2.13: Complexo Simplicial K4(dimK4 = 3) (Gallier e Quaintance (2016)).

Ve
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v v
U
af c a
L
v b v

Figura 2.14: A-simplexo para o toro T2, (Hatcher (2001)).

Opi2, Cp11(T%, 2) Ori1, C,(T?,2) LN Cp1(T%,2) — ... A Co(1%,2) 25 0

Na representacio do espaco T? (figura 2.14) existem apenas: O-simplexo (v), 1-simplexos (a, b, c) e

2-simplexos (U, L), desta forma tem-se C,(T%,Z) =0, Vp > 2:

L2 0y(T2,2) 2 0y(T2,2) 2 0n(T2,2) 2 y(T2,2) 2 0

202w L) 2 (ah ) 2 () B0

Como O1v=0,dia=hb=0ic=v—v=0eBU =0bL=a+b—-c.
Para dimensdes mais altas (p > 3) nao temos p-simplexos e portanto, H,(T?,Z) = 0.
Para o calculo de Hy(T?,Z) :

Ker(0y) = {z € C3(T%,2)/0:(z) = 0} e Im(d3) = {z € Co(T%,Z)/3w € C3(T?,2) ; d3(w) = =} = {0}

Sex € Co(T%,Z) = (U,L) = x = aU + BL = Oz = adoU + BOL = (a+ B)0:U = (a+ B)(a +
b—c)=zeKer(lh) <= a+=0 <= a=—-fF=>c=aU—-L)e(U—-L)~Z=~ Ker(d).

Hy(T?,2) = m ~ {i} ~Z.

Para o calculo de H;(T?) :
Ker(01) = {z € C1(T?)/01(z) = 0} e Im(ds) = {y € C1(T?)/3z € C2(T?) ; do(x) =y}

Seja x € Cx(T?) = (U,L) = = = aU + BL = 0y(x) = adoU + BhL = Ohiz) = y =
(a+B)a+b—c)=(a+b—c)r=Z=Im(d) ~Z.
Como da=0b=0c=0y € (a,b,c) =>yecZPZdZ < Ker(Oh)~ZBZGZ.
H<T2)7K€T(31)NZ@Z@ZN (a,b,c) _(a,b,a+b—c)
"W T Im@,) Tz T la+b—¢  {a+b—c)

Como 0y = 0 = Ker(9y) = C1(T?) = (v) ~ Z e Im(01) = {0} segue que:

~ZpZ

HO(TZ):mzézZ

Ze”Z sep=1
H,(T?) = Z sep=0,2
0 sep>3

Observagao 2.2.2 (Calculo de Hy(K)) Para o cdlculo efetivo dos grupos de homologia simpli-
cial, sequiremos o0s passos a sequir (Kinsey (1993), pp. 151)

(1) Ezibimos Cp(K) (grupo das p-cadeias de K ) para cada p > 0;
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(2) Para cada p-cadeia geradora ¢ de (1), calculamos Oc.
(3) Encontramos Zy(K) usando os resultados de (2).

(a) Notemos que se Z,(K) = {0}, entao Hy(K) = {0}
(4) Encontramos By(K).

(a) Quando em dimensoes altas, B,(K) = 0, uma vez que nao existem (p + 1)-cadeias para
as quais existem p-cadeias formando bordo.

(b) Qualquer outro caso, olhamos para o passo (2) onde, em dimensdes altas, jd calculamos
as p-cadeias que sao bordos.

(¢) Notamos que se By(K) = {0}, entao Hy(K) = Z,(K)
(5) Calculamos H,(K) usando (3) e (4).

Tendo definido e calculado alguns grupos de homologia simplicial, relacionaremos os grupos de
homologia de um complexo simplicial e sua subdivisao baricéntrica.

2.2.5 Aplicagoes de Cadeias:

Definigao 2.2.10 f: |K| — |L| é uma aplicagao simplicial.
Para cada p, a aplicagao f induz fyp: Cp(K) — Cy(L) aplicagcdo de cadeias (homomorfismo
de grupos abelianos),

[f(va0)7 t ‘7f(vap)]7f(vai) 7& f(vaj)7Vi 7&.7
f*([vaoa ce 7Uap]) =

0 caso contrdrio.

Lema 2.2.2 f, : C.(K) — Ci(L) é uma aplicagao de cadeias, isto é, f.0 = Of :

Ix,

Cp(K) - Cp(L)
0 0
f*,p—l
Cp-1(K) Cp-1(L)

Demonstragao 2.2.2.1 Basta verificar que o diagrama acima comuta,

(1) Suponha que f.(vi) # f(v;), Vi,j, entdo:

—

8.]0*[“07 s 7Up] = 8[]0(@0)’ B '7f(vp)] = Z(_l)i[f(v()a .. -7f<vi)7 ce .,f(Up)] =
= £ _(=1))[vo,. .. iy 0] = B0, - . vp] = f20 = Ofs,

(2) Supondo agora, f(v;) = f(vj) para alguns i, j. Sem perda de generalidade, seja f(vo) = f(v1)
e portanto:

Olvo,...,vp] =00 =0

Fo0vo, - vp] = f (Z(_ly[vo,...,@,...,vp]) _
= [f(v1),--., f(vp)] = [f(v0), f(v2), ..., f(vp)] =0
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Corolario 2.2.2.1 f, leva ciclo em ciclo e bordo em bordo, pois, 0z = 0 = O0f.z = fu0z =0 ¢
z=0w = fuz = 0w = dfw. Logo, f induz

fe: Hy(K) = Hy(L)

Teorema 2.2.1 (Nimero de Euler em termos de Homologia Simplicial) A caracteristica de
FEuler pode ser calculada como sendo:

n n

X(K) = (1) Bi(X) = Y (~1) - dim(H,(K,R))

i=0 i=0
Onde B; é o numero de Betti de X.

Demonstragao 2.2.1.1 Seja

0= Cu(K,R) 2 Gy (K,R) 275 2% 0o(KLR) 25 0

um complezo de cadeias de grupos finitamente gerados tais que: Z,(K,R) = Ker(0,) sao seus ciclos
e Bp(K,R) = Im(0n+1), seus bordos, teremos,

R = T

E para as sequéncias exatas
0— Z,(K,R) = Ch(K,R) - Bp_1(K,R) - 0 e 0 = B,(K,R) - Z,(K,R) - H,(K,R) = 0
e em virtude do teorema do nicleo e da imagem, teremos também,

dim(Co(K,R)) = dim(Zn(K,R)) + dim(B,_1(K,R)) (2.1)

dim(Z,(K,R)) = dim(B,(K,R)) + dim(H,(K,R)) (2.2)

Substituindo o valor dim(Z,(K,R)) da relagao 2.2 em 2.1:

dim(Cp(K,R)) = dim(By(K,R)) + dim(H,(K,R)) + dim(B,_1 (K, R))

Multiplicando a equagao por (—1)", teremos
(=1)"dim(Cp(K,R)) = (=1)"dim(B,(K,R))+ (—=1)"dim(H,(K,R)) + (—1)"dim(B,-1(K,R)),V n

Somando termo a termo, teremos:

D (=1)idim(Ci(K,R)) = > (=1)'dim(Bi(K,R))+ Y _(—=1)'dim(H;(K,R))+Y _(—1)'dim(B;1(K,R))
1=0 =0 =0 =0

> (1)idim(Ci(K,R)) =Y _(~1)'dim(H;(K,R))

i=0 1=0
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2.3 Pseudo - Variedades

Uma pseudo-variedade é um tipo especial de complexo simplicial, sua estrutura se assemelha &
uma variedade na maioria dos pontos, mas pode conter singularidades.

Podemos conceber a ideia de pseudo-variedade com sendo realizacao combinatéria de variedades
com singularidades. Os conceitos de orientabilidade fazem sentido assim como em variedades.

Definicao 2.3.1 Um complexo simplicial K de dimensdo n € uma pseudo-variedade irredutivel se:

(1) K € conexo por n-cadeias:
Dados o, o' n-simplexos de K, existe uma sequéncia de n-simplexos o = 0g,01,...,00 =0 € K
tais que ;N oiy1 € um (n— 1) - simplexo de K.

(2) K € homogéneo: Todo simplexo é face de algum n-simplexo.

(3) Cada (n —1)- simplexo é face de exatamente dois n-simplezos.

&

Figura 2.15: Pseudo-variedades.

Definicao 2.3.2 Uma pseudo-variedade de dimensao n é um complexo simplicial que € unido
de pseudo-variedades irredutiveis de dimensado n.

Exemplo 2.3.1

(1) Seja K C R™ uma pseudo-variedade. Mergulhando R” em R"*! e tomando um ponto a €
R"*! —R". A unido de todos os segmentos da forma [a, ], onde x € K é uma (n + 1)-pseudo-
variedade, chamada cone de M, representada por XK. ( Prasolov (2006))

(2) A suspensao ( SK = (K x I)/ ~; (21,0) ~ (x2,0) e (z1,1) ~ (x2,1),Vz1,290 € K)) de
uma variedade usual (topologica ou suave), finita K de dimK = n pode ser uma variedade
somente se K possui mesma homologia que da esfera, de outra forma, se K é uma pseudo-
variedade de dimensao n, e L é um (n — 2)- esqueleto de K, entao, K — L é uma variedade.
Portanto, qualquer pseudo-variedade se torna uma variedade ap6s remocao de um conjunto
de codimensao 2. ( Prasolov (2006))

2.3.1 Orientagao:

Defini¢ao 2.3.3 Seja K uma pseudo-variedade de dimensao n. Sejam o,0’ n-simplexos de K,
ocnNao =71 # 0. Una orientacio em o é coerente com uma orientacdo em o' se as orientagoes
induzidas em T sao opostas.

Definicao 2.3.4 Uma orientacdo em K € uma escolha de orientagcao em cada n-simplexo de K tal
que se o Na’ # O implicam que as orientagoes sao coerentes. K € orientdvel se for possivel escolher
um orientacdo. Uma pseudo-variedade orientada é uma pseudo-variedade K com wma escolha de
orientacao.
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Observacao 2.3.1 Se K ¢ orientdvel e irredutivel a escolha de orientacdo em um n-simplexo de-
termina a orientacdo em K logo, uma pseudo-variedade irredutivel orientdvel admite duas escolhas
de orientacoes.

Exemplo 2.3.2 (Faixa de M&bius) A faiza de Mobius como um complexo simplicial com seis
vértices € uma pseudo-variedade nao-orientdvel.

Figura 2.16: Faixa de Md&bius como pseudo-variedade.

Teorema 2.3.1 Se K ¢ uma pseudo-variedade fechada, irredutivel, nao-orientdvel de dimensdo n,
entao H,_1(K) possui um subgrupo isomorfo a Zs.

Demonstragao 2.3.1.1 Ver. Lima (2012)

2.3.2 Classe Fundamental:

Definicao 2.3.5 Sejam K uma pseudo-variedade irredutivel, finita, orientada, de dimensdo n e
{01,...,0k} 0s n-simplexos de K orientados coerentemente com [K] = o1+ 02+...+ 0 € Cr(K).
Entao, O[K] = 0 (cada face aparece duas vezes com sinal trocado) seque que [K| € H,(K) € a classe
fundamental de K.

Teorema 2.3.2 Seja K uma pseudo-variedade fechada, irredutivel, de dimensdo n. Entdo:
(1) Se K ¢ orientdvel = H,(K) = Z.
(2) Se K nao € orientdvel = Hy,(K) = {0}.

Demonstragao 2.3.2.1

(1) Note que Cpy1(K) ={0} (dim. K =n) = H,(K) =Z,(K) ([z] =[] < z=2')

Seja z € Zn(K) um n-ciclo, entdo, z = ajo1 + ag09 + ... + aoy, como 9(z) = 0 seque que:
>iilai —aj)Ti; =0 <= a; =a; =a, Vi,j portanto z = a(o1 + o2 + ... + 0y) = a[K].

(2) Suponha que 0 # z € Z,(K) é um n-ciclo entao z = ayo1+. ..+an,0y,. Trocando as orientagoes
de o; (se necessdrio), podemos supor que a; > 0,Vi, entao, 0 = 0z = £(a; — a;j)7;+ outros
(n — 1)- simplexos a; = a;,Vi,j = a; > 0,Vi,j = 0 = 0z = 0(ao1 + aoz + ... + aoy,) =
aZi,j(Tij + Tji) = Tij = —Tji = K ¢ orientavel.

2.3.3 Pseudo - Variedades com Bordo:

Definicao 2.3.6 Uma pseudo-variedade irredutivel de dimensao n com bordo € um complexo sim-
plicial K, homogéneo e conexo por n-cadeias, e um subcomplexro 0K C K tal que:

(1) Todo (n—1) - simplexo de K — OK € face de exatamente dois n-simplexos;
(2) Todo (n — 1)-simplexo de OK ¢ face de exatamente um n-simplezo;

(3) OK ¢é uma pseudo-variedade (sem bordo) de dimensao n — 1.
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Definigao 2.3.7 Uma pseudo-variedade K ¢é fechada se K é finito ( <= |K| € compacto) e
0K = .

Teorema 2.3.3 Seja K irredutivel de dimensao n. Se K # 0, entio H,(K) = {0}.

Demonstragao 2.3.3.1 Sejam {o1,...,0r} n-simplexos de K e {m1,...,7} (n — 1)-simplexos de
0K.

Se d(ajo1+ ...+ aror) =0= a1 + ...+ @7 = 0 = a1 (se [=k acabou, caso contrdrio)= z =
410141 + ... Fagoy existei € {L+1,...,k}, je{l,...,1} tal que o; Noj € um (n — 1)-simplezo
de K, 02=0=a; =0 (assumai=1+1)= z = ajy20112 + ... + ai0%.

2.4 Homologia Singular

2.4.1 Homologia Singular de X com coeficientes em um anel R:

Definigao 2.4.1 (Simplexo Singular) Seja X um espago topoldgico. Um p-simplezo singular
em X € uma aplicacao continua o : AP — X.

Definigao 2.4.2 (Aplicagao de Faces) (Bredon (1993))
O (p — 1)-simplexo singular F; : AP~Y — AP ¢ chamado i-ésima aplicagio de faces, onde F; =

(€0, .y €iy...,ep].

Definigao 2.4.3 O complexo de cadeias singulares de X com coeficientes em R (anel com unidade)
€ o complexo de p-cadeias (Cp(X, R),0) onde

Cp(X,R) = {nga(fim'ta) | o : AP — X} e 9:Cp(X,R) = Cp1(X,R); 00 =Y (—1)'ooF,

. Op-2 Cp+1(X; R) 8,,_+1> Cp(X’ R) a—p> Cp_l(X,R) — ... % Co(X, R) % 0

Notacao: C,(X, R) = C’I‘? "9(X, R) := complexo de p-cadeias singulares com coeficientes em R.
As definig¢Oes a seguir, constituem definigoes generalizadas daquelas apresentadas em homologia
simplicial.

Proposigao 2.4.1 900 =0%=0.

Demonstragao 2.4.1.1

900 = a(Z(—l)iaoFZ-)

i j
= Z(—l)i""jaoFion
ivj
= > [(-)HooFioF|+ > [(-1) oo Fjo F4]
i<j i<i
= 0.

Definicao 2.4.4 Definimos a homologia singular de um espago topologico X com coeficientes
em R como sendo o quociente:
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. Z,(X,R

onde
Zp(X,R) = Ker{0: C,(X,R) = Cp—1(X,R)}

€ o conjunto dos p-ciclos singulares em Cp(X, R) e,
By(X,R) =Im{0: Cpt1(X,R) = C,(X,R)}
€ o conjunto Imagem formado pelos p-bordos singulares em Cp(X, R).

Defini¢ao 2.4.5 (Aplicagao Induzida) Seja f : X — Y wuma aplicagio continua entre espacos
topoldgicos. A funcao
fu 1 Cp(X, R) = Cp(Y, R)

fu(o)=foo
€ chamada aplicacao de cadeias induzida pela f.

Proposicao 2.4.2 A aplicagao induzida fu é uma aplicagdo de cadeia, isto €,

fgod =00 fy

Demonstragao 2.4.2.1 f,0(c) = fx(>,(-1)ico F) = .(-1) (foo o F,) = 0fx(o).
Para cada p, o quadrado no diagrama abaixo € comutativo.

0

Cpi1(X, R) Cy(X, R)
fa T
Cpi1(Y, R) —2 Cp(Y, R)

Essa aplicacao induzida pela f, por sua vez, induz uma aplica¢ao nos grupos de homologia singular
dos respectivos complexos de cadeias associados por ela.

Definicao 2.4.6 Seja fu uma aplicacao de cadeia induzida por uma f: X — 'Y continua onde X
eY sao espacos topolégicos. A funcao

fet Hp(X, R) — Hy(Y, R)

filo] = [fso]

€ a fungao induzida pela aplicagao de cadeia fyu nos grupos de homologia singular.

Proposicao 2.4.3 Se X = II,ep X, (com topologia da uniao disjunta onde X, C X sao abertos)
entao, Hy(X, R) = @ cp Hp(Xa, R), Vp.

Demonstragao 2.4.3.1 Se C C X ¢é uma componente conezxa por arcos, entao C' C X, para algum
a € A. Como AP € conexo por arcos e o:AP — X € continua, entao Imo C X, para um inico
a € A, logo
Cp(X,R) = P Cp(Xa,R) & 9:Cp(Xa, R)) = Cp1(Xa, R)
a€A
e, portanto,
Hy(X,R) = P Hp(Xa, R).
a€A
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Proposicao 2.4.4 Se X ¢é um espago topolégio formado por apenas um ponto, isto é, X = {zo},
entao
R sep=0
H,(X =
(X, B) { 0 sep>0.

Demonstragao 2.4.4.1 Para cada p, existe um tnico p-simplexo singular o, : AP — {zo} (apli-

cacao constante), desta forma, teremos o complexo de cadeias singulares (Cp(X, R),0) como
sendo

9p

8+1 Op—1
R R RZ

R 2R %
Onde em grau p, tem-se R = (op). Ainda para cada p, teremos 0, calculado como segue:
P P

Op(0p) =D (~1)'Fioo,=> (~1)iop 1 = { Op-1  sep € par

, , 0 se p € impar.
=0 1=0
Com os resultados anteriores, teremos o complexo de cadeias singulares reescrito como,

LR, RO R RO R1n

Portanto,
(R sep=20
R 0 y
Hy({zo},R)=q R~ se p € impar
0
=0 5
L 0 se p € par

2.4.2 Homotopia e Equivaléncia Homotoépica:

Antes de passarmos aos exemplos propriamente ditos do calculo dos grupos de homologia sin-
gular, apresentaremos um conceito importante e que nos ajudara neste objetivo.

Definigao 2.4.7 (Homotopia) Sejam f, g: X — Y fungoes continuas entre espagos topoldgicos,
X e Y. Uma homotopia entre f, g: X =Y € uma fung¢do continua

H:XxI—Y

H(z,0) = f(z) e H(z,1)=g(x), Ve X.

Neste caso, escreveremos f ~ g (f € homotdpico a g).
Proposicao 2.4.5 ~ ¢ uma relagao de equivaléncia em C(X,Y).
Demonstragao 2.4.5.1 Sejam f,g,h € C(X,Y), entao:

(1) Temos que f ~ f, para H(z,t) = f(z),Vt € I.

(2) Se f ~ g existe H(x,t) homotopia entre f e g => fazendo H(w,t) = H(xz,1 —t) teremos
g~

(3) Sejam H : f ~g e G: g~ h, definimos H* G : f ~ h como sendo

t

1
H*G(ac,t):{ H(x,2t) 862 . %
2

G(z,2t—1) se

IAIA
IAIA

entio HxG : f ~ h.
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Segue que ~ é uma relagao de equivaléncia em C(X,Y).

Exemplo 2.4.1 (Homotopia Linear) Seja E um espago vetorial, Y C E subespago. Se f,g :
X — Y continuas, tais que o segmento de reta f(x)g(x) C Y = f ~ g através da homotopia

(linear), H(z,t) = (1 —t)f(z) + tg(z).

Definigao 2.4.8 (Homotopia Relativa) Seja A C X, X espago topoldgico. Dadas f,g: X — Y,
continuas, diremos que f € homotdpica a g relativa ao conjunto A, escrevendo f ~ g (rel A)
se existir H: X x I =Y tal que:

H(z,0) = f(z), Vz eX
H(z,1) = g(x), Ve € X
H(act):a Va €A

Defini¢ao 2.4.9 (Equivaléncia de Homotopia) Uma f : X — Y continua serd chamada equi-
valéncia de homotopia quando existir g : Y — X, tal que:

{fog ~ ly
gof ~ 1x.

Neste caso, os espagos topologicos X e Y serao homotopicamente equivalentes (mesmo tipo de
homotopia), cuja notagao serd, X ~Y.

Definicao 2.4.10 Diremos que um espaco topoldgico é contrdtil quando for homotopicamente equi-
valente ao espago formado por apenas um ponto, isto é,

X € contratil <= X ~ {x}.
Exemplo 2.4.2
(1) Todo espago vetorial E é contratil. Basta considerar a aplicagao:
H(xz,t):ExI—E
H(z,t) =tx

(2) A aplicagdo i : S"~! — R™ — {0} é equivaléncia de homotopia.

Consideramos

7“:R”7{0}%S”_1 roi=lgn
T ior ~ 1pn_so
&l o
H:R"—{0} x I —R" — {0}
H(x,t):m+(1—t)”iH
X

Um caso particular de equivaléncia de homotopia importante é o de retrato por deformacao.

Definicao 2.4.11 (Retragao) Seja A C X, X espago topoldgico. Uma retragdo de X em A é
uma aplicagao r : X — A tal queroi=14 (r|a=14).

Definigao 2.4.12 (Retrato por deformagao) Uma retragio é um retrato por deformagdo
se:
ior ~1lx(rel A).
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Figura 2.17: Espagos Homotopicamente Equivalentes (Hatcher (2001)).

Teorema 2.4.1 (Invaridncia de Homotopia) Se f,g : X — Y sao continuas e homotdpicas
entdo, as aplicagoes induzidas respectivamente por f e g, a saber, f. e g. coincidem como aplicagoes
dos grupos de homologia das cadeias singulares geradas por X eY, isto é, f. = g« : Hy(X, R) —
H,(Y,R).

Demonstragao 2.4.1.1 Por hipdtese, existe uma H : X x I — Y, homotopia entre f e g. De posse
desta informacao, iremos construir, com auxilio de H, uma nova homotopia h, agora de cadeia, entre
as aplicacoes f. e g« ou seja,

0 0, 0, Op—

"> Cpi1(X, R) ———= Cy(X, R) *—> Cp1(X,R) — / N
hp+1 f* gx hp /f* gx hp—l f* gx hp—Z
/8 /a / o /a -
" Cpa (Y, R) ————— G, (Y, R) L Oy (Y, R) —

onde g« — fx = Oh + hO, para h e 0 adequados na cadeia.

Como AP nao é um (p + 1)-simplexo, poderemos decompo-lo de forma natural com sendo uma
“soma” de (p+ 1). Por exemplo, A' x I =T x I

Em geral, considerando em AP x I, vi(e;,0), w; = (e;,1), teremos as inclusoes:

Wo w

v, v,

Figura 2.18: A x I =T x T

LiiAp_H—}AXI

Li(eo, .. .,ep) = (1}0, ey Uy Wiy Wit-14 - - .,U}p)

Obteremos assim, para cada o : AP — X,

APHL LigAp X T By
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Definimos entao,

Temos que Oh + h0 = g« — f«. De fato, pois:

p+1
Ohp(o)(eo,- .- ep) = D (=1)hy(0) o Fileo, ... ep)
j=0
= Y (1(=1)Ho (0 x 1)(00, .-, Ty, -, Vi, Wi, .. ., Wp)
J<i
+ Z(—l)jﬂ(—l)iﬂ'o(ax1)(1}0,...,vi,wi,...,...,ﬂ);,...,wp)
Jjzi
€
p .
hp-1(00) (o, ... ep) = hp1 | > (=1)ooFy | (eo,...,ep)
j=0
= > (“D)"H =1 Ho (0 X 1)(v0, .., )y -, Vi Wiy W5, W)
7<i
+ Y (D=1 Ho (0 x 1)(v0, .., 0, Wi, .., W5, ..., wp).
7>
Logo,

(Oh+ hd)(o) = H o (o x 1)(0y,wo,...,wpy) —H o (o x 1)(vo,...,uvp Wwp)
= goo—foo
— 4.(0)— fulo) O

Corolario 2.4.1.1 Se f : X — Y ¢ uma equivaléncia de homotopia, entao f. : Hp(X,R) —
H,(Y,R) € um isomorfismo para todo p.

Demonstragao 2.4.1.1.1 Como f € equivaléncia de homotopia, existe uma g : Y — X (inversa
homotdpica de f), tal que:

{ fog~1ly
gof~1x

2.4.3 Sequéncias Exatas

Definicao 2.4.13 (Sequéncias Exatas) Sejam A = (A4,,,04,),B = (B,,0B,) ¢ C = (Cy,0c,)
complexos de cadeias singulares. Uma sequéncia exata curta de complexos é uma sequéncia

0—ALBLC—0
de aplicagdes de cadeia ¢ e Y tal que a sequéncia,
$n Un,
00— A4, — B, —C,—0

€ exata ¥V n, ou seja,
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(1) Im(¢n) = Ker(¢n);
(2) ¢n € injetor (Ker(¢n) =0=Im(0 — A,));

(3) ¢y, € sobrejetor (Im(¢y,) = Ker(Cy,, — {0})).
Teorema 2.4.2 Dada uma sequéncia curta exata

0—>A$B£>C—>0

existe Yn € N um morfismo

By : Hy(C) — Hy1(A)

tal que a sequéncia

* : P
=" Hpio (A) — Hp40 (B) — " Hn+2 (?2 -
,_______a*,,,,____,_,,
e . .
Hp 1 (A) —— Hp1(B) —— Hn+1(Q -
_,,___,a*_,,,_,,_,_,,
,,,,——4——» ] * 8*
= H(A) — 5 H,(B) —— H,(C) -~ o
,-,—73*»—~"”""
/::/( 8* : L B
> T > HO(A) HO(B) HO(C) 77777 . 0

é exata (Im (anterior)=Ker (sequinte)),

29

Demonstracao 2.4.2.1 (Construcao de 0,) Como se trata de um teorema de existéncia, iremos

construir a aplicacdo Oy.
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| | |
! ! !
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
\ A\ A\

0 An — Pnt1— B — g1 — Chi1 0
~_p_—7 \
On+1 On+1 On+1 c
T LT
0 - A, ¢n—> B, Yn—= C), 0
[ [ I
0 An—1 —Pn-1—> B, Yn—1— n—1 0

Seja ¢ € Cpy1 um ciclo, isto €, Op11(c) = 0. Como existe b € By41 tal que ¥n41(b) = ¢, seque pela
defini¢ao de ¢n 11 (8n+1 0 Ypi1 = 1Yn o n+1) que:

Yn(Ont1(b)) = (Yn 0 Opt1)(D)
<8n+1 © wn-l—l)(b)
nt1(Yn41(D))
= Ont1(c)

= 0.

Portanto, Op41(b) € Ker(vy) = Im(¢,) = Ja € Ay; édn(a) = Ony1(b)
(1) Ony1(a) =0 ([a] € Hn(A)), ¢n(Ont1)(a) = 0(¢(a)) = 0 (¢ € injetor)

(2) O« nao depende da escolha de b c: (V) =c= (b—V)=0=b—-V =¢a) = 0(a) =a—d
pois p(9a) = (¢(a)) = 0b— da = ¢(a) — ¢(a’)

(3) 9[c] nao depende do representante c: Suponha que c = 0a e seja b tal que (@) =
b) = (b) — Y(b) = 0 = 1(db) = ¥(b) = ¢ = [a] = [@'] onde ¢(a’) = 0b=0=a' =0

(4) Ezato em Hy(A) (isto €, Im(0) = Ker(¢«)):
(1) Im(0y) C Ker(¢s) (¢« 00, =0)
$:0:([c]) = [¢(a)] = [00] = 0.
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(13) Ker(¢x) C Im(0x) Suponha ¢4([a]) = [¢(a)] = 0 = ¢(a) = Ob. Seja ¢ = (Ib), entao

d(c) = O(Ab) = 0*p(b) = 0 = [c] € H,—1(C). Mas 9.([c]) = [a]. (Por construcio)
(5) Ezato em Hy,(C) : (Ker(ds) = Im(vy)
(1) Im(y,) C Ker(0y) :
0x0+([0]) = 9:([9(0)])) = [al; ¢(a) = (b) = 0.

(i7) Ker(0x) C Im(1y), suponha que 0«([c]) = [a] = 0 = a € C,(A),0a = a = 9¢(a) =
qb((a; =0(b) = 0(b—¢a) =0=[b—¢(a)] € Hy,(B) mas (
P(b) = c.

Proposicao 2.4.6 (Sequéncia de Mayer-Vietoris) Seja K um complexo simplicial e sejam Kq
e Ko subcomplexos tais que K = K1 U Ko. Entdo a sequéncia

0 — Cp(K1 N Ks) 5 Cp(K) @D Cp(Kz) 25 Cp(Ky U Kz) — 0

€ exata. Observamos que as inclusoes naturais iq : K1NKo — Ky € jo : Ko = K1 UKs para 2 1,2
mduzem, ao nivel das cadeias, os homomorfismos:

iy« Cp(K1 N Ky) — Cp(K1) @D Cp(Ka) tal que c — (i1, (c), iz, (c))

Ju 0 Cp(K1) @D Cu(Is) — Cp(K1 U Ky) tal que (c,d) + ji,(c) = ja, (¢))

Obtemos assim uma sequéncia longa exata (sequéncia de Mayer-Vietoris)

B, . )
T T Hypo(Ki N Ky) = Hyyo(Ky) @ Hy2(K2) — = Hpqo(Ky U Ky) T
______________ _. DL L
Tt - e
Hy 1 (K1 N K2) = Hp1 (K1) @ Hny1 (K2) = Hpy1 (K1 U K>) -,
I I e -
\"’__>—-_____—‘ j* 8*
Hn(Kl N KQ) Hn(Kl) @Hn+1(K2) —_— Hn(Kl UK2) 77777 R -
“_____a*,ﬂ—————"“"'
) ) 8*
A » Ho(K1 N K») Ho(K1) € Ho(K>) Ho(Ky U Ky) -2+ - 0

Demonstragao 2.4.6.1 Seque do diagrama apresentado no teorema 2.4.2.

Definigao 2.4.14 (Homologia Relativa) Seja (X, A) um par de espagos topoldgicos ( i.e., A C
X ¢é subspago de X ). O complexo de cadeias singulares formadas nessa par é o quociente relativo
aos complexos em separados dos dois espacos:

Cy(X. A ) = 2T

<
=
=

com 95 = (Do)
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Por consequéncia, sua homologia relativa serd o quociente representado por:

H,(X,R)

Hp(X, A R) = H (A R)

Observacao 2.4.1 Podemos identificar 0 # & € Cp(X, A) com o € Cp(X, A) tal que Im(o) ¢ A.

2.4.4 Sequéncia Longa do Par

Uma sequéncia curta exata
0 — Cp(A) 5 (X)L Cp(X, A) — 0
Induz a sequéncia longa exata
o Hy(A) 5 H(X) 2 Hy(X,A) 2 Hyy(A) — .

Proposicao 2.4.7 (Naturalidade) O morfismo 0, : H,(X,A) — H,_1(A) € natural, isto €, se
f:(X,A) — (Y,B), entao

Hy(X, A) Hp-1(4)
f* f*
8*

Hy(Y, B) Hy1(B)

Demonstragao 2.4.7.1 ¢ € Cy(X) representa [c] € Hy(X,A) < 0c € C,(A).
Seque que
Ou([eD) b, (x,4) = [0l 1, (a)

E portanto,

fe (0x([e]) = f« ([0c]) 4 = [f<(0c)] B = [0(f+(c)] B = Ox fu([c])

Corolario 2.4.7.1 Se ACU C X ei: A— U € equivaléncia de homotopia, entio i : (X, A) —
(X,U) induz isomorfismo em homologia.

Demonstragao 2.4.7.1.1 Temos,

onde cada subdiagrama € comutativo e o resultado seque de:

Lema 2.4.1 (Lema dos Cinco) Seja o diagrama abaixo morfismos entre sequéncias exatas.
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Aq - Ay - Ay - Ay - As

fi) f2, f3) fa, f5)
A\ A\ A\ A\ A\

By > Bo B3 By Bs

Se fi1, f2, fa € f5 sGo isomorfismos entio fs € isomorfismo.

Demonstragao: Ver Lima (2012), pp. 08.

Definigao 2.4.15 (Homologia Reduzida) Considere o complexo aumentado:
LA xR So (xRS . LS CUX,R) = C(X,R) S R—0

Onde € : Co(X,R) — R; €e(3_ro0) = > r5. A homologia reduzida de X € a homologia deste
complezxo (denotada por Hy(X, R)).

Teorema 2.4.3 (Excisao)
(a) Se Z C AC X étal que Z C int(A), (Z fecho de Z) entao,

(X —-Z,A—-Z7)— (X, A) induz um isomorfismo H, (X — Z,A—Z) = H,(X, A), V n.

(b) Se A,B C X, X =int(A) Uint(B) entao,

(B,AN B) — (X, A) induz isomorfismo H,(B,AN B) = H,(X, A), Vn.

Observagao 2.4.2 (a) <= (b), pois dado Z C A C X com Z C int(A), tome B =X — Z, entdo

int(A)Uint(B) = X
ANB=A-Z

Dado A, B tome Z = X — B C A (Pois int(A) Uint(B) = X))

Ideia da Excisao: “Homologia é uma soma de efeitos locais” (Efeito em diferenga de homotopia)
Formalizando esta ideia: Seja U = {U,} tal que X =, int(Uq)

Definicao 2.4.16 Um p-simplezo singular A, — X €é U-pequeno se Im(o) C U, para algum «.
Definimos assim o complexo singular formado pelos simplexos singulares U-pequenos, isto €,

C;,J(X) = {Zr(,a | 7o € R,o €U —pequeno}
Seque que
0: C}[,](X) — C’g_l(X) ei: Cg — Cp(X) € aplicacao de cadeias

Definimos como sendo Hg(X, R) := Homologia deste complexo.

Proposicao 2.4.8 Eziste p: Cp(X) — Cg(X) tal que iop e poi sao algebricamente homotdpicos
a 1, em particular,

Hy(X) = Hy (X),Y p
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Demonstragao 2.4.8.1 Para demonstragao ver Hatcher (2001)

Sejam A, B C X, tal que X = int(A) Uint(B). Entao a sequéncia curta exata:

<4

00— Cp(ANB) -~ Cp(A) & Cu(B) -2~ Co(A+B) — 0

o~ (0,—0)

o+T

Induz uma sequéncia longa exata
. — Ho(ANB) 5 Hy(A) ® Ho(B) 25 Ho(X) 2 Hy 1 (ANB) =5 ...

2.4.5 Bom Par
Qual a relagao entre Hy, (X, A) e H,(X/A)?

Definigao 2.4.17 (X, A) é um bom par se existir vizinhanga aberta A C U C X tal que A €
retrato por deformacao de U.

Exemplo 2.4.3 (1) Se N C M ¢€ subvariedade mergulhada, entao (M, N) é um bom par.
(2) Se L C K € subcomplexo, entao (|K|,|L|) é um bom par.
(3) Em particular, se (K,0K) ¢é pseudo-variedade com bordo 0K # 0, entao (|K|, |0K]).

(4) O mesmo para L C K sub-pseudo-variedade, entao (|K|,|L|) é um bom par.

Teorema 2.4.4 Se (X, A) é um bom par, entao

H,(X, 4) = H,(X/A),¥n.
Demonstragao 2.4.4.1 Notemos que:
(1) AJA ={xo} € retrato por deformagao de U/A.
(2) m: (X—A,U-A) —» (X/A-AJA,U/A—AJA) é homeomorfismo e portanto 7, € isomorfismo.

Logo

H,(X,A) H,(X,U)

! !
g | l |
A\ A\

Ho(X/A, AJA) —— H,(X/A,UJA) ~—— H,(X/A — AJA,UJA — AJA)

Ho(X — AU — A)

Portanto, j. € isomorfismo.
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Observagao 2.4.3 Nio ¢ verdade em geral que H,(X,A) = H,(X/A).

Teorema 2.4.5 (Invaridncia de Dominio) Se U C R™, V. C R" sao abertos e homeomorfos,
entao m = n.

Demonstragao 2.4.5.1 Seja o € U, entao
H,(U,U — {z}) = H,(R™,R™ — {z})
Por excisao (tomando B=U, A =R™ — {x} CR™), da sequéncia longa do par, vem que:

m pm ~ 17 m ~ R se k=m-—1
HRTR" — (o)) = AR~ ) = { ¢ % P2
Logo, se ¢ : (U,U —{z}) = (V,V —{p(z)}) € homeomorfismo, e portanto,

s s Hi(U,U = {a}) = (V,V —{p(2)}) = m =n.

2.5 Isomorfismo entre Homologias Simplicial e Singular

2.5.1 Homologia Simplicial vs. Homologia Singular

Seja K um complexo simplicial (ou A-Complexo) e |K| sua realiza¢do geométrica. Queremos
mostrar que: ' '
() 2 HE™ (K1), .

Observacgao 2.5.1 A demonstracdo que sequird € andloga ao caso das estruturas de A-complexo e
portanto obteremos como coroldrio que
HY(K) = HY™(K).

n

Seja (vo, . ..,vp) um p-simplexo de K segue que (vo,...,v,)determina o : AP — |K| obtemos
assim:

.St S
¥ CJMP(K) — CJM(IK)
(V0,...,vp) —> O
Teorema 2.5.1 A aplicacdo ¥ acima definida induz o isomorfismo
bu s Hy"™P(K) — HF™9(|K]), Vn.

Devida a importancia deste resultado, iremos apresentar a demonstra¢ao (lema, processo de indugao,
etc) nos moldes de Hatcher (2001)

Demonstragao 2.5.1.1 Utilizaremos o lema abaizo como resultado auziliar,

Lema 2.5.1 H,fmg(A", OA™) =2 Z, gerado por 1 =i, : A" — A"

Demonstragao 2.5.1.1 (Indugao em n:) Para n = 0, temos A® = {x0}, e portanto, OAY = 0,
suponha que Hy_1(An_1,00,_1) € gerado por in_1: A" 1 — A, 1.

Seja A = OA™ — [eg, . ..,en—1] C A", temos a sequéncia longa exata da tripla (A™, 0A™, A)

Ho(A™, A) — H, (A", 0A™) 25 H, 1 (9A™, A) — H,_1(A", A)
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Mas A € retrato por deformacdo de A™ e portanto,
H,(A",A) = H,(A,A) =0
Logo, 0, € isomorfismo. Note que,

Ou(lin]) = [0:] = [)_(~

Onde if | € a identifica¢do candnica de A" Y com a p-ésima face [eg, . . ., €p, ..., en) de AT
Por outro lado, a inclusao
A, — OA™
[€0y .-y en_1] — [€0,y ..., en1]

Induz wm homeomorfismo

A" JOATY = 9AT /A

Logo,
Hyo (A", 0A™) 25 H, 1 (DA™, A) — H,y_1 (A", 0A™ 1)

[in] — [D_ £ ih 1] — [ in1]
E portanto, [iy] gera H,(A"™ 0A™) = Z

Demonstragao 2.5.1.2 (do teorema) Vamos calcular H,(|KP|,|KP~!|), podemos identificar
|KP| = HA

Logo, temos,
v [](an,088) — (K7, [K7)

que induz um homeomorfismo

(H Ag/gaA2> — |KP| /K"

FE portanto,
H,(|KP|,|KP~1)) = H HA JToan) = 0 se m#Ep
" ’ ~ @ livre gerado por i, se n=p

=~ giime(KgP KPY.

2.6 Aplicacoes

Nesta secio apresentaremos o calculo da homologia da esfera S2. Escolha deste espaco topologico
foi feita de modo a enriquecer o estudo do artigo do professor Elon Lages Lima, (Lima (1985a)) que
versa sobre a demonstracao do teorema de Euler para poliedros.

Apresentaremos formas de resolugdo do problema com as técnicas apresentas até aqui.
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2.6.1 Homologia de S? - via homologia simplicial:

Para obtermos a homologia de S2, consideramos um 3-simplexo [vo,v1,v2,v3], € tomamos o
bordo deste simplexo (0A3), como |Az| ~ S?, escolhemos este tltimo como triangulagdo para S2.

L]

u
L] 3

1 v}
Figura 2.19: Triangulacdo da Esfera S?
Primeiramente, temos:
Da([vo, v1,v2,v3]) = [v1,v2,v3] — [v0, V2, v3] + [Vo, V1, V3] — V0, V1, V2]
Entao, teremos os 2-simplexos a seguir:

Ay = [v1,v2,v3] A = [vg, v2, V3] Az = [vg,v1,v3] A4 = [vo, v1, 2]

Calculando 02(A4;), teremos,

02(A1) = 02([v1,v2,03))

= [va,v3] — [v1,v3] + [v1,02]

02(A2) = 02([vo,v2,v3])

= [va,v3] — [vo, v3] + [vo, 2]

02(A3) = 02([vo,v1,v3])

= [v1,v3] — [vo, v3] + [vo, 1]

02(Ag) = 02([vo,v1,v2])

= [v1,v2] = [vo, v2] + [vo, 1]
Agora podemos considerar os 1-simplexos a;:
a1 = [vg,v1]  az=[vi,v2]  ag = [vo,vo]

ag = [v1,v3] as = [vo, v3] ag = [v2, 3]

Podemos calcular para estes 0 (a;):
O1(ar) = 01([vo,v1]) =v1 —wvo,  O1(as) = O01([v1,v3]) = v3 — 1
O1(az) = 01([v1, v2]) = va — 1 O1(as) = 01([vo, v3]) = v3 — vy

01(az) = 01([vo, v2]) = v2 — v 01(ag) = 01([v2,v3]) = v3 — V2
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Entao teremos o complexo de cadeias simplicias considerando estes simplexos:

0% 0y(8%,2) 2 01(82,2) 2 0y(s%,2) 2 0

Logo,
03 02 o1 do
0— <A1, AQ, A3, A4> — <CL1, az,as, a4, as, CL6> — <U07 V1, U2, 1)3> —0
E equivalentemente,
0: 19 0 19
0zt 2,76 2 74 D0,

Vamos calcular os grupos de homologia de S?:
Para Hy(S?), teremos pela proposicio 2.2.1 que este complexo simplicial, por ser conexo (apresenta
apenas uma componente conexa) esse valor é igual a Z, portanto,

Hy(S?%,2) = mzz

por analogia aos exemplos iniciais devidos a Gallier e Quaintance (2016) Teremos que para o

calculo de Hy(S?), k>0

Ker(0)

H(S%, 2 —
5520 = hn@e)

=0

2.6.2 Homologia de S? - via Bom Par

Pela definicdo 2.4.17 seja (X, A) = (D", S"!) um bom par, pela sequéncia longa do par teremos,

.= Hp(S"™Y) - H(D") — Hy(S") LN Hp (S — Hp_1(D") = Hy_1(S") — ... = Ho(S"™ 1) = 0

Nesta sequéncia os termos fIz(D”) =0, Vi=0,...,k, uma vez que D" é contratil. e assim

oo (ST = 0= Hi(S™) D H 1 (ST = 0= H oy (S") = .. — Ho(S"7Y) = 0
De onde destacamos que,

o 0 Hy(S™) s (ST 50

e desta forma, pela exatidao da sequéncia, estes dos grupos de homologia sao isomorfos (ver teorema
2.4.5) para k > 0 e que Hy(S™) = 0.

Podemos concluir, utilizando o processo de indugao em n, iniciando em S° = {~1,1} = {-1} U
{1}, teremos portanto

= ony ) Zparak=mn
Hy(S )_{ 0 para k #n

Fazendo n = 2 teremos o resultado procurado.

2.6.3 Homologia de S? - via Mayer - Vietoris

Apresentadas as varias formas de calcular a homologia da esfera S%, mostraremos que sua ca-
racteristica de Euler tem valor igual a 2.
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A ANB B
i #=H =

Figura 2.20: hipéteses em Mayer - Vietoris

Sejam A = Hemisfério Norte (um pouco abaixo do equador)= D?, B = Hemisfério Sul (um
pouco acima do equador)= D?, entdo AN B = S! (Homotopicamente Equivalentes) e portanto,

Hi(A) ® Hy(B) — H(S*) — Hy_1(S') = Hy_1(A) ® Hy_1(B)

E assim,

Hy(S?) = Hp_1(S") = Hp—5(S°)
Mas S = {—1,1} = {1} U {1} E portanto,
oo | £ ose k=2
Hk(s)_{ 0 se k#2
2.6.4 x(S*) =2

Pela definicao 2.1.16 poderemos calcular a caracteristica de Euler da esfera S? diretamente pela
relacio apresentada (figura 2.6.4) segue de |0A3| ~ |S?|

X(8?%) = (—1)'# ()
i=0

3
— o0) = #(o1) + #(02)
— 4-6+4
= 2

~

Esse valor é o mesmo para qualquer triangulacio da Esfera S2.
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P =

d4 Ad E— q_

A
A
A

\O/

Figura 2.21: Triangulacoes da Esfera S?.Brasselet e Thuy (2016)

2.6



Capitulo 3

Teorema de Euler (Cauchy - Lima)

3.1 Comentarios Iniciais:

No capitulo anterior foi mostrado, utilizando métodos de homologia, que x(X) = 2 para X
homeomorfo a esfera S?. Assim sendo, para qualquer qualquer triangulacdo K de S? teremos

X(K)=V—-A+F=2.

Vewe ¢

Figura 3.1: Poliedros para os quais o teorema é valido.

A2 4 4

Figura 3.2: Poliedros para os quais o teorema nao ¢é valido.

Em Lima (1985a), o autor, motivado pelo texto de Lakatos (1976), explicita o que de fato foi
demonstrado por Cauchy na tentativa de verificar o Teorema de Euler e esta demonstragao, reformu-
lada em Courant e Robbins (1996) e em Hilbert e Cohn-Vossen (1990), utilizava técnicas avancadas
que nado foram mencionadas pelos autores (Lima (1985a)) mas sdo de extrema importéncia para a
validade do resultado.

No caso de poliedros convexos, existem véarias demonstracoes corretas que utilizam resultados
elementares de geometria, o autor destaca a primeira dessas a de Legendre (1849) que foi melhorada
em Filho (1983) na qual foi tirada a dependéncia da geometria esférica (ver Lima (1985b)).

3.1.1 Teorema de Euler para Poliedros (Cauchy - 1813)

O enunciado do teorema a ser demonstrado (versao de Cauchy) sera reformulado em linguagem
moderna utilizando o conceito de pseudo-variedades (definigao 2.3.1), o que nos permitira a conexao

41
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das demonstragoes topologicas com esta, que é geométrica Lima (1984), Lima (1985a), Lima (1985b),
Brasselet e Thuy (2016).

O teorema que vamos provar é sobre pseudo-variedades K de dimensao 2 onde todo 1- ciclo é
um bordo, ou seja, Hi(K) = 0 e desta forma, K é orientéavel, pelo teorema 2.3.1 do capitulo 2.

Exemplo 3.1.1 No toro T? existe um ciclo que nao é bordo!

Figura 3.3: Ciclo que nao é bordo em T?

3 0
7

Teorema 3.1.1 Seja K, pseudo-variedade, irredutivel, fechada de dimensao 2, tal que Hi(K) =0,
entao:

X(K)=V—-A+F =2,
Onde V := # 0-simplexos, A .= # 1-simplexos, F := # 2-simplexos em K.

Figura 3.4: Pseudo-variedade de dimensao 2

Observacao 3.1.1 A reformulacio do enunciado nos remete ao de K homeomorfa a esfera S
onde H1(S?) = 0, desta forma resultado do teorema € vdlido e a demonstragio jd foi apresentada
anteriormente. (Ver se¢io 2.6)

Pelo teorema de Classificacao de Superficies, temos que uma superficie topoldgica ¥ compacta e
coneza ¢ homeomorfa a esfera S? se, e somente se, todo ciclo em ¥ é um bordo. (A tnica superficie

Y fechada tal que Hy(X) = 0 € a esfera S%, isto é, H1(X) =0 <= ¥ =S?).

Feitas estas consideragoes, a demonstragao de Cauchy ao Teorema de Euler ndo pode ser feita sem
o auxilio de hipéteses da topologial. Seguimos com a demonstracao.

"http:/ /wallpapersdu.net /wallpaper /geometry-4k-734963
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Demonstragao 3.1.1.1 Sejam o1,...,0k 0s 2-simplexos de K e K' = K — {o}}. Notamos que
X(K') = x(K) —1 e além disso, K é conexo com H1(K) = 0. Devemos observar que a retirada de
um 2-simplexo mantém a propriedade de K em K' em que todo 1-ciclo é um bordo neste complezo
simplicial e isso €, de fundamental importincia ao resultado final e portanto enunciaremos esta
propriedade.

Proposicao 3.1.1 Seja K' o complexo simplicial obtido pelo processo de retirada de um 2-simplexo
o de K. Entao Hi(K') =0 onde K estd nas condigoes do teorema 3.1.1.

Demonstragao 3.1.1.1 Sejay C K' um 1-ciclo, pela defini¢io de K, existem 2-simplezos, o, ..., 04, C
K tais que,

Aoy +...+04,) =".
Se iy # k, VI =1,...,p seque o resultado pois, desta forma, o;,...,0; serao 2-simpleros de K’

P
e portanto v serd bordo em K'. Caso contrdrio, sejam cj,,...,0; 0s outros 2-simplexos de K.
Afirmamos que

k—p

Nojy +...+ o)==
Pois
ooy + ...+ o, +oj, +...+05_,)=0

FE portanto,

Y
doiy £—~Fo0i,) +0(oj +...+05_,)=0

Logo, 9(0j, + ...+ 0j,_,) = —, portanto
Oj1s 1Oy CK
E assim, todo 1-ciclo em K' € bordo nesse complexo simplicial. [

Garantido o resultado anterior passamos agora a retirar, um a um, os 2-simplexos de K' que
tenham ao menos uma aresta livre e, neste processo, ao retirarmos o 2-simplexo, retiramos junto
as arestas e vértices livres. Neste processo vamos estudar como se altera o nimero de Fuler do
complexo simplicial restante, bem como o numero de componentes conezas.

Figura 3.5: Retirada de um 2-simplexo o) da pseudo-variedade K. (Brasselet e Thuy (2016))

Observamos que ao longo do processo de retirada dos 2-simplexos existirGo 6 possibilidades de
escolha para o 2-simplexo a ser retirado, listamos estas possibilidades nas quais o simplexo pode ter:
(a) apenas uma aresta livre, (b) 2 arestas livres e 1 vértice livre, (c¢) 2 arestas livres mas nenhum
vértice livre, (d) 3 arestas livres e nenhum vértice livre, (e) 3 arestas livres e um vértice livre (f)
3 arestas livres e dois vértices livres. Antes de analisar o resultado na caracteristica de Fuler e
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no numero de componentes conexas que ocorrerd quando retirarmos um 2-simplexo junto com suas
arestas e vértices livres, € importante notar que ao longo de todo o processo ainda teremos que todo
1-ciclo € um bordo.

Lema 3.1.1 Sejam L um complexo simplicial que contém um 2-simplexo oy com aresta livre para
o qual se tem Hi(L) =0 e L' o complezo simplicial obtido de L retirando oo junto com as arestas
e vértices livres deste 2-simplexo, entao Hq(L') = 0.

Demonstrag¢do 3.1.1.1 Seja~y C L' um ciclo. Por hipdtese, existem em L, 2-simplexos o, . .., 0;
tais que

P

ooy +...4+04,) =7

Afirmamos que oo # 0i,, Vj, de fato, se
Q:UO'FO'il"i‘-.-"i‘O'ip

FEntao,

2(Q) = 9(og) +0(0sy + ... +04,)
0(Q) = Tiiwre + “outros 1-simplexos”
Absurdo, uma vez que v C L' que nao contém arestas livres Tijpre [
Com estas consideragoes iremos retirar os 2-simplexos até que o complexo simplicial restante seja
uniao disjunta de tridngulos (2-simplexos com suas arestas e vértices) Continuamos o processo de

retirada dos 2-simplexos de acordo com os casos tipos (a) a (f), um a um, até que cada componente
conexa restante tenha somente um unico 2-simplexo e suas faces.

Tipo (a) O 2-simplexo a ser retirado possui uma aresta livre:

Figura 3.6: 71 é aresta livre. Lima (1985a)

Neste caso, nao teremos a altera¢io do nimero de componentes conezxas de K', mas o niimero
das faces e das arestas diminuirao cada, em uma unidade nao alterando assim x(K') inicial.
Analisemos agora, outra possibilidade:

Tipo (b) O 2-simplexo a ser retirado possui duas arestas livres e um vértice livre:

A retirada deste 2-simplexo nao altera o nimero de componentes conexas de K', mas reduz
o numero arestas em duas unidades e o de vértices em uma, matendo assim, inalterada a
caracteristica de Euler de K'. Passamos ao caso (c).
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Figura 3.7: 71 e 79 sdo arestas livres. Lima (1985a)

Tipo (¢) O 2-simplexo a ser retirado possui duas arestas livres, mas nenhum vértice livre.:

Tipo (d)

Figura 3.8: 71 e 72 s@o arestas livres, mas nenhum v o é. Lima (1985a)

Neste caso, a retirada do 2-simplexo terd influéncia direta na conexidade de K" frente a K’
e na determinagao de x(K"), como veremos a sequir:

Proposigao 3.1.2 Seja op = (x,y,2) o 2-simplexo de que trata o caso (¢) onde 71 = (x, 2)
e 1o = (y,z) sao as arestas livres. Se K" é o complexo simplicial obtido com a retirada de oy
(junto com suas arestas livres) entao K" possui uma componente conexa a mais do que K'.

Demonstracao 3.1.2.1 Devemos mostrar que x e z nao podem ser ligados por um caminho
de arestas em K". Supondo, por absurdo, que exista um caminho v C K" de arestas ligando x
a z. Desta forma, yUT, € um ciclo em K' e como existe uma colecio Q C K' de 2-simplexos
tal que 0(Q) = v, existe outro o € Q, (0 # o07) tal que o N1y = 11, isto €, T seria, também,
face de o, contrariando a hipdtese de esta ser livre. Desta forma, K" é desconexa, aumentando
as componentes conexas de K' em uma unidade, logo

#(K") = #(K') +1
Onde #(K*%) é o miimero de componentes conexas de K.

Como retiramos um 2-simplexo (uma face) e dois 2-simplexos (suas duas arestas) T1, T2 livres,
teremos,
V(") = X(K') + 1.

O 2-simplexo a ser retirado possui trés arestas livres, mas nenhum vértice livre.

De maneira andloga e pela proposicao 3.1.2 anterior, cada vértice deste 2-simplexo pertence
a uma, e somente uma componente conexa em K". Desta forma o nimero de componentes
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Figura 3.9: 71, 72, 73 sdo arestas livres, com nenhum vértice livre. Lima (1985a)

conexas aumenta em duas unidades.
#(K") = #(K') +2

Como retiramos o 2-simplexo com suas trés arestas livres, diminuimos este nimero em trés e
o de faces em uma unidade, portanto,

X(E") = x(K') +2

Tipo (e) O 2-simplexo a ser retirado possui trés arestas livres e um vértice livre.

Figura 3.10: 71, 79, 73 s@o arestas livres é vg vértice livre. Lima (1985a)

Teremos novamente dois vértices pertencentes da componentes conexas distintas, entdo, com
a retirada deste 2-simplexo o numero de componentes conexas aumenta em uma unidade e
portanto,

#(K") = #(K") +1

Verificamos, agora, que esta retirada altera a caracteristica de Fuler de K' em uma unidade
uma vez que sao retiradas trés arestas e um vértice livres.

X(E") = x(K') +1

Tipo (f) O 2-simplexo a ser retirado possui trés arestas livres e dois vértices livres.



CONCLUSAO 47

Figura 3.11: 11, 72, 73 s@o arestas livres e vg, v sdo vértices livres. Lima (1985a)

Neste caso nao teremos alteracao no nimero de componentes conexas de K', e a caracteristica
de Euler, uma vez que sao retiradas trés arestas e dois vértices livres, portanto,

X(E") = x(K')

O processo continua de maneira indutiva e como € garantida a propriedade de que todo 1-ciclo é
bordo no complexo simplicial sequinte a retirada, estaremos, novamente, frente a algum dos casos (a)
até (f) e este processo serd finito e bastaremos analisar as componentes conexas e a caracteristica
de Euler do complexo formado pela unido de todos os subcomplexos simpliciais.

Conclusdo 3.1.1 Ao final do processo de retirada, o complexo simplicial final (K fing1) serd for-
mado por (I + 1) tridngulos disjuntos e portanto,

X(Kfinal) =l+1

Por outro lado, vimos que x(K') = X(K fina1) — | pois s6 aumentamos a caracteristica de Euler
quando aumentamos o nimero de componentes conexas, isto €,

X(Kf'mal) - X(K/) = #(Kf’inal) - #(K/)
Além disso, temos que
X(K') =x(K) -1

E portanto,
X(K) = x(K') +1
Seque que,
X(K) = [X(Kfinat) — 1] + 1
E finalmente,

x(K)=l+1-1+1=20

3.2 Conclusao

A demonstragao apresentada neste trabalho com carater geométrico-elementar tem como con-
sequéncia fundamental o fato de que para espagos homotopicamente equivalentes (hipotese mais
fraca de que o homeomorfismo) vale o resultado apresentado, ganhamos assim, uma vasta colegao
de exemplares para o ensino deste famoso resultado.
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