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Resumo

Esta dissertacao expoe o estudo realizado sobre o artigo de R. Brown, citado na
bibliografia, e sobre os conceitos necessarios para a compreensao deste material.

Entre os principais conceitos e resultados preliminares discutidos, podemos citar:
topologia de espacos de fungoes, teoria de homotopia, espagos compactos ANR, ca-
racteristica de Euler de um compacto ANR, teorema de Lefschetz, espagos fibrados,
e campos de caminhos.

Os principais resultados discutidos na dissertacao sao os teoremas centrais do
artigo de Brown: toda n-variedade topolégica compacta admite um campo de cami-
nhos com no maximo uma singularidade; e, uma n-variedade topoldgica compacta
orientavel admite um campo de caminhos sem singularidades se, e somente se, sua
caracteristica de Euler é zero. Discutimos também, suas respectivas consequéncias
em teoria de ponto fixo.

Palavras-chave: variedades topoldgicas, campos de caminhos, caracteristica de Eu-

ler.
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Abstract

This essay has the purpose of exposing the studies on the paper by R. Brown,
quoted on the references, and on the concepts necessary to the comprehension of it.

Among the main concepts and preliminary results discussed, we can cite: topo-
logy of function spaces, homotopy theory, ANR compact spaces, Euler characteristic
of a compact ANR, Lefschetz theorem, fiber spaces, and field paths.

The main results discussed in the text are the central theorems presented on
Brown’s paper: every compact topological n-manifold admits a path field with at
most one singularity, and a compact orientable topological n-manifold M admits a
nonsingular path field if and only if the Euler characteristic of M is zero. We also
discussed their consequences on fixed point theory.

Keywords: topological manifolds, path fields, Euler characteristic.
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Introducao

Esta dissertagao expoe o estudo realizado sobre o artigo de R. Brown, Path Fields
on Manifolds [3], juntamente com os conceitos e resultados basicos necessérios para
a compreensao deste material. O objetivo do trabalho de Brown é generalizar para
variedades topoldgicas um resultado conhecido em geometria diferencial valido para
variedades diferenciaveis:

Uma variedade diferencidvel compacta orientdvel admite um campo de vetores
sem singularidades se, e somente se, sua caracteristica de Euler é zero.

Apoés estabelecer a versao deste teorema para variedades topoldgicas, nao ne-
cessariamente diferenciaveis, é apresentada a respectiva consequéncia em teoria de
ponto fixo.

No trabalho entitulado A Path Space And The Stiefel-Whitney Classes [20], J.
Nash introduz um subconjunto 7, do espago de caminhos de uma variedade to-
polégica M, consistindo em caminhos w tais que w(t) = w(0) se, e somente se, t = 0.
Denotamos por 1" a uniao de T com os caminhos constantes em M, atribuimos a T’
a topologia compacto-aberta e definimos uma proje¢ao ¢ : T'— M por g(w) = w(0);
como veremos, segue das definigoes destes conjuntos que (7', ¢, M) é um espago fi-
brado no sentido de Hurewicz [16] e, no caso de M ser uma variedade diferencidvel,
possui o mesmo tipo homotépico, como espago fibrado, que o fibrado tangente de
M, sendo portanto, uma generalizacao deste conceito para o caso nao diferenciavel.
Por analogia a nocao de campo de vetores, definimos um campo de caminhos como
sendo uma secao em (T, q, M).

A generalizacao do resultado acima é, portanto, enunciada da seguinte forma:

Uma variedade topoldgica compacta orientdavel admite um campo de caminhos
sem singularidades se, e somente se, sua caracteristica de Euler é zero.

A fim de estabelecer os conceitos necessarios para demonstracao deste resultado,
iniciamos com uma discussao sobre topologia de espacos de fungoes, em particular,
discutimos a topologia compacto-aberta, que nos fornece uma maneira bastante

pratica para lidarmos com espacos de fungoes, e portanto, com espacos de caminhos.
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Como mostraremos no primeiro capitulo, com algumas condigoes sobre os espacos
X e T, obtemos um homeomorfismo entre Y*X*T e (YX)T.

O capitulo seguinte tem como principais objetivos demonstrar o Teorema da
Dominacao, segundo o qual uma classe bastante ampla de espacos topoldgicos, mais
precisamenete os espacos compactos ANR, sao dominados por poliedros; e ainda,
estabelecer certas propriedades das variedades topoldgicas, inclusive o fato de que
toda variedade topoldgica é um compacto ANR, e portanto, é dominada por um
poliedro, fato que sera fortemente utilizado no capitulo seguinte.

No terceiro capitulo discutimos sobre espacos fibrados, estabelecemos a equi-
valéncia deste conceito com a importante propriedade de levantamento de homoto-
pias absoluta e apresentamos uma classe bastante ampla de espaco fibrados, defini-
mos um n-fibrado vetorial generalizado (n-fvg). Em seguida, iniciamos as demons-
tragoes de uma série de resultados que concluirao na demonstracao de que se F é um
n-fvg sobre uma variedade topoldgica entao existe uma secao de F com no maximo
uma singularidade.

No capitulo final demonstramos que (7, ¢, M) é um n-fvg, e obtemos uma versao
préxima ao resultado buscado juntamente com a respectiva consequéncia em teo-
ria de ponto fixo, concluimos que: Toda variedade topologica compacta admite um
campo de caminhos com no mdximo uma singularidade. Este resultado reduz nosso
problema a uma questao local e mais simples de se manipular. Logo apds, desen-
volvemos os conceitos de Niumero de Lefschetz, Caracteristica de Euler e Indice de
Ponto Fixo que nos permitem concluir a demonstragao desejada. Por fim, obtemos o
corolério em teoria de ponto fixo: Se M € uma variedade orientdvel compacta, entao
existe uma aplicacao f: M — M sem pontos fixos e homotopica a identidade se, e

somente se, x(M) = 0.



Capitulo 1

Preliminares em topologia geral

1.1 Definicoes e resultados iniciais

Sejam X um espaco topolégico e B uma colecao de subconjuntos abertos de X,
a colegao B ¢ uma base de X se todo aberto de X pode ser escrito como a uniao
de elementos de B, e B é uma subbase de X se, as intersecoes finitas By N ... N B,
B; € B, formam uma base de X. Consequentemente, a topologia de X gerada por
esta subbase é a menos fina na qual todos os elementos de B sao abertos.

Uma colecao U = {U,},em de subconjuntos de um espaco X ¢é uma cobertura

de X se
X=JU.
peM
Se todos os conjuntos U, sao abertos (fechados) em X, U é uma cobertura por
abertos (fechados) de X. Se M é um conjunto enumeravel, & é uma cobertura
enumeravel. Uma cobertura V = {V,},ey é um refinamento de U se, para todo
v e N, existe p € M tal que V,, C U,,.

Uma cobertura U = {U,},em de X é localmente finita se, para todo € X,
existe uma vizinhanca W de x, tal que W N U, # () apenas para um nimero finito
de p’s. Um espago é paracompacto se toda cobertura por abertos deste espaco possui
um refinamento aberto localmente finito.

Um espago topologico X ¢ localmente compacto se todo ponto de X possui um
sistema fundamental de vizinhancas compactas.

Sejam X um espaco topolégico e x,y elementos distintos de X.
1. X é Tj se existe um aberto que contém apenas um desses pontos;

2. X é T3 se existe uma vizinhanca de x que nao contém y;
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3. X é Ty, ou de Hausdorff, se existem vizinhangas U de x e V de y tais que
Uunv =,

4. X é Tj se, para cada © € X, e cada fechado F' C X tal que = ¢ F, existem
abertos U contendo x e V' contendo F tais que U NV = ();

5. X é T} se, para cada par de fechados F e G disjuntos, existem abertos disjuntos

U e V contendo F' e GG, respectivamente.
Temos, assim, as seguintes equivaléncias:
1. X éTy & {z} # {y};
2. X é Ty & para cada z € X, {z} é fechado;

3. X ¢é Hausdorff & para cada x € X, a interseccao de todas as vizinhancas

fechadas de x é o conjunto {z};

4. X ¢Ty & para cada x € X e para cada vizinhanca aberta W de z, existe uma

vizinhanca aberta U de z tal que U C W;

5. X é T, & para cada par de fechados F' e GG disjuntos, existe um aberto U tal
que FCUCUC X\G.

O espaco X é regular se X é T3 e T1; e normal se X é Ty e T7.
Seja I* o cubo de Hilbert, ou seja, o conjunto de todas as sequéncias de nimeros
reais (x1,2s,...) tais que |z;| < 1/i para todo i, munido com a topologia induzia

pela métrica

- 1/2
d((z1,22,...), (2], 25,...)) = <Z(m,—x;)> :

i=1

O cubo de Hilbert é um espago métrico compacto, e possui base enumeravel.

Proposicao 1 (Teorema da metrizagao de Urysohn). Se X é um espago topoldgico
Ty, Hausdorff e com base enumerdvel, entao existe uma func¢dao continua F : X — I¥

tal que F' € um homeomorfismo de X na sua imagem F(X).

Proposicao 2 (Teorema da extensdo de Tietze-Urysohn). Sejam X wum espago
topologico Ty e M um subespaco fechado de X. Entao toda funcao continua definida

em M com valores em [0,1] ou R pode ser estendida continuamente a X .

As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em [18, p. 234] e [18,

p. 286], respectivamente.
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1.2 Topologia de espacos de funcoes

Dados espacos topologicos X, T' e Y e uma funcao h de X x T em Y que é
continua em x € X para cada t € T fixado, podemos associar a h uma funcao 6(h)
de T em Y onde Y ¢ o espaco das funcdes continuas de X em Y. A fungao 6(h)
é dada por

G(h)(t) = hy, onde hy(x) = h(x,t).

Para determinamos a continuidade de uma funcao h especifica dependemos da
topologia dos espacos X, T e Y, porém, para determinarmos a continuidade da
funcao 6(h), dependemos da topologia do espaco Y¥. Desejamos atribuir a este
espago uma topologia tal que uma fungao 6(h) seja continua precisamente quando
a funcao h for continua.

Dados K C X e U C Y denotemos por W (K,U) o subconjunto de Y¥ formado

pelas funcoes continuas que levam K em U, ou seja,
W(K,U)={feY™ | f(K)CU}.

A colecao dos conjuntos W (K, U) tais que K é compacto em X e U é aberto em Y
é uma subbase de YX, a topologia gerada por esta subbase é a topologia compacto-
aberta. A menos que mencionado o contrario, Y ¥ denotard o espaco topolégico

formado por este conjunto munido com a topologia compacto-aberta.

Os resultados a seguir foram adaptados de [14].

Proposicao 3. Para espacos topologicos arbitrdrios X, T e Y temos que se h é

continua, entio 0(h) é continua, ou seja, O(YX*T) c (Y*)T.

Demonstragio. Sejam g = 6(h) : T — Y e um aberto de Y* da forma W =
W(K,U). Basta provar que g~ (W) é um aberto de T. Dado t, € g~'(W), temos
que

lg(t)](K) CU e [g(to)|(K) = h(K x tg),

logo,
h(K xty)) CU e K xtyCh ' (U).

Como h é continua, temos que h~1(U) é um aberto de X x T, portanto, h=1(U)
onde A, e B, sao abertos de X e T

respectivamente. Como K é compacto, K Xty também é compacto, e portanto, esta

¢ uma uniao de abertos da forma A, x B,
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contido na uniao de um ndmero finito dos abertos A, x B,,, sejam
Ay X By,...,A, X B,
tais abertos, com to € B; para cada i = 1,...,n. Portanto,
B=BnNn...NnB,

é um aberto de T contendo ty e estd contido em ¢g~'(W), e como ¢y, é um ponto
arbitrario de g=1(W), temos que este é um aberto de T, e portanto, g = 6(h) é

continua. O

Consideremos 6 restrita a YX*T ou seja, consideremos # como sendo a funcao
que associa a uma funcao continua h de X x 7" em Y, uma fungao continua 6(h) de

T em Y novamente, 6(h) é dada por
O(h)(t) = hy, onde hy(x) = h(x,t).
Consideremos ainda, a funcao
w: Y¥x X Y

definida por w(f,r) = f(z) paracada f € YX ez € X.

Proposigao 4. A fungdo 0 : YT — (YX)T' ¢ sobrejetora para todo espaco T se,

e somente se, w € continua.

Demonstracdo. (=) Tomemos em particular T'=Y* e g € (Y*)T como sendo a

aplicacdo identidade em Y. Entéao existe h € YX*T tal que 6(h) = g. Como

W, f) = lg(Pl(z) = f(z) = w(f, @)

para todo z € X e f € YX, temos que w é continua assim como h.
(<) Sejam g € (YX)T e x: X xT — YX x X dada por

X(J:’t) = (g(t)v‘T)'

Seja h = w o x. Como

[O(MI)](x) = h(z, 1) = wx(z, 1)) = w(g(t), ) = [g(1)](z)
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para todo t € T e x € X, temos que §(h) = g, e portanto, 6 é sobrejetora. Il

Proposicao 5. Se X € um espaco regqular e localmente compacto, entdo a fun¢ao w

€ continua.

Demonstragdo. Sejam f € YX x € X e um aberto V de Y contendo f(z). Como f
é continua, f~1(V) é um aberto de X contendo x. Como X é um espaco regular e
localmente compacto, existe uma vizinhanca aberta U de x cujo fecho é compacto
e estd contido em f~Y(V), 2 € U c U C f~4V). Entdao W = W(U, V) é um aberto
de Y contendo f. Portanto, W x U é um aberto de Y* x X e w(W x U) C V,

como V' é um aberto arbitrario de Y temos que w é continua. O

A topologia atribuida ao espaco Y* é admissivel se a funcio w é continua, por-
tanto, se X é um espago regular e localmente compacto, temos que a topologia
compacto-aberta ¢ admissivel. Pode se mostrar ainda que a topologia compacto-
aberta é menos fina do que qualquer topologia admissivel de Y para quaisquer X e
Y. Como corolario do resultado anterior, quando X é um espaco regular e localmente
compacto, a topologia compacto-aberta possui a propriedade que descrevemos no
inicio.

Corolério 1. Se X é um espaco reqular e localmente compacto, entio 0 : YX*T —

(YT ¢ uma correspodéncia biunivoca entre os espagos de fungoes YX*T e (YX)T.
Sob certas condigoes, temos relagoes ainda mais fortes entre esses dois espagos.

Lema 1. Se X é um espa¢o de Hausdorff e {U} € uma subbase de Y, entdio
{W(K,U)} é uma subbase de Y*, onde K é compacto de X e U € {U}.

Demonstracao. Basta mostrarmos que se K é um compacto de X, V' é um aberto
de Y e f € W(K,V), entdo existem compactos Ki,...,K,, de X e elementos
Ui, ..., Uy, de {U} tais que

feWwW(K,U)n..0nW(K,,Uy,) C W(K,V).

Seja + € K. Como f(z) € V existe um numero finito de abertos de {U}, que

denotaremos por U, 1, ..., Uy, , tais que
fle)eUginN...NUyy, CV.
Como f é continua, existe uma vizinhanca G, de x em X tal que

f(Gx) C Ux71 Nn...N Uz’,nz'
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Como K é um espaco Hausdorff compacto, temos que K é regular. Entao, existe
uma vizinhanca aberta H, de z em K tal que seu fecho, K, = H,, est4 contido em
G,. A colecao {H, | x € K} é uma cobertura por abertos do espago compacto K,
portanto, existe um nimero finito de pontos em K, que denotaremos por z, ..., z,,
tais que

K=H, U...UH,.

Temos entao que K, U...U K, sao compactos e
J(KL,) C f(Gyy) CUgn N ) Usjme, CV, G=1,...,4,

e portanto,
q Ny

f € ﬂ [ﬂ W(Ka:j; ij,z)]

j=1i=1
Suponhamos que g € YX estd em ﬂ?zl[ﬂ?ill/[/(Kxj, Us,,i)]- Se x € K, entao v € H;

para algum j, logo, x € K. Portanto,
g(x) €UynN...N ij,nmj cV.

Entao g € W(K,V), e
q ny

FeNINW KL, U, )] € W(K,V)

j=1i=1

s

Proposigao 6. Se T ¢é um espaco de Hausdorff, entdo 0 : Y*T — (YX)T ¢

continua.

Demonstracao. Como T é um espago de Hausdorff e {W (K, U)} é uma subbase de

YX temos, pelo lema anterior, que a colecao formada pelos conjuntos
W(L,W(E,U))={ge (Y")" | g(L) C W(K.U)}

é uma subbase de (YX)T, onde L é compacto de T, K ¢é compacto de X, e W é

abertos de Y. Pela definicao de 6, temos que

0~ (W (L, W(K,U))) = {he YT [ [0(h)](L) C W(K,U)},
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O(h)](L) c W(K,U) = [[0(h)|(L)(K) CU = h(K x L) CU,
temos que
O W(L,W(K,U)))={he YT | h(K x L) cU}y=W(K x L,U).

Como K x L é compacto, temos que W(K x L,U) é um aberto de YX*T. E como
{W(L,W(K,U))} é uma subbase de (Y*)T segue que 6 é continua. O

Proposigao 7. Se X e T sdo espagos de Hausdorff, entao 0 : Y*X*T — (YX)T ¢

YX><T

um homeomorfismo de sobre um subespago de (YX)T.

Demonstragao. Como 6 é injetora e continua pelo resultado anterior, resta apenas
mostrar que ~! é continua em (Y X*T) C (YX)T. Para isso, basta mostrarmos que
se J é um subespaco compacto de X x T e V é um aberto de Y, entao a imagem
OW (J, V)] é um aberto de (Y **T). Dado ¢ € 0[W (J, V)], seja ¢ € W (J,V) tal que
0(¢) = 1. Sejam Jx e Jr as projecoes de J em X e T, respectivamente. Para cada
z = (z,t) € J, sejam U, uma vizinhanca aberta de = de Jx e U, uma vizinhanca
aberta de t em Jr, tais que

o(U, x U') C V.

Como X e T sao Hausdorff, temos que X x T é Hausdorff, logo, J é um espaco
Hausdorff compacto, assim como Jx e Jr, e portanto, Jx e Jr sdo espagos regulares.

Portanto, podemos tomar U, e U, de modo que
¢(K. x L) CV,

onde K, denota o fecho de U, em Jx e L, o fecho de U, em Jp. A cole¢ao {(U, x
U)YNJ |z € J} éuma cobertura por abertos do espago compacto J. Portanto,

existe um numero finito de pontos em J, que denotaremos por zi, ..., z,, tais que
JC (U, xU,)U...uU(U., xU,).
Temos entao que K, e L,,, 1 =1,...,n sao compactos e

W}(LZZ)](KZZ) = ¢(KZ7, X LZz) - V? 1= 17 EENLE
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Portanto,
Y e 0V N {[(\WIL., W(K.,, V)]}.
i=1
Suponhamos que x € (Y*)7 estd em O(YX*T) N {nr,WI[L,,,W(K.,,,V)]}. Como
x € 0(Y**T), existe £ € Y**T tal que x = 0(€). Se z = (x,t) € J, entao z € U, xU.,
para algum 7, logo, z € K,, x L,.. Ecomoz € K,,,t€ L, e x € W[L,,,W(K,,,V)],
temos que

§(z) = &z, 1) = x()](z) € V.
Entao £(J) C V. Portanto, £ € W(J,V) e x = 0(§) € 0]W(J,V)]. Obtemos entao
Y e YT n {(n] WIL.,,W(K,,,V)]} C 0[W(J,V)].
i=1
E portanto, 0[W (J, V)] é um aberto de 6(Y**T). O

Como consequéncia imediata dos resultados anteriores, temos o seguinte resul-
tado.

Teorema 1. Se T é um espaco de Hausdorff e X € um espaco reqular e localmente

compacto, entao 0 : YX*T — (YX)T ¢ um homeomorfismo.



Capitulo 2

Variedades Topoldgicas e o

Teorema da Dominacao

Utilizaremos o termo espacgo para nos referir a um espaco métrico separavel, e
aplicagao para uma funcao continua entre dois espacos métricos separaveis. Deno-

taremos por X! o conjunto dos caminhos em um espaco X.

2.1 Simplexos e complexos simpliciais

O subconjunto ¢ do cubo de Hilbert formado pelos pontos da forma

r=tyrg+...+tyxr,, onde t;>0, to+...+t, =1 e xg,...,2, €I”

é o n-simplexo gerado por {zy, ..., x,}. Os pontos z, ..., x, sdo os vértices de o,
os reais tg,...,t, sao as coordenadas baricéntricas de x em relacao a xg,...,x,, O
inteiro n é a dimensao de o. Um simplexo gerado por um subconjunto de {xo, ..., z,}

é uma face de o, a unido das faces proprias de o é o seu bordo (Bd o), e 0 — Bd o
é o interior de o.
Nas defini¢oes abaixo, utilizaremos a nomenclatura encontrada em [19].

Um complexo simplicial K é uma cole¢ao de simplexos tais que:
1. toda face de um simplexo de K é um simplexo de K,
2. a intersecao de dois simplexos de C é uma face de ambos.

Um subcomplexo de K é uma subcolecao de I que contém todas as faces de seus
elementos. Um subcomplexo de I que contém todos os simplexos de K de dimensao

menor ou igual a p é o p-esqueleto de K, KP, consequentemente, K° é o conjunto
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formado pelos vértices dos elementos de K. Um complexo simplicial K é localmente
finito se cada vértice de K pertence a um numero finito de simplexos de .

O conjunto P dado por uma uniao enumeravel de elementos de um complexo
simplicial & munido com uma topologia de modo que A C P é aberto se, e somente
se, AN o é aberto em ¢ para todo o € K é um poliedro simplicial. Um conjunto
Py tal que, Py é dado por uma uniao enumeravel de elementos de um subcomplexo
de K, tais elementos estao contidos em P, e Py é munido com a topologia induzida
por P, é um subpoliedro simplicial de P. Um espago homeomorfo a um poliedro
simplicial é um poliedro.

Um complexo simplicial £’ é uma subdivisao do complexo simplicial I se todo
simplexo de K é uma unido de simplexos de X'. Em particular, se substituirmos cada
simplexo de K por sua subdivisao baricéntrica, o complexo simplicial K’ obtido é a
subdivisao baricéntrica de K.

Um complexo simplicial abstrato é uma colecao S de conjuntos nao vazios tal
que todo subconjunto nao vazio de um elemento de S pertence a §. Um elemento
A de § é um simplexo de S, sua dimensao é um menos o seu niumero de elementos.
Cada subconjunto de A é uma face de A. A dimensao de S é a maior das dimensoes
de seus elementos, ou infinito se esse niimero nao existe. O conjunto dos vértices de
S ¢é a uniao dos elementos de § com apenas um ponto. Uma subcole¢ao de & que é
também é um complexo simplicial abstrato é um subcomplexo de §. Os complexos
abstratos S e 7 sao isomorfos se existe uma bijecao f do conjunto dos vértices de S
no conjunto dos vértices de 7 tal que {ag,...,a,} € S < {f(a),..., f(an)} € T.
Se IC é um complexo simplicial, V' é o conjunto dos vértices de K e K é a colegao
de todos subconjuntos {aq, ...,a,} de V tais que aq, ..., a, geram um simplexo de
IC, entao K é o esquema de K. Se o complexo abstrato S é isomorfo ao esquema do

complexo simplicial I, temos que K é uma realizacao geométrica de S.

2.2 Coberturas estrela finitas e nervo de uma co-

bertura

Uma cobertura U = {U,},em de X é estrela finita se, para todo p € M,
temos que U, NU, # () apenas para um ndimero finito de \’s. Lembrando que, uma
cobertura U = {U,},em de X é localmente finita se, para todo = € X, existe uma
vizinhanga W de x, tal que W NU, # () apenas para um nimero finito de u’s, segue
portanto, que toda cobertura por abertos estrela finita de X é localmente finita.

Um espago possui a propriedade estrela finita se toda cobertura por abertos deste
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espaco possui um refinamento aberto estrela finito. Lembrando que, um espacgo é
paracompacto se toda cobertura por abertos deste espaco possui um refinamento
aberto localmente finito, segue portanto, que todo espaco que possui a propriedade

estrela finito é paracompacto.

O resultado a seguir é uma adaptacao de [17].

Proposicao 8. Seja U = {U,} uma cobertura por abertos de um espagco X, entdao
existe V = {V,}nen uma cobertura por abertos de X que refina U, enumerdvel e

estrela finita.

Demonstracdo. Pela proposicao 1, um espaco métrico separavel é homeomorfo a
um subespaco do cubo de Hilbert, que é um espago métrico compacto. Portanto,
basta provarmos o teorema para um subespaco arbitrario de um espaco métrico
compacto. Sejam R um espago métrico compacto, A um subespago de Re U = {U}
uma cobertura de A formado por subconjuntos abertos de A. Para cada U, seja
U’ um subconjunto aberto de R tal que U' N A = U. Entdao G = U U’ é um
subconjunto aberto de R contendo A, e Y’ = {U'} é uma cobertura por abertos de
G. Se G é fechado em R, entao G é compacto, e portanto, existe um numero finito
de elementos de U' = {U'} que formam uma cobertura por abertos de G, fazendo a
interseccao desses elementos com A, obtemos uma cobertura por abertos de A que
é finita, logo, enumerdvel e estrela finita, e esta cobertura refina . Caso contrario,
consideremos a cobertura U’ = {U'}, como G é um espago métrico, temos que toda
cobertura por abertos de G admite uma subcobertura enumeréavel, tomemos entao
uma subcobertura G’ = {G/};>1 de U’. Sejam G} = U’_, G e a cobertura de G dada
por G” = {G7};>1. Tomemos G§ = {b}, onde b é um elemento de G}. O conjunto

R\GY é fechado, logo compacto, portanto, para todo i > 1, podemos definir
d! =d(b, R\GY), adistanciade b a R\G;.
Sejam ainda, Gy = {b}, dy =0eparai>1,d; =d! , + (d] —d ;)/2 e
Gi={r € R|z €G! edx, R\G}) > d;/2}.

Como G C GY,; e d; < di;1, segue que G; C Gy41, e pela construgao de G, segue
ainda que G; C G4 para todo i. Temos entdo que G é dado pela unido de uma
sequéncia de abertos, G = UGy, tais que G; C Giiq. Para cada i > 0, G; é

compacto e esta contido em G, e portanto, é coberto por um nimero finito de U"’s,
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os denotaremos por U/}, ..., Ui’h(i). Seja
Vi =Uj; 0 (G — Gimy).

Entao {V/;},i=1,2,...ej=1,2,...,h(i), ¢ um refinamento de U’, aberto, enu-
meravel e estrela finito, denotemos por V' = {V! },,eny uma enumeracao desta co-
bertura. Seja V,,, = V! N A, entao V = {V}, }men € uma cobertura por abertos de A

que refina U, enumeravel e estrela finita. Il

Dados um espaco X e uma cobertura por abertostd = {U, },en de X tal que p; #
p; = U, # U,,, consideremos a colegao formada pelos conjuntos {Uy,,. .., Uy, }
onde U, sao tais que N U,, # 0, entdo esta cole¢do é um complexo simplicial

abstrato, onde um conjunto da forma {U,,,...,U,,} é um n-simplexo.

Definicao 1. O poliedro simplicial dado pela uniao dos elementos de uma realizacdo

geométrica do complexo simplicial abstrato descrito acima € o nervo da cobertura

Uu.

Dados um espaco X e uma cobertura por abertostd = {U, },enm de X, enumeravel
e estrela finita. Seja P o nervo da cobertura U, como a cobertura é enumeravel, temos
que P é um poliedro simplicial com uma quantidade enumeravel de vértices. Sejam
{pi}tien uma enumeragao destes vértices. A aplicagao baricéntrica ¢é a aplicagao
g: X — P dada por

o d(J],X — Uz)

g(x) = th(ﬂi) -pi, onde t;(x)

Notemos que, como U ¢ uma cobertura de X, existe pelo menos um U; tal que
x € Uj, e como os U;’s sao abertos, X — U; é fechado e d(z, X —U;) > 0, e portanto,
Yodx, X = U;) > d(z,X — U;) > 0. Além disso, temos que para todo z € X,
doiti(x) =1.

2.3 Dimensao de um espaco métrico

Seja n > —1 um inteiro. A ordem de uma familia A de conjuntos é menor ou
igual a n se, para quaisquer n + 2 conjuntos de A, sua intersecao é vazia. Se n > 0,
dizemos que A possui ordem n se A possui ordem < n mas nao possui ordem < n—1.

Temos, por exemplo, se uma familia de conjuntos possui ordem —1, entao ela é vazia
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ou igual a {0}. Uma familia de conjuntos nao vazios possui ordem zero se, e somente
se, seus elementos sao dois a dois disjuntos.

Sejam X um espaco métrico e n > —1 um inteiro, dizemos que a dimensao de
X é menor ou igual a n (dim X < n) se, e somente se, toda cobertura por abertos
finita de X possui um refinamento de ordem menor ou igual a n, e dim X = n se
dim X < n e nao vale que dim X < n— 1. Se nao vale que dim X < n para nenhum
inteiro n, entdo X possui dimensao infinita (dim X = 0o).

Se A é uma cobertura de um espaco métrico compacto, definimos a norma de A

como o sup 4 4{diam A}

2.4 Retratos e extensoes

Se f: X — Y é uma aplicagao e A é um subespaco de X, entao f define uma
tunica aplica¢do g : A — Y tal que g(z) = f(z) para todo x € A, g é a restrigao de
fem A (g = fa) e f é aextensao de g sobre X.

Sei: A — X é ainclusao, definida por i(a) = a para todo a € A, entdo g = f|a

é equivalente a relagao comutativa f oi = g no diagrama:

N

Consideremos o caso especial em que Y = A e g = id, a aplicacao identidade em

A

A. Entao fj4 = id é equivalente a f o4 = id no diagrama:

id A
N
X

neste caso, A é um retrato de X e f é uma retracao de X sobre A.

A

Exemplo 1. Seja B" = {z € E™ | ||z|| < 1} a n-bola em R™, o produto cartesiano

de n copias de R, entao B™ € um retrato de R™.

e

Exemplo 2. Seja S"' = {zx € E" | ||z|| = 1} a esfera em R", entio S™' ndo é

um retrato de R".

O subespago A é um retrato de vizinhanca (NR) de X se A é retrato de um

aberto de X que contém A.
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Um subespaco A de um espago X possui a propriedade da extensao (PE) em X
com respeito ao espago Y se toda aplicacao f : A — Y possui uma extensao em X.
O subespaco A possui a propriedade da extensao absoluta (PEA) em X, se possui

a PE em X com respeito a todo espaco Y.

Proposicao 9. O subespaco A é um retrato de X se, e somente se, A possui a

propriedade da extensao absoluta em X.

2.5 Homotopia e extensao de homotopias

Uma homotopia é uma aplicacao H : X x I — Y, onde [ é o intervalo unitario,
usaremos também a notacao h; : X — Y, onde para cada t € I, h; é a aplicagao dada
por hy(z) = H(x,t), e assumiremos portanto, que temos continuidade em ambas as
variaveis z e t. Uma homotopia de uma aplicacao f é uma homotopia h; tal que
ho = f. As aplicacoes f e g sao homotdpicas se existe uma homotopia h; tal que
ho=feh =g

Se a aplicagao identidade ¢d : X — X é homotépica a ior : X — X, onde
r: X — A éuma retracao e 7 : A — X é a inclusao, temos que A é um retrato de

deformacao de X.

Exemplo 3. A esfera S"~ ' em R" é um retrato de deformagio de R™ —{0}. FE se
removermos de R™ um ponto a tal que ||a|| # 0 e ||al| # 1, entao S™™' é um retrato

de R" — ({0} U {a}) mas ndo é um retrato de deformagdo deste conjunto.

Se existem aplicacoes f : X — Y e g:Y — X tais que f o g é homotopica a
identidade em Y, temos que o espago X domina Y. Se além disso go f é homotdpica
a identidade em X, temos que X e Y sao homotopicamente equivalentes.

Se H é uma homotopia da inclusao i : A — Y, entdao H é uma deformacao de
A em Y. Se tivermos ainda que h; é uma aplicacao tomando valores em B C Y,
entao H é uma contragao de A em B, e se B consiste em um tinico ponto, entao A

é contratil em Y.

Exemplo 4. Todo subconjunto convero A de um espago vetorial V € contrdtil em

$1 mesmo.

Um subespaco A de um espaco X possui a propriedade da extensao de
homotopia (PEH) em X com respeito ao espaco Y se toda homotopia H : A X

I — Y de fja, onde f : X — Y é uma aplicagao qualquer, possui uma extensao
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G:X x1—=Y tal que G(z,0) = f(z).

X x {0}

O subespaco A possui a propriedade da extensao de homotopia absoluta

(PEHA) em X se possui a PEH em X com respeito a todo espago Y.

2.6 Teorema da Dominacao

Denotaremos por (Y, B) o par formado por um espago Y e um subconjunto
fechado B de Y.

Definigao 2. Um espa¢o X é um retrato absoluto (AR) se para todo homeomor-
fismo h de X sobre h(X), com h(X) um subconjunto fechado de'Y, temos que h(X)
¢ um retrato de Y. O espago X € um retrato de vizinhanga absoluto (ANR)
se para todo homeomorfismo h de X sobre h(X), com h(X) um subconjunto fechado

de Y, temos que h(X) é um retrato de vizinhanga de Y.

Proposicao 10. SeY ¢ um ANR, entao todo fechado A de um espaco X possui a
PEH em X com respeito a Y .

A demonstrac@o do resultado anterior pode ser encontrada em [8] pagina 86.

Proposicao 11. Sejam X um ANR e A um subespaco fechado de X, entdo sdo

equivalentes:
1. A possui a PEHA em X
2. X x{0}UA x I é um retrato de X x I
3. X x{0}UAXI éumn ANR
4. A € um ANR
A demonstracao do resultado anterior pode ser encontrada em [13].

Proposicao 12. Um espagco compacto X € um compacto ANR se, e somente se,

existe um mergulho i : X — I¥ tal que i(X) € um retrato de vizinhancga de I*.
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Demonstracao. (=) Pela proposi¢ao 1, podemos mergulhar todo compacto ANR
em [¥ e como [¥ é um espaco métrico separavel temos que o compacto ANR é
mergulhado como um retrato de vizinhanca.

(<) Suponhamos que X é um espago métrico compacto e existe um mergulho i
de X em I tal que ¢(X) é um retrato de vizinhanga de I¥. Sejap, : I¥ — [—1/7,1/]]
a aplicacao que associa a uma sequéncia em [* sua j-ésima coordenada. Seja ¥ um
espaco métrico separavel, A um subconjunto de Y e h um homeomorfismo de A
sobre X. Pelo Teorema da Extensao de Tietze a aplicagao pjoioh : A — [—1/5,1/]]
pode ser estendida a uma aplicacao h; : Y — [—1/j,1/j]. Seja H : Y — I* dada
por H(y) = (hi(y), ha(y), . ..), entdo a restricao de H a A é a aplicagao i o h. Como
ioh(A) = i(X), existe um aberto U em [ contendo i o h(A) e uma retragao
r: U — ioh(A). Consideremos o aberto H '(U) C Y que contém A, e a retracao
htoitoroH: HYU) — A, entdo temos que A é um retrato de vizinhanca de

Y, e portanto, X é um compacto ANR. Il

Lema 2. Se X é um espago n-dimensional dominado por um poliedro simplicial P,
dado pela unidao dos elementos de um complexo simplicial IC, entao X € dominado

por |KC™|, o poliedro dado pela uniao dos elementos de K"

A demonstragao do resultado anterior pode ser encontrada em [1]. O resultado

a seguir ¢ uma adaptagao de [4] e [12].

Teorema 2 (Teorema da Dominagao). Seja B um compacto ANR n-dimensional,
entao B ¢ dominado por um poliedro P n-dimensional por meio das aplicagoes f :
P — Beg: B — P, onde g é a aplicacao baricéntrica e P é o nervo de uma

cobertura por abertos de B.

Demonstracao. Como B é um compacto ANR, existe um mergulho ¢ : B — [¥
tal que i(B) é um retrato de um aberto U de ¥ contendo i(B). Sem perda de
generalidade, identificaremos i(B) por B. Seja r : U — B, a retracdo de U em
B. Seja U = {Uy} uma cobertura por abertos de B, entao U’ = {r='(U,)} é uma
cobertura por abertos de U. Para cada u € U, seja n = n(u) > 0 tal que S(u,n) =
{z € I¥ | d(z,u) < n} C r }(U,) para algum U,. Seja U” = {S(u,n/2) N B},
U" é um refinamento de U. Pela proposicao 8, existe uma cobertura por abertos
V = {V, }nen, enumeravel, tal que V é um refinamento de U” e para cada i € N,
temos que V; N'V; # () apenas para um ndmero finito de j’s. Entao para todo V,,
existe u, tal que V,, C (S(un,n(u,)/2) N B). Sejam P o nervo de V e p,, o vértice
correspondente a V,,. Sejam g : B — P a aplicacao baricéntricae f =ro¢: P — B,

onde ¢ : P — U é obtida associando p, a u, € V,, e estendendo-se linearmente a todo
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P. Vamos mostrar que P domina B por meio das aplicagoes f e g. Primeiro, vamos
mostrar que ¢ esta bem definida verificando que ¢(P) C U. Dado ¢ = (pn,, - - -, Dn,.)
um simplexo contido em P, entdo 0 C {s € P | s = g(b),b € B}. Sejam V,,,, ..., V,,
os elementos de V aos quais os vértices p,,,...,pn, correspondem, e 1, = n(uy,,)
os respectivos n-nimeros. Para cada b € g7'(o) temos que os elementos de V que o
contém estao entre os abertos V,,,, ..., V,, . Suponhamos sem perda de generalidade

que 7,, > N, para todo i € {1,...,r}, entao
b € Vi, C (S(tn,, 1, /2) N B) = d(b,up,) < (1,)/2 < (0)/2,

e portanto,

d(unmum) <Mny, € Up € S(un1>77n1> (*)

O ponto b é aplicado por g no simplexo de P gerado por py,, ..., Pn,,

d d(b, X — U,)
o) = Do) e, onde 1) = s
=1 7
e este simplexo ¢ aplicado por ¢ sobre o simplexo em [* gerado por u,,,...,U,,,

logo,

e, por (*), temos que

d(d(g(b)), un,) = d(z ti(D) * Un, Uny ) < Zti(b) d(Un,, Uny ) < Zti(b) Ty = Tha

e portanto,

gb(g(b)) = gb(s) < S(Umﬂ?nl),

logo,
¢(0) C S(“ﬂunru) C T_I(U)\)7 - U,

e portanto, temos que ¢(P) C U. Como [¥ é convexo, para todo x, podemos unir x
e ¢(g(x)) por um segmento. Como z e ¢(g(z)) € S(tn,,Mn, ), 0 Segmento que une x
e ¢(g(x)) assume valores em U, e a composigdo com r nos fornece uma homotopia
em B entre idg e rogpog = fog, portanto, P domina B por meio das aplicacoes f e
g. E pelo lema anterior, temos que se P é obtido a partir de um complexo simplicial
IC, entdao B é dominado por |[K"|. O
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Denotemos por H*(X;K) os grupos de cohomologia singular de X com coefici-

entes em K.

Corolario 2. Se X ¢ um compacto ANR e K € um corpo, entio H*(X;K) é um
espago vetorial graduado tal que cada HP(X;K) € finitamente gerado e HP(X;K) ¢

trivial exceto para um niumero finito de inteiros p’s.

Demonstracao. Pelo resultado anterior, temos que existem um poliedro P e aplicacoes
f:P— Xeg: X — P tais que f og é homotdpica a aplicacao identidade
idx : X — X. Portanto,

groft=(foyg) = (idx)",

que é a identidade em H*(X;K). Entao f* : H*(X;K) — H*(P;K) é um iso-
morfismo de H*(X;K) no subespago f*(H*(X;K)) de H*(P;K). E como P é um
poliedro, temos que HP(P;K) é finitamente gerado e H?(P;K) é trivial exceto para

um numero finito de inteiros p’s, e portanto, o mesmo vale para H*(X;K). Il

2.7 Variedades topolégicas

Definicao 3. Um espaco métrico separdvel conero B ¢é uma n-variedade to-
polégica se, para cada b € B, existe um aberto U de B contendo b e um ho-
meomorfismo h : E" — U. Nesse caso, U € uma vizinhanc¢a euclidiana de b, ou

ainda, uma n-célula.

Proposicao 13. Todo subconjunto localmente contrdtil e compacto de R™ é um
ANR.

A demonstracao do resultado anterior pode ser encontrada em [6, p. 118]
Corolario 3. Toda n-variedade topoldgica compacta € um ANR.

Pelo corolario anterior, podemos aplicar o teorema da dominacao a toda n-
variedade topologica compacta B, permitindo assim, obter um polidero n-dimensional
P que domine B.

A seguir, estabelecemos algumas propriedades que utilizaremos no préximo capitulo.

Lema 3. Sejam M uma n-variedade e D C M uma n-célula fechada. Entao, para
todo p € M, existe Dy C M, n-célula fechada tal que D U {p} C Int D,.

A demonstracao do resultado anterior pode ser encontrada em [9)].
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Lema 4. Sejam M wuma n-variedade topoldgica e x1,...,x, pontos em M. Entao
existe uma n-célula topoldgica fechada C' C M tal que x4, ..., x, pertencem ao inte-
rior de C'.

Demonstracao. Seja C7 C B uma n-célula fechada contendo x; em seu interior,
pelo resultado anterior, existe Co C M uma n-célula fechada tal que C; U {zy} C
Int Cy. Repetindo este argumento, obtemos C, C B uma n-célula fechada contendo

Ty, ...,%, em seu interior. ]
5 s g
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Capitulo 3

Espacos fibrados

3.1 O conceito de espaco fibrado

Definigao 4. Sejam p : E — B uma aplicagdo, Q, = {(e,w) C E x B' | w(0) =
ple)} ep: Bl — Q, uma aplicagdo que a cada 7 € E' associa o par (1(0), pr). Uma
fungao levantamento de p € uma aplicagio X : Q, — E' tal que po \ = idg,, ou
seja, [A(e,w)](0) =e e p(Ae,w)) = w.

Q, ——=Q
P idg, P

A aplicacao p : E — B satisfaz a propriedade de levantamento de caminhos

- PLC se admite uma funcao levantamento.

Definigao 5. A terna (E,p, B) é um espago fibrado sep: E — B é uma aplicagdo
que admite uma funcao levantamento, ou seja, se p satisfaz a PLC. Dado b € B, o

congunto p~*(b) € a fibra de b.
A fungao levantamento A do espago fibrado (E, p, B) induz uma aplicacao
YR L — E!
a — Aa(0), p(a)).
Os resultados encontrados neste capitulo sao uma adaptagao de [10], [14], [16] e
[7].

Lema 5. Eziste uma homotopia hs : B! — FE! tal que hg = X\, hy = idpr e

p(hs(a(t))) = pla(t)).
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Demonstragdao. Para o € B, s € I, seja o, € E' 0 caminho dado por

Sejam w = pa e wy_s 0 caminho definido por

(t) w(s+1), 0<t<1-s,
wi_s(t) =
! w(l), l1-s<t<l.

Seja hy : Ef — E! dada por

A funcao hs é dada por uma composicao de fungoes continuas, e além disso, para

t = s segue que

[Aa(s), wi-)](t = s) = [Aa(s), w1-0)](0) = a(s),

logo, hs ¢ continua, e portanto, uma homotopia. E temos também que
[Bo(@)](t) = Al(0), wi](t) = A[(0), w](t) = A[a(0), p(a)]() = [M@)](t), 0<t <1,

[ (a)](t) = aa(t) = at) = [idpr (a)](1), 0<t<1, e

plas(t)) = pla(t)), 0<t<s,

Portanto, hs é a homotopia desejada. Il

Proposicao 14. Seja (E,p, B) um espago fibrado com B conezo, entdo para todo

b € B, as fibras p~'(b) possuem o mesmo tipo homotdpico.

Demonstragdo. Sejam b,V € B, F = p~(b), I’ = p~*(V/), w um caminho de b a V' e

w* seu inverso, ou seja, w*(t) = w(1l —t). Se A é a fungao levantamento de (E, p, B),
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definimos ¢ : F — F' por

ey : F' — F por
(') = [A(@’, W) (1).

Sejam \ a aplicacao do lema 5, h; a homotopia conectando \ e idgr preservando

fibras, e ¢; : ' — F uma homotopia dada por

gi(x) = [h(A(z, w)")](1),

onde [A(z,w)*](t) = [Mx,w)](1 —t). Entao

go(x) = [ho(Alz,w)")]I(1),

seja o = A(z,w)*, entdo

go(x) = [ho(@)](1) = [A((0), p()))(1) = [A(a(0), w)](1) = [A([A(z,w)](0),w7](1) =

e temos também que

g(x) = [h()](1) = (1) = Az, w)"](1) = Mz, w)](0) = =,

e como h; preserva projegoes, g;(z) € F, e portanto, ¢ ~ 1. De forma andloga,

temos que ¢ ~ 1. Logo, F' e F’ sdo homotdpicamente equivalentes. Il

Definicao 6. Seja (E,p, B) um espaco fibrado fibrado, a fibra do espacgo ¢ dada

por F, onde F possui o mesmo tipo homotdpico de p~'(b) para algum b € B.

Definicao 7. Uma aplicagao p : E — B satisfaz a propriedade de levantamento
de homotopias (PLH) para o espago X se, dada uma aplicagio g : X — B e uma
homotopia f; : X — B tal que fo = po g, existe um levantamento da homotopia f,
ou seja, existe uma homotopia g : X — E tal que po g = f; e go = g, conforme
tlustra o diagrama abaizo:

X x {0} *—E

l gl l
- p
-

XXIT>B

A aplicacao p - E — B satisfaz a propriedade de levantamento de homotopias
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absoluta (PLHA) se satisfaz PLH para todo espago X.
A proposicao a seguir mostra que a PLHA é equivalente a PLC.

Proposicao 15 (Teorema de levantamento de homotopias para espacos fibrados).
A terna (E,p,B) é um espago fibrado se, e somente se, p : E — B satisfaz a

propriedade de levantamento de homotopias absoluta.

Demonstragao. (=) Sejam g : X — E uma aplicagao e f; : X — B uma homotopia

tal que fo =pog.
XX{O}L>E'

N

X x1 7 B
A partir de f, podemos construir uma aplicacao h : X — B! definida por
[h(2)](t) = fi(x), ze€ X, tel.
Sejam k : X — (), a aplicacao definida por
k(z) = (g(x), h(x)), =€ X,

e A a fungao levantamento de (F, p, B). Entao a composta A o k é uma aplicacao de

X em E!. Podemos definir uma homotopia ¢, : X — E dada por
gu(@) = Ak@))(E), zeX, tel.

Portanto, segue que g =gepog = fi, t € 1.
(<) Sejam 1y : €2, — E a projegao na primeira coordenada e¢ € : €, x [ — B

uma homotopia dada por
{((e,w),t) =w(t), (e,w)€Q, tel
Temos entiio que £((e,w), 0) = w(0) = p(e) = p(no(e,w)).

Q,x {0} —~F

Lk

QpXI?B

Por hipétese, existe uma homotopia 7 : Q, x I — E tal que n((w,e),0) = no(w, e),
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para todo (w,e) € Q,, e ainda, pon =¢&.
Q, x {O}7L>E
e
p
B

QpX[?

A partir de 7 podemos construir uma aplicagio A : , — E' definida por
[A(2)](t) =n(z,t), z€, tel.

Portanto, segue que p(A(z)) = z, para todo z € Q,, logo, (E,p, B) é um espaco
fibrado. O]

Definicao 8. A aplicacao p : E — B satisfaz a propriedade da estrutura fa-
tiada - PEF se existem uma cobertura aberta U = {U} de B e um conjunto de
aplicagoes {¢py : U x p™"(U) C Bx E — E | U € U} tais que

1. pooy(b,x) =b;
2. qu(p(ZL’),CU) =Z.

O resultado a seguir apresenta condicoes para que PEF implique PLHA, e por-
tanto, PLC.

Proposicao 16. Se a aplicacao p : E — B satisfaz a propriedade da estrutura

fatiada, e ainda, E e B sdo espagos métricos entio (E,p, B) é um espago fibrado.
A demonstracao do resultado anterior pode ser encontrada em [5].

Definigao 9. Sejam (E,p, B) um espago fibrado e A sua fungdao levantamento, A é
reqular se para todo e € E temos que A(e, pe) = e, ou seja, caminhos degenerados em
B consistindo em um ponto sdao levantados para caminhos degenerados em E. A tri-
pla (E, p, B) é um espago fibrado regular se ele admite uma func¢do levantamento

reqular.

Proposicao 17. Se B € um espago métrico, entio (E,p, B) é um espaco fibrado

reqular.

Demonstracao. Seja d a métrica de B. Suponhamos que diametro de B é menor ou

igual a 1. Caso contrario, substituimos, sem perda de generalidade, a métrica de B



Capitulo 3. Espacos fibrados 28

pela métrica d/(1 + d). Dado w € B’, sejam d,, o diametro de w(I), d, <1, e w’ o
caminho dado por

t/d,), 0<t<d,,
vy et o<t
w(1), d, <t<1.

Se A é uma fungao levantamento de (E,p, B), podemos obter uma fungao levanta-

mento regular \ : Q, — E', onde X (e,w) é o caminho dada por
[N (e, w)](t) = [Ae,)](d - 1)

Para verificarmos que A\’ é uma funcéo levantamento regular, tomemos (e, ) € €2,
onde « é o caminho degenerado que, para todo t € I, assume o valor p(e) € B. Como
a imagem de « consiste em um tinico ponto, temos que d, = 0, logo, o/(t) = a(1) = e,

para todo t € I. Portanto,
[N(e,a)](t) = [Ae, o)](da - t) = [A(e, )] (0) = e,

para todo t € I, ou seja, N(e, ) é um caminho degenerado em E’, logo, ' é uma

fungao levantamento regular, e (E, p, B) é um espago fibrado regular. O

Proposicao 18 (Teorema de extensao de homotopias para espacos fibrados). Sejam
(E,p, B) um espago fibrado e (X, A) um par de espagos métricos (A fechado em
X ), tais que E é ANR ou X e A sio ambos ANR’s. Entdo para toda aplicagdo
g : X — E e toda homotopia hy : A — E tal que hy = gja e p(hi(x)) = p(g(z)),
x € A, t € I, pode ser estendida a uma homotopia g, : X — FE tal que gy = g,
gi(x) = () para x € A, e p(gi(z)) = p(g(z)) paraz € X, t € 1.

gUht

X x{0JUAxI

. gt _ ~ 7
7 -~ p

X xI B

Demonstracao. Como E é ANR ou X e A sao ambos AN R’s, pelas proposicoes 10
e 11, temos que A possui a PEH em X com respeito a E. Logo, g pode ser estendida
a uma homotopia ¢g; : X — FE, mas que ndo necessariamente conserva as fibras. A

partir de g}, vamos construir a aplicacio G’ : X — E! dada por

G'(z) = o, onde a(t) = g,(x).
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Para o € B!, t € I, seja o' € E' o caminho dado por
a(s)=alt-(1-s), 0<s<l1.

Entao a’(s) é o caminho constante que assume o valor a(0), al(s) = a(l — s),
a'(0) = a(t) e a*(1) = a(0). Sejam A a fungao levantamento de (E,p, B) e g; : X —
FE a homotopia dada por

gi(x) = MG (@))(®), (p(G'())))] (1)

Temos entao que go(x) = [A([G'(2)](0), (p(G'(z)))?)](1). Sendo B um espago métrico,
temos, pela proposicao anterior, que A é uma funcao levantamento regular, e como
(p(G'(x)))?) é um caminho degenerado, que assume unicamente o valor [(p(G’(x)))](0),

temos que A([G'(2)](0), (p(G'(x)))°) é o caminho degenerado que assume unicamente

o valor [G'(2)](0), logo,

Temos ainda, que
b (G'(2))](s) = [p (G'(2))] (t- (1 —s)) =

=p ([G'(@)] (t- (L =5))) =P (9lr(1-9))(2))-

Se x € A, entao p (gi(x)) = p (he(x)) = p (9(z)), e portanto, para todo = € A,

temos que
p (G'(2))'](s) = p (hie.q-s)(2)) = p (9(2))

Agora, p (G'(z))" é um caminho degenerado, que assume unicamente o valor p (g(z)),
e, novamente por regularidade, A([G'(x)]|(¢), (p (G'(x)))") é o caminho degenerado

que assume, portanto, unicamente o seu valor em ¢t = 0, e portanto, para todo x € A,

gi(x) = MG (@)]®), (p (G (@2))](1) = [G"(@)]() = hu(2).

Finalmente,
p (g:(2)) = [p ((G'(2)))](1) =
p ([G'(2)](0)) = p (g5(2)) = p (9(x)).

Portanto, segue que g; é a homotopia desejada. O
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3.2 Par fibrado

Defini¢ao 10. (FEy,po, B) ¢ um subespago fibrado do espaco fibrado (E,p, B)
se, Ey C E, po = pig, ¢ (E,p,B) admite uma fun¢do levantamento \ tal que
Meg,w) € By se e € Ey.

Definicao 11. F = (E, Ey, p, B) é um par fibrado se (Ey, po, B) € um subespago
fibrado de (E,p, B).

Definigao 12. Sejam F = (E, Ey,p, B) e F' = (E', E},p', B) pares fibrados sobre
a mesma base B. Uma aplicagao de pares fibrados ¢ : F — F' € uma aplicac¢do
v (B, Ey) — (E', EY) tal que p’ o = p, ou seja, ¥ preserva fibras.

(£, Eo) 0)

i (E',E
B

Seja ¢ : F — F' outra aplicacao de pares fibrados, 1 e ¢ sao homotdpicas pre-
servando fibras se existe uma homotopia hy : (E, Ey) — (E', Ep) tal que hy = 1,
hi=¢ ep'(h(z)) =plx), v € E, L€l

Definicao 13. F e F' possuem o mesmo tipo homotépico como espagos fi-
brados se existem aplicagoes de pares fibrados ¢ : F — F' e : F' — F tais
que ¢p ~ 1 e Yo ~ 1 preservando fibras, neste caso, ¢ e 1 sao equivaléncias

homotédpicas fibradas.

No caso em que Ey = (), as duas ultimas defini¢oes se reduzem a defini¢oes para

espagos fibrados no lugar de pares fibrados.

Lema 6. Sejam F = (E, Ey, p, B) um par fibrado, U C B contrdtil em B a um ponto
bo €U, e Fly = (p~Y(U),py (U),p,U). Entio Fyy e (U x F,U x Fy,7,U) possuem
0 mesmo tipo homotdpico como espagos fibrados, onde F = p~*(by), Fy = py*(bo) €

m:UXx F — U € a projecao na primeira coordenada.

Demonstracao. Como U C B é contrétil em B a um ponto by € U, existe uma
aplicacio h : U — BT tal que [h(b)](0) = b e [h(b)](1) = by. Sejam A\ a fungao
levantamento do par fibrado, ¢ : p~'(U) — U x F dada por

¢(x) = (p(x), Az, h(p(2)))](1)),
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et : U x F — p~1(U) dada por

b(b, ) = S R(0))](),

onde h(b)* é o inverso do caminho h(b). Sejam )\ a aplicacdo do lema 5, h; a homoto-
pia conectando A e idpr preservando fibras, e g, : p~*(U) — p~*(U) uma homotopia

dada por
ge(x) = [he(Az, h(p(2)))*)I(1).
Entao,

go(x) = [ho(A(z; h(p(z))))I(1),

seja @ = Az, h(p(z)))*, entao

a(0) = [z, h(p(2)))"](0) = [Alz, h(p(x))](1),
pla) = p(Alz, h(p(x)))") = hp(x))”,
temos que,

e temos também que,

gr(x) = [h(Alz, h(p(2)))"](1) = [(A(z, h(p(2)))"](1) = [(Alz, h(p(2)))](0) = z,

e portanto, ¥¢ ~ 1, e como h; preserva projecoes, g; também preserva projegoes,. De
forma andloga, temos que ¢v» ~ 1 preservando projecoes. Logo, (p~1(U), py *(U),p, U)

e (UXF,U X Fy, m,U) possuem o0 mesmo tipo homotépico como espagos fibrados. [

3.3 Fibrado vetorial generalizado e principais re-

sultados

Definigao 14. (E,p, B) é um fibrado vetorial generalizado (fvg) se eziste uma

secdo s : B — FE tal que, se By = E — s(B) entao;
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1. F = (E,Ey,p,B) é um par fibrado com fibra (F, Fy);

2. existe uma homotopia hy : F' — F tal que hy(Fy) C Fy set € [0,1], e hy(F) =
Fns(B).

(E,p, B) é um n-fibrado vetorial generalizado (n-fvg), sendo n > 2, se é um

fug e:
1. Fy € conezo por caminhos e, quando n > 3, m(Fy) = 0;
2. H.(F,Fy) = H.(E", E" — 0).

Se 0 : B — FE é uma outra secao em F, dizemos que b € B é uma singularidade
de o se o(b) = s(b).

Lema 7. Se F = (E, Ey,p, B) é um par fibrado e f : X — B € uma aplicagao,
entao f*(F) = (f*(E), f*(Eo),p*, X) € um par fibrado induzido por f, onde

= {(z,e) e X x E| f(z) =ple)},
[(Eo) = {(z,e) € X x Ey | f(x) =pole)},
p*((L’,e) = T,

(f*(E), f*(Eo)) (£, Eo)

"

X B

e se F é um n-fug, entao f*(F) também é um n-fug.

Demonstragdo. Seja A a fungao levantamento do par fibrado F. Seja Q,« = {(e*,w) €
fY(E) x X1 | p*(e*) = w(0)}. Dados e* = (w(0),e) € f*(E) e w € X!, seja
X5 0y — ((E))! dada por

)\*((w(O),e),w) = (wa )‘(67 f(w)))

Temos que w € X!, como )\ é uma fungao levantamento de JF temos que A(e, f(w)) €
E!, e além disso p(A(e, f(w))) = f(w), logo, (w, A(e, f(w))) € (f*(E))!, e portanto,
A* é uma fungao levantamento e (f*(F), p*, X) é um espago fibrado. Se (w(0),e) €
f*(Eo), temos que e € Ey, e como F é um par fibrado e A é uma fungao levantamento
de F, segue que A(e, f(w)) € El, e como w € X!, temos que (w, (e, f(w))) €
[*(Ey)!, portanto, (f*(Ep),p*, X) é um subespaco fibrado de (f*(E),p*, X) e f*(F)
é um par fibrado. O
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Lema 8. Sejam F = (E, Ey,p, B) um par fibrado e X um espago que domina B
por meio das aplicacoes f : X — B eg: B — X. O espaco fibrado induzido
[5(F) = (f*(E), f*(Ev),p*, X) admite uma secio o* se, e somente se, F admite
uma se¢do o. Se o* € uma secao em f*(F) ex € X com o*(z) € f*(Ey), entdo para

uma secao o em F obtida de o* temos que se b € B com g(b) = x, entao o(b) € Ey.

Demonstracao. (<) Se existe uma segdo o : B — E, definimos o* : X — f*(F) por
0" (z) = (z,0f(x)).
e E
o* lp* o J{p
f
B

g

(=) Dado ¢*, definimos f~(z,e) = e, assim temos

fo(B)

o* lp
f

g

p

oo PR <

onde p*c* = id. Seja h, : B — B a homotopia tal que hg = fog e h; = idg.
Definimos ¢’ : B — E por ¢/ = f~0*g, e entao po o’ = f o g = hy. Portanto,
pela proposicao 15 existe um levantamento g; da homotopia h;, tal que gy = o’ e
pogs = hy = 1idg, logo, 0 = g1 é a secao desejada de F. A segunda parte do teorema

segue facilmente da proposigao 15 e do fato de que f~(f*(Ey)) C Eo. O]

Lema 9. Sejam F = (FE, Ey,p, B) um fvg sobre o espago métrico B e U C B
contratil em B a um ponto by € U tal que by se mantém fixo durante a contragao.
Entao existe uma retracio por deformagao preservando fibras ry : p~(U) — p~1(U)
tal que 1(py"(U)) C Ey para t € [0,1[, r1(p~(U)) C s(B) e s(by) se mantém fizo

durante a retracao.

Demonstragio. Sejam X\ : E' — E! a aplicacdo do lema 5 dada por A(a) =
AMa(0),p(a)) e hy : B — E' a homotopia conectando X e idg: preservando fi-
bras, pela demonstragao do lema, vemos que se «(r) € Ey entao hy(«(r)) € Ey para
t € [0, 1[. Sejam

7 (U), 5 (U) == (U X F.U X Fy

as equivaléncias do lema 6 induzidas pela contracao de U, e g, : (p~1(U), py " (U)) —

(p~"(U), py*(U)) a homotopia preservando fibras tal que go(e) = e e g1(e) = Yogp(e).
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Como F é um fvg, existe uma homotopia f; : F' — F tal que fy(e) = e, fi(e) = s(by)
e fi(Fy) C Fy parat € [0,1]. Seja ¢; : U — B a contracao de U em by que mantém
by fixo. Para b € U, definamos w, € B! por wy(t) = c1_4+(b), entdao (b, s(by)) =
[A(s(bg),ws)](1). Definamos agora, a retragao por deformagao r; de p~(U) em s(U)

por

gai(e), 0<t<1/3,

ri(e) = ¢ (ple), fa1(m o gle))), 1/3<t<2/3,
[hist—2(s(wp(e))] (1), 2/3<t<1,

onde m : U X F' — U é a projecao na primeira coordenada e my : U X F' — F é a

projegao na segunda coordenada. Para ¢t = 1/3, temos que

¢(e))

m o ¢(e), m 0 ¢(e))
p(e),id om0 ¢(e))
p(e), fo(mz 0 ¢(e))),

gi(e) =

< <

(
(

W(
= Y

e parat=2/3

b(p(e), f(ma o de))) = W(ple);s(bo)), pois  fr = s(bo)

portanto, segue que 7; é continua. Além disso,

e também

logo, 7 ¢ de fato uma deformagao de p~!(U) em s(U). Vamos agora analisar 7(s(by)).
Para 0 <t < 1/3, temos que

ri(s(bo)) = i (s(bo)) = [har(A(s(bo), W(s(o))))I(1) = [har(A(s(bo), wpe)")I(1)-
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Como B é um espago métrico, podemos tomar A regular, logo, A(s(by),ws,) é um

caminho constante da forma «a(r) = s(bg) para 0 < r < 1, portanto,

ri(s(bo)) = [ha(@)](1) = [M(3t), p(a))](1 = 3t) = a(l = 3t) = 5(bo)-

Para 1/3 <t < 2/3, temos que

ri(s(bo)) = P(p(s(bo)), far-1(m2 © ¢(5(bo)))) = ¥ (bo, far—1([A(s(bo), wiy)](1))),

pela regularidade de A, obtemos

r1(8(bo)) = ¥(bo, fa-1(5(bo))) = [ far—1(5(bo)), Wy, )](1) = (1) = s(bo).

Para 2/3 <t < 1, temos que

ri(s(bo)) = [hai—2(s(Wp(sop DI(1) = [har—2(s(wsy))](1) = [hai—2(c)](1),

novamenta, pela regularidade de A\, obtemos
ri(s(bo)) = [Ma(3t = 2),p(@))](1 = (3t = 2)) = (1 — (3t — 2) = 5(bo)-

E portanto, 7:(s(by)) = s(by), e o ponto s(by) se mantém fixo durante a retragao por

deformacao. O

Lema 10. Sejam F = (E, Ey, p, B) um fog, h : [—1,1]" — B um homeomorfismo,
C = h([—1,1]") e h(0) = b € B. Se existe uma secio o' : IC — Ey entao existe
uma se¢ao o : C — E tal que o(C —b) C Ey.

Demonstragdo. Consideremos a homotopia dada por hy(z) = h((1 —t) - h=!(z)),

temos entao o seguinte diagrama

P (C)

a./
/ P

¢ ——C

como o' é uma secao temos que, para t = 0, o diagrama é comutativo. Como

(p~(C),py ' (C),p,C) é um par fibrado, a homotopia do diagrama possui um le-
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vantamento, a homotopia o; : 9C — py ' (O)

Py (C)
/ (ljp

h

oC

onde poo;, = hy e 0g = 0’. Sejam s : B — FE a segdo tal que Fy = E — s(B) e
¢ 0 p~H(C) — p~Y(C) a retracio por deformacao do lema 9, temos que r,(py ' (C)) C
Pyt (C) para t € [0,1], e ri(p~H(C)) C s(C).

P (C)—=p 1(C)

e

ht

oC

Sejam F : 0C x I — p~'(C) a homotopia dada por F(x,t) = ri(oi(z)) e H :
0C x I — C a homotopia dada por H(z,t) = hy(x). Notemos que, para todo
elemento da forma (¢, 1) € 0C x I, temos que H(c,1) = hy(c) = h(0) = b, e ainda,
como p(oi(c)) = hi(c) = h(0) = b, logo, ogi(c) € p~(b), e portanto, F(c,1) =
r1(o1(c)) = s(b). Consideremos entao, o espago quociente OC' x I/0C x {1} munido
com a topologia quociente. Como (¢q, 1) ~ (cg,12) se, e somente se, (c1,t1) = (c2, t2)

ou t; =ty = 1, temos que as aplicagoes induzidas dadas por

= oC x I ,
€,
— oC x I
H(C7t)emf—>H<C7t)€O

estao bem definidas.

oCxI
OC x{1}

Como H e F sao continuas e 0C x I/0C x {1} possui a topologia quociente, temos
que H e F sdo continuas. Como H é sobrejetora, temos que H é sobrejetora. Se
H(ci,ty) = H(ca,ta), temos que h((1 —t1) - h7'(c1)) = h((1 — t3) - A (cy)), logo,
(1—t1)-h™Yc1) = (1 —t2) - k™ (cy), e portanto, ou t; =ty = 1 ou (t1,¢1) = (t2, c2),
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logo, segue que H é injetora. Entdo, temos que H é uma funcdo continua, bijetora,
definida num compacto e assumindo valores em C' que é Hausdorff, portanto, "'
existe e é uma funcdo continua. Portanto, podemos tomar ¢ = F o "' que é a
secao desejada. Para verificarmos que o estende o', notemos que se x € 9C, entao

H 1(93) = (z,0), logo,
o(z) = F(z,0) = ro(0o(x)) = oo(x) = o'(z).

]

Lema 11. Sejam F = (E, Ey, p, P) um n-fvg com fibra (F, Fy), onde P é um poliedro
n-dimensional conexo finito. Dados L, um sub-poliedro de P, e uma se¢cdo o em
(po* (L), po, L), podemos estender o a uma se¢io em F com um nimero finito de

singularidades, todas contidas no interior de simplexos maximais.

Demonstracao. Sejam K a uniao dos simplexos contidos em P — L e K™ o0 m-ésimo
esqueleto de K. Podemos estender o a L U K° associando um vértice v a qualquer
ponto de pgl(v). Suponhamos que o tenha sido estendida a L U K™, m < n — 1.
Seja ¢ um (m+1)-simplexo de K, entdo o estd definida em Oc que é uma m-esfera

topoldgica. Sejam

equivaléncias homotopicas fibradas e m : ¢ X Fy — Fjy a projecao na segunda
coordenada. Entao mepo : dc — Fy aplicam uma m-esfera, m < n — 1, em Fj
que é (n - 2)-conexo entdao my¢po pode ser estendida a uma aplicacdo X' : ¢ — Fp.
Definimos X : ¢ — p,'(c) fazendo ¥(z) = v (z,¥'(x)). Notemos que se x € O,
entdo Y'(x) = moo(z), logo, ¢o(x) = (z,%¥(z)) e X(x) = Yoo(x), e portanto
a homotopia que preserva fibras levando ¢¢ na identidade induz uma homotopia
preservando fibras h} : dc — py ' (0c) tal que hi)(z) = Yoo (z) e by (z) = o(x). Sejam
h:c— pyt(c) tal que h =3, e (hja.); : Oc — p,'(c) uma homotopia de h . tal que
(hyac)t = hj, e portanto uma homotopia preservando fibras. Pelo teorema de extensao
de homotopias para espagos fibrados, (hjs.): pode ser estendida a h; : ¢ — p,*(c)
uma homotopia de h que preserva fibras. Fazendo o(z) = hy(x) podemos estender
o a c. Repetindo a mesma construgao em cada (m + 1)-simplexo de K, podemos
estender 0 a LUK™"!. Quando o for estendida a LUK™™!, aplicamos o lema anterior
em cada n-simplexo de K e obtemos assim uma secao em F com no maximo uma
singularidade para cada um desse n-simplexos, como P ¢ finito, K também é finito,

e portanto, a secao obtida terda um ntimero finito de singularidades. O
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Os resultados apresentados a partir deste ponto sao estabelecidos para espacos
fibrados onde o espaco base B é uma n-variedade. Trataremos apenas os casos em
que n é maior que um, ou seja, as variedades consideradas sao de dimensao ao menos

dois.

Lema 12. Seja F = (E, Ey, p, B) um fug onde B é uma n-variedade. Se existe uma
secao o' de F com um numero finito de singularidades, entdo existe uma secdo o

com apenas uma singularidade.

Demonstragao. Sejam x4, ..., x, as singularidades de ¢’. Pelo lema 4, existe uma
célula topologica fechada C' contendo z1,...,z, em seu interior, ou seja, x1,...,x,
estao contidas numa vizinhanca euclidiana. Pelo lema 10, existe uma se¢ao o em
C tal que ojpc = 0|50 € 0(z) € Ey exceto em um ponto. Fazendo o igual a ¢’ em

B — C estendemos a secao a todo B. O]

Teorema 3. Se F = (E,Ey,p, B) é um n-fug com fibra (F,Fy) e B € uma n-

variedade compacta, entao existe uma se¢ao o de F com apenas uma singularidade.

Demonstracdgo. Como B é uma n-variedade topologica compacta, consideremos uma
cobertura por abertos U = {U,;}i<, de B formada por vizinhancas euclidianas. A
variedade B é compacta, logo, é um compacto ANR n-dimensional, pela proposigao
2, temos que se P é o nervo da cobertura U entao P ¢ um poliedro n-dimensional

finito que e-domina B por meio das aplicagoes f: P — Beg: B — P,

9
P=—_-B, com fog~.ibg
f

onde g é uma aplicagao baricéntrica dada por

Z?:l d(y7 B - UZ) 7

g(y)zzti(y)'pi, onde t;(y) =

conforme observado anteriormente, temos que » . d(y, X — U;) > 0 e para todo
y € B, Y" ti(y) = 1. Pelo lema 7, a aplicacdo f : P — B induz um n-fvg
f1(F) = (f(E), f*(Eo), p", P).

(f*(E), f*(Eo)) (£, Eo)

"

P B
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Consideremos um vértice v de P e uma funcao que associa este vértice a um ele-
mento de p;~*({v}), temos portanto, uma secdo em (pj~*({v}),pi, {v}), e {v} é um
subpoliedro de P, logo, pelo lema 11, esta secao pode ser estendida a uma segao
o* em f*(F) de modo que o conjunto de singularidades de o* é finito. Sejam {z;}
estas singularidades. Seja s : B — E a se¢ao tal que Ey = E — s(B). Pelo lema 8,
como f*(F) admite uma segao o*, temos que F admite uma se¢ao o’, e além disso,

o'(B) N s(B) = s(Ug~ ().

(f*(E), f*(Eo)) (E, Ey)

e, el

P B

Pelo lema 11, temos que cada singularidade de ¢* esta no interior de um n-simplexo

de P, consideremos entao o n-simplexo [py, . . ., p,| que contém a singularidade x; em
seu interior, se y € g~ (z;), ouseja, z; = g(y), temos que x; = t1(y)-p1+. . .+t (y) Dn,
e como z; estd no interior do simplexo [py, . .., p|, temos que t1(y), . .., t,(y) > 0, em

particular, ¢, (y) = d(y, B—U;) > 0, logo, y € Int Uy, e portanto, g~ (x;) C Int Uy.
Seja C' C U; uma célula topoldgica fechada contendo g~!(z1) em seu interior. Sejam
d’" a distancia, na métrica de B, de g~!(x1) a g7 (z2)U...Ug ! (z,) e d’ a distancia
de g7 (z1) a OC, como g~ (1), U sg (z;) e IC sdo compactos, temos que d’ e d"”
estao bem definidas. Seja d = min{d',d"}. Tomemos uma triangulagao finita de C' de
norma menor que d/3, entao um simplexo desta triangulacio que intersecta g ()

é disjunto de um simplexo que intersecta g~ *(z3) U ... U g '(z,) UdC. Seja Q o

subpoliedro de C' consistindo de simplexos que nao intersectam U ,g~!(x;) e seja L

1=
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o subpoliedro de @Q consistindo de simplexos que nao intersectam ¢g~!(x;). Notemos
que o, é uma segao em (p, Y(L),po, L). O poliedro @ nio precisa ser conexo, mas
B ¢é conexo por caminhos, logo p, 1(b) ¢é independente de b € B a menos de tipo
homotdpico, e como a conexidade de () no lema 11 é necessaria somente para garantir
que a pré-imagem de todo ponto de @ sobre py (indiscriminadamente chamado de
Fy) possuisse 0 mesmo tipo homotépico, podemos aplicar o lema novamente. Logo,
pelo lema 11, temos uma secao ¥’ em (p~1(Q),p, Q), que coincide com ¢’ em L e
possui apenas um ntumero finito de singularidades {b}} Fazendo Y igual a ¢’ em
B — @, obtemos uma extensao de ¢’ em B, e as singularidades de ¥’ sao {bjl} U
g (z2) U...Ug ! (z,). Repetindo esta construgao para i > 1, obteremos, em um
numero finito de passos, uma se¢ao > de F com um nimero finito de singularidades
{b;} U... U {b}}. Finalmente, pelo lema 12, obtemos uma se¢do com apenas uma

singularidade. O]



Capitulo 4

Campos de caminhos em

variedades topologicas

4.1 Campos de caminhos com apenas uma singu-

laridade

Definicao 15. Um espaco topologico X ¢é localmente homogéneo se, para todo

r € X, existem uma vizinhanca U de x em X e uma aplicacao
M: XxUxU—X

tal que

1. LHI1: para todo par de pontos a,b € U, a fun¢do x — M (x,a,b), v € X, define

um homeomorfismo de X em si mesmo;
2. LH2: para todo a,b € U, M(a,a,b) =b;
3. LH3: para todo a € U e todo x € X, M(x,a,a) = x.

Definicao 16. F = (E, Ey, p, B) € um par fibrado localmente trivial se F ¢ um
par fibrado com fibra (F, Fy) e para todo x € B, existe um aberto U C B contendo

x, e um homeomorfismo
Yy (Ux FU X F) = (p7'(U),py ' (U))

tal que p oYy = m, e consequentemente, w o wgl = p onde ™ € a projecao na

primeira coordenada. Em particular, temos que se F é um par fibrado localmente
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trivial, para todo v € B, existe um aberto U C B contendo x tal que F|y =
(P (U), 5 (U),p,U) ~ (U x F,U x Fy, 7, U).

Antes de apresentarmos o principal resultado deste capitulo, segue um lema,

adaptado de [11], que utilizaremos mais adiante.

Lema 13. Sejam M uma n-variedade, p : M x M — M a projecao na primeira
coordenada, A = {(x1,29) E M XM | 21 =29} e M =(MxM,MxM-—A p M).

Entao M é um par fibrado localmente trivial.

Demonstracao. Sejam h,, : R" — V" onde V" é o interior de D™ o disco unitario

de R™, o homeomorfismo dado por

x
ho(2) = T——,
1 [l]]
e a sua inversa g, : V" — R" dada por
)
gn(y) = .
1—lyll

Obtemos uma aplicacao 7' : V™ x V™ x D" — D™ dada por

) ) Pa(gn(w) + ga(2) — gu(y)), weV™
2 w) = w w € dD"

7" induz uma aplicacdo 7" : V" x V" — Go(D™), onde Go(D"™) é o grupo de ho-
momorfismos de D" que deixam 0D" fixo pontualmente, 4" satisfaz as seguintes
propriedades:

() [V'(y, 2)](y) = 2, (y,2) € V" x V™

(i) Y"(y,y) =1, yeV™

(i) v"(y, 2)jopn = 1, (y,2) € V" x V"™

Dado b € M, seja U um aberto da n-variedade M contendo b e homeomorfo a V"
cujo fecho é homemomorfo a D", compondo estes homeomorfismos com 7" obtemos
v:UxU — G(M), onde G(M) é o grupo dos homomorfismos de M, ~ satisfaz as
seguintes propriedades:

1) (@, 9)l(@) =y, (z,y) €U xU;
(i) y(z,x) =1, z€U;
(i) y(z,y)jm—v =1, (x,y) €U xU.
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Seja
¢v 2 (U x M,U x (M —b)) — (p~"(U),py " (U))

dada por ¢y (x,y) = (z,[v(b,x)](y)), como v é uma aplicacao segue que ¢y é um
homeomorfismo, com inversa dada por ¢;'(z,y) = (z, [v(b,2)]"(y)). E como p o

¢y = m, segue que M é um par fibrado localmente trivial. Il

Observacao: Na demonstracao do lema 13 pudemos verificar que toda variedade

topoldgica é um espaco localmente homogéneo.

Definicao 17. Sejam B uma n-variedade, o conjunto
To(B)={a € B" | a(t) = a(0) &t =0}
¢ o espaco tangente total de B; se b € B, o conjunto
To(B,b) ={ac B' | a(t)=bst=0}

¢ o espaco tangente de B em b. Sejam T C B! a unido de T, com os caminhos
constantes de B e q : T — B, dada por q(a) = a(0). Um campo de caminhos ¢

uma secao em (T,q, B), um campo de caminhos nao singular ¢ uma secdo em

(To, 90, B), onde qo = qm.-
O lema seguinte ¢ uma adaptagao de [15].

Lema 14. Sejam B um espago topoldogico completamente regular, by € B e U uma
vizinhan¢a de by em B. Entao existe uma homotopia dy : (To(B,by), To(U, by)) —
(To(B, bo), To(U, by)) tal que dy € a identidade e dy aplica To(B,by) em To(U, b).

Demonstra¢ao. Como B é um espaco topoldgico completamente regular em by, existe

uma fungao real continua y : B — I tal que x(X — U) = 0 e x(by) = 1. Sejam

B* =Ty(B,by) e U* =Ty (U, by). Seja ¢ : B* x I — I a funcao continua dada por
¢(0,t) = inf x[o(s)].

s<t

Fixado o € B*, ¢(o,t) é uma fungao de ¢, ndo crescente com ¢(o,0) = 1. Portanto,
a equagao ¢(o,t) =t possui uma tnica solugao na variavel ¢, dependendo continu-
amente de o, denotemos por ¥ (o) esta solu¢ao. Entao, temos uma func¢ao continua
¢ B* — I, como ¢(c,0) =1 # 0, temos que ¢(c) > 0 para todo o € B*. A partir

da aplicacao v, podemos definir uma homotopia d; : B* — B* que a cada o € B*
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associa o caminho
di(o) :s €l o[s—st+st-y(o)].

Notemos que ¥(0) >0=1—¢(0) <1=t(l—9Y(0)) <1=1—-t+ty(o) >0, ou
seja, [di(0)](s) = [di(0)](0) & s =0, logo, di(0) € B*. Pela construcao de d;, segue
que dy = idp~ e dy(U*) C U*. Resta verficar apenas que d; leva B* em U*. Para

o € B* et € I arbitrarios, temos que

[di(0)](t) = o(t - P(0))

portanto, [dy(0)](t) € U* e dy(B*) C U* O

Teorema 4. Toda n-variedade compacta admite um campo de caminhos com apenas

uma singularidade.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, basta mostrar que 7 = (T, Ty, q, B) é um
n-fvg. Primeiro, vamos mostrar que (7', ¢, B) é um espago fibrado. Como B é uma
variedade topoldgica, temos, pela observacao acima, que B é um espaco localmente
homogéneo, e portanto, dado b € B, existe uma vizinhanca U de b em B, e uma
aplicagao

vy:BxUxU— B

que satisfaz as propriedadas LH1, LH2 e LH3 da definicao de espago localmente

homogéneo. Definamos uma aplicacao
¢u:Uxq ' (U)—T
tal que ¢y (u, o) é o caminho dado por
(v (u, 0))(t) = 7(o(t),(0), w).

Por LHI1, segue que ¢y (u,0) € T, o que completa a construgao de ¢p. Por LH2,

temos que
q o ¢u(u,0) = [pu(u,0)](0) =7(c(0),0(0), u) = u,
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para todo u € U e todo o € ¢~ (U). Por LH3, temos que

(90 (u, @))(t) = ~(o(t),0(0),u) = o(t),

seu = q(o) = 0(0), portanto, ¢y (q(o), o) = . Segue, portanto, que (T, ¢, B) satisfaz
a PEF e, em particular, temos que (7, ¢, B) é um espago fibrado. A se¢do canonica
do par fibrado (T,Ty,q, B) é a funcao que a cada ponto de B associa o caminho
constante neste ponto, ou seja, s : B — T dada por s(b) = «, onde «(t) = b para
todo t € I, e portanto, To = T — s(B). Seja (F, Fy) a fibra deste par, a contracao de
F' ¢é obtida pela homotopia h; : FF — F dada por

[hu(@)](s) = (1 = 1) - 5),

onde o € F e s,t € I, portanto, 7 é um fvg. Sejam U uma vizinhanga euclidiana de
bo € B, entao FNU! = T(U,by) e Fy NU!T = Ty(U, by). Entao, pelo lema anterior,
as inclusdes F N U! C F e Fy,NU! C F, sdo equivaléncias homotdpicas, logo,
(FNULE,NUY ~ (F F). Seja h : V C R* — U um homeomorfismo tal que
h(0) = by, isto é, h : (V,V —0) — (U,U — by). Sejam ainda 3 : (FNU!, Fb, nUT) —
(U,U — 0) dada por
Blw) = w(1),

el (UU—by) — (FNUL FynUY), que a cada b € U associa a imagem segundo
h do segmento que une h=1(by) a h=1(b),

E(b) = h(By), Os(t) = h™(bo) +t- (A1 (D) — h™"(bp))-

Entao, segue que
Bo&(b) = B(h(by)) = [h(6,)](1) = b,
ou seja, # o & = idy. Temos ainda que,
g0 Bw) =&w) =h(buw), buw(t) =h""(bo) +t- (h (w(1)) = ™" (bo))-
Consideremos a homotopia H, : FNU! — FNU! dada por

w(t+2s-(1—-1)), 0<s<1/2
[Hs(@)I(t) = { h((2s = 1) - (L= 1) - h7 (bo) +
(1+(2s—1)-(t—1))- A Hw(1))), 1/2<s<1
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Segue que Hy = idpnyr e Hy = £0f3, ouseja, £of8 ~ idpqyr. Logo, (FNUT, FyNUT) ~
(U,U —by) e como h : (V,V —0) — (U, U — by) é um homeomorfismo, segue que
(FNU!, FynUT) ~ (V,V —0). Finalmente, temos que (F, Fy) ~ (V,V —0), ou seja,
F~TR"e Fy ~ S" ! comon > 2 temos que Fy é conexo por caminhos, e se n > 3

segue que m(Fy) = 0, portanto, temos que 7 é um n-fvg. ]

Corolario 4. Seja B uma n-variedade compacta, entdo existe uma aplica¢do f :

B — B tal que f € homotdpica a identidade e f possui no mdximo um ponto fizo.

Demonstracdo. Pelo teorema anterior, B admite um campo de caminhos o : M —

T(B) com no maximo uma singularidade. Seja f : M — M a aplicagao dada por

A aplicacao f possui ponto fixo se, e somente se, ¢ possui singularidades, ou seja, f

possui no maximo um ponto fixo. Seja H; : M — M a homotopia dada por

entdo Hy(y) = [o(y))(0) = y = id(y) e Hi(y) = [o(y)](1) = f(y), e portanto, a
aplicacao f é homotopica a identidade em B. O]

Definicao 18. Seja B uma n-variedade diferencidvel. Um campo de vetores ¢
uma se¢ao no fibrado tangente de B. Um campo de vetores nao singular é uma se¢ao

no fibrado de vetores tangentes nao nulos.

Corolario 5. Toda n-variedade diferencidvel compacta admite um campo de vetores

com apenas uma singularidade.

4.2 Numero de Lefschetz e caracteristica de Euler

Sejam K um corpo e V um K-espago vetorial finitamente gerado com base
€1,...,ep € ¢ : V — V um homomorfismo, definimos o traco de ¢ como sendo
o numero tr A, onde A é a matriz de ¢ nessa base. Se X é um compacto ANR
temos, pelo coroldrio da proposigao 2, que H*(X,K) é um espagco vetorial graduado
tal que cada H?(X,K) é finitamente gerado e HP(X,K) ¢ trivial exceto para um
nimero finito de inteiros p’s. Portanto, se f : X — X é uma aplicacao, as seguintes

somas estao bem definidas

trf* =Y tr(fy),
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e a expressao que utilizaremos mais adiante

S (=1t (f),

p

onde f*: H*(X,K) — H*(X,K) é o homomorfismo induzido pela f.

Definicao 19. Sejam X um compacto ANR, f : X — X uma aplicacdo e K um

corpo, o namero de Lefschetz de f ¢ dado por

Af(K) = Ap =) (=1 tr (f;)-

p

Definicao 20. Seja X um compacto ANR, a caracteristica de Euler de X € dada
por

X(X) = Niay (Q) = D (—1) dim H?(X,Q).

p

Lema 15. Sejam X um compacto ANR, f : X — X uma aplicacdo, P um poliedro
que domina X por meio das aplicacoes ¢ : P —- X e¢p: X — P,eg: P — P a
aplicagao definida por g = ¢ o fo1p. Entio Ap(K) = Ay(K) para todo corpo K.

A demonstrac@o do resultado anterior pode ser encontrada em [4].

Proposicao 19 (Teorema do ponto fixo de Lefschetz para compactos ANRs). Se
X € um compacto ANR e f: X — X uma aplicagao tal que Ap(K) # 0 para todo

corpo K, entdao toda aplicagcdo homotopica a f possui um ponto fixo.

Demonstracao. Suponhamos que a aplicagdo f nao possui pontos fixos, vamos mos-
trar que neste caso temos que A¢(K) = 0, para todo corpo K. Como X é um espaco
métrico compacto, existe € > 0 tal que, se d : X x X — R, é a métrica de X,
d(z, f(x)) > € para todo © € X. Seja P o poliedro que, segundo a proposi¢ao 2,
e-domina X por meio das aplicagoes ¢ : P — X e ¢ : X — P. Vamos entao mostrar
que a aplicacao g = ¢o fo1) : P — P nao possui ponto fixo. Suponhamos que existe

y € P tal que g(y) =y, entdo

Y(y) = vg(y) = Lo fi(y).

Seja hy : X — X a e-homotopia entre ¥ o ¢ e idy, temos entdo que Yo fi(y) =
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ho(fY(y)) e fU(y) = ha(f(y)), logo,
dW(y), fo(y) = dWofi(y), f(y))

Seja x = ¥ (y) € X, entdo temos que existe z € X tal que d(z, f(z)) < €, 0 que
contradiz a definicao de €. Portanto, g nao possui ponto fixo, e pelo teorema do ponto

fixo de Lefschetz para poliedros, segue que A,(K) = 0, utilizando o lema anterior
temos que Ay (K) = Ay (K), logo, Ay(K) =0 O

4.3 Indice de ponto fixo

No que se segue, sejam M uma n-variedade, f : M — M uma aplicagdo com
ponto fixoe M = (M x M, M x M — A,p, M) o par fibrado do lema 13.

Seja x € M, z é um ponto fixo isolado de f se existe uma vizinhanga U de x em
M tal que para todo y € U, f(y) =y se, e somente se, y = x.

Se x é o unico ponto fixo isolado de f contido na vizinhanca U’ e U” é uma
vizinhanca de = tal que M y» ~ (U" x M, U" x (M —x)), seja U = U’ NU", logo,

pelo lema 13, existe um homeomorfismo ¢ tal que o seguinte diagrama comuta

(= (U).pg ' (U)) (U x M, U x (M —z))

onde 7; é a projecao na primeira coordenada.

A aplicacao f induz uma nova aplicagao

(Ixf):M— MxM
y— (v, f(v))

e notemos que (1 x f)(U) CcU x M =p~'(U), e
yeU-—z)=y# fly)= 1x Ny €llU-x)x M -AcCUxM)-A,
ou seja, (1 x f)(U —x) C (U x M) — A C py*(U), e portanto,

(1 x N)OU ==) (' (U),py (U)).
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Consideremos ainda, a inclusao i : (U,U — x) — (M, M — x). Temos entao, o

seguinte diagrama

(p~ 1 (U), p5 " (U)) —2= (U x M, U x (M — z)) 2= (M, M — z)

(1Xf)T Tz

(UvU—m) (U,U—x)

Consideremos os respectivos homomorfismos induzidos nos n-ésimos grupos de coho-
mologia singular. Por excisao, o homomorfismo induzido ¢* é um isomorfismo. E seja

F* o homomorfismo definido pelo diagrama

H™ (p(U), py (U)) <2 H"(U x M,U x (M — x)) <"~ H"(M, M — x)

(IXf)*J/ zlz

H(U,U — z) o(U,U — z)

F*

Sejam p um gerador de H"(M, M —x) ~ Z e py = i*(u), como i* é um isomorfismo
temos que H"(U,U — =) ~ Z, e portanto, F* é da forma F*(uy) = I - py, onde
I eZ.

O indice do ponto fixo isolado z da aplicacdo f ¢ o inteiro I¢(x) tal que
F* () = Ir(x) - py-

Proposicao 20. Sejam M wuma n-variedade compacta, sem bordo e orientdvel, e

f: M — M uma aplicacao com pontos fixos {x1,...,z,}, entdo
> L) = (=1)"Ay.
i=1
A demonstracao do resultado anterior pode ser encontrada em [2].
Seja f': (U,U —x) — (M, M — x) dada por f' =mgo¢o (1l x f)

(' (U), 05 (U)) —2= (U x MU x (M — 2)) > (M, M — )
(1Xf)T r
(U,U —x)

como f" é continua, existe U’ C M tal que f(U') C U, seja V = U'NU, entdo
f/(vVy c f(U) c U, logo, f'(V) C (U). Sejam h : (E",E" —0) — (V,V — x)
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um homeomorfismo, S = h(S™™) C (V —z)e f = f|s» temos entdo que f(9) =
fis(S) C f{(V—z)CU~—u.

Lema 16. Sejam M uma n-variedade e f: M — M uma aplicagao com um ponto
fizo isolado x. Entao If(x) = 0 se, e somente se, f: S — U—x é homotdpica a

uma aplicacao constante.

Demonstracao. Seja j : (V,V —x) — (U,U — z) a inclusao, como f'(V) C U,
podemos definir f” = f'oj: (V,V —x) — (U,U — z), e temos o seguinte diagrama

comutativo

(p~(U), 3 (U)) —2 (U x M, U x (M — z)) == (M, M — z)
uwﬁ ////////JL///////a Ti

(U,U —x) (U, U —z)
jT p Tid
V.V —x) (U, U —x)

Sejam k : S — V — x ainclusao, r : U — x — S uma retragao forte por deformagao

e f= fJ’ g8 — U — x, temos entao o seguinte diagrama comutativo

1"

fjvfz

V -z U—-=z

Para a inclusao i : (U, U —x) — (M, M — x) temos que F*i* = f™* e para a inclusao
j:(V,V —z) — (UU — x) temos que j*F*i* = j*f* = f"i*. Da sequéncia exata
de cohomologia de (U,U — x) obtemos o isomorfismo natural em relagdo a fungoes
continuas

&y H YU —2) — H"(U,U — x)
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de forma que o diagrama abaixo comuta

H (p~ (U), 5 (U)) <2~ H™(U x M,U x (M — z)) <"— H*(M, M — z)

(Ixf)* " | i*
H™(U,U — z) L H™(U,U — z)
i = =~ |id
H(V,V — ) - H*(U,U — )
0y | ~ ~ | oy
f// .

H" NV —z) J H" YU — )
?*
k* |~ | r*
Hn_l(S) (,,,07)* Hn_l(S)

(=) Se If(z) = 0, entdo F* é o homomorfismo nulo, e portanto (ro f)* também é o
homomorfismo nulo. Portanto, o grau de ro f : S — S é zero, e ro f é homotépica a
uma aplicacio constante. Seja k' : S — U —z a inclusdo, entdo k'orof: S — U—x
¢ homotopica a uma aplicacao constante. Como r é um retrato forte por deformagao,
temos que k' or ~ idy_,, e portanto, K’ oro f ~ f e f é homotépica a uma aplicacio
constante.

(<) Se f ¢é homotépica a uma aplicacdo constante, entdo 7* ¢ 0 homomorfismo

nulo, e portanto, F* também o é, logo I¢(z) = 0. [

4.4 Campos de caminhos sem singularidades

Lema 17. Sejam M wuma n-variedade, U uma vizinhan¢a de x em M,
Fi={acU" | alt)=z<t=0}
e : ) — U —x dada por '(a) = a(1), entdo ¢ é uma equivaléncia homotdpica.
Demonstragao. Sejam h: (E™, E™ —0) — (U,U — ) um homeomorfismo e
Ey={ac (E" |at)=0<t=0}
Entdo h induz um homeomorfismo h : Ey — [} dado por

[A()](t) = h(a(t)).
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Seja 1) : By — E™ — 0 dado por

¥(a) = a(1)

O seguinte diagrama comuta
Ey—" > F
7| |

Er—0—"sU—z

Se a € Ey, entdo h™' o4’ o h(a) = h™'(h(a(1))) = a(1) = 9(a). Portanto, basta

mostrar que 1) é uma equivaléncia homotdpica. Seja 7 : (E" —0) — Ey dada por

mW)I(t) =1t -y,

entdo ¢ o7 = [((y)|(1) = 1 -y = idgno(y), e [T o ¥(a)](t) = a(1) - t. Consideremos
a homotopia H, : Fy — Ey dada por

entao [Ho(a)](t) = a(t) = [ide,(a)](t) e [Hi(@)](t) =t - (1) = [7o ¥ (a)](t), logo,
701 ~idg,, e portanto, ¥ é uma equivaléncia homotépica. [

Teorema 5. Uma n-variedade orientdvel compacta M admite um campo de cami-

nhos sem singularidades se, e somente se, x(M) = 0.

Demonstragao. (=) Sejam o : M — T, um campo de caminhos sem singularidades,

e f: M — M a aplicagao dada por

Como ¢ nao possui singularidades, temos que, para todo y € M,

[cW)](t) =y &t =0,

logo, a aplicagao f nao possui pontos fixos, e pela proposicao 20, temos que Ay = 0,
onde Ay ¢ o nimero de Lefschetz de f. A aplicagao f ¢ homotépica a identidade,
entdo Ay = Ay = x(M). Portanto, x(M) = 0.
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(<) Suponhamos que x(M) = 0, precisamos construir um campo de caminhos
sem singularidades em M. Consideremos os pares fibrados M = (M x M, M X
M —Ap, M), T = (T,Ty,q, M). Pelo teorema 4, existe um campo de caminhos

o' M — T com uma singularidade, seja = essa singularidade. Consideremos ainda

(p™' (@), p5 (@) = (M, M — ), (¢ (2), 45 (2)) = (F, F)

Pelo lema 13, existem U uma vizinhanga de  em M e um homeomorfismo ¢ tal que

o diagrama abaixo comuta

(p (V) p5 (1)) © (U x M,Ux (M —-z))

U

Seja ¢ : (¢7*(U),q; " (U)) — (U x F,U x Fy) o homeomorfismo dado por ¢'(a) =
(u, 3), onde
u=m(¢((0),a(1))), e
B:telr m(o(a(0),alt))) € M.
Sejam
g U) — MxM
a — (a(0),a(1)),

' F — M
a — «ofl).
Se a € ¢ 1(U), entdao a(0) € U e ¥(a) = (a(0),a(1)) € U x M, e se a € g5 (U),
entdo a(0) € U, a(0) # a(1) e ¥(a) = (a(0),a(1)) € (U x M) — A, como vimos
anteriormente, temos que U x M = p~Y(U) e (U x M) — A = py'(U), logo, 1 é uma
aplicacio de pares ¥ : (¢7'(U), ¢ (U)) — (py*(U),p~*(U)), e, como 1) preserva
fibras, temos que v é uma aphca(;ao de pares fibrados. De forma semelhante, temos
que se a € Fy, entdo a(0) # a(l) = = # a(l) e ¥'(a) € M — x, logo, ¢’ é uma
aplicagao de pares ¢ : (F, Fy) — (M, M — x). Temos, portanto, o seguinte diagrama

(p~ 1 (U), pg  (U)) =2 (U x M, U x (M — z))

iﬁT Tlxw'
¢/

(a7 (U), 40 (1)) (U x F,U x F)
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Para verificarmos que este diagrama comuta, tomemos « € q_l(U ), entao

U(a) = (a(0), (1)) = ¢ o () = ¢(a(0), (1))

Consideremos a aplicagao
Y=mog¢ oo : (UU-=z)— (F,F).

Como [ ¢é compacto e U é um aberto, temos que W(I,U) ={f € F | f(I) C U}
é um aberto de F'. Como ¥(z) é o caminho constante em z, e x € U, temos que
Y(z) € W(I,U). E como X é continua, temos que existe V', uma vizinhanga aberta
de z, V. C U, tal que para todo y € V, X(y) € W(I,U), ou seja, X(y) € U’
Sejam h : (E",E" — 0) — (V,V — x) um homeomorfismo e S = h(S"™1), entdo
como S C V — x temos que X5(S) C Fj) = {a € U | a(t) =z & t = 0}, seja
0 =2X5:5 — Fj. Sejam f: M — M dada por

e f:S— M dada por
f=(mogpo(lxf))s

Temos, portanto, o seguinte diagrama comutativo

id

(P (U), 55 (U) = (7 (U), 5 (U) —= (U x M,U X (M = 2)) > (M, M — z)

(4 TIXW TW
¢/

11 (1 (U). 4" (U) (Ux F.U x Fy) —"— (F, Fy)

o’ Tid

(F>F0)

id
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ondei: (V,V —x)— (UU—-2z)ej:S— (V—ur)sao inclusoes. Portanto, temos

que

Yoo =9 omodooig=mo(lxy)ogd ooy
zwgogbozﬁoajszﬂ'gogbo(le)w f
Como &(S) C F} e ¢/(F}) C U — x, segue que f(S) C U — x. Consideremos a
homotopia H; : M — M dada por

entdo Ho(y) = [0'(y)](0) = y = id(y) e Hi(y) = [o'(y)](1) = f(y), logo, f ~ 1, e
portanto, Ay = A;y. Como Ay = x(M) e por hipdtese x (M) = 0, segue que Ay = 0.
Para todo y € M temos que y = [0'(y)](0) e f(y) = [0/ (y)](1), logo, y ¢ ponto fixo
de f se, e somente se, y é uma singularidade, e portanto, x é o tinico ponto fixo de
f. Como M ¢ uma n-variedade compacta e orientavel, pela proposicao 20, temos
que I¢(z) = (—1)"A; = 0. Portanto, pelo lema 16, f : S — U — z é homotépica
a uma aplicacao constante, e pelo lema anterior, temos que v’ é uma equivaléncia
homotépica, logo, @ : § — F] também é homotépica a uma aplicacdo constante.
Consideremos novamente o homeomorfismo h : (E™, E™ — 0) — (V,V —z) e B"
a bola unitaria em E™ centrada na origem. Se C' = h(B™), entao S = 9C. Como
g : S — F} é homotdpica a uma aplicagdo constante, podemos estendé-la a uma

aplicacdo 7 : C' — F{, e portanto, podemos construir o : M — T dado por

) d (), yeM—-C
W= { ¢y, 7(y), yeC,

Notemos que, se y € C, e lembrando que C' = h(B™) C V C U, temos que 7(y) €
Fg, logo, (y,7(y)) € U x Fy, e como ¢ é um homeomorfismo, segue que o(y) =
¢y, 7(y)) € ¢o*(U), e portanto, o ndo possui singularidades. Lembrando que o

homeomorfismo ¢’ é dado por ¢'(a) = (u, 3), onde

u=m(p(a(0),a(1))), e

B:tel— m(p(a(0),alt))) e M,

e conforme o lema 13, o homeomorfismo ¢ é dado por ¢(a,b) = (a, [y(x,a)]~ (b)),
sendo 7 a aplicagao considerada durante a demonstracao do lema 13, portanto, segue

que
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Bt €l m(o(a(0), aft)) = m(a(0), [v(z, a(0)] " (a(t)) = [v(z, a(0))] " (a(t)).

Logo, se y € 0C', entao

¢ 00'(y) =(mog oo (y),mod od'(y)) = (lo'(y)](0),L(y)),

e como 0C' = S, segue que

e portanto,
¢ oo’ (y) = (y,7(y)).

Finalmente, temos que o’(y) = ¢! (y,7(y)), e portanto, o é continua, sendo assim,

um campo de caminhos sem singularidades. O

Corolario 6. Seja M uma n-variedade orientdvel compacta, entdo existe uma aplica¢do

f: M — M sem pontos fixos e homotopica a identidade se, e somente se, x(M) = 0.

Demonstragao. (=) Se f é homotdpica a identidade, temos que Ay = Ajy. Se f -
M — M néo possui pontos fixos, entao, pela proposicao 20, temos que (—1)"A; = 0.
Como x (M) = A4, temos que x(M) = 0.

(<) Se x(M) = 0, entdo, pelo teorema anterior, M admite um campo de cami-

nhos sem singularidades o. Seja f: M — M a aplicacao dada por

A aplicacao f possui ponto fixo se, e somente se, o possui singularidades, logo, f

nao possui pontos fixos. Seja H; : M — M a homotopia dada por

entdao Ho(y) = [0(y)](0) = y = id(y) e Hi(y) = [o(y)](1) = f(y), e portanto, a
aplicacao f é homotépica a identidade. Il

Corolario 7. Uma variedade diferencidvel orientdvel compacta admite um campo

de vetores sem singularidades se, e somente se, x(M) = 0.
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