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Resumo

VIEIRA, R. V. Topologia algébrica nao-abeliana. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Mate-

maética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2013.

O presente trabalho é uma apresentacao de aplicagoes de estruturas da algebra de dimensdes
altas para a teoria de homotopia. Mais precisamente mostramos que existe uma equivaléncia entre
as categorias dos cat”-grupos e a dos n-cubos cruzados de grupos, ambas equivalentes a categoria
das n-categorias estritas internas a categoria de grupos, e uma certa subcategoria da categoria dos
n-cubos fibrantes, os chamados n-cubos de Eilenberg-MacLane. Além disso existe uma equivaléncia
entre uma localizagao dessa subcategoria e a categoria homotopica dos (n + 1)-tipos homotopicos,
o que sugere a utilidade de usar as estruturas algébricas apresentadas como invariantes topologicas.
O teorema central dessa teoria, o teorema generalizado de Seifert-van Kampen, diz que o funtor
dos n-cubos de fibracao aos cat™-grupos usado para mostrar a equivaléncia mencionada preserva
o colimite de certos diagramas e que nesses casos conectividade é preservada, o que permite cer-
tas computagoes. Apresentaremos defini¢oes das estruturas algébricas mencionadas além de como
calcular certos colimites na categoria de n-cubos cruzados de grupos, demonstraremos os teoremas
principais da teoria e mostramos como usar esses resultados para generalizar resultados classicos
da topologia algébrica como o teorema de Blakers-Massey, o teorema de Hurewicz e a férmula de

Hopf para homologia de grupos.

Palavras-chave: n-Cubos cruzados de grupos, cat™-grupos, teorema generalizado de Seifert-van

Kampen, topologia algébrica, teoria de homotopia.
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Abstract

VIEIRA, R. V. Non-abelian algebraic topology. Dissertation (Master’s) - Instituto de Mate-

maética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2013.

The present work is a presentation of applications to homotopy theory of structures in higher
dimensional algebra. More precisely we show how the categories of crossed n-cubes of groups and of
cat™-groups, both equivalent to the category of strict n-categories internal to the category of groups,
are equivalent to a subcategory of the category of fibrant n-cubes, namely the Eilenberg-MacLane
n-cubes. There is also an equivalence between a localization of the category of Eilenberg-MacLane
n-cubes and the homotopy category of homotopy (n + 1)-types, which suggests the usefulness of
the presented algebraic structures as topological invariants. The central theorem of this theory, the
generalized Seifert-van Kampen theorem, states that the functor from n-cube of fibrations to the
cat™-groups used to show the aforementioned equivalence preserves the colimit of certain diagrams,
and in these cases connectivity is preserved, which permits some computations. We present defini-
tions of the relevant algebraic structures and also how to calculate certain colimits in the category
of crossed n-cubes of groups, we demonstrate the main theorems of the theory and then we show
how to generalize classical results in algebraic topology like the Blakers-Massey theorem, Hurewicz

theorem and Hopf’s formula for the homology of groups.

Keywords: Crossed n-cubes of groups, cat”-groups, Generalized Seifert-van Kampen theorem,

algebraic topology, homotopy theory.
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Introducao

Um problema cléssico da topologia algébrica é o de classificar as classes de homotopia de CW-
complexos usando modelos algébricos da teoria de grupos. O presente trabalho pretende mostrar
uma solugao para o problema de classificar as classes de homotopia de CW-complexos que possuem
um numero finito de grupos de homotopia néo triviais utilizando certas estruturas algébricas rela-
cionadas a teoria de categorias de dimensao alta, que tem como partida trabalhos de Whitehead
[Whi41l, Whid6, Whi49] e tem continuidade no trabalho de Loday [Lod82]. Um dos pontos fortes
dessa teoria é que o funtor que relaciona as estruturas topolégicas as estruturas algébricas satisfaz
uma generalizacao do teorema de Seifert-van Kampen, o que permite certas computagoes usando

técnicas analogas as usadas para computar grupos fundamentais.
Resultados de Whitehead e a suas generalizacgoes

E bem conhecido que o funtor 71, que leva espacos topoldgicos ao seu grupo fundamental, e o
funtor espaco de classificagdo B, que leva um grupo G a um espago de Eilenberg-MacLane K (G, 1),
forma uma equivaléncia entre a categoria homotopica dos espagos conexos com grupos de homotopia
7y, triviais em dimensoes maiores que 1, ou seja os 1-tipos homotépicos conexos, e a categoria dos
grupos. O trabalho de Whitehead [Whi4l, Whi46, Whi49| de certa forma estende esse resultado
e nos dé a estrutura algébrica que modela os 2-tipos homotépicos. Para obter essas estruturas é
necessario escolher uma fibragao apropriada. Vejamos brevemente as ideia basicas contidas em seu
trabalho, e como elas foram generalizadas.

Seja X um espago com ponto base xg e U um subespago com o mesmo ponto base. Temos entao

uma sequéncia exata desse par
s = M1 (X5 U) = mg(U) = mp(X) — -+

que é a sequencia exata da fibracao f : Ey — X associada a inclusdo do subespago U em X, aonde
Ey é o espago dos caminhos v € X! em X com (1) € U, e aonde f(y) = v(0) [May99, Cap. 7|.
Note que Ey retrai por deformagao em um espago homeomorfo a U, e que a fibra Fyy é dada por
caminhos em X que comegam no ponto base g e terminam em algum ponto de U. Temos entao
que os elementos de mo(X;U) = 71 (Fy) sdo dados por aplicagdes ¢ : I x I — X tal que os pontos
da forma (0,t), (1,t) e (¢,0) sdo levados ao ponto base e os pontos da forma (¢,1) sdo levados em
U. A operagao de grupos é dada por concatenagao na "diregdo horizontal", ou mais precisamente

pela primeira coordenada. U

i) 1/] i)

o
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O homomorfismo induzido pela aplicagdo de bordo 0 : mo(X;U) — m1(U) é dada num elemento
1 como acima pela restrigao em I x {1}.

Temos uma agao de 71 (U) nos elementos de m2(X; U) que pode ser ilustrada da seguinte forma.
Dado um elemento o € 71(U) e um elemento 9 € ma(X;U) como acima o elemento *3 pode ser
visto como uma reducao do dominio de 1 a um quadrado menor e entao colocando o caminho «

nos segmentos radiais fora desse quadrado como no desenho abaixo.

(@] 0471

Além disso sempre valem as equacoes

(") = ad($)a”!
gyt =Dy

Whitehead denotou como mddulo cruzado qualquer homomorfismo de grupos p : M — G aonde
G age em M e as equagOes acima sao satisfeitas. Um morfismo entre moédulos cruzados é um

diagrama comutativo

M—t= M

o

!/
aonde os homomorfismos verticais sdo modulos cruzados e o par (k,l) preserva a ac¢do, no sentido
que 1(9m) = *9)[(m). O modulo cruzado formado pelo homomorfismo 8 : 7o (X;U) — 71 (U) e pela

acao de 71 (U) em m2(X; U) descrita acima ¢ denotado como o médulo cruzado fundamental do par

(X;U). Essa construcao nos da um funtor
Il : pares pontuados de espacos — mdédulos cruzados

sendo que pelo trabalho de Quillen [Qui67] podemos substituir a categoria dos pares de espagos
pontuados pela a categoria mais geral das fibragoes.

Para ver a relevincia do conceito de médulo cruzado para a teoria de homotopia apontamos que
pelo resultado de Mac Lane e Whitehead [MW50] existe um funtor B, também chamado de funtor
espago de classificagao, que associa a um modulo cruzado M = (u : M — G) um CW-complexo

pontuado conexo denotado B(M) com as seguintes propriedades:

Teorema. Os grupos de homotopia de B(M) sao dados por

Coker n parai=1
m(B(p: M — Q)= Kerp  parai=?2

0 para v > 2

Teorema. O espaco de classificacao B(1 — G) € o espago de classifica¢cao B(G) usual do grupo G,
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e B(G) é um subcomplexo de B(p: M — G). Além disso existe um isomorfismo natural de modulos

cruzados
IH(B(p: M — G),B(G)) = (u: M — Q)

Teorema. Seja X um CW-complexo reduzido, Z um espago conexo com wo(Z)=0e f:Z — X
uma aplicagdo continua que induz uma sobrejecao no grupo fundamental. Seja p: M — G o mddulo

cruzado fundamental da fibracdo associada a f. Entdo existe uma aplicagdo
X —->Bu:M—QG)

que induz um isomorfismo em w € mo

Nesse tltimo teorema podemos por exemplo tomar Z como o l-esqueleto X! de X, tal que M =
7 (X; X1). Segue portanto pelo teorema de Whitehead que para todo 2-tipo homotépico X feita
para uma escolha apropriada de fibragao temos que X — BolII(X) é uma equivaléncia homotopica.
Como a construgao do modulo cruzado fundamental depende de uma escolha de fibracao, isso
sugere que os espacos de classificacdo de diferentes modulos cruzados podem ser homotdpicos.
Acontece que podemos definir algebricamente um conceito de quasi-isomorfismo entre modulos
cruzados, que sao os morfismos que induzem equivaléncias homotopicas fracas entre os espagos de
classificag@o, e é possivel definir uma localizagao da categoria dos moédulos cruzados invertendo
esses quasi-isomorfismos de forma que essa localizagao é equivalente & categoria homotopica dos
2-tipos homotopicos. E nesse sentido que dizemos que os modulos cruzados modelam os 2-tipos
homotoépicos.

O fato que os modulos cruzados generalizam grupos e que sua relagdo com 2-tipos homotoépicos
é analoga a relagao de grupos com os 1-tipos homotdpicos sugere que para cada n € IN existe uma
generaliza¢ao de grupos que modela os (n + 1)-tipos homotopicos. No presente trabalho vamos
nos focar em dois tipos de estruturas algébricas, os cat”-grupos e os n-cubos cruzados de grupos,
que Ellis e Steiner provaram ser equivalentes [ES87|, e que definiremos precisamente no primeiro
capitulo. Os médulos cruzados sao equivalentes a 1-cubos cruzados de grupos e os O-cubos cruzados
de grupos sao grupos.

Assim como para associar um modulo cruzado a um 2-tipo homotopico precisamos escolher uma,
fibracao adequada, para associar um 2-cubo cruzado de grupos a um 3-tipo homotoépico precisaremos
de um 2-cubo de fibragoes, que é um diagrama de espagos indexados por pares de subconjuntos
disjuntos de {1,2}

Xp2pe — X0 — Xpyq2)

L

X230 Xo,0 Xo,{2)

.

Xy 0y — Xo 1y — Xo 01,2

aonde X 44}, — Xa,B — X4 pugiy sdo fibrages para i ¢ AU B. O 2-cubo cruzado de grupos

fundamental desse 2-cubo de fibrages ¢ entao formado pelos grupos da forma 71 (X 4 ). Por exemplo
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dados dois subespagos U e V' de um espago X podemos obter o 2-cubo cruzado de grupos

m3(X;U, V) ——m(U;UNYV)

l |

m(V;UNV)——m(UNV)

Assim como o médulo cruzado fundamental de uma fibragao possui uma agéo entre os grupos
também temos emparelhamentos entre elementos dos grupos do 2-cubo cruzado de grupos funda-
mental na forma de um produto generalizado de Whitehead, que construiremos precisamente na
secao 3.6, da forma ® : m1(X49) x M (Xpg) = m1(Xaupp)-

Um n-cubo cruzado de grupos é basicamente uma familia de grupos M 4 indexados pelos subcon-
juntos do conjunto (n) = {1,2,...,n}, uma familia de homomorfismos de grupos p; : M4 — Mg\ g1y
e uma familia de fungoes h : M4 x Mp — M s, que satisfazem certos axiomas. Como mencionamos
antes a categoria dos n-cubos cruzados de grupos é equivalente & categoria dos cat™-grupos formada
por grupos equipados com 2n endomorfismos que satisfazem certos axiomas, e que esta associado a
teoria de n-categorias internas aos grupos. A vantagem de ter dois modelos algébricos equivalentes
porém distintos é que algumas computagoes sdo mais naturais na categoria dos n-cubos cruzados
de grupos, enquanto geralmente as demonstragoes de teoremas sao mais simples usando a categoria
dos cat™-grupos. Durante o trabalho intercambiaremos com frequéncia entre esses dois tipos de
estruturas.

No caso geral associaremos a categoria de n-cubos de fibragoes a categoria dos (n + 1)-tipos
homotopicos, e construiremos os funtores n-cubo cruzado de grupos fundamental, que denotamos
por II, e cat™-grupo fundamental, que denotamos por II. Assim como no caso dos modulos cruzados
segue do trabalho de Loday [Lod82] que existe um funtor espago de classificagao, denotado por B,
que associa a cada n-cubos cruzados de grupos um CW-complexo com propriedades anélogas ao
funtor espaco de classificagdo dos moédulos cruzados. Mostraremos como as propriedades dos funtores
mencionados implicam que os n-cubos cruzados de grupos e os cat”-grupos modelam os (n+1)-tipos

homoto6picos da mesma forma que os médulos cruzados modelam os 2-tipos homotdpicos.
Generalizacao do teorema de Seifert-van Kampen

Uma das principais ferramentas para computar o grupo fundamental de um espago X é o teorema
de Seifert-van Kampen, que nos diz que se X for a uniao de dois abertos conexos por caminhos Uy
e Us tal que a intersecgao desses abertos é conexa por caminhos, entao X é conexo por caminhos
e no diagrama de pushout abaixo o morfismo natural k£ é um isomorfismo. Em outras palavras o

funtor grupo fundamental preserva o diagrama de pushout nesse caso.

m1(U1)

m1(Us)

Esse resultado pode ser generalizado para um recobrimento por abertos arbitrario U = {Uy}xea



Aplicacoes )

tal que cada Uy contém o ponto base de X. Denote por Ag, a categoria dos subconjuntos finitos

nao vazios de A, cujos morfismos sdo as inclusoes, e por U, = /\ﬂ Uy para o € Agy. O teorema de
€o

Seifert-van Kampen para recobrimentos com um ntimero arbitrario de abertos pode ser expresso da

seguinte forma.

Teorema. Seja X um espaco topoldgico e seja {Ux}ren um recobrimento por abertos de X tal
que todos os abertos contém o ponto base. Suponha que cada U, € conexo por caminhos para todo

o € Ag,. Entao

(C) X € conexo por caminhos;

(I) o homomorfismo natural de espagos topoldgicos

ggg\zfrg 7l'1(Ug) — TFI(X) =M (ggkgf Ua)

€ um isomorfismo.

Ou seja o funtor m; preserva o colimite de diagramas dados pelas hipoteses do teorema. Uma
das dificuldades de computar os grupos de homotopia de dimensdes maiores que 1 é que para esses
funtores o teorema acima nao vale. Brown e Loday provaram [BL87a| que o funtor II preserva

colimites de certos diagramas aonde todos os espagos envolvidos sdo conexos por caminho.

Teorema (Teorema de Seifert-van Kampen para n-cubos fibragées). Seja X um n-cubo de fibragoes
e seja {Ux}ren um recobrimento por abertos de Xp,my tal que todos os abertos contém o ponto
base. Cada U, para o € Ag, determina por imagem inversa um n-cubo de fibragoes que também

denotaremos por U,. Suponha que cada U, € um n-cubo de fibracdes conexo. Entao

(C) o n-cubo de fibragoes X € conexo;

(I) o homomorfismo natural de cat™-grupos

colim II(U,) — II(X) =11 <colim Ug)
O’GAfm OGAﬁn

€ um isomorfismo.
Aplicagoes

O fato que o funtor n-cubo cruzado de grupos fundamental satisfaz o teorema generalizado de
Seifert-van Kampen sugere que podemos computar o n-cubo cruzado de grupos fundamental de
um n-cubo de fibragoes usando técnicas analogas as usadas para computar o grupo fundamental de
espagos.

Veremos como essa analogia nos permite generalizar certos resultados classicos da topologia
algébrica. Apresentaremos como Brown e Loday provaram em [BL87b| uma versao do teorema de
Blakers-Massey com hipoteses enfraquecidas assim como uma generalizagdo do teorema de Hu-
rewicz. Mostramos também como esse tltimo resultado foi usado por Brown e Ellis em [BESS| para
apresentar uma féormula para os grupos de homologia de um grupo analoga a férmula de Hopf para
o segundo grupo de homologia.

Apresentamos também como Ellis e Mikhailov utilizaram as ideias apresentadas para derivar
em [EM10] uma apresentacao dos grupos de homotopia da esfera $2 encontrada originalmente por

Wu usando outros métodos[Wu01].
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Organizacao do trabalho

O presente trabalho é uma apresentagao da teoria subjacente aos resultados mencionados, conhe-
cida como topologia algébrica nado-abeliana. Apresentaremos as estruturas algébricas e mostraremos
tanto como elas surgem naturalmente da teoria de categorias de dimensoes altas e como fazer certos
calculos necessarios para as aplicagoes que faremos depois. Mostraremos como essas estruturas se
relacionam com a teoria de homotopia e daremos exemplos de aplicacoes dessa teoria.

No primeiro capitulo definimos as categorias dos n-cubos cruzados de grupos e dos cat™-grupos,
e em seguida demonstramos a equivaléncia dessas categorias. A importancia de apresentar ambas
as categorias é que a estrutura dos cat”™-grupos em muitos casos tornam as demonstracoes de certos
teoremas mais simples, enquanto costuma ser mais facil fazer calculos usando os n-cubos cruzados
de grupos. Como o teorema central da teoria, o teorema de Seifert-van Kampem generalizado,
afirma que certos funtores com imagem nessas categorias preservam certos colimites as préximas
secoes sao dedicadas a estudar diferentes tipos de colimites de n-cubos cruzados de grupos.

No segundo capitulo apresentamos na primeira se¢ao as categorias de n-cubos fibrantes e a de
n-cubos de fibragées, e demonstramos a equivaléncia delas. O motivo de usar ambas as categorias é
porque a estrutura de n-cubos fibrantes simplifica a demonstracao de certos teoremas, enquanto a
defini¢ao do funtor n-cubo cruzado de grupos fundamental é muito mais transparente nos n-cubos de
fibragoes. Na secao seguinte demonstramos a equivaléncia da localizacao de uma certa subcategoria
dos n-cubos fibrantes, chamada de n-cubos de Eilenberg-MacLane, obtida invertendo equivaléncias
de espago base, e a categoria de n-tipos homotdpicos conexos.

No terceiro capitulo estudamos a relagao entre as estruturas algébricas do primeiro capitulo e as
estruturas topologicas do segundo capitulo. A primeira secao consiste de preliminares de conceitos
e resultados de homotopia simplicial que serao necessarios no resto do capitulo. Na segunda secao
definimos o funtor cat™-grupo fundamental IT de um n-cubo fibrante. Na terceira secao apresentamos
o funtor espago de classificagdo B de um cat™-grupo, e também como criar a partir dele um funtor
n-cubo de fibragoes de classificagao B. Na terceira se¢do mostramos como os funtores Il e B formam
uma equivaléncia entre a categoria dos n-cubos de Eilenberg-MaclLane e a categoria dos cat™-
grupos. Esse resultado, junto com a equivaléncia do capitulo anterior, mostra como essas estruturas
algébricas de fato capturam toda informagao homotopica até a dimensao n + 1, e na quarta segao
mostramos como obter os grupos de homotopia do espago B(G) associado a um cat”-grupo G. Na
quinta se¢ao provamos o teorema de Seifert-van Kampem generalizado, que afirma que esse funtor
preserva colimites de certos diagramas e que nesses casos conectividade é preservada. Na sexta secao
damos uma apresentagao direta do funtor n-cubo cruzado de grupos fundamental de um n-cubo de
fibracoes, denotado II, cuja existéncia é garantida pela equivaléncia entre cat™-grupos e n-cubos
cruzados de grupos.

O quarto capitulo é dedicado a apresentar aplicagoes concretas dessa teoria. Na primeira segao
demonstraremos o resultado de Whitehead [Whi49] que descreve o grupo de homotopia relativo
mo(X; A) para um espago X obtido colando 2-células em A como o moddulo cruzado livre gerado
pelas fungoes de colagem das 2-células. Na segunda segao apresentamos o resultado de Brown e
Loday [BL87b| de uma versao do teorema de Blakers-Massey sobre grupos de homotopia de triade
com as hipoteses enfraquecidas. Na terceira se¢ao vemos como Brown e Loday no artigo [BL87b|
obtiveram uma generalizacao do teorema de excisao homotdpica e do teorema de Hurewicz, e como

isso permitiu que em [BE88| Brown e Ellis encontrassem férmulas para os grupos de homologia de
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grupos em dimensoes arbitririas analogas & féormula de Hopf para o segundo grupo de homologia.
Na quarta se¢ao apresentamos como Ellis e Mikhailov derivaram em [EM10] a formula para os
grupos de homotopia da esfera $2 encontrada originalmente por Wu[Wu01].

Assumimos que todos os espagos sao espagos pontuados compactamente gerados e fracamente

Hausdorff [May99, Cap. 5], e todos os morfismos entre espagos preservam os pontos base.






Capitulo 1

Generalizacoes de moédulos cruzados

A principal estrutura algébrica usada na presente teoria é a de n-cubos cruzados de grupos.
Essa estrutura generaliza os médulos cruzados, que foram descritos e utilizados pela primeira vez
por Whitehead para estudar pares de espagos (X, A) pontuados como foi descrito na introdugao
[Whi41, Whi46, Whi49].

Um moédulo cruzado é definido como um homomorfismo de grupos p : M — G junto com uma
acdo de G em M tal que

p(¥m) = gu(m)g™

mnm ™! = #m)y

Exemplos algébricos de tal estrutura sao:

a inclusao de um subgrupo normal, com a acao dada por conjugacao;

a aplicagdo do automorfismo interno x : G — Aut G, em que x(g) é o automorfismo h —

ghg™;

a aplicacao trivial M — G aonde M é um G-modulo;

um epimorfismo M — G cujo kernel esta contido no centro de M.

Note que pelos axiomas temos que para todo moédulo cruzado pu : M — G a imagem de p é
normal em G, que o kernel de p é central em M e que os elementos de Im g agem trivialmente nos
elementos de Ker y, de forma que Ker ;1 herda uma acao de G/1m 4

Nesse capitulo definiremos as categorias dos n-cubos cruzados de grupos e a dos cat™-grupos, e
demonstramos sua equivaléncia. Usaremos os cat”-grupos para provar os teoremas do capitulo 3,
incluindo o teorema generalizado de Seifert-van Kampen, enquanto os n-cubos cruzados de grupos
serao usados nas aplicagoes do capitulo 4, sendo que a troca de estrutura algébrica usada é justificada
pela equivaléncia entre elas. Como preliminares para as aplicagoes, as ultimas segbes desse capitulo
sao reservadas para mostrar como computar certos colimites na categoria dos n-cubos cruzados de
grupos.

1.1 n-Cubos cruzados de grupos

A generalizagdo do conceito de médulos cruzados para n-cubos cruzados de grupos pode ser

pensado considerando grupos como 0-cubos cruzados e considerando n-cubos cruzados como um

modulo cruzado de (n — 1)-cubos cruzados. Damos a defini¢ao de um n-cubo cruzado de grupos
dada em [ES87].
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Definicao 1.1.1. Um n-cubo cruzado M é uma familia de grupos My, para A C (n) mais ho-
momorfismos p; : Ma — Mg\, para i € (n) e A C (n) e fungdes h : Ma x Mp — Maup
para A, B C (n) tais que se *b denota h(a,b)b para a € My e b € Mp com A C B, entao para
a,a’ € My, bt/ € Mp,c € Mg e para i,j € (n),

"CG1
"CG2

pia = a se i ¢ A; ( )

Hifbj@ = HjHias ( )

pih(a, b) = h(pia, pb); (I"CG3)

h(a,b) = h(p;a,b) = h(a, u;b) sei € Aei € B; (I"CG4)
h(a,d’) = [a,d']; (I"CG5)

h(a,b) = h(b,a)™; (I"CG6)

h(a,b) =1sea=1oub=1; (I"CG7)
h(aa',b) = “h(a’,b)h(a,b); (I"CGS8)

h(a,bb’) = h(a,b)’h(a,b); (I"CGY)
“h(h(a=t,b),c)h(h(c™t, a),b)h(h(b7 ,¢),a) = 1; (I"CG10)
®h(b,c) = h(“b,"c) se AC Be ACC. (I"CG11)

Note que (I"CG1) e (I"CG2) equivalem a dizer que os M4 e os p; formam um n-cubo comutativo
de grupos, ou que eles definem um funtor do conjunto parcialmente ordenado dos subconjuntos de
(n) na categorias de grupos. As equagoes (I"CG3) e (I"CG4) nos dao condigoes de compatibilidade
das fungoes h e p. Temos por (I"CG5H) que as fungoes h sdo uma generalizagao de comutadores, e
por (I"CG6)-(I"CG11) temos que h respeita relagdes usuais do comutador.

Note que por (I"CGT7)-(I"CG9) se A C B entao a fun¢ao M4 x Mp — Mp dada por (a,b) — *b
define uma acgéo de M4 em Mp.

Devido a (I"CG1) e (I"CG4)-(I"CG6) muitos dos y; e h sdo redundantes, em particular (I"CG4)
implica que todas as funcoes h estao totalmente definida pelos casos em que A e B sao disjuntos,
porém a apresentacao dos axiomas fica mais simples mantendo essas redundancias.

No caso n = 1 a definicao pode ser simplificada e se ve que ela equivale a definicdo de modulo
cruzado. Mais do que isso, para qualquer par de subconjuntos A, A’ € (n) com A’ C A temos que

as aplicagdoes o u; : Mg — My junto com a agao de M4 em M4 formam um moédulo cruzado.
iEA\A!

Mz M 3y
MR AN
M9y My
|
Mia 3y Mz
\ \
Mgy M,

Figura 1.1: 3-cubo cruzado de grupos.
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Definicao 1.1.2. Um morfismo de n-cubos cruzados M — N é uma familia de homomorfismos de

grupos M4 — N4 para A C (n) que comutam com as aplicagoes f; e h.

Um exemplo simples de um n-cubo cruzado de grupos pode ser construido a partir de um grupo

G e um conjunto {N; | i € (n)} de subgrupos normais de G. Definindo My = OANZ- para A # ()
1€

e My = G, tomando os p; como inclusoes e as fungdes h como a fungao comutadora obtemos um

n-cubo cruzado de grupos.
1.2 Cat"-grupos

Para as demonstracoes dos teoremas do capitulo 3 precisaremos de uma construcgao equivalente
4 da secao anterior, mas antes de definir essa construcao veremos uma breve preliminar de conceitos
categoricos.

Seja C uma categoria com pullbacks. Uma categoria interna a C é um par de objetos C e Cy de
C, denotados o objeto de morfismos e o objeto de objetos respectivamente, junto com os morfismos
de C

e 0,d: C; — Cy chamados morfismos de origem e destino respectivamente
e i :Cy— (C7 chamado de morfismo de identidade
e c:( x¢, C1 — C; chamado de morfismo de composi¢ao

aonde o dominio do terceiro morfismo é o pullback obtido de o e d, tais que os seguintes diagramas

comutem:

e leis especificando a origem e destino dos morfismos identidade:

Co *i>C1 Co *i>01
NGt e
Co C’0

e leis especificando a origem e destino de morfismos compostos:

Cl Xy Cl C*>C'1 Cl XCy Clc*>(11
TR
Cl C() Cl CO

o
e a lei associativa da composic¢ao:

CXC01C1
Cl XCo Cl X Co Cl 4>Cl X Co Cl

1cy Xcocl lc

Cl Xy Cl C()

C
e as leis de unidade a esquerda e a direita para a composicao:

cholcl 1cl><coi
C() XCo Cl — Cl XCo Cl <~ Cl X Co C()

S

C
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Um funtor interno a C é um par de morfismos Fj : C; — C] e Fy : Cp — Cj que comuta com
todos os morfismos acima.

Iremos agora nos focar no caso das categorias internas a categoria dos grupos. Existe uma
apresentacao das informagoes contidas em uma categoria interna aos grupos, conhecida como um

cat'-grupo, que é definido como um grupo G junto com dois endomorfismos s,t : G — G tais que

sot=1;
tos=s;
[ker s, ker ¢] = 1.

Note que por esses axiomas s e t sao projegoes (possivelmente distintas) no mesmo subgrupo
normal de G.
O cat'-grupo associado a uma categoria interna aos grupos ¢ dado por G = Gy, s = ioo e

t =iod. A categoria interna aos grupos associada a um cat!-grupo G é dado por

Go=1Im s;
G1 =Ker s xIm s 2 G;
i(a) = (1, a);
o(k,a) = a;
d(k,a) = t(k)a;
c((k,a), (K t(k)a)) = (a,k'k).

Note que por ¢ ser um homomorfismo temos que ¢(gihi, gihy) = ¢(g1,97)c(h1, b)), o que é
conhecido como lei do intercambio. Temos que a terceira equacdo que define um cat'-grupo é
equivalente & lei do intercambio valer para a categoria interna aos grupos.

Podemos definir uma n-categoria interna a C como uma categoria interna a categoria de (n—1)-
categorias internas a C.! Os cat™-grupos que apresentaremos agora, introduzidos pela primeira vez
em [Lod82] generalizam o conceito de cat!-grupo e podem ser pensados como estruturas algébricas

que encapsulam a informacao em uma n-categoria interna a categoria de grupos.

Defini¢ao 1.2.1. Um cat"-grupos é um grupo G equipado com 2n endomorfismos s;,t;(i € (n))

tais que para i,j € (n) com i # j temos

t;s; = Si; (C"G1)

siti = ti; (C"G2)

[Ker s;, Ker t;] = 1; (C"G3)
$iSj = SjSi; (C"G4)
tit; = tit;; (C"G5)

sitj = t;si. (C"G6)

Definigao 1.2.2. Um morfismo de cat™-grupos G — H é um homomorfismo de grupos que comuta

com as aplicagoes s e t.

!Mais precisamente estamos definindo um modelo para strict n-fold categories internal to C.
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Em algumas ocasides podemos ter um grupo e um conjunto de endomorfismos como na defini¢cao

de um cat”-grupo, exceto que o axioma (C™G3) nao é necessariamente satisfeito.

Definigao 1.2.3. um grupo G equipado com 2n endomorfismos s;,t; (i € (n)) que satisfazem os
axiomas de um cat”-grupo mas nao necessariamente o axioma (C"G3) é um pré-cat™-grupo. Os

morfismos nas categorias sao homomorfismos de grupos que comutam com todos os endomorfismos.

Para todo pré-cat™-grupo podemos associar canonicamente um cat”-grupo tomando o quociente
pelos subgrupos [Ker s;,Ker ¢;] (i € (n)) do grupo subjacente. Denotamos o funtor que faz essa

associacao por ass.
1.3 Equivaléncia de n-cubos cruzados de grupos e cat™-grupos

Demonstraremos agora a equivaléncia das categorias apresentadas até agora. Esse resultado
foi provado em |[ES87| e seguiremos as mesmas ideias encontradas nesse artigo. Essa equivaléncia
justifica a aplicacao do teorema generalizado de Seifert-van Kampen ao funtor n-cubo cruzado
fundamental, sendo que a demonstracao usa o funtor cat™-grupo fundamental.

A ideia bésica é que queremos decompor os cat™-grupos em grupos indexados pelos subconjuntos
de (n) usando os endomorfismos da definigdo de forma que as fungdes h sejam dadas pela fungao
comutadora nos cat™-grupos. Por outro lado queremos também juntar os diferentes grupos de um
n-cubo cruzado de grupos em um tnico grupo aonde haverao endomorfismos naturais que nos darao
a estrutura de cat™-grupos. Primeiro, alguns lemas preliminares que nos ajudarao no processo de

criar um cat”-grupo a partir de um n-cubo cruzado de grupos.

Lema 1.3.1. Suponha que (M,h) é uma familia de grupos M, indexados pelos subconjuntos de
(n) e fungoes h : My x Mp — Muyp satisfazendo (I"CGS5)-(I"CG11). Seja ® uma familia de

subconjuntos de (n) fechada sob unido e seja

Pq,:%% para a € My, b€ Mp com A, B € ®).

Entao para alguma ordem total de @, a funcao multiplicativa
I My — P
Acd A ®
— 11
(@a)ace = I a4
€ bijetora.

Demonstragao: Provamos por inducao no tamanho de ®, sendo que o caso ® = () ¢é trivial. Se
® & nao-vazio, entao seja A o membro minimo de ® e seja ¥ = &\ {A}. A hipotese de indugao ¢
aplicavel a W, logo basta provar que Pp é um semi-produto direto de M4 e Pg. Obtemos Pp de
M4 * Py impondo a relagao

h(a,b) = [a,b] para b € Mp,c € Mc com B,C € ®, aonde B = A ou C = A.

A relagao com B = C' = A ja vale em M4 por (I"CG5H), e a relagdo com B = A sao equivalentes
a aquelas com C' = A, por (I"CG6). Entao as tnicas relagoes necessarias sao h(a,b) = [a,b] para
a € My, b€ Mg, B € W¥. Como h(a,b) = [a,b] é equivalente & h(a,b)b = aba~! basta mostrar que

as funcgoes
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(a,b) — h(a,b)b: Ms x Mp — Py, Be ¥

determinam uma acao de M4 em Pyg.
Note que por (I"CG9), fixado a € M4, a fungao b — h(a,b)b : Mp — Py é um homomorfismo.
Esses homomorfismos determinam um endomorfismo ~y(a) de Py devido ao seguinte lema, que sera

demonstrado a seguir.
Lema 1.3.2. Paraa € My, be Mp, ¢c € Mo com B,C € ¥,

h(a, h(b,c))h(b,c) = [h(a,b)b, h(a,c)]
em Pg.

Além disso a fungao v : M4 — EndPy é um homomorfismo com imagem em AutPy, ou seja
¢ uma agao de My em Py, devido a (I"CGT7) e (I"CGS8). Isso completa a demonstracao do lema
1.3.1 assumindo lema 1.3.2.1

Demonstragao de 1.3.2: Precisaremos de trés identidades em Py. Primeiro, como
e+ h(a,e)e : Mg — Pg

é um homomorfismo para F € ¥, por (I"CG9),
(h(a,e)e)™" = h(a,e Ve ! parae € Mg, E € V. (1.1)
Consequentemente,
eh(e™!,a) = h(a,e)e para e € My, E € V. (1.2)

pois (I"CG6) nos da eh(e™!,a) = eh(a,e™!)~! = (h(a,e1)e ) ~1, que é equivalente & h(a, e)e pelo

lema 1.1. Finalmente,
bh(a,d)d = h(a,b)b aonde d = h(a™1,b71), (1.3)
pois
bh(a,d)d = b%d

= b%h(a"t,b7Y)

= bh(aa™, b )h(a, b))~ por (I"CG8)

=bh(b~!,a) por (I"CGT) e (I"CGH)

= h(a,b)b por (1.2).

Agora provamos o lema 1.3.2 em trés casos especiais.
Caso 1: AC Be ACC. Aqui o lema 1.3.2 se reduz a (I"CG11).
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Caso 2: A C C e B arbitrario. Este caso segue do caso 1:

h(a, h(b,c))h(b,c) = h(h(b,c),a) tbeb™ et por (I"CG6) e as relagdes de Py
=b(" "h(h(b,c),a)) Teble!
= b"h(h(a=,071Y), e)h(h(c™t, a), b )eb et por (I"CG10)
= b%h(d, c)ch(c™t,a)b~h(c™ta) et aonde d = h(a™t,b71)
= bh(a, h(d, ¢))h(d, c)h(a, c)cb™ h(a,c )™t por (1.2) e (I"CG6)
= blh(a,d)d, h(a,c)ch(a,c)cb  h(a, ¢ e pelo caso 1, ja que d € Maup e AC AUB,
= [bh(a,d)d, h(a,c)c] por (1.1)
= [h(a,b)b, h(a,c)c] por (1.3)
Caso 3: A C B e C arbitrario. Este caso segue do caso 2 invertendo os dois lados; note que por
(1.1) e (I"CG6) o inverso de h(a, h(b,c))h(b,c) é h(a,h(c,b))h(c,b).
O lema 1.3.2 segue do caso 3 da mesma forma que o caso 2 segue do caso 1. Isso completa a
demonstracao.ll
A demonstracao da equivaléncia entre as categorias de m-cubos cruzados e cat™-grupos segue
dos teoremas a seguir. O teorema 1.3.3 nos dard o método de como decompor os cat™-grupos,
enquanto o teorema 1.3.4 nos darid como juntar os grupos em um n-cubo cruzado de grupos de

forma a formar um cat™-grupo.

Teorema 1.3.3. Seja G um grupo com n projegoes comutantes si,. .., S,. Para A C (n) seja
My = (V;en Ker s ﬂﬂi¢A[m S;

e para A, B € (n) seja h: My x Mp — Mayp a restri¢ao da fung¢io comutadora em G. Entao

i) para toda ordem total dos subconjuntos de (n) a fungao multiplicativa

1I MA -G
AC(n)
TA)A

(

Il
SO iy A

€ bijetora;

ii) G pode ser obtido do produto livre dos M impondo as relagoes h(a,b) = [a,b] (a € My, b€
MB; AaB - <n>)

_ *acmyMa
G = Rab)=lal"

Teorema 1.3.4. Sejam My, para A C (n), uma familia de grupos e h: M4 x Mp — Maup, para

A, B C (n), uma familia de fungoes. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) Existe um grupo G com n projegoes comutantes si, ..., Sy tal que
My = (Vjen Ker siN ﬂigéA Im s; para A C (n)

e os h sdo restricées da fungcao comutadora de G;
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ii) Valem as equagoes (I"CG5)-(I"CG11).

Demonstracao de 1.3.3.i: Seja z € G. Precisamos mostrar que r = Il4c(,) x4 para uma

escolha tnica de x4 € M 4. Para unicidade, suponha que x = acmyra com x4 € M4. Entao
(0jgasj)z = llpcazs, (1.4)

que pode ser resolvida em x4 em termos de x e dos xp para os quais B é subconjunto de A. Logo,
indutivamente, x determina os z 4.

Para existéncia, definimos indutivamente os elementos x4 de G por (1.4). Fixando A = (n) nos
da x = llgc(nyxp, logo falta mostrar que x4 € My. Faremos isso por indugao no tamanho de A.

Para i € A, aplicar s; em (1.4) e depois usar (1.4) com A substituido por A\ {i} nos da

Hpcasizp = (0j¢a\(1}55)T = lpca\(iy2B.

Agora a hipotese de inducao nos diz que se B é um subconjunto proprio de A, entéao s;zp = zp
para B C A\ {i}, e s;zp = 1 caso contrario. Segue que s;x4 = 1, logo x4 € Ker s;. Parai ¢ A a

hipotese de indugao e (1.4) nos d& imediatamente que x4 € Im s;. Logo
rA €[ \jeq Ker s; ﬂﬂifAIm s; = My,

como precisavamos. Isso completa a demonstragao do teorema 1.3.3.i.H

Demonstragao de 1.3.4.i = 1.3.4.ii: Devido a h ser definido como a restricdo da funcao
comutadora de G (I"CG5) segue imediatamente, e como interpretando h como a func¢do comu-
tadora as equagoes (I"CG6)-(I"CG11) sao relagdes usuais de comutadores a implicagdo segue
automaticamente.ll

Demonstracao de 1.3.3.ii: Seja P = F((,)) como no lema 1.3.1. Como 1.3.4.i = 1.3.4.ii
podemos aplicar o lema 1.3.1 a (M4, h). Entao o lema 1.3.1 e o teorema 1.3.3.i juntos implicam
que o homomorfismo 6bvio P — G é bijetor, que é o que queriamos.ll

Demonstragao de 1.3.4.ii = 1.3.4.i: Seja P = F((,)) como antes. Podemos definir projegoes

comutantes s; em G da seguinte maneira: se a € M4, entao

1 ,i€eA,
a ,i¢ A

S;a =

Os homomorfismos candnicos M4 — G podem ser restritos para nos dar homomorfismos
My — (Niea Ker s; N ﬂi¢AIm ;.

Pelo lema 1.3.1 e o teorema 1.3.3.ii esses devem ser isomorfismos. isso completa a demonstracao.ll

Provaremos agora como os resultados acima de fato nos dao uma equivaléncia de categorias.
Teorema 1.3.5. As categorias dos cat™-grupos e dos n-cubos cruzados de grupos sio equivalentes.

Demonstragao: Pelo teorema 1.3.4 um grupo G com n projegdes comutantes é equivalente a
uma familia de pares (My, h) satisfazendo (I"CG5)-(I"CG11). A equivaléncia ¢ dada por

My = ﬂieAKer siﬂﬂZ&AIm Si,

h(a,b) = [a,b] para a € My, b € Mp,
a— *ac(n)Ma
~ h(a,b)=la,b]’
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aonde a tltima equacao vem do teorema 1.3.3.ii. Basta entdo mostrar que endomorfismos ¢; de
G fazendo de (G, s;,t;) um cat™-grupo sao equivalentes a homomorfismos p; : My — M A\{i}
satisfazendo (I"CG1)-(I"CG4).

Note que para a € My,

1 ,i€A,
a ,i¢A.

S; a4 =

j& que s;s; = s;. Definindo p; : Mg — M A\{i} como a restrigao de t; a M4 temos que s;t; = s; €
s;t; = tis; para i # j é equivalente a (I"CG3), que t;s; = s; equivale a (I"CG1) e que t;t; = t;t; &
equivalente & (I"CG2). Falta mostrar que [Ker s;, Ker t;] = 1 ¢ equivalente a (I"CG4).

Para isso usamos o teorema 1.3.3.ii. Fixando i, ordene os subconjuntos de (n) de forma que se
i € A, entdo A precede imediatamente A \ {i}. Logo torna-se aparente que Ker s; é gerado pelos
elementos a € My (i € A) e que Ker t; é gerado pelos elementos b= (¢;b) (b € Mp, i € B). Logo
[Ker s;, Ker t;] = 1 é equivalente & [a,b~!(¢;b)] = 1 paraa € M4, b€ Mp, i € A, i € B. Como

[a,b=L(t;b)] = b~ L[a,b] " ]a,t;b]b,

isso é equivalente & h(a,b) = h(au;b) para a € My, b € Mp, i € A, i € B, que é uma metade de

(I"CG4). Como a outra metade é redundante dado (I"CG6) isso completa a demonstracao.ll
1.4 Resultados categoriais

As proximas secoes se focardo em descrever os colimites de certos diagramas na categoria de n-
cubos cruzados de grupos, mas para isso sera 1util provar que uma certa familia de funtores descrita

abaixo preserva colimites.

Definicdo 1.4.1. Para cada i € (n) existem os funtores 9; da categoria dos n-cubos cruzados de
grupos a categoria dos (n — 1)-cubos cruzados de grupos e os funtores d; da categoria dos (n — 1)-
cubos cruzados de grupos a categoria dos n-cubos cruzados de grupos tais que para todo n-cubo

cruzado de grupos M, A’ C (n—1) e i € (n) temos

(07 (M) 4 = My 4y aonde 3 (A) = UGrv Ui+
jear JEA

e para todo (n — 1)-cubos cruzado N, A C (n) e i € (n) temos

(di(N))a = Nga aonde A= | ] {j}u |J {i—-1}

jeA\(i} jeA\(i}
<t 7>

Temos que para A C (n) temos que (. gAﬁj)(. gAdi)A = A se consideramos que ( ;;Adi) sa0

aplicados do maior i para o menor e os ( o 3;") do menor i para o maior.
i¢A
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Mg My 5
\ \ ; ;
M{172} M{1} {1,3} {1}
i 2N
My 3 Myzy
\ \ My My
{2} My
Mz Mz
M M \ \
(2) {1} M{1} M{1}
N l
My Moy
Mgy My \ \
My My

Figura 1.2: Funtores 03 e dy no caso n = 3.
Temos entdo o seguinte teorema, que tem como corolario o resultado que queriamos. A defini¢do
de adjungao pode ser encontrada no livro de Mac lane [Mac98|.
Teorema 1.4.2. Para todo i € (n) temos que 5;“ € adjunto a esquerda de d;.

Demonstragao: Note que 5;r od; = 1,-1. Podemos tomar como a transformagao natural

€ 5;." od; =1,,_1 = 1,,_1 a transformagao identidade e n : 1,, = d; o 5? tal que
Lbi sei e A
NMa = ) .
Ty, sei¢ A
Temos entdo que 3} (nar,) = L+ (ary) € Nas(N ) = Lay(wv,,) € portanto
Iy = €0 o0/
lg, = die o ndj,

o que nos da a adjuncao.ll

Corolario 1.4.3. Os funtores 5? preservam colimites.

Demonstragao: O corolario segue do fato que funtores adjuntos a esquerda preservam colimites
[Mac98, Teo. V.5.1].1

1.5 Modulos cruzados induzidos

Vamos analisar com mais detalhe o caso do 1-cubo cruzado de grupos, que como mencionado

antes é equivalente & definicao de modulo cruzado estudado por Whitehead.
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Definigao 1.5.1. Um mddulo cruzado M é composto por dois grupos My} e My, uma agao de My
em M1y e um homomorfismo p : M1y — My tais que para todos m,m’ € M1y e n € My temos

(") = npa(m)n (MC1)

m'mm/~t = #m )y, (MC2)

Definigao 1.5.2. Um morfismo de mddulos cruzados é um par de homomorfismos de grupos f :
M, — N, tais que o diagrama abaixo comuta

fry
Mpy — Ny

"

0
My ——— Ny
e que sao compativeis com as agoes dos grupos no sentido que

f{1}(nm) = fo(n)fﬂ}(m)-

Um conceito importante introduzido pela primeira vez em [BH78] é o de modulo cruzado in-
duzido. Como veremos essa estrutura pode ser obtida como um certo tipo de pushout, que é um
colimite, o que sugere a sua importancia dado o teorema generalizado de Seifert-van Kampen.
Veremos agora a definicdo desse conceito e alguns resultados que indicam como computar essa

estrutura.

Definigao 1.5.3. Seja M um moddulo cruzado, G um grupo e fy : My — G um homomorfismo de
grupos. O mddulo cruzado induzido de M por fy, denotado por fp,M, é definido pela propriedade
universal que (fy.M )y = G e existe um morfismo de modulos cruzados f : M — fp, M que estende
fo, ou seja é fp no indice (), e tal que para todo modulo cruzado L com Ly = G e morfismo
de moédulos cruzados ¢ : M — L com ¢y = fj existe um Gnico morfismo de moédulos cruzados
v fuM — Ltalque o f=¢

O teorema abaixo d4 uma caracterizagdo do moédulo cruzado induzido como um pushout de

modulos cruzados.

Teorema 1.5.4. Seja f : M — N um morfismo de médulos cruzados. Entao N € o mddulo cruzado

induzido de M por fy se, e somente se, o diagrama de mddulos cruzados abaizo for um pushout.

(1 My) —21 (1 Ny)

| |

f
(Mgy — Mp) —— (Ng1; — Np)



20 1. Generalizagdes de modulos cruzados

Demonstragao: Note que para N o pushout de um diagrama do tipo

(1%M@)M—(1%G)

|

(My1y — My)

temos que Ny = G como consequéncia do corolario 1.4.3.
Portanto esse teorema segue da observacao que a composicao dos morfismos tracejados no

diagrama abaixo deve ser a identidade.

(1,fo)

(1 — My) (1 — Np)

(Mg — My)

A existéncia dos modulos cruzados induzidos é garantida pela apresentagdo abaixo.

Teorema 1.5.5. Seja M um modulo cruzado, G um grupo e fy : My — G um homomorfismo de

grupos. entao fg, M1y € gerado por G X M1y com as relagoes

gf@(n)v m);

)
' m') Tt = (g fy o u(m!)g g, m).

(9", m")(g,m)(g",m

1

O morfismo p : fo. My — G € dado por p((g,m)) = gfp o u(m)g=" e a agio de G € dada por

h(g,m) = (hg,m). O homomorfismo candnico oy s My = fe My € dado por fiy(m) = (1,m).

Demonstragao: Temos que f.M satisfaz os axiomas de médulos cruzados,

1("(g,m)) = pu((hg,m)) = hgfyo p(m)g~*h™" = hu((g,m))h™"
(¢',m")(g,m)(g',m") " = (¢ fo o p(m')g'~ g, m) = I T0or(m)I " (g iy = w1 (g )

e além disso

fay('m) = (1,"m) = (fy(n),m) = P00 (1,m) = 100 145 (m)
pro fulm) = p((1,m)) = f o pu(m)

logo f = (f1y, fo) € um morfismo de moédulos cruzados.

Seja ¢ : M — N um morfismo de médulos cruzados com Ny = G tal que ¢y = fp, entao
podemos definir 9 : fp, M — N com 1y = fp e w{l}((g, m)) = gcp{l}(m).
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Temos que

biay(M(g,m)) = vy ((hg,m)) ="9opy(m) ="y ((g,m))
Yy o fry(m) = Py ((1,m)) = gy (m)

Agora seja o : f«M — N morfismo de modulo cruzado tal que oy = fp e o1y o fr13(m) = q13(m),

entao

a{1}((g,m)) = o{1}(?(1,m)) = 9o{1}((1,m)) = 9o 0 fr13(m) = Yp1(m) = ¥y13((g,m))

Temos assim que f,M é um modulo cruzado induzido de M por f.H
Pelo teorema anterior temos como corolario que o médulo cruzado induzido em certo sentido

generaliza a construcao de um fecho normal de um subgrupo.

Corolario 1.5.6. Seja G um grupo e H < G um subgrupo de G. Considerando que o homomorfismo
identidade 1 : H — H junto com a a ag¢do por conjugacao forma um mddulo cruzado, entdo a
imagem do mddulo cruzado induzido desse mddulo cruzado pela inclusdo i : H — G € isomorfo ao
fecho normal de H em G.

Demonstragao: O fecho normal (“H) ¢ gerado pelos elementos da forma 9h para g € G e

h € H. Defina o homomorfismo

n:(“H) - i.H
Th—(g,h)

E facil ver pela apresentagao dada pelo teorema 1.5.5 que 7 e p formam um isomorfismo de grupos.ll
Uma classe importante de exemplos de médulos cruzados induzidos sao os moédulos cruzados
livres, dados pela definicao abaixo, que como veremos no capitulo 4 sao tuteis para descrever o

segundo grupo de homotopia relativo de um espago obtido colando 2-células em um subespaco.

Definigao 1.5.7. Dado um grupo G, um conjunto R e uma fun¢ao w : R — G o mddulo cruzado
livre gerado pela fun¢do w : R — G, denotado u : F(w) — G, é o médulo cruzado induzido do mo-
dulo cruzado cujos grupos sao ambos o grupo livre F'(R) nos elementos de R, com o homomorfismo
identidade e agao por conjugagao, pelo homomorfismo F(R) — G induzido pela fun¢ao w. O grupo

F(w) é gerado por G x R e tem relagoes dadas por

(g7 (g, ), r) " = (dw()g g, 7)

a acdo de G em F(w) é dada por "(g,7) = (hg,r) e u((g,r)) = grg~*.

Temos que um moédulo cruzado induzido por uma sobrejecao tem uma apresentagao simples

dada por um quociente.

Teorema 1.5.8. Se M é um modulo cruzado e fy: My — G € um homomorfismo sobrejetor, entao

JoMi1y = [KA@%, aonde K = Ker fy e [K, M{l}] denota o subgrupo de My gerado por Faa™"

para todo a € My ek € K.
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Demonstragao: Note que para quaisquer n,n’ € My tais que fy(n) = fp(n') temos que n~1n’ €

M
K e portanto temos que em {1}
P 4 [Ty K]
—1,,7 _
T =1

-1,/

" Mm=m
!
"m="m

logo temos uma acao de G sobre [K]V][W%l}] bem definida dada por 9m = "m para algum n € fy 1(g).
M1y
[KvM{l}}

Além disso note que fjy o p induz um homomorfismo fj oy : — G tal que

foop(®m) = fyou(™m) = fo(n)fy o u(m)fo(n)™" = gfgoulm)g™"

mimm ! = p(m )m — foou(m )m

portanto temos de fato uma estrutura de moédulo cruzado.
Esse moédulo cruzado satisfaz a propriedade universal dos médulos cruzados induzidos ja que,

para ¢ : M — N um morfismo de médulos cruzados com Ny = G tal que ¢y = fjj, podemos definir
¢ .My o N ¢ (—) . ( ) tal
{1} RMy,y] 7 AV Por vy (m) = ¢y (m) tal que

Yy (9m) = oy (0Mm) =900, (m)
Yy © fry(m) = Ygy(m) = pr3(m)

. . M ~
aonde f{1) ¢ o homomorfismo quociente. Agora seja o1 : % — Ny1y compativel com a agao

de G e com oy o f13(m) = p(13(m), entdo claramente

oqy(m) = ogy o friy(m) = @y (m) = Yy (m)

. M , , . .
Temos assim que pm—i— — G é um moédulo cruzado induzido de M por fo-N

KM
Também temo[s ﬁni;}}apresentagéo alternativa para o caso dos modulos cruzados induzidos por
injecOes. Para esse resultado usaremos as seguintes defini¢gdes e notagoes. Seja G um grupo e T' um
conjunto. Definimos a copoténcia T+ G como o produto livre de grupos Gy, t € T, cada um com
elementos (¢,g), g € G, e isomorfos a G pela aplicagao (t,g) — g. Se H é um grupo, entao H¥XG

denotaré a copoténcia de G pelo conjunto subjacente ao grupo H.

Teorema 1.5.9. Se M € um mddulo cruzado e fy : My — G é um monomorfismo, seja T uma
transversal a esquerda de fy(My) em G. Tome a ag¢ao de G sobre T?M{l} dada por 9(t,m) =
(u,™m), aonden € My, ue T e gt =ufy(n). Seja 6 : T?M{l} — G definido por

(t,m) — tfyop(m)t—".
Seja S um conjunto de geradores do grupo Myyy, e seja MyS = gz € S, n € My}. Entio

T My

foMpy = ——
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aonde R € o fecho normal em T?M{l} dos comutadores de Peiffer
((t,7), (7)) = (&)t ) () OO )T € MoS, 1t e T

Demonstragao: A partir da apresentagao do teorema 1.5.5 e da hipotese que T é transversal
a esquerda de fy(Mp) temos que para todo par (g,m) € G x My existe um t € T' e um n € My
tais que (g,m) = (tfy(n),m) = (t,"m). Portanto temos que fg, M1y é o quociente de T?M{l}
pelos comutadores de Peiffer (T?M{l}, T?M{1}>. Como T?M{l} ¢ gerado pelo conjunto T x Mo g
e esse conjunto é G-invariante ja que 9(t,"m) = (u,”™m), aonde gt = ufy(n'). Segue entdo que o
fecho normal R coincide com (T?M{l},T?M{l}HBHSll, prop. 3.3.5|.1

Pelos dois teoremas anteriores e o fato que todo homomorfismo de grupos pode ser decomposto
em uma sobrejecao seguida de uma injecao obtemos um método para calcular médulos cruzados
induzidos.

Em [BW95] encontramos um resultado que estabelece o médulo cruzado induzido sob algumas
condigoes abelianas. Antes, mais algumas definigoes e notagoes. Seja G um grupo e T" um conjunto.
Definimos a copoténcia direta T E_B>G como a soma direta de grupos Gy, t € T, cada um com

elementos (t,9), g € G, e isomorfos a G pela aplicagao (t,g) — g.

Corolario 1.5.10. Seja M um mddulo cruzado e fy : My — G uwm monomorfismo de grupos tais
que Myyy € abeliano e fgou(Myy) € normal em G, e seja T uma transversal a esquerda de fo(Mp).
Entao fy. M1y € abeliano e € a copoténcia direta T€_B>G,

Demonstracao: Se t,t' € T e v € M5 entdo 6((t,r))u = tfy o u(r)t tu = tt=tufy o u(m)

ufgop(m) para algum m € My pela hipotese de normalidade. Portanto (EM) (¢ ¢y = (¢, MMy =

(t',mr'm=1) = (¢',7"), logo o comutador de Peiffer reduz para o comutador usual.l
1.6 Produtos tensoriais nao-abelianos

Nessa segao iremos definir o produto tensorial G ® H para grupos (nao necessariamente abelia-
nos) G e H que agem um no outro a esquerda, e estabelecer sua relagdo com 2-cubos cruzados de
grupos. Essa estrutura na forma apresentada aqui foi introduzidos pela primeira vez em [BL87a].
No presente trabalho usaremos apenas resultados bésicos que podem ser encontrados no artigo
mencionado, para mais resultados envolvendo esse produto tensorial vide a revisao da literatura
em [Ka99| e uma bibliografia extensa no site do Brown [Bro| que, até o momento que o presente
trabalho foi escrito, ele mantém atualizado.

Sejam G e H grupos tais que cada um age no outro pela esquerda. Sempre assumimos que um
grupo age sobre si mesmo a esquerda por conjugacao. Dadas tais agoes o produto livre G x H age
em ambos G e H, de forma que

(hg)g/ _ hgglhg—l _ h(ghflg/g—l) _ hgh™! /;
CWp! = Ipp/ I~ = 9(h9 W hY) =99

Diremos que as a¢oes de G e H sdo compativeis se

(gh)g/ — ghg‘lg/;

(hg)h/ — hgh_lh/'
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Definicao 1.6.1. O produto tensorial G @ H é o grupo gerado pelos elementos de G x H, que

denotaremos por simbolos (g ® h) para g € G e h € H, com relagoes

(99’ ®@h) = (g’ ®@9h)(g @ h)
(g@hl') = (g h)("g @ "h').

Da mesma forma que o produto tensorial usual entre grupos abelianos transforma homomorfis-
mos bilineares em homomorfismos lineares no produto tensorial, existe uma classe de fung¢oes cujo
dominio é o produto de dois grupos que agem entre si pela esquerda que sao transformados em
homomorfismos no produto tensorial ndo-abeliano. Essa classe de funcoes é dada na defini¢do a

seguir.

Definigao 1.6.2. Sejam G e H como antes e L um grupo. Uma bideriva¢do de G x H em L é uma
funcao b: G x H — L tal que

b(gg’,h) = b(*g’,7h)b(g, h)
b(g, hh') = b(g, h)b("g,"1).

Claramente a funcdo G x H - G® H com (g, h) — (g ® h) é a biderivac¢@o universal no sentido
que para qualquer biderivacao b : G x H — L existe um tnico homomorfismo b, : G ® H — L tal

que b, ((g ® h)) = b(g, h).

Note as equagdes que definem o produto tensorial e as biderivagdes sao semelhantes a relagoes
que valem para comutadores em grupos. Dado que os axiomas de n-cubos cruzados de grupos
também se assemelham a relacoes de comutadores isso sugere uma relacao entre essas estruturas que
iremos explorar. Mostraremos agora como o produto tensorial nao-abeliano possui duas estruturas

de moédulos cruzados, e veremos como elas se relacionam para formar um 2-cubo cruzado de grupos.
Teorema 1.6.3. Sejam G e H grupos com agoes compativeis um no outro.

i) O produto livre G * H age sobre G @ H de forma que
“goh)=("g@*h)

ii) Existem homomorfismos
N:GOH -G, N:GoH—-H
tais que N((g @ h)) = g"g~ ' e N((g® h)) = 9Ihh~!
iii) Os homomorfismos A e X', com as agées dadas, sao mddulos cruzados.
i) Sele G® H, entdo

D @h)=1M"1
(g@ N (h)=9u""

v) As agoes de G em Ker N e de H em Ker X\ sao triviais.
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vi) sel,l' € G® H, entao
U] =0 @ X(1)
em particular [(g @ h), (¢ @ W) = (¢"g ' @ I WR'7).

Demonstragao: i) Temos de fato uma agao ja que

“(99' @ h) = (*(99') © °h)

(*g*g" g~ @ 9(*h))(*g ® “h)

= ("(99'g™") ®"(%h))(*g ©*h)
“(99'9~ " @) (g ® h)

Note que a compatibilidade das agoes é indispensavel na passagem da segunda para a terceira linha.
A outra igualdade relevante é analoga.

ii) Note que a fungao

A MxN-—=-M

(m,n) — m"m ™!

é uma biderivagao ja que
Amm!,n) = mm/™(mm’)~*
_ mm/m—l mn(m/—l)m—l mn(m—l)
=mm/m™* 77”‘T'fl(17fb77’b m-

= Amnm™,™n)\(m, n)

Logo pela propriedade universal A define um homomorfismo A : M ® N — M tal que A(m ® n) =
m"m~!. A demonstracio para \' é analoga.

ii1) Vemos que \ e a agdo de M em M ® N satisfazem (MC1) ja que

AC™ (m @ n)) = A("'m © ™)

/ — "pm/~ Yy 1—
= m/mm/~t " (mmm/ 1)

_ /
— m/mml 1 mnm

=m'mm’ ™" m/mm/~!

_ m/mnmm/fl
=m/'A(m @ n)m'~}
Para ver que A e a agdo de M em M ® N satisfazem (MC2) note que temos duas formas de

expandir (mm’ ® nn'), e que essas duas formas nos dao a equagao

"/ @n')(m@n) = (m@n)"(m @n') (1.5)
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e portanto temos

A(m®n) (m/ Q n/) _ mnm—l(m/ ® nl)
—1,-1

mn(m n 1n-1

/ - /
me™ " on
1 —-1,—1

m/®m n n/)(m®n)fl
= (men)(m @n')(men)!

— (m ® n)nm(mfln’

A demonstracao para X' e a agao de N em M ® N segue analogamente.

iv) Provaremos esse item por indugao no comprimento da palavra [. Se [ = (g ® h) temos que

Mg h) @)= (d"g " 1)
=9("g @) (g h)
=g P @ hIR'R) (g © b))
=g @h Y (g @ h) (g i)
=g @h) g @) (g @h) (g h)
=(g@h) (g ) " (g @ h)(ge )
=(g®@h)" (g7 @h)
=(gan"(gen)™

Agora assuma que o item 4v) vale para [ e I’. Temos que

MUY @ b)Y = O @ h)YA(1) @ h)
— () (l/h’llfl)(lh/lfl)
— ll/h/llfllfllh/lfl)
=t

v) Seja l € Ker A e h € H. Temos entao pelo item ) que
M=\ oh)=(1g®h) =1

do que segue que "l = 1.

vi) Para [,I' € G ® H temos pelos itens i) e iv) que
L= =Mt =0 N@) =

Como consequéncia do resultado anterior veremos como o produto tensorial ndo-abeliano pode
ser usado para criar um 2-cubo cruzado de grupos a partir de dois médulos cruzados com o mesmo
grupo indexado por (), e como esse cubo cruzado é obtido de um pushout. Assim como no caso do
modulo cruzado induzido, isso sugere a utilidade dessa construcao para aplicagoes do teorema de

Seifert-van Kampen generalizado.

Teorema 1.6.4. Sejam p: G — K ev: H — K mddulos cruzados, de forma que G e H ambos
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agem sobre G e H via K. Entdo existe um 2-cubo cruzado de grupos
GoH2~G
m

)\/
H——K

v

aonde \((g@h)) = g"g~™', N((g@h)) =9hh™! e h(g,h) = (¢g®h). Esse mddulo cruzado é universal

no sentido de satisfazer as sequintes condigoes equivalentes:

i) Se (Il-} g) é outro 2-cubo cruzado (com o mesmo p ev), entao existe um morfismo (G%H IC%') —
(1{} g) de 2-cubos cruzados que € a identidade em G, H e K.

it) O sequinte diagrama de inclusoes de 2-cubos cruzados € um pushout:

L) ()
i |
(hh)—(smg)

Demonstragao: Que esse quadrado de grupos forma um 2-cubo cruzado de grupos segue imedi-

atamente do teorema 1.6.3. Usando o corolario 1.4.3 para estabelecer que o pushout em ii) deve ser
da forma <;I ?{) podemos usar as propriedades universais do pushout e do produto tensorial nao

abeliano para obter um isomorfismo que nos da a equivaléncia de i) e i1). Que ) é satisfeito segue do
fato que o morfismo de 2-cubos cruzados é totalmente definido pela biderivacao h: G x H — L.l
Pelo resultado a seguir, vemos que o produto tensorial nao-abeliano generaliza o produto ten-

sorial usual entre grupos abelianos.

Teorema 1.6.5. Se G age trivialmente em H e H age trivialmente em G , entdo
G®H:Gab®ZHab

aonde ®z € o produto tensorial usual de grupos abelianos.

Demonstragao: Temos que nesse caso A e A’ sao homomorfismos triviais, ja que, por exemplo

1

A(m@n) = m"m~t = mm~! = 1, logo pelo Teorema 1.6.3.v) temos que M e N agem trivialmente

em M ® N e portanto pelo segundo axioma de moédulos cruzados segue que M ® N é abeliano.

Além disso as relagoes da definicdo do produto tensorial ndao abeliano se tornam

(mm' @n) = (m®n)+ (m' @n)
(menn')=(men)+ (men)

e a definicao de biderivagao se torna a mesma do que a de transformagoes bilineares.
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Existe entao transformacgoes bilineares

M2 x N2> s Mo N
(m,n) — (m®n)
M x N — M?" @, NP

(m,n) — (M ®zn)

bem definidos ja que

n)+(mon)+(mteon)+(mten)

X
@n)+ (mten)+ (m @n)+ (m' ' @n)

que induzem homomorfismos inversos nos produtos tensoriais.ll
1.7 n-Cubos cruzados r-universais

Para algumas aplicagoes do teorema generalizado de Seifert-van Kampen que apresentaremos
precisaremos da definicao de um n-cubo cruzado r-universal, que pode ser pensado como o n-cubo
cruzado gerado livremente pelos M4 com |A| < r, e que foi introduzido pela primeira vez em [ES87].

Precisaremos primeiro de uma definicao que sera tutil.

Definicao 1.7.1. Um (r,n)-canto cruzado de grupos M" para r < n é composto por uma familia
de grupos MY, uma familia de homomorfismos p; : M} — M:x\{i} e uma familia de funcoes
h: My x Mg — M}, g para A,B C (n) com |[A| < r e |AUB| < r que satisfagam (I"CG1)-
(I"CG11). Um morfismo de (r,n)-cantos cruzados de grupos f© : M"™ — N é uma familia de

homomorfismo f7 : M}y — N para |A| < r que comutam com as fungoes h e p;.

Todo (r,n)-canto cruzado de grupos M" define um n-cubo cruzado de grupos M aonde My =
M) se |[Al < re My =1se|Al > r. Além disso todo n-cubo cruzado de grupos M define um
(r,n)-canto cruzado de grupos M" simplesmente ignorando os grupos M4 com indices tais que
|A| > 7.

Definigao 1.7.2. Um n-cubo cruzado de grupos M é r-universal se para todo n-cubo cruzado N

tal que M" = N" existe um tnico homomorfismo M — N que ¢ a identidade nos M4 para |A| < r.

Veremos agora como os n-cubos cruzados r-universais surgem como colimites de certos diagramas

de n-cubos cruzados de grupos.

Teorema 1.7.3. Tome M" um (r,n)-canto cruzado de grupos. Entio para cada A C (n) com

|A| < r temos um n-cubo cruzado AM™ com

AM}"‘: 1 seAﬂzil#(Z)j
My seANA=10

acrescentando funcoes triviais aonde forem necessdrias. Também temos inclusées canonicas *M" —
AB M para |A] <r—1.
Além disso temos que QolimAMr € um n-cubo cruzado r-universal.

AC(n)
|A|<r
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R V)
1 M,

|2 colimA 1
) AC(3)

NEERN

12
—

Figura 1.3: Diagrama de 3-cubos cruzados de grupos cujo colimite € um 3-cubo cruzado 2-universal.

Demonstragao: A primeira parte do teorema é trivial dada a hipotese de que as fungoes
satisfazem (I"CG1)-(I"CG11). Pela defini¢do de n-cubo cruzado r-universal, para demonstrar a

segunda parte basta provarmos que

qolimAM’" = M, para todo A C (n) com |A| <.
AC(n)
[A|<r A

Pela definigao dos funtores d; e pelo corolario 1.4.3 obtemos

colimA M7 | = (o dh) colimA M7 = | colim( o 5j)AM’"

AC(n) igA AC(n) AC(n) i¢A

JAl<r A |AI<r (o d)A 1Al<r (o di)A
igA igA

Como Eﬁr manda as inclusdes A AV} Ar para identidades temos

colim( o 3 )AM" = | colim (o dN)AM" :
AC(n) i¢A AD((n)\A) i¢A _

- (o d)A
Al (,0,%)A igA

e como ( o 3F)AM" ¢ objeto terminal do diagrama (lgAﬁj)AMT, (A > ((n)\ A)) temos

i¢A
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~colim (o 5?)AM’" = ((.o 6?)‘4]\4”) :AM;; = M}
AD((n)\A) ¢A _ igA (o d)A
(o dy)A ¢A

igA
o que completa a demonstragao.ll
Existe uma apresentacdo na forma de quocientes de produtos livres de produtos tensoriais

para os n-cubos cruzados r-universais dado pelo teorema abaixo, o que garante a existéncia desses
colimites. Usaremos a notagao pa = < oA,ui> a € Mpy. A ideia aqui é construir recursivamente os
i€

grupos M4 para |A| > r como produtos tensoriais de grupos indexados por subconjuntos B,C C A
disjuntos tais que A = B U C, de forma que os elementos desse produto tensorial sejam definidos
como a imagem das funcoes h nos elementos de Mp X M¢. Precisaremos incluir algumas relagoes

para garantir que a estrutura construida satisfaca os axiomas de n-cubos cruzados de grupos.

Teorema 1.7.4. Seja M um n-cubo cruzado r-universal. Entdo podemos recursivamente dar uma
apresentagao dos M para |A| > r como sendo o quociente do produto livre dos produtos tensoriais
Mp ® Mg para BUC = A, BNC =0, B,C # 0 pelas relagoes:

b@c=(c®b)™? (rU1)

pib® ¢ = b® pc (rU2)

(b@e)(d®e)(b® )™t = (Hbrdg g lbnde) (rU3)
Cr(d~t, ) @ *od)(Th(d™t, b) @ Me) (h(c T, d) @ Fb) = 1 (rU4)

Temos a agao de My nos My dadas por *(b® c¢) = (*b® *c). A fungao h para B e C tais que
BUC > r € dada por

( o Mi)ﬁ@'y seBZC eC{B

1€ BNC

h(ﬁ77) = U(ﬂ)vﬂyfl se B g C
5(#(7)5)71 se C C B

e pi((b @ c)) = h(pi(b), pi(c))-

Demonstragao: Podemos ver que essa construcao descreve um n-cubo cruzado de grupos pois
(I"CG1)-(I"CG4) e (I"CG11) seguem por como os p; € h sdo definidos junto com (rU2). O axioma
(I"CG5) segue de (rU3), o (I"CG6) de (rU1) e (I"CG10) de (rU4). Da defini¢ao de produto tensorial
obtemos (I"CGT)-(I"CG9).

Seja N um n-cubo cruzado tal que Ny = M4 para |A| < r, entdo podemos definir recursivamente
um morfismo de n-cubos cruzados ¢ : M — N tal que ¥4 = 14, para |A| < r, e no caso |[A| > r

definimos 14 em cada um dos produtos tensoriais como o morfismo induzido das biderivagoes

M B X MC — N A
(ba C) = h(wB(b)a ¢C(C))
Podemos ver que pela definicao dos produtos tensoriais e das fungoes h esses homomorfismos

estdo bem definidos, e que pela propriedade universal dos produtos tensoriais eles sdo os tnicos

homomorfismos que formam um morfismo de n-cubos cruzados com as propriedades requeridas.li
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1.8 n-Cubos cruzados de grupos r-induzidos

Podemos generalizar o conceito de um moédulo cruzado induzido por um homomorfismo para
o conceito de um n-cubo cruzado de grupos induzido por um morfismo de (r,n)-cantos cruzados
de grupos. As defini¢Ges e teoremas dessa secao sdo adaptagoes dos resultados sobre cat™-grupos

induzidos encontrados em [BL87b|.

Definigao 1.8.1. Sejam M um n-cubo cruzado de grupos, N" um (r,n)-canto cruzado de grupos
e f7: M" — N" um morfismo de (r,n)-cantos cruzados de grupos. O n-cubo cruzado de grupos r-
induzido de M por f" & denotado por f] M e é definido pela propriedade universal que (fJ M)" = N"
e existe f : M — fI M que estende f" tal que para todo morfismo de n-cubos cruzados de grupos
¢: M — Lcom L"=N"e g" = f" existe um tinico morfismo ¢ : fi M — L tal que ¥ o f = ¢.

Vejamos como os n-cubos cruzados r-induzidos surgem como colimites de certos diagramas.

Teorema 1.8.2. Sejam M um n-cubo cruzado de grupos, N" um (r,n)-canto cruzado de grupos e
fr: M" — N" um morfismo de (r,n)-cantos cruzados de grupos. Assim como fizemos no teorema
1.7.8 temos para todo A C (n) com \A\ < r 0s n-cubos cruzados de grupos Apr e ANT que formam
dois diagramas como no teorema mencionado. Além disso temos morfismos AfT cApr o ANT
induzidos por [T e inclusoes AV 5 M para todo A C (n)y com \121| < r. Todos esses morfismos

formam um diagrama comutativo cujo colimite é fi M.

Demonstragao: A demonstragdo que o (r,n)-canto cruzado associado ao colimite desse dia-
grama é N é analoga a demonstracao do teorema 1.7.3. O resto da propriedade universal segue
das defini¢oes de colimite e de n-cubo cruzado r-induzido de M por f".H.

Vejamos agora uma apresentagdo que garante a existéncia dos n-cubos cruzados de grupos

r-induzidos.

Teorema 1.8.3. Sejam M um n-cubo cruzado de grupos, N" um (r,n)-canto cruzado de grupos e
fr i M"™ — N" um morfismo de (r,n)-cantos cruzados de grupos. Entdo podemos recursivamente
dar uma apresentagao dos (fyM)a para |A| > r como sendo o quociente do produto livre do médulo
cruzado induzido fg Ma e dos produtos tensoriais nao abelianos (f{M)p @ (fiM)c para BUC =
A, BNC =10, B,C # 0 pelas relagoes:

(b®c)=(cob)™! (CCGI)

(ni(b) @ c) = (b® pi(c)) (CCGI2)

(n, h(m,m')) = (" fz(m) @ " fe(m')) (CCGI3)

b e)(n,m)b® )™t = ([ub), u(c)n,m) (CCGI4)
@) b)) @)t = (O] g WOl (CCCI5)
(n,m)(b® c)(n,m)~L = (WmIn""p g nu(m)n ) (CCGI6)

(u(b)(b—l ®c)® u(b)d)(u(d) (d_l ®b) ® u(d)c)(u(c)(c—l ®d) ® u(c)b) -1 (CCGIT)
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Temos a acao de Ny nesses grupos dadas por

"(n,m) = (n'n,m)

"bec)=("bx ")
As fungoes h sao dadas por
i B B
<i€§mcu>ﬁ®’y seBZCeC¢

h(ﬁ)ry) = /'L(/B)f)/ﬁyfl se B C C
B+ )~ se C C B

e as fungoes p; sao dadas por

(ni(m))  se A £ {i}
npi(m)n~t  se A= {i}

1i((b® ) = h(ui(b), pi(c))

pi((n,m)) =

Demonstracao: Podemos ver que essa construcao descreve um n-cubo cruzado de grupos pois
(I"CG1)-(I"CG4) e (I"CG11) seguem por como os p; e h sao definidos e usando (CCGI2). O axioma
(I"CG5H) segue dos (CCGI4)-(CCGI6), o (I"CG6) de (CCGIN) e (I"CG10) de (CCGIT). Da defini¢ao
de produto tensorial obtemos (I"CGT)-(I"CG9).

Temos o morfismo f : M — fI M dado por fa(m) = (1,m) para |A| > r , e por fa(m) = f}(m)
no caso |A| < r. Pelas defini¢oes de modulos cruzados induzidos e de produtos tensoriais, e por
(CCGIB) estas fungoes estao bem definidas e elas sdo homomorfismos de n-cubos cruzados de grupos.

Para qualquer homomorfismo de n-cubos cruzados de grupos ¢ : M — L temos o homomorfismo
fi¢ + fiM — L definido recursivamente nos f% M4 como os morfismos induzidos de ¢y e nos

(M®N)p® (M ® N)c como os morfismos induzidos das biderivagoes

(fiM)p x (fiM)o — La
(0,¢) = h((fi9)B(b), (fid)o(c))

Podemos ver que pela definicdo dos produtos tensoriais, moédulos induzidos e das funcgoes h
esses homomorfismos estao bem definidos, e que pela propriedade universal dos produtos tensoriais
e dos modulos induzidos eles sdo os tinicos homomorfismos que formam um morfismo de n-cubos
cruzados com as propriedades requeridas.ll

Temos um caso particular que sera 1til para demonstrarmos uma certa generalizagao do teorema

de Hurewicz no capitulo 4.

Corolario 1.8.4. Seja M um n-cubo cruzado de grupos, N*~! um (n—1,n)-canto cruzado de grupos
cujos grupos sio todos triviais e f*~1 o morfismo de (n — 1,n)-cantos cruzados de grupos trivial de
M"™ 1 em N L. Entio (fiM) @y € o quociente de M, pelos subgrupos normais h(Mp, Mc) para
todo B,C C (n) tais que BUC = (n).

Demonstragao: Para comegar temos pelo teorema 1.5.8 que fj M, =
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Como N™ ! ¢ trivial todos os produtos tensoriais da apresentacio do teorema sdo triviais, logo no
teorema a Tnica rela¢ao nao-trivial é a (CCGI3), o que nos da o resultado que queriamos.ll

Denotamos o grupo f] M descrito no corolario por Triv M.
1.9 Coprodutos

Sejam M e N n-cubos cruzados de grupos. Daremos uma descrigao do seu coproduto, denotado
M ® N usando uma técnica analoga 4 das ultimas duas segoes. Criaremos recursivamente grupos
como produtos livres de produtos tensoriais e médulos induzidos por fungoes, e acrescentaremos as
relagOes necessérias para que a estrutura final seja um n-cubo cruzado de grupos. Nao foi encontrado
na literatura uma descri¢do anterior dessa operagao.

Note que pelo corolario 1.4.3 podemos concluir que o grupo indexado por () nesse coproduto
deve ser My * Np. Denotaremos por i : My — My + Ny e j : Ny — My * Ny as inclusdes canonicas

do produto livre.

Teorema 1.9.1. O coproduto M ® N € definido recursivamente no tamanho dos subconjuntos
A C (n) como o quociente do produto livre dos mddulos induzidos i.My e j.Na, e dos produtos
tensoriais (M ® N)p ® (M ® N)¢ para BUC = A, BNC =0, B,C # () pelas relagoes:

(b@c)=(cab)! (Copl)

(ki(b) ® ¢) = (b ® pi(c)) (Cop2)

(z, h(k, 1)) = ((z, k) @ (z,1)) (Cop3)

(' K ) (2, k) (2 K) ™ = (2 (K)o, k) (Cop4)

(b ), k)b )™ = ([ub), ule)]a, k) (Copb)

B @) bl @d) " = (O g bE)uE],) (Cop6)

(2, k) (b® c)(z, k)" = (R g enk)e ) (CopT)

O b @ ¢) @ HOd)(H D (@t @ b) @ P De) (O (et @ d) @ HOb) =1 (Cop8)

Temos a ag¢ao de My * Ny nesses grupos dadas por

V(a, k) = (ya, k)
"Bee) = (b To)

As fungoes h sao dadas por
i B B
((5un)son mnsescs

h(ﬁ?’)/) = /J“(B)f)/fy_l se B g C
BrHOI)~ se C C B
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e as funcoes u; sao dadas por
(o) se A# (i}
()=t se A= {i}
1i((b @ ) = h(pi(b), pi(c))

pi((z, k) =

Demonstragao: Podemos ver que essa construcao descreve um n-cubo cruzado de grupos pois
(I"CG1)-(I"CG4) e (I"CG11) seguem por como os p; e h sao definidos e usando (Cop2). O axioma
(I"CG5) segue dos (Cop4)-(Cop7), o (I"CG6) de (Copl) e (I"CG10) de (Cop8). Da definicao de
produto tensorial obtemos (I"CGT7)-(I"CG9).

Temos inclusdes naturais i : M — M & N e j: N — M ® N dadas por ig(m) = (1,m) e
ja(n) = (1,n) param € Mg en € Ny, com A C (n) e A # (), e com as inclusdes usuais no caso
A = (). Pelas defini¢oes de modulos cruzados induzidos e de produtos tensoriais, e por (Cop3) estas
fungoes estao bem definidas e elas sao homomorfismos de n-cubos cruzados de grupos.

Para quaisquer homomorfismos de n-cubos cruzados de grupos ¢ : M — L e ¢ : N — L temos
0 homomorfismo ¢ ® v : M ® N — L definido recursivamente nos i, M4 € j+IN4 como os morfismos

induzidos de ¢y * ¢y e nos (M & N)p ® (M ® N)c como os morfismos induzidos das biderivagoes

(M@N)BX (M@N)C%LA
(b,c) = h((¢ ®¢)p(b), (¢ ® P)c(c))

Podemos ver que pela definicdo dos produtos tensoriais, modulos induzidos e das fungoes h
esses homomorfismos estao bem definidos, e que pela propriedade universal dos produtos tensoriais
e dos modulos induzidos eles sdo os tinicos homomorfismos que formam um morfismo de n-cubos

cruzados com as propriedades requeridas.ll



Capitulo 2

n-Cubos de espacos

No trabalho de Whitehead vemos que para associar um moédulo cruzado a um espago precisamos

primeiro escolher uma certa fibragao. Seja
F—-F—-X

uma fibragdo aonde os trés espagos sdo conexos, o espago base X é um 2-tipo homotépico e o espago
total E e a fibra F' sao 1-tipos homotopicos. Isso implica que a tnica parte nao trivial da sequéncia

exata dessa fibragao é
= 0o m(X) o m((F) o m(E) 5 m(X) 5> x— -

Como mencionamos na introducao, o médulo cruzado dessa fibracao é definido como o homo-
morfismo 0 : m (F) — m(F), junto com a acao de m(E) em m(F). Seguindo essas ideias, para
mostrar como usar as estruturas algébricas do capitulo 1 como invariantes topolégicas precisare-
mos primeiro introduzir generalizagoes de fibragoes. O presente capitulo segue a apresentacao das
definigoes e teoremas do artigo de Steiner [St86], que tinha como objetivo corrigir alguns erros no
artigo de Loday [Lod82|.

Na primeira secao introduziremos n-cubos de fibragoes e n-cubos fibrantes, que podem ser pen-
sados como generalizacoes de fibragoes, e mostraremos a equivaléncia entre as categorias dessas
duas estruturas topologicas. Assim como no caso das estruturas do capitulo anterior apresentamos
duas categorias equivalentes pois certos resultados sdo mais facilmente demonstrados na categoria
dos n-cubos fibrantes, porém mais tarde iremos querer aplica-los na categoria dos n-cubos de fi-
bragées. Damos também uma definicdo de conectividade para essas estruturas que serd de suma
importéncia para as hipoteses de muitos teoremas. Daremos a definicao de uma equivaléncia entre
n-cubos de fibragoes assim como o conceito de equivaléncia de espago base, que serd importante
para estabelecer a relagdo dessas estruturas com os (n + 1)-tipos homotopicos.

Na segunda seg@o veremos como todo espaco esté associado a um n-cubo de fibragées candnico.
Introduziremos a subcategoria dos n-cubos de Eilenberg-MacLane e mostraremos que se criarmos
uma localizagao dessa subcategoria invertendo as equivaléncias de espago base obtemos uma cate-

goria equivalente a categoria homotopica dos (n + 1)-tipos homotopicos.
2.1 n-Cubos fibrantes e de fibragoes

Nessa secao apresentamos as definicoes das categorias de n-cubos fibrantes e a de n-cubos de
fibracoes. Veremos uma definicao de conectividade para essas estruturas, que sera importante pois

o teorema generalizado de Seifert-Van Kampen s6 se aplica a estruturas conexas. A vantagem de

35
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trabalhar com n-cubos fibrantes é que eles sao mais faceis de se construir indutivamente e de garantir
conectividade. Por outro lado os n-cubos de fibragoes tem a vantagem de ter uma definicdo mais
transparente do que é seu n-cubo cruzado de grupos fundamental.

Vejamos primeiro como definiremos um n-cubo de espagos.

Definigao 2.1.1. Um n-cubo de espagos X é uma familia de espagos X p indexados pelos subcon-
juntos B C (n) junto com fungdes continuas ¢; : Xp — Xpyy; para todo i € (n) e B C (n) tais

que os espagos Xp e as fungoes ¢; formam um n-cubo comutativo.

X, X2
N N
X3} X{2,3)
|
Xy X{1,2)
\ \
X{1,3) X(3)

Figura 2.1: 3-cubos de espagos.

Note a inversao no sentido dos morfismos em relacao aos conjuntos indexantes, comparado com
os n-cubos de grupos no capitulo anterior. O motivo dessa inversao se tornaré explicito na se¢ao 3.6
aonde daremos a construcao do n-cubo cruzado de grupos fundamental de um n-cubo de fibragoes.
Isso ocorre essencialmente pois, assim como no caso dos modulos cruzados fundamentais de uma
fibracao, o n-cubo cruzado de grupos é dado pelos grupos fundamentais de certas fibras.

Um exemplo de n-cubo de espagos pode ser construido a partir de uma (n + 1)-tupla de espagos
pontuados X' = (X,y; X1,...,Xp), aonde {X;};c(ny sdo subespagos de X,y com o mesmo ponto

base, definindo Xp = QBXi para B C (n) e todas as aplicagdes como inclusoes.
1

Definicao 2.1.2. Um morfismo de n-cubos de espagos f : X — Y é uma familia de fungoes

continuas fp : Xp — Yp, para B C (n), que comutam com as fungoes ¢;.

Nos focaremos em um tipo especifico de n-cubo de espacos, os n-cubos fibrantes. A defini¢do
desta estrutura leva em conta o conceito de limite homotdpico, que pode ser descrito da seguinte
maneira. Todo diagrama em Top pode ser canonicamente substituido por um diagrama do mesmo
formato cujos objetos sao homotipicamente equivalentes aos objetos do diagrama original e os mor-
fismos s@o todos fibragoes de Hurewicz [Lur09, Ap. A.2|. O limite homotoépico de um diagrama é o
limite desse novo diagrama composto por fibragdes. O motivo que limites homotdpicos sao usados
aqui ao invés do conceito usual de limites, como descrito em [Mac98|, é que limites nao satisfa-
zem a propriedade de invaridncia de homotopia, enquanto os limites homotopicos satisfazem. Em
outras palavras dada uma categoria pequena D, dois funtores F, F’ : D — Top e uma transfor-
magao natural n : F = F’ tal que cada ny : F(d) — F’'(d) é uma equivaléncia homotopica nao é

necessariamente verdade que o morfismo induzido

lim F(d) — lim F'(d)
deD deD
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é uma equivaléncia homotopica, porém é verdade que o morfismo

holim F(d) — holim F'(d)
deD deD
é uma equivaléncia homotépica. Vemos portanto que limites homotépicos tem um comportamento
bom para se fazer teoria de homotopia. Mais detalhes sobre limites homot6picos podem ser encon-
trados no livro de Hirschhorn [Hir09].

Definigao 2.1.3. Um n-cubo de espagos X é um n-cubo fibrante se as aplicagOes candnicas
: Xp — holim X
pPB B oy S

sao fibragoes de Hurewicz.

Todo n-cubo de espagos que nao satisfaz essa propriedade estéd canonicamente associado a um
que satisfaz e cujos espagos sao homotopicamente equivalentes aos espacos do n-cubo original, como
estd demonstrado em [EH76, Cap. 3|. Note também que, como fibragoes sao fechadas por pullbacks
e composicoes, todas as aplicagdes em um n-cubo fibrante sao fibracoes.

Definimos agora o conceito de n-cubo de fibragoes, e em seguida estudaremos sua relagao com

a construgao anterior.

Definicdo 2.1.4. Um n-cubo de fibra¢ées X, é um diagrama comutativo de espacos composto de
espacos X4 p com A, B C (n) e AN B = () e fibragdes

XAU{i},B — Xap = XA,BU{i}a ANB=10,i¢ AUB,

X(3),0 X{1,330 X{1,33,42}
X{1,21,0 (13,0 X342y
~ I | >
X{1,2y.43} | X133} | X{13 42,3}
X{2,31,0 X310 X312}
X210 Xopp Xo,{2}
~ \ N \ ~
X2y 43} | Xo 133 | Xo,42,3)
X{2,33,413 Xy — || Xpna2)
S N N
X2 {1} Xo,113 Xo,q1,2)
S N S
X{23,{1.,3) Xo,g1,3) Xo3)

Figura 2.2: 3-cubo de fibragoes.

Como intercambiaremos entre as duas categorias mencionadas com frequéncia, adotaremos a
convencao que quando estivermos falando de n-cubos de fibra¢oes usaremos notagdes com um traco
em cima, por exemplo X, e quando estivermos falando de n-cubos fibrantes usaremos notagoes sem

o traco em cima, por exemplo X.
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Como veremos na se¢ao 3.6, o n-cubo cruzado de grupos fundamental sera construido usando
o grupo fundamental dos espagos X4, o que sugere a inversao dos morfismos em relagao aos
K

subgrupos indexantes mencionada antes.

Definicdo 2.1.5. Um morfismo de n-cubos de fibragées f : X — Y & uma familia de funcdes
continuas fap: Xap — Yap para A,B C (n) e AN B = () que comutam com os morfismos dos

n-cubos de fibragao.

Para provar nessa segdo a equivaléncia entre a categoria dos n-cubos de fibragoes da definigao
2.1.4 e a categoria dos n-cubos fibrantes da defini¢ao 2.1.3, assim como a equivaléncia demonstrada
na préxima segao entre a categoria homotépica dos n-tipos homotépicos com uma localizagao de
uma certa subcategoria da categoria dos n-cubos fibrantes, precisaremos definir alguns tipos de

equivaléncia entre n-cubos de fibragoes.

Definicao 2.1.6. Um morfismo de n-cubos de fibragoes f ¢ uma equivaléncia se cada fa p ¢ uma
equivaléncia homotépica fraca. Chamamos f de uma equivaléncia de espago base se fy, ) for uma
equivaléncia homotoépica fraca. Dizemos que X e Y sdo equivalentes se existir uma equivaléncia
entre eles, e que sao equivalentes por espago base se houver uma equivaléncia por espagos base entre

eles.

Também sera importante definir um conceito de conectividade para os n-cubos de fibragoes, ja

que isso serd uma hipdtese central no teorema generalizado de Seifert-van Kampen.

Definicao 2.1.7. Um n-cubos de fibracdes é conezo se todos os espacos X A,B S20 CONEX0s por

caminho. Uma (n + 1)-tupla de espagos x é conexa se o n-cubo de fibragdes associado for conexo.

Note que podemos usar as sequéncias exatas das fibragoes para mostrar que basta que os espacos
Xa B para AU B = (n) sejam conexos para que X seja conexo.

A equivaléncia das duas estruturas definidas é dada pelos seguintes teoremas, cujas demons-
tragoes contém as construgoes do n-cubo de fibragoes associados a um n-cubo fibrante e o n-cubo

fibrante associado a um n-cubo de fibragoes.

Teorema 2.1.8. Um n-cubo fibrante X estende-se a um n-cubo de fibracoes X tal que XQ)’B = Xp
para todo B C (n). Além disso X € conexo se, e somente se, as fibragcées pg tem fibra conexa por

caminhos para todo B C (n).

Teorema 2.1.9. Todo n-cubo de fibracoes € equivalente a uma extensao de um n-cubo fibrante como

no teorema 2.1.8

Para provar o teorema 2.1.8 precisaremos estabelecer algumas defini¢goes e provar dois lemas.
Chamamos uma familia ® de subconjuntos de (n) fechada por uniao se S,T € ® implica SUT € ®.
Se ® e ¥ sao familias fechadas por uniao, entdao denotaremos ® < ¥ se todo membro de ¥ conter
um membro de . O importante de se ter em mente é que nesse caso temos para um n-cubo de
espacos X uma aplicacao

: holim Xg¢ — holim X
9o,v Selqr>n S Sellin S
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Lema 2.1.10. Seja X um n-cubo de espacos e sejam ® e U familias fechadas por unido de sub-
conjuntos de (n). Entao existe um pull-back

holim Xg ——= holim Xg
SedUT Sew

| !

holim Xg —— holim Xg
Sed Sednv
Demonstragao: As fung¢oes do pullback sao dadas por fungoes do tipo mencionada no comen-
tario antes do enunciado do lema. A propriedade universal é uma consequéncia direta da defini¢do

de limite homotopico.l

Lema 2.1.11. Seja X um n-cubo fibrante e sejam ® e U familias fechadas por uniao de subconjuntos
de (n) tais que ® < W. Entdo qow € uma fibragao. Se as fibragoes pp tem fibra conexa por caminhos,

entdao go.w tem fibra conexa por caminhos.

Demonstragao: O limite héglién X g nao se altera se trocarmos ® por
€

{T C (n) | T contém algum membro de ¥}

Podemos portanto assumir que todo subconjunto de (n) contendo algum membro de ® esta também
contido em @, e analogamente para V. A hipotese & < ¥ se torna entao ® O W. Liste os elementos
de @\ ¥ como S(1),...,S(k) de tal forma que se S(i) C S(j) entdo i < j, e defina recursivamente
Q0) =@ e Qi) = Qi — 1)\ {S(4)} para 1 <4 < k. Entdo ge g é a composigao dos goi—1)0() € ©
lema 2.1.10 nos da um pullback

holim Xg —— holim Xg
SeQ(i—1) SD5(i)

qﬂ(il),Q(i)l lPS(i)

holim Xg —— holim Xg
SeQ(i) $55(4)
Como as classes de fibragoes e as de fibragoes com fibras conexas por caminhos sao ambas
fechada por pullbacks e composigoes, obtemos o resultado desejado.l
Demonstragao de 2.1.8: Seja X um n-cubo fibrante. Definimos XA,B, com AN B =, como
a fibra de
Xp — holim X
B SQIB S
SNA#D
Temos assim um diagrama comutativo com )_(@7* =Xe XAu{i},B — XA7B a fibra de X’A,B —
XA,BU{Z'} para i ¢ AU B. Além disso os espagos X(n)\B,B sao as fibras de ppg, logo um n-cubo de
fibracoes X sera conexo se, e somente se, os pg tiverem fibras conexas por caminhos. Resta mostrar
que as aplicagoes X4 p — XA,BU{i}a para i ¢ AU B, sao de fato fibragoes.

Sejam ® e ¥ familias fechadas por unido de subconjuntos de (n) dadas por

®={S|SDBU{i}}, U={S|SDB, SNA#}
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Existe entdao o diagrama comutativo

Xap Xp %> holimXg

T

Xapugiy — Xpug) —5 glggr\les

com X4 p e XA,Bu{i} as fibras de « e 3, logo se P é o pullback de 8 e de v existe um pullback

XaB XB

]

Xapuy —P

Mas Xpy = holimXg, logo P = holim Xg pelo lema 2.1.10, e assim Xp — P é uma fibragao
Sed " SedUw
pelo lema 2.1.11. Portanto X4 p — X4 puys) € uma fibragao ja que pullbacks preservam fibragoes.
Isso completa a demonstracao.ll
Demonstragao de 2.1.9: Dado um n-cubo de fibracdes X construimos um n-cubo fibrante Y

e um morfismo f : XQ)’* — Y definindo Y,y = Xp ¢y, com fi,,) =1 e recursivamente fatorando

i s
Xp 5 — holimXy ¢ ———— holimY.
0.5 SDOB 0.5 SOB S

em uma equivaléncia homotdpica, que definimos como a funcao fp : )_(97 B — Yp, e uma fibragao,

que definimos como a pg : Yg — hgliéan. Pela construcao do n-cubo de fibragoes associado a Y
>

vista na demonstragao anterior, temos que X e Y sao equivalentes.ll

Como corolario direto dos teoremas 2.1.8 ¢ 2.1.9 temos a equivaléncia que queriamos.

Corolario 2.1.12. A categoria dos n-cubos fibrantes e a categoria dos n-cubos de fibragoes sao

equivalentes.

No caso da (n + 1)-tupla pontuada X' = (X(,); X1,..., Xy) temos que o n-cubo de fibragdes

associado é dado por X aonde para A = () temos
Xop={veXu | (1) e Xp}
e para A # () temos

— A .
Xap={y¢€ (XAug)I | 7((ti)ica) = xo se t; = 0 para algum j € A
e Y((ti)iea) € Xaup)\(j} se t; = 1 para algum j € A},
cujo ponto base ¢ a funcdo que leva todo ponto de I no ponto base de X.

Dizemos que uma (n + 1)-tupla pontuada X = (Xny; X150+ -+, X,,) é conexa se seu n-cubo de

fibragoes associado é conexo.
2.2 Equivaléncia de n-cubos de Eilenberg-MacLane e (n + 1)-tipos homotoépicos

Uma subcategoria importante da categoria dos n-cubos de fibragoes é dado pela definigao abaixo.
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Definicao 2.2.1. Um n-cubo de fibracoes X é um n-cubo de Eilenberg-MacLane se ele for conexo

e todos os espacos X 4,9 forem espagos de Eilenberg-Maclane do tipo K (m,1).

Mostraremos agora como a localizagdo da subcategoria dos m-cubos de Eilenberg-MacLane,
obtida invertendo as equivaléncias de espagos bases, é equivalente a categoria homotopica dos (n+1)-
tipos homotopicos, lembrando que um espago topologico Z é um n-tipo homotopico se m;(Z) = 0

para todo ¢ > n. Para tal, serd mais pratico usar a categoria equivalente dos n-cubos fibrantes.

Definigao 2.2.2. Um n-cubo fibrante é conexo ou de Eilenberg-MacLane se seu n-cubo de fibragoes
associado o for. Um morfismo de n-cubos fibrantes é uma equivaléncia ou equivaléncia de espaco

base se o morfismo de n-cubos de fibragoes associado o for.

Antes de demonstrar a equivaléncia dessa se¢ao precisamos primeiro mostrar que existe uma
localizacao da categoria de n-cubos fibrantes associada ao conjunto das equivaléncias de espaco

base. Lembremos a propriedade universal das localizagoes.

Definigao 2.2.3. Dada uma categoria C e um subconjunto W dos morfismos de C, CW~! é uma
localizagio de C em W se existe um funtor 4 : C — CW ™! tal que um funtor F : C — D se fatora

por ¢ se, e somente se, F' manda todos os elementos de W em isomorfismos.

Lema 2.2.4. Existe uma localizacao da categoria de n-cubos fibrantes associada ao conjunto das

equivaléncias de espaco base.

Demonstragao Dado o resultado |GZ67, prop. 2.4] basta mostrar que as equivaléncias de
espagos bases admitem um calculo de fragbes & direita. Denote o conjunto das equivaléncias de
espacos base por W. Claramente W contém as identidades e é fechada por composigao.

Para todo diagrama Y i> Z < X com v € W e f um morfismo qualquer podemos definir V o
n-cubo fibrante associado a (n + 1)-tupla pontuada (Y(,); *,...,*), ou seja tomamos o ponto base
como os subespagos. Definimos f/: V — X ev : V — Y com f<'n> = finy, Uzm = 1y, e ambas
sendo a fungao constante nas fungoes indexadas pelos outros subconjuntos B C (n). Temos entao

que v € W e o diagrama abaixo comuta.

v x
Y -7
7

f
Para todo diagrama X =Y & Z com v € W e vo f = v o g podemos tomar V como o
g

n-cubo fibrante associado a (n + 1)-tupla pontuada (X,;*,...,*) como antes e v’ : V — X com
’Uzn) = 1x,,, e sendo a fungao constante nos outros indices B C (n). Temos entdao que v' € W e
fov =godv M

Uma construgao explicita da localizagao de uma categoria associada a um subconjunto pode ser
encontrada no livro de Gabriel e Zisman [GZ67].

Note que pelos resultados da se¢ao anterior, podemos trocar n-cubos fibrantes por n-cubos de

fibragbes no teorema abaixo.
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Teorema 2.2.5. A localizacdo da categoria dos n-cubos fibrantes de FEilenberg-MacLane obtida
vertendo formalmente as equivaléncia de espacos base € equivalente & te a categoria homotdpica

dos (n + 1)-tipos homotdpicos conexos por caminhos
Demonstragao: Comegamos construindo os funtores

F : {n-cubos fibrantes} — {espagos topologicos}
G : {espagos topologicos} — {n-cubos fibrantes}

O funtor F' simplesmente toma um n-cubo fibrante X e o leva para F'(X) = X).

Para um espago Z definimos G(Z) recursivamente. Definimos G(Z2),,y = Z. Agora para B C (n)
tome Vg a realizagdo geométrica do 1-esqueleto do complexo singular de hé(%iénG(Z )s- Definimos
entdo G(Z)p como o espago obtido fatorizando a aplicagao de avaliagdo a : Vp — hé)%iénG(Z )s
em uma equivaléncia homotopica Vg — G(Z)p, e definimos pp como a fibracao pp : G(Z)p —
hg%iénG (Z)s dessa decomposi¢ao.

Temos que os pp induzem sobrejecoes em m; e injegdoes em gy, logo sua fibra é conexa por
caminhos e portanto, pelo teorema 2.1.8, se Z for conexo por caminhos entao G(Z) é conexo. Além
disso como G(Z)p sao do tipo homotopico de 1-complexos para B # (n) temos que eles sao espagos
de Eilenberg-MacLane do tipo K (m,1).

Claramente F' leva equivaléncias de espago base para equivaléncias homotoépicas fracas, G leva
equivaléncias homotopicas fracas para equivaléncias de espago base, e F'o G = 1. Mostramos agora
que G o F' é naturalmente equivalente por espaco base a identidade.

Para isso primeiro definimos um funtor
H : {n-cubos fibrantes} — {2n-cubos fibrantes}

aonde H(X) é indexado por pares de subconjunto de (n) nao necessariamente disjuntos. Definimos
que
H(X)pmy=Xp e H(X)pp=GoF(X)g.

Temos portanto que nos casos em que A = (n) ou B = (n) os espagos e as fibragdes abaixo
estao bem definidos
pap:H(X)ap— holim H(X)ry.

TOA, UDB
(T,U)#(A,B)

Para os outros valores de A e B repetimos a construcao recursiva de G de forma que H(X)p g
tenham o tipo homotépico de 1-complexos e que os pp g tenham fibras conexas por caminho.
Definimos entao um funtor "diagonal"D de n-cubos fibrantes tal que

D(X)p=H(X)BB
Essa construgao entao induz equivaléncias de espaco base X <— D(X) — G o F(X) fazendo X e
G o F(X) naturalmente equivalentes por espago base.

Falta mostrar que os funtores F';, G e D se restringem as subcategorias de interesse de forma
adequada.

Seja X um n-cubo fibrante de Eilenberg-MacLane. Como X ¢é conexo F'(X) = X,y é conexo
por caminhos. Se X é a extensdo de X em um n-cubo de fibracoes, entdo m(X'Aﬂ) =0, parai > 1,

e por indugao no tamanho de B obtemos usando a sequencia exata das fibragoes que 7T7;(X AB) =0,
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para i > |B| + 1. Em particular m;(F'(X)) = mi(Xp ,y) = 0 para i > n + 1, ou seja F(X) é um
(n + 1)-tipo homotopico.

Seja Z um (n + 1)-tipo homotdpico conexo por caminhos. A fibragao py,) em G(Z) tem fibra
conexa por caminhos Z e como vimos os outros pp também tem fibras conexas por caminhos, logo
pelo teorema 2.1.8 G(Z) é conexo. Como no n-cubo de fibracoes G(Z) os espagos G(_Z)w’B =G(Z)B,
para B # (n), sao do tipo K(m, 1) segue por indugao no tamanho de A que pelas sequencias exatas
das fibracoes todos os G(_Z)A?B sao do tipo K(m, 1) para AU B # (n), em particular G(_Z)A7@ sa0
do tipo K (m, 1) para A # (n). Uma indugao no tamanho de A agora nos mostra que se AUB = (n)
entao, pelas sequencias exatas das fibragoes, Wi(G(_Z)A,B) =0 para ¢ > n — |A| + 1. Em particular
G(Z)mw ¢ do tipo K(m,1). Logo G(Z) ¢ um n-cubo fibrante de Eilenberg-MacLane.

Agora tomemos X um n-cubo fibrante de Eilenberg-MacLane novamente. Por hipdtese X ¢é
conexo e pelos dois ultimos paragrafos temos G o F/(X) conexo. Como H (X)) é obtido com o mesmo
método que G(Z) acima o mesmo argumento mostra que H(X) é conexo. O lema 2.1.11 implica
que os H(X)p p — hé‘%ing (X)s,s tem fibra conexa por caminhos, o que é equivalente a dizer que
pe: D(X)p — hg)éijrgnD(X )s tem fibra conexa por caminhos. Portanto o mesmo argumento usado

para G(Z) mostra que D(X) é um n-cubo fibrante de Eilenberg-MacLane.ll






Capitulo 3

Cat"-grupos e n-cubos cruzados de grupos fundamentais

Nesse capitulo mostraremos como as estruturas dos capitulos anteriores se relacionam. Faremos
muito uso de conceitos e resultados da teoria de homotopia simplicial, entao na primeira segao
veremos algumas preliminares dessa teoria. Apresentaremos as definigoes que precisaremos e enun-
ciamos sem demonstragoes os principais resultados que usaremos. Para detalhes sobre a teoria de
homotopia simplicial sugerimos o livro de Goerss e Jardine [GJ99] ou o de May [May92].

Na segunda se¢ao construimos o funtor cat™-grupo fundamental, denotado II, da categoria dos
n-cubo fibrante a categoria dos cat™-grupo.

Na terceira secao construiremos o funtor espago de classificacao, denotado B, da categoria dos
cat™-grupos a categoria dos espagos. Usando o funtor B construiremos também o funtor n-cubo
de fibragoes de classificacao, denotado B, da categoria dos cat™-grupos a categoria dos n-cubos
de fibragoes, e demonstraremos que esse funtor, junto com II, forma uma equivaléncia entre as
categorias dos cat™-grupos e a dos n-cubos de Eilenberg-MacLane.

Esse resultado, junto com o da segdo 2.2, generaliza o resultado de MacLane e Whitehead que
diz que todo 2-tipo homotopico é realizavel como o espago de classificagdo de um moédulo cruzado
[MW50], provado usando outros métodos (nesse trabalho eles chamam de 3-tipos homotoépicos aquilo
que aqui chamamos de 2-tipos homotopicos).

Dado os resultados acima podemos levantar a questao de como obter algebricamente os grupos
de homotopia do (n+ 1)-tipo homotépico associado a um cat™-grupo. Na quarta segao respondemos
essa questao. A partir dessa resposta obtemos um conceito de quasi-isomorfismos entre cat™-grupos,
de forma que também obtemos nessa se¢do uma equivaléncia entre a categoria homotopica dos
(n+1)-tipos homotopicos e a localizagao da categoria dos cat™-grupos obtida introduzindo inversas
formais dos quasi-isomorfismos.

A quinta se¢ao é dedicada a demonstrar o teorema de Seifert-Van Kampen generalizado, que diz
que o funtor IT preserva colimites de certos diagramas de n-cubos fibrantes conexos, e que nesses
casos o colimite preserva conectividade.

Nesse capitulo todos os resultados sao referentes ao funtor cat™-grupo fundamental II, porém a
equivaléncia da se¢ao 1.3 sugere a existéncia de um funtor n-cubo cruzado de grupos fundamental I7
com as mesmas propriedades. A tltima segao é dedicada a uma descrigao direta do n-cubo cruzado
de grupos fundamental de um n-cubo de fibracdes. A parte mais trabalhosa é explicitar o qué daréa
origem as fungoes h da defini¢do de n-cubos cruzados de grupos, e veremos que elas surgem como
produtos generalizados de Whitehead definidos a partir de um exemplo universal. Usaremos o funtor
11, assim como as computagoes de colimites no capitulo 1, nas aplicagoes do teorema generalizado

de Seifert-van Kampen do préximo capitulo.

45
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3.1 Homotopia simplicial

Um m-simplexo é a generalizagao do conceito de tridngulos e tetraedros para m dimensoes.

Podemos definir o m-simplexo padriao como o subconjunto de R™*! dado por

Am :{t161+"'+tm+16m+1 ’ ti >0e Z ti: 1}
0<i<m

aonde e; é o vetor com valor 1 na coordenada i e 0 em todas as outras. O m-simplexo padrao
possui para cada ¢ tal que 0 < ¢ < m uma face denotada 0;(4,,) homeomorfa ao (m — 1)-simplexo
padrao dada pelo subconjunto de A,, tal que ¢;41 = 0. Complexos simpliciais sao espagos obtidos
colando copias dos m-simplexos padroes, cada uma chamada de um m-simplexo, identificando suas
faces. Esses espagos tem propriedades combinatérias que permitem muitas aplicacbes a teoria de
homologia. Atualmente uma construgao parecida, os conjuntos simpliciais, é utilizada na teoria de
homotopia. A importancia dos conjuntos simpliciais é que eles servirdao como intermediarios entre
as categorias topologicas do capitulo 2 e as categorias algébricas do capitulo 1.

Antes de definir um conjunto simplicial sera preciso definir a categoria dos simplexos, que
deve ser pensada como a categoria que captura as caracteristicas puramente combinatérias dos

m-simplexos.

Definicao 3.1.1. A categoria dos simplezos, denotada A, tem como objetos os conjuntos ordenados
m={0<1< .- <m} e como morfismos as fungdes # : m — n que preservam a ordem. Essa

categoria tem uma apresentacdo tal que ela é gerada pelos morfismos

e Aplicagoes de bordo 0; : m-1 — m para 0 < i < m dada pela tinica inje¢do na qual i € m

nao estd contido na imagem;

e Aplicagoes de degeneragao d; : m+1 — m para 0 < i < m dada pela tnica sobrejegao tal
que d;(i) = d;(i + 1)

e as relagoes sao dadas pelas relagoes

6joai:8ioaj_1 1< ]
djodi:diodj_,_l ZS]

Oiodj—1 1<}
djodi=1q1m i=joui=j+1
Oi—10d; 1>j5+1
Podemos enfim definir um objeto simplicial de uma categoria. Chamamos de conjunto simplicial

um objeto simplicial da categoria dos conjuntos. Objetos simpliciais em outras categorias seguem

a mesma nomenclatura, portanto podemos falar de grupos simpliciais, espacos simpliciais, etc.

Definicao 3.1.2. Dada uma categoria C podemos definir um objeto simplicial da categoria C como
um funtor C, : A°? — C. Mais explicitamente vai ser um diagrama com objetos C,, para cada

m € IN e morfismos de bordo 0; : C,,, — C,,,—1 e morfismos de degeneragao d; : C,,, — Ci,41 para
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0 <i < m que satisfazem as relagoes

8Z~o8j:8j_1o(‘)i 1<
diodj:dj_Hodi ZSJ

dj,loai 1< ]
Oiodj = q 1y i=joui=j+1
djoai_l 1>7+1

Co Ch Co

Figura 3.1: Objeto simplicial Coy em C.

Podemos ver a relacao entre os conjuntos simpliciais e os espacos topolégicos pela existéncia do
funtor descrito a seguir, que usa a informacao combinatoéria contida nos conjuntos simpliciais para

construir espagos usando simplexos, de forma parecida a construcao de complexos simpliciais.

Definigao 3.1.3. Dado um conjunto simplicial S, a sua realizacao geométrica |S.| é dada pelo
quociente da uniao disjunta

U S, X Ay
melN

sendo que para todo m € IN e cada s € S, identificamos o espago 0;(s) x A,,—1 com o espago

s X 0;(Ay,) pelo isomorfismo natural entre A,,_1 e 9;(4A,).

Podemos tomar o objeto simplicial dentro de uma categoria de objetos simpliciais, e repetir esse
processo um nimero arbitrario de vezes. Obtemos entao o conceito de um objeto n-simplicial de

uma categoria, que precisaremos para definir muitos dos funtores que aparecerao nesse capitulo.

Definicao 3.1.4. Dada uma categoria C podemos definir um objeto n-simplicial da categoria C
como um funtor C(,, ., : (A°)" — C. Mais explicitamente vai ser um diagrama com objetos
Cima,....my) Para cada (mq,...,m,) € IN" e morfismos de bordo 811’“ s Cmy, .My M) —
Cim,.;mp—1..,my) € morfismos de degeneragao df S Clmyyosmiemn) = Clma,.smp+1...,mn) Para k €

(n) e 0 <i < my que satisfazem as relagoes

Of 00l =000 k#l
diod:=d,odf k+#1
dfod =0 odl k#I
OFodk=0F 100 i<j

(:li-cod;?:d;?+10d§g 1<j

di_odf i<
Of odf =S 1, i=joui=j+1
diodf | i>j+1
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P —

QA==
e —

[\

N= N==...
V= O==...

L
=

Cap Cip Co,o

o

Figura 3.2: Objeto 2-simplicial C,, ., em C.

Podemos sempre passar da categoria de objetos n-simpliciais de uma categoria para a categoria
de objetos simpliciais usando um funtor diagonal descrito a seguir. Esse funtor, junto com o funtor

da definicao 3.1.3 nos permite falar da realizagao geométrica de um conjunto n-simplicial.

Definigao 3.1.5. Para todo n € IN e categoria C temos um funtor diagonal da categoria dos objetos

n-simpliciais em C a categoria dos objetos simpliciais em C, denotado D, aonde

D(C(ol,...,on))m = C'(m,,m)

O;= o OF
ke(n)
di= o df
ke(n)

Um conceito que vai ser importante para algumas defini¢coes a seguir é a de um chifre em um
objeto simplicial. A ideia intuitiva é que um chifre é "como o bordo de um simplexo com uma das

faces faltando".

Defini¢ao 3.1.6. Para um conjunto simplicial Ss, m € N e 0 < k < m um chifre A, de S, é uma

m-tupla de elementos
(807 <oy Sk—15Sk41s -+ Sm) S Sg—l
tais que 0;(s;) = 0j—1(si) parai,j #kei < j.
O motivo de colocarmos "como o bordo de um simplexo com uma das faces faltando" entre
aspas é que dado um chifre em um conjunto simplicial ndo é necessariamente verdade que existe um

simplexo que o preencha. Quando existe tal simplexo para todo chifre dizemos que esse conjunto

simplicial € um complexo de Kan.

Definicao 3.1.7. Dado um conjunto simplicial S,, dizemos que ele é um complexo de Kan se todo

chifre Ak de S, tem um preenchimento, ou seja se existe um elemento s € S,, tal que 9;(s) = s;.

A importéncia desse conceito vem do fato que para todo complexo de Kan S, é possivel definir

combinatoriamente grupos 7, (S,) de forma que temos o seguinte teorema.
Teorema 3.1.8. Para todo complexo de Kan Se temos que m,(Se) = (| Se]).

A descrigao desses grupos de homotopia nao é trivial, e pode ser encontrada na literatura

recomendada. Felizmente ha uma descricao mais direta dos grupos de homotopia de complexos de
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Kan que surgem a partir de grupos simpliciais, e é essa descricdo que precisaremos no presente
trabalho. Primeiro, precisaremos da definicdo do nervo de uma categoria, que nos d4 um conjunto

simplicial a partir de uma categoria.

Definicao 3.1.9. O nervo de uma categoria C cujo conjunto de objetos é denotado Cy e o de

morfismos por Ci, é o conjunto simplicial denotado por N(C), aonde

N(C)y=Cy
N©)1 =0
k vezes

para k>1, sendo que x¢, é o pullback das fungoes origem e destino.

A ideia aqui é que os simplexos de dimensao k sdo dados por uma sequencia (f1,..., fi) de
k morfismos componiveis. As fungdes de face ¢; sdo dadas compondo o i-ésimo morfismo com o
(1 + 1)-ésimo para 1 < i < k—1, e ¢p e ¢ sao dados deletando o primeiro e o tltimo morfismo
respectivamente. As fungoes de degeneracao d; sao dadas colocando um morfismo identidade na

(i 4+ 1)-ésima posigao para 0 <i < k

Como todo grupo pode ser considerado uma categoria (mais precisamente um grupoide) com
apenas um objeto podemos definir para um grupo n-simplicial G 0 seu nervo N'(G,) como sendo

o conjunto (n + 1)-simplicial obtido tomando o nervo do grupo G, .. ,) Para cada indice.

Teorema 3.1.10. Dado um grupo n-simplicial G, .. a,.), 0 conjunto simplicial Do./\/’(G(.Lm,.n)).

€ um complexo de Kan.

Dado um grupo simplicial podemos obter um complexo de grupos nao necessariamente abelianos
tal que as imagens das aplicagoes de bordo sdo normais no kernel da proxima aplicagao de bordo,

e portanto podemos falar da homologia de tal complexo.

Definicao 3.1.11. Seja G4 um grupo simplicial. O seu complezo de Moore € um complexo de

grupos (nao necessariamente abelianos) denotado ((NG)s,ds) com
(NG)m = N Ker 9
1<i<m
e com as aplicagoes de bordo J, dadas por
5m = 80 f(N(;)mt (NG)m — (NG)m,1

O préximo resultado, junto com o teorema 3.1.8, nos da que essa descricao dos grupos de
homologia de um grupo simplicial implica na descricao dos grupos de homotopia da realizagao
geométrica de (D o N (Ga,, .. 0n)))e

Teorema 3.1.12. Seja G, ... W,) um grupo n-simplicial. Entao para k > 1 temos

(D o N(Glay,..0n)) = Hi1 (N 0 D(Ga,.0,)))e)-
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Como vimos na introdugao e no capitulo anterior, o conceito de fibragoes de Hurewicz tem um
papel central na teoria apresentada nesse trabalho. Existe um conceito combinatoério de fibragoes

entre conjuntos simpliciais dada pelas fibragoes de Kan.

Definicao 3.1.13. Um morfismo de conjuntos simpliciais f : Se — T € uma fibracido de Kan
se para todo chifre Afn cuja imagem por f tem um preenchimento ¢ em T, existe um preenchi-
mento s em S, de A tal que f(s) = t. Ou seja se para todo chifre composto pelos simplexos
S05 vy Sk—1,Sktls---ySm € Sm—1 €t € Tp, tais que 0;(t) = f(s;), entdo existe s € Sy, tal que
Oi(s)=s;e f(s)=t

Esse conceito nos seré ttil dado o seguinte resultado de Quilen.
Teorema 3.1.14. A realizagdo geométrica leva fibracoes de Kan em fibragoes de Hurewicz.

Esse resultado nos permitira construir fibracées a partir de estruturas algébricas.
3.2 Cat"-grupo cruzado fundamental de um n-cubo fibrante

Veremos agora a construgao do cat™-grupo cruzado fundamental de um n-cubo fibrante, descrito
pela primeira vez por Loday em [Lod82|. Precisaremos ver como obter a partir de uma fibra¢ao um
espago simplicial. Dada uma fibracao f : W — Z podemos tomar para cada m € IN o limite do
diagrama que contém o espago Z, m + 1 copias de W e m + 1 copias de f unindo cada codpia de
W em Z. Esse limite ¢ dado pelo subconjunto de W™*! dado pelos (wo, . .., wy,) € W™ tais que
f(w;) = f(wj) para todo 0 < 7,5 < m. Denotamos esse espago Efn Podemos dar a esses espagos a

estrutura de um espago simplicial tomando como aplicagoes de bordo 9; e degeneragao d; como

0i(Woy -+« y W) = (W0« + vy Wiy Wit 1y« -+ s Wip)

d’i(wCh R 7wm) = (’lU[), ceey Wi—1, Wi, Wiy Wi4-1, - - '7wm)

Denotamos o funtor que vai da categoria de fibracoes a categoria dos espacos simpliciais descrito
acima de .¥.

Generalizaremos essa construcdo e mostraremos como obter um espago n-simplicial a partir de
um n-cubo fibrante. Dado um n-cubo fibrante X temos funtores 5? dos n-cubos fibrantes para os

(n — 1)-cubos fibrantes tais que

ofB'= U {j}U,Lé{J'H}U{i}
JEB'

jep’ <5
(5Z~iX)B/ = XéliB’ aonde o = . iz '
0;B'= U {jtu U {i+1}
jeB jeB
j<i i>i

e tais que ¢; : 9; X — 5?X ¢ uma fibragdo de (n — 1)-cubos fibrantes, ou equivalentemente um
(n — 1)-cubo de fibragoes.

Portanto como todo ¢, : (0, X)p — (0, X)p, para B C (n — 1), ¢ uma fibragao podemos
aplicar o funtor . em cada uma dessas fibra¢oes e obter um (n — 1)—cubo de espagos simpliciais,
denotado (.77, X )s,,, tal que para todo m > 0 temos que (-7, X),, é um (n — 1)-cubo fibrante. Para
cada m > 0 podemos entao repetir esse processo na diregdo n — 1 para obter um (n — 2)-cubo de

espagos simpliciais denotado (.75,—1.77, X )e.m, OU seja temos um (n—2)-cubo de espagos 2-simpliciais
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\ ) \
X3} : l X123}
o}
X1y : X(1,2)
\ b0 \
X{1,3) X(3)
G a5
Xy X3} Xy X{2,3}
b2
Xy X113} X{1,2) X(3)

Figura 3.3: Funtores 0, e 03 no cason = 3.

(Sn-1I0 X )( on)- Iterando esse processo n vezes obtemos o espago n-simplicial

®n—1,

Slmp(X) == (,5”1 e ﬂnX)(,l__’,n).

Podemos tomar o grupo fundamental em cada espago de Simp(X), e pela funtorialidade de 71
obtemos um grupo n-simplicial
71 o Simp(X).

Além disso também existe um funtor da categoria dos grupos n-simpliciais a categoria dos pré-

cat”-grupos denotado ” com a seguinte descricao. Dado um grupo n-simplicial Gley,...,0,) definimos

A(G(n,----n)) = G(l,...,1)7
5; = 0hody,

tizaiOdi,

aonde os axiomas (C"G1), (C"G2) e (C"G4)-(C"G6) seguem diretamente da definicdo de objeto

simplicial.
iai'%
Gi,..11,1,..10<dy—G1,..101,.1
—Jy>
Dada essas preliminares podemos finalmente definir o funtor cat™-grupo fundamental.

Definigao 3.2.1. O cat"-grupo fundamental I1(X) de um n-cubo fibrante X é dado por
I(X) =" o o Simp(X).

No caso n = 0 temos que II é simplesmente o grupo fundamental de um espago topolégico. O
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cat™-grupo fundamental de um n-cubo de fibracdes X é simplesmente o cat™grupo fundamental do

n-cubo fibrante associado X.

Como " é um funtor da categoria dos grupos n-simpliciais & dos pré-cat™-grupos, ja que para um
grupo n-simplicial G (s, ...s,,) arbitrario nao temos necessariamente que A(G(01,~--on)) satisfaz (C"G3),
precisamos provar que esse axioma de fato é satisfeito para grupos n-simpliciais obtidos a partir de

um n-cubo fibrante via 71 o Simp. Os préximos lemas dessa secao nos darao esse resultado.

Lema 3.2.2. Seja f: W — Z uma fibragao com fibra F', e seja E{ seu espago simplicial associado.

Entao
i) o complexo de Moore do grupo simplicial 71'1Ef é
1l mF S W,

i1) o grupo 7T1Eg é gerado por elementos degenerados, ou seja 7T1Eg = Im mdo U Im m1d;.

Demonstragao: Temos que m1(E3) = (m1(F))" x m (W) [BHS11, prop. 2.6.1]. Os homomor-

fismos de bordo e degeneracgao de 7r1E7J§ sao dados por

d((m1,...,mp),w) = ((M2,...,my),w),

Oi((mi,...,mp),w) = ((Mm1,...,mmir1,...,mp),w) (0 <i<n),
On((my,...,mp),w) = ((Mm1,...,mu_1)fc(mp)w)),
di((ma,...,mp),w) = ((Mm1,...,mi, L,mit1,...,my),w) (0 <i<n).

Logo i) e ii) seguem diretamente da descrigdo acima da estrutura simplicial de mE! e da

definicao 3.1.11 do complexo de Moore de um grupo simplicial.ll

Lema 3.2.3. Seja Go um grupo simplicial tal que Go é gerado por elementos degenerados. Entdo

no complezo de Moore de Go temos Im 62 = [Ker 01, Ker 0p).

Demonstracao: Existem isomorfismos canoénicos Gi = (NG); x doGo e Ga = (NG)2 X
di((NG)1)) x (do((NG)1) x dodp(Gp)). Logo qualquer elemento em Gy pode ser escrito de forma
tnica z = zd; (a)do(a’)dodp(u), com z € (NG)2, a,a’ € (NG)1, u € Go. Seja C' o subgrupo normal
de (NG)q gerado pelos comutadores [do(z)1di (), d1(y)], com z,y € (NG);. A imagem de C por
d2, que é a restrigao de 0y, é exatamente [Ker 0y, Ker dy| pois todo elemento de Ker 9; pode ser
escrito como dpdg(x 1)z, com x € (NG);. Logo basta provar que C' = (NG)2, ou equivalentemente
que em Ga/¢ todo elemento pode ser escrito como dy(a)dy(a’)dodp(u), com a,a’ € (NG)1, u € Gy.
Como G» é gerado por elementos degenerados basta mostrar que isso é verdade para os produtos

de dy(a)dy(a’)dodo(u) com dodo(v), do(t') e di(b), para v € Gp e b,b' € (NG);.

Caso 1) O primeiro caso é imediato
d1 (a)do(a/)dodo(u)dodo(v) = d1 (a)do(a’)dodo(uv);

Caso 2) No segundo temos

dy(a)do(a")dodo(w)do(b") = di(a)do(a’)do(do(w)b do(u) ™ )dodo(u)
= di(a)do(a'do(u)bdo(u) ") dodo (u);
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Caso 3) No terceiro caso precisamos usar que em G /¢ temos a identidade do(z)d1 (y) = di (vyx—1)do ()

dl(a)do(a/)dodo(u)dl(b) = d1(a)do(a')d1(dg(u)bdo(u)*l dodo(u)
>~ dy(a)dy (a'do(uw)bdo(u) ta' 1) do(a)dodo(u)
= dy(aad'do(u)bdo(u) a1V do(a")dodo(u).

Logo C = (NG)2 e o lema esta provado.ll

Usando estes dois lemas podemos provar o que queriamos.
Teorema 3.2.4. Para todo X n-cubo fibrante, II(X) é um cat™-grupo.

Demonstragao: Usando o lema 3.2.2.ii temos que o lema3.2.3 nos da que para todo i € (n)
temos que [Ker s;, Ker ¢;] em II(X) é a imagem de do do complexo de Moore do grupo simplicial
(m10Simp(X))1,..1,e,1,..,1 com o indice variando na coordenada i. Como pelo lema 3.2.2.i temos que

o grupo de dimensao 2 nesse complexo de Moore ¢ trivial concluimos que II(X) satisfaz (C"G3).H
3.3 Equivaléncia de n-cubos de Eilenberg-MacLane e cat”-grupos

Seguindo as ideias encontradas em [Lod82| descreveremos agora o funtor espago de classifica¢ao
que associa um (n + 1)-tipo homotoépico a cada cat™-grupo. Também precisaremos construir um
funtor n-cubo de fibragoes fundamental, que mostraremos que, junto com II, forma uma equivaléncia
entre as categorias dos cat™-grupos e a dos n-cubos de Eilenberg-MacLane.

Lembremos da se¢ao 2.2 que um cat™-grupo contém a informacao de uma n-categoria interna
a categoria dos grupos. Isso significa que podemos criar, a partir de um cat™-grupo G, n estruturas
de categoria interna aos grupos independentes, ou seja que para cada i € (n) temos a categoria

interna aos grupos
s,

G <—Im s;
t.

Aplicando o funtor nervo A da definicdo 3.1.9 nessa estrutura categorial obtemos um cat("~1)-
grupo simplicial V;G. Tterando esse processo obtemos um grupo n-simplicial N7 ... N, (G). Como
vimos na primeira se¢ao 3.1 podemos tomar o nervo desse grupo n-simplicial, obtendo um conjunto

(n + 1)-simplicial que denotaremos por Simp(G).
Definigao 3.3.1. O espaco de classificagio B(G) do cat"-grupo G é dado por

B(G) = |D o Simp(GQ)| = [DoN oN;...N,,(G)|

O seguinte lema nos mostra que o funtor B transforma sequéncias exatas curtas em fibragoes.

Lema 3.3.2. Se
I e N LNy e N |

for uma sequencia exata de cat™-grupos entdo
B(G) % B(G) S B(G")

€ uma fibragao.
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Demonstragao: Provaremos que § induz uma fibragao de Kan nos conjuntos simpliciais
Be : (D o Simp(G))e — (D o Simp(G”))

com as fibras dadas pelas inclusoes induzidas por a. O lema segue entdo do teorema 3.1.14.

Por funtorialidade temos que 8 induz um morfismo de conjuntos simpliciais, que é facil ver
que sera sobrejetor. Para todo chifre (go, ..., gk—1,9ks---9m) € (D o Simp(G));_; tal que exista
g" € (D o Simp(G"))m com 0;(9") = Bm—1(g9:) podemos, ja que B, & sobrejetora, simplesmente
tomar como completamento do chifre g € 371(g"”) qualquer. Disso claramente segue que a inclusio
das fibras é induzida por .l

Sera til descrever a imagem por B de dois tipos especiais de cat™-grupos.

Lema 3.3.3. Se G € um cat™-grupo cujos endomorfismos s; e t; sdo todos a identidade entio
B(G) = K(G,1).

Demonstracgao: Como para todo i € (n) temos s; = 1g = t; temos que G X1y 5; G = G,
logo o grupo n-simplicial N7 ... N,G é dado inteiramente pelo grupo G e por identidades. Como o
complexo de Moore da diagonal de N ... N, G é portanto trivial em todas as dimensoes exceto a
0, aonde ele é G, temos pelo teorema 3.1.12 que 7 (B(G)) = 0 para k > 1, e que 71 (B(G)) = G.1

Lema 3.3.4. Seja G um cal™-grupo tal que para algum subconjunto nao vazio A de (n) temos que
ti [Kers;: Ker s; — Im s; € um isomorfismo para todo i € A, e s; =t; =1 parai ¢ A. Entao B(G)

€ contradtil.

Demonstragao: Por s; = t; = 1 parai ¢ A temos que B(G) = B(G’) aonde G’ ¢ o cat4l-grupo
associado aos endomorfismos com indices em A. Temos que para cada i € A a estrutura categorial
associada a i gera um cat(®1-grupo simplicial cujo complexo de Moore tem homologia trivial em
todas as dimensoes, o que implica que os grupos de homotopia de B(G’) séo todos triviais.l

Para a construgao dos n-cubos fibrantes associados a um cat™-grupo precisamos definir funtores
Fg, para j = —1,0,1 e i € (n), da categoria de cat™-grupos para si mesma como sendo

I7HG) = Ker s;

7

com s; e t; a identidade e as outras s e t; dadas pelas devidas restrigoes;
I'Y(G) =Ker s; x G

Aonde a ac¢ao de G em Ker s; é dada por conjugagao, com s;(k,g) = (1,9) e ti(k,g) = (1,kg), e

com os outros si e tp dados pela restricio em cada componente;

Também temos as transformagoes
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de forma que
1 T74G) 25 196 2 1H6) — 1

sempre é exato. Para A, B C (n) disjuntos denotamos T4% =T$' 0. 0T, com ¢; = 1 se i € B,
gi=—1lseicAecg;=0seic (n)\(AUB).

Devido ao lema 3.3.2 o funtor descrito a seguir estd bem definido.

Definicao 3.3.5. O funtor n-cubo de fibragoes de classificagio B é definido por
B(G)ap = BoT4B(@)

e com as fibracoes induzidas pelos «; e ;.

A equivaléncia entre as categorias de n-cubos de Eilenberg-MacLane e cat-grupos sera con-

sequéncia dos proximos teoremas.
Teorema 3.3.6. Os espagos B(G) 4 sdo espagos de Eilenberg-MacLane do tipo K(w,1).
Demonstragio: Defina T; ' =T, 1, T9(G) =Im s; e T4 =T{'0---0T% come; = —1sei € A
eg;=0seie (n)\A.
Temos entao sequencias exatas curtas

1- x N Kers; =M@ 5 146) -1
A i€(n)

com a funcéo 0 definida da seguinte forma. Temos uma coordenada de I'49 (G) para cada subcon-
junto B C (n) \ A, sendo que essa coordenada é dada por ﬂBKer s;. Dada uma ordem total para
1€
o si)o( o t;)(kg).
ng>\A(ie(n)\AUB i) (iEB i) (kz)

Pelo lema 3.3.4 temos que B( x r(w >Ker s;) € contratil, e portanto pelo lema 3.3.2 temos que
jgAiE(n

os subconjuntos de (n) \ A definimos 0((kp)pc(ny)\4) =

B9 () 22,

um cat”-grupo tal que s; e t; sdo identidades, logo todos os endomorfismos s; e t; de T4(G) sdo a
identidade e portanto, pelo lema 3.3.3, B(T'4(G)) = K(T4(G),1).1

B(T4(@)) é uma equivaléncia homotépica. Note que ambos T; ! e TY levam G a

Teorema 3.3.7. A composicdo Il o B é a identidade.

Demonstragao: Mostraremos que para todo cat”-grupo G e i € (n) o funtor Il o B preserva a
estrutura de cat!-grupo na direcdo i. Defina G como o cat™-grupo cujo grupo subjacente e todos
os endomorfismos s; e t; para j # ¢ sao iguais aos de G e com s; e t; agora dados pela identidade.

Consideremos agora o quadrado comutativo

B(GY) B(I'Y(G)) = B(Ker s; x G)

7

B(”)l lei)
B(I'%(G)) = B(Ker s; x G) B(TH(@)) = B(G)

B(B:)

aonde u(g) = (1,5;(9)g ti(g)) e v(g) = (1,5:(g9)) (v ¢ um homomorfismo pelo axioma (C"G3)).
Pelo lema 3.3.2 ambas as fibras das aplicagdes verticais sao B(T;'(G)) = B(Ker s;), e além

disso podemos ver que B(u) induz a identidade entre as fibras. Portanto o diagrama acima é um
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pullback e B(G}) = B(I'(G)) XB(rH(a)) B(I'Y(G)). Repetindo esse argumento para cada i € (n)
vemos que (Simp o B(G))1..1 é simplesmente B(G'), para G’ o grupo subjacente de G, portanto
m1((Simp o B(G))1..1) = G'.

Também temos que (Simp o B(G))1..101...1 com o zero na posi¢ao i €, pelo mesmo argumento,
simplesmente B(Ker s; x G) com a estrutura de cat!-grupo dada por s(m,g) = (1,9) e t(m,g) =
(1, gm). Temos que o grupo simplicial NVi(Ker s; x G) tem como morfismos entre a dimenséao 1 e
0 dados por s,t : Ker s; x G — Im s com Im s =2 G, Ker s = Ker s; e a restricdo de t sendo a
inclusdo do Ker s; em G, logo 71 (B(Ker s; x G)) = Ho(N1(G x Ker s;)) 2 Im s;. Além disso temos
que v no diagrama acima induz s; e o o homomorfismo u induz t;, ja que s;(g)g~' € Ker s; para
todo g € G.1

Teorema 3.3.8. Para todo n-cubo de fibracées X existe um morfismo de n-cubos de fibragdo X —

Boll(X), bem definido a menos de homotopia, de forma que para todo par de subconjuntos disjuntos
A, B C (n) temos que m(Xap) — m(Boll(X)ag) € o homomorfismo identidade.

Demonstracao: Comecaremos construindo um morfismo X(Mn) — B oII(X), bem definido
a menos de homotopia, que induz um isomorfismo em 7. A resolugdo geométrica de Simp(X)
tem a propriedade de ser homotopicamente equivalente ao espaco X®,<n>' Como para todo espaco
Z existe a menos de homotopia um morfismo Z — Bom(Z) = |D o N o m(Z)] que induz um

isomorfismo em 71, temos que existe a menos de homotopia um morfismo de espagos n-simpliciais

SImp(X)(e;.....0p) — B((m1 0 SIMp(X))(a,,...0,)) que induz um isomorfismo em m; em todo indice.
Além disso como N ... N, 0" = 1 temos que 71 0Simp(X) = N ... N,II(X). Tomando a realizacio

geométrica obtemos o morfismo desejado.

Xon) = |(Simp()_())(,1’m,,n)| — |B((m10Simp(X)) (e, ,....e0))| = [DoNoON .. N oIl(X)| = Boll(X)

Agora para construir X — B o II(X) precisamos primeiro definir uma familia de funtores 'yg ,

para j = —1,0,1 e i € (n), da categoria dos n-cubos de fibragao para si mesmos como sendo

o * sei e A
Vi (X)as =9 _ ,
Xaugiy,B\fiy sei¢ A
XA,B seie A
YW(X)ap = Xap XX a og Xap sei¢Aei¢ B
XA,B\{i} set € B
% (X)as=Xap
Para todo A, B C (n) definimos 45 = 4{'o---0qi", come; = 1sei € B,g; = —1sei € Aeg; =0
sei € (n)\ (AU B). Note que IT o448 =T4B o II. A defini¢do implica que 7A’B(X)@7<n> = Xa B,

logo temos os morfismos
Xap =72 (X)g,m = Blloy™®P(X)) = BOAP o (X)) = BoTl(X) a5

que formam o morfismo que queriamos.l
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Corolario 3.3.9. Os funtores Il e B formam uma equivaléncia da categoria homotopica de n-cubos

de Filenberg-MacLane com a categoria de cat™-grupos.

Demonstragao: O teorema segue dos teoremas 3.3.6,3.3.7 e 3.3.8, e observando que nos casos
dos n-cubos de Eilenberg-MacLane as sequencias exatas das fibragoes implicam que o morfismo dado
no teorema 3.3.8 é uma equivaléncia.ll

Note que o caso n = 0 é simplesmente o resultado classico que a categoria de espagos de

Eilenberg-MacLane do tipo K (7, 1) é equivalente a categoria dos grupos.
3.4 Grupos de homotopia do espaco de classificagao de um cat™-grupo

Juntando os resultados desse capitulo com os do anterior vemos que todo cat™-grupo G esté
associado a um (n + 1)-tipo homotopico dado por B(G). Ainda seguindo ideias encontradas em
|[Lod82] investigaremos nessa se¢ao como calcular os grupos de homotopia m; o B(G) e daremos uma
definicdo de quasi-isomorfismo de cat-grupos que induz uma equivaléncia homotopica fraca entre
os espacos de classificacao.

Para isso precisaremos generalizar certas construcgoes usuais da algebra homoldgica de forma
que ela possa ser usada para lidar com grupos que nao sejam necessariamente abelianos. Sugerimos
como referencia para a teoria de dlgebra homoldgica no contexto original de grupos abelianos o livro
introdutorio de Weibel [Wei95].

Definigao 3.4.1. Um complexo de grupos (nao necessariamente abelianos) de tamanho n, denotado

(Ae,ds), € uma sequencia de homomorfismos de grupos
dn dn— d d
"'_>An—>An—1 n—1>_2>A1_1>A0_>

tal que A; =1 parai <0ei>mnelm d;1; é um subgrupo normal de Ker d;. Note que os grupos
de homologia H;(A.) = % estao bem definidos.

Definigao 3.4.2. Um morfismo de complexos de grupos f de (As,ds) em (B,,d,) é uma sequencia
de homomorfismos de grupos f; : A; — B; que comutam com os homomorfismos dos complexos
(Ae,ds) € (B, d,). Se esse morfismo induz isomorfismos nas homologias dizemos que f é um quasi-

1somorfismo.

Diferentemente do caso em que todos os grupos sao abelianos nem sempre existe um cone para
esses morfismos de complexos de grupos, porém um cone existe se assumirmos alguma estrutura

extra.

Lema 3.4.3. Seja f um morfismo de complexos de grupos de tamanho n tal que para 0 < i < n
existe uma acdo de B; em A; fazendo com que f; : A; — B; seja um mddulo cruzado e tal que os
pares (di, d}) formem morfismos de mddulos cruzados. Se definirmos C; = A;—1 x B; com a agao de

B; em A;_1 dada pela agao de sua imagem por d;, e d;+1 : Cix1 — C; dada por

dit1(a,b) = (di(a) ™", fi(a)diy (b))

entao (Cs,de) € um complezo de grupos de tamanho n + 1.
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Demonstragao: Claramente d;+1(1,b)d;+1(1,b") = §;41(1,b0’). Também temos

Siv1(a, )81 (a’,1) = (di(a) ™", fia))(di(a) ", fila'))
= (di(a)~" %S D d;(a") 7, fia) fi(a)))
= (di(a)™" Fi- 1°d<“>d< > !, fi(ad))
= (di(a)"di(a)di(a) "'di(a) ", fi(aa'))
= (di(ad’)™", fi(ad'))

0i+1(1,6)di41(a, 1) = (1,d 41 (0))(di(a) ™", fi(a)
= (4% Od;(a)7 di 4 (b) fila)
= (di(*a) ", fi(*nOa)dy (b))

Siv1(°a,b)

portanto os d;+1 sao homomorfismos de grupos.
Como (a',b') € Ker §; se, e somente se, dj(b) = fiy1(a’)™!, e como Im d},; ¢ normal no kernel
de d] existe b" € By tal que b'd]_;(b)b'™! = d}, (V") temos que

(o) = D )57

(a5 i) EOROGA O DY fia)d o ()Y )

- (a,’ —1(a)7t d;i(a ) 1 fimi(a’) " diofi(a) fi—1(a’) o/ — 1,b’f( W Ly H—l(b)_lb/)
= (d'a"'di(a) dd di(a)d'a N T di(a) TN, fiMa)dly, (7))

= (a'"'di(a) " fi(b, )di 1 (V"))

= (d;(b)d (a)~" fz(b/ )di 1 (0"))

di("a)™", fi"a)di 1 (b))

temos que a imagem de §;11 é normal no kernel de ¢;.H

Definigao 3.4.4. Seja f um morfismo de complexos de grupos como o do enunciado do lema 3.4.3.

Entao o complexo de grupo (Ce,ds) de tamanho n + 1 descrito no lema é o cone de f.

O resultado abaixo justifica a nomenclatura dada na definigao anterior, ja que ele diz que (Cl, )

se comporta como um cone de um morfismo de complexos de grupos abelianos se comporta.

Teorema 3.4.5. Seja f um morfismo de complexos de grupos como o do enunciado do lema 3.4.3

e (Cs,0e) 0 cone de f. Entao existe uma sequencia exata longa
e — HZ(A.) — HZ(B,) — HI(C.) — Hi_l(A.) — e

Demonstragao: O homomorfismo H;(Be) — H;(Ce) é por b — (b,1). O homomorfismo
H;(Cy) — H;_1(A,) é dado pela projecio (b,a) — a~!, que ndo é um homomorfismo, mas sua
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restricdo ao kernel dos ¢ é. Que os homomorfismos entre as homologias esta bem definido segue da
comutatividade do diagrama resultante. Exatiddo segue por busca por diagrama'.l
Finalmente, podemos construir o complexo de grupos associado a um cat”-grupo cujos grupos

de homologia serao os grupos de homotopia do n-tipo homotépico associado a ele.

Definigao 3.4.6. O complezo de grupos Co(G) associado a um cat™-grupo G & definido recursi-
vamente da seguinte forma. Considere G um complexo de cat™-grupos de tamanho 0. Para cada

tnfl

1 <i < n temos um moédulo cruzado de ca -grupos associado a G, que podemos pensar como um

tn—l

morfismo de complexos de ca -grupos que satisfaz as hipéteses do lema 3.4.3 e o seu cone é um

complexo de cat™ !

-grupos de tamanho 1. Repetindo esse procedimento n vezes obtemos um com-
plexo de grupos de tamanho n que denotaremos (Ce(G),ds). Um homomorfismo de cat™-grupos é

um quasi-isomorfismo se o homomorfismo de complexos de grupos induzido é um quasi-isomorfismo.

Com essa definigao vemos que existem grupos de homologia associados a todo cat™-grupo dados
pelos grupos de homologia de C(G). Mostraremos agora que esses grupos coincidem com os grupos
de homotopia de B(G).

Teorema 3.4.7. Para todo cat™-grupo G temos que m;(B(G)) = Hi—1(Ce(G)).

Demonstragao: Para o caso n = 0 isso é 6bvio. Assuma que isso é verdade para cat™ !-
grupos. Denotemos por C(G) o complexo de Moore de D o N7 ... N,,(G). Provaremos que existe
um morfismo de complexos £(G) : CM(G) — Co(G) que é um quasi-isomorfismo.

Seja Uy = Vo x W, um cat!-grupo simplicial. O complexo de Moore de U, é um complexo de

cat'-grupos e portanto podemos construir o seu cone como na definicdo anterior.
s Vi W — VI xa Wi — Vo x W] — Wy

Por outro lado aplicando o funtor nervo N nas estruturas categoriais de cada cat'-grupo em U,

obtemos um grupo bisimplicial cuja diagonal é

== (Vax Vax V3) x W3 —= (Vo x Vo) x Wy —= Vi x W] —= W)

e o complexo de Moore dele é um complexo de grupos. Existe um morfismo desse complexo ao

descrito anteriormente dado por
(w; v1,02,...,v,) = (w,dY (vy)).

Comegando com um cat™-grupo simplicial esse procedimento nos da um morfismo de complexos
de cat™ !-grupos. Considere G como um cat™-grupo simplicial trivial, ou seja ele é apenas nao
trivial em dimensao 0, aonde ele ¢ G. Se para cada 0 < k < n aplicarmos o funtor N ... N,
em G obtemos um cat™ *-grupo (k + 1)-simplicial. Se & = n simplesmente mantemos o cat”-grupo
simplicial G. Agora se aplicarmos o método dos cones no complexo de Moore da diagonal obtemos
um complexo de grupos C¥(G), sendo que sempre temos um morfismo de complexo de grupos de
CH(@) a CEFY(G). Note também que C2(G) = CM(G) e CXG) = Co(G). Temos portanto uma
sequencia de n morfismos entre complexos de grupos tal que o primeiro ¢ CM(G) e o tltimo é

Ce(@). Definimos £(G) como a composigao desses morfismos.

!Diagram chasing
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Para ver que esse morfismo necessariamente é um quasi-isomorfismo note primeiro que se
! 1
1-G—-G—->G =1

é uma sequéncia exata curta de cat”-grupos e se dois dos morfismos e(G’), &(G) e e(G”) sao quasi-
isomorfismos entao o terceiro também o é como consequéncia do lema dos cinco.

Agora veja que se G é da forma M x M com s;(m,m') = m' e t;(m,m') = mm’ para algum
i € (n) entdo ¢(G) é um quasi-isomorfismo ja que B(G) é contratil e Co(G) € aciclico.

Se G é tal que para algum i € (n) temos que s; = 1o = t; entdo (G) é um quasi-isomorfismo
j& que nesse caso tanto B(G) quanto Ce(G) podem ser obtidos ignorando a estrutura categorial
relacionada a i, o que nos traz para o caso da hipotese de inducao.

Da sequencia exata curta
1 — Ker s; x Ker s; = T%(G) - TY(G) = 1

e dos tltimos trés paragrafos segue que €(T'%(G)) é um quasi-isomorfismo.
Como T';1(G) é tal que s, = 1 = t, temos que £(I';1(G)) é um quasi-isomorfismo. Isso, o

dltimo paragrafo mais a sequencia exata curta
1=-T,4(G) = T%G) - G —1

nos dao que £(G) é um quasi-isomorfismo.l

Corolario 3.4.8. A categoria homotdpica dos (n + 1)-tipos homotdpicos conexos é equivalente a

categoria da localiza¢do dos cat™-grupos obtida invertendo os quasi-isomorfismos.

Demonstragao: Pelo teorema 3.4.7 e o teorema de Whitehead temos que o funtor B leva
quasi-isomorfismos a equivaléncias homotopicas, logo pela propriedade universal das localizacoes B
estd bem definido nessa localizagdo. Notando que B pode ser pensado como a composicao de B com
o funtor F' da secao 2.2 é facil ver, usando os resultados vistos até agora, que seu inverso é dado

pela composi¢ao do funtor G da se¢ao 2.2 com o funtor II da secao 3.2.1
3.5 Teorema de Seifert-van Kampen generalizado

Agora provaremos que o funtor II descrito na secao 3.2 preserva colimites de certos diagramas,
resultado provado originalmente por Brown e Loday em [BL87a]. Esse teorema é o que nos permitira
usar os calculos de colimites do capitulo 1 nas aplicagoes do préximo capitulo.

Para todo conjunto ndo-vazio A denote por Agy, a categoria dos subconjuntos finitos de A, cujos
morfismos sao as inclusoes. Seja U = {Uy }rea um recobrimento por abertos de um espago pontuado
X tal que cada Uy contém o ponto base. Se ¢ é um subconjunto finito ndo-vazio de A, entao U,
denota as intersecgoes dos Uy para A € 0. Se o C 7, entdao U, C U,, e portanto U determina um
funtor contravariante de Agn na categoria dos espagos que manda a inclusdo o < 7, na inclusao
U: — U,. Podemos falar do colimite do diagrama resultante, ou seja da imagem desse funtor, como
descrito em [Mac98],

colim U,
O'EAﬁn

assim como



3.5. Teorema de Seifert-van Kampen generalizado 61

colim ¢(Uy)

oc€Afn
para qualquer funtor covariante ¢ definido nos U, .
Provaremos agora a generalizagdo do teorema de Seifert-van Kampen para o funtor covariante

II, cuja prova sera feita por indugdo usando o teorema classico para o caso n = 0.

Teorema 3.5.1 (Teorema de Seifert-van Kampen para n-cubos fibrantes). Seja X wum n-cubo
fibrante e seja {Ux}rxen um recobrimento por abertos de Xy tal que todos os abertos contém o
ponto base. Cada U, para o € Ag, determina por imagem inversa um n-cubo fibrante que também

denotaremos por Uy. Suponha que cada U, € um n-cubo fibrante conexo. Entao

(C) o n-cubo fibrante X € conexo;

(I) o homomorfismo natural de cat™-grupos

colim II(Uy) — II(X) =11 <colim Ug>
O'GAﬁn O'GAﬁ"

€ um isomorfismo.

Provaremos o teorema por indugao em n. Denotemos por (C,,) e (I,,) a afirmagao de que a co-
nectividade dos n-cubos U, (0 € Agy) implica a conectividade e isomorfismo de 3.5.1.C e 3.5.1.1
respectivamente. Note que (Cyp) e (Ip) sao o teorema classico de Seifert-van Kampen para o grupo

fundamental. Provaremos (C,,) e (I,) assumindo (C,—1) e (I,—1)

Demonstragao de (C): Precisamos de um lema:
Lema 3.5.2. Seja X um n-cubo fibrante. Entdo sao equivalentes:

i) X € conexo.
i) 0; (X) e 0] (X) sdo conexos para todo i € (n) e a aplicacio induzida de cat™ V) -grupos
[Iod,(X)—Iod}(X)
€ sobrejetora no grupo subjacente.

Demonstragao: Denote por F' a fibra da aplicagao
: Xg — holim Xg.
Pn) 0 g;éﬂ S

Entdo X & conexo se, e somente se, F, 07 (X) e 0; (X) forem conexos para todo i € (n). Podemos
ver que F' também é a fibra do morfismo no topo do diagrama abaixo, aonde os morfismos verticais
sao sequéncias de fibragoes

- Ft

Xp Xiny

holim Xg ——= holim Xg
) SA{n}

n¢s nes



62 3. Cat"-grupos e n-cubos cruzados de grupos fundamentais

mas como o limite homotépico de um diagrama de fibracoes é apenas o limite usual temos que esse

morfismo é simplesmente
(Simp 0 8, (X))1..1 — (Simp o &, (X))1..1

Logo o lema segue da sequencia exata homotoépica dessa fibragao e da definicao de I1.H

Pela hipotese de indugao (I,,—1) sabemos que

I o 3 (X) = colim IT o 35 (U,).
O'EAﬁn

Como U, ¢ conexo a aplicagao 103, (U,) — 1o 3;f (U,) é sobrejetora pelo lema 3.5.2, e portanto
a aplicagao no colimite é sobrejetora. Pela hipotese (C,_1) temos que 5?(X ) é conexo, logo pelo
Lema 3.5.2 novamente X é conexo. Logo estd demonstrado (C,,).H

Demonstragao de (I): O isomorfismo colim II(U,) = H(cokm U,) é uma composicao de varios

S S

Aﬁn g fin
isomorfismos:

(2)
colim II(U,) = ass <colim H(Ug)>

o€ANgn o€Afn

o€Agn

S ass <colim (Momo Simp(Ug))>

>~ asso” om <colim Simp(Ug)>

o€Aqn

= asso” o7 o Simp (colim Ug)

o€Afn

I
>

o 711 o Simp (colim Ug>

UeAﬁn

def II <Colim UU> .
o€Agn
Note que vimos na segdo 3.2 que vale o isomorfismo (d). O isomorfismo (a) segue do lema

abaixo.

Lema 3.5.3. Se (G,)yex € um diagrama de cat™-grupos, entao

colim G, 2 ass ( colim G, | .
gEY oeEX

Demonstragao: Note que o grupo subjacente do pré-cat™-grupo colién G, ¢é simplesmente o
colimite, na categoria dos grupos, dos grupos subjacentes dos G, . Comgeesse é o cocone universal
na categoria dos pré-cat”-grupos e um homomorfismo de pré-cat™-grupos necessariamente leva os
elementos do Ker s; e do Ker t; do dominio no Ker s; e no Ker ¢; do contradominio, entao os kerneis
de homomorfismos de um pré-cat™-grupo em um cat”-grupo contém os elementos de [Ker s;, Ker ],
logo o quociente de colién G4 pelos subgrupos normais [Ker s;, Ker ¢;] ¢ um cocone universal na
categoria de cat”—grulggs.l

Para (b) precisamos de

Lema 3.5.4. Se o n-cubo U, € conexo para todo o € Agy,, entdao o morfismo natural
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colim (" om o Simp(Uy,)) = " om (Colim Simp(Ua))

o€Agn o€Agn

€ um isomorfismo.

Demonstragao: Devido a funtorialidade esse morfismo necessariamente comuta com os endo-
morfismos de grupos das estruturas de cat”-grupos, portanto basta provar esse isomorfismo para os
grupos subjacentes:

colim (i (Simp(U)r..1)) = (solim (Smnp(U )
Note que os espacos V, = (Simp(Us))1..1 (0 € Agn) podem ser identificados com subespagos abertos
de (Simp(X));..1 e que V, = /\QUV,\. Logo o colimite dos V, é a sua unidao. Portanto a equalidade
acima segue do teorema de Seifert-van Kampen classico desde que os V,; sejam conexos para todos
0s 0 € Agy,.

Por hipotese U, ¢ conexo, logo .#,U, ¢ um objeto simplicial de (n — 1)-cubos fibrados conexos.
Continuando esse processo n — 1 vezes obtemos Simp U, que portanto é um espago n-simplicial
conexo. Em particular V, é conexo.ll

O isomorfismo (¢) é obtido aplicando o funtor asso” o 7 & aplicagao

E = colim Simp(U,) — EX = Simp (Colim UG>
0€Afn 0€Afn
Novamente por funtorialidade basta checar o isomorfismo nos grupos subjacentes. Pelo lema 3.5.3
o grupo subjacente de asso” o7y (E) é o quociente de 71 (E1..1) pelos subgrupos [Ker s;, Ker t;] (i €
(n)). Portanto precisamos apenas mostrar que m1(E7 ;) é obtido da mesma forma, uma vez que,
como vimos na secao 3.2, o funtor ” leva os grupos n-simpliciais a um pré-cat™-grupo.
Para usar a hipotese de inducéo nés introduzimos um n-espaco simplicial E’ entre E ¢ EX como

no diagrama

colim % ... % U, —= S ... yn_lcogm Uy ——= S ... S peolim U, .
0ENfin

O’GAﬁn GeAﬁn

| |
E E’ EX

Por indugao w1 (E] ;) é igual ao quociente de 1 (E1. 1) pelos subgrupos [Ker s;, Ker ¢;] (i € (n—1)).

Logo o isomorfismo (c) segue do lema 3.5.7 abaixo, que por sua vez segue dos proximos dois lemas.

Lema 3.5.5. Seja Eo um espago simplicial conexo (E,, conexo para todo m). Entao existe uma

sequencia exata de grupos

7o(D o N (m2(E,))) — m2(|Fe|) = (NT1(Ee))1/1m 6, — m1(E0) — w1 (| El)-

Demonstragao: Sebe-se que a qualquer espago simplicial conexo F, estd associado uma se-
quencia espectral?
2
Epy = mp(D o N(my(Ee))) = mpiq(| Eel)-

A conexidade dos espacos E, implicam que a primeira fileira nio trivial no plano E? é a com

q = 1. Isso nos da mo(D o N (m1(E,))) = m1(| Ee|) € a sequencia exata

70(D o N (m2(E,))) — ma(|Ee|) = H1(Nm1(Es)) — 1. (3.1)

2Teorema A.2 no apéndice por Michel Zisman em [EM10].
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para computar H,(Nmi(E,)) consideramos o complexo de Moore do grupo simplicial 71 (E,)
(N71(Ba))2 2 (Nmi(E)h 2 (Nm1(EW))o = mi(Eo).
A sequencia espectral nos d4 entao a sequencia exata
1 — Hi(Nm(E,)) = (N71(Fe))1/1m s, — ™1 (Fo) = mo(D o N(m1(Fa))) — 1. (3.2)

Juntando (3.1) e (3.2) obtemos o resultado buscado.ll

Lema 3.5.6. Seja f : W — Z uma fibracdo coneza e seja Fo — E! uma aplicacao de espacos

simpliciais satisfazendo

a) Ees € conezo;

b) Ee — El ¢ uma equivaléncia homotopica fraca;
c) |Es| — \Ef| € uma equivaléncia homotdpica fraca;
d) m1(E2) € gerado por elementos degenerados.

Entao 7T1(E{) = T1(E1)/[Ker s,kerb) @0onde s et sio composi¢oes das aplicagoes de bordo 01 e 9o

com a degeneracao dy.

Demonstragao: Pelo lema 3.5.5 e as hip6teses sobre F, e E{ temos o diagrama comutativo

de sequencias exatas

mo(D o N(ma(Es))) — m2(|Ea|) —— (N71(Ee))1/1m 5, — m1(Eo) — m1(| Ea|)

| S D

mo(D o N (ma(E))) — ma(|E]) (N1 (EL)) m(E)) —=m(EL])

Aqui usamos o fato que para Elo grupo Im §y é trivial, como vimos no lema 3.2.2. Os isomorfismo
verticais seguem de b) ¢ ¢). De b) também concluimos que 7o (DoN (w2 (Es))) — mo(DoN (w2 (EL))) ¢
sobrejetora. Pelo lema dos cinco deduzimos que (N71(Es))1/1m s, — (N1 (E{)); 6 um isomorfismo,
logo por 71 (Ey) = 7['1(Eg) temos que 71 (E1)/im s, — m(E{) ¢ um isomorfismo. A condigao d) e o

lema 3.2.3 implicam que Im puo = [Ker s, Ker b], do que segue a proposigao.ll

Lema 3.5.7. O grupo m(E;% |) € obtido tomando o quociente de w1 (E} ;) por [Ker s, Ker by],

aonde sy, et, sao composicoes das aplicagcoes de bordo Oy e 07 com a degeneragao di na dire¢ao n.

Demonstragao: Isso é uma consequéncia direta do lema 3.5.6 aplicado ao morfismo de espagos
simpliciais £ |, — E7X |,, uma vez que verificarmos as hipoteses a)-d).

Como podemos pensar em X como uma fibragao de (n—1)-cubos fibrantes ¢, : 9,, (X) — 9,7 (X),
temos a aplicacdo induzida .7 . ...%,,_1 0 ¢, de (n — 1)-espagos simpliciais, e portanto um morfismo
f=(A...%—-10 dn)1..1 de espagos. Note que El = E{ |,. E justamente na funcio f que
aplicamos lema 3.5.6. Note que, como provamos (C,,), f é conexa.

Os (n — 1)-cubos simpliciais .U, s@o conexos. Logo os (n — 1)-cubos (.#,Us),, (m > 0) sao

conexos, e a hipotese de indugdo (C,—_1) nos da que
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colim (“,Us,)

o€Afn m

é conexo. Aplicando .¥] ....%,_1 obtemos que E’ é conexo, e portanto a hipotese a) é satisfeita.
A hipotese de indugao (I,—1) aplicada para m = 2 nos da que m E] ;5 ¢ um quociente de

w1 1. 190 = colim 7T1E{J"12.
oehan

Pelo lema 3.2.2 771E1U. .9 € gerado por elementos degenerados (na dire¢do n). Logo o colimite
w1 F1. 12 também o é, e portanto também o quociente 7r1Ei__12. Essa ¢ a hipotese d).

Existem equivaléncias homotopicas fracas de (n — 1)-cubos
(FnX)o — 07 (X) e (SUsy)o — 07 (U)y.
Logo temos o diagrama comutativo

colim (S,Uy)o — (FnX)o -

colim 0] (U), ——= 07 (X)
0€Afn
A aplicacao da esquerda é um colimite de equivaléncias homotoépicas fracas, logo é uma equiva-
léncia homotopica fraca®. Logo a aplicacdo de cima é uma equivaléncia homotépica fraca. Aplicando
S ... Sn—1 obtemos uma equivaléncia homotopica fraca de espagos, o que nos da a hipotese b).
Como simplicializacao (ou seja a aplicagao de .#;) comuta com a realizagdo geométrica basta,
para obtermos a hipotese ¢), demonstra-la para o caso n = 1. Usamos o fato que para uma fibragao
conexa g : W — Z, a aplicagdo natural |[EJ| — Z é uma equivaléncia homotépica fraca*. Aplicamos

esse resultado em f e f, no diagrama abaixo

~ A f.
| Eo| == |colim Ef“| <—— colim |E{”| “ht colim U,
l 0ENfin O'EAﬁn O'EAﬁn
.h.f.
B on] X

para provar que |Eq| — \Ef | € uma equivalencia homotopica fraca.ll

E assim completamos a demonstracao de (I1,,).H
3.6 n-Cubo cruzado de grupos fundamental de um n-cubo de fibragoes

Dada a equivaléncia entre n-cubos cruzados de grupos e cat™-grupos da secao 1.3 temos que
existe um funtor n-Cubo cruzado de grupos fundamental de um n-cubo de fibragoes, que denotamos
11, associado ao funtor IT da se¢ao 3.2. Como mencionamos antes é esse o funtor que utilizaremos
para nossas aplicagoes, ja que podemos utilizar os colimites calculados no capitulo 1.

Acontece que o funtor II tem uma defini¢cao razoavelmente transparente, analoga a definicdo do
modulo cruzado fundamental de uma fibracao dada por Whitehead, sem necessidade de métodos
simpliciais como na definicdo do funtor II. A tnica parte probleméatica é definir o que faz o papel

das fungoes h, que é dado por um produto generalizado de Whitehead.

3Proposicio A.4 no apéndice por Michel Zisman em [EM10].
“Proposigio A.5 no apéndice por Michel Zisman em [EM10].
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Definigao 3.6.1. O n-cubo cruzado fundamental IT(X) de um n-cubo de fibragées X é composto
pelos grupos I1(X)a = m1(Xap), (A C (n)), os homomorfismos de bordo p; : m(Xag9) —
Wl(XA\{j},Q) induzidos por XA’@ — XA\{j},@ € as fun(;f)es h: Fl(XA’@) X Fl(XB’@) — Wl(XAUB,Q))

dadas por (a,b) — ( Ja ® b, aonde ® é o produto generalizado de Whitehead.

icans”
Por exemplo para uma (n+1)-tupla pontuada & = (X,); X1, ..., X;,) e seu n-cubo de fibragoes
associado X temos IT(X)4 = T a+1(Xa; Xavgiy 11 € A) para A C (n).

ma(X(3); X1, X2, X3) m3(X2; X1N X2, X2 N X3)

m3(X3; X1 N X3, Xo N X3) 7o (X2 N X3; X1 N Xo N X3)

7T3(X11X10X2,X1 PIX:;) WZ(X10X2§X1mX2ﬂX3)

\ \

WQ(XlﬂXg;XlﬁXgﬂX;;) ﬂl(XlﬁXzﬁX;})

Figura 3.4: 3-cubo cruzado de grupos fundamental de uma quadrupla pontuada.

Precisamos portanto definir o que queremos dizer com produto generalizado de Whitehead.
Seguindo as ideias de [BL87b, AS72| o produto generalizado de Whitehead sera definido em uma
classe de casos descrito abaixo que servirao como exemplos universais, e entao o caso geral sera
dado por uma composi¢do com esse exemplo universal.

Seja I = [0,1]. Defina C' = I"*!/_ aonde definimos que todos os pontos (c1,...,cup1) € 1"
tais que ¢; = 0 para algum i € (n + 1) ou ¢,411 = 1 s@o equivalentes pela relagdo ~. Defina agora
Ci; = {[c] € Cle; = 1} para todo i € (n). Tomemos duas copias C! e C? de C vamos definir as
(n +1)-tupla de espagos x = (C'VC%,CI Vv CE,...,CLvC2) e xi = (O} C,...,Cl) parai = 1,2.
Temos entao que

04 =man (0,0, O Ok 1 4)=(h) 2 Z

T(04 = maua(0,ChV O, 0 CEVCR 1 A) = (eh,2h) 2+ 2

Com os homomorfismos py(2%) = zz\ (k) induzidos pelos morfismos de bordo. Nesse caso os produtos
generalizados de Whitehead podem ser descritos explicitamente usando o product pairing descrito
por Blakers e Massey em [BM53al. Ele nos da que (2% ® 2?3) = [2%05: zi‘u gl, sendo que o produto
de elementos arbitrarios pode ser inferidos usando (I"CGS8) e (I"CG9).

Nao ¢ dificil provar que IT(x) é o coproduto de IT(x') e IT(x?). Note que para todo n-cubo

cruzado de grupos G e a € G4 podemos definir um morfismo de n-cubos cruzados de grupos
for (X)) =G
o pp(a) se A/C A

(fo)ar () = § kA
1 c.c.

Logo podemos definir o produto generalizado de Whitehead da seguinte maneira. Seja X um

n-cubo de fibragoes. Definimos o produto generalizado de Whitehead para cada par A, B C (n)
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como sendo

@ m(Xap) X m(Xpg) = m(Xaupp)

(a,b) = (fa ® £5) avs([24uss #aus))

Note que estamos usando o mesmo simbolo ® para o produto generalizado de Whitehead e
o produto tensorial nao abeliano. Isso é para explicitar a relagao entre essas duas operacoes que
ficaré clara pelas aplicacoes do capitulo 1. Ficaré claro o que queremos dizer com esse simbolo pelo

contexto.






Capitulo 4
Aplicacoes

Veremos nesse capitulo algumas aplicagoes do teorema generalizado de Seifert-van Kampen.
Comegaremos nos focando em mostrando como os célculos de modulos cruzados induzidos que
fizemos na se¢do 1.5 podem ser usados para computar certos grupos de homotopia relativos e como
ele nos da a descrigao de mo(X;U) quando X ¢ obtido de U colando 2-células, obtido pela primeira
vez por Whitehead.

Na segunda se¢cao mostramos como a teoria apresentada consegue demonstrar o teorema de
Blakers-Massey sobre grupos de homotopia de triades com hipdteses sobre a triade mais fracas que
no resultado original.

A terceira segao apresenta um teorema de excisao para (n+ 1)-tuplas de espagos e mostraremos
como esse resultado implica um teorema generalizado de Hurewicz e uma generalizagao da formula
de Hopf para os grupos de homologia de um grupo. Vemos também como usar o teorema de excisao
para descrever o efeito que colar 3-células tem no grupo de homotopia de uma triade de espagos.

A quarta secdo mostra como Ellis e Mikhailov obtiveram uma férmula para os grupos de homo-

topia da esfera originalmente obtida por Wu usando outros métodos.
4.1 Aplicagoes de mddulos cruzados induzidos

Veremos agora como o teorema 3.5.1 nos permite aplicar os resultados da secao 1.5 para
computar certos moédulos cruzados fundamentais. Relembrando a notagao, dado um moédulo cruzado
M = (o : Mgy — Mp), um grupo G e um homomorfismo de grupos fg : My — G temos o modulo
cruzado induzido de M por fp denotado por fy, M = (pu: fp. M1y — G). Na segao 1.5 podem ser
encontradas apresentagoes do grupo fy, M1} para diferentes hipoteses sobre M, G e fy.

Comecemos analisando como computar o médulo cruzado de um espago que é a uniao de dois

abertos.

Teorema 4.1.1. Suponha que X € a uniao dos abertos conexos por caminhosV e A, que W = VNA
é conexo por caminhos e que o par (V; W) é conexo. Entiao (X; A) € conexo e mo(X; A) — m1(A) €

o modulo cruzado induzido de mo(V; W) — m (W) pelo homomorfismo w1 (W) — w1 (A).

Demonstragao: Temos portanto os seguintes diagramas, sendo que o da esquerda esta na
categoria dos pares de espagos, o da direita na categoria dos médulos cruzados e temos que o da

esquerda ¢ mandado para o da direita por IT (Note que m(Z; Z) = 1 para qualquer espago 7).

(W; W) ——(4; 4) (I = m(W)) (1 = m(A))

S | |

(Vs W) —=(X;4) (mo(V; W) = m (W) —— (ma(X5 A) = mi(4))

69
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Como o diagrama da esquerda é um pushout que satisfaz as hipoteses do teorema 3.5.1 temos
por esse teorema que o diagrama da direita também é um pushout. Logo o que geriamos segue do
teorema 1.5.4.1

Podemos usar esse resultado para computar o grupo de homotopia relativo de dimensao 2 do

cone de uma aplicacao f: W — A, e até o grupo de homotopia absoluto caso m(A) seja trivial.

Corolario 4.1.2. Sejam W e A espagos conexos por caminhos e ¢ : W — A uma cofibragao fechada.
Denote por X = AUy CW o cone de ¢ e por fy : m (W) — m1(A) o homomorfismo induzido por
¢. Entao (X;A) € conexo e o médulo cruzado ma(X; A) — w1 (A) € isomorfo ao mddulo cruzado
induzido de mo(CW, W) Z 11 (W) — m (W), cujo morfismo € a identidade, pelo homomorfismo fy.
Em particular, se ma(A) =0, entao ma(X) € isomorfo ao kernel de p : fy,mi (W) — m1(A)

Demonstragao: Esse resultado segue do teorema 4.1.1 j& que para todo espago W temos que
o par (CW, W) é conexo e existem abertos U; e Uy de X tais que CW C U; e A C Uy, e Uj retrai
por deformagao em CW e U, retrai por deformacao em A. O caso particular em que ma(A4) = 0
segue da sequéncia exata do par.Hl

Como consequéncia direta do tltimo corolario obtemos o resultado que o grupo de homotopia
relativa ma(X; A) de um espago X obtido a partir de um espago A colando 2-células pode ser descrito
pelo conceito de modulos cruzados livre da definigao 1.5.7, como foi provado pela primeira vez por
Whitehead [Whi49].

Teorema 4.1.3 (Whitehead). Seja X = AU {e3}ren obtido do espago conexo por caminhos A
colando 2-células. Entdo o mddulo cruzado ma(X; A) — m(A) € isomorfo ao mdédulo cruzado livre

gerado pela funcdo dada pelas aplicagoes de bordo.

A— 7T1(A)

A= [86%\]

Em particular, no caso em que A é um disco e colamos uma 2-célula em seu bordo via a fungao
identidade obtemos facilmente que X é homotépico a esfera $2 e como A é contratil temos que
mo(X) Em(X;A) 2 Z

4.2 Teorema de Blakers-Massey

Veremos agora como usar os resultados da se¢ao 1.7 sobre n-cubos cruzados de grupos (n — 1)-
universais para computar certos grupos de homotopia de (n + 1)-tuplas. Como consequéncia desse
resultado e do teorema 3.5.1 temos uma versao do teorema de Blakers-Massey [BM53b| provado
por Brown e Loday em [BL87b| com hipéteses mais fracas que as originais. Para isso precisaremos
levar em conta o produto tensorial nao-abeliano descrito na segao 1.6.

Vejamos o enunciado do teorema de Blakers-Massey original [BM51, BM52, BM53b| que nos da

informagoes sobre certos grupos de homotopia de triades de espacos.

Teorema (Blakers-Massey). Seja X um espago que é a unido de subespagos abertos U e V tais
que U, V e W =UNYV sejam conexos por caminhos, que W seja simplesmente conexo e que 0s
pares (U; W) e (V; W) sejam respectivamente (p — 1)-conexo e (¢ — 1)-conexo para p,q > 3, ou
seja m(UW)=1sel <i<p—1enj(V,W)=1sel<j<q—1. Entio a tripla (X;U,V) €
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(p+ q)-coneza e o homomorfismo
mp(Us W) @z mq(Vi W) = mpig1 (X5 U, V)

€ um isomorfismo.

Como para toda triade de espagos (X;U, V), com W = U NV, temos a sequéncia exata
o= e (XU V) 5 m (U, W) — (X V) = m (XU V) — -

esse teorema nos da informagoes em um certo intervalo de dimensoes sobre obstrugoes para a excisao
na homotopia relativa, o que investigaremos mais a fundo na préxima segao.

Veremos agora como podemos relaxar as hipéteses desse teorema para os casos em que a inter-
seccao W nao é necessariamente simplesmente conexa e em que podemos tomar p = 2 ou ¢ = 2.

Primeiro precisaremos de um resultado preliminar que sera tutil.
Teorema 4.2.1. Seja X' = (Xy; X1, ..., Xy) uma (n + 1)-tupla pontuada. Se
X, = (Xi;Xj NX;:j 751)

sao n-tuplas conexas, entdo X € conexo, II(X) € um n-cubo cruzado de grupos (n — 1)-universal e

portanto H(X)<n> tem uma apresentacao dada pelo teorema 1.7.4.

Demonstragao: Para uma (n + 1)-tupla pontuada X = (X(y); X1,...,X;) temos os n-cubos
de espacos 41X, A C (n), com (AX)A = X 4 Note que se k € A entdo (AX)A — (AX)AU{k}
¢ a identidade, logo (A)_()AyB ¢ homotopico a um ponto se AN A # (). Portanto se AN A # 0
entao H(AX)A = 1. Note também que temos inclusoes canonicas H(AX) — H(A\{k}X). Portanto
o resultado segue dos teoremas 1.7.3 ¢ 3.5.1.1

Vejamos agora como esse resultado implica o teorema de Blakers-Massey generalizado.

Teorema 4.2.2 (Blakers-Massey generalizado). Seja X um espago que € a unido de subespagos U
eV tais que U, V. e W = U NV sejam conexos por caminhos, e que os pares (U; W) e (V; W)

sejam respectivamente (p — 1)-conexo e (¢ — 1)-conexo para p,q > 2. Entao a tripla (X;U,V) €

(p + q)-coneza e o homomorfismo
(U W) @ mg(Vi W) = pi g1 (X5 U, V)

€ um isomorfismo.

Demonstragao: Tome a (p+ g — 1)-tupla x = (X;U,...,U,V,...,V) com q — 1 copias de U
e p — 1 copias de V. Usando sequéncias exatas podemos provar que m;(U;V,...,V) =2 m;(U;V) e
que m;(U;U,...,U,V,..., V) =1 para qualquer namero nao nulo de copias dos espagos. Logo, por
(U; W) ser p-conexo, se denotarmos xy = (U; U, ..., U W,...,W) com g — 1 copias de U e p — 1
copias de W, entao temos que yy é conexo e o unico grupo de homotopia nao trivial de IT(xy)
& I1(xU){q,..q+p—2} = Tp(U; W). Analogamente xy é conexo e o tnico grupo de homotopia nao
trivial de IT(xv) € II(xv)q1,..q—1} = mg(V; W). Portanto o resultado segue diretamente do teorema
4.2.1.1

Nos casos p,q > 2 esse é o resultado de Blakers e Massey sem precisar assumir que W &

simplesmente conexo, pois nesse caso m,(U; W) — w1 (W) e my(V; W) — w1 (W) sdo fungdes triviais
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e portanto m,(U; W) e my(V; W) sdo grupos abelianos que agem trivialmente um no outro, logo
pelo teorema 1.6.5 o produto tensorial no teorema é o produto tensorial abeliano usual. Porém nos
casos em que p ou ¢ é igual a 2 os grupos envolvidos podem ser nao-abelianos e a acao pode ser
nao trivial, logo devemos considerar o produto tensorial mais geral.

Em particular podemos tomar X = $2 e U e V os hemisférios norte e sul respectivamente. O
resultado acima nos da que o 2-cubo cruzado associado a essa triade é dado por

7072 7

0 1

Z

N<~——X

1

~

e que como U e V sdo contrateis é possivel mostrar por sequencias exatas que 73($?) = m3(X; U, V)
m(U;W)@m(ViW) 2 ZQZ 7.

4.3 Excisao, teorema de Hurewicz e formulas de Hopf

Mostraremos agora como em |[BL87b| e [BE88] os resultados cléassicos de excisao homotopica para
pares de espagos, o teorema de Hurewicz e a férmula de Hopf para o segundo grupo de homologia
de um grupo foram generalizados. No final dessa se¢ao também aplicamos o teorema de excisao no
caso n = 2 para descrever o terceiro grupo de homotopia de uma triade de espagos (X U)\\E/Ae?/{; U,Vv)
obtida colando 3-células em X.

Notemos que é facil provar usando a sequéncia exata homotopica da triade de espagos (X; U, V)

que o teorema 4.2.2 da secao anterior implica o teorema de excisao homotdpica classico.

Teorema (Excisao). Seja X um espago que € a uniao dos abertos U eV tais que U, V e W =UNV
sejam conezos por caminhos, e que os pares (U; W) e (V; W) sejam respectivamente (p — 1)-conexo

e (¢ — 1)-conexo para p,q > 2. Entao a inclusao (U; W) — (X; V) induz um homomorfismo
m(Us W) = me (X5 V)

que € um isomorfismo para k < p+ q — 2 e uma sobrejecao para k =p+q — 1.

Veremos agora um teorema de excisao homotopica para (n+ 1)-tuplas de espagos que generaliza
0 que vimos sobre excisao para grupos de homotopia de pares de espagos. Usaremos os conceitos e

resultados da secao 1.8 tanto para enunciar o teorema quanto na sua demonstragao.

Teorema 4.3.1 (Excis@o para (n+1)-tuplas de espagos). Seja X a unido de abertos U, Vi,..., V,,
e seja Wy =UNV; para i € (n). Sejam x = (U;Wi,...,Wy) e YT = (X;V4,...,V,) tais que x €
conezo e (Vi; V; NV 1 j #1i) sao conexos para todo i € (n). Note que temos o morfismo de inclusdo

X = Y. Entio Y € conexo e € o n-cubo cruzado de grupos (n—1)-induzido de II(x) por i~ !, aonde

i"~1 ¢ 0 morfismo de (n—1,n) cantos cruzados de grupos associado ao morfismo i : I (x) — II(Y)

induzido pela inclusdo.

Demonstragao: Podemos usar o recobrimento {X, Vi,...,V,,} de Y de forma que o diagrama
de n-cubos fibrantes determinado por esse recobrimento, como na hipotese do teorema 3.5.1, é
levado pelo funtor I para um diagrama como o descrito nas hipoteses do teorema 1.8.2, logo o

resultado segue dos dois teoremas mencionados.ll



4.3. Excisao, teorema de Hurewicz e férmulas de Hopf 73

Podemos usar esse resultado para provar uma generalizagao do teorema de Hurewicz, que nos

d& uma relagao entre os grupos de homotopia de um espago com os seus grupos de homologia.

Teorema (Hurewicz). Seja X um espago (n — 1)-conexo. Entao temos que Hyp(X) € trivial para

todok=1,...,n—1 e para k =n,n+ 1 existe um homomorfismo
me(X) — Hy(X)

que € sobrejetor se k =n 4+ 1, é um isomorfismo se k =n > 2 e € a abelianizacdo se k =n = 1.

Queremos generalizar a partir desse resultado uma relagdo entre os grupos de homotopia de
(n + 1)-tuplas de espagos com os grupos de homologia hiper-relativos que introduziremos agora. A
ideia aqui é copiar uma construcao da sequéncia exata da homologia de um par de espagos usando
cones das fungoes inclusdes. Seja U um subespago de X. Entao temos que H;(X;U) = H;(XUCU),
ja que como cones sao contrateis temos pela sequencia exata do par H;( X UCU) = H;(XUCU;CU)
e por excisao da homologia obtemos H;(X;U) = H;(X UCU;CU).

De fato temos que a sequéncia de espagos U — X — X U CU, por ser uma sequéncia de

cofibragoes, induz a sequéncia exata de homologia abaixo [May99, Cap. 14].
oo > Hpy(U) - H(X) - H,(XUCU) - Hp,1(U) — - -

Seguindo a ideia dessa relagdo podemos portanto definir para uma (n + 1)-tupla de espagos
X(X; X1,...,X,) os grupos de homologia hiper-relativos dados por H;(X; X1,...,X,) = H;(X U

C(XjU---UX,)). Temos assim a seguinte generalizagao do teorema de Hurewicz.

Teorema 4.3.2 (Hurewicz para (n+ 1)-tuplas de espagos). Seja x = (X; X1,...,X,) uma (n+1)-
tupla de espacos tais que cada inclusdo de X; em X € uma cofibragcao fechada, e o n-cubo de
fibragoes associado € conexo. Entao o espacoY = X UC(X3U---UX,,) é n-conexo e Hy11(Y) =
Hp 1 (X5 Xy, ..., Xy) € dsomorfo ao quociente de I1(x)ny = mnt1(X; X1, ..., Xy) pelos subgrupos
normais dados por h(II(x)g, II(x)c) para B,C C (n) tais que BUC = (n).

Demonstragio: Seja v o vértice do cone em ¥ = X UC(X; U---UX,,) e seja X; uma
vizinhanga aberta de X; em X que retrai por deformacgao em X;, que existe pela hipotese que suas
inclusoes sao cofibragoes fechadas [May99, Cap. 6, Teo. 1]. O recobrimento de Y dado por V =
{X,CXy,...,CX,} determina um diagrama de n-cubos de fibragoes homotopicamente equivalente
ao diagrama dado pelo recobrimento por abertos V' = {Y \ {v},CX; U X],...,CX,, UX]}, sendo
que para o recobrimento V' vale o teorema 4.3.1 acima. Como para ¥ = (Y;CX;,...,CX,,) temos
que o (n — 1)-canto cruzado de grupos IT(Y)"~! é trivial, ji que todo cone é contratil, temos que a
n-conectividade de Y é dada pelo teorema 3.4.7 e a descrigao de Hy+1(Y) segue do fato que (Triv
(X)) ny = Tat1(Y;C X1, ..., CXy), do fato que mp 41 (Y;C Xy, ... ,CXp) = m41(Y) e do teorema
de Hurewicz classico, ja que por 3.4.7 temos que 7;(Y) = m;(B o II(Y)) é trivial parai <n+ 1.0

Podemos agora mostrar como usar esses resultado para achar féormulas para os grupos de ho-
mologia de dimensoes arbitrarias de um grupo analogas a férmula de Hopf para o segundo grupo
de homologia. Daremos uma derivagao para a férmula de Hopf original pois esse caso serve como
uma ilustracao para a demonstragao do caso geral.

Teorema (Formula de Hopf). Seja F' um grupo e R um subgrupo normal tal que Hy(F) = 0.

. ~ RN[F,F
Podemos por exemplo tomar F um grupo livre. Entao para G = % temos que Ha(G) = [r;[,?R’] ]
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Demonstragao: Para derivar esse resultado note que o homomorfismo quociente F' — % induz
uma sequencia de cofibragdo B(F) — B (%) — B (%) UCB(F), e o teorema 4.3.2 para n = 1 nos
da que Hy(B (%) ; B(F')) é isomorfo a my(B (%) ; B(F')) = R quocientado pelo subgrupo normal

[F, R]. A formula de Hopf segue entdo da sequencia exata de homologia.

R F G

Fr FH _Ga 0™

0 — H2(G) —

Para usarmos o teorema de Hurewicz no estudo da homologia de grupos precisaremos construir
n-cubos de fibragoes a partir de (n + 1)-tuplas de grupos. Seja GG um grupo, {N;};c(,y subgrupos
normais de G e B o funtor que leva grupos ao seu espago de classificagdo. Podemos construir um
n-cubo de fibragoes B(G) associado a (n + 1)-tupla de grupos G = (G; Ny, ..., N,) aonde

ﬂ( I1 Nb>
a€A \be BU{a}

B(G =B
(9)a,B TN
beB
B(N1 N N2N N3) B(Ny N N3) B(MNANN: )
~—a ~
B(N1 N Ny) B(Ny) B("2?)
~o EN A
e B —— L pa)
B(N2 N N3) B(N3) l B(Hlh) i
— ~ T~
BN — > 5(0) O
g
B(Nabia) ‘ ‘ B(S) ‘ | B(x%-)
N3 v N3 v N2N3
(NN, B l BN l
~ ~ ~0
B4) B() — BlxSs) _
B35 By B(wvws)

Figura 4.1: 3-cubo de fibragdes associado aos subgrupos normais N1, Ny e N3 de G.

Para podermos aplicar o teorema 3.5.1 a essa estrutura precisaremos de uma formulagao algé-

brica de conectividade descrita no lema abaixo.

Lema 4.3.3. Seja G = (G; Ny, ..., Ny) uma (n+1)-tupla de grupos normais. O n-cubo de fibragoes

B(G) € conexo se, e somente se, n = 1,2 ou para todo I,J C (n) com |I| >2 e |J| > 1 temos
() (1) -0 ( 10
i€l jeJ iel \jeJu{i}
Demonstragao: Sempre temos que
() (1) en (10
iel jeJ el \jeJu{i}

e que temos a igualdade se |I| < 1 ou |J| = 0, portanto sempre é verdade se n = 1 ou n = 2. Por
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inducao no tamanho de I temos que

Im (B(G)1,5 — B(G)1,50k) = <ﬂNz) H N

el jeJu{k}

Logo o lema segue da sequéncia exata das fibragoes B(G)uk,s — B(G)1,0 — B(G)r,ur. B

Sendo Hy,+1(F; Ry,...,Ry) = Hpt1 (B (]‘[FR> ;B <HFR> 1k e <n>> temos o seguinte
i€(n) i€(n)\{k}
corolario do teorema 4.3.2.

Corolario 4.3.4. Seja F' um grupo e {Ri}i€<n> uma familia de subgrupos normais de F' tais que

B(F;Ry,...,R,) € conexo. Entao existe um isomorfismo
o™
ie(n
Hn+l(F;R17"' 7Rn) =
N R;, NR;
Agm LeA Y igA Z}

Com isso podemos agora derivar férmulas para os grupos de homologia um grupo em dimensdes

arbitrarias analogas & féormula de Hopf.

Teorema 4.3.5 (Formula de Hopf para Hyy1(G)). Sejam F um grupo e {R;}icny uma familia

de subgrupos normais de F tais que B(F;Ry,...,Ry,) € conexo e para cada subconjunto proprio
A C (n) os grupos H, <HF&> sao triviais para r =2 se A =10, e parar = |A| +1 e |A| + 2 se
A # (). Entao se denotar;rezzs G = HFRi existe um isomorfismo
o R;N[F, F]
Hyn(G) = —<0
Agn) LQARi’z‘QARi]
A hipotese que B(F; Ry, ..., Ry) deve ser conexo nao foi incluida no artigo original |[BES88|, e

contraexemplos para o enunciado original foram encontrados por outros autores. Um tal contra-
exemplo, assim como uma demonstracao puramente algébrica desse resultado, pode ser encontrado
no artigo de Donadze, Inassaridze e Porter [DIP05].
Demonstragao: Essa formula segue do corolario e do fato que nas condigoes do teorema temos
que a sequéncia
0— Hy11(G) = Hyp1(F5 Ry, ... Ry) = Hi(F) = [F],?F]
é exata. Provaremos portanto a exatidao dessa sequéncia. Note que sempre temos por inducao no

tamanho de B que a sequéncia

[T R II R

F  jeAu{i} ) F jeAU{i,k} .
-— H, ; 1€ B| — H, ; ie€B| —
I[TR," 1IR, II »° Il R
jeA jeA JEAULk}  jeAU[k}
F j }\_I{'}Rj F j }‘_[{'}Rj
—~ H, Y e BUk) | - Hy Y e B | o (A1)
I[IR;" 1IR, I[TR," IIR,

jeA jeA jeA jeA
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é exata.

Isso implica que, como assumimos Hr(ﬁ) triviais para r = 2 se A = (), e para r = |A| +
T
i€EA

lel|Al+2se A # 0 entdo temos por indugdo no tamanho de B que se AU B # (n) entdo
TR
H, <f&;% S B) étrivialser = |B|+2e A=0,eparar =|AUB|+1e|AUB|+2
JEA JEA
se A # (.
Temos portanto que se AU B = (n) e A, B # () entéao
F fll_[{ }Rj F (A\g}) {}Rj
je AU , j€ ufi ‘
Hyiq ? ci€B| ~H, : i€ BU{k}
[[R;" IR, Il R Il R,
JjEA JEA jeA\{k} jeA\{k}
e portanto por inducao se AU B = (n) e A # () entao
je AU{i
Hp1 (G) 2 Hyyq 2 icB (4.2)
[1r;" IR

JEA JEA

Da sequéncia exata (4.1) também podemos concluir que se B # (n) e k € B entdao o homomor-
fismo
H|B|+1(F,RZZGB)—>H|B|(F,RZZEB\{]€}) (43)

é uma injegao.

Finalmente podemos ver que temos a sequéncia exata

F RiR R,1R
0_>Hn+1 ) ! na"'> ol _>Hn+1(F;R1>"'7Rn)_>Hn(F;R1)"'7Rn71)7
R, R, R,
pois vimos que Hyi1 (F;Ry,...,Ry,—1) deve ser trivial. O que queriamos segue entdo de que
Hpi1(G) 2 Hyp (Rin; Rﬁf", A R"éf") por (4.2) e de que iterando (4.3) n vezes obtemos que

H, (F;Ry,...,Ry,—1) — H{(F) é uma injecao.l

Mostramos agora uma outra aplicacdo do teorema de excisao, agora para provar um resul-
tado andlogo ao teorema 4.1.3 sobre os grupos de homotopia relativo de espacos obtidos colando
2-células, provado originalmente por Whitehead. daremos uma descri¢ao explicita do grupo de ho-
motopia 73 (X /\LeJA e?)’\; U,V), aonde X /\EJA ei é o espago obtido de X colando 3-células, a partir de

informagoes contidas no 2-cubo cruzado de grupos II(X;U, V) e das aplicagoes de colagem fy.

Teorema 4.3.6. Seja X um espaco que € a uniao de abertos U eV, aonde U, V e W =UNV
sao conezxos e os pares (U; W) e (V; W) sao 1-conexos. Sejam f : (SQ;EJ%,E%) — (X;U, V) uma

amilia de aplicagoes pontuadas indexadas por A € A e seja ey o espago obtido de X colando
familia de aplicago tuadas indexad AeA 'X)\UA?)’\ btido de X coland
€

3-células via as aplicacoes fy. Temos entdo a sequinte descri¢cao do grupo 7['3(X)\UA6§)\; U,V). Denote
=
por
L € (BT SY), 1o e m(E%;SY), cem(Sh)
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0s geradores dos seus respectivos grupos, aonde p(t4+) = p(t—) =1, e por

ux = fale4) € m(U,W)
V) = f)\(L_) S 7T2(V, W)
wy = fA(t) € m (W)

as imagens dos geradores. Seja F(¢) — w1 (W) o mddulo cruzado livre gerado pela fungao

gb:A—)?Tl(W)

/\»—>w,\

Entao m3(X AUA e3;U, V) € isomorfo ao quociente do produto livre de F(¢) e ma(U; W) @ mo(V; W)
€
pelas relacoes
[(’LU, )‘)7 (’LU, )‘/)] = (qu ® wUX)

(u®v)(w, )(u @)™ = ([p(u), p(v)]w, A)
lv)

Demonstragao: Seja f : /\\/ASZ — X a aplicagdo determinada pelas aplicagoes f), e seja
€

(’11)7 A) (U & 'U)(w, )\)71 = (wwkw_lu ® WWA W™

My seu cilindro de aplicagdo. Defina Y = (M; U V E3)/ ~ aonde identificamos o bordo de
! ! AeA A
E3$ com {1} x $3. Entdo Y possui um recobrimento {Z, By, B2} tal que (Y;Bj, B2) é homoto-
picamente equivalente a (X /\UA e?)’\; U,V)e (Z;Z N By,Z N By) é homotopicamente equivalente a
€
Y= ()\\/AE)g\; AVA(Ei)A, )\\/A(E%)A). Como o recobrimento {Z, By, B2} de Y satisfaz as hipoteses do
€ € €
teorema de excisao 4.3.1 obtemos a apresentacao de m3(X /\UA e?/{; U,V) dada pelo teorema 1.8.3
€

lembrando que para F'(A) o grupo livre com geradores os elementos de A temos que I1(X) é o 2-cubo

cruzado
F(A) ——=F(A)

F(A) ——=F(A)
aonde todos os morfismos sao a identidade e as fungoes h sao dadas por comutadores.ll

4.4 Colimites de espagos de classificagao de grupos e os grupos de homotopia
de $2

Ellis e Mikhailov estudaram em [EM10] como calcular os grupos de homotopia de certos colimites
de espagos de classificagdo de grupos. Usando ideias analogas a da se¢ao anterior podemos construir
a partir de uma (n + 1)-tupla de grupos normais G = (G; Ny ..., N,;) um n-cubo de fibragoes C(G)
com C(G)a,p = B(G)a,p quando AU B # (n), com

C(g)®,<n) = COhmTOPB(g)VJ,B
BC(n)

e com os outros C(G)a,p com AU B = (n) dados indutivamente em A como sendo a fibra de

C(9) a\iry,B = C(9) a\(k},BURK} -
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Temos entao nesse caso uma descrigio alternativa dos grupos de homotopia do espago C(G)g, (),
em contraste da dada na secao 3.4.
Teorema 4.4.1. Sejam {N;}ic(n) subgrupos normais de G tais que os (n — 1)-cubos de espagos
B(G;N; :i € (n)\ {j}) sio conexos para cada j € (n), e seja X o espago C(G)p ny- Entio temos

que

1€(n)

(o) (o)

Tm(X) = ,

TuJ=A el jeJ beB
INnJ=0
I,J#0

para 2 <m <n, A,BC (n), |[A|=m e B=(n)\ A4, e que
7Tn+1(X) = Ker (7T1(C(Q)<n>,@) — G) .

Demonstragao: O grupo fundamental de X segue do teorema de Seifert-van Kampen classico.
Para k € (n), AUB = (n) \ {k} e m > 3 temos, pela sequéncia exata da fibracao e o fato
que C(G)a,p € um espago de classificagdo e portanto é um espaco de Eilenberg-MacLane do tipo

K(m, 1), que
Tm(C(G) a,Buik}y) = Tm-1(C(G) AUk}, B); (4.4)

m2(C(G) a,putry) = Ker (m1(C(G) aviry,p) = m(C(G)a,B)); (4.5)

m1(C(G)a,B) (4.6)
Im (m1(C(9) avqry,B) = T(C(G)a,B)) .

Pelo teorema 4.2.1, o lema 4.3.3 e (4.6) temos entao

m(C(9) a,BUlk}) =

ﬂA< I1 Nb)
ae beBU{a
1(C(G) A Bugny) = chote) . (A7)
I1 [ﬂ( I Nb>,ﬂ< I1 Nb)]
1uJ=Au{k} |i€l \be BU{i} JjeJ \beBU{j}
InJ=0
1,J#0

Como cada pig : m1(C(G)a,8) — T1(C(G) A\{a},5) ¢ uma inclusdo temos por (4.5) que

maC@amp) = ( (20 ) (€O amuD ) NKer (11(C(O) 0.5 = m(CO0)

ﬂ( 11 Nb>ﬁ< I1 Nb>
a€A \beBU{a} be BU{k}

I1 [ﬂ(HNb>,ﬂ<HNb>]
rus=Au{k} |icl \be BU{i} Jj€J \beBU{j}

InJ=0
1,770
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N ( [1 Nb>
ac AU{k} \be BU{a}

= (4.8)
1uJ=AU{k} |i€l \be BU{i} jeJ \beBU{j}
InJ=0
1,J#0

Assim pelo lema 4.3.3, usando a hipotese de conectividade, e por (4.4) e (4.8) obtemos a formula
de 7, (X) para 2 < m < n dada no teorema. A féormula de m,4+1(X) segue imediatamente de (4.4)
e (4.5).1

Vejamos agora como esse resultado nos permite encontrar uma féormula para os grupos de homo-
topia da esfera de dimensao dois. Primeiro, precisaremos de uma defini¢do. Lembre que para toda
apresentacao de grupos P = (X|R) podemos associar um CW-complexo de dimensao 2 dado por
um bouquet de circulos indexados pelos elementos de X e colando discos indexados pelos elementos
de R. Dizemos que uma apresentacao de um grupo é aesférica se o CW-complexo associado a essa

apresentacao tiver os grupos de homotopia triviais em dimensées maiores que 1.

Definigao 4.4.2. Uma apresentagao P = (X|Rq,...,Ry) de um grupo ¢é quase aesférica se ela nao
for aesférica e P = (X|R;,,...,Ri,) ¢ aesférica para todo subconjunto proprio {R;,,..., R, } C
{R1,...,Rn}.

Considere uma apresentacao quase aesférica do grupo trivial P = (X|ry,...,7,), e denote por

Kp seu 2-complexo associado. O complexo de cadeia CyKp tem CoKp = Z", C1Kp = Z™ ¢ um
epimorfismo natural CoKp — C1Kp, cujo kernel é isomorfo a Ho(Kp) = mo(Kp) = 7Z, logo Kp ¢é
homotopicamente equivalente a $2.

Sendo F o grupo livre nos geradores 1, ..., x, ¢ R; = (r;)¥" temos a seguinte apresentacio dos

grupos de homotopia da esfera.

Teorema 4.4.3. Os grupo de homotopia da esfera $% tem apresentacdo

N R

~ ke(n+1)
7rn+1(S2) =
H ﬂ R;, ﬂ Rj
IuJ=(n+1) |i€l jeJ
InJ=0

I1,J#0

Demonstragao: Note que $2 = Kp = C(F;R; : i € (n + 1)) (n+1) © que por P ser quase
aesférico esse cubo de fibragoes é conexo. Logo a férmula do teorema é consequéncia direta do
teorema 4.4.1.1

Em particular tomando a apresentagdo quase aesférica Pywy = (T1,...,Tn|T1, .., Tp, T1 ... Ty)

recuperamos a formula encontrada por J. Wu[Wu01].
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