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Resumo

GRANDO, T. A Propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas. 2016. Tese(Doutorado) -
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

Estudamos a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobés para operadores, (BPBP), defi-
nidos entre espagos de Banach. Nosso objetivo foi o de procurar pares de espagos de Ba-
nach que possuem a BPBP. Assim, provamos que, se o par de espacos de Banach reais
(co (B2, 6y),Y) satisfaz a BPBP, onde Y é um espago de Banach estritamente convexo,
entao Y é uniformemente convexo. No estudo da BPBP aparecem diversas outras propri-
edades, dentre elas destacamos a Approzimate hyperplane series property (AHSP). Nesta
diregao, considerando (K, (X;)iek, Z) um espago de fun¢ao modulo, provamos que Z satisfaz
a AHSP desde que X, satisfaca a AHSP para todo t € K. Além disso, sob determinadas
condicoes provamos a reciproca desse resultado. Como consequéncia, provamos que um es-
paco de Banach X tem a AHSP se, e somente se, Co(L, X) tem a AHSP, para todo espago
localmente compacto Hausdorff L nao-vazio.

Concomitantemente ao estudo da BPBP, estudamos técnicas de caracterizagao dos con-
juntos compactos de ¢y. Com essas técnicas, caracterizamos os conjuntos compactos de
Co (@21 @;), 1 < p < oo e do prédual do espago de Lorentz, d,(w,1).

Palavras-chave: propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores, operadores que

atingem a norma, propriedade AHSP, espacos de funcao modulo, conjuntos compactos
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Abstract

GRANDO, T. Bishop-Phelps-Bollobas property. 2016. Tese(Doutorado) - Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

We study the Bishop-Phelps-Bollobés property for operators, (BPBP), defined between
Banach spaces. Our goal was to look for pairs of Banach spaces satisfying the BPBP. We
prove that if the pair of real Banach spaces (co (-, 04),Y) satisfy BPBP, where Y is a
strictly convex Banach space, then Y is an uniformly convex space. In the study of BPBP,
it appears other properties, such the Approzimate hyperplane series property for Banach
spaces. In this sense, we proved that if (K, (X})iex,Z) is function module space, then Z
satisfies AHSP if X; has the AHSP for all t € K. Moreover, under certain conditions we
proved the reciprocal of this result. As a consequence, a Banach space X has the AHSP if,
and only if, Co(L, X) has the AHSP, for every non-empty locally compact Hausdorff space
L.

Concomitantly to the study of BPBP, we study techniques of characterization of com-
pact sets of ¢y. With these techniques, we characterize the compact sets of the spaces
Co (EB;’; 6;), 1 < p < 0o and the predual of Lorentz sequence space d,(w, 1).

Keywords: Bishop-Phelps-Bollobas, norm-attaining operators, compact subsets
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NA(X;Y)
C(K, X)

Co(L, X)

X*

(K’ (Xt>teK7 Z)

Lista de Simbolos

o conjunto dos nimeros naturais;

o conjunto dos ntimeros inteiros estritamente positivos;
0 corpo dos numeros reais;

o corpo dos ntmeros complexos;

o corpo R ou C;

espagos de Banach sobre K;

a bola unitaria fechada de X;

a esfera unitaria de X;

bola fechada centrada em x de raio ¢;

o espaco de Banach de todas as

aplicagoes lineares e continuas de X em Y

o conjunto dos operadores de X em Y que atingem a norma;
espago das fungoes continuas de K em X,

K compacto;

espago das fungoes continuas de L em X que se anulam no infinito
L localmente compacto;

o espago L(X,K), dual de X;

espago de funcao modulo;

o espaco das fungoes holomorfas definidas em X;

o espaco das sequéncias p-somaveis;

o espaco K" com a norma p;

subconjunto finito de N, ver p. 4;

1X
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Co espaco das sequéncias que convergem a zero;
ey conjunto das sequéncias de niimeros reais positivos

que convergem a Zero;
supp y suporte da sequéncia y;
U (Bre, £5)  espaco de Stegal, ver p. 4;

Co (@20:1 ES) prédual do espago de Stegal, ver p. 4;

d(w, 1) espaco de sequéncias de Lorentz, ver p. 6;
dy(w, 1) prédual do espago d(w, 1), ver p. 7;
Py operador de projecao nas coordenadas de A C N;

€y funcional coordenado.



Introducao

Na década de 50, o matematico R. James apresentou condi¢oes necessarias e suficientes
para que um espago de Banach X seja reflexivo. Tal resultado é conhecido como Teorema

de James, e nos diz que:

Teorema 0.1 (R. James). Um espa¢o de Banach X € reflexivo se, e somente se, todo

funcional linear e continuo definido em X atinge a norma.

Inspirados no resultado de James, em 1961, E. Bishop e R. Phelps comecam a estudar
classes de funcionais lineares continuos definidos em espacos de Banach X nao reflexivos, que
atingem a norma. Com isso, provaram que se X é um espago de Banach, entao o conjunto dos
funcionais lineares e continuos definidos em X que atingem a norma, é denso em X*. Este
resultado é conhecido como Teorema de Bishop-Phelps [11]. A partir dai surge a idéia natural
de estudar este resultado para operadores lineares e continuos. Mais concretamente, para
que espagos de Banach X e Y o conjunto dos operadores que atingem a norma, N A(X,Y), é
denso no espago L(X,Y") dos operadores lineares e continuos? O estudo deste topico produziu
uma teoria com resultados profundos e elegantes. Em 1963, J. Lindenstrauss [25], mostrou
que, quando X é reflexivo, entao N A(X,Y) é denso em L(X,Y), para todo espago de Banach
Y, e, mostrou através de um exemplo, que a hipdtese de reflexibilidade de X é essencial.
Em 1977, J. Bourgain provou um resultado analogo ao de Lindenstrauss, para espagos de
Banach X que possuem a propriedade de Radon-Nikodym. Quer dizer, dados X e Y espacos
de Banach, tem-se que N A(X,Y) serd denso em L£(X,Y) sempre que X for reflexivo ou
X tiver a propriedade de Radon-Nikodym. A partir dai, surgiram muitos trabalhos nesta
direcdo, dentre eles destacamos [1], [2], [3], [6], [21], [29], [30].

Motivado por alguns problemas sobre o intervalo numérico de um operador, B. Bollobas

em [12], provou uma versao quantitativa do teorema de Bishop-Phelps [11]. Esse teorema

X1
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ficou conhecido como teorema de Bishop-Phelps-Bollobés.

Teorema 0.2 (B. Bollobas). Seja € > 0 um nimero arbitrdario. Se x € Bx e x* € Sx« tais
que |1 —a*(x)| < %, entdo existem y € Sx e y* € Sx« tais que y*(y) = 1, ||ly —z| < e e

ly* —*[| <.

Assim, podemos nos questionar sobre as possiveis extensoes do teorema de Bishop-
Phelps-Bollobas a operadores definidos entre dois espagos de Banach quaisquer. Em geral, é
falso que para cada par de espagos de Banach X e Y, NA(X,Y) é denso em L(X,Y). Por
isso, nao héa grandes expectativas de que um teorema do tipo Bishop-Phelps-Bollobas venha
ser valido de um modo geral. Tendo em vista buscar resultados positivos a essa questao,
M. D. Acosta, R. M. Aron, D. Garcia e M. Maestre em [4], introduziram a propriedade
de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores(BPBP). Especificamente, um par de espagos de
Banach (X,Y’) possui a BPBP se, para cada € > 0 existir n(e) > 0 tal que, para cada ope-
rador linear e continuo 7' : X — Y, ||T|| =1, se x € X, ||z|| = 1 satisfaz ||T'(z)| > 1 —n(e),
entdao podemos aproximar 7" a um operador R e x a um vetor zo, onde ||R|| = 1, ||zo]] = 1
e R atinge a norma em zy. No estudo do teorema de Bishop-Phelps para operadores entre
espagos de Banach quaisquer, ha duas questoes a serem consideradas:

1. Para que espago de Banach X, NA(X,Y) é denso em L(X,Y), para todo espago de
Banach Y7

2. Para que espago de Banach Y, NA(X,Y) é denso em £L(X,Y), para todo espago de
Banach X7

W. Schachermayer em [30], apresentou uma resposta a pergunta 1. Ele introduziu uma
propriedade, denominada «, e mostrou que se X tiver tal propriedade entao a resposta a 1.
é positiva. A segunda pergunta foi respondida de maneira afirmativa por J. Lindenstrauss
em [25], introduzindo uma propriedade, denominada [, ao espago de Banach Y. Essas duas
propriedades generalizam em algum sentido a situagao geométrica dos espagos ¢ e cg, res-
pectivamente. Em [4], os autores fizeram perguntas semelhantes a 1. e 2., mas no sentido
do teorema de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores. Nesse artigo, provaram que o par
(X,Y) tem a propriedade BPBP sempre que Y tem a propriedade 5 de Lindenstrauss.

No caso dual, fixando ¢; no dominio, os autores definiram condigoes necesséarias e sufici-
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entes ao espago de Banach Y, para que o par (¢1,Y) possua a BPBP. A essas condigoes
deram o nome de Approzimate hyperplane series property (AHSP) e provaram que vérios
espagos possuem a AHSP: os espagos de dimenséo finita, C(K') para todo espago Hausdorff
compacto K, Li(u) para toda medida o-finita x4 e todo espago de Banach uniformemente
convexo. Além disso provaram que o par (¢2,Y") tem a BPBP para todo espaco de Banach
Y uniformemente convexo. Em [4] os autores perguntaram se para todo Y uniformemente
convexo, o par (cg, Y') satisfaz a BPBP. Em 2013, S. Kim [23] respondeu a questao de forma
positiva.

Neste trabalho, nosso objetivo é procurar pares de espacos de Banach que satisfazem a
BPBP. Primeiramente, usando as técnicas apresentadas em [23], provamos que, se o par
de espacos de Banach reais (co (D;-, ¢4),Y) satisfaz a BPBP, onde Y é um espaco de
Banach estritamente convexo, entao Y é uniformemente convexo. Conjecturamos que o par
(EOO (@Z:l é’;) , Y) satisfaz a BPBP, para cada espaco de Banach Y uniformemente convexo.
Caso ocorra, terfamos que o par (¢ (D;2, ¢5),Y) satisfaz a BPBP, para cada espago de
Banach Y uniformemente convexo. Também procuramos espacos de Banach Y que tem
a AHSP, como descrita anteriormente. Especificamente, considerando (K, (X;)iex, Z) um
espaco de funcao modulo, nos perguntamos quais seriam as condigoes sobre os espagos de

Banach (X})cx para que Z tenha a AHSP. Obtivemos o seguinte:

Teorema 0.3. Sejam K um espago Hausdorff compacto nao-vazio, (X;)iex uma familia de
espagos de Banach e (K, (X;)iek, Z) espago de fun¢iao mdodulo. Se (X;)iex tem AHSP, para
todo t € K, entao a Z tem AHSP.

Além disso, colocando a hipdtese de que a aplicagao t € K — ||z(t)]| € R é continua

para todo x € Z, conseguimos provar a reciproca do teorema acima:

Teorema 0.4. Sejam K um espago Hausdorff compacto nao-vazio, (X;)iex uma familia
de espagos de Banach e (K, (X})iex, Z) um espaco de fungao mddulo tal que a aplicagao
t € K — ||z(t)]| € R € continua para todo x € Z. Se Z tem a AHSP, entio X; tem a

AHSP para todo t € K.

Observamos que o Teorema 0.4 vale se (K, (X;)ier,Z) é um espago de fungdo moddulo

dual. Como consequéncia obtemos que C(K,X) tem a AHSP se, e somente se, X tem



xiv INTRODUCAO

a AHSP, ja que o espago C(K, X) pode ser visto como espago de fun¢do modulo, quando
consideramos K o espago base, X; = X paratodot € K e Z = C(K, X), generalizando assim
o Teorema 11 de [16]. Da mesma forma, se L é um espago topologico Hausdorff localmente

compacto e X um espago de Banach, entao Co(L, X) tem a AHSP se, e somente se, X tem

a AHSP.

Concomitantemente ao estudo da BPBP, estudamos as técnicas de caracterizagao dos
conjuntos compactos de ¢y. Recentemente, em [20], S. Dineen e J. Mujica provaram, usando
uma caracterizacao dos conjuntos compactos de ¢y, que os monémios com a ordenacao qua-
drada formam base de Schauder para os espagos (H(co), 7o), (H(co), Tw) € (Hp(co), ). Com-
preendidas as técnicas apresentadas em [20], aqui apresentaremos uma caracteriza¢ao aos
conjuntos compactos de c¢gy (@zl 61’;), 1 < p < o0 e do predual do espago de Lorentz d, (w, 1).

Com essa caracterizacao, nosso objetivo é dar continuidade ao estudo dos mondémios em

H(co (BT, 6)), 1< p < ooeH(d(w,1)).



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e alguns resultados que serao utiliza-
dos no decorrer da tese. Estaremos trabalhando com espacos de Banach reais ou complexos.
Se X é um espago de Banach ou normado, Bx e Sx denotarao a bola unitaria fechada e a
esfera unitéria respectivamente. Fixado 1 < p < oo, denotaremos por £} o espago K" munido

da norma p.

1.1 Espacos estritamente convexos e uniformemente con-
vexos

A proposta desta secao é definir e apresentar algumas equivaléncias dos espagos estrita-
mente convexos e uniformemente convexos, que sao propriedades dos espacos normados e se
referem a forma da bola unitéaria fechada. Estas duas defini¢oes foram formuladas de forma

independente em 1936 por J. Clarkson, e em 1938 por M. Krein.

Definicao 1.1. Um espa¢o normado X € dito estritamente convexo se
Ity + (1 —t)as|| < 1

sempre que x1 e Ty sao pontos distintos em Sx et € (0,1).

Geometricamente, a Defini¢ao 1.1 nos diz que um espago normado ¢ estritamente convexo

quando sua esfera unitaria nao contém segmentos de retas nao-triviais. Daremos a seguir
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alguns exemplos e contra-exemplos de espacos estritamente convexos.

Exemplos 1.2.

1. Todo espa¢o normado cuja dimensao € 0 ou 1 € estritamente convexo.

2. Os espagos €, e £ sao estritamente converos para todon € N e 1 < p < oo.

3. Os espacos l1, Ly € co nao sao estritamente convexos.

4. O espago C(K) nao € estritamente convezxo, para todo espa¢o Hausdorff compacto K
que possua pelo menos dois elementos.

Uma importante caracterizagao dos espacos estritamente convexo, e que sera usada neste

texto, é a que segue.
Proposicao 1.3. Seja X um espago normado. Sao equivalentes:

(i) X € estritamente convezo.

T+ To

(i)

<1 sempre que [|z1]| = |lz2f| =1 e 21 # 25.

Demonstragao. Ver |27], Proposigao 5.1.2; pagina 427. [ |

A Proposicao 1.3, nos diz que um espago normado é estritamente convexo se, e somente
se, cada segmento de reta nao-trivial com extremos sobre a esfera do espago, possui ponto
médio no interior da bola unitiria. Assim, podemos questionar o quanto ao interior da bola

unitaria esté tal ponto médio.

Definigao 1.4. Um espago normado X # {0} ¢ uniformemente convexo se para todo
T+y

€ > 0 existir 6 = 0(€), 0 < 0 < 1 tais que, se > 1— 6 para cada x,y € Bx, entao

lz —yll <e

Neste caso o modulo de convexidade é dado por

r+y

§(¢) = inf {1 -

H :x,y € Sy, ||z —y|| 26}.

A convexidade uniforme é uma propriedade métrica, ou seja, depende explicitamete de

uma dada norma do espago e nao somente da topologia a qual é definida. O préximo teorema,
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que foi demonstrado de forma independente, em 1938 por D. P. Milman e em 1939 por B. J.
Pettis, afirma que os espagos uniformemente convexos formam uma sub-classe dos espagos

reflexivos.
Teorema 1.5. Todo espaco de Banach uniformemente convexo € reflexivo.
Demonstragao. Ver |27], Proposigao 5.2.15, pagina 452. [ |

E importante ressaltar que, ao contrario dos espacos uniformemente convexos, os espacos
estritamente convexos nao sao necessariamente reflexivos (ver Exemplo 5.1.8, [27], pagina

428). Na sequéncia daremos alguns exemplos de espagos uniformemente convexos.

Exemplos 1.6.

1. ¢p nao é uniformemente convexo, pois nao é reflexivo.
2. Todo subespago de um espago uniformemente convexo é uniformemente convexo.
3. Os espagos {, e £ sao uniformemente convexos para todon € Ne 1 < p < oo.

4. Todo espago de Hilbert é uniformemente convexo.

O proximo resultado é uma caracterizagao sequencial para a convexidade uniforme em

espacos normados. Usaremos tal caracterizacao no capitulo 2.
Proposicao 1.7. Seja X um espago normado. Sao equivalentes:

(i) X € uniformemente convezo.

Tn + Yn

(ii) Se (n)n € (Yn)n sGo sequéncias em Sx tais que — 1, entao ||z, — yn|| — 0.
Demonstragao. Ver [27], Proposigao 5.2.8, pagina 447. [ |
O proximo teorema garante que convexidade uniforme implica em convexidade estrita.

Teorema 1.8. Todo espago normado X uniformemente convexo € estritamente convexo.

Demonstragao. Ver [27], Proposigao 5.2.6, pagina 447. [ |
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1.2 Espacgos cy-somas e os espacos de Lorentz

Nesta se¢ao iremos apresentar os espagos da forma co-somas de espagos £, onde 1 < p <
00, bem como os seus duais. Também iremos definir os espagos de Lorentz da forma d(w, p).

Vamos recordar que, uma sequéncia (zy)r num espaco de Banach X é uma base de
Schauder de X se, para cada x € X existir uma tunica sequéncia (qy); de escalares tais
que = Y -, agxg. Duas bases de Schauder (xy)x e (yx)r num espago de Banach X sao
equivalentes se, para cada sequéncia (ay);, de escalares, > -, ary converge se, e somente
se, 220:1 axyy converge. Uma base de Schauder (xy)r de X é dita simétrica se, para cada
permutacao m de naturais, (zr))r € equivalente a ().

Para simplificar as notagoes para tais espagos, iremos introduzir uma aplicacao auxiliar

s : Ny — Ny definida por

0 se n=0
s(n) =
142+...4n se n#N0.

Com isso, para cada n € N, definimos
In)={leN:s(n—1)+1<1<s(n)}.

Seja 1 < p < co. Definimos o espaco de Banach,

1/p

X =q (@ 5;) =4 ()i e K Z lyil” € G
i=1 i€l(n)
1/p
munido da norma [|y|| = sup,cy (Ziel(n) |yi|p> . Ele tem como dual o seguinte espago de
Banach,
~ 1/q
Y =1 <@52) = ()i e KV Z lyi|? €l g,
=1 i€l(n)
. o0 1/q .
munido da norma |jy|| = > >, <Ei61(n) |?/i’q) ,onde 1 < ¢ < 0o é o conjugado de p. A

importancia de tais espacos deve-se ao fato que, quando p = 2, Y foi o primeiro exemplo
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de um espaco de Banach que tem a propriedade de Dunford-Pettis mas que seu dual nao a
possui. Tal exemplo foi dado por C. Stegall em [31].

De forma anéloga definimos esses espacos para p = oo,

€0 (EBQo) = {CU = ()i € K" (Iélf(lx) |yz|) < Co} ;
=1 n

munido da norma ||y|| = sup,cy Max;crm) ||, cujo dual é

8l (@ﬁ) =Sy=() €K | D lwil| ety
=1

i€l(n) n

munido da norma ||y|| = 372, > . s, |vil- Para facilitar as contas nesses espacos, ¢ usual

representar seus elementos por uma matriz da seguinte forma

Y1 Y2 Ys
y = (yi)i = Ys Ys
Ye

Note que, como definido anteriormente I(1) é o conjunto de indices que percorre a pri-
meira coluna da matriz, 1(2) a segunda coluna, e assim sucessivamente. Dessa forma, a base

canonica (ey ), para esses espagos, € representada por

0 0 . 0
0
€j_ y
0 1
0

onde suas entradas sao todas nulas exceto na j-ésima, que vale 1 . Tais sequéncias formam
base de Schauder para os espacos definidos anteriormente.

n2 n
Sen € N, vamos considerar £, (@Zzl 815) 0 espago K"2™. Um elemento x € {4, (@221 €’2‘“)
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serd representado por uma matriz da seguinte forma

X1 T2 ... &€y
Tr = (iUk)k = X3

Tn24n
2

/
loo (D)_; 15) ¢ um espago de Banach munido da norma ||z|| = max;<j<, (Ziel(k) ]xz|2> :

Denotaremos a base canoninca (fy,)y, de o (D5_, (%) por

0 0 . 0
0
fk_ )
0 1
0

onde suas entradas sao todas nulas exceto na k-ésima, que vale 1.
Definiremos agora, os espagos de sequéncias de Lorentz d(w, p) que foram introduzidos em
1950 [26], em conexao com alguns problemas de analise harmoénica e teoria da interpolagao,

e sao exemplos de espagos de Banach que possuem base de Schauder simétrica.

Definigao 1.9. Seja 1 < p < 00 e w = (wy)r uma sequéncia decrescente de nimeros reais
positivos tais que w € co\ ¢1. O espago de sequéncia de Lorentz d(w, p) € o espago de Banach

de todas as sequéncias de escalares y = (y;); para os quais

e’} 1/p
Hde(w,p) ‘= Sup <Z ’yﬂ(l)‘pwz> < 0.
T \i=1

onde o supremo € tomado sobre todas as permutacoes de nimeros naturais.

Observagao 1.10. Quando p = 1, o espago de sequéncia de Lorentz d(w,1) € o espago de

Banach de todas as sequéncias de escalares y = (y;); para os quais

HZJHd(w,l) = Sgpz ‘yﬂ(i)| w; < 0.

i=1

Dada uma sequéncia (xy)g, vamos denotar por ([z]x)x 0 rearranjo decrescente da sequén-



1.3 ESPACOS DE FUNCAO MODULO 7

cia (|xg|)k. Considerando essa notagao, o espago de Lorentz d(w, 1) admite como predual o

espaco de Banach definido por

di(w, 1) = {y = (yi)i € ¢ : lim M = O} :

k—o0 Zi:l wl.

Zizl [yl .
22:1 w;

munido da norma ||y||, = sup

1.3 Espacos de funcao moédulo

Nesta secao iremos definir e dar exemplos de espacos de funcao modulo, seguindo a
notagao dada em [10].
Seja K um espago Hausdorff compacto nao-vazio e (X;)icx uma familia de espagos de

Banach. Definimos o produto [[,., X; por:

HXt:{x:K—> UXt: x(t) € X3, para todo tGK}.

teK teK

O espaco [ [, X¢ € "muito grande"para ser usado em anélise funcional, por isso considera-

se o subespaco de ], X; das fungdes x € [[,cx X¢ as quais sup{|z(t)||x, : t € K} < o0.
Denotaremos esse subespago por [ [, X

Os subespacos fechados de Hfé x X¢, que denotaremos por Z, serao chamados de espacos

de Banach das fungoes sobre K a valores vetoriais, munido da norma do supremo. Ao

estudarmos esses espacgos, estamos interessados em obter informacoes relativas ao espaco

de Banach Z através das propriedades de K e de X;. A escolha de tais condicoes devem

garantir que Z herde propriedades do espaco C(K) e que seja possivel "traduzir"propriedades

de Z para propriedades de X;. Para definir os espagos de fun¢ao modulo, precisaremos do

conceito de semi-continuidade superior.

Definicao 1.11. Sejam T um espaco topoldgico e f :'T'— R uma func¢ao. Dizemos que f €

semi-continua superior se para todo a € R, f~1(—o0,a) é um aberto.

Com essas consideragoes definimos o espago de fungao modulo:
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Definigao 1.12. Um espago de fungao moédulo ¢ uma terna (K, (Xy)iek, Z), onde K é
um espag¢o Hausdorff compacto nao-vazio, (X;)iex € uma familia de espagos de Banach e Z

€ um subespago fechado de []pe o Xy, com as sequintes propriedades:

(i) hx € Z, para quaisquer v € Z e h € C(K), onde hx : K — |J;cpe X € a aplicagio
definida por (hz)(t) = h(t)z(t).

(ii) Para cada x € Z, a fungao t € K — ||z(t)|| € semi-continua superior.

(1) Xy = {z(t) : v € Z} para todo t € K.

(i) K={te K : X, £ {0}}.

Observagao 1.13. Na Defini¢ao 1.12 o espa¢o K é chamado de espago base e a familia
(Xt)iex s@o os espagos componentes da terna (K, (Xi)iex, Z). As vezes, para simplificar

a notagao diremos que Z € um espago de fun¢ao modulo ao invés de (K, (Xy)iex, Z).
Apresentaremos agora alguns exemplos de espacgos de fungao modulo.

Exemplo 1.14. Sejam K espago Hausdorff compacto nao-vazio e X # {0} um espago de

Banach. Entao o espago

CIK,X)={f:K — X : fé continua},

€ um espago de funcao maodulo se considerarmos K o espago base e Xy = X, para todot € K

0S espagos componentes.

Exemplo 1.15. Sejam L um espa¢o Hausdorff localmente compacto nao-vazio e X # {0}

um espaco de Banach. Se K = L é a compactificacao de Stone-Cech entao o espago

Co(L,X)={f:L— X: fécontinuae¥e > 03C compacto de L tal quel|f(t)|| <e, YVt € L\C},

€ um espaco de func¢ao maodulo se considerarmos K como espaco base e os espacos compo-
nentes (Xy)erx como

X se telL
Xt:

{0} se te K\ L.
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Quando consideramos (K, (X;)iex, Z) um espago de fungdo modulo dual, ou seja, onde

Z & um espago de Banach dual, a aplicacao t € K — ||z(t)|| é continua, para todo x € Z.

Proposicao 1.16. Seja (K, (X,)iek, Z) um espago de fun¢ao mddulo dual. Entao a aplicagao

t e K ||z(t)| € continua, para todo x € Z.

Demonstragao. Ver Teorema 5.13 em [10]. [ |
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Capitulo 2

A propriedade de
Bishop-Phelps-Bollobas

Neste capitulo, estudaremos a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobéds para operadores
(BPBP), que foi definida em [4] por M. D. Acosta, R. M. Aron, D. Garcia e M. Maestre.
Esta propriedade esta relacionada com a densidade do conjunto dos operadores que atingem
a norma, N A(X,Y"), no espago dos operadores lineares e continuos, £(X,Y’), definidos entre
espacos de Banach XY quaisquer. O estudo deste topico, vem do pioneiro trabalho de R.
James que, na década de 50, provou que um espacgo de Banach X é reflexivo se, e somente se,
todo funcional linear e continuo definido em X atinge a norma. Motivados por esse resultado
E. Bishop e R. R. Phelps, provaram que se X é um espaco de Banach, entao N A(X,K) é
denso em X*, onde K é o corpo dos escalares. Resultado que ficou conhecido como Teorema
de Bishop-Phelps [11]. Assim, surgiu a pergunta natural sobre a possibilidade de estender
o Teorema de Bishop-Phelps para operadores definidos entre espagos de Banach quaisquer.
Em 1963, J. Lindenstrauss [25] mostrou que quando X for reflexivo, entao NA(X,Y) ¢é
denso em L(X,Y), para todo espago de Banach Y, e, através de um exemplo, mostrou que
a hipotese de reflexibilidade é necessaria. Muitos trabalhos relevantes surgiram a partir dai,
dentre eles destacamos [6], [13], [29] e [30]. Em 1970, B. Bollobas provou uma versao do

Teorema de Bishop-Phelps, que ficou conhecido como Teorema de Bishop-Phelps-Bollobds.

Teorema 2.1 ([12], B. Bollobas). Seja € > 0 um nimero arbitrdrio. Se x € Bx e x* € Sx~

e

T, entdo existem y € Sx e y* € Sx- tais que y*(y) =1, |ly —z| <€

tais que |1 — z*(x)| <

11
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e lly* —z*|| <e.

Motivados a buscar o equivalente ao Teorema de Bishop-Phelps-Bollobas para operado-
res definidos entre espagos de Banach, em [4] os autores definiram a propriedade de Bishop-
Phelps-Bollobés como descreveremos na proxima segao. Eles apresentaram exemplos de pares
de espacos de Banach que satisfazem essa propriedade. Neste mesmo trabalho, apresenta-
ram condigoes geométricas ao espa¢o de Banach Y de maneira que o par (¢1,Y") satisfaca
a BPBP. Tal propriedade ficou conhecida como Approzimate Hiperplane Series Property
(AHSP). Depois disso, véarios trabalhos apareceram nessa diregao, dos quais destacamos [5|,
8], [9], [15]  [24].

Provaremos, seguindo as técnicas apresentadas em 23] que, se o par de espacos de Banach
reais (co (@Zozl 6’2‘“) , Y) tem a BPBP, onde Y é um espaco de Banach estritamente convexo,
entdao Y é um espaco de Banach uniformemente convexo. Além disso, mostraremos que, se
(K, (X})iek, Z) € um espago de fungao modulo, entdao Z tem a propriedade AHSP, sempre
que os espagos coordenados (X;)iex tiverem a AHSP. Também provaremos que o espago
Co(L,X) tem a AHSP se, e somente se X tem a AHSP, onde X é um espago de Banach e
L é um espago Hausdorff localmente compacto. No caso geral, mostramos que num espaco
de fun¢do modulo (K, (X;)iek, Z), se a fungao t € K — ||z(t)|| € R for continua para cada
x € Z, entao X; tem a AHSP para todo t € K, sempre que Z tiver a AHSP.

No decorrer deste capitulo, estaremos considerando X e Y espacos de Banach sobre R ou
C. Denotaremos por Bx e Sx a bola unitaria fechada e a esfera unitaria de X, respectiva-
mente. Dado um subconjunto A C N e X um espaco de Banach com base de Schauder, a pro-
jegao sobre as coordenadas de A ¢ a aplicacao P4 : X — X definida por Pa(z) = Y, 4 Twex-

para cada x =Y ;- e, € X.

2.1 A propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas

Nosso objetivo nesta secao ¢ definir e dar alguns exemplos da propriedade de Bishop-
Phelps-Bollobas. Nesse sentido, ao tentar determinar exemplos de pares de espagos de Banach
que satisfazem a BP BP, surgiram outras propriedades que foram introduzidas ao longo dos

anos. Aqui, vamos estudar a Aprozimate Hiperplane Series Property (AHSP), que é uma
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propriedade geométrica dos espagos de Banach e foi introduzida com objetivo de buscar

espagos de Banach X tais que o par (I, X) possua a BPBP.

Definigao 2.2. Sejam X e Y espagos de Banach sobre K. Dizemos que o par (X,Y) satisfaz

a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para operadores (BPBP), se dado € > 0,

ezistirem n(e) > 0 e () > 0 com lir% B(€) = 0 tais que, para cada T € Sgixy), se v € Sx
e—

satisfaz [|[Tx|| > 1 — n(e), entao existem xo € Sx e um operador R € Sg(xy) tais que
[R(zo)ll =1, [l& = zol| < B(e), T — Rl <e.

A partir da introdugao da BPBP em 2008 por M. D. Acosta, R. M. Aron, D. Garcia e M.
Maestre [4], essa propriedade passou a ser estudada por varios mateméticos, os quais apre-
sentaram inimeros exemplos de pares de espacos de Banach que possuem a tal propriedade.

Destacamos os seguintes exemplos:

Exemplos 2.3.

1. Em [4], os autores provaram que os seguintes pares satisfazem a BPBP:

a) (Teorema 2.2) O par (X,Y) terd a BPBP para todo espago de Banach X, sempre

que Y tiver a propriedade /5 de Lindenstrauss, definida em [25].
b) (Teorema 5.2) O par (¢2,,Y") satisfaz a BPBP para todo n € N, sempre que Y for

um espago uniformemente convexo.

2. (]9], Teorema 2.3 e 2.4) O par (Li(n), Loo[0,1]), satisfaz a BPBP para toda medida

(t, o-finita.

3. ([8], Corolario 2.7) O par (X,Cy(L)) satisfaz a BPBP para todo espago de Asplund

X e todo espaco Hausdorff localmente compacto L.

4. ([23], Corolario 2.6) O par (cy,Y") satisfaz a BPBP, para todo espago uniformemente

convexo Y.

5. ([24], Teorema 2.2) O par (C(K),Y) satisfaz a BPBP, para todo espago uniformemente

convexo Y.
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6. ([5], Teorema 2.5) O par (C(K),C(S)) satisfaz a BPBP, para todos espagos topologicos

compactos Haudorff K e S.

A seguinte proposicao nos diz que a BPBP ¢é preservada por isomorfismo isométrico:

Proposicao 2.4. Sejam X e X espagos de Banach isometricamente isomorfos e Y um
espaco de Banach qualquer. Entio o par (X,Y) tem a BPBP se, e somente se, (X,Y)
possut a BPBP.

Demonstragao. Suponhamos que o par (X,Y') tenha a BPBP. Fixado € > 0, existem 7)(¢)
e f(€) > 0 satisfazendo a Definigdo 2.2 para o par (X,Y). Sejam T € Sexy) € T € Sk tals
que

1T (2)] > 1 = n(e).

Seja ¢ : X — X isomorfismo isométrico. Entéo ¢~ '(z) € Sx e Top € Sr(x,yy- Por isso,

T 0 ple™(2))|| = IT(2)] > 1 —nle).
Como o par (X,Y) tem a BPBP, entdo existem R € Sg(xy) e u € Sx tais que
IR =1, |lu—=¢ ' (@)|| <B(e), [R-Togpl<e

Assim, para Ro ™' € S 3y € p(u) € Sx,
o [Rop (o)l = lIRw)] =1,
o llo(u) =zl = llo™ (p(u) — 2)l = o™ (p(u)) — ¢ (@) = lu— ¢~ (@) < B(e),
o [Rop™ —T|=||R-Tog| <e
Portanto, (X’ ,Y) tem a BPBP. A demonstragao da reciproca é analoga. [ |

Em [30], W. Shachermayer introduziu uma propriedade, denominando-a de propriedade
« para os espacos de Banach. Essa propriedade generaliza, de certa forma, a situacao geo-
métrica de ¢;. Ele mostrou que muitos espacgos de Banach podem ser renormados de forma

a ter a propriedade «. Sabe-se que, quando um espaco de Banach X tiver a propriedade «,
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entdao NA(X,Y) é denso em L(X,Y) para todo espago de Banach Y, como comentamos
anteriormente. Por isso, uma pergunta natural a ser feita é: para quais espagos de Banach
Y, o par ({1,Y) tera a propriedade de Bishop-Phelps-Bollobés para operadores? Essa per-
gunta foi respondida por M. D. Acosta, R. M. Aron, D. Garcia e M. Maestre em [4]. Eles
definiram certas condigoes geométricas a Y afim de obter respostas positivas a essa questao.
Tais condigoes ficaram conhecidas como Approximate Hiperplane Series Property (AHSP ).

Antes de definirmos essa propriedade, vamos precisar do conceito de série convexa:

Defini¢ao 2.5. Sejam X um espaco de Banach, (zgx)ren € X € (Mp)ren C R tais que

Ar > 0 para todo k € N. Chamamos de série convexa a série dada por 220:1 ATr, onde
D Ak =1

Definicao 2.6. Um espaco de Banach X tem a approximate hyperplane series pro-
perty (propriedade AHSP) se para todo € > 0 existir 0 < n < € tal que, para cada

sequéncia (xy)r, C Sx € cada série convera y o, Ty tais que

>1—-mn,

00
E ATk
k=1

existir um subconjunto A C N e um subconjunto {z : k € A} C X com as sequintes

propriedades:
(i) ZkeAak >1-—mn,
(i) ||z — zk|| < € para todo k € A,
(iii) x*(zx) = 1 para algum x* € Sx« e todo k € A.

No que segue, daremos exemplos de espacos de Banach com tal propriedade, que sao

resultados provados nas referéncias em questao.
Exemplos 2.7.
1. Em [4], os autores mostraram que os seguintes espacos de Banach satisfazem a AHSP.

a) (Proposicao 3.5) Todo espago de Banach de dimensao finita.

b) (Proposi¢ao 3.6) Li(u) onde g é uma medida o-finita.
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¢) (Proposigao 3.7) C(K') onde K é um espago topologico compacto Hausdorff.
d) (Proposigao 3.8) Todo espago de Banach uniformemente convexo.

2. ([16], Teorema 14) L;i(p, X), para toda medida p o-finita e todo espago de Banach X

uniformemente convexo.

3. O espago reflexivo (5 (-, ¢%,) (ver [4]) ndo satisfaz a propriedade AHSP.

Na sequéncia, mostraremos que um espago de Banach X satisfaz a propriedade AHSP
se, na Definicao 2.6 tomamos simplesmente combinagoes convexas finitas em vez de séries

convexas infinitas.

Proposicao 2.8. Um espaco de Banach X tem a AHSP se, e somente se, para cada € > 0

existe 0 < n < € tal que para cada sequéncia finita, (x)}_; C Sx e cada combinagio convexa

findta Y, _, gy, com

> k| >1-n,
k=1
existir um subconjunto A C {1,...,n} e um subconjunto {z : k € A} C X com as sequintes

propriedades:

(Z) ZkeA Qg > 1 - n,

(i) ||zx — xk|| < € para todo k € A,
(iii) x*(zr) = 1 para algum x* € Sx« e todo k € A.

Demonstragcao. Se X tem a AHSP, segue de forma imediata a partir da Definicao 2.6 a
afirmacao sobre a sequéncia finita. Reciprocamente, seja X um espaco de Banach. Vejamos
que a condi¢ao sobre as combinagoes convexas finitas implica em X ter a AHSP. Dado
€ > 0, consideremos 0 < 1 < € obtido da hipotese e fixemos uma constante C' > 1 tal que
0 < Cn < e. Sejam () C Sx uma sequéncia de vetores unitarios em X e 21;“;1 Brx) uma

série convexa tal que

> Bra

k=1

>1-n>1-0Cn.
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Usando que

lim
n—0o0

n o0
Z ﬁkl’k Z 5k$k
k=1 k=1

existe N € N, suficientemente grande, tal que

° Jfim ) f=0

k>n

‘chvﬂ 5kka - Zk>Nﬁk >1—n

o Zk>N /Bk < (C - 1)77

Logo,

N N
Zﬁkxk + (Z @c) TNyll| = Zﬁkl‘k — ' <Z ﬁk) TN11
k=1 k>N k=1 k>N
N
= D Bumi|| - (Zm) >1 -1
k=1 k>N

Aplicando a hipotese para a sequéncia finita (xk),ivjll C Sx e a combinagao convexa finita

N+1 :
S, apry, onde ay, = Sy, para todo k= 1,...,N e ayy = > i Br, obtemos que existe

Ac{1,...,N+1} e um conjunto de vetores {z; : k € A} C X tais que
(i) ZkeA ag > 1—mn,
(ii) |lzr — x| < € para todo k € A,

(iif) 2*(z;) = 1 para algum z* € Sx- e todo k € A.

E claro que se N +1 ¢ A, definimos A := A e as condi¢des da Definicao 2.6 sao satisfeitas
considerando os mesmos elementos obtidos nas condigbes anteriores (i), (ii) e (iii). Agora,
caso N 4+ 1 € A, definimos A := A\ {N + 1}. Neste caso, a condicdo (ii) e (iii) ¢ ainda

valida tomando os mesmos elementos. Resta provar a condigao (7).

Zﬂk :Zak = Zak_aN-i-l

keA kcA kcA
= E O — E ﬂk:
keA k>N

> 1—-n—(C-1)n=1-0Cn.

O que prova a propriedade AHSP para X tomando Cn ao invés de 7. |
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Uma caracterizagao dos espagos que tem AHSP, que foi apresentada em [4], é que, na

Definicao 2.6, podemos considerar sequéncias de vetores na bola unitaria de X:

Proposicao 2.9. Um espaco de Banach X tem a propriedade AHSP se, e somente se, para
todo € > 0 ezistirem y(e) > 0 e n(e) > 0 com lim,o+ v(€) = 0, tais que, para cada sequéncia

(24)n C Bx e cada série convexa  p-, Ty com

> 1 —n(e),

0
E QT
k=1

existirem um subconjunto A C N, {z : k € A} C Sx e x* € Sx« com as sequintes proprie-

dades:
(1) 2opear > 1 —=(e),
(i1) ||z — xx|| < € para todo k € A,
(11i) x*(z) = 1 para todo k € A.
A propriedade AHSP é preservada por isomorfismo isométrico:

Proposicao 2.10. Sejam X e X espacos de Banach isometricamente isomorfos. Entio X

satisfaz a AHSP se, e somente se, X satisfaz a AHSP.

Demonstragao. Suponha que X satisfaga a AHSP. Fixe € > 0 e considere (yx)r C By, e

uma série convexa y .- oy satisfazendo

>1—mn(e),

oo
§ ALYk
k=1

onde n(e) > 0 é o namero que satisfaz as condigdes da Definigao 2.6 para X. Como a

aplicacdo ¢ : X — X & um isomorfismo isométrico, entdao (¢(yx))x € Bx e

(Ze)]-

Como X tem a AHSP, existem A CN, {z;,: k€ A} C Sx e z* € Sx- tais que

> 1 —n(e).

Z e (Yk)

o0
E ALYk
k=1

LY peaar >1—1(e),
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2. [lo(yk) — zk|| <€, para todo k € A,
3. 2*(z) = 1, para todo k € A.

Note que p~!(2;) € S, com isso

e — o7 (2| = [le " (em) — ¢ ()
= ||90_1(90(yk) - Zk)H

= () — 2|l <€, Vke A.

Definindo z* := 2* 0 ¢, temos que * € S e logo 2*(¢(p ' (2))) = 2*(2,) = 1. Portanto X

satisfaz a AHSP. A reciproca é analoga. [ |

O proximo teorema nos traz uma importante caracterizacao aos espagos de Banach Y,

tais que o par ({1,Y") satisfaz a BPBP:

Teorema 2.11 ([4], Teorema 4.1). Seja Y um espago de Banach. Entao o par ({1,Y) tem a

propriedade de Bishop-Phelps-Bollobds para operadores se, e somente se, Y tem a AHSP.

2.2 A propriedade de Bishop-Phelps-Bollobas para

(c0 (B3 65) . Y)-

Em [4] os autores provaram que, se Y for um espago de Banach uniformemente convexo,
entdo o par (¢2,Y) tem a BPBP para todo n € N e deixaram em aberto a pergunta se o par
(co,Y) tem a BPBP. Em 2013 S. S. Kim [23] respondeu essa questao de forma afirmativa.
Ele deu outra demonstra¢ao que o par (¢2.Y) tem a BPBP para todo n € N e usou as
estimativas obtidas para provar que o par (co,Y) tem a BPBP.

Nesta segdo provaremos, seguindo as técnicas apresentadas em [23] que, se o par de
espacos de Banach reais (co (@Z‘;l €§) , Y) satisfaz a BPBP, entao Y é um espaco de Banach
uniformemente convexo.

A seguir vamos apresentar alguns lemas que sao necessarios para o desenvolvimento do

trabalho.
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Lema 2.12. Sejam X = ¢ (@20:1 f’;), Y um espago de Banach estritamente convexo e

T € LIX,Y). Se |T(z)| = [|T|| para algum x =377, > "4 c i Trer € Sx, entao

1/2

T(ex) =0 para todo ke jeN: Z|$z <1y,

1€1(j)

onde (e)r € a base canodnica de X.

Demonstragdo. Seja x =7, > iy Txer € Sx tal que [|[T'(x)[| = [|T']|. Como

1/2 _
HxH = SUPyeN (Ziel(n) |$Z|2) =1, o conjunto

1/2

jeN: Z|5L"z <13 #0.

1€l(y

1/2
Suponha, por absurdo, que existe kg € {j eN: (Ziel(j) |Iz|2> < 1} tal que T'(eg,) # 0.

Sendo I (ko) ={k,...,l}, onde k,...,l € N, entdo consideremos

o\ 1/2
v = (xk + (1 - (Zief(ko) || ) > y Thts - - - ,xl). Logo,

1/2
ZL'kIl: 11— Z |xl|2 y Lty L] <
iEI(kJo)
2
1/2
<[k Trr, )|y + 1 - Z Ek ,0,...,0
iEI(ko)
2
1/2 1/2
i DR I L DN
i€l (ko) i€l (ko)
1/2 1/2

= > ] - Y wl| =1,

7,€I k’o) ZEI k‘o)
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onde a penultima igualdade é valida pela escolha de ky. Assim,

1/2 1/2
r+11- Z 2] = sup Z 2] Alvlly p < 1.
i€I(ko) "N \der(m)\ fko}
Como consequéncia,
1/2
Tlex|1—| > |aif er ||| < 171
1€l (ko)
Além disso,
2T = 2[T(=)|
1/2 1/2
= |[T|z+|1- Z |2 er+xr—|1-— Z || ek
1€1(ko) i€l(ko)
1/2 1/2
= (|T|lx+|1- le’ e | +T |o—|1-— Z|xZ
i€ (ko) i€ (ko)
1/2
< | Tlxz+]|1- lel e |1 +I1Txz—1]1- Z\xl
icI(ko) i€ (ko)
< ITN+1Tl =27}
Assim,
1/2 1/2
Tl xz+]1- Z |x1|2 ex ||1H+HINT z— 11— Z |xl ek
i€I(ko) icI(ko)
1/2
Como ||T (mi (1 — (ZZGI ko) |l ) ) ek> ’ < ||T|, entao
1/2
Tlex|1-{ Y |l ex [|| =171,

ZGI k‘o)

Y).

21

1/2
€k

=271
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1/2
pois se tivéssemos a desigualdade estrita 'T (xi (1 — (Ziel(ko) 11;1‘2) > ek) ‘ < |7,
terfamos
1/2 1/2
Tl ot 1= > |uf en [|[HIT [z=1=1{ D |uf er ||| <207,
i€l (ko) i€l(ko)
contradizendo a desigualdade (2.1). Dessa forma,
1/2
2
Tlet|1-| > lu ex ||| = Il = T ()]l
i€l(ko)
o\ 1/2
TlxE£(1- (Ziel(ko) | ;] ) €k
Com isso, vemos que 7] € Sy, e também que
N\ 1/2 N\ 1/2
T (a4 (1= (S o) Y a) 7 (0= (1= (S o) ) o)
_l’_
I7] I7] _
2
13-
2|7 '

O que contradiz o fato de Y ser estritamente convexo (ver Proposigao 1.3). Portanto T'(ex,) =

0. |

Teorema 2.13. Sejam os espagos de Banach reais X = ¢ (@z‘;lﬂ;) e Y estritamente con-

vero. Se o par (co (@2“:163) ,Y) tem BPBP, entio Y € uniformemente convexo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o par (co (EB?:IES) ,Y) tem a BPBP. Se Y nao fosse
uniformemente convexo, pela Proposigao 1.7, existiriam ¢ > 0 e sequéncias (yg)k, (zx)r C

Sy (052,45) tais que

+ z
y’“Q =1 e lye— 2l > e (2.2)

lim
k—o0

Sendo (ex)r a base canodnica de ¢ (@Zillé), para cada ¢ € N, considere 7; : X — Y
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operador linear definido por

Ti(e1 + e3) = y;
Ti(el - 62) = Z

Ti(ex) =0, Yk € N\ {1, 2}.
Entao para todo x € ¢y (@?:15’2“) et €N,

1+ T2 T1 — To
= Yi + 2.

() = 5 .

Dessa forma, se x € SCO(@?’:#’E)

1
ITi@)l] < S{ler + 22| + for — 22|} = max{]aa|, a2} < 1.

Como ||T;(e; + e2)|| = 1, vemos que T; € SL< )y Agora, para cada ¢ € N

6(3(6920:1%C

T'<61+€2+61_62>H o 'E(61+€2)+Tz‘(61—62)
1 2 -

2

[ Ti(ex) || =

1.

Em virtude disso, podemos escolher iy € N tal que ||Tj,(e1)]| > 1 — n(%). Mas estamos
supondo que o par (co (@2":16’5) ,Y) tem a BPBP, assim existem R € Sﬁ(co(eag"_ &)y) €
u € SCO(@;‘;lf’g) tais que
€ €
IR@I| =1, [R=T)l < 5, lu—el <B(5) <1 (2.3)

1/2
Assim, <Ziel(k) |u2|2> < 1 para todo k € N\ {1}. Aplicando o Lema 2.12, para o operador

R e o elemento u, chegamos ao seguinte:
R(ey) =0, paratodo keN\{1}.

Por isso, podemos assumir u = e;. Assim, R(e; + e3) = R(e; — ez) = R(ey), o que nos leva
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a conluir que

lye — 2l = ||Ti(e1 +e2) — Ti(er — ea)||

| T3, (e1 + e2) — R(e1 + e2) + R(er — ez) — Tiy(e1 — e2)||

IN

175y = Rllllex + eall + [[RB = T lller — e

€+€_
5 2—6.

IN

Isso contradiz (2.2). [

Em [23] S. K. Kim deu outra demonstragao que o par (¢2,Y") tem a BPBP para todo
n € N, sempre que Y for um espago de Banach uniformemente convexo, e usou as estima-
tivas obtidas nessa demonstragao para provar que o par (cp,Y) tem a BPBP. Assim, nos
perguntamos se o par (cg (EBZozl f’;) , Y) tema BPBP para todo espaco de Banach Y unifor-
memente convexo. No intuito de conseguir provar tal resultado e usando técnicas similares

a [23|, provamos o seguinte Lema:

Lema 2.14. Dado n € N, considere A = Ji_, I(i). Sejam 0 < € < 1, X = ¢y (Pjrey 05)
e Y um espago de Banach uniformemente convexo com mddulo de convexidade (€). Se
T € Seixy) tem a propriedade que ||[TPa|| > 1 —6(€), entao ||T(I — Pa)|| < e.

Demonstragao. Fixado 0 < € < 1, consideremos T € S;(xy) tal que
ITPall > 1 6(c).

Como [|TPal| = sup{||T(z)|| : ® € Pa(Sx)}, existe v € Sx N Pa(X), x = 32771 D hern) Thlk
tal que
|TPs(z)]| > 1—d(e). (2.4)

Afirmagao 1: |T(z £ y)|| < 1, para qualquer y € Bx com suppy C N\ A.
De fato, sejay = >~ Zke[(n) yrer € Bx com suppy C N\ A. Se k € A entédo y, = 0,
assim

1/2

lz £yl = sup | Y |zt oyl
AT
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( 1/2 1/2
= sup Yo JmEult] s + il
IV \der()a<i<n i€1(j),j>n+1
\
( 1/2 1/2
2 2
= sup > , > luil
I \der()a<i<n i€1(j).j>n+1
\
= 1

Em virtude disso, ||T(z £ y)|| < 1, para todo y € Bx tal que suppy C N\ A.
Afirmacao 2: |T(z) £ T(I — P4)(2))|| < 1, para qualquer z € Byx.

Seja z € Bx. O vetor y = (I — P4)(2) é tal que suppy C N\ A. Usando a Afirmagao 1,

IT(2) £ T(I = Pa)(2)l| = |T(z = (I = Pa)(2))l| = IT(z £ y)] < 1.

Isso prova a Afirmagao 2.

Considerando z € By arbitrario, temos que T'(z) = T(I — Pa)(z) € By. Logo,

H T(x+ (I —Pa)z)+T(x—(I—Pa)2)) H = |7
2
= [ TPa(z)]]
25,

Como Y é um espago de Banach uniformemente convexo, segue da Definicao 1.4 que

IT(@+ (I = Pa)(2)) = Tl — (I — Pa)(2)]| <e.

Ou seja,
127°(1 = Pa)(2)| = |T(x+ (I = Pa)(2)) = T(x = (I = Pa)(2))[| < e =
€
HT(I — PA)(Z)H < 5 < €.
Como z é um elemento arbitrario em By, concluimos que ||T'(1 — P4)|| < e. [ |

Observamos que seria possivel provar que o par (¢ (69}?:16'2“) ,Y) tem a BPBP se a
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seguinte conjectura

Conjectura 2.15. Seja Y um espago de Banach uniformemente convexo. Entdo para todo

n €N o par (lo (By_, 65).,Y) satisfaz a BPBP.

for verdadeira.
No que segue provamos que o par (¢ (@2‘;16’5) ,Y) tem a BPBP se a Conjectura 2.15

for verdadeira.

Consequéncia 1. Se Y ¢ um espaco de Banach uniformemente convero, entio o par
(co (@;":155) ,Y) satisfaz a propriedade de Bishop-Phelps Bollobds para operadores.
Demonstracao. Seja 0 < ¢ < 1. Como Y é uniformemente convexo, se a Conjectura 2.15
for verdadeira, entao existem 0 < 7(e) < € e S(e) > 0, com lli% B(e) = 0, tais que, para
todo @ € SL(EOO(EBZ:J;“),Y) se z € Sfoo(EBZ:JS) satisfaz ||Q(z)]] > 1 — n(e), entdo existem

Qe Sﬁ(loo(@;;:lg,g)’y) e zp € Sfoo(@Z:M’S) tais que
QG =1, ===l <B(e), 1Q-Ql <e (2.5)
Sejam 1" € Sﬁ(co(@,ﬁiléé),Y) ex=>y ", > kel(n) Tkh € Sco(eazilﬁ’g) tais que

[T > 1=mnle) +~(e) > 1—=nle)

IT() > 1—0(e) +~(e) > 1 =6(e),

onde d(¢) > 0 ¢ o modulo de convexidade de Y e y(e) > 0 com lim.,,v(e) = 0. Como

coo € denso em ¢y (@Z‘;lf’;), podemos escolher u € SCO( com suporte finito tal que

o5, ¢5)

|z — ul| < y(e). Logo

T =Tz —z+wl > [T@)]-T(x—u)
> 1 —=mn(e) + () —(e)

= 1-—n(e). (2.6)

Analogamente,

1T ()] > 1= d(e). (2.7)
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Se n = min{k € N : suppu C Ule I(j)}, denotaremos por A = |J;_, I(k). Do fato de que

P4(u) = u, entao
[T Pall 2 ITPa(w)]| = [T (u)]] > 1 = d(e),
e de forma anéloga,
ITPall > 1 = n(e). (2.8)
Aplicando Lema 2.14, podemos garantir que
IT(I — Pa)l < e (2.9)
Considere a inclusao de J : £ (EBZZI E’;) — Cp (@,;“;16’;) definida por

w;, sei € A
J(w) =
0,sei € N\ A

Entao para todo w € (o (D], (5),

1/2

[J(w)]| = max lez

1<j<n
i€l(y

= |l

Definimos o operador @) : {4 (@Zzl ﬁ’;) — Y por

TPsJ i .
Q(w) = m(w), para todo w € fo <§2 €2> ,

eovetor z = (2;)ica € lso (Pj_; €5) por z; = u;, paratodoi € A. Assim Q) € Sﬁ(éoo(eaﬁ,lf’g) v)

ez € Sfoo(@Z:M’;)‘ Além disso, como ||T'PaJ| < 1, entao

TPAJ

TPuJ| (2)|| Z [T Pa(u)]l = T (u)[ > 1 = n(e), (2.10)

1)) = H H
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onde a ultima desigualdade segue de (2.6). Agora, por hipdtese o par (EOO (@Z:J’g) ,Y)

tem a BPBP, logo existem Re SE(EW(EBZ:MQ),Y) eu e Sew(@zzlﬁg), tais que

IR@) =1, |R-Q||<e Izl < ). (2.11)

Se (ex)r e (fi)r representam as bases canonicas de co (B2 ,05) e lo (D4_, £5), respectiva-

mente, definimos o operador limitado R : ¢ (92,65) — Y por

DI

J=14€l(y)

onde

R(f;),seic A

R(e;) =
0,sei € N\ A,
e o elemento v = (v;); € co (B2, (%) por
U, 1€ A
v =
Xy, 1 €N \ A.

Assim, R € Sﬁ(Co(@Zilféc),Y)’ NS Sco(ea,g“;le’g) e
IR)Il = [R(@)] = 1. (2.12)

Isto mostra que R atinge a norma em v. Na sequéncia, iremos aproximar os operadores R e

T.

|[R—T| = |R—TP:+TPy—T]|
TP TPy
< |- yrma T EE TR TP T
TP TP
= _HTPjH' HHTPjII_TPA FITPL =TI
~ TPsJ TP
- HTPjJHH “I\TPj!\_TPA FITEA =T




2.3
- I TP“H e (e
TP [TPAl
o Ml
- TPAl| -
TP [TPA]
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< e+1—14n(e)+e

< 3e.

onde a terceira desigualdade é valida

0S pontos v e I:

o= all = I1Palv ~ )]l = max

= max
1<j<n

= max
1<j<n

max
1<j<n

IN

max
1<j<n

IA

por (2.11), (2.8) e

> -l

i€I(g)

7 i — @if?)

i€I(g)

1€1(g)

D N —wif

1€1(j)

> i —wil?)

i€I(g)

= o=zl + [lu — ]

< Ble) +(e),

(CO (@;(0:1 E?) 7Y)' 29

)H TP —T)

1‘ + || TPy —T|

= ||r- @H + 1= |TPAll| + |TPs — T

= |&-e|+1-1rPAl+ITPs -7

(2.13)

(2.9). Finalmente, vamos aproximar

1/2

1/2

1/2

1/2

1/2

D i — i+ uy — )

1/2
2
+ max Z u; — ;)
i€I(j)
1/2
vsup [ 3 - )
AN
(2.14)

onde lim,_,o 3(€)+7(€) = 0. De (2.12), (2.13) e (2.14), concluimos que o par (co (B52,65),Y)

possui a BPBP.

Consequéncia 2. O par de espacos de Banach reais (co (@2‘;1@) ,Y), com 'Y estritamente

convexo, tem BPBP se, e somente se, Y € uniformemente convezo.
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2.3 A propriedade AHSP para espacos de funcao moédulo

Nesta se¢ao vamos mostrar que se (K, (X;)ex, Z) é um espago de fun¢ao modulo, entdo
7 satisfaz a propriedade AHSP, sempre que os espagos coordenados (X;);ex tiverem a
AHSP. Além disso, provaremos que, o espago Co(L, X) tem a AHSP se, e somente se X tem
a AHSP, onde X é um espaco de Banach e L é um espago Hausdorff localmente compacto.
Generalizando esse tltimo resultado, mostramos que se a funcao t € K — ||z(¢)|| € R for
continua para cada x € Z, entao X, satisfaz a AHSP para todo t € K, sempre que Z tiver

a AHSP. E como consequéncia C(K, X) tem a AHSP se, e somente se, X tem a AHSP.

Teorema 2.16. Sejam K um espago Hausdorff compacto nao-vazio, (X;)iex uma familia
de espagos de Banach e (K, (X;)iex, Z) espago de fung¢iao mddulo. Se (Xi)iex tem AHSP,

para todo t € K, entao Z tem AHSP.

Demonstracao. Iremos verificar que as condigoes da Proposicao 2.9 sao satisfeitas para o
espaco Z. Fixado 0 < € < 1, considere (xy)7_, C Bz e > _, axxy uma série convexa finita

tal que

> 1 —n(e).

n
E ATy
k=1

Como

:teK} > 1—n(e),
Xt
entao da definicao de supremo, existe to € K tal que,

> 1—n(e).
Xy

Z akl’k(to)
k=1

Veja que, para todo k € {1,...,n},

ek (to)ll x,, < [kl < 1.

Por isso, (4(t0))j=; C Bx,,. Por hipétese X;, tem AHSP, assim existem A C {1,...,n},
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{zx 1 k € A} C Sx,, e 2" € Sx; tas que:

L Y peaar >1—1(e),
2. |lzx — 2k (to) || x,, < € para todo k € A,
3. 2*(zx) = 1 para todo k € A.

Definimos o seguinte subconjunto em K:

U=({teK:|ex®)x, < llzalto)llx, +e}

keA

O elemento ty € U, por isso, U é nao-vazio. A condigao (i7) da Defini¢ao 1.12 nos garante
que a funcdo t € K + ||z(t)|| € R é semi-continua superior para todo z € X, o conjunto
{t e K :||zi(t)llx, < l|lz(to)llx,, +€} € um aberto de K. Como intersecgao finita de abertos

¢ aberto, U ¢ aberto em K. Para cada k € A, seja g : K — |J,o;c X¢ definida por:

(
2k se t=1ty

gi(t) = (1—m>xk(t) se teU\ {to}

x(l — )y (t) se te K\U.

Afirmamos que (gi)rea C Sz. Set € U\ {to}, entao

ol = | (1~ o) =0

_ ‘(“W)‘ (8l

< Nk,
< 1.
Ja no caso em que t € K\ U,
lge@llx, = (1 —e)z(@)lly,
= [1—e[lz(®)lx,

< L@y, <1
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Se t = ty, teremos que

g (to)ll x,, = ll2ellx,, =1

Em vista disso, para todo k € A

lgsll = sup{llgn(®)llx, - t € K} =1,

ou seja, g € Sz para cada k € A. Provaremos agora que ||gx — xx|| < € para todo k € A.

Set= to,
gk (to) = zi(to)llx, = llzk — 2k (to)llx, <€

Sete U\ {t},

lon() = n(0llx, = [(1- s s ) A — o

= < €.
ka(tO)HXto Eka< )HXt €

Xt

Sete K\U,

9% (t) — ()|l x, = (1 = €)zr(t) — zp(t) || x, < e

Dessa forma,

llgr — x|l = sup{|[(gx — xx)(t)|| : t € K} <€, Vke A

Considerando d&;, : X — X}, a aplicacao avaliagao na coordenada ty, definimos o funcional

¥ 1= 2" 0d;,. Se v € Sz, entao

2" ()| = |20 ()]
= |2 (z(t))|

< [l lz(t)ll < 1.
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Além disso, para todo k € A,

|2 (gi)| = 127 (910 (g0)] = [27(gr(20)) | = |27 (21)| = 1.

Dessa maneira,

|z*|| = sup{|z*(x)| : x € Sx} = 1.

Finalmente z* € Sz« e *(gx) = 1, para todo k € A. Concluimos entado que Z tem a AHSP.
[ |

Corolario 2.17. Sejam K um espago Hausdorff compacto nao-vazio, (X;)iex uma familia
de espacos de Banach e (K, (Xy)i, Z) um espacgo de func¢iao mddulo. Se (Xy)ier tem AHSP

para todo t € K, entao o par (¢1,7) possui a BPBP.
Demonstragao. Segue dos Teorema 2.16 e do Teorema 2.11. |

Em [16], os autores provaram que para um espago Hausdorff compacto nao-vazio K, se
C(K,X) tem a AHSP entao X tem a AHSP. Tendo em vista a técnica apresentada pelos
autores, nos perguntamos se ao considerarmos Cy(L, X), onde L é um espago topologico
Hausdorff localmente compacto, teriamos um resultado semelhante. O proximo teorema

responde de forma afirmativa a essa questao.

Teorema 2.18. Sejam L um espago topoldgico Hausdorff localmente compacto e X um

espago de Banach. Entdo Co(L, X) tem a AHSP se, e somente se, X tem a AHSP.

Demonstragao. Suponhamos que X tenha a propriedade AHSP, como Cy(L, X)) é um espago
de funcao modulo, quando consideramos K = L (compactificacao de Stone-C'ech), X; = X
sete€ LeX,={0}sete K\ L, entao segue do Teorema 2.16 que Co(L, X) tem a AHSP.

Reciprocamente, assuma que Co(L, X) tenha a propriedade AHSP. Dado ¢ > 0, suponha

£

que 7,7 > 0 sao os nimeros que satisfazem as condigoes da Defini¢ao 2.6 para j

. Sejam

(zx)r C Bx e a série convexa y .-, apxy, tals que

()

o
E QT
k=1
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Seja tg € L. Considere U aberto de L contendo t3. Como L é completamente regular (pois é
espago Hausdorff localmente compacto), existe uma fun¢ao continua m : L — [0, 1] tal que
m(ty) = 1 e m(t) = 0 para todo t € L\ U (Ver [32], Teorema 14.10). Para cada k € N, e

cada t € L defina fi(t) = m(t)xy, ou seja,

m(t)z, se telU
fe(t) =
0 se teL\U.

Claramente (fi)r C Co(L, X). Além disso, para todo t € L, ||fx(t)]] < 1, ou seja, (fi)r C
Bey(1,x). Considere a combinacao convexa y oo, oy fr em Co(L, X). Calcularemos a norma

dessa combinagao convexa. Seja t um elemento qualquer de L, se t € U \ K, entao fr(t) =0

e assim [|> o, o fr(t)]| = 0. Agorase t € U\ K entdo fi(t) = m(t)xy, e

Z akfk(t) Z akm(t)xk
k=1 k=1

Z (7%
k=1

00
E QT
k=1

= |m(@)|

IN

)

ja no caso em que t = tg, entdo fr(t) = fi(to) = m(to)zr = xx, logo ||> pey arfi(t)]] =
1372, gy Consequentemente,

- rer)- a(l).

Como Cy(L, X) tem a AHSP, entdo existem A C N, {gr : k € A} C S¢yz,x) € um funcional

oo
>k
K1

> apfilt)
k=1

00
§ Oy
k=1

O € Seyr,x)- tais que:
L ZkeAO‘k >1—y (%)’
2. [[fx — grll < §, para todo k € A,

3. ®(gr) = 1, para todo k € A.
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Afirmamos que ||ZkeA ozkng =Y rea - De fato, se ¢ € Sgy(z,x)+, entdo

@(Z%%) < el Zakgkz
keA keA
< Z|ak|”gk”
keA
< S
keA

Por 3, ®(gx) = 1 para todo k € A, segue que

) (Z ozkgk> = ad(gr) =Y _ .

keA keA keA

—sup{

Agora seja t; € L tal que szeA akgk(tl)H = > heak > 1 —7(§). Por isso o vetor

E certamente

Z Ok Gk

keA

® (Z akgk) ‘ SpE SCO(L,X)*} = Zoék-

keA keA

> kea 0rgr(ti) # 0, aplicando o teorema de Hahn-Banach, existe um funcional #* € Sx- tal

que

D angi(th)

keA

~ Y

k€A

Rex” <Z akgk(t1)> =

keA

Note que |z*(gx(t1))| < ||z*]| ||lgk]| = 1, para todo k € A. Caso |z*(gx(t1))| < 1, teriamos
que Rez*(g(t1)) < 1 para cada k € A, e logo, Re ™ (3o 4 angr(t1)) < Dopca k. Por isso
|z*(gr(t1))] = 1 e Rex*(gx(t1)) = 1, ou seja, *(gx(t1)) = 1, para quaisquer k € A. Para

cada k € A, definimos zj := gi(t1). Veja que 2, € Sx. Logo,
x¥(z;) = x%(gr(t1)) = 1, para quaisquer k € A. (2.15)

Agora iremos aproximar xy a 2z para cada k € A. Antes disso verifiquemos algumas estima-
tivas. Se k € A

L= 1t < lget) = filt) | < llgw = fill < 5.
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e como consequeéncia

15 < Il (2.16)

Repare que o ponto ¢; ¢ L\ U, por isso iremos considerar os seguintes casos: se t; € K,

entao

€ .
1z = zell = llge(to) = filto)ll < llgw = full < 5, para quaisquer k € A. (2.17)

Caso t; € U\ K entao fy(t;) = m(t;)xy. Usando (2.16) vemos que 1 — € < m(t;) e diante

disso

Iz — 2kl < llge(tn) = fe(E) I+ [1fw(t) — il

€

< 5t |lm(t1)xr — x| (2.18)
€

= 5 +im(t) =1 fla]

< SHLl-m(h)
€ €

S R
9 + + 5 €

Corolario 2.19. Um espago de Banach X tem a AHSP se, e somente se, ({1,Co(L, X)) tem
a BPBP.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 2.18 |

Apobs demonstrarmos o teorema acima, percebemos que era possivel ter a reciproca do Te-
orema 2.16 se incluissemos a hipotese adicional ao espago de fun¢ao modulo (K, (X¢)iex, Z)

de que a aplicagao t € K +— ||z(t)|| € R seja continua.

Teorema 2.20. Sejam K um espago Hausdorff compacto nao-vazio, (Xi)iex uma familia
de espagos de Banach e (K,(X;)iek,Z) um espago de fung¢ao modulo tal que a aplicagao
t € K — |z(t)|| € R € continua para todo x € Z. Se Z tem a AHSP, entio X; tem a

AHSP para todo t € K.



2.3 A PROPRIEDADE AHSP PARA ESPACOS DE FUNCAO MODULO 37

Demonstragao. Fixe e > 0. Como Z tem a AHSP, entao existem 7(e),v(€) > 0 satisfazendo

a Defini¢ao 2.6. Sejam tg € K, (xy)r C By, e > e, pxy, uma série convexa tal que

Para todo k € N, definimos y;, : K — (J,c;c X¢ por

T se t=t

yk(t) =
0 se t#t.
Assim, para todo k € N,
lyell = sup{llye(®)] : t € K}
=zl < 1.

Logo, (yx)r C Bz. Além disso, se t # to, entao

> ay(t)|| = ||D ax.0| = 0. (2.19)
k=1 k=1
Agora, caso t =ty
Z akyk(t) = Z ATkl - (220)
k=1 k=1

Das igualdades (2.19) e (2.20), temos

:sup{ :teK}:

Como Z satisfaz a AHSP, existem A C N, {z;: k€ A} C Sz e ® € Sy tais que

> 1 —n(e).

o0
E ALYk
k=1

Zakyk(t) Zakazk
k=1 k=1

LY peaar >1—7/(e),
2. ||zx — k|l < €, para todo k € A,

3. ®(z) =1, para todo k € A.
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Se t # tp, entao

Iz = [lz(t) = 0]

= [lz(t) =y @)

< ek —wkll <€ VEk e A. (2.21)
Ja no caso em que t = t;, teremos
[26(to) — @kl = [lzk(t0) — yx(to)|

Por outro lado,

1 = ||zx]| = sup{||lzx(t)]| : t € K}, Vk e A.

Como a func¢do t € K + ||z(t)|| é continua para todo x € Z, e usando a desigualdade
(2.21), temos que o supremo acima é atingido no ponto g, ou seja, ||zx(to)|| = 1. Definimos

gr = 2k(to), para todo k € A. Assim, {g, : k € A} C Sy, e

(2.22)
g — zkll = lze(to) —zkl] < € Vk € A. (2.23)
Afirmacgao 1: Z Iy = Z .
keA k€A
De fato,

E (0745

keA

Como para todo k € A, ®(z) = 1, entao

@ (Z ozkzk> = a®(z) =Y o

keA k€A keA
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:sup{

Com isso, provamos a Afirmacao 1.

Dessa forma,

E Az

keA

@ (Zakzk)‘ : QDESX*} = .

keA keA

Entao,

Z Oéka(t)

keA

> o=

keA

E Az

keA

:sup{ :tEK}

Por hipotese, a funcao t € K — szeA akzk(t)” é continua. Logo existe t € K, tal que

1> ken cwzi(t)|| = Dpes . Afirmamos que essa norma ¢ atingida no no ponto t. Real-

mente, seja t; € K, t; # ty. Entao

Dzt < D arllat)l

keA keA
(2.21)
< Z O €
ke A
< Z Q..
keA

Ou seja,

:Zak >1—(e).

keA

Z agzi(to)

keA

Por isso, Y, .4 cwzi(to) # 0. Aplicando o teorema de Hahn-Banach, existe um funcional

x* e SX;O tal que

Z a2k (to)

keA

~ Yo

keA

x* (Z akzk(t0)> =

keA
Note que |z*(zx(to))| < [|z*|| ||zx]| = 1, para todo k € A. Caso |z*(2x(to))| < 1, teriamos
que Rex*(zx(to)) < 1 para cada k € A, logo Rex* (ZkeA akzk(tg)) < Y pea Q. Por isso

|z* (21 (to))] = 1 e Rex*(z(to)) = 1, ou seja, z*(zx(tp)) = 1. Finalmente,
x*(gr) = " (zk(to)) =1, Vk € A. (2.24)

Corolario 2.21. Seja (K, (X¢)iek, Z) um espago de fungao modulo dual. Se Z tem a AHSP
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entao X; tem a AHSP para todo t € K.
Demonstracao. Segue da Proposi¢ao 1.16 e do Teorema 2.20 |

Corolario 2.22. Sejam K um espaco Hausdorff compacto nao-vazio e X um espago de

Banach. Entao X tem a AHSP se, e somente se, C(K,X) tem a AHSP.

Demonstragao. Notando que C(K, X) pode ser visto como espago de fun¢ao modulo, quando
consideramos K o espago base, X; = X para todo t € K, Z = C(K, X) e que a aplicacdo
t € K — ||f(t)]| é continua para toda f € C(K,X), o resultado segue imediatamente dos

Teoremas 2.16 e 2.20. [ |

Observacao 2.23. Sejam K um espaco Hausdorff compacto nao-vazio e X um espaco de
Banach. Em [16] Teorema 11, S. Kim demonstrou que se C(K,X) tem a AHSP entio X

tem a AHSP. Logo o Coroldrio 2.22 generaliza este resultado de S. Kim.

Como consequéncia, temos que C(K, X) tem a AHSP se X for qualquer um dos espagos

citados nos Exemplos 2.7.



Capitulo 3

Caracterizacao de compactos em alguns

espacos de Banach

Em [20], S. Dineen e J. Mujica provaram que os monémios com uma ordenagao compativel
formam uma base de Schauder para os seguintes espagos de fungdes holomorfas: (H(co), 70),
(H(co), Tw) € (Ho(co), ), onde 79, T, € T s80 as topologias localmente convexas, denominadas
compacto-aberto, de Nachbin e da convergéncia uniforme sobre os limitados de ¢y. Sugerimos
[18], [19] e [28], para o estudo desses espagos e suas topologias. Para mostrar tal fato, os
autores usaram uma caracterizagao dos conjuntos compactos de cq. Este capitulo, surge com
0 objetivo de estudar os monomios em H (co (Py2; €)), 1 < p < oo e H(d,(w,1)). Para
tal, é necessario ter uma caracterizacao dos conjuntos compactos de ¢ (@21 é;) para todo
1 <p < oo eded,(w,1). Apresentaremos tais caracterizagoes, e seguiremos trabalhando

com o objetivo de conseguir resultados positivos referentes aos monoémios definidos nesses

espacos.

3.1 Conjuntos compactos de c (EDZo:l E;), 1 <p< oxoe
di(w, 1).

Seja X um espago de Banach. Um sistema fundamental para os conjuntos compactos de
X é uma familia {A) : A € I} de conjuntos compactos de X tal que, para cada compacto

K C X, existe X € I tal que K C A,.

41
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Primeiramente, vamos definir os conjuntos totalmente limitados em espacos normados.
A partir dai, apresentaremos um sistema fundamental para os conjuntos compactos K de

Co (GBZOZI é;;), para cada 1 < p < oo e de d,(w, 1).

Definigao 3.1. Seja (X, ||.||) um espago normado. Um subconjunto A C X € totalmente li-

mitado se para todo € > 0 existirem x, ..., x,, € X (e-rede para A), tais que A C |J;_, B(x;, €).

Observacgao 3.2. Em espagos normados um subconjunto € compacto se e somente se €

completo e totalmente limitado.
Proposigao 3.3. Para cada A = (\,)m € ¢ €1 < p < 00, considere

1/p

A)\ = (y»z € Co <@€;> : Z |yl|p < /\m meN
=1

i€l(m)

Entao a familia {A,\ tAE car} € um sistema fundamental para os conjuntos compactos de

Demonstragdo. Para cada 1 < p < oo, seja A € ¢j . Definimos o seguinte conjunto:

1/p

Ay =< (yi)i € co (@%) : Z i P <\, meN
i=1

iel(m

(1) A, é fechado em c¢o (P2, £5):
Seja y € Ay. Entdo existe (y7)jen C Ay tal que y¥ — y quando j — oo. Assim, dado

€ > 0 existe jo € N tal que ||y/ — y|| < ¢, sempre que j > jo. Assim,

1/p 1/p 1/p
Swl” ] - D 1N < suwp [ Y |yl -l
ieI(m) i€I(m) mEN \ ie1(m)
— v v < 3.)
para todo m € N e 7 > j9. Assim,
1/p 1/p

> lul”

i€I(m) i€I(m)

IA

(]

=
+
[
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< An+e€ paratodo meN, (3.2)

onde a segunda desigualdade segue do fato de que y/ € A, para todo j. Fazendo € — 0 em

(3.2), concluimos que

1/p

Z lyil” < An, paratodo m e N.

i€l(m)

Logo y € Ay, e Ay é um conjunto fechado em c¢ (@21 f;,).

(2) A, é totalmente limitado em ¢ (P;, /%)

Dado € > 0, como A € ¢, entao existe N € N tal que

Am < =, paratodo m > N. (3.3)

N o

Definimos:

AY ={(y;)i € Ay :y; =0 paratodo i€ I(m) e m> N}

Note que A} é nio-vazio. Para n = N(]\;H), considere T : C" — ¢y (@;’il l;) a aplicacao

linear dada por

21 29 Za ... z O

Z3 25 0

T(21, s 20) = b ’
zn, O

0

Entao T é continua, pois esta definida sobre um espago normado de dimensao finita. Agora,

o conjunto
1/p

F={2ecC": Z\zi|p <Am, 1<m<N

1€l(m)

¢ um compacto de C" e T(F) = AY. Como T ¢ continua, entdao AY ¢ um conjunto compacto
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de co (B;2, E;). Logo, existem 2!, ..., 2! € A}, tais que

AY c | B, §>. (3.4)

J=1

Afirmamos que Ay C U§:1 B(z7,¢€). Realmente, se y € A, podemos decompor em uma soma,

Yy = v+ w, onde

Y1 Y2 Yo oo Ye 0 Lo 000 ... 0 Yny1
Ys Ys 0 00 Ym+2
Ys 0 0 Ym+3
v = . w=
Ym 0O 0
0

Como v € AY, por (3.4) existe 1 < jo <, tal que v € B(2”°, ). Logo,

Jo— =) < 5. (3.5)
Além disso, como y € Ay entao w € A,. Assim,
1/p
lwl = sup { Y |wil?
mEN \ ie1(m)
1/p
= sup Z |w; [P
m>N\ ier(m)
1/p
= sup | Y |ul
m>N\ ier(m)
< sup An < o (3.6)
m>N 2

onde a segunda desigualdade, é valida por (3.3). Em vista disso,

ly == = Jlv+w=z"]
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IN

HU—Z”H + [l

IN

+

l\DIm

5
onde a segunda desigualdade ¢ vélida por (3.5) e (3.6). Entao y € B(2%°,¢). Portanto Ay

é totalmente limitado em ¢ (@z 16;) Segue da Observagao 3.2 que A, é um conjunto

compacto de ¢ (@Z 1 5;)

(8) {Ax: A € ¢} ¢ um sistema fundamental para os compactos de ¢y (D2, ):

Seja K C ¢y (G}l 16;) um subconjunto compacto. Para cada m € N definimos

1/p

A = SUp Z El

zek i€l(m)

Afirmamos que A = (Ay)m € ¢f. Dado € > 0, consideremos {B(z,%) : z € K} uma

cobertura aberta de K. Assim existem z', ..., 2/ € K tal que

l

K c|JB(, §>- (3.7)

J=1

Como 2’ € ¢ (@l 16;) entao para cada j = 1,...,[, existe N; € N tal que

1/p
Z |zj‘ < g, para todo m > Nj.
iel(m
Se N = max N;, entao
1<5<1
1/p

Z |z3‘ Sg, paratodo m>N e 1<j<I. (3.8)
’LEI

Seja z € K qualquer. Entao por (3.7) existe 1 < jo <,

- €
o - =) < &
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Ou seja,
1/p 1/p 1/p
) S| T | Yl <5

iel(m i€I(m) i€l(m

para todo m € N. Por isso,

IN

i€I(m) i€I(m)

—|—§:e para todo m > N.

1/p 1/p
> Jal (Z )
€
2

onde a segunda desigualdade ¢é vélida por (3.8). Portanto, para todo m > N

1/p
sup Z s <e
zeEK \ .
tel(m)
Com isso,
1/p
| Am| = sup Z |2 |" <e, paratodo m > N.
zeK iel(m
Ou seja A € ¢f. Se w = (w;); € K, entdo
1/p 1/p
Z |wi” < sup Z EAi = Am,
ieI(m) 2€K \ ier(m)

para todo m € N. Mostrando assim que w € A,. Ouseja, K C A,. Portanto {A,\ A E ca“}

é um sistema fundamental para os conjuntos compactos de ¢ (@Z 1 6;) [ |

Para o caso p = 00, 0 espago ¢o (P;-, ¢%,) é isométricamente isomorfo a cy. Neste caso,

o sistema fundamental de compactos é o mesmo que foi usado em [20].

Na sequéncia, apresentaremos uma caracteriza¢ao aos conjuntos compactos de d,(w, 1).

Proposicao 3.4. Seja w € ¢y \ {1, sequéncia decrescente de reais positivos. Para cada
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A= (A\u)n € ¢¢, considere o conjunto

Z?:1 [yl

Ay = {y € di(w,1): S
i=1 Wi

§/\nVnEN}.

Entao a familia {A,\ CAE car} € um sistema fundamental para os conjuntos compactos de

d*(w, 1).

Demonstragao. Fixe A € ¢f e w € ¢ \ {1 sequéncia decrescente de niimeros reais positivos

tal que w; = 1, e defina

AAI{de*(’w,l): wg/\nwel\l}.
D iy Wi

(1) A, é fechado em d,(w, 1):

Seja y € Ay. Entdo existe (27)jen C Ay tal que 22 —s y quando j — co. Assim, dado

e > 0 existe jo € N tal que |2/ — y||« < ¢, sempre que j > jo. Com isso,

%i_l[y]i - %lgl[zj]i < Z%in —yli < —yll. <e Vn =

i=1 i
Tyl m 129 "yl
Zz:l[y]l <e + Zz:l[z ]Z lel[y]z < e+ )\n Vn,

E?:l w; Z?:l Wi 2?21 w

Fazendo ¢ — 0, vemos que %Zf—l{z}] < A\, para todo n. Logo y € Ay, e A, é fechado em
=1 "

d.(w, 1).
(2) A, é totalmente limitado em d,(w, 1):
Como A € ¢, dado € > 0, existe N € N tal que A\; < 5, para todo ¢ > N. Definimos:

AiV:{yGAAIinO, Z>N}

Seja T : CY — d.(w,1) definida por T(zy, ..., 2x) = (21, ..., 25, 0,0, ...). Vemos que T

estd bem definida, é linear e continua . O conjunto F' = {z € CN . % <A, 1<n<
i=1 %
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N}, ¢ um compacto de CV e T(F) = AY. Como T ¢ continua A} é compacto. Logo, existem
212 e A tal que AY C Uézl B(#7,%). Afirmamos que Ay C Ué'=1 B(27, €). Realmente,

tomando y € A, escrevemos y = u + v, onde

u = (y1,--,yn,0,0,...)

vo= (07 "'707yN+1>yN+27 )

Como u € A}, entdo u € B(z2%,5) para algum 1 < jo < I. Ou seja, ||u — 2|, < £.

Como y € A,, entao,

n n ) n
||U||>}< = Supw p— Sup w S Sup Z%nl:l[y]z
n Do Wi SN Y Wi noN S W
< sup x| < €
n>N 2
Logo,
ly =20, = [lu+v—2°|.

< =2+ ol

< 4
- = €.
- 2

DN

e entao y € B(2%, ¢). Portanto Ay é totalmente limitado.
De (1) e (2), A\ é um compacto de d,(w, 1).

(3) {A): = € ¢p} é um sistema fundamental para os compactos de d,(w,1):

Seja K C d.(w, 1) um subconjunto compacto, para cada n € N definimos

Afirmamos que A = (), € ¢o. Dado € > 0, consideremos {B(z, §) : z € K} uma cobertura

aberta de K. Assim existem 2!,...,2! € K tal que K C U;Zl B(z, ). Como 2/ € d.(w,1)
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entao para cada j = 1,...,1 existe N; € N tal que

norg].
Zzil[z ]Z S E) VTL Z NJ’ (310)
dlimywi 2
Se N = max N;, entao
1<5<1
noorg.
LimlPhi o€y SN 1<j<u (3.11)
Dy wi 2

Seja z € K, entao existe 1 < jy <[ tal que

> iz lzli _ > i [ < D iz — 2]

sup LSzl <5

Z?:l w; Z?:l Wi  zeK Z?:l w;

M M
B TR THE T
— =

|

-~ -~

AN VAN
]

73

I

By

2

™M

Tomando o supremo sobre os z € K, temos

> iz 2]

supn—i <e V n>N.
zeK i—1 Wi

n
sup Zinzl [2]i
z€K i=1 Wi

|An| = <e Vn>N.

E assim, mostramos que x € ¢y. Para finalizar, seja z € K, entao considerando = € ¢
definido acima, temos

Lol 3 veen

Mostrando assim que K C A,. |

Com estas caracterizacoes dos conjuntos compactos de ¢ (@f; f;) paratodo 1 < p < oo

e de d,(w, 1), nosso objetivo ¢ dar continuidade ao estudo dos monémios em H (co (P;2, %)),
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1 <p<ooeH(d(w,1)), para seguir buscando resultados positivos nessa dire¢do, anélogos

aos determinados em [20].
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