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Resumo

NUNES, L. F. Um estudo sobre incompletude de geodésicas semi-Riemannianas.
2019. 97 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

Nesse trabalho apresentaremos alguns exemplos cléssicos que evidenciam as diferengas
entre a geometria Riemanniana e a semi-Riemanniana (Lorentziana) quanto & completude
de geodésicas. Para isso, revisitaremos conceitos béasicos de Geometria, seguido de uma
introducao aos espacos vetoriais de Lorentz e um estudo inicial sobre o grupo de Lorentz
O1(n). Nos capitulos finais discutiremos sobre completude de geodésicas e como se

distanciam do caso Riemanniano.

Palavras-chave: Geodésica, Métricas de Lorentz, Completude de geodésicas.
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Abstract

NUNES, L. F. A study on uncompleteness of semi-Riemannian geodesics. 2019.
97 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2019.

In this work we intend to present some classical examples that display the differences
between Riemannian and semi-Riemannian (Lorentzian) geometry in relation to the
completeness of geodesics. For this, we will revisit basic Geometry concepts followed by
an introduction to the vector spaces of Lorentz and a simple study on the Lorentz group
O;1(n). In the final chapters we will discuss about the completeness of geodesics and how it

distances itself from the Riemannian case.

Keywords: Geodesic, Lorentz metrics, Completeness of geodesics.
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Capitulo 1

Introducao

Os principios da Geometria de Lorentz estao intimamente associados com o florescer
das teorias da Relatividade. Os resultados iniciais de Einstein levaram a confirmacao das
transformacoes de Lorentz, que ja faziam parte do grupo algébrico homénimo, chamado
assim por Poincaré pouco tempo antes. De modo que o desenvolvimento referente a
Relatividade e ao Grupo de Lorentz se suportaram mutuamente durante os anos. Entretanto,
os constantes estudos por parte da comunidade matematica e o encontro dessa matéria com
os conceitos ja conhecidos das Geometrias nao-Euclidianas levou ao desenvolvimento da
Geometria semi-Riemanniana, em particular da Lorentziana. A partir de entao essa disciplina
conquistou seu proprio espago dentro da Matematica e cresceu de modo independente a
Fisica, embora seja mais uma das diversas pontes entre as duas éareas.

A principal referéncia desse trabalho foi [VC10]|, que serviu como um guia onde pudemos
nos basear e, a partir dele, encontrar mais referéncias sobre o assunto. As influéncias desse
livro podem ser observadas em toda a dissertacao, embora sejam mais veementes no Capitulo
3. No desenrolar desse trabalho muitas referéncias se fizeram necesséarias em cada um dos
capitulos.

No Capitulo 2 estabelecemos alguns conceitos bésicos e estruturamos os resultados mais
essenciais de Geometria que utilizaremos no resto da dissertacao. A maioria dos resultados
valem independentes do carater Riemanniano ou semi-Riemanniano da métrica considerada.
E imprescindivel destacar a importancia de [O’N83], uma referéncia classica quando em
estudos de Geometria semi-Riemmaniana, porém também destacamos [Biel9] e [Pet06] que
nos auxiliaram na construcao dos resultados preliminares.

O capitulo 3 introduz os espagos vetorias de Lorentz que surgem ao se tomar um produto
interno nao necessariamente positivo definido. Trataremos um pouco sobre a base de um
espago com essa configuragao e, consequentemente, sobre a matriz de transformagoes lineares
nesses espacos. Veremos um pouco sobre os cones causais e alguns resultados pouco intuitivos
quando comparados com suas versoes Euclidianas. Terminaremos falando sobre o grupo de
Lorentz, onde iremos construir todos os elementos de O;(2) e depois falaremos sobre a versao
genérica Oq(n).

Feito isso, teremos o que é necessario para estudarmos algumas questoes sobre a
incompletude de geodésicas. No capitulo 4 falaremos um pouco sobre acoes de grupo
e espago de orbitas e como referéncia temos [KN63| e [Mun00|. Depois lidaremos com
espagos homogéneos, quando evidenciaremos a invalidade do Teorema de Hopf-Rinow
para variedades semi-Riemannianas e mostraremos uma versao mais adequada proveniente
de [Mar73]. No final, construiremos uma variedade com geodésicas fechadas incompletas
baseada em [CCO8|.

As variedades semi-Riemannianas permitem distinguir vetores pelo carédter causal, que
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serd visto no capitulo 3, a mesma distin¢ao sera feita com geodésicas. No capitulo 5
falaremos sobre métricas conformes e pré-geodésicas e construiremos exemplos de métricas
que podem ser completas e incompletas dependendo do carater causal da geodésica. A
referéncia principal foi |Ger68|, porém [BEE96| auxiliou na construgdo do exemplo, sendo
ambos baseados em [Kun63].

Encerraremos esse trabalho complementando uma discussao do capitulo 4 ao
apresentarmos uma variedade compacta, mas nao homogénea e, dessa forma, nao completa.
Faremos isso usando o toro T? e a familia de métricas construida em [Caj97], apresentando
primeiro o caso genérico seguido de um caso particular. Seguindo [CR94/|, falaremos também
do toro de Clifton-Pohl e geodésicas tipo-luz.



Capitulo 2

Conceitos preliminares

2.1 Espaco dual e bidual

Nesse capitulo iremos apresentar alguns conceitos béasicos que serao utilizados ao longo
do trabalho, muitos desses sao resultados essenciais em qualquer estudo de geometria e, como
podera ser observado, sao independentes do tipo de métrica tomada, seja ela Riemanniana
ou nao-Riemanniana.

Definicao 2.1. Seja V' um espago vetorial real de dimensdo finita. O espago dual V*
consiste de funcionais lineares w : V — R. Se B = {ey, ...,e,} € uma base de V' entao a base
dual B* = {¢',...,¢"} de V* € definida por ©'(ej) = 0;5, com i,j =1,...,n. Logo,

n

v = Z P')e e w= Zw(eg‘)sﬂj,

7j=1
para quaisquer v € V ew € V*.

Definigao 2.2. Seja V' um espago vetorial real de dimensao finita. O espago dual (V*)*
do espago dual de V' é chamado o espaco bidual de V' e denotado V**.

O Teorema a seguir propoe uma identificagao natural entre V' e V**. Tal identificacao
serd importante depois para entendermos Tensores.

Teorema 2.3. Seja V' um espago wvetorial com dimV = n. Defina a aplicacao
Q:V —= V™™ por
v O(v)
com ®(v) : V* — R tal que ®(v)(w) = w(v). Entdo ® € um isomorfismo natural entre V' e

Ve

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que ¢ estd bem definido. Sejam v, w € V tais que v = w, e
seja w € V*, entao
P(v)(w) = w(v) = w(w) = ¢(w)(w)

Temos ainda que ® é linear. De fato, sejam v,w € V e a € R entao para qualquer w € V*
O(av + fw)(w) = w(av + pw) = aw(v) + fw(w) = a®(v) + SP(w)

Como dimV = dimV™**, para verificar que ® é um isomorfismo basta mostrar que ele é
injetivo, isto é, que seu nucleo é o subespaco nulo. Seja v € V um vetor nao nulo qualquer.
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Estenda este vetor a uma base B = {v,ey...,e,} para V. Seja B* = {p',...,¢"} a
correspondente base dual de V*. Entao ®(v) # 0 porque

D(v)(p') = @' (v) =6 = 1.

Como todo elemento de V' é combinagao linear dos elementos de B mostramos que ®(w) = 0,
onde 0 é a fungao nula, somente se w = 0. Portanto o nucleo tem dimensao nula e ¢ é
isomorfismo, pelo Teorema do Nicleo-Imagem. O

2.2 Tensores

2.2.1 Espaco de tensores

Definicao 2.4. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita e V* seu espago dual.

e Um r-tensor contravariante em V' (ou tensor contravariante de ordem r) € uma fungao
r-linear
T:V*x...xV*=R;
T VEZES

O conjunto dos r-tensores contravariantes em V € denotado por T" (V).

e Um s-tensor covariante em V' (ou tensor covariante de ordem s) é uma fungao s-linear

T:Vx..xV—=oR;
N————

§ vezes
O conjunto dos s-tensores covariantes em V € denotado por Ts(V').

e Um tensor do tipo (r,s) € um tensor r-contravariante e s-covariante, isto €, uma
fungao real multilinear

T:V*x...thxyx...xVJ—ﬂR.

~~ ~~
T vezes S vezes

O conjunto dos (r, s)-tensores sobre V' serd denotado por T (V') e nao € dificil ver que
TS (V) € um espago vetorial.

Proposicao 2.5. Definidas as operagoes de soma e multiplicagao por escalar:

e Soma
+: T < TS —=T7
(T,8) — T+ S,

onde (T + S)(wh, ...,w", v1, ..., vs) = T(Wh, ..., w" v, oy vg) + S(Wh o W™ 01, o, v)

e Multiplicacao por escalar
R )T —=TT
ANT)— AT,

onde (A - T)(wh, ...,w" v1, . vs) = AT (W, .., w™, vy, o, 0]

Entao o conjunto dos (r,s)-tensores, T, juntamente com as operagoes de soma e
multiplicacao por escalar é um espaco vetorial.



2.2 TENSORES )

Demonstragao. Vamos mostrar que 7] é um espago vetorial sobre R. Definido o tensor
0 € 7/, onde O(w!,...,w" v, ...,v5) = 0, para todos w',...,w" € V* vy, ...,v, € V, como
sendo o elemento neutro da soma o resultado segue facilmente do fato de R ser um espaco
vetorial. O]

Exemplo 2.6. Podemos fazer algumas identificagoes naturais:
e Funcionais lineares em V' sio 1-tensores covariantes: Ti(V) = V*;

e Usando a identificacio do bidual vista no Teorema 2.3 podemos considerar que
I-tensores contravariantes sio vetores de V: THV) =V* =V.

2.2.2 Produto Tensorial

Definigao 2.7. Sejam T e S tensores do tipo (r,s) e (p,q), respectivamente. O produto
tensorial de T e S € o tensor T ® S do tipo (r + p, s + q) definido por

(T®S) (W, .., W™ v, vey) = T(wh o w v, 0) S W™ v, Vg

No Teorema seguinte usaremos a identificacao de V' com V** para tratar os elementos
v € V como sendo v : V* — R.

Teorema 2.8. Se {ey,...,e,} € uma base para o espago vetorial V e {p',... "} é a
correspondente base dual para V*, entao

B; = {eil ®...0 €, & ()Ojl ®...Q Spjs}lgil,...,irgn

1<g1,00ds<n

¢ uma base para o espago tensorial T (V). Além disso, qualquer tensor T € T (V') se escreve
na forma

11 1 jl J

g Tilren ®...06, 09" Q...Q0 ¢",
Zl’ Sir=1
J1yeeesjs=1

onde
01 lp i1 ir .
Ti J:—T(go e P €).

Em particular, se dimV = n entao dimT] = n"**.

Demonstragao. Primeiro mostraremos que Bl gera o espagco tensorial 7. (V). SejaT € T (V)
um tensor qualquer e defina

010 i1 7
T =T, 97, €,y E,)-

J1---Js
Se vi,...,vs € Vew! ... ,w € V*sao vetores arbitrarios, expressos em coordenadas por
n
k __ ki
E :O‘l €5, W= E 5@90
qi=1 ip=1

paral=1,...,sek=1,...,r, segue da multilinearidade que
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n
_ J1 js . 1 s
- E al . as 11 ZTT(SO ) , P 6]17 e]s)
T1yeenylpr=1
Ji, --7js—1
n n
. 21 ’Lr j . 1 T o o__ il---ir jl ] . 1 . T
= E T ot .ol By B = E T (vn) o (vs)eq (W) - eq (W)
1,1, Sir=1 015yl =1
.]17 7]5_1 j17"'7.jS:1

= Z T;f;:e“ ®.. e Q' ®...0 0" (W, ... ,w"v,...,0).

Para mostrar que Bl é linearmente independente, suponha uma combinagao linear nula

Z Tire, @ - ®e, @ ® - ®@¢P =0.
D] 5uens ip=1
jlv"'vjs:l
Como
jl js kl k’r‘
€, ®...0€6, QYTR...0 " (¢, ..., 0" e, ... €1)
= e (P") e () @ (en) - @ (en) = iy - Okyiy Oty - - O
segue que tomando ky = 1y,..., k. =1, ely = J1,...,ls = Js teremos
0="T(p",...,0", iy s €)= T;ll j’:
para todos os findices i1, 4, j1,°,Js = 1,---,n. Portanto, B ¢é linearmente
independente e base para 7. n

2.3 Formas bilineares simétricas e produtos escalares

Definicao 2.9. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Definimos uma forma
bilinear de V' como sendo um elemento b € To(V'), ou seja, b: V x V — R linear em ambas
as coordenadas.

Definicao 2.10. Sejab:V xV — R uma forma bilinear. Dizemos que b é simétrica se,
para quaisquer v,w € V', b(v,w) = b(w, v).

Definicao 2.11. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e b:V x V — R uma
forma bilinear simétrica. Diremos que b é:

i. positiva definida (respectivamente negativa definida), se b(v,v) > 0 (respectivamente
b(v,v) < 0) para todo v € V —{0};

ii. positiva semidefinida (respectivemante negativa semidefinida), se b(v,v) > 0
(respectivamente b(v,v) < 0) para todo v € V- — {0};



2.3 FORMAS BILINEARES SIMETRICAS E PRODUTOS ESCALARES 7

1i. indefinida, se nao € positiva semidefinida nem negativa semidefinida;

Definicao 2.12. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e b:V xV — R
uma  forma bilinear simétrica. Definimos o radical de b como sendo o conjunto
N={veV|bv,w) =0,YweV}.

Dizemos que b é nao-degenerada, se N = {0}. Caso contrdrio, se N # {0}, b € dito
degenerado.

Definicao 2.13. Seja b : VxV — R uma forma bilinear simétrica. Definimos q, : V — R
uma forma quadrdtica associada a b dada por q,(v) = b(v,v).

Dada uma forma quadratica ¢, é possivel escrever b a partir de ¢, da seguinte forma

b(v,w) = %[qb(v +w) — @ (v) — gp(w)].

De fato,
%[qb(v +w) — g(v) — gp(w)] = %[b(v +w, v+ w) — b(v,v) — b(w, w)]
= %[b(?},i}) + b(v, w) + b(w,v) + b(w, w) — b(v,v) — b(w,w)] = %[Qb(v,w)] = b(v, w).

Definigao 2.14. Sejam (V,b) como acima e v € V com v # 0, diremos que v é:
i. tipo-tempo, se qp(v) < 0;

ii. tipo-luz, se qp(v) = 0;

iti. tipo-espago, se qy(v) > 0.

Note que a definicao acima estabelece uma relagdo semelhante a tricotomia, as
denominacoes estabelecidas serao utilizadas durante todo o texto e perceba que estao
associadas diretamente com a forma bilinear simétrica considerada.

Podemos definir a norma de um vetor v como ||v|| = \/|gy(v)|.

Definicao 2.15. Um produto escalar g em V é uma forma bilinear simétrica nao-
degenerada.
Por wvezes, utilizaremos a notagdo (-,-) para denotar g.

Essa definicao nos distancia da ideia de produto escalar euclidiano, de fato, tal definicao
estende o conceito de produto escalar ja que nao héa a necessidade de g ser positiva definida,
como ¢ esperado quando consideramos situagoes euclidianas.

Definigao 2.16. Seja (V, g) um espago vetorial munido de produto escalar g. Se v,w € V.
dizemos que v € ortogonal a w se g(v,w) = 0. Consequentemente dizemos que A, B CV sao
ortogonais se v € ortogonal a w para quaisquer v € A e w € B. Denotamos o conjunto dos
vetores ortogonais a A por

At ={v eV |g(v,w) =0, Vw € A}.

Além disso, se dimV =n < 0o, seja {ey,...,e,} uma base de V. Tal base € dita ortonormal
se cada elemento tem norma 1, ou seja, |le;|| = /|g(ei, e;)] = 1, para todo i = 1,....,n e se
s@o dois a dois ortogonais, ou seja, g(e;,e;) =0, para i # j.
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E importane notar que nao existem vetores do tipo-luz numa base ortonormal, ja que se
v eV étal que b(v,v) = 0 entao ||v|| = 0.

Exemplo 2.17. Considere g : R* x R*? — R, definido por g(v,w) = vjw; — vaws, onde
v = (v1,v2) e w = (wy,wy).

Claramente, g € simétrica e bilinear. Também ¢ nao-degenerada, de fato, suponha que
exista v € V' tal que g(v,w) =0, para qualquer w € V. Considere wy = (1,0) e we = (0, 1),

entao
{ 0=g(v,(1,0)) =
0= g(’U, (07 1)) =~

Logo, v =(0,0). Portanto, g € produto escalar.

Veja que a forma quadrdtica associada € q,(v) = vi®> — vo?, logo g € uma forma bilinear
indefinida, pois se vy > vy entao g(v,v) >0 e, caso contrdrio, g(v,v) < 0.

Considere agora os sequintes vetores (1,y) e (y,1), para qualquer y € R, veja que
9((1,y),(y,1)) = 0. Logo, (1,y) e (y,1) sao ortogonais entre si, mostrando uma forte
diferenca com a nocao de ortogonalidade euclidiana.

A

(1,2)

(2,1)

Se tomarmos y = 2 podemos ver que (1,2) e (2,1) ndao sao ortogonais no sentido euclidiano.
Note que (1,1) € ortogonal & si proprio, ja que € tipo-luz, assim como todo vetor do tipo
(x,z).

Como vimos no exemplo acima, um produto escalar com sinal negativo tem um forte
impacto nas relagoes entre os vetores provenientes do produto. A classificacdo de vetores
vista na Defini¢ao 2.14 generaliza muitos outros conceitos, a propria ideia de ortogonalidade
entre vetores ganha novas interpretacoes. Vamos agora juntar essas duas novas visoes para
conceitos conhecidos para estudar as bases de um espago com produto escalar semelhante
ao exemplo acima e ver suas diferencgas e semelhancas. Iremos considerar sempre um espaco
vetorial V' de dimensao finita n.

Definicao 2.18. Sejam V um espago vetorial e g um produto escalar. Definimos o indice
de (V,g), denotado por v, como sendo o nimero de vetores tipo-tempo numa base ortonormal

de V.

Equivalentemente, o indice ¥ de uma forma bilinear simétrica b em V' € o maior nimero
inteiro igual a dimensao de um subespago W C V onde b|y é negativa definida.
O resultado a seguir mostra a independéncia do indice em relacao a escolha da base de

(V. 9)

Lema 2.19. Dada uma base ortonormal B de (V, g), o indice v ndo depende da escolha
da base, mas de (V, g).

Demonstra¢ao. Suponha que dimV = n e considere a base ortonormal
B ={ei,....ex, f1,..., fu} sendo f; vetores tipo-tempo e e; vetores tipo-espaco, com
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v+ k = n. Suponha que exista uma outra base ortonormal de V', B’ = {uy, ..., u;, x1, ..., x,s }
com [ + v/ = n, e suponha, sem perda de generalidade, que v/ > v.

Considere os subespacos X = span(xy,...,x,) e W = span(ey,...,ex), note que a
dimensao de XNW deve ser maior que zero, caso contrario, dim(X+W) = v/'+k > v+k = n,
que é um absurdo.

Como dim(X NW) > 0, existe u € X N W com u # 0 tal que g(u,u) >0 e g(u,u) < 0.
O que é um absurdo, logo segue o resultado.

m

Definicao 2.20. Seja (V,g) um espago vetorial com produto escalar. Um subespago
vetorial W < V € dito nao-degenerado se W N W+ = {0} (ou, equivalentemente, se a
restricao gw = glwxw € nao-degenerada).

Proposicao 2.21. Se W <V e g é nao-degenerado entao:
i. dimW + dimW+ = dimV ;
i. (WH =W
iii. V=W + W+ & W ¢é nao — degenerado(< W+ é nao — degenerado).
Demonstragao. i. Seja e, ..., €p, €pi1, ..., €, uma base de V' tal que ey, ..., e, é base de W.

n
Se v = E a'e;, entao

i=1
veWt s gv,e)=0,Vie{l, . p}e Zgijaj =0,Vie{l,..,p}
j=1
onde g;; = g(e;, e;). Assim, obtemos o seguinte sistema

gnat + giea® + ...+ gpa™ =0

gpla1 + gp2a2 + ...+ gma" =0,

que possui p equagoes independentes e n varidveis. EE como g é nao-degenerado entao
a matriz p x n dos coeficiente do sistema

gun - G1p " YGin
gpl e gpp “ e gpn
tem posto maximo p. Portanto, dim W+ = n — p.

ii. Temos que (I/VL)L ={v eV |gv,w) =0,Yw € W}, logo ¢ facil ver que W C (WL)L.
Aplicando o item 1. para W+ teremos que dim W+ + dim (VVL)l = dimV, entdo
dim W = dim (VVL)l e vale a igualdade.

iii. (=) Pela hipotese, temos dimV = dim W + dim W+ — dim W N W+ e pelo item 1.
temos dim V' = dim W + dim W+, portanto dim W N W+ = 0. Logo, W N W+ =0 e
portanto W é nao-degenerado.

(<) Segue imediatamente da definigado de nao-degenerado e do item 1.
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A segunda equivaléncia é analoga, usando também o item 2.
m

A Proposicao 2.21 mostra que se um subespaco W é nao-degenerado entao V = W oW,

Teorema 2.22. Sejam V' um espacgo vetorial de dimensao finita n e g um produto escalar
em V. Entao (V,g) admite base ortonormal.

Demonstracao. Vamos provar por inducao sobre a dimensao de V. Suponha que dimV =1,

v
como g é nao-degenerado, entao existe v € V' tal que g(v,v) # 0. Logo, u = ol ¢ uma base
v

ortonormal.

Assuma que dimV = n e que o resultado vale para k < n. De novo, como g é nao-degenerado,
existe v € V tal que g(v,v) # 0. Da Proposicao 2.21, itens . e 7ii., (span(v))" tem dimensio
n — 1 e é nao-degenerado. Pela hipotese de inducao existe ey, ..., e,_1, base ortonormal de

(sp(m(v))L. Portanto, < e, ..., €,_1, ﬁ ¢ base ortonormal de V. ]
v

Corolario 2.23. Toda base ortonormal de um subespaco nao-degenerado U de V' pode
ser estendida a uma base ortonormal de (V,g).

Demonstraciao. Como U & nao-degenerado, entdao U+ também o é, pela Proposicao 2.21.
Logo, U+ tem base ortonormal e basta tomar a unido das bases de U e U~. O

Definicao 2.24. Dizemos que um produto escalar g é:
1. Fucldiano ou Riemanniano, se v = 0;
1. Lorentziano, sev=1en > 2;
11. Semi-Fuclidiano ou Semi-Riemanniano, sev > 1 en > 2.

Exemplo 2.25. Em R" podemos definir o produto escalar usual de indice v, denotado
por (-, +),, como

n

((al,...,an),(bl,...,bn)),,:iaibi— Z albz
i=1

i=n—v+1
Note que se n =2 e v =1, obteremos o produto escalar Lorentziano do Exemplo 2.17:
<(CL17 a2), (blu bz)>1 = a1b; — agbs.

Definigao 2.26. Sejam (V, g) um espago vetorial munido de um produto escalar g e B
uma base qualquer de V. Definimos por

i. m, o numero de vetores do tipo-espago em B;
1. v, como definido anteriormente, o niumero de vetores tipo-tempo em B;
1i. p, o numero de vetores do tipo-luz em B.

Definicao 2.27. Sejam V' um espago de dimensao finita e B uma base de V. Dizemos
que B € uma base de Sylvester se seus elementos sao dois a dois ortogonais e, além disso,
todos os elementos sao unitdrios ou tipo-luz.
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Teorema 2.28 (Lei da Inércia de Sylvester). Se b € uma forma bilinear simétrica em V,
entao existe uma base de Sylvester para V.

Em particular, o nimero de vetores do tipo-espaco, tipo-tempo e tipo-luz nao dependem
da escolha da base.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que o radical de b, N = {v € V' | b(v,w) = 0,Yw € V'} é um
subespaco de V. De fato, 0 € N e se v,w € N, entao, para qualquer u € V,

b(av + pw,u) = ab(v,u) + Bb(w,u) = 0,

logo av + fw € N e N é subespaco de V.

Defina, a partir de b, a seguinte forma bilinear simétrica b : V/N x V/N — R dada por
b([u], [v]) = b(u,v). Note que b é ndo-degenerada. De fato, suponha que exista [w] € V/N
tal que b([w], [v]) = 0, para qualquer [v] € V/N. Por definicao, 0 = b([w], [v]) = b(w, v), para
qualquer v € V', ja que 7 : V' — V/N & sobrejetora. Assim, w € N e [w] = [0].

Agora temos que b é um produto escalar e pelo Teorema 2.22, (V/N,b) admite uma
base ortonormal B = {[ei], ..., [e,]}. Escolha uma base {e,i1,...,ep1,} para N. Portanto,
{e1,....ep, pi1, ..., €ppp} € a base de V' desejada. O

A Lei de Sylvester nos fornece uma base com as caracteristicas mais favoraveis possiveis
quando consideramos formas bilineares simétricas genéricas. Tal base propoe e estimula
um tratamento matricial. A matriz de um forma bilinear é facilmente construida, seja
B = {e1,...,e,} uma base de V, a matriz n x n dada por (b;;) = b(e;,e;) ¢ chamada de

matriz de b relativa a base B, denotado por [b]z. Como b é simétrica entdo b também o é.
A Lei de Sylvester pode ser vista numa versao matricial.

Teorema 2.29 (Outra versao da Lei de Sylvester). Suponha V' um espago vetorial real
e b uma forma bilinear simétrica em V. Entdo existe uma base ordenada B de V tal que a
matriz de representacao de b nessa base € da forma I, ® —1, ®0,. Além disso, m,v, p nao
dependem da escolha da base, mas somente de b.

Para entender esse resultado e suas consequéncias vamos partir do Teorema 2.28. Dado
que B = {e1,....ep, €pt1, ..., €54, € uma base de Sylvester para V' ent@o entre os vetores
ei,...,e, podemos ter vetores tipo-espaco e tipo-tempo, assim podemos reescrevé-los da
seguinte forma ey, ..., er, ..., €x41, ..., €xyy, distinguindo-os entre os de tipo-espago e tipo-
tempo.

Como B ¢é ortogonal entao a matriz de b s6 tera elementos diferentes de zero na diagonal
principal e terd a seguinte configuracgao:

sendo [b],, [b], e [b], as submatrizes de b referentes aos subespagos gerados pelos vetores
tipo-espago, tipo-tempo e tipo-luz.

Os vetores ey,...,e; sd0 unitarios e tipo-espago, entdao b(e;,e;) = 1. Os vetores
€rt+1, .- Exty A0 tipo-tempo, entdo b(e;,e;) = —1. Os vetores e,iq, ..., €p4, sdo tipo-luz,
logo b(ex, ex) = 0. Portanto,
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1 0 0
: S0 0
0 1 0 . 0
0 0 —1 0 0 0
bls=| 0 0 0 0
0 0 0 ~1 0 0
0 0 0 0
0 0 L
K 0 0 - 0

Tal matriz é exatamente a matriz proposta no Teorema 2.29. De modo equivalente, a
propria estrutura da matriz, como mostrado no Teorema 2.29, nos leva para um base descrita
no Teorema 2.28.

Observacao 2.30. Sejam V. um  espaco de dimensao  finita n e
B={e,....en, fi, e, fus 015 .., gu} uma base de Sylvester.

1. O subespago gerado pelos | vetores tipo-luz de qualquer base de Sylvester coincide com
o radical N de b e, além disso, nao depende da escolha da base.

Demonstragao. Considere span(gi, ..., g,). Seja v € N C V, isto &, b(v,w) = 0, para
todo w € V. Como .
o= S et S HH+ Y
i=1 j=1 k=1
segue que

0=b(v,e;) =a" e 0=0b(v,f;) =8,

para quaisquer ¢, 5 = 1,...,n. Logo,
o
v = Z 7 g
k=1

ou seja v € span(gi,...,g,), donde segue que N C span(gi,...,g,). Consideremos
agora v € span(g1,...,g,) com v # 0. Seja w € V, qualquer,

™ v In
w = ZaiemLZijj +kagk.
i=1 j=1 k=1

Entao,
m
bv,w) =b (Z (5kgk,w> =0,
k=1
pois B é ortogonal. Portanto, N = span(gi, ..., g,). ]

2. Seja W <V, a restricio by de b é uma nova forma bilinear em W que pode ser
degenerada mesmo que b nio seja. E fdcil ver que uma base ortogonal de W com todos
os vetores unitdrios ou do tipo-luz pode ser estendido a uma base de V' com as mesmas
propriedades se, e so se, o radical Ny, de by, estda contido no radical N de b.
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Demonstracao. Considere o produto escalar em R? visto no Exemplo 2.17
((z,t), (2', ")) = za’ —tt'. Considere W = span(1,1), W < R2. A restrigao de {-,); a
W é degenerada. Sejam (1,1) € W e (z,z) um vetor qualquer de W.

<(17 1)7 (l’,l’))l =x—x=0.

(=) Obvio, pois os radicais sdo gerados pelos vetores tipo-luz das bases de Sylvester.

(<) Por hipotese, Ny C N e ainda W < V. Portanto, % C % O

3. Sejam V' e V' espacos vetoriais e b e b’ formas bilineares associadas a V e V'. Existe
um isomorfismo UV : V. — V' que preserva b e V' (b(x,y) = 0'(V(x),¥(y))) se, e sd se,
n=n'u=u ev="r.

Demonstragio. (<) Basta tomar U : V' — V' tal que ¥(e;) = e}, V(f;) = [fi e
U(gr) = g
(=) Sabendo que existe ¥ : V' — V' isomorfismo entao temos que n = n’. Note que
os radicias N, e Ny s@o tais que U(1V,) = Ny.

r € Ny=blz,w)=0,YweV =V(¥(x),¥(w) =0,YweV = ¥(zx) € Ny.

y€ Ny =b(y,w)=0,Ywe V' =0=0¥(z),V(v)) =bz,v),YvoeV =z N,

Como V¥ é isomorfismo entdao N, &~ Ny, portanto pu = p’ e Nlb ~ J‘\;,:, O

Definicao 2.31. Sejam f :V — V' uma transformagao linear e B, B’ bases ordenadas

de V e V', respectivamente. Sendo B = {vy,...,v,} entao M(f, B < B) € a matriz cuja as
colunas sao as coordenadas de f(vy), ..., f(vn) com respeito a B'.

Em particular, se f é a identidade de V', Idy, entao teremos a matriz de transformagao
de B para B’. Vamos denotar [b|g = Mg(b).

Observagao 2.32. 1. Sejam B e B’ bases de V. e P = M(Idy,B <« B’), entao
Mg (b) = P'Mg(b)P e, assim, det(Mg(b)) = (detP)*det(Mg(b)). Em particular, o
posto da matriz Mg(b) € independente de B e igual ao posto de b. Além disso, a forma
bilinear simétrica b é um produto escalar se, e so se, det(Mg(b)) # 0(para uma base
B, logo para todas) e, assim, todo produto escalar g € tal que

(—1)"det(Mp(g)) > 0.

Demonstracao. E facil verificar o resultado considerando B uma base de Sylvester e a
Observagao 2.30, item 1..

(=) Se g é produto escalar entdo N = {0} e a base B ndo possui vetores tipo-luz, logo
det(Mp(g)) = £1.

(<) Se det(Mg(g)) # 0 e sabendo que Mg(g) = I, ® —I, @ 05 entdo 6 = 0, logo
N = {0} portanto g é produto escalar. O

2. Se g € produto escalar e {e1, ..., ex, €xi1, ..y €xiv}, COM T+V = n é uma base ortonormal
qualquer, entao:

n
v = Z eig(€i, v)ei,
=1

onde €; = g(e;, e;) = £1.
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n

Demonstracao. Vamos mostrar que v — E eig(e;,v)e; é ortogonal com toda a base,
) i=1
ou seja, pertence a N.

(U — Zs,g €,V )62,6]) =g(v,¢)) (Z eig(e;,v ez,ej>

=1

9(v, €;) ZEZQ ei, v)g(ei, e5) = g(v, ;) — glej,v) = 0.

2.4 Os isomorfismos flat e sharp

Nessa se¢ao usaremos a identificagao entre o espaco e o seu bidual como vimos no Teorema
2.3.

Definigao 2.33. Seja g um produto escalar em V', a aplica¢ao flat b : V — V* € definida
porb(v) =" : V = R, v*(w) = g(v,w), para qualquer v,w € V.

A aplicagio sharp € definido por § : V* — V, #(w) = W', caracterizado por
g(w* v) = w(v), para quaisquer v €V ew € V*.

Proposigao 2.34. As aplicagdes b e ff definidas acima sao isomorfismos inversos.
Demonstragao. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita n.
e parab: V — V*
1. estd bem definida, sejam vy, v, € V tais que v; = vq, definimos
p(v1) : V = Ryw— g(vy,w) e b(ve) : V = R, w — g(vg, w).

Entao
b(vr)w = g(vi,w) = g(vz, w) = b(vz)w
para todo w € V.

2. € linear, sejam v,v2 € V e a € R. Entao
b(v1 + avy)w = g(v1 + avy, w) = g(vy, w) + ag(ve, w) = b(vy)w + ab(ve)w

3. € injetora, suponha que v € V ¢é tal que b(v) = 0, logo para qualquer w € V,
0 =b(v)w = g(v,w), portanto v = 0.
4. € sobrejetora, pois dim V' < oo e dimkerb = 0.
e paraf:V* =V,

1. estd bem definida, sejam wy,ws € V* tais que w; = wo. Entao,

9(“’%7”) = wi(v) = wy(v) = Q(Wgyv)a

para qualquer v € V. Logo, w? = wg.
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2. € linear, sejam wi,ws € V e a € R. Entao
g((w1 + aws)’, v) = (W1 + aws)v = wy (V) + aws (v) = g(wh, v) + glawh, v)
= g(w} + awi, v)

para qualquer v € V.

3. € injetora, suponha w € V* tal que w* = 0, logo 0 = g(w¥,v) = w(v), para
qualquer v € V', portanto w = 0.

4. € sobrejetora, pois dimV* = dimV < oo e dimkerf = 0.
Portanto, b e f sao isomorfismos. Mostraremos agora que sao inversos.
e temos (b of) = Idy+, de fato
(o) (w) =bw") : V =R, v — gw,v) = w(v)
Logo (h o flw = w.

e temos (fob) = Idy, de fato

entao

para todo w € V. Logo (fob)v = v.
]

Observe que a transformacao b pode ser definida para qualquer forma bilinear, mesmo
degenerada, mas assim b nao sera injetora pois kerb = N(b).

Esses isomorfismos podem ser escritos em coordenadas. Sejam B = {ey, ..., e,} uma base
de Ve B* ={p!,..., "} sua correspondente base dual. Denote

9i; = g(ei, €5) e 97 = (Mg(g)™);;

E valido lembrar que Mg(g) é inversivel, pois g é produto escalar e como mostrado na
Observagoes 2.32 item 1., det(Mp(g)) # 0.

Se v = g a‘e;, entdo v° € V* e v’ = g ajgpj, onde

i=1 Jj=1

a; ="(e;) = g(v,e;) = Y d'gy;.
=1

n n
Se w = b;¢’, entdo ﬁwEVewﬁ:ijvj,onde
j=1 j=1

g(wWh v) = wv) = b; e g(W ) =g (Z ijj,vi> = ijgji.
j=1 j=1
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De modo que temos o seguinte sistema
by gin - Gnl b!
bn gin ** YGnn b"
n

sabemos ainda que g;; = g;; para quaisquer i, j. Dessa forma teremos b/ = Z gb;.
i=1

Observacgao 2.35. Seja {ey,...,en_y,€n_pi1, ..., €n} uma base ortonormal, entao

 Se com o 1 set<n—v—+1
iz = i€ “=1 1 seit>n—v+1

Logo a' = €;a;. Entdo, se g € um produto escalar euclidiano entdo s; = a;, para qualquer
1=1,...,n e seqg éum produto escalar lorentziano entao a* = a;, parat <n—1ea" = —a,.

2.5 Derivada covariante

Um dos conceitos principais desse trabalho é o de geodésica e para isso precisamos
entender o que é derivada covariante, uma generalizacao de derivada direcional aplicada
a vetores tangentes.

Definigao 2.36. Seja M wuma variedade diferencidvel. Definimos F(M) como sendo o
conjunto das fungoes f: M — R.

Podemos definir em F (M) as operagoes de soma e multiplicagdo por escalar da seguinte
forma.

1. Soma. + : F(M) x F(M) — F(M), dado por (f,g) — f + g, com
(f +9)(p) = f(p) + 9(p), para todo p € M.

2. Multiplica¢io por escalar. - : R x F(M) — F(M), dado por (a, f) — « - f, com
(- f)(p) = af (p), para todo p € M.

Proposigao 2.37. O conjunto F(M), munido das operagoes de soma e multiplica¢ao por
escalar definidas acima, € um espaco vetorial.

Definigao 2.38 (por derivagoes). Seja p um ponto de uma variedade diferencidvel M.
Um vetor tangente de M em p € um funcional linear X, : F(M) — R tal que

i. € R-linear: X,(af + Bg) = aX,(f) + 5X,(9)
it. vale a Regra de Leibniz: X,(fg) = X,(f)g9(p) + f(p)X,(9)
para todos o, 5 € R e f,g € F(M).

Definicao 2.39. Sejam M wuma variedade diferencidvel e p € M. Definimos o espago
tangente de M em p, denotado por T,(M), como sendo o conjunto de todos os vetores
tangentes a M em p.

Definimos o ponto 0, em T,M como sendo o ponto de contato entre o espago tangente e a
variedade M.
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Podemos definir, em cada ponto p € M as seguintes operagoes:
1. soma, (X, +Y,)(f) = X, (f) + Y, (f) e
2. multiplicac@o por escalar, (aX,)(f) = a(X,(f)),

para quaisquer f € F(M) e aw € R. Assim, temos que T,M é um espago vetorial.
De modo equivalente, podemos definir vetores tangentes da seguinte forma:

Definigao 2.40 (como derivadas direcionais). Seja v : [ — M uma curva diferencidvel
com 7(tg) = p. O vetor tangente a variedade diferenciavel M em p € a fungao ' (to) :
F(M) — R definida por

Y (to)f = (f o) (to)-

Definicao 2.41. Seja M wma variedade diferencidvel. Podemos definir o fibrado

tangente de M como sendo o conjunto TM = {(p,X,) |p€ MeX, € T,M}.

Como cada espaco tangente é um espago vetorial, entao é importante determinar a base
de tal espago.
Definigao 2.42. Seja ¢ = (z',--- ,2™) um sistema de coordenadas em M ao redor de

p, ou seja, p : M — R™, com ¢(p) = zg. Se f € F(M), entao

of . O(fop)
@(P) = a—xi(%),

com1l>i>n, onde xq,---,x, sao as coordenadas de R".
Desse modo, é possivel ver que a fungao

0
- Ot

il

. F(M) > R,

p
: of

definida por f € F(M) — e

Agora podemos mostrar que tais funcoes formam uma base para T),M.

) (p), € um vetor tangente de M em p pela Definigao 2.38.

Proposicao 2.43. Sejam M wuma variedade diferencidvel e p um ponto em M. Entao
{01lps -+, Oulp} € uma base para T, M.

Demonstragao. Seja (¢, U) uma vizinhanga coordenada de M ao redor de p, como ¢ (p) = xo.
Considere v : I — M uma curva diferenciavel em M com 7(to) = p e ¥'(to) = X,, onde
X, € T,M. Seja f € F(M), entao

Xp(f) = (foy)(t) = (fop opoy)(te) =d(f o0 ") orta) (¥ 0 7) (to)

= dlf o (oo (1) = 3 A ) ) = 5 L) -

i=1 i=1

Vamos mostrar agora que o conjunto {01/, ,0n|p} € linearmente independente. Suponha
uma combinagao tal que Y a’9;|, = 0, com «a; € R. Aplicando em cada fungao = teremos
que
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Definicao 2.44. Sejam M uma variedade diferencidvel e TM o fibrado tangente. Defina
a proje¢io ™ : TM — M como X, € T,M — p € M, assim 7~ *(p) = T,M.

Definido o que sao vetores tangentes e os espacos tangentes podemos ampliar nosso
estudo usando esses conceitos para caracterizar e estudar suas propriedades na variedade.
Os campos vetoriais sao ferramentas essencias no estudo das propriedades geométricas de
uma variedade, pois descrevem caracteristicas intrinsecas da variedade de modo intuitivo.

Definicao 2.45. Um campo vetorial X em uma variedade diferencidavel M é uma funcao
que associa a cada ponto p € M um vetor tangente X, em T, M.

Se X é um campo vetorial e f € F(M), entao X f denota uma fun¢do em M a valores
reais dada por (X f)(p) = X,(f), para qualquer p € M. Juntamente com a Definigao 2.38,
o campo vetorial pode ser interpretado como derivadas direcionais em cada ponto de M,
entao X f é a derivada de f na dire¢ao do campo X. O conjunto dos campos vetorias de
uma variedade M ¢é denotado por X(M).

Consequentemente, ¢ natural pensar em derivada de ordem superior e considerar X (Y f),
entretanto nao ¢ sempre possivel garantir que XY ¢ um campo vetorial. Para isso precisamos
definir o que é uma conexao de Levi-Civitta. Mas antes podemos definir uma operacao mais
simples que é sempre campo vetorial: o colchete de Lie.

Considere a seguinte operacao com X,Y € X(M), [X,Y] = XY — Y X. Vamos mostrar
que essa operacao é um vetor tangente para cada p € M segundo a Defini¢ao 2.38. Sejam
a,fERe f,g € F(M), entao:

(X, Y],(af +Bg) = X,(Y(af + Bg)) — V(X (af + Bg))
= aX,(Y[)+BX,(Yg) — Y, (Xf) — BY,(Xg)
= a(X,(Y[) =Y, (X[)) + B(Xp(Yg) — Y, (Xg))
= a[X,Y],(f) + BIX, Y],(9).

(X Y]p(fg) = Xp(Y(fg)) = Ya(

= Xp,(Y[f-g(p)+ f(p)-Yg) = Yo(X[-g(p) + fp) - Xg)

= Xp,(Yf) gp)+ f(p) - Xp(Yg) = Y, (X[) - 9(p) — f(p) - Yn(X9)
(X Y]p(f) - 9(p) + f(p) - [X, Y]n(9).

Dessa forma, fica provado que [X,Y] € X(M) para X,Y € X(M).

Definigao 2.46. Sejam X,Y € X(M). O colchete de Lie de X e Y, denotado por [X,Y],
¢ um campo vetorial que associa a cada p € M o vetor tangente [ X, Y], tal que, para qualquer
f e F(M)

(X, Y]p(f) = Xp(Y ) = V(X f).

De agora em diante omitiremos o ponto onde consideramos o campo vetorial a menos
que seja necessario.

Proposigao 2.47. Sejam X,Y, 7 € X(M), o, 5 € R. Entao:
i [X,Y]=-[V, X];
ii. [0X + BY, Z] = alX, Z] + 8Y, Z] ¢ [X,aY + BZ] = alX, Y] + BIX, Z];
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i, [[X, Y], Z)+ (Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0.
Demonstracao. . [X, Y]+ [V, X]=XY -YX+YX - XY =0, logo [X,Y] =—[Y, X];
aX +8Y, Z) = (aX + Y )Z — Z(aX +BY) = (aX)Z + (BY)Z — Z(aX) — Z(5Y)

= Oé(XZ) + ﬂ(YZ) — a(ZX) — ﬁ(ZY) = Oz(XZ — ZX) + ﬁ(YZ — ZY)
:a([X,Z])+6([Y,Z]).

(X, aY +8Z] = X(aY + 5Z) — (oY + fZ2)X = X(aY) + X(BZ) — (aY)X — (B2)X
— a(XY) + B(XZ) — a(YX) - B(ZX) = a(XY — YX) + B(XZ — ZX)
= o([X,Y]) + B([X, Z]).

[X,Y],Z2) = [XY —~YX,Z]| = |XY, 2| - [YX,Z| =XYZ - ZXY - YXZ+ ZY X

Y, 2], X|=[YZ -2V, X| = [YZ,X| - |2V, X]| =YZX — XYZ - ZYX + XZY

2, X,Y]=[ZX - XZ)Y|=[ZX,)Y]| - [XZ,)Y]|=ZXY -YZIX - XZY +YXZ
Entao

[X,Y],Z]+ [V, 2, X]+ [[Z,X],Y] = XYZ—-ZXY -YXZ+2ZYX
YYZX - XYZ - ZYX + XZY
+ZXY ~YZX - XZY +YXZ

= 0.

]
Proposigao 2.48. Sejam X,Y € X(M) e f,g € F(M), entao
/X, 9Y] = fglX. Y]+ f(Xg)Y —g(Y [)X.
Demonstragao. Sejam h € F(M) e p € M, quaisquer, entao
X, gY]p(h) = (fX)p(g - (YR) (D) = (9Y)p(f - (XR)(p))
= f)Xp(g- (YR)(p)) — 9(p)Y,(f - (XN)(p))
= f{Xp(9) - Yh)(p) + g(p) - Xp(YR)(p)} — g(p){Y(f) - (Xh)(p) + f(p) - Yp(Xh)(p)}
= f(P)gA{Xp(Yh)(p) — Yo(Xh)(p)} + f(p)Xp(9) - (YR)(p) — g(p)Y(f) - (Xh)(p)
= f()g)[ X, Y](h)(p) + f(p)Xp(9) - (YR)(p) — 9(p)Yp(f) - (Xh)(p).
]

Podemos agora definir o que é uma conexao, que traz a nocao de derivada superior para
campos vetorias.
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Definicao 2.49. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexao V em M ¢é uma
fungao
V:X(M)xX(M)— X(M),

definida por (X,Y) — VxY, tal que valem:

i. V € F(M)-linear na primeira coordenada, ou seja,

VixtgvZ = fVxZ +gVy Z;

1. V € R-linear na seqgunda coordenada, ou seja,

Vx(Y +2)=VyY + VyZ;

1i. Se a regra de Leibniz:
Vx(fY) = fVxY + (X[)Y,

para X,Y,Z € X(M) e f,g € F(M).

Dizemos que VY é a derivada covariante do campo Y na direcao do campo X.
Tomando as definigoes e resultados da Sec¢ao 2.2 podemos definir algo semelhante ao que
foi feito na Definicao 2.45 s6 que para tensores.

Definigao 2.50. Um (r, s)-campo tensorial A em uma variedade diferencidvel M é uma
fungdo que associa a cada ponto p € M um (r, s)-tensor A, em T,M.
O conjunto dos (r, s)-campos tensoriais de M serd denotado por T%(M).

Pela Defini¢ao 2.15 sabemos que um produto escalar é um 2-tensor covariante definido
em um espaco vetorial V.

Definicao 2.51. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica de M é um 2-campo
tensorial covariante. Ou seja, se g € uma métrica de M entao g € To(M) em que a cada
ponto p € M associa um produto escalar g, em T,M tal que o indice de todo produto escalar
¢ igual em todo p.

Note que todos as defini¢oes e resultados obtidos para produtos escalares podem ser
estendidos para a métrica, tomando apenas o cuidado de lembrar que sao resultados pontuais.
Dessa forma, iremos omitir os indices p quando nao houver necessidade de cita-los. Além
disso, usaremos, convenientemente, a notagao (-,-) para métricas.

A métrica da variedade nao influenciou nas definicoes e nos resultados dessa secao,
entretanto o proximo Teorema mostra a existéncia de uma tnica conexao que se relaciona
com a métrica da variedade, tal conexao é dita ser de Levi-Civita. Embora estamos
considerando variedades e métricas semi-Riemannianas nesse trabalho, o teorema seguinte
e conceitos anteriores sao igualmente validos para o caso Riemanniano.

Teorema 2.52. Seja (M, (-,-)) uma variedade semi-Riemanniana. Entao existe uma
unica conexao V tal que:

w. V € simélrica, ou seja,

[X,Y] = ViV — VyX;
v. V paraleliza {-,-), ou seja,

XY, Z) = (VxY, Z) + (Y,Vx Z),
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para X,Y,7Z € X(M). V é chamado de conexao de Levi-Civita de M e € caracterizado pela
sequinte expressao, chamada formula de Koszul,

2VxY, Z)=XY,Z)+Y{(Z, X) - Z(X,)Y) — (X, [V, Z]) + (Y, [Z, X]) + (Z,[X,Y]).

Demonstracao. Nos iremos mostrar que dada uma conexao, a validade da formula de Koszul
acontece se, e somente se, valem os itens iv. e v. Além disso, mostraremos que tal conexao
¢ tnica. Comecgaremos mostrando a unicidade.

Suponha que V é uma conexao de Levi-Civita, logo valem os itens 7. e v. acima. Pelo
lado direito da féormula de Koszul temos entao

XY, 2)+Y(Z,X) — Z(X,Y) — (X,[Y, Z)) + (Y, [Z, X]) + (Z,[X,Y])
= (VxY, Z) + (Y,VxZ) + (Vv Z, X) + (Z,VyX) — (V2 X,Y) — (X,VY)
(X, VyZ —VY)+ (Y, V32X = VxZ)+ (Z,VxY — VyX)
— (VxY, Z) + (Y, VxZ) + (Vy Z, X) + (Z,VyX) — (V2 X,Y) — (X,V,Y)
(X, VyZ) + (X, V2Y) + Y,V X) = (Y,VxZ) + (Z,VxY) = (Z,VyX)
= 2AVxY, Z).

Logo V satifaz a formula de Koszul e ainda, note que (VyY,Z) = (VxY)’Z. E como b é
um isomorfismo, logo VxY é tnico.

Para provar a existéncia, consideremos a fungao F' : X(M) x X (M) x X(M) — R, definida
por

F(X,Y,2)=X{Y,Z) + Y{(Z,X) — Z(X,Y) — (X, [Y, Z]) + (Y, [Z, X]) + (Z,[X, Y]).

Fixado os campos X, Y € X(M), temos que a aplicagao Z — F(X,Y, Z) é F(M)-linear. De
fato, para Z, W € X(M) e f,g € F(M),

FX,Y, fZ+gW) = XY, fZ+gW) +Y(fZ+gW, X) = (fZ + gW)(X,Y)
—(X, YV fZ 4 gW]) + Y [fZ + gW, X)) + (fZ + gW, [X,Y])
= fX(Y. Z) + gX(Y,W) + fY(Z,X) + gY (W, X) — fZ(X,Y) — gW(X,Y)
—(X Y 21+ YV gW]) + (Y, [f 2, X] + [gW, X)) + (FZ + gW, [ X, Y])
= XY, 2) +Y(Z,X) = Z(X,Y) = (X, [V, Z]) + (Y, [Z, X]) + (2, [ X, Y])}
F{ XY, W) + V(W X) = WX Y) = (X [V, W) + (Y W XT) + (W (XY ]) )
= fF(X,Y,Z) + gF(X,Y,W).

Dessa forma, F' é uma 1-forma, entao existe um tnico campo, denotado por VY, tal que
(VxY)YZ = F(X,Y,Z) e F(X,Y,Z) = 2(VxY,Z). Vamos mostrar que V & conexio de
Levi-Civita.
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i. V & F(M)-linear na primeira coordenada,

AVixigv Z, W) = F(fX +gY, Z,W) = (X + gY)(Z, W) + Z(W, fX + gY)

—W(fX +gY,. Z) = (fX + gY, [Z,W]) + (Z,[W, fX + gY]) + (W, [fX + gY, Z])

= f(X(Z, W)+ Z(W,. X) = W(X,Z) — (X,[Z,W])) + g(Y(Z, W) + Z(W,Y)
-W(Y, Z) —(Y,[Z, W])) (Z,W(fX)) = {Z,(fX)W) +(Z,W(gY)) — (Z, (9Y)W)
+W, (fX)Z) = W, Z(fX)) + (W, (gY)Z) — (W, Z(gY))

=f(X<Z,W>+Z<W,X>—W<X,Z> (X, [Z,W]) +(Z,[W, X]) + (W, [X, Z]))
+9(Y(Z, W)+ ZW,Y) = W(Y, Z) = (Y, [Z,W]) + (Z,[W,Y]) + (W, [Y, Z]))
=fF(X, ZW)+gF(Y,ZW)=2f(Vx,Y, W)+ 29(VyZ W) =2(fVxY + gVy Z, W).

12. V é R-linear na segunda coordenada,

2Vx(Y+ ) WYy=F(X,)Y+ ZW)=X{Y +Z W)+ (Y +2Z2)(W,X) - W(X,Y + Z)
—(X,[Y+Z, W)+ (Y +Z, W, X]) + (W, [X,Y + Z])

= XY, W)+ X(ZW)+Y(W,X)+Z(W,X)—-W(X,Y) - W(X,Z)
—(X, Y, W]) = (X, [Z, W]) + (Y, [W, X]) + (Z, [W, X]) + (W, [X, Y]) + (W, [X, Z])

=F(X,)Y,W)+ F(X,Z,W)=2(VxY +VxZ W).

2AVx(fY), Z) = 2F(X, fY, Z) = X(fY, Z) + [Y(Z,X) - Z(X, [Y)
~(X.[fY.2) + (fY.12. X)) + (2.1, }Y))
= X(fY, 2) + fY(2,X) = Z(X, [Y) = (X, [V, Z] = (Zf)Y)

+(Y, 12, X]) +(Z, fIX, Y]+ (X [)Y)
=fXY,2)+ X[(Y, Z2) + [Y(Z,X) = fZ(X.)Y) - Zf(X,Y) = (X, [V, Z])
HX, (ZNHY) + [V 2, X)) + (2, X, Y]) + (2, (X))Y)
= (XY, 2) +Y(2,X) - Z(X,Y) = (X, [V, Z]) + (V, [Z, X]) + <Z [X,Y]))
+2(Z,

(XF)Y)
= JF(X,Y,2) + 2((X )Y, Z) = 2f(VxY, Z) + 2((X [)Y, Z)

w. V é simétrica,

2VyY — Vv X, Z) = F(X,Y,Z) — F(Y, X, Z)
= XY, Z)+Y{(Z,X) - Z(X,Y) — (X,[V, Z]) +

~Y(X,Z) - X{(Z,Y) + Z{Y, X) + (Y,[X, Z]) — (X,

= X(V,Z) = XY, Z)+ Y {(Z,X) = Y(Z,X) - Z(X,Y) + Z(X,Y

—(X, Y. Z) + (X, [V Z]) + (V. [ 2, X]) = (V. [X, Z]) + (Z,[X,)Y
=2
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v. V paraleliza g,

2VyY, Z) + 2<VXZ Y) = F(X,

—2X(Y, 2)

Portanto, fica provado a existéncia e unicidade de uma conexao de Levi-Civita associada
a uma métrica g. O

Exemplo 2.53. O exemplo mais simples de uma conexao de Levi-Civita € definida na
variedade R™ com a métrica do Exemplo 2.25

n—1
Y) = (Z X’Yj) — Xny™,
=1

Sendo X eY campos vetoriais em R™, definimos a funcao

V: X(R") x X(R") — X(R"™) por
VxY =Y X(Y"0,. (2.1)
Vamos mostrar que V €, de fato, uma conexdo de Levi-Civita.
i. sejam X,Y,Z € X(R") e f,g € F(R"),
VixegyZ =Y (X +gY)Z)0 =D [X(Z)0:+ > gY (WD = [VxW + gVyW.
ii. sejam X,Y, 7 € X(R"),
Vx(Y+2)=) XY+ W0 =Y X(YV)0+> XW0=VxY + VxW.
ii. sejam X,Y € X(R") e f € F(R"),
VY =) X(fYN0 =) (X)Y'0+ Y (FX)(Y)0 = (X[)Y + [VxY.
w. sejam X,Y € X(R"),
Vi - VX =S X(¥)9, - Y V(X9 = X [Z Yiai] _y [Z Xiai] — XY —YX.
v. sejam X,Y, 7 € X(R"),
n—1
(Z YiZj> —-y"z"

=3 X(Y)Z +YIX(Z) - [X(Y )Z”+Y”X(Z”)]

Xg(Y,Z) =

=Y X(Y'Z)-X(y"Z")

— XXz - x(vzt| - [ 7 -y (x")Z"]
(VXY, Z)—g(Y,VxZ).
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Portanto, pela Definicao 2.49 e pelo Teorema 2.52, V definida em 2.1 € uma conexdo de
Levi-Civita.

Definicao 2.54. Seja (M, (-,-)) uma variedade munida de um produto escalar, com
dim M = n. Seja V uma conexio de Levi-Civita associada a (-,-). Definimos os simbolos
de Chirstoffel como sendo as funcoes Ffj M — R, com1<1,5,k <n, tais que

Vo0 => Thok, (2.2)
k=1

onde {0y, ...,0,} € a base canonica de T,M.
Usando a féormula de Koszul podemos calcular os simbolos de Christoffel, Fi-“j e F(M),
2(V,0;,01) = 0:(9;,0) + 901, 05) — 0,(0;, 0;) — 9y, [0;, Q1)) + (05, [0, 0i]) + (O, [0, O5])
= 0,91 + 0;9u — 0,9
Por outro lado, temos que
k=1 k=1
Dessa forma, com
2 Z Ffjgkz = 0,951 + 0591 — 01945,
k=1
obtemos que

1 n
F?j = ) Z gkl(aigjl + ajgil - 8191']')' (2.3)

=1

Do item iv. do Teorema 2.52 temos que
O = [81, GJ] == Vaﬁj - Vajai;
entao Vy,0; = Vp,0;. Portanto, I'}; = T',.

Exemplo 2.55. Seja a conexio V definida no Exemplo 2.53, dada por 2.1, em R". E
fdcil ver que os simbolos de Christoffel para ¥V sao todos iguais a zero.
De fato, como g(z,y) = a'y’ — a™y", para quaisquer x,y € R", entdo

Y7 R Do
9 =9 0 1 0
0 0 —1

Pela equacao 2.3 teremos que
R
Iy = 59 (Digjr + 05 gir. — Orgis) = 0,

para todos 1 < i,5, k <n.
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Usando as equacoes 2.2 e 2.3 podemos escrever uma forma genérica de uma conexao V.
Sejam X,Y € X(M) e {O1,---,0,} a base canonica de T, M, logo

X = zn:Xiai e Y= zn:w‘aj.
i=1 Jj=1

Entao
VY = V(s xia,) (Z Yjaj) => X'V, (Z w@) = X'Vy (Y79))
J i J 4,3

—ZX’ i(Y7)0; +YIV5,0;) = > X (ai( +YJZFkak>
i,J
=> X
ik

YR+ YITE o (24)

2.6 Derivada covariante ao longo de uma curva

Um campo vetorial ao longo de uma curva é a restricao de um campo por uma curva na
n

variedade. Dessa forma. considere X um campo vetorial em M escrito como X = Z X0,
i=1
sendo X" € F(M) e seja curva v : [ — M, entdo a restricio de X a curva v ¢ o campo
X|y : I — M escrito como
- S X000

E conveniente em muitos momentos eliminar o v da notacio desde que fique claro a curva,
escrevendo somente X ().

Vimos na Defini¢ao 2.40 como definir vetores tangentes usando derivadas direcionais em
curvas, de fato o conjunto dos vetores tangentes a uma curva formam um campo vetorial ao
longo da curva. Desse modo, seja v uma curva em M, podemos definir o campo vetorial v/
ao longo de ~, escrito da seguinte forma

V(0= T wa), (25

onde denotamos 7' = x’ o7, para um sistema de coordenadas ¢ = (z!,---  2"). O campo 7/
é comumente chamado de campo tangente.

Dessa forma, podemos definir a derivada covariante sob curvas, que nada mais é do que
a derivada covariante de campos vista anteriormente, mas se tratando de um campo vetorial
ao longo de uma curva fixada.

Definicao 2.56. Sejam v uma curva em M e X um campo vetorial tal que Y = X o+,

a derivada covariante ao longo de 7y, denotada por —, € definida por

dt
D

, D
pri Vo - e assim, EY = VypX.
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Em coordenadas locais,

D D | i " (d_, ;oD
Y ()=~ {;X (t)@(t)} => {%Y (H)Di(t) +Y (t)%&»(t)} ,

i=1

D
precisamos agora saber como escrever %@-(t). Logo,

20,0) = VB0 =V aj<t>=Z{Cg<t>vai<t>aj<t>}, (2.6)
{,_ = <t>ai<t>}

agora, usando 2.2 temos

Dy - {%m DY Yﬂ'(t)%ﬂt)rw} X0} (2.7

k=1

Note que podemos concluir a equacao 2.7 usando 2.4 e tomando X = 4/, nesse caso
teremos

D dv! dy'

—Y = 0 (Y*F)—— —Lyirk | 9 2.8

dt Zk: ( )dt+zj:dt ij| 7k (28)
porém, sendo ¢ : (z1,...,x,) = ¥(x1,...,T,) uma carta de M, temos

dy  O(Y*oy) da'on) d
. k — . _ — k
%:(Y") dt ox; dt th '

2.7 Geodésicas

Definicao 2.57. Sejam v : 1 C R — M uma curva em M e X um campo ao longo da
curva . O campo X € dito paralelo se

D
@va =0,

para todo t € 1.

Definicao 2.58. Sejam M wuma variedade semi-Riemanniana de dimensao finita n e
v: I CR— M uma curva em M. Tal curva € dita uma geodésica se o campo tangente é
paralelo, ou seja,

Doy =o
-7 () =0,
para todo t € 1.

Dessa forma,usando as equacoes 2.7 e 2.5

D=0 =3 {ddj M+ dd—f@)dd—fa)rfj(t)} o). (29)

k=1 1,j=1
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Vamos denotar

d2")/k n Cl")/j d,.)/z
Ap(t) = t —L () —=()Tk (¢ 2.10
H0) = Tr)+ 3 GHOGOT0, (210
sendo ¢ = gpi oy, onde ¢ = (901, -+, ") & um sistema de coordenadas de M. Portanto

¢ uma geodésica se, e somente se, Ay, = 0, para qualquer 1 < k < n. Note que Ag(t) = 0
gera um sistema de equagoes de 2¢ ordem. Logo, fixadas as condig¢oes iniciais, segue pelo
Teorema de Existéncia e Unicidade que existe uma tnica curva geodésica com as condigoes
definidas. Isso prova o seguinte resultado.

Proposicao 2.59. Sejam p € M e v € T,M, entao existe um intervalo I > 0 e uma
inica geodésica v : I — M tal que v(0) =p e 4'(0) = v.

it

M

p

Figura 2.1: Geodésica v com condigoes iniciais y(0) =p e v'(0) = v

Exemplo 2.60. Considere a variedade R™ com a conexao V definida no exemplo 2.53.
Como visto no exemplo 2.52, os simbolos de Christoffel sao todos iquais a zero. Dessa forma,
as equagoes geodésicas 2.10 ficam escritas como

d2 ’}/i
dt?

= 07
para todo 1 < i < n, sendo v' = ' o~. Entio ©'(y(t)) = p' + tv', para todo t, onde
p', vt € R, para todo i = 1,--- ,n. Portanto, v(t) = p+ tv e as geodésicas de R"™ sao retas.
E, em particular, R™ € geodesicamente completa.

Considerando uma curva v : I — M qualquer, entao +/(t) € T, )M para todo t € I.
Sendo g uma métrica semi-Riemanniana entao podemos determinar o carater causal de cada
vetor 7/(t). Entretanto é possivel que o carater causal dos vetores tangentes nao sejam iguais
pelo caminho da curva, porém quando lidamos com uma geodésica podemos garantir essa
constancia.

Proposigao 2.61. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana munida de uma métrica
g. Considere V a conexdo de Levi-Civita associada a g ey : I CR — M uma geodésica em
M com ' nao identicamente nulo. Entao g(v'(t),~'(t)) € constante em todo t € I.

Demonstragao. Seja X = +/(t) o campo tangente ao longo de 7, entdo, pelo Teorema 2.52,

Xglo/ (0,710 = 29 (570.70) =0
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onde a tltima igualdade vem do fato de que 7 é geodésica. Portanto g(v/(t),~/(t)) é constante.
]

Dessa forma, como provado acima, podemos atribuir um carater causal para geodésicas
dependendo do caréter causal de qualquer um dos vetores tangentes da curva. De forma
semelhante & Proposicao 2.59 podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 2.62. Seja v um vetor tangente de M, ou seja, v € TM. Entao existe uma
vizinhanga U de v em TM e um intervalo I C R ao redor de 0 tal que (w,t) — v, (t) € uma
funcao suave bem definida de U x I em M.

Vimos acima que as curvas geodésicas de uma variedade sao solucoes de um sistema de
equacoes diferenciais de segunda ordem, o que muitas vezes nao pode ser resolvido de modo
simples. Entretanto, é conveniente em alguns momentos tomar a curva tangente 7' e assim
reduzir o sistema para equacoes de primeiro grau. Isso traz algumas vantagens, pois existe
um campo vetorial em TM tal que a curva tangente 7' é uma curva integral desse campo e
assim existe uma corresponéncia entre curvas integrais de campo e geodésicas de M.

Definicao 2.63. Seja v € TM e denote por G, o vetor velocidade inicial da curva
s+l (s) em TM. Entdo, definimos o campo vetorial G € X(TM) como G : TM — T(TM)
dado por v — G,.

O Lema 2.62 mostra que o campo G é um campo vetorial suave no fibrado TM.

Proposicao 2.64. O campo vetorial G € tal que a projegiao m: TM — M € uma bijecio
entre curvas integrais de G e geodésicas de M.

Demonstragao. (a.) Se v é uma geodésica em M, entao ' é uma curva integral de G.
Denotemos «(s) = 7/(s), para todo s. Iremos mostrar que em cada ponto de a o vetor
tangente ¢ um elemento do campo G. Para isso, fixe ¢t qualquer e sejam w = ~/(t) e
B(s) =~.,(s); note que y(t + ) = Yw(s). Entdo, tomando velocidades da perspectiva de
M, a(t+s) =~.,(s) = 5(s) e, tomando velocidades da perspectiva de TM, o/ (t+s) = 5'(s).
Em particular,

o/(t) = B'(0) = Gu = Gag),

ou seja, todos os vetores tangentes de a sao elementos do campo G. Portanto, o é curva
integral de G.

(b.) Se o é uma curva integral de G, entao m o a é uma geodésica em M.

Seja v = a(s), tome a geodésica 7, e considere a curva s — 7, (s), entdo, pela unicidade de
curvas integrais, temos que, a0 menos localmente, 7o« = w07, = ,. De modo semelhante,
considere agora um ¢ arbitrario e seja p uma curva integral de G iniciando em «a(t). Entao,
a(t 4+ s) = p(s) e portanto ma(t 4+ s) = mp(s) = Yp(0)(5). O

Lema 2.65. Sejam v : I — M uma geodésica nao constante e h : J — I uma funcao
com J C R. Uma reparametrizacao yo h : J — M € uma geodésica se, e somente se, h é
definido da seguinte forma h(t) = at + b.

Demonstracao. Para qualquer curva v temos

om0 = (%G ) 07 (k).

D . d*h , (dh\?,. D,
E(Voh)—E'WJF(%) (t)'E'

Entao:
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D
Por hipotese, v é uma geodésica, logo E’y’ = 0 e como 7 é nao constante entdo ' nao é
identicamente nula.
Portanto,
L. D , d*h
v o h: geodésica <= Evoh =0 «— o) =0 <= h(t)=at+b.

2.8 Aplicacao exponencial

Definicao 2.66. Sejam p € M e W, um conjunto de vetores v em T,M tal que a
geodésica v, € definida ao menos em [0,1]. A aplicagdo exponencial de M em p € a fung¢do:

exp, : W, = M

definida por exp,(v) = 7,(1).

Note que W, ¢ o maior subconjunto de T;,M onde exp, pode ser definido; de modo que,
se M é geodesicamente completo, entao W, = T}, M, para todos os pontos p € M.

Do modo como definimos a exponencial a imagem de exp é sempre o ponto da geodésica
no instante 1, mas é razoavel pensar que existem geodésicas que estao definidas em intervalos
maiores do que [0, 1], de modo que podemos expandir a exponencial nos limites de defini¢ao
das geodésicas em um ponto fixado. Para fazer isso, vamos fixar um vetor v € T,M e um
instante ¢ € R. Considere a geodésica v, e tome a seguinte reparametrizacao s — ,(ts),
que também é geodésica pelo Lema 2.65, essa reparametrizacao tem velocidade inicial

dis (70(t5)) |s=0 = t7,,(0) = tv.

Dessa forma, 7,(s) = 7,(ts) pela unicidade da geodésica, como visto no Lema 2.62.
Portanto, se v € W, entao

exp,(tv) = (1) = 7 (t).
Entao a exponencial exp, leva retas através de 0, de T;,M em geodésicas em M passando
por p.

Proposicao 2.67. Para todo p € M existe uma vizinhanca U > 0, em T,M na qual a
ezponencial exp, € um difeomorfismo em uma vizinhan¢a U > p em M.

Demonstragao. Pelo Lema 2.62 sabemos que exp,, ¢ uma aplicagao bem definida e suave de
uma vizinhanca de 0, em T, M. Afirmamos que a diferencial

dexp, : To,(T,M) — T,M

¢ um isomosrfismo canonico vy — v. Sabemos que os vetores de Ty, (T,M) sao definidos
como vy = p'(0), onde p(t) = tv, para algum v € T),M; e como visto antes exp,,(tv) = v,(t).
Assim,

dexp,(vg) = dexp,(p'(0)) = (exp, o p)'(0) = 7,(0) = v.

Portanto, pelo Teorema da Fungao Inversa exp, ¢ um difeomorfismo local. O
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Figura 2.2: Aplicacio da exponencial em T,M, exp,(v) = v,(1)

T,M

P

Figura 2.3: A exponecial é um difeomorfismo de U € TyM em U € M

2.9 Campo de Killing

Definicao 2.68. Seja X um campo vetorial em uma variedade M. Dizemos que X € um
campo vetorial completo se estiver definido em todos os pontos de M.

Definicao 2.69. O fluxo de um campo vetorial completo X em M ¢é uma aplica¢ao
¥ : M xR — M definida por
w<p7 t) = Oép(t)7

onde oy, € a curva integral tal que a,(0) = p e oy (0) = X

Observacao 2.70. O fluxo também pode ser definido localmente, dependendo de onde o
campo vetorial estd definido. Suponha que o campo X esteja definido em uma regiao U de
M, logo o fluzo de U € uma aplicacao ¢ : U x I — U, onde I € um intervalo em R tal que
0el.

Se fixarmos p, entao ¢t — 1 (p, t) é a curva integral a,,. E caso fixarmos ¢, entéo p — ¢ (p, t)
define uma funcao ¢; : M — M chamada de estdgio t do fluxo que leva todo ponto p € M
no correspondente através do fluxo no instante t¢.
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Figura 2.4: Estdgios t do fluzo 1

Lema 2.71. Se v € o fluxo de um campo vetorial completo, entao:
. Yo € a funcao identidade de M ;
1. s 0 Yy = gy, para todo s,t € R;
ii. cada estdgio vy, € um difeomorfismo, com Yt = _y.
Demonstragao. 1. Diretamente da defini¢ao, ¢o(p) = a,(0) = p.

i1. Para t fixado, seja a,(t) = ¢ € M, note que (95 0 ) (p) = Vs(a,(t)) = ¥s(q) = By(s),
onde f; ¢ a curva integral tal que (,(0) = q = a,(t) e 5;(0) = X, = Xq, ). Assim,
pela unicidade da curva integral, temos que «, e 3, parametrizam a mesma curva e
B,(s) = ay(t + s). Portanto, segue o resultado.

iti. Seja 1P, um estagio de um fluxo. A funcao ¢_;(p) = a,(—t) é um estagio do fluxo. O
resultado vem diretamente do item anterior, pois ¥_; o (p) = ¥o(p) = ,(0) = p.
]

Proposicao 2.72. Seja « : [0,b[— M, com b < 0o, uma curva integral de X € X(M).
Se existe uma sequéncia (s,) € [0,b], com (s,) — b tal que (a(s,)) converge, entio o €é
extendivel como curva integral em [0,b+ 0[, para algum §.

Demonstragao. Seja U uma vizinhanca de L = lima(s,) tal que o fluxo esteja definido
Ux]—4,6[, para algum 6. Como (s,) — b, existe ng tal que |s,, —b| < J, entdo s,, —b > —0
e Sy, > b—0, e ainda a(s,,) € U, devido a convergéncia de («(s,)).

Tomemos entdo [ uma curva integral de X passando por a(s,,) e definida em [0,0d].
Portanto, 5(t) = a(s,, +1t) e f é a extensao desejada. O

Definicao 2.73. Seja X € X(M). A derivada de Lie Lx relativa a X € definida por

Lx(f) =Xf
LX(Y) = [X,Y]

para quaisquer f € F(M) eY € X(M).

Na Definicao anterior vimos como estéd determinada a derivada de Lie quando aplicada
em fungoes e campos vetoriais. Uma definicao similar pode ser feita a um campo tensorial
covariante A.
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Definicao 2.74. Sejam X € X(M) e A € T,(M), um s—campo tensorial covariante. A
derivada de Lie Lx de A relativa a X € definida por

1,
LA = lim - [7(4) - 4]

A derivada de Lie é um caso particular de derivacao tensorial e portanto vale a regra do
produto:

aqui mostrado para o caso s = 2. Para estudos mais aprofundados em tensores e derivadas
de tensores deixamos indicado [O’N83] e [KN63|.

Definicao 2.75. Um campo vetorial de Killing em uma variedade é um campo vetorial
X tal que a derivada de Lie aplicada a métrica da variedade g € nula, ou seja, Lxg = 0.

Proposicao 2.76. Um campo vetorial X é de Killing se, e somente se, os estdgios i, de
todos os fluzos locais sao isometrias.

Demonstracao. Se cada v, é uma isometria, entdo ¢; (g) = g. Portanto, pela Definigao 2.74,
LXg = 0.

Reciprocamente, se Lxg = 0, seja ¢ : U x I — U um fluxo local de X. Se v € T,M,
sendo p € U, entdo, para s suficientemente pequeno, w = di)s(v) e, pela Definicao,

lim1 [g(dyw, diyw) — g(w,w)] = 0.

t—0 t

E como v 0 9y = sy,

lim © [g(dyo (0), dibs1o(0)) — g(dbs(v), disy ()] = 0.

t—0 t

Dessa forma, a fungao a valores reais s — g(dis(v), dips(v)) tem derivada identicamente nula.
Portanto, a fungao é constante e assim ¢g(dvys(v), ds(v)) = g(v,v), paratodoves e I. O

Proposicao 2.77. Se V ¢ uma conexao de Levi-Civita e X € um campo de Killing, entdo
(Vy X, Z)+ (VzX,Y) =0, para quaisquer Y, Z € X(M)

Demonstracao. Como X é um campo vetorial de Killing, entao pela equagao 2.11

XY, Z) = (X, Y], Z) + (Y,[X, Z]) = (VxY — Vy X, Z) + (Y, VxZ — V;X)
=(VxY,Z) = (Vy X, Z) + (VxZ,Y) = (V2zX,Y)
_ X(Y,Z) — ((Vy X, Z) + (V,X,Y)).

Portanto, (Vy X, Z) +(VzX,Y) = 0. O

Lema 2.78 (Lema de conservacao). Sejam X um campo de Killing em M e v uma
geodésica em M. Entao (v, X) é constante ao longo de 7.

Demonstragao. Seja V a conexao de Levi-Civita associada a métrica g. Pela Proposicao 2.77
e considerando Y = Z =/, teremos (V.. X,~) = 0. Portanto,

d D D
@ <X7’,y/> - <£X’Y’7/> + <X% E’Y” = <v7’X%'7/> = 0.
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2.10 Relacao entre formas bilineares e produtos escalares

Nas secoes anteriores foi discutido o impacto que um produto escalar pode ter na base
do espaco vetorial em que estd definido. Além disso foi mencionado que os resultados
determinavam a necessidade de fixar um produto escalar e que os vetores das bases e os
tipos de vetores poderiam variar dependendo do produto escalar considerado no espaco
vetorial. Veremos agora um resultado que exibe uma certa relacao entre um produto escalar
e uma forma bilinear simétrica sob certas condigoes.

Teorema 2.79. Sejam (V,g) sendo g um produto escalar indefinido, com dimV =n e b
uma forma bilinear simétrica. Entdo, sao equivalentes:

1. b=X-g, para algum X € R;
ii. q@(v) =0, para todo v € V tal que g(v,v) = 0.

Demonstragao. (i. = ii.) Suponha que b = X - g, para algum A € R. Seja v € V um vetor
tipo-luz de g. Entao
qy = b(U,U) = A -g(v,v) =0

portanto vale o resultado.
(73. = 4.) Vamos dividir em casos.

e Caso I: n =2, v = 1. Seja B uma base ortonormal de V', B = {ej, e2}, sobre g. Sem
perda de generalidade, suponha que ey é tipo-tempo de g, pois ¥ = 1. Definimos os
vetores

v = —=(e1 + e2) e Uy

V2

Entao v; e vy sao tipo-luz de g. De fato,

1
= E(el — 62).

1
g(v,v1) = 5[9(617 e1) +2g(e1,e2) + glez,e2)] =0

g(v2,v2) = %[9(61761) + g(ea, e2)] = 0.

Logo, como sao tipo-luz de g, por hipotese, também sao vetores tipo-luz de b. Note
que v e vy formam uma base de V, seja B = {v1,v2} uma base e tome \ = b(vy, vy).
Dessa forma teremos

= [ e = (3 0 )=~ (1 o)

e ainda

=)
—

Mo = | § ¢
Portanto, b = X\ - g.

e Caso II: n > 2, v = 1. Seja B = {ey, ..., e,} uma base ortonormal com respeito a g
com e, tipo-tempo e b;; = b(e;, e;). Considere os subespacos W; = span(e;, e,,), para
i=1,...,n—1. Aplicando o Caso I em W; teremos que b;,, = 0 e b;; = —b,,,,, para todo
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1=1,...,n — 1, isso acontece pois em W; vale que b = X - g. Logo, sendo b,,, = —\
A x| 0
Mi(b) = :
5(b) * Al O
0 0]—A

Definimos os vetores vy = cos(f)e; + sin(f)e; + e,,, para quaisquer 4, j > 1, i # j; vy é
do tipo-luz sobre g, para qualquer 6.

g(vg, vg) = cos®(0)g(e;, e;) + sin?(0)g(e;, e;) + 2sin(0) cos(0)g(ei, e;) + glen, €,)
= sin(26)g(e;, e;) = 0.

Logo, vy é tipo-luz para b (hipotese). Entao segue que

0 = blvg, vg) = sin(26)b;,

assim temos que b;; = 0, para quaisquer ¢,j = 1, ..., e ¢ # j; portanto
A 010 1 - 0] 0
se)= | | S I 5(9)
0 -~~~ 0]=A 0 - 0]-1

Caso III: n > 2, v = n—1. Se g tem indice n — 1 entao a forma bilinear —¢g tem indice
1. Aplicando o Caso II para —g teremos que b = X\ - (—g), portanto b = —A-g =k - g.

CasoIV:n>3, 1<v<n—1.SejaB={er,....en v, €n_ni1, .., €y} base ortonormal
sobre g, com €,_,41, ..., €, vetores do tipo-tempo. Com b;; = b(e;, e;) e tomando o
subespago Wy = span(ey,...,en_,€x) com k = n — v+ 1,...,n, pelo Caso II, temos

by, = —Aeby; =\ parai=1,...,n —v. Entao
My | 0 -+ 0
0 - e %
MB(b) - . . t. .
0 ke —A

Onde I,_, é a matriz identidade de ordem n — v. Considerando os subespacos
Vi = span(eg, en_yi1, -y €n), com k = 1,....,n —v. Aplicando o Caso III concluimos a
demonstragao, pois

A, 0
MB(b) = |: 0 _)\In—l/ :| :



Capitulo 3

Espacos vetoriais de Lorentz

Agora que estudamos as estruturas de espacos vetoriais nao-euclidianos, como
ortogonalidade e bases, vamos focar no caso Lorentziano, ou seja, espacos com produtos
escalares de indice 1. Dessa forma estaremos lidando com espagos cujas bases ortonormais
contém apenas um vetor unitario do tipo-tempo.

Os vetores tipo-tempo exercem um papel muito importante no estudo de espagos nao-
euclidianas. Isso deve ter ficado claro nos resultados vistos anteriormente e sera ainda mais
evidente nos resultados que veremos a seguir.

Nessa segao iremos denotar por (V, g) um espago vetorial V' de dimensao finita n munido
de um produto escalar Lorentziano g, isto é, v = 1. Logo, (V, g) é dito um espago vetorial
Lorentziano. Lembrando que o produto escalar pode ser denotado também por (-, -).

3.1 Cones tipo-tempo

Denotaremos das seguintes formas os conjuntos abaixo:

e S={veV|g(v,v) >0}, conjunto dos vetores tipo-espaco de V;

o T={veV]|g(v,v) <0}, conjunto dos vetores tipo-tempo de V;

o £={veV|g(v,v) =0}, conjunto dos vetores tipo-luz de V;

e NS ={veV|g(v,v) <0}, conjunto dos vetores nao tipo-espago de V.

Definicao 3.1. Sejam (V,g) um espago vetorial Lorentziano e v € T. Definimos os
cones tipo-tempo de v como

e cone tipo-tempo futuro, CT(v) = {w € T | g(v,w) < 0};

e cone tipo-tempo passado, C+(v) = {w € T | g(v,w) > 0}.
Podemos definir também os cones causais de v:

o C'(v) = {w e NG | glv,w) < 0};

o C'(v) = {w € MG | g(v,w) > 0}.

Note que, pela Defini¢do acima, v € CT(v), enquanto —v € C*¥(v).

A denominacao por cone nos conjuntos acima é efeito do caso I3 onde esses conjuntos
sao, de fato, cones no espaco. Consideremos v € L3 um vetor qualquer escrito na base
canonica como v = (z,y, z). Como estamos tomando o produto escalar g = dz? + dy* — dz>
teremos que

35
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e se v € &, entao 22 < 22 + 92
e se v €T, entdo 22 > 2?2 + 9%
e se v € £, entdo 2% = 2?2 + 32

E assim, fica facil ver que os conjuntos &, ¥ e £ sao unioes de dois cones.

Figura 3.1: Os cones temporais em L3

Nos enunciados a seguir quando nao for mencionado ou destacado a orientagao temporal
(passado ou futuro) do cone é porque os resultados valem independente dos casos.

Proposicao 3.2. Dois vetores tipo-tempo v e w estao no mesmo cone tipo-tempo se, e
somente se, g(v,w) < 0.

Demonstracao. (=) Por hipdtese, v e w estdo no mesmo cone tipo-tempo. Entdo existe
u € T tal que v,w € C(u) e

g(u,v) <0 (3.1a)
g(u,w) <0 (3.1b)
Suponhamos, sem perda de generalidade, que ||u|| = 1. Tome entdo uma base ortonormal
{e1,...,en_1,u}. Logo,
v=ou+vU
{ w = fu+w

sendo «, 8 € R, com a, # > 0, pelas equacgoes 3.2, e ¥, w € &. Entao

—

0> g(v,v) = —a® + g(0,0) = a > ||1]]
0> g(w,w) = =4+ g(d,d) = 8 > |||

Dessa forma, temos que

9(v,w) = —af + g(v, @) < —[|d][||w]] + ¢(v, @) <0,
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onde a ultima desigualdade vem de Cauchy-Schwarz. E portanto, g(v,w) < 0.
(<) Obvio, pois se g(v,w) < 0 entdo tanto w € C(v) quanto v € C'(w) e portanto estao
no mesmo cone tipo-tempo. ]

Pela propria Definigao 3.1 temos que v € C'(w) se, e somente se, w € C'(v). E de modo
analogo ao que foi feita na Proposigao anterior temos que v € C(w) se, e somente se,

C(v) = C(w).

Proposicao 3.3. Se v e w sao vetores tipo-tempo no mesmo cone, entao av + Pw, para
quaisquer o, f € R tais que af > 0, também estd no mesmo cone.

Demonstra¢ao. Da Proposigao 3.2 temos que g(v,w) < 0, entao

g(v,av+Bw) = ag(v,v)+ Bg(v,w) < 0
glav+ Bu,av+ Buw) = a?g(v,v) + 208g(v, w) + Fig(w,w) < 0

Da segunda equacao deduzimos que av + fw € tipo-tempo e da primeira que av + Sw esta
no mesmo cone tipo-tempo que v. 0

Dessa forma, mostramos que cada cone tipo-tempo é convexo.

3.2 Desigualdades reversas

Teorema 3.4 (Desigualde de Cauchy-Schwarz reversa). Se v,w € V sdo wvetores tipo-
tempo, entao

i. |g(v,w)| > ||v|| |wl]|, além disso a igualdade vale se, e somente se, v e w sao colineares.

1. Se v e w estdo no mesmo cone, entao existe um unico 0 > 0, chamado de dngulo
hiperbolico entre v e w tal que

9(v,w) = — [|v[| [|w][ cosh(8).

Demonstragao. i. Sabemos que (V,g) é Lorentziano, logo v = 1. Por hipotese v é tipo-
tempo, entdo span(v) é nio degenerado, dessa forma V = span(v) @ span(v)*, pela
Proposigao 2.21. Sejam o € R e w € span(v)* tais que w = av + w. Entao

g(w,w) = Ozzg(’l}, U) + g(@,@).

Note que spcm(v)L nao tem vetores tipo-tempo, caso contrario, se em sua base

houvessem vetores tipo-tempo, entao o indice de V seria maior que 1. Entao
g(w,w) > 0. Assim, temos que

g(v,w)2 = 0529(1)7@)2 = g(vvv) [g<w7 w) - g(@, w)} > g(v,v)g(w, w)
= lg(v,v)| lg(w, w)| = [|o]* [w]?,

portanto |g(v,w)| > [[v][|w].

E facil ver que a igualdade vale se, e somente se, g(w,w) = 0, ou seja, se, e somente
se, v e w sao colineares.
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ii. Se v e w estdo no mesmo cone, entao g(v,w) < 0 (Proposi¢ao 3.2); logo, pelo item i.
vale que
—g(v,w) > 1
[olflwll —

A funcao cosh definida em R é tal que coshz > 1, para todo x € R. Portanto existe
0 > 0 tal que
—g(U, w)

cosh @ = )
[[v]l[]w]]

]

Teorema 3.5 (Desigualdade triangular reversa). Se v e w sao wvetores tipo-tempo no
mesmo cone, entao
[0l + [Jwll < v+ wl,

e a 1qualdade vale se, e somente se, v e w sao colineares.

Demonstracao. Como v e w estao no mesmo cone entao v + w € tipo-tempo e
g(v+w,v+w) <0 (Proposigoes 3.3 e 3.2, respectivamente). Portanto,

lv+wll* = —g(v +w,v+w) = [Jol|* + lw]* + 2lg(v, w)| = [[v]|* + [[w]]* + 2[Jv][[[w]
= ([lv]l + llwl)*.

Além disso, a igualdade vale se, e somente se, |g(v, w)| = ||v||||w]||, ou seja, pelo Teorema
3.4, se, e somente se, v e w sao colineares. ]

Como destacado em [Stel2], o Teorema 3.5 carrega um valor geométrico muito forte.
Na geometria Euclidiana, a distancia entre um ponto A e um ponto C nao pode ser menor
caso passe por um outro ponto B, ou seja, a distancia "direta"entre A e C deve ser igual ou
menor do que a distancia acumulada de A até B e de B até C, isso é a desigualdade triangular
euclidiana, tendo esse nome ja que na geometria Euclidiana um lado de um triangulo é sempre
menor que a soma dos outros dois.

Com a alteracao na métrica agora tal propriedade nao se mantém e essa diferenga pode ser
interpretada como uma "curvatura"do espago, mas nao uma curvatura no sentido usual do
termo e sim como se houvesse um certo "acimulo"de espaco, tal ideia traz fortes aplicacoes
fisicas e foi um dos fundamentos explorados por Einstein em sua Relatividade Geral.

v+ w v+ w

(a) (b)

Figura 3.2: Representacdo da desigualdade triangular nos casos Euclidiano e nao-Fuclidiano
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3.3 Cones causais

Iremos mostrar propriedades semelhantes aquelas vistas na secao 3.1 para cones tipo-
tempo agora para cones causais.

Proposigao 3.6. Se v e w sao vetores tipo-luz de um espago vetorial V', entao {v,w} é
linearmente depedente se, e somente se, g(v,w) = 0.

Demonstragao. (=) Se {v,w} é linearmente dependente entao w = Av, para algum A € R;
logo, g(v, w) = Ag(v,v) = 0.
(<) Considere uma base ortonormal para V', {e;,--- ,e,}, entdo podemos escrever

n n
v = E a'e; e w= g Ble;.
i=1 j=1

Como u e w sao vetores tipo-luz, logo a™ # 0 e ™ # 0. Dessa forma, tomando, sem perda
de generalidade, os vetores apropriados teremos que

n—1 n—1
v = E a'e;+e, e w= E Ble; + ep.
i=1 j=1

Por hipétese, g(v, w) = g(v,v) = g(w,w) = 0, assim

1= alﬁl R Oénflﬁnfl — (041)2 S (an71>2 — (51)2 S (ﬁn71>2.
Com isso, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, teremos que os vetores ale; +- - -+a" e,
e Bley + -+ + B" e, sao colineares com constante de proporcionalidade 1. Portanto,
v = w. ]

Proposicao 3.7. Se v,w € V sao vetores causais, entdo v e w estdo mo mesmo cone
causal se, e somente se, g(v,w) <0 ouv,w € £ e {v,w} € linearmente dependente.

Demonstragao. (=) Faremos a demosntragao por casos.
e Se v,w € T, entao o resultado vale pela Proposicao 3.2.

e Se algum dos vetores é tipo-luz, entao basta tomar o cone causal do outro vetor e o
resultado sai imediatamente da observagao feita apos a Proposicao 3.2.

e Sewv,w € £, entdo vamos supor que g(v,w) > 0 e mostraremos que {v, w} é linearmente
dependente. A demonstragao é semelhante aquela da Proposi¢ao 3.2. Por hipdtese v
e w estao no mesmo cone causal, entao existe um vetor tipo-tempo u € V tal que
v,w € C(u), ou seja,

g(u,v) <0 (3.2a)
g(u,w) <0 (3.2b)
Suponhamos, sem perda de generalidade, que ||u|| = 1. Tome entdo uma base

ortonormal {ey,..., e, 1,u}. Logo,

v=ou-+7T
w = fu+ W
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sendo a, 8 € R, com «, f > 0, pelas equagoes 3.2, e v,w € &. Entao
0=g(v,v) = —a’ + (0, 7) = a = ||V
0= g(w,w) = =B+ g(@,w) = 5 = |||

Dessa forma, temos que
g(v,w) = —af + g(v,w) = —||d][||w][ + g(v, w) < 0,

onde a ultima desigualdade vem da versao euclidiana de Cauchy-Schwarz, vilida para
vetores tipo-espago. Temos entdo que g(v,w) = 0 e portanto, pela Proposigao 3.6,
{v,w} é linearmente dependente.

(<) Também sera feita por casos.

e Se ao menos um dos vetores é tipo-tempo, entao o resultado segue ou da Proposicao

3.2 ou da observacao feita logo apos essa proposigao.

e Sev,w € £ e {v,w} élinearmente dependente, entdo w = A\v, para algum A € R, e o

resultado é imediato.
Suponha agora que {v,w} ¢ linearmente independente e assim g(v,w) < 0. Entao v+w
é um vetor tipo-tempo, de fato

g(v+w, v+ w) =2g(v,w) < 0.
Tomemos agora o cone causal C'(v + w) e note que

90+ w,v) = glw,v) < 0
g(v+w,w) = g(v,w) <0

Portanto, v, w € C(v + w) e vale o resultado.

3.4 Subespacos Lorentzianos

Definigao 3.8. Seja (V, g) um espago vetorial Lorentziano. Se W € um subespago vetorial
de V' entao diremos que W é:

7.

tipo-espago, se glw € Euclidiano.

tipo-tempo, se glw € nao degenerado com indice 1 (ou seja, Lorentziano caso

dimW > 2).

tipo-luz (ou degenerado), se glw € degenerado (ou seja, W N W=+ #£{0}).

Proposicao 3.9. Um subespaco W de um espaco Lorentziano V € tipo-tempo se, e
somente se, W+ ¢é tipo-espaco.

Demonstragao. Da Proposigao 2.21 segue que gl é ndo degenerado se, e somente se, g|y 1
¢ nao degenerado, ou seja, W N W+ = {0}. Logo, V =W @& W+ entao

Vg = Vglw +V9|WJ_’
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onde v indica os indices da restrigoes de g. Se W é tipo-tempo, entao vy, = 1, e se Wt é
tipo-espago, entao vy, = 0. Portanto, como v, = 1, por hipétese, vale o resultado. O

Proposicao 3.10. Seja W um subespaco de V, com dimW = k > 2, entdo sao
equivalentes:

1. W € tipo-tempo.
1. W contém dois vetores tipo-luz linearmente indepenentes.
1t. W contém um vetor tipo-tempo.

Demonstragao. (i. = 4i.) Como W ¢é tipo-tempo, consideremos uma base ortonormal
{e1,-++ ,er} de W, com e; tipo-espago, e ¢ tipo-tempo. Entao e; + e e e; — ¢; sdo dois
vetores tipo-luz linearmente independentes.

(13. = 1ii.) Sejam v, w dois vetores tipo-luz linearmente independentes de W, entao ou
v+ w ou v —w é tipo-tempo. Isso segue do fato de

glvtw,v+w)=gv,v)+t29(v,w)+ glw,w) =+2g9(v,w).

Observe que g(v,w) # 0, pela Proposigao 3.6.

(791. = 1i.) Seja v um vetor tipo-tempo de W, logo s6 precisamos mostrar que g|y € nao
degenerado. Suponha, por contradigao, que g|ly é degenerado. Entdo existe um vetor z # 0
tal que z pertence ao radical de g|y, em particular, z é tipo-luz. Como v, z sdo linearmente
independentes, sabemos da Proposi¢ao 3.7 que

e se v, z estdo no mesmo cone causal, entdo g(v,z) >0
e sc v,z estdo em cones causais diferentes, entao g(v, z) < 0.

Ambos os casos contradizem o fato de que z esta no radical de W. Portanto, g|ly é nao
degenerado. O

O caso de W, quando esse é tipo-espaco, nao difere do estudo tradicional de Algebra
Linear, logo nao comentaremos. Por outro lado, é possivel obter resultados semelhantes ao
visto na Proposic¢ao 3.10 para um subespago tipo-luz.

Proposigao 3.11. Seja W um subespaco de V', entdo sao equivalentes:
1. W € tipo-luz.
1. W contém um vetor tipo-luz, mas nenhum tipo-tempo.

iii. A interseccao de W com o subconjunto dos vetores nulos (tipo-luz e elemento neutro
de V') forma um subespago vetorial de dimensao 1.

Demonstragao. (i. = ii.) Como W é tipo-luz, entdo o radical de g em W tem um elemento
nao nulo, v € W, em particular, g(v,v) = 0, além disso, W nao contém vetor tipo-tempo,
caso contrario, W seria tipo-tempo, pela Proposic¢ao 3.10.

(73. = i7i.) Por hipotese, W contém um vetor tipo-luz, logo A, conjunto dos vetores nulos,
¢ tal que dim A > 1. Contudo, pela Proposicao 3.10, dim A = 1, caso contrario existiriam
dois vetores tipo-luz linearmente independentes e assim A conteria um vetor tipo-tempo.

(7ii. = 1i.) Note que W nao pode ser tipo-tempo, nesse caso W teria dois vetores tipo-luz
linearmente independentes (3.10), o que contradiz o fato de dim A = 1. Além disso, W néo
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pode ser tipo-espago, nesse caso, tomando uma base ortonormal de W, {e,--- , ek}, tal que
k

gii = 1, paratodoi=1,---  k, entdao se v = Z a'e; é um vetor tipo-luz de A, logo
i=1

assim o = 0, para todo i = 1,--- ,k, e dim.A = 0, também uma contradicao. Portanto,
como visto na Definicao 3.8, W deve ser tipo-luz O]

3.5 Grupo de Lorentz

Definigao 3.12. O espago vetorial Lorentziano L™ = (R™, (-,-)), com n > 2, chamado
de espago-tempo de Lorentz-Minkowski, onde (-,-) denota o produto escalar definido por

n—1
((a',....a), (b, ... 0") =Y a'h' — a"b",

=1
onde (a',...,a") e (b',...,b") sdo vetores de IL".

Note que o produto escalar canonico de IL", definido acima, é o mesmo definido no
Exemplo 2.25.
Seja By a base canonica do R" e GL,(R) o conjunto das matrizes reais n x n. Denote por

0=t = (L)
Definicao 3.13. Definimos o grupo de transformacao de Lorentz como
Iso(L™) ={f:L—1L|f:isometria}
e o grupo de Lorentz como
O:1(n) = {A € GL,(R) | A'nA = n}.

O grupo de Lorentz é o grupo de rotagoes hiperbolicas nos planos Lorentzianos, como
veremos adiante. Ainda, O1(n) é um subgrupo do grupo de Poincaré, que além das rotagoes
contém as translacoes no espaco-tempo de Lorentz-Minkowski.

Fixe uma base qualquer de L", podemos construir o grupo de isomorfismos
Iso(L™) — O;(n) que mapeia toda transformagdo de Lorentz f na matriz M(f,B). Em
particular, fixada a base candnica By, teremos que

® : Iso(L") — O4(n)
O(f) = Ay = M(f, Bo)

Denote f4 = ®1(A). A demonstragao de que ® ¢ isomorfismo segue de modo anélogo ao
caso Euclidiano para Iso(R") e O,.

Observagao 3.14. Como A'nA = n, entdo seque facilmente que (detA)? = 1 e assim
detfa = £1, sendo fa o elemento de Iso(IL™) tal que ®(f4) = A.
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Definicao  3.15. Dizemos que uma transformacao de Lorentz f € propria se
det(f)(= detAy) = 1. E dizemos que f € impropria se detf = —1.

O subgrupo das transformagoes de Lorentz proprias (improprias) é denotado por
Iso™ (L") (respectivamente Iso~ (L)) e o subgrupo isomorfo em O;(n) denotado por O (n)
(respectivamente O; (n)). Temos que nem Iso™ (L") nem O7 (n) sdo subgrupos.

Como vimos anteriormente existem dois cones tipo-tempo em L™ conexos. Estabelecer
uma orientacao temporal tera grande valor adiante e faremos isso usando os cones tipo-tempo
e o vetor tipo-tempo na base canonica.

Seja {e1, -+ ,e,} a base candnica de L™, vamos fixar uma orientacdo temporal usual da
seguinte forma:

e Cone causal futuro, CT: o cone que contém e,
e Cone causal passado, C*: o cone que contém —e,,.

O estabelecimento de uma orientacao temporal permite entender melhor como os
elementos de Op(n), em consequéncia de Iso(IL"), operam, como veremos na seguinte
observagcao.

Observacao 3.16. Seja f € Iso(L") uma transformacao de Lorentz, tomando a base
canonica B = {ey, ..., e,} temos

aix -+ Qip
Ap =

Ap1 Qpn

Dessa forma f(e,) = aiper + - -+ + appen. Observe que

—1 = (en, en) = (f(en), flen)) = a1y +++ + a1y — A,
entao a®, — 1> 0 e |ap,| > 1. Como (e, f(€,)) = —ann, temos que sao equivalentes:
1. Qpp > 1
ii. f(e,) € CT
i f(CT) =C1
w. f(CY)=C*

Demonstragao. (i. = ii.) Por hipotese an, > 1, logo (f(en),en) = —an, < 0 e, pela
Proposigao 3.2, e, e f(e,) estdo no mesmo cone tipo-tempo. Portanto f(e,) € Ct.
(ii. = #4i.) Obvio, pois como f(e,) € CT, entao temos, pela Proposicao 3.2 que

veCl & (ve,) <0 (f(v), flen)) <0 & flv) e CT.
(iii. = iv.) Assim como no item anterior, pela Proposicao 3.2 e como f(CT) = C?
veCr e (ve,) >0 (f(v), flen)) >0 flv) € CY.

(iv. = 4.) Por hipotese f(C¥) = C*, entao (f(—e,), e,) > 0. Assim, —(f(en), €n) = apn >
0. Portanto, como |a,,| > 1, an, > 1. O
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De modo anélogo podemos obter
tun € —1 & flen) € CH e J(CT) = C* & f(CY) = C.

Definigao 3.17. Seja f € Iso(L"), dizemos que f é ortocronos se f(CT) = CT.
Iremos denotar por Iso' (L") o subgrupo das transformagées ortocronos e OI(n) o subgrupo
correspondente em Oq(n). Analogamente, denotaremos o subconjunto das transformagaées
nao-ortocronos por Iso*(IL") e, respectivamente, Of(n)

Portanto, pela Observacao 3.16, f € ISOT(Ln) se, e somente se, a,, > 1, sendo a,, o
elemento (n,n) de Mp,(f) com B, sendo a base canoénica de LL™.

De agora em diante combinaremos os conceitos definidos em 3.15 e 3.17, denotando as
combinagoes da seguinte forma:

O+T(n : transformacoes ortocronos proprias;

n): transformacgoes ortocronos improprias;

)
L (n)
Oﬂ(n): transformacoes nao-ortocronos proprias;
*(n)

. transformacoes nao-ortocronos improprias.

Exemplo 3.18. Pelas definicoes 3.15 e 3.17 temos os sequintes exemplos:

L 2|0 0 Lia| 00
0 |1 0[esSoln) 0 [-1 0 |eof
0 0 1 00 -1

Lis| 00 I 5|0 0

0 -1 0| €0;'(n) 0 |1 0 |€0*n)
0 |0 1 0 |0 -1

O exemplo acima mostra que o grupo O;(n) tém pelo menos 4 componentes conexas. De
fato, ele tém 4 e deixamos [VC10] e [O’N83| como referéncias para demonstragao e resultados.

O caso de Of(n) ¢ especial por ser o tinico subgrupo de O;(n), logo seré denotado por
SOI(n), chamado de grupo de Lorentz restrito.

Proposicao 3.19. Seja f € Iso(IL"), entdo sao equivalentes:
i. f&lso (L"),

ii. existe um vetor causal v € L™ tal que (v, f(v)) <0,

ii1. para todo vetor tipo-tempo v € L™ vale que (v, f(v)) <0,

w. para toda base ortonormal, o elemento (n,n) da matriz de f é maior que zero (e, de
fato, maior ou igual a 1).

Demonstragdo. (i. = ii.) Suponha que f € Iso' (L"), logo o elemento (n,n) da matriz de f
na base canonica é maior que zero, portanto, como visto na Observagao 3.16, {(e,, f(e,)) < 0.

(73. = 4i1.) Seja, por hipotese, w € L™ um vetor causal tal que

(w, f(w)) <0, (3.3)
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logo estao no mesmo cone pela Proposi¢ao 3.7. Considere v € L™ um vetor tipo-tempo. Se
{v,w} é linearmente dependente, entdo v = aw e

(v, f(v)) = (aw, af (w)) = o*(w, f(w)) <0,

portanto vale o resultado. Suponha entdo que {v,w} é linearmente independente. Dessa
forma (v, w) # 0, portanto teremos que

e se (v,w) < 0, entdo (f(v), f(w)) < 0; assim v,w estdo no mesmo cone e f(v), f(w)
também. Com isso, pela equagao 3.3, v, f(v) estdo no mesmo cone e vale o resultado.

e se (v, w) > 0, entdo (f(v), f(w)) > 0; assim v, w estdo em cones diferentes e f(v), f(w)
também estdo. Com isso, pela equagao 3.3, v, f(v) estdo no mesmo cone e vale o
resultado.

iti. = . Seja {ui,...,u,_1,v} uma base ortonormal de L", sendo v tipo-tempo.
Suponha que
fv) =aiug + ... + ap_qup_q + v,

note que os elementos «; compoe a n-ésima coluna da matriz de f. Além disso,

(v, f(v)) = —an

e, por hipotese, (v, f(v)) < 0, logo a,, > 0 e portanto vale o resultado.
1w. = 1. Note que a Observacao 3.16 vale para qualquer base ortonormal de ", nao
somente a base canonica. [

3.5.1 O grupo de Lorentz em dimensao 2

No que segue, iremos determinar o grupo de isometrias O;(2), isto é, queremos determinar
todas as matrizes 2 X 2 tais que

S [ 0], 10
wlo Al 4]

Seja By = {ey, 2} a base canonica de L2 = (R?, (-, -)) e consideremos a base B = {u, v},
onde

1( ) 1( )
u=—=(e1+e) e v=—(—€; +e9).
1 2 2 1 2

V2
Note que u e v sao vetores do tipo-luz, de fato

(u,u) = <%(61 +62),%(61 +e2)> -

1 1 1
<U,’U> — <E(_€1 —+ €2>7 E(—el + €2>> = §<<€1,€1> + <€27€2>) =0.

Além disso, u e v estao no mesmo cone causal, pois

({e1,e1) + (e2,e9)) =0

N | —

1 1
(u,v) = 5(61 + €9, —€1 + €9) = 5(—<€1,€1> + (e2,€9)) = —1.
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Tomando tal base temos entao que
0 -1
O R

E ainda fica definida a matriz de mudanca de base By < B, P,

11 1 L 111
=gl A e -]
Para explicitar os elementos de O;(2) vamos obter a matriz de cada f € Iso(LL?) na base
B e entao na base By usando a mudanca M(f, By) = P - M(f, B) -_P_l.
Logo, escrevendo f(u) = au+bv e f(v) = au + bv, com a,b,a,b € R, teremos, como f é
isometria,
0= (u,u) = (f(u
0= (v,v) =(f(v

Agora temos dois caso exclusivos: Caso I: b = 0 ou Caso II: a = 0.

f(u)) = —2ab, (3.4)
f(

),
), f(v)) = —2ab. (3.5)

e Caso I: nesse caso f(u) = Mu (X # 0). Como f € Iso(IL?) entao

—1 = (u,v) = (f(u), f(v)) = (\u,qu + bv) = =\,

nesse caso temos que b = X e, necessariamente, pela equacao 3.5, @ = 0. Dessa forma,

1
flv) = 3ve entao

A0
M(f,B) = 0 1 ] :
A
Portanto f € Iso™(L?) (pois detf = 1) e como f(u) = Au teremos que
(v, f(u)) = (v, \u) = =\, portanto f(u) estd no mesmo cone de u e v, ou seja,

f € Iso'(IL?), se, e somente se, A > 0.

e Caso II: nesse caso f(u) = Av. Como no caso anterior, usando a equagao 3.4, teremos

que f(v) = T entao
1
M(s.B) = | )3 ] .
A0
Assim, f € Iso (L?) (detf = —1) e da mesma forma, como f(u) = Av teremos
(u, f(u)) = (u,\v) = —A\, portanto f(u) estd no mesmo cone de u e v, ou seja,

f € Iso'(IL?), se, e somente se, A > 0.

Podemos agora determinar como sao os elementos de O;(2). Logo, se f € Iso(IL?), entao
A
A€o’ @ e M(fB)=| 1],

> —=o
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para A > 0. Como vimos acima, M(f,By) = P - M(f,B) - P!, assim

1 1
A+— A——
LA A
M(vaO) ZE
PRI
A A
Tomando 8 = In A € R teremos entao
1 1
/\+X:ee+e_9 e )\—X:ee—e_e,

portanto

cosh@ sinh6
M(f, Bo) = { sinh @ cosh® ] ’

Da mesma forma, consideremos agora f € O7¥(2). Entéo, det f = 1, logo

A0
M(f76): O l )
A
para A < 0. Assim,
1
. A+ — /\_X
M(fvgo)zé
PRI
A
e tomando 6 = In —\ teremos
)\+1:—(69+e*9) e )\—l:—(ee—e’e)
A A ’

portanto
—coshf —sinhé
M(f,By) = { —ginh 6 —coshe}.

Tomemos agora f € Oy T logo det f = —1. Entéao

1
mrBy =" X
A0
para A > 0. Assim,
1 1
B W N M
1 A +)\
M(faBO):§

PR
A A

e tomando 8 = In A\ teremos

1 1
)\+X:69—|—e*9 e )\—X:ee—e’e

47
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portanto
—coshf —sinh6 }

M(f,Bo) = [ sinh @ cosh 6

Semelhante ao que fizemos com Oﬁ, se f €Oy ¥ entao

cosh 6 sinh
M(f,Bo) = [ —sinh® —cosh@ } ’

Em resumo, temos que os elementos de O;(2), separados nas suas 4 componentes, podem
ser dos seguintes tipos:

+/6ov | cosh@ sinh@ Loy | —cosh® —sinh@ |

501(2) : [ sinh@ cosh@ 017(2) ; I —sinh® —cosh@ |
/ey . | —cosh® —sinh6 —L/oy . | cosh@  sinh@

O (2): [ sinh @ cosh 6 017(2) : | —sinhf# —cosh# |

Observacgao 3.20. 1. Observe que se 8 = 0 entao as matrizes acima ficam reduzidas
as sequintes formas

sol [ 1] or@:| Y]

ofe: | 1] oty 5]

O que é compativel com o que vimos no Exemplo 3.18.

1. F possivel ver pela propria construcao feita no Caso I que para qualquer 6 € R as
isometrias de SOI e Ofi sao diagonalizdveis com mesma base de autovetores do tipo-
luz e, a menos de sinal, 0os mesmos autovalores.

1. Consideremos entao um elemento de OI_T, com 0 # 0, e calculemos seus autovetores.
Seja
—coshf — X\ —sinh6

(A= Ald) = sinh @ cosh 6 — \

Entao
det(A — Md) = —(cosh 6 4 \).(cosh @ — \) 4 sinh?® 0

e fazendo det(A — Ald) = 0 teremos que o polindmio caracteristico de A é
ca(A) =\ —1,

pois cosh® @ — sinh?* @ = 1. Logo, os autovalores de A sio +1 e —1.

Para A =1 temos o sequinte sistema

o O

sinhfx + (coshf — 1)y =

1 _ (cosh® + 1)
’ sinh ¢ '

{ —(cosh@ + 1)z —sinh 0y =

donde obtemos o autovetor
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Para A = —1 temos o sequinte sistema

(—coshf + 1)z —sinhfy = 0
sinh 0z + (coshf+ 1)y = 0

= coshf + 1
" sinh#
E € possivel ver que tais autovetores sao linearmente independetes entre si. Portanto,

os elementos de Ol_T sao diagonalizdveis e, por consequéncia, os elementos de Oﬁ
também o sao.

donde obtemos o autovetor

3.5.2 Grupos de Lorentz em dimensoes maiores

Sabendo explicitamente quais sao os elementos do grupo de Lorentz em dimensao 2,
podemos obter algumas propriedades do grupo de Lorentz para dimensao arbitraria n, Oy (n).

Proposicao 3.21. Seja A € Oi(n), tomando a métrica candnica de L"
(-,-) = —da2 + Z dx?, entdo:

i. Os autovetores nao tipo-luz de A, se existem, estao associados aos autovalores 1 ou
—1.

1. O produto de autovalores associados a dois autovetores tipo-luz linearmente
mdependentes € igqual a 1.

1i. Se V€ um autoespaco de A associado a um autovetor nao tipo-luz, entdo qualquer
outro autoespago € ortogonal a V.

w. SeV é um subespaco A-invariante, entdo V* também é A-invariante.

Demonstracao. 7. Seja v um autovetor nao tipo-luz de A, logo A.v = Av. Entao, como
A é isometria, temos

(v,v) = (Av, Av) = X (v, )
e entdo, como (v,v) # 0, A = +1.

7. Sejam v e w autovetores tipo-luz de A linenarmente independentes, logo A.v = av e
A = fv. Entao
(v,w) = (Aw, Aw) = af{v, w)

e, pela Proposicao 3.6, (v, w) # 0. Portanto, a8 = 1.

1. Seja V' o autoespaco associado ao autovetor nao tipo-luz de A, v. Pelo item i., temos
que A.v = ev, onde € = 1. Seja w um autovetor de A associado ao autovalor \ tal
que A # ¢. Entao

(v,wy = (Aw, Aw) = eX(v, w).

Nessa caso, se (v, w) # 0, entdo e = 1 o que implica A = &, contradizendo a hipdtese
feita para \. Portanto, (v, w) = 0 e os autoespagos gerados s@o ortogonais.

iv. Por hipotese, V' é A-invariante, logo A(V) C V, porém, como A é isometria, entao
A(V) = V. Dessa forma, temos que A~Y(V) = V. Seja w € V=, entdo, para todo
veV

(Aw,v) = (w, A v) =0,
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ou seja, A.w € VL. Portanto, A(V1) C V e V* é A-invariante.
]

A Definicdo 3.8 propoe uma abordagem através de subespagos para estudar as
propriedades de um espago Lorentziano, separando-os em carateres causais, como feito com
vetores. Fizemos isso nas proposigoes 3.10 e 3.11. Podemos fazer algo semelhante ao estudar
o grupo de Lorentz, tomando seus elementos restritos aos subespacos tipo-tempo e tipo-luz.

Definicao 3.22. Seja m um subconjunto de L™, com n > 2. Dizemos que ™ € um plano
se w for um subespago vetorial de L™ e dim 7 = 2.

Proposicao 3.23. Considere A € Oy(n). Sejam C L™ um plano A-invariante tipo-tempo.
Entao somente uma das sequintes possibilidades ocorre:

i. Al € £1d,.

ii. Al, admite dois autovetores tipo-luz linearmente independentes com autovalores \ e

1
Y com A # £l

iii. Al admite dois autovetores nao tipo-luz linearmente independentes sendo um deles
associado a 1 e o outro associado a —1.

Demonstra¢ao. Como dimm = 2, entdo Al, € O;(2). Dessa forma, a prova desse resultado
segue diretamente da Observagao 3.20.
Se tomarmos 0 = 0, teremos que A|, é igual a

10 -1 0
01 o 0 -1
dependendo se Al, € SO!(2) ou A, € O*(2), respectivamente, o que contempla a

possibilidade .
Ainda com 0 = 0, se Al € O;(2) ou Al € O;7%(2), entdo temos

RN

respectivamente. Ambas as matrizes estao escritas nas bases canonicas com um autovetor
tipo-espaco e um autovetor tipo-tempo; e autovalores 1 e —1. O que contempla a possibilidade
Tomamos agora 6 # 0. Para os casos Al, € SOl e A|, € Of ¥ ja vimos que ambas sdo

diagonalizaveis com autovetores tipo-luz e autovalores associados \ e e a menos de sinal
entre os casos. Além disso, como estamos supondo 6 # 0, teremos:
e \# 1, para o caso A|, € SOI, pois fizemos 6 = In A,

e \# —1, para o caso A|, € OI%, pois fizemos 6 = In —\.

Isso contempla a possibilidade ii.

Para os casos A|, € O;(2) ou A|, € O;*(2) vimos que em ambos os autovalores sio
1 e —1, para os mesmos autovetores, a menos de sinal. Resta provar apenas que nao sao
tipo-luz.
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(cosh® + 1) .
sinh 6 ermos

e Para o autovetor u = (1, —

(coshf +1)*  sinh®@  cosh®6 +2coshf+1  —2(cosh + 1)

u,u) = 1— . = . - . . )

{u, u) sinh? 6 sinh? 0 sinh? 6 sinh? 6

logo (u,u) = 0 < cosh® = —1, mas coshf > 0, para qualquer § € R. Portanto, u é
tipo-tempo.

—coshf +1
e Para o autovetor v = | 1, L+ temos
sinh 0

(0,0) = 1— (—coshf+1)* sinh? # B cosh?# — 2cosh § + 1 ~ 2(coshd —1)
e sinh®0  sinh?4 sinh? § ~ sinh?4

logo (v,v) = 0 < cosh® = 1, mas coshf = 1 < 6 = 0. Portanto, v é tipo-espago.
Isso contempla a possibilidade ii:. O

Proposicao 3.24. Considere A € O1(n). Seja m C L™ um plano A-invariante tipo-luz.
Entao Al, admite um autovetor tipo-luz v, com Aw = M. Se A # £1, entao A|, admite
também um autovetor tipo-epsco.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 3.11, os vetores nulos (tipo-luz e vetor zero) de m formam
um subespacgo de dimensao 1. Seja v € m, um vetor tipo-luz, considere A.v e, como A é
uma isometria, temos que A.v também é tipo-luz, entao A.v = Av, para algum A € R. Seja
w € 7 um vetor nao tipo-luz, como 7 é um subespaco tipo-luz, entao obrigatoriamente w é
tipo-espago, ja que nao ha vetores tipo-tempo em 7 (Proposigao 3.11, item ii.). Dessa forma,
A.w = aw + Pu, para algum «, § € R. Entao, como A é isometria,

(w, w) = (Aw, Aw) = {aw + fv,aw + Bv) = o*{w,w) + 2ab(w,v) + (v, v) = o*(w,w).
E assim, @ = +1. Note que {w,v} é base de m e como A.w = +w + fv e A.v = v temos

A|,,:{j;1 H

De onde tiramos que o polinémio caracteristico é
ca(0) = (0 F 1)(0 = A).

Portanto, se A # =+1 o polindmio caracteristico tem duas raizes distintas e A, é
diagonalizavel com um autovetor tipo-espaco. [

Observagao 3.25. As proposicoes 3.23 e 3.2 mostram que se ™ € um plano nao tipo-
espago, entio Al|, sempre admite um autovetor causal e ambas as raizes do polinémio
caracteristico sao reais.

Lema 3.26. Seja A € O;(n). Se o polinémio caracteristico de A admite uma raiz
complexa nao real o, entao existe um plano A-invariante © do tipo-espaco tal que as raizes
de A|, sao « e seu conjugado, .

Demonstragao. Seja z € C um autovetor complexo de A associado ao autovalor complexo
a, logo A.z = az. Dessa forma, temos que A.Z = @z, pois A é uma matriz com elementos
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reais. Sabemos que {z,Z} é um conjunto linearmente independente, entdo geram o plano
complexo spanc(z,z). Denominamos entao
z+z zZ—Z

x =Re(z) = 5 e y=1Im(z) = %

E temos que {z,y}, com z,y € R" & um conjunto linearmente independente, nao s6
tomando escalares reais, mas também escalares complexos. Logo, podemos considerar o plano
complexo spanc(z,y). Note que spanc(z,Z) = spanc(z,y). De fato, sejam a+bi,c+ di € C,
entao
(a+bi)z+ (c+di)z = (a+bi)(x+ yi) + (c+ di)(z — yi)
= azr + aui + bxi — by + cx — cyi + dxi + dy
=[(a+c)+ (b+d)i]lz + [(d —b) + (a — ©)ily.

Defina m = spang(z,y). Sejam a,b € R e a = i, entao

aAx+bAy=a (#) +b (#) - (“‘25’) Azt (“;bz) Az
1

- (“ _2 bi) az + (a+ bi) az= % [(avi + by)(z + yi) + (—avi + by)(x — yi)]

1 . . . .
= glanvai — ayy + byz + byyi — anywi — ayy + byz — byyi] = (by)z — (a7)y-

Entao 7 é A-invariante. Como S = spanc(z,y) = spanc(z,Z), entdo os polindmios
caracteristicos sao iguais, ou seja,

cas(T) = (T = a)(T — @),

portanto cypr € irredutivel em R e tem raizes o e @. Por fim, pela Observacao 3.25, m ¢
um plano tipo-espago, pois, caso contrario, o polinémio caracteristico de Al teria ambas as
raizes reais.

[]

Lema 3.27. Seja A € Oy(n), com n > 2. Se A admite um autovetor, entao A admite
um autovetor causal.

Demonstra¢ao. Provaremos o resultado fazendo inducao sobre m. Suponha n = 2, nesse
caso, estamos nas hipdteses da Proposicao 3.23 e segue o resultado. Suponha, por hipotese
de indugao, que o resultado vale para todo k < n e vamos provar para k = n. Seja A # 0
uma raiz do polinémio caracteristico, logo:

e se A € R, entao ca(x) = (z — N\)p(x), degp(z) = n — 1, e A admite um autovetor
v associado a A. Se v é tipo-causal, entao segue o resultado. Se v é tipo-espaco,
entdo considere o subespaco span(v)*. Tal espaco é Lorentziano e A-invariante, pela
Proposicao 3.21 item iv. Além disso, dim span(v)* = n—1 e, pela hipétese de inducao,
vale o resultado.

e se A € C\R, entao consideremos o plano 7 tipo-espago, proveniente do Lema 3.26.
Nesse caso, ca(x) = p(z).q(x), onde degq(z) =n — 2 e p(x) = cajr € irredutivel em R
com raizes \ e .
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Para esse caso especifico, vamos mostrar que o resultado vale para n = 3. Tomemos
7t dim7t = 1, como 7 é tipo-espaco, entdo 7t é Lorentziano e CAlrt (x) = & — 4,
0 € R, portanto A admite um autovetor tipo-tempo.

€

Para o caso n > 3, basta aplicar a hipdtese de inducao em 7 e vale o resultado.

]

Lema 3.28. Seja A € O1(n), n > 2. Se A admite um autovetor tipo-luz v associado a um

autovalor A # £1, entao A admite um seqgundo autovetor tipo-luz w associado ao autovalor

1
X Além disso existe um plano A-invariante tipo-tempo X, com v € 2.

Demonstragao. Por hipotese, A admite um autovetor tipo-luz, logo ca(z) = (z — \)p(x),
com deg p(x) = n — 1. Novamente faremos por indugao sobre n. Suponha n = 2, entao A é
como descrito na possibilidade ii. da Proposicao 3.23, entao vale o resultado. Nesse caso, o
proprio espago € o plano .

Suponha, por hipdétese de indugao, que o resultado vale para k& < n e vamos
provar para k = n. Sejam Jy,...,0, € C as raizes do polinémio p(x), de modo que

calx) =(x —AN)(x —6d2)...(x — ,). Logo,

e se A\, dy,...,0, € R entdo A é diagonalizével e det A = X\.5...9, = 1 (Observacao
3.14). Como A # =+1, entao deve existir d; # £1, §; # A, caso contrario det A = £\.
Entao, pela Proposicao 3.21 item i., o autovetor w associado a d; é tipo-luz e, pela

Proposicao 3.21 item ii.,
1
A

Como {v,u} é linearmente independente, pois estao associados a autovalores distintos,
entao, pela Proposicao 3.10, span(v,u) é o plano ¥ desejado.

e seexiste i € {2,...,n} tal que ; € C\R, entao existe j # ¢ tal que §; € C\R e §; = 0,
pelo Lema 3.26. Assim, basta tomar o plano A-invariante tipo-espago m e basta aplicar
a hipotese de indugao para Al ..

]

Observacao 3.29. Uma importante observacao deve ser feita ao Lema 3.28 para quando
n = 3. Diante de tal situagao onde n = 3 o resultado nao € vdlido caso alguma das raizes
do polinémio caracteristico esteja em C\R. Se o polinénimo se fatora inteiramente em R,
entao o resultado seque normalmente.

Porém se o polinomio caracteristico € irredutivel em R, temos que se fatora em C da
sequinte forma ca(x) = (x — N)(x — a)(x — @), como visto no Lema 3.26. Assim, podemos
ver que A nao admite um sequndo autovetor, tipo-luz ou nao.

Observacao 3.30. A Proposiciao 3.23 mostra que se n = 2, entdo A nao admite um
autovetor tipo-luz associado ao autovalor €.

Levando em consideracao as ressalvas feitas nas Observacoes 3.29 e 3.30, podemos
enunciar o seguinte teorema que caracteriza todos os elementos de O;(n).

Teorema 3.31. Sejam A € O1(n) e fa € Iso(L") a transformacao de Lorentz associada
a A. Entao uma das trés possibilidades mutuamente exclusivas ocorre:
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i. A admite um autovetor tipo-tempo. Nesse caso, existe uma base ortonormal B tal que

M(ang): |:R76_1 :E :|7

onde R,—1 € O(n —1).

it. A admaite um autovetor tipo-luz associado a autovalor A # +1. Nesse caso, existe uma
base B tal que

M(anlg) = |:R76_2 2{:|7

onde R, o € O(n—2) e R € 01(2).
ii. A admite um unico autovetor tipo-luz independente associado a autovalor A = 1.

Demonstracao. Verificamos incialmente que as possibilidades acima sao as tnicas. Fazendo
por inducao em n, se n = 2 o resultado segue da Proposicao 3.23 e, pela Observagao 3.30, a
possibilidade ii:7. nao pode acontecer.

Supondo que o resultado valha para k < n, veremos quando k = n. Pela proposicao 3.27
A admite um autovetor causal, A.v = Av. Assim, temos que:

e se v ¢ tipo-tempo, entao temos a possibilidade . Além disso, a Proposigao 3.21 itens 1.
e iv. mostra que A\ = %1 e span(v)* é A-invariante e tipo-espago, de modo que basta

tomar {ey,...,e, 1} base ortonormal de span(v)t e fazer B = <eq,... e, 1, H_UH}
v

para que

Mg B) = [ 2]

onde R,_1 € O(n—1).
e se v é tipo-luz e

x A # =£1, entao temos a possibilidade ii., pelo Lema 3.28. Seja w o segundo
autovetor tipo-luz associado ao autovalor it entdao span(v,w) é um plano tipo-

tempo e span(w,v)*t é tipo espaco (Proposicio 3.9). De modo que existe base
B = B B, onde By, base de span(v, w)*, e By, base de span(v,w), tal que

R, 5|0
M B) = |t ]
onde R, 2 € O(n—2) e R € O4(2).

x A = %1, suponha que a possibilidade 727. nao ocorra e, assim, exista um autovetor
tipo-luz w associado ao autovalor d, tal que {v,w} é lineramente independente.
Pela Proposigao 3.21 item 7i., A.0 = 1, entao § = A. Desse modo,

(vtw,vtw)=(AvE+w),Alv +w)) = £2(v,w),

ou seja, ou v + w ou v — w € tipo-tempo, dependendo do valor de (v, w). Além
disso,
Alvtw)=Av+ Aw=¢e(v Lt w).

Portanto, estamos na possibilidade .
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Vamos mostrar agora que os casos sao de fato exclusivos. Suponha que ocorra o caso
i., logo existe autovetor tipo-tempo v com autovalor A = £1 (Proposigao 3.21 item i.).
Suponha, por absurdo, que exista autovetor tipo-luz w com autovalor associado §. Como
(v,w) # 0, pois {v,w} é linearmente independente, entao

(v,w) = (Av, Aw) = X\.6(v, w)

e A = 0 = +1, portanto a possibilidade ii. ndo pode ocorrer. Além disso, como m = span (v, w)
¢ um plano tipo-tempo A-invariante, entdo, pela Proposi¢ao 3.23, A|, nao tem autovetor
tipo-luz com autovalor associado +1. Portanto, a possibilidade 7¢2. nao pode ocorrer caso «.
ocorra.

Suponha que ocorra a posibilidade ii., logo existem autovetores tipo-luz v e w associados

aos autovalores \ # +1 e " (Proposigao 3.28). A possibilidade i7i. ndo pode ocorrer, caso

contrario, existe w autovetor tipo-luz com autovalor +1 e, pela Proposi¢ao 3.21 item i1.,
+1.A = 1logo A = £1. A possibilidade 7. também nao pode ocorrer, pois span(w, v) é plano
tipo-tempo, entao Spom(v,w)L ¢ tipo-espago e Algun(vw) €std na condi¢do da Proposicao
3.23 item iz1.

E, por fim, é claro que se ii7. ocorre, entao ii. nao pode occorer e nem 1., pela argumentagao
feita no caso i. & 1ii. O

Observacao 3.32. No mesmo espirito da Observacao 3.29, note que se n = 3 o Teorema
acima continua a valer, com a unica diferenc¢a de que no caso ii. pode nao ser possivel obter
uma base tal que a matriz de f|a se escreva daquela forma quando o polindmio caracteristico
nao se fatorar inteiramente em R.

A possibilidade iiz. do Teorema 3.31 é algo pouco intuitivo, aparentemente improvavel de
acontecer considerando os resultados obtidos nos Lemas 3.27 e 3.28 e até mesmo no préprio
Teorema. Porém, é possivel obter, de modo razoavelmente simples, uma forma genérica para
os elementos de A € 0;(3) tais que A admite um tunico autovetor tipo-luz associado ao
autovalor £1.

Considere a seguinte base de L2, B = {u, e, v}, onde u e v sdo vetores tipo-luz linearmente
independentes (garantidos pela Proposi¢ao 3.10) e e é um vetor tipo-espaco com (e, e) = 1.
Além disso, (u,e) = (v,e) = 0 e (u,v) = —1. Vamos supor que u ¢ um autovetor de A
associado ao autovalor ¢ = £1, ou seja, A.u = eu.

Vamos escrever A.e = au + e + yv. E dessa forma

0= (e,u) = (A, Au) = e{A.e,u) = (qu+ Be + yv,u) = alu,u) + Ble,u) + y(v,u) = —.
Ainda,
1= (Ae, Ae) = {au + Be,au + Be) = a*(u,u) + 2aB{u,e) + 5*(e,e) = 32

Entao f =n=41e A.e = au + ne.
Escrevamos agora A.v = au + be + cv. Assim,

(u,v) = (A, Av) = e(u, au + be + cv) = e(alu, u) + b{u, e) + c{u,v)) = ec{u, v),
logo ¢ = e. Ainda,

0= (v,e) = (A, A.e) = (au + be + ev, au + ne)
= aa(u,u) + anu, e) + bale,u) + bnle, e) + calv,u) + en(v,e) = bn — ea,
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donde obtemos b = ena. Além disso,

0= (v,v) = (Awv, Av) = (au + enae + ev, au + enae + €v)
= a*(u,u) + enaa(u, e) + ealu,v) + enaale, u) + a*(e, e)
+nale, v) + calv, u) + nafv, e) + (v,v) = —ca+ a® —ea = a® — 2ea

2 ca?
entao a = - © Av = U + enae + ev. Portanto,
e
< Ty
M(fa,B) = | g n ena
0 0 ¢

Semelhante ao que fizemos na Secao 3.5.1, vamos considerar a seguinte base ortonormal

By — {%(u—i—v),e,%(v—u)}.

Temos entao que

1 0 1 1 0 1

V2 V2 V2 V2
P=| 0 1 0 e Pl= 0 1 0

1 0 1 1 0 1
V2 V2 V2 V2

Logo,

M(fa,Bo) = P 1. M(fa,B).P
e portanto

[ o? V2 o?
142 v il
€(+4) 2a 54

V3 V2

M(fa,Bo) = 787704 n 767]0&
a? V2 1 a?
—&— -« € - —

4 2 4 ) ]

Note que, se a = 0, entao u e v sao ambos autovetores de A associados a € = 1. Porém,
nesse caso, teremos que

1
ou seja, —2(u + v) é autovetor tipo-tempo de A associado a €, isso confirma o que fizemos

na demonstracao do Teorema 3.31.



Capitulo 4

(Geodésicas fechadas incompletas

Nesse capitulo estudaremos sobre a completude de variedades semi-Riemannianas
homogéneas e as diferencas em relacao as variedades Riemannianas, falaremos sobre
geodésicas fechadas e exibiremos um exemplo de uma tal geodésica (tipo-luz) fechada, mas
incompleta.

4.1 Um pouco sobre acoes de grupo e espago de érbitas

Considere R? munido da seguinte métrica gy = du ® dv + dv @ du (ou seja, estamos
tomando LL? com coordenadas tipo-luz, como feito na se¢ao 3.5.1). De fato, se tomarmos

e1+ e e — €

V2 V2

entao, substituindo em g, teremos

o o)) ) )

[(de1 + dey) ® (dey — dez) + (dey — deg) @ (dey 4 dey)]

N =N =

[dei — (dey ® dey) + dey @ dey — (de3) + dej
—|—d€1 &® d€2 — (d€2 & d€1> — deg]

_ 2 2

v
Consideremos a seguinte aplica¢ao ®(u,v) = <2u, 5) Observe que dados quaisquer (uq,vy)

e (ug,v7) em L2 teremos que

o560 1) = (20 2) (2 2)) = o) (2) = () oo

= Uy + ViU = go((u1, v1), (uz, v2)).

Portanto ® é uma isometria para go. E importante notar que ® nao é uma isometria para a
métrica usual Riemanniana g = dz? + dy?; de fato, tomando (uy,v1) e (ug, v9) em R? entao

V10U
g(P(ug,v1), P(uz, v2)) = dujug + % # urty + v1vy = g((u1,v1), (uz, v2)).

o7
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A partir de ® formamos o grupo G = {®* | k € Z}. Vamos mostrar, por indugio, que
v
P (u,v) = (Zku, ?> Considere k > 0, se k = 0 entao ®° = Id. Suponha que o resultado
seja valido para um k qualquer, vamos mostrar que vale para k + 1,

O (1, ) = B(F(u, v)) = P (2%, 2—”k> - (2(2%),% (%)) - <2k+1u, %) .

O resultado é analogo para o caso k < 0.
Nosso objetivo nesse capitulo é mostrar a existéncia de uma geodésica fechada incompleta
no quociente M/G, onde M = R™ x R, munido com a métrica gq.

Definicao 4.1. Sejam M uma variedade e G um grupo. Uma ac¢ao a esquerda de G em
M é uma aplicagao suave - : G X M — M, definido por (g,z) — g -z e satisfazendo:

1. e-x = x, para qualquer x € M e sendo e o elemento neutro do grupo G;
2. g1-(g92-x) = (g192) - =, para quaisquer g1,9> € G e qualquer x € M.
A menos que seja necessario, o simbolo - que representa a acao sera omitida.

Definicao 4.2. Sejam M uma variedade, G um grupo e - : G X M — M uma a¢ao a
esquerda de G em M. Para cada x € M, definimos a 6rbita de x como sendo o conjunto

G-z={g-z|geG}.

Definicao 4.3. Considere uma agao a esquerda como definida acima, - : G X M — M.
Definimos o grupo de isotropia de x € M, G, como sendo o conjunto dos elementos de G
que firam x, ou seja, G, ={g € G | gr = z}.

Dizemos que uma agdo € livre se para qualquer x € M, G, = {e}, ou seja, se para
qualquer ponto de M o tinico elemento de G que o fixa € o elemento neutro.

Definicao 4.4. Seja - : G x M — M uma acdo a esquerda. Dizemos que tal a¢do é:

e descontinua, se para qualquer sequéncia de elementos distintos (g,) C G a sequéncia
de pontos em M, (g,x), nao converge, para qualquer v € M.

e propriamente descontinua, se valem as sequintes condigoes:

i. para quaisquer x,x’ que nao estejam na mesma orbita, ou seja, ¥ # gx, para
qualquer g € G, existem vizinhangas U > x, U’ 3 ' tais que gU NU' = (), para
qualquer g € G;

1. o grupo de isotropia G, de todo ponto x € M € finito;

iti. para qualquer ¥ € M, existe U > =z, aberto, tal que gU N U = 0, para todo
g€ G/G,.

Para construir o exemplo proposto vamos analisar algumas propriedades da agao de
G = {®* | k € Z}, o grupo construido acima, e o conjunto R? = R?\ {(0,0)}.

Exemplo 4.5. Vamos tomar o grupo de isometria em relacio ¢ g = du® — dv?,
v
G ={®" | ke Z}, sendo ®*(u,v) = (Qku,?). Observe que se tomarmos a a¢do de G

em R? tal agdo ndo € livre, jd que o grupo de isotropia de (0,0) € todo G. De fato,

*(0,0) = (2k -0, %) = (0,0),
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para todo k € Z. Logo G(o,0) = G. Entretanto ao tomarmos a agao de G em R? teremos uma
acao livre, pois

OF(u,v) = (u,v) & <2ku, i) = (u,v) & k=0,
para quaisquer w,v nao simultaneamente nulos.

A orbita de um ponto (u,v) € R? por G € o conjunto G-(u,v) = {®*(u,v) | k € Z}. Dessa
forma, € possivel ver que as drbitas de pontos fora das linhas coordenadas estdao contidas em
hipérboles, enquanto orbitas de pontos nas linhas coordenadas estao contidas nas proprias
linhas coordenadas, embora nunca atinjam a origem. Ou seja,

e se (u,v) € R% com u,v # 0, entio ®*(u,v) = <2ku, %) e a Jrbita
G- (u,v) = {(Qku,zv—k> ‘ k EZ}.
e se (u,v) € RZ, comu =0 ouv=0, entao ®*(0,v) = (O, %) ou ®*(u,0) = (2%u,0) e

a drbita € G - (0,v) = {(O, %) ‘ ke Z} ou G - (u,0) = {(2¥u,0) | k € Z}.
Como exemplo, na figura abaixo estio representadas alguns pontos das orbitas de (1,1),
(_17 1); (_]-7 _1) € (1a _1)

See

[ ] [ ]
| ® .\ ? ® |
-8 —6 24 -2, , B 2 6 §
G-(—l,—l)_ef. G-(1,-1)
_44
_6,
—Qee

Consideremos uma sequéncia distinta de elementos de G, (®*)rer C G, qualquer, sendo
U C N um conjunto limitado inferiormente. Dado qualquer ponto (u,v) € RZ% tome a
sequéncia (PF(u,v))rer. Note que tal sequéncia estd inteiramente contida na orbita de (u,v).
Além disso, podemos ver que a orbita de qualquer ponto € um conjunto discreto, logo nao
hd ponto de acumulagdo; portanto nenhuma sequéncia (®*(u,v))rey converge, para qualquer
sequéncia (D) ey e qualquer (u,v) € R2.

Portanto a ag¢io G x R? — R? ¢ descontinua.

Definicao 4.6. Sejam X um espaco topoldgico e G um grupo de isometrias de X,
considere a a¢ao natural G x X — X. O espago de orbitas, denotado por X/G, é o espago
topoldgico formado pela drbitas da acao, ou seja, X/G ={G -z |z € X}.
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Sabemos o que é o espago de orbitas dado uma acao por isometrias, precisamos entender
a topologia desse espago, em especial, como sao os abertos de tal conjunto.

Definicao 4.7. Sejam X e Y espacos topologicos. Seja p : X — Y uma aplicagao
sobrejetora. Dizemos que p é uma aplicacao quociente se vale que um subconjunto U C Y €
aberto em 'Y se, e somente se, p~'(U) C X € um aberto de X.

Definicao 4.8. Sejam X um espaco topoldgico e A um conjunto qualquer. Se p: X — A
¢ uma aplicacao sobrejetora, entao existe uma topologia € em A na qual p € uma aplicag¢ao
quociente. Definimos T como sendo a topologia quociente induzida por p.

A topologia T é definida tomando os subconjuntos U de A tais que p~*(U) é um aberto
de X.

Dessa forma, podemos munir X/G = {G -z | z € X} com a topologia quociente. Isso
significa que um aberto ao redor de um ponto de X/G ¢é a uniao de abertos em X dos pontos
que compoem tal érbita.

De modo mais explicito, seja G -+ € X/G a orbita de x por G, ou seja,
G-z={g-z|geG} Tome Uy, um aberto de X ao redor de g - = (dessa forma para
g = e, U, ¢ um aberto ao redor do ponto x). Entao um aberto U de X/G ao redor de G -«

¢é escrito como
U=JU,..
geG

Exemplo 4.9. No ezemplo anterior vimos que a agdo de G = {®F | k € Z} sobre R?
¢ livre e descontinua. Podemos agora determinar e analisar o seu espago de orbitas R? /G
composto pelas orbitas G - (u,v).

Sabemos que os abertos de R?/G ao redor de orbitas sio unioes de abertos em R? ao
redor de todos os pontos pertencentes a tal orbita. De modo que os abertos sao da segquinte
forma:

Vo211 Us—2(1,1)

Vq,fl(fm)@ ©U<I>—1(1,1)
Vi Uty
Vo, O O Usaa
Vo2 (—1,1) e(-1,1) (L.1) U<I>2(1,1)
O ! Q ! \ Q ‘

v L =3 9 -1 1 3N
Vo1 We ™ O © ®Z<I><1,—1> Zeetan
Wii-n— 2.1

: G2y
We-1_1,-1)~ Zp-1(1,-1)
U:pfﬂ(‘ 1. 1‘]\';/ Z(I)*Q(l,—l)

A uniao dos conjuntos do tipo U, V., W e Z, separadamente, formam abertos ao redor
das orbitas de (1,1), (—1,1), (—=1,—1) e (1,—1), respectivamente.

Agora fica fdcil ver que R?/G é nao-Hausdorff. Para isso, basta considerar as orbitas
G- (1,1) e G- (1,0) e os abertos desses pontos em R2 /G explicitamente, Ugn( 1y € Var(10)
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sdo abertos de R? ao redor de ®*(1,1) e ®*(1,0), respectivamente, para todo k € Z, assim

U= U Upk11y € V= U Var (1,0

keZ k€EZ

abertos de G - (1,1) e G- (1,0) em R%/G, respectivamente. Representados como seque:

40
3,
21O
11 O
O
O U

OO—C0—FO0—F-—=

1 2 3 4 5 6 17 8V

) 2k
tao pertos quando se queira. Entao, para qualquer conjunto de abertos Ugk(i 1y € Var(i ),
existe ko > 0 tal que Ugko(y 1)\ Varoo) # 0, logo UMV # 0. Portanto RZ/G ¢ nao-
Hausdorff.

1
Note que os elementos das orbitas, escritos como <2k —) e (2%,0), quando k — +oo, estdao

Os exemplos 4.5 e 4.9 exibem um caso simples que evidencia a diferenga entre as
geometrias Riemanniana e Lorentziana. Como mostrado acima, tomando R? com a métrica
go = du ® dv + dv @ du teremos que R?/G ¢ uma variedade Lorentziana nao-Hausdorff.

Proposicao 4.10. Seja H um grupo de isometrias de um espago métrico M. Se a a¢ao
H x M — M ¢ descontinua, entao € propriamente descontinua.

Demonstrag¢ao. Note primeiramente que a o6rbita de qualquer ponto x € M é fechado em
M ja que H -z = Im(H x {x} — M). Assim, tome um pontoy € M tal quey ¢ H -z e
considere um raio r tal que 2r < d(y, H - z); isso é possivel pois H -z é fechado. Basta entao
tomar os abertos U > z e V' 3 y ambos de raio r, desse modo gU NV = (), para qualquer
g € H; isso demonstra a condigao 1. da defini¢ao de propriamente descontinua.

A segunda condicao vem do fato da acao de H em M ser descontinua. De fato, se existesse
r € M tal que o grupo de isotropia G, = {g € H | gr = x} fosse infinito existiria entao
uma sequéncia de elementos distintos de H tal que (g,z) converge, pois g,z = .

Assim como na condigao 4., para mostrar a terceira, basta tomar o raio r sendo menor
que a distancia entre x e H - x — {z}, que ainda é fechado, e considerar o aberto U > = de
raio r. Entao, gU NU = (. m

Proposicao 4.11. Seja H um grupo de transformagoes diferencidveis de uma variedade
diferencidvel M. Se a acao H x M — M ¢€ livre e propriamente descontinua, entao o
espago quociente M /H € uma variedade diferencidvel tal que a proje¢io m : M — M/H ¢é
diferencidvel.
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Demonstracao. Por hipotese a acao de H em M é livre, logo para qualquer ponto x € M
teremos que H, = {e}. Tome x € M, como a agao é propriamente descontinua existe U > z,
aberto em M, tal que gUNU = () para qualquer g € H. Denotemos gU por Uy. Dessa forma,
como dito antes, teremos que U = UgeH U, é um aberto em M/H ao redor de H - x. Note
que cada U, é conexo e assim cada um é uma componente conexa de 7! (U). Consideremos
a projegao m: M — M/H, z +— H -z, do modo como U foi construido podemos ver que a
restrigao de cada componente conexa de 771(U) é homeomorfa a U.

Suponhamos agora U e V abertos de M/H ao redor de = e y, ambos em M, tais que
UNYV #0. Logo, existe uma érbita G- z € UNV, para algum z € M. Entao gz € U, NV,
para todo g € H e, por consequéncia, U, NV, # 0, para todo g € H.

Agora, para cada g € H, podemos tomar ¢ : Uy =+ R" e { : V, — R", cartas de M. Note
que podemos considerar a projecao 7 nas seguintes formas

gt U= U,
7T|\_,1:V—>Vg
e tomamos as fungoes
V:U—>RY, U=yonr|g
E: VR, Z=fornly!

Logo, na interseccao U NV teremos
Vo™ =(Yorlg)o(fonly) " =vonlgonlvo =¢pog

com

VoZt:Im(¢) — Im(v))
diferenciavel, pois ¢ e £ sdo cartas de M. Portanto, M /G é uma variedade diferenciavel. []

Ao se tratar de agoes por isometrias, como falamos acima, a evolucao natural é pensar em
variedades tais que todos os pontos podem ser levados a qualquer outro ponto da variedade
por isometrias. Ou seja, que a agao é transitiva.

Definicao 4.12. Sejam M uma variedade diferencidvel e G um grupo de isometrias de
M. A agcio G x M — M € dita transitiva se para quaisquer pontos x,y € M existe g € G
tal que gxr =y.

Dessa forma, podemos estabelecer que sendo (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e
G um grupo de isometrias de M, se a acao G x M — M é transitiva dizemos que M é um
espago semi-Riemanniano homogéneo. Os espacos homogéneos ofecerem um exemplo simples
que mais uma vez evidencia a diferenga entre os casos Riemanniano e semi-Riemanniano. A
diferenga nesse caso é que tal distingao esta na completude das geodésicas, assunto principal
desse trabalho.

4.2 Espacos homogéneos e geodésicas fechadas

Definicao 4.13. Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que M é geodesicamente
completa se a exponencial exp,, estd definida em todo espago tangente T\, M, para todop € M.
Ou seja, se qualquer geodésica v : I — M pode ser definida em toda a reta R.

A completude de geodésicas em variedades Riemannianas é praticamente regida e
explicitada pelo Teorema de Hopf-Rinow. Enunciada em [HR31| da seguinte forma:
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Teorema 4.14 (Hopf-Rinow). Seja M wuma variedade Riemanniana. Entio M €
geodesicamente completa se, e somente se, todo conjunto fechado e limitado de M ¢€
compacto.

Proposicao 4.15. Toda variedade Riemanniana homogénea é completa.

Demonstragao. Seja p : [0,b]— M uma geodésica, vamos mostrar que existe uma extensao
de p por b. Seja p € M o ponto limite onde p nao estda definida. Considere B(p,d) uma
vizinhanca normal em p, ou seja, para qualquer vetor tangente w € T,M existe uma
geodésica p : [0,0]— M inteiramente contida em B(p,0) tal que p(0) = p e p/'(0) = w.

Tome o ponto p | b — 3 € M e como M é homogénea, considere a isometria ¢ que leva p

o )
emp|b— 5), entdo existe v € T,M tal que dp(v) = p’ (b — 5) Assim, 7, é a geodésica

tal que v,(0) = p e 7,(0) = v, portanto ¢ o -, ¢ uma extensao geodésica de p passando por
b. O

O resultado acima nao é vélido para o caso semi-Riemanniano. A demonstragao acima
nao pode ser aplicada pois o vetor v € T,M pode ter carater causal diferente dos vetores
tangentes da geodésica 7, de modo que tal extensao nao seria geodésica.

Para o caso semi-Riemanniano, o resultado s6 é valido caso a variedade seja homogénea
e compacta. Tal resultado foi inicialmente provado em [Mar73|, mas demonstraremos o
resultado seguindo [O’N83|.

Teorema 4.16. Seja M uma variedade semi-Riemanniana compacta. Seja G um grupo
de Lie agindo transitivamente em M por isometrias. Entao M é geodesicamente completa.

Demonstragao. Consideremos a geodésica v : [0,b[— M e vamos mostrar que é extendivel
por b. Para isso, seja (s,) uma sequéncia em [0,b] tal que (s,) — b. Tomando agora a
sequéncia v(s,) e como M é compacto, entao existe uma subsequéncia y(s;) € M tal que
v(sx) — p, para algum p € M.

Seja {v1,...,v,} uma base de T,M. Para cada vetor v; dessa base podemos estender um
campo de Killing X; em M, isso é possivel pois, por hipotése, M ¢é homogénea e assim
podemos transladar cada vetor v; através dos espacos tangentes. Por 2.78, teremos que
(7(t), X;(7(t))) = ¢;, para todo t € [0,b[ei=1,...,n.

Afirmacao: a sequéncia (7/(sx)) € TM converge para um vetor v € T, M.

De fato, como (y(sx)) — p entdo, para k suficientemente grande, teremos que y(sg) € X,
onde X ¢ uma vizinhanga de p tal que {Xi(q),---,X,(¢)} é base para cada T,M, com
q € X. Se tomarmos h;; = (X;, X;), entao det h # 0 e, supondo 7/(s) = Y a'X;,

(V(s0), Xj) = ¢; = (O d' Xy, Xj) =¢; = Y a'hy = ¢,
gerando o seguinte sistema
a‘hyy +---+a"hy = ¢
a‘hyy, +-+a"hpy, = cp

ou ainda
hip - hln a &1
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logo
at = hilei+---+hl"c,

a® = hn161+"'+hnncn

Portanto,
(Ii = Z thC] € ’}/(Sk) = Z hUC]XZ

Dessa forma, podemos ver que (7/(sx)) converge, pois, mais explicitamente,

Y (sk) =D B ((sk)e; Xi(y(sk)) = D> WY (p)eju = v € T,M.

Pela Proposigao 2.64, 4" : [0, b[— TM & uma curva integral do campo geodésico G. E pela
Proposi¢ao 2.72, 4/ tem uma extensao através de b como curva integral. Portanto, de novo

pela 2.64, essa extensao da curva integral projeta por m uma geodésica em M que estende
. O

Muitos exemplos podem ser construidos afim de mostrar que uma variedade homogénea
e nao compacta é incompleta. A seguir construiremos um desses exemplos usando curvas
fechadas, mas outros exemplos podem ser construidos de modo sistemético, deixamos [DI93]
como referéncia.

Vamos comecar vendo algumas propriedades de geodésicas fechadas em variedades semi-
Riemannianas.

Definigao 4.17. Sejam (M, g) uma variedade Semi-Riemanniana e v : I — M uma
geodésica nao constante. Dizemos que v € fechada se existem a,b € I e A € R tal que

(@) =~(b) e
7'(b) = M (a).

Em particular, se A =1 dizemos que v € periodica.

Note que se v : I — M é uma geodésica fechada, entao A nao pode ser menor que

0. De fato, suponha que A < 0. Sem perda de generalidade tomemos A\ = —1 e entao
7' (b) = —7'(a). Temos assim a seguinte situagao:
7

+ 1 v(a) = ~(b)
] [

& ) . ¢ 3
/(@) /()

N

Figura 4.1: Representagao de v com v'(b) = —+'(a)

Pela unicidade da geodésica, existe € > 0 tal que y(a+t) = y(b—t), para todo t € [—¢,¢].
Agora, vamos escrever y(a) = v(b) = p e 7/(a) = —7/(b) = v. Tomemos entdo « e 3, as
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geodésicas definidas com as seguintes condi¢oes iniciais

s« {0

Obtemos assim, uma situagao semelhante a seguinte:

v
Y(a+1) v(b—1)

- >

A

(a) (b)

Figura 4.2: Representacao "aberta"de v e reparametrizacao por o e 3

Assim, podemos definir o e 8 em uma intervalo | — 4, 4| e mais uma vez pela unicidade
Y )
da geodésica temos, ajustando os intervalos, se necessario, com ¢ € [0,d][:

{ a(s) =(a+s)
Bs) =~(b—s).

O que implica que existe sg € [a, b] tal que 7'(s9) = —'(s0).

Proposicao 4.18. Seja v : I — M uma geodésica fechada em wma variedade semi-
Riemanniana (M, g).

1. Se v nao € do tipo-luz, entao € periddica.
1. v € completa se, e somente se, € periodica.

Demonstragao. i. Como v é fechada, +'(b) = Ay (a), logo

g(7/'(0),7'(0)) = X°g(v(a), (a))

e como 7y nao ¢ do tipo-luz temos g(7/,7) # 0. Portanto, A> = 1 e entao A = 1.

ii. (<) Por hipotese, 7/(b) = 7/(a), ou seja, v é periddica e além disso y tem periodo
T = b — a, logo é possivel obter uma extensao geodésica 7 definida em R tal que
A(t) = y(t + nT), para qualquer t € R e qualquer n € N.
(=) Suponha que A < 1, vamos mostrar que 7 é incompleta na dira¢do de 400 (de modo
analogo é possivel mostar que se A < 1, entdo 7 é incompleta na diregao de —o0).
Seja by == beT = b— a. Como 7 (b)) = A\(a), entdo consideremos uma extensao

T
geodésica vy, de v com dominio [a, by, onde by := by + " tal que vy (a) = y(b1) = 1 (bs)

e v, (ba) = Ayy(b1) = A*v/(a). Da mesma forma, estendemos de modo que b;,; = b; + e
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Yi(biy1) = A9l(a). Assim, considerando essa sequéncia

35 (%)

=0

T
=b+ —— < 400,

1—00

\ —
+00. ]

T
de modo que nao possivel definir (b+ —) Portanto v nao pode ser estendida até

Como vimos anteriormente, uma curva tal que cada volta é feita em tempos distintos,
é uma curva nao peridédica e, por consequéncia, nao é completa. Assim, queremos agora
construir uma geodésica fechada tipo-luz que mostraremos ser incompleta mais tarde. Para
essa construcao tomaremos a variedade Rt x R e a partir dela construir um cilindro onde
definiremos a geodésica descrita.

Considerando o grupo G = {®* | k € Z} definido como na se¢io anterior, com as

v
isometrias ®F(u,v) = (2’“ ) o ) Vamos mostrar que o espago de orbitas (RT x R)/G pode
ser visto como a faixa em R?%:

C={(z,y) eR* |z €[1,2]}.

Para isso, precisamos mostrar que os pontos de fora de C' caem em C' para algum k €
Z e ®* € G, dessa forma podemos tomar os elementos de C' como os representantes da

orbitas. Observe que podemos identificar as retas ¢ = 1 e x = 2 pois ®(1,y) = (2, g),

logo desconsideramos esses pontos momentaneamente. Em resumo, iremos mostrar que para
qualquer orbita de (RT x R)/G existe um tnico elemento pertencente a C', com exce¢ao das
retas descritas acima.

Vamos tomar um ponto (u,v) € RT x R, com u # 1, 2. Entao ®*(u,v) = <2ku, %), para

k € Z. Para que <2ku —> € (' precisamos que

ok
k o 1 Inu
u>12"> - kh2>-hus k> -——
u In2
e ainda
& w1 1 Inu
u<2e2<—e(k-1)h2<-hus k< ——+1.
u In2
Logo, (2 2k> € C se, e somente se,

Portanto existe um tnico k € Z tal que ®*(u,v) € C.
Note que os valores de k mudam dependendo do ponto em R x R, de modo que

|
—IE;L<O seu <1
|
%>1 seu > 2

e assim, k> 0,se u<1,ek <0,seu>2. Ospontos (u,v) com 1 <u < 2 ji estdo em C,
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ainda
2ku>2 sek>1

ok < ok < M o
2ku <1, sek <1

logo ®(u,v) ¢ C, para 1 < u < 2 e qualquer k € Z.

Para obtermos a variedade M basta que tomemos a seguinte rela¢ao (1,y) ~ <2, %),
o que esclarece o motivo por termos deixado de lado as retas x = 1 e x = 2, para que as

usassemos como pontos de colagem agora. Perceba que a relacao ~ consiste em simplesmente
aplicar ® a reta x = 1, que invarialvemente caira na reta x = 2.

c M
Figura 4.3: Transformagao de C em M a partir do grupo G e relagio de equivaléncia ~

Fizemos essa construgdo para mostrar que C/ ~ é o cilindro M. Consideremos as
seguintes curvas

Y(s) = (—s,0), geodésica em RT x R
7, projecao da geodésicay em C = (R* x R)/G.

O que significa que os ponto de v sao orbitas de pontos de ¥ e é claro que v também ¢é
geodésica ja que ¥ o é. Além disso, v é uma geodésica incompleta, pois é nao periddica. De
fato, ao considerar a geodésica 7, estamos tomando s < 0. Dessa forma, tome s; < 0, algum
instante dentro do dominio de 7, e seja sy = % de modo que T' = so — s; > 0. Vamos olhar

por um momento o que foi dito sob a perspectiva de . Temos que

W) =7(3) = (-570) =7 (=510 =07 (a0)),

onde ®~!(u,v) = (%,v), com &' € G. Isso significa que ¥(s2) € G - 7(s1), ou seja,
V(s1) = 7(s2).
S2 52 S1

Analogamente, seja s3 = 5 com s3 — §9 = — — — = —. Entao

2 2 2
~ S1 1 ~ 2/~
3(s5) = (=25.0) = 13(s1) = 2 (F(s1)),
4 4
assim, y(s3) = v(s2) = v(s1). Em resumo, temos a seguinte situagao

— O percurso de (s1) até y(sy) demorou uma quantidade 7' de tempo;
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— O percurso de y(s2) até y(s3) demorou uma quantidade 7'/2 de tempo;
— Como 7(s3) = v(s2) = v(s1), entdo é claro que 7'(s3) = Ay'(s1), com A > 1.

E, de fato, a k—ésima volta completa de « leva T/2¥~! de tempo para ser efetuada e assim
V' (sk1) = A 1y(s1), com A > 1.

_____-_’.

47(81) = Y(s2) = 7(5s3)

T T2
—
< ——
51 59 ."\'3 0

Figura 4.4: Transformagao de 7 em v pelo grupo G e relacdo de equivaléncia ~

Portanto, pela Proposicao 4.18, 7 ¢ incompleta. O que prova que somente a
homogeneidade nao é suficiente para garantir que a variedade é geodesicamente completa.



Capitulo 5

Completude por carater causal

5.1 Meétricas conformes e pré-geodésicas

Definicao 5.1. Sejam (M, g) e (N, h) duas variedades semi-Riemannianas e ® : M — N
um difeomorfismo. Dizemos que ® ¢ uma transformagao conforme se existe uma func¢ao

A e F(M) tal que
O -h=A-g,

ou seja, h(d®,(X,),d®,(Y,)) = A(p)9(X,,Y,), para qualqguer p € M e quaisquer
X,,Y, € T,M.

Observacao 5.2. 1. E possivel definir a transformacido conforme local caso ® seja
um difeomorfismo local entre M e N.

2. Note que se A =1, entao ® € uma isometria.

Definicao 5.3. Sejam g e g* duas métricas semi-Riemannianas em uma variedade
M. Dizemos que g e g* sao conformes se a funcio identidade 1d : (M,g) — (M,g*) é
uma transformagao conforme. Ou seja, g e g* sao conformes se existe A € F(M) tal que
g=A-g.

Observacgao 5.4. Sendo g e g* métricas conformes, por vezes diremos que g* é conforme
a g quando g* = A - g.

Um primeiro resultado interessante que surge dessa definigdo vem diretamente do
Teorema 2.79.

Corolario 5.5. Sejam g e g* duas métricas semi-Riemannianas em uma variedade M
e suponha que g € uma métrica indefinida. Entao g* € conforme a g se, e somente se, 0s
vetores tipo-luz para g sao vetores tipo-luz para g*.

Demonstragao. Basta aplicar o Teorema 2.79 em cada p € M e nas métricas g, e g,. O

Outro resultado de grande relevancia quando lidamos com métricas conformes e usaremos
durante a secao é sobre a relacao entre as conexoes de Levi-Civita de tais métricas.

Teorema 5.6. Sejam g e g* métricas semi-Riemannianas conformes em uma variedade
de dimensio n, M, ou seja, g* = A-g, com A € F(M) e A > 0. E sejam V e V* as conexodes
de Levi-Civita associadas a g e g* respectivamente. Entao

2AVSY = 2AVxY + X(A)Y + Y (A)X — g(X,Y)VA, (5.1)

69
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para quaisquer X, Y € X(M).
Demonstragao. Diretamente da formula de Koszul, se X, Y, W € X(M),

2°(VxY, W) = Xg"(V,W)+Yg (W, X) - Wg"(X,Y)
—g*(X, [Y7 W]) + g*(Y7 [Wv X]) + g*(VV, [Xa Y])

Como as métricas sao conformes

20g(VY, W) = X(Ag(Y,W)) +Y(Ag(W, X)) — W(Ag(X,Y))
—Alg(X, [Y, W]) = g(Y, [W, X]) — g(W, [X,Y])]
= XAN)g(Y, W)+ AXg(Y, W)+ Y(A)g(W, X)
+AY g(W, X) — W(A)g(X )—AWg(X, Y)
—Afg(X, [Y, W]) — g(Y, [W, X]) — g(W,[X,Y])]
= X(A)g(Y, W) +Y(A)g(W, X) - W(A)g(X,Y)
FAX (Y, W)+ Yg(W, X) - Wg(X,Y)
—g(X, [Y, W]) + g(Y, [W, X]) + g(W, [X, Y])]
= X(A)g(Y,W) +Y(A)g(W, X) - W(A)g(X,Y)
+20g(VyY, W).

Note que W (A)g(X,Y) = g(g(X,Y)VA,W). De fato, seja {0i,...,0,} e suponha que
X=> X0,Y = Zwa e W = Zwkak, com VA =" g"d,(A)d,. Entao

p.q

,3,D,4 k
= Z XinWkap(A)gijgmqu
1,5,k:p,q

= Y XYIWrO(N)gy

= [Z WHoL(A) | g <Z X0, w’aj)

= W(A)Q(X7 Y)7

pois ngngk = Op- Logo

q

20g(VXY, W) = X(A)g(Y, W) +Y(A)g(W, X)
—g(g(X,Y)VA, W) + 2Ag(VxY, W)
= g(2AVyY + X(A)Y + Y(A)X — g(X,Y)VA, W),

para todo W € X(M). Portanto,

2AV%LY = 2AV Y + X(A)Y + Y(A)X — g(X,Y)VA.
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Definicao 5.7. Seja v uma curva em M. Dizemos que v é uma pré-geodésica se existe
uma reparametrizagao vy tal que seja uma geodésica.

Lema 5.8. Sejam M uma variedade munida de uma métrica semi-Riemanniana g e
v 1 — M uma curva tal que +'(t) # 0, para todo t € I. Se

DY rov) 5:2)

para todo t € I e para alguma funcao f: I — R, entao v € uma pré-geodésica de g.

Demonstragao. Considere a reparametrizacao (s) = ~7(t(s)), entdo derivando em s,
' (s) =t'(s)v'(t(s)) e tomando a derivada covariante nos campos 7’ e /'

D

T = ()7 (1(s)) + t’(8)2%7/(t(8)) = [t"(s) + () f (t(s)] 7/ (t(s)),

onde a ultima igualdade vem da equagao 5.2. Entao 4 é uma geodésica se, e somente se,
t"(s) +t'(s)2f(t(s)) = 0, para todo s € J.

Vamos mostrar agora que se vale 5.2, entao sempre é possivel obter tal reparametrizacao.
Considere 7(s) = y(t(s)), onde ¢t : J — I é a fungdo tal que sua inversa s : I — J possui
derivada

§'(t) = 8'(tg).elio 7@ (5.3)

para algum ¢y € R fixado e §'(y) > 0. Vamos mostrar que t”(s) + f(t(s)).t'(s)*> = 0.
De fato, como t e s sao inversas, entao

Derivando teremos que

t(s) = —s(t(s)) 725" (1(s)) ' (5) = —m.

Derivando a equagao 5.3,

entao

t"(s) = —flts) (5.5)
Das equacoes 5.4 e 5.5,

£(s) + f(t(s))-t'(5)? = % + f(t(s)).m = 0.

Portanto, 4 ¢ uma geodésica. O]

O teorema 5.6 mostra uma relacao entre as conexoes de Levi-Civita de métricas conformes
e ¢ de se esperar entao que exista uma relacao entre geodésicas. E é o que veremos a seguir.

Teorema 5.9. Sejam g e g* duas métricas conformes em M tais que g* = A - g, com
A > 0. Entao as pré-geodésicas tipo-luz de g e g* coincidem.
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Demonstracao. S6 precisamos mostrar que se v é uma geodésica tipo-luz para g, entao v
¢ uma pré-geodésica tipo-luz para g*, a reciproca ¢ analoga. Embora a hipotese seja sobre
pré-geodésicas, basta tomar a reparametrizacao geodésica e a demonstragao segue.
Note que
gV ) =0eAg(v,7) =0 g(y,7) =0
Tomando o teorema 5.6 e supondo X =Y =~/ teremos entao
D D

20— =20 2+ 29/ (A) - = (v, 7 VA, (5.6)

Por hipotese, v é uma geodésica tipo-luz para g, entao

D,
—~' =0 "4 =0.
el e g(v,7)
Logo, 5.6 fica escrito como
D*v’ 7 N
dt A
: \ _ 7@ , ) o
Agora, basta aplicar o Lema 5.8 para ¢* com f = A portanto v é uma pré-geodésica
tipo-luz para g*. O

5.2 Independéncia de carater de completude

Quando falamos sobre completude de geodésicas em variedades semi-Riemannianas
sempre precisamos levar em consideracao o carater causal das geodésicas.

Como vimos anteriormente, se v ¢ uma geodésica em uma variedade semi-Riemanniana,
entao g(7'(t),~'(t)) é constante para todo t. De modo que podemos classificar as geodésicas
pelo carater causal do campo ~'. Por causa disso a completude de uma variedade precisa
estar relacionda a um tipo de geodésica.

Definicao  5.10. Seja M uma wvariedade semi-Riemanniana. Dizemos que M é
geodesicamente completa tipo-espago (respectivamente, tipo-tempo e tipo-luz) se toda
geodésica tipo-espago (respectivamente, tipo-tempo e tipo-luz) em M € completa.

Existem exemplos que mostram uma independéncia entre os trés tipos de completude.
Veremos nessa secao um exemplo de uma variedade completa tipo-tempo e tipo-luz e
incompleta tipo-espago. Esse exemplo pode ser encontrado em [Ger68|.

Considere IL? com a métrica canonica g = da? —dy? e seja ¢* a métrica conforme definida
por g* = e®@¥)(dz? — dy?), onde u : R? — R ¢ tal que

i. dyu(x,0) =0, para todo = € R;
ii. u(z,y) =0, se |y| > 1;

oo
113. / 70 dy < 0.

o0

Note que estamos tomando nesse exemplo A = e?*. Pela Demonstracao do Teorema 5.6
e usando que 9;(e**) = 2e?“O;u, temos:

VA = Z gijai/\aj = Z gijai(em‘)@j = Z Qgijem@u@j = 2AVu.

1,J 1,J .3
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Além disso, sendo X € X(M), segue que X(A) = X (e*) = 2AX (u). Entao, a equagao 5.1
pode ser reescrita como
QAVLY = 2AVxY + X(A)Y + Y (A)X — ¢(X,Y)VA
— 2AVxY + X(A)Y + Y(A)X — 2A¢(X,Y)Vu
=2AVxY + 2AX (0)Y + 2AY (u) X — 2Ag(X,Y)Vu
1sto &,
VY =VxY + XY +Y(u)X —g(X,Y)Vu.

Temos ainda que a equagao 5.6 pode ser escrita como

‘l - / ‘[ / / / / /
= —v + 29 (u).y — v )Vu. 5.7
It g It (w) 9(v,7)Vu (5.7)

Voltando ao exemplo anterior, podemos mostrar que (IL?, g*) ¢ incompleta tipo-espago.
De fato, tome a curva y(t) = (¢,0), com t € R, geodésica tipo-espago para g. Entao

dry' g
v (u) = Z d_vtaiu = 0,u, Vu= Zg”@iuaj = (Oyu, —Oyu)
: i
e, da equacgao 5.7,

D*
at !

" =2 (3,u(t,0),0) — (Dyult,0), —d,u(t, 0)) = (Byu(t,0), du(t,0)).

Como dyu(z,0) = 0, pela propriedade . da funcao u, entao

D*
at !

() = (Bpu(t,0),0) = dyult, 0) - /. (5.8)

Tome f(t) = d,u(t,0) e entdo, pelo Lema 5.8, temos que 4 é uma geodésica para g*.
Note que, como vimos no Lema 5.8, 5(s) = (¢(s),0), onde

S (t) = 8'(to).el0 T — ¢ eult0),

Dessa forma, note que

t t o8]
s(t) — s(to) = / s'(z)dr = C’/ @0y < C’/ @0y < oo,

to to —0o0

onde a tltima desigualdade vem da propriedade #ii. de u; entao temos que s é uma funcgao
limitada. Como t e s sao funcoes inversas entao o dominio de ¢t é um intervalo limitado,
suponha | — &, £[. Além disso, como

1
s'(t(s))’

entao |t'(z)] < K, para algum K € R e para todo = €] — £, £].
Assim, temos que ¢ é Lipschitziana e entao, para qualquer z €] — £, £, temos que

t'(s) =

lim [t(z) — t(y)| < K lim |z — y| < 2K¢€.
y—¢ y—¢
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Logo, t & uma fungao limitada e nao pode ser definida em R. Portanto, (R?, g*) ¢ incompleta
tipo-espago.

Suponha agora uma geodésica para g* do tipo causal, a(t) = (z(t),y(t)), definida em um
intervalo I C R. Logo, o/(t) = (2/(t),y/(t)) e

0> g*(o/,o/) _ eQu(z’,y’).g(a Oé) 2u(:v N [(ZL‘,)2 . (y/)2]’
entdo, como e*“@¥) > 0, para quaisquer z, y € R,
) > (@) & |y ()] > (1)),

# 0, para todo t € I. Dessa forma, podemos reparametrizar
= y(I) e tome a reparametrlzagao @ : J — R? dada por

(¢'(y), 1) e, como g* = ey,

para t € I. Além disso, y'(?)
a pela imagem de y. Seja J
a(y) = (z(y),y)- Entao &/(y) =

0>g"(d,d)=0>g(d,a)= (@)2_1:>(@>2<1:>‘d_x’<1 (5.9)
g gl dy dy) — dy| — .

Para mostrar que (]RZ, g*) é completa tipo-causal, precisamos mostrar que « é completa.
Observe primeiramente que a propriedade ii. da funcao u definida acima delimita uma faixa
fechada em R? tal que

g (v, y), (v, y) = g((z,y), (z,9)),

para |y| > 1. Ou seja, g* e g coincidem fora da faixa. Nessa regiao, as geodésicas sdo retas,
como visto no exemplo 2.60, logo podem ser estendidas indefinidamente.

‘U A/
. Heo

(a) (b)

Figura 5.1: Local de definicao dos vetores tangentes e representacao da imagem da fun¢do u

Se a é uma geodésica iniciada fora da faixa, entao é uma reta e pode ser estendida
indefinidamente, ou seja, é completa. Se « inicia dentro da faixa, entao note que saira da
faixa, pois, pela equagao 5.9, os vetores tangentes estao direcionados para a reta y = 1, como
pode ser visto na Figura 5.3. Logo ao cruzar essa reta pode ser extendida indefinidamente.

A figura abaixo mostra uma situacao em que a geodésica « inicia dentro da faixa, mas
safra da faixa em algum momento.
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Figura 5.2: FEsbo¢o aprozimado de uma geodésica o

Ainda segundo |Ger68| é possivel obter exemplos de variedades semi-Riemannianas nas
seguintes situagoes

1. Completa tipo-tempo, incompleta tipo-espago e tipo-luz;
2. Completa tipo-espaco, incompleta tipo-tempo e tipo-luz;
3. Completa tipo-luz, incompleta tipo-tempo e tipo-espago;
4. Completa tipo-tempo e tipo-luz, incompleta tipo-espago;
5. Completa tipo-espaco e tipo-luz, incompleta tipo-tempo.

De modo que, segundo ele, nao é conhecido nenhum exemplo de uma variedade semi-
Riemanniana completa tipo-espacgo e tipo-tempo e incompleta tipo-luz.
Quanto ao caso 5, considere a mesma métrica g* = e?“g e sendo u uma funcao tal que

i. 0zu(0,y) =0, para todo y € R;

it. u(z,y) =0, se |z| > 1;

x
111. / OV dy < 0.

[e.o]

Dessa forma ¢ possivel mostrar de modo andlogo ao caso anterior que (L%, g*) é completa
tipo-espago e tipo-luz e incompleta tipo-tempo.
Tomemos a curva y(t) = (0,t), geodésica tipo-tempo para g. Entao

Y(u)=0u e  Vu=(0u,—du).

Assim, pela equacgao 5.7,

*

St ¥ = 2(0,0,u(0, 1)) + (D, (0, £), —0,u(0, 1)) = (Dyu(0, 1), d,u(0,)).

Pela propriedade i. de u, d,u(0,t) =0 e

dt

v = (0,0,u(0,t)) = d,u(0,t)..
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Tomemos f(t) = d,u(0,1) e, pelo Lema 5.8, 7(s) = (0,%(s)) é geodésica para g*. Assim
S/(t) — S/(to).eftfb f(x)dx _ C.eu(ovt)

e ainda

s(x) = / s'(z)dx = C’/ O dr < 0.

—00 —0o0

O resto segue analogo ao caso anterior e temos que t ¢ limitada, portanto (R?, g*) é
incompleta tipo-tempo.

O procedimento para mostrar a completude de «(t) = (z(t),y(t)), geodésica nao tipo-
tempo para g*, é analogo ao caso anterior, exceto que agora, sendo o' (t) = (2/(t),y'(t)),

(@) (1) = )*(t) = 0= [2'(B)] = |y (1),

para todo t € I. E ao tomar a reparametrizagao a(z) = (z,y(z)) teremos &'(x) = (1,y'(x))
dy

e
dy\”
O e
0= (dx) :>da:

Assim, pelos calculos acima e pela propriedade ii., teremos as seguintes situagoes

<1

A-y ﬁ.u{.r.u) :ll.j
A/
’?'
1 . 1 i
(a) (b)

Figura 5.3: Local de definiciao dos vetores tangentes e representacao da imagem da fun¢do u
De modo que a curva «, se iniciada dentro da faixa, serd do seguinte tipo

A/

o

Figura 5.4: Esbo¢o aprozimado de uma geodésica o
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Exemplos mais genéricos e feitos de modo mais sistemético podem ser encontrados em
[Kun63].



Capitulo 6

Variedades compactas incompletas

No Teorema 4.16 verificamos que para uma variedade semi-Riemanniana ser completa é
necessario e suficiente que ela seja completa e homogénea e ainda no Capitulo 4 exibimos
uma variedade homogénea e nao compacta, e, por consequéncia, nao completa. Nesse capitulo
mostraremos uma variedade compacta, nao homogénea e nao completa.

6.1 Familia de métricas com campo de Killing
Considere a seguinte métrica definida em R?
Yz = E(z)da? + F(z)(dz @ dy + dy @ dz) — G(z)dy?, (6.1)

onde E, F,G € F(R) satisfazem as seguinte condigoes:

i. B(x)G(z)+ F(z)* > 0, para todo x € R;

1. E, G e F sao fungoes periddicas de periodo 1.
Note que para pontos p = (o, Y0), (21,91) € (22, y2) de R?, g, é calculado da seguinte forma

9p((w1,91), (T2, 32)) = E(w0)21202 + F(20) (2192 + 3172) — G(20) Y192,

e agora podemos ver mais claramente que ¢ ¢ uma métrica em R2. De fato, para todo p € M,

e g, ¢ bilinear. Sendo «, 8 € R quaisquer,

gp(a(z1,y1) + B(22,92), (7,9)) = gp((ax1 + B, ayr + Bys), (2, y))

= E(zo)(azi + Br)z + F(xo)[(az1 + Br2)y + (ayr + By2)z] — G(zo)(ay1 + Bya)y
= E(xo)(az1x + Brox) + F(x0) |y + Bray + ayrx + Bysx] — G(xo)(ayry + By2y)
= a[E(zo)r12 + F(x0)(21y + 1h2) — G(20)11Y]

+B[E(z0) w2 + F(20)(22y + y21) — G(20)y2y]

= agp((z1,11), (2,9)) + Bep((22,92), (2, 9))

78
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9p((7,9), (1, 91) + B(22,92))) = 9p((2,y), (a1 + Bra, ayr + By2))

= E(x)x(ar; + Bag) + F(xo)[z(ays + By2) + (axy + Bra)y] — G(xo)y(ay: + By2)
= a[E(xo)rar + F(z0)(2y1 + 71y) — G(20)YY1]

+B[E(z0)rTs + F(20) (Y2 + 72y)| — G(70)yY2

= agy((,y), (x1,91)) + Bgp((2,y), (72, y2))

e g, é simétrica, o que ¢é facil ver pela defini¢ao de g,.

e g, ¢ nao degenerado. De fato, suponha que exista (u,v) tal que g,((Z,7), (z,y)) = 0,
para qualquer (z,y) € R?. Logo,

{ 0 =g,((z,7), (1,
0= gp((fvg

Assim obtemos o seguinte sistema

[E(xo) F(z) ] {f] _ {o}
Fzo) —G(xo) | [ ¥ 0]
Entao, pela propriedade . das funcoes E, F'e G, 7 =% = 0 e g, ¢ nao degenerada.

Das propriedades :. e ii. de g, podemos obter os seguintes resultados:

i. gp ¢ uma métrica Lorentziana. De fato, como visto na Observacao 2.32,

(=1)" det]g,] > 0,

sendo [g,] a matriz de g,, que indepente da base (como mostrado na Observagao).
Entao, como, para p = (z,y),

= | Fo) 8

Flx) —G(x)
teremos que det[g,] = —(EG+ F?) < 0, logo (—1)” < 0 e v = 1. Portanto, g, é métrica
Lorentziana.
ii. g, ¢ naturalmente induzida em um toro T? = R?*/Z% De fato isso vale pois as

translagoes T(;) e T(o,1), nas diregoes dos eixos x e y, respectivamente, sao isometrias
de g,. Para mostrar isso vamos mostrar que os campos vetorias 0, e J, sao de Killing.

De fato, considere as curvas integrais em relagao ao campo 0, definidas como
a: R — R?% com
{ a(0) =p
a/(0) = 0,.
Sendo p = (xg, %) € 9, = (0,1), entdo «a(t) = (zo,yo + t). Agora podemos definir o
fluxo de 9, em R? ¢ : R x R? = R? como

Y(t,p) = ap(t),

com p = (z,y) e ap(t) = (x,y +t), uma curva integral de d,. Dessa forma, podemos
obter os estagios do fluxo 1, : R? — R2.
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Logo,

tte) =Tl = | o 3 || 0] = @)

entao temos que

V() (21, 91), (2, 92)) = g(d(w1, y1), dy(w2,92)) = 9((21,11), (T2, 92)).

Logo, 0, ¢ de Killing e, pela Proposicao 2.76, ¢, é isometria, para qualquer ¢ € R.
Porém, note que v; € uma translagao na segunda coordenada, entao as translagoes em
Y sao isometrias.

De modo analogo é possivel mostrar que translagoes em z também sao isometrias. E
como E, F' e G sao fungoes de periodo 1 temos que

g(xvy) = gT(O,t)(xvy) = gT(t,O)(zvy)7

para qualquer ¢ € R. Portanto, a métrica g, pode ser associada ao toro T? = R?/Z2.

Observe que as métricas apresentadas acima formam uma familia de métricas que podem
ser induzidas no toro T2, variando dependendo da funcoes E, F e G tomadas. Definimos
assim a familia G de métricas do tipo 6.1.

Agora que vimos as propriedades bésicas da familia G, seja v : I C R — R2, dada por
~v(t) = (z(t),y(t)), uma geodésica para g € G. Entéao

g(y'(t),7'(t)) = ¢ (Proposicao 2.61) (6.2a)
g(¥'(t),0,) =1 (Lema 2.78) (6.2b)

sendo ¢,n € R. De 6.2b temos que
1= gy ((@(1),5/ (1), (0,1)) = F(a(t)2'(t) — G(x(t)y'(¢). (6.3)

E de 6.2a segue

¢=gy0((@' ).y (1), (&' (1), 4/ (1)) = E(x(t))a’(t)” + 2F (z(t))2' (t)y' (t) — G(=())y' ()",

Logo,

¢ = E(x(t)2'(t)* +y (0)[F(a(t)2'(t) + 1.

Multiplicando por G(z(t)) a tltima igualdade e usando 6.3 segue

Dessa forma

l’/ (t)2 — Ui ]

E(x(t))G(x(t) + F(z(t))?

Observe que qualquer geodésica satifaz as equagoes 6.3 e 6.4, entretanto nem todas as

solugoes dessas equagoes sao geodésicas. Isso acontece pela perda de unicidade de solugoes
fixado condicoes iniciais. Tal perda de unicidade acontece quando
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i. ' =0, para algum ¢; nesse caso reescrevemos as equacoes acima da seguinte forma

{ 64 = n*+Gx(t)(=0
6.3 = G(x(to))y'(to) +n =0

onde ty ¢é tal que 2'(ty) = 0.

ii. G(z) = 0; nesse caso reescrevemos as equagoes acima da seguinte forma

2

64 = a'(t)?= W

6.3 = F(x(t)2'(t)—n=0

Para corrigir o problema da perda de unicidade precisamos calcular as equagoes
geodésicas 2.10 para a familia G.

Vamos calcular os simbolos de Christoffel. Sendo () = (x(¢),y(¢)) uma curva em T,
primeiramente, note que

E(z) F(z) o _ 1 [ G@) F()
[95)] = { Flz) —G(x) } ¢ ol = A(z) { F(z) —E(z) } ’

onde A(z) = (EG + F?)(x). Dessa forma, os simbolos de Christoffel sdo determinados como
segue

I () = G(a)E'(x) + 2F(@)F'(x) L, () = F(x)E'(x) — 2E(z) F'(z)
1 2[E(2)G(x) + F(x)?] H 2[E(2)G(z) + F(z)?]
L () — —F(2)G'(z) 2 () — E(x)G'(x)
M%) 2[E(z)G(z) + F(z)?] Falo) 2[E(z)G(z) + F(z)?]
Ly G(z)G'(2) 2y F(z)G'(z)
Fa(z) = 2[E(z)G(z) + F(z)?] Falr) = 2[E(2)G(z) + F(z)?]

Omitindo as particulas x e t das fungoes E, F' e G para fins de simplificacao, entao as
equagoes geodésicas ficam escritas da seguinte forma

. GE' +2FF' , FG' o el o

Ay(t) = 2"(t) + {m} z'(t)” =2 [m} ' (t)y'(t) + [m] y'(t)
(6.5a)

y FE' —2EF'"] , 9 EG , , FG’ )2

Ao(t) =y"(t) + {m} z'(t)” + 2 {m] o' (t)y'(t) + [Q(EG—JFFQ)] y' ()
(6.5b)

O conjunto de equagoes 6.5 e as equagoes 6.4 e 6.3 fornecem tudo que é necessario para
determinar as completudes e incompletudes do toro T? munido de alguma métrica da familia

g.

Faremos aqui um caso particular. Consideremos entao a seguinte métrica

Gzy) = dz @ dy + dy ® dv — T(fL‘)dy2,
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onde 7 : R — R é uma funcao tal que:
1. € periddica de periodo 1.
it. 7(0) = 0.
iii. 7'(0) #0.

Note que estamos tomando uma métrica de G e considerando £ =0, F =1, G = 7 e, além
disso, algumas hipoteses extras sobre 7. De modo geral, a métrica opera da seguinte forma
em cada ponto (z,y)

g(z,y)((l'b 3/1)7 (3527 3/2)) =T1.Y2 + 1. T2 — 7'(55)3/1@/2

Calculando as matrizes de g,

teremos os seguintes simbolos de Christoffel

1 1, 1
I = 57' (I) I'p=0

1 1
M= sr@)7(@)  Th= 7).
Consideremos uma curva y(t) = (z(t),y(t)), com t € I C R, logo as equagoes geodésicas
ficam escritas da seguinte forma

1 1

Ai(t) = 2" (1) + 57 (@) (D) () + 57(x(0)7 (@)Y ()7

As(t) = //(1) + 3 (D) (1)

Tomemos a curva y(t) = (0,y(t)), com t € I C R, que parametriza o eixo y em R? assim

v (Y ()7 (1) = ooy (0,4 (1)), (0,9/()) = —7(0)y'(t)* = 0,

onde a tltima igualdade vem da propriedade .. Logo, os vetores 7/(t) sdo do tipo-luz para
qualquer funcao y : I — R e para qualquer ¢t € I. Teremos que v é geodésica se

Ay(t) = 570) O/ (1) = 0
As(t) = //(1) + 57O/ (1 = 0

e como, pela propriedade ii. da fungdo 7, 7(0) = 0 temos A;(t) = 0, para todo t € R.
Portanto, v é geodésica se

(1) + 570}y (1 =0 (6.6
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Pela propriedade iii. da func¢ao 7, 7/(0) # 0, entéo as solugdes de 6.6 sao do tipo

Vit) = G (7O +.0) 45,
para a, 3 € R. E agora é possivel ver que y nao pode ser definida em todo R, portanto 7,
como definida acima, é uma geodésica tipo-luz incompleta.

Alguns resultados mais particulares podem ser demonstrados sem muita dificuldade,
como veremos a seguir, porém um estudo mais completo sobre a incompletude do toro pode
ser encontrada em [Caj97|. Entretanto ja é possivel observar que a familia de métricas G nao
& completa e, por extensao, pelo que fizemos no inicio da secdo, o toro T? munido dessas
métricas nao é uma variedade completa.

As proposicoes a seguir podem ser encontradas em [O’N83|, mas provaremos de modo
distinto, usando as propriedades das métricas do tipo 6.1 e os resultados geométricos obtidos
durante essa secao.

Proposigao 6.1. Seja R?* munido de uma métrica g € G. Seja (t) = (xo,y(t)) uma

curva em R? com xy € R ey = 0. Entdo, v é uma geodésica se, e somente se, G' = 0.

Demonstragcao. Note que

V() =(0,4'(t) =y ()(0,1) =y ()9,
Dessa forma,

D D

/ / " / ‘D ! / /
= = S (00, = (00, + y' (1) 70, = ' (00, + Y/ (1) V0, =¥ (V0.

Usando a equagao 2.4 e os simbolos de Christoffel calculados anteriormente teremos que

2 2

Vo, 0y = > X' (@Y’“ +) YTZ) O = X [YT3,0, + Y*T5,0,]
1

ik=1 j=

1 (.6, FG
2 \EG+F2" EG+F27Y)"

Entao 5 oy oo o
t
dt 2 EG + F? EG + F?
D
Suponha que v seja geodésica, entao %fy’ = 0. Logo, como y # 0, devemos ter

GG = FG' =0, porém note que G e F nunca zeram simultaneamente, caso contréario,
EG + F? = 0, o que contradiz propriedade i. de g € G'. Portanto, G’(z,) = 0.
Supondo agora que G'(zg) = 0, ¢ facil ver que V.,,4' = 0 e, portanto, v é geodésica. [

Proposigao 6.2. Seja R* munido de uma métrica g € G. Seja y(t) = (z(t),yo) uma
curva em R? com yp €ER e 2” = 0. Se F =0, entdo v é uma pré-geodésica.

Demonstracao. Note que
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De modo semelhante ao que fizemos na Proposicao 6.1 calculamos

D Diina = o, + ') 2o, — (1)
o = L (00:] = 2" (00, + 2/ (1) 0, = 2'(1*V,0,

e ainda

1 /GE' +2FF' FE —2EF’
Vo, 0, = X' (Y'T1,0, +Y'T3,0,) = 3 ( ay)

EG+F T TEGT P
Como, por hipoétese, F' = 0 entao F' = 0, logo

D, &)} E), o) Ew) ,

a’ T 2 Eln) 2 E(xo)

D
Se E'(xg) = 0, entao %’y’ = 0 e v é geodésica, ao que segue o resultado. Se E'(zg) # 0,
entao note que

D / /
ZA = f(t) -
o =10
E/
onde f(t) = 2E((xx(:))) 2'(t), e, pelo Lema 5.8, v ¢ uma pré-geodésica. ]

6.2 O toro de Clifton-Pohl

Um outro exemplo classico aplicado ao toro é o de Clifton-Pohl. Para construir esse toro
vamos tomar primeiramente a seguinte métrica em R?

gp = f(z,y)(dz ® dy + dy @ dx), (6.7)

onde f € F(R?) e f > 0. Note que tal métrica é semelhante aquela feita na segao 6.1 ao
tomarmos E = GG = 0, exceto que estamos tomando agora uma funcao de duas variaveis.
Explicitamente, essa métrica é calculada da seguinte forma para p = (zo, yo),

g(xo,yo)((xla y1)7 (9527 ?/2)) = f(%, yo)($1y2 + $2§Ul)-
De fato, g, ¢ uma métrica, pois

o sejam (z,9), (x1,91), (v2,92) € R* e a € R, entdo

gp(a(‘rla yl) + (ZE27 y2)7 (I, y)) = gp<<ax1 + xg, Y1 + y2)7 (JI, y))
= f(wo,y0)[(ax1 + 22)y + x(ays + y2)]
= f(wo,yo)[(@1y + 2y1) + (224 + 2y2)] = agp((z1,11), (2, y)) + gp((22, ¥2), (2, y))

9p((x,y), (1, 91) + (¥2,92)) = gp((2, y), (1 + T2, Y1 + Y2))
= f(xo, yo)[x(ayr + y2) + (ax1 + 22)y]
= f(wo,yo)[(@1y + 2y1) + (729 + 2Y2)] = agp((z,y), (21, 11)) + gp((2, y), (¥2, Y2))

e suponha que exista (7,7) € R tal que g,((Z,7), (z,y)) = 0, para qualquer (x,y) € R
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Entao

Logo, (z,7) = (0,0).

Portanto, g, € métrica.
Na forma matricial, podemos obter que

1
0 =
0 _
=\ 3] e =
f
Obtemos assim os simbolos de Christoffel de g, ao longo de ~y
1
I r,Y) = arf T,y r? z,y) =0
11( ) f(l’, y) ( ) 11( )
Fb(l’,y) =0 F%2($,y) =0
Thy(x.9) = 0 Th(e0) = 7 0,/ (5,)
f(z,y)

Consideremos agora a variedade R? — {(0,0)} e a métrica g, definida acima tomando
1
flz,y) = oSl O toro de Clifton-Pohl é obtido de modo similar ao que foi feito no
reTy

decorrer do capitulo 4, tomando agora o grupo G = {u* | k € Z}, sendo i a homotetia
uz,y) = (22, 2y).
De fato, 1% ¢ uma isometria, sep = (‘/1707 ?JO) € (xlv y1>’ (1'2,92) € R2 - {(07 0)}7

4(x1y0 + 2271)
(220)% + (290)
_ Mrye + Toy1) | T1y2 + Toyn
AR tw) w

9#(17)(#(1’1:%), M(%,Z/Q)) = 9(2x0,2y0)((2$17 2y1), (21’27 2y2)) =

= gp((z1,91), (72,92)).

Definimos entéo o toro de Clifton-Pohl como sendo a variedade (T = (R?)*/G, g,). Que
é obtido a partir do anel formado pelas circuferéncias de raios 1 e 2 e centro (0,0), sendo
que os pontos da fronteira sao identificados pela agao do grupo G.
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Figura 6.1: O toro de Clifton-Pohl ainda sem a identificagdo das fronteiras

Como estamos tomando a funcao f(z,y) =

m, entao temos que
—2x —2y
0. f(z,y) = Wiy © Oyf(z,y) = CERE

e considerando a curva v : I C R — T, dada por v(t) = (z(t), y(t)), temos que as equagoes
geodésicas ficam determinadas como segue

At) = a"(1) - (tff% (1)
A(t) = (1) — — 2 gy

o) +y(t)?

Para mostrar que (T, g,) é incompleto basta tomar as geodésicas tipo-luz. Suponha que
v(t) = (z(t),y(t)) seja uma geodésica em T, logo

2/ (t)y/ (1) .

Gyiy (Y (1), (1)) = 2 + g2

assim, é possivel ver que 7 tipo-luz se, e somente se, z/(t) = 0 ou y/(t) = 0.
Vamos supor incialmente que y'(t) = 0, para todo t € I. Nesse caso, y(t) = 1o, para
alguma constante yo € R e yp # 0. Como v é geodésica entao

2x(t)
" t) — e t 2 =0
RO A
y'(t)=0
de onde tiramos que
(t) = yo tan (pyo(n + 1)), (6.9)

sendo p,n € R constantes. Além disso, se yo = 0 entao z(t) = .

p+t
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De modo anélogo, podemos considerar z’'(t) = 0, para todo t € I, em 6.8, assim z(t) = x
e, se xo # 0, temos

Z"(t) =0

0 = s (0 =0

logo
y(t) = zo tan (pxo(n + t)) (6.10)
Ul
e, se xg =0, y(t) = Py
A partir das equagoes 6.9 e 6.10 ja é possivel ver que (T?,g,) ndo é completo, pois é
incompleto tipo-luz. De fato, dessas equagoes temos que as geodésicas em ambos os casos se
escrevem como

69 = 5(0) = otan (ol + 0)w) ou 20 = (5 ,0)

6.10 = ~(t) = (w0, zotan (pzo(n +1t))) ou 705):@#)

E agora podemos ver que como e tant sao fungoes que nao podem ser definidas

para todo R, entao 7, sob nenhuma circunstancia, pode ser estendida para R e, assim, ser
completa.

Entretanto, se mais hipdteses forem feitas sobre a métrica Lorentziana genérica do toro
(6.7) é entao possivel mostrar que T é completo em todos os carateres causais. Deixamos
[CR94] indicado como referéncia para esse resultado.
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