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RESUMO

Neste trabalho analizamos o comportamento assintético de uma familia de equilibrios de
uma equacgdo de reacdo-difusdo com condic¢do de fronteira de Neumann homogénea definida num
dominio fino bidimensional com termos de rea¢des concentradas em uma vizinhancca oscilante
da fronteira. Assumimos que o dominio e portanto a vizinhanga oscilante se degeneram em um
intervalo quando um pardmetro positivo € suficientemente pequeno tende para zero. O Objetivo
principal deste trabalho é mostrar que essa familia de solu¢des converge para a solugdo de uma
equacdo limite, unidimensional, que captura a geometria e 0 comportamento assintético dos con-

juntos abertos onde o problema é estabelecido.

Palavras-chave: Equagdes semilineares elipticas, equagdes singulares elipticas, semi-continuidade

superior, semi-continuidade inferior, dominios finos, termos concentrados.
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ABSTRACT

In this work we analyze the behaviour of a family of stead state solutions of a semilinear
reaction-diffusion equation with homogeneous Neumann boundary condition, posed in a two-
dimensional thin domain with reaction terms concentrated in a narrow oscillating neighborhood.
Indeed, we assume that the domain of definition of the solutions degenerates into an interval as
a small parameter € goes to zero. Our main result is that this family of solutions converge to the
solution of a one-dimensional limit equation capturing the geometry and oscillatory behaviour of

the open sets where the problem is estabilished.

Keywords: Semilinear elliptic equations, singular elliptic equations, upper semicontinuity, lower

semicontinuity, thin domains, concentrating terms.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Contextualizac¢ao

Neste trabalho analizamos o comportamento assintético de uma familia de solu¢des de uma
equacao pardbolica semilinear, com condi¢des de contorno Neumann homogéneas definida em um
dominio fino R¢ C RR?, com termos de reacdes concentradas em uma vizinhanca oscilante 0, da
fronteira superior. Mas precisamente, lidamos com um problema nao-linear eliptico definido em
um conjunto aberto de R? que se degenera em um segmento de reta quando o pardmetro positivo €
tende para zero. Além disso, supomos que alguns termos de rea¢do da equagdo ocorrem somente
em uma regido extremamente fina préxima da fronteira, regido essa que também pode apresentar
estrutura oscilatéria.

Na figura 1.1 estd ilustrado o dominio fino R, bem como a faixa oscilante 0. onde tem lugar as

reagdes concentradas

R¢ Ee

Figura 1.1: O dominio fino R€ e a faixa oscilante O,.

O problema de valor de contorno proposto pode ser entendido como um modelo de difusdo

e interagdo de agentes que podem ser células, quantidade de produtos quimicos ou organismo
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bioldégicos, que estdo localizadas numa regido extremamente fina numa pequena vizinhanga do
bordo onde as reagdes podem ocorrer. Vale a pena notar que o nosso modelo inclui a possi-
bilidade de que a faixa estreita apresente um comportamento oscilante modelando regides de
complexas interagdes. As aplicagdes potenciais dos nossos resultados incluem campos como os
da lubrificacdo, nanotecnologia, de interacdo dindmica vascular e gestdo de controle de sistemas
ecolégicos e aqudticos onde pode-se encontrar concentragdes localizadas em conexdo com a fron-
teira complexa em canais finos.

Usando técnicas adequadas mostramos que o nosso problema singular definido em um conjunto
aberto bidimensional pode ser aproximado por um problema de valor de fronteira unidimensional.
Nesse caso a geometria do dominio fino e o comportamento oscilatério da faixa estreita onde ocorrem
as reagdes sdo capturados pela equacdo limite unidimensional mostrando o efeito de tais varidveis
no limite. A equagdo limite obtida é ndo singular, e nos dd uma aproximacao do problema original
quando o pardmetro € estd proximo de zero (sendo uma opgdo vantajosa, por exemplo, para a
realizacdo de simulagdes numéricas).

Existem vérios trabalhos na literatura que lidam com Equagoes Diferenciais Parciais em dominios
finos. Entre tantos, mencionamos os trabalhos pioneiros de J. Hale e G. Raugel [17, 11], bem como os
artigos subsequentes [35, 30, 29], onde os autores investigaram o comportamento assintético do sis-
tema dindmico dado por uma classe de equagdes semilineares parabélicos definidos em um dominio
fino em R”?, n > 2. Mencionamos também [33] onde o autor estudou as aproximagdes assintéticas
das solugdes do problema p-Laplaciano definido em uma regido fina e [34] onde consideraram um
problema linear eliptico em dominio perfurado com espessura rapidamente oscilante. Veja também
[3, 4] que consideraram problemas monétonos ndo-lineares em multidominios com fronteira rapi-
damente oscilante. Mencionamos também [18, 19, 20, 21, 24, 26, 27] onde estudaram uma classe de
problemas elipticos e parabdlicos com condigdo de contorno de Neumann homogénea discutindo-se
questdes ligadas aos problemas limites e propriedades de convergéncia.

Por outro lado, existem muitos trabalhos que lidam com problemas singulares elipticos e pa-
rabdlicos que podem modelar fendmenos com termos potenciais e de reagdo concentrados numa
pequena vizinhanca de uma porcao da fronteira de um dominio fixado e limitado. Nessa direcao
mencionamos os trabalhos [1, 2, 15]. Em [8, 9, 25] os autores também estudaram esse mesmo tipo de
problema permitindo comportamento oscilatério da faixa fina onde tais concentra¢des e potenciais
sado efetivos.

Nessa disserta¢ao estudamos um modelo baseado em uma equagdo diferencial semiliniar do tipo

eliptico que combina as duas situa¢des descritas anteriormente de uma maneira mais geral. Para
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tanto observamos que é necessario adaptar as técnicas e métodos desenvolvidas em [17, 15, 9], bem
como em [16], afim de passar o limite obtendo assim o comportamento assintético do nosso modelo

quando € — 0.

1.2 Colocagao e descricao do problema

Com o objetivo de introduzir nosso modelo consideramos inicialmente o dominio fino R¢ C R?
definido por
RE = {(x1,%2) € R*: x1 € (0,1), —eb(x1) < x2 < €G(x1)}, (1.1)

onde G, b : (0,1) —» R* sdo fungdes positivas, suaves e uniformemente limitadas, satisfazendo

0<Gp<Gx) <Gre0<by<b(x) <by paratodox € (0,1).

Observacgao 1.2.1 As fungdes G e b sdo independentes de € e definem a fronteira superior e inferior do dominio
fino RE.

A faixa oscilante 0. é definida por

O = {(x1,x2) € R?:x; € (0,1),e(G(x1) — €*He(x1)) < x2 < €G(x1)}, (1.2)

Z

onde @ > 0 é um parametro, H, : (0,1) — R* é uma fungdo suave, ndo negativa e uniformemente
.. . def .. L ..

limitada satisfazendo 0 < He(x) < Go + by = Hp. Como um dos objetivos é de modelar vizinhangas
rugosas para concentra¢des, permitimos que H, oscile com respeito a variagdo pardmetro €. Para

tanto a expressamos por
He(x) = H(xl x/eﬁ)/ ﬁ > 0/ (13)

onde H : (0,1) xR — IR é uma fungdo suave, ndo negativa, limitada e periédica na segunda variavel.
Permitimos ainda que H(x, -) seja uma fungdo periddica de periodo varidvel /(x) com x € (0,1). (Mas

detalhes sobre a funcdo H, serdo dadas na secédo 2.3).

Observagao 1.2.2 O conjunto aberto O é uma vizinhanga para a fronteira superior de R® cuja espessura e o
comportamento oscilatério dependem de o e B respectivamente, bem como da periodicidade de H na segunda
varidvel. Dessa maneira os valores €* e €f representam a ordem da espessura e a ordem de oscilagio da
vizinhanga O quando € tende a zero.

Assim, vamos analizar a familia de solug¢des definidas pelo seguinte problema semilinear eliptico

1
-Awf + o€ = f(of) + e—a)(geg(a)e), em R€
Jet (1.4)

W =0 na 8R€,
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onde v¢ = (v§,v5) € o vetor unitdrio normal exterior a fronteira de JR¢ e % é a derivada normal
exterior. As fun¢des ndo lineares f e ¢ : R — IR sdo fung¢des da classe C?, limitadas e com derivadas
limitadas, e xg, : R? — R é a funcdo caracteristica da faixa estreita 0.

Procedendo de modo andlogo a [15, 25] combinamos a fungdo caracteristica x., o parametro
positivo € e o valor fixado a para representar a concentragdo das rea¢des na regido . C R® quando

€ tende para zero através do termo
6%)(& S LDO(Re)

Observemos ainda que R¢ C (0, 1) X (—€b1, €G1) é fino no sentido de que se degenera ao intervalo
unitdrio quando € — 0, razdo pela qual espera-se que a familia w® convirja para uma solucdo de
uma equacdo unidimensional do mesmo tipo com a condigdo de fronteira de Neumann, capturando
a geometria do contorno de R¢, bem como o comportamento oscilatério da faixa esteita .. Com

efeito, sob estas condi¢gdes mostra-se que o problema limite para (1.4) é dada por

—L( (Nwy)x + 0 = f(w) + & (w), em (0,1)
plx) PO P & ’ (1.5)

wx(0) = wx(1) = 0,

onde as fungdes suaves p e p : (0,1) — (0, o0) sdo definidas por

1
P = bx) + G ue =75 [ Hes (16)

p estd associado a geometria do dominio fino e é estabelecido pelas fun¢des b e G. A fungao
u € L*(0,1) é ndo negativa e esta associada a faixa oscilante 0, dada pela fungdo H.. Como foi men-
cionado, obtemos um problema limite que captura o perfil do dominio fino R® e o comportamento
oscilante da faixa estreita 6. combinando os resultados obtidos em [9, 11]. Com efeito, aplicamos as
técnicas de [17] para calcular o coeficiente p estabelecido pelo dominio fino R¢, e usamos as integrais
concentradas discutidas em [1, 9, 15] para obtermos a fungdo p(x), que é o valor médio de H(x, )
para cada x € (0,1).

Notemos que u captura o comportamento oscilatério e a geometria da faixa estreita onde as
reagOes sdo concentradas. Se H é independente da segunda varidvel, entdo a vizinhanga estreita ndo
possui comportamento oscilatério, e assim p = H(x) em (0, 1) (veja a figura 1.2). Se tomarmos H = 0,
o problema (1.4) ndo apresenta reagdes concentradas em qualquer regido, se reduzindo ao problema

considerado em [11, 17].
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\

Figura 1.2: O dominio fino R€ e a faixa ndo oscilante O..

Afim de estudar o problema (1.4) no dominio fino R® tomamos uma mudanga de varidvel
conveniente e obtemos o seguinte problema:

u¢ 1 %u€

oxr € ox3

1
+u€ = f(u)+ e—a)(osg(ue), em Q

1.7)
Juf 1 207146 (
8—x1N1 + e—Za—szz =0 na JdQ,
onde Q ¢ R? ¢ dado por
Q ={(x1,x) € R*: x1 € (0,1), =b(x1) < x2 < G(x1)} (1.8)
e Xo, ° R?> — R é a funcao caracteristica da faixa estreita o dada por
0e = {(x1,x2) € R* : 1 € (0,1), G(x1) — €*He(x1) < x2 < G(x1)} (1.9)

N = (N1,N3) é o vetor normal unitario exterior a dQ.

O fator €72 que aparece em frente da derivada parcial na diregdo de x, estabelece uma rdpida
difusdo na direcdo vertical introduzindo um mecanismo de difusdo muito forte. Nesse sentido
redimensionamos a vizinhanca 0, para a faixa o C ), e substituimos o dominio fino R® por um
dominio que ndo é mais fino () e é independente de €.

Devido ao mecanismo de forte difusdo espera-se que as solugdes se tornem homogéneas na
direcdo de x, de modo que a solucdo limite ndo varie nesta direcdo e por conseguinte o problema
limitado serd unidimensional. Isto estd em concordancia com a ideia intuitiva de que uma equagao
em dominio fino deve ser aproximada por uma equagdo definida num segmento de reta.

Agora ja estamos em condi¢Oes de enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 1.2.3 Seja u® uma familia de solucdes do problema (1.7) satisfazendo ||ulli~q) < R para alguma

constante positiva independente de €. Entdo:

(i) Existe umasubsequéncia ainda denotada por u€ e uma fungiou € H L(Q), com ||ul| 1= < Rdependendo

apenas da primeira varidvel, isto é, u(xy,x2) = u(x1) solugio do problema (1.5) satisfazendo

[|u€ — ullg) — 0, quando € — 0.
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(ii) Seasolugio u de (1.5) pertence a uma bola de raio R em L*(Q2) e é hiperbdlica, entio também temos que

existe uma sequéncia u® de solugoes do problema (1.7) satisfazendo

lu® = ullp ) — 0, quando € — 0.

Observacao 1.2.4 Dizemos que a solugdo u de um problema de valor de fronteira é hiperbélico se A = 0 nio
é autovalor do problema linearizado em torno de u. Por exemplo se u satisfaz a equagio (1.5) e é hiperbdlico,
entdo A = 0 ndo é autovalor do problema de autovalor

L

o (p(x)vx)x + v = fu(u)o + Mgu(u)v +Av, em (0,1)

p(x)

Observacao 1.2.5 Como estamos interessados em estudar solucdes que sio uniformemente limitadas em
L™(Q), assumimos sem perda de generalidade que as funcdes nio lineares f e g sio de classe C* com derivadas
limitadas. Com efeito os valores assumidos por f e g fora da regido |u| < R ndo interferem no problema e assim,

podem ser modificadas de maneira que o tratamento seja simplificado.

Observagao 1.2.6 Denotemos por E. o conjunto E = {u€ € HY(Q) : u€ é solugio de (1.7)}. Se Ul ) <
R sempre que u® € &, (i) e (ii) no Teorema 1.2.3 respectivamente implicam na semi-continuidade superior e
inferior do conjunto de equilibrios do problema parabélico associado a (1.7) em € = 0.

O presente trabalho é constituido por trés capitulos, quatro apéndices e referéncias bibliograficas.
O primeiro capitulo correspondente a Introducdo. Nele faz-se a contextualizacdo, colocagdo e
descricdao do problema. Definem-se os objetivos, e enuncia-se o resultado principal.

No segundo capitulo consideramos a Integrais concentradas, que sdo importantes para a passa-
gem ao limite do problema (1.7). Também mostramos que os problemas (1.7) e (1.5) sdo equivalentes.
Definimos formalmente os operadores ilimitados A e Ay e com base neles escrevemos os proble-
mas (1.7) e (1.5) na forma abstrata e discutimos a existéncia de solug¢des. Introduzimos também as
hipoteses gerais que norteam os dominios R e Q e as faixas 0. e 0.. Finalmente, adaptamos os
resultados obtidos em [15, 1, 9] mostrando como integrais concentradas convergem para integrais
de contorno.

O terceiro capitulo corresponde a semi-continuidade superior e inferior das solugdes. Nele
mostramos que solugdes do problema (1.5) podem ser obtidas como limite do problema (1.7) mas
precisamente a Proposicdo 3.1.1.

No Apéndice A fazemos uma breve revisdo de algumas propriedades dos espacos L? (1 < p < o)

e também apresentamos a demonstracdo do Teorema A.4.4 que é muito importante na obtenc¢do dos
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nossos resultados, bem como na Teoria de Homogeneizag¢do. Formalmente, esse teorema diz que
uma funcado periddica rapidamente oscilante f.(x) converge no sentido fraco para o seu valor médio
My (f) quando o nimero de oscilagdes aumenta.

No Apéndice B fazemos uma breve revisdo sobre os espagos de Sobolev W""*(U), como sdo
construidos e algumas propriedades desses espagos, os Teorema de Imersao de Sobolev e de Rellich-
Kondravich que sdo frequentemente usados ao longo do texto.

No Apéndice C fazemos uma breve revisdo de formas bilineares nos espacos de Banach e o
Teorema de Lax-Milgram.

No Apéndice D fazemos uma breve revisdo sobre o grau topolégico de Leray & Schauder, devido
asuarelevancia apresentamos algumas propriedades das aplicagdes Leray & Schauder e anunciamos

alguns resultados sobre aplicagdes que sdo bastante titeis no estudo da semi-continuidade inferior.



CAPITULO 2

INTEGRAIS CONCENTRADAS

Neste capitulo pretendemos mostrar a equivaléncia entre os problemas (1.4) e (1.7), dar a formulagao
abstrata dos problemas (1.7) e (1.5) e discutir a existéncia de solu¢des.Também vamos introduzir as
hipoteses sobre caracterizagdo dos dominios de defini¢do das solu¢des mostrando finalmente como
diferentes integrais concentradas convergem para integrais de superficie adaptando os resultados

obtidos em [15, 1, 9].

2.1 Equivaléncia entre os Problemas (1.4) e (1.7)

. ' L veni varidv
Afim de estudar o problema (1.4) no dominio fino R¢ fazemos uma mudanca conveniente de varidvel
que consiste em escalar o dominio fino R® por um dominio fixo Q, bem como a faixa fina 6, por

0e C 0. Mas precisamente temos a seguinte proposic¢do relacionada

Proposicdo 2.1.1 «¢ € H'(R) é solucio do problema (1.4) se e s6 se, u¢ € H'(Q) é solugdo do problema

(1.7).

Demonstra¢do. Para provar esta proposi¢do vamos proceder da seguinte maneira:

Passo 1. Escrever as formulagdes fracas dos problemas (1.4) e (1.7). No problema (1.4) denotemos
1 1

f(@®) + o X0.8(w®) por F¢(w°), isto é, F¢(awf) = f(w®) + o Xo.8(w°) e reescrevermos o problema (1.4)

como
-Awf + 0f = F¢(wf), em R€
dw®
ove
Temos que @ € H!(R€) é solucdo para o problema (1.4) se e somente se satisfaz

=0 na JRE.

f Vo Vedxidxy + f W pdxydxy = f Fe(0)pdxydxs, V(peeHl(Re). (2.1)
€ € RS
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1
Analogamente, denotando Fe(u€) = f(u€)+ 0 Xo.8(1€0), temos que u€ € H'(Q) é solugao do problema

(1.7) se e somente se satisfaz

L {aa—b;:&a—ﬁ + é%—uyeg—l’yb + uegb} dydx = LFe(ue)gbdydx Vi € HY(Q). (2.2)
Passo 2. Mostrar a equivaléncia das formulagdes fracas (2.1) e (2.2).
Afim de estudar o problema (2.1) definimos a seguinte aplicacao
¢: R — Q
(x1,%2) = (x1,€'x2) = (x, ),

onde R¢ e () sdo abertos introduzidos em (1.1) e (1.8). Notemos que ¢(R€) = Q) e possui a matriz

jacobiana J(x1, x2) dado por

ox odx
| 9 9 || 10
Jo(x1,x2) = 8_y1 a_yz _[O L
axl 3x2 ¢

Nao é dificil ver que ¢ é um defeomorfismo pelo Teorema da Aplicagdo inversa [37] e pelo fato

de ser uma aplicagdo bijetora. Assim dado w* definido em R¢ definimos u€ em Q por

u(x, y) = w0 ¢~ (x, ).

Logo, w®(x1,x2) = u€ o ¢(x1,x2) = u(Pp(x1,x2)) = u(x, y), donde vemos que

dwf Jdx  Juf

o X)) = 71(u€(¢(x1,xz) = d1(u(x, y))— + WX Y) 5= = = y)
e
9 d d
(x1, xp) = —(ue(q)(xl,xz))) = dr(u(x, y))— + dp(u(x, y))a_y i ;;

Analogamente, Y(x, y) = € o ™ (x, y) dond @(x x)_&_gb(x ) 8(pe(x x)_lai(x )
alogamente, (x, y) = ¢ o ™" (x, y) do e'8x1 1,X2) = == ,yeax1 1'2_€8y L)

Agora em (2.1) aplicando o Teorema de Mudanca de Varidvel [37] temos que (2.1) é equivalente

L {%g—f + éa;;e % + uegb} dydx = LFe(ue)gbdydx Vi) € HY(Q). (2.3)

Passo 3. Mostrar a regularidade das solucdes fracas do problema (2.3). Isto é, seja u¢ € H(Q)
satisfazendo (2.3) entao u€ € H*(Q).
De fato, u¢ € HY(Q) satisfaz (2.3),

ou¢dyY 1 duf Y
L{Wﬁ%z oy 3y}dydx

| oy + f S pdydx
[ (700 g0 wava = [ Fetwrytya,
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para toda ¢ € H(Q). Como Q é um dominio Lipschtz continua (Veja no Apéndice a Definigdo B.4.3),
pelo Teorema de Grisvard sobre a regularidade de solugdes fracas do problema de Neumann [31,

Teoremas 3.2.1.3] temos que se F. € L?(Q) entdo u € H*(Q) e satisfaz (2.3) com efeito,

2
dydx

IA

1
”Fé?”iZ(Q) = (u(—?) + e_a)(oeg(ue)

2 fQ (If(ue)l2 + e%IXOEg(MG)IZ)dydx

1
2”](”%00(]1{)Ldydx"'z”g”im(m)f;e—adydx

2 (A1 o |21 + N gy L) -

IA

IA

Passo 4. Concluir que os problemas (1.4) e (1.7) sdo equivalentes.
Com base no Passo 3. podemos obter o problema clédssico cuja formulagao fraca é dada por (2.3)

que é equivalente a formulagao fraca (2.1) pelo Passo 2.. Para tal consideremos o campo X(x, y) dado

du®
por X(x,y) = 135ue e ¥ = (x, y). Devido ao Teorema de Green (Teorema B.5.4) temos que

fa VXN = fQ div(pX) = fQ VX + fQ Udiv(X)

2y

Entao,

ou€ 1 du u¢ Y 1 Ju Y u¢ 1 0%u€
j;QQ[J{gN ayNz}dS L{a—xg'i'g&—y&—y}dde'FL{ﬁ'i‘ez a > gbdydx

donde usando (2.3) temos

u¢  1*u¢ . . ue 1 Juf
L{— =2 % +u® — Fe(u )} Ydydx + j;ng{gN 2 3y Nz}ds 0, (2.4)

para toda ¢ € H'(Q). Notemos também que

dw® [ dwe dw®
5,c = (Vo' %) o (1)) + 7%

: 1] (1 + €2G%(xp)) 12

[ —G'(x1) , Lo 1 AL G2 (x1)

901 \T1G2(x) €9% T+G2a)| V1+€G2(x)

_ >% -G (xl) 1 ou 1 1+ G2(x1)
9x i1 Gm) | € 9y ixoiay] V1+eGa)

(o +1% e
~ \ox T @y 1+€e2G2(x1)

Finalmente concluimos a prova da proposi¢do tomando ¢ € CZ(Q)) o que implica que de (2.4)
P*u€ B l&zue
ax? €2 dy?

u¢ = Fe(u€) em Q) e se a ¢ se anula no interior de ) de (2.4) implica que
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EN + lEN = 0 em dQ, donde resulta o problema (1.7), ou seja
ox ey T ’ P o )
Au¢ 1 uc 1
—ﬁ—za—x%+u€=f(u€)+€—a)(oeg(u€), em Q
Ju¢ 1 Ju¢
— ——N, =0 2Q),
axl 1 ¥ €2 3x2 2 ha
onde N = (N1, N>) é o vetor normal exterior a dQQ. [ |

Denotaremos por H!(U) o espago de Hilbert H'(U) dotado da norma

ow? 1
= —| dvd —
ol ( fu ' 22 dydx + fu

definido pelo produto interno
dpdp 1 dPdp
(@, Py = L{g@ + 23y 9y + ¢ o dydx,

onde U é um aberto de R?.

2 1/2
dydx+f|w|2dydx) (2.5)
u

Jw
dy

Observagao 2.1.2 Para todo € € (0,1) temos || - |[gnq) < Il - IIH;(Q).

Afirmagao 2.1.3 Para cada € > 0 fixado temos que as normas || - ||H§(Q) e |l llgq) sdo equivalentes.

Prova. Para provar esta afirmacacdo vamos dividir em dois casos:

(1) Para € € (0,1) segue da Observagao 2.1.2 que || - ||y < Il - IIH;(Q). Por outro lado para todo

ou\> 1 (ou) 2 1 zauz ou\’ 2 2
L{(a) +§(8_y) +u}dydx—€—2jg;{e (a) +(8_y) + e“u” } dydx
1 ou\V  (ou\’ 5 1.9
G—ZL{(a) +(8_y) +u }dyde e_zllu“Hl(Q)

Donde segue que || - || ) < I~ IIH;(Q) < Mell -+ llpp ) onde M := el

u € HY(Q) temos

2
u

(2) Parae > 1 temos que e?<1 portanto || - [l q) = II- IIH;(Q). Por outro lado para cada u € Hg(Q)

temos

o\ 1 (Ju\ 1 o\ (du\
2 _ ouy 1ok 2 _1 2 [oU ou 2.2
”””H;(Q) = fg{(ﬁx) t3 (8y) +u }dydx €2L{€ (8x) +(8y) +e*u” hdydx
1 o\ (ou\ » 1. 5
2 Q{(a) +(50) +» }dyd": oy

Donde segue que || - [l ) < Il - IIHg(Q) < I+l onde me := el ]
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Notemos que o espago H}(Q2) é adequado para trabalhar com problemas em dominio fino devido

ao mecanismo de alta difusdo que aparece em frente da segunda derivada na equagao.

Observagao 2.1.4 Resulta de (2.5) que se a sequéncia u® € HX(U) satisfaz Nl oy < K uniformemente em

€, para alguma constante K independentemente de €, entdo

€
ou <€k, Ye >0,
Ay Iz
e assim
€
' ai -0, e€—-0.
Y llr2)
De fato,

dut

duc?  1|du
dy

temos que H1(Q) = {u€ € H'(U) : f{ —| *=
€
u

2
+ |u€|2} dydx < oo t. Assim como a sequéncia

u¢ € HX(U) é tal que ||ue||H3 w <K uniformemente em €, entdo

€12 €12 Ju’ ’ 1]|duf ’ 2
NNy = Wl + {5 29y =
Hi(U) W "l ox flzan €2l oy llzan
portanto
o]
- < 1€l < K?
e2ll oy Il I ”Hé(u) -
donde,
€
‘ ou <eK, Ve>O0.
Y 2w
E por conseguinte
€
8& -0, €—-0
Y 2w

2.2 Colocagao abstrata e a existéncia de soluc¢oes

Procedendo do modo analogo como em [17, 9], estamos interessados em escrever os problemas (1.7)
e (1.5) numa forma abstrata e estudar a existéncia de solugdes aplicando o Teorema de Schauder

sobre o ponto fixo

2.2.1 Colocagao abstrata e existéncia de solu¢des do problema (1.7)

Definimos a forma bilinear continua a. : H'(Q) x H(Q2) — R, com € > 0 dado por

Ju do 1 Ju dov

ac(u,v) = Qaadyd +

X+ Qa—ya—ydydx+jg;uvdydx, para €>0, (2.6)
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onde u,v € HY(Q).

Proposicdo 2.2.1 A forma bilinear (2.6) satifaz as seguintes propriedades:
i) ac é simétrica, isto é, a.(u,v) = ac(v,u) Yu,ve H(Q);
ii) ac é positiva, isto é, ac(u,u) >0 VYu € HY(Q);
iii) ae é coerciva em H'(Q), isto é, existe a > 0 tal que para todo € > 0 tal que ac(u, u) > allullfﬂg);
iv) ac continua em H'(Q), isto é, existe uma constante positiva C tal que |ac(u,v)| < Clulgn )0l )-

Demonstragdo. Os itens i) e ii) seguem imediatamente da defini¢do de a.. Para provar o item iii)

vamos dividir em dois casos:

a) Para € € (0, 1) temos que para todo u € H'(Q)
ac(u, u) = |[ull?, . = allull?

HL(Q) HY(Q)’

pois, ||l < I+ ”H;(Q) para todo € € (0,1). Observe que para € € (0,1) a forma bilinear a, é

uniformemente coerciva pois, @ = 1 é independente de €.

b) Para e > 1 temos que para todo u € H'(Q)
ou\ 1 (ou)’ ’ 1 23142 ou\’ 2 2
fg{(a) =t *“}dyd"-e—zfg{e [52) +(55) e
1 ou\ (ou)’ ’ 1. 5 »
2 ? Q{(%) + (a_y) +u }dyd'x = z”ullHl(Q) = a”u”Hl(Q)/

onde a := a(e) = €72, parae > 1.

ac(u, u)

Finalmente tomando u,v € H(Q), usando a Desigualdade de Holder e a definigdo do espaco H'(Q)

LBz L
Q €2 Jo
du v
ox dx

temos

8_14
oJx

@
oJx

du
Iy
1
&2

v
dy
Ju

Iy

IA

lae(u, v)|

dydx+f|u||vldydx
0

v
dy

+ [ullp2olloll2 )

L2(Q) L2(Q) [2(Q) L2(Q)

1
< ullpollollg ) + €—2||M||H1(Q)||U||H1(Q) + lullm @) llollg @)

1
(2 ! ?) lelle @y llelle o) = Cllullen @l @)

onde C := C(€) = 2 + €2, onde € > 0. Ficando assim provado o item iv). [ |

Denotemos por (-, -} o produto interno em L*(Q2). Temos
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Proposicdo 2.2.2 Dado h € L*(Q) existe tinico u € H'(Q) tal que
ac(u,v) = (h,v) veH(Q). (2.7)
Demonstragdo. Segue do Teorema de Lax-Milgram (Teorema C.2.2), devido a Proposi¢do 2.2.1. m

Coroldrio 2.2.3 Se u € HY(Q) é tal que ac(u,v) = (h,v), para todo v € HY(Q) e algum h € L*(Q), entdo
u € HX(Q) e satisfaz

2 2
_8_u 1o +u=h em Q
a2 292 2.8)
8_14 l a—MN =0 na dQ '
ox 2y s ’

Prova. Segue da Proposicdo 2.2.2 que u € H'(Q) é tinico. Agora usando a Proposi¢do 2.2.1 e como Q
é um dominio Lipschitz continua entdo pelo Teorema de Grisvard sobre a regularidade das solugdes
fracas de um problema de Neumann temos que u € H(Q), logo podemos aplicar o Teorema de

Green em (2.6)

Pu  1d%u u 1 du
ac(u,v) = fg{_ﬁ = 8y +u}vdydx+f {8xN1+ ayNz}dydx

para u € H*(Q) e Vv € H'(Q). Donde escolhendo v convenientemente vemos u satisfaz (2.8) como
queriamos. [
Como consequéncia, usando a Proposicdo 2.2.2 e o Coroldrio 2.2.3 definimos o operador linear

Ae : D(Ae) € L(Q) — L*(Q) associado a forma bilinear a. por

u  1d%u
A =—ga - ampth
» 1 du
D(A.) = {u € H(Q) : —N1 + = ayNz = 0 quase sempre na dQ}.

Notemos que o dominio D(A,) é definido da seguinte maneira

D(A.) ={u € H{(Q)| existe w € L%(Q) tal que para todo v € H'(Q) temos

ae(u,v) = (w, v)}

Aeu: =w, ue DA).

Agora considerando um espago de Hilbert abstrato H munido de um produto interno (-, -)¢

sobre um corpo K (= R ou C) e um operadorlinear T : D(T) € ‘H — H temos as seguintes defini¢des
iy T:D(T)cH — Héfechadose x, »x e Tx,—y = xeDT) e Tx=y;

if) T:D(T) ¢ H — H é densamente definido se D(T) é denso em H, isto é, D(T) = H;
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iii) O grifico do operador T em H X H é o conjunto definido por
Graf(T) = {(x, Tx) : x € D(T)}.

Proposicao 2.2.4 O operador T é fechado se e somente se Graf(T) é fechado.

Demonstracio. (=) Suponhamos que T é fechado. Seja (x,y) € Graf(T) por definicdo existe

(xn, Tx,) € Graf(T) tais que (x,, Tx,) — (x,y) isto é, x, = x e Tx, — y. Como T é fechado entado

x € D(T) e Tx = y o que implica que (x, y) € Graf(T).

(&) Suponhamos que Graf(T) é fechado. Se tomarmos a sequéncia x, € D(T) tal que x, — x e

Tx, — yentdo (x,, Tx,) — (x,v) e como Graf(T) é fechado temos que (x, y) € Graf(T) o que implica

que x € D(T) e Tx = y mostrando assim que T é fechado. ]
Como o espago de Hilbert H pode ser identificado com o seu dual definimos T* : D(T*) ¢ H — H

o operador adjunto de T do seguinte modo
D(TY={ueH :v (To,uyy : D(T) — K é limitado}.
Se u € D(T*), T*u é tinico elemento de H tal que
(v, T'uygy = (To,uygy Yo € D(T).

Defini¢do 2.2.5 O operador T : D(T) ¢ H — H densamente definido é dito simétrico se e somente se
(Tu,vy = {u, Tv)y Yu,v € D(T). Equivalentemente T é dito simétrico se é densamente definido e T C T", isto

z

equivale a dizer que T* é uma extensdo de T. E diremos que T é auto-adjunto se T = T".

Proposicdo 2.2.6 Se T é um operador fechado, entdo T* é um operador fechado.

Demonstra¢do. Pela Proposicdo 2.2.4 temos que T é fechado ou seja, x, € D(T) e x € H é tal que
x, — x e Tx, — yimplica que x € D(T) e Tx = y. Pela Definigdo 2.2.5 temos que D(T)=HeTC T
o que implica que D(T) € D(T") e portanto x,, € D(I*) e T*x,, — y e consequentemente x € D(T") e

T'x =y. [

Proposicdo 2.2.7 Se T : D(T) ¢ H — H é densamente definido, simétrico e sobrejetor, entdo T é auto-
adjunto isto é, D(T) = D(T") e (v, Tu)qy = (Tv, u)qy Yu,v € D(T).

Demonstracio. Como T é tal que D(T) = H e simétrico implica que T C T*. Com efeito, dado
u,v € D(T) entdo v € D(T*) e (Tu,v)qy = (u, T"v)qy = {u,Tv)g,. Para provar que D(T*) 2 D(T) é
necessdrio usar a sobrejetividade. Para cada v € D(T) temos (Tu,v)¢; = (u, Tv)g;, u € D(T). Logo
veD(T)eTv=Tv = T =TeD(T") 2 D(T). Agora usando de novo o fato de que T é sobrejetor,

temos que para cada w € D(T") existe tinico u € D(T) tal que (v, T"w)q; = (v, Tu)gy Vv € H. Assim
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0= Tw-Tuyyy = T"w=Tu = w=u,logow € D(T). Portanto T* = T e D(T) 2 D(T"). E assim

concluimos que D(T) = D(T”) e (v, Tu)g; = (Tv, u)¢y. [ |

Com base no que fizemos acima tomando H = L*(Q) e T = A, podemos concluir que A é um

operador fechado, densamente definido, simétrico e auto-adjunto

Proposigao 2.2.8 Seja A, : D(A:) C L*(Q) — L*(Q)
i) A é bijetora e possui inversa continua;
ity AL é compacto.

Demonstragdo. i) Segue da Proposicdo 2.2.2 e pela defini¢do de D(A.) que existe tnico u € H*(Q)
tal que A.u = w com w € L?(Q). O que implica que a imagem de A, é L*(Q) isto é, Z(A,) = L*(Q)
o que implica que A é sobrejetora. Para mostrar que A, é injetora usamos a Proposi¢do 2.2.2 e o
Coroldrio 2.2.3. Existe tinico u € H*(Q) tal que A.u = h, entdo se h = 0 implica que u = 0, o que

mostra que A, é injetora e portanto bijetora e a inversa é definida por
AL LHQ) - LA(Q).

Segue da Proposicdo 2.2.4 que o operador A, é fechado e por [36] temos que se A, é inversivel
entdo Graf(Ae) = Graf(A;') e consequentemente A, ! é fechado e portanto, pelo Teorema de Gréfico

Fechado [13, Teorema 2.9] temos que
ﬂgl (L2(Q) = L2(Q) éum operador linear e continuo.

i) Pelo item anterior temos que AZ! é um operador linear e continuo. Como Z(AZ') ¢ H*(Q) c L2(Q)
e como H2(Q) estd imerso compactamente em L*(Q), concluimos que AZ! é compacto conforme
queriamos mostrar. [

Agora usando o fato de que para H™*(Q)) é o dual de H*(Q)) para s > 0 e em particular paras =1

temos

HY(Q) c L*(Q) c HY(Q),

portanto A pode ser visto como um operador que age do espago H'(Q) para o seu dual H™(Q) tal

que para todo u € H'(Q)

dudv | 19dude }dydx, para ve H(Q).

(Actt, V)g-1(0) 1) = L {55 + 29y 9y + uv
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Assim, o problema (1.7) pode ser escrito como Acu = Fe(u), € > 0 com Fe : HY(Q) - H3(Q) para

1/2 <s<1,onde
F. :f+1§

(F(u),v) = fQ F(u)odé, <f€(u),v>=€la f g(uyodé, (2.9)

para u € HY(Q) e v € HY(Q). Assim se Fe € H*(Q) a solugdo de Acu = Fe(u) é a solugdo fraca do
problema (1.7). Portanto temos que u€ é uma solucdo do problema (1.7), se e somente se u¢ € H'(Q)

satisfaz u¢ = A o Fe(u€). Assim, u€ deve ser o ponto fixo da aplicagdo nao linear
Al o F. : HY(Q) —» HY(Q). (2.10)

Lema 2.2.9 Se a sequéncia u® € H'(Q) é tal que ||uf|lqy < M, para alguma constante positiva, entio a
familia {AZ Lo Fo(u€)}esg & compacta.
Prova. Temos que a sequéncia u¢ € HY(Q) é limitada, isto é, existe M > 0 tal que [|u|lg ) < M.
Entdo pelo Teorema A.1.11 podemos extrair uma subsequéncia que ainda denotaremos por 1€ e uma
funcao u € H'(Q) tal que

u€ —u, w-HY{(Q).

Agora consideremos w® = A Lo Fe(uf) que equivale a A.w® = Fe(u®) com [|ufllfpnqy < M. Para
mostrar que a familia {A; Lo Fo(u€)}es € suficiente mostrar que [[w®||g ) < K, para alguma constante
positiva. Usando fato de que f e g sdo funcdes limitadas e H'(QQ) < L%(Q) ser uma imersgéo

compacta temos

izl = f
HLQ) 0

f IFe () dydx < IFee Yzl < Kol -
Q

2 e

dy?

*we
ox?

1
=

2
+|w€|2}dydx :fFe(ue)wedydx
Q

IA

Por outro lado para € € (0,1) temos || - ||y < || - IIH;(Q). Assim

1 gy < 1012 ) < Kol = ol < K-

Assim concluimos que a familia {AZ! o F¢(€)}es0 é limitada e pelo Teorema A.1.11 portanto possui
uma subsequéncia convergente. Logo a familia de operadores A; ! o F : H(Q) — H(Q) é compacta
com [[u€||n(q) < M. [ ]

Consequentemente , a existéncia de solu¢des do problema (1.7) segue do Teorema de Schauder

sobre o ponto fixo (Teorema D.2.20).
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2.2.2 Colocagao abstrata e existéncia de solu¢des do problema (1.5)

Da prova da propriedade iii) da Proposigdo 2.1.1 temos que a.(-, ) define a norma em H!(QQ) dada
d

por ||u||H;(Q) = (ac(u,u))Y/2. Facilmente vemos que ||u||H;(Q) — o0, quando € — 0 se a—;(x, y) # 0 em

L*(Q). Com efeito podemos introduzir para u € H(Q) o seguinte

2

a_u
ox

ou
limae(u, u) = p(x){‘ + ||M”LZ(O 1)} , S€ a_y(x'y) =0
e—=0 !

o

12(0,1)

, caso contrario.

Nesse sentido a familia 2., com € > 0 tem limite finito se e somente se u € H! (0,1) onde ﬁl(O, 1)

denota o espago

HY0,1) = {u e H(Q): g—Z(x, y) = o} (2.11)

E claro que H(0,1) é um espaco de Hilbert com a norma

du
2 —
i, = { |

2

+ lull? } (2.12)
1201) 12(0,1)

definido pelo produto interno

00y = [ 0 {25+ opha

Além disso temos que H'(0,1) e H(0,1) possuem normas equivalentes, pois se u € H'((Q2) com

u
8—(x, y) = 0 existe duas constantes positivas C1 e C; tais que

Cill leoy < 11+ gy < Call oy
Com efeito, pelas nossas suposi¢des temos que 0 < Gp < G(x) < G1e 0 < by < b(x) < by 0 que implica
que 0 < b+ Go < b(x) + G(x) < by + Gy def Hj. Assim

1 1 1
min {p(x)} j(; {12 + u?}dx Sj(; P w2 + u?)dx < max {p(x)} j(; {2 + u?)dx,

x€(0,1) x€(0,1)

ou seja, Cyllullgnqy < llullg < Callullg(o;1) com as constantes positvas definidas respetivamente

(0,1)
por C1 = Vby + Gpe Cp = Vb + Gy. ]
Assim similarmente como no caso anterior (formulagdo abstrata do problema (1.7)) para escre-

vermos a forma abstrata do problema (1.5) definimos a forma bilinear a4y : ﬁl(O, 1) X H! 0,1) » R

pela seguinte férmula

1
ao(u,v) = f pC){uxvy + uvldx, (2.13)
0

onde u,v € H! (0,1)ep:(0,1) — (0, 00) é uma funcgdo positiva definida em (1.6).
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Observagao 2.2.10 A forma bilinear ag satisfaz as propriedades da Proposi¢io 2.1.1, isto é, simétrica, positiva,
coerciva e continua.
Denotando por (-,-) o produto interno em 12(0,1) onde L2(0,1) é o espago L2(0,1) com o produto

interno conveniente dado por

(u,v) = f; p()u(x)o(x)dx.
Proposicio 2.2.11 Dado h € L2(0, 1) existe tinico u € HY(0, 1) tal que
ao(u,v) = (h,0), ©veHYO,1). (2.14)
Demonstra¢iao. Segue do Teorema de Lax-Milgram devido, a Observagao 2.2.10. ]

Corolario 2.2.12 Seu € H! (0,1) é tal que ap(u, v) = (h,v) para todo v € ﬁl(O, 1) e para algum h € 12(0,1),
entio u € HX(0, 1) e satisfaz

1
VN xX)x = h/ 7
) (p(X)uy)x +u em (0,1) 215)

1x(0) = ux(1) = 0.

Prova. A Proposicdo 2.2.11 garante que u € ﬁl(O,l) é tnico. Agora pela Observacdo 2.2.10 e
pela convexidade do intervalo (0, 1), temos pelo Teorema de Grisvard sobre a regularidade de um
problema de Neumann que u € H2(0,1). Logo podemos aplicar o Teorema de Green em (2.13)
obtendo,

1
ao(u,v) = fo {—r%(i?(x)ux(x))x + M(x)} o()p()dx + ux(Hp(1)o(1) — ux(0)p(0)v(0),

donde escolhendo v convenientemente e pela arbitrariedade de v(1), v(0) e p(0), p(1) sdo positivos
temos que u € H 1(0,1) satisfaz o problema cléssico (2.15). [ |
Com base na Proposi¢do 2.2.11 e o Corolario 2.2.12 definimos Ay : D(A) : L20,1) — L%0,1) o

operador linear associado a forma bilinear ag dada por

1
p(x)

D(A) = {u € H*(0,1) : ux(1) = u(0) = 0}.

Aot = ———(p(x)14x (x))x + u(x)

O dominio D(Ap) é definido por

D(Ay) {u e H(0,1), v — ag(u,v) é continua em H'(0,1)}

(Aou, v), que define Aou € (0, 1).

ao(u, v)



20 SALVADOR RAFAEL MANJATE

Observacao 2.2.13 O operador Ay é densamente definido, fechado, simétrico, auto-adjunto, com inversa

continua e compacto.

Agora usando o fato de que para H*(0,1) é o dual de H*(0, 1) para s > 0 e em particular para

s =1 temos

H'(0,1) c L?(0,1) c H'(0,1),

portanto Ay pode ser visto como um operador que age do espago H'(0, 1) para o seu dual H™1(0, 1)

tal que para todo u € H(0, 1) tem-se

1
(Aou, V)g-1(0,1),H1(0,1) = j(; {ux(x)vx(x) + u(x)o(x)lp(x)dx, ve HY0,1).

Assim o problema (1.5) pode ser escrito como Ayu = F(u), onde Fy : H'(0,1) — H™(0,1) com
1/2 <'s < 1 é definido por
p(x)

1
(Fo(u),v) = j(; {f (u(x)) + Mg(u(x))} v(x)p(x)dx, v eH(0,1), (2.16)

onde i : (0,1) — (0, o) é uma fungdo suave definida em (1.6). Assimse Fp € H*(0,1)paral/2 <s <1
a solucdo de Apu = Fy(u) é a solugdo fraca do problema (1.5). Portanto u é a solugdo do problema
(1.5) se e somente se u € H'(0, 1) satisfaz u = Ay Lo Fy(u). Logo u deve ser o ponto fixo da aplicagéo

nao-linear

At o Fy: H'(0,1) —» H'(0,1). (2.17)

Lema 2.2.14 Se a sequéncia u, € HY(0,1) é limitada entdo a familia {ﬂal o Fo(uy,)} é compacta.
Prova. Temos que a sequéncia u, em H'(0,1) é limitada entdo existe uma constante positiva M
tal que [lunllg 1) < M. Logo pelo Teorema A.1.11 podemos extrair uma subsequéncia que ainda

denotaremos por u, e uma funccdo u € H(0, 1) tal que
U, —u em w —Hl(O,l), quando 71 — oo.
Agora consideremos w, = ﬂal o Fo(u,) que é equivalente a Apw,, = Fo(u,) sendo w, solugdo fraca.

-1 . A 2 . .
Para mostrar que {A;" o Fo(u,)} possui uma subsequéncia convergente ¢ suficiente mostrar que w,

¢ limitada em H'(0, 1). Para tal usando o fato de que H'(0, 1) estd imerso compactamente em 12(0,1)



INTEGRAIS CONCENTRADAS 21

temos

1 1
lwonlBagy = fo POl + ol < fo (P F()] + p(Ogatn) Mo

1/2

1
< {f(; {P(x)lf(un)l+[J(x)|g(”n)|}2dx} ||0)n||12(o,1)
1 1 12
< {2 [ rerrapaz u2<x>|g<un>|2dx} lwnllz
0 0
1/2
< V2{Hillflie@ + ltll=@nligllem) " lonllo)-

Portanto existe uma constante K := K(f, g, p, 1) tal que [lwnllg1g1) < K. O que implica que a familia
{AG! o Fo(uy)} €é limitada, ou seja que possui uma subsequéncia convergente pelo Teorema A.1.11.
Logo a familia ﬂal o Fo: H'(0,1) — H'(0,1) é compacta com el 0,1y < M. [

Assim vemos que as solu¢des do problema limite (1.5) podem ser expressas como ponto fixo da
aplicacdo (2.17) e consequentemente a existéncia de solu¢des do problema (1.5) segue do Teorema

de Schuader sobre o ponto fixo (Teorema D.2.20) como queriamos observar.

2.3 Caracterizacao dos dominios de defini¢ao

Consideremos fungdes b e G : (0,1) — R" e a familia de fung¢des Hc : (0,1) — R* para algum

€ € (0,e9), com 0 < gy < 1 e assumimos as seguintes hipoteses em relacdo as fungdes b, G e H,:

(H1) As funcgdes b e G sdo suaves, positivas e uniformemente limitadas e existem as constantes
tixadas positivas by, b1, Go e Gy tais que 0 < by < b(x) < by e 0 < Gg < G(x) < G para todo

x € (0,1) e a G possui derivada uniformemente limitada.

(H2) As fungdes Hc(-) sdo do tipo (1.3) onde a fungdo H definida abaixo
H:[0,1] xR - R
(x,y) — H(x,y)

é continua na varidvel x e uniformemente continua na segunda varidvel y, isto é, para todo
n > 0, existe um 6 > 0 tal que [H(x, y) — H(x’, y)| < n sempre que x,x" € [0,1], |x — x'| < 6 além
disso H(x, y) é ndo negativa e I(x)- periédica na segunda varidvel y para todo x € [0, 1], isto
é H(x,y + I(x)) = H(x, y) para todo y, onde a fungdo periodo / : [0,1] — R é uniformemente
limitada e positiva com 0 < Iy < I(x) < ]; para todo x € [0,1].

Notemos que em nossas suposi¢des permitimos o caso sem oscilagdo que ocorre quando § = 0

em (1.3). Assim temos He(x) = H(x,x) com H, independente de €. Dessa forma a faixa estreita O,

ndo possui comportamento oscilatdrio.
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O seguinte resultado que também serd bastante ttil ao longo do trabalho.

Lema 2.3.1 Se H, é definido como em (1.3), entdo
1 1)
He()) = u() = 0 H(,s)ds  w'—L1%(0,1)
") Jo

Prova. Temos que mostrar que

1 1 I(x) )
j(; {He(x) - @ j; H(x, s)ds} @(x)dx — 0, e—0, VpelL(01).

Como o conjunto das fun¢des simples é denso em L!(0,1) e toda a fungéo simples pode ser escrita
como combinagdo linear de fungdes caracteristicas (Definicdo A.2.8), € suficiente supor ¢ = x( s a

fungdo caracteristica do intervalo 0 < e < f <1, isto §,

1 , se xefef)
0 , se x¢(ef).

P(x) =

Assim temos que estimar a seguinte integral

f 1 I(x)
Ie,le {He(x)—@ ; H(x,s)ds}dx.

Para um n > 0 suficientemente pequeno existe n que define uma parti¢do do intervalo (e, f) P =
. o def

le = xo0,x1,x2,...,x, = ffcome =x) <x; <x <...<x, = f. Fixemos %; € |; = [x;_1,x;] com

i=1,2,...,ntais que

max sup |H(x,y) —HE&;, y)l <n.
b xef;,yeR

5

Adicionando e subtraindo termos correspondentes em I, f vemos que I, s = Z Ié £ onde:
i=1

I = f {H(x, x/€%) — H(%;, x/€%)}dx
/ ; Ji

n I(2:)
1
2 _ o ay _ s
Ie,f—2£{H(xl,x/e) l(ﬁi)ﬁ H(xl,s)ds}dx
i=1 i
n 1 @ G

P = f - H(%;,8)ds — — f H(x,s ds}dx
=L ]i{1<xl-> o PO TEs  He

. n 1 1(%;) 1 1(x)
Ir = — H(x,s)ds — — H(x,s)ds } dx
of ;ﬁ{uxi) AR I R }

5 n 1 l(x) 1 l(x)
P, = — H(x,s)ds — — H(x,s)ds ¢ dx.

0
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Temos:

|I§,f| < Z j; |[H(x, x/e") — H(%;, x/e%)|dx < Z ﬁndx =n(f —e).
i=1 i =1 ;

1(%;) 1(%;)
|13f| Zfl( 5 {f |[H(%;,s) — H(x, s)lds} dx < Zfl(xl) {f nds} dx = n(f —e).
(%) [(x)
|I4 | = Zf{ H(x,s)ds—l(;) H(x,s)ds}dx

(%) 1 /(x) I(%;)
< Zf{l(xl f ods—@f; Hods}dx = l(xl " Hodsdx
lxl lx N
< Z f A o <—||z”—l||m01>2 f = S0 = i o(f - O
I(x) I(x)

50 _
Ll = Zf{l(xl H(x,s) l(x) H(x,s) ds}dx

< Zf (L—L)IZMH ds p dx <Zn2 Ml(x)H dx

B PAAVEDRTES) N B = E e I

[
< l;Ho(f—e 177 = Uz (0,1)-

Aqui0 < He <Hp=by+ Go e lp, 1 sdo constantes positivas introduzidas em (H2). Nas estimativas

I4f I ., f Supomos que ]l N UP;, ondeN; = U a;onde a; = [yi1,vil é tal que I(%;) = I(x) > 0, Vx € q;
i=1

eP; = U pi onde B; = [0i-1,0;] é tal que I(%;) —I(x) <0, Vx € B; e [ é uma funcdo simples definida
i=1
para cada n > 0 por

I(x) = I(x;) quando x; € J;.

Supondo que x € a; e obtemos estimativas acima que ndo dependem de e > 0 e como =1 1=, — 0

quando 1 — 0 uniformemente em €, temos que I1 of ’ f , Ig g I5 o f tende para zero quando 7 — 0
uniformemente em €. Para concluir a prova do lema temos que avaliar Ie2 e Mas este é aplicagdo

direta do Teorema A.4.4 desde que X; seja ponto fixado em J; e H(X;, -) seja I(X;)- periédico. Portanto

n
2
<Y [
i=1 Yi

I(%:)
H(J?i, S)dS

H(&;, x/e") - dx—0, €—0, L%0,1).

I(%:)
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Afirmagio 2.3.2 |1 — lllr0,1) — O uniformemente em € quando 1 — 0.
Prova. Consideremos uma particdo # do intervalo [0, 1] e definimos as somas superior e inferior

de [ relativamente a parti¢do qualquer $ por

UeP)=) sup Ix) e LGP =) inf I(x).

i xelxigxi] ! xelxi1xi]

Pela defini¢do do integral segundo Riemann existe uma parti¢cdo # do intervalo [0, 1] tal que

fo 1 1(0)dx — g <LLP) < fo l I()dx < U(LP) < fo l (x)dx + g
em particular
Ui, P) - L(L,P) <.
E se a partigdo P é definida como no Lema 2.3.1 temos:
Zn" (sup I(x) — inf l(x)) (xi —xi—1) < 1. (2.18)
i=1 \ xel; X<l
Entao, seja
n:10,11 — R
I(xi-1) , se i étalque x € [x;_q,xi[
I(f) , se for o caso contrario.

E claro que (x) = I(x;) para todo i para todo x € J; ¢ uma fungdo simples e assim

Y, f 171(x) — 10

i—1 YIi
Zf(supl(x)—infl(x)]dx<n,
im1 Vi *<Ji

X€J;

f
dist(l, ") = f [1(x) — 1(x)|dx

IA

por (2.18), onde dist é a fungdo distancia e assim podemos escolher um 7 suficientemente grande de

tal forma que

max (sup I(x) — in]f l(x)] — 0, quando 1n— 0.
X€EJ;

! X EL‘

2.4 Integrais concentradas

1 1 .
Lema 2.4.1 Suponha que v € H*(Q)) com 5 <% <les-1> —5. Entdo para € suficientemente pequeno

existe C > 0 independente de € e v tal que para todo 0 < € < € temos que

1
- q q
= flv(é)l 4z < Clloll
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Prova. Observemos primeiramente que o. pode ser escrito como

0e = {(x1,%2) € R? 1 11 € (0,1),0 < G(x1) — x2 < €*He (1)}
Assim, aplicando o Teorema da Mudanga de coordenadas temos
1 (1 [etHe(ED) 1 0
— f fé [0(&1, G(E1) — E)I7 |det
€ o Jo G'(&) 1

1 1 “He(&1)
-1 fo f [0(E1, G(&1) — E2)IdEndes,

1
= flU(XL x2)|Tdxodx d&rdéq
O¢

com &g e & definido por

{ E1(x1,x2) = x1 2.19)

&a(x1,x2) = G(x1) — x2.
Seja dada a aplicagdo 7 : 6, — R? definido por (&1, &2) = (&1, G(&1) — &2) tal que T(0e) C 0 definido

por
0c = {(&1,&) € R*: &1 € (0,1),0 < & < €*Hy).

Pelo [9, Lema 2.1] existem constante ey e C > 0 independente de € e w = v o 7 tal que

1 1 aHe(él)
e_“j; f [0(&1, G(&1) — E)1dE2dE4

“Hp “Ho
f f [v o T(&q, ETAELAEL = f f lw(&1, E)11dErdEq

— q
= & [ o e <clor, o vec 0.

ela f [o(x1, x2)7dxodxq

IA

Aqui
={(&,&) €R?:1 & €(0,1),0 < & < G(&) + b(&r))

E claro que para €y suficientemente pequeno 7(o.) C Q. Além disso a matriz jacobiana

1 0
Jo(&1,82) =
G'(&1) -1

independente de €. Para completar a prova do Lema temos que mostrar que existe uma constante C

independente de € tal que || - [|,;; &, < Cll - llgn(q)- Pelo que

@
Definicdo 2.4.2 Seja U C R" um aberto diremos que aplicagio ¢ : U — R" é um merqulho a vezes

diferencidveis se @ for um defeomorfismo de U sobre a sua imagem @(U) de ordem a. Definimos a aplicacdo

composigio (ou pull-back) ¢* de ¢

“h(x) =hop(x) = h(p(x)), Vxel,
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onde h é uma fungdo definida em U. Mostra-se que ¢* : C*(p(U)) — C%(U) é um isomorfismo com a
inversa ¢*~! = (p~')* [6]. Esta definicdo é valida em outros espacos com por exemplo nos espagos
de Sobolev ¢* : W"P(p(U)) — W"P(U)comO0<m<ael <p<oo.

Definimos a seguinte aplicagado

T HY(Q) - H(Q)
U B UvoT,

onde 7: Q — Q é um mergulho. Entdo se w = t'v € H*(Q) pela regra da cadeia temos que
v=wot ! € HY(Q), portanto 7* estd bem definida. Assim para avaliarmos as normas vamos dividir

em dois casos a saber:

(1) s=1,weH! (ﬁ) entdo pela Regra da Cadeia temos:
2
di(w(&1,&2)) = di(T'0(E1, &2)) = di(v 0 (&1, &2)) = Z 9(v(t(&1, £2)))di(T(é1, €2))j
j

€ a norma em Hl(f)) é dado por

2 _ 2 2 2
1P, g, = 1P, g + 10101, g + 19201, 5

Portanto, vamos estimar cada uma das integrais no segundo membro utilizando a substitui¢ao

dada em (2.19)

1 ~G(&r)+b(&r)
||w||i2(Q) = j:|w(51,52)|2d52d51 =f f v 0 (&1, &)PdEdE,
G(él)+b(<51) 5 G(yl)
= f f v(&1,G(&1) — &)IFdEadéy = ffb( ) o(y1, Y2)P 11 (1, y2)ldy2din
n
= le(yl,yz)lzdyzdyl :||U||iz(g)- (2.20)
1 ~G(&1)+b(Er)
||31w||i2(g) = j:|31w(51,52)|2d52d51=ff 1010 0 T(&1, &2)PdErdés
o) 0o Jo

1 ~G(E1)+b(&1)
f f 919(£1, G(&1) — &2)Pdéadés
0 0

G(&1)+b(&1)
ﬁ j(; 1010(E1, G(E1) — &2) - 1+ 910(E1, G(&7) — &2) - G (&1)PdEadE,

G(&1)+Db(&1)
ﬁ j(; 1010(E1, G(£1) — E)[1 + G'(&1)11PdE2déE,

A

G(y1)
< [1+||GI||L°°(0,1)]2ff 0101, y2) P11 (va, y2)ldyady
0 J-b(y1)

[1+IG e, L 1010(y1, y2)Pdyadyy = [1+ ||G'||L°°(o,1)]2||910||i2(9)' (2.21)



INTEGRAIS CONCENTRADAS 27

1 G(&)+b(&q)
fﬁ D20(E1, E2)PdEdEr = fo fo 020 0 T(E1, E2)PdErdE

1 ~G(&1)+b(&r)
f f 1020(E1, G(&1) — E)Pdérdé,

G(y1)
f f 1010(y1, y2) P11 (v1, y2)ldyadyy = flalv(y1/y2)| dyody;

2
9201l 5,

b(y1)
= Ilﬁzvlle(Q) (2.22)
Logo, por (2.20), (2.21) e (2.22) e e tomando C; := [1 + ||G'||Loo(0,1)]2 facilmente vemos
2
o1, g < Cilloliy -
(2) Para % <s<ldadow € Hs(ﬁ) temos:
w(&1,&2) = w(y1, y2)P
2 _ 2
o, g = Nl g + f [ e i dends
axQ
[T0(&1, &2) = T0(y1, y2)) P
= ol +f dyadyndisde
PO JJ &, &) = (1, y2) 6D yaindeater
axQ
(s+1)
lo(t(&1,£2)) = o(T(y1, y2) P (IT(€1, &2) = Ty, yz)lz)
= ol f dyadyrdinds
L@ (&1 €2) — Ty, P \ 1€ &) -y | R

QxQ
”U” f |U(T(£1/ 52)) - U(T(yll y2))|2
LXQ) |T(£l/ 62) - T(yl/ y2)|2(s+1)

IA

dyody1d&rdéq
QxQ

[v(01,02) — (01, 22)?
(i +Kff I(Gl,jfz (e Ql)lﬂsﬂ) |Je-1(01,02)] -1 (01, 02)lderdo2do2don

_ 2 |U(Gll (72 - U(Ql/ QZ)'
= Pl + Kff (01, 02) = (01, 02)PC+D) dndepdoador.

1
Denotando por C; := K temos que llwl[? < Co|[vll?.. (@ Para 5 <s < 1. Assim para todo intervalo

H¥(Q) 2
1
5 <5 <1 e tomando uma constante C > 0 arbitraria independente de € w e v temos que IIwII?J - <
CIIUIIHS(Q). O que implica que IIwIIHq(Q) < VC Cllollgs), donde elevando a g em ambos membros
obtemos
q 1/q q
o, 5 < C ol

Afirmacao 2.4.3 A aplicagio T : 6 — R? definida por ©(&1, &2) = (x1, G(x1) — x2) € Lipschitz continua, isto

é, existe uma constante positiva tal que:

IT(E1, &2) — (Y1, v2)l < Kl(&1, &2) = (y1, v2)l,
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/
(0,1)} ’
Prova. Temos que [1(&1,E2) — T(y1, y2)l = [(x1 — y1), (G(x1) — G(y1) — (x2 — y2))|. Elevando ambos

onde K = {1 +2|IG'1P.

membros ao quadrado obtemos que

(1 = 1), (G(x1) = G(y1) — (x2 — y2))I?
(x1 — y1)* + (G(x1) = G(y1))> = 2(G(x1) — G(y1))(x2 — ¥2) + (x2 — ¥2)*
= (&1, &) = (1, y2)l* + (G(x1) = G(11))* + 2(G(x1) = G(y1))(y2 — x2).

[T(&1, &2) — T(y1, )P

Aplicando o Teorema de Valor Médio para G(x1) — G(y1), com y; < 0 < x; obtemos que

IG(x1) = G(y1)| = 1G"(0)(x1 — y1)l < IG ll=(0,1)1x1 — vl-

Agora usando os seguintes fatos: 2ab < a? + b*> e sea < bentdoa < b + c com ¢ > 0. Assim

lt(&1, &) =ty )P < 1E1, &) — (v, )PP + ||G'||im(0,1)|x1 = y1P + 201G L, ylx1 = yallxz — yal?
< |(&1,&) - ()P + ||G'||im(0,1)|x1 = 1P + G o, (1 = 3 + Iz — y2l?)
< 11, &2) = W1, )P + G gyt = 1P + G I .0y (%1 =y + Ix2 = yaP)
+ G gy ¥2 = Y2l = (61, €2) = (Y1, Y2)P + 211G g 1) (1 = 111 + 2 = 2l)
= 1(&1,&2) = (1, y2)P (1 + 201G e 1)

E assim mostramos que |7(&1, &2) = T(y1, 2P < (1+ 201G [Fe g )I(E1, €2) = (y1, 12)P - .
Com base no Lema 2.4.1, podemos analizar como integrais concentrados convergem para uma
certa familia de fungdes que variam com € e termos as propriedades de regularidade fraca. Mas

precisamente

Lema 2.4.4 Suponha que as sequéncias ¢¢, ¢ € HL(Q) sdo uniformemente limitadas em € > 0, e ¢, ¢ €
HY(0,1) satisfazendo ¢¢ — ¢ e ¢ — @, w — HY(Q). Entio
1

limlfqbe(pedézfluqb(pds, (2.23)

e—0 €%
0

onde u € L*(0,1) é dado em (1.6).

Prova. E facil ver que
1

elaf¢e¢ed5_fﬂ¢¢ds e (P (x1, x2) — P(x1)) P (x1, x2)dx2dx
0c 0

a
€ 0c

+ ela fo ¢(x1)(<pe(x1,xz)—<P(x1))dézd£1+€la j; P(x1)(xy)dxadxy

1
fo 1) () p(x ey (2.24)



INTEGRAIS CONCENTRADAS 29

Mas,
1 1 1 G(X1) 1
—afqb(xl)qo(xl)dxzdxl:—af ¢)(x1)(p(x1)(f dx2)=f P (x1)p(x1)He(x1)dx1.
€ Jo. € Jo Glx1)—e*He(x1) 0

Portanto, (2.24) pode ser escrito como

1

1 € €
e—afmodé—fu@bqods
Oc 0

elaj(;(d)e(xl,xz) —¢(X1)qoe(x1,x2)dx2dx1

+ e%j;@(xl)(qoe(xllxz) — @(x1))dxpdx;
! def
+ f(; G p(x1)(He(x1) — u(x1)dxy = 1 + I + 13,

onde cada um dos [;, com i = 1,2, 3 representam a primeira a segunda e a terceira integrais respec-
tivamente. Agora vamos avaliar cada uma das integrais I;, i = 1,2,3 que equivale a mostrar que

I; = 0, quando € — 0, aplicando o Lema 2.4.1. Comecemos por I;. Temos

I1]

elaL|¢e(xlrxz)—¢(x1)||(P€(x1,xz)|dx2dxl

1/2

1/2
< (Gl“ j(; |(p€(x1,x2)|dx2dx1) (ela j(; |¢e(x1/ x2) - ¢(x1)|dx2dx1)

(Clerty)  (Clo° - by

C||(P€||HI(Q)||(]5€ = @llas () (2.25)

IA

onde C é uma constante positiva independente de € e % < s < 1. Como a sequéncia ¢° é unifor-
memente limitada em H}(Q) e usando o fato de que || -l < I+ ”H;(Q) entdo ¢° é uniformemente
limitada em H'(Q) para todo € € (0,1). Também por hipétese ¢¢ — ¢, w — H(QQ), o que implica que
Q¢ — ¢, s — H*(Q) para todo 0 < s < 1. Assim devido a (2.25) temos que I; — 0, quando € — 0.

L]

IA

ela f ()l (x1, x2) — @(x1)ldxadx

1 L{ [E
(—a [ ot ( | dxz)dxl)
€ Jo Glxy)—e*He(x1)

1/2

1 1
(e_"‘ fo Iqb(xl)IZe“He(xl)dxl) (Cllfpe—(plli,s(g)

Hy* 2l o )l = @l (2.26)

vz 1/2
(e_al(Pe(xl/xZ) - qo(x1)|2dx2dx1)

IA

)1/2

IA

e 1 .
onde C é uma constante positiva independente de € e 5 <8< 1. Por hipétese temos que ¢¢ — ¢,

w — HY(Q), o que implica que ¢¢ — ¢, s — H*(Q) para todo 0 < s < 1. O que devido a (2.26) temos
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que I — 0, quando € — 0. Finalmente, pelo Lema 2.3.1, temos que Hc(-) — u(-), w*—L*(0,1).

Consequentemente,

1 1
Iz = f O (x1)p(x1)He(x1)dx — f O(x1)p(x1)p(x1)dx = 0 Vo € Ll(O, 1).
0 0

Assim concluimos a prova. [

Agora vamos analizar a convergéncia dos termos ndo lineares concentrados

Lema 2.4.5 Suponha que as sequéncias u€,p¢ € H:(Q) para cada € > 0 e u,p € H'(0, 1) satisfazendo que

u¢ —u, ¢ — @, emw — Hl(Q). Entio,

1
f fu)pdxidx, — f pf(u)pdx, (2.27)
Q 0
‘ 1
elafo;g(ue)(fdxldxz%j; ug(u)pdx, (2.28)

quando € — 0, onde u e p sio definidos em (1.6).

Prova. Como f possui derivada limitada, facilmente vemos que f(u€) — f(u) em L%(Q). De fato

) = Fgy = [ 10220 ~ Fatr)Pesadss < [ 17O, xolPlu (i, 2) = )Py
Q Q
< A Rolle = ullty g
onde u(xq) < 6(x1,x2) < u(xq,x2) em Q. Assim,
If (@) = flli2) < If eyl = ullpq) — O

Logo
f 0 ey, 22 (a1, x)dady — f Fue)p(erdxad,
Q Q

1 G(x1) 1
) fo(f d"z)f (u(xr1))e(xr)dxy = fo plo1) F (1)) pr e,

b(x1)
ou seja,

1
[ e, it > [ pe s,
Q 0

provando assim a convergéncia (2.27).

Agora vamos analizar (2.28). Adicionando e subtraindo termos correspondentes obtemos

1 ! 1 1
e_"‘ j; Q) dxpdx; — j; pg(u)pdx = j; g(ue)(pedx2dx1+€—a j; Qu€)pdxadx
1 1
- & [ s+ [ g
0O¢ 0

1 1
- [ sttgdn - [ ugwpdn. @29
0 0
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Temos,

1 G(x1)

. 1
8(u(x1))(P(x1)(f € dxz) dx; = — f g(u)pdxadx.
G(x1)—€*He(x1) € Jo.

Agrupando os termos, (2.29) pode ser escrito na seguinte forma

1
H, dxq =
bﬂwm»@wmmlﬁ

1 1 1 1
= [ swrtandn = [ gt = < [ gl ~ gl + [ gl - ptelpdsy
1 c def
+ = [gu®) — gu)]pdxodxy = I + I + I3.
0Oe

Aquil;, i =1,2,3, representam a primeira, a segunda e a terceira integrais respectivamente. Agora

vamos mostrar que I; — 0 quando € — 0, o que implica a convergéncia (2.28).

1 1
Ll < €—af|g(”€(x1/x2))||§0€(x11x2)_(P(x1)|dx2dx1S”g”L“’(IR)e_af|§0€(x1/x2)_(P(xl)|dx2dxl
0O¢ O¢
< Cligllee=m@lle® = @llas),

para % < s < 1devido ao Lema 2.4.1. Como ¢¢ — ¢, w — H'(Q), implica que ¢¢ — @, s — H(Q)) para
todo 0 <s <1, obtemos que I} — 0. Segue diretamente do ao Lema 2.3.1 que I — 0, quando € — 0,
para toda g € L1(0,1).

Finalmente, para avaliar I3 é necessario usar o Teorema de Lagrange (sobre acréscimos finitos),
isto é, existe C, definida em u(x) < C(x1,x2) < u(x1, x2) em Q tal que g(u€) — g(u) = g"(O)(u(x1, x2) —

u(x1)) e portanto,

1 1 )
I < e—afIg(ue(xl,Xz))—g(u(X1))|I¢(X1)IddeX1 Se_“flg (Ol (xq, x2) = uxy)llPp(xr)ldxadxg
O¢ Oe
. 12 ) 4 12
< ||gl||L°°(1R)(€_af|§b(xl)|2dx2dx1) (e_“ |u€(x1,x2)—u(x1)|2dx2dx1)
0O¢ O¢
1 (GG 1/2 12

< g e @yl (—f dxz) Cllu® — ull?,

8 Nl wllPllr 0,1 = ( H(Q))
< HYCY20g oyl o1y — ul 2.30
< H, & e @)lPllg 1) llu® — llps ), (2.30)

1
onde C é uma constante positiva independente de € e 5 <s< 1, devido ao Lema 2.4.1. Por hipétese
temos que u¢ — u, w — H'(Q), o que implica que u¢ — u, s — H(QQ) para todo 0 < s < 1. E portanto

devido a (2.30) temos que I3 — 0 o0 que prova a convergéncia (2.28). [



CAPITULO 3

SEMI-CONTINUIDADE SUPERIOR E
INFERIOR DAS SOLUCOES

Neste capitulo pretendemos provar o resultado principal deste trabalho. Pela Observagdo 1.2.6 os
itens (i) e (ii) do Teorema 1.2.3 implicam na semi-continuidade superior e inferior do conjunto do
esquilibrio do problema parabdlico associado ao problema (1.7) em € = 0. Primeiro vamos provar a
semi-continuidade superior e notar que a solu¢do do problema (1.5) é obtida como limite da solugdo
do problema (1.7). Seguidamente, com auxilio do [12, Teorema 3] provar a semi-continuidade

inferior.
3.1 Semi-continuidade superior

Nesta se¢do vamos provar o item (i) do Teorema 1.2.3 com base na seguinte proposicao:

Proposicao 3.1.1 Seja u€ uma familia de solugdes do problema (1.7) satisfazendo ||u€|| =) < R para alguma
constante positiva R independente de €.
Entdlo, existe uma subsequéncia ainda denotaremos por u¢, e uma fungiio u € H (Q) tal que |[ull~q) < R,

dependendo apenas da primeira varidvel, isto é, u(x, y) = u(x), solugdo do problema (1.5) tal que

||u€ — ullgr) = 0, quando € — 0.

32
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Demonstra¢do. Primeiro comecemos por observar que a solugdo u€ do problema (1.7) satisfazendo

[u¢llL~(Q) < R é uniformemente limitda em H 1(Q) em relacio a €. Temos que u€ € &, se e somente se

dudp 1 Judp :
L{Wg+€2 3y ay u(p}dydx ff(u qodydx+—f)(oeg(u Ypdydx, (3.1)

para toda ¢ € H'(Q). Assim tomando ¢ = u€ em (3.1) obtemos que:

e\2
f {(?;) + = (%”) +(ue)2}dydx— f f(ue)uedde_ f g )udydx,
Q

donde, temos que

Qe
ox

oue||?
dy

1
+ I g < f fFOlldydx + f |g (Ul |dydx.
Q O¢

t2
Q) € 12(Q)

Usando a Desigualdade de Holder e o Lema 2.4.1 obtemos

‘8146 2 oue ||? 5
- + == + [l < sup|f(x)| | lufldydx + sup |g()ICllul|s @
ox 2(Q) e || dy [2(Q) Q) [x|<R Q [x|<R ©)
< sup |f@IQ[ufllr2q) + C sup [l
[x|<R [x|<R
< (SUP |f(x)||Q|1/2 + Csup |g(x)|] ”ue”Hl(Q)/
[x|<R [x|<R

onde C é uma constante positiva e independente de € e usando o fato de que H(Q) — L*(Q),
HY(Q) — H*(Q) sdo uma imersdes compactas e || - [Ig1(q) < Il - g1y para todo € € (0,1) temos que

existe uma constante K := K(f, g, C, R, Q), também independente de ¢, tal que

11, 0y < KTl < Kl
donde
”ue”Hg(Q) < K, €€ (O, 1)
Assim, ) )
du® 1 ||du¢
- 15| IR <K Vee ),
ox L2(Q) € ay [2(Q)
resultando que:
du® 1 ||du€
151, o 25w <k veeo, (62)
e  €ldyling

Consequentemente, devido a (3.2) e pelo Teorema A.1.11 podemos extrair subsequéncias de solugdes

ainda denotadas por u€ tais que quando € — 0

W —u, w-H(Q) e % 0, s - L2(Q), (3.3)
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para algum u € H'(Q). Portanto, segue de (3.3) que u(x,y) = u(x) em Q, isto é, u ndo depende da
€

varidvel y e assim u € H'(0, 1), nisto temos que 8_uy =0 g.s em (), desde que para toda ¢ € C7°(€2)

dp dp du¢
—dydx = li € —dydx = - 1i 4
Luay b e0 Qu dy yx e0 Q(pay G4
Agora é facil ver que u satisfaz o problema (1.5). Assim usando o Lema 2.4.5 e (3.3) podemos passar

o limite na formulagao variacional (3.1) e obtemos

G(x) 1 ! G
f f f)pdydx + — f f g(u)pdydx
b(x) G(x)—€*He(x)

fpf(u (pdx+fH(x (u)pdx,

f{ux(px + ugpldydx
Q

donde,

1 1
f{ux(px + upldydx = f pf(u)pdx + f ug(u)pdx sempre que ¢ € H'(0,1).
Q 0 0

Uma vez que u e ¢ ndo dependem em y temos que:

1 1 1
f(; plux@x + upldx =L pf(u)(pdx+ﬁ ug(u)pdx, (3.5)

onde as fungdes p e u sdo dadas em (1.6). Notemos que (3.5) é a formulagao variacional do problema
(1.5).

A seguir vamos mostrar a convergéncia forte em H'(Q), mostrando a convergéncia de H'- norma.
Para isso vamos também usar o Teorema A.3.2 em H'(Q) a norma inferior semi-continua em relacao
a convergeéncia fraca , isto é,

el ) < liHLianMEHHl(Q)- (3.6)

De fato, devido a (3.1), (3.3), (3.5) e (3.6) obtemos
b du
f p(d ) dx—fqulZdydx < hmmff IVuelzdydxglimsupf IVuGIZdydx
0 X e€(0,1) €€(0,1)
ouc\’ e
lim su f (—) + — ( ) dydx
ee(O,l)p Q{ Jx dy y
1 1 1 d 2
’ u
—f pu dx+f {pf(u)+yg(u)}udx=f p(—) dx.
0 0 0 dx

Entao (1€l ) = 1l q)- -

A

IA

IA

Observacao 3.1.2 Com base Proposi¢do 3.1.1 vemos que a existéncia das solugdes do Problema (1.5) é obtido

como limite das solugdes do Problema (1.7).
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De fato, dado u e ¢ nas condigdes da Proposicdo 3.1.1 que ndo depende da segunda variavel y.
Por (3.5) temos

1

1 1
[ Pt + utpidr = [ peosapmi + | awgwpws
0 0 0

equivalentemente,

1
fo {ux ()P (V)p(x) + u(x)p(x)p(x) — p(x) f (1) — p(x)g(W)p(x)tdx = 0. (3.7)

pela convexidade do intervalo (0, 1), temos pelo Teorema de Grisvard sobre a regularidade de um

problema de Neumann que u € H*(0,1). Logo podemos aplicar o Método de Integracdo por Partes

1
em f uy@xp(x)dx, obtendo
0

x=1

1 1 1
f (D)2 (Dp()x f (PO () px () = f (P () (O + p()itsep
0 0 0

x=0

1
- fo (P (N + ux(DpL(L) - 1 O)p(0)p(0)

Deste modo (3.7) pode ser escrito como

o1 u(x) ~
fo {—M(P(x)ux)x +u = f(u) - Mg(u)} p(O)P)dx + u(p(De(1) - ux(0)p(0)p(0) =0,  (3.8)
V¢ € H'(0,1). Entdo Se ¢ € C°(0, 1), da formulagao variacional (3.8) temos que
_1 oy < B ey -
() (P )x + 1 — f(u) () g(u) =0

Se a funcdo @ se anula no interior do intervalo (0, 1) entdo de novo da formulag¢do variacional (3.8)

temos
u(Dp(D(1) — ux(0)p(0)p(0) =0, Yo € H'(0,1)

desde que p(1), p(0) sdo positivos e (1), ¢(0) seja arbitrdrio. Donde deduzimos que u,(0) = u,(1) = 0.

E assim obtemos o Problema cldssico (1.5), ou seja

1 o O
e (P()ux)x +u = f(u) + ) g(u), em (0,1)
ux(0) = ux(1) =0,
onde
1 1(x)
p(x) =b(x) +G(x) e wu(x) == H(x, y)dy,

I(x) Jo
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3.2 Z-Convergéncia

Conforme vimos na se¢do 2.2 as solu¢des dos problemas (1.7) e (1.5) sdo obtidos como pontos fixos das
aplicagdes nao lineares AZ! o F. e Ay o Fy definidas em H'(Q2) e H'(0, 1). Nesta segdo pretendemos
desenvolver algumas ferramentas abstratas bédsicas que podem ser usadas para comparar dois
problemas lineares diferentes em espagos diferentes que tem origem na Anélise Funcional Numérica.
A nogdo da #-convergéncia a chamada convergéncia discreta veja a Teoria Geral em [12] .

Sejam X e X, dois espagos de Banach e & = (P¢), com 0 < € < 1 um sistema (conexdo) de

operadores P, : X — X, tais que
IPeullx. = llullx, VYueX, quando e—O0. (3.9)

Definigao 3.2.1 Uma sequéncia de elementos {uie}ce(0,1) com ue € Xe é dita &?—convergente para uma fungio
u € X se e somente se

e — Peullx, = 0, quando € — 0

4
e escreve-se Us—U.

Denotando por N = (0,1) e N” um subconjunto de N, isto é, N’ C N.

Definicdo 3.2.2 Uma sequéncia {u¢leen, com ue € X é dita - relativamente compacta se para cada
subsequéncia {ue }eren' de {Ueleen existe uma subsequéncia {u} oo (N € N') e uma fungio x € X tal

que ur — U e escreve-se gz—COﬂ’lP

Definicdo 3.2.3 Uma sequéncia {T.} de operadores lineares e limitados Te : Xe — X¢, com € € N é dita

P P —convergente para um operador linear e limitado T : X — X se e somente se

P P
Ue—>u = Teue—Tu

e escreve-se T, e@T.

Definicdo 3.2.4 Uma sequéncia {T,} de operadores cpmpactos T : Xe — X, com € € N é dita compacta-
mente convergente para um operador T : X — X se TG%@T e se verifica a condigdo de compacticidade é
verificada

ue € Xe com Nuellx,. <K = Teue é PP —comp,

onde K é uma constante positiva.
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3.3 Propriedades das aplica¢oes F,.

Para obter a semi-continuidade inferior do problema linearizado, é necessdrio estudar o comporta-

mentos das aplicagdes da F pelo que tem lugar os seguintes resultados

1
Lema 3.3.1 Suponhamos que 5 <8< 1. Entdo para cadae € [0, €] para as aplicagdes Fe : HY(QQ) — H™*(Q)

tem-se
(1) Existe uma constante K positiva independente de € tal que:
IFe(u)llg-q) < K Vue HY(Q), e 0<e<e
IFo@)ll-on <K YueH(0,1), e e=0;
(2) A aplicagio F. é globalmente Lipschitz, uniformente em €;

(3) Suponha que as sequéncias u€,p¢ € HL(Q) para cada € > 0 e u,p € H'(0,1) satisfazendo ¢¢ — ¢,

u€ — ywem w — HY(Q). Entio
(Fe(u®), ) — (Fo(u), @), quando € — 0.
Prova. (1) Para cada u € H'(Q) para cada € € [0, €] e v € H¥(Q) temos
IFellr=@) = sup [KFe(u), v)l-

[[0lls =1

Como as funcdes f e g sdo limitadas, pelo Lema 2.4.1 e usando que H*(Q) — L%(Q) temos

A

KFe(u), o) < IKF(u), o) + [(Fe(u), 0)| < fQ If(u)llvldxzdxﬁela f |g()l[oldxadax

1/2 1/2 1 1/2 1 1/2
< (f If(u)lzdxzdxl) (f |v|2dx2dx1) +(€—af|g(u)|2dx2dx1) (e_‘* Ivlzdxzdxl)
Q Q O¢ O¢

1l @yl Q202 0y + Il HY *Cllollisy < (1l @I + C2HY gl @)l @)

A

IA

onde C > 0 e independente de €. Entdo existe uma constante positiva K := K(f, g, QQ, C, Hp) indepen-
dente de € tal que

IFe()llH-s) < K, Ve € (0, €]

Para cada u € H'(0,1), com € = 0 e v € H*(Q) temos

IFo()ll=©1) =  sup  KFo(u), v)l-

10l 0,1y =1
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Temos
1 1 ) 1/2
[(Fo(u),v)| < fo |f(u)p(x1) + p(xr)g(w)lloxr)ldx S(L |fap(rr) + pGe)g@)|” dxr | Iloll2y
1 1 1/2
< {2 f |f(u)Pp(xr ) dxy +2 f Ig(u)lzluz(xl)ldxl} [9ll2¢0,1)
0 0
1/2
< \/El{lf”%oo(]R)H% + ||#||im(011)||g||%m(ﬂg)} ”U”HS(O,l)'

Portanto existe uma constante positiva K := K(f, g, Q, p, u) tal que ||[Fo(u)l|5-s(0,1) < K, quando € = 0.
(2) Para qualquer u, w € H'(Q) e 0 < € < € temos
IFe(u) — Fe(@)llg-s = sup [Fe(u) — Fe(w), v)l.
Ilollgs () =1
Assim para cada € € (0,eg] e v € H*(Q) e como as fungdes f e g possuem derivadas limitadas temos

pelo Lema 2.4.1 e o Teorema de Valor Médio que

KFe(u) = Fe(w), o) < [(F(1t) = F(@), 0)| + [(Fe(ut) — Fe(w), v)|

1
< [ 1£00 - ft@lpldrai + % [ 150 - g@ioidad
Q Oc
1/2 1 1/2
< (f If(u)—f(a))lzdxzdxl) ||U||L2(Q)+(€_af|g(u)_g(a))|2dx2dxl) C 2 1ollps )
Q O¢
1/2 1 1/2
< (f If'(C)IZIu—cu|2dxzdx1) ”U”HS(Q)"‘(Ef|g’(C)|2|u—a}|2dx2dxl) CY2|0lls ()
Q Oc
< (I Ny + ClIg Ny ) 1 = @l llollirc)-

Aqui C := C(x1,x2) = w(xq,x2) + O(x1, x2)(u(x1, x2) — w(x1,x2)) e 0 < O(x1,x2) < 1 para todo x1,x; € Q.

Portanto existe uma constante positiva K := K(f’, C, ') independente de € tal que

IFe(u) — Fe(w)llg-) < Kllu — ollmsq)

o que implica que para 0 < € < €9, F, é globalmente Lipschitz uniformemente em e.

Para cada u, w € H'(0,1) e € = 0 temos

IFo(u) — Fo(w)llg-©,1) = sup  KFo(u) — Fo(w),v), v € H(O,1).

[0llggs 0,1y =1
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Donde pelo Teorema de Valor Médio temos
1 1
(o) = Fo@), ) < [ 1700 = f@lptealoaia + [ g = g(elutr ot

1
j; {pC)lf O + px)lg" (O} lu — wlioldxy

<
< {HUllf Mzeqry + i, nl1g ey Hitt = @llp2 (0 1y l19llr2 0,1y
< {Hillf Nlzeory + Npllzeo,)18 ey = llpes o, [2llHs 0,1)-

Donde vemos que existe uma constante positiva K := K(f’, ¢’, H1, u) tal que
[IFo(1) = Fo(@)ll-5(0,1) < Kl — wllps(0,1)-

(3) Segue diretamente do Lema 2.4.5 pelo que

(Fe(u),¢°) = (Fu) + Felu), 9% = (Fu), ) + (Felu), %)
1 1
< [ futwpranatn < [ gt > [ pn gt + [ pegwetn
s p(x1) B
= fu) + ——=g(u) r p(x1)p(x1)dx1 = (Fo(u), ).
0 p(x1)
E assim concluimos a prova do lema. ]

O resultado a seguir é sobre diferenciabilidade a Fréchet da aplicacdo F. : H'(Q) — H™*(Q). (veja
no Apéndice Defini¢do D.2.18.)

1
Lema 3.3.2 Suponhamos que 5 <8< 1. Entdo, para cada 0 < € < €y, Fe : H(Q) — H™5(Q) ¢é Fréchet

diferencidvel, uniformemente em € com a derivada de Fréchet definida por

F.: HY(Q) —» LHY(Q), H5(Q)
u - Fi(u): H(Q) —» H*(Q)

w - Fluw

onde L(HY(Q), H™5(Q) denota o espaco dos operadores lineares e continuos de H'(Q) em H5(Q) e

(Fl(w)w, ¢) := Lf’(u)a)qbdé + el“ f & ()wpdé, VpeH(Q) e 0<e<e,

1
(Fo(w)w, ) := j; {f (wawp(x) + u(x)g' W)wlpdx, VYo € H(0,1) e €=0.

Prova. Como as fungdes f, ¢ € C?(R) com derivadas limitadas e g’(v), f'(v) € L(R), Yv € R e pela
linearidade do integral facilmente e o Lema 2.4.1 vemos que F.(u) € L(H'(Q2), H™5(Q).



40 SALVADOR RAFAEL MANJATE

Agora vamos mostrar que para dado 1 > 0, existe um 6 > 0 independente de € tal que
IFe(u(x1) + w(x1)) = Fe(u(x1)) = Fo(u(x))@llg-=) < Mlollmq), @€ H'(Q) com lwllg ) < O

Com efeito, para 0 < € < €y, w € H(Q) e ¢ € H(Q) e denotando T’ def [(Fe(u+ ) —Fe(u) = F(w)w, @),

temos pelo Lema 2.4.1 e aplicando duas vezes o Teorema de Valor Médio que

Ie

IA

L |f(u + @) = f(u) = f' ol Pldxdxy + ela f g(u + w) — g(u) — &' (Wwllpldxzdx,

IA

1/2
fQ |f(u+ w) — f(u) - f’(u)a)|2dx2dx1) IPllr2cy

1/2
1
+ e_"‘f lg(u + w) — g(u) - g’(u)a)lzdxzdxl) C1/2||¢||HS(Q)

IA

172
L If(u + Ow)w - f’(u)a)lzdxzdxl) s ()

12
1 /7 ’
+ e_“f Ig" (1 + Ow)w — & (u)a)|2dx2dx1) CY2 bl

1/2 1/2
44 1 17
< f |f (I/l + Sew)a)|2|a)|2dx2dX1) ”qb”HS(Q) + (G_a f |g (u + Sea))a)|2|a)|2dx2dX1) C1/2||¢||HS(Q)
Q O¢
1/2 1 1/2
< 7wy ( f |w|4dx2dx1) llpllzsscy + CY 2||8"||L°°(R)(€—a f Icu|4dxzdx1) bl
Q 0O¢

< I ol g 19l + C2I8 sy C 2wl bl
< (I ey + ClIg” o)) ol @llolln oy lollen -

Onde 0 := O(x1,xp) es :=s(x;,xp) com0 < O,s <1lexy,x € Q. Assim pela definicdo da norma em

H™(Q) temos

IFe(u + w) — Fe(u) — Fé(”)a)”H—S(Q) < (”f””Lw(lR) + C”g,,”LN(lR)) ||w||H1(Q)||w||H1(Q)~

E como 6 ndo depende de € para cada 0 < € < €y concluimos que a aplicacio F : H/(Q) —» H5(Q) é
Fréchet diferencidvel, uniformemente em €.

Similarmente para € = 0 mostremos que para cada 1 > 0 existe 6 > 0 tal que

IFo(u + w) — Fo(u) — Fy(u)wllg-,1) < Mallgny, @ € H'Y0,1) sempre que ||w||g1 1) < O
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Tomando ¢ € H*(0,1) e denotando I'y def [(Fo(u + w) — Fo(u) — Fy(u)wl|p-s(0,1), ¢, temos

Iy

IA

1 1
fo 1+ @) — F) — f (lpldlx + fo 1901 + @) — g(1) — ¢ (Wellldn,
1/2

1
Hy (f(; If (u+ Ow)w — f’(u)a)lzdxl) llpllr2 (0,1

IA

+

. 1/2
[l£llze(0,1) (f 1§’ (u + Ow)w — 8'(“)w|2dx1) lpllr2(0,1)
0

1/2 1/2

1 1
H, (f If" (u+ s90))|2|w|4dxl) Pl 20,1y + lltllLe(o,1) (f 8" (u + s@w)|2|w|4dx1) llpllz2(0,1
0 0

(Hullf lees gy + Nl o, l18” oy NeollZs g 1 Bl 0,

IA

IA

Donde,

IFo(ut + @) = Fo(u) = Fy()wlln-<0,1) < (Hall £y + Mllo 18" s leollen o1y leollzg 0,1

3.4 Conjunto de equilibrios

Estamos interessados em descrever o conjunto de equilibrios para os problemas (1.7) e (1.5) cu-
jas versdes abstratas sdo definidas em (2.10) e (2.17). Denotamos por solugdes de equilibrio (ou
pontos de equilibrio) as solu¢des dos problemas (1.7) e (1.5) e observarmos que tais solugdes sdo

respetivamentes as solu¢des dos problemas abstratos
Acute = Fe(ue), 0<e<eg (3.10)
Aouo = Fo(uo), €=0. (3.11)
Assim o conjunto & introduzido na observagdo 1.2.6 denotard o conjunto solu¢do dos problemas
(3.10) e (3.11) e serd definido por

E=ueH(Q): Au—Fe(m) =0}, e€l0,eo]

Definicdo 3.4.1 Dizemos que a solugdo u}. dos problemas (3.10) e (3.11) é hiperbélica se zero ndo pertence ao

espectro do operador A — FL.(u), isto é, 0 & o(Ae — FL(u})).

Proposicao 3.4.2 Se u* é uma solugdo hiperbélica do problema (3.11) (ou (3.10)) entdo u* é um ponto fixo
isolado (isto é, existe uma vizinhanca V- C HY(0,1) (ou V. .c HY(Q)) de u* tal que u é a tinica solugio de

Aou = Fo(u) (ou Acu = Fe(u))).
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Demonstragdo. Temos que u* é um ponto hiperbdlico do problema Agu* = Fy(u*) se e somente
se, a aplicagdo Aou* — Fj(u*) : HY(0,1) — H™(0,1) for um isomorfismo. Notemos que a aplicagéo
D(u") def Aou* — Fo(u”) é Fréchet diferencidvel pelo Lema 3.3.2 e pelo fato de Apu" ser uma aplicacdo
linear. Portanto, segue do Teorema da Aplicacdo Inversa em espagos de Banach [6] que existe uma
vizinhanga V de zero em H'(0, 1) tal que ® é um defeomorfismo.

Por outro lado vimos que u* deve ser ponto fixo da aplicagdao A 1Fy : HY(0,1) — H'(0,1). Assim

1 ¢ o(I - AJ'F)(u*)) e como AS'Fy é compacto pelo Lema 2.2.14 segue pelo Teorema D.2.21 que u* é

um ponto fixo isolado e |ind(A;" Fo, u*)| = 1. ]

3.5 Semi-continuidade inferior

Finalmente para obter a semi-continuidade no conjunto de equilibrio & vamos primeiro provar o
resultado que nos da algumas propriedades das aplicagdes AZ ' F.. Veremos que a semi-continuidade

inferior é uma consequéncia do [12, Teorema 3].

Lema 3.5.1 Sejam as aplicacdes AZ'F, definidas em (2.10) e (2.17) para € € [0,1). Entdo:
i) A:F sio operadores compactos para cada € > 0 fixado.

ii) {ﬂglFe(ue)}ee[oll) é uma familia pré-compacta sempre que IIuEIIH;(Q) é uniformemente limitada, isto é,

existe uma subsequéncia, que ainda denotamos por AZ'Fe(u€), e u € HY(0,1) tais que

||ﬂg1F€(u€) - ﬂalFo(u)llH;(Q) — 0, quando € — 0.

iii) Se||lu€ — ulng(Q) —0, quando €—0, entio |A'Fe(u)— ﬂglFo(u)lng(Q) — 0.

Prova. O item i) segue diretamente pelo Lema 2.2.9 para0 <€ <1 e Lema 2.2.14 parae = 0.

Vamos provar o item ii). Seja u€ € HY(Q) tais que ||u€ IIH;(Q) < C. Entdo

uc||? 1 ||ou¢|P
‘ 5. 2 9 + ”uelliZ(Q) < CZ,
axl 12(Q) € sz L2(Q)
e portanto, temos que
du€ 1||du¢
||”e||L2(Q)/ Y e —ll5— <C Ve>O0.
3x1 L2(Q) € 8x2 L2(Q)

Assim como em (3.3) e (3.4) podemos extrair uma subsequéncia que denotaremos ainda por u€ tais
que

u—u, w-HY(Q), e 2L 50, s-1XQ), (3.12)
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para algum u € H'(0,1). Agora consideremos w® = A F(u€) que é equivalente a A.w® = Fe(u)

sendo w® a solugdo fraca. Consequentemente

1
€ Q € 0c

Como assumimos que as fungdes f e g sdo limitadas com derivada limitada Observagdo 1.2.5 temos
pelo Lema 2.4.1 que w® é uma sequéncia uniformemente limitada em H}(Q) para € € (0,1). Entdo
podemos argumentar como em (3.3) e (3.4) e em seguida extrair uma subsequéncia que ainda
denotaremos por w tal que

Jws

83(2

w® —w, w-HY(Q), e — 0, s — LA(Q), (3.13)

para algum w € H'(0,1). Assim devido a (3.12) e (3.13) e pelo item (3) do Lema 3.3.1 podemos passar
o limite em

(Acw®, @) = (Fe(u®), @) obtendo (Aow, ) = (Fo(u), p),

para cada ¢ € H'(0,1) e assim w = Ay 1Fo(u). No entanto usando de novo o item (3) do Lema 3.3.1,

obtemos que

Il ) = (Fe(u®), w®) — (Fo(u), w) = (Aow, w) = l[wllg o,

ficando assim provado o item ii).
. . e . .
Finalmente, assumindo que [[u€ — u|| HiQ) 0 temos que ||u€|| HiQ) < C. Assim argumentando como

na prova do item ii) para qualquer subsequécia podemos extrair uma outra subsequéncia tal que
||~7[e_1Fe(”e) - ﬂglpo(u)HHg(Q) -0,

quando [[u€ — ull1 ) — 0. Como mostramos para uma sequéncia arbitrdria obtemos a prova do
€

item iii). [ |

Proposicao 3.5.2 Seja u uma solugdo hiperbélica do problema (1.5) satisfazendo ||lull;~q) < R para alguma

constante positiva R independente de €. Entdo existe uma sequéncia de solugdes do problema (1.7) tais que
[l = ullg ) — 0.

Demonstracao. Temos que u é uma solugdo hiperbdlica do problema (1.5) entao pela Proposicao
3.4.2 u é uma soludo isolada, isto é, existe 6 > 0 tal que u é a tinica solu¢do do problema (1.5) em
B(u, ), a bola aberta com raio § e centro u € H'(0,1). Além disso u é ponto fixo relativamente a
aplicagdo A; 1F, satisfazendo lind (A Fo),ul =1 pela Proposigdo 3.4.2.

Agora como a familia de operadores compactos A 'F satisfaz os item i) e ii) do Lema 3.5.1 segue
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do [12, Teorema 3] que existe €y > 0 com € > €y tal que operador ANF, tem pelo menos um ponto
fixo u¢ € B(u, o) satisfazendo |[u€ — uIIH;(Q), quando € — 0. Assim completamos a demonstracao da

semi-continuidade inferior observando que || - ||y < II - |2 () Sempre que € € 0,1). |



APENDICE A

CONSIDERACOES GERAIS

Neste capitulo, fazemos uma breve revisdo sobre alguns aspetos relacionados aos espagos L7 e
suas propriedades. Demonstra-se o Teorema sobre a convergéncia em LF (1 < p < o) de fungdes
rapidamente oscilantes que serd usado ao longo do trabalho. Parte dos resultados foram retirados

de [5, 10, 13, 32, 37].

A.1 Formas lineares em espacos de Banach

Definicao A.1.1 Sejam X e Y dois espagos de Banach. Definimos o conjunto L(X,Y) das aplicagdes lineares
e limitadas, isto é

L(X,Y)={A: X =Y, tal que A\ é linear e limitada},

munido da norma
(| Anelly

IAllzxy) = sup : (A1)
PO e Tl
Notemos que pela definicdo da norma ||A|| z(x y) resulta que para qualquer u # 0 temos
A
= )|
[l [l
Lema A.1.2 Para todo u € X tem-se sempre
IAully < 1Az llullx- (A.2)
u
Prova. Se u # 0, entdo o vetor v = T pertence a uma bola unitdria logo de (A.1) temos

IAllzxy) = sup ||Avlly implica que

[Jullx<1
u [[Aully
HA(M)H =l = Wllzeon,

45
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donde resulta (A.2). Se u = 0, entdo ambos membros de (A.2) se anulam. [
Definicao A.1.3 Uma aplicagio linear A : X — Y é limitada se existe uma constante C > 0 tal que

IAully < Cllullx, ueX.
O seguinte resultado nos da a caracterizagdo dos espagos L(X,Y).

Teorema A.1.4 Seja A : X — Y linear. Entdo as sequintes afirmagdes sio equivalentes:
i) A é limitado;
ii) A é continuo;
ii1) A é continuo em um ponto ug € X.

Prova. i) = ii) Seja A limitado, entdo da desigualdade (A.2) e pela linearidade de A segue que
AU = Aolly = |IA@ = 9)lly < IAllgxnllu —ollx,  Yu,v€X,

donde resulta que A é continua, ou seja ii). Que ii) = iii) segue diretamente da continuidade

iif) = i) Se A é continuo num ponto uy € X, entdo dado um n > 0, existe um 6 > 0 tal que
IA(u —up)lly <n sempre que |lu—upllx < 6.

. 2
Sev = u—uptemos que ||[Av|ly <1 sempre que |[v]lx < 6. Consequentemente, fixando um w = Sv,
podemos escrever

2 2
sup |[Awlly = 5 Sup [l[A9]ly < s

lwllx=1 llollx=3

o que implica i), em vertude de (A.2). [

Defini¢ao A.1.5 Seja X um espaco de Banach. O conjunto das aplicagdes linerares e continuas de X sobre IR
é chamado espago dual de X e escreve-se X*. Se x* € X" a imagem x*(x) de x € X escrever-se-a (x*, x)x+ x. O
espago X = (X*)" de X* chamar-se-d de espago bidual de X.

Em particular o espago dual X* = £(X, R) de X é um espaco de Banach munido da norma

_ I, %) x|
Il = sup —— XX

, Yx'eX.
xex\[0} llxllx

No entanto tem lugar a desigualdade (A.2), ou seja,

IKx", % x| < Nl lixllx - Vx € X (A.3)
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7

Pelo que fizemos acima vemos que se X* é um espago de Banach entdo o seu espago dual X™ também
é. E podemos iterar e continuar com o processo e assim em particular podemos identificar o espago
X como um subespago de X™* através de uma isometria canénica. Usaremos a notagdo seguinte (f, u)
ou fu para denotar o elemento f(u) onde f € X*, u € X.

Mostra-se o seguinte resultado sobre a chamada aplicagio candnica do espago X sobre o seu espago

bidual.

Proposicdo A.1.6 Fixemos u € X e introduzimos a sequinte aplicagio
fu:u'eX = W u)yx-x €R,

entdo fu € X* e a aplicagio

FrueXme fueX”

¢ uma isometria, isto é,

llullx = 117 ()l

x+ = || ful

Gragas a Proposicao A.1.6 que conseguimos identificar # com a sua imagem fu e entdo X com a sua
imagem também ¥ (X) C X™.

Definicdo A.1.7 Seja ¥ a aplicagio candnica do espago X sobre o seu bidual definido na Proposi¢io A.1.6.
Entdo o espago X é reflexivo se e somente se F (X) = X*™*.

Se X é reflexivo devido a propriedade acima podemos identificar o espaco X com seu bidual X**. A
seguir, vamos dar uma nog¢ado de convergéncia fraca em um espaco de Banach abstrato X equipado

danorma [|-||x. Para tal lembramos inicialmente a defini¢do de convergéncia forte (ou simplesmente

convergéncia) de uma sequéncia em X.

Definicdo A.1.8 (Convergéncia forte) uma sequéncia {x,} € X converge fortemente (ou simplesmente
converge) para um elemento x € X e escreve-se x, — x (frequentemente iremos usar a seguinte notacio s — X

para indicar a convergéncia forte) se e somente se
llcn = xllx — 0.
Definicao A.1.9 i) Sejam {x,},x € X. Diremos que a sequéncia x,, converge fracamente para x e escreve-
se x, — x fracamente em X (ou usando a notacio w — X) se

(g, X7y = (x,x") Yx" e X",

ii) Sejam x,,x* € X*. Diremos que a sequéncia x,, converge fracamente* para x* e escreve-se x;, — x* (ou
w* — X*) fracamente” em X* se

(x,x,) = (x,x*) VxeX
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Corolario A.1.10 Seja X um espago de Banach. Entio
i) Se x, — x (fortemente), implica que x, — x (fracamente).
ii) Se x;, — x* (fortemente), implica que x;, — x* (fracamente”).

Prova. Vamos mostrar somente i) porque ii) mostra-se de modo andlogo. Seja {x,} uma sequéncia
em X tal que

x, = x fortementeem X.

Entdo, para todo x* € X* e utilizando a desigualdade (A.3) segue que
Tim [[€x, 27) = €, 2] = lim [Kxy = x, 351 < lim [[x7]lllx, = xI| = 0.
u

Teorema A.1.11 (Eberlein-Smuljan) Seja X um espaco de Banach reflexivo e {x,} uma sequéncia em X tal

que para uma constante positiva K temos que
llull < K.
Entdo
i) Existe x € X e uma subsequéncia {x,;} de {x,} tal que

Xnj — X fracamente em X.

ii) Se para cada subsequéncia convergente fracamente de {x,} tem o mesmo limite x, entdo toda sequéncia

{xn} converge fracamente para x, isto é

Xy — x fracamente em X.

A.2 Alguns resultados sobre espacos L”

Seja U é um subconjunto ndo vazio de R" esejap € Rtalque1 <p < o0

Definicao A.2.1 Para1 < p < +oo temos

LP(U,R") = {f If : U — R, fémensurdvel e tal que f If(x)Pdx < +oo}.
u

com a norma em LP(U, R) dada por

I fllerrry = ( fu yicals dX) : (A4)
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Definic¢ao A.2.2 Uma funcio f : U — R, mensurdvel é dita essencialmente limitada se existe C > 0 tal que

|[f(x)| < C quase sempre (q.s) em x € U, ou seja
L¥(U,R") ={flf : U - R, fémensuravel e tal que existe C € R com |f(x)| < C},
com a norma em L= (U, R") dada por

Ifllzorry = esssup |f(x)] = inf{C > 0; |f(x)| < C g.sem x € U}. (A5)
xel

Notemos que em geral as igualdades (A.4) e (A.5) definem semi-normas uma vez que || f|lrr = 0
se e somente se, f = 0 quase sempre em U (veja [32]). Afim de contornar essa dificuldade define-se

em LP(U,IR") uma relagdo ~ dada por
f~g =4 f =g quasesempreem LL

A relagdo ~ é uma relagdo de equivaléncia.
Assim podemos considerar o quociente LP(U,IR") 1 < p < oo por ~. As classes de equivaléncias

obtidas por LP(U,IR")/ ~ formam um espaco vetorial com a norma

I A rey = (fu |f(x)|de)p , 1<p<co

I{ Yl urey = esssup|f(x)l, p= oo,
xel

onde f é a representante de qualquer classe de equivaléncia {f}. Por conveniéncia escreve-se
f € P(UR") e |Ifllr@urey para denotar os elementos e a norma em LP(U,R"), com 1 < p < oo.
Denotaremos LF(U, R") por LF(U) ou simplesmente L? e a ||fllpwrr) por llfllra ou simplesmente
lIfll, com 1 < p < oo.

Dizemos que duas fungdes definem o mesmo elemento de L” quando elas sdo iguais em quase todo

ponto. Mediante esta identificagdo tem-se

Teorema A.2.3 Para 1l < p < oo LV é um espago de Banach.
Demonstra¢do. veja por exemplo [10, Teorema 6.6]. ]

Se p = 2 temos L?(U) é o espaco de Hilbert com produto interno dado por
(u, )2y = fu u(x)o(x)dx.
Proposicdo A.2.4 (Desigualdade de Holder) Seja 1 < p < oo e q 0 seu conjugado isto é,
=1- % , 8¢ 1<p<oo

!

q

q:] , se p=oo (A.6)
q

= o0 , se p=1
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Entéo para todo f € LP(U) e g € L1(U) com fg € L}(U) temos:

L |f () gC)ldx <l flleranllgliaqn-

Demonstra¢do. Veja por exemplo [13, Teorema 4.6]. ]
Para p = 2 a Desigualdade de Holder é conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Uma
consequéncia da Desigualdade de Holder estabelece como se ddo as imersdes entre espacos L (U),

quando U tem medida finita.

Coroldrio A.2.5 Seja U C R", com pu(U) < +oo,peqtaisquel < p < g < +oo. Entdo
LUy c L/) e -l < p(W)"P 9 g

Prova. Se g = oo temos

A1, = fulfldx < IIfIIﬁolex = w1l

Sel<p < oo, seja f € LP(U) e apliquemos a desigualdade de Holder para o par (g, ﬁ) Entao

q-r

i = [ vveor = | If(X)I”-ldxs[ [ |f<x>|’%"dx]%[ [ W]q = @) T AL
u

Teorema A.2.6 (de representacdo) Sejal <p < coe @ € [LP(U)]", entdo existe tinico ¢ € LI(U) tal que
w.n= [vwrwa vfevw,
u

Além disso, verifica-se que:

1Plleaqy = @l -

Observacao A.2.7  Este teorema diz-nos que todo funcional linear continuo em LP(U), 1 < p < oo pode
ser representado por uma integral e a aplicagdo ¢ +— 1 é uma isometria linear sobrejetivo o que nos permite
identificar o espago abstrato [LP(U)]* com L1(U).

Sistematicamente podemos fazer a seguinte identificagdo L7(U) = [LP(U)]". Na tabela abaixo encontram-
se em resumo as principais propriedades de espacos LP(U) quando U é um subconjunto mensurdvel

1 1
de R", nela consideramos p # 1, p # 2 e g é tal que I; + 5 = 1. Para mais detalhes veja [13, pag. 103].
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Banach Hilbert Reflexivo Separdvel | Espaco Dual
Lr) Sim Nao Sim Sim Li(U)
LY(u) Sim Nao Nao Sim L=U)
L2(U) Sim Sim Sim Sim L2(U)
L) Sim Nao Nao Nao Contém L(U)

Definicao A.2.8 Seja A um conjunto mensurdvel em R", a fungio caracteristica de A é a fungio x 4 definida
por
1 ,se xe€eA

0 , se xeR"A.

xalx) =

Definic¢ao A.2.9 A funcio f : R" — R chama-se fungio simples se

n

f0 =)

k=1

n
comm € N, ay € Re I, = [][ax, byl é um intervalo em R" Yk = {1,2,...,m}.
k=1
Se U c R" é um conjunto aberto e limitado, denotamos por S(U) o conjunto de todas fung¢des

m
simples da forma )| ayxy,. Fato S(U) c LP(U), Vp talque 1 < p < co.
k=1

Proposicdo A.2.10 Paral < p < oo, entdo S(U) com u(U) < oo, é denso em LF(U).

Demonstra¢do. veja por exemplo [10, Proposicao 6.7]. [
Observagao A.2.11 Seque deste Proposi¢io A.2.10 em particular que LP(U) é denso em L(U).

Teorema A.2.12 Para 1l < p < oo e um aberto U. O conjunto das fungdes continuas em U é denso em
Lr ().

Demonstra¢do. Veja por exemplo [37, Teorema 3.14]. ]

Defini¢do A.2.13 (Fungdo Localmente Integravel) Sejam 1 < p < co e U um subconjunto aberto de R".
A fungio f : U — R é localmente integrdvel em L (U) e denotaremos L’Z) (U) se f for mensurdvel e para

qualquer compacto K tal que K C U temos

flf(x)lpdx < 00,
K

Proposicao A.2.14 Seju1l < p < co. Entdo LP(U) C Llloc(ll) e |-l < Cll-lp-

Demonstra¢do. Sem perda de generalidade suponhamos que f € LZC(U), 1 < p < co. Tomemos um
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subconjunto compacto K de U. Seja xx a fungdo caracteristica de K, temos que xx € L?DC(U) para

qualquer que seja q. Aplicando a desiguladade de Holder temos:

1

F@ldx = | [f@)xx@dx < | | 1F@)P dx| = ALK
J o= | Jirf (]

K

Tomando C = [K|", onde g é o expoente conjugado de p, chegamos ao resultado. ]

A.3 Convergéncia fraca em LV
Seja U um subconjunto aberto limitado e suave de R" e p, g conjugados (veja A.6).

Definicao A.3.1 Uma sequéncia {u,} em LP(U) converge fracamente para u € LP(U), e neste caso escrevemos
Uy = u fracamente em LF(U)

se

funvdx - f uvdx, Yo e L1(U).
u u

Se p = oo, dizemos que a sequéncia {u,} converge fracamente* para u € L*(U) e nesse caso escrevernos
U, = u fracamente* em L%(U)

se

funvdxefuvdx, Yo e LYU).
u u

Teorema A.3.2 (sobre a limitagio duma sequéncia convergente fracamente) Suponhamos que a

sequéncia 1 < p < oo e u, — u fracamente em LP(U) (— fracamente* em L=(U) se p = o). Entdo
(a) A sequéncia {u,} é limitada em LP(U), isto é, existe uma contante C > 0 independente de n tal que

Vne N lupllpw < C

(b) A norma é semi-continua inferior em relagdo a convergéncia fraca, isto é,
feellpry < Himoinf |uplp -
Nn—00

Teorema A.3.3 (sobre a convergéncia fraca em L”) Suponha 1l < p < oo e a sequéncia {u,} é limitada em

LP(U). Entdo existe uma subsequéncia que ainda denotaremos por {u,} e uma fungio u € LP(U) tal que
Uy —u, fracamente em LF(U).

Se p = oo, 0 resultado ainda vale substituindo fracamente por fracamente*.
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Observagdo A.3.4 O Teorema A.3.3 ¢é falso quando p=1 uma vez que LY(U) ndo é dual de L*(U). Mas
existe um resultado que substitue L'(U) como um subconjunto de um espaco chamado Espago de Medida de
Radon que denotemos por M(U) e usa a topologia fraca*. E define-se como sendo o espago dual do espaco das
fungdes continuas com suporte compacto C.(U), isto é, [C.(U]" = M(U), para mais detalhes veja por exemplo

[5, pag, 23].

Teorema A.3.5 Seja 1 < p < oo e {u,} uma sequéncia em LP(U). Entdo as sequintes afirmagdes sdo

equivalentes:
(1) uy — u fracamente em LP(U)

@) Munllpw) <C (independente de n)
2)
(i1) f Uydx — f udx, paratodoaberto IcC U
1 I

Se p = oo, 0 resultado ainda continua vdlido substituindo fracamente por fracamente* veja por exemplo [5,
pag. 25].
Demonstracdo. Suponhamos que vale (1) pelo Teorema A.3.2 (a) segue (i). Agora aplicando a
definicdo de convergéncia fraca para a funcdo ¢ = xy segue (ii). O que implica que (1) = (2).
(2) = (1) Seja ¢ € L1(U) com E + 1 = 1 pelo Teorma A.2.10 para todo positivo 1 existe uma fungdo
simples ¢, tal que: .

llp = @llsy <71
com

O =) XL,

m

k=1
n

ondem € N, ay € Re I = [][ax, bx] é um intervalo aberto em U para todo k € {1,2,...,m}. Entdo
k=1

fu (1 — ) pix = fu (1t — 1)y + @ — @yl = fu (1 — w)gpycl + fu (tn — 1) — pp)dx. (A7)

Em (i7) temos que quando n — oo

L(Mn—u)%=Zakf(un—u)dx—>0.

k=1 I

Em (i) aplicando a desigualdade de Holder temos que

f(un —u)(@ — @pdx < f [(un — u)(p — @pldx <y — ullppanlle — @yl < Cin,
u u

onde C; é independente de 1 e 1. Entdo 1) segue de (A.7) fazendo primeiro n — oo eentdon — 0. m
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Observacao A.3.6 Notemos que os Teoremas A.3.2, A.3.3 e A.3.5 dido-nos uma caracterizagido da con-
vergéncia fraca em espagos L¥ mas podem ser enunciados para um contexto mais geral, ou seja para qualquer

espago de Banach abstrato X.

A.4 Funcgdes periddicas rapidamente oscilantes

Nesta secdo vamos estudar uma importante classe de fungdes rapidamente oscilantes da forma

ae(x) = a(z),

€

onde 4 é uma fungdo periddica e € é um parametro positivo que toma seus valores em sequéncias

tendentes a zero.

A.4.1 Fungdes periddicas em L!
Denotemos por Y um hipercubo em R" definido por:

Y =10, 14[x]0, o[ . .., X]0, L,[, (A.8)

onde 1,1, ...,I, sdo nameros inteiros positivos. Referiremo-nos a Y como periodo referencial.

Definicdo A.4.1 Seja Y definido em (A.8) e f uma fungio definida quase sempre em R". A fungio f é Y-

periddica se e somente se
f(x +klie;) = f(x), gsemR", Vke Z, Vi€ (1,2,...,n},

onde {ey, ey, ..., e,} é uma base de R".
No caso n = 1 dizemos simplesmente que f é /;—periédico. Notemos que se f é uma fungdo Y-

periddica, entdo f. é uma fungao eY- periédica.

Defini¢do A.4.2 Seja U um conjunto aberto e limitado de R" e uma fungio f € L'(U). O valor médio de f

sobre U é um niimero real My (f) dado por

1
Mu(f) = T fu F)y.

Agora vamos provar um resultado que diz que o valor médio de uma funcdo periédica qualquer

pode ser calculado em qualquer conjunto transladado do periodo de referéncia.
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Lema A.4.3 Seja f uma fungdo Y- periédica em L(Y). Seja yo um ponto fixado em R" e denotemos por Y o

conjunto transladado de Y dado por

Y0:y0+Y.

Seja
fe(x) = f(g) g.s em R",

() ()dy = ff
(i) ffe (y)dy = ffe(y)dy-eff

entio

Prova. Se yp = (y(l), yo,...,yo). Entao Y :]yo,yo + ll[x]yo,yo + b[x..., X]yg, vy + Inl-

€{1,2,...,n} fixado e a fungao
D(yi) = f o fdyidys ... dyiadyi - dyn
[y o+l
é uma fungdo /;- periédica. Entdo para cada um dos periodos tem se
y(1)+11 0 ]/[1)+ll
fydy = f P(y)dy = f P(y1)dys + f P(y1)di
YO y(l) y(l) 0
Yo h yo+h
= - f D(y1)dyr + f D(y1)dyr + fl D(y1)diy
0 0 1

yo h
_ - f Oy ), + f O(ys + I — l)dys + fo Oy )y

I I
= f (y1)dy1 = f f dy2dys ... dyn.
H]yoy0+l[

Notemos que

y[z)+lz

y0+12
f  fdypdys...dy, = f  fdydys...dy, = D(y2)dy.
_Hl]y{),y{ﬁlj[ 5 _Hz]y{),y{ﬁlj[ %o
J# j>

Repitindo um célculo similar na dire¢ao de y, obtemos

Iy
f o fdyzdyg...dyn:f f . fdydys...dy,,
Hlly(]yyfﬁlj[ 0 1_[2]y(])r]/(])+lj[
J# J>

L b
fdy:f f f - fdyodys ... dy,.
Yo o Jo l'lzlyé,y{)+lj[
]>

portanto,

(A.9)

Seja
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Entdo (i) segue repitindo sucessivamente o mesmo argumento para y3, Y4, ..., ¥,. Por mudanca de
varidvel e um cdlulo similar a (i) obtemos (ii), 0 que completa a prova do lema. [ |

Para concluir este capitulo vamos provar o resultado sobre a convergéncia fraca em espagos
L7 de fungdes periddicas que é uma generaliza¢do ao fato de que uma fungdo periédica converge
fracamente para seu valor médio quando o nimero de oscilagdes aumenta.

Teorema A.4.4 Sejal <p < oo e f uma fungio Y—periédica em LF(Y). Seja f. € LP(U) definido por

fe(x) = f(g) g.sem R", (A.10)

onde U é um subconjunto aberto e limitado de IR".

Entdo,se 1 <p < oo,
fe = My(f) = |_11/| fyf(y)dy, fracamente em LF(U), quando € — 0.
Sep = oo,
fe = My(f) = % j;f(y)dy, fracamente* em LP(R"), quando € — 0.
Demonstragdo. Para provar este teorema vamos mostrar que se 1 < p < oo, entdo

1) llfellerquy £ C, ou seja que a sequéncia {f} é limitada em LP(U) para todo subconjunto aberto e

limitado de IR”, onde C é uma constante positiva independente de €.

2) lir% f (fe(x) = My(f)) dx = 0 para todo hipercubo I de R"
€ I

Para tal vamos decompor em etapas a saber:

Etapa 1. Estimativa priori
Sep = oo, entdo f € LY(Y) e f é Y-periddico e como f é definido em (A.10) podemos deduzir que
I fellLorry = 11 fllLeo(yy.-
Consequentemente pelo Teorema A.3.3 existe uma subsequéncia {f.} tal que
fe — F fracamente* em L*(R"). (A.11)

Agora consideremos 1 < p < c0. Seja U subconjunto aberto e limitado de IR", escolhemos €y € IN tal

que €U D Y. Entado pelo Lema A .4.3 temos

fy F(E) = f | fepd

n _ n.—n.n _ n P
€ f;_leoulf(x)lpdx—ee eoLlf(x)lpdx—eollfllmu).

p
”fe”Lp(Y)

IA
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Para obter a estimativa priori em LF(U) é suficiente mostrar que para todo hipercubo I de R",

existe uma constante C > 0 independente de € tal que

lfellray < C.

Podemos supor que I contém no minimo um conjunto transladado de Y.
Notemos que podemos obter n(e) conjuntos disjuntos de Y denotado por Y, k = 1,2,...,n(e) com

€Yy C I e n’(e) conjuntos disjuntos transladados de Y denotados por Y} , ] =12,...,1n () com

n(e) n’(e)
Ic [kU1 eYk) U [U1 eYj] (A.12)
— ]:

Sejam L1, Ly, ..., L, os comprimentos das arestas de I. mostremos primeiro que

eYin dl # 0, tal que

I
) hir(}e n(e) = ||Y||
Ly I (A.13)
(i) lime™(e) < Z(H ]) | ll'
Para cada € > 0, existe ki,k;, ...,k € N tais que para todoi=1,2,...,n tem se
Li=ekili+y;, com 0<y$<el,
e consequentemente
L‘
eké — l—l quando € — 0. (A.14)

Por outro lado observemos que o ntiimero de periodos transladados de €Y estritamente incluidos em
1é

ne = ki Xk x--- X ki,.
Assim de (A.14) implica que

L1 XLyx---XL, _ﬂ
Lxlhx---xl, [Y]|

e'ne —

que € a afirmacdo (A.13)(i).
Para avaliar n;, observemos que os conjuntos Y} e Y;. podem ser escolhidos de tal modo que
o hipercubo I seja coberto pela unido disjunta dos conjuntos K¢ transladados de €Y definidos por
= (k{ + 1) x (k§ + 1) X --- X (kj; + 1), donde

Kezlljkf+i(nk‘;)+ ‘

=1 j#i i=

n

k’f+1.
1

Entdo

néSKe—n€:A€+Be,
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n

A=Y (1) e Bezznl‘kf+1.
=

i=1 " j#i
Assim de (A.14), vemos que
n n L i n L X |I|
n—1 _ n-17€ - I 7
© Ae_.Z(He kf)_>, (Hz-)sn‘ ;v
=1 j#i =1 j#i / j=1 /
paratodoj=1,2,...,ntem-sel; <L;. Istoimplica (A.13)(ii) uma vez que pela construgéo os B, sdo
de ordem -2 em k¢ multiplicando por €' obtemos uma soma finita de de  termos que convergem

para zero, ou seja,

n
" 1B, = Z e”'lkf +e"1 50, quando € =0 (n>1).
i=1

Agora a periodicidade de f, e o Lema A.4.3 ddo-nos que

n(e) n’(€) n’(€)

n(e)
el < Zf |fe|de+Zf |f€|de=Zenf |f(x)|de+Z€nf|f(x)|dx
k=1 V€Y j=1 VeY; =1 Y% =1 VY

n(e) n’(e)
[Z 1+ ; 1]e" fy lf)Pdx = [n(e) + n’(e)]e" fy lf(y)Pdy

k=1
ClAy - (A.15)

E claro que C é uma constante arbitraria positiva e independente de ¢, pois pela estimativa (A.13)

temos que:

_ || I
n(e) + n'(e)le" = n(e)e" +en’(€)e ' » — +0-n— = —, quando € — 0.
[n(e) + ' (@)le” = n(e)e” +en' (@™ = L +0-mz = 2, q

O que significa que a sequéncia {f.} é limitada em LP(U) para qualquer subconjunto aberto U de R".

Em particular paral < p < oo assim podemos aplicar o Teorema A.3.3 para extrair uma subsequéncia

{fe} tal que

fe = G fracamente em LP(U). (A.16)

Etapa 2. Identificacdao do limite

(@ Casol <p<oo
Seja U um subconjunto aberto de R”. Pela primeira etapa e o Teorema A.3.5 para identificar o

limite em (A.16), é suficiente mostrar que

_ _
[ o — [ metrp = mmscn = [ eon,
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(b)

()

Yo € L}(U) e para todo hipercubo I c U. Utilizando (A.12), ¢ = 1 e pela Observagdo A.2.11

tem-se
n(e) n’(e)
€ a = € a e( )d
n’(e)
= w0 [ foy+ Y, [ oo

=1 j

Da estimativa (A.13) segue que

n(e)e" fy fy > o fy Fdy = MMy () = f1 My (fix

[ ftwa [ swar| »o

Consequentemente, em (A.16) tem-se G = My(f). No entanto pelo ii) Teorema A.1.11 implica

e também

n'(€)

Z fY’. N IfE(x)dx

=1

<n'(e)

=€"n’(e)

que qualquer sequéncia de {f.} converge para My(f).

Casop = oo
Seja U um subconjunto aberto limitado de R” e yy; uma fungdo caracteristica. Em particular

para toda ¢ € L2(U) tem-se ¢pxy € L'(U). Entdo de (A.11) obtemos que
f ferpdx — f Fodx,
u u

fe — F fracamente em L2(U).

desde que

Pelo caso anterior e pela unicidade de limite temos que
F=My(f) gs em U

e por conseguinte quase sempre em IR", uma vez que U é arbitrario. De novo pelo ii) Teorema

A.1.11 implica que qualquer sequéncia de {f.} converge para My(f).

Casop=1
Como o conjunto limitado no espaco L! ndo é fracamente compacto entdo ndo podemos aplicar
o argumento usado nos casos anteriores. Para provar o resultado vamos aplicar o argumento

de densidade. Com efeito para todo 1 > 0, existe g € L*(Y) tal que

Ilf — Sy <1 (A17)
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Vamos estendemos g por periodicidade em quase todo ponto de IR” por
g(x +klie)=g(x) gs em Y VkeZ Viell,2,...,n}
onde {ej, e, ..., e,} é a base candnica de R". Defina g.(x) por
x
ge(x) = g(z) em R"

Seja U um subconjunto aberto e limitado de IR”. Entdo para todo ¢ € L*(U), e adicionando e

subtraindo termos correspondentes tem-se

[ G-ty = [ (s [ (g~ Mytpds
u u u
+ f(MY(g)_MY(f))(de. (A.18)
u

Se I é um hipercubo em R" tais que U C I, de (A.15) e (A.17) resulta que existe uma constante

C; independente de € e 7 tais que

'f (fe = ge)p()dx| < 'f(f — 8e)p(x)dx| < (n(e) + 1’ ())e" f /) = g@liplidx
u ! I
%Ilf ~ 8llullpl=w = Crlipli=w).

De (A.17) tem-se

| fu (My(g) ~ My() g

onde C; é uma constante independente de € e 7. Finalmente por (a)

< Conllelliewy,

fu (ge — My(g))pdx — 0.

Consequentemente de (A.18) temos

fu (f: = My(H)pdx — 0

uma vez que 1) é arbitrdrio, dessa forma concluimos a demonstragdo do Teorema. ]



APENDICE B

ALGUNS RESULTADOS SOBRE ESPACOS
DE SOBOLEV

Neste capitulo, pretendemos abordar algumas questdes sobre os espacos de Sobolev W"#(U), como
sdo construidos e algumas propriedades desses espacos que sdo frequentemente usadas ao longo

do texto. Para mais detalhes pode-se consultar por exemplo [32, 31, 13, 5, 28].

B.1 Derivada fraca

Seja ¢ uma funcao real definida num aberto U de R", ¢ é mensurdavel, e seja (O;)ier a familia de
todos subconjuntos abertos de O; de U tais que ¢ = 0 quase sempre. Consideremos o subconjunto

O = JO;. Entao ¢ = 0 em O e consequentemente

Definicdo B.1.1 Para uma fungio ¢ : U — R o suporte da ¢ denotado por supp(¢) é definido como sendo o
subconjunto fechado de U,

supp(p) = U\O.

Se ¢ é uma fungdo continua em U, entdo

supp(p) = {x € O | p(x) # 0}.
Se este conjunto for um conjunto compacto de IR" diremos que ¢ possui suporte compacto.
Definicao B.1.2 (Fungdes teste). Para U C R", o conjunto
Co) ={ueC™U): supp(u) cc U}

61
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das fungoes suaves do suporte compacto. Tradicionalmente D(U) é frequentemente usado para denotar

Cy(U), isto &, D(U) € o espago das fungoes teste.

Teorema B.1.3 Para 1 < p < oo 0 espago D(U) é denso em LP(U).

Demonstra¢do. veja por exemplo [28, Proposicdo 6.] [

Definicdo B.1.4 Definimos um multi-indice de a de ordem k como uma n-upla a = (a1, ao, . .., ap) tal que:

n

la| = E a; e al=ala!--a,l,
i=1

onde a; € IN". O niimero |a| é a ordem do multi-indice a. Se |a] > 1 e x = (x1,xp,...,Xy), entdo

o a a
1x2,

172

Qn

xt =x .

Se f € C(U) denotamos
olal f

A1 )02 Qn
Ix|'dxy? -+ - Ixy

o operador de derivacdo quando a derivada mista do lado direito existe. D“f = f quando |a| = 0.

Df =

Temos que D* f é uma fungado definida em U que toma valores em R. Assim, quando f possui todas

derivadas mistas de ordem k escrevemos
D*f(x) = {D*f(x) : @ é um multi-indice de ordem k}.

Definigdo B.1.5 (Derivada fraca). Suponha que u € L; (U). Entio v* € L; (U) chama-se a-ésima

derivada fraca de u e escreve-se v* = D%u se
f u(x)D*(x)dx = (1) f P p(x)dx Vo € CX(U).
u u

Definicdo B.1.6 Seja {¢,,} uma sequéncia D(O). Dizemos que a ¢, converge para um elemento ¢ € D(0),

Se e somente se
i) Existe um conjunto compacto K C O tal que para todo n € IN supp(¢,) CK,n=1,2,...;

ii) Para todo a € IN", D*p,, converge uniformemente para D*¢ em K, quando n — oo.

B.2 Distribuicoes

Com base na definicdo anterior sabemos sobre a convergéncia em C7’(U), assim podemos defi-
nir funcional continuo em Cg’(U). Tal funcional ¢ chamado distribuigdo, veremos também a sua

convergéncia e algumas operagdes.
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Definicdo B.2.1 Seja O ¢ R". O funcional linear continuo T : D(O) — R é dito distribuicido em O, se e

somente se
i) T é linear, isto é,
VA1, A2 €R, ¢1,902 € DO)  T(hpr + Aapa) = MT(@1) + A2 T(g2);
ii) T é continua em sequéncia, isto é,
(pn =@ em D) — (T(pn) = T(p)).
Denotaremos por O’(0) o conjunto das distribui¢des em O e T(¢) = (T, ).

Exemplo B.2.2 Seja f € L}OC(O). O conjunto

(Ty, ) = fo fodx, Vo € DO) (B.1)

¢é uma distribuicdo.

De fato, Ty ¢é linear pois,

(T, + Adra) = fo FE@1 + Apa)()x fo F@b1(0dx + 1 fo FOIba@dx = (Tp, 1) + AT, ),

e T é continua, pois se ¢; é uma sequéncia convergindo para ¢ em D(0) tem-se
f j

f Fby - D)
supp(¢;)

Onde K ¢ um conjunto compacto que contém o supp(¢;), ¥j. Portanto a Definicao B.2.1 logo Ty ¢é

KTy dj =Pl =

< ”f”Ll(K) sup |¢)] - ¢| — 0.
K

distribuicao. ™
De acordo com [10], mostra-se que se (T, ¢) = (T, ¢) paratoda ¢ € D) e f,g € L} (O). Entdo

Loc

f = g gq.5s. Com base na igualdade (B.1) podemos enunciar o seguinte teorema
Teorema B.2.3 Se f € L] (O) é tal que

fof(x)qb(x)dx =0, VYo eDO).

Entio f =0, g.semO.
Demonstra¢do. Veja por exemplo [28, Proposigao 3]. ]
Com base no Teorema B.2.3 segue que se T ¢ definido tal como em (B.1) mostra-se que Ty = O se e

somente se f = 0, veja por exemplo [28, Proposigdo 4]. Esta observagdo nos induz a
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Definicdo B.2.4 Dizemos que a distribuicio T é em Lioc(O) (respectivamente L}(O)) se existe f € L%DC(O)
(respectivamente em L(O)) tal que T = Ty, onde Ty é dado em (B.1).

Observacdo B.2.5 Suponha que T € D' (O) é como na Definicio (B.2.4). Entdo a fungdo f estd bem

determinada em vertude do Teorema B.2.3. Por isso podemos identificar frequentemente T com f, ou seja,

) = (Tj, ) = fo fodx.

Assim podemos identificar as fungdes localmente integrdveis com o funcional Ty dado em (B.1) e podemos
considerar outros espacos de fungdes como LP(0), 1 < p < 00, CK(0), 1 < k < 0o como subespagos de I (O).
Neste sentido as distribui¢des sdo denominadas fungdes generalizadas. A nogdo de convergéncia

para sequéncia em 2 (O)

Defini¢ao B.2.6 A sequéncia {T,,} em O’ (O) diz-se converge (no sentido de destribuicdo) para um elemento

T € D'(0), se e somente se

(Tn, Y 0),00) = T, ®)o0,00 ¢ €DO,).

A denotagdo para esta convergéncia é dada por
T,—>T em 2D'(0).

Definicido B.2.7 (Derivada da distribuicdo) Seja T € 9/ (O) para todoi = 1,2, ...,n a derivada g—xT deT
i

em relagdo a x; é definido por
d
<9_T,(p> __ <T, _(P> Vg € D(O).
%" 0)00) i 10, 010)

, aT . . . . . ,
E claro que =—,i=1,2,...,n é linear pois o operador derivada ¢é linear. Agora seja ¢, — 0 em

axi’
d
D(O0) temos que % — 0em D(0) o que mostra que % é continua e portanto é uma distribuicdo. E
1 1
além disso se T, converge para T no sentido de distribui¢do entao axr‘l converge para g—xT no sentido
1 1
de destribuicdo parai=1,2,...,n,isto é,
aT . aT
(T @) >(T,p) VpeDO) e (—— )= (S¢p) YpeDO) entio S=-—.
1 1

De fato,

o )= Ip\ _ .. ap\ . [aT, \ _
<a—xi,§0> = —<T, 8_x1> = —11m<Tn, 8_x1> = hm<a—xi,90> ={(S,¢) Yo eDO)
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d
Observacio B.2.8 Seja f € LY(O). Suponhamos que f é derivavel no sentido de destribuigdo % éem L1(O).
i

pelo consideragdes feita acima temos

) . _ of
ffadex _f(;a_xi(de' Yo € D(0). (B.2)

Esta observagao juntamente com o Teorema B.2.3 diz em particular que se a fungao é da classe C'(O)

a derivada no sentido de destribuicdo coincide com a derivada com a derivada usual.

B.3 Espagos de W"7(Ul)

O espago Linear W"?(U) é construido da seguinte forma. Uma fungdo u € W"P(U) se u € LP(U) e
se todas as derivadas fracas de ordem menor ou igual a m pertencem a LF(U), ou seja. Considere U
um dominio limitado em IR" e denotemos por m a parte inteira de s e por ¢ a sua parte fracionaria

ou sejas = m + o. Por [31] temos

Definicdo B.3.1 (Espacos de Sobolev) W"(U) é o espago de todas as distribui¢oes definidas em R", tais

que:

(a) D% € LP(U) para |a| < m, quando s=m é um inteiro ndo negativo.

IDu(x) — D*u(y)l L N ,
(b) e — g dxdy < oo, para |a| = m, quando s = m + o é ndo inteiro e ndo negativo.
uxu

Definimos neste espaco a norma: Para o caso (a)
Ip

f |D“u|pdx] , (B.3)

”””m,p,u = (

la|<m

e para o caso (b)

1/p
ID%u(x) = D*u(y)P
litlls 1z = [||u||mpu+2 f fu L (B4)

|a|=m
O espago W"P(U) munido da norma (B.3) é um espago de Banach e é separdvel [32, Teoremas 3.3 e

3.5]. No caso p = 2 é um espaco de Hilbert munido do produto interno
(M U wm2(U) = f Z D"‘u(x Da
|ac|<m

Definicdo B.3.2 H™*(U) é o completamento na norma (B.3) do espago das fungdes u : U — R da classe
C"™(U) tais que D*u € LP(U), com |a| < m.
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Prova-se que W"P(U) = H™P(U) para 1 < p < oo (veja por exemplo [32, Teorema 3.17]). No caso
quando p = 2 tem-se uma notacdo especial H"?(U) = H™(U). No caso particular em que m = 1 e

p = 12 temos que W'2(U) = H'(U) é um espaco de Hilbert e defini-se como

HY\U) = {ul u e L), g—; el>U), i=1, 2,...,n}, (B.5)

dotado do produto interno seguinte

B = (Ju v B - du dv 1
(M, 'U)Hl(u) = (M, U)LZ(U) + E (a—xZ 8_3(1) . = Luv + E L 8__)(18_3(,‘1 u,veH (U) (B6)
i=1 L2(U) i=1

Uma norma associada é dado por

/2

1/2
LZ(U)] ( |M||Lz(u) + Z ||VM||L2(U)] , (B.7)

o
dx1  dxy” T Ixy, )

”u”Hl(U) ( |u||L2(U) axl

onde Vu é o gradiente de u e é definido como Vu = (

B.4 Imersoes de Sobolev

Muitas propriedades de espagos de Sobolev definidos em um dominio U e em particular proprie-
dades de imersdo destes espacos dependem das propriedades de regularidade do dominio U, que
geralmente sdo expressas por condi¢des geométricas que podem ou ndo serem satisfeitas num dado
dominio. Nessa 6tica antes de enunciar os teoremas de imersdo de Sobolev precisamos de algumas
defini¢des sobre essas propriedades geométricas de dominio U que podem ser encontradas para

uma leitura mais aprofundada em [31, 32], pelo que

Defini¢ao B.4.1 Uma cobertura aberta O de um conjunto S C R" é dita localmente finita se todo conjunto

compacto de R" pode intersetar no mdaximo um niimero finito de elementos de O.

Defini¢ao B.4.2 Um dominio U satisfaz a Propriedade Lipschitz local se existe uma cobertura localmente

finita I por abertos U tais que I N U sdo grdficos de fungoes uniformemente Lipschitz.

Definicado B.4.3 Seja U um dominio em R". A fronteira dU é dita Lipschitz continua existem constantes

aj, 1 < j < neparacada x € JU existe uma vizinhanga V de x em R" e novas coordenadas ortogonais

v, v2,..., yu) tais:

(a) V' éum hipercubo nestas novas coordenadas

={(y1,y2,-- ., yn) 1 —aj<yj<aj, 1<j<nj;
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(b) Existe uma aplicacdo ¢ : V' — R Lipschitz continua, onde V' é definida por
V=i, v2 - yn1) 0 —aj<yj<aj, 1<j<n-1}

tais que
lp(y')| < a,/2 paratodo v’ = (y1,y2,...Yn-1) €V’
Unv=_{y="y)€V: yn <oy
UNV ={y=" y) €V yn= o)

Por outras palavras a Defini¢do B.4.3 diz que em uma vizinhanga de x o dominio U pertence ao

grafico da ¢ e consequentemente a fronteira JU é gréfico da ¢.

Definicdo B.4.4 Uma fungio de ¢ : V' — R é dita Lipschitz continua se existe uma constante positiva K

tal que
lp() —pW)l < Klx—yl, Yx,yeV’,

onde a constante K é chamada constante de Lipschitz.

Defini¢do B.4.5 C}(U) é o espago das fungoes u € C™(U) tais que D*u, 0 < |a| < m é limitada em U.
munido da norma

”Mllcgt(u) = Ol'Il'lEilX Sup |Dau(x)| (B8)

<lal<sm yeyq
m A A ; m(q7 5 :
Cj (U) € um espaco de Banach e ¢ maior que o espago C"(U) em que os seus elementos ndo precisam

ser necessariamente uniformemente continuas, onde
c"™U) = C"™U) N {u, D*u tem uma extensao continuana U, 0 < |a| < m}.

Antes de enunciar os teoremas de imersdo de Sobolev vamos dar a seguinte no¢do. Sejam Z; e Z;

espacos vetoriais normados. Dizemos que Z; é uma imersio em Z; se
Z1C7Zy (B.9)
O operador identidade I é considerado como um operador que age Z; em Zj, ou seja,
VieZy I(f)=f 1:Z1— 2, (B.10)
que é possivel gragas a (B.9), chamaremos operador de imersio correspondendo a imersao (B.9).
Definicao B.4.6 Sejam Z; e Z; espagos vetoriais dizemos que Z1 é uma imersio continua em Z e escrevemos

Zy > 2y, (B.11)
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se em (B.9) o correspondente operador de imersdo é continua, isto é existe C > 0 tal que Vf € Z;
lfllz, < 1fllz,- (B.12)

Teorema B.4.7 ( de Imersdo de Sobolev) Seja U um dominio em IR" satisfazendo a propriedade de cone
(veja [31, Definicdo 1.2.2.1]), j e m inteiros ndo negativos e p satisfazendo 1 < p < co. Entdo as imerses

seguintes sio continuas

I) Se mp < n, entdo,

. . np  def
Jmp z <g< =p" .
WU < W) p<g< T (B.13)
ou
W™P(U) — LIU) p<q<p". (B.14)
WP (L) < WI(U), p<q< co. (B.15)
III) Se mp > n, entdo,
WP (L) < CL(U). (B.16)
IV) Sep(m —1) <n < mp e U tem a grande propriedade Lipschitz local, entdo,
WItmP (L) — CHNU), 0<A<1. (B.17)

Onde C/* denota o espaco de Banach das restricdes U das funcdes pertencentes a C (IR") equipado

da seguinte norma induzida

a ID*u(x) — D*u(y)|
llulloir = max sup|D%u(x)| + max sup
0<lal<m yeqg lar|<k el llx — ylIP
X#Y

Demonstracdo. Veja por exemplo [32, Teorema 5.2] [

Teorema B.4.8 (Rellich- Kondrachov) Seja U um dominio limitado satisfazendo a propriedade de cone, j
e m sdo inteiros nio negativos, com m > 1 el < p < co. Entdo para qualquer j as imersoes seguintes sio

compactas:

I) Se mp < n, entdo,

WP < W) 1<q<p" (B.18)

II) Se mp = n, entdo,

WP (L) s WI(L) 1< g < oo. (B.19)
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III) Se mp > n, entio,

WIHmP(L) < CL(U), (B.20)
IV) Se U satisfaz a grande propriedade Lipschitz local, entdo,

WitmP(U) < Cl(Up) , se mp>n
. (B.21)

WiHmP(U) — CMUy) , se m—1< g <m e 0</\<m—;.
Onde Uy é um subdominio de U.

Demonstra¢do. Veja por exemplo [32, Teorema 6.2] [

B.5 Espaco Wgz P

Por [31] a defini¢do B.3.1 néo se aplica para o conjunto D(U) pois o conjunto das fungdes Cy’(U)
ndo é denso em W"?(U) para m > 1. Consequentemente o espago dual de W"?(U) ndo pode ser
identificado como o espago das distribui¢des em U. Motivados por esta razdo introduz-se o seguinte

espago:

Definicao B.5.1 Para m > 0 denotemos por WZJ" Py o fecho de D(U) em relagio a norma em W™F(U). O
que equivale a dizer que Wén P(U) é 0 fecho em W™ P(U) de todas as distribuicdes com suporte compacto em U.

Assim segue a extensdo da defini¢dao B.3.1

Definicao B.5.2 Para m < 0 denotemos por u € W™P(U) o espaco dual de W="1(U) onde p e q sdo
conjugados definidos pela relagio (A.6).

Em especial para p = 2 como fizemos antes WZJW Py = H{'(U) também ¢ espago de Hilbert. Quando
s =1 e temos

WA (U) = Hy(U). (B.22)

E claro que H(l)(U) — HY(U), logo H(l)(U) é um espago de Hilbert com o produto interno (B.6).
As fung¢bes em Hé(ll) sdo caraterizados como sendo funcdes em H!(U) que se anulam na U,
mas precisamente u € H(l)(U) sdo definidas quase sempre e a medida é nula na fronteira JU e assim

temos o seguinte resultado

Teorema B.5.3 Suponhamos que u € H'(U). Entdo u € Hj(U) se e somente se u = 0 quase sempre na

fronteira U Lipschitz continua. Ou seja
H(l)(ll) ={ulue HU), eu=0 quase sempre na dU}

Demonstragdo. Veja por exemplo [13, Teorema 8.12]. ]
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Teorema B.5.4 ( de Green) Suponhamos que a fronteira JU é Lipschitz continua. Entdo para todo u,v €

HY(U) temos
fua—vdx——fﬁvdx+f (u)y(v)vido,
u ox u ox; MRt

ondev = (v1,Vva,...vy) é o vetor normal exterior a U e y(v) é o operador trago veja [5, Teorema 3.28] de v na

fronteira JU

Proposicdo B.5.5 (Desigualdade de Poincaré) Existe uma constante Cyy tal que
iz < CullVullizqy,  Yu € Hy(U).

A constante Cyy é uma constante que depende apenas de U.
Demonstra¢do. Veja por exemplo [5, Proposigdo 3.35]. [
Os teoremas de imersdo de Sobolev continuam vélidas para W'#(U) sem nenhuma pré-condigdo

para a fronteira dU e temos

Teorema B.5.6 As sequintes inclusoes sio verdadeiras:

1 imersdo compacta para q €]1,p*], p*= i
i) Sel<p<oo W, (U) = LIU), com n-p

imersdo continua para q = p*;

ii) Sep=n Wé'p(ll) = LI(U), com imersdo compacta para g € [1,+o0];
iii) Sep >n Wé’p (U) — COU), com imersio compacta .
Em geral param > 1e1 < p < oo para o espago W"P(U) e segundo a defini¢do B.5.1 mostra-se que
Wy P(U) = fu e W™P(U) : u = D(u) = --- = D" () = 0na oU}.

O espago H(l)(U) € muito importante no estudo de problemas elipticos e conforme a defini¢do B.5.2.

Temos
Defini¢do B.5.7 o espago H™'(U) é um espago de Banach definido por
H™H(U) = (Hy(W)y (B.23)

equipado com a norma
IKF, u>H—1(U),H(1)(U)|

IFllg-1uy = sup (B.24)

manor Mz
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Observacdo B.5.8 Suponhamos que a fronteira U é Lipschitz continua, tem-se que
LA(U) — H™Y(U)

com imersdo compacta.

Para finalizar esta se¢do observemos que para 1 < p < oo o espaco LP(U) pode ser identificado com
o seu dual LI(U), p e q sdo conjugados e que pelo Teorema B.1.3 0 espago D(U) é denso em LF(U), e
juntamente com o fato de que Hé(ll) < H'(U), os Teoremas de Imersdo B.4.7 e B.4.8 e a Observacio

B.5.8 temos que as seguintes imersdes sdo compactas

Hy(U) — H(U) — L*(U) = H™'(U).



APENDICE C

TEOREMA DE LAX-MILGRAM

Neste capitulo, pretendemos enunciar o Teorema de Lax-Milgram que garante a existéncia e uni-
cidade de alguns problemas de Equagdes Diferenciais Parciais, ele estabelece que cada funcional
linear definido num espago de Hilbert H esta associado a um tnico elemento em H de maneira que

este funcional pode ser representado por uma forma bilinear e continua veja [5, 13].

C.1 Formas bilineares em espacos de Banach

Defini¢ao C.1.1 Seja V um espago de Banach. Uma aplicagido a : V X V — IR é uma forma bilinear em V se

e somente se para qualquer u € V fixado as sequintes aplicagdes

au,):ueVm—auv)eR
aGbu):ueVialu,v) e R

sao lineares.

Definicdo C.1.2 A aplicagioa : VXV — R é limitada em V se e somente se existe uma constante C > 0 tal
que

la(u, v)| < Cllullvllolly- (CI)

Proposicdo C.1.3 Sejaa: V XV — R uma forma bilinear. Entdo a é limitada se e somente se a é continua
emV XV,

Prova. (=) Suponhamos que vale (C.1). Entdo para (u,v) e (19, vg) € V X V temos

la(u, v) = a(uo, vo)| la(u, v) = a(u, vo) + a(u, vo) — aluo, vo)| = la(u, v — vo) + a(u — uo, v)|

IA

la(u, v = vo)l + la(u — uo, v)| < Cllullvllo — vollv + Cllu — uollvilollv,

72
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que nos dé a continuidade deaem V x V.

(<) Suponhamos que a é continua entdo para qualquer ¢ > 0 existe 6 > 0 talque
lwlly <0, llzllv <6 = la(w,2)l < & (€2)
Agora pela linearidade, temos para todo u,v € V\{0} temos

la(u, v)| —'a( u v ), (C3)

llullvlolly llully " lolly

introduzindo w e z como se segue

bbb u b v
200y 27 210l
E claro que
ol = 2 <5 Jlly = 2 <6 (C.4)
vV = > )y vV = 5 . .

Escrevendo (C.2) para w e z definidos em (C.4). Temos

4 4
= gla(w, z)| <

‘ ( u v )
a\——, —— —=¢
llully” llollv 62’

que junto com (C.3) dd-nos que

la(u, v)| ' u v 4
= a( , ) < —26
llullvilolly llullv ™ llollv /1 = 6
doC = ! C i
e tomando C = 2 segue (C.1) como queriamos. ]

Definicao C.1.4 A forma bilinear a em V é simétrica se e somente se
a(u,v) =a(v,u), Yu,veV.

E positiva se e somente se

a(u,u) >0, YuelV.

Definicao C.1.5 A forma bilinear a é dita V— eliptica ou coerciva em V com a constante o se existe a

constante ag > 0 tal que

a(u,u) > cxollull%/, YueV.
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C.2 Teorema de Lax-Milgram

Seja 2 uma forma bilinear em um espago de Hilbert H e F € H* onde H* é o espago dual de H.

Consideremos o seguinte problema

Encontrar u e H tal que

a(u,v) = (F,0)gr 1 Vv €H.

(C.5)

A equagdo (C.5) chamaremos equagdo variacional e v € H chamaremos fungdo teste. O teorema
de Lax-Milgram d4-nos condi¢Ges sobre a existéncia e unicidade das solugdes da equagdo (C.5) e
basea-se fundamentalmente no teorema de Representacdo de Riez para o dual de um espaco de

Hilbert que enunciamos a seguir

Teorema C.2.1 (de representacdo de Riez) Seja H um espago de Hilbert e F € H*. Entdo existe uma
tinica ©F € H tal que

(F, ’(’))ﬂ*’q_{ = (TF, U)«H Yo e H. (C.6)

Além disso, a aplicagdo injetora

t:FeH —»1FeH

é uma isometria (isometria de Riez), isto é, satisfaz
lTFllge = IIFllg- (C7)
Pelo exposto acima ja estamos em condigdes de enunciar o seguinte resultado geral

Teorema C.2.2 (Lax-Milgram) Seja a uma forma bilinear e continua em um espago de Hilbert H e F € H*.
Assumimos que a é coercivo com constante ay. Entdo a equagdo variacional (C.5) tem solugdo tinica u € H.

Além disso,

1
lleallge < —IFllge-- (C.8)
ap

Demonstragdo. veja por exemplo [5, Teorema 4.6]. ]
Se a forma bilinear a é simétrica entdo a(u, v) € um produto interno equivalente a (-, -)¢; e portanto é
uma consequéncia do Teorema C.2.1. Além disso, a equagdo variacional (C.5) pode ser caracterizado

como um ponto minimo de um funcional adequado. Veja [5, pag. 68]



APENDICE D

GRAU TOPOLOGICO DE LERAY &
SCHAUDER

Neste capitulo pretendemos abordar algumas questdes sobre grau topolégico de Leray & Schauder
suas propriedades, Teorema de Schauder sobre ponto fixo que garante a existéncia solugdes de uma

equacao diferencial parcial eliptico. Para uma leitura mais aprofundada sugerimos [22, 14, 7, 12].

D.1 Aplicacdes Leray & Schauder

Os conjuntos X e Y sempre denotaram espagos de Banach munidos danorma |[|-|, e I um subconjunto

do espago de Banach X.

Defini¢ao D.1.1 Seja U C X. Diremos que U é compacto se qualquer sequéncia de pontos de U contém uma

subsequéncia que converge para algum ponto de U.

Definicao D.1.2 Seja X, Y espagos de Banach, U C X. Diremos que uma aplicagdo f : U — Y é compacta se
i) f écontinua;
it) f(A) é um conjunto compacto para todo conjunto aberto e limitado A C U.

Equivalentemente f é continua e f(U) é relativamente compacto, isto é todo suconjunto fechado e limitado de
U temos que f(A).
Denotaremos por K(U,Y) := o conjunto das aplicacdes compactas de U em Y e escreveremos

simplesmente K(U).

75
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Defini¢ao D.1.3 Uma aplicagio f : U — X diz-se de Leray & Schauder que abreviadamente escreveremos

L-S se:
i) O(x) #0,Vx € dU

ii) @ é uma perturbagido completamente continua da identidade, isto é ® = I — f e é completamente

continua.

Vamos provar algumas propriedades das aplica¢des L-S:

Proposicdo D.1.4 Seja U um subconjunto limitado de X e f : U — X uma aplicagdo L-S. Entdo
i) f(A) é fechado para todo conjunto fechado A c U
ii) f~Y(K) é compacto para todo conjunto compacto de X.

Demonstra¢do. Seja® =1-f

i) Assumaque{x, : n € N} C Xe{f(x,)} converge para um pontop € X. Como @ é completamente
continuo e V é um conjunto aberto e limitado, existe uma subsequéncia {x, jlj tais que f(xy))

converge para algum y € X. Temos que
y+p= jETW Xnj-
Mas por hipétese temos que A é um conjunto fechado entdiop+y € Ae
fy+p) = f(limx,;) = lim f(x,;) =p, assim p € f(A).

ii) Seja {x, : n € N} C f‘l(K). Existe uma subsequeéncia {x,;} C f‘l(K) tais que {®(x,;)}; converge
para algum y € X. Temos que x,; — D(x;,;) = f(x,;) € K e como K é um conjunto compacto a

subsequéncia x,,; — ®(x;;) converge para algum p € X. Assim

lim Xnj = ]-l_i,rﬂo(x”j - (D(xnj) + @(xnj)) =y+tp.

j—>+oo
Como f~1(K) é um conjunto fechado, temos que p+y € f~}(K) e portanto f~1(K) é um conjunto

compacto. m

Proposicio D.1.5 Seja U é um conjunto fechado e limitado em X e f : U — X uma aplicacdo L-S injetora,
entdo a aplicagdo f~': f (U) = X é uma aplicagio L-S.

Demonstra¢do. Seja ® =1 — f. Temos que

[=D+ f=(@ofl+Dof
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Assim vemos que ! = ®o f1 41

Primeiro vamos mostrar que ® o f~! é relativamente compacto para todo A ¢ f(U) limitado. Com
efeito f~1(A) c U é limitado e ® é compacto entio ® o f~(A) é relativamente compacto.

Para provar que ® o f~! é continua consideremos a sequéncia {y, : nIN} ¢ f(U) convergindo para

y € f(U). Existe um conjunto {x, : n € N} € U e um ponto x € U tais que

Yo = flxn) e y=fx)

E suficiente mostrar que
Xu = fHyn) = x = (W)

Pela Proposicdo D.1.4 e como {y, : n € N} é relativamente compacto vemos que o conjunto {f~1(y,) :
n € IN} é também relativamente compacto. E consequentemente podemos extrair subsequéncia tal

que {x,} converge para algum pontoa € U. Agora usando a continuidade de f em a temos que

fla) = jlgrpm flxnj) =y = f(x)

e como f é injetor, concluimos que a = x. ]

D.2 Grau topolégico de Leray & Schauder

Definigao D.2.1 Seja U c X e .27 : U x [0,1] — X. Diremos que S é uma homotopia da transformagio

compacta em U se
i) F(-,t) é K(U) para todo t € [0,1];

i) Para todo ¢ > 0 e todo conjunto limitado L C M existe 6 > O tal que ||.77 (x, t) — 7€ (x,s)|| < € sempre

quex € Lels—t <0.

Definic¢do D.2.2 A tripla (D, U, y) é admissivel se f L-S ey € X com y ¢ f(dU) onde U é a fronteira do
subconjunto limitado U C X.

A esta tripla admissivel (P, U, y), existe uma func¢do D definida em Z veja [22, pag. 56] pelo que

Teorema D.2.3 Existe uma tinica fungio D definida no conjunto de todas triplas admissiveis (P, U, y)

determinada pelas sequintes propriedades:
(D1) DU, U, y) =1paray € U;

(D2) D(D, U, y) # 0 0 que implica que y € O(JU) entdo existe x € U tal que D(x) = y;
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(D3) D(®@, U, y)(P, Uy, y) + D(®, Uy, y) sempre que Uy e Uy forem subconjuntos disjuntos de U tais que
y & OU\(U U W));

(D4) D(Py, U, y) é independente de t se @; é uma homotopia continua tal que y ¢ ©(AU) para todo t € [0, 1].

Teorema D.2.4 (Invaridncia sob homotopia) Suponhamos que 7 : U x [0,1] — X é uma homotopia de
uma transformagio compacta em U. O conjunto

@, L 1- 2, p

para t € [0, 1] e suponhamos que y ¢ P(AU) para todo t € [0, 1]. Entdo D(®Dy, U, y) é independente de t.

Definicdo D.2.5 O niimero D(®, U, y) definido no Teorema D.2.3 chama-se grau topolégico de Leray &
Schauder da aplicacio ©.

Observagao D.2.6 Se X = R" entido D(®, U, y) é o grau topolégico de Brouwer em R" e @ € C(U,R")
com y ¢ DP(AU) e escreve-se d(P, U, y).

O grau topoldgico de Brouwer pode ser extendido para aplica¢des diferenciaveis [7, 14, 22].

Definigdao D.2.7 Seja f : U — R" de classe CK(U),k > 1. O ponto xg € U é um ponto critico de f se

df;
J¢(x0) = 0, onde J¢(xo) = det(f’(xo)) = det(a—i). E f(xo) é o valor critico da f. Denotaremos por S¢(U)
j

ou simplesmente S ao conjunto dos pontos de U para os quais J(x) = 0, ou seja
Sf(U) = {X elU: ]f(Xo) = 0}

Definigio D.2.8 O ponto y € R" é valor reqular de f : U — R" se f~'(y) N S f(U) = 0. Caso contrdrio
chamaremos valor singular.

Lembremos que se U é compacto entio f~!({y}) é fechado e que x € f~'({y}) temos que | f(x) #0,
entdo pelo Teorema da Aplicagdo Inversa [37]. Logo existe uma vizinhanga V de x e uma vizinhanga

Wde y,isto é flv : V — f(V) = W é um defeomorfismo o que implica que f~!({y}) é finito.

Definigio D.2.9 Seja U C R" aberto e limitado, f € C'(U,R") e y € R™\ f(QU U Sf). Definimos o Grau
topolégico de Brouwer de f em relagdo a U e y como sendo o niimero inteiro
d(f,Uy) =Y, sign(Jsxo)),
xef~1(y)
onde sign é a fungdo sinal que é definida por:
+1, se y>0,

sign(y) =
-1, se y<O.
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E claro que da definicao D.2.9 segue que se f é a aplicacéo identidade, entdo

1, se yel
a(l, L y) =
0, se y¢lU

Afim de enunciar as propriedades de grau topolégico de Leray & Schauder cujas demonstragdes

podem ser encontradas por exemplo em [14, 22, 7] definamos

HK(U) E(@: 0 =1-f, f e KU}

Teorema D.2.10 As seguintes afirmagoes sio verdadeiras:
(5) DI, U, y) = 00 que implica que y ¢ P(AU);
(6) D(®, U, y) = D(D, U, y) para todo subconjunto U c U existe x € U\a tais que D(x) # y.
(7) Suponhamos que O,V € K (U), Dlyy = Wipy e y € P(AQU). Entiao D(®, U, y) = DV, U, y);
(8) Suponhamos que @ € K1 (U), y ¢ P(AU) e sejap € X. Entido D(®, U, y) = D(® —p, U,y —p)

Ograude Leray & Schauder provou ser uma ferramenta muito poderosa para o estudo dos pontos
tixos das aplicagdes compactas e completamente continuas. E tem tido aplicagdes na investigagdo
da existencia de solugdes de equagdes diferenciais [22, 14].

No que se segue assumimos que X é um espaco de Banach uniformemente convexo, isto é, X é um

espago de Banach munido da norma estritamente convexa,
IAx + (1 = Dyl < Allxl + (1 = Mliyll,

para todo x, y € X linearmente independentes e A € (0,1). Espacos de Hilbert sdo uniformemente

convexos. Veja por exemplo [32, Corolario 2.29]

Teorema D.2.11 (Aplicacdes impar) Seja U C X conjunto aberto, limitado, simétrico e contendo zero.
Suponhamos que a aplicacio ® € K (U) é tal que P(—u) = —D(u), com u € dU e 0 ¢ D(JU). Entdo
D(®, U, 0) é um niimero impar.

Demonstra¢do. Veja por exemplo [14, Teorema 7.19 |. [

Proposicao D.2.12 Seja X um espago de Banach T € K(X), completamente continuo e L = I —T. Entdo
a) Seja M =1 — My, com My € K(X) completamente continua. supomos que L e M sdo injetoras
DM, U, 0) = D(T, U, 0)D(M, U, 0),

para todo subconjunto aberto U C X tais que 0 € Q).
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m
b) Seja X = @ X; uma soma direta de subespagos topolégicos X1,Xp, ..., Xy. E suponhamos que L é
i=1
injetora. Entdo

m
D(T,B1(0) N X;,0) = | | D(Tlx,, B1(0) N X;,0)
i=1

Demonstra¢do. veja por exemplo [22, Proposicao 8.4]

Teorema D.2.13 Seja X um espago de Banach real e T € KU), completamente continuo, A # 0 e A~! nio é

auto-valor de L. Seja U C X um subconjunto aberto e limitado e 0 € Q. Entdo
D(I - AT, U,0) = (-1)PW,

onde B(A) é a soma das multiplicidades algébricas dos auto valores u satisfazendo pA > 1. Se ndo existe
auto-valores temos que B(A) =0
Lembremos que se u é um auto-valor de L, entdo a multiplicidade algébrica m(A) de u é definido

pela férmula

m(p) = dim |_Jker[(ul - T)"]

n>1

Demonstra¢do. veja por exemplo [22, Teorema 8.10]

No Teorema D.2.13 T : U — X significa que o operador T completamente continuo nido possui
possui pontos fixos na dU. E para cada operador T podemos associar um inteiro ind(T, U) que
chamaremos de indice de ponto fixo de T em U que nos da uma caracterizagdo sobre a existéncia e a

multiplicidade algébrica de pontos fixos [12].

Defini¢ao D.2.14 (Ponto fixo isolado) Seja T : U — X. Um ponto fixo u* é isolado se existir uma

vizinhanga Uy de u* tal que o tinico ponto fixo de T em Uy é u”.

Observacao D.2.15 Com base na propriedade (6) do Teorema D.2.10 e nas condigdes do Teorema D.2.13
temos que a definigcdo D.2.14 independe da escolha da vizinhanga Uy de u* [12].
De fato,

Suponhamos que Uy seja uma outra vizinhanca de u* tal que T(u) # u para todou € U\ (1"} entéo

T ndo possui pontos fixos em ambos conjuntos uo\(ﬁo N Up) e tlo\(tlo N Up). Consequentemente

ind(T, Up) = ind(T, Uy N Up) = ind(T, Up).

E portanto temos
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Definigao D.2.16 (Indice de ponto fixo isolado) O indice de T no ponto fixo isolado u* em uma vizinhanga

suficientemente pequena Uy é definido por
. o def .
ind(T, u*) = ind(T, Up).

Definicdo D.2.17 (Derivada de Fréchet) Seja U C X a aplicagio F : U — Y, onde X e Y sdo espagos
normados é dita diferencidvel a Fréchet no ponto xg se xo é um ponto interior de A e existe uma aplicagdo

linear L : X — Y satisfazendo
L JE®) = F(xo) — L(x = xo)

=0.
xX—Xo [lx — xollx

A derivada de Fréchet de F em x e denotar-se-a por dF(xp) ou simplesmente F’(xg). Equivalente-

mente,

Definicdo D.2.18 Seja U C X a aplicagio F : U — Y, onde X e Y sdo espagos normados. Dizemos que

aplicagio T : X — Y é a derivada de Fréchet de F em x se para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que
[IFQx + 1) = F(x) = L(Wlly < elihllx,

para todo h sempre que ||h||x < 0.
Finalmente, as condic¢oes ind(T, u*) ou ind(T, U) sdo essencias para aplicacdes e algumas das suas

aplicagdes sdo dadas pelos seguintes resultados [12]

Teorema D.2.19 Se U é um dominio convexo e L =1—T e é o grau de Leray & Schauder tal que
T(uycu,

entdo ind(T, U) = 1.

Teorema D.2.20 (Sobre o ponto fixo de Schauder) Seja U C X um conjunto fechado limitado e contendo

a origem em seu interior e seja T € K(U) tal que T(U) C U. Entdo f tem um ponto fixo.

Teorema D.2.21 Se T € K(U) é uma aplicacido Fréchet diferencidvel em um ponto fixo u* de T e se o niicleo

de I —T'(u*) é tal que A (I — T'(u*)) = {0}, entdo o ponto fixo u* é isolado e ind(T, u*) = 1.
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