
UM PROBLEMA SEMILINEAR ELÍPTICO
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RESUMO

Neste trabalho analizamos o comportamento assintótico de uma famı́lia de equilı́brios de

uma equação de reação-difusão com condição de fronteira de Neumann homogênea definida num

domı́nio fino bidimensional com termos de reações concentradas em uma vizinhancca oscilante

da fronteira. Assumimos que o domı́nio e portanto a vizinhança oscilante se degeneram em um

intervalo quando um parâmetro positivo ǫ suficientemente pequeno tende para zero. O Objetivo

principal deste trabalho é mostrar que essa famı́lia de soluções converge para a solução de uma

equação limite, unidimensional, que captura a geometria e o comportamento assintótico dos con-

juntos abertos onde o problema é estabelecido.

Palavras-chave: Equações semilineares elı́pticas, equações singulares elı́pticas, semi-continuidade

superior, semi-continuidade inferior, domı́nios finos, termos concentrados.
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ABSTRACT

In this work we analyze the behaviour of a family of stead state solutions of a semilinear

reaction-diffusion equation with homogeneous Neumann boundary condition, posed in a two-

dimensional thin domain with reaction terms concentrated in a narrow oscillating neighborhood.

Indeed, we assume that the domain of definition of the solutions degenerates into an interval as

a small parameter ǫ goes to zero. Our main result is that this family of solutions converge to the

solution of a one-dimensional limit equation capturing the geometry and oscillatory behaviour of

the open sets where the problem is estabilished.

Keywords: Semilinear elliptic equations, singular elliptic equations, upper semicontinuity, lower

semicontinuity, thin domains, concentrating terms.
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B.1 Derivada fraca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

B.2 Distribuições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 Contextualização

Neste trabalho analizamos o comportamento assintótico de uma famı́lia de soluções de uma

equação parábolica semilinear, com condições de contorno Neumann homogêneas definida em um

domı́nio fino Rǫ ⊂ R2, com termos de reações concentradas em uma vizinhança oscilante θǫ da

fronteira superior. Mas precisamente, lidamos com um problema não-linear elı́ptico definido em

um conjunto aberto de R2 que se degenera em um segmento de reta quando o parâmetro positivo ǫ

tende para zero. Além disso, supomos que alguns termos de reação da equação ocorrem somente

em uma região extremamente fina próxima da fronteira, região essa que também pode apresentar

estrutura oscilatória.

Na figura 1.1 está ilustrado o domı́nio fino Rǫ, bem como a faixa oscilante θǫ onde tem lugar as

reações concentradas

Figura 1.1: O domı́nio fino Rǫ e a faixa oscilante θǫ.

O problema de valor de contorno proposto pode ser entendido como um modelo de difusão

e interação de agentes que podem ser células, quantidade de produtos quı́micos ou organismo

1
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biológicos, que estão localizadas numa região extremamente fina numa pequena vizinhança do

bordo onde as reações podem ocorrer. Vale a pena notar que o nosso modelo inclui a possi-

bilidade de que a faixa estreita apresente um comportamento oscilante modelando regiões de

complexas interações. As aplicações potenciais dos nossos resultados incluem campos como os

da lubrificação, nanotecnologia, de interação dinâmica vascular e gestão de controle de sistemas

ecológicos e aquáticos onde pode-se encontrar concentrações localizadas em conexão com a fron-

teira complexa em canais finos.

Usando técnicas adequadas mostramos que o nosso problema singular definido em um conjunto

aberto bidimensional pode ser aproximado por um problema de valor de fronteira unidimensional.

Nesse caso a geometria do domı́nio fino e o comportamento oscilatório da faixa estreita onde ocorrem

as reações são capturados pela equação limite unidimensional mostrando o efeito de tais variáveis

no limite. A equação limite obtida é não singular, e nos dá uma aproximação do problema original

quando o parâmetro ǫ está próximo de zero (sendo uma opção vantajosa, por exemplo, para a

realização de simulações numéricas).

Existem vários trabalhos na literatura que lidam com Equações Diferenciais Parciais em domı́nios

finos. Entre tantos, mencionamos os trabalhos pioneiros de J. Hale e G. Raugel [17, 11], bem como os

artigos subsequentes [35, 30, 29], onde os autores investigaram o comportamento assintótico do sis-

tema dinâmico dado por uma classe de equações semilineares parabólicos definidos em um domı́nio

fino em Rn, n ≥ 2. Mencionamos também [33] onde o autor estudou as aproximações assintóticas

das soluções do problema p-Laplaciano definido em uma região fina e [34] onde consideraram um

problema linear elı́ptico em domı́nio perfurado com espessura rapidamente oscilante. Veja também

[3, 4] que consideraram problemas monótonos não-lineares em multidomı́nios com fronteira rapi-

damente oscilante. Mencionamos também [18, 19, 20, 21, 24, 26, 27] onde estudaram uma classe de

problemas elı́pticos e parabólicos com condição de contorno de Neumann homogênea discutindo-se

questões ligadas aos problemas limites e propriedades de convergência.

Por outro lado, existem muitos trabalhos que lidam com problemas singulares elı́pticos e pa-

rabólicos que podem modelar fenômenos com termos potenciais e de reação concentrados numa

pequena vizinhança de uma porção da fronteira de um domı́nio fixado e limitado. Nessa direção

mencionamos os trabalhos [1, 2, 15]. Em [8, 9, 25] os autores também estudaram esse mesmo tipo de

problema permitindo comportamento oscilatório da faixa fina onde tais concentrações e potenciais

são efetivos.

Nessa dissertação estudamos um modelo baseado em uma equação diferencial semiliniar do tipo

elı́ptico que combina as duas situações descritas anteriormente de uma maneira mais geral. Para
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tanto observamos que é necessário adaptar as técnicas e métodos desenvolvidas em [17, 15, 9], bem

como em [16], afim de passar o limite obtendo assim o comportamento assintótico do nosso modelo

quando ǫ→ 0.

1.2 Colocação e descrição do problema

Com o objetivo de introduzir nosso modelo consideramos inicialmente o domı́nio fino Rǫ ⊂ R2

definido por

Rǫ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ (0, 1),−ǫb(x1) < x2 < ǫG(x1)}, (1.1)

onde G, b : (0, 1) → R+ são funções positivas, suaves e uniformemente limitadas, satisfazendo

0 < G0 ≤ G(x) ≤ G1 e 0 < b0 ≤ b(x) ≤ b1 para todo x ∈ (0, 1).

Observação 1.2.1 As funções G e b são independentes de ǫ e definem a fronteira superior e inferior do domı́nio

fino Rǫ.

A faixa oscilante θǫ é definida por

θǫ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ (0, 1), ǫ(G(x1) − ǫαHǫ(x1)) < x2 < ǫG(x1)}, (1.2)

onde α > 0 é um parâmetro, Hǫ : (0, 1) → R+ é uma função suave, não negativa e uniformemente

limitada satisfazendo 0 ≤ Hǫ(x) ≤ G0 + b0
def
= H0. Como um dos objetivos é de modelar vizinhanças

rugosas para concentrações, permitimos que Hǫ oscile com respeito a variação parâmetro ǫ. Para

tanto a expressamos por

Hǫ(x) = H(x, x/ǫβ), β > 0, (1.3)

onde H : (0, 1)×R→ R é uma função suave, não negativa, limitada e periódica na segunda variável.

Permitimos ainda que H(x, ·) seja uma função periódica de perı́odo variável l(x) com x ∈ (0, 1). (Mas

detalhes sobre a função Hǫ serão dadas na seção 2.3).

Observação 1.2.2 O conjunto aberto θǫ é uma vizinhança para a fronteira superior de Rǫ cuja espessura e o

comportamento oscilatório dependem de α e β respectivamente, bem como da periodicidade de H na segunda

variável. Dessa maneira os valores ǫα e ǫβ representam a ordem da espessura e a ordem de oscilação da

vizinhança θǫ quando ǫ tende a zero.

Assim, vamos analizar a famı́lia de soluções definidas pelo seguinte problema semilinear elı́ptico


−∆ωǫ + ωǫ = f (ωǫ) +
1

ǫα
χθǫ g(ωǫ), em Rǫ

∂ωǫ

∂νǫ
= 0 na ∂Rǫ,

(1.4)
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onde νǫ = (νǫ
1
, νǫ

2
) é o vetor unitário normal exterior à fronteira de ∂Rǫ e

∂

∂νǫ
é a derivada normal

exterior. As funções não lineares f e g : R→ R são funções da classe C2, limitadas e com derivadas

limitadas, e χθǫ : R2 → R é a função caracterı́stica da faixa estreita θǫ.

Procedendo de modo análogo a [15, 25] combinamos a função caracterı́stica χǫ, o parâmetro

positivo ǫ e o valor fixado α para representar a concentração das reações na região θǫ ⊂ Rǫ quando

ǫ tende para zero através do termo
1

ǫα
χθǫ ∈ L∞(Rǫ).

Observemos ainda que Rǫ ⊂ (0, 1)× (−ǫb1, ǫG1) é fino no sentido de que se degenera ao intervalo

unitário quando ǫ → 0, razão pela qual espera-se que a famı́lia ωǫ convirja para uma solução de

uma equação unidimensional do mesmo tipo com a condição de fronteira de Neumann, capturando

a geometria do contorno de Rǫ, bem como o comportamento oscilatório da faixa esteita θǫ. Com

efeito, sob estas condições mostra-se que o problema limite para (1.4) é dada por



− 1

p(x)
(p(x)ωx)x + ω = f (ω) +

µ(x)

p(x)
g(ω), em (0, 1)

ωx(0) = ωx(1) = 0,

(1.5)

onde as funções suaves p e µ : (0, 1)→ (0,∞) são definidas por

p(x) = b(x) + G(x) µ(x) =
1

l(x)

∫ l(x)

0

H(x, y)dy. (1.6)

p está associado a geometria do domı́nio fino e é estabelecido pelas funções b e G. A função

µ ∈ L∞(0, 1) é não negativa e está associada a faixa oscilante θǫ dada pela função Hǫ. Como foi men-

cionado, obtemos um problema limite que captura o perfil do domı́nio fino Rǫ e o comportamento

oscilante da faixa estreita θǫ combinando os resultados obtidos em [9, 11]. Com efeito, aplicamos as

técnicas de [17] para calcular o coeficiente p estabelecido pelo domı́nio fino Rǫ, e usamos as integrais

concentradas discutidas em [1, 9, 15] para obtermos a função µ(x), que é o valor médio de H(x, ·)
para cada x ∈ (0, 1).

Notemos que µ captura o comportamento oscilatório e a geometria da faixa estreita onde as

reações são concentradas. Se H é independente da segunda variável, então a vizinhança estreita não

possui comportamento oscilatório, e assim µ = H(x) em (0, 1) (veja a figura 1.2). Se tomarmos H ≡ 0,

o problema (1.4) não apresenta reações concentradas em qualquer região, se reduzindo ao problema

considerado em [11, 17].
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Figura 1.2: O domı́nio fino Rǫ e a faixa não oscilante θǫ.

Afim de estudar o problema (1.4) no domı́nio fino Rǫ tomamos uma mudança de variável

conveniente e obtemos o seguinte problema:


−∂
2uǫ

∂x2
1

− 1

ǫ2

∂2uǫ

∂x2
2

+ uǫ = f (uǫ) +
1

ǫα
χoǫ g(uǫ), em Ω

∂uǫ

∂x1
N1 +

1

ǫ2

∂uǫ

∂x2
N2 = 0 na ∂Ω,

(1.7)

ondeΩ ⊂ R2 é dado por

Ω = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ (0, 1),−b(x1) < x2 < G(x1)} (1.8)

e χoǫ : R2 → R é a função caracterı́stica da faixa estreita oǫ dada por

oǫ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ (0, 1),G(x1) − ǫαHǫ(x1) < x2 < G(x1)} (1.9)

N = (N1,N2) é o vetor normal unitário exterior à ∂Ω.

O fator ǫ−2 que aparece em frente da derivada parcial na direção de x2 estabelece uma rápida

difusão na direção vertical introduzindo um mecanismo de difusão muito forte. Nesse sentido

redimensionamos a vizinhança θǫ para a faixa oǫ ⊂ Ω, e substituimos o domı́nio fino Rǫ por um

domı́nio que não é mais finoΩ e é independente de ǫ.

Devido ao mecanismo de forte difusão espera-se que as soluções se tornem homogêneas na

direção de x2 de modo que a solução limite não varie nesta direção e por conseguinte o problema

limitado será unidimensional. Isto está em concordância com a ideia intuitiva de que uma equação

em domı́nio fino deve ser aproximada por uma equação definida num segmento de reta.

Agora já estamos em condições de enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 1.2.3 Seja uǫ uma famı́lia de soluções do problema (1.7) satisfazendo ||uǫ||L∞(Ω) ≤ R para alguma

constante positiva independente de ǫ. Então:

(i) Existe uma subsequência ainda denotada por uǫ e uma função u ∈ H1(Ω), com ||u||L∞(Ω) ≤ R dependendo

apenas da primeira variável, isto é, u(x1, x2) = u(x1) solução do problema (1.5) satisfazendo

||uǫ − u||H1(Ω) → 0, quando ǫ→ 0.
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(ii) Se a solução u de (1.5) pertence a uma bola de raio R em L∞(Ω) e é hiperbólica, então também temos que

existe uma sequência uǫ de soluções do problema (1.7) satisfazendo

||uǫ − u||H1(Ω) → 0, quando ǫ→ 0.

Observação 1.2.4 Dizemos que a solução u de um problema de valor de fronteira é hiperbólico se λ = 0 não

é autovalor do problema linearizado em torno de u. Por exemplo se u satisfaz a equação (1.5) e é hiperbólico,

então λ = 0 não é autovalor do problema de autovalor



− 1

p(x)
(p(x)vx)x + v = fu(u)v +

µ(x)

p(x)
gu(u)v + λv, em (0, 1)

vx(0) = vx(1) = 0.

Observação 1.2.5 Como estamos interessados em estudar soluções que são uniformemente limitadas em

L∞(Ω), assumimos sem perda de generalidade que as funções não lineares f e g são de classe C2 com derivadas

limitadas. Com efeito os valores assumidos por f e g fora da região |u| ≤ R não interferem no problema e assim,

podem ser modificadas de maneira que o tratamento seja simplificado.

Observação 1.2.6 Denotemos por Eǫ o conjunto Eǫ = {uǫ ∈ H1(Ω) : uǫ é solução de (1.7)}. Se ||uǫ||H1(Ω) ≤
R sempre que uǫ ∈ Eǫ, (i) e (ii) no Teorema 1.2.3 respectivamente implicam na semi-continuidade superior e

inferior do conjunto de equilibrios do problema parabólico associado a (1.7) em ǫ = 0.

O presente trabalho é constituido por três capı́tulos, quatro apêndices e referências bibliográficas.

O primeiro capı́tulo correspondente a Introdução. Nele faz-se a contextualização, colocação e

descrição do problema. Definem-se os objetivos, e enuncia-se o resultado principal.

No segundo capı́tulo consideramos a Integrais concentradas, que são importantes para a passa-

gem ao limite do problema (1.7). Também mostramos que os problemas (1.7) e (1.5) são equivalentes.

Definimos formalmente os operadores ilimitados Aǫ e A0 e com base neles escrevemos os proble-

mas (1.7) e (1.5) na forma abstrata e discutimos a existência de soluções. Introduzimos também as

hipóteses gerais que norteam os dominios Rǫ e Ω e as faixas θǫ e oǫ. Finalmente, adaptamos os

resultados obtidos em [15, 1, 9] mostrando como integrais concentradas convergem para integrais

de contorno.

O terceiro capı́tulo corresponde a semi-continuidade superior e inferior das soluções. Nele

mostramos que soluções do problema (1.5) podem ser obtidas como limite do problema (1.7) mas

precisamente a Proposição 3.1.1.

No Apêndice A fazemos uma breve revisão de algumas propriedades dos espaços Lp (1 ≤ p ≤ ∞)

e também apresentamos a demonstração do Teorema A.4.4 que é muito importante na obtenção dos
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nossos resultados, bem como na Teoria de Homogeneização. Formalmente, esse teorema diz que

uma função periódica rapidamente oscilante fǫ(x) converge no sentido fraco para o seu valor médio

MY( f ) quando o número de oscilações aumenta.

No Apêndice B fazemos uma breve revisão sobre os espaços de Sobolev Wm,p(U), como são

construidos e algumas propriedades desses espaços, os Teorema de Imersão de Sobolev e de Rellich-

Kondravich que são frequentemente usados ao longo do texto.

No Apêndice C fazemos uma breve revisão de formas bilineares nos espaços de Banach e o

Teorema de Lax-Milgram.

No Apêndice D fazemos uma breve revisão sobre o grau topológico de Leray & Schauder, devido

a sua relevância apresentamos algumas propriedades das aplicações Leray & Schauder e anunciamos

alguns resultados sobre aplicações que são bastante úteis no estudo da semi-continuidade inferior.



CAPÍTULO 2

INTEGRAIS CONCENTRADAS

Neste capı́tulo pretendemos mostrar a equivalência entre os problemas (1.4) e (1.7), dar a formulação

abstrata dos problemas (1.7) e (1.5) e discutir a existência de soluções.Também vamos introduzir as

hipóteses sobre caracterização dos domı́nios de definição das soluções mostrando finalmente como

diferentes integrais concentradas convergem para integrais de superficie adaptando os resultados

obtidos em [15, 1, 9].

2.1 Equivalência entre os Problemas (1.4) e (1.7)

Afim de estudar o problema (1.4) no domı́nio fino Rǫ fazemos uma mudança conveniente de variável

que consiste em escalar o domı́nio fino Rǫ por um domı́nio fixo Ω, bem como a faixa fina θǫ por

oǫ ⊂ Ω. Mas precisamente temos a seguinte proposição relacionada

Proposição 2.1.1 ωǫ ∈ H1(Rǫ) é solução do problema (1.4) se e só se, uǫ ∈ H1(Ω) é solução do problema

(1.7).

Demonstração. Para provar esta proposição vamos proceder da seguinte maneira:

Passo 1. Escrever as formulações fracas dos problemas (1.4) e (1.7). No problema (1.4) denotemos

f (ωǫ) +
1

ǫα
χθǫg(ωǫ) por Fǫ(ωǫ), isto é, Fǫ(ωǫ) = f (ωǫ) +

1

ǫα
χθǫ g(ωǫ) e reescrevermos o problema (1.4)

como 
−∆ωǫ + ωǫ = Fǫ(ωǫ), em Rǫ

∂ωǫ

∂νǫ
= 0 na ∂Rǫ.

Temos que ωǫ ∈ H1(Rǫ) é solução para o problema (1.4) se e somente se satisfaz
∫

Rǫ
∇ωǫ∇ϕǫdx1dx2 +

∫

Rǫ
ωǫϕǫdx1dx2 =

∫

Rǫ
Fǫ(ω

ǫ)ϕǫdx1dx2, ∀ϕǫ ∈ H1(Rǫ). (2.1)

8
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Analogamente, denotando Fǫ(u
ǫ) = f (uǫ)+

1

ǫα
χoǫ g(uǫ0), temos que uǫ ∈ H1(Ω) é solução do problema

(1.7) se e somente se satisfaz
∫

Ω

{
∂uǫ

∂x

∂ψ

∂x
+

1

ǫ2

∂uǫ

∂y

∂ψ

∂y
+ uǫψ

}
dydx =

∫

Ω

Fǫ(u
ǫ)ψdydx ∀ψ ∈ H1(Ω). (2.2)

Passo 2. Mostrar a equivalência das formulações fracas (2.1) e (2.2).

Afim de estudar o problema (2.1) definimos a seguinte aplicação

φ : Rǫ → Ω

(x1, x2) 7→ (x1, ǫ
−1x2) = (x, y),

onde Rǫ e Ω são abertos introduzidos em (1.1) e (1.8). Notemos que φ(Rǫ) = Ω e possui a matriz

jacobiana Jφ(x1, x2) dado por

Jφ(x1, x2) =




∂x

∂x1

∂x

∂x2
∂y

∂x1

∂y

∂x2



=




1 0

0 1
ǫ


 .

Não é difı́cil ver que φ é um defeomorfismo pelo Teorema da Aplicação inversa [37] e pelo fato

de ser uma aplicação bijetora. Assim dado ωǫ definido em Rǫ definimos uǫ em Ω por

uǫ(x, y) = ωǫ ◦ φ−1(x, y).

Logo, ωǫ(x1, x2) = uǫ ◦ φ(x1, x2) = uǫ(φ(x1, x2)) = uǫ(x, y), donde vemos que

∂ωǫ

∂x1
(x1, x2) =

∂

∂x1
(uǫ(φ(x1, x2))) = ∂1(uǫ(x, y))

∂x

∂x1
+ ∂1(uǫ(x, y))

∂x

∂x2
=
∂uǫ

∂x
(x, y)

e
∂ωǫ

∂x2
(x1, x2) =

∂

∂x2
(uǫ(φ(x1, x2))) = ∂2(uǫ(x, y))

∂y

∂x1
+ ∂2(uǫ(x, y))

∂y

∂x2
=

1

ǫ

∂uǫ

∂x
(x, y).

Analogamente, ψ(x, y) = ϕǫ ◦ ψ−1(x, y) donde,
∂ϕǫ

∂x1
(x1, x2) =

∂ψ

∂x
(x, y) e

∂ϕǫ

∂x1
(x1, x2) =

1

ǫ

∂ψ

∂y
(x, y).

Agora em (2.1) aplicando o Teorema de Mudança de Variável [37] temos que (2.1) é equivalente

à ∫

Ω

{
∂uǫ

∂x

∂ψ

∂x
+

1

ǫ2

∂uǫ

∂y

∂ψ

∂y
+ uǫψ

}
dydx =

∫

Ω

Fǫ(u
ǫ)ψdydx ∀ψ ∈ H1(Ω). (2.3)

Passo 3. Mostrar a regularidade das soluções fracas do problema (2.3). Isto é, seja uǫ ∈ H1(Ω)

satisfazendo (2.3) então uǫ ∈ H2(Ω).

De fato, uǫ ∈ H1(Ω) satisfaz (2.3),
∫

Ω

{
∂uǫ

∂x

∂ψ

∂x
+

1

ǫ2

∂uǫ

∂y

∂ψ

∂y

}
dydx =

∫

Ω

f (uǫ)ψdydx +
1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)ψdydx

=

∫

Ω

(
f (uǫ) +

1

ǫα
χoǫ g(uǫ)

)
ψdydx =

∫

Ω

Fǫ(u
ǫ)ψdydx,
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para todaψ ∈ H1(Ω). ComoΩ é um domı́nio Lipschtz contı́nua (Veja no Apêndice a Definição B.4.3),

pelo Teorema de Grisvard sobre a regularidade de soluções fracas do problema de Neumann [31,

Teoremas 3.2.1.3] temos que se Fǫ ∈ L2(Ω) então u ∈ H2(Ω) e satisfaz (2.3) com efeito,

||Fǫ||2L2(Ω)
=

∫

Ω

∣∣∣∣∣ f (uǫ) +
1

ǫα
χoǫ g(uǫ)

∣∣∣∣∣
2

dydx ≤ 2

∫

Ω

(
| f (uǫ)|2 + 1

ǫα
|χoǫ g(uǫ)|2

)
dydx

≤ 2|| f ||2L∞(R)

∫

Ω

dydx + 2||g||2L∞(R)

∫

oǫ

1

ǫα
dydx

≤ 2
(
|| f ||2L∞(R)|Ω| + ||g||

2
L∞(R)H1

)
.

Passo 4. Concluir que os problemas (1.4) e (1.7) são equivalentes.

Com base no Passo 3. podemos obter o problema clássico cuja formulação fraca é dada por (2.3)

que é equivalente a formulação fraca (2.1) pelo Passo 2.. Para tal consideremos o campo X(x, y) dado

por X(x, y) =




∂uǫ

∂x
1

ǫ2

∂uǫ

∂y




e ψ = ψ(x, y). Devido ao Teorema de Green (Teorema B.5.4) temos que

∫

∂Ω
ψXN =

∫

Ω

div(ψX) =

∫

Ω

∇ψX +

∫

Ω

ψdiv(X).

Então,

∫

∂Ω
ψ

{
∂uǫ

∂x
N1 +

1

ǫ2

∂uǫ

∂y
N2

}
dS =

∫

Ω

{
∂uǫ

∂x

∂ψ

∂x
+

1

ǫ2

∂uǫ

∂y

∂ψ

∂y

}
dydx +

∫

Ω

{
∂2uǫ

∂x2
+

1

ǫ2

∂2uǫ

∂y2

}
ψdydx,

donde usando (2.3) temos

∫

Ω

{
−∂

2uǫ

∂x2
− 1

ǫ2

∂2uǫ

∂y2
+ uǫ − Fǫ(u

ǫ)

}
ψdydx +

∫

∂Ω
ψ

{
∂uǫ

∂x
N1 +

1

ǫ2

∂uǫ

∂y
N2

}
dS = 0, (2.4)

para toda ψ ∈ H1(Ω). Notemos também que

∂ωǫ

∂νǫ
= 〈∇ωǫ, νǫ〉 =

[
∂ωǫ

∂x1
· (−ǫG′(x1)) +

∂ωǫ

∂x2
· 1

]
(1 + ǫ2G′2(x1))−1/2

=



∂ωǫ

∂x1

−G′(x1)√
1 + G′2(x1)

+
1

ǫ

∂ωǫ

∂x2

1√
1 + G′2(x1)


 ǫ

√
1 + G′2(x1)

1 + ǫ2G′2(x1)

=



∂uǫ

∂x

−G′(x1)√
1 + G′2(x1)

+
1

ǫ2

∂uǫ

∂y

1√
1 + G′2(x1)


 ǫ

√
1 + G′2(x1)

1 + ǫ2G′2(x1)

=

(
∂uǫ

∂x
N1 +

1

ǫ2

∂uǫ

∂y
N2

)
ǫ

√
1 + G′2(x1)

1 + ǫ2G′2(x1)
.

Finalmente concluimos a prova da proposição tomando ψ ∈ C∞c (Ω) o que implica que de (2.4)

que −∂
2uǫ

∂x2
− 1

ǫ2

∂2uǫ

∂y2
+ uǫ = Fǫ(u

ǫ) em Ω e se a ψ se anula no interior de Ω de (2.4) implica que
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∂uǫ

∂x
N1 +

1

ǫ2

∂uǫ

∂y
N2 = 0 em ∂Ω, donde resulta o problema (1.7), ou seja



−∂
2uǫ

∂x2
1

− 1

ǫ2

∂2uǫ

∂x2
2

+ uǫ = f (uǫ) +
1

ǫα
χoǫ g(uǫ), em Ω

∂uǫ

∂x1
N1 +

1

ǫ2

∂uǫ

∂x2
N2 = 0 na ∂Ω,

onde N = (N1,N2) é o vetor normal exterior a ∂Ω. �

Denotaremos por H1
ǫ(U) o espaço de Hilbert H1(U) dotado da norma

||w||H1
ǫ (U) =

(∫

U

∣∣∣∣∣
∂w

∂x

∣∣∣∣∣
2

dydx +
1

ǫ2

∫

U

∣∣∣∣∣
∂w

∂y

∣∣∣∣∣
2

dydx +

∫

U

|w|2dydx

)1/2

(2.5)

definido pelo produto interno

(φ,ϕ)H1
ǫ (U) =

∫

U

{
∂φ

∂x

∂ϕ

∂x
+

1

ǫ2

∂φ

∂y

∂ϕ

∂y
+ φϕ

}
dydx,

onde U é um aberto de R2.

Observação 2.1.2 Para todo ǫ ∈ (0, 1) temos || · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1
ǫ (Ω).

Afirmação 2.1.3 Para cada ǫ > 0 fixado temos que as normas || · ||H1
ǫ (Ω) e || · ||H1(Ω) são equivalentes.

Prova. Para provar esta afirmacação vamos dividir em dois casos:

(1) Para ǫ ∈ (0, 1) segue da Observação 2.1.2 que || · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1
ǫ (Ω). Por outro lado para todo

u ∈ H1
ǫ(Ω) temos

||u||2
H1
ǫ (Ω)

=

∫

Ω



(
∂u

∂x

)2

+
1

ǫ2

(
∂u

∂y

)2

+ u2

 dydx =
1

ǫ2

∫

Ω

ǫ
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+ ǫ2u2

 dydx

≤ 1

ǫ2

∫

Ω



(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+ u2

 dydx =
1

ǫ2
||u||2

H1(Ω)
.

Donde segue que || · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1
ǫ (Ω) ≤Mǫ|| · ||H1(Ω) onde Mǫ := ǫ−1.

(2) Para ǫ > 1 temos que ǫ−2 < 1 portanto || · ||H1(Ω) ≥ || · ||H1
ǫ (Ω). Por outro lado para cada u ∈ H1

ǫ(Ω)

temos

||u||2
H1
ǫ (Ω)

=

∫

Ω



(
∂u

∂x

)2

+
1

ǫ2

(
∂u

∂y

)2

+ u2

 dydx =
1

ǫ2

∫

Ω

ǫ
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+ ǫ2u2

 dydx

≥ 1

ǫ2

∫

Ω



(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+ u2

 dydx =
1

ǫ2
||u||2

H1(Ω)
.

Donde segue que mǫ|| · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1
ǫ (Ω) ≤ || · ||H1(Ω) onde mǫ := ǫ−1. �
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Notemos que o espaço H1
ǫ(Ω) é adequado para trabalhar com problemas em domı́nio fino devido

ao mecanismo de alta difusão que aparece em frente da segunda derivada na equação.

Observação 2.1.4 Resulta de (2.5) que se a sequência uǫ ∈ H1
ǫ(U) satisfaz ||uǫ||H1

ǫ (U) ≤ K uniformemente em

ǫ, para alguma constante K independentemente de ǫ, então
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(U)

≤ ǫK, ∀ǫ > 0,

e assim ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

→ 0, ǫ→ 0.

De fato,

temos que H1
ǫ(Ω) =


uǫ ∈ H1(U) :

∫

U

{∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x

∣∣∣∣∣
2

+
1

ǫ2

∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
2

+ |uǫ|2
}

dydx < ∞


. Assim como a sequência

uǫ ∈ H1
ǫ(U) é tal que ||uǫ||H1

ǫ (U) ≤ K uniformemente em ǫ, então

||uǫ||2
H1
ǫ (U)
= ||uǫ||2

L2(U)
+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(U)
+

1

ǫ2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(U)
≤ K2,

portanto

1

ǫ2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(U)
≤ ||uǫ||2

H1
ǫ (U)
≤ K2

donde, ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(U)

≤ ǫK, ∀ǫ > 0.

E por conseguinte ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(U)

→ 0, ǫ→ 0.

�

2.2 Colocação abstrata e a existência de soluções

Procedendo do modo análogo como em [17, 9], estamos interessados em escrever os problemas (1.7)

e (1.5) numa forma abstrata e estudar a existência de soluções aplicando o Teorema de Schauder

sobre o ponto fixo

2.2.1 Colocação abstrata e existência de soluções do problema (1.7)

Definimos a forma bilinear contı́nua aǫ : H1(Ω) ×H1(Ω)→ R, com ǫ ≥ 0 dado por

aǫ(u, v) =

∫

Ω

∂u

∂x

∂v

∂x
dydx +

1

ǫ2

∫

Ω

∂u

∂y

∂v

∂y
dydx +

∫

Ω

uvdydx, para ǫ > 0, (2.6)
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onde u, v ∈ H1(Ω).

Proposição 2.2.1 A forma bilinear (2.6) satifaz as seguintes propriedades:

i) aǫ é simétrica, isto é, aǫ(u, v) = aǫ(v, u) ∀u, v ∈ H1(Ω);

ii) aǫ é positiva, isto é, aǫ(u, u) > 0 ∀u ∈ H1(Ω);

iii) aǫ é coerciva em H1(Ω), isto é, existe α > 0 tal que para todo ǫ > 0 tal que aǫ(u, u) ≥ α||u||2
H1(Ω)

;

iv) aǫ contı́nua em H1(Ω), isto é, existe uma constante positiva C tal que |aǫ(u, v)| ≤ C|u|H1(Ω)|v|H1(Ω).

Demonstração. Os ı́tens i) e ii) seguem imediatamente da definição de aǫ. Para provar o ı́tem iii)

vamos dividir em dois casos:

a) Para ǫ ∈ (0, 1) temos que para todo u ∈ H1(Ω)

aǫ(u, u) = ||u||2
H1
ǫ (Ω)
≥ α||u||2

H1(Ω)
,

pois, || · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1
ǫ (Ω) para todo ǫ ∈ (0, 1). Observe que para ǫ ∈ (0, 1) a forma bilinear aǫ é

uniformemente coerciva pois, α = 1 é independente de ǫ.

b) Para ǫ > 1 temos que para todo u ∈ H1(Ω)

aǫ(u, u) =

∫

Ω



(
∂u

∂x

)2

+
1

ǫ2

(
∂u

∂y

)2

+ u2

 dydx =
1

ǫ2

∫

Ω

ǫ
2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+ ǫ2u2

 dydx

≥ 1

ǫ2

∫

Ω



(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+ u2

 dydx =
1

ǫ2
||u||2

H1(Ω)
= α||u||2

H1(Ω)
,

onde α := α(ǫ) = ǫ−2, para ǫ > 1.

Finalmente tomando u, v ∈ H1(Ω), usando a Desigualdade de Hölder e a definição do espaço H1(Ω)

temos

|aǫ(u, v)| ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣∣ +
1

ǫ2

∫

Ω

∣∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂v

∂y

∣∣∣∣∣ dydx +

∫

Ω

|u||v|dydx

≤
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+
1

ǫ2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂v

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ ||u||L2(Ω)||v||L2(Ω)

≤ ||u||H1(Ω)||v||H1(Ω) +
1

ǫ2
||u||H1(Ω)||v||H1(Ω) + ||u||H1(Ω)||v||H1(Ω)

=

(
2 +

1

ǫ2

)
||u||H1(Ω)||v||H1(Ω) = C||u||H1(Ω)||v||H1(Ω),

onde C := C(ǫ) = 2 + ǫ−2, onde ǫ > 0. Ficando assim provado o ı́tem iv). �

Denotemos por 〈·, ·〉 o produto interno em L2(Ω). Temos
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Proposição 2.2.2 Dado h ∈ L2(Ω) existe único u ∈ H1(Ω) tal que

aǫ(u, v) = 〈h, v〉 v ∈ H1(Ω). (2.7)

Demonstração. Segue do Teorema de Lax-Milgram (Teorema C.2.2), devido a Proposição 2.2.1. �

Corolário 2.2.3 Se u ∈ H1(Ω) é tal que aǫ(u, v) = 〈h, v〉, para todo v ∈ H1(Ω) e algum h ∈ L2(Ω), então

u ∈ H2(Ω) e satisfaz 

−∂
2u

∂x2
− 1

ǫ2

∂2u

∂y2
+ u = h, em Ω

∂u

∂x
N1 +

1

ǫ2

∂u

∂y
N2 = 0 qs. na ∂Ω,

(2.8)

Prova. Segue da Proposição 2.2.2 que u ∈ H1(Ω) é único. Agora usando a Proposição 2.2.1 e comoΩ

é um domı́nio Lipschitz contı́nua então pelo Teorema de Grisvard sobre a regularidade das soluções

fracas de um problema de Neumann temos que u ∈ H2(Ω), logo podemos aplicar o Teorema de

Green em (2.6)

aǫ(u, v) =

∫

Ω

{
−∂

2u

∂x2
− 1

ǫ2

∂2u

∂y2
+ u

}
vdydx +

∫

∂Ω
v

{
∂u

∂x
N1 +

1

ǫ2

∂u

∂y
N2

}
dydx,

para u ∈ H2(Ω) e ∀v ∈ H1(Ω). Donde escolhendo v convenientemente vemos u satisfaz (2.8) como

queriamos. �

Como consequência, usando a Proposição 2.2.2 e o Corolário 2.2.3 definimos o operador linear

Aǫ : D(Aǫ) ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) associado a forma bilinear aǫ por

Aǫu = −
∂2u

∂x2
− 1

ǫ2

∂2u

∂y2
+ u,

D(Aǫ) = {u ∈ H2(Ω) :
∂u

∂x
N1 +

1

ǫ2

∂u

∂y
N2 = 0 quase sempre na ∂Ω}.

Notemos que o domı́nio D(Aǫ) é definido da seguinte maneira



D(Aǫ) = {u ∈ H1(Ω)| existe w ∈ L2(Ω) tal que para todo v ∈ H1(Ω) temos

aǫ(u, v) = 〈w, v〉}
Aǫu : =w, u ∈ D(Aǫ).

Agora considerando um espaço de Hilbert abstrato H munido de um produto interno 〈·, ·〉H
sobre um corpoK (= R ouC) e um operador linear T : D(T) ⊂ H →H temos as seguintes definições

i) T : D(T) ⊂ H → H é fechado se xn → x e Txn → y ⇒ x ∈ D(T) e Tx = y;

ii) T : D(T) ⊂ H → H é densamente definido se D(T) é denso emH , isto é, D(T) = H ;
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iii) O gráfico do operador T emH ×H é o conjunto definido por

Graf(T) = {(x,Tx) : x ∈ D(T)}.

Proposição 2.2.4 O operador T é fechado se e somente se Graf(T) é fechado.

Demonstração. (⇒) Suponhamos que T é fechado. Seja (x, y) ∈ Graf(T) por definição existe

(xn,Txn) ∈ Graf(T) tais que (xn,Txn) → (x, y) isto é, xn → x e Txn → y. Como T é fechado então

x ∈ D(T) e Tx = y o que implica que (x, y) ∈ Graf(T).

(⇐) Suponhamos que Graf(T) é fechado. Se tomarmos a sequência xn ∈ D(T) tal que xn → x e

Txn → y então (xn,Txn) → (x, y) e como Graf(T) é fechado temos que (x, y) ∈ Graf(T) o que implica

que x ∈ D(T) e Tx = y mostrando assim que T é fechado. �

Como o espaço de HilbertH pode ser identificado com o seu dual definimos T∗ : D(T∗) ⊂ H →H
o operador adjunto de T do seguinte modo

D(T∗) = {u ∈ H : v 7→ 〈Tv, u〉H : D(T)→ K é limitado}.

Se u ∈ D(T∗), T∗u é único elemento deH tal que

〈v,T∗u〉H = 〈Tv, u〉H ∀v ∈ D(T).

Definição 2.2.5 O operador T : D(T) ⊂ H → H densamente definido é dito simétrico se e somente se

〈Tu, v〉 = 〈u,Tv〉 ∀u, v ∈ D(T). Equivalentemente T é dito simétrico se é densamente definido e T ⊆ T∗, isto

equivale a dizer que T∗ é uma extensão de T. E diremos que T é auto-adjunto se T = T∗.

Proposição 2.2.6 Se T é um operador fechado, então T∗ é um operador fechado.

Demonstração. Pela Proposição 2.2.4 temos que T é fechado ou seja, xn ∈ D(T) e x ∈ H é tal que

xn → x e Txn → y implica que x ∈ D(T) e Tx = y. Pela Definição 2.2.5 temos que D(T) = H e T ⊆ T∗

o que implica que D(T) ⊆ D(T∗) e portanto xn ∈ D(T∗) e T∗xn → y e consequentemente x ∈ D(T∗) e

T∗x = y. �

Proposição 2.2.7 Se T : D(T) ⊂ H → H é densamente definido, simétrico e sobrejetor, então T é auto-

adjunto isto é, D(T) = D(T∗) e 〈v,Tu〉H = 〈Tv, u〉H ∀u, v ∈ D(T).

Demonstração. Como T é tal que D(T) = H e simétrico implica que T ⊆ T∗. Com efeito, dado

u, v ∈ D(T) então v ∈ D(T∗) e 〈Tu, v〉H = 〈u,T∗v〉H = 〈u,Tv〉H . Para provar que D(T∗) ⊇ D(T) é

necessário usar a sobrejetividade. Para cada v ∈ D(T) temos 〈Tu, v〉H = 〈u,Tv〉H , u ∈ D(T). Logo

v ∈ D(T∗) e T∗v = Tv ⇒ T∗ = T e D(T∗) ⊇ D(T). Agora usando de novo o fato de que T é sobrejetor,

temos que para cada w ∈ D(T∗) existe único u ∈ D(T) tal que 〈v,T∗w〉H = 〈v,Tu〉H ∀v ∈ H . Assim
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0 = 〈v,T∗w − Tu〉H ⇒ T∗w = Tu ⇒ w = u, logo w ∈ D(T). Portanto T∗ = T e D(T) ⊇ D(T∗). E assim

concluimos que D(T) = D(T∗) e 〈v,Tu〉H = 〈Tv, u〉H . �

Com base no que fizemos acima tomandoH = L2(Ω) e T = Aǫ podemos concluir que Aǫ é um

operador fechado, densamente definido, simétrico e auto-adjunto

Proposição 2.2.8 SejaAǫ : D(Aǫ) ⊂ L2(Ω)→ L2(Ω)

i) Aǫ é bijetora e possui inversa contı́nua;

ii) A−1
ǫ é compacto.

Demonstração. i) Segue da Proposição 2.2.2 e pela definição de D(Aǫ) que existe único u ∈ H2(Ω)

tal queAǫu = w com w ∈ L2(Ω). O que implica que a imagem deAǫ é L2(Ω) isto é, R(Aǫ) = L2(Ω)

o que implica que Aǫ é sobrejetora. Para mostrar que Aǫ é injetora usamos a Proposição 2.2.2 e o

Corolário 2.2.3. Existe único u ∈ H2(Ω) tal que Aǫu = h, então se h = 0 implica que u = 0, o que

mostra queAǫ é injetora e portanto bijetora e a inversa é definida por

A−1
ǫ : L2(Ω)→ L2(Ω).

Segue da Proposição 2.2.4 que o operador Aǫ é fechado e por [36] temos que se Aǫ é inversı́vel

então Graf(Aǫ) = Graf(A−1
ǫ ) e consequentementeA−1

ǫ é fechado e portanto, pelo Teorema de Gráfico

Fechado [13, Teorema 2.9] temos que

A−1
ǫ : L2(Ω)→ L2(Ω) é um operador linear e contı́nuo.

ii) Pelo ı́tem anterior temos queA−1
ǫ é um operador linear e contı́nuo. Como R(A−1

ǫ ) ⊂ H2(Ω) ⊂ L2(Ω)

e como H2(Ω) está imerso compactamente em L2(Ω), concluimos que A−1
ǫ é compacto conforme

queriamos mostrar. �

Agora usando o fato de que para H−s(Ω) é o dual de Hs(Ω) para s > 0 e em particular para s = 1

temos

H1(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω),

portantoAǫ pode ser visto como um operador que age do espaço H1(Ω) para o seu dual H−1(Ω) tal

que para todo u ∈ H1(Ω)

〈Aǫu, v〉H−1(Ω),H1(Ω) =

∫

Ω

{
∂u

∂x

∂v

∂x
+

1

ǫ2

∂u

∂y

∂v

∂y
+ uv

}
dydx, para v ∈ H1(Ω).
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Assim, o problema (1.7) pode ser escrito como Aǫu = Fǫ(u), ǫ > 0 com Fǫ : H1(Ω) → H−s(Ω) para

1/2 < s < 1, onde

Fǫ = F̂ + F̂ǫ

〈F̂(u), v〉 =
∫

Ω

f (u)vdξ, 〈F̂ǫ(u), v〉 = 1

ǫα

∫

oǫ

g(u)vdξ, (2.9)

para u ∈ H1(Ω) e v ∈ H1(Ω). Assim se Fǫ ∈ H−s(Ω) a solução de Aǫu = Fǫ(u) é a solução fraca do

problema (1.7). Portanto temos que uǫ é uma solução do problema (1.7), se e somente se uǫ ∈ H1(Ω)

satisfaz uǫ = A−1
ǫ ◦ Fǫ(u

ǫ). Assim, uǫ deve ser o ponto fixo da aplicação não linear

A−1
ǫ ◦ Fǫ : H1(Ω)→ H1(Ω). (2.10)

Lema 2.2.9 Se a sequência uǫ ∈ H1(Ω) é tal que ||uǫ||H1(Ω) ≤ M, para alguma constante positiva, então a

famı́lia {A−1
ǫ ◦ Fǫ(u

ǫ)}ǫ>0 é compacta.

Prova. Temos que a sequência uǫ ∈ H1(Ω) é limitada, isto é, existe M > 0 tal que ||u||H1(Ω) ≤ M.

Então pelo Teorema A.1.11 podemos extrair uma subsequência que ainda denotaremos por uǫ e uma

função u ∈ H1(Ω) tal que

uǫ ⇀ u, w −H1(Ω).

Agora consideremos wǫ = A−1
ǫ ◦ Fǫ(u

ǫ) que equivale a Aǫw
ǫ = Fǫ(u

ǫ) com ||uǫ||H1(Ω) ≤ M. Para

mostrar que a famı́lia {A−1
ǫ ◦Fǫ(u

ǫ)}ǫ>0 é suficiente mostrar que ||wǫ||H1(Ω) ≤ K, para alguma constante

positiva. Usando fato de que f e g são funções limitadas e H1(Ω) ֒→ L2(Ω) ser uma imersção

compacta temos

||wǫ||2
H1
ǫ (Ω)

=

∫

Ω



∣∣∣∣∣∣
∂2wǫ

∂x2

∣∣∣∣∣∣
2

+
1

ǫ2

∣∣∣∣∣∣
∂2wǫ

∂y2

∣∣∣∣∣∣
2

+ |wǫ|2
 dydx =

∫

Ω

Fǫ(u
ǫ)wǫdydx

≤
∫

Ω

|Fǫ(uǫ)||wǫ|dydx ≤ ||Fǫ(uǫ)||L2(Ω)||wǫ||L2(Ω) ≤ K||wǫ||H1(Ω).

Por outro lado para ǫ ∈ (0, 1) temos || · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1
ǫ (Ω). Assim

||wǫ||2
H1(Ω)

≤ ||wǫ||2
H1
ǫ (Ω)
≤ K||wǫ||H1(Ω) ⇒ ||wǫ||H1(Ω) ≤ K.

Assim concluimos que a famı́lia {A−1
ǫ ◦ Fǫ(u

ǫ)}ǫ>0 é limitada e pelo Teorema A.1.11 portanto possui

uma subsequência convergente. Logo a famı́lia de operadoresA−1
ǫ ◦Fǫ : H1(Ω)→ H1(Ω) é compacta

com ||uǫ||H1(Ω) ≤M. �

Consequentemente , a existência de soluções do problema (1.7) segue do Teorema de Schauder

sobre o ponto fixo (Teorema D.2.20).
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2.2.2 Colocação abstrata e existência de soluções do problema (1.5)

Da prova da propriedade iii) da Proposição 2.1.1 temos que aǫ(·, ·) define a norma em H1
ǫ(Ω) dada

por ||u||H1
ǫ (Ω) = (aǫ(u, u))1/2. Facilmente vemos que ||u||H1

ǫ (Ω) → ∞, quando ǫ → 0 se
∂u

∂y
(x, y) , 0 em

L2(Ω). Com efeito podemos introduzir para u ∈ H1(Ω) o seguinte

lim
ǫ→0

aǫ(u, u) =



p(x)

{∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(0,1)
+ ||u||2

L2(0,1)

}
, se

∂u

∂y
(x, y) = 0

∞ , caso contrário.

Nesse sentido a famı́lia aǫ, com ǫ > 0 tem limite finito se e somente se u ∈ Ĥ1(0, 1) onde Ĥ1(0, 1)

denota o espaço

Ĥ1(0, 1) =

{
u ∈ H1(Ω) :

∂u

∂y
(x, y) = 0

}
(2.11)

É claro que Ĥ1(0, 1) é um espaço de Hilbert com a norma

||u||2
Ĥ1(0,1)

= p(x)

{∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(0,1)
+ ||u||2

L2(0,1)

}
(2.12)

definido pelo produto interno

(φ,ϕ)
Ĥ1(0,1)

=

∫ 1

0

p(x)

{
∂φ

∂x

∂ϕ

∂x
+ φϕ

}
dx.

Além disso temos que H1(0, 1) e Ĥ1(0, 1) possuem normas equivalentes, pois se u ∈ H1(Ω) com
∂u

∂y
(x, y) = 0 existe duas constantes positivas C1 e C2 tais que

C1|| · ||H1(0,1) ≤ || · ||Ĥ1(0,1)
≤ C2|| · ||H1(0,1)

Com efeito, pelas nossas suposições temos que 0 < G0 ≤ G(x) ≤ G1 e 0 < b0 ≤ b(x) ≤ b1 o que implica

que 0 < b0 + G0 ≤ b(x) + G(x) ≤ b1 + G1
def
= H1. Assim

min
x∈(0,1)

{p(x)}
∫ 1

0

{u2
x + u2}dx ≤

∫ 1

0

p(x){u2
x + u2}dx ≤ max

x∈(0,1)
{p(x)}

∫ 1

0

{u2
x + u2}dx,

ou seja, C1||u||H1(0,1) ≤ ||u||Ĥ1(0,1)
≤ C2||u||H1(0,1) com as constantes positvas definidas respetivamente

por C1 =
√

b0 + G0 e C2 =
√

b1 + G1. �

Assim similarmente como no caso anterior (formulação abstrata do problema (1.7)) para escre-

vermos a forma abstrata do problema (1.5) definimos a forma bilinear a0 : Ĥ1(0, 1) × Ĥ1(0, 1) → R
pela seguinte fórmula

a0(u, v) =

∫ 1

0

p(x){uxvx + uv}dx, (2.13)

onde u, v ∈ Ĥ1(0, 1) e p : (0, 1)→ (0,∞) é uma função positiva definida em (1.6).
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Observação 2.2.10 A forma bilinear a0 satisfaz as propriedades da Proposição 2.1.1, isto é, simétrica, positiva,

coerciva e contı́nua.

Denotando por 〈·, ·〉 o produto interno em L̂2(0, 1) onde L̂2(0, 1) é o espaço L2(0, 1) com o produto

interno conveniente dado por

〈u, v〉 =
∫ 1

0

p(x)u(x)v(x)dx.

Proposição 2.2.11 Dado h ∈ L̂2(0, 1) existe único u ∈ Ĥ1(0, 1) tal que

a0(u, v) = 〈h, v〉, v ∈ Ĥ1(0, 1). (2.14)

Demonstração. Segue do Teorema de Lax-Milgram devido, a Observação 2.2.10. �

Corolário 2.2.12 Se u ∈ Ĥ1(0, 1) é tal que a0(u, v) = 〈h, v〉 para todo v ∈ Ĥ1(0, 1) e para algum h ∈ L̂2(0, 1),

então u ∈ Ĥ2(0, 1) e satisfaz 

− 1

p(x)
(p(x)ux)x + u = h, em (0, 1)

ux(0) = ux(1) = 0.
(2.15)

Prova. A Proposição 2.2.11 garante que u ∈ Ĥ1(0, 1) é único. Agora pela Observação 2.2.10 e

pela convexidade do intervalo (0, 1), temos pelo Teorema de Grisvard sobre a regularidade de um

problema de Neumann que u ∈ Ĥ2(0, 1). Logo podemos aplicar o Teorema de Green em (2.13)

obtendo,

a0(u, v) =

∫ 1

0

{
− 1

p(x)
(p(x)ux(x))x + u(x)

}
v(x)p(x)dx + ux(1)p(1)v(1) − ux(0)p(0)v(0),

donde escolhendo v convenientemente e pela arbitrariedade de v(1), v(0) e p(0), p(1) são positivos

temos que u ∈ Ĥ1(0, 1) satisfaz o problema clássico (2.15). �

Com base na Proposição 2.2.11 e o Corolário 2.2.12 definimos A0 : D(A) : L̂2(0, 1) → L̂2(0, 1) o

operador linear associado a forma bilinear a0 dada por

A0u = − 1

p(x)
(p(x)ux(x))x + u(x)

D(A0) = {u ∈ H2(0, 1) : ux(1) = ux(0) = 0}.

O domı́nio D(A0) é definido por


D(A0) = {u ∈ H1(0, 1), v 7→ a0(u, v) é contı́nua em H1(0, 1)}
a0(u, v) = 〈A0u, v〉, que defineA0u ∈ L̂2(0, 1).
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Observação 2.2.13 O operador A0 é densamente definido, fechado, simétrico, auto-adjunto, com inversa

contı́nua e compacto.

Agora usando o fato de que para H−s(0, 1) é o dual de Hs(0, 1) para s > 0 e em particular para

s = 1 temos

H1(0, 1) ⊂ L̂2(0, 1) ⊂ H−1(0, 1),

portantoA0 pode ser visto como um operador que age do espaço H1(0, 1) para o seu dual H−1(0, 1)

tal que para todo u ∈ H1(0, 1) tem-se

〈A0u, v〉H−1(0,1),H1(0,1) =

∫ 1

0

{ux(x)vx(x) + u(x)v(x)}p(x)dx, v ∈ H1(0, 1).

Assim o problema (1.5) pode ser escrito como A0u = F(u), onde F0 : H1(0, 1) → H−s(0, 1) com

1/2 < s < 1 é definido por

〈F0(u), v〉 =
∫ 1

0

{
f (u(x)) +

µ(x)

p(x)
g(u(x))

}
v(x)p(x)dx, v ∈ Hs(0, 1), (2.16)

ondeµ : (0, 1)→ (0,∞) é uma função suave definida em (1.6). Assim se F0 ∈ H−s(0, 1) para 1/2 < s < 1

a solução de A0u = F0(u) é a solução fraca do problema (1.5). Portanto u é a solução do problema

(1.5) se e somente se u ∈ H1(0, 1) satisfaz u = A−1
0
◦ F0(u). Logo u deve ser o ponto fixo da aplicação

não-linear

A−1
0 ◦ F0 : H1(0, 1)→ H1(0, 1). (2.17)

Lema 2.2.14 Se a sequência un ∈ H1(0, 1) é limitada então a famı́lia {A−1
0
◦ F0(un)} é compacta.

Prova. Temos que a sequência un em H1(0, 1) é limitada então existe uma constante positiva M

tal que ||un||H1(0,1) ≤ M. Logo pelo Teorema A.1.11 podemos extrair uma subsequência que ainda

denotaremos por un e uma funcção u ∈ H1(0, 1) tal que

un ⇀ u em w −H1(0, 1), quando n→∞.

Agora consideremos ωn = A−1
0
◦ F0(un) que é equivalente aA0ωn = F0(un) sendo ωn solução fraca.

Para mostrar que {A−1
0
◦ F0(un)} possui uma subsequência convergente é suficiente mostrar que ωn

é limitada em H1(0, 1). Para tal usando o fato de que H1(0, 1) está imerso compactamente em L̂2(0, 1)
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temos

||ωn||2H1(0,1)
=

∫ 1

0

p(x){|ωn
x |2 + |ωn|}dx ≤

∫ 1

0

{p(x)| f (un)| + µ(x)|g(un)|}|ωn|dx

≤
{∫ 1

0

{p(x)| f (un)| + µ(x)|g(un)|}2dx

}1/2

||ωn||L̂2(0,1)

≤
{

2

∫ 1

0

p2(x)| f (un)|2dx + 2

∫ 1

0

µ2(x)|g(un)|2dx

}1/2

||ωn||L̂2(0,1)

≤
√

2
{
H1|| f ||L∞(R) + ||µ||L∞(0,1)||g||L∞(R)

}1/2 ||ωn||H1(0,1).

Portanto existe uma constante K := K( f, g, p, µ) tal que ||ωn||H1(0,1) ≤ K. O que implica que a famı́lia

{A−1
0
◦ F0(un)} é limitada, ou seja que possui uma subsequência convergente pelo Teorema A.1.11.

Logo a famı́liaA−1
0
◦ F0 : H1(0, 1)→ H1(0, 1) é compacta com ||un||H1(0,1) ≤M. �

Assim vemos que as soluções do problema limite (1.5) podem ser expressas como ponto fixo da

aplicação (2.17) e consequentemente a existência de soluções do problema (1.5) segue do Teorema

de Schuader sobre o ponto fixo (Teorema D.2.20) como queriamos observar.

2.3 Caracterização dos domı́nios de definição

Consideremos funções b e G : (0, 1) → R+ e a famı́lia de funções Hǫ : (0, 1) → R+ para algum

ǫ ∈ (0, ǫ0), com 0 < ǫ0 ≤ 1 e assumimos as seguintes hipóteses em relação as funções b, G e Hǫ:

(H1) As funções b e G são suaves, positivas e uniformemente limitadas e existem as constantes

fixadas positivas b0, b1,G0 e G1 tais que 0 < b0 ≤ b(x) ≤ b1 e 0 < G0 ≤ G(x) ≤ G1 para todo

x ∈ (0, 1) e a G possui derivada uniformemente limitada.

(H2) As funções Hǫ(·) são do tipo (1.3) onde a função H definida abaixo

H : [0, 1] ×R→ R
(x, y) 7→ H(x, y)

é contı́nua na variável x e uniformemente contı́nua na segunda variável y, isto é, para todo

η > 0, existe um δ > 0 tal que |H(x, y) −H(x′, y)| < η sempre que x, x′ ∈ [0, 1], |x − x′| < δ além

disso H(x, y) é não negativa e l(x)- periódica na segunda variável y para todo x ∈ [0, 1], isto

é H(x, y + l(x)) = H(x, y) para todo y, onde a função perı́odo l : [0, 1] → R é uniformemente

limitada e positiva com 0 < l0 ≤ l(x) ≤ l1 para todo x ∈ [0, 1].

Notemos que em nossas suposições permitimos o caso sem oscilação que ocorre quando β = 0

em (1.3). Assim temos Hǫ(x) = H(x, x) com Hǫ independente de ǫ. Dessa forma a faixa estreita θǫ

não possui comportamento oscilatório.
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O seguinte resultado que também será bastante útil ao longo do trabalho.

Lema 2.3.1 Se Hǫ é definido como em (1.3), então

Hǫ(·)→ µ(·) = 1

l(·)

∫ l(·)

0

H(·, s)ds w∗ − L∞(0, 1)

Prova. Temos que mostrar que

∫ 1

0

Hǫ(x) − 1

l(x)

∫ l(x)

0

H(x, s)ds

ϕ(x)dx→ 0, ǫ→ 0, ∀ϕ ∈ L1(0, 1).

Como o conjunto das funções simples é denso em L1(0, 1) e toda a função simples pode ser escrita

como combinação linear de funções caracterı́sticas (Definição A.2.8), é suficiente supor ϕ = χ(e, f ) a

função caracterı́stica do intervalo 0 ≤ e < f ≤ 1, isto é,

ϕ(x) =


1 , se x ∈ (e, f )

0 , se x < (e, f ).

Assim temos que estimar a seguinte integral

Ie, f =

∫ f

e

Hǫ(x) − 1

l(x)

∫ l(x)

0

H(x, s)ds

 dx.

Para um η > 0 suficientemente pequeno existe n que define uma partição do intervalo (e, f ) P =

{e = x0, x1, x2, . . . , xn = f } com e = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = f . Fixemos x̂i ∈ Ji
def
= [xi−1, xi] com

i = 1, 2, . . . , n tais que

max
i

sup
x∈Ji ,y∈R

|H(x, y) −H(x̂i, y)| < η.

Adicionando e subtraindo termos correspondentes em Ie, f vemos que Ie, f =

5∑

i=1

Ii
e, f onde:

I1
e, f =

n∑

i=1

∫

Ji

{H(x, x/ǫα) −H(x̂i, x/ǫ
α)}dx

I2
e, f =

n∑

i=1

∫

Ji

H(x̂i, x/ǫ
α) − 1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0

H(x̂i, s)ds

 dx

I3
e, f =

n∑

i=1

∫

Ji


1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0

H(x̂i, s)ds − 1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0

H(x, s)ds

 dx

I4
e, f =

n∑

i=1

∫

Ji


1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0

H(x, s)ds − 1

l(x̂i)

∫ l(x)

0

H(x, s)ds

 dx

I5
e, f =

n∑

i=1

∫

Ji


1

l(x̂i)

∫ l(x)

0

H(x, s)ds − 1

l(x)

∫ l(x)

0

H(x, s)ds

 dx.
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Temos:

|I1
e, f | ≤

n∑

i=1

∫

Ji

|H(x, x/ǫα) −H(x̂i, x/ǫ
α)|dx <

n∑

i=1

∫

Ji

ηdx = η( f − e).

|I3
e, f | ≤

n∑

i=1

∫

Ji

1

l(x̂i)


∫ l(x̂i)

0

|H(x̂i, s) −H(x, s)|ds

 dx <
n∑

i=1

∫

Ji

1

l(x̂i)


∫ l(x̂i)

0

ηds

 dx = η( f − e).

|I4
e, f | =

∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

∫

Ji


1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0

H(x, s)ds − 1

l(x̂i)

∫ l(x)

0

H(x, s)ds

 dx

∣∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

∫

Ji


1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0

H0ds − 1

l(x̂i)

∫ l(x)

0

H0ds

 dx

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

∫

Ji

1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

l(x)

H0dsdx

∣∣∣∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

∫

Ji

|l(x̂i) − l(x)|
|l(x̂i)|

H0dx ≤ H0

l0
||l̂η − l||L∞(0,1)

n∑

i=1

∫

Ji

dx =
H0

l0
||l̂η − l||L∞(0,1)( f − e).

|I5
e, f | =

∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

∫

Ji


1

l(x̂i)

∫ l(x)

0

H(x, s)ds − 1

l(x)

∫ l(x)

0

H(x, s)ds

 dx

∣∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

∫

Ji


(

1

l(x̂i)
− 1

l(x)

)∫ l(x)

0

H0ds

 dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤

n∑

i=1

∫

Ji

|l(x̂i) − l(x)|
|l(x̂i)l(x)| l(x)H0dx

≤ l1

l2
0

H0( f − e)||l̂η − l||L∞(0,1).

Aqui 0 ≤ Hǫ ≤ H0 = b0 + G0 e l0, l1 são constantes positivas introduzidas em (H2). Nas estimativas

I4
e, f

e I5
e, f

supomos que Ji
def
= Ni∪Pi, onde Ni =

n⋃
i=1
αi onde αi = [γi−1, γi] é tal que l(x̂i)− l(x) > 0, ∀x ∈ αi

e Pi =
n⋃

i=1
βi onde βi = [δi−1, δi] é tal que l(x̂i) − l(x) < 0, ∀x ∈ βi e l̂η é uma função simples definida

para cada η > 0 por

l̂η(x) = l(xi) quando xi ∈ Ji.

Supondo que x ∈ αi e obtemos estimativas acima que não dependem de ǫ > 0 e como ||l̂η−l||L∞(0,1) → 0

quando η → 0 uniformemente em ǫ, temos que I1
e, f

, I3
e, f

, I4
e, f

e I5
e, f

tende para zero quando η → 0

uniformemente em ǫ. Para concluir a prova do lema temos que avaliar I2
e, f

. Mas este é aplicação

direta do Teorema A.4.4 desde que x̂i seja ponto fixado em Ji e H(x̂i, ·) seja l(x̂i)- periódico. Portanto

|I2
e, f | ≤

n∑

i=1

∫

Ji

∣∣∣∣∣∣H(x̂i, x/ǫ
α) − 1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0

H(x̂i, s)ds

∣∣∣∣∣∣ dx→ 0, ǫ→ 0, L∞(0, 1).

�
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Afirmação 2.3.2 ||l̂η − l||L∞(0,1) → 0 uniformemente em ǫ quando η→ 0.

Prova. Consideremos uma partição P do intervalo [0, 1] e definimos as somas superior e inferior

de l relativamente a partição qualquerP por

U(l,P) =
∑

i

sup
x∈[xi−1 ,xi]

l(x) e L(l,P) =
∑

i

inf
x∈[xi−1 ,xi]

l(x).

Pela definição do integral segundo Riemann existe uma partição P do intervalo [0, 1] tal que

∫ 1

0

l(x)dx −
η

2
≤ L(l,P) ≤

∫ 1

0

l(x)dx ≤ U(l,P) ≤
∫ 1

0

l(x)dx +
η

2
,

em particular

U(l,P) − L(l,P) < η.

E se a partição P é definida como no Lema 2.3.1 temos:

n∑

i=1


sup

x∈Ji

l(x) − inf
x∈Ji

l(x)


 (xi − xi−1) < η. (2.18)

Então, seja

l̂η : [0, 1] −→ R

x 7→


l(xi−1) , se i é tal que x ∈ [xi−1, xi[

l( f ) , se for o caso contrário.

É claro que l̂η(x) = l(xi) para todo i para todo x ∈ Ji é uma função simples e assim

dist(l, l̂η) =

∫ f

e

|l̂η(x) − l(x)|dx =

n∑

i=1

∫

Ji

|l̂η(x) − l(x)|dx

≤
n∑

i=1

∫

ji


sup

x∈Ji

l(x) − inf
x∈Ji

l(x)


 dx < η,

por (2.18), onde dist é a função distância e assim podemos escolher um n suficientemente grande de

tal forma que

max
i


sup

x∈Ji

l(x) − inf
x∈Ji

l(x)


→ 0, quando η→ 0.

�

2.4 Integrais concentradas

Lema 2.4.1 Suponha que v ∈ Hs(Ω) com
1

2
< s ≤ 1 e s − 1 > −1

q
. Então para ǫ0 suficientemente pequeno

existe C > 0 independente de ǫ e v tal que para todo 0 < ǫ ≤ ǫ0 temos que

1

ǫα

∫

oǫ

|v(ξ)|qdξ ≤ C||v||q
Hs(Ω)

.
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Prova. Observemos primeiramente que oǫ pode ser escrito como

oǫ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ (0, 1), 0 < G(x1) − x2 < ǫ
αHǫ(x1)}.

Assim, aplicando o Teorema da Mudança de coordenadas temos

1

ǫα

∫

oǫ

|v(x1, x2)|qdx2dx1 =
1

ǫα

∫ 1

0

∫ ǫαHǫ(ξ1)

o

|v(ξ1,G(ξ1) − ξ2)|q
∣∣∣∣∣∣∣∣
det




1 0

G′(ξ1) −1




∣∣∣∣∣∣∣∣
dξ2dξ1

=
1

ǫα

∫ 1

0

∫ ǫαHǫ(ξ1)

o

|v(ξ1,G(ξ1) − ξ2)|qdξ2dξ1,

com ξ1 e ξ2 definido por 
ξ1(x1, x2) = x1

ξ2(x1, x2) = G(x1) − x2.
(2.19)

Seja dada a aplicação τ : õǫ → R2 definido por τ(ξ1, ξ2) = (ξ1,G(ξ1) − ξ2) tal que τ(oǫ) ⊂ õǫ definido

por

õǫ = {(ξ1, ξ2) ∈ R2 : ξ1 ∈ (0, 1), 0 < ξ2 < ǫ
αH0}.

Pelo [9, Lema 2.1] existem constante ǫ0 e C > 0 independente de ǫ e ω = v ◦ τ tal que

1

ǫα

∫

oǫ

|v(x1, x2)|qdx2dx1 =
1

ǫα

∫ 1

0

∫ ǫαHǫ(ξ1)

o

|v(ξ1,G(ξ1) − ξ2)|qdξ2dξ1

≤ 1

ǫα

∫ 1

0

∫ ǫαH0

0

|v ◦ τ(ξ1, ξ2)|qdξ2dξ1 =
1

ǫα

∫ 1

0

∫ ǫαH0

0

|ω(ξ1, ξ2)|qdξ2dξ1

=
1

ǫα

∫

õǫ

|ω(ξ1, ξ2)|qdξ2dξ1 ≤ C||ω||q
Hs(Ω̃)

∀ǫ ∈ (0, ǫ0].

Aqui

Ω̃ = { (ξ1, ξ2) ∈ R2 : ξ1 ∈ (0, 1), 0 < ξ2 < G(ξ1) + b(ξ1)}.

É claro que para ǫ0 suficientemente pequeno τ(oǫ) ⊂ Ω̃. Além disso a matriz jacobiana

Jτ(ξ1, ξ2) =




1 0

G′(ξ1) −1




independente de ǫ. Para completar a prova do Lema temos que mostrar que existe uma constante C

independente de ǫ tal que || · ||
H1(Ω̃)

≤ C|| · ||H1(Ω). Pelo que

Definição 2.4.2 Seja U ⊂ Rn um aberto diremos que aplicação ϕ : U → Rn é um mergulho α vezes

diferenciáveis se ϕ for um defeomorfismo de U sobre a sua imagem ϕ(U) de ordem α. Definimos a aplicação

composição (ou pull-back) ϕ∗ de ϕ

ϕ∗h(x) = h ◦ ϕ(x) = h(ϕ(x)), ∀x ∈ U,
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onde h é uma função definida em U. Mostra-se que ϕ∗ : Cα(ϕ(U)) → Cα(U) é um isomorfismo com a

inversa ϕ∗−1 = (ϕ−1)∗ [6]. Esta definição é válida em outros espaços com por exemplo nos espaços

de Sobolev ϕ∗ : Wm,p(ϕ(U))→ Wm,p(U) com 0 ≤ m ≤ α e 1 ≤ p ≤ ∞.

Definimos a seguinte aplicação

τ∗ : Hs(Ω̃)→ Hs(Ω)

v 7→ v ◦ τ,

onde τ : Ω → Ω̃ é um mergulho. Então se ω = τ∗v ∈ Hs(Ω) pela regra da cadeia temos que

v = ω ◦ τ−1 ∈ Hs(Ω̃), portanto τ∗ está bem definida. Assim para avaliarmos as normas vamos dividir

em dois casos a saber:

(1) s = 1, ω ∈ H1(Ω̃) então pela Regra da Cadeia temos:

∂i(ω(ξ1, ξ2)) = ∂i(τ
∗v(ξ1, ξ2)) = ∂i(v ◦ τ(ξ1, ξ2)) =

2∑

j

∂ j(v(τ(ξ1, ξ2)))∂i(τ(ξ1, ξ2)) j

e a norma em H1(Ω̃) é dado por

||ω||2
H1(Ω̃)

= ||ω||2
L2(Ω̃)

+ ||∂1ω||2
L2(Ω̃)

+ ||∂2ω||2
L2(Ω̃)

.

Portanto, vamos estimar cada uma das integrais no segundo membro utilizando a substituição

dada em (2.19)

||ω||2
L2(Ω̃)

=

∫

Ω̃

|ω(ξ1, ξ2)|2dξ2dξ1 =

∫ 1

0

∫ G(ξ1)+b(ξ1)

0

|v ◦ τ(ξ1, ξ2)|2dξ2dξ1

=

∫ 1

0

∫ G(ξ1)+b(ξ1)

0

|v(ξ1,G(ξ1) − ξ2)|2dξ2dξ1 =

∫ 1

0

∫ G(y1)

−b(y1)

|v(y1, y2)|2|Jτ−1(y1, y2)|dy2dy1

=

∫

Ω

|v(y1, y2)|2dy2dy1 = ||v||2L2(Ω)
. (2.20)

||∂1ω||2
L2(Ω̃)

=

∫

Ω̃

|∂1ω(ξ1, ξ2)|2dξ2dξ1 =

∫ 1

0

∫ G(ξ1)+b(ξ1)

0

|∂1v ◦ τ(ξ1, ξ2)|2dξ2dξ1

=

∫ 1

0

∫ G(ξ1)+b(ξ1)

0

|∂1v(ξ1,G(ξ1) − ξ2)|2dξ2dξ1

=

∫ 1

0

∫ G(ξ1)+b(ξ1)

0

|∂1v(ξ1,G(ξ1) − ξ2) · 1 + ∂1v(ξ1,G(ξ1) − ξ2) ·G′(ξ1)|2dξ2dξ1

=

∫ 1

0

∫ G(ξ1)+b(ξ1)

0

|∂1v(ξ1,G(ξ1) − ξ2)[1 + G′(ξ1)]|2dξ2dξ1

≤ [1 + ||G′||L∞(0,1)]
2

∫ 1

0

∫ G(y1)

−b(y1)

|∂1v(y1, y2)|2|Jτ−1(y1, y2)|dy2dy1

= [1 + ||G′||L∞(0,1)]
2

∫

Ω

|∂1v(y1, y2)|2dy2dy1 = [1 + ||G′||L∞(0,1)]
2||∂1v||2

L2(Ω)
. (2.21)



Integrais Concentradas 27

||∂2ω||2
L2(Ω̃)

=

∫

Ω̃

|∂2ω(ξ1, ξ2)|2dξ2dξ1 =

∫ 1

0

∫ G(ξ1)+b(ξ1)

0

|∂2v ◦ τ(ξ1, ξ2)|2dξ2dξ1

=

∫ 1

0

∫ G(ξ1)+b(ξ1)

0

|∂2v(ξ1,G(ξ1) − ξ2)|2dξ2dξ1

=

∫ 1

0

∫ G(y1)

−b(y1)

|∂1v(y1, y2)|2|Jτ−1(y1, y2)|dy2dy1 =

∫

Ω

|∂1v(y1, y2)|2dy2dy1

= ||∂2v||2
L2(Ω)

. (2.22)

Logo, por (2.20), (2.21) e (2.22) e e tomando C1 := [1 + ||G′||L∞(0,1)]
2 facilmente vemos

||ω||2
H1(Ω̃)

≤ C1||v||2H1(Ω)
.

(2) Para
1

2
< s < 1 dado ω ∈ Hs(Ω̃) temos:

||ω||2
Hs(Ω̃)

= ||ω||2
L2(Ω̃)

+

"

Ω̃×Ω̃

|ω(ξ1, ξ2) − ω(y1, y2)|2
|(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2(s+1)

dy2dy1dξ2dξ1

= ||v||2
L2(Ω)

+

"

Ω̃×Ω̃

|τ∗v(ξ1, ξ2) − τ∗v(y1, y2))|2
|(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2(s+1)

dy2dy1dξ2dξ1

= ||v||2
L2(Ω)

+

"

Ω̃×Ω̃

|v(τ(ξ1, ξ2)) − v(τ(y1, y2))|2
|τ(ξ1, ξ2) − τ(y1, y2)|2(s+1)

( |τ(ξ1, ξ2) − τ(y1, y2)|2
|(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2

)(s+1)

dy2dy1dξ2dξ1

≤ ||v||2
L2(Ω)

+ K

"

Ω̃×Ω̃

|v(τ(ξ1, ξ2)) − v(τ(y1, y2))|2
|τ(ξ1, ξ2) − τ(y1, y2)|2(s+1)

dy2dy1dξ2dξ1

= ||v||2
L2(Ω)

+ K

"

Ω×Ω

|v(σ1, σ2) − v(̺1, ̺2)|2
|(σ1, σ2) − (̺1, ̺2)|2(s+1)

|Jτ−1(σ1, σ2)Jτ−1(̺1, ̺2)|d̺1d̺2dσ2dσ1

= ||v||2
L2(Ω)

+ K

"

Ω×Ω

|v(σ1, σ2) − v(̺1, ̺2)|2
|(σ1, σ2) − (̺1, ̺2)|2(s+1)

d̺1d̺2dσ2dσ1.

Denotando por C2 := K temos que ||ω||2
Hs(Ω̃)

≤ C2||v||2Hs(Ω)
para

1

2
< s < 1. Assim para todo intervalo

1

2
< s ≤ 1 e tomando uma constante C > 0 arbitrária independente de ǫ ω e v temos que ||ω||2

Hs(Ω̃)
≤

C||v||2
Hs(Ω)

. O que implica que ||ω||
Hs(Ω̃)

≤
√

C||v||Hs(Ω), donde elevando a q em ambos membros

obtemos

||ω||q
Hs(Ω̃)

≤ C1/q||v||q
Hs(Ω)

.

�

Afirmação 2.4.3 A aplicação τ : õǫ → R2 definida por τ(ξ1, ξ2) = (x1,G(x1)− x2) é Lipschitz contı́nua, isto

é, existe uma constante positiva tal que:

|τ(ξ1, ξ2) − τ(y1, y2)| ≤ K|(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|,
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onde K =
{
1 + 2||G′||2

L∞(0,1)

}1/2
.

Prova. Temos que |τ(ξ1, ξ2) − τ(y1, y2)| = |(x1 − y1), (G(x1) − G(y1) − (x2 − y2))|. Elevando ambos

membros ao quadrado obtemos que

|τ(ξ1, ξ2) − τ(y1, y2)|2 = |(x1 − y1), (G(x1) − G(y1) − (x2 − y2))|2

= (x1 − y1)2 + (G(x1) − G(y1))2 − 2(G(x1) − G(y1))(x2 − y2) + (x2 − y2)2

= |(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2 + (G(x1) − G(y1))2 + 2(G(x1) − G(y1))(y2 − x2).

Aplicando o Teorema de Valor Médio para G(x1) − G(y1), com y1 < θ < x1 obtemos que

|G(x1) − G(y1)| = |G′(θ)(x1 − y1)| ≤ ||G′||L∞(0,1)|x1 − y1|.

Agora usando os seguintes fatos: 2ab ≤ a2 + b2 e se a ≤ b então a ≤ b + c com c ≥ 0. Assim

|τ(ξ1, ξ2) − τ(y1, y2)|2 ≤ |(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2 + ||G′||2L∞(0,1)|x1 − y1|2 + 2||G′||L∞(0,1)|x1 − y1||x2 − y2|2

≤ |(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2 + ||G′||2L∞(0,1)|x1 − y1|2 + ||G′||L∞(0,1)(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2)

≤ |(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2 + ||G′||2L∞(0,1)|x1 − y1|2 + ||G′||2L∞(0,1)(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2)

+ ||G′||2L∞(0,1)|x2 − y2|2 = |(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2 + 2||G′||2L∞(0,1)(|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2)

= |(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2(1 + 2||G′||2L∞(0,1))

E assim mostramos que |τ(ξ1, ξ2) − τ(y1, y2)|2 ≤ (1 + 2||G′||2
L∞(0,1)

)|(ξ1, ξ2) − (y1, y2)|2 . �

Com base no Lema 2.4.1, podemos analizar como integrais concentrados convergem para uma

certa famı́lia de funções que variam com ǫ e termos as propriedades de regularidade fraca. Mas

precisamente

Lema 2.4.4 Suponha que as sequências φǫ, ϕǫ ∈ H1
ǫ(Ω) são uniformemente limitadas em ǫ > 0, e φ,ϕ ∈

H1(0, 1) satisfazendo φǫ ⇀ φ e ϕǫ ⇀ ϕ, w −H1(Ω). Então

lim
ǫ→0

1

ǫα

∫

oǫ

φǫϕǫdξ =

1∫

0

µφϕdS, (2.23)

onde µ ∈ L∞(0, 1) é dado em (1.6).

Prova. É facil ver que

1

ǫα

∫

oǫ

φǫϕǫdξ −
1∫

0

µφϕdS =
1

ǫα

∫

oǫ

(φǫ(x1, x2) − φ(x1))ϕǫ(x1, x2)dx2dx1

+
1

ǫα

∫

oǫ

φ(x1)(ϕǫ(x1, x2) − ϕ(x1))dξ2dξ1 +
1

ǫα

∫

oǫ

φ(x1)ϕ(x1)dx2dx1

−
∫ 1

0

µ(x1)φ(x1)ϕ(x1)dx1. (2.24)
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Mas,

1

ǫα

∫

oǫ

φ(x1)ϕ(x1)dx2dx1 =
1

ǫα

∫ 1

0

φ(x1)ϕ(x1)

(∫ G(x1)

G(x1)−ǫαHǫ(x1)

dx2

)
=

∫ 1

0

φ(x1)ϕ(x1)Hǫ(x1)dx1.

Portanto, (2.24) pode ser escrito como

1

ǫα

∫

oǫ

φǫϕǫdξ −
1∫

0

µφϕdS =
1

ǫα

∫

oǫ

(φǫ(x1, x2) − φ(x1)ϕǫ(x1, x2)dx2dx1

+
1

ǫα

∫

oǫ

φ(x1)(ϕǫ(x1, x2) − ϕ(x1))dx2dx1

+

∫ 1

0

φ(x1)ϕ(x1)(Hǫ(x1) − µ(x1)dx1
def
= I1 + I2 + I3,

onde cada um dos Ii, com i = 1, 2, 3 representam a primeira a segunda e a terceira integrais respec-

tivamente. Agora vamos avaliar cada uma das integrais Ii, i = 1, 2, 3 que equivale a mostrar que

Ii → 0, quando ǫ→ 0, aplicando o Lema 2.4.1. Comecemos por I1. Temos

|I1| ≤
1

ǫα

∫

oǫ

|φǫ(x1, x2) − φ(x1)||ϕǫ(x1, x2)|dx2dx1

≤
(

1

ǫα

∫

oǫ

|ϕǫ(x1, x2)|dx2dx1

)1/2 (
1

ǫα

∫

oǫ

|φǫ(x1, x2) − φ(x1)|dx2dx1

)1/2

≤
(
C||ϕǫ||2

H1(Ω)

)1/2 (
C||φǫ − φ||2Hs(Ω)

)1/2

= C||ϕǫ||H1(Ω)||φǫ − φ||Hs(Ω), (2.25)

onde C é uma constante positiva independente de ǫ e
1

2
< s < 1. Como a sequência ϕǫ é unifor-

memente limitada em H1
ǫ(Ω) e usando o fato de que || · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1

ǫ (Ω) então ϕǫ é uniformemente

limitada em H1(Ω) para todo ǫ ∈ (0, 1). Também por hipótese φǫ ⇀ φ, w−H1(Ω), o que implica que

φǫ → φ, s −Hs(Ω) para todo 0 ≤ s < 1. Assim devido a (2.25) temos que I1 → 0, quando ǫ→ 0.

|I2| ≤
1

ǫα

∫

oǫ

|φ(x1)||ϕǫ(x1, x2) − ϕ(x1)|dx2dx1

≤
(

1

ǫα

∫ 1

0

|φ(x1)|2
(∫ G(x1)

G(x1)−ǫαHǫ(x1)

dx2

)
dx1

)1/2 (
1

ǫα
|ϕǫ(x1, x2) − ϕ(x1)|2dx2dx1

)1/2

≤
(

1

ǫα

∫ 1

0

|φ(x1)|2ǫαHǫ(x1)dx1

)1/2 (
C||ϕǫ − ϕ||2Hs(Ω)

)1/2

≤ H1/2
0

C1/2||φ||H1(0,1)||ϕǫ − ϕ||Hs(Ω), (2.26)

onde C é uma constante positiva independente de ǫ e
1

2
< s < 1. Por hipótese temos que ϕǫ ⇀ ϕ,

w − H1(Ω), o que implica que ϕǫ → ϕ, s − Hs(Ω) para todo 0 ≤ s < 1. O que devido a (2.26) temos



30 Salvador RafaelManjate

que I2 → 0, quando ǫ → 0. Finalmente, pelo Lema 2.3.1, temos que Hǫ(·) ⇀ µ(·), w∗ − L∞(0, 1).

Consequentemente,

I3 =

∫ 1

0

φ(x1)ϕ(x1)Hǫ(x1)dx −
∫ 1

0

φ(x1)ϕ(x1)µ(x1)dx→ 0 ∀φϕ ∈ L1(0, 1).

Assim concluimos a prova. �

Agora vamos analizar a convergência dos termos não lineares concentrados

Lema 2.4.5 Suponha que as sequências uǫ, ϕǫ ∈ H1
ǫ(Ω) para cada ǫ > 0 e u, ϕ ∈ H1(0, 1) satisfazendo que

uǫ ⇀ u, ϕǫ ⇀ ϕ, em w −H1(Ω). Então,
∫

Ω

f (uǫ)ϕǫdx1dx2 →
∫ 1

0

p f (u)ϕdx, (2.27)

e
1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)ϕǫdx1dx2 →
∫ 1

0

µg(u)ϕdx, (2.28)

quando ǫ→ 0, onde µ e p são definidos em (1.6).

Prova. Como f possui derivada limitada, facilmente vemos que f (uǫ)→ f (u) em L2(Ω). De fato

|| f (uǫ) − f (u)||2
L2(Ω)

=

∫

Ω

| f (uǫ(x1, x2)) − f (u(x1))|2dx2dx1 ≤
∫

Ω

| f ′(θ(x1, x2))|2|uǫ(x1, x2) − u(x1)|2dx2dx1

≤ || f ′||2L∞(R)||u
ǫ − u||2

H1(Ω)
,

onde u(x1) ≤ θ(x1, x2) ≤ uǫ(x1, x2) em Ω. Assim,

|| f (uǫ) − f (u)||L2(Ω) ≤ || f ′||L∞(R)||uǫ − u||H1(Ω) → 0.

Logo
∫

Ω

f (uǫ(x1, x2))ϕǫ(x1, x2)dx2dx1 →
∫

Ω

f (u(x1))ϕ(x1)dx2dx1

=

∫ 1

0

(∫ G(x1)

−b(x1)

dx2

)
f (u(x1))ϕ(x1)dx1 =

∫ 1

0

p(x1) f (u(x1))ϕ(x1)dx1,

ou seja, ∫

Ω

f (uǫ(x1, x2))ϕǫ(x1, x2)dx2dx1 →
∫ 1

0

p(x1) f (u(x1))ϕ(x1)dx1,

provando assim a convergência (2.27).

Agora vamos analizar (2.28). Adicionando e subtraindo termos correspondentes obtemos

1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)ϕǫdx2dx1 −
∫ 1

0

µg(u)ϕdx =
1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)ϕǫdx2dx1 +
1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)ϕdx2dx1

− 1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)ϕdx2dx1 +

∫ 1

0

g(u)Hǫ(x1)ϕdx1

−
∫ 1

0

g(u)Hǫ(x1)ϕdx1 −
∫ 1

0

µg(u)ϕdx1. (2.29)
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Temos,

∫ 1

0

g(u(x1))Hǫ(x1)ϕ(x1)dx1 =

∫ 1

0

g(u(x1))ϕ(x1)

(∫ G(x1)

G(x1)−ǫαHǫ(x1)

ǫ−αdx2

)
dx1 =

1

ǫα

∫

oǫ

g(u)ϕdx2dx1.

Agrupando os termos, (2.29) pode ser escrito na seguinte forma

1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)ϕǫdx1dx2 −
∫ 1

0

µg(u)ϕdx =
1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)[ϕǫ − ϕ]dx2dx1 +

∫ 1

0

g(u)[Hǫ(x1) − µ(x1)]ϕdx1

+
1

ǫα

∫

oǫ

[g(uǫ) − g(u)]ϕdx2dx1
def
= I1 + I2 + I3.

Aqui Ii, i = 1, 2, 3, representam a primeira, a segunda e a terceira integrais respectivamente. Agora

vamos mostrar que Ii → 0 quando ǫ→ 0, o que implica a convergência (2.28).

|I1| ≤
1

ǫα

∫

oǫ

|g(uǫ(x1, x2))||ϕǫ(x1, x2) − ϕ(x1)|dx2dx1 ≤ ||g||L∞(R)
1

ǫα

∫

oǫ

|ϕǫ(x1, x2) − ϕ(x1)|dx2dx1

≤ C||g||L∞(R)||ϕǫ − ϕ||Hs(Ω),

para
1

2
< s < 1 devido ao Lema 2.4.1. Como ϕǫ ⇀ ϕ, w−H1(Ω), implica que ϕǫ → ϕ, s−Hs(Ω) para

todo 0 ≤ s < 1, obtemos que I1 → 0. Segue diretamente do ao Lema 2.3.1 que I2 → 0, quando ǫ→ 0,

para toda gϕ ∈ L1(0, 1).

Finalmente, para avaliar I3 é necessário usar o Teorema de Lagrange (sobre acréscimos finitos),

isto é, existe ζ, definida em u(x) < ζ(x1, x2) < uǫ(x1, x2) em Ω tal que g(uǫ) − g(u) = g′(ζ)(uǫ(x1, x2) −
u(x1)) e portanto,

|I3| ≤
1

ǫα

∫

oǫ

|g(uǫ(x1, x2)) − g(u(x1))||φ(x1)|dx2dx1 ≤
1

ǫα

∫

oǫ

|g′(ζ)||uǫ(x1, x2) − u(x1)||φ(x1)|dx2dx1

≤ ||g′||L∞(R)

(
1

ǫα

∫

oǫ

|φ(x1)|2dx2dx1

)1/2 (
1

ǫα

∫

oǫ

|uǫ(x1, x2) − u(x1)|2dx2dx1

)1/2

≤ ||g′||L∞(R)||φ||H1(0,1)

(
1

ǫα

∫ G(x1)

G(x1)−ǫαHǫ(x1)

dx2

)1/2 (
C||uǫ − u||2Hs(Ω)

)1/2

≤ H1/2
0

C1/2||g′||L∞(R)||φ||H1(0,1)||uǫ − u||Hs(Ω), (2.30)

onde C é uma constante positiva independente de ǫ e
1

2
< s < 1, devido ao Lema 2.4.1. Por hipótese

temos que uǫ ⇀ u, w −H1(Ω), o que implica que uǫ → u, s −Hs(Ω) para todo 0 ≤ s < 1. E portanto

devido a (2.30) temos que I3 → 0 o que prova a convergência (2.28). �



CAPÍTULO 3

SEMI-CONTINUIDADE SUPERIOR E

INFERIOR DAS SOLUÇÕES

Neste capı́tulo pretendemos provar o resultado principal deste trabalho. Pela Observação 1.2.6 os

ı́tens (i) e (ii) do Teorema 1.2.3 implicam na semi-continuidade superior e inferior do conjunto do

esquı́librio do problema parabólico associado ao problema (1.7) em ǫ = 0. Primeiro vamos provar a

semi-continuidade superior e notar que a solução do problema (1.5) é obtida como limite da solução

do problema (1.7). Seguidamente, com auxı́lio do [12, Teorema 3] provar a semi-continuidade

inferior.

3.1 Semi-continuidade superior

Nesta seção vamos provar o ı́tem (i) do Teorema 1.2.3 com base na seguinte proposição:

Proposição 3.1.1 Seja uǫ uma famı́lia de soluções do problema (1.7) satisfazendo ||uǫ||L∞(Ω) ≤ R para alguma

constante positiva R independente de ǫ.

Então, existe uma subsequência ainda denotaremos por uǫ, e uma função u ∈ H1(Ω) tal que ||u||L∞(Ω) ≤ R,

dependendo apenas da primeira variável, isto é, u(x, y) = u(x), solução do problema (1.5) tal que

||uǫ − u||H1(Ω) → 0, quando ǫ→ 0.

32
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Demonstração. Primeiro comecemos por observar que a solução uǫ do problema (1.7) satisfazendo

||uǫ||L∞(Ω) ≤ R é uniformemente limitda em H1(Ω) em relação a ǫ. Temos que uǫ ∈ Eǫ, se e somente se

∫

Ω

{
∂uǫ

∂x

∂ϕ

∂x
+

1

ǫ2

∂uǫ

∂y

∂ϕ

∂y
+ uǫϕ

}
dydx =

∫

Ω

f (uǫ)ϕdydx +
1

ǫα

∫

Ω

χoǫ g(uǫ)ϕdydx, (3.1)

para toda ϕ ∈ H1(Ω). Assim tomando ϕ = uǫ em (3.1) obtemos que:

∫

Ω



(
∂uǫ

∂x

)2

+
1

ǫ2

(
∂uǫ

∂y

)2

+ (uǫ)2

 dydx =

∫

Ω

f (uǫ)uǫdydx +
1

ǫ2

∫

oǫ

g(uǫ)uǫdydx,

donde, temos que

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω)
+

1

ǫ2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω)

+ ||uǫ||2
L2(Ω)

≤
∫

Ω

| f (uǫ)||uǫ|dydx +
1

ǫ2

∫

oǫ

|g(uǫ)||uǫ|dydx.

Usando a Desigualdade de Hölder e o Lema 2.4.1 obtemos

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω)
+

1

ǫ2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω)

+ ||uǫ||2
L2(Ω)

≤ sup
|x|<R

| f (x)|
∫

Ω

|uǫ|dydx + sup
|x|<R

|g(x)|C||uǫ||Hs(Ω)

≤ sup
|x|<R

| f (x)||Ω|1/2 ||uǫ||L2(Ω) + C sup
|x|<R

|g(x)|||uǫ||Hs(Ω)

≤

sup
|x|<R

| f (x)||Ω|1/2 + C sup
|x|<R

|g(x)|

 ||uǫ||H1(Ω),

onde C é uma constante positiva e independente de ǫ e usando o fato de que H1(Ω) ֒→ L2(Ω),

H1(Ω) ֒→ Hs(Ω) são uma imersões compactas e || · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1
ǫ (Ω) para todo ǫ ∈ (0, 1) temos que

existe uma constante K := K( f, g,C,R,Ω), também independente de ǫ, tal que

||uǫ||2
H1
ǫ (Ω)
≤ K||uǫ||H1(Ω) ≤ K||uǫ||H1

ǫ (Ω),

donde

||uǫ||H1
ǫ (Ω) ≤ K, ǫ ∈ (0, 1).

Assim, ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω)
+

1

ǫ2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω)

+ ||uǫ||2
L2(Ω)

≤ K2 ∀ǫ ∈ (0, 1),

resultando que: ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

,
1

ǫ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂y

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

, ||uǫ||L2(Ω) ≤ K ∀ǫ ∈ (0, 1). (3.2)

Consequentemente, devido a (3.2) e pelo Teorema A.1.11 podemos extrair subsequências de soluções

ainda denotadas por uǫ tais que quando ǫ→ 0

uǫ ⇀ u, w −H1(Ω) e
∂uǫ

∂y
→ 0, s − L2(Ω), (3.3)
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para algum u ∈ H1(Ω). Portanto, segue de (3.3) que u(x, y) = u(x) em Ω, isto é, u não depende da

variável y e assim u ∈ H1(0, 1), nisto temos que
∂uǫ

∂y
= 0 q.s emΩ, desde que para toda ϕ ∈ C∞

0
(Ω)

∫

Ω

u
∂ϕ

∂y
dydx = lim

ǫ→0

∫

Ω

uǫ
∂ϕ

∂y
dydx = − lim

ǫ→0

∫

Ω

ϕ
∂uǫ

∂y
dydx = 0. (3.4)

Agora é fácil ver que u satisfaz o problema (1.5). Assim usando o Lema 2.4.5 e (3.3) podemos passar

o limite na formulação variacional (3.1) e obtemos

∫

Ω

{uxϕx + uϕ}dydx =

∫ 1

0

∫ G(x)

−b(x)

f (u)ϕdydx +
1

ǫα

∫ 1

0

∫ G(x)

G(x)−ǫαHǫ(x)

g(u)ϕdydx

=

∫ 1

0

p f (u)ϕdx +

∫ 1

0

Hǫ(x)g(u)ϕdx,

donde,

∫

Ω

{uxϕx + uϕ}dydx =

∫ 1

0

p f (u)ϕdx +

∫ 1

0

µg(u)ϕdx sempre que ϕ ∈ H1(0, 1).

Uma vez que u e ϕ não dependem em y temos que:

∫ 1

0

p{uxϕx + uϕ}dx =

∫ 1

0

p f (u)ϕdx +

∫ 1

0

µg(u)ϕdx, (3.5)

onde as funções p e µ são dadas em (1.6). Notemos que (3.5) é a formulação variacional do problema

(1.5).

À seguir vamos mostrar a convergência forte em H1(Ω), mostrando a convergência de H1- norma.

Para isso vamos também usar o Teorema A.3.2 em H1(Ω) a norma inferior semi-contı́nua em relação

a convergência fraca , isto é,

||u||H1(Ω) ≤ lim inf
ǫ
||uǫ||H1(Ω). (3.6)

De fato, devido a (3.1), (3.3), (3.5) e (3.6) obtemos

∫ 1

0

p

(
du

dx

)2

dx =

∫

Ω

|∇u|2dydx ≤ lim inf
ǫ∈(0,1)

∫

Ω

|∇uǫ|2dydx ≤ lim sup
ǫ∈(0,1)

∫

Ω

|∇uǫ|2dydx

≤ lim sup
ǫ∈(0,1)

∫

Ω



(
∂uǫ

∂x

)2

+
1

ǫ2

(
∂uǫ

∂y

)2
 dydx

≤ −
∫ 1

0

pu2dx +

∫ 1

0

{p f (u) + µg(u)}udx =

∫ 1

0

p

(
du

dx

)2

dx.

Então ||uǫ||H1(Ω) → ||u||H1(Ω). �

Observação 3.1.2 Com base Proposição 3.1.1 vemos que a existência das soluções do Problema (1.5) é obtido

como limite das soluções do Problema (1.7).
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De fato, dado u e ϕ nas condições da Proposição 3.1.1 que não depende da segunda variável y.

Por (3.5) temos

∫ 1

0

p(x){ux(x)ϕx(x) + u(x)ϕ(x)}dx =

∫ 1

0

p(x) f (u)ϕ(x)dx +

∫ 1

0

µ(x)g(u)ϕ(x)dx,

equivalentemente,

∫ 1

0

{ux(x)ϕx(x)p(x) + u(x)ϕ(x)p(x) − p(x) f (u) − µ(x)g(u)ϕ(x)}dx = 0. (3.7)

pela convexidade do intervalo (0, 1), temos pelo Teorema de Grisvard sobre a regularidade de um

problema de Neumann que u ∈ H2(0, 1). Logo podemos aplicar o Método de Integração por Partes

em

∫ 1

0

uxϕxp(x)dx, obtendo

∫ 1

0

ux(x)ϕx(x)p(x)dx =

∫ 1

0

(p(x)ux(x))ϕx(x)dx = −
∫ 1

0

(p(x)ux(x))xϕ(x)dx + p(x)uxϕ

∣∣∣∣∣
x=1

x=0

= −
∫ 1

0

(p(x)ux(x))xϕ(x)dx + ux(1)p(1)ϕ(1) − ux(0)p(0)ϕ(0)

Deste modo (3.7) pode ser escrito como

∫ 1

0

{
− 1

p(x)
(p(x)ux)x + u − f (u) −

µ(x)

p(x)
g(u)

}
p(x)ϕ(x)dx + ux(1)p(1)ϕ(1) − ux(0)p(0)ϕ(0) = 0, (3.8)

∀ϕ ∈ H1(0, 1). Então Se ϕ ∈ C∞c (0, 1), da formulação variacional (3.8) temos que

− 1

p(x)
(p(x)ux)x + u − f (u) −

µ(x)

p(x)
g(u) = 0

Se a função ϕ se anula no interior do intervalo (0, 1) então de novo da formulação variacional (3.8)

temos

ux(1)p(1)ϕ(1) − ux(0)p(0)ϕ(0) = 0, ∀ϕ ∈ H1(0, 1)

desde que p(1), p(0) são positivos eϕ(1), ϕ(0) seja arbitrário. Donde deduzimos que ux(0) = ux(1) = 0.

E assim obtemos o Problema clássico (1.5), ou seja



− 1

p(x)
(p(x)ux)x + u = f (u) +

µ(x)

p(x)
g(u), em (0, 1)

ux(0) = ux(1) = 0,

onde

p(x) = b(x) + G(x) e µ(x) =
1

l(x)

∫ l(x)

0

H(x, y)dy,

�
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3.2 P-Convergência

Conforme vimos na seção 2.2 as soluções dos problemas (1.7) e (1.5) são obtidos como pontos fixos das

aplicações não linearesA−1
ǫ ◦ Fǫ eA−1

0
◦ F0 definidas em H1(Ω) e H1(0, 1). Nesta seção pretendemos

desenvolver algumas ferramentas abstratas básicas que podem ser usadas para comparar dois

problemas lineares diferentes em espaços diferentes que tem origem na Análise Funcional Numérica.

A noção da P-convergência a chamada convergência discreta veja a Teoria Geral em [12] .

Sejam X e Xǫ dois espaços de Banach e P = (Pǫ), com 0 < ǫ < 1 um sistema (conexão) de

operadores Pǫ : X→ Xǫ tais que

||Pǫu||Xǫ → ||u||X, ∀u ∈ X, quando ǫ→ 0. (3.9)

Definição 3.2.1 Uma sequência de elementos {uǫ}ǫ∈(0,1) com uǫ ∈ Xǫ é dita P−convergente para uma função

u ∈ X se e somente se

||uǫ − Pǫu||Xǫ → 0, quando ǫ→ 0

e escreve-se uǫ
P→u.

Denotando por N = (0, 1) e N
′ um subconjunto de N, isto é, N

′ ⊆ N.

Definição 3.2.2 Uma sequência {uǫ}ǫ∈N , com uǫ ∈ Xǫ é dita P- relativamente compacta se para cada

subsequência {uǫ′}ǫ′∈N′ de {uǫ}ǫ∈N existe uma subsequência {uǫ′′ }ǫ′′∈N′′ (N′′ ⊆ N
′) e uma função x ∈ X tal

que uǫ′′ → u e escreve-se P−comp

Definição 3.2.3 Uma sequência {Tǫ} de operadores lineares e limitados Tǫ : Xǫ → Xǫ, com ǫ ∈ N é dita

PP−convergente para um operador linear e limitado T : X→ X se e somente se

uǫ
P→u ⇒ Tǫuǫ

P→Tu

e escreve-se Tǫ
PP→ T.

Definição 3.2.4 Uma sequência {Tǫ} de operadores cpmpactos Tǫ : Xǫ → Xǫ, com ǫ ∈ N é dita compacta-

mente convergente para um operador T : X → X se Tǫ
PP→ T e se verifica a condição de compacticidade é

verificada

uǫ ∈ Xǫ com ||uǫ||Xǫ ≤ K ⇒ Tǫuǫ é PP − comp,

onde K é uma constante positiva.
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3.3 Propriedades das aplicações Fǫ

Para obter a semi-continuidade inferior do problema linearizado, é necessário estudar o comporta-

mentos das aplicações da Fǫ pelo que tem lugar os seguintes resultados

Lema 3.3.1 Suponhamos que
1

2
< s < 1. Então para cada ǫ ∈ [0, ǫ0] para as aplicações Fǫ : H1(Ω)→ H−s(Ω)

tem-se

(1) Existe uma constante K positiva independente de ǫ tal que:

||Fǫ(u)||H−s(Ω) ≤ K ∀u ∈ H1(Ω), e 0 < ǫ ≤ ǫ0

||F0(u)||H−s(0,1) ≤ K ∀u ∈ H1(0, 1), e ǫ = 0;

(2) A aplicação Fǫ é globalmente Lipschitz, uniformente em ǫ;

(3) Suponha que as sequências uǫ, ϕǫ ∈ H1
ǫ(Ω) para cada ǫ > 0 e u, ϕ ∈ H1(0, 1) satisfazendo ϕǫ ⇀ ϕ,

uǫ ⇀ u em w −H1(Ω). Então

〈Fǫ(uǫ), ϕǫ〉 → 〈F0(u), ϕ〉, quando ǫ→ 0.

Prova. (1) Para cada u ∈ H1(Ω) para cada ǫ ∈ [0, ǫ0] e v ∈ Hs(Ω) temos

||Fǫ(u)||H−s(Ω) = sup
||v||Hs(Ω)=1

|〈Fǫ(u), v〉|.

Como as funções f e g são limitadas, pelo Lema 2.4.1 e usando que Hs(Ω) ֒→ L2(Ω) temos

|〈Fǫ(u), v〉| ≤ |〈F̂(u), v〉| + |〈F̂ǫ(u), v〉| ≤
∫

Ω

| f (u)||v|dx2dx1 +
1

ǫα

∫

oǫ

|g(u)||v|dx2dx1

≤
(∫

Ω

| f (u)|2dx2dx1

)1/2 (∫

Ω

|v|2dx2dx1

)1/2

+

(
1

ǫα

∫

oǫ

|g(u)|2dx2dx1

)1/2 (
1

ǫα

∫

oǫ

|v|2dx2dx1

)1/2

≤ || f ||L∞(R)|Ω|1/2||v||L2(Ω) + ||g||L∞(R)H
1/2
0

C||v||Hs(Ω) ≤ (|| f ||L∞(R)|Ω|1/2 + C1/2H1/2
0
||g||L∞(R))||v||Hs(Ω),

onde C > 0 e independente de ǫ. Então existe uma constante positiva K := K( f, g,Ω,C,H0) indepen-

dente de ǫ tal que

||Fǫ(u)||H−s(Ω) ≤ K, ∀ǫ ∈ (0, ǫ0].

Para cada u ∈ H1(0, 1), com ǫ = 0 e v ∈ Hs(Ω) temos

||F0(u)||H−s(0,1) = sup
||v||Hs(0,1)=1

|〈F0(u), v〉|.
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Temos

|〈F0(u), v〉| ≤
∫ 1

0

| f (u)p(x1) + µ(x1)g(u)||v(x1)|dx1 ≤
(∫ 1

0

∣∣∣ f (u)p(x1) + µ(x1)g(u)
∣∣∣2 dx1

)1/2

||v||L2(Ω)

≤
{

2

∫ 1

0

| f (u)|2p(x1)2dx1 + 2

∫ 1

0

|g(u)|2|µ2(x1)|dx1

}1/2

||v||L2(0,1)

≤
√

2|
{
| f ||2L∞(R)H

2
1 + ||µ||

2
L∞(0,1)||g||

2
L∞(R)

}1/2
||v||Hs(0,1).

Portanto existe uma constante positiva K := K( f, g,Ω, p, µ) tal que ||F0(u)||H−s(0,1) ≤ K, quando ǫ = 0.

(2) Para qualquer u, ω ∈ H1(Ω) e 0 < ǫ ≤ ǫ0 temos

||Fǫ(u) − Fǫ(ω)||H−s(Ω) = sup
||v||Hs(Ω)=1

|〈Fǫ(u) − Fǫ(ω), v〉|.

Assim para cada ǫ ∈ (0, ǫ0] e v ∈ Hs(Ω) e como as funções f e g possuem derivadas limitadas temos

pelo Lema 2.4.1 e o Teorema de Valor Médio que

|〈Fǫ(u) − Fǫ(ω), v〉| ≤ |〈F̂(u) − F̂(ω), v〉| + |〈F̂ǫ(u) − F̂ǫ(ω), v〉|

≤
∫

Ω

| f (u) − f (ω)||v|dx2dx1 +
1

ǫ2

∫

oǫ

|g(u) − g(ω)||v|dx2dx1

≤
(∫

Ω

| f (u) − f (ω)|2dx2dx1

)1/2

||v||L2(Ω) +

(
1

ǫα

∫

oǫ

|g(u) − g(ω)|2dx2dx1

)1/2

C1/2||v||Hs(Ω)

≤
(∫

Ω

| f ′(ζ)|2|u − ω|2dx2dx1

)1/2

||v||Hs(Ω) +

(
1

ǫ

∫

oǫ

|g′(ζ)|2|u − ω|2dx2dx1

)1/2

C1/2||v||Hs(Ω)

≤
(
|| f ′||L∞(R) + C||g′||L∞(R)

)
||u − ω||Hs(Ω)||v||Hs(Ω).

Aqui ζ := ζ(x1, x2) = ω(x1, x2) + θ(x1, x2)(u(x1, x2) − ω(x1, x2)) e 0 < θ(x1, x2) < 1 para todo x1, x2 ∈ Ω.

Portanto existe uma constante positiva K := K( f ′,C, g′) independente de ǫ tal que

||Fǫ(u) − Fǫ(ω)||H−s(Ω) ≤ K||u − ω||Hs(Ω)

o que implica que para 0 < ǫ ≤ ǫ0, Fǫ é globalmente Lipschitz uniformemente em ǫ.

Para cada u, ω ∈ H1(0, 1) e ǫ = 0 temos

||F0(u) − F0(ω)||H−s(0,1) = sup
||v||Hs(0,1)=1

|〈F0(u) − F0(ω), v〉|, v ∈ Hs(0, 1).
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Donde pelo Teorema de Valor Médio temos

|〈F0(u) − F0(ω), v〉| ≤
∫ 1

0

| f (u) − f (ω)|p(x1)|v(x1)|dx1 +

∫ 1

0

|g(u) − g(ω)|µ(x1)|v(x1)|dx1

≤
∫ 1

0

{
p(x1)| f ′(ζ)| + µ(x1)|g′(ζ)|} |u − ω||v|dx1

≤ {H1|| f ′||L∞(R) + ||µ||L∞(0,1)||g′||L∞(R)}||u − ω||L2(0,1)||v||L2(0,1)

≤ {H1|| f ′||L∞(R) + ||µ||L∞(0,1)||g′||L∞(R)}||u − ω||LHs(0,1)||v||Hs(0,1).

Donde vemos que existe uma constante positiva K := K( f ′, g′,H1, µ) tal que

||F0(u) − F0(ω)||H−s(0,1) ≤ K||u − ω||Hs(0,1).

(3) Segue diretamente do Lema 2.4.5 pelo que

〈Fǫ(uǫ), ϕǫ〉 = 〈F̂(uǫ) + F̂ǫ(u
ǫ), ϕǫ〉 = 〈F̂(uǫ), ϕǫ〉 + 〈F̂ǫ(uǫ), ϕǫ〉

≤
∫

Ω

f (uǫ)ϕǫdx2dx1 +
1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)ϕǫ →
∫ 1

0

p(x1) f (u)ϕ(x1)dx1 +

∫ 1

0

µ(x1)g(u)ϕ(x1)dx1

=

∫ 1

0

{
f (u) +

µ(x1)

p(x1)
g(u)

}
p(x1)ϕ(x1)dx1 = 〈F0(u), ϕ〉.

E assim concluimos a prova do lema. �

O resultado a seguir é sobre diferenciabilidade à Fréchet da aplicação Fǫ : H1(Ω) → H−s(Ω). (veja

no Apêndice Definição D.2.18.)

Lema 3.3.2 Suponhamos que
1

2
< s < 1. Então, para cada 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0, Fǫ : H1(Ω) → H−s(Ω) é Fréchet

diferenciável, uniformemente em ǫ com a derivada de Fréchet definida por

F′ǫ : H1(Ω)→ L(H1(Ω),H−s(Ω)

u 7→ F′ǫ(u) : H1(Ω)→ H−s(Ω)

ω 7→ F′ǫ(u)ω

onde L(H1(Ω),H−s(Ω) denota o espaço dos operadores lineares e contı́nuos de H1(Ω) em H−s(Ω) e

〈F′ǫ(u)ω,φ〉 :=

∫

Ω

f ′(u)ωφdξ +
1

ǫα

∫

oǫ

g′(u)ωφdξ, ∀φ ∈ Hs(Ω) e 0 < ǫ ≤ ǫ0,

〈F′0(u)ω,φ〉 :=

∫ 1

0

{ f ′(u)ωp(x) + µ(x)g′(u)ω}φdx, ∀φ ∈ Hs(0, 1) e ǫ = 0.

Prova. Como as funções f, g ∈ C2(R) com derivadas limitadas e g′(v), f ′(v) ∈ L(R), ∀v ∈ R e pela

linearidade do integral facilmente e o Lema 2.4.1 vemos que F′ǫ(u) ∈ L(H1(Ω),H−s(Ω).
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Agora vamos mostrar que para dado η > 0, existe um δ > 0 independente de ǫ tal que

||Fǫ(u(x1) + ω(x1)) − Fǫ(u(x1)) − F′ǫ(u(x1))ω||H−s(Ω) ≤ η||ω||H1(Ω), ω ∈ H1(Ω) com ||ω||H1(Ω) ≤ δ.

Com efeito, para 0 < ǫ ≤ ǫ0,ω ∈ H1(Ω) e φ ∈ Hs(Ω) e denotando Γǫ
def
= |〈Fǫ(u+ω)−Fǫ(u)−F′ǫ(u)ω,φ〉|,

temos pelo Lema 2.4.1 e aplicando duas vezes o Teorema de Valor Médio que

Γǫ ≤
∫

Ω

| f (u + ω) − f (u) − f ′(u)ω||φ|dx2dx1 +
1

ǫα

∫

oǫ

|g(u + ω) − g(u) − g′(u)ω||φ|dx2dx1

≤
(∫

Ω

| f (u + ω) − f (u) − f ′(u)ω|2dx2dx1

)1/2

||φ||L2(Ω)

+

(
1

ǫα

∫

oǫ

|g(u + ω) − g(u) − g′(u)ω|2dx2dx1

)1/2

C1/2||φ||Hs(Ω)

≤
(∫

Ω

| f ′(u + θω)ω − f ′(u)ω|2dx2dx1

)1/2

||φ||Hs(Ω)

+

(
1

ǫα

∫

oǫ

|g′(u + θω)ω − g′(u)ω|2dx2dx1

)1/2

C1/2||φ||Hs(Ω)

≤
(∫

Ω

| f ′′(u + sθω)ω|2|ω|2dx2dx1

)1/2

||φ||Hs(Ω) +

(
1

ǫα

∫

oǫ

|g′′(u + sθω)ω|2 |ω|2dx2dx1

)1/2

C1/2||φ||Hs(Ω)

≤ || f ′′||L∞(R)

(∫

Ω

|ω|4dx2dx1

)1/2

||φ||Hs(Ω) + C1/2||g′′||L∞(R)

(
1

ǫα

∫

oǫ

|ω|4dx2dx1

)1/2

||φ||Hs(Ω)

≤ || f ′′||L∞(R)||ω||2L2(Ω)
||φ||Hs(Ω) + C1/2||g′′||L∞(R)C

1/2||ω||2Hs(Ω)||φ||Hs(Ω)

≤
(
|| f ′′||L∞(R) + C||g′′||L∞(R)

)
||φ||Hs(Ω)||ω||H1(Ω)||ω||H1(Ω).

Onde θ := θ(x1, x2) e s := s(x1, x2) com 0 < θ, s < 1 e x1, x2 ∈ Ω. Assim pela definição da norma em

H−s(Ω) temos

||Fǫ(u + ω) − Fǫ(u) − F′ǫ(u)ω||H−s(Ω) ≤
(
|| f ′′||L∞(R) + C||g′′||L∞(R)

)
||ω||H1(Ω)||ω||H1(Ω).

E como δ não depende de ǫ para cada 0 < ǫ ≤ ǫ0 concluimos que a aplicação Fǫ : H1(Ω)→ H−s(Ω) é

Fréchet diferenciável, uniformemente em ǫ.

Similarmente para ǫ = 0 mostremos que para cada η > 0 existe δ > 0 tal que

||F0(u + ω) − F0(u) − F′0(u)ω||H−s(0,1) ≤ η||ω||H1(0,1), ω ∈ H1(0, 1) sempre que ||ω||H1(0,1) < δ.
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Tomando φ ∈ Hs(0, 1) e denotando Γ0
def
= |〈F0(u + ω) − F0(u) − F′

0
(u)ω|H−s(0,1), φ〉|, temos

Γ0 ≤
∫ 1

0

| f (u + ω) − f (u) − f ′(u)ω|p|φ|dx1 +

∫ 1

0

|g(u + ω) − g(u) − g′(u)ω|µ|φ|dx1

≤ H1

(∫ 1

0

| f ′(u + θω)ω − f ′(u)ω|2dx1

)1/2

||φ||L2(0,1)

+ ||µ||L∞(0,1)

(∫ 1

0

|g′(u + θω)ω − g′(u)ω|2dx1

)1/2

||φ||L2(0,1)

≤ H1

(∫ 1

0

| f ′′(u + sθω)|2|ω|4dx1

)1/2

||φ||L2(0,1) + ||µ||L∞(0,1)

(∫ 1

0

|g′′(u + sθω)|2|ω|4dx1

)1/2

||φ||L2(0,1)

≤
(
H1|| f ′′||L∞(R) + ||µ||L∞(0,1)||g′′||L∞(R)

)
||ω||2

H1(0,1)
||φ||Hs(0,1).

Donde,

||F0(u + ω) − F0(u) − F′0(u)ω||H−s(0,1) ≤
(
H1|| f ′′||L∞(R) + ||µ||L∞(0,1)||g′′||L∞(R)

)
||ω||H1(0,1)||ω||H1(0,1).

�

3.4 Conjunto de equilı́brios

Estamos interessados em descrever o conjunto de equilibrios para os problemas (1.7) e (1.5) cu-

jas versões abstratas são definidas em (2.10) e (2.17). Denotamos por soluções de equilibrio (ou

pontos de equilibrio) as soluções dos problemas (1.7) e (1.5) e observarmos que tais soluções são

respetivamentes as soluções dos problemas abstratos

Aǫuǫ = Fǫ(uǫ), 0 < ǫ ≤ ǫ0 (3.10)

A0u0 = F0(u0), ǫ = 0. (3.11)

Assim o conjunto Eǫ introduzido na observação 1.2.6 denotará o conjunto solução dos problemas

(3.10) e (3.11) e será definido por

Eǫ = {u ∈ H1(Ω) : Aǫu − Fǫ(u) = 0}, ǫ ∈ [0, ǫ0].

Definição 3.4.1 Dizemos que a solução u∗ǫ dos problemas (3.10) e (3.11) é hiperbólica se zero não pertence ao

espectro do operadorAǫ − F′ǫ(u
∗
ǫ), isto é, 0 < σ(Aǫ − F′ǫ(u

∗
ǫ)).

Proposição 3.4.2 Se u∗ é uma solução hiperbólica do problema (3.11) (ou (3.10)) então u∗ é um ponto fixo

isolado (isto é, existe uma vizinhança V ⊂ H1(0, 1) (ou V ⊂ H1(Ω)) de u∗ tal que u é a única solução de

A0u = F0(u) (ouAǫu = Fǫ(u))).
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Demonstração. Temos que u∗ é um ponto hiperbólico do problema A0u∗ = F0(u∗) se e somente

se, a aplicação A0u∗ − F′
0
(u∗) : H1(0, 1) → H−s(0, 1) for um isomorfismo. Notemos que a aplicação

Φ(u∗)
def
= A0u∗ − F0(u∗) é Fréchet diferenciável pelo Lema 3.3.2 e pelo fato deA0u∗ ser uma aplicação

linear. Portanto, segue do Teorema da Aplicação Inversa em espaços de Banach [6] que existe uma

vizinhança V de zero em H1(0, 1) tal que Φ é um defeomorfismo.

Por outro lado vimos que u∗ deve ser ponto fixo da aplicação A−1
0

F0 : H1(0, 1) → H1(0, 1). Assim

1 < σ(I −A−1
0

F′
0
(u∗)) e comoA−1

0
F0 é compacto pelo Lema 2.2.14 segue pelo Teorema D.2.21 que u∗ é

um ponto fixo isolado e |ind(A−1
0

F0, u∗)| = 1. �

3.5 Semi-continuidade inferior

Finalmente para obter a semi-continuidade no conjunto de equilı́brio Eǫ vamos primeiro provar o

resultado que nos dá algumas propriedades das aplicaçõesA−1
ǫ Fǫ. Veremos que a semi-continuidade

inferior é uma consequência do [12, Teorema 3].

Lema 3.5.1 Sejam as aplicaçõesA−1
ǫ Fǫ definidas em (2.10) e (2.17) para ǫ ∈ [0, 1). Então:

i) A−1
ǫ Fǫ são operadores compactos para cada ǫ > 0 fixado.

ii) {A−1
ǫ Fǫ(u

ǫ)}ǫ∈[0,1) é uma famı́lia pré-compacta sempre que ||uǫ||H1
ǫ (Ω) é uniformemente limitada, isto é,

existe uma subsequência, que ainda denotamos porA−1
ǫ Fǫ(u

ǫ), e u ∈ H1(0, 1) tais que

||A−1
ǫ Fǫ(u

ǫ) −A−1
0 F0(u)||H1

ǫ (Ω) → 0, quando ǫ→ 0.

iii) Se ||uǫ − u||H1
ǫ (Ω) → 0, quando ǫ→ 0, então ||A−1

ǫ Fǫ(u
ǫ) −A−1

0
F0(u)||H1

ǫ (Ω) → 0.

Prova. O ı́tem i) segue diretamente pelo Lema 2.2.9 para 0 < ǫ < 1 e Lema 2.2.14 para ǫ = 0.

Vamos provar o ı́tem ii). Seja uǫ ∈ H1
ǫ(Ω) tais que ||uǫ||H1

ǫ (Ω) ≤ C. Então

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω)
+

1

ǫ2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

L2(Ω)
+ ||uǫ||2

L2(Ω)
≤ C2,

e portanto, temos que

||uǫ||L2(Ω),

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

e
1

ǫ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂uǫ

∂x2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ C, ∀ǫ > 0.

Assim como em (3.3) e (3.4) podemos extrair uma subsequência que denotaremos ainda por uǫ tais

que

uǫ ⇀ u, w −H1(Ω), e
∂uǫ

∂x2
→ 0, s − L2(Ω), (3.12)
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para algum u ∈ H1(0, 1). Agora consideremos wǫ = A−1
ǫ Fǫ(u

ǫ) que é equivalente a Aǫw
ǫ = Fǫ(u

ǫ)

sendo wǫ a solução fraca. Consequentemente

||wǫ||2
H1
ǫ (Ω)
=

∫

Ω

f (uǫ)wǫdx2dx1 +
1

ǫα

∫

oǫ

g(uǫ)wǫdx2dx1.

Como assumimos que as funções f e g são limitadas com derivada limitada Observação 1.2.5 temos

pelo Lema 2.4.1 que wǫ é uma sequência uniformemente limitada em H1
ǫ(Ω) para ǫ ∈ (0, 1). Então

podemos argumentar como em (3.3) e (3.4) e em seguida extrair uma subsequência que ainda

denotaremos por wǫ tal que

wǫ ⇀ w, w −H1(Ω), e
∂wǫ

∂x2
→ 0, s − L2(Ω), (3.13)

para algum w ∈ H1(0, 1). Assim devido a (3.12) e (3.13) e pelo ı́tem (3) do Lema 3.3.1 podemos passar

o limite em

〈Aǫw
ǫ, ϕ〉 = 〈Fǫ(uǫ), ϕ〉 obtendo 〈A0w, ϕ〉 = 〈F0(u), ϕ〉,

para cada ϕ ∈ H1(0, 1) e assim w = A−1
0

F0(u). No entanto usando de novo o ı́tem (3) do Lema 3.3.1,

obtemos que

||wǫ||H1
ǫ (Ω) = 〈Fǫ(uǫ),wǫ〉 → 〈F0(u),w〉 = 〈A0w,w〉 = ||w||H1(0,1)

ficando assim provado o ı́tem ii).

Finalmente, assumindo que ||uǫ − u||H1
ǫ (Ω) → 0 temos que ||uǫ||H1

ǫ (Ω) ≤ C. Assim argumentando como

na prova do ı́tem ii) para qualquer subsequêcia podemos extrair uma outra subsequência tal que

||A−1
ǫ Fǫ(u

ǫ) −A−1
0 F0(u)||H1

ǫ (Ω) → 0,

quando ||uǫ − u||H1
ǫ (Ω) → 0. Como mostramos para uma sequência arbitrária obtemos a prova do

ı́tem iii). �

Proposição 3.5.2 Seja u uma solução hiperbólica do problema (1.5) satisfazendo ||u||L∞(Ω) ≤ R para alguma

constante positiva R independente de ǫ. Então existe uma sequência de soluções do problema (1.7) tais que

||uǫ − u||H1(Ω) → 0.

Demonstração. Temos que u é uma solução hiperbólica do problema (1.5) então pela Proposição

3.4.2 u é uma soluão isolada, isto é, existe δ > 0 tal que u é a única solução do problema (1.5) em

B(u, δ), a bola aberta com raio δ e centro u ∈ H1(0, 1). Além disso u é ponto fixo relativamente a

aplicaçãoA−1
0

F0 satisfazendo |ind(A−1
0

F0), u| = 1 pela Proposição 3.4.2.

Agora como a famı́lia de operadores compactos A−1
ǫ Fǫ satisfaz os ı́tem i) e ii) do Lema 3.5.1 segue
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do [12, Teorema 3] que existe ǫ0 > 0 com ǫ > ǫ0 tal que operadorA−1
ǫ Fǫ tem pelo menos um ponto

fixo uǫ ∈ B(u, δ) satisfazendo ||uǫ − u||H1
ǫ (Ω), quando ǫ → 0. Assim completamos a demonstração da

semi-continuidade inferior observando que || · ||H1(Ω) ≤ || · ||H1
ǫ (Ω) sempre que ǫ ∈ (0, 1). �



APÊNDICE A

CONSIDERAÇÕES GERAIS

Neste capı́tulo, fazemos uma breve revisão sobre alguns aspetos relacionados aos espaços Lp e

suas propriedades. Demonstra-se o Teorema sobre a convergência em Lp (1 ≤ p ≤ ∞) de funções

rapidamente oscilantes que será usado ao longo do trabalho. Parte dos resultados foram retirados

de [5, 10, 13, 32, 37].

A.1 Formas lineares em espaços de Banach

Definição A.1.1 Sejam X e Y dois espaços de Banach. Definimos o conjunto L(X,Y) das aplicações lineares

e limitadas, isto é

L(X,Y) = {Λ : X→ Y, tal que Λ é linear e limitada},

munido da norma

||Λ||L(X,Y) = sup
u∈X,{0}

||Λu||Y
||u||X

. (A.1)

Notemos que pela definição da norma ||Λ||L(X,Y) resulta que para qualquer u , 0 temos

||Λu||
||u|| =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Λ

(
u

||u||

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Lema A.1.2 Para todo u ∈ X tem-se sempre

||Λu||Y ≤ ||Λ||L(X,Y)||u||X. (A.2)

Prova. Se u , 0, então o vetor v =
u

||u|| pertence a uma bola unitária logo de (A.1) temos

||Λ||L(X,Y) = sup
||u||X≤1

||Λv||Y implica que

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Λ

(
u

||u||

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =
||Λu||Y
||u||X

≤ ||Λ||L(X,Y),

45
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donde resulta (A.2). Se u = 0, então ambos membros de (A.2) se anulam. �

Definição A.1.3 Uma aplicação linear Λ : X→ Y é limitada se existe uma constante C > 0 tal que

||Λu||Y ≤ C||u||X, u ∈ X.

O seguinte resultado nos dá a caracterização dos espaços L(X,Y).

Teorema A.1.4 Seja Λ : X→ Y linear. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

i) Λ é limitado;

ii) Λ é contı́nuo;

iii) Λ é contı́nuo em um ponto u0 ∈ X.

Prova. i)⇒ ii) Seja Λ limitado, então da desigualdade (A.2) e pela linearidade de Λ segue que

|||Λu −Λv||Y = ||Λ(u − v)||Y ≤ ||Λ||L(X,Y)||u − v||X, ∀u, v ∈ X,

donde resulta que Λ é contı́nua, ou seja ii). Que ii)⇒ iii) segue diretamente da continuidade

iii)⇒ i) Se Λ é contı́nuo num ponto u0 ∈ X, então dado um η > 0, existe um δ > 0 tal que

||Λ(u − u0)||Y < η sempre que ||u − u0||X < δ.

Se v = u−u0 temos que ||Λv||Y < η sempre que ||v||X < δ. Consequentemente, fixando umω =
2

δ
v,

podemos escrever

sup
||ω||X=1

||Λω||Y =
2

δ
sup
||v||X= δ2

||Λv||Y ≤
2

δ
η,

o que implica i), em vertude de (A.2). �

Definição A.1.5 Seja X um espaço de Banach. O conjunto das aplicações linerares e contı́nuas de X sobre R

é chamado espaço dual de X e escreve-se X∗. Se x∗ ∈ X∗ a imagem x∗(x) de x ∈ X escrever-se-à 〈x∗, x〉X∗,X. O

espaço X∗∗ = (X∗)∗ de X∗ chamar-se-á de espaço bidual de X.

Em particular o espaço dual X∗ = L(X,R) de X é um espaço de Banach munido da norma

||x∗||X∗ = sup
x∈X\{0}

||〈x∗, x〉X∗,X||
||x||X

, ∀x∗ ∈ X∗.

No entanto tem lugar a desigualdade (A.2), ou seja,

||〈x∗, x〉X∗,X|| ≤ ||x∗||X∗ ||x||X ∀x ∈ X. (A.3)
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Pelo que fizemos acima vemos que se X∗ é um espaço de Banach então o seu espaço dual X∗∗ também

é. E podemos iterar e continuar com o processo e assim em particular podemos identificar o espaço

X como um subespaço de X∗∗ através de uma isometria canônica. Usaremos a notação seguinte 〈 f, u〉
ou f u para denotar o elemento f (u) onde f ∈ X∗, u ∈ X.

Mostra-se o seguinte resultado sobre a chamada aplicação canônica do espaço X sobre o seu espaço

bidual.

Proposição A.1.6 Fixemos u ∈ X e introduzimos a seguinte aplicação

f u : u∗ ∈ X∗ 7→ 〈u∗, u〉X∗,X ∈ R,

então f u ∈ X∗∗ e a aplicação

F : u ∈ X 7→ f u ∈ X∗∗

é uma isometria, isto é,

||u||X = ||F (u)||X∗∗ = || f u||X∗∗ .

Graças a Proposição A.1.6 que conseguimos identificar u com a sua imagem f u e então X com a sua

imagem também F (X) ⊂ X∗∗.

Definição A.1.7 Seja F a aplicação canônica do espaço X sobre o seu bidual definido na Proposição A.1.6.

Então o espaço X é reflexivo se e somente se F (X) = X∗∗.

Se X é reflexivo devido a propriedade acima podemos identificar o espaço X com seu bidual X∗∗. À
seguir, vamos dar uma noção de convergência fraca em um espaço de Banach abstrato X equipado

da norma || · ||X. Para tal lembramos inicialmente a definição de convergência forte (ou simplesmente

convergência) de uma sequência em X.

Definição A.1.8 (Convergência forte) uma sequência {xn} ∈ X converge fortemente (ou simplesmente

converge) para um elemento x ∈ X e escreve-se xn → x (frequentemente iremos usar a seguinte notação s−X

para indicar a convergência forte) se e somente se

||xn − x||X → 0.

Definição A.1.9 i) Sejam {xn}, x ∈ X. Diremos que a sequência xn converge fracamente para x e escreve-

se xn ⇀ x fracamente em X (ou usando a notação w − X) se

〈xn, x
∗〉 → 〈x, x∗〉 ∀x∗ ∈ X∗.

ii) Sejam x∗n, x
∗ ∈ X∗. Diremos que a sequência x∗n converge fracamente∗ para x∗ e escreve-se x∗n ⇀ x∗ (ou

w∗ − X∗) fracamente∗ em X∗ se

〈x, x∗n〉 → 〈x, x∗〉 ∀x ∈ X.
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Corolário A.1.10 Seja X um espaço de Banach. Então

i) Se xn → x (fortemente), implica que xn ⇀ x (fracamente).

ii) Se x∗n → x∗ (fortemente), implica que x∗n ⇀ x∗ (fracamente∗).

Prova. Vamos mostrar somente i) porque ii) mostra-se de modo análogo. Seja {xn} uma sequência

em X tal que

xn → x fortemente em X.

Então, para todo x∗ ∈ X∗ e utilizando a desigualdade (A.3) segue que

lim
n→∞
||〈xn, x

∗〉 − 〈x, x∗〉|| = lim
n→∞
||〈xn − x, x∗〉|| ≤ lim

n→∞
||x∗||||xn − x|| = 0.

�

Teorema A.1.11 (Eberlein-Šmuljan) Seja X um espaço de Banach reflexivo e {xn} uma sequência em X tal

que para uma constante positiva K temos que

||xn|| ≤ K.

Então

i) Existe x ∈ X e uma subsequência {xnj} de {xn} tal que

xnj ⇀ x fracamente em X.

ii) Se para cada subsequência convergente fracamente de {xn} tem o mesmo limite x, então toda sequência

{xn} converge fracamente para x, isto é

xn ⇀ x fracamente em X.

A.2 Alguns resultados sobre espaços LP

Seja U é um subconjunto não vazio de Rn e seja p ∈ R tal que 1 ≤ p ≤ ∞

Definição A.2.1 Para 1 ≤ p < +∞ temos

Lp(U,Rn) =

{
f | f : U→ R, f é mensurável e tal que

∫

U

| f (x)|pdx < +∞
}
.

com a norma em Lp(U,R) dada por

|| f ||Lp(U,Rn) =

(∫

U

| f (x)|pdx

) 1
p

. (A.4)
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Definição A.2.2 Uma função f : U→ R, mensurável é dita essencialmente limitada se existe C > 0 tal que

| f (x)| < C quase sempre (q.s) em x ∈ U, ou seja

L∞(U,Rn) =
{

f | f : U→ R, f é mensurável e tal que existe C ∈ R com | f (x)| ≤ C
}
,

com a norma em L∞(U,Rn) dada por

|| f ||L∞(U,Rn) = ess sup
x∈U
| f (x)| = inf{C > 0; | f (x)| ≤ C q.s em x ∈ U}. (A.5)

Notemos que em geral as igualdades (A.4) e (A.5) definem semi-normas uma vez que || f ||Lp(U,Rn) = 0

se e somente se, f ≡ 0 quase sempre em U (veja [32]). Afim de contornar essa dificuldade define-se

em Lp(U,Rn) uma relação ∼ dada por

f ∼ g ⇔ f ≡ g quase sempre em U.

A relação ∼ é uma relação de equivalência.

Assim podemos considerar o quociente Lp(U,Rn) 1 ≤ p ≤ ∞ por ∼. As classes de equivalências

obtidas por Lp(U,Rn)/ ∼ formam um espaço vetorial com a norma

||{ f }||Lp(U,Rn) =

(∫

U

| f (x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞

||{ f }||L∞(U,Rn) = ess sup
x∈U
| f (x)|, p = ∞,

onde f é a representante de qualquer classe de equivalência { f }. Por conveniência escreve-se

f ∈ Lp(U,Rn) e || f ||Lp(U,Rn) para denotar os elementos e a norma em Lp(U,Rn), com 1 ≤ p ≤ ∞.

Denotaremos Lp(U,Rn) por Lp(U) ou simplesmente Lp e a || f ||Lp(U,Rn) por || f ||Lp(U) ou simplesmente

|| f ||p com 1 ≤ p ≤ ∞.

Dizemos que duas funções definem o mesmo elemento de Lp quando elas são iguais em quase todo

ponto. Mediante esta identificação tem-se

Teorema A.2.3 Para 1 ≤ p < ∞ Lp é um espaço de Banach.

Demonstração. veja por exemplo [10, Teorema 6.6]. �

Se p = 2 temos L2(U) é o espaço de Hilbert com produto interno dado por

(u, v)L2(U) =

∫

U

u(x)v(x)dx.

Proposição A.2.4 (Desigualdade de Hölder) Seja 1 ≤ p < ∞ e q o seu conjugado isto é,



1

q
= 1 − 1

p
, se 1 ≤ p < ∞

q = 1 , se p = ∞
q = ∞ , se p = 1.

(A.6)
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Então para todo f ∈ Lp(U) e g ∈ Lq(U) com f g ∈ L1(U) temos:

∫

U

| f (x)g(x)|dx ≤ || f ||Lp(U)||g||Lq(U).

Demonstração. Veja por exemplo [13, Teorema 4.6]. �

Para p = 2 a Desigualdade de Hölder é conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Uma

consequência da Desigualdade de Hölder estabelece como se dão as imersões entre espaços Lp(U),

quando U tem medida finita.

Corolário A.2.5 Seja U ⊂ Rn, com µ(U) < +∞, p e q tais que 1 ≤ p < q ≤ +∞. Então

Lq(U) ⊂ Lp(U) e || · ||p ≤ µ(U)1/p−1/q|| · ||q.

Prova. Se q = ∞ temos

|| f ||pp =
∫

U

| f |dx ≤ || f ||p∞
∫

U

1dx = µ(U)|| f ||p∞.

Se 1 ≤ p < ∞, seja f ∈ Lp(U) e apliquemos a desigualdade de Hölder para o par

(
p

q
,

q

q − p

)
. Então

|| f ||pp =
∫

U

| f (x)|p =
∫

U

| f (x)|p · 1dx ≤
[∫

U

| f (x)|
pq
p dx

] p
q
[∫

U

1dx

] q−p
q

=
[
µ(U)

] q−p
q || f ||pq .

�

Teorema A.2.6 (de representação) Seja 1 ≤ p < ∞ e ϕ ∈ [Lp(U)]∗, então existe único ψ ∈ Lq(U) tal que

〈ϕ, f 〉 =
∫

U

ψ(x) f (x)dx ∀ f ∈ Lp(U),

Além disso, verifica-se que:

||ψ||Lq(U) = ||ϕ||[Lp(U)]∗ .

Observação A.2.7 Este teorema diz-nos que todo funcional linear contı́nuo em Lp(U), 1 ≤ p < ∞ pode

ser representado por uma integral e a aplicação ϕ 7→ ψ é uma isometria linear sobrejetivo o que nos permite

identificar o espaço abstrato [Lp(U)]∗ com Lq(U).

Sistematicamente podemos fazer a seguinte identificação Lq(U) = [Lp(U)]∗.Na tabela abaixo encontram-

se em resumo as principais propriedades de espaços Lp(U) quando U é um subconjunto mensurável

de Rn, nela consideramos p , 1, p , 2 e q é tal que
1

p
+

1

q
= 1. Para mais detalhes veja [13, pág. 103].
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Banach Hilbert Reflexivo Separável Espaço Dual

Lp(U) Sim Não Sim Sim Lq(U)

L1(U) Sim Não Não Sim L∞(U)

L2(U) Sim Sim Sim Sim L2(U)

L∞(U) Sim Não Não Não Contém L1(U)

Definição A.2.8 Seja A um conjunto mensurável emRn, a função caracterı́stica de A é a função χA definida

por

χA(x) =


1 , se x ∈ A

0 , se x ∈ Rn\A.

Definição A.2.9 A função f : Rn → R chama-se função simples se

f (x) =

n∑

k=1

αkχIk

com m ∈N, αk ∈ R e Ik =
n∏

k=1
[ak, bk] é um intervalo em Rn ∀k = {1, 2, . . . ,m}.

Se U ⊂ Rn é um conjunto aberto e limitado, denotamos por S(U) o conjunto de todas funções

simples da forma
m∑

k=1
αkχIk

. Fato S(U) ⊂ Lp(U), ∀p tal que 1 ≤ p < ∞.

Proposição A.2.10 Para 1 ≤ p < ∞, então S(U) com µ(U) < ∞, é denso em Lp(U).

Demonstração. veja por exemplo [10, Proposição 6.7]. �

Observação A.2.11 Segue deste Proposição A.2.10 em particular que Lp(U) é denso em L1(U).

Teorema A.2.12 Para 1 ≤ p < ∞ e um aberto U. O conjunto das funções contı́nuas em U é denso em

Lp(U).

Demonstração. Veja por exemplo [37, Teorema 3.14]. �

Definição A.2.13 (Função Localmente Integrável) Sejam 1 ≤ p < ∞ e U um subconjunto aberto de Rn.

A função f : U → R é localmente integrável em Lp(U) e denotaremos L
p

loc
(U) se f for mensurável e para

qualquer compacto K tal que K ⊂ U temos

∫

K

| f (x)|pdx < ∞.

Proposição A.2.14 Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Então Lp(U) ⊂ L1
loc

(U) e || · ||1 ≤ C|| · ||p.

Demonstração. Sem perda de generalidade suponhamos que f ∈ L
p

loc
(U), 1 < p < ∞. Tomemos um
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subconjunto compacto K de U. Seja χK a função caracterı́stica de K, temos que χK ∈ L
q

loc
(U) para

qualquer que seja q. Aplicando a desiguladade de Hölder temos:

∫

K

| f (x)|dx =

∫

U

| f (x)|χK(x)dx ≤




∫

K

| f (x)|p



1
p



∫

K

dx




1
q

= || f ||p|K|q
−1
.

Tomando C = |K|q−1
, onde q é o expoente conjugado de p, chegamos ao resultado. �

A.3 Convergência fraca em Lp

Seja U um subconjunto aberto limitado e suave de Rn e p, q conjugados (veja A.6).

Definição A.3.1 Uma sequência {un} em Lp(U) converge fracamente para u ∈ Lp(U), e neste caso escrevemos

un ⇀ u fracamente em Lp(U)

se ∫

U

unvdx→
∫

U

uvdx, ∀v ∈ Lq(U).

Se p = ∞, dizemos que a sequência {un} converge fracamente* para u ∈ L∞(U) e nesse caso escrevemos

un ⇀ u fracamente* em L∞(U)

se ∫

U

unvdx→
∫

U

uvdx, ∀v ∈ L1(U).

Teorema A.3.2 (sobre a limitação duma sequência convergente fracamente) Suponhamos que a

sequência 1 ≤ p < ∞ e un ⇀ u fracamente em Lp(U) (⇀ fracamente* em L∞(U) se p = ∞). Então

(a) A sequência {un} é limitada em Lp(U), isto é, existe uma contante C > 0 independente de n tal que

∀n ∈N ||un||Lp(U) ≤ C.

(b) A norma é semi-contı́nua inferior em relação a convergência fraca, isto é,

||u||Lp(U) ≤ lim
n→∞

inf ||un||Lp(U).

Teorema A.3.3 (sobre a convergência fraca em Lp) Suponha 1 < p < ∞ e a sequência {un} é limitada em

Lp(U). Então existe uma subsequência que ainda denotaremos por {un} e uma função u ∈ Lp(U) tal que

un ⇀ u, fracamente em Lp(U).

Se p = ∞, o resultado ainda vale substituindo fracamente por fracamente*.
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Observação A.3.4 O Teorema A.3.3 é falso quando p=1 uma vez que L1(U) não é dual de L∞(U). Mas

existe um resultado que substitue L1(U) como um subconjunto de um espaço chamado Espaço de Medida de

Radon que denotemos porM(U) e usa a topologia fraca*. E define-se como sendo o espaço dual do espaço das

funções contı́nuas com suporte compacto Cc(U), isto é, [Cc(U]′ =M(U), para mais detalhes veja por exemplo

[5, pág, 23].

Teorema A.3.5 Seja 1 < p < ∞ e {un} uma sequência em Lp(U). Então as seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) un ⇀ u fracamente em Lp(U)⇐⇒

(2)



(i) ||un||Lp(U) ≤ C (independente de n)

(ii)

∫

I

undx→
∫

I

udx, para todo aberto I ⊂ U.

Se p = ∞, o resultado ainda continua válido substituindo fracamente por fracamente* veja por exemplo [5,

pág. 25].

Demonstração. Suponhamos que vale (1) pelo Teorema A.3.2 (a) segue (i). Agora aplicando a

definição de convergência fraca para a função ϕ = χI segue (ii). O que implica que (1)⇒ (2).

(2) ⇒ (1) Seja ϕ ∈ Lq(U) com
1

p
+

1

q
= 1 pelo Teorma A.2.10 para todo positivo η existe uma função

simples ϕη tal que:

||ϕ − ϕη||Lq(U) ≤ η

com

ϕη =
m∑

k=1

αkχIk
,

onde m ∈N, αk ∈ R e Ik =
n∏

k=1
[ak, bk] é um intervalo aberto em U para todo k ∈ {1, 2, . . . ,m}. Então

∫

U

(un − u)ϕdx =

∫

U

(un − u)(ϕη + ϕ − ϕη)dx =

∫

U

(un − u)ϕηdx +

∫

U

(un − u)(ϕ − ϕη)dx. (A.7)

Em (ii) temos que quando n→∞
∫

U

(un − u)ϕη =
m∑

k=1

αk

∫

Ik

(un − u)dx→ 0.

Em (i) aplicando a desigualdade de Hölder temos que

∫

U

(un − u)(ϕ − ϕη)dx ≤
∫

U

|(un − u)(ϕ − ϕη)|dx ≤ ||un − u||Lp(U)||ϕ − ϕη||Lq(U) ≤ C1η,

onde C1 é independente de n e η. Então 1) segue de (A.7) fazendo primeiro n→∞ e então η→ 0.�
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Observação A.3.6 Notemos que os Teoremas A.3.2, A.3.3 e A.3.5 dão-nos uma caracterização da con-

vergência fraca em espaços Lp mas podem ser enunciados para um contexto mais geral, ou seja para qualquer

espaço de Banach abstrato X.

A.4 Funções periódicas rapidamente oscilantes

Nesta seção vamos estudar uma importante classe de funções rapidamente oscilantes da forma

aǫ(x) = a
(

x

ǫ

)
,

onde a é uma função periódica e ǫ é um parametro positivo que toma seus valores em sequências

tendentes a zero.

A.4.1 Funções periódicas em L1

Denotemos por Y um hipercubo em Rn definido por:

Y =]0, l1[×]0, l2[× . . . ,×]0, ln[, (A.8)

onde l1, l2, . . . , ln são números inteiros positivos. Referiremo-nos a Y como perı́odo referencial.

Definição A.4.1 Seja Y definido em (A.8) e f uma função definida quase sempre em Rn. A função f é Y-

periódica se e somente se

f (x + kliei) = f (x), q.s em Rn, ∀k ∈ Z, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},

onde {e1, e2, . . . , en} é uma base de Rn.

No caso n = 1 dizemos simplesmente que f é l1−periódico. Notemos que se f é uma função Y-

periódica, então fǫ é uma função ǫY- periódica.

Definição A.4.2 Seja U um conjunto aberto e limitado de Rn e uma função f ∈ L1(U). O valor médio de f

sobre U é um número realMU( f ) dado por

MU( f ) =
1

|U|

∫

U

f (y)dy.

Agora vamos provar um resultado que diz que o valor médio de uma função periódica qualquer

pode ser calculado em qualquer conjunto transladado do perı́odo de referência.
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Lema A.4.3 Seja f uma função Y- periódica em L1(Y). Seja y0 um ponto fixado em Rn e denotemos por Y0 o

conjunto transladado de Y dado por

Y0 = y0 + Y.

Seja

fǫ(x) = f
(
x

ǫ

)
q.s em Rn,

então 

(i)

∫

Y0

f (y)dy =

∫

Y

f (y)dy

(ii)

∫

ǫY0

fǫ(y)dy =

∫

ǫY
fǫ(y)dy = ǫn

∫

Y

f (y)dy.
(A.9)

Prova. Se y0 = (y1
0
, y2

0
, . . . , yn

0
). Então Y0 =]y1

0
, y1

0
+ l1[×]y2

0
, y2

0
+ l2[× . . . ,×]yn

0
, yn

0
+ ln[. Seja

i ∈ {1, 2, . . . , n} fixado e a função

Φ(yi) =

∫
∏
j,i

]y
j

0
,y

j

0
+l j[

f dy1dy2 . . . dyi−1dyi+1 . . . dyn

é uma função li- periódica. Então para cada um dos perı́odos tem se

∫

Y0

f (y)dy =

∫ y1
0
+l1

y1
0

Φ(y1)dy1 =

∫ 0

y1
0

Φ(y1)dy1 +

∫ y1
0
+l1

0

Φ(y1)dy1

= −
∫ y1

0

0

Φ(y1)dy1 +

∫ l1

0

Φ(y1)dy1 +

∫ y1
0
+l1

l1

Φ(y1)dy1

= −
∫ y1

0

0

Φ(y1)dy1 +

∫ y1
0

0

Φ(y1 + l1 − l1)dy1 +

∫ l1

0

Φ(y1)dy1

=

∫ l1

0

Φ(y1)dy1 =

∫ l1

0

∫
∏
j,1

]y
j

0
,y

j

0
+l j[

f dy2dy3 . . . dyn.

Notemos que

∫
∏
j,1

]y
j

0
,y

j

0
+l j[

f dy2dy3 . . . dyn =

∫ y2
0
+l2

y2
0

∫
∏
j>2

]y
j

0
,y

j

0
+l j[

f dy2dy3 . . . dyn =

∫ y2
0
+l2

y2
0

Φ(y2)dy2.

Repitindo um cálculo similar na direção de y2 obtemos

∫
∏
j,1

]y
j

0
,y

j

0
+l j[

f dy2dy3 . . . dyn =

∫ l2

0

∫
∏
j>2

]y
j

0
,y

j

0
+l j[

f dy2dy3 . . . dyn,

portanto, ∫

Y0

f dy =

∫ l1

0

∫ l2

0

∫
∏
j>2

]y
j

0
,y

j

0
+l j[

f dy2dy3 . . . dyn.
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Então (i) segue repitindo sucessivamente o mesmo argumento para y3, y4, . . . , yn. Por mudança de

variável e um cálulo similar a (i) obtemos (ii), o que completa a prova do lema. �

Para concluir este capı́tulo vamos provar o resultado sobre a convergência fraca em espaços

Lp de funções periódicas que é uma generalização ao fato de que uma função periódica converge

fracamente para seu valor médio quando o número de oscilações aumenta.

Teorema A.4.4 Seja 1 ≤ p ≤ ∞ e f uma função Y−periódica em Lp(Y). Seja fǫ ∈ Lp(U) definido por

fǫ(x) = f
(

x

ǫ

)
. q.s em Rn, (A.10)

onde U é um subconjunto aberto e limitado de Rn.

Então, se 1 ≤ p < ∞,

fǫ ⇀MY( f ) =
1

|Y|

∫

Y

f (y)dy, fracamente em Lp(U), quando ǫ→ 0.

Se p = ∞,

fǫ ⇀MY( f ) =
1

|Y|

∫

Y

f (y)dy, fracamente* em L∞(Rn), quando ǫ→ 0.

Demonstração. Para provar este teorema vamos mostrar que se 1 ≤ p ≤ ∞, então

1) || fǫ||Lp(U) ≤ C, ou seja que a sequência { fǫ} é limitada em Lp(U) para todo subconjunto aberto e

limitado de Rn, onde C é uma constante positiva independente de ǫ.

2) lim
ǫ→0

∫

I

(
fǫ(x) −MY( f )

)
dx = 0 para todo hipercubo I de Rn

Para tal vamos decompor em etapas a saber:

Etapa 1. Estimativa priori

Se p = ∞, então f ∈ L∞(Y) e f é Y-periódico e como fǫ é definido em (A.10) podemos deduzir que

|| fǫ||L∞(Rn) = || f ||L∞(Y).

Consequentemente pelo Teorema A.3.3 existe uma subsequência { fǫ′} tal que

fǫ′ ⇀ F fracamente* em L∞(Rn). (A.11)

Agora consideremos 1 ≤ p < ∞. Seja U subconjunto aberto e limitado de Rn, escolhemos ǫ0 ∈N tal

que ǫ0U ⊃ Y. Então pelo Lema A.4.3 temos

|| fǫ||pLp(Y)
=

∫

Y

∣∣∣∣∣ f
(

x

ǫ

) ∣∣∣∣∣
p

dx = ǫn

∫

ǫ−1Y

| f (x)|pdx

≤ ǫn

∫

ǫ−1ǫ0U

| f (x)|pdx = ǫnǫ−nǫn
0

∫

U

| f (x)|pdx = ǫn
0 || f ||

p

Lp(U)
.
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Para obter a estimativa priori em Lp(U) é suficiente mostrar que para todo hipercubo I de Rn,

existe uma constante C > 0 independente de ǫ tal que

|| fǫ||Lp(I) ≤ C.

Podemos supor que I contém no mı́nimo um conjunto transladado de Y.

Notemos que podemos obter n(ǫ) conjuntos disjuntos de Y denotado por Yk, k = 1, 2, . . . , n(ǫ) com

ǫYk ⊂ I e n′(ǫ) conjuntos disjuntos transladados de Y denotados por Y′
j

, j = 1, 2, . . . , n′(ǫ) com

ǫY′
j
∩ ∂I , ∅, tal que

I ⊂



n(ǫ)⋃

k=1

ǫYk


 ∪




n′(ǫ)⋃

j=1

ǫY′
j


 (A.12)

Sejam L1, L2, . . . , Ln os comprimentos das arestas de I. mostremos primeiro que



(i) lim
ǫ→0

ǫnn(ǫ) =
|I|
|Y|

(ii) lim
ǫ→0

ǫn−1n′(ǫ) ≤
n∑

i=1

(∏

j,i

L j

l j

)
≤ n
|I|
|Y| .

(A.13)

Para cada ǫ > 0, existe kǫ
1
, kǫ

2
, . . . , kǫn ∈N tais que para todo i = 1, 2, . . . , n tem se

Li = ǫk
ǫ
i li + γ

ǫ
i , com 0 ≤ γǫi ≤ ǫli,

e consequentemente

ǫkǫi →
Li

li
, quando ǫ→ 0. (A.14)

Por outro lado observemos que o número de perı́odos transladados de ǫY estritamente incluidos em

I é

nǫ = kǫ1 × kǫ2 × · · · × kǫn.

Assim de (A.14) implica que

ǫnnǫ →
L1 × L2 × · · · × Ln

l1 × l2 × · · · × ln
=
|I|
|Y|

que é a afirmação (A.13)(i).

Para avaliar n′ǫ, observemos que os conjuntos Yk e Y′
j

podem ser escolhidos de tal modo que

o hipercubo I seja coberto pela união disjunta dos conjuntos Kǫ transladados de ǫY definidos por

Kǫ = (kǫ
1
+ 1) × (kǫ

2
+ 1) × · · · × (kǫn + 1), donde

Kǫ =

n∏

i=1

kǫi +

n∑

i=1

(∏

j,i

kǫj

)
+

n∑

i=1

kǫi + 1.

Então

n′ǫ ≤ Kǫ − nǫ = Aǫ + Bǫ,
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Aǫ =

n∑

i=1

(∏

j,i

kǫj

)
e Bǫ =

n∑

i=1

kǫi + 1.

Assim de (A.14), vemos que

ǫn−1Aǫ =

n∑

i=1

(∏

j,i

ǫn−1kǫj

)
→

n∑

i=1

(∏

j,i

L j

l j

)
≤ n

n∏

j=1

L j

l j
= n
|I|
|Y| ,

para todo j = 1, 2, . . . , n tem-se l j < L j. Isto implica (A.13)(ii) uma vez que pela construção os Bǫ são

de ordem n−2 em kǫ
i

multiplicando por ǫn−1 obtemos uma soma finita de de n termos que convergem

para zero, ou seja,

ǫn−1Bǫ =

n∑

i=1

ǫn−1kǫi + ǫ
n−1 → 0, quando ǫ→ 0 (n > 1).

Agora a periodicidade de f , e o Lema A.4.3 dão-nos que

|| fǫ||pLp(I)
≤

n(ǫ)∑

k=1

∫

ǫYk

| fǫ|pdx +

n′(ǫ)∑

j=1

∫

ǫY′
j

| fǫ|pdx =

n(ǫ)∑

k=1

ǫn

∫

Yk

| f (x)|pdx +

n′(ǫ)∑

j=1

ǫn

∫

Y′
j

| f (x)|dx

=




n(ǫ)∑

k=1

1 +

n′(ǫ)∑

j=1

1


 ǫ

n

∫

Y

| f (x)|pdx = [n(ǫ) + n′(ǫ)]ǫn

∫

Y

| f (y)|pdy

≤ C|| f ||p
Lp(Y)

. (A.15)

É claro que C é uma constante arbitrária positiva e independente de ǫ, pois pela estimativa (A.13)

temos que:

[n(ǫ) + n′(ǫ)]ǫn = n(ǫ)ǫn + ǫn′(ǫ)ǫn−1 → |I|
|Y| + 0 · n |I||Y| =

|I|
|Y| , quando ǫ→ 0.

O que significa que a sequência { fǫ} é limitada em Lp(U) para qualquer subconjunto aberto U deRn.

Em particular para 1 < p < ∞ assim podemos aplicar o Teorema A.3.3 para extrair uma subsequência

{ fǫ′} tal que

fǫ′ ⇀ G fracamente em Lp(U). (A.16)

Etapa 2. Identificação do limite

(a) Caso 1 < p < ∞
Seja U um subconjunto aberto de Rn. Pela primeira etapa e o Teorema A.3.5 para identificar o

limite em (A.16), é suficiente mostrar que

∫

I

fǫ(x)ϕdx→
∫

I

MY( f )ϕ = |I|MY( f ) =
|I|
|Y|

∫

Y

f (x)dx,
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∀ϕ ∈ L1(U) e para todo hipercubo I ⊂ U. Utilizando (A.12), ϕ = 1 e pela Observação A.2.11

tem-se

∫

I

fǫ(x)dx =

n(ǫ)∑

k=1

∫

ǫYk

fǫ(x)dx +

n′(ǫ)∑

j=1

∫

ǫY′
j
∩ I

fǫ(x)dx

= n(ǫ)ǫn

∫

Y

f (y)dy +

n′(ǫ)∑

j=1

∫

ǫY′
j
∩ I

fǫ(x)dx.

Da estimativa (A.13) segue que

n(ǫ)ǫn

∫

Y

f (y)dy→ |I|
|Y|

∫

Y

f (y)dy = |I|MY( f ) =

∫

I

MY( f )dx

e também
∣∣∣∣∣∣∣∣

n′(ǫ)∑

j=1

∫

ǫY′
j
∩ I

fǫ(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ n′(ǫ)

∣∣∣∣∣
∫

ǫY
fǫ(x)dx

∣∣∣∣∣ = ǫ
nn′(ǫ)

∣∣∣∣∣
∫

Y

f (y)dy

∣∣∣∣∣ → 0.

Consequentemente, em (A.16) tem-se G =MY( f ). No entanto pelo ii) Teorema A.1.11 implica

que qualquer sequência de { fǫ} converge paraMY( f ).

(b) Caso p = ∞
Seja U um subconjunto aberto limitado de Rn e χU uma função caracterı́stica. Em particular

para toda φ ∈ L2(U) tem-se φχU ∈ L1(U). Então de (A.11) obtemos que

∫

U

fǫ′φdx→
∫

U

Fφdx,

desde que

fǫ′ ⇀ F fracamente em L2(U).

Pelo caso anterior e pela unicidade de limite temos que

F =MY( f ) q.s em U

e por conseguinte quase sempre em Rn, uma vez que U é arbitrário. De novo pelo ii) Teorema

A.1.11 implica que qualquer sequência de { fǫ} converge paraMY( f ).

(c) Caso p = 1

Como o conjunto limitado no espaço L1 não é fracamente compacto então não podemos aplicar

o argumento usado nos casos anteriores. Para provar o resultado vamos aplicar o argumento

de densidade. Com efeito para todo η > 0, existe g ∈ L2(Y) tal que

|| f − g||L1(Y) ≤ η. (A.17)
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Vamos estendemos g por periodicidade em quase todo ponto de Rn por

g(x + kliei) = g(x) q.s em Y ∀k ∈ Z ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},

onde {e1, e2, . . . , en} é a base canónica de Rn. Defina gǫ(x) por

gǫ(x) = g
(
x

ǫ

)
em R

n.

Seja U um subconjunto aberto e limitado de Rn. Então para todo ϕ ∈ L∞(U), e adicionando e

subtraindo termos correspondentes tem-se

∫

U

(
fǫ −MY( f )

)
ϕdx =

∫

U

( fǫ − gǫ)ϕdx +

∫

U

(gǫ −MY(g))ϕdx

+

∫

U

(MY(g) −MY( f )
)
ϕdx. (A.18)

Se I é um hipercubo em Rn tais que U ⊂ I, de (A.15) e (A.17) resulta que existe uma constante

C1 independente de ǫ e η tais que

∣∣∣∣∣
∫

U

( fǫ − gǫ)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫

I

( fǫ − gǫ)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ (n(ǫ) + n′(ǫ))ǫn

∫

I

| f (x) − g(x)||ϕ(x)|dx

→ |I|
|Y| || f − g||L1(I)||ϕ||L∞(U) ≤ C1η||ϕ||L∞(U).

De (A.17) tem-se ∣∣∣∣∣
∫

U

(MY(g) −MY( f )
)
ϕdx

∣∣∣∣∣ ≤ C2η||ϕ||L∞(U),

onde C2 é uma constante independente de ǫ e η. Finalmente por (a)

∫

U

(gǫ −MY(g))ϕdx→ 0.

Consequentemente de (A.18) temos

∫

U

( fǫ −MY( f ))ϕdx→ 0

uma vez que η é arbitrário, dessa forma concluimos a demonstração do Teorema. �



APÊNDICE B

ALGUNS RESULTADOS SOBRE ESPAÇOS

DE SOBOLEV

Neste capı́tulo, pretendemos abordar algumas questões sobre os espaços de Sobolev Wm,p(U), como

são construidos e algumas propriedades desses espaços que são frequentemente usadas ao longo

do texto. Para mais detalhes pode-se consultar por exemplo [32, 31, 13, 5, 28].

B.1 Derivada fraca

Seja ϕ uma função real definida num aberto U de Rn, ϕ é mensurável, e seja (Oi)i∈I a famı́lia de

todos subconjuntos abertos de Oi de U tais que ϕ = 0 quase sempre. Consideremos o subconjunto

O = ⋃Oi. Então ϕ = 0 em O e consequentemente

Definição B.1.1 Para uma função ϕ : U→ R o suporte da ϕ denotado por supp(ϕ) é definido como sendo o

subconjunto fechado de U,

supp(ϕ) = U\O.

Se ϕ é uma função contı́nua em U, então

supp(ϕ) = {x ∈ O | ϕ(x) , 0}.

Se este conjunto for um conjunto compacto de Rn diremos que ϕ possui suporte compacto.

Definição B.1.2 (Funções teste). Para U ⊂ Rn, o conjunto

C∞0 (U) = {u ∈ C∞(U) : supp(u) ⊂⊂ U}

61



62 Salvador RafaelManjate

das funções suaves do suporte compacto. TradicionalmenteD(U) é frequentemente usado para denotar

C∞
0

(U), isto é,D(U) é o espaço das funções teste.

Teorema B.1.3 Para 1 ≤ p < ∞ o espaçoD(U) é denso em Lp(U).

Demonstração. veja por exemplo [28, Proposição 6.] �

Definição B.1.4 Definimos um multi-ı́ndice de α de ordem k como uma n-upla α = (α1, α2, . . . , αn) tal que:

|α| =
n∑

i=1

αi e α! = α1!α2! · · ·αn!,

onde αi ∈Nn. O número |α| é a ordem do multi-ı́ndice α. Se |α| > 1 e x = (x1, x2, . . . , xn), então

xα = xα1

1
xα2

2
· · · xαn

n .

Se f ∈ C(U) denotamos

Dα f =
∂|α| f

∂xα1

1
∂xα2

2
· · ·∂xαn

n

o operador de derivação quando a derivada mista do lado direito existe. Dα f = f quando |α| = 0.

Temos que Dα f é uma função definida em U que toma valores emR. Assim, quando f possui todas

derivadas mistas de ordem k escrevemos

Dk f (x) = {Dα f (x) : α é um multi-ı́ndice de ordem k}.

Definição B.1.5 (Derivada fraca). Suponha que u ∈ L1
loc

(U). Então vα ∈ L1
loc

(U) chama-se α-ésima

derivada fraca de u e escreve-se vα = Dαu se
∫

U

u(x)Dαφ(x)dx = (−1)|α|
∫

U

vαφ(x)dx ∀φ ∈ C∞0 (U).

Definição B.1.6 Seja {ϕn} uma sequênciaD(O). Dizemos que a ϕn converge para um elemento ϕ ∈ D(O),

se e somente se

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ O tal que para todo n ∈N supp(ϕn) ⊂ K, n = 1, 2, . . .;

ii) Para todo α ∈Nn, Dαϕn converge uniformemente para Dαϕ em K, quando n→∞.

B.2 Distribuições

Com base na definição anterior sabemos sobre a convergência em C∞
0

(U), assim podemos defi-

nir funcional contı́nuo em C∞
0

(U). Tal funcional é chamado distribuição, veremos também a sua

convergência e algumas operações.
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Definição B.2.1 Seja O ⊂ Rn. O funcional linear contı́nuo T : D(O) → R é dito distribuição em O, se e

somente se

i) T é linear, isto é,

∀λ1, λ2 ∈ R, ϕ1, ϕ2 ∈ D(O) T(λ1ϕ1 + λ2ϕ2) = λ1T(ϕ1) + λ2T(ϕ2);

ii) T é contı́nua em sequência, isto é,

(ϕn → ϕ em D(O))→ (T(ϕn)→ T(ϕ)).

Denotaremos porD′(O) o conjunto das distribuições em O e T(ϕ) = 〈T, ϕ〉.

Exemplo B.2.2 Seja f ∈ L1
loc

(O). O conjunto

〈T f , φ〉 =
∫

O
fφdx, ∀φ ∈ D(O) (B.1)

é uma distribuição.

De fato, T f é linear pois,

〈T f , φ1 + λφ2〉 =
∫

O
f (x)(φ1 + λφ2)(x)dx

∫

O
f (x)φ1(x)dx + λ

∫

O
f (x)φ2(x)dx = 〈T f , φ1〉 + λ〈T f , φ2〉,

e T f é contı́nua, pois se φ j é uma sequência convergindo para φ emD(O) tem-se

|〈T f , φ j − φ〉| =
∣∣∣∣∣∣

∫

supp(φ j)

f (φ j − φ)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ || f ||L1(K) sup
K

|φ j − φ| → 0.

Onde K é um conjunto compacto que contém o supp(φ j), ∀ j. Portanto a Definição B.2.1 logo T f é

distribuição. �

De acordo com [10], mostra-se que se 〈T f , φ〉 = 〈Tg, φ〉 para toda φ ∈ D(O) e f, g ∈ L1
Loc

(O). Então

f = g q.s. Com base na igualdade (B.1) podemos enunciar o seguinte teorema

Teorema B.2.3 Se f ∈ L1
Loc

(O) é tal que

∫

O
f (x)φ(x)dx = 0, ∀φ ∈ D(O).

Então f = 0, q.s em O.

Demonstração. Veja por exemplo [28, Proposição 3]. �

Com base no Teorema B.2.3 segue que se T é definido tal como em (B.1) mostra-se que T f = 0 se e

somente se f = 0, veja por exemplo [28, Proposição 4]. Esta observação nos induz a
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Definição B.2.4 Dizemos que a distribuição T é em L1
Loc

(O) (respectivamente L1(O)) se existe f ∈ L1
Loc

(O)

(respectivamente em L1(O)) tal que T = T f , onde T f é dado em (B.1).

Observação B.2.5 Suponha que T ∈ D′(O) é como na Definição (B.2.4). Então a função f está bem

determinada em vertude do Teorema B.2.3. Por isso podemos identificar frequentemente T com f , ou seja,

〈 f, φ〉 = 〈T f , φ〉 =
∫

O
fφdx.

Assim podemos identificar as funções localmente integráveis com o funcional T f dado em (B.1) e podemos

considerar outros espaços de funções como Lp(O), 1 ≤ p ≤ ∞, Ck(O), 1 ≤ k ≤ ∞ como subespaços deD′(O).

Neste sentido as distribuições são denominadas funções generalizadas. A noção de convergência

para sequência emD′(O)

Definição B.2.6 A sequência {Tn} emD′(O) diz-se converge (no sentido de destribuição) para um elemento

T ∈ D′(O), se e somente se

〈Tn, ϕ〉D′(O),D(O) → 〈T, ϕ〉D′(O),D(O) ϕ ∈ D(O).

A denotação para esta convergência é dada por

Tn → T em D′(O).

Definição B.2.7 (Derivada da distribuição) Seja T ∈ D′(O) para todo i = 1, 2, . . . , n a derivada
∂T

∂xi
de T

em relação a xi é definido por
〈
∂T

∂xi
, ϕ

〉

D′(O),D(O)

= −
〈
T,
∂ϕ

∂xi

〉

D′(O),D(O)

∀ϕ ∈ D(O).

É claro que
∂T

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n é linear pois o operador derivada é linear. Agora seja ϕn → 0 em

D(O) temos que
∂ϕn

∂xi
→ 0 emD(O) o que mostra que

∂T

∂xi
é continua e portanto é uma distribuição. E

além disso se Tn converge para T no sentido de distribuição então
∂Tn

∂xi
converge para

∂T

∂xi
no sentido

de destribuição para i = 1, 2, . . . , n, isto é,

〈
Tn, ϕ

〉→ 〈
T, ϕ

〉 ∀ϕ ∈ D(O) e

〈
∂T

∂xi
, ϕ

〉
→ 〈

S, ϕ
〉 ∀ϕ ∈ D(O), então S =

∂T

∂xi
.

De fato,
〈
∂T

∂xi
, ϕ

〉
= −

〈
T,
∂ϕ

∂xi

〉
= − lim

〈
Tn,

∂ϕ

∂xi

〉
= lim

〈
∂Tn

∂xi
, ϕ

〉
=

〈
S, ϕ

〉 ∀ϕ ∈ D(O)

�
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Observação B.2.8 Seja f ∈ L1(O). Suponhamos que f é derivavel no sentido de destribuição
∂ f

∂xi
é em L1(O).

pelo considerações feita acima temos

∫

O
f
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

O

∂ f

∂xi
ϕdx, ∀ϕ ∈ D(O). (B.2)

Esta observação juntamente com o Teorema B.2.3 diz em particular que se a função é da classe C1(O)

a derivada no sentido de destribuição coincide com a derivada com a derivada usual.

B.3 Espaços de Wm,p(U)

O espaço Linear Wm,p(U) é construido da seguinte forma. Uma função u ∈ Wm,p(U) se u ∈ Lp(U) e

se todas as derivadas fracas de ordem menor ou igual a m pertencem a Lp(U), ou seja. Considere U

um domı́nio limitado em Rn e denotemos por m a parte inteira de s e por σ a sua parte fracionária

ou seja s = m + σ. Por [31] temos

Definição B.3.1 (Espaços de Sobolev) Wm,p(U) é o espaço de todas as distribuições definidas em Rn, tais

que:

(a) Dαu ∈ Lp(U) para |α| ≤ m, quando s=m é um inteiro não negativo.

(b)

"
U×U

|Dαu(x) −Dαu(y)|p
|x − y|n+σp

dxdy < ∞, para |α| = m, quando s = m + σ é não inteiro e não negativo.

Definimos neste espaço a norma: Para o caso (a)

||u||m,p,U =


∑

|α|<m

∫

U

|Dαu|pdx




1/p

, (B.3)

e para o caso (b)

||u||s,p,U =

||u||

p

m,p,U
+

∑

|α|=m

"
U×U

|Dαu(x) −Dαu(y)|p
|x − y|n+σp

dxdy




1/p

. (B.4)

O espaço Wm,p(U) munido da norma (B.3) é um espaço de Banach e é separável [32, Teoremas 3.3 e

3.5]. No caso p = 2 é um espaço de Hilbert munido do produto interno

(u, v)Wm,2(U) =

∫

U

∑

|α|≤m

Dαu(x)Dαv(x).

Definição B.3.2 Hm,p(U) é o completamento na norma (B.3) do espaço das funções u : U → R da classe

Cm(U) tais que Dαu ∈ Lp(U), com |α| ≤ m.
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Prova-se que Wm,p(U) = Hm,p(U) para 1 ≤ p < ∞ (veja por exemplo [32, Teorema 3.17]). No caso

quando p = 2 tem-se uma notação especial Hm,p(U) = Hm(U). No caso particular em que m = 1 e

p = 12 temos que W1,2(U) = H1(U) é um espaço de Hilbert e defini-se como

H1(U) =

{
u| u ∈ L2(U),

∂u

∂xi
∈ L2(U), i = 1, 2, . . . , n

}
, (B.5)

dotado do produto interno seguinte

(u, v)H1(U) = (u, v)L2(U) +

n∑

i=1

(
∂u

∂xi

∂v

∂xi

)

L2(U)

=

∫

U

uv +

n∑

i=1

∫

U

∂u

∂xi

∂v

∂xi
u, v ∈ H1(U). (B.6)

Uma norma associada é dado por

||u||H1(U) =


||u||

2
L2(U)

+

n∑

i=1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
L2(U)




1/2

=


||u||

2
L2(U)

+

n∑

i=1

||∇u||L2(U)




1/2

, (B.7)

onde ∇u é o gradiente de u e é definido como ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xn

)
.

B.4 Imersões de Sobolev

Muitas propriedades de espaços de Sobolev definidos em um domı́nio U e em particular proprie-

dades de imersão destes espaços dependem das propriedades de regularidade do domı́nio U, que

geralmente são expressas por condições geométricas que podem ou não serem satisfeitas num dado

domı́nio. Nessa ótica antes de enunciar os teoremas de imersão de Sobolev precisamos de algumas

definições sobre essas propriedades geométricas de domı́nio U que podem ser encontradas para

uma leitura mais aprofundada em [31, 32], pelo que

Definição B.4.1 Uma cobertura aberta O de um conjunto S ⊂ Rn é dita localmente finita se todo conjunto

compacto de Rn pode intersetar no máximo um número finito de elementos de O.

Definição B.4.2 Um domı́nio U satisfaz a Propriedade Lipschitz local se existe uma cobertura localmente

finita Γ por abertos U tais que Γ ∩U são gráficos de funções uniformemente Lipschitz.

Definição B.4.3 Seja U um domı́nio em Rn. A fronteira ∂U é dita Lipschitz contı́nua existem constantes

a j, 1 ≤ j ≤ n e para cada x ∈ ∂U existe uma vizinhança V de x em Rn e novas coordenadas ortogonais

{y1, y2, . . . , yn} tais:

(a) V é um hipercubo nestas novas coordenadas

V = {(y1, y2, . . . , yn) : −a j < y j < a j, 1 ≤ j ≤ n};
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(b) Existe uma aplicação ϕ : V′ → R Lipschitz contı́nua, onde V′ é definida por

V′ = {(y1, y2, . . . , yn−1) : −a j < y j < a j, 1 ≤ j ≤ n − 1}

tais que

|ϕ(y′)| ≤ an/2 para todo y′ = (y1, y2, . . . yn−1) ∈ V′

U ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V : yn < ϕ(y′)}
∂U ∩V = {y = (y′, yn) ∈ V : yn = ϕ(y′)}

Por outras palavras a Definição B.4.3 diz que em uma vizinhança de x o domı́nio U pertence ao

gráfico da ϕ e consequentemente a fronteira ∂U é gráfico da ϕ.

Definição B.4.4 Uma função de ϕ : V′ → R é dita Lipschitz contı́nua se existe uma constante positiva K

tal que

|ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ K|x − y|, ∀x, y ∈ V′,

onde a constante K é chamada constante de Lipschitz.

Definição B.4.5 Cm
B

(U) é o espaço das funções u ∈ Cm(U) tais que Dαu, 0 ≤ |α| ≤ m é limitada em U.

munido da norma

||u||Cm
B

(U) = max
0≤|α|≤m

sup
x∈U
|Dαu(x)|. (B.8)

Cm
B

(U) é um espaço de Banach e é maior que o espaço Cm(U) em que os seus elementos não precisam

ser necessariamente uniformemente contı́nuas, onde

Cm(U) = Cm(U) ∩ {u, Dαu tem uma extensão contı́nua na U, 0 ≤ |α| ≤ m}.

Antes de enunciar os teoremas de imersão de Sobolev vamos dar a seguinte noção. Sejam Z1 e Z2

espaços vetoriais normados. Dizemos que Z1 é uma imersão em Z2 se

Z1 ⊂ Z2 (B.9)

O operador identidade I é considerado como um operador que age Z1 em Z2, ou seja,

∀ f ∈ Z1 I( f ) = f I : Z1 → Z2, (B.10)

que é possı́vel graças a (B.9), chamaremos operador de imersão correspondendo a imersão (B.9).

Definição B.4.6 Sejam Z1 e Z2 espaços vetoriais dizemos que Z1 é uma imersão contı́nua em Z2 e escrevemos

Z1 ֒→ Z2, (B.11)
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se em (B.9) o correspondente operador de imersão é contı́nua, isto é existe C > 0 tal que ∀ f ∈ Z1

|| f ||Z2 ≤ || f ||Z1
. (B.12)

Teorema B.4.7 ( de Imersão de Sobolev) Seja U um domı́nio em Rn satisfazendo a propriedade de cone

(veja [31, Definição 1.2.2.1]), j e m inteiros não negativos e p satisfazendo 1 ≤ p < ∞. Então as imersões

seguintes são contı́nuas

I) Se mp < n, então,

W j+m,p(U) ֒→W j,q(U) p ≤ q ≤ np

n −mp

def
= p∗ (B.13)

ou

Wm,p(U) ֒→ Lq(U) p ≤ q ≤ p∗. (B.14)

W j+m,p(U) ֒→W j,q(U), p ≤ q < ∞. (B.15)

III) Se mp > n, então,

W j+m,p(U) ֒→ C j

B
(U). (B.16)

IV) Se p(m − 1) < n < mp e U tem a grande propriedade Lipschitz local, então,

W j+m,p(U) ֒→ C j,λ(U), 0 < λ < 1. (B.17)

Onde C j,λ denota o espaço de Banach das restrições U das funções pertencentes a C j,λ(Rn) equipado

da seguinte norma induzida

||u||C j,λ = max
0≤|α|≤m

sup
x∈U
|Dαu(x)| +max

|α|≤k
sup
x,y∈U
x,y

|Dαu(x) −Dαu(y)|
||x − y||p .

Demonstração. Veja por exemplo [32, Teorema 5.2] �

Teorema B.4.8 (Rellich- Kondrachov) Seja U um domı́nio limitado satisfazendo a propriedade de cone, j

e m são inteiros não negativos, com m ≥ 1 e 1 ≤ p < ∞. Então para qualquer j as imersões seguintes são

compactas:

I) Se mp < n, então,

W j+m,p(U) ֒→W j,q(U) 1 ≤ q < p∗. (B.18)

II) Se mp = n, então,

W j+m,p(U) ֒→W j,q(U) 1 ≤ q < ∞. (B.19)
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III) Se mp > n, então,

W j+m,p(U) ֒→ C j

B
(U). (B.20)

IV) Se U satisfaz a grande propriedade Lipschitz local, então,


W j+m,p(U) ֒→ C j(U0) , se mp > n

W j+m,p(U) ֒→ C j,λ(U0) , se m − 1 <
n

p
< m e 0 < λ < m − n

p
.

(B.21)

Onde U0 é um subdomı́nio de U.

Demonstração. Veja por exemplo [32, Teorema 6.2] �

B.5 Espaço W
m,p
0

(U)

Por [31] a definição B.3.1 não se aplica para o conjunto D(U) pois o conjunto das funções C∞
0

(U)

não é denso em Wm,p(U) para m > 1. Consequentemente o espaço dual de Wm,p(U) não pode ser

identificado como o espaço das distribuições em U. Motivados por esta razão introduz-se o seguinte

espaço:

Definição B.5.1 Para m > 0 denotemos por W
m,p
0

(U) o fecho deD(U) em relação a norma em Wm,p(U). O

que equivale a dizer que W
m,p
0

(U) é o fecho em Wm,p(U) de todas as distribuições com suporte compacto em U.

Assim segue a extensão da definição B.3.1

Definição B.5.2 Para m < 0 denotemos por u ∈ Wm,p(U) o espaço dual de W−m,q(U) onde p e q são

conjugados definidos pela relação (A.6).

Em especial para p = 2 como fizemos antes W
m,p
0

(U) = Hm
0

(U) também é espaço de Hilbert. Quando

s = 1 e temos

W1,2
0

(U) = H1
0(U). (B.22)

É claro que H1
0
(U) ֒→ H1(U), logo H1

0
(U) é um espaço de Hilbert com o produto interno (B.6).

As funções em H1
0
(U) são caraterizados como sendo funções em H1(U) que se anulam na ∂U,

mas precisamente u ∈ H1
0
(U) são definidas quase sempre e a medida é nula na fronteira ∂U e assim

temos o seguinte resultado

Teorema B.5.3 Suponhamos que u ∈ H1(U). Então u ∈ H1
0
(U) se e somente se u = 0 quase sempre na

fronteira ∂U Lipschitz contı́nua. Ou seja

H1
0(U) = {u |u ∈ H1(U), e u = 0 quase sempre na ∂U}

Demonstração. Veja por exemplo [13, Teorema 8.12]. �
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Teorema B.5.4 ( de Green) Suponhamos que a fronteira ∂U é Lipschitz contı́nua. Então para todo u, v ∈
H1(U) temos ∫

U

u
∂v

∂xi
dx = −

∫

U

∂v

∂xi
vdx +

∫

∂U

γ(u)γ(v)νidσ,

onde ν = (ν1, ν2, . . . νn) é o vetor normal exterior a U e γ(v) é o operador traço veja [5, Teorema 3.28] de v na

fronteira ∂U

Proposição B.5.5 (Desigualdade de Poincaré) Existe uma constante CU tal que

||u||L2(U) ≤ CU||∇u||L2(U), ∀u ∈ H1
0(U).

A constante CU é uma constante que depende apenas de U.

Demonstração. Veja por exemplo [5, Proposição 3.35]. �

Os teoremas de imersão de Sobolev continuam válidas para W1,p(U) sem nenhuma pré-condição

para a fronteira ∂U e temos

Teorema B.5.6 As seguintes inclusões são verdadeiras:

i) Se 1 ≤ p < ∞ W
1,p
0

(U) ֒→ Lq(U), com



imersão compacta para q ∈]1, p∗], p∗ =
np

n − p

imersão contı́nua para q = p∗;

ii) Se p = n W
1,p
0

(U) ֒→ Lq(U), com imersão compacta para q ∈ [1,+∞];

iii) Se p > n W
1,p
0

(U) ֒→ C0(U), com imersão compacta .

Em geral para m > 1 e 1 ≤ p < ∞ para o espaço Wm,p(U) e segundo a definição B.5.1 mostra-se que

W
m,p
0

(U) = {u ∈Wm,p(U) : u = D(u) = · · · = Dm−1(u) = 0 na ∂U}.

O espaço H1
0
(U) é muito importante no estudo de problemas elı́pticos e conforme a definição B.5.2.

Temos

Definição B.5.7 o espaço H−1(U) é um espaço de Banach definido por

H−1(U) = (H1
0(U))∗ (B.23)

equipado com a norma

||F||H−1(U) = sup
H1

0
(U)\{0}

|〈F, u〉H−1(U),H1
0
(U)|

||u||H1
0
(U)

. (B.24)
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Observação B.5.8 Suponhamos que a fronteira ∂U é Lipschitz contı́nua, tem-se que

L2(U) ֒→ H−1(U)

com imersão compacta.

Para finalizar esta seção observemos que para 1 ≤ p < ∞ o espaço Lp(U) pode ser identificado com

o seu dual Lq(U), p e q são conjugados e que pelo Teorema B.1.3 o espaçoD(U) é denso em Lp(U), e

juntamente com o fato de que H1
0
(U) ֒→ H1(U), os Teoremas de Imersão B.4.7 e B.4.8 e a Observação

B.5.8 temos que as seguintes imersões são compactas

H1
0(U) ֒→ H1(U) ֒→ L2(U) ֒→ H−1(U).



APÊNDICE C

TEOREMA DE LAX-MILGRAM

Neste capı́tulo, pretendemos enunciar o Teorema de Lax-Milgram que garante a existência e uni-

cidade de alguns problemas de Equações Diferenciais Parciais, ele estabelece que cada funcional

linear definido num espaço de HilbertH está associado a um único elemento emH de maneira que

este funcional pode ser representado por uma forma bilinear e contı́nua veja [5, 13].

C.1 Formas bilineares em espaços de Banach

Definição C.1.1 Seja V um espaço de Banach. Uma aplicação a : V ×V → R é uma forma bilinear em V se

e somente se para qualquer u ∈ V fixado as seguintes aplicações

a(u, ·) : u ∈ V 7→ a(u, v) ∈ R
a(·, u) : u ∈ V 7→ a(u, v) ∈ R

sao lineares.

Definição C.1.2 A aplicação a : V ×V → R é limitada em V se e somente se existe uma constante C > 0 tal

que

|a(u, v)| ≤ C||u||V ||v||V . (C.1)

Proposição C.1.3 Seja a : V × V → R uma forma bilinear. Então a é limitada se e somente se a é contı́nua

em V × V.

Prova. (⇒) Suponhamos que vale (C.1). Então para (u, v) e (u0, v0) ∈ V × V temos

|a(u, v) − a(u0, v0)| = |a(u, v) − a(u, v0) + a(u, v0) − a(u0, v0)| = |a(u, v − v0) + a(u − u0, v)|

≤ |a(u, v − v0)| + |a(u − u0, v)| ≤ C||u||V ||v − v0||V + C||u − u0||V ||v||V ,
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que nos dá a continuidade de a em V × V.

(⇐) Suponhamos que a é contı́nua então para qualquer ε > 0 existe δ > 0 talque

||w||V < δ, ||z||V < δ =⇒ |a(w, z)| < ε (C.2)

Agora pela linearidade, temos para todo u, v ∈ V\{0} temos

|a(u, v)|
||u||V ||v||V

=

∣∣∣∣∣a
(

u

||u||V
,

v

||v||V

)∣∣∣∣∣ , (C.3)

introduzindo w e z como se segue

w =
δ

2

u

||u||V
, z =

δ

2

v

||v||V
.

É claro que

||w||V =
δ

2
< δ, ||z||V =

δ

2
< δ. (C.4)

Escrevendo (C.2) para w e z definidos em (C.4). Temos

∣∣∣∣∣a
(

u

||u||V
,

v

||v||V

)∣∣∣∣∣ =
4

δ2
|a(w, z)| ≤ 4

δ2
ε,

que junto com (C.3) dá-nos que

|a(u, v)|
||u||V ||v||V

=

∣∣∣∣∣a
(

u

||u||V
,

v

||v||V

)∣∣∣∣∣ ≤
4

δ2
ε

e tomando C =
4

δ2
segue (C.1) como queriamos. �

Definição C.1.4 A forma bilinear a em V é simétrica se e somente se

a(u, v) = a(v, u), ∀u, v ∈ V.

E positiva se e somente se

a(u, u) ≥ 0, ∀u ∈ V.

Definição C.1.5 A forma bilinear a é dita V− elı́ptica ou coerciva em V com a constante α0 se existe a

constante α0 > 0 tal que

a(u, u) ≥ α0||u||2V , ∀u ∈ V.
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C.2 Teorema de Lax-Milgram

Seja a uma forma bilinear em um espaço de Hilbert H e F ∈ H ∗ onde H ∗ é o espaço dual de H .

Consideremos o seguinte problema


Encontrar u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈F, v〉H∗,H ∀v ∈ H .
(C.5)

A equação (C.5) chamaremos equação variacional e v ∈ H chamaremos função teste. O teorema

de Lax-Milgram dá-nos condições sobre a existência e unicidade das soluções da equação (C.5) e

basea-se fundamentalmente no teorema de Representação de Riez para o dual de um espaço de

Hilbert que enunciamos a seguir

Teorema C.2.1 (de representação de Riez) Seja H um espaço de Hilbert e F ∈ H ∗. Então existe uma

única τF ∈ H tal que

〈F, v〉H∗,H = (τF, v)H ∀v ∈ H . (C.6)

Além disso, a aplicação injetora

τ : F ∈ H ∗ 7→ τF ∈ H

é uma isometria (isometria de Riez), isto é, satisfaz

||τF||H = ||F||H∗ (C.7)

Pelo exposto acima já estamos em condições de enunciar o seguinte resultado geral

Teorema C.2.2 (Lax-Milgram) Seja a uma forma bilinear e contı́nua em um espaço de HilbertH e F ∈ H ∗.
Assumimos que a é coercivo com constante α0. Então a equação variacional (C.5) tem solução única u ∈ H .

Além disso,

||u||H ≤
1

α0
||F||H∗ . (C.8)

Demonstração. veja por exemplo [5, Teorema 4.6]. �

Se a forma bilinear a é simétrica então a(u, v) é um produto interno equivalente a (·, ·)H e portanto é

uma consequência do Teorema C.2.1. Além disso, a equação variacional (C.5) pode ser caracterizado

como um ponto mı́nimo de um funcional adequado. Veja [5, pág. 68]



APÊNDICE D

GRAU TOPOLÓGICO DE LERAY &

SCHAUDER

Neste capı́tulo pretendemos abordar algumas questões sobre grau topológico de Leray & Schauder

suas propriedades, Teorema de Schauder sobre ponto fixo que garante a existência soluções de uma

equação diferencial parcial elı́ptico. Para uma leitura mais aprofundada sugerimos [22, 14, 7, 12].

D.1 Aplicações Leray & Schauder

Os conjuntos X e Y sempre denotaram espaços de Banach munidos da norma ||·||, e U um subconjunto

do espaço de Banach X.

Definição D.1.1 Seja U ⊂ X. Diremos que U é compacto se qualquer sequência de pontos de U contém uma

subsequência que converge para algum ponto de U.

Definição D.1.2 Seja X,Y espaços de Banach, U ⊂ X. Diremos que uma aplicação f : U→ Y é compacta se

i) f é contı́nua;

ii) f (A) é um conjunto compacto para todo conjunto aberto e limitado A ⊂ U.

Equivalentemente f é contı́nua e f (U) é relativamente compacto, isto é todo suconjunto fechado e limitado de

U temos que f (A).

Denotaremos por K(U,Y) := o conjunto das aplicações compactas de U em Y e escreveremos

simplesmenteK(U).
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Definição D.1.3 Uma aplicação f : U→ X diz-se de Leray & Schauder que abreviadamente escreveremos

L-S se:

i) Φ(x) , 0, ∀x ∈ ∂U

ii) Φ é uma perturbação completamente contı́nua da identidade, isto é Φ = I − f e é completamente

contı́nua.

Vamos provar algumas propriedades das aplicações L-S:

Proposição D.1.4 Seja U um subconjunto limitado de X e f : U→ X uma aplicação L-S. Então

i) f (A) é fechado para todo conjunto fechado A ⊂ U;

ii) f−1(K) é compacto para todo conjunto compacto de X.

Demonstração. Seja Φ = I − f

i) Assuma que {xn : n ∈N} ⊂ X e { f (xn)} converge para um ponto p ∈ X.ComoΦ é completamente

contı́nuo e V é um conjunto aberto e limitado, existe uma subsequência {xnj} j tais que f (xnj)

converge para algum y ∈ X. Temos que

y + p = lim
j→+∞

xnj.

Mas por hipótese temos que A é um conjunto fechado então p + y ∈ A e

f (y + p) = f (lim xnj) = lim f (xnj) = p, assim p ∈ f (A).

ii) Seja {xn : n ∈ N} ⊂ f−1(K). Existe uma subsequência {xnj} ⊂ f−1(K) tais que {Φ(xnj)} j converge

para algum y ∈ X. Temos que xnj − Φ(xnj) = f (xnj) ∈ K e como K é um conjunto compacto a

subsequência xnj −Φ(xnj) converge para algum p ∈ X. Assim

lim
j→+∞

xnj = lim
j→+∞

(xnj −Φ(xnj) + Φ(xnj)) = y + p.

Como f−1(K) é um conjunto fechado, temos que p+ y ∈ f−1(K) e portanto f−1(K) é um conjunto

compacto. �

Proposição D.1.5 Seja U é um conjunto fechado e limitado em X e f : U → X uma aplicação L-S injetora,

então a aplicação f−1 : f (U)→ X é uma aplicação L-S.

Demonstração. Seja Φ = I − f . Temos que

I = Φ + f = (Φ ◦ f−1 + I) ◦ f.
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Assim vemos que f−1 = Φ ◦ f−1 + I.

Primeiro vamos mostrar que Φ ◦ f−1 é relativamente compacto para todo A ⊂ f (U) limitado. Com

efeito f−1(A) ⊂ U é limitado e Φ é compacto então Φ ◦ f−1(A) é relativamente compacto.

Para provar que Φ ◦ f−1 é contı́nua consideremos a sequência {yn : nN} ⊂ f (U) convergindo para

y ∈ f (U). Existe um conjunto {xn : n ∈N} ⊂ U e um ponto x ∈ U tais que

yn = f (xn) e y = f (x).

É suficiente mostrar que

xn = f−1(yn)→ x = f−1(y).

Pela Proposição D.1.4 e como {yn : n ∈N} é relativamente compacto vemos que o conjunto { f−1(yn) :

n ∈ N} é também relativamente compacto. E consequentemente podemos extrair subsequência tal

que {xnj} converge para algum ponto a ∈ U. Agora usando a continuidade de f em a temos que

f (a) = lim
j→+∞

f (xnj) = y = f (x)

e como f é injetor, concluimos que a = x. �

D.2 Grau topológico de Leray & Schauder

Definição D.2.1 Seja U ⊂ X e H : U × [0, 1] → X. Diremos que H é uma homotopia da transformação

compacta em U se

i) H (·, t) éK(U) para todo t ∈ [0, 1];

ii) Para todo ε > 0 e todo conjunto limitado L ⊂ M existe δ > 0 tal que ||H (x, t) −H (x, s)|| < ε sempre

que x ∈ L e |s − t| < δ.

Definição D.2.2 A tripla (Φ,U, y) é admı́ssivel se f L-S e y ∈ X com y < f (∂U) onde ∂U é a fronteira do

subconjunto limitado U ⊂ X.

A esta tripla admissı́vel (Φ,U, y), existe uma função D definida em Z veja [22, pág. 56] pelo que

Teorema D.2.3 Existe uma única função D definida no conjunto de todas triplas admissı́veis (Φ,U, y)

determinada pelas seguintes propriedades:

(D1) D(I,U, y) = 1 para y ∈ U;

(D2) D(Φ,U, y) , 0 o que implica que y ∈ Φ(∂U) então existe x ∈ U tal que Φ(x) = y;
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(D3) D(Φ,U, y)(Φ,U1, y) + D(Φ,U2, y) sempre que U1 e U2 forem subconjuntos disjuntos de U tais que

y < Φ(U\(U1 ∪U2));

(D4) D(Φt,U, y) é independente de t se Φt é uma homotopia contı́nua tal que y < Φt(∂U) para todo t ∈ [0, 1].

Teorema D.2.4 (Invariância sob homotopia) Suponhamos que H : U × [0, 1]→ X é uma homotopia de

uma transformação compacta em U. O conjunto

Φt
def
= I −H (·, t)

para t ∈ [0, 1] e suponhamos que y < Φt(∂U) para todo t ∈ [0, 1]. Então D(Φt,U, y) é independente de t.

Definição D.2.5 O número D(Φ,U, y) definido no Teorema D.2.3 chama-se grau topológico de Leray &

Schauder da aplicação Φ.

Observação D.2.6 Se X = Rn então D(Φ,U, y) é o grau topológico de Brouwer em Rn e Φ ∈ C(U,Rn)

com y < Φ(∂U) e escreve-se d(Φ,U, y).

O grau topológico de Brouwer pode ser extendido para aplicações diferenciáveis [7, 14, 22].

Definição D.2.7 Seja f : U → Rn de classe Ck(U), k ≥ 1. O ponto x0 ∈ U é um ponto crı́tico de f se

J f (x0) = 0, onde J f (x0) = det( f ′(x0)) = det

(
∂ fi

∂x j

)
. E f (x0) é o valor crı́tico da f . Denotaremos por S f (U)

ou simplesmente S f ao conjunto dos pontos de U para os quais J f (x0) = 0, ou seja

S f (U) = {x ∈ U : J f (x0) = 0}.

Definição D.2.8 O ponto y ∈ Rn é valor regular de f : U → Rn se f−1(y) ∩ S f (U) = ∅. Caso contrário

chamaremos valor singular.

Lembremos que se U é compacto então f−1({y}) é fechado e que x ∈ f−1({y}) temos que J f (x) , 0,

então pelo Teorema da Aplicação Inversa [37]. Logo existe uma vizinhança V de x e uma vizinhança

W de y, isto é f |V : V→ f (V) =W é um defeomorfismo o que implica que f−1({y}) é finito.

Definição D.2.9 Seja U ⊂ Rn aberto e limitado, f ∈ C1(U,Rn) e y ∈ Rn\ f (∂U ∪ S f ). Definimos o Grau

topológico de Brouwer de f em relação a U e y como sendo o número inteiro

d( f,U, y) =
∑

x∈ f−1(y)

sign(J f (x0)),

onde sign é a função sinal que é definida por:

sign(y) =


+1, se y > 0,

−1, se y < 0.
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É claro que da definição D.2.9 segue que se f é a aplicação identidade, então

d(I,U, y) =


1, se y ∈ U

0, se y < U.

Afim de enunciar as propriedades de grau topológico de Leray & Schauder cujas demonstrações

podem ser encontradas por exemplo em [14, 22, 7] definamos

K1(U)
def
= {Φ : Φ = I − f, f ∈ K(U)}.

Teorema D.2.10 As seguintes afirmações são verdadeiras:

(5) D(I,U, y) = 0 o que implica que y < Φ(∂U);

(6) D(Φ,U, y) = D(Φ, Ũ, y) para todo subconjunto Ũ ⊂ U existe x ∈ U\Ũ tais que Φ(x) , y.

(7) Suponhamos que Φ,Ψ ∈ K1(U), Φ|∂U = Ψ|∂U e y < Φ(∂U). Então D(Φ,U, y) = D(Ψ,U, y);

(8) Suponhamos que Φ ∈ K1(U), y < Φ(∂U) e seja p ∈ X. Então D(Φ,U, y) = D(Φ − p,U, y − p)

O grau de Leray & Schauder provou ser uma ferramenta muito poderosa para o estudo dos pontos

fixos das aplicações compactas e completamente contı́nuas. E tem tido aplicações na investigação

da existencia de soluções de equações diferenciais [22, 14].

No que se segue assumimos que X é um espaço de Banach uniformemente convexo, isto é, X é um

espaço de Banach munido da norma estritamente convexa,

||λx + (1 − λ)y|| ≤ λ||x|| + (1 − λ)||y||,

para todo x, y ∈ X linearmente independentes e λ ∈ (0, 1). Espaços de Hilbert são uniformemente

convexos. Veja por exemplo [32, Corolário 2.29]

Teorema D.2.11 (Aplicações ı́mpar) Seja U ⊂ X conjunto aberto, limitado, simétrico e contendo zero.

Suponhamos que a aplicação Φ ∈ K1(U) é tal que Φ(−u) = −Φ(u), com u ∈ ∂U e 0 < Φ(∂U). Então

D(Φ,U, 0) é um número ı́mpar.

Demonstração. Veja por exemplo [14, Teorema 7.19 ]. �

Proposição D.2.12 Seja X um espaço de Banach T ∈ K(X), completamente contı́nuo e L = I − T. Então

a) Seja M = I −M0, com M0 ∈ K(X) completamente contı́nua. supomos que L e M são injetoras

D(LM,U, 0) = D(T,U, 0)D(M,U, 0),

para todo subconjunto aberto U ⊂ X tais que 0 ∈ Ω.
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b) Seja X =
m⊕

i=1

Xi uma soma direta de subespaços topológicos X1,X2, . . . ,Xm. E suponhamos que L é

injetora. Então

D(T,B1(0) ∩ Xi, 0) =

m∏

i=1

D(T|Xi
,B1(0) ∩ Xi, 0)

Demonstração. veja por exemplo [22, Proposição 8.4]

Teorema D.2.13 Seja X um espaço de Banach real e T ∈ K(U), completamente contı́nuo, λ , 0 e λ−1 não é

auto-valor de L. Seja U ⊂ X um subconjunto aberto e limitado e 0 ∈ Ω. Então

D(I − λT,U, 0) = (−1)β(λ),

onde β(λ) é a soma das multiplicidades algébricas dos auto valores µ satisfazendo µλ > 1. Se não existe

auto-valores temos que β(λ) = 0

Lembremos que se µ é um auto-valor de L, então a multiplicidade algébrica m(λ) de µ é definido

pela fórmula

m(µ) = dim
⋃

n≥1

ker[(µI − T)n]

Demonstração. veja por exemplo [22, Teorema 8.10]

No Teorema D.2.13 T : U → X significa que o operador T completamente contı́nuo não possui

possui pontos fixos na ∂U. E para cada operador T podemos associar um inteiro ind(T,U) que

chamaremos de ı́ndice de ponto fixo de T em U que nos dá uma caracterização sobre a existência e a

multiplicidade algébrica de pontos fixos [12].

Definição D.2.14 (Ponto fixo isolado) Seja T : U → X. Um ponto fixo u∗ é isolado se existir uma

vizinhança U0 de u∗ tal que o único ponto fixo de T em U0 é u∗.

Observação D.2.15 Com base na propriedade (6) do Teorema D.2.10 e nas condições do Teorema D.2.13

temos que a definição D.2.14 independe da escolha da vizinhança U0 de u∗ [12].

De fato,

Suponhamos que Ũ0 seja uma outra vizinhança de u∗ tal que T(u) , u para todo u ∈ Ũ0\{u∗} então

T não possui pontos fixos em ambos conjuntos U0\(Ũ0 ∩U0) e Ũ0\(Ũ0 ∩U0). Consequentemente

ind(T,U0) = ind(T, Ũ0 ∩U0) = ind(T, Ũ0).

�

E portanto temos
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Definição D.2.16 (Índice de ponto fixo isolado) O ı́ndice de T no ponto fixo isolado u∗ em uma vizinhança

suficientemente pequena U0 é definido por

ind(T, u∗)
def
= ind(T,U0).

Definição D.2.17 (Derivada de Fréchet) Seja U ⊂ X a aplicação F : U → Y, onde X e Y são espaços

normados é dita diferenciável a Fréchet no ponto x0 se x0 é um ponto interior de A e existe uma aplicação

linear L : X→ Y satisfazendo

lim
x→x0

||F(x) − F(x0) − L(x − x0)||
||x − x0||X

= 0.

A derivada de Fréchet de F em x0 e denotar-se-à por dF(x0) ou simplesmente F′(x0). Equivalente-

mente,

Definição D.2.18 Seja U ⊂ X a aplicação F : U → Y, onde X e Y são espaços normados. Dizemos que

aplicação T : X→ Y é a derivada de Fréchet de F em x se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

||F(x + h) − F(x) − L(h)||Y ≤ ε||h||X,

para todo h sempre que ||h||X ≤ δ.

Finalmente, as condições ind(T, u∗) ou ind(T,U) são essencias para aplicações e algumas das suas

aplicações são dadas pelos seguintes resultados [12]

Teorema D.2.19 Se U é um domı́nio convexo e L = I − T e é o grau de Leray & Schauder tal que

T(U) ⊂ U,

então ind(T,U) = 1.

Teorema D.2.20 (Sobre o ponto fixo de Schauder) Seja U ⊂ X um conjunto fechado limitado e contendo

a origem em seu interior e seja T ∈ K(U) tal que T(U) ⊂ U. Então f tem um ponto fixo.

Teorema D.2.21 Se T ∈ K(U) é uma aplicação Fréchet diferenciável em um ponto fixo u∗ de T e se o núcleo

de I − T′(u∗) é tal que N (I − T′(u∗)) = {0}, então o ponto fixo u∗ é isolado e ind(T, u∗) = 1.
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