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Resumo

ONISHI, R. R. Uma Introdugao ao Céalculo das Particoes para Espacos Topolégicos. 2019.
78 f. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2019.

O objetivo deste trabalho é apresentar o calculo das particoes para espacos topologicos. Essa édrea
trata do estudo de resultados do seguinte tipo: “dados os espagos topologicos X e Y, um niimero
natural n e um cardinal x, para qualquer que seja a particdo de [X|™ em k pedagos, existe um su-
bespaco H de X homeomorfo ao Y tal que [H]" esta contido num mesmo pedago”. Iremos estudar
esse tipo de afirmacao, principalmente no caso em que n =1 e Y éigual a um ordinal enumeravel

ou igual ao w;. Também veremos resultados que envolvem o cubo de Cantor.

Palavras-chave: relacoes de particbes para espagos topolégicos, derivativa de Cantor-Bendixson,

cubo de Cantor, ordinais.
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Abstract

ONISHI, R. R. An Introduction to Partition Calculus for Topological Spaces. 2019. 78 f.
Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2019.

The purpose of this work is to present the partition calculus for topological spaces. This area deals
with the study of results of the following type: “given the topological spaces X and Y, a natural
number n and a cardinal number k, for whatever the partition of [X]" into k pieces, there is a
subspace H of X homeomorphic to Y such that [H]" is contained in the same piece”. We will study
results of this type mainly in the case where n =1 and Y is a countable ordinal or the w;. We will

also see results involving the Cantor cube.

Keywords: topological partition relations, Cantor-Bendixson derivative, Cantor cube, ordinals.
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Introducao

No ano de 1930, em seu artigo “On a Problem of Formal Logic”, Ramsey publicou os dois

teoremas famosos abaixo:

“Para todos naturais n, v e A, existe um natural x tal que, se [k]™ ¢ particionado em ~

pedacos, entdo existe um H € [k]* tal que [H]" esta contido num mesmo pedaco”

e
“Para todos naturais n e v, se o conjunto [w]™ é particionado em 7 pedagos, entao existe
H C w enumeravel tal que [H]™ esta contido num desses pedagos.”
Respectivamente esses dois teoremas podem ser abreviados com as seguintes notacoes
Vn,y,\€w Ire€Ew tal que K — (A)y
e
Vn,y € w vale w— (w)y-

O estudo das generalizagbes desses teoremas no sentido de trocar os nimeros k, A e v por
outros nameros cardinais ¢ conhecido como cdculo das parti¢oes (por exemplo (Erdos et al., 1984)
e (Schipperus, 2012)). Generaliza¢oes também tém sido feitas trocando-se os niimeros cardinais x e
A por tipos de ordem ou por espagos topologicos por exemplo. Ao estudo desses tltimos resultados
é o que vamos chamar de cdlculo das particoes para espacos topoldgicos.

Apesar do calculo das parti¢ées para espacos topoldgicos se originar do célculo das partigoes para
nameros cardinais (Hajnal et al., 1990) apos os teoremas de Ramsey de 1930, segundo Hajnal et al.
(1986), ja no ano de 1908 podemos encontrar no artigo “Zur Theorie der Trigonometrischen Reichen”
de Bernstein um teorema com esse sabor de particoes de espacos topolégicos, o qual nos afirma que
existe um subconjunto A de R tal que nem A nem R\ A contém uma copia do cubo de Cantor.
Segundo os mesmos autores, esse é um dos resultados mais antigos, ndo apenas da teoria em questao,

como também de aplicacao da teoria dos conjuntos em topologia.

O objetivo desta dissertacao é apresentar o calculo das particbes para espacos topdlogicos.
O principal artigo que iremos estudar é o “Partitioning Topological Spaces”’, de William Weiss.
Muitos dos resultados apresentados neste artigo estao apresentados apenas com um esbogo de suas
demonstracoes. Nesse sentido, uma parte substancial desta dissertacao foi desenvolvida para dar
uma demonstracao mais completa de alguns desses resultados.

No capitulo 2, “Primeiros Resultados”, obteremos algumas relacées de particoes a partir de
resultados conhecidos de topologia ou de teoria dos conjuntos, como o teorema 2.1.10 de Sierpinski

(que nos d4 uma caracterizacao topologica do espago dos numeros racionais), o teorema 1.2.45 de
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Baire e a proposi¢ao 1.1.29. Em seguida (no mesmo capitulo) veremos um teorema considerado
parte do folclore dessa teoria. Este teorema é interessante, ndo apenas pela sua demonstracao em
si, como também pelo modo como ele se apresenta em outros resultados conforme veremos na segao
2.2. Neste capitulo serdo obtidas copias homogéneas (ver 2.0.3) de nimeros ordinais enumeraveis,
0 que nos leva ao capitulo seguinte (o capitulo 3, “Ordinais Enumeréveis”) no qual estudaremos
alguns espagos que contém copias homogéneas desses ordinais. Veremos aplicagbes do principio <,
do axioma de Martin e da derivativa de Cantor-Bendixson. Comecaremos o capitulo 4, “O w; e o
Cubo de Cantor”, com relac¢oes negativas envolvendo cépias homogéneas do wy e, em seguida, uma
condicdo necessaria para obter relacdes positivas. Por fim, veremos algumas relagdes de particoes

envolvendo o cubo de Cantor, compactificacido de um ponto de espacos discretos e espagos diadicos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, enunciamos alguns resultados basicos que serdo utilizados neste trabalho. As de-
monstragoes omitidas podem ser encontradas em referéncias classicas como Kunen (1980), Hrbacek e Jech
(1999), Jech (2003), Ciesielski (1997), Engelking (1989) e Munkres (1975). Além disso, iremos con-

vencionar algumas notacoes e defini¢oes.

1.1 Teoria dos Conjuntos

Vamos assumir a familiaridade do leitor com as notagoes usuais (que podem ser consultadas,
por exemplo, em Kunen (1980)), com os axiomas de ZFC e com a técnica de demonstragao por
inducao transfinita.

Sejam X e Y conjuntos. Para indicar que X ¢é subconjunto de Y (podendo ser igual a Y') iremos
escrever X C Y. Caso X seja um subconjunto proprio de Y (isto é, um subconjunto diferente de

Y) e quisermos enfatizar isso iremos escrever X C Y.

Funcoes

Vamos usar os simbolos dom f e im f para indicar, respectivamente, o dominio e a imagem de

uma dada funcao f.

Defini¢ao 1.1.1 (Fungoes compativeis). Duas fungoes f e g sdo compativeis quando f(x) = g(x)
Vz € dom f Ndom g.

Proposi¢ao 1.1.2. Se F é uma familia de fung¢oes duas a duas compativeis, entdo |JF é uma
funcao cujo dominio é | J{dom f : f € F}.

Numeros Ordinais

Definigao 1.1.3 (Ordem Linear). Dado um conjunto ordenado (X, <), dizemos que < é uma ordem
linear quando quaisquer dois elementos = e y de X sao comparéveis, isto é, x < y, x =y ou y < x.

Neste caso, vamos dizer que X é um conjunto linearmente ordenado.

Defini¢ao 1.1.4 (Isomorfismo de Ordem, conjuntos ordem-isomorfos). Dados dois conjuntos orde-
nados (X, <) e (Y, <), chamamos de isomorfismo de ordem a uma fun¢do bijetiva f : X — Y tal
que x < y se, e somente se, f(z) < f(y). Caso uma tal fungao exista, dizemos que os conjuntos X

e Y sdo ordem-isomorfos.
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Um resultado interessante nessa teoria é o corolario 1.1.7 que nos diz que o conjunto dos racionais
contém uma copia ordem-isomorfa de cada conjunto linearmente ordenado enumeravel. Por exemplo,
o conjunto {1 —1/n:n € N} U {1} é uma copia ordem-isomorfa do NU {N} com a ordem definida
por < g se e somente € y e o conjunto {m — 1/n : m,n € w\ {0}} é uma copia do N? com a
ordem lexicografica.

Mais & frente, no capitulo 2, de modo analogo aos dois resultados seguintes, iremos ver uma
caracterizagao topologica do espago Q (teorema 2.1.10), e que ele também contém uma copia ho-

meomorfa de cada ordinal enumeravel com a topologia induzida pela ordem (lema 2.1.13).

Defini¢ao 1.1.5 (Conjunto denso com respeito a ordem). Dizemos que um conjunto ordenado
(X, <) com pelo menos dois elementos é denso com respeito & ordem ou simplesmente denso (quando
nao houver risco de confusdo) quando, dados z,y € X tais que x < y, existe um z € X tal que

r<z<uy.

Proposigao 1.1.6. Dois conjuntos enumeréveis, linearmente ordenados, densos e sem extremos

(isto &, sem um menor e sem um maior elemento) sdo ordem-isomorfos.

Demonstracao. Sejam (A, <) e (B, <) duas ordens lineares nas condigbes do teorema. Sejam (a,, :
n € N) e (b, : n € N) duas sequéncias tais que A = {a, : n € N} e B = {b, : n € N}. Vamos
construir uma familia {f,, : n € w} de fungdes parciais f,, cada uma definida num subconjunto
finito de A, tais que f, C fn41 (e, portanto, compativeis) e tais que x < 2’ se, e somente se,

fn(z) < fn(2’) para todos a,a’ € dom f,,, de modo que |, . dom f,, = A. Uma vez tendo feita essa

new
construcao, f = J,e,, fn : A — B sera o isomorfismo procurado.

Vamos chamar de isomorfismo parcial a uma funcdo f definida num subconjunto finito de A
tal que < 2’ se, e somente se, f(x) < f(2') para todos x,2’ € dom f. Dados um isomorfismo
parcial f, a € A e b € B, vamos construir um isomorfismo parcial f,; tal que a € dom f,,
beimfop e f C fop Seja f={(x1,91),...,(zk,yx)} e suponha z; < z3 < --- < z. E, portanto,
Y1 < Y2 < ... < yg. Se a ¢ dom f, temos 3 possibilidades, a saber: (i) a < z1, (ii) x; < a < xi41
para algum ¢ ou (iii) 2 < a. Usando a boa ordem dos naturais e as hipoteses acerca de B dadas no
teorema, vamos escolher o menor m tal que: No caso (i): by, < y1; No caso (i) y; < b < Yir1, €,
no caso (iii) yx < by,. Deste modo f' = f U {(a,by)} € um isomorfismo parcial. Se b € imf’, entdo
nao hé nada a fazer. Se b ¢ im [’ entdo repita este processo para B no lugar de A e A no lugar de
B, usando agora o fato de A ndo ter extremos e ser denso, obtendo um a,, tal que f' U {(an,b)} &
um isomorfismo parcial. O fo, = f' U {(an,b)} é, entdo, o isomorfismo parcial desejado.

Seguindo esta construgao agora € s6 construir a sequéncia definida de modo recursivo por fo = ()

e fnr1 = (fn)an b, Segue a tese. [ |
De uma parte dessa demonstragao segue o resultado desejado:

Corolario 1.1.7. A qualquer conjunto linearmente ordenado enumerével existe um subconjunto

de Q (com a ordem induzida) ordem-isomorfo a ele.

Chamamos de ntimero ordinal um conjunto que é bem ordenado (pelo €) e transitivo. Um
conjunto é transitivo quando ele contém (como subconjunto) todos seus elementos. Por exemplo, o
conjunto N dos nameros naturais. Nesse sentido, como um ntmero ordinal, iremos denota-lo com

a letra w. Um ordinal « é sucessor quando existe um ordinal 3 tal que 4+ 1 = U {8} = a. Caso
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contrario (para o # 0), a € um ordinal limnite. Dados dois nimeros ordinais « e 3, definimos o < 8
se, e somente se, a € 3. Isso define uma relagdo bem ordenada em qualquer conjunto nao vazio de

nimeros ordinais.
Proposicao 1.1.8. Todo conjunto bem ordenado é ordem-isomorfo a um tnico nimero ordinal.

Defini¢ao 1.1.9 (Tipo de ordem). Dado um conjunto bem ordenado X, chamamos de tipo de

ordem de X e denotamos por ot(X) ao tnico niimero ordinal ordem-isomorfo ao X.

Proposicao 1.1.10. Sejam X e Y dois conjuntos bem ordenados. Se eles sao ordem-isomorfos,

entdo o isomorfismo de ordem f : X — Y que existe é tnico.

Definicao 1.1.11 (Cofinalidade). Dado um ntmero ordinal «, dizemos que uma sequéncia (g :
£ < A) de elementos de « é cofinal em a quando para todo v € o existe um £ € A tal que v < ag.
Chamamos de cofinalidade de  ao menor ordinal A tal que existe uma sequéncia (o : £ < A)

cofinal em a. Denotamos a cofinalidade de « por cf(«).
Observagoes.
1. Temos cf(a) < a, pois a sequéncia (£ : € € a) é cofinal em «;

2. A cofinalidade de um ordinal sucessor a + 1 é cf(a+ 1) = 1 pois a sequéncia («) é cofinal em

a+1. Reciprocamente, se cf(a) = 1, entao a € um sucessor. Além disso cf(a) € w = cf(a) = 1.
Proposicao 1.1.12. O w; tem cofinalidade w;.

Demonstracdo. Isso acontece porque o wi ndo pode ser o supremo de uma sequéncia enumeravel
de ordinais enumeraveis, uma vez que um supremo de uma tal sequéncia é enumeravel e, portanto,

estritamente menor do que o wi. |
Proposicao 1.1.13. Dado um ordinal «, existe uma sequéncia cofinal e estritamente crescente
(ag : € € cf(a)) em a.
Aritmética Ordinal
Dado um ordinal «, definimos:
1. a soma de ordinais por
(a) a+0=q;
(b) a4+ (B+1) = (a+ ) + 1 para todo ordinal j;
(¢c) a+ B =sup{a+¢&:£< B}, se B é limite;

2. e o produto de ordinais por

(a) a-0=q;
(b) a-(8+1)=(a+ )+ 1 para todo ordinal 3;
(c) a-pB=sup{a-&: &< P}, se [ é limite.
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No caso em que 8 é limite, poderiamos (e daria na mesma) ter feito as definigdes tomando

sequéncias cofinais em 3. Por exemplo, se {f¢ : £ < A} ¢ cofinal em f3, entdo:

sup{a+ & : & < B} =supf{a+ B¢ £ < AL

Proposicao 1.1.14. Sejam (X1, <1) e (X2, <2) dois conjuntos bem ordenados e disjuntos, ordem-
isomorfos aos ordinais oy e g, respectivamente. Seja (X, <) definido por X = Xj U X5 e 2 < y se,
esomentese: z,y € Xjex<jy,ouzx € Xjeye€ Xg,ouzx,ye Xgex<gy. Entdo (X, <) é bem

ordenado e ordem-isomorfo ao ordinal ay + as.

Proposigao 1.1.15. Sejam X e Y dois conjuntos bem ordenados e ordem-isomorfos respectiva-
mente aos ordinais « e 8. O produto cartesiano X X Y com a ordem antilexicografica é ordem-

isomorfo ao ordinal «- 8 € o produto X XY com a ordem lexicografica é ordem-isomorfo ao ordinal

B8 a.

Cardinais

Dizemos que dois conjuntos A e B 880 equipotentes quando existe uma funcao bijetiva de A em
B. Definimos a cardinalidade |A| de um conjunto A como o menor nimero ordinal equipotente a A.
Um tal ntimero ordinal serd chamado de nidmero cardinal ou simplesmente de cardinal. Denotaremos
por w a cardinalidade do conjunto dos ntimero naturais, por w; a cardinalidade do menor conjunto

que ndo ¢ enumeravel e assim por diante !. Um cardinal reqular k ¢ um cardinal tal que cf (k) = k.
Proposi¢ao 1.1.16. A cf(a) é um cardinal regular qualquer que seja o namero ordinal «.

Proposic¢ao 1.1.17. Se A ¢ um subconjunto de um cardinal regular « tal que |A| < &, entdo existe

a < k tal que A C a.

Defini¢dao 1.1.18 (A fungao caracteristica). Dados um conjunto X e um subconjunto A C X,
chamamos de fung¢do caracteristica de A a funcao x4 : X — 2 definida por xa(z) =1Vzr € Ae
xa(r) =0Vz e X\ A

As fungoes caracteristicas sao uteis, por exemplo, para mostrar que o conjunto P(X) das partes
de X e o conjunto 2% de todas as funcoes de X em 2 sdo equipotentes. Mais & frente, no capitulo

4 iremos ver mais aplicagoes das fungdes caracteristicas.

Defini¢ao 1.1.19 (Familia dominante, familia ndo limitada). Uma familia 7 C w® de funcoes de

wem w é:

1. dominante quando para toda g € w* existe uma f € F tal que g(n) < f(n) para todo, com

excessdo de um numero finito, de n € w;

2. ndo limitada quando para toda g € w* existe uma f € F tal que g(n) < f(n) para infinitos

necw.

!Na literatura também é comum o uso dos “alephs” para denotar cardinalidade, e a notacio dos “omegas” para
enfatizar a ordem. Assim, por exemplo, N, é a cardinalidade de um conjunto enumeravel e R; é a do menor conjunto
que nao é enumeravel.
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Note que ser dominante é mais forte do que ser nao limitada, ou seja, toda familia dominante é

também nao limitada. Com esses conceitos definimos os numeros cardinais:

0 = min{|F| : F é familia dominante}

b = min{|F]| : F é familia ndo limitada}.
Da observacao que acabamos de fazer segue que b < 0. O resultado seguinte nos diz que w < b.

Proposicao 1.1.20. Nenhuma familia G C w® com cardinalidade menor ou igual a w pode ser nao
limitada. Isto é, para uma tal G, existe f € w® tal que, qualquer que seja a g € G, vale g(n) < f(n)

para todos, com excessao de finitos, n € w.

Demonstracao. Sejam as enumeragdes G = {g, : n € w} e w = {z, : n € w}. Defina a sequéncia
(fn 1 n € w) de fungdes f,, cujos dominios séo subconjuntos finitos de w, ou seja, dom f,, € [w]<¥ e
que satisfagam:

Q) focfhicfoC---e

(ii) fu(x) > gi(x) Vo € dom f, \ dom fr,—1 Vi < n.

Por exemplo:

fO = {(l’o,O)} € fn = fnfl U {(xna fn(xn))} vn = 17

onde f,(x,) > max{g;(z,) : i < n}.
Dai f = U,e, fn € tal que, para qualquer g € G, f(n) > g(n) para todos, com excessio de

finitos, n € w. Pois seja g; € G. Tome m > ¢ e temos
gi(xm) < fm(mm) € gi(xl) < fl(xl) viz=m

de modo que f(z;) = fi(z1) > gi(x1) VI > m. Portanto g;(n) < f(n) para todos, com excessao de

finitos, n € w como querfamos. |

Portanto, sendo
¢ = (27| = [R|

a cardinallidade do conjunto dos reais e sabendo que |w“| = ¢, podemos concluir as seguintes
desigualdades

w1 < b < 0 < C.
Observacao: Neste trabalho também usaremos o simbolo 2“ para indicar o nimero cardinal c.

Defini¢ao 1.1.21 (A hipotese do continuo CH). A hipétese do continuo, abreviada por CH, é a
afirmagado de que vale a igualdade

C=wi.

O Pressing-Down

Nesta secao trabalharemos com o lema do Pressing-Down, uma técnica bastante ttil em Teoria

dos Conjuntos, conforme veremos ao longo deste trabalho.



6 PRELIMINARES 1.1

Definigao 1.1.22 (Club). Dado um ordinal limite yu, dizemos que um conjunto C' C p é fechado
quando, para todo ordinal limite § < u, se C' N J € ndo limitado em J, entdo & € C. Vamos dizer
que C' é um club (abreviagao de closed and unbounded) de p quando C for fechado e nao limitado

em p. Quando nao houver risco de ambiguidade vamos dizer simplesmente club.

Serd comum trabalharmos com club’s de w;. Neste caso, uma forma equivalente de dizer que
um subconjunto C' C wy é fechado é dizer que sup{a,, : n € w} € C qualquer que seja a sequéncia

crescente (o, : n € w) de elementos de C.

Proposicao 1.1.23. Seja p um ordinal limite de cofinalidade maior do que w. A intersecao de

menos do que cf(p) club’s em g € um club em p.
Para a préxima proposicao, vamos precisar das seguintes defini¢des:

Defini¢ao 1.1.24 (Funcao n-aria). Uma funcdo n-dria sobre um conjunto A é uma funcgao f :

A™ — A se n é um natural maior ou igual a 1 ou é um elemento de A caso n = 0.
Defini¢do 1.1.25 (Funcao finitaria). Uma func¢do finitdria é uma funcdo n-aria para algum n.

Defini¢do 1.1.26 (Conjunto fechado sob uma funcao finitaria). Dada uma fungio n-aria f sobre
um dado conjunto A para um dado natural n, dizemos que um subconjunto B de A é fechado sob

f quando f[B"] C B se n é nao nulo ou quando f € B se n = 0.

Proposigao 1.1.27. Dados um cardinal regular nao enumeravel k e uma familia A com menos do

que k fungoes finitarias sobre k. O conjunto
C = {v < k : vy é fechado sob todos os elementos de A}

é um club em x.

Defini¢ao 1.1.28 (Estacionério). Dado um ordinal limite p, é estaciondrio um subconjunto S C

tal que S N C # () qualquer que seja o club C de p.

Desta defini¢ao é imediato que é estaciondrio um conjunto que contém um estaciondrio. Outros
exemplos de conjuntos estacionarios sao o conjunto de ordinais limites e o conjunto {y € p : cf (y) =
A} se A é regular e cf(u) > A.

Proposicao 1.1.29. Seja p um ordinal limite de cofinalidade maior do que w. Se uma reunido de
menos do que cf(p) subconjuntos de p € um estacionario em pu, entdo algum desses subconjuntos é

um estacionario em pu.

Demonstragao. Fixe um A < cf(p) e seja {S; : ¢ < A} a familia desses subconjuntos. Seja S = U Si
essa reuniao. Se nenhum dos S; é estacionario, entdo, para cada ¢ < A, existe um club Cj emi;/\tal
que C; NS; = (0. Pelo lema 1.1.23, o conjunto C' = ﬂ C; é¢ um club em p. Ele é tal que C NS = (.
Portanto S ndo é um estacionario. = |
Proposicao 1.1.30. Para qualquer « regular maior do que o w existe uma familia com « conjuntos

estacionarios em x dois a dois disjuntos.
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Defini¢ao 1.1.31 (Funcao Regressiva). Uma funcao f é chamada de regressiva quando f(«a) < «
para todo « ndo nulo de seu dominio. Também vamos usar a expressdo associagcdo regressiva.

Teorema 1.1.32 (Lema do Pressing-Down). Sejam £ > w um cardinal regular e S C x um conjunto
estacionario. Se a funcdo f : S — K é regressiva, entdao ela é constante em algum subconjunto

estacionario de S.

Defini¢ao 1.1.33 (O principio ). O principio  (principio diamante) é a afirmagao da existéncia

de uma sequéncia (A, : o € wy) de A, C o Va € wy tal que o conjunto
{acw :AnNa=A.}

é estacionario em wq, qualquer que seja o subconjunto A C w;. Uma tal sequéncia é chamada de

sequéncia .

Proposicao 1.1.34. Diamante implica CH

Familia quase disjunta e A-sistema

Defini¢ao 1.1.35 (Familia Quase Disjunta). Dado um cardinal infinito k, dizemos que dois sub-
conjuntos z,y C k sao quase disjuntos quando |x Ny| < k. De forma abreviada, vamos dizer que
eles sdo a.d. (do inglés almost disjoint). Uma familia A C P(k) é a.d. quando todos seus elementos

tém cardinalidade e sao dois a dois a.d..
Teorema 1.1.36. Seja x um cardinal regular maior ou igual ao w.
1. Se A C P(k) é uma familia a.d. e | A| = &, entao A nao ¢ maximal.
2. Existe uma familia a.d. maximal B C P(x) de cardinalidade maior ou igual a k™.

Definigao 1.1.37 (A-sistema). Uma familia A de conjuntos é chamada de A-sistema (delta sis-
tema) quando existe um conjunto r, chamado a raiz do A-sistema, tal que x Ny = r Vr,y € A

distintos.

O Axioma de Martin

Fixemos um conjunto parcialmente ordenado (P, <).

Defini¢ao 1.1.38 (Elementos compativeis). Dizemos que dois elementos x e y de P sdo compativeis

quando existe um z € P tal que z < z e z < y. Caso contrario dizemos que x e y sdo incompativeis.

Definigao 1.1.39 (Anti-cadeia). Uma anti-cadeia em P é um subconjunto A C P cujos elementos

sao dois a dois incompativeis.

Definicao 1.1.40 (A propriedade ccc). Dizemos que P satisfaz a cce (do inglés countable chain

condition) quando toda anti-cadeia em P é no méximo enumeravel.
Um subconjunto X C P é:

1. denso em P quando para todo p € P existe um d € X tal que d < p;
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2. filtro em P quando, dados z,y € X, existe z € X tal que z < x ez < ye paraqg e X e
p € P,seqg<p,entiaope X.

Defini¢ao 1.1.41 (Filtro D-genérico). Dada uma familia D de conjuntos densos em P, dizemos
que um filtro F' em P ¢ D-genérico quando FN D # O VD € D.

Definicao 1.1.42 (O Axioma de Martin). Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado que
satisfaz a ccc e D uma familia de densos em P tal que |D| < 2. Nessas condigbes, o Axioma de
Martin é a afirmagdo da existéncia de um filtro D-genérico em P. Também iremos nos referir ao

Axioma de Martin pela sigla MA.

Definicao 1.1.43 (O MA,). Na defini¢do acima, fixado um cardinal infinito s e trocando-se |D| <
2¢ por |D| < K, teremos 0 MA,.

As duas proposicoes seguintes também podem ser encontradas em Kunen (2013).
Proposicao 1.1.44. O MA,, implica x < 2¥. Em particular, MA,, implica a negagdo da CH.
Proposicao 1.1.45. MA, implica b > k.

Proposicao 1.1.46. O MA implica b=0=rc.

1.2 Topologia

Vamos assumir a familiaridade do leitor com as defini¢oes de: espaco métrico, topologia, conjunto
aberto e fechado. Como de costume, iremos dizer simplesmente o espac¢o topoldgico X para nos referir
ao espago topologico (X, 7). Ou, ainda de forma mais resumida, o espago X. O X também pode
ser chamado de suporte do espago (X, 7). Dados um espaco topologico X, um elemento x € X e
um aberto U que tem x como elemento, iremos chamar U de vizinhanca de x. Quando todos os
subconjuntos de um dado espaco X forem abertos, chamaremos a topologia de X de discreta. Para

que isso ocorra, basta que os subconjuntos unitarios de X sejam abertos.

Defini¢ao 1.2.1 (Topologia mais fina). Dadas duas topologias 71 e 75 sobre um mesmo conjunto

X, dizemos que 71 é mais fina que 72 quando ™ C 7.

Defini¢dao 1.2.2 (Base para um espaco topologico). Uma cole¢ao B de conjuntos abertos de um
espaco X é uma base para X quando dados um aberto U e um z € U, existe B € B tal que

z € B C U. Os elementos de B sdo chamados de abertos bdsicos.

Proposicao 1.2.3. Seja B uma colegdo de subconjuntos de um dado conjunto X tal que:
(i) dado = € X existe B € B tal que = € B, ¢;
(ii) dados By, By € B e © € By N By, existe Bz € B tal que x € B3 C B; N Ba.
Entao a cole¢ao 7 de todos os elementos da forma | JB' para B C B ¢ uma topologia para X.

Assim, a cole¢ao B é uma base para (X, 7).

Com as notagoes da proposicdo acima, dizemos que B gera 7 ou que T € gerada por B.
Dizemos que um espaco topolégico Y é subespaco topologico de um dado espago X, ou simples-
mente subespago de X, quando: ¥ C X e dado um aberto V em Y, existe um aberto U em X

tal que V.=UNY. Se Y for um subconjunto de um dado espaco topologico X e estivermos nos



1.2 TOPOLOGIA 9

referindo ao Y como um espaco topologico sem mencionar qual topologia, ficard subentendido que
estamos olhando para Y qual a topologia de subespaco de X.

Dados um espago X e um x € X, uma colecao B(x) de vizinhangas de x é uma base local para
X em x quando para toda vizinhanca U de z, existe V € B(z) tal que z € V C U.

Notagoes: Dados um espaco topolégico X e um subconjunto A C X, vamos denotar o interior
(que, por defini¢do, ¢ o maior subconjunto aberto contido em A) por int(A) ou por intx(A) caso
houver risco de ambiguidade. O fecho de A em X (que, por defini¢ao, é o menor conjunto fechado
que contém A) iremos denotar por A . Para reforcar que estamos tomando o fecho de A no espago

X (para evitar ambiguidades), iremos também usar a notagao cly (A).

Proposicao 1.2.4. Se Y é um subespaco de um dado espaco X, entdo, para um dado A C Y,
temos:

Cly(A) = Clx(A) ny.

Proposigao 1.2.5. Sejam X um espago e Y um subespago de X. Se F' C Y é fechado em X, entéo

ele também é fechado em Y. Se F' é fechado em Y e Y é fechado em X, entao F' é fechado em X.

Defini¢ao 1.2.6 (Ponto de acumulacao, ponto isolado, conjunto derivado). Dados um espaco X e
um subconjunto A C X, dizemos que z € X ¢ um ponto de acumulacio de A (ou ponto limite de A)
quando toda vizinhanca de x intersecta A num ponto distinto de x. Isso acontece se, e somente se,
T € m Chamamos de conjunto derivado de A ao conjunto de todos os pontos de acumulagéo
de A. Denotamos este conjunto por A%. Um ponto € A que nao é de acumulacio de A é chamado

de ponto isolado de A.

Note que, dados um espaco X e um subconjunto A C X, um z € A é um ponto isolado de A

se, e somente se, {x} é aberto em A (com a topologia de subespaco de X).

Para subconjuntos A e B de um espaco topologico X valem as seguintes propriedades. A iltima

delas pode ser encontrada em Kuratowski (1966).
1. A= AU A%
2. Se A C B, entdo A% c B,

3. (AuB)¢ = AU B

4. U Ag C (U Ay

seES seS

5. Se todo subconjunto unitario de X é fechado, entdo (A9)% ¢ A9,
Definicao 1.2.7. Dados um espago topologico X e um subconjunto A C X, dizemos que A é:
e denso em X quando A = X;
e raro em X quando X \ A ¢ denso em X;
e denso em si mesmo quando A C A%
As seguintes caracterizagoes sdo uteis.

e A é denso em X se, e somente se, todo aberto ndo vazio de X tem intersecio nao vazia com

A.

7



10 PRELIMINARES 1.2

e A éraro em X se, e somente se, todo aberto ndo vazio de X contém um aberto ndao vazio
contido em X \ A;

e A ¢ raro se, e somente se, int(A4) = 0.

Demonstragao do dltimo item. Se int(A) # (0, entdo existe um aberto nao vazio U contido
em A. Assim, dado um aberto nio vazio V C U, temos que V N A # (. Logo, A ndo é raro.
Reciprocamente, suponha que int(A4) = (). Dado um aberto ndo vazio U, temos, entdo, que
U ¢ A. Assim, existe um z € U que ndo pertence a A, o que mostra que UNX \ A # (), como

queriamos. [

Observacao: O ultimo item acima também é imediato da igualdade
int(S) =X\ X\S,

para qualquer que seja o subconjunto S do espaco X.

Lema 1.2.8. Seja dado um espaco X denso em si mesmo. Se A é um subconjunto aberto nao vazio

de X, entdo A é denso em si mesmo.

Demonstracao. Suponha que exista um ponto x € A isolado em A, de modo que existe um aberto
U em X tal que U N A = {z}. Mas agora temos que o U N A é um aberto em X, donde segue que
{z} é um aberto em X. Portanto, x é um ponto isolado de X, o que faz X ndao ser denso em si

mesImo. |
A demonstracdo do lema abaixo foi traduzida de Kuratowski (1966).

Lema 1.2.9. Seja dado um espago X denso em si mesmo e tal que {z} é fechado para todo z € X.

Se A é denso em X, entdo A é denso em si mesmo.

Demonstragio. Se A é denso em X, entdao AU A = X, o que implica A% U (A%)? = X< Por outro
lado sabemos que (A9)? C A9, Assim, X% = A9 U (A9)% = A9 Da hipotese X C X9, obtemos
X C A% Como A C X, segue A C A%, como queriamos. [ |

Definigao 1.2.10 (Convergéncia de sequéncias). Dizemos que uma sequéncia de pontos (z,, : n € w)
num espago X converge para um ponto x € X quando, dada uma vizinhanga qualquer U de =z,

existe ny € w tal que x, € U para todo n > ny.

Note que, se uma sequéncia de pontos de um dado espago Y converge para um x € Y e Y é

subespago de X, entdo essa sequéncia também converge para = na topologia de X.

Defini¢ao 1.2.11 (Continuidade de uma func¢ao). Uma funcdo f : X — Y entre os espacos X e Y

é continua quando o conjunto f~![V] é aberto em X qualquer que seja o aberto V em Y.

Por exemplo, se X é um espago com a topologia discreta e Y é um espago qualquer, entao toda

funcdo de X em Y é continua.

Proposi¢ao 1.2.12. Uma fungao f : X — Y & continua se, e somente se, f[A] C f[A] para todo
subconjunto A de X.
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Proposicao 1.2.13 (Funcoes continuas preservam convergéncias). Se a funcao f : X — Y &
continua e a sequéncia de pontos (z, : n € w) em X converge para um z € X, entdo a sequéncia

(f(zy) : n € w) converge para f(x).

Definigao 1.2.14 (Fungao aberta, funcao fechada). Uma fungao f : X — Y tal que f[U] é aberto
(fechado) em Y qualquer que seja o aberto (fechado) U em X é chamada de fun¢ao aberta (funcao
fechada).

Defini¢ao 1.2.15 (Homeomorfismo). Uma fungao bijetiva f : X — Y continua entre os espagos

X e Y cujainversa f~!:Y — X também é continua ¢ chamada de homeomorfismo.
A seguinte caracterizagao é imediata

Proposicao 1.2.16. Uma funcao f : X — Y bijetiva e continua é um homeomorfismo se, e somente

se, ela é aberta.
Da proposicao 1.2.12 vista anteriormente, vem a

Proposicao 1.2.17. Uma funcdo bijetiva f : X — Y é um homeomorfismo se, e somente se,
f[A] = f[A] para todo subconjunto A de X.

Demonstra¢do. Suponha que f seja um homeomorfismo. Fixado um A C X, vamos mostrar a

igualdade f[A] = f[A]. Por ser continua temos f[A] C f[A]. Considerando o subconjunto f[A] C Y,

como f~! é continua, pela proposicio 1.2.12 e pela injetividade de f vem

Aplicando f dos “dois lados” da inclusdo f~![f[A]] C A, pela sobrejetividade de f, obtemos a outra

inclusio f[A] C f[A]. Logo f[A] = f[A].

Reciprocamente, se f[A] C f[A] qualquer que seja o A C X, entao f é continua. Se f[A] C f[A]
para todo subconjunto A C X, para mostrar que f~!: Y — X ¢é continua, dado um B C Y, seja
A = f7YB]. Por f ser sobrejetiva temos B = f[A]. Dai, por hipétese, B C f[f~1[B]] e, aplicando f

aos “dois lados” dessa inclusdo, pela injetividade de f, vem f~[B] C f~1[B]. Logo pela proposi¢io
1.2.12, f~! é continua. |

Defini¢ao 1.2.18 (Espagos homeomorfos). Diremos que os espagos X e Y sdo homeomorfos quando

existir um homeomorfismo entre eles. Neste caso escreveremos X = Y.

Defini¢do 1.2.19 (Imersao homeomorfa). Seja f : X — Y uma funcado injetiva e continua entre
os espacos X e Y, de modo que a fungdo g : X — f[X] obtida restringindo o contradominio de f
é bijetiva. Caso g seja um homeomorfismo (f[X] equipado com a topologia de subespago de Y),
diremos que f é uma imersao topoldgica de X em Y. Como sinénimos, em vez de imersao topoldgica,

usaremos também a expressao imersao homeomorfa ou diremos simplesmente imersdo.

Por exemplo, fixados os espacos X e Y ndo vazios e os pontos g € X e yg € Y sdo imersoes
as fungoes f: X - X xY eg:Y — X x Y definidas por f(z) = (z,y0) Vz € X e g(y) = (z0,y)
Vy € Y, onde os abertos de X x Y sao da forma A x B com A aberto em X e B aberto em Y.
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Espaco linearmente ordenado

Seja um conjunto linearmente ordenado (X, <) com pelo menos dois elementos. Considere a

familia B de todos os subconjuntos de X que tem uma das trés formas abaixo
e (a,b)={r € X:a<xz<b}paraa,be X,
o [29,b) ={x € X :a <z < b}, onde zg é o menor elemento de X caso exista e b € X, ou;
o (a,y0] ={r € X :a <z <b}, onde yp é o maior elemento de X caso exista e a € X.

Nessas condigoes, a familia B é uma base para uma topologia 7 sobre X. Essa 7 é a topologia
induzida pela ordem de X. Quando a topologia 7 sobre X provier de uma ordem linear fixada de
X, também iremos chamar (X, 7) de espaco linearmente ordenado.

Por exemplo, 0os nimero ordinais. Quando estivermos trabalhando com um ntmero ordinal como
espago topolégico ficard implicito que o estaremos munindo com a topologia induzida por sua ordem
linear.

A principal propriedade que iremos usar desses espacos é que eles sao Hausdorff (ver a secdo
Axiomas de Separacao, link: 1.2).

Observacido. Nesse sentido, os espacos linearmente ordenados tém uma propriedade mais forte
do que essa, a saber, eles sdo hereditariamente normais, o que signficia que todos seus subespagos

sao normais (ver a secdo Axiomas de Separagdo, link: 1.2).

Espaco Soma

Dada uma familia {X}scs de espagos topoldgicos dois a dois disjuntos. Sejam X = J g X
e 7 a familia de todos os subconjuntos U de X tal que U N X é aberto em X, para todo s € S.
Entdo (X,7) ¢ um espaco topologico. Denotamos esse espaco por X = @, g Xs ou por X =
X1 - P XiseS={1,...,k}. Chamaremos esse X de soma dos espa¢os {Xs}scs ou de espago

soma.

Teorema 1.2.20. Se um espaco topologico X pode ser escrito como reuniao de uma familia { X, }secs

de subconjuntos abertos dois a dois disjuntos, entdo X = @, ¢ Xs.

Teorema 1.2.21. Sejam { X }scg e {Ys}ses duas familias de espagos topologicos dois a dois disjun-

tos tais que X; e Y sdo homeomortfos para todo s € S. Entao @ses Xse @ses Y, sdo homeomorfos.

Espaco produto

Dada uma familia {Xs}ses de espacos topologicos e, para cada s € S, seja By uma base para
Xs. Seja X = HSES X, e seja B uma familia de conjuntos da forma HSES B, onde B, € B para
todo s € S e o conjunto F' = {s € §: By # X} ¢ finito. Este B é uma base para uma topologia
7, chamada de topologia produto. Vamos chamar o X, com essa topologia, de produto dos espagos
{Xs}ses ou de espaco produto.

Considerando a notagdo acima, para cada t € S, definimos também a projecdo sobre o espago

X; por

Tt: X — Xt

(xs)ses L S 7
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Um espaco produto com o qual iremos trabalhar nesta dissertacdo é o da forma 2% para algum
cardinal k. Vamos convencionar que toda vez que nos referirmos a esse espago estaremos munindo
cada um dos x’s fatores do produto 2% com a topologia discreta {0, {0}, {1},2}. Com relagao a seus
abertos basicos, uma observagdo que serd tutil é a seguinte. Seja U = ng,{ U um aberto basico nao
vazio de 2". Seja F' o subconjunto finito de  tal que Ug # 2 para todo £ € F, ou seja, Ug = {0} ou
Ue = {1} para todo { € F. Assim, para um fixado f € U, podemos caracterizar U pela existéncia

de um subconjunto finito F' C k tal que
geU <= g(x) = f(x) Ve € F

Funcoes Cardinais

Fixado um espaco topolégico X, definimos:

e 0 peso de X como o menor numero cardinal da forma |B|, onde B é uma base para X. Este

namero é denotado por w(X);

e para um z € X fixado, o cardter de x em X como o menor nimero cardinal da forma |B(x)|,

onde B(z) é uma base para X em x. Ele é¢ denotado por x(x, X);

e o cardter de X, denotado por x(X), como

X(X) = sup{x(z, X) : z € X};
e a densidade de X como o menor numero cardinal da forma |D|, onde D é denso em X.
Denotamos este namero por d(X).

De modo geral, uma func¢do cardinal f é uma funcao que associa a cada espago topologico X a

um namero cardinal f(X) de um modo que, se X e Y sd@o homeomorfos, entdao f(X) = f(Y).

Axiomas de Enumerabilidade
Dizemos que X &
e 1° enumerdvel quando x(X) < w;
o 2° enumerdvel quando w(X) < w;

e separdvel quando d(X) < w.

Proposicao 1.2.22. Seja X um espaco topoldgico. Vale d(X) < w(X).

Proposicao 1.2.23. Sejam um espaco X e um subconjunto A C X. Dado um ponto z € X, se
existe uma sequéncia (z,, : n € w) de pontos x,, € A que converge para x, entdo z € A. A reciproca
vale quando X ¢ primeiro enumeravel. Isto é, se X é primeiro enumeravel e x € A, entdo existe

uma sequéncia de pontos em A que converge para x.

Caso 0 espaco seja primeiro enumeravel, também vale a reciproca da proposicao 1.2.13, que dizia

que funcoes continuas preservam convergéncias de sequéncias:
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Proposicao 1.2.24. Seja f : X — Y uma func¢ao e suponha X primeiro enumeravel. Dada uma
sequéncia qualquer (z,, : n € w) de pontos em X que converge para z, se a sequéncia (f(x,) : n € w)

converge para f(x), entdo f é continua.
Uma outra definicdo que também iremos usar neste trabalho é a de localmente enumerdvel.

Defini¢ao 1.2.25 (Espago localmente enumerével). Dizemos que um espago ¢ localmente enume-

ravel quando cada um de seus elementos admite uma vizinhanca enumeravel.

Axiomas de Separacao

Dizemos que um espago topolégico X é:

e T quando dados dois pontos distintos de X existe um aberto ao qual apenas um desses dois

pontos pertence;
e T} quando o conjunto {z} é fechado qualquer que seja o x € X

e 15 ou Hausdorff ou espaco de Hausdorff quando dados dois pontos distintos x,y € X existem
abertos U eV taisquez e U,yeVeUNV =)

e T3 ou regular quando é T1 e dados um x € X e um fechado F tal que z ¢ F existem abertos
UeVtaisquexeU, FCVeUNV =

e 151 ou completamente reqular quando é Ty e dados um = € X e um fechado F' tal que = ¢ F'
2
existe uma funcdo continua f : X — [0,1] tal que f(x) =0e f[F] ={1});

e T, ou normal quando é 11 e dados os fechados F' e G disjuntos existem abertos U e V tais
que FcU,GcVeUNV =4.

Proposigao 1.2.26. Num espaco Hausdorff os limites de sequéncias convergentes sao tnicos.

Proposicao 1.2.27. Seja X um espago T1. Este espaco é regular se, e somente se, dados x € X e

uma vizinhanca U de z existe uma vizinhanca V de z tal que V C U.

Defini¢ao 1.2.28 (Espaco zero-dimensional). Um espaco T} é zero-dimensional quando ele ¢ nao

vazio e admite uma base de conjuntos que sao simultaneamente abertos e fechados.

Em particular, pela proposi¢ao acima, é regular um espago que é zero-dimensional (basta tomar
um V da base de abertos e fechados tal que x € V e V C U; para este V temos V = V (na verdade

é mais forte: todo espago zero-dimensional é completamente regular).

Defini¢ao 1.2.29 (Conexidade). Um espago X ¢é conero quando ndo existem abertos disjuntos
e ndo vazios U e V tais que X = U U V. Ou, em outras palavras, quando, para abertos U e V'
disjuntos, se X = U UV, entao U =0 ou V = (.
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Espacos Compactos e Localmente Compactos

Um espago X é compacto quando dada uma familia {Us}ses de abertos em X tal que X =
Useg Us (uma colecao com essa propriedade é uma cobertura aberta para X), existe um conjunto
F C S finito tal que X C (Jyep Us.

Um fato que serd usado neste trabalho é o da
Proposicao 1.2.30. Os ordinais sucessores sdo compactos.

Demonstra¢do. Suponha que nao e seja a + 1 um ordinal sucessor nao compacto. Seja U uma
cobertura aberta para o + 1 tal que nenhuma de suas sub-colecoes finitas cobre o a + 1. Podemos
supor que todos os elementos de U sao intervalos abertos. O a pertence a algum intervalo (aq, ] € U,
com ay # 0, pois, se a1 = 0, entdo o («y, @] e o intervalo que cobre o a; cobrem o espago todo. O
aq pertence a algum intervalo (aw, f2) € U, com g # 0 pelo mesmo motivo anterior. Assim, por
inducao, obtemos uma sequéncia estritamente decrescente a > a1 > ... > a,, > ..., 0 que é um
absurdo, pois, desse modo, obteriamos um subconjunto {a,, : n € w} do conjunto bem ordenado

a + 1 que nao admite um menor elemento. |
Proposicao 1.2.31. Se X é compacto e f : X — Y é uma fun¢ao continua, entao f[X] é compacto.
Proposicao 1.2.32. Se X é Hausdorff e Y C X é compacto, entdo Y é fechado em X.

Defini¢ao 1.2.33 (Propriedade da intersecao finita). Dizemos que uma familia {A;}scs nao vazia
de subconjuntos de um dado X tem a propriedade da intersecao finita quando [, p As # 0 qualquer

que seja o subconjunto finito F de S.

Proposicao 1.2.34. Um espaco X é compacto se, e somente se, toda familia A de subconjuntos

fechados de X com a propriedade da intersecao finita tem a intersecdo [).4 ndo vazia.
A compacidade é hereditaria para subconjuntos fechados, isto é, vale a
Proposicao 1.2.35. Se X é compacto e F' é fechado em X, entao F' é compacto.

Proposicao 1.2.36. Sejam X um espago compacto e Y um espaco Hausdorff. Se f: X — Y é

uma funcao bijetiva e continua, entdo f ¢ um homeomorfismo.

Demonstragio. So6 falta mostrar que sua inversa f~! ¢ continua. Para tanto, fixado um subconjunto
fechado F' de X, vamos mostrar que f[F] é fechado em Y. Como X é compacto e F' é fechado, pela
proposicao 1.2.35, F' é compacto em X. Como f e continua e F' é compacto, pela proposigao 1.2.31,
f[F] é compacto. Finalmente, como Y é Hausdorff e f[F] é compacto, pela proposi¢ao 1.2.32, f[F]

é fechado em Y como queriamos. |
Muito importante em topologia também é o

Teorema 1.2.37 (Teorema de Tychonoff). Seja {X;}ses uma familia de espagos topoldogicos onde
X, #0 Vs € S. O espaco produto [], ¢ Xs é compacto se, e somente se, todos os espacos X sdo

compactos.

Defini¢ao 1.2.38 (Localmente compacto). Um espago X é localmente compacto num ponto x € X
quando existe um C' C X compacto que contém alguma vizinhanca de z. Quando X é localmente

compacto em cada um de seus pontos dizemos que X é localmente compacto.
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Proposicao 1.2.39. Um espaco Hausdorfl X é localmente compacto num dado ponto = € X se,
e somente se, para cada vizinhanca U de x existe uma vizinhanca V de z tal que V & compacto e
VcUuU.

Defini¢ao 1.2.40 (Compactificagdo de um ponto). Seja X um espago Hausdorff localmente com-
pacto e considere o conjunto Y = X U {oo}, onde oo ¢ X, com a topologia cujos abertos sao todos
os abertos de X e os conjuntos da forma Y \ C, onde C' é um subconjunto compacto de X. O espaco

Y definido desse modo é chamado de compactificacio de um ponto de X.

Proposigao 1.2.41. Seja X um espago localmente compacto de Hausdorff que nao é compacto.
Se Y é um espaco compacto, Hausdorff, que contém o X como subespaco e é tal que Y \ X é um

conjunto unitario e X =Y, entdo Y ¢ homeomorfo a compactificacdo de um ponto de X.

Espacos de Baire

Defini¢ao 1.2.42 (Espago de Baire). Dizemos que um espaco topologico X é um espaco de Baire

quando dada uma familia enumeravel {A, },e,, onde cada A,, é aberto e denso em X, a interse¢ao
ﬂ A, é densa em X.

new
O teorema abaixo nos d& exemplos de espagos que sdo de Baire. Para ele vamos precisar das

seguintes defini¢oes.

Defini¢do 1.2.43 (Sequéncia de Cauchy). Dado um espago métrico (X,d), dizemos que uma
sequéncia (z, : n € w) de pontos em X é de Cauchy quando, dado um € > 0, existe um n. € w tal
que

d(Tm, Tn) < e Ym,n = ne.

Defini¢ao 1.2.44 (Espago Métrico Completo). Um espago métrico ¢ completo quando todas suas

sequéncias de Cauchy convergem.
Por exemplo, R com a métrica usual é um espaco métrico completo.

Teorema 1.2.45 (Teorema de Baire). Todo espago métrico completo e todo espago localmente

compacto sao de Baire.

1.3 O Conjunto de Cantor

Nesta se¢ao iremos ver a definicao do conjunto de Cantor, bem como alguns fatos topolégicos

referentes a ele.

Definigao 1.3.1 (O conjunto de Cantor). Seja S = U {0,1}"™ o conjunto de todas as sequéncias

new
finitas de zeros e uns. Seja a sequéncia (D : s € S) definida por

Dy =10,1]

e, 8¢ Digy o0 1) = [a, b], entdo

1 2
D(so,...,sn,h()) = [CL, a+ g(b - CL)] € D(so,...,sn,Ll) = [CL + g(b - CL), b]



1.3 O CONJUNTO DE CANTOR 17

Seja Fy, = |U{Ds : s € {0,1}"} Vn € w. Chamamos de conjunto de Cantor ao conjunto

K:ﬂFn.

new

Teorema 1.3.2. O conjunto de Cantor K e o espago produto 2% sdo homeomorfos.

Demonstra¢do. Vamos construir o homeomorfismo entre 2 e K. Dada f € 2%, defina Dy =

ﬂ Dy, A familia {Df‘n}n@ é uma familia de conjuntos fechados para o espaco compacto de

%E;usdorff [0,1] e tem a propriedade da intersecao finita. Portanto, pelo teorema 1.2.34, Dy # 0.
Além disso a sequéncia <3in :n € w), onde cada 3% é o comprimento do intervalo Dy, , tende a zero.
Logo Dy = {dy} é um conjunto com apenas um ponto. Reciprocamente, dado a € K, existe uma
tnica f € 2¥ tal que Dy = {a}; ela é f =|J{s € §:a € D}. Essa associagao 9 : 2¥ — K definida

por ¢(f) = dy, onde dy é o tnico elemento do conjunto Dy = ) Dy, € uma bijecao. Para

new
mostrar agora que ¥ é um homeomorfismo, como o 2 é compacto (pelo teorema de Tychonoff) e
K é Hausdorff (por ser subespaco de R), pela proposicao 1.2.36 basta mostrar que v é continua.
Isto é o que faremos a seguir.

Seja (a,b) um intervalo aberto de R tal que o aberto V = (a,b) N K em K seja nao vazio. Dada
uma f tal que dy € V, queremos um aberto bésico U de 2“ tal que f € U edy, € V Vg € U. Existe
n € w tal que Dy C (a,b). Assim, para todo m > n, temos Dy C (a,b). Entdo vamos definir

U= HUi por U; ={f(i)} VieneU; =2Viecw\n. Seja g € U e vejamos que dg4 € (a,b) N K.
new

Por construgao temos Dy, = Dy, Vi € n, de modo que Dy, C (a,b) também. O resultado desejado
segue de D, = ﬂ Dg\i C Dg\n-
1EW
|

O teorema acima motiva a seguinte

Defini¢ao 1.3.3 (O k-cubo de Cantor). Vamos chamar o espaco produto 2¢ de cubo de Cantor.
De um modo geral, dado um cardinal , vamos chamar o espago 2% de k-cubo de Cantor. Nesse

sentido, o cubo de Cantor é o w-cubo de Cantor.

Por ser um subespaco de R, K ¢é segundo enumeravel. Portanto, como consequéncia do lema

1.3.2, obtemos o seguinte
Corolario 1.3.4. O 2¥ é segundo enumeravel.

Lembrando que, pela proposigao 1.2.22, d(X) < w(X) qualquer que seja o espaco topologico X,

segue também o
Corolario 1.3.5. O 2¥ é separavel.
Abaixo outras propriedades do conjunto de Cantor que serdo usadas posteriormente.
Proposicao 1.3.6. K é compacto.
Demonstragdo. Isso segue da compacidade de 2¢ e do fato de 2 e K serem homeomorfos. |

Proposicao 1.3.7. K é denso em si mesmo.
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Demonstracdo. Isso acontece porque nenhum aberto basico de 2¢ é um conjunto unitario. De fato,
se U ¢ um aberto basico de 2¢; entdo |U| = ¢, porque existem |2“\F'| = ¢ modos de se “variar” uma

certa g em U, uma vez que |F| < w = |w\ F| = w. [ ]
Proposicao 1.3.8. K é raro em R.

Demonstragao. Por defini¢ao, dado um intervalo aberto (a,b) em R queremos ver que existem
elementos em (a,b) que ndo pertencem a K = K. Como nenhum elemento menor do que 0 ou

maior do que 1 pertence a K, podemos supor 0 < a < b < 1. Note que, dados os naturais k

e n, podem acontecer somente um dos dois casos: ou [3%, %} = D, para algum s € {0,1}" ou
(3%,%) NK =10. Se [3%, k?)tl] = D, entdo, por construgao, seu terco médio (gﬁﬂ, ?,)]f,ilz) nao
tem intersecao com K. Dessa forma, basta encontrarmos um k e um n tais que (%, k:,:“nl) C (a,b).
Tomando n € w tal que 5 < b*T“ e k=min {i €w: 55 > a}, temos
k:—1< :>k:< +1< +b—a:>k:+1 k+1<(+b—a)+b—a b
a —<a+—<a =—4+—<(a =b.
3n 3n 3n 2 3n 3n - 3n 2 2

Logo a < 3% < k3+n1 < b e segue a tese, pois, como ji observamos anteriormente, (3%, k;nl)ﬂR\K #*

0. [

1.4 Um Cuidado

Ao considerar uma relagdo de particdo que envolve os niimeros ordinais « e 3, em particular o
que queremos ¢é (sem perda de generalidade) encontrar um subespaco A de a homeomorfo ao f.
E importante enfatizarmos aqui a palavra subespaco, isto é, apesar de podermos munir A com sua
topologia induzida pela ordem — o que seria muito natural uma vez que A também € um conjunto
bem ordenado — o que vamos fazer é olhar para A munido com a topologia de subespago de a.
Confundir essas duas topologias pode parecer inofensivo e é de se esperar que nossa intuicao seja
guiada pelas nossas experiéncias com numeros ordinais vistos como conjuntos bem ordenados (e
nao como espacos topoldgicos, mesmo que essa topologia seja a gerada pela ordem).

O exemplo 1.4.1 abaixo nos mostra que, dado um subconjunto de um espago linearmente or-
denado, nem sempre as topologias de subespaco e a de ordem com as quais podemos munir esse
subconjunto coincidem. Nos lemas 2.1.1 e 2.1.3 do capitulo 2 iremos ver condigoes necessarias sobre
esses subconjuntos para que essas duas topologias coincidam. Nesta se¢do iremos dar mais énfase
a0s €asos em que 0 espaco em questdo é um numero ordinal. Nestes casos, o subespaco A men-
cionado no primeiro paragrafo sequer tem necessidade de ser homeomorfo ao seu tipo de ordem.
Introduziremos o importante conceito da derivativa de Cantor-Bendizson, o qual seré utilizado em
seguida para demonstrar um teorema que nos diz quando existe um conjunto de ntimeros ordinais

que é ao mesmo tempo homeomorfo e ordem-isomorfo a um dado ordinal da forma w? + 1.

Exemplo 1.4.1. Considere os subconjuntos X = [0,1] e Y =[0,1) U [2, 3] de R com sua topologia
usual. Esses dois conjuntos sao ordem-isomorfos. Um exemplo de isomorfismo de ordem que os
associa é f : X — Y definida por f(z) =2z para0 < x <1/2e f(zr) =2x+ 1 para1/2 <z < 1.
Porém eles nao sao homeomorfos se olhados como subespacos de R. Veja por exemplo que X &

conexo e Y nao.
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Figura 1.1: Os espagos [0,1] e [0,1) U [2, 3] sdo ordem-isomorfos.

Sejam Y7 o Y como subespaco topologico de R e Y5 0 Y com a topologia induzida por sua ordem.
Note que os espagos topologicos Y7 e Yo nao coincidem. Para ver isso considere o conjunto [2, 3].
Ele ¢ aberto em Y71, pois [2,3] = Y N (3/2,4). Se ele também fosse aberto em Y, entdo existiriam
a,b €Y com a < be tais que 2 € (a,b) e (a,b) C [2,3]. E, portanto, teriamos a < 2 e 2 < a, 0 que

¢ impossivel. Logo [2, 3] nao é aberto em Y5.

Exemplo 1.4.2. O w? +1 e 0 w? + w + 1 sdo homeomorfos apesar de seus tipos de ordens serem
distintos. Este é um exemplo tirado de Weiss (1990b). Uma maneira de comecar nossa procura pelo
homeomorfismo que mostre essa afirmacao é tentando associar pontos isolados a pontos isolados e

pontos de acumulacdo a pontos de acumulacao. Assim podemos chegar, por exemplo, na seguinte

associacao
n = w2+ (n+1) Vn € w
w — w?+w
w4+ (n+1) — n Vn € w
w-(m+1)+n — w-m+n VneEw ¥Ymew, m+#0
w? > w2,

Em seguida, uma simples verificacao mostra que isso é de fato um homeomorfismo. Note a “bagunca”

que esse homeomorfismo faz nas ordens dos conjuntos.

0 n w wH+n w-2 w-24n wim+1)+n L2

n—1 w wtn w-m-+mn w2 w24+l WrP4n+l Wwitw

Figura 1.2: w? + 12 w? +w+1

Com relagao ao exemplo 1.4.1 temos os seguintes resultados.

Proposicao 1.4.3. Sejam (X, <) e (Y, <) conjuntos linearmente ordenados. Suponha que eles sejam
ordem-isomorfos. Se f : X — Y é um isomorfismo de ordem, entdao f também é um homeomorfismo

entre os espagos topolégicos X e Y com suas topologias induzidas por suas ordens.
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Demonstracdo. Por hipotese ja temos que f é uma bijecao. Se U é um aberto bésico nao vazio de X
da forma U = {z € X : a < z < b} para certos a,b € X, entao f[U ={y €Y : f(a) <y < f(b)},
pois f é um isomorfismo de ordem. Portanto, f[U] é um aberto em Y. De modo analogo, se
V={yeY: :a<y < b} éum aberto basico ndo vazio de Y para certos a,b € Y, entdo
VI ={z e X : fla) <z < f71(b)}, ou seja, f [V] & um aberto em X. Logo f ¢ um

homeomorfismo. [ ]

Proposi¢ao 1.4.4. Sejam um ordinal & e um A C a. Seja v = ot(A), de modo que existe um tnico
isomorfismo de ordem f: A — «. Equipe A com a topologia de subespago. Se A é compacto, entdo

f & um homeomorfismo.

Demonstracao. Como ~ é Hausdorff, pela proposicao 1.2.36 (que dizia que sao homeomorfismos as
fungoes continuas bijetivas entre um compacto e um Hausdorff), basta mostrar que f é continua.
Seja I ={£ € v:a < & < b} um aberto bésico ndo vazio de v, com a,b € . Do fato de f ser um

isomorfismo de ordem, temos

N ={¢eca: fHa)<e< 1B} NA

Como {€£ € a: f1(a) < & < f71(b)} & um aberto em «, segue que f~1[I] é um aberto em A como
queriamos.

Note que se X é um conjunto linearmente ordenado, munido com a topologia induzida pela
ordem e Y C X, entdo os abertos de Y na topologia da ordem sdo também abertos na topologia
de subespago e que o conjunto f~1[I] obtido na demonstragdo acima era, de um modo mais forte,
um aberto béasico daquele A com a topologia da ordem. Hilton (2016), com a proposigdo abaixo,
generaliza a proposi¢ao acima utilizando a defini¢ao de conjunto internamente fechado de Schipperus
(2012).

Defini¢ao 1.4.5. Um conjunto A de ordinais é internamente fechado quando sup X € A qualquer

que seja o subconjunto ndo vazio X de A tal que sup X < sup A.

Proposi¢ao 1.4.6. Num conjunto de numeros ordinais A as topologias de ordem e a de subespago

coincidem se, e somente se, A é internamente fechado.

E isso é de fato uma generalizagao da proposigao 1.4.4 porque a seguinte proposicao (que também

pode ser encontrado em Hilton (2016)) implica que conjuntos compactos sao internamente fechados.

Proposigao 1.4.7. Sejam o um ntmero ordinal e A C a. Este A com a topologia de subespago é

compacto se, e somente se, sup X € A qualquer que seja o subconjunto ndo vazio X de A.

Ainda neste contexto, Baumgartner (1986) define o conceito de order-homeomorphism que ire-

mos traduzir como homeomorfismo de ordem.

Defini¢ao 1.4.8 (Homeomorfismo de ordem). Sejam « um ordinal e B um subespago de «. Con-
sidere o 1inico isomorfismo de ordem que associa B ao seu tipo de ordem. Caso ele também seja
um homeomorfismo (B como um subespaco de «), o chamaremos de homeomorfismo de ordem e

diremos que B e ot(B) sao ordem-homeomorfos.
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Antes de enunciar os resultados de Baumgartner relacionados a este assunto, voltemos ao exem-
plo 1.4.2. Naquele exemplo, note o papel crucial que os pontos de acumulacgio e os isolados tiveram:
considerar apenas eles bastou para concluirmos o resultado desejado. Nao é & toa que a derivativa

de Cantor-Bendixson merece um destaque nessa teoria.

1.4.1 A derivativa de Cantor-Bendixson

Defini¢ao 1.4.9 (A derivativa de Cantor-Bendixson). Para um espaco topologico X definimos a

derivativa de Cantor-Bendixson X’ de X pela seguinte igualdade
X'=X\{z € X :x éisolado em X}.

Definimos tambem X(©) = X X(@+D) — (X(@)Y para um ordinal o qualquer, e X(®) = ﬂ xX®

B<a
se a & um ordinal limite. Vamos chamar X’ simplesmente de derivativa de X ou ainda de primeira

derivativa de X, e, de modo mais geral, vamos chamar X(® de a a-ésima derivativa de X ou de

deriwativa de X de grau a.

Observagao: Dados um espaco X e um subconjunto A C X, vamos definir também A’ como
o conjunto dos pontos de acumulacio de A que pertencem a A — essa definicdo é equivalente a

definicdo acima se munirmos o conjunto A com a topologia de subespaco de X.

O lema abaixo vai nos permitir definir a alture de Cantor-Bendizson. A ideia de sua demons-

tracdo foi adaptada de Solomon (2008).

Lema 1.4.10. Seja X um espaco topologico de peso w(X) = k. Existe a < xT tal que X(®) =
X (at+1)

Demonstragio. Suponha que nao, isto &, suponha que X (@ \X (e+1) £ ¢ para todo ordinal o < k™,
ou seja, X(® tem um ponto isolado x, para cada o < k1. Seja {Ug : £ < k} uma base para X,
de um modo que Ug, N X@ = {z,} para algum &, < k. Se B < a, entdo X ¢ X de modo
que z, € X® . Alem disso mgeX )\ XBHD) 5 X\ X (@) (pois z € X = ¢ e XBHD j5
que f + 1 < «). Portanto, 23 # x4. Por outro lado, temos Ug, N X(@) < Ue, N X ) e, entdo,
T € Ug, NX®) com x4 # xg. Isso significa que Ug, nao pode ser o Ug, donde, em particular, vem
&o # &5 se a # B. Entdo a fungdo f : kT — k definida por f(a) = &, € injetiva, o que é um absurdo

uma vez que 1 > k. Logo, devemos ter X(® \ X(+1) para alguma a < k% como queriamos. M

Defini¢do 1.4.11 (A altura de Cantor-Bendixson). Ao menor ordinal a tal que X(®) = Xx(a+1)

chamamos de altura de Cantor-Bendixson de X. Iremos denotar este niumero ordinal por ht(X).

Observagao. Na literatura, em vez do termo “altura” podemos encontrar também os termos
“posto” ou “indice”. Também ha autores que definem a altura para um ponto em vez de definir para

o conjunto.
Proposicdo 1.4.12. Se ht(X) = a, entdo X¥) = X(® para todo 8 > a + 1.

Demonstragao. Isso segue por indugdo em (. Se ht(X) = «, entédo X+ — x (@) por definicdo de
ht(X). Se X = X(@ entao XP+) = (XB)) = (x(@) = x(etD) = X(®) Se v ¢ um ordinal
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limite maior do que a4+ 1 e X = X(® para todo 8 maior ou igual a a + 1 e menor do que 7,

entao:

x0 — m x®B) — ﬂ x®) N ﬂ x®B) | = x(@n ﬂ x®) | = X(Ol)7
B<y a+1<B<y B<a+1 B<a+1

pois ﬂ X®) = X(O‘), pela hipotese de inducio, e X(@ ¢ X®) para todo 8 < « (da definicao
at+1<B<y
da derivativa), o que implica X(@ ¢ ﬂ X0 Logo X)) = Xx(@) para todo 8> a + 1. |
B<a+1
O teorema abaixo nos diz que a altura de Cantor-Bendixson é um ordinal invariante, ou, em

outras palavras, que a altura de Cantor-Bendixson é uma propriedade topolégica.
Teorema 1.4.13. Se X e Y sdo espacos homeomorfos, entao ht(X) = ht(Y").

Demonstrac¢do. Fixemos o homeomorfismo f: X — Y entre X e Y. Vamos mostrar que f[X(®)] =

Y (@) qualquer que seja o ordinal . Supondo essa igualdade verdadeira, se ht(X) = a, entdo teremos

yleth) — rx(et] = f[x (@] =y (@

E<a= X©O £ xE) — pIx©] £ FIxEHD] — y(© 2 yE+D),

Dai, pela definicao de ht(Y"), seguira ht(Y) = «, como queremos.
Vamos mostrar a igualdade f[X(®] = Y@ por indugio em . Para o = 0 temos f[X©] =
f[X] =Y =Y. Dado um ordinal limite a, se f[X©] = Y© para todo £ < a, entdo:

FIX@] = f[m X©) = ﬂ FIX©] = ﬂ y© — yl(a)

{<a (<a (<a

No caso em que « ¢ um ordinal sucessor, basta mostrar que f[X'] = Y’. Seja 2 € X' e seja V
uma vizinhanca de f(x) em Y. Pela continuidade de f, f~![V] é uma vizinhanca de x em X. Como
x é um ponto de acumulacio de X, existe um y € f~1[V] distinto de z. Dai f(y) € V, além de
f(y) e f(z) serem distintos pela injetividade de f. Portanto f(x) € Y’, o que mostra a inclusio
fIX'] C Y'. Reciprocamente, se f : X — Y é um homeomorfismo, entdo f~!:Y — X é continua.
Conforme acabamos de ver, pela continuidade temos f~![Y’] C X', donde vem Y’ C f[X'] uma vez
que a sobrejetividade de f implica f[f~[Y']] = Y. Segue a tese. [ |

Se X & T}, para cada ordinal & # 0, o conjunto X (€ ¢ fechado em X. Para um espaco qualquer,
a igualdade X (@) — x(+1) pode acontecer, por exemplo, caso o X (@) seja vazio. Isso s6 pode

acontecer quando qualquer subconjunto ndo vazio de X admitir um ponto isolado, o que nos leva a

Defini¢ao 1.4.14 (Espaco disperso). E disperso um espaco tal que todos seus subconjuntos nio

vazios admitem um ponto isolado.
Definicao 1.4.15 (Conjunto perfeito). E perfeito um conjunto fechado e denso em si mesmo.

De acordo com a Encyclopedia of General Topology (Hart et al., 2003), de um ponto de vista

histérico, as investigacoes sobre os conjuntos dispersos comecaram com Cantor ao estudar séries
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trigonométricas da forma

oo
a
?0 Z ap cos(nx) + by, sin(nx)).

Ele descobriu é que se a sequéncia das somas parciais dessa série converge para zero com excessao
possivelmente nos pontos de um conjunto de altura finita, entao todos os coeficientes dessa série sao
nulos. Uma outra curiosidade historica é que, segundo Hilton (2016), Cantor introduziu os nimeros
ordinais apenas para iterar esse processo de tomar derivativas. Relacionado com essa defini¢ao
temos o seguinte resultado considerado folclérico, cuja demonstragao também pode ser encontrada
em Hilton (2016).

Teorema 1.4.16. Para qualquer ordinal enumeravel o nao nulo vale
(w* + 1) = {w*}.

Finalizamos essa se¢ao com um teorema de Baumgartner (1986) envolvendo o conceito de ho-

meomorfismo de ordem.

Teorema 1.4.17. Sejam « um ordinal ndo nulo e 8 um ordinal enumerével. Se existe um A C «

homeomorfo ao w? + 1, entdo existe B C A ordem-homeomorfo ao w? + 1.

Demonstracdo. Imagens continuas de compactos sao compactas e WwPrle compacto. Assim, um
tal conjunto A é compacto. Seja v o tipo de ordem de A. Pela proposigao 1.4.4, existe um homeo-
morfismo de ordem f : vy — A. Vamos ver que v > w” + 1. Se v < w”?, entdao AP®) = (). Mas, pelo
teorema anterior e pelo fato de a altura de Cantor-Bendixson ser um ordinal invariante (teorema
1.4.13), como A = wP 41, temos que AP £ (). Portanto v > wP +1. Agora, basta tomar o segmento
inicial de v apropriado, isto €, tomar B = f[w® 4+ 1], os w® + 1 primeiros elementos de A. Ele tem
tipo de ordem igual a w” + 1 e é homeomorfo ao w? + 1 (a propria restricao de f atesta isso) como

queriamos. |

Essa demonstragao foi tirada de Baumgartner (1986). Neste artigo também podemos encontrar
que o mesmo resultado vale caso A seja homeomorfo ao w?. Hilton generaliza esse teorema com o
conceito de order-reinforcing. De fato ele encerra esse assunto dizendo que o resultado do teorema
1.4.17 é valido se, e somente se, A é homeomorfo a um ordinal finito, ao w?”, ou a0 wY - m + 1 para

algum ordinal 4 n&o nulo e algum inteiro positivo m (Hilton, 2016).
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Capitulo 2

Primeiros Resultados

Neste capitulo iremos ver as primeiras rela¢oes de parti¢oes (ver definicao 2.0.1) do calculo
das particoes para espacos topologicos dessa dissertacio. As duas primeiras delas, isto &, w? /—
(top w+ 1)} e w? +1 — (top w + 1)}, foram propostas como exercicios em Weiss (1990b). Em
seguida, iremos ver uma demonstracao do teorema de Sierpinski. Este teorema, anunciado em 1915
e demonstrado em 1920 por Sierpinski, diz que qualquer espago metrizavel, sem pontos isolados
e enumeravel ¢ homeomorfo ao espago dos racionais com sua topologia usual (Sierpinski, 1920).
Como aplicacao desse resultado, fixado um natural ndo nulo n e um ordinal enumeravel «, vamos

conseguir demonstrar as seguintes relagtes de particoes

Q— (topQ)y, Q—(topa),, e R— (topa)l,

sendo que, nesta ultima, também iremos precisar do auxilio do teorema de Baire. Isto nos d4 um
exemplo interessante de como propriedades conhecidas em topologia podem ser usadas pra concluir

relacoes de partigoes. O mesmo acontece com a relagio
1
w1 7 (tOp a)w’

a qual foi obtida com o lema 1.1.29 de teoria dos conjuntos e com o lema 2.1.17 de Friedman (1974).

Na secao 2.2 iremos ver a relagao
w1 — (top w +1)3,

considerada como fazendo parte do folclore dessa teoria. Essencialmente com a mesma demonstragao
dessa relacao, vamos mostrar
R — (top w + 1)3.

Em seu artigo, Gerlits e Szentmiklossy (2002) desenvolvem toda a maquinaria necessaria para apro-

veitar a mesma demonstracao desse resultado folclérico em
X — (top w+1)3,

caso X seja primeiro enumeravel, monotonicamente normal (ver definicdo 2.2.4) e ndo separado o
esquerda (ver defini¢ao 2.2.3). Por fim, vamos comentar as perguntas deixadas por Laver e Weiss

em 1990 sobre uma possibilidade de generalizacdo do teorema que abriu a referida secao, perguntas

25
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essas que foram respondidas por Schipperus em 2012.

Definigao 2.0.1 (A relacdo da seta). Dados os espacos topologicos X e Y, um natural ndo nulo n

e um cardinal x, vamos abreviar por

X — (top V)%
a seguinte afirmacao:

Dada uma funcao f : [X]|™ — k, existe um subespaco H de X homeomorfo ao Y tal que

a restricao de f a [H|" é constante.

Vamos nos referir a afirmacao do tipo X — (top Y)? como relacao da seta, relagao de particao

ou simplesmente relagao.

Lembrando que qualquer funcdo f : A — B entre os conjuntos A e B define a parti¢ao
{f'{y}] : v € B} sobre o conjunto A e que, reciprocamente, qualquer parti¢dio {A, : y € B}
sobre o conjunto A define a fungao f : A — B dada por f(z) = y para todo z € A se x € A,,

podemos também interpretar a notacdo X — (top Y)7! por:

Dada uma particao {X¢ : £ € K} de cardinalidade  sobre [X]", existem um subespago
H de X homeomorfo ao Y e um § € & tais que [H]" C X¢.

Nessa teoria também é comum o uso dos termos homogéneo, £-homogéneo, coloracdo e mono-

cromdtico.

Defini¢do 2.0.2 (Coloragao, func¢do parti¢cdo). Vamos chamar de colora¢do do conjunto [X]|" a
qualquer fungao f : [X]™ — k. Nesse sentido, vamos chamar f(z) de cor do elemento z € [X]".

Ocasionalmente também chamamos essa fungao de partigao.

Defini¢cdao 2.0.3 (Espaco homogéneo, monocromético, {-homogéneo). Vamos chamar de espago
homogéneo ou de espago monocromatico a qualquer subespago H =2 Y de X que satisfaz a relagdo
X — (top Y)j. Fixada uma coloragao f : [X]|" — k do conjunto [X]", caso f[[H]"] = {{} para

H C X, vamos chamar H de espaco £-homogéneo.

2.1 Aquecendo

S6 para comegar, vamos resolver as duas relagoes de parti¢oes propostas por Weiss (1990b). A

2 em dois pedacos de

primeira é uma relagdo negativa; ela diz que ha um modo de particionar o w
tal forma que nenhum desses pedagos contenha uma cépia homeomorfa do w + 1. A segunda diz

que essa relacdo se torna positiva ao substituirmos o w? por seu sucessor. Isto é, valem
w? /= (top w +1)3 e w? 4+ 1 — (top w+ 1)1

Solu¢do. Vamos comecar observando que um espago homeomorfo ao w + 1 é simplesmente uma
sequéncia convergente junto com seu ponto de convergéncia. Os tinicos pontos do espaco w? que sdo
limites de alguma sequéncia sdo os pontos da forma w - n para algum n natural ndo nulo. Assim,

nossa funcdo que atesta a relacio w? /— (top w + 1)% é uma funcdo que vai “colorir” todos esses
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pontos com uma mesma cor e todos os demais com outra cor (figura 2.1). Isto ¢, definindo a funcao
f:w?— 2por f(w-n) =0 paratodon € w\ {0} e f(x) =1 para todo z € w?\{w-n:1<n<wl,
se H C w? é uma copia do w + 1, entdo a restricio de f a H nio é constante, pois tal conjunto H
obrigatoriamente tem algum elemento da forma w - n para algum n # 0 e algum elemento da forma

w-m+ k para algum m < n e algum k € w \ {0}.

Figura 2.1: w? /= (top w + 1)3. Lembre que ot(w x w, anti-lexico.) = w?.

Para a segunda relagao, note, por exemplo, que, se estendermos a f do pardgrafo anterior para
uma g : w?+1 — 2 tal que g(w?) =0, entdo H = {w-n: 1 < n < w}U{w?} é uma copia homogénea
dow+1 (ouseja H=w+1eg[H] = {0}). Se fosse g(w?) =1, entdo H = {w-n+1:n € w}U{w?}
seria uma das copias homogéneas do w+1 (ou seja H 2w+ 1 e g[H] = {1}; existem muitos outros
conjuntos nessas condicoes).

Vamos considerar uma coloragdo qualquer em vermelho ou azul. Suponha, sem perda de gene-
ralidade, que a cor do w? seja azul. Além disso, vamos supor também que existe um certo ng € w

tal que acontecem simultaneamente duas coisas:

1. todo w - n para n € w maior do que ng é vermelho, e

2. dado um natural n maior do que ng existe um natural m,, tal que w - (n — 1) +m é azul para

todo m natural maior ou igual a m,,.

Nessas condigdes, o subespaco {w - n +my, : ng < n < w} U {w?} é uma c6épia monocromética do
w+ 1 (figura 2.2).
Suponha agora que nao exista um ng € w tal que valham ambos os itens 1 e 2. Em outras

palavras, isso significa que, para todo n € w acontecem um dos dois casos seguintes.
1’. Existe um m, > n tal que w - m, é azul, ou;

2’. Existe um m, > n tal que para todo k € w existe um Il > k tal que w- (m, — 1) + I} é

vermelho.

Seja T' o conjunto dos naturais para os quais vale o caso 1’. Temos duas situacoes a considerar: ou
T ¢é infinito ou T é finito. Se T ¢ infinito, para cada n € T, fixe 0 m, € w maior do que n tal que
w - my, é azul. Assim, o conjunto procurado ¢ {w-m, : n € T} U {w?}. Se T & finito, seja ng um
natural maior do que todo elemento de T'; ele é tal que w-m é vermelho para todo m € w maior do
que ng. Para n = ng, considere o conjunto {w-(m, —1)+1j : k € w}U{w-my}, onde os m,, e I} sao
os dados pelo item 2’. Este conjunto ¢ o conjunto procurado (w-m,, é vermelho pois m,, > n = ny).

Logo, de qualquer forma, temos a nossa relacio w? + 1 — (top w + 1)% provada.
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Figura 2.2: w? + 1 — (top w + 1)}. Lembre que ot(w x w, anti-lexico.) = w?.

A demonstracdo que iremos apresentar do teorema de Sierpinski 2.1.10 foi tirada do artigo de
Dasgupta (2005). Uma curiosidade é que, além dessa demonstracao, esse artigo apresenta outras
duas demonstracgdes para esse mesmo teorema. Essas duas, por sua vez, sao sugeridas como exercicios

no livro de Engelking (1989) na secao 6.2.

O teorema de Sierpinski nos diz que qualquer espaco métrico enumeravel e sem pontos isolados
¢ homeomorfo ao Q. Serdo tuteis para a sua demonstracdo as consideracoes e os lemas feitos abaixo.

Seja X um espago metrizavel, sem pontos isolados e enumeravel. Pela proposicao 1.1.6, sabemos
que um conjunto enumerével, linearmente ordenado, denso com respeito & ordem e sem extremos
é ordem-isomorfo aos racionais com a ordem usual. Nosso objetivo é, entdo, obter um subespaco
D C R homeomorfo ao X com todas essas propriedades (com a ordem usual herdada de R) e tal
que, além disso, suas topologias de subespaco e de ordem coincidam. Assim teremos, ndo apenas
que D é ordem-isomorfo ao Q, como também D =2 Q, donde seguird o resultado desejado X = Q
do fato de ser X =2 D.

Na secao 1.4 vimos quando essas duas topologias coincidem no caso particular em que X era um
conjunto de ntimeros ordinais. No caso mais geral, o mesmo acontece caso Y seja compacto como

subespaco.

Lema 2.1.1. Seja Y um subconjunto de um espago linearmente ordenado. Se Y é compacto como
subespago, entdo as topologias sobre Y como espago linearmente ordenado e como subespago coin-

cidem.

Demonstracdo. Vamos denotar por Y, 0 Y com a topologia de subespago S e por Y,.q 0 Y com
a topologia da ordem O. A topologia sobre Yy, é sempre mais fina do que a sobre Y,,.q pois,
dados a,b € Y,se I = {x € Y : a < z < b} é um intervalo em Y, entao I = J N X, onde
J={r € X :a <z <b}éum intervalo em X e, portanto, I é aberto em Yy,;. Reciprocamente,

defina a funcao

1 Youp — Yord

xr = .

Ela é claramente bijetiva. O fato de ser O C § implica que ¢ é continua. Como Yy, é compacto

por hipétese, Y,.; € Hausdorff e ¢ é continua e bijetiva, pela proposicao 1.2.36 segue que i é um
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homeomorfismo. Disso obtemos & C 0. Logo O = S, como queriamos. [ |

Um outro caso em que essas topologias coincidem é quando todo elemento de Y é um ponto

limite de ambos os lados de Y.

Defini¢ao 2.1.2 (Ponto limite de ambos os lados de um subconjunto linearmente ordenado). Dados
um conjunto linearmente ordenado X e um subconjunto Y C X, vamos dizer que um elemento
x € X é um ponto limite de ambos os lados de Y quando x n&o for nem o primeiro nem o tltimo

elemento de X e, dados a,b € X taisque a < x < b, existem y1,y2 € Y taisquea < y1 < x < yg < b.

Lema 2.1.3. Seja Y um subconjunto de um espago linearmente ordenado. Se todo elemento de Y
é um ponto limite de ambos os lados de Y, entao as topologias sobre Y como espaco linearmente

ordenado e como subespaco coincidem.

Demonstra¢do. J& vimos que a topologia de subespago sempre é mais fina do que a da ordem.
Basta, entao, mostrar a reciproca. Sejam (a,b) um intervalo aberto em X, com a,b € X. Queremos
ver que (a,b) NY & aberto em Y,,4. Se z € (a,b) NY, entdo a <z <bex € Y. Se x é um ponto
limite de ambos os lados de Y, entdo existem y1,y2 € Y tais que a < y; < © < yo < b. Para estes y;

e yo temos (y1,y2) NY C (a,b)NY, onde (y1,y2) NY é um intervalo aberto em Y. Segue a tese. W

Um modo de obter esse conjunto D é por meio do conjunto K de Cantor (conforme definido na
secao 1.3). Note que, intuitivamente, K pode ser obtido a partir do intervalo [0, 1] de R removendo,
em cada passo, os intervalos abertos que sao os “tercos médios” de cada intervalo que sobrou no
passo anterior. Seja N o conjunto enumerédvel cujos elementos sdo o 0, o 1 e todos os extremos
dos intervalos que foram removidos na construgao de K. Se D é um subconjunto denso de C'\ N,
entdo D nao tem extremos, é denso com respeito & ordem e todo elemento de D é um ponto
limite de ambos os lados de D. Isso porque, se x,y € D, entdo (z,y) N C # 0, o que implica
((z,y)NC)ND = (z,y)ND # () e, de modo analogo,sep € Dex <pep <y, entdo (x,p)ND # 0
e (p,y)ND #0.

Lema 2.1.4. Seja M um subconjunto enumeravel de K. Se Y é um subconjunto enumeravel e
denso em K, entao existe um subconjunto enuméravel D de K \ M homeomorfo ao Y e denso em
K.

Demonstra¢do. Vamos demonstrar este lema para 2¢ em vez de K. O resultado desejado vai seguir
do fato de K e 2% serem homeomorfos (teorema 1.3.2) e do fato ja visto anteriormente de que, se
v ¢ homeomorfismo, entdo 1[A] = 1[A] para qualquer subconjunto A de seu dominio (proposicio
1.2.17).

Dados dois elementos f e g de 2%, vamos definir a soma f + g como a fungdo de w em 2 onde
(f + g)(n) é o resto da divisao de f(n) + g(n) por 2 para todo n € w. E um fato que nio iremos
demonstrar aqui que o 2% com essa soma é um grupo abeliano ' e que a funcio que associa cada
fe2va f+pe2¥paraum dado p € 2¢ é um homeomorfismo (sua inversa é a fungdo que associa
cada f a f+ (—p)).

Seja FF' = {m—y:y €Y,m & M}. Como ele é enumeravel e 2 é nao enumeravel, tome p € 2\ F".
Faca D=p+Y ={p+ax:2€Y}. ODeo M sdo disjuntos, pois, se z € DN M, entdo x = p+y

sto é, essa soma é comutativa, admite um elemento neutro, a saber a funcio identicamente nula, e cada elemento
f admite um tnico inverso aditivo que iremos denotar por —f.
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para algum elemento y € Y;sep+y € M, entao p+y = m € M para algum m € M e terfamos
p € F. Desses fatos, segue, entdo, D C2*\ M, D=Y eD=p+Y =p+Y =p+2¥ =2, |

Se X é metrizavel, entdao, X é Tp. Se, além disso, X é também enumeravel, entdao X admite
uma base de abertos e fechados. De fato, dado z¢ € X, seja S(zg,r) = {z € X : d(z,z0) =71} 0
conjunto de todos os pontos de X cuja distancia até xg é igual a r. Por ser enumeravel, para todo
€ positivo, temos que S(xg,r) = () para, pelo menos, um r < € positivo. E é pra este r que a bola
aberta centrada em xg e com raio r é aberta e fechada em X. Espacgos com essas propriedades sao

homeomorfos a algum subconjunto de K.

Lema 2.1.5. Se Z é um espago Ty que admite uma base enumeravel de abertos e fechados, entdo

Z & homeomorfo a algum subconjunto de K.

Demonstracdo. Vamos construir uma imersdo de Z em 2“ e o resultado desejado vai seguir do fato
de K = 2¥. Seja {U,, : n € w} a base enumeravel de Z onde todo U, é aberto e fechado. Para cada
n € w, seja xn a fungdo caracteristica de U,. A imersdo procurada é a funcao v : Z — 2% definida
por ¥(x)(n) = xn(z) Vo € Z, Vn € w.

Dados dois pontos distintos = e y de Z, por ser Ty, seja Uy, tal que (sem perda de generalidade)
x €Uy ey ¢ Up. Como U, éfechado, existe um n € w tal que y € U,, C Z \ Uy,. Para este n € w
temos xn(y) = 1 e xn(z) = 0, onde x,(y) = ¥(y)(n) e xn(x) = ¥(x)(n), o que mostra que ¥ é
injetiva.

Seja V um aberto basico de 2* e suponha que exista um z € ¢ '[V]. Como V = [, Vi ¢
bésico, existe um conjunto finito F C w tal que V; = {¢(2)(i)} = {xi(x)} para todo i € F. Se
x € U;, entao V; = {1}. Se = ¢ U;, entao V; = {0}. Para cada i € F defina

o U; sexelU,,
| Z\Ui sexz¢U;

Assim W = (\,cp W; é uma vizinhanca de x. Se y € W, entdo y € W; para todo i € F. Se
W; = U;, entao {¢(y)(@)} = {xi(y)} = {1} = V; (pois, se W; = Uj;, entdao x € U;). Analogamente,
se W; = Z\ U, entdo {1 (y)(i)} = {0} = V;. Portanto W C 1 ~1[V] e 4 ¢ continua.

Dado um U,, defina V = [[,., Vi por V;, = {1} e V; = 2 para todo i € w \ {n}. Com isso,
teremos Y[U,] = V N[Z] e seguird que 1) é aberta como fungao de Z em [Z], o que concluird a
demonstracdo. Se f € ¢¥[Uy,], entdo f = ¢(x) para algum x € U,. Dai f(n) = (z)(n) = xn(z) =1
e, portanto, f € VNy[Z]. Se f € V N[Z], entao existe um y € Z tal que f =(y). Como f €V,
temos f(n) = 1. Portanto 1 = f(n) = ¥ (y)(n) = xn(y). Segue y € U, e, entdo, f € Y[U,]. [ ]

€W

Portanto, se X & métrico e enumeravel (lembrando da observacao feita antes do lema acima),
existe um Y C K homeomorfo ao X. Se X é denso em si mesmo, entdo Y é também denso em si
mesmo, além de ser enumerédvel. Consideremos o seu fecho Y em K. Este fecho é compacto (por ser
subespaco fechado de um compacto) e é perfeito pois Y = Y UY? onde Y & denso em si mesmo.
Ele ¢ também raro pois int(Y) C int(K) = ().

Com a ajuda do completamento de Dedekind, vamos concluir que, a menos de isomorfismo de
ordem, em R s6 existe um conjunto compacto, raro e perfeito. Por serem compactos, suas topologias
de ordem e de subespaco coincidem, de modo que vamos poder concluir que todos esses espacos sao

homeomorfos entre si.
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Defini¢ao 2.1.6 (Gap de Dedekind, conjunto completo com respeito & ordem). Um gap de Dede-
kind num conjunto linearmente ordenado P ¢ um par (U, V) cujas coordenadas sdo subconjuntos
disjuntos e nao vazios de P tais que: P = U UV, todo elemento de U é menor do que todo elemento
de V', U nao tem maximo e V nio tem minimo. Quando P ndo tem gaps dizemos que ele é completo

com respeito & ordem.

Definigao 2.1.7 (Completamento de Dedekind). Dados um conjunto linearmente ordenado P e um
subconjunto A C P, dizemos que P é um completamento de Dedekind de A quando P é completo

com respeito a ordem e todo elemento de P\ A é um ponto limite de ambos os lados de A.

Lema 2.1.8. A menos de isomorfismo de ordem, os completamentos sdo tnicos. De modo mais
preciso, se A e B sdo ordem- isomorfos e W e Z s@o seus respectivos completamentos de Dedekind,

entao W e Z sao ordem-isomorfos.

Demonstragao. Fixemos o isomorfismo de ordem f: A — B. Cada x € W\ A determina um gap de
Dedekind (U, V) em A, a saber definindo U ={w e A:w<z}eV ={we A:w > z}. Desse gap,
obtemos o gap (f[U], f[V]) em B. Como Z é um completamento de Dedekind de B, existe um tnico
y € Z tal que y > w para todo w € f[U] e y < w para todo w € f[V]. Deste modo, seja y = g(x)
este y. Para z € A defina g(z) = f(x) e temos nosso isomorfismo de ordem g : W — Z. [ |

Lema 2.1.9. Se W e Z sao dois subconjuntos de R raros, perfeitos e compactos, entdo W e Z sao

ordem-isomorfos.

Demonstra¢do. Sejam w; = inf W, wo = sup W, 21 = inf Z e 290 = sup Z. Como W e Z sdo
compactos, W C [wi,we] e Z C [z1, 2], temos [wy, wo] \W = (w1, w2) \W e [z1, 22]\ Z = (21, 22) \ Z,
ambos subconjuntos abertos. Assim, sejam W e Z colecoes enumerdveis de intervalos abertos dois
a dois disjuntos tais que (JW = [wi,we] \ W e |JZ = [21,22] \ Z. Em cada uma dessas colegoes,
vamos definir uma ordem linear densa e sem extremos, de um modo que, pela proposicao 1.1.6,
seguird que W e Z sdo, com essas ordens, ordem-isomorfos.

Dados os intervalos I, J € W basta definir I < J se, e somente se, todo elemento de I é menor
do que todo elemento de J. Esta ordem é linear e nao tem extremos. Ela é densa pelo seguinte.
Sejam I,J € W e suponha I < J. Queremos encontrar um L € W tal que I < L < J. Sejam
I = (a,b) e J = (c¢,d). Note que b pertence a W, pois, se ndo pertencesse, entao b pertenceria a
algum intervalo Iy de W e terfamos Iy N I # (). Como nenhum ponto de W é isolado, existe um
e € W distinto de b dentro do intervalo (a,d). Note que este e nao pode pertencer a I nem a J, pois
nenhum elemento de I nem de J pertence a W. Considere agora o intervalo (b, e) C (wy,wsz). Como
W é raro, int(W) = ) e, em particular, W ndo contém nenhum intervalo aberto. Assim, existe um
w € (bye) \W = (b,e) \ W (uma vez que W ¢ fechado). Como w € (w1, ws) \ W = [JW, existe um
I € W ao qual w pertence. Pelo fato de os elementos de W serem dois a dois disjuntos, segue que
I, é o intervalo L procurado.

Se A é o conjunto cujos elementos sao o wi, 0 we e todos os extremos dos intervalos que
pertencem a W e B é o conjunto cujos elementos sdo o 21, 0 22 e todos os extremos dos intervalos
que pertencem a Z, o fato de WW e Z serem ordem-isomorfos implica que A e B sdo também ordem-
isomorfos. Por construcdo, W e Z s@o os respectivos completamentos de Dedekind de A e de B.

Portanto, pelo resultado anterior, W e Z sao ordem-isomorfos, como queriamos. |

Finalmente o
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Teorema 2.1.10 (Sierpinski). Qualquer espago métrico enumeravel e sem pontos isolados é home-

omorfo ao Q.

Demonstracao. Seja X esse espago. J4 observamos anteriormente que X é Ty e admite uma base
enumeravel de abertos e fechados. Assim, pelo lema 2.1.5, seja Y o subconjunto de K homeomorfo
ao X. Ja observamos também que seu fecho Y é raro, perfeito e compacto. Dai, pelo lema 2.1.9,
temos Y = K, uma vez que K é também raro, perfeito e compacto (proposicoes 1.3.8, 1.3.7 e
1.3.6 respectivamente). Como Y ¢é também enumeravel, tomando novamente o conjunto N cujos
elementos sao 0 0, 0 1 e todos os extremos dos intervalos removidos na construgao de K, pelo lema
2.1.4, existe um denso D C K\ N tal que Y = D. Além de ser enumeravel e linearmente ordenado,
este D nao tem extremos e é denso com respeito & sua ordem. Assim, pela proposi¢do 1.1.6, por um
lado D e Q sdo ordem-isomorfos. Por outro, conforme ji vimos anteriormente, todo elemento de D
¢ um ponto limite de ambos os lados de D. Pelo lema 2.1.3, segue, entdo, D = Q. Logo X = Q,

como queriamos. [
Deste teorema vem o
Corolario 2.1.11. Q — (top Q)}, qualquer que seja o n natural maior ou igual a 1.

Demonstra¢ao. Paran = 1 had nada a fazer. Vamos mostrar que vale para n = 2. Em seguida vamos
mostrar que apenas o fato de valer para n = 2 vai implicar que vale para qualquer n > 2.

Vale para n = 2: Seja Q = A1 U As uma parti¢ao para Q em dois pedagos. Claramente, qualquer

subconjunto de cada um dos A;’s é um espago métrico (com a métrica induzida de Q) enumeravel.
Entao, pelo teorema anterior, basta ver que algum desses dois pedagos contém um subconjunto sem
pontos isolados. Se todo ponto de Ay é de acumulacao, entdo ha nada a fazer, é o proprio A; que é
homeomorfo ao Q. Suponha, entdo, que exista um ponto p € A; isolado. Assim, existe um aberto
U em Q tal que UNA; = {p}.

Afirmamos que X = U \ {p} ¢ o conjunto procurado. Primeiro veja que X C Ag, pois, se z € X,
entdo x € U e x # p, de modo que = ¢ Ay por hipotese. Como = € A; ou x € Ay, s6 podemos ter,
entdo, x € As. Agora, se houvesse algum x € X isolado em X, entdo existiria um aberto V em Q
tal que VN X = {z}. Como X é aberto em Q (porque ele & um aberto menos um fechado), V' N X
¢ um aberto em Q, donde segue que {z} ¢ um aberto em Q, o que nao é verdade. Logo, Ay contém
uma coépia homeomorfa ao Q, como queriamos.

Se vale para n = 2, entédo vale para qualquer n natural maior ou igual a dois: Vamos mostrar isso

por inducdo em n. Fixe um n > 2 e suponha que valha para todo 2 < m < n. Seja Q =
AjU---UALUA,+1 uma particdo para Q em n+1 pedagos. Isso determina a particio Q = BiUA, 41
em dois pedagos, com By = A U---U A,. Como vale para 2, ou 0 A,y1 ou 0o By contém a copia
desejada. Se for o A,,+1, entdo acabou. Se for o By, seja X essa copia. Ou este X estd inteiramente
contido em A; para algum 1 < i < n e teremos acabado ou néo, isto é existem 2 < m < n pedagos
com os quais ele tem intersecao. Sejam, entao, Ay, ..., A, esses pedacos. Isso determina a particao
X=(XNnA)U---U(XnNA,) em m pedagos para X. Como X é uma copia de Q e supomos o
resultado valido para esse m, algum X N A; contém uma cépia de Q e, em particular, o A; contém

essa copia, como queriamos. |

Note que, no raciocinio do tltimo pardgrafo, ndo foi usada nenhuma propriedade especifica dos

racionais, de modo que ele pode ser generalizado. De forma mais precisa, vale a
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Proposicao 2.1.12. Dados um espaco topolégico X e um natural m > 1, se X — (top X)¥’,
entao
X — (top X)),

para todo n natural nao nulo.

Anteriormente (no corolario 1.1.7) vimos que o conjunto bem ordenado (Q, <) contém uma copia
ordem-isomorfa de cada conjunto linearmente ordenado enumeravel. Em particular, Q contém uma
copia ordem-isomorfa de cada ordinal enumeravel. Nao s6 vale esse resultado como também o

seguinte, cuja solugdo apresentada é devida & Ofelia Alas.
Lema 2.1.13. Q contém uma cépia homeomorfa de qualquer ntimero ordinal enumeravel.

Demonstra¢do. Seja o um ordinal enumeravel. O « pode ter pontos isolados, mas o a X Q nao,
de modo que ele é homeomorfo ao Q pelo teorema 2.1.10 de Sierpinski. Existe uma copia do o em
a X QQ e, portanto, pelo fato de a x Q e Q serem homeomorfos, existe também uma copia de « em

Q, como queriamos. |

Juntando o corolario 2.1.11 e o lema 2.1.13, podemos concluir o seguinte teorema, apresentado
por Weiss (1990b):

Teorema 2.1.14. Sejam « um ordinal enumerdvel e n um natural maior ou igual a 1. Vale a

seguinte relacao da seta

Q — (top a)},t.

Vimos que, ao particionar o conjunto dos ntumeros racionais num ntmero finito de pedagos,
pelo menos um desses pedacos contém um conjunto denso em si mesmo. Com o conjunto dos
nimeros reais podemos concluir o mesmo, mas de maneira mais forte, onde a particdo pode ser
agora enumeravel. Isto é, pelo menos um elemento de uma particao qualquer de R em w pedacos
contém um subconjunto denso em si mesmo. O contrario dessa afirmacao seria dizer que existe um
modo de particionar R em w pedacos tal que nenhum desses pedagos contenha um conjunto denso
em si mesmo (além do conjunto vazio), ou seja, de modo que todos esses pedagos sejam dispersos.
Com o teorema abaixo, cuja ideia da demonstracgao foi tirada de Kuratowski (1966), e o teorema

de Baire, vamos concluir, na demonstracao do teorema 2.1.16, que isso nao é possivel.
Teorema 2.1.15. Os subespacos dispersos de um espago X T3 e denso em si mesmo sao raros.

Demonstracto. Vamos mostrar a contrapositiva. Seja A um subconjunto de X que nao é raro.
Vimos na se¢do 1.2 que isso significa o interior de A ser ndo vazio, de modo que existe um aberto
nao vazio U em X contido em A. Como U é aberto e X é denso em si mesmo, vimos, naquela
mesma sec¢ao (lema 1.2.8), que U é denso em si mesmo. Considerando agora o espago topologico U
denso em si mesmo, note que ANU é denso em U. De fato, seja V um aberto nao vazio de U, que

serd aberto em X pois U é aberto em X. De V C U, temos
VNANU)=ANn(VnNnU)=ANYV,

onde ANV # () uma vez que V é aberto em X e U C A. Portanto AN U, sendo denso num denso
em si mesmo, é denso em si mesmo (lema 1.2.9). Assim, encontramos um subconjunto nao vazio de

A denso em si mesmo, o que mostra que A nao é disperso, como queriamos. |
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O teorema abaixo foi tirado de Weiss (1990b). O argumento apresentado aqui para sua demons-

tragdo pode ser encontrado em Homayouni (1997).

Teorema 2.1.16. Se a é um ordinal enumeravel, entao
R — (top k.

Demonstragcdo. Suponha que exista uma familia {A,, : n € w} de subconjuntos dispersos de R cuja
reunido é R, como R é denso em si mesmo, temos, entdo, R escrito como uma reunido enumeravel

de raros:

R=|JA4, =R=|J4, =0=R\(|J4) =R\ 4,

new new new new

Deste modo obtemos uma familia enumerével de abertos e densos cuja intersecdo é vazia. Por
outro lado, R, por ser um espago métrico completo, é de Baire e, portanto, uma tal familia nao
pode existir, uma vez que a intersecao de qualquer familia enumeravel de abertos e densos deve ser
densa e, em particular, nao vazia.

Fixada, entdo, uma parti¢do enumeravel {A, : n € w} para R, temos um n € w tal que A,
contém um subespago Y denso em si mesmo. Note que este Y é separavel (ele é segundo enumeravel
por exemplo). Seja D um conjunto enumerével e denso em Y. Ja vimos que um conjunto denso num
espaco 11 e denso em si mesmo é denso em si mesmo (lema 1.2.9). Assim D é denso em si mesmo
2 e, portanto, pelo teorema 2.1.10 de Sierpinski, D = Q. Deste modo, pelo lema 2.1.13, D contém

uma codpia de qualquer ordinal enumeravel, donde segue o resultado desejado. |

Note que a interse¢ao de dois subconjuntos abertos e densos de um dado espago ¢é aberta e densa.
Essa observacao e a afirmagao abaixo (tirada de Homayouni (1997)) nos dao uma demonstragao
alternativa, e também mais geral, da relagdo Q — (top Q)3 vista acima.

Afirmacao: Um espaco nao vazio e denso em si mesmo nao pode ser a reunido de dois dispersos.

Solugao. Seja X um espago denso em si mesmo. Se A e B sdo dois subconjuntos dispersos de X,
entdo, conforme visto acima (no teorema 2.1.15), eles também sdo raros, isto ¢, os abertos X \ 4 e
X \ B sio densos em X. Segue que a intersegao (X \ A) N (X \ B) = X \ (AU B) ¢ densa em X.
Em particular o conjunto X \ (AU B) ndo pode ser vazio. Logo AUB # X. Como AC Ae B C B,

segue, entdo, que a reunido A U B esta contida propriamente em X, como queriamos.[]

Apresentaremos o lema abaixo, cuja demonstragdo ¢ atribuido a Friedman (1974). Além do
artigo dele, uma demonstragao também pode ser encontrada em Weiss (1990b). Este lema vai nos
ajudar a concluir que podemos trocar o R por w; na relacio R — (top a)l, obtendo a relagio

w1 — (top @)} (Weiss, 1990b).

Lema 2.1.17. Em qualquer subconjunto estacionirio do w; podemos encontrar uma cépia home-

omorfa de um namero ordinal enumeravel qualquer.

Teorema 2.1.18. Fixado um ordinal enumeravel «, vale

wy — (top a)l.

2Note também que ser T) é uma propriedade hereditdria, ou seja, qualquer subespaco de um dado espaco Ti é
também Tl.
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Demonstracio. Pelo lema 1.1.29, como o préprio wi é um estacionario, ao particioné-lo em w <
cf(wy) pedagos, um desses pedagos serd estacionario. Logo, pelo lema anterior, a copia desejada do

« encontra-se nesse estaciondrio. |

2.2 Um Resultado Folclérico e Alguns de Seus Frutos

Nesta secao vamos ver um resultado considerado parte do folclore dessa teoria, dando énfase
4 sua demonstracao. Nela temos a oportunidade de ver uma aplicacao interessante do lema de
Pressing-Down. Em seguida iremos comentar alguns resultados relacionados com ele, seja porque a
ideia da demonstracao é a mesma, seja porque surgiram de tentativas de generalizacoes.

Alguns destes resultados tratam de particionar os subconjuntos de dois elementos de certos
espacos topolégicos em dois pedacos e encontrar uma cépia homogénea do w + 1. Encontrar uma
copia do ordinal w+1 dentro de um dado espago topoldgico é simplesmente encontrar uma sequéncia
convergente junto com o ponto para o qual ela converge dentro desse espago. De agora em diante,
vamos simplesmente falar sequéncia convergente para nos referir a essa sequéncia com seu ponto de
convergéncia.

Fixado um desses dois pedacos, comecamos a demonstracao considerando os dois casos possiveis.
Ou neste pedaco ja encontramos todos os pares de uma certa sequéncia convergente — caso no qual
nao teremos nada a fazer —. Ou dado qualquer elemento, nao existe uma sequéncia convergindo para
ele tal que todos os pares estejam neste pedaco. Neste tltimo caso o objetivo sera, entdo, encontrar
uma sequéncia convergente tal que todos os pares estejam no outro pedago. Para isso, vamos nos
aproximar o maximo que conseguirmos desse elemento dado sem sair do pedaco fixado. E neste
momento que ird surgir nossa funcao regressiva, funcao esta que nos daré, pelo Lema de Pressing-
Down 1.1.32, um conjunto estacionario. A partir daf o que ira nos permitir concluir a demonstragao

é o lema 2.1.17 (sobre estacionérios do w; conterem co6pias dos ordinais enumeraveis).

Teorema 2.2.1 (Um resultado folclérico).
w1 — (top w+1)3

Demonstragio. Comecamos fixando nossa particio f : [wi]? — 2 dos pares de w; em dois pedacos.
Dado um « € wj, vamos obter uma sequéncia crescente (o, : n € w) de elementos de w; tal que
sup{ay, : n € w} = « e tal que o conjunto {a, : n € w}U{a} é 0-homogéneo. Se encontrarmos essa
sequéncia, entao teremos acabado.

Suponha, entdo, que tal sequéncia nao exista. Assim, dado um ordinal limite o € wq, seja
(o i m < m(a)) (onde m(a) € w) uma sequéncia finita e crescente, com todos elementos menores
do que a e tal que o conjunto {ay, : n < m(a)} U {a} é 0-homogéneo. Suponha também que ela
seja maximal, ou seja, que, se ) < § < a, entdo f({{,a}) =1 ou f({§,an}) = 1 para algum
0 < n < m(a) (figura 2.3). Note que essa sequéncia também pode ser vazia. Ela ser vazia para um
dado ordinal limite « significa que f({a,&}) = 1 V€ € wy (§ # «). Em particular f({o, o }) =1
para todo n € w onde (o, : n € w) é uma sequéncia que converge para «. E, neste caso, temos
nossa sequéncia convergente 1-homogénea. Entao podemos supor que este m(«) de fato existe para
todo a.

Como o fixado (q) € menor do que a por construgao, temos a nossa associagao regressiva
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Q> Qo) definida num estacionério de wy (a saber o estacionédrio {a € wy : @ & ordinal limite}).
Deste modo, pelo lema de Pressing-Down 1.1.32, existem um conjunto estacionario S C w; e um
d € wy tal que ap) =6, Yo € S. Além disso, como cf(wy) = w1, pelo lema 1.1.29 podemos supor
que existe um [ € w tal que m(a) = [, Va € S. Para ver isso basta escrever S como a reuniao

enumeravel S = U{a € wp:m(a) =1}.
lew
Vamos repetir esse processo e associar cada o € S ao ay—1 (caso [ > 1; se [ = 0 o processo ja

tera parado). Pelo mesmo argumento anterior, aplicando o Pressing-Down novamente, encontramos
um subconjunto estacionirio de S tal que todo « desse estaciondrio estd associado a um mesmo
d;—1 € wi. Podemos supor que este estacionario é o préprio S. Prosseguindo assim, podemos supor
que todo elemento a de S estd associado (da maneira como feito no segundo paragrafo) a uma
mesma sequéncia (0, : n < [).

Afirmamos agora que o conjunto S é 1-homogéneo por causa do seguinte. Suponha que existam
elementos a e B em S tais que f[{«a,5}] = 0. Suponha 5 < «. Este § teria, entao, tudo o que
¢ necessario para também fazer parte da sequéncia (o, : n < m(«a)) = (§, : n < ) ja que:
B < a, fl{B,0n}] = 0 para todo n < [ por construcao (pois I = m(5) e 6, = V0 < n < 1) e
fl{B,a}] = 0, além de ser 8 > f; = & = ;. Por outro lado isto contrariaria a maximalidade da
sequéncia (ay, : n < m(a)). Pelo lema 2.1.17, existe em S uma copia homeomorfa do w + 1, como

queriamos.

N : i »- ou « i i >
Qo rr Om(a) 3 @ Qo rr Am(a) 3 @

Figura 2.3: A maior sequéncia 0-homogénea que se ‘aprorima’ de «.

Segundo Weiss (1990b), o teorema abaixo é devido a Erdés e Rado.

Teorema 2.2.2.
R — (top w + 1)

Demonstracdo. Com relagdo a demonstracdo do teorema anterior, para a demonstracao deste te-

2

orema basta fazer apenas algumas adaptacoes. Sejam f : [R]* — 2 uma particdo qualquer e

{Zq : @ € w1} uma enumeracao para um subconjunto de R de cardinalidade w;. Fixado um « € wy,

queremos agora uma sequéncia (a, : n € w) que, além de ser crescente, 0-homogénea e tal que

1
n+1

algum o, teremos a convergéncia da sequéncia (z,, : n € w) para To. Sequéncia convergente essa

a, < a Vn € w, também satisfaca |zq, ., — Ta| < Vn € w. Caso essa sequéncia exista para

0-homogénea. Caso ndo, basta proceder como na demonstragdo do teorema anterior
|

Gerlits e Szentmiklossy (2002) usam a mesma ideia da demonstragao do resultado folclorico
2.2.1 visto acima nas duas demonstracoes que eles ddo para o teorema 2.2.5 abaixo. Este teorema

trata de espacos topoldgicos monotonicamente normais e nao separdveis o esquerda.
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Defini¢ao 2.2.3 (Espaco separado a esquerda). Um espaco topologico X é separado & esquerda
quando ele pode ser bem ordenado de um modo que para todo z € X exista um conjunto U tal que

U contém alguma vizinhanca de z e x = min U.

Definic¢ao 2.2.4 (Espago monotonicamente normal). Um espaco topologico Ty é monotonicamente
normal quando conseguimos associar a cada par (z, W), onde z € X e W é uma vizinhanga de z,
uma vizinhanga W’ de z com a propriedade de que, se © ¢ V e, se y ¢ U, entdo as respectivas

vizinhangas U’ e V' associadas aos pares (z,U) e (y, V) sdo disjuntas.

Teorema 2.2.5. Seja X um espago topoldgico primeiro enumeravel, monotonicamente normal e

nao separado a esquerda. Para r > 2 e n € w. Vale
X — (top w+1);,.

Este teorema surgiu da tentativa de mostrar a reciproca do teorema 1.1 do mesmo artigo, o qual
iremos reproduzir aqui junto com sua demonstracdo (também tirada de Gerlits e Szentmiklossy
(2002)) por ser tratar de um exemplo interessante do modo como podemos usar propriedades to-

polégicas para criar uma fungao com essas propriedades nesse tipo de resultado.

Teorema 2.2.6. Se X é regular e separado a esquerda, entdo existe uma funcdo f : [X]? — 2 tal

que, se a restricio de f a [H]?, para um dado H C X, é constante, entdo H ¢ discreto.

Demonstracao. Por ser separado a esquerda, vamos comecar fixando a boa ordem < e a vizinhanca,
U(z) de z € X tal que min U(z) = x (nesta boa ordem). Por ser regular, podemos supor esse U(x)

fechado. Dai, supondo y > x, basta definir

0sey ¢ Uz),
1sey e U(x).

f{z,y}) = {

Se H & 0-homogéneo, para cada x € H, é o proprio U(x) que atesta que H é discreto. Nenhum
y € H distinto de x pertence a U(z), pois, se y < z, entdo y ¢ U(z) ja que x = min U(z). E, se
y > x, entao f({z,y}) = 0. Portanto, y ¢ U(x) por construgdo. Em particular, nenhum elemento
de H distinto de x pertence a vizinhanca de x contida em U(x).

Se H é 1-homogéneo, fixe um = € H. Se z < x para todo z € H distinto de X, entéo z ¢ U(x)
pois x é o menor elemento de U(z). Caso contrario (usando a boa ordem de <), seja y = min {z €
H : z >z}, o menor elemento de H maior do que o z. Neste caso é a vizinhanca de z contida no
conjunto U(x) \ U(y) a testemunha de H ser discreto: se z é um elemento de H NU(x) distinto de
x, entdo z > x. Assim, pela minimalidade de y, temos z > y. Se z = y, entao z € U(y). Se z > v,
também ocorre z € U(y) (pois f({y, z}) = 1 por hipotese). Logo, de qualquer modo, ndo existe um
elemento de H distinto de x na vizinhan¢a de z contida em U(x) \ U(y) (ou em U(x) caso todo

elemento de H seja menor ou igual a z), como queriamos. |

Segundo Weiss (1990b), é atribuida a Laver a pergunta de que se o teorema 2.2.1 podia ser
generalizado para

w — (top a)3 Va < wi.

E Weiss (1990b) também coloca a seguinte: vale

R — (top a)3 Va < w?
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No mesmo artigo no qual Weiss coloca essas perguntas, ele ja mostra algumas evidéncias de que
as respostas para ambas sejam positivas. De fato sdo, conforme Schipperus (2012) mostrou com as

seguintes relacoes da seta, usando submodelos elementares:

wy — (top a + 1)? e R — (top a + 1)? Va <wp, Vkew.



Capitulo 3

Ordinais Enumeraveis

Motivados pelas relagdes Q — (top a)L, R — (top )} e wy — (top a)l, vistas no capitulo
anterior, podemos nos fazer agora a seguinte pergunta, o que um espaco precisa satisfazer para conter
uma copia de um ordinal enumeravel? E nesta linha que os principais resultados deste capitulo —
a saber, o teorema 3.3.1, o teorema 3.3.2 e o seu coroldrio e o terema 3.4.2 — vao, todos tirados de
Weiss e Komjath (1987). Em todos eles, vamos supor o espaco X regular.

Para o teorema 3.3.1 vamos fazer um breve estudo sobre os niveis de Cantor-Bendizson (para
espagos quaisquer, e nao apenas para espacos regulares) e sobre os nimeros ordinais, principalmente

0s ordinais indecomponiveis.

3.1 Ordinais indecomponiveis

Com excecao do teorema abaixo que pode ser encontrado em Kunen (1980), na pagina 43, todos

os demais resultados desta secdo podem ser encontrados em Hrbacek e Jech (1999).
Teorema 3.1.1. Dado um ordinal a, os seguintes itens sdo equivalentes

1. E+n<a, VN <a

2. Eta=0, V<

3. Se X C a, entao ot(X) = a ou ot(a\ X) = o

4. a = w?, para algum ordinal B.

Como curiosidade, note que o item 3. acima implica a relagio de partigio o — ()} para tipos

de ordens.

Definicao 3.1.2. Chamamos de ordinal indecomponivel a um ntimero ordinal que satisfaz qualquer

um dos itens (e portanto todos) do teorema acima.

O lema abaixo nos da algumas propriedades basicas da soma de numeros ordinais. Os dois

primeiros itens nos dizem que a soma & esquerda define uma funcdo estritamente crescente.
Lema 3.1.3. Sejam a1, ag, B e v ordinais quaisquer. Valem:

1. a1 < a9 se, e somente se, B+ a1 < B+ ao;

39
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2. B+ a1 = [+ ag se, e somente se, a1 = aa;

3. a associatividade para a soma: (o + ) +v=a+ (8 + 7).
Lema 3.1.4. Se o < 3, entdo existe um tinico ordinal ¢ tal que o + & = 3, a saber £ = ot(83 \ ).
Lema 3.1.5. Se a > 1 e 3 < 7, entdo o < 7.

Com esses tdltimos resultados, dados um ordinal indecomponivel @ e um 8 < «, podemos
concluir que a funcdo ¢ que associa cada £ € o a0 f+¢ é um isomorfismo de ordem. O fato de « ser
indecomponivel implica que ¥ estd bem definida. O item 1. do lema 3.1.3 implica que ¥ é injetiva
e que preserva a ordem e o lema 3.1.4 implica que ¥ é sobrejetiva. Portanto, podemos enunciar o

seguinte

Lema 3.1.6. Dados um ordinal indecomponivel o e um § < «, a funcao que associa cada £ € «
ao B + £ é um homeomorfismo. Em particular, segmentos finais de um ordinal indecomponivel «,

nao apenas tém tipo de ordem «, como também sdo homeomorfos ao a.

Uma outra observagdo a respeito dos ordinais indecomponiveis € que eles podem ser escritos como
uma soma infinita de ordinais indecomponiveis. Essa soma entendida de acordo com a defini¢ao

abaixo:

Defini¢ao 3.1.7 (Soma infinita de ordinais). Dada uma sequéncia (a,, : m € w) de ordinais,

definimos sua soma como
n
a= g am, = sup { E Qm i N € wh.
m=0

No caso em que a cofinalidade do expoente 8 do ordinal & = w” é no méaximo enumeravel, por
exemplo, podemos fazer o seguinte. Se f ¢ um ordinal limite, seja (5, : n € w) uma sequéncia
estritamente crescente e cofinal em . Por um lado, sabemos que w® é o supremo da sequéncia cujos
termos sdo w’, WP ... WP .. .. Por outro lado, para cada n € w, temos wfr = Yoo W, pois
who = Z?:o whi e whnt = Whn 4 WPt (j4 que WP < W) e o resultado segue por inducdo. Se
(€ um sucessor v + 1, entdo w® = w? - w é o supremo do conjunto cujos elementos sao da forma
w? - m, para n € w. Assim, de qualquer modo, existe uma sequéncia (a,, : m € w) de ordinais
indecomponiveis tais que a = Y a;,, onde > a,, é o supremo do conjunto cujos elementos sdo as
somas parciais ag, a9 + a1,...,00 + 4+ ap,.... Com essas consideragdes, podemos enunciar o

seguinte

Lema 3.1.8. Seja o = w” um ordinal indecomponivel. Entao

QZE Qm,

Sse B=0+1e amy = w’ se § & um ordinal limite de cofinalidade enumeravel e

onde oy, = w

(Bm : m € w) é uma sequéncia crescente e cofinal em .
Os seguintes resultados também serao uteis.

Lema 3.1.9. Para nameros ordinais o e 3, onde a é qualquer e § > w vale: (o + 1) + (8 +
1) = (¢ + B) + 1 e, de modo geral, se ag,...,a,, sdo numeros ordinais, onde «, > w, entdo
(w+1)+- -+ (an+1)=(a+ +a,) + 1.
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Demonstra¢ao. Note que, se 8 > w, entao 1 + 8 = 8 (por indugao transfinita em  por exemplo).
Assim, primeiro pela defini¢ao de soma (em particular de um ordinal com um sucessor), em segundo
pela propriedade associativa da soma vista no lema 3.1.3 e, em terceiro, usando que 1+ 8 = 3,

obtemos:
(a+1D)+B+1D)=(a+D)+8)+1=(a+1+8)+1=(a+8)+1,

como queriamos nessa primeira parte.

Para a segunda parte, por inducao em n, temos

(o +1)+-+ (1 +)+(an+1) = (w+1)+[(c1+1)+ -+ (a1 +1)+ (@ +1)]
= (ap+1)+[(a1+ -+ apn)+ 1],

pois a,, 2 w. Usando sucessivamente o item 1 do lema 3.1.3, note que, se oy, 2> w, entdo ag +--- +

an 2 w também. Portanto, pelo paragrafo anterior, podemos concluir o resultado desejado:

(ap+ 1)+ (1 + - 4an)+1] = [ag+ (a1 + - +ay)]+1

A demonstracao do teorema abaixo pode ser encontrada em Hrbacek e Jech (1999).

Teorema 3.1.10 (A forma normal de Cantor). Todo niimero ordinal o ndo nulo pode ser escrito
unicamente na forma
a=w k4 WPk,

onde B1 > --- > (8, sao numeros ordinais e k1, ..., k, sdo nimeros naturais nao nulos.

3.2 Os niveis de Cantor-Bendixson

Lembrando que, para um espaco topologico X, X(® indica a a-ésima derivativa de Cantor-

Bendixson de X, temos a seguinte

Defini¢ao 3.2.1 (O nivel de Cantor-Bendixson). Dado um niamero ordinal £, definimos o £-ésimo

nivel de Cantor-Bendixson de X, denotado por I¢(X), pela igualdade
I(X) = X @\ x €+,
ou seja, como o conjunto dos pontos isolados de X ©).

Proposigao 3.2.2. Para um espaco topolégico X qualquer temos

X=Xu (] LX),
{<a

qualquer que seja o ordinal a ndo nulo.
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Demonstracdo. Vamos provar isso por inducao em «. Para a = 1 temos

XU JL(X)=X"Ul(X)=X"U(X\X) =X.
{<a

Suponha agora que valha para «, isto é, que

(x)  X=XUl]ILX).
{<a

Queremos mostrar que vale para o + 1. Como ji mostramos, a igualdade vale para 1 e para um

espaco qualquer, de modo que
x @ — x(@ Io(X@)) = x @ty 1y(x (@),
onde Ip(X (@) = X(@\ X+ — T (X). Assim, fazendo as devidas substituicdes em (), obtemos:

X = X@u LX)
:(ﬂmiﬂﬂ%wUQ@)
= MWWU@MDUJXM)
ZéWMNWJMUGZMD

E<a

= Xy | LX)
E<a+1

como queriamos.
Suponha agora que a seja um ordinal limite e que valha X = X U U£<5 I¢(X) para todo
B < «. Note que, para cada 8 < «, os conjuntos X ¥ e I:(X) sao disjuntos. Assim, desta
e<p 1€

iltima igualdade, obtemos

X=X\ | Le(x) = () X\ Le(X),
£<p £<B

para todo 8 < a. Substituindo na definicdo de X (@), temos

X = ) xP = ) )X\ LX) = ) X\ LX) = X\ | LX),

B<a B<aé<p E<a (<a
donde vem a desejada igualdade X = X(®) U U§<a I¢(X), o que conclui a demonstragao. |

Lembrando que, para um espaco X, ht(X) = min{a : X(® = X(@+D} ¢ 4 altura de Cantor-

Bendixson de X, temos o

Corolério 3.2.3. Se X ¢ disperso e a = ht(X), entdao X = [Je,, Le(X).
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Corolario 3.2.4. Fixado um ordinal «, se 8 < «, entédo

XP=x@y | Lx).
B<E<a

Demonstracdo. Pela proposicao anterior, temos

X=X@u| LX) e X=XOu|] LX)
<o §<B

donde vem
X=X\ |JLX) ¢ XP=x\[]LX).
{<a £<p

Portanto:

XONX@ = (x\ [ L)\ (X \ [ Ze(X)-

£<pB (<a
Agora € uma simples verificacao de que o lado direito desta tltima igualdade € igual & (Jgc e Le(X).
Logo
xB) = x(@ U I:(X),
psé<a
como queriamos. |

Proposicao 3.2.5. Dado um espaco X, se € I,(X) e U é uma vizinhanca de x, entdo UNI¢(z) #
(), para todo £ < a.

Demonstra¢do. Vamos fazer essa demonstracao por indugao em «. Se x pertence ao primeiro nivel
de X, entao, por defini¢ao, x ¢ ponto isolado de X’. Portanto x admite uma vizinhanca V tal que
V' N X" = {z}. Dada uma vizinhanca qualquer U de z, temos também (U NV)N X" = {x} pois
re(UNV)NX' e UNV)NX' CcVNX'" Como z pertence a X' e U NV é uma vizinhanca de
z,em (UNV)N X existe um elemento y distinto de z. Este y ndo pode pertencer a X' uma vez
que (UNV)NX" ={x} ey #x. Logo, como X = X' U Iy(X) (reunido esta disjunta), y € Io(X) e
UnlIyX) #0.

Se a ¢ um sucessor B + 1, entdo In(X) = Ig,1(X) = XB)\ XD = 1(XP)). Portanto,
se 2 € Io(X) entdo x € I;(XP). Assim, pelo paragrafo anterior, existe um y € U N Io(X#)) =
UNnlIg(X). Agora U é a vizinhan¢a de um y que pertence ao -ésimo nivel de X. Portanto, pela
hipotese de inducao, U N I¢(X) # 0 para todo £ < 8. Como U N Ig(X) # 0 (por causa do y), segue
UNIg(X)#0paratodo { < f+1=a.

Suponha agora que « seja um ordinal limite. Por hipotese, existe uma vizinhanca V de z tal
que VN X = {z}. Pelo corolario anterior, dado um £ < «, temos X&) = x(®) (Uecnea In(X)).

Deste modo, dada uma vizinhanca U qualquer de x, se W = U NV, entao:

WnXO=wnxuwn | LX) ={zu( |J WnLX).
E<n<a E<n<a

Como z € XE&*Y ¢ W ¢ uma vizinhanca de z, existe um y € W N X© distinto de z. Portanto
Yy € U£<n<aW N I,(X), ou seja, y € W N I,,(X) para algum 7 tal que & < 1 < «. Concluimos

entdo, com essas contas, que, dada a vizinhanca U de x, para todo £ < o existeum n, £ << ae



44 ORDINAIS ENUMERAVEIS 3.2

um y € I,,(X) que também admite o mesmo U como vizinhanga. Assim, pela hipotese de inducao,
UNIe(X) #0, como querfamos. [ ]

Corolario 3.2.6. Se X é primeiro enumeravel e z € I;(X), entdo existe uma sequéncia de elementos

em Iy(X) que converge para x.

Demonstragao. Seja {V,, : n € w} uma base enumeravel em X para z. Dessa base podemos obter

uma nova base {U,, : n € w} tal que U, C U, se m > n, definindo U,, =) Vin para todo n € w.

m<n
Conforme vimos na proposigao anterior, para cada n € w, existe um z,, € U, N Iy(X), o que nos da

a sequéncia (x, : n € w) procurada. [ ]

Corolario 3.2.7. Seja X um espago primeiro enumerével. Se x € I,(X), onde a é um ordinal limite
de cofinalidade enumeravel e (o, : n € w) é uma sequéncia crescente de ordinais que converge para
a, entdo existe uma sequéncia (x, : n € w) que converge para x e tal que, para cada n € w,
Ty € Iy, (X).

Demonstragao. Fixada a base enumeravel {U, : n € w} em z tal que U, C U, se m > n, pela

proposic¢ao anterior, para cada n € w, basta tomar z, € U, N I, (X). [ |

J& vimos anteriormente que, se A% denota o conjunto dos pontos de acumulacio de A, entdo

Uses A2 C (Useg 4s)?. Além disso, também vale a seguinte

Proposicao 3.2.8. Para um ordinal a qualquer temos

A c (| A)@.

seS sES

Demonstra¢io. Vamos fazer essa demonstracio por inducio em . Note que A’ = AN A% por

U 4= Jsn4d).

seS sES

defini¢cao. Assim temos

Se z € A; N A para algum s, entdo @ € (Jyeq As € 2 € Uyeg A% C (U,eg As)?. Portanto
ze (|JA)n(JAa)? = (A
s€S s€S s€S
De modo analogo demonstramos o caso sucessor. Se o é um ordinal limite, entdo, por defini¢do

U= N4

seS se€SE<a

Se
U A ¢ (U A)®

seS ses

NUA9 € Y499 = 49

E<aseS {<a seS ses

para todo £ < «, entao
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Agora o resultado segue de

4= N9 e Yo

seS seSé<a E<a seS
|

O teorema abaixo é devido a Sierpinski e Mazurkiewicz. Sua demonstracao pode ser encontrada,

por exemplo, em Hilton (2016). Tal teorema nos permitira concluir a demonstracao do teorema 3.3.1.

Teorema 3.2.9 (Mazurkiewicz & Sierpinski). Se Y & um espaco enumeravel, compacto e Hausdorff,
entdo sua altura é um ordinal sucessor e sua 3-ésima derivativa Y (%) ¢ um conjunto finito. Sejam

ht(Y) =3+ 1 e |Y®)| = m. Para este ordinal 3 e este namero natural m temos Y = w” - m + 1.

3.3 Respostas positivas

Feitas as consideracoes das duas secOes anteriores, vamos para o primeiro teorema principal deste
capitulo. A demonstracao que iremos apresentar aqui é essencialmente a mesma demonstragao para

o caso em que x(z,X) < b Vo € X, encontrada em Weiss e Komjath (1987).
Teorema 3.3.1. Se X é primeiro enumeravel e X — (top w+1)}, entdo X — (top o)} Va < wy.

Demonstragio. Fixada uma partigao {X,, : n € w} de X, queremos encontrar um n € w tal que
X, contenha uma cépia de um dado ordinal enumeréavel «. Este n vai ser o mesmo n para o qual
vale um dos dois casos seguintes:

(1) a altura de Cantor-Bendixson ht(X,) de X,, é ndo enumeravel, ou

(ii) X,, contém um conjunto Y denso em si mesmo.

Um desses casos acontece porque se existisse uma particio {X, : n € w} (embora fixada a
particao no inicio dessa demonstragao, vamos usar as mesmas letras por abuso de notacao) para a
qual nao valesse nenhum dos casos (i) ou (ii) qualquer que fosse o n € w, X,, seria um conjunto
disperso cuja altura ht(X,,) = «, seria um ordinal no méximo enumerével, para cada n € w, de modo
que Xy, = Ugey, Le(Xy) seria uma reunido de uma familia no maximo enumerével de conjuntos
dois a dois distintos. A partir dai obterfamos uma nova particao X = U, ¢, U¢<q, Le(Xn) para X e
ela seria tal que nenhum dos conjuntos da forma I¢(X,,) conteria uma sequéncia convergente (com
seu ponto de convergéncia), uma vez que, por defini¢do, todo ponto de I¢(X,,) é isolado em Xy(f) e
I (X,) C X Isto é, terfamos X /— (top w + 1)L.

Fixemos, entdo, o n tal que vale um dos dois casos (i) ou (ii). A demonstragao sera feita por
indugao em « do seguinte modo. No caso (i) vamos mostrar que, se x estd no a-ésimo nivel de X,,,
entdo existe um H, contido nos a’s primeiros niveis de X,,, tal que H 2 a e HU {z} 2 a+ 1. No
caso (ii), se z € Y, entdo existe H C Y tal que H 2 a e HU {x} = o + 1. Esses dois casos serao
feitos de uma vez s6.

Basta mostrar o resultado desejado para ordinais indecomponiveis devido ao seguinte raciocinio.
Pela Forma Normal de Cantor, vamos escrever o = oy, +- - -+ para um certo k € w, onde oy, é um
ordinal indecomponivel para cada m € k+1e ai > --- > ag. Note que, fazendo Ay = [0, + 1] e
Ap—j =log+- - Fap_j—1), (ag+1)+-- -+ (ag—j+1)[ paracada j € {1,...,k}, temos: Ay, = ap+1,
Unmers1 Am = (g +1) + -+ (ap + 1) = a+ 1 (pelo lema 3.1.9), além de cada A, ser aberto
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em « + 1 e a familia dos A,,’s serem de conjuntos dois a dois disjuntos. Portanto a4+ 1 é a soma
topologica dos A,,’s, cada um homeomorfo ao a,, + 1. Supondo, entdo, o resultado valido para os
indecomponiveis e k > 0, podemos fazer o seguinte. Fixemos k + 1 pontos distintos xg,...,Tr e
(para cada m € k + 1) os conjuntos Y,, contidos em X,, homeomorfos ao a,, e tais que a reunido
de cada um deles com o {z,,} é uma copia do a,, + 1. Usando o fato de X ser Hausdorff, podemos
encontrar vizinhangas U, para cada z,, tal que os conjuntos U, ..., Uy sdo dois a dois disjuntos.
A intersecao Uy, N (Y, U{zp}) é aberta em Y, U {x,,} e, portanto, contém uma cépia do oy, + 1
(pois segmentos finais de ordinais indecomponiveis sao homeomorfos a esse ordinal indecomponivel,
conforme vimos anteriormente). Seja S, essa copia. Entao S = UmekJrl Sm € a copia desejada do
a+ 1, pois cada Sy, é aberto em S e a familia dos 5,’s é de conjuntos dois a dois disjuntos de um
modo que S =P, cp11 Sm = Deppr Am = a+ 1.

Para concluir, s6 falta entao mostrar que o resultado é valido para ordinais indecomponiveis.
Suponha, entdo, que a seja o ordinal indecomponivel @ = w?. Ja vimos como escrevé-lo como
uma soma infinita &« = >, onde cada a,, ¢ um ordinal indecomponivel. Fixado o x no lugar
apropriado (no a-ésimo nivel no caso (i) e em Y no caso (ii)), pelos corolarios acima, podemos obter
uma sequéncia (z,, : m € w) que converge para x tal que, para cada m € w, existe um conjunto
{sm(n) : n € am} contido em X,, homeomorfo ao «, e cuja reunido com o {z,,} é homeomorfo ao

am + 1. Para cada m € w o que vamos fazer é obter um -, < a,, tal que

H = U {sm(m) : vm <n < am}U{zn}U{z}

mew

é uma copia do a + 1. Para isso, para uma dada vizinhanca U de z, basta encontrar o ~,, de um

modo que tenhamos
U {Sm(n) PYm <1 < am} U {xm} U {IL'} cU

m>k
para algum k € w. Desse modo, H serd um conjunto enumeravel, compacto e Hausdorff e poderemos
concluir nossa demonstragao pelo teorema de Mazurkiewicz e Sierpinski.
Seja {Ue¢ : £ < w} uma base local enumeravel para X em z. Fixado o Ug (para § < w), existe my
tal que x,, € U para todo m > mg. Fixada também uma sequéncia (n; : j € w) cofinal e crescente

em oy, existe j € w tal que sp,(n) € Ug para todo 1 > n;. Assim definimos

fe(m) =min{j e w: {sm(n) :n; <n < am} C Ug}

e fy(m) = 0 para o namero finito de m’s tal que a igualdade acima nao faz sentido. A familia { f¢ :
¢ < w} C w” assim construida é enumeravel. Portanto, lembrando que b > w, existe uma f € w* tal
que, para cada & existe um l¢ € w tal que f(I) > fe(l) para todo [ > l¢. Assim, se m > max{mg,l¢},
entao xp, € Ug e f(m) > fe(m), donde vem nyimy > Nf(m) € {sm(n) * Npem)y <1 < am} C Uy
Portanto basta definir 7,;, = 7¢(;,) € teremos a nossa propriedade desejada (para k = max{m., [,}).

Conforme ja observamos anteriormente, este H é enumeravel, compacto e Hausdorff. Assim, pelo
teorema de Mazurkiewicz e Sierpinski, basta ver que x é o tinico elemento do conjunto H(?) (lembre
que o = w?). Para cada m € w, seja H,, = {sm(n) : n € am \ym}U{xm}. Se 5 & um sucessor d +1,
entdo, por construcdo, H,, = o’ + 1 para todo m € w. Deste modo, temos HQ) = {zp,}. Assim,
pela proposicao 3.2.8, segue x,, € H® para todo m € w, donde vem z € H®) uma vez que 08 s

convergem para x. Se a ¢ um ordinal limite, para cada m seja ay,, = w”™, onde cada a,, ¢ uma
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parcela da soma infinita na qual o « foi escrito e 3, é a sequéncia crescente que converge para 3 (de
acordo com o lema 3.1.8). Queremos ver que = € H® para todo £ < 3. Pela convergéncia, existe mg
tal que B, > & para todo m > myg. Temos, entao, x,, € Hg’") - Hff) para todo m > myg. Portanto,
novamente pela proposicao 3.2.8 e pela convergéncia, agora da subsequéncia (x,, : m > my), segue
z € H® como queriamos. Além disso = é o tnico elemento de H®) | pois, se y € H é um elemento

distinto de x, entdo y ¢ H. |
Em Weiss e Komjath (1987) podemos encontrar um teorema mais forte do que o teorema acima:

Teorema 3.3.2. Se x(z,X)<bVz € X e X — (top w+ 1)}, entdio X — (top a), Va < wy.
E, desse teorema, como MA,,, implica w; < b (proposigao 1.1.45), segue o

Corolario 3.3.3. Assuma MA,,. Se x(X) = w; e X — (top w + 1)}, entdo X — (top a)},
Va < wq.

3.4 Uma resposta negativa

Trocando-se 0 MA,, pelo principio <, o teorema seguinte vai nos dar a negacao do corolério
anterior. Nele vamos construir um espago topoldgico regular X de cardter w; tal que X — (top w+
1)L, mas que X /= (top o)}, para algum o < w;. Este a serd o w? + 1. Note que uma primeira
condicdo para isso ocorrer ¢ X ser ndo enumeravel, pois, se |X| = w, entdo {{z} : z € X} ¢ uma
particao enumeravel para X tal que nenhum de seus elementos contém uma cépia do ordinal w + 1.
O que faremos, entao, é construir uma topologia conveniente no conjunto wj. O principio diamante
serd, usado nessa construcdo e sua importincia aparecerd principalmente na hora de se mostrar
a relacio X — (top w + 1)}. Tsto &, que fixada uma funcio de wy em w, exista uma sequéncia
convergente (lembrando que, com isso, nos referimos a sequéncia junto com o ponto para a qual ela
converge) na qual ela seja constante. Assim sendo, o que sera mais util serd uma forma equivalente
ao <», conforme podemos encontrar, por exemplo, em Devlin (1979). Esta forma equivalente diz o

seguinte:

Teorema 3.4.1. Vale o principio diamante se, e somente se, existe uma sequéncia (fy : @ € wq)
de fungoes f, : @ — « (para cada o € wj) tal que, dada uma funcdo f : w; — wi, 0 conjunto

{a €w; : fla = fa} € estacionario.

Vamos chamar essa sequéncia de {-sequéncia.

Em particular, o que teremos serd uma funcao f : w; — w. Essa funcao também é uma funcao de
w1 em wq. Dado um club C' C wy, existe um « € C' tal que fo = f|o- Como fla] C w, segue fola] C w
também. Nesse sentido vamos poder supor que as fungoes f, : @ — « da nossa {-sequéncia sao

funcoes de o em w.

Teorema 3.4.2. Assuma ). Existe um espaco X de carater w; tal que X — (top w + 1)}, mas

que X /£ (top w? + 1)L. De modo mais forte, nenhum subespaco de X é homeomorfo ao w? + 1.

Demonstra¢ao. Construgao. Fixemos a <{-sequéncia (f, : a € wy) conforme mencionado acima.
Vamos construir nossa topologia 7 em w; construindo por recursdo, para cada a € wy, uma topologia

To SObre a que seja: zero-dimensional (e, portanto, regular), mais fina que a topologia da ordem de
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a e tal que, para cada 3 < o, 73 = T NP(). A 7 serd construida de um modo a preservar algumas
propriedades topolégicas do wy com sua topologia da ordem. Nela, por exemplo, ordinais sucessores
vao continuar sendo pontos isolados e certas sequéncias que convergiam para um certo ordinal limite
vao continuar convergindo para este ordinal. Sdo essas sequéncias que vao nos permitir mostrar a
relacdo positiva.

Para ordinais sucessores de sucessores, isto é, ordinais da forma a + 2, vamos definir 7,42 como
a topologia gerada por 7,41 e por {a + 1}. Se a é€ um ordinal limite, vamos definir 7, como a
topologia gerada pelo conjunto U 73.

B<a
Para ordinais da forma « + 1, onde o é um ordinal limite vamos fazer o seguinte. Vamos obter

uma sequéncia (t; : k € w) de tipo de ordem w convergindo para o com a seguinte propriedade: se
f2[{i}] é ndo limitado em « para i € w, entdo f,(tx) = i para infinitos k € w (mais abaixo vamos
ver um modo de obter uma sequéncia com essas propriedades). Para cada k € w seja (a(k,j) : j € w)
uma sequéncia crescente de ordinais sucessores cofinal em ¢y caso ti seja limite e a(k, j) = t; para

todo j € w caso ti seja sucessor. Para cada n € w e cada g : w \ n — w vamos definir

U(n,g) ={a}U{n:ak,gk)) <n<tpek=n}={a}U | J{n:alk g(k) <n <t}

k>n

Dai definimos a topologia 7,41 como sendo gerada pela colecao
Ta U{U(n,g) :n<weg:w\n—w}.

Note que tx € U(n,g) Yk > n, de modo que a sequéncia (tx : k € w) continua convergindo para a na
topologia 7,41, uma vez que os abertos basicos que contém o « sao da forma U(n,g). E acabamos

essa, construcao definindo o espago X como o wy com a topologia 7 gerada pela cole¢ao U Ta-

a<wi
Antes de continuar verificando que o espago X = (w1, 7) tem todas as propriedades desejadas,

vamos justificar as “pontas soltas” dessa construcao.

1. Um modo de obter a sequéncia (t : k € w). Seja {i; : | € w} uma enumeragio para os i € w

tais que f;'[{i}] é ndo limitado em «. Considere essa enumeragdo com repeti¢cdes quando
necessario (por exemplo quando o nimero de i’s com essa propriedade for finito). Sejam
i} = {s% : n € w} VI € w (esses conjuntos sdo enumerdveis porque o dominio de f, é
um conjunto enumeravel), de um modo que f,(s%) = i; para todo [ € w e para todo n € w.
Para cada [ € w o que devemos fazer, entdo, é escolher infinitos elementos da forma s% para

comporem a sequéncia desejada.

380 sio 330 O que podemos fazer, por exemplo, é, na tabela ao lado, to-
561 Sill s’; . mar o ty da primeira linha, os t1 e ty das primeira e segunda

linhas respectivamente, o t3, o t4 € o t5 das primeira, segunda
sél Szf sél e terceira linhas respectivamente e assim por diante.
Assim, facamos:

to =min{s® : n € w}, t; = min{s? : s > ty, n € W}, to = min{s? : s > t;, n € w},
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t3 = min{s? : 5% > ty, n € w}, t4 = min{s’ : 571 > t3, n € W}, t5 = min{s2 : 52 > ty, n € w}.

De um modo geral, dado um £ natural maior do que 1, seja [ a diferenca de k com o maior

nimero natural da forma m(m + 1)/2 menor ou igual a k e defina
ty = min{s’ : s > t;_1 en € w}.

Isso sempre é possivel de se fazer uma vez que os conjuntos {s!! : n € w} sdo todos ndo

limitados. A sequéncia (t; : k € w) possui todas as propriedades desejadas.

. As topologias construidas de fato sao topologias. Além da indugao, vamos ter em mente tam-

bém a proposicao 1.2.3 que nos dizia o seguinte:

Uma colegao B de subconjuntos de um dado conjunto A com as propriedades | J B =
Ae, se x € U NU, para dados Uy, Us € B, entdo existe Us € B tal que x € Uz C
Uy N Us gera uma topologia sobre A. A saber a topologia cujos abertos sao os
elementos da forma | J B’ para B’ C B.

(a) Caso B = 7441 U{{a+1}} (sobre a + 2). Temos

UB=Jmnu{e+1}=(@+1)U{a+1}=a+2.

Dados Uy,Us € B, se Uy, Us € 1441, entdo Uy NUs € 7441. Se um dos Uy ou Us for o
{a+1}, entao Uy NUz ={a+ 1} € Bou Uy NUz = 0.
(b) Caso B =z, 7p (sobre a, com « limite). Temos

Us=UUm=UUn=Us=a

B<a B<a B<a

Se Uy,Usy € U/3<a 73, entao existem 3,y < « tais que Uy € 73 e Uz € 7,,. Sem perda de
generalidade, podemos supor por exemplo 8 < 7. Assim pela hipotese de indugao, temos

T8 = 7y N'P(B). Disso obtemos que ambos Uy, U sao elementos de 7. Logo U1 NU; € B.

(c) Caso B=71,U{U(n,9):n<weg:w\n— w} (sobre a+ 1, com « limite). Que a reu-

nido dessa colegao é igual ao a+ 1 também é imediato, pois |J7, = a e a € U(n, g) para
todon €wetodag:w\n—w.

Fixemos agora os elementos U; e Uy de B e um x € U NUs (supondo essa interse¢ido ndo
vazia). Se ambos pertencem a 7, entdo o Us tal que z € Us C Uy NU; pode ser o proprio
Ui NU;y. Se Uy € 74 € se Uy = U(n, g) para algum n € w e alguma funcdo g : w\n — w,
entao existe um k € w tal que a(k,g(k)) < z < ti (se Uy € 7,, entdao x # «). Lembre
que todos os a(k,j) sdo ordinais sucessores e, portanto, x pertence ao intervalo aberto
I =a(k,g(k)),tr +1). Por outro lado temos também I € 7,, pois t; < « e a topologia
de 7, é mais fina do que a topologia da ordem de «. Para concluir este caso basta tomar
Us = Uy N I. Por fim, suponha Uy = U(n,g) e Uy = U(m, h) para certos m,n € w e
certas fungoes g : w\n - we h:w\m — w. Se r # a, entao existem naturais k e [ tais
quez € I =[a(k,g(k)),tx+1)ex e J=1Ja(l,g(l),t;+1) e podemos fazer algo parecido

ao caso anterior, tomando Us = I NJ € 7,. Se x = «, entado, sem perda de generalidade,
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suponha m < n e defina f(y) = max{g(y), h(y)} para todo y natural maior ou igual a n
e teremos x € U(n, f) C U(n,g) NU(m,h), onde U(n, f) € B, como queriamos.

(d) Caso B=J

a<w, Ta (sobre wi). Aqui o raciocinio ¢ exatamente o mesmo do caso (b).

3. Dessa construcao é imediato que, se 8 < a < wi, entao

T8 = Ta ﬂp(ﬁ)

4. Cada 7, é mais fina do que a topologia da ordem de «. Pois:

e para um « qualquer temos

(Bya+1) = (B,a] € Tag1 = (B,0] = (B,a + 1) € Taqa,

(Boa+1] = (B,a+1) U{a +1} € Tarz, uma vez que (8,0, {a + 1} € 7ass;

e para « limite,

(B,7) € 7¢ para algum & < a se v < «, o que implica (3,7) € 7o € (8,7) € Tat1,

(B,a) = U (B, ), onde (B, an) € Tat1 se (o, 1 n € w) é cofinal em «a.

necw
No caso do (8, a] (para f < «), fixe um k € w tal que 5 < t, e defina uma g : w\ k = w
tal que a(k, g(k)) > B (por exemplo g(k) = min{j € w : a(k,j) > B}, o que faz sentido

uma vez que os a(k, j) sdo cofinais em t;). Deste modo, temos:

(B,0] = (B,0) WU (K, 9),

onde (5, ) € Ta+1 (conforme ja vimos) e U(k, g) € Ta+1 por defini¢ao. Como ja demons-

tramos que 7441 € uma topologia, segue (8, a] € To41.

5. Cada 7, é T1. Isso é imediato do fato de 7, ser mais fina do que a topologia da ordem de a.
Se x € a, entdo o\ {z} é aberto na topologia da ordem de a, de modo que a\ {z} € 7,. Logo

{z} é fechado em 7,.

6. Cada 7, é zero-dimensional. Construimos cada base de abertos e fechados B¢ para o espaco

(&, 7¢) por indugdo:
Bat2 = Bay1 U{{a+1}}

e, se a € limite,

Bo= | Bs

[B<a

Boy1 =BoU{U(n,g):ncweg:w\n—w}

(note que o complementar de cada U(n, g) em a + 1 é uma reunido de intervalos abertos em

a+ 1 e, portanto, cada U(n,g) é fechado em o + 1).
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Assim, além de ser 71, a reuniao (J{B, : @ € w1} é uma base de abertos e fechados para para
o espaco X. Portanto ele é zero-dimensional e, em particular, é regular como queriamos. Abaixo

vamos mostrar as outras propriedades desejadas de X.

7. O carater de X é wj. Se x é um ponto de wq, entdo x € « para algum a € w;. Podemos extrair

uma base local em z da base B, do espaco (a,7,). Que o carater de X é menor do que wy
agora segue de |B,| < |P(a)| = wi. Isto vale pois B, C 7o C P(a) e |P(a)| = 2 = wy, uma
vez que « é enumeravel e o principio diamante implica CH, conforme vimos anteriormente.

Por outro lado, se X fosse primeiro enumeravel, pelo corolario 3.3.1 que acabamos de ver, em
particular, ele deveria conter uma cépia do w? + 1. Porém, mais abaixo vamos demonstrar que

1SS0 nao ocorre.

8. Vale X — (top w + 1)L. Seja f : w1 — w uma parti¢io qualquer para o nosso espaco X = wj.

Seja I o conjunto de todos os i € w tais que f~1[{i}] é limitado em w; e seja J o conjunto
de todos os i € w tais que f~1[{i}] é ndo limitado em w;. Assim, para cada i € I, existe um
Bi € wy tal que f1[{i}] C B;. Tomando B = sup{B; : i € w}, como a cofinalidade de w; & wr,
temos que B € wy e temos um B € wi tal que f1[{i}] € B Vi€ I.

Além disso, vamos mostrar que o conjunto
C = {a cwy: f'[{i}] é nio limitado em a para todo i € J}

é um club em wj. Assim, este C sendo um club, vai acontecer o seguinte. Como o conjunto
dos « tais que f, = f|q € estacionério pelo principio <, vai existir um « € C tal que fo = f|a-
Podemos supor este « > 3, de um modo que ¢ = f(a) € J. Portanto, por construgao, temos

que fo(tx) =i para infinitos k € w. Logo

{tr: falte) = f(tx) =i} U{a}

é o conjunto homeomorfo a0 w + 1 i-homogéneo procurado.
Vamos, entdo, & demonstracdo de que C é um club em wj.
(a) C & fechado. Sejam ap < a1 < -+ < ap < --- elementos de C' e seja a = sup{ay, : n €
w}. Queremos mostrar que a € C. Se existisse um i € J tal que f~![{i}] é limitado em

a, entdo f~1[{i}] seria limitado em algum o, e terfamos a,, ¢ C. Logo f~![{i}] é ndo

limitado em « para todo i € J e a € C' como querfamos.

(b) C é nao limitado. Vamos supor que C' seja limitado por um certo «, isto é, que £ < «

para todo £ € C. Assim, para todo v € w \ «, existe um i, € J tal que f~1[{i,}] ¢
limitado em . Um conjunto ser limitado em -~ significa que existe um & < ~ tal que
v\ € ndo tem intersecao com esse conjunto. Para cada v € wy \ « seja, entdo, & < 7
tal que (v\ &) N f71{{iy}] = 0. Temos, entdo, a associagio regressiva v — &, definida
no estacionario w; \ «. Pelo Lema de Pressing-Down, sejam S C w; \ @ o conjunto
estacionario (em particular nao limitado) e £ € wy tal que & = &£ Vy € S. Ainda temos a
associagao y + iy Vy € S. Como [S| = wi, existem A C S com cardinalidade wy e i € w
tal que i, =i Vy € A. Com essas coisas vai seguir que o f~![{i}] ¢ limitado em w; pelo

¢, pois se existisse um x € f~1[{i}] maior ou igual a &, como A é ndo limitado em wy,
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tome ¢ € A maior do que o 2. Mas, por construcio, (¢ \ €) N f~1[{i}] = 0 e este x ndo
poderia existir. O f~![{i}] ndo poderia ser limitado em wy porque i € .J por construgio,
o que (lembrando da defini¢io de J) significa que f~1[{i}] é ndo limitado em w;. Logo

C é nao limitado em w; como querfamos.

9. X ndo contém uma cépia do w? + 1. Primeiramente vamos demonstrar a

Afirmacao: Se o é um ordinal limite e Y C «v é tal que Y U{a} é compacto, entio existe um

B < « tal que
YN(a\B) C{tk:kewn(a\p).

Isto significa que algum segmento final de Y é, na verdade, uma subsequéncia do fim da
sequéncia (tx : k € w). Em seguida, vamos ver de que modo a existéncia de uma copia

homeomorfa ao w? 4 1 vai ferir essa afirmacdo.

Vamos trabalhar com a contrapositiva da afirmacao acima. Isto é, sejam o um ordinal limite
e Y C « tal que para todo 8 < aexiste um z € [Y N (a\ B)] \ [{tx : k € w} N (a\ B)]. Vamos
mostrar que Y U {a} nao é compacto construindo para ele uma cobertura de abertos que nao

admite uma subcobertura finita.

Em particular, podemos trocar o 8 que apareceu acima pelos t,,’s que apareceram na cons-

trucao do nosso espaco X. Assim, por ser ndo vazio e bem ordenado, para cada n € w, seja
Tp =min(Y N(a\t,))\ {tx : k € w}n(a\ty)).
Para cada n € w, pela fato de (¢, : m € w) ser cofinal em «, seja também
tr, = min{t,, : tym, > x,}.

Como a sequéncia (a(kp,j) : j € w) é cofinal em ¢y, , existe um j € w tal que a(ky,j) > zp.

Vamos definir g : w — w por

g(kp) =min{j € w: a(kn,j) > zn} Ynecw e g(1) =0 Vicw\{ky:ne€w}

tn tn—l—l Tn = Tp+1 tn_;'_4 Tn+2 = Tpn+3 = Tn+4

a(kn, g(kn)) a(n+3,0) a(n+4,0)

Figura 3.1: Cada z, é o menor elemento de Y maior que t, e distinto de todos os t,,’s. Cada ty, € o
menor dos t,,’s maior que o T.,.

Note que esta g estd bem definida. Agora considere a vizinhanca aberta U(0, g) que cobre o
elemento « e todos os t;’s. SO falta cobrir os y € Y \ U(0,g). Este y s6 pode ser y < to ou

Tn <y < alky,g(ky)) para algum n € w pelas minimalidades de z,, e de tj, . Entdo, para
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algum n € w, y € a(kn,g(ks)) (como ordinal) e consideramos a topologia T, (k, g(k,))- Se€ja
U, uma vizinhanca aberta deste y nesta topologia. Com esta construcao, afirmamos que a
cobertura aberta procurada para Y U {a} é a colecao {U(0,9)} U{U, : y € Y\ U(0,9)}.
De fato, sejam U(0,g), U1, ..., Uy elementos desta cobertura, com U; € o, g(k,)) Para todo
i€ {l,...n}. Seja a(k, g(k)) o maior dos ordinais a(ki,g(k1)),...,a(kn,g(ky)). Por hipotese
existe um x € Y tal que x > ¢ e que, por construcdo, ndo pertence ao U (0, g). Este x, sendo
maior do que o t, em particular ndo pertence a nenhum dos U;’s. Logo, nenhuma subcolecao

finita da colegao considerada pode cobrir 0 Y U {a}, como queriamos.

Vamos supor agora que exista uma imersio homeomorfa ¢ : w? +1 — X. Seja Z = ¢[w? + 1]
o subespaco de X homeomorfo ao w? + 1. Note que, se x € w? + 1 é um ordinal limite, entdo
¥ (x) também é um ordinal limite por causa do seguinte. Se ¥ (x) é sucessor, entdo {¢(x)}
é um aberto em X por construgao e {¢(z)} N Z = {¢(z)} é aberto em Z também. Entao
Y H{y(x)}] = {x} ¢ um aberto em w?+1 e, portanto, x ¢ um ordinal sucessor. Em particular,

temos que o (w?) & um ordinal limite.

Consideremos, entdo, o conjunto Y definido por Y = {y € Z : y < a}, com a = ¥(w?).
Claramente Y C a. Dado 8 < a, conseguimos um aberto U(n,g) C (a+ 1)\ 3, vizinhanca

aberta do a. Vamos considerar as seguintes sequéncias

(w-(k+1):kew) e (w-k+j:j€w) Vkeuw.

2

A primeira delas converge para w” e, a segunda, para w - (k + 1). Lembrando que fungoes

continuas preservam convergéncias, existe um N € w tal que
Y(w-(k+1))eU(n,g) VE+1>N

e, como U(n,g) também é vizinhanga desses ¢)(w - (k + 1)), para cada k +1 > N, existe um
ni € w tal que
Y(w-k+j)eU(n,g) Vi > ny.

Agora temos

{Vw-(k+1):k+1>Nyu | {$w-k+j):i>m}cY\(anp)=Yn(a\p).
k+1>N

Note que o conjunto escrito a esquerda da inclusdo acima nao tem tipo de ordem w, de um

modo que existe algum elemento neste conjunto que nao pode ser nenhum dos #.

Por outro lado, vamos ver agora que o conjunto Y U{a} é compacto em X. Vamos fazer isso

mostrando que sua imagem inversa
F={zecw+1:9¢() <yw?)}

é fechada em w? + 1, porque fechados em compactos sdo compactos e imagens continuas de

compactos sdo compactas, donde vai seguir o resultado desejado.

Vamos supor que exista um z € F'\ F. Isso implica que = é um ordinal limite, porque, se

x fosse sucessor, entdo {z} seria aberto e terfamos: z € F = {z} N F # () = z € F. J4
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vimos que, se x é um ordinal limite, entdo ¢ (z) também é um ordinal limite. Da hipétese
r ¢ F temos ¥(x) > ¥(w?). De z € F e z limite obtemos uma sequéncia (z, : n € w)
crescente de elementos de F' que converge para z (lembre que w? + 1 é primeiro enumeravel).
Da continuidade da 1 temos a convergéncia da sequéncia ((x,) : n € w) para ¥(z) em
7. Mas podemos obter uma vizinhanca U(m,h) de 1(z) (porque ele é um ordinal limite)
inteiramente contida no intervalo (1 (w?),%(z)], intervalo este o qual nio tem nenhum dos
¥(xy,) como elemento (figura abaixo), pois x, € F = 9(x,) < 1¥(w?). Portanto, a sequéncia
(Y(xyn) : n € w) nao converge para ¢ (z), o que nos da uma contradigdo. Logo F' é fechado

como queriamos.

|
T

P(2n) (w?) V(@)

Figura 3.2: Temos U(m, h) C (¢(w?), ()], mas ¢(z,) < ¥(w?) para todo n.

Vimos, entdo, que a existéncia de uma cépia homeomorfa ao w?+1 em X contraria a afirmacdo

feita no inicio da demonstracdo deste item, o que finaliza a demonstragao.



Capitulo 4

O wy e o Cubo de Cantor

No capitulo anterior trabalhamos com cépias de ordinais enumeréveis. Neste iremos trabalhar
com copias de espagos ndo enumeréveis, principalmente o w; e o cubo de Cantor. Vamos continuar
vendo resultados de Weiss (1990b), de Weiss e Komjath (1987) e de Homayouni (1997).

Vamos introduzir a notagio da relacio dos colchetes e comecar com a nega¢io wy /A [top wi]}

w1’

1

a qual vai constituir o primeiro passo da demontracao por inducao da negacdo a #— [top wi]y,

para todo « tal que w; < a < wy. Como consequéncia dessa negagdo poderemos voltar para a nossa
conhecida relagio da seta e concluir a /= (top wy)s para todo ordinal « de cardinalidade wy. Em
seguida, utilizando o principio < vamos poder trocar esse o por um espago regular de cardinalidade
wi. Em contrapartida, a relagio positiva X — (top w1)} surge como consequéncia de um axioma
conhecido como SPFA para X = wp, X = 2% ou X =} (definigao 4.3.3). Por fim vamos ver

alguns resultados envolvendo os x’s-cubos de Cantor.

4.1 O 1° passo e uma preparacao para os demais passos

Defini¢ao 4.1.1 (Relacdo dos colchetes). Dados os espagos topologicos X e Y, um natural n > 0

e um numero cardinal A, vamos definir a relagdo dos colchetes
X — [top Y]}

pela seguinte afirmacao:

Dada uma funcao qualquer f : [X]® — A, existe uma copia H C X de Y tal que
FIH]"] # A. Ou, de forma equivalente, se {X¢ : £ € A} é uma particdo qualquer de [X]"
de cardinalidade A, entdo existem um subespaco H de X homeomorfo ao Y e um & € A
tais que [H]|" N X¢ = 0.

Note que
X — (top V)Y = X — [top Y]},

pois, se f: [X]™ — X é uma fungao e f[[H|"] = {i} para um subconjunto H de X e algum i € A,
entao f[[H]"] # A.

Revisitando o teorema 1.1.30 (que dizia: para um s regular existem k estacionéarios em r dois
a dois disjuntos), e lembrando que ¢é estacionério qualquer conjunto que contém um estacionario,

podemos concluir que existe um modo de particionar 0 w; em w; subconjuntos estacionarios. Com

95
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essa observagao e com o lema abaixo vamos poder concluir a relagdo wy /A [top wi]} | -» encontrada
em Weiss (1990b).

Lema 4.1.2. Um subespaco do w1 homeomorfo ao wy; € um club em wy.

Demonstracdo. Seja H esse subespaco. Devemos mostrar que ele é ndo limitado e fechado na topo-
logia da ordem.
Afirmacao: H € ndo limitado.

Solugao. Se H fosse limitado em wi, entdo |H| seria enumeravel. Porém, como H 2w, em parti-

cular, |H| = w;. Logo H nao pode ser limitado em w;. O
Afirmacao: H € fechado.

Solugdo. Seja (x, : n € w) uma sequéncia estritamente crescente de elementos de H e seja x seu
supremo. (Queremos mostrar que x € H. Seja ¢ : H — w; um homeomorfismo. Indo para o conjunto
w1 com o auxilio da v, o que vamos fazer é construir uma sequéncia conveniente que convirja para
e para um =’ € H e, depois, usando o fato que num espaco de Hausdorff o limite de uma sequéncia
é tinico, vamos concluir que x = 2’ e, portanto, x € H.

Seja ap um elemento menor do que zg e sejam a, 1 = T, Vn € w de modo que z, € H N (ay, z]
Vnewe

Y[H N (am, z]] D Y[H N (an, x| se m < n.

Seja yn, = min Y[H N (an, z]] Yn € w (note que esses conjuntos sdo nao vazios) e a inclusdo acima
implica que a sequéncia (y, : n € w) é crescente, de modo que o y definido por y = sup{y, : n €

w} = U Yn pertence a wi, porque reunido enumeravel de enumeraveis é enumeravel, e y, — y.
new

De y,, € ¥[H N (ap, z]] para todo n € w, temos y, = ¢ () para algum (dnico) z, € H N (an, z].
Também y = ¢(2') para algum 2’ € H pela sobrejetividade de 1. Segue, entéo, ¢ (x]) — (') e,
pela continuidade de ¢!, temos a convergéncia 2/, — 2’ em H (na topologia de subespaco). Por
construcao temos também a convergéncia x,, — = em wi, porque, dada uma vizinhanga basica
(7,z] de = em wy, existe ng € w tal que H N (an,x] C (v,2] Vn = ng de modo que z), € (v,x]
Vn = ng. Se 2, — x’ em H como subespago de wy, entdo x,, — z’ em w; também. Agora temos
ambas as convergéncias =, — =’ e 2}, — x em w;. Como w; é Hausdorff segue =/ = = como

queriamos. []

Teorema 4.1.3.
wi 7= [top will,-

Demonstragao. Pelo teorema 1.1.30 escreva w; = | S;, onde cada S; é estacionéario em wq e

1€W1
S;iNS;=0sei##j. Se HC wy éuma copia de wy, entdo, pelo lema acima, H é um club em wy.

Logo H N S; # 0 para todo i € wy, o que mostra o resultado desejado. |

A reciproca do lema 4.1.2 visto acima também é verdadeira:
Proposicao 4.1.4. Se C' é um club em wy, entdo C' é uma cépia homeomorfa do wy.

Demonstracdo. Para mostrar isso, fixado o club C' C wy, vamos construir uma func¢do ¢ : w; — C
que seja crescente, bijetiva e continua. Em seguida, vamos mostrar que qualquer fungdo com essas

propriedades é um homeomorfismo.
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Usando que C' é bem ordenado (com a ordem induzida de wj), nao limitado e fechado com

respeito & sua topologia induzida pela ordem, vamos construir a fungao
Yiw — O

definindo, para cada a € w1, o elemento ¥ («) € C por indugdo em « do seguinte modo
e (0) = min C;
e pla+1)=min {ye C:y>pla) e
o Y(a) =sup {¢(&) : £ < a} se a é um ordinal limite.

Afirmacao: ¢ € estritamente crescente.

Solugdo. Vamos verificar que § < 1 = (&) < 1(n) por indugdo em 7. Se  é um ordinal sucessor
v+ 1, entao £ <n =& < v = Y(&) < P(7), pela hipotese de indugao. Como ¥ (n) = (v +1) =
min {y € C 1y > (7v)} > ¥ (7), segue ¥(£) < 1¥(n). Se n & limite, entdo tome um ~ menor do que
n e maior do que o £. Pela hipotese de inducao temos ¥(§) < ¥(v) e ¥(y) < ¥ (n) por construgao.
Logo ¥(§) < ¥(n) como queriamos. O

Afirmacao: ¢ € bijetiva.
Solugdo. A injetividade é imediata do fato de ser estritamente crescente conforme acabamos de
ver. Vamos mostrar que 1 é sobrejetiva por indugdo nos elementos de C. Por construcao, o menor
elemento de C' pertence & imagem de 1. Entdo fixe o y > min C e suponha que todo elemento de
C menor do que y, ou seja, todo elemento do conjunto D ={z € C : z <y} = CNJI0,y), pertenca
a imagem de 1. Vamos mostrar que y também é imagem de algum elemento de wy.

Note que ¥~'[D] ¢ um ntmero ordinal enumeravel. E enumeravel porque D é enumeravel e
1 é injetiva, é bem ordenado porque é subconjunto nao vazio do w; e é transitivo por causa da

monotonicidade de :

Beacy D= () <yla)<y= B ey '[D]

Com respeito a ele, temos dois casos a considerar, ou 1~ ![D] é um ordinal limite, ou ¢»~![D] & um
ordinal sucessor.

Se ¢~1[D] é um ordinal limite, temos

YW [D)) = sup{t(x) : x € ¥~ [D]} = sup D,

pois D = {¢(z) : x € ¥ ~1[D]}. Por outro lado temos sup D < y (pois todo elemento de D é menor
do que y). Se sup D =y, entdo y = ¢ (1»"'[D]) e acabou. Entdo suponha sup D < y. Seja

y1 = (D] 4+ 1) =min {z € C: z > (' [D])} =min {z € C: z > sup D},

por construgao. Temos y; < y pois y > sup D, por hip6tese, e y; é o menor elemento de C com
essa propriedade. Se fosse y; < y, entdo terfamos y; € D pela definicdo de D e, portanto, terfamos
y1 < sup D, o que contraria a definicao de y; como sendo o menor elemento estritamente maior do
que sup D. Logo y = y1 = ¢ (¢! [D] +1).
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Se o ¥~ ![D] & um ordinal sucessor x1 + 1, entdo (¢ "}[D]) = min{z € C : x > 9(x1)}, que é
justamente o y, pois ¢(x1) é o maior elemento de D, uma vez que z1 é o maior elemento de ¢~ ![D].

Logo, de qualquer forma, temos y € im ¥ como queriamos. [

Afirmagao: ¢ € continua.
Solu¢do. Como o wy € primeiro enumerével, pela proposicao 1.2.24, basta verificar que v preserva,
convergéncias. Seja, entdo, (o, : n € w) uma sequéncia que converge para um ordinal . Se o é um
ordinal sucessor, como {a} é um aberto em wy, existe um ng € w tal que «,, = « para todo n > ny
e temos ¥ (ay,) = ¥ (a) para todo n > ng. Se o € um ordinal limite, seja U uma vizinhanca de ¢ («)
em C. Existe um v < ¢(«) tal que (v,%(a)] N C C U. Da definigao de 1(«), existe um £ < « tal
que ¥(&) > 7. E, da convergéncia a,, — «, existe um ny € w tal que a > «,, > £ para todo n = ny.
Portanto, do fato de v ser crescente, segue v < ¥(§) < ¥(a,) < ¥(a) para todo n > ng. Logo

Y(ay,) € U para todo n > ng, ou seja, 1 é continua como querfamos. [J
Afirmacao: Por ser crescente, continua e bijetiva, 1 € um homeomorfismo.
Solugao. Seja U = (o, B) um aberto basico em w;. Por ser crescente, temos ¥ [U] = (¥ (a), ¥ (8))NC.
Logo ¢ é aberta. [J
|

Além dos clubs em wq, vamos mostrar também que wi-sequéncias cofinais, crescentes e continuas

sao copias homeomorfas do wy.

Defini¢ao 4.1.5 (Sequéncias Continuas). Dado um numero ordinal A\, vamos chamar a sequéncia

(ce : £ € A) de continua caso ela possua a seguinte propriedade de continuidade:

se B = U B, entao cg = U g, -

vy vy

Dado um ntimero ordinal «, sabemos que sempre podemos obter uma sequéncia estritamente

crescente e cofinal em a. Na verdade, podemos fazer mais do que isso:

Proposigao 4.1.6. Dado um ntmero ordinal a de cofinalidade A, existe uma sequéncia (c¢ : £ € \)

que, além de ser crescente e cofinal em «, é também continua.

Demonstragio. Seja (ag : £ € A) uma sequéncia cofinal e estritamente crescente em «. Por indugao,

basta definir a sequéncia (c¢ : £ € \) por
® ¢y = ayp;
o cep1 = max{oeqr,ce + 1}, ¢
o cg =sup{ce : £ < B}, se B & um ordinal limite.

Note que, se f < A = cf() é um ordinal limite, entdao a sequéncia (c¢ : £ < () nao pode ser
cofinal em «, donde vem cg € a. A cofinalidade da sequéncia (og : £ € A) é “transmitida” para a
sequéncia (c¢ : £ € A) através do segundo item e o terceiro item garante a continuidade desejada.
Verificamos que £ < 7 = ¢¢ < ¢, por inducao em 7: Se ) é um ordinal sucessor v+ 1, entdao { <n =
£ <7 = ce < ¢y (pela hipotese de inducdo). Como ¢; = ¢yy1 = max{ayy1,¢y +1} =2 ¢y +1> ¢,
segue c¢ < ¢;. Se 1) € limite, entdo tome um ~ menor do que 7 e maior do que o §. Pela hipotese de

indugao temos c¢¢ < ¢, e ¢, < ¢, por construgao. Logo ¢¢ < ¢, como queriamos. |
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Proposigao 4.1.7. Seja « um ordinal de cofinalidade wy e seja (¢ : £ € wi) uma sequéncia
estritamente crescente, continua e cofinal em «a. Seja ¢ a fungao de w; em « definida por ¢(§) = c¢

para todo ¢ € wi. Entao im ¢ = {c¢ : £ € w1} = wy.

Demonstra¢ao. O homeomorfismo entre wy e im ¢ é a prépria funcao c. Nao ha problemas quanto
sua injetividade e sobrejetividade. Vamos ver, entdao, que ela é aberta e continua.

Afirmacdo: ¢ € aberta.

Solugao. Isso segue do fato de a sequéncia dada ser crescente. Dados a,b € wi, um aberto bésico
do wy pode ser da forma (a, b) ou da forma [0, a). Suas respectivas imagens [(a,b)] = (cq, ) Nim ¢

e c[[0,a)] = [co,cq) Nim ¢ = [0,¢,) Nim ¢ s80 todas abertas em im ¢ como queriamos. O
Afirmacgao: ¢ € continua.

Solugao. Dado o aberto basico V' = (a,b)N im ¢ no espago im ¢, com a,b € «, vamos mostrar que
¢ ![V] ¢ aberto em w;. Em outras palavras, dado um 8 € ¢ ![V], queremos um v < 3 tal que
a < cg < b para todo £ tal que v < £ < f. Se 8 & sucessor, entdo o proprio conjunto {5} é uma
vizinhanca aberta de 8 contida em ¢![V]. Se 8 é um ordinal limite, pela continuidade da sequéncia
considerada, se a < cg < b, entdo existe v < A tal que a < ¢g, < cg < b, donde (lembrando que a

sequéncia é crescente) seguira (3, 8] C ¥~ [V] e o y procurado seré este 3,. Logo ¢ é continua. [J

4.2 Os passos seguintes e uma generalizacao

Estamos agora em condicdes de generalizar o teorema 4.1.3 para qualquer ordinal « tal que

w1 < a < ws. O teorema abaixo, bem como seu corolario, foram tirados de Weiss (1990b).

Teorema 4.2.1. Se « é um ordinal de cardinalidade wq, entao

a +— [top wl]i,l.

Demonstra¢do. Vamos fazer essa demonstracdo por indugdo em « > wi. O primeiro passo (o = wy)
jé foi dado no teorema 4.1.3. Temos agora trés, e somente trés, casos a considerar, a saber quando
o ordinal é sucessor, quando sua cofinalidade é enumeravel ou quando sua cofinalidade é w;.

Caso sucessor. Seja [ + 1 esse ordinal sucessor e suponha 8 /— [top wl]ijl. Vamos mostrar que

B+ 1+ [top wl]gul.

Por hipotese, seja f : f — w; uma funcao tal que f[Hi] = w; qualquer que seja o Hy C 3
homeomorfo ao wi. Afirmamos que a Unica propriedade que uma funcdo g : 5+ 1 — wy precisa
satisfazer para mostrar o resultado desejado é extender f. De fato, seja g : 8+ 1 — w1 uma funcgao
cuja restrigao a [ seja igual & f e seja H C 5+ 1 uma copia do wy. Se § ¢ H, entao H C 3 é uma
copia do wy e g[H] = f[H] = wy. Se B € H, seja ¢ : H — w; um homeomorfismo e consideremos
o elemento ¥ (5) € wi. O conjunto C' = w; \ ¥(B) é um club em w; e, portanto, pela proposi¢ao
4.1.4, é uma copia do wy. Por outro lado, a imagem inversa H; = ¢~ 1[C] de C por v & uma copia
homeomorfa de C' que nao possui o 8 como elemento por construcao. Agora Hy C 5 é uma cOpia
do wy, além de ser subconjunto do H. Logo g[H| D g[H1] = f[H1] = w1 e o resultado segue do fato

de g[H] ser subconjunto de wj.
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Uma outra forma de ver que o conjunto C' obtido na construcao acima é uma copia do wy
¢ imitar a ideia do lema 3.1.6, no qual foi mostrado que um segmento final de um dado ordinal
indecomponivel é homeomorfo a este ordinal, e considerar a funcdo que associa cada = € wi ao
(v + 1) + 2, para um dado v < w;. Ela estd bem definida porque |(y+ 1) + 2| < w Vz € wy.

Cofinalidade enumerével. Seja o um ordinal limite de cofinalidade enumerével e suponha § /—

[top w1]l, para todo wy < B < a. Vamos mostrar que

o 74— [top wi], -

Seja {ay, : n € w) uma sequéncia estritamente crescente e cofinal em « de elementos maiores ou
iguais a wy. Por hipdtese, para cada n € w, existe uma funcdo f, : o, — wi tal que se H é um
subespago de a;, homeomorfo ao wy, entdo f,[H| = wi. Note que podemos supor f,, a restrigdo
de fn, a a;; se m < n, pois, se m < n, H C app, e H = wy, entdo H C ay, € H = wy (note que a
topologia de H visto como subespago de oy, é a mesma de H como subespaco de ), de modo que
JmlH] = fu[H] = w1 se fp € arestricio de f, a a,. Assim, a fun¢do f = J,,c,, fn de U

em wp € a funcdo procurada.

new dn = &
Para verificar isso, seja H C a uma copia do wy. Afirmamos que o fato da cofinalidade do
«a ser enumerdvel implica na existéncia de um n € w tal que H C «,. Para este n, teremos
f[H] = fulH] = w1.
Suponha que nao, isto é, suponha que, para todo n € w, exista um elemento em H maior ou

igual ao ay,. Seja x, = min H \ o, o menor desses elementos. Os fatos de termos | J o, = a,

new
an C Ty e T, C a para todo n implicam sup{z, : n € w} = a. Apesar de essa sequéncia nao ser
necessariamente estritamente crescente, para um dado x,, sempre podemos encontrar um x,, > .
Agora, raciocinando do mesmo modo como no lema 4.1.2 — em particular, quando mostramos que
subespagos de wy; homeomorfos ao wy sao fechados em wjy na topologia da ordem —, concluimos que
o supremo « dos x,’s pertence a H, o que nao pode ocorrer se supormos H C «. Portanto, existe
um n € w tal que H C oy, como queriamos

Cofinalidade nao enumeravel. Seja o um ordinal limite de cofinalidade w;. Suponha

B/ [topwill,  Vwr < B <o

Vamos mostrar que
a /— [top wl]uljl

Ja vimos como obter a sequéncia (cg : f € wq) estritamente crescente, continua e cofinal em
a, sequéncia essa que, por sua vez, é uma copia do wi. Assim, fazendo d = {cg : B € w1}, seja

1

g :d — w1 uma funcdo que atesta a afirmacao wi 7 [top wi],, -

Para cada w; < < a , particione o intervalo Ig41 = (¢, cgy1) usando a hipétese de indugao

/8 7L> [top wl](})l’

do seguinte modo. Considere a familia {f3 : 8 < w;} de fungdes fg : cg — wi que atestam a negacao
B # [top wl]}ﬂ e tais que, se 8 < v, entao a funcdo fg é a restricao da funcao f, a cg, do mesmo
modo como feito no caso em que a cofinalidade de « era enumeravel. Em seguida, para cada 8 € wy,

defina a funcao ggy1 como a restricao de fgi1 ao intervalo Igy;.
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Feito isso, defina a funcao f como sendo a unido gU U,Baul gs+1- Afirmamos que esta ¢ a funcao
procurada. Seja H C o, H = wy. Se H ¢é limitado em «, seja 8 € w; tal que H C cg41. Se nenhum

c¢ pertence a H, entao: f[H] = ( U 9¢)[H] = fa41[H] = wi. Se algum ¢ pertence a H, seja

§</+1
¥ : H — w; um homeomorfismo. Seja y um elemento de w; maior do que todos os elementos da

forma 1 (c¢) onde cg € H (este y existe porque s6 existe, no maximo, uma quantia enumeravel
desses c¢). Olhe agora para o segmento final w; \ y. J& sabemos que ele é uma copia do wy, de um
modo que Hy; = ¥~ [w; \ y] como subespaco de H ¢ também uma cépia do wi. Como a topologia
de H; como subespaco de H ¢ a mesma de H; como subespago de cgi1, temos Hy uma copia do

w1 como subespaco de cg41. Além disso, nenhum dos c¢¢ pertencem a H; uma vez que

ce € Hy = Y(ce) €wr \y = ¥(ce) 2> v

Logo:
wy = f[H1] C f[H] C wy,

como querfamos.

Suponha agora que H é nao limitado em «. Seja H; = d N H. Note o seguinte: tomando &, € d,
N € H tais que &, < np < &ny1, 86 E =sup{é,:n€wlen=sup{n,:n€w}, entdo £ =n, £ €d
(pela continuidade da sequéncia ¢) e n € H, pelo mesmo argumento do lema 4.1.2. Isso mostra que
H; é ndo limitado em «. Assim, podemos definir a fun¢ao ¥ : w; — H; do mesmo modo como
fizemos na proposicdo 4.1.4 quando mostramos que club’s do wy sdo copias do wy e concluir que Hi

como subespaco de d é também uma copia do w;. Portanto,
w1 O f[H] D) f[Hﬂ = g[Hl] = wi.

Logo, em qualquer um desses casos, se H C a é tal que H = wi, entdo f[H| = w; como
queriamos.

Corolario 4.2.2.
a #— (top wl)%,

se o € um ordinal de cardinalidade w;.

Demonstragio. Pois, se {A; : i < wy} é uma parti¢ao de cardinalidade wy para a tal que HNA; # ()
para todo ¢ € wy qualquer que seja 0 H C o homeomorfo ao wy, entdo {Ag, B1} com By = [J{A4; :
1 <@ <wi} éuma partigao com 2 elementos para « tal que nenhum de seus elementos contém uma

copia do wy. |

No proximo teorema iremos ver que, assumindo <, podemos generalizar esse ultimo corolério,
trocando o ordinal a de cardinalidade w; por um espago regular de cardinalidade w;. Para este
teorema iremos precisar do lema abaixo, cuja solugdo é devida a Ofelia Alas. Este lema é uma

generalizacao dos argumentos vistos no lema 4.1.2 e no teorema 4.2.1.

Lema 4.2.3. Seja H um subconjunto de um espago Hausdorff X e suponha H homeomorfo ao wj.

Seja N um subconjunto enumeravel de H. Entao seu fecho clx(N) em X estd contido em H.
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Demonstragao. Seja v : H — w; um homeomorfismo. O 9[N], sendo enumeravel, é um conjunto
limitado em wp, de modo que existe § € wy tal que ¥[N] C B, donde vem [N] C S + 1. Isso

implica que ¥[N] é compacto porque § + 1 é compacto e P[N] = ¢[N] N (B + 1) é fechado em

B+ 1 (subconjuntos fechados de compactos sdo compactos). Agora temos o fechado cly(N) contido

no compacto 1~ [1)[N]] (porque 1 & homeomorfismo e 1)[N] & fechado). Disso segue que cly(N) é
compacto em H e, portanto, em X também. Como X é Hausdorff, temos que clg (V) é fechado em
X (compactos em Hausdorff sao fechados). Vamos verificar agora que cly(N) = clx (V). Sabemos
que clg(N) = clx(N) N H, donde, em particular, vem cly(N) C clx(N). Dado z € clx(N) e um
aberto U em X, basta mostrar que U Ncly (V) # 0; daf seguiré que x pertence ao fecho de cly (V)
em X e, portanto, a cly (V) (porque cly(N) é fechado em X). Da hipotese x € clx(V), temos que
UNN #£().Mas UNN C Unely(N). Logo clx (N) =clg(N) e clx(N) C H como querfamos. W

O teorema seguinte pode ser encontrado em Weiss (1990b). Com as mesmas hipoteses e com
algumas modificacoes na demonstracao abaixo, Weiss e Komjath (1987) mostram que o mesmo

resultado vale caso o X fosse particionado em w pedacos em vez de apenas 2.

Teorema 4.2.4. Assuma <. Para qualquer espago regular X de cardinalidade w; vale

X #— (top wi)3.

Demonstragao. Seja (S, : @ € w1) uma -sequéncia (onde S, C a Vo € wy) e vamos supor que o
espaco topologico X em questio seja o w; com uma topologia 7 qualquer. Vamos construir a fungao
f X — 2 (que mostra o resultado desejado) em estagios, construindo uma sequéncia (f, : @ € wy),
onde, para cada o € wq, fo : Cq — 2 € uma fungao com dominio C, C wy tal que a C C, e f;; C f¢
sen < &comn, &€ w.

Como passo inicial, sejam fo = ) e Cy = 0. Se « é um ordinal limite, sejam f, = U§<a fee
Cy = U§<a C¢. Construida uma f, : Co — 2, para construir a foy1 : Coy1 — 2, olhamos se existe
um 3 > a tal que B € Sy e B ¢ Cy. Se sim, entdo fazemos o seguinte: se fo[So] = {0}, entdo
fav1(B) = 1; se fa[Sa] = {1}, entdo fat1(B) = 0 e; se fa[Sa] = 2 = {0,1}, entdo fat1(8) = 0.
Além disso, se a ¢ C,, e se este a ndo ¢ um tal § nestas condi¢oes, entdo fo41(a) = 0. Feita essa
construcao, definimos f = (J,,, fa-

Vamos mostrar agora que essa construgao funciona. Para isso, seja S um subconjunto de X ho-
meomorfo ao wy (com a topologia da ordem). Suponhamos as seguintes afirmagoes (posteriormente

vamos mostrar que elas sdo verdadeiras):
1. O conjunto B = {a € wy : SNa ¢ aberto em S} ¢ um club;

2. O conjunto C = {y € w; : 7 é ponto de acumulagao de B na topologia da ordem de w;} é

um club;
3. Se v € C, entdo SN~y ndo é fechado em S, e;
4. O conjunto D = {a € wy : « € limite e & = Cp} € um club.

Como estamos supondo o principio diamante, pelas afirmacoes 1, 2 e 4, temos que o conjunto

E={acw :Sy=Sna}nBNCND
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¢ estaciondrio. Em particular ele é ndo limitado, donde segue S = (J,c Sa, pois

US = USﬂa:Sﬂ Ua:Sﬁwle.

acl acl acl

Dado um a € E, pela afirmacio 3, existe um 3, € S, \ Sa- Este 3, € 9, pois S, sendo uma copia
de wy (com a topologia da ordem), contém os fechos de seus subconjuntos enumeraveis pelo lema
anterior (lembrando que S, C «). Assim, de B4 ¢ So € So = S Na, segue B, = a. Com a = C,
vem também [, ¢ Cy. Se fo[Sa] = 2, entdo f[S] = 2 e nao ha nada a fazer. Se f,[S,] = {0}, entdo,
por construcao, f(8s) = 1. Analogamente fo[Sa] = {1} = f(Ba) = 0. De qualquer forma temos

f[S] = 2 como queriamos.
Para completar a demonstracao so falta, entao, justificar as afirmagoes acima.
Afirmagao: O conjunto B = {a € wy : SN« é aberto em S} é um club.

Solugao. Ele é fechado porque se (o, : n € w) é uma sequéncia crescente de elementos de B e
a = sup{ay, : n € w}, entdo
Sﬂa:SﬂUan: USﬂozn
new new
é aberto em S ja que uma reuniao qualquer de abertos é aberta.

Vamos supor agora que B seja limitado. Isto é, que existe um £ € wy tal que, se a > &, entdo
S Na nao é aberto, ou seja, int(SNa) C SNa. Seja x4 0 menor elemento de (SNa)\ (int(SNa)) e
seja U, uma vizinhanca (em S) enumeravel (ela existe porque S ¢ localmente enumeréavel!). Entdo
existe um y € U, tal que y > «, e portanto a < sup U,.

Temos, entao, uma funcdo regressiva a — z, (pois z, € «) definida no estacionario w; \ &.
Entao, pelo lema 1.1.32 do Pressing-Down, ela é constante em algum 7' C w; \ £ nao limitado. Isto
é, existe um x € S tal que a — = Ya € T. Seja U uma vizinhanca enumerével de x. Ela é tal que
U¢gZ SNaVa €T e, entdo, a <sup U Va € T. Mas |[U| < w = sup U € w;. Portanto T é limitado,

absurdo. Logo B nao é limitado. [J

Afirmagao: O conjunto C = {y € wy : v € ponto de acumulagdo de B na topologia da ordem de wi}

é um club.

Solug¢ao. Dado um & € wy, como B é nao limitado, seja ag um elemento de B maior do que o £.
Ainda usando a nao limitacao de B, obtemos uma sequéncia (v, : n € w) crescente de elementos
de B. Seu supremo « é um elemento de C e é tal que o > €. Portanto C é nao limitado.

Para ver que C é fechado sejam ap < a1 < -+ < ap, < - -+ elementos de C' e « 0 supremo desses
elementos. Como w; (com a ordem) ¢é primeiro enumerével, para cada i € w, existe uma sequéncia

%

¢ :n € w) crescente de elementos de B tal que sup{al, : n € w} = ;. Disso obtemos uma nova

(«
sequéncia a < 0%11 < aZZQ < --- de elementos de B que também converge para a. Logo a € C' como

querfamos. [
Afirmagdo: Se v € C, entao SN~y € ndo compacto em S e, portanto, nao fechado em S.

Solugao. Fixado o v € C| seja (ay, : n € w) uma sequéncia crescente de elementos de B que converge

!Lembre que é localmente enumeravel um espago no qual cada um de seus elementos admite uma vizinhanca
enumeravel.
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para «. Pela definicao do conjunto B, todo S N ay, € aberto em S. Além disso, temos

USﬁan:SﬂUan:Sﬁy,

new new

de modo que {SNa, : n € w} é uma cobertura aberta para SN~ que nao admite uma subcobertura
finita por causa da convergéncia sup {a, : n € w} = ~. Portanto S N~y é nao compacto em S.
Vejamos agora que o fato de ser ndo compacto implica ser ndo fechado em S. Seja ¢ : S — wy
um homeomorfismo. Agora 1[SN+4] é ndo compacto em wq (pois 1¥[S Nv] compacto e 1~ continua
implicaria S N compacto em S). Além disso, como 7 é enumeravel, ¥[S N ~] é enumeravel e,

portanto, limitado em wy. Seja, entdo, o compacto £ + 1 € w; tal que
Y[SNy]CcE+ 1.

Seja F' = ¢[S N~]. Se SN~ fosse fechado em S, entdo F' seria fechado em w;. Se F' é fechado
em wi, entdo F é fechado em £+ 1 pois F' = FNE+ 1. Agora F' é fechado no compacto £ + 1,
donde segue F' compacto em £ + 1 e em wy. Mas j4 tinhamos visto que F' é ndo compacto em wj.

Logo, SN~ é nao fechado como queriamos. [

Afirmagdo: O conjunto D = {a € wy : « € limite e o« = Cyp} € um club.

Solugao. Dada uma sequéncia crescente (o, : n € w) de elementos de D, seja « seu limite. A

primeira igualdade abaixo vale por construcao. As segunda e a terceira por hipotese.

Cy = UC’an: Uan:a.
new new
Logo, D é fechado.

Para ver agora que D é nao limitado, vamos ver que ele contém um conjunto nao limitado. De
fato ele vai conter um club. Considere a funcio finitaria® g : w; — w; definida por g(a) = sup C,
para todo a ndo nulo e g(0) = 0. Por inducéo e pelo fato de termos S, C « + 1, note que g estéd
bem definida. A proposi¢ao 1.1.27 nos dizia que um conjunto de cardinais fechados sob uma familia
de fungoes finitarias € um club. Dessa proposicao, considerando a familia A = {g}, concluimos que
o conjunto de todos os o’s tais que g[a] C @ € um club em w;. Isto &, o conjunto de todos os a’s
tais que sup C¢ € o V€ € o € um club. Em particular, se o ¢ um elemento desse club, entdao C¢ C «
V€ € a. Se, além disso,  é um ordinal limite, entdo C, = U£<a C¢. Assim, se o < wy é um ordinal
limite fechado pela funcao g, entdo C, C a. Lembrando que a« C C,, por construcao, temos, entao,

que a = Cy. Logo o € D como querfamos. [J

4.3 Trés resultados positivos

~ or vi - . . D, . v
Na se¢ao anterior vimos relagoes negativas do tipo X top w1 )s. Nesta iremos ver espagos
X que tornam essa relagao positiva. Isso vai ser conseguido supondo um axioma conhecido como

SPFA (do inglés semi-proper forcing aziom). Usando a nog¢ao de forcing, tal axioma diz que se

2Lembre que é uma funcio finitaria sobre um conjunto A qualquer elemento de A ou qualquer fungio f da forma
f A" — A para algum n natural nao nulo.
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P & um conjunto parcialmente ordenado que preserva os subconjuntos estacionarios do w; e se
D ¢ uma familia de densos em P tal que |D| < wi, entdo existe um filtro D-genérico em P. Em
outras palavras, podemos obter o enunciado do SPFA trocando a hipotese ccc do axioma MA,,
pela hipétese de preservar subconjuntos estacionéarios do wy.

Com o uso do SPFA, Shelah (1982) mostra a relacao de particao positiva
wy — (top wy)s.

Segundo Weiss (1990b) também é de Shelah o fato de que SPFA implica a seguinte afirmagcao

(*) Se o conjunto |[we]* & particionado em dois pedagos, entdao um desses pedagos contém
uma familia S = {S, : @ € w1} tal que S € Sp para a < e Sg = J{Sa : a < B} caso

B seja um ordinal limite.

Vamos nos referir & ela como propriedade (x). Nos teoremas 4.3.1 e 4.3.4 vamos ver que a

propriedade () implica as relagdes positivas 241 — (top w1)3 e w, — (top wi)a.
O teorema abaixo é parte do teorema 2.12 de Weiss (1990b). Segundo esse mesmo artigo, a ideia
da solucao que iremos apresentar aqui, considerando a fun¢do 1 que serd construida, é devida a

Velickovic. A ideia da demonstracao de que v é injetiva foi tirada de Homayouni (1997).

Teorema 4.3.1. Se vale a propriedade (x), entao vale a relagao
291 — (top wy)s.
Demonstracdo. Nesta demonstracdo vamos construir uma funcgio injetiva

¢ wa]Y — 2%,

“ em dois

Se {A1, As} é uma particio de 2¥1, entdo {¢~[A1], ¢~ [As]} & uma particdo para [wo]
pedacos. Dai, por hipétese, para algum i € {1,2}, teremos uma familia S tal que S C ¢~ '[A;] e,
portanto, ¢[S] C A;. A nossa ¢ construida sera tal que ¢[S] = w; e a demonstracao tera acabado.
Vamos, entao, construir essa ¢ de tal modo que ela seja injetiva e satisfaga ¢[S] = wy.

Construgao da ¢. Vamos primeiro construir uma fun¢ao injetiva 1 : [wa]* — P(wy). Feito isso,

iremos definir ¢ por ¢(X) = xy(x) para todo X € [wa]”, onde x,(x) ¢ a funcdo caracteristica de
P(X). A injetividade de ¢ vira do fato de 1 ser injetiva. Além disso v sera tal que ¥(X) C ¥(Y)
caso X C Y.

Pelo teorema 1.1.36, seja {A, : @ < wy} uma familia a.d. de subconjuntos de wy, isto é,
Ag € [w1]t Vo € wy e [An N Ag| < w se a e B sdo elementos distintos de wy. Com o auxilio dessa
familia, vamos definir

P [wa]” — Plwr)

por
P(X) = J Aa VX € [w]*.
aceX
Essa 1 é, entdo, uma reuniao enumeravel. Em outras palavras, ¢(X) é a fungao caracteristica do
conjunto (J,cx Aa-

Afirmagao: A ¢ € injetiva e preserva as inclusoes.
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Solugdo. Que 1 preserva as inclusoes é imediato: U A, C U Ay se X C Y. Para a injetividade,

acX acY
vamos usar mais hipoteses, a saber que |X| = w VX € [wq]¥, |Aq| = w1 e |[Aq N Ag| < w para

a, B € we distintos.
Tome X € [wo]*. Para o € wa \ X temos [Ay N Ay| < w Vy € X (pois v # o Vy € X). Assim,

como X é enumeravel,

‘ U (Aa N Ay)| = |Aam(U Ay S w.
yeX yeX

Portanto, como |A,| = w1, segue

140\ [ Ay = 14a\ (Aa N ([ 4))] = w1,

yeX yeX

pois estamos tirando um conjunto no méaximo enumeravel do ndo enumerdvel A,. Assim, dados
X,Y € |wo]* distintos, sem perda de generalidade, vamos supor que exista o € Y\ X. Por um lado,
como a ¢ X, pelo que acabamos de ver, temos |A, \ ¥(X)| = w;. Por outro, como a € Y, temos
A\ Y(X) C ¥(Y)\¥(X). Portanto, em particular, segue 1(Y) \ ¥(X) # 0. Logo 9 ¢ injetiva como

queriamos. [J
Afirmagao: O conjunto ¢[S] é homeomorfo ao w;.

Solugao. O homeomorfismo ¢ simplesmente a fungdo que associa cada a do wy ao ¢(S5,) € 2¢1.
Vamos comecar mostrando que a fungdo considerada é continua. Seja U um aberto bésico do
2“1 ¢ seja

un ¢[8] = {Qb(sa) : ¢(Sa) € U}

um aberto béasico do ¢[S] nao vazio. Fixemos um ¢(S,) € U e suponhamos que « seja um ordinal
limite. Queremos um < « tal que ¢(S¢) € U para todo & tal que 8 < < a (se a € sucessor, nao
ha nada a fazer porque {a} é aberto em wy).

J& sabemos que existe um subconjunto F' C wy finito tal que ¢(S¢) € U <= ¢(S¢)|r = #(Sa)|F.
Seja F' = {d1,...0,} esse conjunto. Observando que se A C B C w1, entao as fungdes caracteristicas
de A e de B coincidem apenas dentro de A e fora de B, basta encontrar um S < « tal que
B(S5)]r = $(Sa)lr, orque, se f < < a, entao $(S5) C ¥(S,) C $(Sa) e s¢ 6(Sp)|r = H(Sa)lr,

entao

F N ((Sa) \ 9(53)) = 0.

Assim, de ¢(S5)(x) = ¢(Sa)(x) Vo € FNp(Se) e ¢(Sy)(x) = ¢(Sa)(x) Vo € FN (w1 \Y(Sa)) segue
d(Sy)(z) = ¢(Sa)(z) Vo € F (pois x € F = x € (S3) C ¥(Sy) ou = ¢ ¢(S,)).

Ainda pela observacao acima, se existe § < a tal que F' C 9(Sg) ou, se F N¢(S,) = 0, entao
teremos acabado. Entdo vamos supor, sem perda de generalidade, F' C ¥(S,) = Ugesa Ag¢ (sem
perda de generalidade porque ¢(S,)(z) = ¢(Sg)(x) Vo ¢ ¥(Sa) VB < ).

Temos, entao, o seguinte. Cada d; do F' pertence a Ag, para algum & € S, que, por sua vez, ¢

So = U5<a Sp por hipotese, de modo que cada & € Sg, para algum 3; < a. Disso segue

Fc |J (J 4)c U A

1<i<n £€S;, ¢eSs

onde f = max{f; : 1 < i < n} < a é o B procurado. Isso mostra a continuidade da fungao
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considerada.

Vamos ver agora que ela ¢ aberta. Primeiro vamos mostrar que ¢(S,+1) ¢ um ponto isolado do
¢[S] e depois estudar o caso ¢(S,) em que o é um ordinal limite.

Vamos construir o aberto basico U de 2! tal que se ¢(S¢) € U, entdo { = o+ 1. Como

Sa € Sa+1 S Sat2, ¥ é injetiva e preserva inclusdes, basta tomar

r € Y(Sat2) \ ¥(Sat1) € Y € ¥(Sa+1) \ ¥(Sa)

e definir U = H Ui por Uy = {0}, Uy = {1} e U; = 2 Vi € wy \ {z,y} (note que  # y pois
1EW1

y € Y(Sat1) e x & ¥(Sat1)). Para este U temos que, V€ € wy,
$(Se) € U = ¢(Se)(x) =0 e d(Se)(y) =1 = 2 ¢ ¥(5¢) e y € ¥(Se).
Isso implica £ = o + 1, pois
§ 2 a+2= 1(Sar2) CP(Sg) =z € Y(5), e

§ <a=1(8) C(Sa) =y & P(S¢)

Vamos supor agora o a do ¢(S,) um ordinal limite. Dados um aberto basico V' do w; e um

?(Sqa) tal que a € V' queremos um aberto U do 2¢! tal que ¢(S,) € U e valha a implicagao
$(Se) eU=¢€€V.

Como « ¢ um ordinal limite, podemos supor V um intervalo da forma [, a] para algum 5 < a.
Entéo este U devera ser construido de modo a ndo possuir como elemento nenhum ¢(S¢) para £ > a
ou & < f.

Vamos ver que condicdo o U precisa satisfazer para nao conter nenhum ¢(S¢) com & > .
Por exemplo, para a + 1, tomemos xo = min (Se+1) \ ¥(S4). Dai, se o xp-ésimo fator de U for
{6(Sa)(z0)} = {0}, como ¢(S¢)(xo) =1VE > a+1e ¢(Sa)(xo) =0, teremos ¢(S¢) ¢ U.

Para que tenhamos ¢(Sg¢) ¢ U para todo { < 3 observemos o seguinte. Temos Sg C S, de modo
que existe z € 1(Sy) \ ¥(Sg). Se 0 x-ésimo fator de U for {¢(S.)(x)} = {1} e, se ¢(S¢) € U, entao
@(Se¢)(x) = 1. Portanto, x € 9(Sg). Por outro lado x ¢ 4(Sg) e vai seguir ¥(Sg) C 1(S¢), donde
vem [ < &.

Logo, para termos a implicagdo desejada, basta que U = [[,,,, Ui seja tal que Uy = {¢(Sa)(y)} =
{0} para um fixado y € ¥(Sat1)\¥(Sa) € Ur = {¢(Sa)(x)} = {1} para um fixado z € 9 (S.)\9(Sg).
O

Observacao. Em Homayouni (1997) podemos encontrar mais aplicacoes da fungéo ¢ construida
acima. L4, ela foi usada, por exemplo, para construir cépias homeomorfas do wy em 2“! e do espaco
B(w1), o espaco de Baire w{ (com a topologia produto, e w; com a topologia discreta) de peso wj.
Essas ultimas vao ser imagens por ¢ de um certo espac¢o que, por sua vez, é construido utilizando

submodelos elementares.
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Weiss (1990b) observa que no teorema anterior podemos trocar o 2! pelo > -produto de 2“2,

conforme iremos definir a seguir.

Defini¢ao 4.3.2 (Suporte de uma funcdo). Dados um cardinal x, vamos definir o suporte de uma
funcao f € 2" como o conjunto de todos os elementos a € k tais que f(a) # 0. Vamos denotar esse

conjunto por supp(f). Ou seja:

supp(f) ={a € r: f(a) #0} ={a € r: f(a) =1}

Defini¢ao 4.3.3 (> -produto). Dado um cardinal x vamos definir o ) -produto de 2" como o
subespago de 2% de todas aquelas f € 27 cujo suporte é no méximo enumeravel. Vamos denotar

este espaco por y .. Em outras palavras

> =1 €27 [supp(f)| < w}.

Note que cada f € 27 é a funcao caracteristica de supp(f), isto ¢, f = Xsupp(f) € reciproca-

mente, supp(xa) = A VA C k. Entao podemos reescrever
> =1{xa €27 A <w}.
Teorema 4.3.4. Se vale a propriedade (x), entao vale a relacéo

— (top wi)3-

w2

Demonstragdo. Seja {A1, A2} uma particdo para . Se f € >, entdo f € A; para algum
i € 2. Esta f satisfaz supp(f) € [w]S¥. Entdo vamos particionar [wo]S¥ = By U By, definindo
B; = {supp(f) : f € A;} para cada i € 2, pois, se A € [ws|S¥, entdo A = supp(f) para alguma
fe ng, a saber para f = xa. Assim, se x4 € A;, entdo A € B;. A intersecdo By N By é vazia,
porque, se A = supp(f) = supp(g), entdo f = g (ja que f(x) = 0Vz € ws \ supp(f)). Claramente
isso determina uma particao [wa]* = Bj U B), com B = B; N [ws]“ e B = By N [wa]®.

Portanto, se vale a referida propriedade, entdo S esta contido em B] para algum ¢ € 2, isto ¢é,
S C B, , ja que B! C B; por construcdo. A mesma demonstracdo do teorema 4.3.1 anterior serve

para mostrar que

{Xsa oS wl} = wi,

onde {xs, : @ € w1} C A; como queriamos. [ |

4.4 O Cubo de Cantor

Segundo Homayouni (1997), talvez um dos resultados mais antigos do Calculo das Partigoes
para Espacgos Topolégicos seja um de 1908 devido a Bernstein. Este resultado afirma a existéncia
de um modo de particionar a reta real em dois pedagos de uma tal forma que nenhum desses dois
pedacos contenha uma copia do conjunto de Cantor. Lembrando que o conjunto de Cantor e o cubo
de Cantor 2¢ sdo indistinguivéis do ponto de vista topologico (teorema 1.3.2), em outras palavras, o
que o Bernstein nos diz esta expresso no teorema 4.4.1 abaixo. A ideia da demonstragdo que iremos

apresentar para este teorema foi tirada de Homayouni (1997).

Teorema 4.4.1. [Bernstein]
R /= (top 2¥)3.
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Demonstragio. Seja {Y, : @ € k} uma enumeragao sem repeticoes de todos os subespacos de R
homeomorfos ao 2¥. Como 2“ é separavel (corolario 1.3.5), para cada a € k, fixe um D, C Y,
enumeravel e denso em Y. Pelo teorema 1.2.37 de Tychonoff, 2% é compacto. Usando esse fato e o
fato de R ser Hausdorff, temos que cada Y, é fechado em R, pois imagens continuas de compactos
sao compactas e compactos em Hausdorff sao fechados. Com isso, e pela regularidade de R, teremos
a injetividade da associacdo o — D,. De fato, se o # 3, entdo, por hipotese, Y, # Y3. Suponha
sem perda de generalidade que exista um x € Yg\Y,. Como Y, é fechado em R e z ¢ Y,, existe uma
vizinhanca U de = em R disjunta de Y,. Por causa do z temos U N Yp # (); assim, pela densidade
de Dg em Y, existe um y € (UNY3) N Dg. Por um lado y € Dg e, por outro, y e U =y ¢ Y, =
y & D,. Logo D, # Dg como queriamos. Podemos concluir, entao, que |{Dg : a € k}| = k. Como
{Dy : a € k} C [R]¥, segue k < |[[R]“| = ¢. Portanto |Y,| > & para todo a € k. A conclusao agora

vem da

Afirmagao: Fizados os espagos X e Y, se {Y, : a € K} € a colegao de todos os subespagos de X

homeomorfos ao Y e se |Yy| = k para todo o € K, entdo

X /= (top Y)s.

Solugdo. Por inducdo, fixado um «a € k, tome

{20, xL} c Yo\ | {2h =}

B<a

Isso pode ser feito porque a € kK = || < K e, dai, \U5<a{x%,xé}| < k < |Yq|. Construidos esses
x!,, a tnica condicao que a fungao f : X — 2 precisa satisfazer para atestar o resultado desejado é
f(zh) =iVaer, Vie2 O

|

Em 1990, utilizando o principio quadrado, Weiss estende esse resultado no teorema 4.4.3, o qual

iremos apenas enunciar. Sua demonstragdo pode ser encontrada em Weiss (1990b).

Defini¢ao 4.4.2 (O principio [0y). Dado um numero cardinal X, o principio Oy é a seguinte
afirmagao: Existe uma sequéncia (Cy : a < AT e « limite) (onde AT & o cardinal sucessor de \) tal

que:
e Cada C, é um club em «;
e Se cf(a) < A, entdo |Cy| < A;
e Se 3 & um ponto de acumulagao de C,, entao Cg = 8N Cy.

Teorema 4.4.3. Suponha que X seja um espago regular cuja cardinalidade | X| satisfaca a seguinte
propriedade: A\¥ < AT e O, é verdadeiro para todo cardinal A tal que cf(\) = w e 2¥ < X < |X|.
Entdo X /— (top 2¥)3.

Nesta secao iremos ver outros resultados envolvendo coépias de um dado k-cubo de Cantor e
relacbes de partigdes. O primeiro deles vai ser obtido como corolario do teorema abaixo, o qual nos

d4 um subespaco de 2 homeomorfo ao 2%.
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Teorema 4.4.4. Seja dado um cardinal k. Se {4; : i € w} C P(k) € uma familia de elementos dois

a dois disjuntos, entdo {x4, : [ € P(w)} e 2¥ sdo homeomorfos, onde

AI:UAiCFc VI € P(w)

el
e, dado A C K, x4 é a fungdo caracteristica de A definida por xa[A4] = {1} e xalr \ 4] = {0}.

Demonstragdo. Dada f € 2¢; fazendo I = f~'[{1}], o homeomorfismo entre 2* e {x4, : I € P(w)}
é dado por
fr— xa,-

Para ver que essa associacao é bijetiva basta ver que a funcao que associa cada x4, & funcdo
caracteristica xy € 2% de I é a sua inversa. S6 falta ver que ela preserva as topologias.
Seja U um aberto bésico do 2" tal que exista x4, € U para algum I € P(w). Fixemos este

x4, € U. Queremos ver que
{xs:xa, €U}

<¥ o subconjunto finito de k tal que, se £ € k\ F', entao

é uma vizinhanga de x7 em 2. Seja F' € [K]
o &-ésimo fator de U é 2 e, se £ € F, entdo o &-ésimo fator de U ¢ {0} ou {1}. Fixemos também o
xr tal que x4, € U.

Observemos que um & € F pode: pertencer a Ay para algum k € I; pertencer a Ay para algum
k € w\ I, ou ainda; ndo pertencer a nenhum Ay (com k € w). Considerando, entdao, ambos os

conjuntos finitos
L={iel:FNA#0} e L={jew\I:FnA;#0},

vamos definir V; = {1} Vie I, V; = {0} Vj € I, V; =2View\ (1 UL) eV = HV}. Para o que
S
segue, vamos supor ambos os conjuntos I1 e Is ndo vazios. O caso em que um deles for vazio sai,

em particular, do mesmo raciocinio.

Vamos mostrar que x; € Veque xa, € UVyxy € V. Temos x1(i) =1Vie L1exs(j) =0Vj € I,
porque, se j € I5, entdo j ¢ I. Portanto, V é de fato uma vizinhanga para xj. Se x; € V, entdo
xJ(1) =1Vie Il e x;(j) =0Vj € I. Para ver que xa, € U, vamos verificar que x4, (&) = x4, (&)
V¢ € F.Dados i € I1 e j € I, temos

(*) XJ(Z):1:>Z€J:>AZCAJ

(%) xu()=0=j¢J= A;Cr\A,

Se { € Fe& e A; para algum ¢ € I, entdo x4,(§) = 1, enquanto x4,(§{) = 1 também por
(%).Se € Fef ¢ A Viell, entao £ ¢ Ar e xa,(§) = 0. Mas, ainda com relacao a este mesmo
€, podem ocorrer duas coisas. Ou £ € A; para algum j € Ip; dai, por (x*), xa,(§) = 0. Ou ainda
€ ¢ A, Yk € w. Neste caso, em particular, £ ¢ Ay também e x4,(§) = 0. Logo, se xj € V, entdo
XA, € U e podemos concluir que a nossa associa¢ao ¢ continua.

Note agora que 2% é Hausdorff, pois, se f e g sdo dois elementos distintos de 27, entdo existe

um «a € k tal que f(a) # g(a) e as respectivas vizinhancas basicas ern Ue e H&KVg de feg
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definidas por U, = {f(a)}, Vo = {g9(a)} e Us = Ve = 2 V¢ € K\ {a} sdo disjuntas. O fato agora
de a nossa associagao x; — x4, ser um homeomorfismo segue da proposicao 1.2.36, ja que, além de

ela ser bijetiva e continua, seu dominio 2* é compacto e sua imagem é Hausdorff.
|

Como corolario temos o resultado abaixo, encontrado como um teorema em Weiss (1990D).

Coroléario 4.4.5. Se 2% /— (top 2)3, entdo existe um modo de particionar P(x) em dois pedagos
tal que nenhum deles contenha uma familia {A; : i € w} de elementos dois a dois disjuntos tal que

todas suas reunides pertencam a um mesmo pedago.

Demonstra¢do. Pela contrapositiva, seja 27 = X; U Xs uma particao de 2. Se x é a funcdo que
associa cada subconjunto de x & sua funcdo caracteristica, entdo P(k) = x X1 U x"1[X3] é
uma parti¢do para P(x). Dai, por hipétese, algum x~![X;] contém, ndo s6 a familia {4; : i € w}
de elementos dois a dois disjuntos, como também a familia {{J;c; A; : I € P(w)} de todas suas
reunides. Portanto, {XUieI 4, : I € P(w)} C Xj para este j, onde {XUieI 4, -1 € P(w)} =2 pelo

teorema anterior. Logo 2% — (top 2¥)3, como querfamos. |

Para finalizar este capitulo, vamos ver alguns resultados envolvendo compactificacbes de um

ponto e o k-cubo de Cantor.

Definicao 4.4.6. Por A,, vamos denotar a compactificacdo de um ponto de um espaco discreto de

cardinalidade k.

Segundo Weiss (1990b) é devido ao Todorcevic a relagao

2% — (top A,{)éf(n),

para todo cardinal infinito x. Em particular, essa particdo afirma a existéncia de uma cépia home-
omorfa ao A, dentro do x-cubo de Cantor.

A prova, ainda devida a Todorcevic, pode ser encontrada no proprio Weiss (1990b). Nela, assim
como no resultado anterior, através da associagdo que identifica cada subconjunto de x com sua
funcao caracteristica, ¢ demonstrada a afirmacao de que ao particionar P (k) em cf(k) pedagos, um

desses pedacos contém um A-sistema com sua raiz.
Teorema 4.4.7. Seja {Dg¢ : £ € k} C P(k) um A-sistema sobre £ de tamanho & e seja R sua raiz,
isto ¢ Do, N Dg = RVa,f € k com a # 3. Suponha R # D¢ V¢ < k. Entao
X ={xp;: £ €r} C2°
é discreto, localmente compacto e Hausdorff. Além disso
Y = X U{xr}
¢ compacto, Hausdorff e tal que X =Y. Isto ¢, Y ¢ uma compactificacdo de um ponto de X pelo

teorema 1.2.41.

Demonstracao. Vamos comegar vendo que X é discreto. Fixe um elemento xp, qualquer de X.
Existe £ € Do \ R. Defina Ug = {1} e considere U = H U, onde U,, = 2 para todo n < & tal que

n<k
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n # & Nao existe xp, € U com 1 # «, pois, como DN Dy = Rsen # ae € Do\ R, segue { ¢ D,
e, portanto, xp, (§) = 0, o que implica xp, ¢ U. Como X ¢é discreto, X & localmente compacto e
Hausdorff.

As justificativas do porqué X =Y e Y ¢ compacto sdo semelhantes. Seja U um aberto bésico
do 2% tal que UNY # (). Assim existe f € UNY . Seeste f é f = XD, para algum § < £, entdo nao
ha nada a fazer. Suponha, entdo, que este U seja vizinhanca do xr. Vamos mostrar (para mostrar
a igualdade X =Y) que existe £ < & tal que XD, € U. Além disso, ja vamos mostrar também que
existe s6 um nimero finito de elementos de X fora de U, de onde vai seguir que Y é compacto.

Seja F' € [k|<% o subconjunto finito de  tal que os £-ésimos fatores de U sdo iguais a 2 se
¢ € k\ F e distintos de 2 se £ € F. Temos este

F=(FNR)U(FN(k\R)).

Se FN(x\ R) = 0, entdo ndo ha nada a fazer: teremos xp, € U V€ < k porque F C R = xp,(r) =
1= xgr(z) Yz € F.

Entdo suponha F N (k\ R) # 0. Vamos chamar G = F N (k \ R) esse pedaco de F fora de R.
Da hipétese D, N Dg = Rse o, B € Kk e a # 3, segue que, se x € G N Dy, entdo, de todos os D¢’s,
este « pertence apenas ao D,. De um modo mais preciso: x € GN Dy = x ¢ D¢ para todo & < &,
¢ # «a. Pode ocorrer também de termos G N D, = () Va < k. Neste caso também teremos xp. €U
V¢ < K porque xp, () =0 Ve € G jaque x € G = x ¢ D¢ (na verdade o caso G = FN(k\R) =0
considerado anteriormente também esta englobado aqui, porque G N D, = () caso G = 0)).

Se GND, # ) para algum a < k, pela observacao anterior, sejam Dg,, ..., Dg, tal que GNDg, #
0 Vie{l,...,n} (lembre que G & um conjunto finito). Por um lado xr(z) = 0 Yz € G. Por outro,
fixado 1 <4 < n, existe x € G N Dy, e, para este @, Xp, () =1, o que faz XD, ¢ U. Mas é s0 este
numero finito de elementos de U que cairdo fora de U. Para os outros teremos X p, (r) =0Vzx € G,

pois, como G N Dg =0, temos x € G = = ¢ Dg. Segue Y compacto e X =Y como querfamos. W

Para obter um corolario da relagao 2% — (top Aﬂ)if(ﬁ) mencionada acima, basta, por exemplo,

encontrarmos um espaco que contenha uma copia do x-cubo de Cantor.

Definic¢ao 4.4.8 (Espago diadico). Um espaco compacto X é diadico quando ele é imagem continua

de um k-cubo de Cantor para algum s > w.

Fixado um cardinal , Efimov (1977) nos diz quais sdo as condi¢bes necessarias e suficientes
para que um espaco diddico de peso x contenha uma cépia do k-cubo de Cantor. De seu trabalho,
podemos concluir, em particular, que, se X é um espaco diddico cuja cofinalidade do seu peso é
nao enumerével, entdo X contém uma copia do w(X)-cubo de Cantor. Dessa forma, e da relacdo

2" — (top Aﬁ)éf( obtemos o corolario abaixo, extraido de Weiss (1990b).

K)?
Corolario 4.4.9. Seja X um espaco diadico tal que a cofinalidade de seu peso k seja nao enumeravel.

Vale

X — (top Aﬁ)éf(n).



Capitulo 5
Comentarios Finais

Quase todas as relacoes de particoes X — (top Y)? vistas no presente trabalho foram feitas
K

para n = 1. Naturalmente podemos também estudar essas relacdes para qualquer outro natural n.
Para n = 2 ou n = 3 temos, por exemplo, o artigo “Partitioning the Pairs and Triples of Topological
Spaces” (Hajnal et al., 1990); para n = 4, o “Partitioning the Quadruples of Topological Spaces”
(Weiss, 1990c). Além do proprio “Partitioning Topological Spaces”, outros problemas em aberto
podem ser encontrados no artigo “Weiss’s Questions” (Weiss, 1990a).
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