Idempotentes Qentrais Primitivos
Em Algumas Algebras de Grupos

Vitor Araujo Garcia

DISSERTACAO APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA
OBTENCAO DO TITULO
DE
MESTRE EM CIENCIAS

Programa: Matemaética

Orientador: Prof. Dr. Raul Antonio Ferraz

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro do CNPq

Sao Paulo, julho de 2015



Idempotentes Centrais Primitivos
Em Algumas Algebras de Grupos

Esta versao da dissertacao contém as correcoes e alteracoes sugeridas
pela Comissao Julgadora durante a defesa da versao original do trabalho,
realizada em 25/09/2015. Uma copia da versao original esta disponivel no

Instituto de Matemaética e Estatistica da Universidade de Sao Paulo.

Comissao Julgadora:

e Prof. Dr. Raul Antonio Ferraz (orientador) - IME-USP
e Prof. Dr. Francisco Cesar Polcino Milies - IME-USP
e Prof. Dr. Antonio Paques - UFRGS



Agradecimentos

Agradego a Deus em primeiro lugar.

Também agradego a minha familia e amigos pelo apoio e companhia, sem os qual seria

impossivel chegar até aqui.

Nao posso deixar de agradecer aos professores e colegas, pelo apoio e pelas orientacGes,
em especial agradego ao professor Raul Antonio Ferraz pela sua paciéncia e orientagdo,
que sem duvida nao foram apenas de grande ajuda, mas foram essenciais para que este

trabalho pudesse ser realizado.



i



Resumo

GARCIA, V. A. Idempotentes Centrais Primitivos em Algumas Algebras de Gru-
pos. 2015. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade
de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

O objetivo do trabalho é apresentar alguns resultados acerca de anéis de grupos e
aplicacOes, segundo o que foi estudado em livros e artigos sobre o assunto. Inicialmente,
apresentaremos alguns fatos bésicos sobre anéis de grupos, que podem ser encontrados
em [5], e em seguida, apresentaremos os resultados principais, mais recentes, que foram
estudados em dois artigos diferentes. No primeiro artigo [4], apresentou-se uma forma de
calcular o nimero de componentes simples de certas algebras de grupos abelianos finitos,
bem como também foi apresentada uma forma de calcular geradores idempotentes de cé-
digos abelianos minimais, suas dimensoes e seus pesos. No segundo artigo [2], encontra-se
uma descricao feita dos idempotentes centrais primitivos da &lgebra de grupo racional de

grupos nilpotentes finitos.

Palavras-chave: Anel de Grupo; Idempotentes; Algebra de Grupo; Codigo Minimal; C6-
digo Abeliano.
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Abstract

GARCIA, V. A. Primitive Central Idempotents in Some Group Algebras. 2015.
Master‘s Thesis - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo
Paulo, 2015.

Our goal in this project is to present some results about group rings and its applications,
as presented in books and articles about this subject. First of all we are going to establish
some basic fact about group rings, which can be found mainly in [5], and then we will
present the main results, which are more recent, and have been studied in two different
articles. In [4], the authors presented a way of evaluating the number of simple components
of some finite group algebras, as well presented a way of evaluating idempotent generators
of some minimal abelian codes, their dimension and their weights. In [2] there is a complete
description of all the primitive central idempotents of the rational group algebra of finite

nilpotent groups.

Keywords: Group Rings; [dempotents; Group Algebras; Minimal Code; Abelian Code.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta dissertacao estudaremos em detalhes os artigos Idempotents in group al-
gebras and minimal abelian codes [4] escrito por Ferraz, R. A., e Polcino Milies, C.,
e Central idempotents in the rational group algebra of a finite nilpotent group |2]
escrito por Jespers, E., Leal, G., e Paques, A..

O primeiro artigo trata de idempotentes primitivos e componentes simples de
certas algebras de grupos abelianos finitos sobre corpos finitos e da dimensao de
ideais minimais de alguns coédigos e sera abordado no Capitulo 2.

O segundo artigo traz uma identificacao de todos os idempotentes centrais pri-
mitivos de &algebras racionais de grupos nilpotentes finitos, comecando pelo caso
abeliano. Também faremos um exemplo simples para mostrar uma aplicacao do
resultado principal deste segundo artigo. Sera abordado no Capitulo 3.

Neste capitulo introdutoério, enunciaremos alguns resultados basicos de que pre-
cisaremos como pré-requisitos para as partes principais do trabalho, e deixaremos
os demais pré-requisitos para os capitulos seguintes.

Na subsecao 1.1.1, enunciaremos alguns resultados e algumas defini¢oes basicas
da teoria de anéis de grupos de que precisaremos nos capitulos seguintes.

Na subse¢ao 1.1.2, nosso objetivo principal serd chegar em um resultado conhe-
cido que relaciona subgrupos e quocientes de grupos abelianos finitos, usando para
isso grupos de caracteres. Este resultado sera usado no Capitulo 2.

Na subsecao 1.1.3, listaremos algumas definicbes e propriedades bésicas sobre

codigos ciclicos, bem como sua relagao com anéis de polino6mios e anéis de grupos.
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Também usaremos essas informacoes no Capitulo 2.

Na subsecao 1.1.4, falaremos sobre grupos nilpotentes e séries centrais, com al-
guns resultados importantes que serao usados no Capitulo 3. Também apresentare-
mos uma classe de grupos nilpotentes bem conhecida, como exemplo.

Neste capitulo, aqueles resultados que se encontram em referéncias nao serao

provados, mas citaremos onde encontrar as suas demonstragoes.

1.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho é estudar em detalhes os artigos [4] e [2], ambos tra-
tando sobre idempotentes centrais primitivos em algumas algebras de grupo. Para
isso, utilizaremos os conceitos e resultados que foram apresentados no sub-tépico
anterior.

Estudar esses artigos permitird pensar em investigacoes futuras a respeito do
assunto anéis de grupos, bem como permitira estudar outros artigos mais avancados

a respeito do tema.

1.2 Contribuicoes

As principais contribui¢oes deste trabalho foram detalhar (em idioma portugués)
dois artigos matematicos relativamente recentes, bem como apresentar alguns pré-
requisitos basicos da teoria e colocd-los numa ordem em que se possa entender os
artigos, se estudados como apresentados desde a introducao até o Capitulo 3.

Obs.: Nao foi desenvolvido nenhum resultado original /inédito na elaboracao desta

dissertacao.

1.3 Organizacao do Trabalho

No capitulo introdutoério, como ja dito, o contetido principal foi explicar qual o
objetivo da dissertacao e apresentar uma série de resultados e conceitos basicos que
servem como pré-requisitos para os artigos seguintes (principais). As referéncias que

utilizamos para escrever este capitulo foram [5], [1], [9], [8] e [7].
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No Capitulo 2, apresentaremos e provaremos em detalhes os resultados do artigo
[4], que estuda certas dlgebras de grupo comutativas sobre corpos finitos. Este artigo
serd nossa principal referéncia para este capitulo - também utilizaremos resultados
que foram apresentados no capitulo introdutorio.

No Capitulo 3, apresentaremos e provaremos os resultados do artigo [2], que
apresenta uma caracterizagao dos idempotentes centrais primitivos da &algebra de

grupo racional de grupos nilpotentes finitos.

1.4 Consideracoes Preliminares

Listaremos a seguir algumas nocoes e resultados béasicos que serao usados ao
longo dos capitulos principais (capitulos 2 e 3). Os resultados citados a seguir sao
bem conhecidos, e a maior parte deles nao serao provados aqui. No entanto, ha
referéncias para textos em que se pode encontrar a prova para eles. Os resultados

para os que nao ha referéncia serao provados, ou terao um pequeno esboco de prova.

1.4.1 Anéis de Grupos

Nesta subsecao, introduziremos alguns dos conceitos e resultados basicos da te-

oria de anéis de grupos, nos baseando principalmente em [5] e [1].

Definicao 1.4.1 Seja G um grupo e R um anel com 1. Definimos RG como sendo

o conjunto de todas as somas formais do tipo

Zagg7

geG

onde a; € R,g € G, e apenas uma quantidade finita dos a, s € diferente de zero.

Definimos as operacoes em RG por:

Zayg + Z byg = Z(% +by)g.

geG geG geG

Sea=3  qaq9eB=3 ;b9
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aff = Z agbrgh.

g,heG
Com estas operacoes, RG € chamado anel de grupo de G sobre R.
Com as operacoes acima definidas, temos que RG € um anel com 1 = deG Ugg,
onde ui, =1 e, se g # 1g, uy =0.

Definimos o suporte de a: supp(a) = {g € G : a, # 0}.

Segue da definicao que, dados dois elementos em RG, a = dec agg e B =
deG byg, entao a = [ se, e somente se a, = by, para todo g € G.
Se R for comutativo, também podemos definir, para A € R e a = deG aq9 €

RG, o produto

Ao = Z Aagg,

geG

e com esta operacao, temos naturalmente que RG é um R-moédulo. Neste caso, RG
também é chamado algebra de grupo de G sobre R.

Existe uma aplicacdo injetora natural de G em RG, dada por h +— deG aqy,
onde a; = 0, se g # h, e a, = 1 e, com esta aplicacao, podemos ver G como um
subconjunto de RG. Desta forma, podemos dizer que RG é modulo livre, onde G é
uma base. Temos, em particular, que se R for comutativo, entao a dimensao de RG
sobre R estd bem definida, e serd a cardinalidade de G (se G for finito, sera |G|).

Também existe aplicacao injetora natural de R em RG, dada por r — ZQGG aqg,
onde a1, = r e, se g # 1 entao a, = 0. Esta aplicacao ¢ um homomorfismo e,
portanto, podemos, através dela, enxergar R como um sub-anel de RG.

Se R é anel comutativo e GG, H sao grupos, entao

R(G x H) ~ (RG)H,

(podemos supor que G x H se trata de produto direto interno) e isso segue do fato

de que a funcao ¢ : R(G x H) — (RG)H, dada por
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<P< Z Oéghgh) = Z <Za9hg)h

gheGxH heH  geG

é um isomorfismo.

Agora, enunciaremos uma propriedade universal de anéis de grupos:

Proposicao 1.4.2 Seja G um grupo e R um anel. Dados qualquer anel A tal que
R C A e qualquer fungao f: G — A tal que f(gh) = f(g)f(h), para todos g, h € G,
entdo existe um tunico homomorfismo de anéis f* : RG — A que € R-linear, e tal
que f*oi = f, ondei: G — RG € a inclusao dada acima, ou seja, tal que o sequinte

diagrama comuta:

Além disso, se R é central em A (e entao A pode ser visto como uma R-dlgebra),

entao f* € um homomorfismo de R-dlgebras.

Prova: veja Proposicao 3.2.7 de [5]. O

O seguinte resultado é um caso particular da proposicao acima e, vamos enuncia-

lo separadamente porque precisaremos dele mais adiante.

Corolario 1.4.3 Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. Entao existe um
tnico homomorfismo de anéis f* : RG — RH tal que f*(g) = f(g), para todo g € G.
Além disso, se R € comutativo, entao f* € um homomorfismo de R-dlgebras; mazis
ainda, se f é um epimorfismo (monomorfismo) entao f* também é um epimorfismo

(monomorfismo).

Prova: veja o Corolério 3.2.8 de [5]. O

Precisaremos de resultados acerca de anéis de grupos semisimples para estudar-

mos os capitulos principais. Para chegar nesses resultados, [5] utiliza alguns fatos
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sobre ideais de aumento:

Definicao 1.4.4 O homomorfismo € : RG — R dado por

5(Zagg> = Zag

geG geqG

¢ chamado de fungao de aumento de RG, e seu nicleo, denotado por A(G), é

chamado ideal de aumento de RG.

Chegamos entao no conhecido teorema que determina condi¢oes necessarias e

suficientes para um anel de grupo ser semisimples:

Teorema 1.4.5 (Maschke) Seja G um grupo. Entao o anel de grupo RG € semi-

stmples se, e somente se valem as sequintes condicoes:
(i) R € um anel semisimples;
(i) G € finito;

(ii1) |G| € inversivel em R.

Prova: ver subsecao 3.4 de [5] e, para pré-requisitos sobre ideais de aumento, veja

a subsegao 3.3 de [5]. O

Temos, em particular, que se R = K é um corpo e GG é um grupo finito, entao
RG = KG ¢é semisimples se, e somente se car(K) /|G|. Portanto, sempre que K
for um corpo de caracteristica zero e G for um grupo finito, teremos que KG ¢é
semissimples.

E bem conhecido o teorema de Wedderburn-Artin, para anéis semissimples.

Enunciemos este teorema para o contexto de anéis de grupos:
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Teorema 1.4.6 Seja G um grupo finito e K um corpo tal que char(K) [|G|. Entdo:

(i) KG é a soma direta de uma quantidade finita de ideais bilaterais {B;}1<i<r,

0s componentes simples de KG. Cada B; € um anel simples.

(11) Qualquer ideal bilateral de KG € a soma direta de alguns membros da familia

{Bi}i<i<i-

(iii) Cada B; € isomorfo a um anel de matrizes da forma M,,(D;), onde D; é
um anel com divisao que contém uma copia de K no seu centro.
E o isomorfismo

P
~

KG = @i M, (D;)

€ um isomorfismo de K-dlgebras.

(iv) Em cada anel de matrizes M,,(D;), o conjunto I, ; das matrizes cujas en-
tradas fora da coluna j sao todas nulas € ideal minimal & esquerda e, além disso,
M, (D;) = &5, L ;.

Além disso, dado x € KG, considerando ¢(x) = (o, ...,qp.) € BL_; M, (D;) e defi-
nindo xm; = a;m;, para todo m; € I, ;, entao I; j pode ser visto como um KG-mddulo

simples.

(v) I ; >~ 1), se, e somente se i = k.

(vi) Qualquer KG-mddulo simples € isomorfo a algum I, ;.

Também temos uma versao do Teorema 2.6.9 de [5], que serd muito importante

nos capitulos seguintes:

Teorema 1.4.7 Seja KG = ®]_, B; uma decomposi¢ao de KG (semisimples) como
soma direta de ideais bilaterais minimais da dlgebra de grupo KG. Entao existe uma

familia {ei, ...,e.} de elementos de KG tais que:
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(i) e; # 0 € idempotente e central, 1 <i <r;

(ii) Se i # j, entdo e;e; = 0;

(1)) 1 =e1 + ... +e;

(iv) e; nao pode ser escrito como a soma de dois elementos nao-nulos idempo-

tentes centrais de KG que sejam ortogonais.
Este ultimo motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.4.8 Os elementos e; conforme o teorema acima sao chamados idem-

potentes centrais primitivos de KG.

Se K@ for semissimples temos, pelo Teorema de Wedderburn-Artin que

KG ~ M,, (D) ® ...® M, (D,),

e, pela demonstracao do teorema acima, temos que os idempotentes centrais pri-
mitivos de KG sao relacionados as matrizes identidade, isto é, os idempotentes
centrais primitivos eq, ..., e, sao levados pelo isomorfismo nas matrizes identidade
de M,,(Dy), ..., M, (D,), respectivamente. Segue que todo idempotente central ndo
nulo é soma de idempotentes primitivos centrais (pois os tnicos elementos centrais
de cada anel de matrizes acima sao as matrizes escalares, e s6 sao idempotentes se
forem identidades).

Quando G é um grupo abeliano finito, temos ainda o seguinte teorema:

Teorema 1.4.9 (Perlis-Walker) Seja G um grupo abeliano finito, de ordem n, e

seja K um corpo tal que char(K) fn. Entdo:

KG ~ @gpnaak (Cq)

onde (g € uma raiz primitiva da unidade de ordem d e ag = [K(?ﬁ Nesta

formula, ng denota a quantidade de elementos de ordem d em G.
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Em particular, se K = Q, entdo aq € o nimero de subgrupos ciclicos de ordem d

em G.

Obs.: a parte ‘em particular’ nds temos do fato de que [Q((y) : Q] = &(d), o numero

de geradores do grupo ciclico de ordem d.

Prova: ver subse¢ao 3.5 de [ 5 |.

Como corpos sao anéis simples, temos que o teorema acima nos da as componen-
tes simples destes anéis de grupos. A parte ‘em particular’ do teorema nos diz ainda
que, se G é um grupo abeliano finito, entdo a quantidade de idempotentes (centrais)

primitivos de QG é igual a quantidade de subgrupos ciclicos de G.

Na subsegao seguinte, estudaremos um pouco sobre a teoria de caracteres em
grupos abelianos finitos e, como resultado principal, relacionaremos a quantidade de

subgrupos ciclicos de um grupo abeliano finito com a quantidade de fatores ciclicos.

1.4.2 Caracteres em Grupos Abelianos Finitos

O objetivo desta subsecao é apresentar um teorema sobre teoria de caracteres em
grupos abelianos finitos que culmina mostrando que, dado um grupo abeliano finito
G, existe uma bijecao entre seus subgrupos ciclicos e seus quocientes ciclicos que
preserva ordem, pois usaremos este resultado no capitulo 2. Usaremos, para isso, o

Capitulo 10 de | 9 |.

Uma definicao possivel para o grupo de caracteres de um grupo abeliano finito é

a seguinte:

Definicao 1.4.10 Seja G um grupo abeliano finito. Entao o seu grupo de carac-
teres G* é

G* = Hom(G,C*),

e para quaisquer f,h € G*, definimos o produto (fh)(g) = f(9)h(g), para todo

g € G. Desta forma, temos que G* € um grupo.
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Temos o seguinte resultado:
Teorema 1.4.11 Se G é um grupo abeliano finito, entao G ~ G*.

Prova: ver Teorema 10.56 de [ 9 |. O

Definicao 1.4.12 Seja G um grupo abeliano finito. Para cada x € G definimos o
homomorfismo E, : G* — C* por E.(p) = p(z); assim, E, € G**, e definimos a

funcao E : G — G* por x — FE,.

Teorema 1.4.13 Se G ¢ um grupo abeliano finito, entao a funcao E definida acima

€ um isomorfismo.

Prova: ver Teorema 10.59 de [9]. O

Seja S um subgrupo de G. Defina St = {f € G* : f(s) = 1,para todo s € S}.
Temos que S+ é subgrupo de G* e, a funcao S+ — (G/S)* dada por f f, onde
f(g) = f(g) (estd bem definida) ¢ um isomorfismo, isto ¢, S* ~ (G/S)* ~ G/S.

Temos o seguinte lema:
Lema 1.4.14 A funcio ¢¥(S) = St ¢ uma bijecio entre subgrupos de G e de G*.

Prova: Como G ~ G*, entao basta mostrar que esta funcao é injetora, isto é, que

dados S, H subgrupos distintos de G, entdao S+ # H~*. Temos:
(St ={E, € G : E,(f) = f(z) =1, para todo f € S+ } ~ (G*/SH)* ~ G*/S™,

e, portanto, S C (S1)L e, [(SH)*| = |G|/ISH| = |G|/(|G/S]) = |S] e, assim, temos

que (SH)t =S e segue o resultado desejado.

Como corolario, temos o seguinte resultado:

Corolario 1.4.15 Seja G um grupo abeliano finito. Entdo existe uma bijecio ¢
entre os subgrupos de G e os quocientes de G, tal que ¢(S) ~ S, para todo S < G. Em
particular, a quantidade de subgrupos de G ciclicos de ordem n € igual & quantidade

de quocientes de G ciclicos de ordem n, para todo n inteiro positivo.



1.4 CONSIDERACOES PRELIMINARES 11

Prova: seja S < G um subgrupo. Segue da demonstracao do lema anterior e do
paragrafo que o precede que (S+)t = S ~ (G*/S+). Pelo Teorema 1.11 temos o

resultado.

E assim concluimos esta parte.

1.4.3 Cobdigos Ciclicos

Nesta subsecao veremos algumas propriedades sobre codigos ciclicos, bem como
sua relacao com ideais em anéis de grupos e com certos quocientes de anéis de

polinémios.

Definicao 1.4.16 Um caodigo linear de comprimento n e dimensao k sobre o corpo
Fy é um subespago vetorial C' de dimensao k do espago F', onde I € o corpo de
ordem q. Um cddigo linear C é dito ciclico se, para todo (co,...,c,—1) € C temos

(Cn—h Coy -y Cn—Q) € C.

Assim, definimos a aplicacdo o : C' — C definida por o(cy, ..., ¢n—1) = (Cp_1, €0y -, Cn_2)-
Existe um homomorfismo de anéis injetor (cg, ..., c,_1) > co+c1+...+cp 12" 1 €
F,[z]/(z™—1), e a imagem deste homomorfismo ¢ um ideal I de F,[z]/(z" —1). Apli-

car a func¢do o em C equivale a multiplicar por x em F,[z]/(z" — 1).

Identificaremos um codigo ciclico C' de comprimento n com o ideal I de F,[x]/(x"—

1) correspondente.

Proposicao 1.4.17 Seja C um cddigo ciclico de comprimento n e dimensdo k > 0
sobre F,. Entdo existe um dnico polindomio monico g(x) € F,lx] tal que, para todo

polinomio c(x) € F,[z] de grau menor que n, temos que c(x) € C se, e somente se

g(@)le(x).

Prova: ver Proposi¢ao 8.1 de [8]. OJ

Assim, temos que a imagem de g(z) em F,[z]/(2™ — 1) estda em C, e g(x) ¢ o

polinémio nao-nulo de menor grau que satisfaz isso. Mais ainda, temos que a imagem
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de g(x) em C gera C (olhando como ideal do quociente do anel de polinomios). Isso

motiva a seguinte definicao:

Definicao 1.4.18 O polinomio g(x) conforme descrito na proposi¢ao anterior €

chamado polinémio gerador do cidigo C' (e do ideal ).

Notemos que podemos escrever

C = {g(@)ul) : grau(u(x)) < n — grau(g(z)) — 1},

portanto, temos que a cardinalidade de C ¢ ¢=979u(9(*))) = ¢¥ e portanto, grau(g(z)) =
n— k.

Também temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.4.19 Se C' é um cddigo ciclico de tamanho n e g(x) é seu polinomio

gerador, entao g(x)|(z" —1).

Prova: ver Proposicao 8.2 de [8]. O

Entao, podemos fazer a seguinte definigao:

Defini¢ao 1.4.20 Com o contexto dado acima, o polinémio h(z) = (z™ — 1)/g(z)

é chamado polinémio de verificagao de C (este polinoémio tem grau k).

A partir de agora, vamos supor que mdc(n,q) = 1.

Desta forma, temos que o polinomio 2" — 1 € F,[x] possui n raizes distintas em
um corpo de decomposi¢ao e, portanto, temos que mdc(h(x), g(z)) = 1.

Também podemos identificar C' com um ideal da algebra de grupo comutativa
F,C,, de forma analoga a que fizemos para o quociente no anel de polinomios, da

seguinte forma: se g € C,, é gerador, entao definimos f : C' — F,C,, por:

n

fler,oen) = Zcigi.

i=1
Com a suposi¢ao acima, temos que F,C,, é semisimples (pelo Teorema de Mas-

chke). Pelos teoremas 1.4.6(ii) e 1.4.7, temos que existe um tnico idempotente e € C'
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que gera C. Seja e(x) € F,[z] um polinomio tal que e(z) € F,[z]/(z"—1) corresponde
ae.
Temos a seguinte proposicao, que sera usada para calcular o polindémio gerador

no capitulo 2:
Proposicao 1.4.21 Com as notacoes acima, temos que g(x) = mdc(z™ — 1, e(x))

Prova: seja h(z) o polindémio de verificacao de C. E sejam r(x)s(z) € F,[x] tais que

r(z)g(x) + s(x)h(x) = 1.

Multiplicando os dois lados da equagao acima por r(x)g(x), temos:

(r(z)g(x))* +r(z)s(z)h(z)g(z) = r(z)g(x)

Como h(z)g(z) = 2™ — 1, temos que

ou seja, r(z)g(x) é idempotente.
A primeira equagao também dos diz que mdc(r(z), h(x)) = 1. Portanto, como

mdc(g(x),h(z)) = 1, temos:

g(x) = mde(r(z)g(x), h(x)g(x)) = mde(r(z)g(z), 2" - 1).

Além disso, temos que 7(x)g(x) = 1 — s(z)h(x) e, temos que

(r(z)g(x))g(x) = g(x) — s(x)h(x)g(x) = g(z) — s(x)(z" — 1) = g(x)(mod (z" —1) )

e, portanto, r(z)g(z) € C gera g(z), que é gerador de C. Segue que r(z)g(z) ¢é
gerador de C.
Como r(z)g(x) é idempotente e gerador de C, entdo r(z)g(x) = e(z)(mod (2" — 1) )

e temos, portanto:

mde(e(z), 2" — 1) = mde(r(z)g(z), 2" — 1) = g(z),
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como queriamos.

1.4.4 Grupos Nilpotentes

Definiremos e enunciaremos alguns resultados basicos acerca de grupos nilpoten-
tes e séries centrais que serao usados no Capitulo 3, e daremos um exemplo de um
tipo de grupos nilpotentes finitos. Para isso, comecemos definindo alguns conceitos

béasicos:

Definigao 1.4.22 Para h,k € G, definimos seu comutador [h, k] = hkh™ k1.
Para subgrupos H, K de G, definimos [H, K] = ([h,k] : h € H, k € K).

Vamos definir os subgrupos v;(G) de G por indug¢do:

Yit1(G) = [%(G), G].

Por indugdo, temos que cada 7;(G) é normal em G e, além disso, 7;41(G) < 7;(G).

Isto possibilita a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.4.23 Chamaremos de série central descendente de G a série

G =m(G) 2 1(G) = ..

Também ha outra série de interesse.

Definigao 1.4.24 Os centros de ordem superior, que denotaremos por Z;(G),

sao subgrupos de G definidos indutivamente:

Zi—i—l(G)/Zi(G) = Z(G/Zz‘(G))>

isto €, se v; : G — G/Z;(G) € a projecao natural, entao Z;1(G) é a pré-imagem do

centro.
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Também dizemos que Z;(G) € o i-ésimo centro de G.
E claro que Z,(G) = Z(G).

E definimos a série central ascendente de G:

1= Zo(G) < Z4(G) < Zo(G) < ...

Teorema 1.4.25 Seja G um grupo, entdo existe um inteiro ndo-negativo ¢ com
Z.(G) = G se, e somente se, V.41(G) = 1. Além disso, nesse caso, vi11(G) <

Ze—i(@Q), para todo 1.

Prova: ver Teorema 5.31 de [9]. OJ

Defini¢ao 1.4.26 Um grupo G € dito nilpotente se existe inteiro c tal que Y41 (G) =
1 ou, equivalentemente, Z. = G. O menor ¢ que satisfaz isso € chamado classe de

nilpoténcia de G.

Temos, por exemplo, que um grupo é nilpotente de classe 1 se, e somente se ele
for abeliano.

Os proximos teoremas lidam com subgrupos e quocientes de grupos nilpotentes.

Teorema 1.4.27 Todo subgrupo H de um grupo nilpotente G € nilpotente. Mais

ainda, se G € nilpotente de classe ¢, entao H € nilpotente de classe no mdzximo c.

Prova: ver Teorema 5.35 de [9]. OJ

Teorema 1.4.28 Se G é um grupo nilpotente de classe ¢ e H < G, entdo G/H €

nilpotente de classe no mdzrimo c.

Prova: ver Teorema 5.36 de [9]. OJ

O proximo teorema serd muito ttil no capitulo 3:

Teorema 1.4.29 Seja G um grupo nilpotente. Se {1} # H <G, entao HNZ(G) #

{1}.
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Prova: ver Teorema 5.41 de [9]. O

Teorema 1.4.30 Todo p-grupo finito € nilpotente.

Prova: ver Teorema 5.33 de [9]. OJ

Temos também a seguinte definigao:

Definicao 1.4.31 Uma série

G=G2>2Gy>..>G, =1,

onde cada G; <G e G;/Gi1 < Z(G/Giy1) € chamada uma série central.

Por 5.1.9 de [7|, temos que, se G for nilpotente, as séries centrais ascendente e
descendente sao centrais e de mesmo tamanho e, além disso, se todos os subgrupos
G; de uma série central de um grupo nilpotente G sao distintos, entdo 7;41(G) <

Gi1 < Z, 1, e portanto G é nilpotente de classe n — 1.

Obs: para uma justificativa do paragrafo acima, veja 5.1.9 de |7].

Exemplo: Denotemos por G = UT'(n, F,,) (com n > 2) o grupo (multiplicativo)
das matrizes n X n triangulares superiores tais que as entradas da diagonal principal
sdo todas iguais a 1. Pelo teorema anterior, temos que UT'(n, F},) é grupo nilpotente.

Defina T}, como sendo o grupo das matrizes triangulares superiores e N como
sendo o ideal de T,,(F,) composto pelas matrizes que tém apenas entradas nulas na
diagonal principal e abaixo dela. Temos que N* ¢ o ideal de T,(F,) das matrizes
cujas entradas da diagonal principal e das (i-1) diagonais logo acima desta sao todas
nulas.

Pela se¢ao 5.1 de [7], temos que

1=U,<..<U,=(

¢ uma série central, com U; =1+ N'={l+z:2 € N'}.
Temos, pelo que foi observado acima, que Uy < Z,_1_;. E bem conhecido o

fato de que esta inclusao ¢, na realidade uma igualdade, ou seja, que U; 11 = Z,,_1_,,
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para todo i. Vamos verificar sucintamente este fato, para fins de completude:

Antes, observemos os dois seguintes fatos, que sao imediatos:

-Se Ac U, BeUj, entao AB € Ujyj;
- Vale que Z1(G) = U,,_1;

Além disso, seja A € G. A pode ser escrito unicamente como uma soma A =
1+ B+ C, onde B,C € N tais que B € N e todas as entradas da matriz C' acima
da (i — 1)-ésima diagonal acima da diagonal principal sao nulas. Assim, temos que

(14 B) € U; e, portanto, (14 B)™' = (1 + D) € U;. Temos:

Al+B) ' '=(1+B)+0)(1+B)'=1+C1+D)=1+C+CD,

e CD € N, Portanto, temos por indugiao que no quociente G/U;, A =1+ C.
Portanto, no quociente acima, todo elemento tem um representante que tem
apenas entradas nulas acima da (i — 1)-ésima diagonal acima da diagonal principal
(chamaremos matrizes desse tipo de matrizes do tipo 7).
Assim, para terminar a prova do que queremos, basta notar que para uma matriz
A ¢ U; do tipo ¢ sempre ha uma matriz B ¢ U; do tipo i tal que AB e BA sao
distintos em alguma entrada abaixo da i-ésima diagonal acima da diagonal principal,

e usar indugao (onde o passo inicial é o segundo fato acima).

Portanto, temos que UT(n, F,) é um grupo nilpotente de classe (n — 1). Em
particular, temos que para todo inteiro positivo m, sempre ha um grupo nilpotente

de classe m.

Para o exemplo acima ficar mais claro, vamos ver um caso mais concreto: tome-

mos G = UT(4, F,). Entao temos:



18 INTRODUCAO 1.4

1 a2 a1z au
0 1 aos3 a
G = % “ Dy € Fq = Zg(G)
0 0 1 as4
u 0 0 0 1 | )
([ 10 a13 Q14 | )
01 0 aog
ZQ(G) = Dy € Fq
0 0 1 0
ul 00 O 1 | )
(T 1 \
1 00 a14
010 O
Z1(G) = tau € Iy
001 0
L[000 1

E temos uma descricao completa da série central ascendente de G.



Capitulo 2

Idempotentes e codigos abelianos

minimais

Neste capitulo, vamos calcular a quantidade de componentes simples de certas
algebras de grupos abelianos finitos sobre corpos finitos. Todas estas algebras que
estudamos sao semisimples.

Vamos também calcular idempotentes geradores de cédigos abelianos minimais
de algumas algebras, ou seja, seus idempotentes (centrais) primitivos. Também va-
mos calcular a dimensao e o peso desses codigos.

Todo o capitulo sera baseado, principalmente, no trabalho que foi feito por Ferraz,

R. e Polcino Milies, C. [4].

2.1 Consideracoes Iniciais

Conforme vimos em 1.1.3, se F' = F, é o corpo com ¢ elementos, entao os codigos
ciclicos de comprimento m sobre F' podem ser vistos como ideais em F[X]/(X™—1)

ou em F'C,,, onde C,, é o grupo ciclico de ordem m.

Definicao 2.1.1 Um cddigo abeliano sobre o corpo F' é um ideal I na dlgebra de
grupo F'A, onde A € um grupo abeliano finito. Um codigo abeliano minimal é

um ideal I que € minimal.

Como vimos na se¢ao 1.1, se carF [|A|, entdo F'A é semisimples e, portanto,

todo ideal minimal é um componente simples B; = FAe; de F'A, onde e; é um

19
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idempotente central primitivo de F'A.

2.2 Quantidade de Componentes Simples

Seja F' um corpo finito, com ¢ elementos, e seja A um grupo abeliano finito tal
que mdc(q,|A|) = 1. Como vimos, F'A é semisimples e, se {eq,...,e,} é o conjunto

de idempotentes centrais primitivos de F'A, temos:
FA=&[_(FA)e; ~ &, F,

onde F; ~ (FA)e;, 1 <i <r,sao extensoes finitas de F.

Defina:

Note que Fe; ~ F' como corpos, sob o isomorfismo ae; — a (a € F'), e 0 numero
r, que representa a quantidade de componentes simples de F'A, também representa
a dimensao de A sobre F.

O proximo lema traz uma identificacao de quais sao os elementos de FA =

"_(FA)e; que estao em A:
Lema 2.2.1 Seja o € FA. Entio o € A se, e somente se af = a.

Prova: Dado o € F A, podemos escrever a = 22:1 a;, onde a; = ae; € FAe; ~
F;,1 <1 <r. Agora, a é um elemento de A se, e somente se cada a; estd em Fle;,
para cada indice 7. Como Fe; >~ F' e F Ae; é uma extensao de Fle;, isto acontece se,

e somente se o) = a; para todo i; isto é, se, e somente se a? = .

Definigao 2.2.2 Seja g um elemento do grupo abeliano A. A classe q-ciclotéomica
de g é o conjunto

S, ={g” :0<j<t,—1},
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onde ty € o menor inleiro positivo tal que
¢ = 1(mod o(g)),

e o(g) denota a ordem de g.

Se (¢,0(g)) = 1, sempre havera um tal ¢, (pois g € Z};, e, portanto, golel) =1,
ese a € S, entao al € Sy, para todo 1.

Se S, NSy, # 0, entao existe a € S; N Sy,. Podemos escrever a = g% = h?'. Temos
a?’”’ = g € 9, e, similarmente, h € S,. Logo, S, = Sh.

Temos, portanto, que se S, # Sy, entdo S, NS, = 0. Seja T = {g1,..., 95}
um conjunto de representantes das classes g-ciclotomicas dos elementos de A (ha s

g-classes ciclotomicas em A).

Teorema 2.2.3 Seja F' um corpo finito de ordem q, e seja A um grupo abeliano

finito tal que (q,|A|) = 1. Entao, a quantidade de componentes simples de FA é

wgual ao numero de classes q-ciclotomicas de A.

Prova: conforme observamos acima, o niumero de componentes simples de F A é
igual & dimensao de A sobre F. Para provarmos o teorema, vamos exibir uma base
de A com s elementos.

Dada uma classe g-ciclotomica Sy, definimos ny, = >, S, h € FA. Vamos provar

que B ={n, : 1 <i<s} éuma base de A sobre F:

Como S, NSy, =0 se g # h, entdo temos que B é conjunto linearmente indepen-
dente. Para mostrar que o dado conjunto gera A sobre F, observemos que, como
FA ¢ um anel de caracteristica ¢, entao nl = n,,1 <1 < s, e portanto, pelo lema
anterior, temos que B C A.

Seja o € A = @]_, Fe;. Usando novamente o lema anterior, temos que a = af.

Assim, se a = deA a,g, n6S temos:

a = Zagg = (Zagg>q = Zaggq.

geA geA geA
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Como a4 € F, entao ag = a4 e temos:

Z 0gg = Z agg?.

geA geA

Como g? = h? implica S; = Sy, e a funcao g — g? é bijetora em S, temos que
esta mesma funcao é bijetora em A.
Assim, para cada g € A, temos que ay = age = ... = a -1 e, portanto, em «

cada coeficiente de um elemento de S, é «y, e temos:

a= Z gy,

geT
e concluimos que B gera A como F - espaco vetorial, como queriamos.

O

Como enunciamos no Teorema 1.4.9, o nimero de componentes simples da al-
gebra de grupo racional de um grupo abeliano finito A é igual & quantidade de
subgrupos ciclicos de A (e, como vimos em 1.4.2, também é igual ao namero de
fatores ciclicos).

Note que, se h € S,, entdo h = ¢? para algum j. Como (¢,0(g)) = 1, entdo
(¢,0(g9)) = 1, o que implica (g) = (h). Assim, cada g-classe ciclotomica S, é um
subconjunto do conjunto G, de todos os geradores do grupo ciclico gerado por g.
Entao, é claro que o niimero de subgrupos ciclicos de A é um limitante inferior para
o namero de componentes simples de F'A, e este limitante é atingido se, e somente
se Sy = G,, para todo g € A.

Para inteiros positivos r e m, denotemos por 7 € Z,, a imagem de r no anel dos

inteiros modulo m. Entao,

Gy =1g":(r,0(9) =1} ={g" : 7 € U(Zy(y))}-

Antes de enunciar o proximo teorema, vamos ao seguinte lema, que serd bem

uatil:

Lema 2.2.4 Sejam a,b,q € Z, alb, mdc(q,b) = 1 (e portanto mdc(q,a) = 1),
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e suponha que a imagem de q em U(Zy) é um gerador (multiplicativo). Entao a

imagem de q em U(Z,) também é gerador (multiplicativo).

Prova: Seja x € 7Z, denotemos por z, a imagem de x em Z,, e por x; a imagem de
x em Zy, e suponha que z, € U(Z,).
Seja pit...pi» = mdc(z,b) decomposi¢ao em fatores primos do m.d.c entre x e b

(onde os p;‘s sdo primos distintos), e sejam my, ..., m,, 0s maiores inteiros tais que

p;"*|b. Vamos provar que mdc (91: + ﬁ, b) =1.
T pn

Suponha que p é um ntmero primo que divide este m.d.c.. Temos dois casos:

Primeiro caso: se p|z, temos que, como p|b, entdo p = p;, para algum i, e

p[ﬁ. Dai, como p {1 W, temos que pla. Mas isto contradiz o fato de
T pn T pn

que a € T sao primos entre si.

mn 3

Sequndo caso: se p{ x, entdo p # p;, para todo 7. Como p|b, temos que p\]ﬁ
1 Fn

e | L, € ) (x + ml“—bnn> Portanto temos que p|x, uma contradigao.
Py " --Pn Pq Pn Py ---Pn

Assim, por hipotese, temos que existe m € Z tal que ¢" = x + pml‘l—bpnm(mod b).
™ pn
Como alb, temos ¢ = = + pmla—bpmn = x(mod a). Como x foi pego arbitrariamente
™

«.Pn

dentre os relativamente primos com a, temos que ¢ gera o grupo U(Z,).

Usaremos este lema para provar o seguinte teorema:

Teorema 2.2.5 Seja F' um corpo finito com q elementos, e seja A um grupo abeli-
ano finito, de expoente e, tal que (q,|A|) = 1. Entdao S, = G, para todo g € A se, e

somente se U(Z.) € um grupo ciclico gerado por G € Ze.

Prova: Suponha primeiro que U(Z,) é ciclico gerado por q. Para g € A, temos que
o(g)|e e, pelo lema anterior, (q) € Zyg) é um gerador de U(Zg()).

Para todo elemento h € G, temos que h = g¢", para algum inteiro positivo r
tal que 7 € U(Zo(y)), entdo 7 = ¢, para algum inteiro positivo j e h = gqj € 9.
Isso mostra que G, C S;. Como a inclusao oposta sempre vale, conforme observado

anteriormente, entao temos igualdade.
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Por outro lado, suponha que G, = S, para todo g € A. Como A é abeliano
de expoente e, entdo existe gy € A tal que o(go) = e e, em particular, G,, = S,
(este ultimo por hipotese). Entao, para cada inteiro r tal que 7 € U(Z), temos que
g € Sy, € portanto existe um inteiro j tal que 7 = g. Isso mostra que g gera U(Z,),

como querfamos.
U

E bem conhecido o fato de que U(Z.) é ciclico se, e somente se, e = 2,4, p™ ou
2p™, onde p é um nimero primo impar, e n é um inteiro positivo (ver, por exemplo,
Teorema 2.41 de [3]).

Além disso, se ¢ é impar, entao q gera U(Zs); se ¢ = 3(mod4) entdo q gera U(Zy);
e q gera U(Z,), com e = p" ou e = 2p" se, e somente se o(q) = ¢(p") em U(Z,).

Temos, portanto, o seguinte corolario:

Corolario 2.2.6 Seja F' um corpo finito com q elementos, e seja A um grupo abe-
liano finito, de expoente e. Entao G, = S, para todo g € A se, e somente se vale um

dos sequintes:

(i) e =2 e q é tmpar;

(ii) e = 4 e ¢ = 3(mod4)

o(p") em U(Ze);
o(p") em U(Ze);

(11i) e = p", onde p € um primo impar e o(q)

(iv) e = 2p™, onde p é um primo impar e o(q)

2.3 (Cobdigos Ciclicos Minimais

O objetivo desta subsecao é calcular os idempotentes primitivos de algebras de
grupos ciclicos do tipo listado no corolario anterior.

Seja H um subgrupo de um grupo G. Se (¢, |H|) = 1, definimos
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Temos que H esta bem definido e ¢ idempotente em FG (lema 3.6.6 de [5]).

Lema 2.3.1 Seja F' um corpo finito com q elementos, e seja p um nimero primo e

A = {(a) um grupo ciclico de ordem p", n > 1. Seja
A=A DA D..DA, =1

a cadeia decrescente de todos os subgrupos de A <A,~ = <api>>. Entao os elementos

o~ ——

eo=Ae;=A — A4, 1<i<n,

forma um conjunto de idempotentes ortogonais de F A tais que eg+e1+...+¢e, = 1.

A prova a seguir é encontrada no Lema VII.1.2 de [1] e, logo em seguida, é feita
uma observacao de que, no caso de F' ser finito, estes idempotentes podem nao ser
primitivos:

Prova: Como eoz/él\i = E, para todo 7, entao nos temos epe; = 0, para todo ¢ > 0.

Além disso, se 1 <1 < 7, Eﬁ; = A;, entao

—_ —/— ~

eiej = (Ai — A1) (A — Ajy) =

que é 0 se i < j e e sei = j. Segue que eq,...,e, sdo (n + 1) idempotentes
(centrais) dois a dois ortogonais. Além disso, observamos que a soma dos elementos
¢ telescopica, e portanto a soma » ;_,e; = A;, o que imlplica que a soma de todos

esses idempotentes é 1, como queriamos.
0

Se F' = Q, entao temos que esses elementos sao os idempotentes primitivos de
F A (pelo Teorema 1.4.9, no Capitulo 1, aliado ao fato de que cada e; é a soma de
idempotentes primitivos de F'A, pelo Teorema de Wedderburn - Artin).

Como esses sao (n + 1) (o nimero de subgrupos |[ciclicos| de A) idempotentes,

temos que serao primitivos sempre que F'A tiver exatamente (n + 1) componentes
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simples. Como o expoente de A neste caso é p", entdo pelo visto na secao anterior,
isso acontece se, e somente se ¢ e p" sao da forma descrita no tltimo corolario da
secao anterior.

Portanto, temos o seguinte:

Corolario 2.3.2 Seja F um corpo finito com q elementos, e seja A um grupo ci-
clico de ordem p™. Entao, o conjunto de idempotentes descrito no lema anterior € o

conjunto de idempotentes primitivos de A se, e somente se um dos sequintes vale:
(i)p=2,eoun=1eq éimpar oun=2 eq=3(modd);
(it) p € um primo impar e o(q) = ¢(p") em U(Zyn)
O

O corolario acima é uma generalizacao do seguinte teorema de Arora e Pruthi

(Teorema 3.5 de [6]):

Teorema 2.3.3 Seja F' um corpo finito com q elementos e A um grupo ciclico com

p" elementos, onde p € um primo impar tal que o(q) = ¢(p") em U(Zyn). Seja

A=A DA D..DA, =1

a cadeia decrescente de todos os subgrupos de A.

Entao o conjunto de idempotentes primitivos de FA é dado por:

O

Claramente, estes idempotentes determinam o conjunto dos ideais minimais em
FA e, portanto, os codigos ciclicos minimais de comprimento p” sobre F'.
A partir disso, podemos calcular os idempotentes geradores de ideais minimais

no caso de grupos ciclicos de ordem 2p™:
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Teorema 2.3.4 Seja F' um corpo finito com q elementos e G um grupo ciclico
de ordem 2p™, com p primo impar, tal que o(q) = ¢(p") em U(Zgyn). Escrevendo
G = C x A, onde A é o subgrupo p-Sylow de G e C' = {1,t} € o seu 2-Sylow. Se
e;,0 < i < n, denotam os primitivos idempotentes de F'A entao, os idempotentes
primitivos de F'G sdo

1+t
%ei,OSiSn;

1—t ,
—e;, 0< 1 < n.
2
Prova: Temos que, como o(q) estd em U(Zgym), entdo g ¢ impar. Sendo assim,
aplicando o teorema anterior, temos que os idempotentes primitivos de F'C sao

(1+t)/2e(1—1t)/2. Assim:

1 1-—
FG =~ F(C x A) = (FC)A = (F ;t@F . YA~ (Fe F)A.

Como os idempotentes primitivos de F'C correspondem a (1,0) e (0,1) em (F&F)
e os idempotentes primitivos de F'A sao os do teorema anterior, o resultado segue

imediatamente.
OJ

Depois que nés calcularmos a dimensao dos ideais minimais [; = (FA)(E—%TZ:)

e, portanto, o grau do seu polinémio gerador, calcular o polinémio gerador de I;.

2.4 (Cédigos Abelianos Minimais

Queremos estender os resultados da secao anterior para grupos abelianos finitos.
Para isso, consideremos primeiro o caso dos p-grupos abelianos finitos.

Seja A um p-grupo abeliano finito. Para cada subgrupo H de A tal que A/H # 1
é ciclico, vamos construir um idempotente de F A.

Observemos que, como A/H é um grupo ciclico cuja ordem é uma poténcia de p,
entao existe apenas um subgrupo H* de A contendo H, tal que |H*/H| = p. Vamos

definir ey = H — o # 0. Temos os seguintes lemas:
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Lema 2.4.1 Seja R um anel e seja H um subgrupo normal de um grupo G. Se |H |

€ wnvertivel em R, entao

(RG)H ~ R(G/H).

Prova: ver Proposi¢ao 3.6.7 de [5].

Lema 2.4.2 Seja G um grupo finito e, sejam H, K subgrupos de G. Entao
0K = OK.
Em particular, se H < K, entao HK = K.

Prova: Primeiro, notemos que hik; = hoky implica que h;lhl = k,’gk:l_l eHNK,e

além disso, kok;' = kk; ' se, e somente se ky = k e, portanto, concluimos que
{(h,k):hk=a,he H ke K} =|HNK]|,

para todo a € HK.
Temos que, se hq,...,h,, e ki, ..., k,, sao as listas de todos os elementos de H e

K, respectivamente, entao:

HE = (%(hl + ... +hn)) (%(kl + .. +km)) - Z hk =

her:eK
yH N K| Z
o= HK
HIK
Ccomo queriamos provar.
OJ
Lema 2.4.3 Os elementos ey definidos acima, junto com ey = 2, formam um

conjunto de idempotentes de F'A dois a dois ortogonais, cuja soma € 1.

Prova: o fato de que estes elementos sao idempotentes segue diretamente do lema

anterior.
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Sejam agora H, K < A tais que A/H, A/K sao ciclicos e nao triviais, e sejam
H*, K* subgrupos de A contendo H e K, respectivamente, tais que H*/H, K*/K
sao ciclicos de ordem p. Vamos considerar primeiro o caso em que H C K (propria-

mente). Neste caso, H* C K e temos:

Agora, se nenhum desses dois subgrupos esta contido no outro, entao ambos H
e K estao contidos propriamente em HK, e temos que H* e K* estao contidos em
HK. Assim, H*K* C HK, e claro que HK C H*K* (pois H C H*, K C K*).
Entao H*K* = HK. Agora, como HK C HK* C H*K*, segue que HK* = HK e,

analogamente, nés temos H*K = HK. Portanto
emex = (H — H)(K — K*) = HK — H*K — HK* + H*K* = 0.

Falta s6 provar que a soma de todos esses idempotentes é 1. Para cada subgrupo
ciclico C' de A, denotemos por G(C') o conjunto dos elementos de C' que geram este
subgrupo; isto é:

G(C) = {ceC:olc) = |C]}.

Se C denota a familia de todos os subgrupos ciclicos de A, entao |A| = ). |G(C)|
e, como A é um p-grupo (e também C), entao |G(C)| = ¢(|C|) = |C| — |C]/p.

Seja S o conjunto de todos os subgrupos H de A tais que o quociente A/H é
ciclico e seja e = ), sen.

Afirmacao: e = 1.

Para provar tal afirmacao, é suficiente provar que (FA)e = FA, visto que e é a
soma de idempotentes dois a dois ortogonais. EE devido a estes idempotentes serem

dois a dois ortogonais, temos que

(FA)e = D (FA)en,

HeS
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dai, temos

dimp((FA)e) =) dimp((FA).,).

Note que H=H0+ ey, e que H*ey = 0 (ou seja, H* e ey sao idempotentes e

ortogonais entre si), entao temos
(FA)H = (FAYH* @ (FA)ey.

E ainda
dimp((FA)ey) = dimp(FA)H — dimp(FA)H.

Segue da equacao acima e do Lema 2.12 que
dimp((FA)ey) = dimpF[A/H) — dimpF[A/H*]. (2.1)
Temos claramente que:
dimpF[A/H] = |A/H|,

dimpF[A/H*| = |A/H"|.

Segundo vimos em 1.4.2, existe uma bijecao ® : C — S tal que, se denotarmos

por C' € C o subgrupo tal que ®(C) = H, temos |C| = |A/H|. Portanto, temos
dimpF[A/H] = |C|,
dimpF[A/H"] = |A/H*| = |A/H|/|H*/H| = |C|/p,
entao, pelo teorema acima

dimp((FA)er) = |C| — |C|/p = 1G(C)],

e portanto

dimp((FA)e) =Y dimp((FA)er) =Y _|G(C)| = |A],

HeS ceC
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e portanto e = 1, como queriamos.

O seguinte resultado esta contido na demonstra¢ao acima:

Corolario 2.4.4 Nas condicoes do lema anterior, temos que
dimp((FA)ey) = dimpF[A/H] — dimpF[A/H"].

O seguinte resultado ¢ uma consequéncia direta do lema que acabamos de provar

e do Corolario 2.2.6.

Teorema 2.4.5 Seja p um primo e seja A um p-grupo abeliano finito de expoente
p".
Entao, o conjunto de idempotentes acima € o conjunto de idempotentes primitivos
de FA se, e somente se, um dos sequintes vale:

(i) p" =2, e q € impar;

(i) p" =4 e ¢ = 3(mod 4);

(111) p € um primo impar e o(q) = ¢(p") em U(Zy).

Prova: se o tal conjunto de idempotentes for de idempotentes primitivos, como
sua soma ¢ 1, entao estes sao todos os idempotentes primitivos, e as hipoteses do
Corolario 2.2.6 estarao satisfeitas. Por outro lado, se um dos trés itens acima for
satisfeito, entdao o conjunto de idempotentes acima é o conjunto de idempotentes

primitivos de F'A, pelo Corolario 2.2.6.

Também, temos o seguinte:

Teorema 2.4.6 Seja p um primo impar e seja A um grupo abeliano de expoente
2p", e seja F' um corpo finito com q elementos, onde o(q) = ¢(2p") em U(Zayr) (em
particular, temos que q € impar). Escrevamos A = E x B, onde E é um 2-grupo
abeliano elementar e B € um p-grupo. Entao os idempotentes primitivos de F'A sdao
todos os produtos da forma e.f, onde e € um idempotente primitivo de FE e f € um

idempotente primitivo de F'B.
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Prova: escrevendo E = (a1) X ... X (a,), um produto de grupos ciclicos, temos que

FA~ F(E x B) ~ (FE)B,

(FE) ~ F({a1) X ... x (an)) =~ (F{a1))({az) X ... x {a,)) ~ (F & F)({a) X ... X {a,)).

Continuando indutivamente o processo acima, temos que FE ~ F?" e imediata-

mente temos o desejado.
O

Temos ainda que, com as hip6teses do teorema acima, os idempotentes primitivos
de F'B sao dados no teorema anterior.

Escrevendo F = (a;) X ... X {(a,), um produto de grupos ciclicos, entao os idem-
potentes primitivos de F'E sao todos os produtos do tipo e = e;...e,, onde

_1—|-al
2

€; ,ou

1—ai
€, =
2

I<e<n,

pois temos, pela demonstracdo do teorema acima, que FE ~ F?" e, portanto, F'E
tem exatamente 2" idempotentes primitivos, e estes elementos descritos acima sao 2"
idempotentes todos ortogonais entre si e somam 1 e, portanto, sao os idempotentes
primitivos de FE.

Sendo assim, temos uma descricao completa dos idempotentes primitivos de F'A,
nas hipoteses do teorema anterior.

Vale notar que, pelo Corolério 2.2.6, ja temos os tinicos casos em que os idempo-
tentes primitivos de algebras de grupos abelianos finitos sobre corpos finitos podem

ser calculados desta forma.
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2.5 Dimensao e Distancia Minima

Nesta secao, calcularemos a dimensao de certos codigos abelianos minimais sobre

F' e a distancia minima dos mesmos. Para isso precisaremos das seguintes definicoes:

Definigao 2.5.1 Dado um ideal I de FG, onde G é um grupo finito, sejam a =
> gec 99, b="2_,ccbeg elementos de G. Entao definimos a distdncia entre a e b

como sendo

d(a,b):|{g€G:ag7ébg,gEG}]

Definimos a distdncia minima do ideal I como sendo
[(I) = min{d(a,b) : a,b € I, a # b}
Definimos o peso de um elemento a € FG como sendo

w(a) = {g € G :ay # 0},

note que w(a) = d(a,0).

E definimos o peso de um ideal I de FG como sendo
w(l) =min{w(a) :a € I,a # 0}

Obs.: temos que d(a,b) = w(a —b). Se w(I) = ¢, entao existe 0 # a € [ tal que
w(a) = ¢ = d(a,0). Logo ¢ € {d(a,b) : a # b} e, portanto, [(I) < w(I). E como
d(a,b) = w(a — b), para todos a,b € FG, temos w(l) < I(I). Entdo w(l) = (1),
para todo ideal I de F'G.

Suponha que |A| = 2"p", onde p é um primo impar e m > 0. Como fizemos antes,
escrevamos A = E x B, onde E é um 2-grupo abeliano elementar (eventualmente
trivial) e B um p-grupo.

Como foi notado no fim da secao anterior, os idempotentes primitivos de F'E sao

todos os produtos da forma eg = e;...e,,, onde




34 IDEMPOTENTES E CODIGOS ABELIANOS MINIMAIS 2.5

e os idempotentes primitivos de F'A sao todos os produtos da forma egep, onde eg
é um idempotente primitivo de F'E e eg é um idempotente primitivo de F'B.
Para um idempotente primitivo ez de F'E fixo e um elemento y € E, podemos

escrever y = aj'...a", onde ¢; = 0 ou 1. Temos

m
'm

1:|:CL1>

<1j:am
2

5 > = tdep = (—1>€y€E, (22)

— €1
Yeg = a4y (

onde ¢, = 0 ou 1.
Considere primeiro os idempotentes da forma eEé. Um elemento de (FA).ee§ é
da forma fy.eEB\, tal que v pode ser escrito v = ZyeEbeB Tyb, onde cada x,;, ¢ um

elemento do corpo F'; e entao nos temos que

v.egB = Z xybyeE.bB(:)< Z wyb(—1)€y>€EB.

yeE,beB yeE,beB

Como (ZyeE’beB xyb(—1)€y> € F, temos que a dimensdo do ideal I = (FA).exB
é 1, e que seu peso é w(I) = |A| (pois supp(eEE) = A, e para cada elemento do
ideal, todos os coeficientes sao iguais).

Agora, consideremos os idempotentes do tipo e = egey, com e € FE, como
acima, e ey = H- I/{\*, onde H é um subgrupo de B tal que B/H é ciclico de ordem,
digamos, p’, e H* ¢ o tnico subgrupo de B que contém H tal que [H*/H] = p. Seja
I. = (FA)e.

Seja b € B um elemento tal que B = (b, H) (tome b um representante da co-classe
do gerador do grupo ciclico B/H). Assim, temos também que H* = <bpi_1,H>.

Como W'~ € H*, temos que (1 — b”i_l)ff\* = 0.

Entao segue que

(1= YepH = (1 — " Vep(H* +eg) = (1 — ¥ epey € I

Como W' ¢ H, entdao supp((1 — b ')H) ¢ a unido disjunta H U "H, e o

peso do elemento acima é w((1—b" ey H) = 2|E||H|, de tal forma que a distancia
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minima do ideal I, ¢ [(I,) < 2™ H].
Como B ¢ igual a unido disjunta B = H UbH U ... U '~ H, entdo nos temos
que A = E x B é a unifo disjunta A = E x HU ... U ~(E x H), de tal forma

pi—
j=0

que um elemento arbitrario de F'A pode ser escrito na forma o = ! a;bl, com
a; € FIE x HJ.

Pela formula (2.2), e utilizando o fato de que, se h € H, vale que hH = [:-\[, temos
que cada produto ojegey é da forma ajepey = kjeger, onde kj € F,0 < j < pt—1
(O mesmo vale pondo H no lugar de ey: ajegH = kjeE}AI) (*).

Como eEeH.eEf-\[ = epey, temos que (FA).egey C (FA).eEf-\[, e esta inclusao é
estrita, pois se existisse § € FA tal que fegey = eEﬁ, multiplicando por ey dos
dois lados, concluiriamos que eEﬁI = egey, 0 que nao pode ser verdade, pois !
estd no suporte do membro da direita, mas nao no suporte do membro da esquerda

desta tltima igualdade. Portanto, um elemento 0 # v € (F'A).egey = I, pode ser

escrito na forma

¥ = OéeE]/‘I (*:) (]{70 + k’lb + ...+ kpi_lbpi_l)eEf'\I.

Como v # 0, temos que pelo menos um dos coeficientes k; # 0. Se v = k;jbjeEPAI,
teriamos que eEI/—j € (FA).egey. Mas isso nao pode acontecer, pois a inclusdo
(FA).egey C (FA).epH ¢ estrita. Entio, pelo menos dois kj‘s diferentes sdo di-
ferentes de 0. Como v # 0 foi pego arbitrario em I, temos que [(I.) > 2™ |H]|.

Como a inclusao oposta noés ja tinhamos concluido, temos portanto que

[(I) = 2" H|

e calculamos a distancia minima de todos os ideais minimais.
Finalmente, vamos calcular a dimensao dos c6digos abelianos minimais; isto ¢, a

dimensao dos ideais da forma F'A.e, onde e é um idempotente primitivo de F A.

Teorema 2.5.2 Seja e = egey um idempotente primitivo de F'A, conforme as de-
finicoes acima. Temos que:

dim(FA.¢) = o(p'),
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dim(FA.epB) = 1

Prova:Temos
FA.GEGH = F[E X B].BEGH = ((FE)B)GEBH = (FEGE)BBH

Pela formula (2.2), temos que (FE).ep ~ F, para todo idempotente primitivo eg

de F'E. E segue da formula acima que

FAegeg ~ FB.ey

e do Corolério 2.4.4, temos que

dim[F A.epen)| = ¢(p").

~

Agora vamos ao caso em que ey = B. Como ji vimos ao calcular a distancia mi-
nima do ideal (FA).eEE, todo elemento deste ideal é um maltiplo por um elemento

de F' do elemento 6E§. Assim, temos

dim[FA.egB) = dim|FB.B] = 1.

2.6 Polindmio Gerador de Cédigos Ciclicos Minimais de Ta-

manho p"

Agora, para completar, vamos encontrar qual é o polinémio gerador dos co6digos
ciclicos I; = (FA)(E - A/:l) (como descrito no Teorema 2.10), e Iy = (FA)(A),
onde A ¢é ciclico de ordem p", e F' é corpo finito com ¢ elementos, e (¢, |A|) = 1.

Comegaremos com o caso ¢ > 0:

Pela Proposicao 1.4.21, temos que, se e;(z) corresponde ao idempotente primitivo

e;, entdao o polinomio gerador g;(x) do ideal I = (F A)e; satisfaz:



2.6 POLINOMIO GERADOR DE CODIGOS CICLICOS MINIMAIS DE TAMANHO PV 37

gi(X) = mdc(e;(X), XP" —1).
Entao, basta escolher e;(x) tal que e;(a) = e;, onde a é gerador de A. Entao
vamos escolher

nzl nz+11

gpit
P i+1 Z X

Vamos simplificar a expressao acima:

n i 1 n i4+1_ 1
i—1
ei n i+1 : : ij
1 pn_ifl pn—i+1,1
_ Jp’ gptt
T pneitl [p Z X = Z X
7=0 7=0

Note que

p—1 ‘ pni-1 p—1pni-1 . ,
E X! E xp :E § kP it
k=1

Jj=0

p—1p"'-1 pritl-1
_ x (k+ip)p'™" E xpt
k=1 j=0 j=1
Portanto, temos
n @ 1 n i+1 1

~ ey X7 = 30 ]

1 pn7i71 . pfl pn7i71 ‘
-l (T ) - (S ) (X )
j=0 j=1 j=0
1 p—1 _ prt-1 ‘
= (=) (X )
p j=0 j=0

Também:
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p—1)p"~* Pl

iji_l) ( iji> '
0

J=0

(
X o= (- Y = (e -

7=0 Jj=

i—1 i—1

Notando que X7~ = (X?"")J, concluimos imediatamente toda raiz de (X?" —

1) em um fecho algébrico de F' é também uma raiz de

p—1
i1
Jp
p— E X )
Jj=0

1—1

e, portanto, (X' — 1) divide p — Z?;é XP
Como ja sabemos que a dimensdao de I; = ¢(p') = p' — p'~! & igual a p* —

deg(g;(X)) (pela observagao logo apds a Definicao 1.4.18), temos que

pnfi_l

g:(X) = (X" = X x),

=0

E assim concluimos o caso 7 > 0.

Agora vamos analisar o caso i = 0:

Como fizemos na escolha dos e;’s acima, podemos escolher eg(X) = Zfial X,
que tem grau p" — 1. Como go(X) = mdc(eg(X), XP" — 1), e além disso (XP" —1) =
eo(X)(X — 1), temos que go(X) = eg(X).

Assim, concluimos este capitulo.



Capitulo 3

Idempotentes Centrais Primitivos em
Algebras de grupo Racionais de

Grupos Nilpotentes Finitos

O objetivo deste capitulo é descrever quais sao os idempotentes centrais primiti-
vos de uma algebra de grupo racional de um grupo nilpotente finito, sem fazer uso da
tabela de caracteres do grupo G, e utilizando para isso o artigo Central idempotents
in the rational group algebra of a finite nilpotent group, de E., Jespers, G., Leal e
A., Paques. Descreveremos, em primeiro lugar, os idempotentes primitivos de QG
quando G é um grupo abeliano finito.

Precisaremos ainda de mais alguns pré-requisitos, e comecaremos este capitulo

por eles.

3.1 Pré-requisitos

Antes de partirmos para o problema proposto acima, vamos considerar alguns
dos requisitos de que precisamos. Comecaremos com um pouco de representacoes de

grupos:

Definicao 3.1.1 Seja G um grupo e V- um C - espaco vetorial de dimensao finita.
Uma representacdo de G (sobre C), com espago de representag¢iao V', é um ho-

momorfismo de grupos

39
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T(g) = Ty,

onde L(V') € o grupo de operadores lineares bijetores de V' (que pode ser identificado
com o grupo de matrizes quadradas de tamanho dimcV e determinante nao nula).
Uma tal representacao € dita fiel se T’ for injetora.
Uma representacao € dita srredutivel se V =+ {0} e os unicos subespagos de V

invariantes sob todos os T,‘s sao os triviais: {0} e V.
Temos o seguinte resultado:

Lema 3.1.2 (Schiir) Seja G um grupo e T : G — M,(C) uma representa¢ao
irredutivel de G. Entao, se M € M, (C) comuta com cada elemento T, da imagem

de T, entao M € Z(M,(C)), ou seja, M é um mailtiplo da matriz identidade.

Prova: seja M € M,(C) matriz que comuta com cada elemento da imagem de 7.
Como C é algebricamente fechado, entao existe um autovalor A € C da matriz M.

Seja V), o auto-espaco correspondente. Vamos provar que V) é invariante sobre todo
T, € T(G). Seja v € Vy:
MT, (v) = T,M(v) = T, (\) = AT, (v)
= Tg (U) e V.

Portanto, temos que, como V), # {0} e a representacao é irredutivel, entao V\, =V

e, portanto, M = \I.

Continuaremos denotando o centro de um grupo G por Z(G).

Temos o seguinte corolario:

Corolario 3.1.3 Se G € um grupo finito que tem representacao wrredutivel e fiel,

entao Z(G) € um grupo ciclico.
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Prova: Seja T uma tal representacao. Pelo lema anterior, temos que cada elemento
de T(Z(@)) & um escalar multiplicado pela matriz identidade. Portanto, temos que,
naturalmente, 7'(Z(G)) é isomorfo a um subgrupo finito do grupo multiplicativo C*.
Como todo subgrupo finito do grupo multiplicativo de um corpo ¢ ciclico, temos que
T(Z(G)) é ciclico. Como a representagao é fiel, temos que Z(G) ~ T(Z(Q)), e temos

o resultado que desejamos.
O

Tendo os resultados desta se¢ao em mente, vamos agora as partes principais do

capitulo.

3.2 Quando G é Grupo Abeliano Finito

De agora em diante, G sempre denotard um grupo finito.

Defina, para e um idempotente central primitivo de KG, o subgrupo

G.={9€G:ge=¢}

Temos que G, é subgrupo normal de G, pois se he = e (h € G,.), entdao para

g € G temos

(ghg™")e = (gh)(g7"e) = (gh)(eg™") = glhe)g™" = geg™' = gg e =e
Como temos o resultado ([5], Lema 3.6.6) de que, para H < G, H é sempre
idempotente em QG, e é central se H é normal, entao temos que é\e é idempotente
central de QG.

Além disso,

—~ 1 1 1
eG, =e g= eg = e=e.
|Gl 2 |Gel 2 |Gl

g€Ge €

Portanto, temos que e ¢ um idempotente central primitivo de (QG)EJ\E ~ Q(G/G.),

entao € é idempotente central primitivo de Q(G/G.).
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Se G for nao trivial, denotemos por M(G) o conjunto de todos os subgrupos

normais minimais de G. E vamos definir

E definimos ¢({1}) = 1.
Seja N um subgrupo normal de G e seja M um subgrupo de G que contém N.

Entao ja sabemos que NM =M (pelo Lema 2.4.2). Denotemos por M o grupo
M/N. Se N # G definimos

eGN)= J[ (N-M= [ ~N-NM)=N J[ a-M).
MeM(G/N) MeM(G/N) MeM(G/N)

E definimos ¢(G,G) = G. Desta forma, temos que a pré-imagem de £(G/N) em
(QG)N ¢ &(G, N). Obs.: aqui estamos utilizando o isomorfismo ((QG)@;) ~ Q(G/G,),
encontrado na demonstracao da Proposicao 3.6.7 de [5], que identifica G/G. e GG,
como grupos, pelo morfismo ¢ : G — Gé\e, dado por ¢(g) = gé; que é um epimor-
fismo de nucleo G..

Temos o seguinte lemas:

Lema 3.2.1 Se e ¢ um idempotente central primitivo de QG e N é um subgrupo

normal de G, entao eN = e se, e somente se, N C G,.

Prova: Se N C G, temos:
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portanto n € G, e, logo, N C G..
[

Observemos que, se f é um idempotente central, como e = ef+e(1—f), e cada um
dos termos ¢ idempotente e central, e sdo ortogonais entre si (isto é, (ef)(e(1—f)) =
0), como e é idempotente central primitivo segue que ef = e ou ef = 0. Em
particular, se NV é como no lema anterior, entao eN = e ou 0.

H4 outros lemas de que precisaremos:

Lema 3.2.2 Se e é um idempotente central primitivo de QG e G, = {1}, entio G

tem representacao irredutivel fiel.

Prova: Seja e como no enunciado. Temos que e um idempotente central (ndo neces-
sariamente primitivo) de CG. Assim sendo, existem idempotentes centrais primitivos
e, ...,y de CG distintos tais que e = e; + ... + e,,,. Como CGe; ¢ um modulo se-

missimples, entao existem ideais & esquerda minimais ; ; de CGe; tais que
CG@Z' =11 D...D [Lnl

Podemos escolher os I; ; como sendo matrizes coluna, (conforme vimos no Teo-
rema 1.4.6 (iv)).

Temos homomorfismos T; ;, do tipo:
T%,k G — L(Il,k)

gHTg71§k§ni71§i§m7

onde T,(x) = gx. Como x pode ser escrito como sendo =z = e;y (y € CG), temos
que Ty(z) = T,(e;y) = geiy = (gei)(eiy), entao de fato T, estd definida em I; .
Além disso, temos que cada T}, é injetora (e, portanto, bijetora), pois T,z = T,z se,
e somente se gr = gz, e este ultimo acontece se, e somente se x = 2. Portanto as

funcoes do tipo 7} acima sao representacoes de G.
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Além disso, cada representacao T;; € irredutivel: suponha que existe um C-
subespaco V' de I; ; invariante sob todos os elementos da imagem de 7} ;. Isto implica
que (CG)V C V e, em particular, V' & um ideal a esquerda de CGe;. Como I, &

ideal & esquerda minimal, entdo V = {0} ou V = I, .

Além disso temos, pela escolha dos I; ;’s como sendo matrizes coluna que, para
cada par (i, k), T; é fiel se, e somente se T;; for fiel, para todo j. E este tltimo
acontece se, e somente se G., = {1}. Portanto, para provar o nosso resultado, temos
de provar que G,, = {1}, para algum i.

Como ja vimos, temos que cada C/J; ¢ um idempotente central em QG (pois G,
é normal em G) e, assim, eé;. =0 ou eé;. =e.

Temos

o~

eGe, = (e1+ ... + em)é;. = C/J;el + .. te+ ...C/J;em £ 0.

Portanto, eé; = e e, pelo Lema 3.2.1, G., C G, = {1} e, portanto, G, = {1},

como queriamos.
0

O resultado do lema acima é, na verdade, uma equivaléncia. Apesar de que nao

precisaremos da afirmacao reciproca, vamos prova-la para fins de completude:

Lema 3.2.3 Se e € um idempotente central primitivo de QG, entao G, = {1} se, e

somente se G tem representacao fiel irredutivel.

Prova: O lema anterior nos diz que se G, = {1}, entdo G tem representacao fiel
irredutivel.

Suponha agora que e é um idempotente central primitivo de QG e G tem repre-
sentacao fiel irredutivel. Vamos utilizar as mesmas notacoes da prova do teorema
anterior:

Pelo Teorema 1.6, temos que todos os QG-modulos irredutiveis sao isomorfos aos
I, da prova do lema anterior. Como G tem representacao fiel e irredutivel, temos,

pelas Proposicoes 4.2.1 e 4.2.2(ii) de [5] (que junto com o Teorema 1.4.6 dizem que
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toda representagao irredutivel de G é equivalente a uma das representagoes 7 ;) e
pela demonstracao do lema anterior que G, = {1}, para algum i. Portanto, temos

que G, = {1}, como queriamos.

E temos o seguinte lema, como consequéncia:

Lema 3.2.4 Seja G um grupo finito e seja e um idempotente central primitivo de
QG. Entao G, = {1} se, e somente se e(G)e = e. Em particular, e(G) # 0 se, e

somente se G tem uma representacao fiel irredutivel.

Prova: Suponha que G, = {1}. Se M € M(G), entao M é idempotente central e,
desta forma, temos que eM = e ou 0 mas, como G, = {1}, temos, pelo Lema 3.2.1,
que eM = 0, para todo M € M(G). Como G é finito, temos que M(G) = M, ..., M,

um conjunto finito. E temos

—~

eGe= ] Q—Me=(1—M)..(1-M,)e
MeM(G)

= (1= My)..(1 = M, 53)(e = 0) = (1= My)..(1 = M, y)e.

Repetindo o passo acima mais n — 1 vezes, temos que o produto acima é e.

Por outro lado, suponha que ¢(G)e = e. Se G, # {1}, entao existe M € M(G)
subgrupo nao trivial de G, e normal em G e, portanto, (G)e = 0 # 1, contradizendo
a hipotese.

Em particular: suponha (G) # 0. Como £(G) ¢ idempotente central, entdo
existem idempotentes centrais primitivos ey, ..., e tais que €(G) = e; + ... + ¢ €,
portanto, £(G)e; = e;. Das partes anteriores, temos que G., = {1}. Logo, ¢(G) # 0
se, e somente se, existe idempotente central primitivo e; tal que G., = {1}. Assim,

o resultado segue pelo Lema 3.2.3.
O

O i-ésimo centro de G ainda denotaremos por Z;(G). O centro denotaremos

apenas por Z(G). Lembremos aqui o conhecido fato de que, num grupo nilpotente,
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todo subgrupo normal intersecta o centro de forma nao trivial (Teorema 1.4.29) e,
portanto, todo subgrupo normal minimal de um grupo nilpotente é central (isto é,
esta contido no centro); em particular, todo subgrupo normal minimal de um grupo
nilpotente ¢ um grupo ciclico de ordem prima.

Temos, portanto, o seguinte resultado:

Lema 3.2.5 Seja G um grupo finito. Se e(G) # 0, entao Z(G) € ciclico. A reciproca

vale se, além diso, G for um grupo nilpotente.

Prova: Se ¢(G) # 0, pelo Lema 3.2.4 temos que G tem representacao irredutivel fiel
e, pelo Corolario 3.1.3, temos que Z(G) é ciclico.

Por outro lado, suponha G nilpotente e Z(G) ciclico. Como observado anterior-
mente, todo subgrupo normal minimal de G é ciclico de ordem p. Pela unicidade
dos subgrupos de ordem fixa de um grupo ciclico, e do fato de que, em um grupo
nilpotente, todo subgrupo normal nao trivial intersecta o centro nao-trivialmente,
temos que cada subgrupo normal minimal de G tem ordem prima, e todos tém or-
dens distintas e estao contidos no centro de GG. Assim, pelo teorema da decomposicao
de grupos abelianos finitos, temos que Z(G) pode ser escrito como o produto direto

interno:

Z(G) = Py...P,, (3.1)

onde cada P, é um p;-subgrupo (p; primo), com p; # p;, se i # j. Temos que cada
subgrupo normal minimal de G ¢ o subgrupo (ciclico) C,, = (a;) de ordem p; contido

em P;, para algum 1.

(@) =T[ 1~ (@)

i=1

Assim sendo, como o produto (3.1) é direto, temos, pelo Lema 2.4.2, distribuindo
o produto acima, que o coeficiente de g = ay...ax, em £(G) é ﬁ # 0, e temos,
portanto, que £(G) # 0.
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Como aplicacao dos lemas anteriores, vamos descrever quais sao os idempotentes
centrais primitivos da algebra de grupo racional de um grupo abeliano finito. Mas

antes, vamos precisar de um lema:

Lema 3.2.6 Seja A = G um grupo ciclico finito. Entdao €(A) é um idempotente
primitivo de QA.

—

Prova: seja a € A tal que A = (a). Temos €(A) = [[repqa) (1 — M). Se A é um
p-grupo, entao o resultado segue do Lema 2.3.1 (a demonstracdo dele também vale
quando o corpo é Q).

Se A nao é um p-grupo, entao ele é produto direto de grupos de ordem poténcia
de primos (distintos):

A = Gl...Gn,

onde cada G; é um p;-grupo, e p; # p;, se i # j.

Assim, temos que €(A) = &(Gy)...e(G,). Para provar o que queremos, vamos
provar que os idempotentes da forma e;...e,, com e; um idempotente primitivo de
QG;, formam o conjunto dos idempotentes primitivos de QG.

Temos que a quantidade de idempotentes primitivos de QG é dada pela quanti-
dade de subgrupos ciclicos de G' que é, por sua vez, igual a quantidade de divisores
de |G|, que é igual ao produto das quantidades de divisores de todos os |G| s, que
coincide, por sua vez, com o produto da quantidade de idempotentes centrais pri-
mitivos de todos os QG; s (pelo Teorema 1.4.9). Além disso todos, os idempotentes
da forma e;...e,, com e; um idempotente primitivo de QG;, satisfazem as proprie-
dades (i) e (ii) do Teorema 1.4.7, e a quantidade de tais idempotentes ¢ a mesma
que a quantidade de idempotentes centrais primitivos de QG. Vamos verificar a
propriedade (iii) do Teorema 1.4.7:

Sejam e}, ..., €. todos os idempotentes de QG;, entao lg, = e} + ...+ €. . E temos
1=1¢,..1¢, = (el +...+e. )...(ef +...+¢€f ), e este ultimo é igual a soma de todos
os idempotentes da forma e;...e,, com e; um idempotente primitivo de QGj,.

Portanto, temos um conjunto de idempotentes centrais 2 a 2 ortogonais que

somam 1, e cuja quantidade é igual a de idempotentes centrais primitivos. Portanto,
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eles sao os idempotentes centrais primitivos.
O

Usaremos agora os resultados anteriores para obter uma caracterizagao de to-
dos os idempotentes centrais primitivos da algebra de grupo racional de um grupo

abeliano finito.

Corolario 3.2.7 Seja G um grupo abeliano finito. Os idempotentes centrais primi-
tivos de QG sao precisamente os elementos da forma (G, N), com N um subgrupo
de G tal que G/N ¢€ ciclico. Em particular, se e € um idempotente central primitivo,
entdo supp(e) € um subgrupo de G, e e € uma combinacio Z-linear de idempotentes

da forma I;T, onde H ¢é subgrupo de G.

Prova: Como ja sabemos pelo lema anterior, se A é ciclico, entdo €(A) é um idem-
potente primitivo de QA. Em particular, se G/N é ciclico, temos que ¢(G/N) é
idempotente primitivo de Q(G/N) ~ (QG)N e, portanto, e(G, N) é¢ um idempo-
tente primitivo de (@G)N e, portanto, de QG.

Seja agora e um idempotente primitivo de QG. Entao (G/Ge): = {1} e, pelos
lemas 3.2.4 e 3.2.5, G/G, é ciclico e ¢(G/G.)é = &, portanto, £(G/G,) é idempo-
tente primitivo de Q(G/G.) ~ QG(@) e, portanto, (G, G.) é idempotente central
primitivo de QG, e também &(G, G, )e = e e, portanto, (G, G,) = e.

Provemos agora a segunda parte. Seja e um idempotente primitivo de QG. En-
tdo temos que e = &(G,G.). Se M, ..., M, sdo os subgrupos de G que contém
(G, minimais, entao temos que e é combinacao Z-linear de é\e e elementos do tipo

e~ ——

@M/\“Mlk == leMz

k*

Temos:

geEM;y geM;

1 — —
S G| e G| =
o |16 2 Gl D, 9

§€M¢1/Ge yeMik/Ge



3.3 QUANDO G E GRUPO ABELIANO FINITO 49

_ G T _LZ _ i
~ MM e | = &9~

A it
ge My, My, geM

Ge

onde M = M,;,..M;, .

Isso prova que e é combinacgao Z-linear de elementos do tipo previsto.

Para provar que supp(e) é subgrupo de GG, vamos novamente olhar para o quoci-
ente (G/G.), e vamos primeiro provar que supp(€) é subgrupo de G/G..
Como G /G, é ciclico, entao ele é o produto direto de grupos ciclicos cujas ordens

sao poténcias de primos distintos

G/G. =P X ...x Py,

e pela demonstragao do Lema 3.2.6, temos que € = e;...e,, onde e; ¢ um idempotente
primitivo de QP;. Portanto, supp(e) = supp(e;) X ... x supp(e,.) e, portanto, podemos
reduzir o problema ao caso em que G/G, é um p-grupo. Nesse caso, temos pelo Lema
2.3.1 do capitulo anterior que € = G//Ee one=H— }A(, onde H, K sao subgrupos
de G/G. e H é subgrupo proprio de K. No primeiro caso, temos supp(e) = G/G,
e, no segundo caso, temos supp(e) = K, e nosso resultado para G /G, esté provado.

Portanto, novamente olhando para o isomorfismo (@G)é\e ~ Q(G/G,) (induzido
pelo isomorfismo de grupos gé\e — §), temos que, se e é um idempotente primitivo
de QG (e, como sabemos, de (@G)é\e), entdo o suporte de € é um subgrupo M de

G /G, (portanto G. < M), entao o suporte de e é

supp(e) = | J supp(9Ge) = M < G,

geM

Ccomo queriamos provar.

Terminamos assim esta secao.
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3.3 Grupos Nilpotentes Finitos

O objetivo desta secao é generalizar o ultimo corolario da se¢ao anterior para o
caso em que G é um grupo nilpotente finito.

Vamos precisar introduzir uma notagao:

Para um elemento g € G, denotemos por Cy o conjunto de todos os conjugados
de g por elementos de G, isto é: Cy, = {hgh™' : h € G}, e é chamada de classe de
conjugacao de g.

Seja x € Z(QG) um elemento do centro de QG. Para todo g € g temos grg~! = ,
isto implica que, para cada h € supp(z), cada elemento de C}, esta no suporte de x
e tem o mesmo coeficiente de h.

Ou seja, acabamos de mostrar que os elementos 6’;, com g € G formam uma
Q-base para o centro de QG.

Vamos provar um pequeno lema que serd importante para provarmos o resultado
principal:

Lema 3.3.1 Seja G um grupo finito e g € G. Se g'C, N Z(G) # {1}, entio G

—

contém um elemento central z, de ordem prima, tal que 6’\9 = @(z).

Prova: Por hipotese, existe h € G tal que g~} (h~tgh) = 2 # 1, z € Z(G). Portanto,
g th tg=zh"%

Suponha que |z| = pn, onde p é primo e n é inteiro positivo. Entdo temos que
SR = (g—lh—lg)n _ g—lh—ng

e portanto 1 # 2" = (¢~} (h")"1g) " € Z(G), e |2z"| = p. Portanto, podemos supor
que z tem ordem prima.

Novamente de g~ '(h~1gh) = 2, temos que
h~tgh = zg.
Multiplicando por A=~ & esquerda e por h*~' & direita da tltima equacdo, temos

h—nghn — h—(n—l)zghn—l — Zh—(n—l)ghn—l —
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_ th(n72) Zghn72 — Zth(n72)ghnf27

e repetindo indutivamente o processo descrito acima mais n — 2 vezes, temos que
h="gh™ = z"g.
Se k € G, multiplicando a taltima equacao por k~! & esquerda e por k & direita,

temos que
k7 h"gh"k = (h"k) tg(h"k) = k72 gk = 2" (kT gk).

Dai, temos que (2)C, C C,. A inclusao contraria ¢ obvia, pois 1 €< z >.
Entdo temos (z) C, = C,. Em particular, temos que as fungoes f; : C, — C,

definidas por f;(z) = z'x sdo bijetoras. Dai, segue que 6’; = @(z}, pois @(z} =

ﬁCg(z 4.4 200)) = ﬁo(z)cg = (.

O

O centralizador de um subconjunto S do grupo G sera denotado por Cg(S), e é
o cunjunto de todos os elementos de G que comutam com todos os elementos de S.

Prosseguiremos com o seguinte lemas:

Lema 3.3.2 Seja G um grupo finito e N um subgrupo normal de G. Suponha que
€1, ..., € a lista de idempotentes centrais primitivos de QN, e seja g € G. Entao

g teig,...,g te,g também € a lista de idempotentes centrais primitivos de QN.

Prova: como N é subgrupo normal de G, temos que a funcao n € N — g lng €
N é um automorfismo, que induz um automorfismo em QN, também dado pela

conjugacao pelo elemento g € G. Assim, temos o resultado desejado.
O

A proxima proposicao descreve os idempotentes centrais e da algebra de grupo

racional de um grupo nilpotente finito com G, = {1}.

Proposicao 3.3.3 Seja G um grupo finito, e seja e € QG. Se e é um idempo-
tente central primitivo de QG, com G, = {1}, entdao e é a soma de todos os G-
conjugados de um idempotente central primitivo e; € QGy, onde G1 = Cg(Z3(G)),

e Ngec:((G1)e,)? = 1. A reciproca vale se G for nilpotente.
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Em particular, qualquer idempotente central primitivo e com G, trivial tem su-

porte contido em Cq(Z2(G)).

Prova: Suponha que e € QG é um idempotente central primitivo, com G, = {1}.
Seja C um conjunto de representantes de todas as classes de conjugagao de GG. Como
jé& foi notado, e pode ser escrito como e = dec %6’;, onde cada oy € Q.
Seja g ¢ Cg(Z2(G)) um elemento de G. Seja h='gh € C,, com h € Zy(G) tal que
hg # gh. Temos que g~ ' (h~tgh) # 1.

Afirmagao: g~ (h~tgh) € Z(Q).

Para provar tal afirmacdo, olhemos para o quociente G/Z(G): neste quociente,

temos que h e h=1 sdo centrais (pois h € Z5(G)). Entao

g H(hlgh)=1=Z(G) = g ' (h'gh) € Z(G).

Assim, se g ¢ C(Z2(@)), temos pelo Lema 3.3.1 que existe w, € Z(G) de ordem
prima tal que 6'\9 = 6’;@. Além disso, como Z5(G) é normal em G, temos que
G1 = Ce(Z3(G)) € normal e, portanto, os conjugados de elementos em G estdo em

(G1. Entao podemos escrever

€= Z O‘g@ + Z O‘gé;<wg>

9€Ca(Z2(G))NC 9¢Cc(22(G)),9€C
Como G, é trivial, pelo Lema 3.2.4, temos que ec(G) = e. Mas como cada (w,)

¢ normal minimal, temos

—_—

e(G) (w,) = [T -] {w))lw)=0.

MeM\{(wq)}

Portanto, podemos escrever

e= > 0,Chue(G). (3.2)

9€Ca(Z2(G))NC
Analogamente, podemos escrever

—

e(G) = Z 696; + Z 696;<w9>7

9€Cq(Z2(G))NC 9¢Cc(Z2(G)),9€C
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—

e como £(G)(w,) = 0, temos:

0= > BGluwh+ > BCylwy), (3.3)

9€Cq(Z2(G))NC 9¢Ca(22(G)),9€C

e como Cg(Z2(G)) é normal em G e (wy) C Cq(Z3(G)) = Gy, temos

—

Supp S Cylwy) | C CalZe(G)),
9€Ca(Z2(G@))NC
supp S 0 Colwy) | N Ca(2(G)) =0,

9¢Cc(Z2(G)),9€C

para quaisquer 7, € Q.

Em particular, temos, pela equagao (3.3) que Zggcg(zg(c)),gec ﬁgé’;@ =0e,
portanto, supp(e(G)) C Ca(Z2(G)).

Aplicando o paragrafo anterior na equagao (3.2), temos que supp(e) C Cq(Z2(G)) =
G1. Ou seja, e € QG,.

Nao temos certeza se e é idempotente central primitivo em QG1, mas com certeza

é idempotente central. Portanto, podemos escrever
e=¢e€e1+ ..+ e,

onde cada e; é um idempotente central primitivo de QG;.

Seja g € G. Temos que

e=el=¢el+..+el. (3.4)

Seja e = ef' + ... + e]* a soma de todas as G-classes de conjugagao de e;. Temos
que ¢ é central em QG. E pelo Lema 3.3.2, podemos concluir que € é idempotente e
nao nulo.

Assim sendo, ee = e ou 0. Usando a equagao (3.4) temos:

ce =ef'e+..teffe = ef' (e +...4ed ) +...+efr (eff +.. 4edk) = ef' +...+eft = £ 0,
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desta equacgdo, temos que e = € (isso prova uma parte da proposi¢ao, e também
prova que n = k).

Como ((G1)e, )% = (G1).s:, entao segue que My ((G1)e,)* = ML (G1)es: € Ge =
{1} e segue que NI, ((G1)e, )% = {1}. Assim, provamos um dos lados da proposicao.

Por outro lado, suponha que e; ¢ um idempotente central primitivo de QG1, com
G1 = Ce(Z3(G)) e suponha que N, ((G1)e, )% = {1}.

Seja e = €' + ... + " a soma de todas as G-classes de conjugacao de e;.

Temos que e é central em QG e, além disso, concluimos pelo Lema 3.3.2 que e
¢ idempotente. Portanto, existem fi, ..., fr idempotentes centrais primitivos em QG
tais que e = f; + ... + fi.

Seja N um subgrupo central nao trivial de G. Temos que N ¢ um idempotente
central em QG e, portanto, ]/\\761 = 0 ou ey, sendo que se for igual a e, implica

N C (Gy)e, (pelo Lema 3.2.1) e entao

N € ) (Gh)e) = {1},

geG

0 que nao é possivel.

Sendo assim, Ne; = 0. Como (G1)e, € normal em G e G é grupo nilpotente, temos
que existe subgrupo N # {1} de G, contido em Z(G) N (G1)e,, se (G1)e, # {1}.

Mas como Nej = 0, entdo (Gy)e, = {1} e, pelo Lema 3.2.4, temos que £(G1)e; =
e(G)e; = ey (obs.: €(G) = €(Gy), pois G é nilpotente e também Z(G) C Gy).

Consequentemente, temos (G)e = e e, portanto, (G) f; = f;, para todo i. Pelo
Lema 3.2.4, temos que Gy, é trivial e, portanto, pela primeira parte da prova, temos
Ji € QG.

Como e; aparece na representacao de e como soma de idempotentes centrais
primitivos de QG, entdao e; também aparece na mesma representacdo de algum f;.
Pela primeira parte da prova, temos que f; = €' + ... + " = e, portanto, ¢ = f; &

idempotente central primitivo de QG, como queriamos.
O

Agora vamos ao resultado principal deste capitulo, onde descreveremos os idem-

potentes primitivos centrais de quaisquer algebras racionais de grupos nilpotentes
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finitos, dando uma descricao que depende apenas da estrutura do reticulado de

subgrupos do grupo nilpotente em questao.

Teorema 3.3.4 Seja G um grupo nilpotente finito. Entao os idempotentes centrais

primitivos sao precisamente todos os elementos da forma

(e(Gmy Hn))? + .. + (e(Gny Hin) )"

isto €, a soma de todos os G-conjugados de (G, Hy,), onde H,,, G, sao subgrupos

de G que satisfazem as sequintes propriedades:

(1) H)CH, C ... CHyp C G € ... C Gy C Gy = G

(2) para 0 < i <m, H; é um subgrupo normal de G; e Z(G;/H;) é ciclico;
(8) para 0 < i <m, G;/H; nao € abeliano, e G,/ H,, é abeliano;

(4) para 0 < i <m, G /H; = Cq,yn,(Z2(Gi/ Hy));

(5) para 1 <i <m, Ngeq, y/u, H = Hi_1.

Prova: Em primeiro lugar, vamos ver que um elemento do tipo acima é mesmo um

idempotente central primitivo.

Seja e = (e(Gpm, Hin))? + ...+ (e(G, Hy))? satisfazendo as propriedades acima.
Por causa do Corolario 3.2.7, temos que as propriedades (2) e (3) implicam que
fm = e(G,,/H,,) & um idempotente (central) primitivo de Q(G,,/H,y) ~ (QGm)ﬁ;.
Dai, temos que (G, H,) = f € um idempotente central primitivo de QG,,.

Como &(Gn/Hp)fm = fm, entdo (Gy/Hy)s = {1}, pelo Lema 3.2.4. Lem-
brando que Q(G,,/Hy,) ~ (QGm)ﬁ; pelo isomorfismo induzido pelo isomorfismo
de grupos g € Gf[; — g € G/H,,, temos:

—_

g€ (Gn/Hpn)r ={1} & g € Hy.

Assim, temos que (Gp,),, = Hun.
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A propriedade (4) implica que, em particular, G;,1/H; é subgrupo normal de

G;/H; e, usando o teorema da correspondéncia, temos que G,, é normal em G, ;.
Portanto temos, pelo Lema 3.3.2, que f,,_1 a soma de todos os G,,_1-conjugados

de f,, é idempotente, além disso, f,,_1 é claramente central em QG,,_;. A proprie-

dade (5) nos da
) (G = () Hf= Huo

gGGmfl geGmfl

= (1 (Gu/Hn)7)= (] (Ha/Hn) = {1}

9E€Gm—1/Hm—1 9E€Gm-1/Hm-1

Assim, as propriedades (2), (4) e a formula acima, junto com a proposi¢ao an-
terior implicam que f,,_; ¢ um idempotente central primitivo de (@Gm,l)ﬁm: ~
Q(Gym—1/Hp-1) (olhando primeiro para o quociente). Portanto, f,,_1 é idempotente
primitivo central de QG,,_;.

Repetindo o argumento acima para f,,_» a soma de todos os G,,_s-conjugados
de f,,_1, temos que f,,_o é idempotente central primitivo de QG,,_2. A Gnica parte
da prova que nao é analogo ao que fizemos, é para provar que (Gp,—1)f,,_, = Hm-1.

Para isso, vamos escrever f,,_; = f9 + ... 4+ fJ. Assim,

h e (Gna)jps € fm1h = fn, (3.5)

como o suporte de f,,_1 estd contido em G,,, entdao temos h € G,,. Portanto, pelo
Lema 3.3.2 e o Teorema de Wedderburn-Artin, temos que vale (3.5) se, e somente se
f%h = f9 paratodo i, que equivale a dizer que fmhgz‘_1 = fmn €, portanto, = H,,
e, portanto h € H%. Como a escolha de f,, perite que g; seja qualquer elemento de
Gm-1 temos, pela propriedade (5) que h € H,,_;. Portanto, provamos assim que
(Grn-1) s = Hm1.

Repetindo esse processo indutivamente (para f,,_3, fin—4, - fo), chegaremos que
fo serd idempotente central primitivo de QGy = QG.

Basta provar agora que fy = e: para isso, vamos provar que f,, o é a soma de
todos os G,,_s-conjugados de f,, = (G, Hy,), e o restante sai trivialmente por
indugao (seguindo os mesmos passos).

Vamos escrever f,,_1 = f + ...+ f (soma de todos os G,,_i-conjugados de
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fm)s fn—o = fil i+ ...+ f'_, (soma de todos os G,,_o-conjugados de f,,—1). Entao,

temos que

fuz= > fhw (3.6)

1<i<k;1<j<l

Seja x € G,,_o. Existe j tal que f.7 | = f::f e, portanto, f é um termo da
equagao (3.6).

Agora basta provar que cada G, _o-conjugado de f,, aparece uma tnica vez na
soma (3.6). Para isso, vamos provar que sao todos ortogonais:

Usando o mesmo argumento da prova do Lema 3.3.2, concluimos que fhes fhess —
0 (podemos fazer isso, pois a propriedade (4) implica que G, é subgrupo normal de
G;), se a # ce, além disso, pelo Lema 3.3.2, temos que (35, fri®) (D1 icp, [1%) =

0, se b # d. Dai, temos:

fres ™ = (fk% ( > f/;)) (( > fﬁ:%) fé?”> =0.
1<i<k 1<i<k

Continuando indutivamente com este argumento, concluimos que f,,_; é a soma
de todos os G,,_;-conjugados de f,, e, portanto, concluimos que fy = e. (Obs.: além

disso, também temos que os G-conjugados de f,, sdo ortogonais entre si).

Agora vamos provar que todo idempotente central primitivo é dessa forma.

Seja e € QG um idempotente central primitivo de QG. Tomemos Hy = G,
subgrupo normal de G = Gy e temos que e é idempotente central primitivo de
(QG)Hy =~ Q(Go/Hp).

Temos que (Go/Hp)e = {1}. Como ja sabemos, isto implica ¢(Go/Hy) # 0, que
por sua vez, implica Z(Gy/Hy) ciclico. Portanto, se G/ H, for abeliano, entao sera
ciclico. Pelo Corolario 3.2.7 teremos £(Go, Hy) é idempotente central primitivo de
QG e, como e = ee(Gy, Hyp), entdo e = (Go, Hp), que é do tipo desejado (isto é, é
do tipo que satisfaz as propriedades do enunciado do teorema).

Se G/ Hy nao for abeliano, ainda teremos que o seu centro ¢ ciclico. Segue da pro-

posicao anterior que e € Q(Gy/Hy) é a soma de todos os (Gy/Hp)-conjugados de um



o8 IDEMPOTENTES CENTRAIS PRIMITIVOS EM ALGEBRAS DE GRUPO RACIONAIS DE
GRUPOS NILPOTENTES FINITOS 3.3
idempotente central primitivo e; de Q(G,1/Hy) ~ (QGl)I/{T\O (através desse isomor-
fismo, podemos dizer que e é a soma dos G-conjugados de e;), onde G é um subgrupo
de G tal que G1/Ho = Cg,/m,(Z2(Go/Ho)) # Go/ Ho, € Nuegyym, (H1/Hp)® =1, com
H; um subgrupo de G contendo H, tal que Hy/Hy = (G1/Hp)e, <G1/H, (isso tudo
no6s temos pela proposicao anterior!). Isto implica H; <Gy e, como (G1/Hy)e, = {1},
temos que Z(G4/H;) é ciclico. Portanto, se (G1/H;) é abeliano, entao ¢ ciclico (pois
seréd igual ao seu centro, que é ciclico). Pelo Corolario 3.2.7, temos que e; = (G4, Hy)
e segue o resultado, pois verificamos as propriedades de (1) a (5). Antes de continu-
armos indutivamente, observemos o seguinte:

Obs.: temos que a classe de nilpoténcia de (G1/Hy) é sempre estritamente menor
que a de (Go/Hy), pois (G1/Hy) centraliza o segundo centro de (Go/Hp). Além
disso, como (G;/H;) é isomorfo a um quociente de (G1/H,), entao se (Gy/H,) for
abeliano, (G1/H;) também sera.

Agora continuemos com o proximo passo:

Se (G1/H;) nao for abeliano, continuemos indutivamente da seguinte maneira:
Ja comecaremos com e; € Q(G;/H;) ~ (QGi)i[\i um idempotente central primitivo,
e repetindo o argumento acima, obteremos que ¢; é a soma de conjugados por G; de
um idempotente central primitivo e;41 de (G;11/H;), onde G,;41 é obtido de forma
analoga & que obtivemos (G; acima, e também obteremos analogamente H,,; e, no-
vamente, se G;41/H;,1 for abeliano, acaba (com as propriedades (1) a (5) verificadas

—_—
neste passo e nos anteriores) e, se nao for, repete o processo para e;;1 € (QG;11)H;y1.

Este processo acabard pois, temos que a classe de nilpoténcia de G;11/H; é

estritamente menor que a de G;/H;_1, pois

onde G;/H; é isomorfo a um quociente de G;/H;_;. E como ja observamos de forma
analoga acima, G;;1/H; abeliano implica G;1/H;.; abeliano.
Quando o processo acabar, escreveremos e como uma soma do mesmo tipo que

fo (da primeira parte da prova), ou seja, e é a soma de todos os G-conjugados de
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e(Gm, Hp)-

E o teorema esta provado.
O

Segue da demonstragao deste teorema que todos os G-conjugados de e(G,,, H,,)
sao dois a dois ortogonais.

E temos pela demonstragao do Corolario 3.2.7 que os idempotentes e(G,,, H,,)
sao uma combinacao Z-linear de elementos do tipo [/-\I, com H subgrupo de G (pois
Gm/H,, é ciclico).

Entao, temos de forma imediata o seguinte corolario, que encerra esta secao:

Corolario 3.3.5 Seja G um grupo nilpotente finito. Se e € um idempotente central
primitivo de QG, entdo e é combinacao Z-linear de idempotentes do tipo I/i\', onde

H ¢ um subgrupo de G.

3.4 Calculando um Exemplo concreto

Como vimos no capitulo introdutorio, os grupos multiplicativos G = UT'(n, F})
(das matrizes unitriangulares n X n com entradas no corpo F,) sao todas nilpotentes
de classe (n—1), e que Z;(G) é o subgrupo composto das matrizes que tém entradas
nulas nas (n — i — 1) diagonais logo acima da diagonal principal.

Nosso objetivo ao longo desta secao sera utilizar o teorema principal da secao
anterior para calcular os idempotentes centrais primitivos de QG? := Q(UT'(3, F})),
para todo p primo, utilizando para isso as relagoes que nos temos entre os subgrupos
de UT(3, F)).

Sejam (G;), (H;) sequéncias de subgrupos de G? que satisfazem as condi¢oes do

Teorema 3.3.4. Como |GP| = p?, temos que |G,,| = 1,p,p* ou p>.

. . - G, -, . .~
Primeiro caso: se |G,,| < p>, entdo como Z==L nao é abeliano (condicao (3
’ H ’

entao G,,_1 = GP e H,,_; = {1} (pois todo grupo de ordem p ou p* é abeliano).
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Além disso, como o grau de nilpoténcia de G? é 2, entao o de G,,_1/H,,_1 é menor

ou igual a 2. Dai, temos:

GPp

Cops (22 (Grna/Hm1)) = C%<{T) = Z(G)/{1},

Hp—1

de onde, pela propriedade (4), tiramos que G, = Z(G) um grupo de ordem p. Assim
temos, a principio, duas possibilidades para H,,: H,, = {1} ou H,, = G,, = Z(G).

O segundo caso nos da:

N Hi=Hy=2(G) # Hur = {1},

Gm—1 _GP

EH'mfl GP

contradizendo a propriedade (5). Mas no caso H,, = {1} temos:

Além disso, Z(Gpy—1/Hm-1) = Z(GP/{1}) ~ Z(GP) & ciclico (satisfaz (2)). Por-
tanto temos que a sequéncia Hy = {1} C H; = {1} C G; = Z(G?) C Gy = G?
satisfaz as hipoteses do Teorema 3.3.4.

Portanto, e(Z(GP),{1}) =1 — Z/(\GPO ¢ idempotente central primitivo de QGP.

Segundo caso: se |G,,| = p3. Vamos primeiro fazer um calculo:

I a2 a3
Seja A=1] 0 1 ay; | €GP Temos facilmente, por inducao, que
0 0 1
1 najs naps+ p(p;)amazs
A" = 0 1 na93
0 O 1

Portanto temos 2 subcasos a considerar:
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p # 2: nesse caso, temos que AP = [. Sendo assim, se a;s # 0 ou asz # 0,
entao (A) é grupo ciclico de ordem p que nao intersecta o centro, portanto, nao

pode ser normal. O outro subgrupo de ordem p é o proprio Z(G), que é gerado por
1 01

g=]01 0 | €G,
0 01

Também temos subgrupos de ordem p? (sao todos normais, pois o quociente tem
ordem prima): os gerados por A e g, onde g esta definido logo acima e A é tal que
@12 OU ag3 € nao nulo (podemos supor que a;3 = 0). Temos p+ 1 subgrupos de ordem
p? no total (0s casos em que ajs = 1 e agg percorre F, juntos com o caso em que
a1z = 0 e agg = 1 sdo todos os casos possiveis).

Assim, temos uma descrigao completa de todos os subgrupos de G? (quando p é
fmpar).

Lembramos que estamos no caso G, = GP. Pela propriedade (2), temos que H,,
¢ normal em G,,. Assim, temos, a principio, trés possibilidades para H,,: H,, =
Z(GP),{1} ou tem ordem p?. Os dois primeiros casos nao satisfazem as proprieda-
des (2) e (3) pois G,,/H,, nao sera ciclico. Portanto, o unico caso que ainda pode
acontecer ¢ H,, ter ordem p?. Nesse caso, a sequéncia Hy C G (com m = 0) satisfaz
as propriedades do Teorema 3.3.4.

Portanto, temos que ¢(G,,, H,) = ¢(G?, H,,) = f]; — G? sio idempotentes
centrais primitivos de QGP.

Assim, terminamos de calcular todos os (p+ 2) idempotentes centrais primitivos

de QGP no caso de p ser primo impar:
er = (1 - Z(GP));
€; = HZ — Gp,

onde H; é subgrupo de ordem p? de GP? (h& (p + 1) tais subgrupos).

p = 2: pelos célculos feitos acima, temos um subgrupo ciclico de ordem 4 gerado
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por
1 10
h=10 11
00 1

Também temos 5 subgrupos de ordem 2, sendo um deles Z(G?) e os outros quatro

sao os gerados por:

11 ais
01 0 ,a13 € Fy;
00 1
10 a3
01 1 a1z € Fy.

0 0 1

Também temos mais 2 subgrupos (ndo-ciclicos) de ordem 4, gerados por um dos

1 01

elementos acima e por g = | 0 1 0 | (nesse caso, pode supor a;3 = 0, por isso

0 01
que sdo apenas 2 subgrupos desse tipo).

Lembremos que estamos no caso G,, = G2 Pelas propriedades (2) e (3) do
Teorema 3.3.4, temos que (G,,/H,,) é ciclico e, portanto, os inicos candidatos a H,,
possiveis sdo quando |H,,| = 4 (3 casos), ou H,, = G, (1 caso).

Em todos os casos listados acima, a sequéncia Hy C Gy (aqui m = 0) satisfaz as
hipoteses do Teorema 3.3.4.

Portanto, encontramos assim os 5 idempotentes centrais primitivos de QG*:

£

1— Z(C?)

onde |H;| = 4 (h& 3 subgrupos com 4 elementos, conforme vimos acima).
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Assim, pudemos obter a partir das relagoes entre os subgrupos de G? = UT'(3, F},),
usando o Teorema 3.3.4, todos os idempotentes centrais primitivos de Q(UT'(3, F},)),

para todo p primo, concluindo assim este capitulo.
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Capitulo 4

Conclusoes

Chegamos, assim, ao fim do objetivo principal do nosso trabalho.

4.1 Consideracoes Finais

No capitulo introdutoério, pudemos ver alguns dos resultados e conceitos bésicos
da teoria de anéis de grupos e algumas aplicacoes da teoria no estudo de codigos
ciclicos. Também vimos alguns conceitos basicos necessarios acerca de caracteres em
grupos abelianos finitos e acerca de grupos nilpotentes.

No capitulo seguinte, foi estudado um artigo em que, dentre outras coisas, es-
tendeu resultados antes obtidos por Arora e Pruthi |6], por calcular idempotentes
geradores de codigos abelianos minimais de certas algebras de grupo.

No capitulo seguinte, estudamos uma descrigao dos idempotentes centrais pri-
mitivos de algebras racionais de grupos nilpotentes finitos, sem necessitar de usar a
tabela de caracteres do grupo. Além disso, neste mesmo capitulo, também estudamos
uma descricao dos idempotentes primitivos de algebras racionais de grupos abelia-
nos, diferente da que é feita por |1, Teorema vii.1.4], e concluindo logo em seguida
que o suporte desses idempotentes sao subgrupos do grupo abeliano em questao,
além de esses idempotentes poderem ser escritos como uma soma de termos de um
tipo particular.

Neste capitulo também listamos alguns resultados basicos de teoria de represen-
tagoes, e aplicamos estes resultados para obter os resultados principais do capitulo.

Também vale notar que calculamos um exemplo concreto (e ja conhecido) utili-

65
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zando o resultado principal do capitulo. ——

4.1
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