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Resumo

SAMUAYS, M. A. Subvariedades Lagrangeanas Minimas e Autossimilares no Espaco Pa-
racomplexo. 2015. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2015.

Neste trabalho estudamos as subvariedades lagrangeanas minimas e autossimilares do espacgo
paracomplexo D"™. Comecamos definindo o conceito de variedade para-K&hler e, como exemplo, des-
crevemos o espago projetivo paracomplexo. Em seguida, estudamos as subvariedades paracomplexas
e lagrangeanas. Apds mostrarmos que toda subvariedade paracomplexa nao-degenerada é minima,
dedicamos a atencao ao estudo das subvariedades lagrangeanas, restringindo-nos ao ambiente D"™.
Em particular, estudamos as lagrangeanas que sdo invariantes sob a ac¢ao canonica do grupo SO(n),
e as superficies de Castro-Chen. Em ambos os casos, analisamos a minimalidade e a autossimilari-

dade das mesmas.

Palavras-chave: espaco paracomplexo, subvariedades lagrangeanas, subvariedades autossimilares.
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Abstract

SAMUAYS, M. A. Minimal and Self-similar Lagrangian Submanifolds in the Para-complex
Space. 2015. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2015.

In this work, we study minimal and self-similar Lagrangian submanifolds in the para-complex
space D". Firstly, we define the concept of para-K&hler manifold and, to exemplify, we describe the
para-complex projective space. Then, we study para-complex submanifolds and Lagrangian sub-
manifolds. After proving that every non-degenerate para-complex submanifold is minimal, we pay
attention to Lagrangian submanifolds, restricting us to the case of D™. In particular, we study La-
grangian submanifolds which are invariant by the canonical SO(n)-action of D", and Castro-Chen’s

surfaces. In both cases, we analyse the minimality and self-similarity.

Keywords: para-complex space, Lagrangian submanifolds, self-similar submanifolds.
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Introducao

Introduzidas por Libermann em 1952 (ver [18]), as estruturas quase-paracomplezas sdo definidas
com base na definicdo de estruturas quase-complexas, com algumas particularidades: dada uma
variedade diferenciavel M, considere um operador J sobre o fibrado tangente tal que J? = eld, com
€ = 1. Se e = —1, o operador J é chamado de estrutura quase-compleza. No entanto, se € = 1,
o operador J é conhecido na literatura como sendo uma estrutura quase-produto. Além disso, se
os autovalores +1 de J possuem a mesma multiplicidade, tal J recebe o nome de estrutura quase-
paracompleza. A inclusdo desta exigéncia sobre os autovalores do operador J é para garantir que
uma variedade munida de tal estrutura sempre tenha dimensao par, como o que ocorre com as
variedades quase-complexas. Neste tltimo caso, essa informacdo é uma consequéncia imediata da
definicao de J tal que J? = —Id.

Um dos principais atrativos para o estudo da geometria paracomplexa, é que este é um ramo
mais recente da Geometria Diferencial, com muitos resultados interessantes a serem provados, como
¢ relatado em [11]. Além disso, a geometria paracomplexa vem ganhando espago pelas aplicagoes
nas mais diversas areas, como na mecénica [21], na chronogeometria [20], na geometria eliptica [12]
e nas formas espaciais pseudo-riemannianas [13].

Como estudamos geometria paracomplexa motivados pela geometria complexa, num primeiro
instante somos levados a acreditar que ambas as geometrias possuem mais analogias do que diferen-
¢as. No entanto, conforme fomos aprimorando o estudo da geometria paracomplexa, logo percebemos
que existem mais diferencas do que haviamos suspeitado no inicio.

Outro fato curioso a respeito da geometria paracomplexa ¢ a denominagao desta area de estudo.
Talvez por se tratar de um topico recente, e em crescente expansao, sao muitas as denominacoes
para o que chamamos, neste trabalho, de nimeros paracomplexos. E comum nos referirmos & estes
nimeros como sendo nimeros duplos, niimeros perplexos e até mesmo ntimeros lorentzianos.

Como dissemos anteriormente, Libermann (|18]), em 1952, foi o primeiro a definir formalmente
0s conceitos que aqui utilizamos, tais como estruturas paracomplexas, variedades paracomplexas e
variedades para-Kéahler (ver também [17]). Pela quantidade de defini¢es e teoremas, os trabalhos
de Libermann constituem a principal referéncia sobre a geometria paracomplexa. No entanto, antes
mesmo do ano de 1952, ja existiam alguns indicios de trabalhos envolvendo os nimeros paracom-
plexos. Em 1845, J. T. Graves, em seu trabalho [14], introduziu uma generalizagdo dos nimeros
complexos, onde considerou expressoes do tipo xi+yj, onde z,y € R e os simbolos i e j satisfaziam
certas condicdes. Sua construcdo incluiu os niimeros complexos (quando i = 1 e j2 = —1) e também
os ntimeros paracomplexos (se i = 1 e j? = 1). Graves considerou tais niimeros para resolver algu-
mas questdes & respeito da teoria de nimeros, porém ele ndo deu qualquer outra aplicagdo especifica
para os numeros paracomplexos. Apos Graves, podemos encontrar alguns trabalhos onde os autores
se depararam com expressdes do tipo j2 = 1, tais como W. K. Clifford, por volta de 1873, A. P. Ko-
telnikov, em 1895, e F. Study, em 1903. Em 1938, Octav Mayer introduziu o conceito de geometria
biaxial hiperbdlica, onde considerou o grupo das colineagbes que preservam duas linhas invariantes
fixadas, atuando sobre o 3-espago projetivo real P3(R). Tais linhas invariantes tém origem em dois
planos suplementares no R*. Se considerarmos tais planos como sendo o autoespaco relacionado aos
autovalores de uma estrutura quase-produto, obtemos uma estrutura paracomplexa sobre R%.

Com o objetivo de estender os aspectos algébricos do trabalho de Mayer, B. A. Rozenfeld
definiu explicitamente a geometria paracomplexa nos seus trabalhos [22] e [23]. Alias, o livro [23]
¢ um verdadeiro tratado sobre geometria paracomplexa, segundo [11]. Em [25], foi realizado um
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estudo comparativo entre estruturas Kahler e para-Kéahler, utilizando-se os ntmeros complexos e
paracomplexos.

Dada uma variedade quase-paracomplexa (M, J), podemos definir, a partir dos autovalores de
J, as distribuigoes ker (J £ Id), sendo Id a aplicagao identidade no fibrado tangente. Uma pergunta
natural que surge é quando tais distribuiges sao distribui¢bes integraveis. Quando isso de fato
ocorrer, a estrutura quase-paracomplexa passa a ser chamada de estrutura paracomplexa. Relacio-
nado a este conceito, temos a definicdo de variedade para-Kdhler, que é uma variedade munida, em
particular, de uma estrutura paracomplexa. Em [2]|, os autores descrevem os tensores curvatura e
de Ricci de uma variedade para-Kéahler e estudam as estruturas paracomplezas generalizadas, que
foram introduzidas por [27] e também trabalhadas no artigo [24].

A seguir, daremos uma breve descricao do conteado de cada capitulo deste trabalho. Destaca-
remos alguns resultados obtidos, mencionando motivagoes e trabalhos relacionados.

No Capitulo 1 comecamos com a definicdo dos nameros paracomplexos e do espaco paracomplezo
D™, que é a principal variedade ambiente deste trabalho. Definimos a métrica pseudo-riemanniana
que serd considerada neste espaco com base na 2-forma a valores paracomplexos chamada forma
pseudo-hermitiana, dada por

() = dejdz;,
j=1

onde z1,---,2, sdo as coordenadas em D™. Descrevemos também alguns tépicos de geometria
pseudo-riemanniana e fatos da teoria basica sobre subvariedades pseudo-riemannianas. Definidos
os conceitos de estrutura quase-paracomplexa e estrutura paracomplexa, relacionamos esses dois
conceitos através de um tensor que denominamos tensor para-Nijenhuis. Tal propriedade foi ins-
pirada no classico Teorema de Newlander-Nirenberg, provado em [19], e sua demonstracao ¢ mais
simples que a demonstragdo do caso classico. Em seguida, trabalhando com a defini¢ao de varie-
dade para-Kéahler, obtemos um resultado que estabelece condi¢oes necessarias e suficientes para que
uma variedade seja para-Kéhler. Nosso resultado estende para o ambiente para-Kéahler um teorema
(ver Teorema 17, em [5]) que estabelece condi¢bes para que uma variedade seja pseudo-Kéhler.
Para exemplificar, consideramos a principal variedade ambiente desta tese, o espaco D", e o espaco
projetivo paracomplezo, que denotamos por DP™. Baseados no estudo do espacgo projetivo complezo
(consultar, por exemplo, [5]), percebemos que a contrugdo do DP" ¢ um pouco mais sutil que a do
caso complexo, pois ndo estamos trabalhando com um corpo, uma vez que ID é um anel comutativo
com unidade.

No Capitulo 2 estudamos dois tipos especiais de subvariedades imersas numa variedade para-
Kahler, a saber, as subvariedades paracomplezas e as subvariedades lagrangeanas. Tais subvarieda-
des se comportam de forma complementar em relacdo a estrutura quase-paracomplexa do ambiente
para-Ké&hler. Inspirados pela analogia com as subvariedades complexas, que sempre possuem dimen-
sao par (ver [5] ou [26]), € necessario colocar uma condicao adicional na definicao de subvariedade
paracomplexa para manter a paridade de sua dimensao. Uma consequéncia de tal definicdo é que
toda subvariedade paracomplexa ndo-degenerada de uma variedade para-Kéhler é minima. Em re-
lacao as subvariedades lagrangeanas, nota-se que a andlise da minimalidade de tais subvariedades
¢ bem mais delicada. Em [5], é introduzido o conceito de dngulo lagrangeano de uma imersdao no
espaco complexo C" e é obtida uma condicao necessaria e suficiente para a minimalidade de subva-
riedades imersas no ambiente complexo. Adaptamos esse resultado para o ambiente paracomplexo
D", levando-se em consideragao as peculiaridades desse ambiente, e encontramos a seguinte relacao
entre o vetor curvatura média H de uma subvariedade lagrangeana nao-degenerada e seu angulo
lagrangeano 5:

nH+ JVB =0, (1)

onde V é o operador gradiente com respeito a métrica induzida e J é a estrutura paracomplexa
da variedade ambiente. Define-se angulo lagrangeano como sendo o argumento de um determinado
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numero paracomplexo, que depende da forma volume para-holomorfa Q0 := dzy A -+ A dzy,, onde
21, , zn denotam as coordenadas de D". Ressaltamos que, diferentemente dos niimeros complexos,
nao podemos falar em argumento de qualquer nimero paracomplexo. Além disso, como estudamos
subvariedades lagrangeanas imersas em D", uma extensdo interessante é estudar subvariedades
lagrangeanas imersas numa variedade para-Kiahler qualquer. No entanto, para esse estudo, temos
em mente que nem toda variedade admite tal forma volume para-holomorfa. Fazemos esse estudo em
analogia ao que ocorre com as variedades que admitem uma forma volume holomorfa. Em [6] o autor
faz essa discussdo, e menciona, ainda, que o trabalho de Harvey-Lawson ([15]) foi pioneiro na relagao
entre forma volume holomorfa € e calibracdo de subvariedades. As variedades que admitem tal
n-forma, sdo conhecidas na literatura como variedades Calabi-Yau. Outra constatacao importante
envolvendo a forma volume para-holomorfa €2 é que obtemos uma relagdo entre a ndo-degeneracidade
de subvariedades em D™ e o produto entre 2 e seu conjugado paracomplexo. Frisamos que tal
relagdo é fundamental nessa tese, uma vez que estamos interessados em estudar subvariedades nao-
degeneradas. Finalizamos o Capitulo 2 com uma caracterizacdo das subvariedades lagrangeanas de
D™ que sdo equivariantes pela acdo do grupo de rotagoes SO(n), em analogia ao que se conhece no
caso classico (ver [4] e [5]). Tal caracterizagao, juntamente com a equacao (1), permite estudar a
minimalidade de subvariedades lagrangeanas SO(n)-equivariantes.

O objetivo do Capitulo 3 é o estudo da minimalidade de diversas subvariedades lagrangeanas:
as subvariedades lagrangeanas SO(n)-equivariantes, os grdficos lagrangeanos e a minimalidade dos
fibrados normais. Neste tltimo, obtemos uma estreita relagdo entre fibrados normais minimos e o
conceito de subvariedades austeras, em analogia ao que se conhece no caso classico, como feito em
[15]. Em relagdo aos graficos lagrangeanos minimos, obtivemos um resultado do tipo Bernstein.
No caso cléssico, o Teorema de Bernstein afirma que todo grafico lagrangeano minimo completo é
um plano (ver [10]). Destacamos que no caso de superficies lagrangeanas minimas de C?, o fato de
ser lagrangeana implica que a métrica induzida é indefinida. Isso permite descrever tais superficies
como o produto de curvas contidas em um certo tipo de plano de C? (ver [4]). Adaptamos esse
resultado para superficies imersas no espaco paracomplexo D?, e neste caso a condicdo sobre a
meétrica induzida ser indefinida foi incluida como uma hipé6tese do resultado.

O Capitulo 4 é destinado ao estudo das subvariedades autossimilares. Tais subvariedades surgem
como solucdes especiais do fluzo da curvatura média que preservam a forma da subvariedade em
evolugao (sob a acao do fluxo), por exemplo, quando a evolugao ¢ uma homotetia. Tais subvariedades
autossimilares X, com vetor curvatura média H , satisfaz a seguinte equacao eliptica nao-linear:

H+ X'+ =0,

onde X denota a projecio do vetor posicdo X no espaco normal & subvariedade e A € R. Notamos
que se A = 0, recaimos no caso de subvariedades minimas consideradas no Capitulo 3. Se a constante
A for estritamente positiva, a subvariedade X encolhe, em tempo finito, até se transformar em um
dnico ponto. Caso contrario, a subvariedade vai sendo expandida, preservando sua forma inicial.
Em [7], sdo estudadas condi¢oes para que superficies do espaco euclideano R? sejam autossimilares.
Neste mesmo artigo, sao estudadas algumas propriedades satisfeitas por superficies autossimilares
que sao ciclicas e regradas. Em [3], o autor estuda a autossimilaridade de imersoes que sdo o pro-
duto de uma imersao legendreana com uma curva planar complexa. A relacao encontrada envolve,
essencialmente, os dados da curva considerada. Como as subvariedades SO(n)-equivariantes do D"
sao parametrizadas, localmente, por um produto envolvendo uma curva plana paracomplexa (ver
caracterizagdo de tais subvariedades), seguimos a mesma linha de raciocinio, e encontramos uma
interessante expressdo envolvendo a curvatura da curva paracomplexa em questdo. Utilizando co-
ordenadas polares, baseados no artigo [3|, fizemos uma anéalise desta expressao, com o intuito de
controlar as curvas para garantir a autossimilaridade das subvariedades SO(n)-equivariantes. Fina-
lizamos a tese com o estudo do que chamamos de superficies de Castro-Chen. Tais superficies sdo
definidas como o produto de curvas legendreanas, as quais estao imersas em determinadas subvarie-
dades 3-dimensionais. Adaptamos tais subvariedades onde as curvas legendreanas sdo consideradas
e baseados no artigo [9], encontramos uma interessante relagao entre o angulo lagrangeano da super-
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ficie de Castro-Chen e os dngulos legendreanos das curvas consideradas. Tal relacdo permite estudar
a minimalidade de tais superficies através de condigdes sobre as curvas legendreanas consideradas
na definicdo das superficies de Castro-Chen. Utilizando as ideias dos artigos 9] e [8], que fazem
uso das projecdes de Hopf, obtemos informagdes sobre as curvas que descrevem a minimalidade
das superficies de Castro-Chen em espacos de menor dimensao. Assim como as principais imer-
soes consideradas na tese, encontramos condig¢oes necessarias e suficientes para as superficies de
Castro-Chen serem autossimilares. No final do Capitulo 4 construimos uma familia de superficies
de Castro-Chen autossimilares do espaco paracomplexo D?. Esses exemplos foram inspirados pelos
exemplos encontrados da tese de doutorado [16], onde foram consideradas as mesmas superficies no
ambiente complexo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados e algumas definigbes da teoria classica de geome-
tria pseudo-riemanniana, com o intuito de permitir um melhor entendimento desta tese. Omitimos
algumas demonstragbes para deixar a leitura mais fluente e por se tratarem de resultados bem
conhecidos na literatura.

1.1 O conjunto dos nimeros paracomplexos

O conjunto dos nameros paracomplezos (chamados também de perplezos, nimeros duplos ou
nimeros lorentzianos) € o conjunto

D :={(z,y) ; x €cReyecR},
munido de uma soma e um produto dados por
(@) + @) =@+ y+y) e (zy) @ y)= @' +yy/ 2y +ya'),
respectivamente. Assim, dado qualquer par ordenado (z,y), podemos escrever
(z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (0,1) - (y,0) := = + 7y,

onde identificamos x := (2,0), V x € R e denotamos 7 := (0,1). A representagdo acima se chama
forma algébrica de um nimero paracomplexo z e o simbolo 7, chamado de unidade imagindria
paracomplexa, satisfaz

2 =(0,1)2=(0,1)-(0,1) = (1,0) := 1.

Dado z = x + 7y € D, denotamos por Z = x — 7y o conjugado de z, e definimos a parte real e a
parte imagindria de z por Re(z) = x e Im(z) = y, respectivamente.

Definicao 1.1.1. Definimos o sequinte pseudo-produto interno em D:
(), = da? — dy?.

Pela definicao acima, considerando os ntimeros paracomplexos z = x + 7y e 2/ = 2’ + 71/, temos
(2,2, = za’ — yy'. No caso particular em que 2z’ = z, utilizaremos a seguinte notacao:

|22 = (2,2), =2’ -9y =2 2.

E facil verificar que o conjunto dos nameros paracomplexos, com as operacdes de soma e produto
acima definidos, € um anel comutativo com unidade, diferentemente do que ocorre com o conjunto
dos ntimeros complexos, o qual é um corpo. Isto porque temos a seguinte propriedade:

z=z+7y € D admite um inverso <= |z| # |y|.
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De fato, dado z = ¢ + 7y, como Z = & — Ty, basta notar que

2

’Z‘*:<Z7Z>*:Z2:(x+7-y)(x—Ty):I'Q

T g Y3

Como (z, 2), = 22 —y? pode assumir qualquer niimero real, vamos destacar o seguinte conjunto,
que chamaremos de cone de luz do plano paracomplexo:

C:={z€D; (z,2), =0}.

Se z € €, podemos escrever z = x + 7y = x(1 = 7). Para os demais casos, isto é, z - Z # 0, veremos
que é possivel obter uma representacao polar de tais nimeros paracomplexos, assim como fazemos
com os nimeros complexos. Para isso, considere o conjunto

U ={2z€D; |z-2|=¢, ¢>0=HUH_UH, UH_,,

sendo
H ={zeZ;x>0ex>|yl}, Ha:={z€%;x2<0e —z>|y|},

Hy={2€%;y>0ey>lz]} e H,={2€%;y<0e —y>|z|}.

Figura 1.1: Caso z.Z # 0.

Observacao 1.1.1. Podemos mostrar que
Hy=vH,, H.=-H e H.,=-H,.

Considere z =z +7y € %.Se z-zZ=c > 0, entdo

Logo, podemos escrever z = x + 7y = y/c (cosh 6 4+ 7sinh #), para algum 6 € R. Analogamente, se

z-zZ=—c <0, entao
y 2 2\ 2
2 2
—r=c <= = - —=] =1,
’ (f) (f)

e assim, z = x + 7y = +/c(sinh @+ 7cosh ), para algum 6 € R. Em qualquer um dos casos,

escrevendo

e™ := coshf + Tsinh 6,

podemos representar o numero paracomplexo z € % na forma polar

z==4]z-z]7%?, com a € {0,1}.
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Observacgao 1.1.2. Denotamos os expoentes a = 0 ou o = 1 para diferenciar os casos em que
o ndmero paracomplero z satisfaz z -z > 0 ou z - Z < 0, respectivamente. Além disso, o sinal +
depende de a que folha da hipérbole o nimero z pertence.

Defini¢ao 1.1.2. Seja z € D tal que z - Z # 0. Entao existem 0 € R, r € R* e a € {0, 1} tais que

sendo r chamado de modulo (ou raio) de z e 6 é chamado de angulo (ou argumento) do nimero z.
A representacdo acima € denominada forma polar do nimero paracomplezo z.

2
Exemplo 1.1.1. Considere z =1+ 27 € D. Como (z,z), = =3, 3 0 € R tal que coshf = 7

1 1 1 1+1/2
. Logo, tanh 6 = 3 e entdo, O = tanh™! <2> = iln (1 i_ 1§2> = ln(\/g). Logo, a

o numero paracomplero z =1+ 27 é dada por

z=1/37 [cosh (ln(\/g)) + 7sinh (ln(\/§)>] = V/3reTn(V3),

e sinh 0 =

=5l

forma polar

Proposicao 1.1.1. Sejam 2,2’ €D e 0 € R. As sequintes propriedades sdo satisfeitas:

(i) (2,2)7 = [2[212'2 + det?(z, 2);
(i) Se |z|2,]2'|? # 0, entdo arg(z - ') = arg(z) + arg(z’);
(#31) (cosh@ + 7sinh @)™ = cosh(nf) + 7sinh(nf), V n € N;

(iv) Se 0 € o argumento de z ¢ €, entdo 6 = 0 se, e somente se, Re(z) =0 ou Im(z) = 0.

Demonstra¢ao. As identidades (i), (iii) e (iv) s@o facilmente verificadas. Em relagdo ao item (i7),

podemos escrever z = r7%™ e 2/ = /7% ¢™ . Como
eTlem = (cosh 6 cosh @’ + sinh 6 sinh 9’) +7 (Cosh 6 sinh @' 4 sinh 6 cosh 9’)
= cosh (0 + 9’) + 7 sinh (0 + 0’) ,
obtemos
22 = pp/plata)r(0+07)
donde seguird o resultado, pela definicdo de argumento de um nimero paracomplexo. O

1.2 O espago paracomplexo

Considere o espaco D" com coordenadas {z; = z; + 7y;, 1 < j < n}, munido da forma pseudo-
hermitiana

(), = S dzyds,
j=1
e da aplicacao J : D" — D" dada por
J(Zla e 7zﬂ) = (7'21, to 77—ZTL>7

que é a estrutura paracomplexa candénica do D™,
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Observacao 1.2.1. Em notac¢ao real, podemos escrever

J(xhyh o 733n73/n) = (y17$17 T 72/7171.71)'

Além disso, temos que D* = R" @ TR" ¢ a aplica¢do J é wm endomorfismo satisfazendo J? = 1d,
onde 1d € a aplicacio identidade.

Finalmente, notemos o seguinte: como
dzjdz; = d(z; + 7y;)d(z; — TY5)
(dzj + Tdy;)(dz; — Tdyj)
dzjdx; — rdzjdy; + Tdy;dz; — T dy;dy;
— dg;? — dyJQ- — T(dxj A dyj),

entao podemos escrever

onde
(), =Re((-, ), = > (da? — dy?)
j=1

n

wi=—Im((-,-)), = Y (dz; A dy;).

j=1

Logo, a 2-forma ((, -)), se decompde em uma métrica pseudo-riemanniana (-, -), de assinatura (n,n)
em R?" e em uma 2-forma simplética w. Para provar que w &, de fato, simplética, basta notar que
ela é alternada, justamente por depender do produto exterior, o qual é alternado, e que dw = 0,
pois

dw=d | > 1(dx; Ady;) | =D d(1) Ada; Ady; = 0.
j=1 J=1

Observacao 1.2.2. F importante ressaltar que, como a 2-forma simplética w é a mesma tanto no
caso complexo C" quanto no caso paracomplexo D", utilizaremos a notagio do caso complezo.

Observacao 1.2.3. As definicoes de assinatura e métrica pseudo-riemanniana serdo dadas na
préxima se¢do, onde trataremos destas e de outras defini¢ées da geometria pseudo-riemanniana.

Proposicao 1.2.1. As estruturas J, w e (-,-), satisfazem as sequintes relagoes:

(@) (Jos Jo)e = =)
(i) w=—=(J,-).;

(#00) (), = —w(J+);
(
(

*

w) w(J-, J) = —w(-,);
v) Az, A2), = ANz, 2),, VAeED eV 2,2/ € D

Demonstragio. Mostremos apenas as duas primeiras relagoes. Para isso, sejam z, 2’ € D", digamos

_ I / o ) ro_ /
z-(zl,---,zn)ez—(zl,---,zn),ondezj—:U]—I-Tyjezj—xj+7yj.Logo,

<z, z/>* = Z(dﬂﬂi - d?/gz)(z’ Z,)
j=1
= Z [daj(z)da;(2") — dy;(2)dy;(2)] -

J=1
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E assim, obtemos
n

(2,2), = D _(ajaf = yjy))-

j=1
Por outro lado, como dz;(Jz) = Re(dz(Jz)) = Re(7z;) = v;, temos

n

(Jz,d2), = Y |dwj(Jz)dz;(JZ) — dy;(Tz)dy;(J2)]

j=1
n
= > (yy) — ;2.
j=1
Portanto, (Jz, J2'), = —(2,2/),, V 2,2/ € D", 0 que prova a primeira relagdo. Quanto a (i7), basta

notar que

NE

<Jz, z’>* = [dxj(Jz)dxj(z’) — dyj(Jz)dyj(z')]

<.
Il
-

|

(v — 2595)
= Z nyJ
7j=1

n

= de]/\dy] (2,2")
7j=1

= —w(z,?), V22 D"

<
Il
-

O]

A seguir, daremos a definicao de fun¢do para-holomorfa. Denotando por z = x+7y a coordenada
cartesiana de D, os operadores para-Cauchy-Riemann 0, e 0; sdo definidos através das seguintes

equacoes:
dz(0,) =1 dz(0z) =0
dz(0,) =0 dz(9:) = 1.

z+z=2Re(z) e z-—z=27Im(2),

Levando-se em conta que

obtemos que

o, — é(ax +79,) e 0= %(ax _79,).

Definicao 1.2.1. Seja % um subconjunto aberto em D. Dizemos que uma funcdo f - % C D — D,
f(z) = f(x + 1y) = u(x,y) + Tv(z,y), € para-holomorfa se dzf = 0, ou seja,

Op(u+710) =70 (u+70) =0 <= (g —vy) +7(vy —uy) = 0.

Equivalentemente, dizer que uma func¢do f = u+7v é para-holomorfa significa dizer que ela satisfaz
as equagoes para-Cauchy-Riemann, dadas por

Uy = Uy
Uy = Vg.
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Definicao 1.2.2. Considere % um subconjunto aberto em D™. Dizemos que f : %4 C D" — D,
f(z) = f(z1, - ,2n) = u(z) + Tv(2), € para-holomorfa se, e somente se, satisfaz

{ umj:vyj’ v]€{17an}
uy.

= V.
j Tj

No caso geral, dizemos que uma fungao f: % C D" — D™ € para-holomorfa se cada uma de suas
funcoes componentes o forem.

1.3 Geometria pseudo-riemanniana

Uma estrutura pseudo-riemanniana sobre uma variedade diferencidvel M é uma forma bilinear
simétrica suave g, chamada de métrica, a qual é nao-degenerada no seguinte sentido: dado X € T, M,
com x € M,

seg(X,Y)=0, VYeT,M — X =0.

Tal condicao é equivalente a dizer que
det (g(X;, Xj))lgi,jgn # 0,
qualquer que seja a base {X1, -+, X, } de T, M.

Observacao 1.3.1. Entende-se por suavidade da métrica g & condi¢do de que a fungdo a valores
reais © € M —— g,(Xy,Yy) € R deve ser suave para quaisquer campos de vetores suaves X e Y
definidos localmente sobre M.

Definicao 1.3.1. Dado um vetor tangente X # 0 sobre M, este serd chamado de
— vetor positivo (ou tipo espaco) se g(X, X) > 0;
— vetor negativo (ou tipo tempo) se g(X, X) < 0;
— vetor nulo (ou tipo luz) se g(X, X) =0.

Um dos mais conhecidos resultados da algebra linear, chamado de Teorema de Sylvester, garante
que, em qualquer ponto x € M, existe uma base ortonormal (eq, - - - , ey) de T, M no seguinte sentido:

gleiej) =0 sei#j e gle;e): =€ ==l

Referir-nos-emos aos vetores e;, i € {1,2,---,n}, como sendo vetores unitdrios. Além disso, o
ndmero p de vetores da base que sdo negativos (e, portanto, o niimero n — p que sdo positivos) nao
depende da base, nem do ponto z em questao. Ao par (p,n—p) chamamos de assinatura da métrica
g- Se p =0 ou p = n, entdo a métrica é dita definide. Caso contrario, ou seja, se p # 0 e p # n,
entdo a métrica é dita indefinida.

Observacao 1.3.2. No caso de métricas indefinidas, nao é dificil notar a existéncia de vetores
nulos. De fato, sendo (e1,--- ,en) uma base ortonormal de T, M, supondo que e; e e; sdo vetores
negatiwo e positivo, respectivamente, o vetor e; + e; € um vetor nulo, pela bilinearidade da métrica
em questao.

Definigao 1.3.2. Chamamos de variedade pseudo-riemanniana o par (M, g), onde M é uma vari-
edade diferencidvel munida de uma métrica pseudo-riemanniana g.

Dada uma variedade diferencidvel M, indicaremos o conjunto dos campos de vetores suaves em
M por X(M) e o anel das funcoes reais suaves definidas em M por €°°(M).
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Defini¢ao 1.3.3. Uma conexao afim (ou derivada covariante) sobre uma variedade diferencidvel
M ¢é uma aplicacdo
D: X(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — D(X,Y):=DxY

que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) Dyx1gvZ = fDxZ + gDy Z;
(ii) Dx(Y + Z) = DxY + Dx Z;
(ifi) Dx fY = fDxY + X(f)Y,

onde X, Y, Z € X(M) e f,g € €°(M).

O proximo resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada no livro [5], afirma que dentre
todas as possiveis conexoes afins numa dada variedade pseudo-riemanniana, existe uma Ginica cone-
xa0, chamada de conezxdo de Levi-Civita, que satisfaz importantes propriedades em conjunto com a
estrutura pseudo-riemanniana da variedade em questao.

Teorema 1.3.1. Dada uma variedade pseudo-riemanniana (M, g), existe uma unica conexdo afim
D em M satisfazendo as sequintes condigées:

(i) D é simétrica, ou seja, satisfaz

DxY —DyX =[X,Y], VX,Y e€x(M);

(ii) D ¢é compativel com a métrica pseudo-riemanniana g, ou seja,

Xg(Y,Z) = g(DxY,Z) + (Y. DxZ), ¥ X,Y € X(M),

O lema a seguir, também demonstrado no livro [5], nos garante que qualquer que seja o ponto
p € M, sempre existem uma vizinhanga em torno deste ponto e n campos de vetores {Ey, -+, E,}
ortonormais em cada ponto desta vizinhanca, tais que Dg, F;(p) =0, Vi,j € {1,--- ,n}. Tal familia
{E;} de campos de vetores é chamada de referencial geodésico local em p.

Lema 1.3.1. Sejam (M,g) uma variedade pseudo-riemanniana, com conezdo de Levi-Civita D.
Dados p € M e {e1,--- ey} base ortonormal de TyM, existem coordenadas locais (z1,--- ,xn)

:axz(p) =€ ¢ Dazia-'ﬂj(p) =0, Vi je {17 ,TL}.

. . 0
numa vizinhanca de p tais que
axi p

Definicao 1.3.4. Seja M uma variedade diferencidvel com conexdo arbitrdria D. O tensor curva-
tura R de D € definido por

R(X,Y)Z = D[X7y]Z —DxDyZ + DyDxZ.

No proximo resultado, cuja demonstragao é andloga ao caso riemanniano, utilizaremos a seguinte

notacdo: R(X,Y,Z,T) := g(R(X,Y)Z,T).

Proposicao 1.3.1. O tensor curvatura R de uma variedade pseudo-riemanniana com conexdo de
Levi-Civita D satisfaz as sequintes identidades:

a) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = 0;
b)
)

c

(
(b) R(X,Y,Z,T) = —R(Y, X, Z,T);
(c) R(X,Y,Z,T) = —R(X,Y,T, Z);
(d) R

d) R(X,Y,Z,T)=R(Z,T,X,Y).



12 PRELIMINARES 1.3

Definig¢ao 1.3.5. Considere {e;} um referencial ortonormal em (M, g), com g(e;, e;) = €; = £1.
(i) A curvatura de Ricci de g € dada por

n

Ric(X,Y) = Z e g(R(X,e;,)Y, e;).

i=1

(74) A curvatura escalar (ou média) de M € o trago da sua curvatura de Ricci, ou seja,

K = tr(Ric) = Z e;Ric(e;, €;).
i=1

(791) M € uma variedade de Einstein se existe A € R tal que Ric(X,Y) = A\g(X,Y), para todos
X,Y € X(M).

1.3.1 Estruturas intrinsecas e extrinsecas as subvariedades

Defini¢ao 1.3.6. Seja S uma subvariedade imersa de uma variedade pseudo-riemanniana (M, qg),
ou seja, S € a imagem de uma certa variedade diferencidvel S por uma imersao f. A restri¢iao de
g & S, denotada por g|g, € chamada de métrica induzida em S (ou primeira forma fundamental de

s).

Definicao 1.3.7. Dizemos que uma subvariedade S é nao-degenerada se a métrica induzida em S
for ndo-degenerada. Se a métrica induzida g|g for definida (ou indefinida), entdo S serd denominada
de subvariedade definida (ou indefinida).

Definimos o espac¢o normal & subvariedade S em x por
NS =TS = (T,8) ={X e T,M ; g(X,Y)=0, VY € T,S}.

Suponha que S seja uma subvariedade nao-degenerada de (M, g). Nesse caso, a nao-degeneracidade
da métrica induzida em S garante-nos a decomposi¢do de T, M como uma soma direta, a saber,

T .M =T,5® N,S.

Assim, dado X € T, M, podemos escrever X = X' 4+ X' e chamaremos cada uma das parcelas
XT e Xt de componentes tangente e normal, respectivamente. Agora, denote por D a conexdo de
Levi-Civita em M. Dados X e Y vetores tangentes & S, a parte tangente de DxY ¢, ela propria,
uma conexao em S, a qual coincide com a conexao de Levi-Civita da métrica induzida g sobre S.
Denotando tal conexao por V, temos pela formula de Gauss, que

DxY = (DxY)" + (DxY)" = VxY + h(X,Y).

Proposicao 1.3.2. O operador h, chamado de segunda forma fundamental de S, € siméirico e
tensorial, ou seja, h (X (x),Y (x)) depende somente do valor de X eY em x € S.

Demonstra¢ao. Consultar, por exemplo, o livro [5]. O

Da mesma forma, podemos derivar um campo vetorial normal £ sobre S na direcao de um campo
vetorial tangente X e, entdo, quebrar o resultado em partes tangente e normal. Assim, pela férmula

de Weingarten, temos
Dx€ = (Dx&)" + (Dx§)" = —AeX + V&,

O endomorfismo linear A¢ : X(M) — X(M) é chamado de operador forma ou operador de Weingar-
ten. Além disso, a parte normal V1 da igualdade acima é, ela propria, uma conexio afim compativel
com a métrica, chamada de conezdo normal de S. As demonstragoes desta afirmagcao e da proposi¢io
seguinte sao resultados conhecidos. Para mais detalhes, veja [5].
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Proposicao 1.3.3. O operador de Weingarten, além de ser tensorial, é também auto-adjunto com
respeito @ métrica induzida em S, isto é, satisfaz

g(AeX)Y) =g (X, AgY),
para todos X, Y € T, S. Além disso, a sequinte igualdade € satisfeita
9(AeX,Y) =g (h(X,Y),),
para todos X, Y € TS e para todo £ € N,S.

Defini¢cao 1.3.8. Seja S wma hipersuperficie de uma variedade pseudo-riemanniana (M, g), ou
seja, S € uma subvariedade nao-degenerada de (M, g) tal que codim(S) := dim(M) — dim(S) = 1.
Dizemos que:

(i) € S € umbilico se o operador forma for um miiltiplo da identidade;
(ii) S € totalmente umbilica se todos os seus pontos sao umbilicos.

Observagao 1.3.3. Se o operador forma A¢ é um maltiplo da identidade, digamos A¢ = kld,

podemos escrever

para todos X, Y € X(S5). Tal constante k é denominada de curvatura principal de S.

Definicao 1.3.9. Seja S uma subvariedade nao-degenerada n-dimensional de uma variedade pseudo-
riemanniana (M, g). Definimos o vetor curvatura média da subvariedade S como sendo o trago da
segunda forma fundamental h dividido pela dimensdo n de S, ou seja,

- 1 <~ ..
== te(h) = - h(X;, X;
w(h) == > 97h(Xi X)),
t,j=1
onde {X1,-+-,X,} é uma base de T,,S e (g”) = (gij)_l, sendo gi; = 9(Xi, X;).

Definicao 1.3.10. Dada uma subvariedade com bordo S, imagem de uma imersio f : S — M,
dizemos que uma variacao de S € uma aplicacio suave

F:Sx (~to,to)) — M ; F(2,0) = f(z), com to>0,
que satisfaz as sequintes condigdes:
(i) S, = 88, onde S, := F(S x {t}), para todo t;
(i) 3U C S relativamente compacto tal que U NS =0 e F(x,t) = f(z), para todo x € S\ U.

Assim, para cada t firado, f; : S — M tal que fi(x) = F(x,t) é uma imersao e, portanto,
fi(S) :== S; é uma subvariedade imersa. Desta forma, podemos nos referir a variacao de uma sub-

variedade como sendo uma curva de subvariedades. Além disso, o vetor X := 5(&:, 0) é chamado

de vetor velocidade da varia¢do.

Definicao 1.3.11. Uma subvariedade ndo-degenerada S de uma variedade pseudo-riemanniana
(M, g) é dita minima se o seu volume for critico com respeito o qualquer varia¢ao da subvariedade
inicial S, isto €,

d
a\/Ol(St) o =0.

O resultado a seguir é conhecido como a férmula da primeira variagdo do funcional volume.
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Teorema 1.3.2. Seja S uma subvariedade nao-degenerada de uma variedade pseudo-riemanniana

(M™, g). Entao, temos

d
—Vol(S
at Y5

- —/g(nﬁ,X) dv,
t=0 S

sendo Sy e X como na Definicdo 1.3.10, e dV a n-forma volume do ambiente M.

Através da formula da primeira variacdo, obtemos a seguinte condi¢do necessaria e suficiente
para que uma subvariedade seja minima. Para mais detalhes, consultar [5].

Corolario 1.3.1. Uma subvariedade S é minima se, e somenite se, o seu velor curvalura média H
é identicamente nulo.

1.3.2 Subvariedades unidimensionais: Curvas
Sejam (M, g) uma variedade pseudo-riemanniana e v : I C R — M uma curva parametrizada
d
regular, isto é, uma curva cujo vetor velocidade dvy (dt> = ~/(t) nao se anula. Se, além disso, o

vetor velocidade ~/(t) for um vetor nulo para todo ¢, diremos que v é uma curva nula.

Defini¢ao 1.3.12. Dizemos que vy é uma geodésica com respeito a conexao D (nao necessariamente
a conexao de Levi-Civita) se
D'y’(t)fyl(t) =0, Vtel.

Definicao 1.3.13. Dizemos que uma curva v € parametrizada pelo comprimento de arco s se o
seu vetor velocidade satisfaz

g9 (7/(5),7 ()] =1, ¥ s.

Lema 1.3.2. Qualquer curva reqular cujo vetor velocidade seja ndo-nulo pode ser parametrizada
pelo comprimento de arco.

Demonstracao. Seja v : I — M uma curva regular tal que

g (Y (),~ () #0, Ytel

Dado um tg € I fixado, considere a seguinte aplicacio

s(t) == t V0g(y(r),7'(r) | dr, com tel.

d
Como d—j = V]9 (' (t),7(t))| > 0, segue que s é uma fungao crescente e, portanto, possui uma

inversa diferenciavel ¢t = t(s) : s(I) — I. Assim, defina
f:=~ot:J— M, onde J:=s(I).

Portanto, B(J) = v(t(J)) = y(I). Além disso, como '(s) = (yot)'(s) = 'y’(t)%, segue que

2
206,80 = (5 ) 9 (/0.7 0) =

e, portanto, |g (8'(s), #(s)) | = 1. O

A seguir, definiremos o conceito de curvatura de curvas imersas em variedades pseudo - rieman-
nianas. Antes, porém, é necessario ressaltar que a definicdo de tal conceito depende da dimensao
da variedade na qual a curva estd imersa. De fato, se a curva esta imersa em uma superficie, como
o espago normal & curva v é 1-dimensional, existem exatamente dois vetores normais unitarios a
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curva. Desta forma, dependendo do vetor normal a ser considerado, temos que a funcao curvatura
pode assumir valores positivos e negativos. J4 em dimensdo mais alta, como existe uma maior li-
berdade de escolha do vetor normal a ser considerado, tal escolha é feita de forma que a funcao
curvatura seja sempre positiva, assim como ocorre no caso de curvas imersas em R3.

Definicao 1.3.14. Seja v : I — (M?,g) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
numa superficie M. Dado um campo vetorial normal unitdrio v, definimos o curvatura com sinal
de v com respeito a v como sendo a fungdo K., satisfazendo a identidade

A =K.
Equivalentemente, temos
A /7 /
Ky = 9 V/’y /’Y)
97

Observagao 1.3.4. Suponha, agora, v : I — (M™,g) parametrizada pelo comprimento de arco,
com n > 3. Em adi¢do, suponha que a conexdo D seja a conexdo de Levi-Civita de g. Como

79 (v.) =0,
utilizando a compatibilidade da conexdo com a méirica, seque que
9 (Dy+',9") =0. (1.1)

Por simplicidade, denotaremos v" := D.,v'. Supondo que v" seja um campo vetorial nao-nulo, a
equagdo (1.1) garante que 7" € normal & curva . Portanto, existem uma fung¢do positiva K, eum
campo de vetores normal unitdrio v tal que " = K v. Tal fungdo K., é chamada de curvatura da
curva . Sendo v unitdrio, seque que

Ky =g (",4")].

Observe também que, se v for uma geodésica, ou seja, v = 0, tais curvas sdo caracterizadas por
terem curvatura nula.

Observagao 1.3.5. Suponha que v : I — D seja uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco no plano paracomplezo. Se denotarmos v(t) = (z(t),y(t)), como (2'(t))? — (y'(t))? = € = £1,
entdo existe 0 = 0(t) tal que

{ 2/ (t) = cosh 0(t) ou { 2/ (t) = sinh 0(t)
y'(t) = sinh 6(¢) y'(t) = cosh 6(t).

Assim, temos que

Moo oo wimy | 0'(t)(sinh@(t),coshd(t)), e=1
7 () = @0, y(1) _{ 0/()(cosh (), sinh (), € = 1.

Denotando o0s campos normais unitdrios a curva vy por vy := (y,2') = Jy e v_ := —Jv/, obtemos
V) = OO (t) ou A"(t) = 6 (B (1),

Aplicando a Proposicao 1.3.3, a curvatura K., serd dada por

K — <AV:|:’>//7’Y/>* — <’7//7 Vi)* (1 2)
BRCTRTR o,

Logo, em relagio ao campo normal v,, seque da equagao (1.2) que K, = —0'. Analogamente, com
respeito ao campo v_, obtemos K, =6’
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1.3.3 Superficies pseudo-riemannianas

Teorema 1.3.3. Seja (M, g) uma superficie pseudo-riemanniana. Entdo, localmente, existem co-
ordenadas (s,t) isotérmicas (ou conformes), isto €, tais que

g1 =¢€g22 e gi2 =0,

onde € = 1 se a métrica g for definida e ¢ = —1 se g for indefinida. Tais coordenadas provém de
uma parametrizacao que denominaremos de parametrizacdo isotérmica (ou conforme).

Demonstragao. Consultar |5, Teorema 6]. O

Lema 1.3.3. Seja f : % C R? — (Rn, <'a'>p

onde (-, ->p € a métrica pseudo-riemanniana em R”, definida por

P n
(-, ->p = —de% + Z dx?.
i=1

1=p+1

) uma imersao com coordenadas isotérmicas (s,t),

Entao, denotando a imagem de tal imersao por S, tem-se que

fss + 6ftt € (Tf(s,t)S)l7

onde e =1 se a métrica g for definida e e = —1 se g for indefinida.

Demonstragao. Como as coordenadas (s, t) sdo isotérmicas, temos que

<f57f5>p:6<ft7ft>p € <f57ft>p:0.

Diferenciando ambas as igualdades em relacdo a s, obtemos

<fssafs>p = €<fstaft>p (13)
e
<f357ft>p: _<f5afst>p~ (1.4)
Analogamente, diferenciando em relagdo a ¢, obtemos
(fsts fs)p = €(fues i), (1.5)
e
(fsts [e), = —(fs, fua) (1.6)

Assim de (1.3) e (1.6), temos
<f$8 + eftta fS>p = 07

e de (1.4) e (1.5), temos
(fss + €ftts ft), = 0,

donde segue que fss 4 €fyr L Ty(s4)S- -

Teorema 1.3.4. Seja S uma superficie pseudo-riemanniana minima indefinida de (R”, (-,->p).

Entao, S € localmente parametrizada por uma imersdo da forma

fu,v) =y (u) +2(v),

onde v1,7v2 sao duas curvas nulas do R™ tais que (7] (u),’yé(v»p %0, para todos u,v.
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Demonstragdo. Pelo Teorema 1.3.3, sabemos que S admite coordenadas isotérmicas locais (s,t),
isto ¢, (0, 88>p = €(0y, 8t)p e (0s, 8t)p = 0. Note que e = —1, pois por hip6tese, assumimos que S &
indefinida. Agora, introduza as seguintes coordenadas (u,v), dadas por

u—+v

<~

{u:s+t §=
v=8—1 t—

u—"v

2

Tais coordenadas satisfazem

|0ul = (Os + 01, 0s + 1), = (D5, 0s),, + (01, 01),, = 0

e
|8v‘;% = <8v,6v>p = (0s, 8s>p + (O, at>p = 0.
Portanto,
B2 = [8,]2 = 0. .7
Além disso,

<au78v>p = <as + (9,:, as - at>p = <65785>p - <at7 at>p
— —2(0,0),
= 2|0,[2.

Agora, note que

ass - as <a’u ;_ av) - i(auu + Zauv + avv) € att - i(auu - 2auv + 81)1))-

Por hipétese, S é minima. Como as coordenadas sao isotérmicas, temos que

(fss - ftt)L

.1
H=-=
2 |fsl3

=0.

Como Oss — Oy = Oyp € [ = f(s,t) é uma parametrizacdo local de S, em coordenadas isotérmicas,
temos que f deve satisfazer a equacao diferencial parcial f,, = 0. Portanto, a solu¢do geral para
esta equagao diferencial parcial ¢ dada por f(u,v) = v1(u)+~y2(v), onde v1, y2 sdo fungdes a valores
no R™ (portanto, sdo curvas). Além disso, note que (1.7) implica que

Y (w)]2 =0 = |y (u)[2,

ou seja, 71 e 72 sdo curvas nulas. Como a métrica nessas novas coordenadas também é nao-
degenerada, temos que

(i (w),75(0)), # 0, ¥ u,v.

1.4 Variedades para-Kahler

Antes de introduzirmos o conceito de variedade para-K&hler, faz-se necesséario algumas defini¢oes
e observacoes prévias.

Defini¢ao 1.4.1. Uma estrutura quase-paracomplexa sobre M ¢é um tensor J do tipo (1,1) tal
que, para todo p € M, J, € um endomorfismo de T,M satisfazendo Jg = Id, e os autovalores
de J tém a mesma multiplicidade, ou seja, dimker(J + Id) = dimker(J — Id). Além disso, uma
variedade quase-paracomplexa (M, J) € uma variedade diferencidqvel M munida de uma estrutura



18 PRELIMINARES 1.4

quase-paracomplexa J.
Proposicao 1.4.1. A dimensdo de qualquer variedade quase-paracomplexa é sempre par.

Demonstrag¢ao. Sejam (M, J) uma variedade quase-paracomplexa e p € M. Como os autovalores
do operador J sdo iguais a 1 e —1, podemos considerar as seguintes distribuicoes 27 e 2~ sobre
M:

9T (p)={VeT,M; JV=V} e 2 (p):={VeT,M; JV=-V}.

Assim, dado V' € T, M, podemos escrevé-lo na forma V' = Vi 4 Va2, com

V+JV V—-Jv
Note que Vi € 27 (p) e Vo € 2~ (p). Assim, podemos decompor cada espago tangente da seguinte
forma:

T,M = 2% (p) © 2™ (p).

Finalmente, como J satisfaz dim ker(J+Id) = dim ker(J—Id), e observando que 27 (p) = ker(J—Id)
e 27 (p) = ker(J + 1d), segue que a dimensao de 7, M é par, como queriamos. O

Observacao 1.4.1. Em analogia ao que ocorre com variedades quase-complexas, onde a estrutura
quase-complexa ¢ apenas um tensor J satisfazendo J?> = —1d, a dimensdio de uma variedade quase-
paracompleza também é par. No entanto, em nosso caso, precisamos acrescentar uma condicd@o na
definicio de estrutura quase-paracomplexa de forma a tornd-la par, a saber,

dimker(J + Id) = dim ker(J — Id).

Definicao 1.4.2. Uma variedade paracomplexa M", de dimensao paracomplexan, é uma variedade
topoldgica munida de um atlas para-holomorfo {(Uy, ¥a)}acr
com J, Usa = M e homeomorfismos oo : Uy — @a(Us) C D", os quais serdo denominados de
cartas para-holomorfas, tais que as funcées de transicio (mudanga de cartas)

ou seja, uma familia de abertos Uy

P50 Pat i pa(U) CD" — pg(U) C D", U=U,NUs,
sejam funcdes para-holomorfas, para todos o, 5 € I.

Exemplo 1.4.1. O espaco paracomplezo D™ é uma variedade paracompleza de dimensdo paracom-
plexa n. De fato, considerando o atlas trivial, formado pela aplicag¢do identidade 1d : D™ — D",
temos que a func¢do de transicao € a propria aplicagdo identidade. Como a i-ésima componente da
aplicagdo identidade é a funcdo z; = x; + Ty;, onde z = (21, ,z,) € D", seque trivialmente que
a aplicacao identidade satisfaz as equacoes para-Cauchy-Riemann, uma vez que

(Ti)g, = 0i5 = (Wi)y, € (i), =0=(vi),,,
para todo i,j5 € {1,--- ,n}.

Definicao 1.4.3. Dizemos que uma aplicacdo f : M — N entre variedades paracomplexas M e
N ¢ para-holomorfa se, para toda carta (U, ) de M e toda carta (V,v) de N com f(U) CV, a
aplicagio o fop™t: p(U) — Y(f(U)) é para-holomorfa.

Definicao 1.4.4. Dizemos que uma estrutura quase-paracomplera J sobre M>*" é uma estrutura
paracomplexa se ela provém de um atlas para-holomorfo, isto é, J pode ser definida, localmente,
por

dpy o J = Jodey,
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onde py € uma carta para-holomorfa local e J:D" — D" ¢ q estrutura paracomplexa candnica de
D", definida na secdo 1.2. Desta forma, dado p € U C M, o sequinte diagrama é comutativo:

dpp

T,M D"

J\L J{J

T,M D"
dop

Definicao 1.4.5. Uma variedade para-Kéhler (M, J, g,w) é uma variedade diferencidvel M munida
das sequintes trés estruturas, as quais satisfazem um conjunto de condigoes algébricas e analiticas:

(i) Uma estrutura quase-paracomplexa J sobre M ;
(ii) Uma métrica pseudo-riemanniana g;
(iii) Uma 2-forma w € Q?(M) ndo-degenerada e fechada.

As condigoes requeridas sdo as sequintes: J deve ser, na verdade, uma estrutura paracomplexa, e
valem as relacoes

w=—g(J-) e g(J,J)=—g(").

Observacao 1.4.2. Pela definicdo acima, notamos que toda variedade para-Kdhler €, em particular,
uma variedade pseudo-riemanniana, uma variedade paracomplera e uma variedade simplética. Fssa
dltima, seque do fato de (T M,w;) ser um espago vetorial simplético, ¥ x € M, e a forma bilinear
ser fechada, isto €, dw = 0.

A tarefa de verificar se uma estrutura quase-paracomplexa J é, de fato, uma estrutura para-
complexa, isto &, se o tensor J provém de um atlas para-holomorfo, pode ser um tanto quanto
adrdua. Felizmente, encontramos uma propriedade envolvendo o operador colchete de campos veto-
riais que facilita essa verificagdo, em paralelo com o que ocorre no caso complexo. Antes, porém,
faz-se necessario algumas consideragoes preliminares.

Definicao 1.4.6. Seja (M, J) uma variedade quase-paracompleza. O tensor para-Nijenhuis é o
campo tensorial N7 : X(M) x X(M) — X(M) definido por

NJ(X,Y):=[X,Y] - J[X,JY] - JJX,Y]+ [JX,JY].

Lema 1.4.1. Sejam X1 e Xo campos de vetores sobre M e considere as decomposicies X1 = U+ Vi
e Xo = Us + Vo em termos de TM = 2% & 9~ . Entdo, temos que

N (X1, X2) = 2{([U1, Uo] = J[U1, Us]) + ([Vi, Vo] + [V, Va))} -
Demonstracdo. Pela bilinearidade do colchete de Lie, temos

N/ (X1,X3) = NJ(U +Vi,Uy + Va)

NI (U1, Us) + N} (U1, V) + N (Vi, Us) + N (V1 V)

= [U1,Us] = J[JUy, U] — J[Uy, JUs| + [JUy, JU3] + [Uy, Vo] — J[JUy, Vo]
—J[U, JVa] + [JUL, JVa] + [Vi,Us] — J[IVA, Us] — J[V4, JUs)
+[JV1, JUs] + [V1, V] — J[JV1, Vo] — J [V, JVa] + [J V4, J V5]

= [Uh,Us] — J[Uy,Us) — J[U1,Us] + [U1, Ua] + [Ur, Vo] — J[Uy, V2]
+J[Uy, Vo] — [Uy, Vo] + [V1, Us] + J[V1,Us] — J[V1, Us]
—[V1, U] + V1, Vo] + J[V1, Vo] + J Vi, Vo] + [V, Vo

= 2([U1,Uz] = J[U1, Us]) +2([V1, Vo] + J[V1, V3)).
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Observacao 1.4.3. Note que a tinica maneira de N;](Xl,XQ) ser igual a zero € quando tivermos
U:= [UlvUQ]_J[UlaUQ] =0 e V:= [Vly‘/Q]—"_J[Vly‘/ﬂ =0.

De fato, se ocorrer de U = =V, com U # 0, chegaremos a uma contradi¢do, uma vez que JU = —U
(e portanto, U € 97) e J(—V) = =V (e portanto, =V € IT).

Proposicao 1.4.2. N/ =0 se, ¢ somente se, 21 e 2~ sio involutivas.

Demonstragdo. Assuma, primeiramente, que o tensor N7 se anula e considere Uy, Us € 27 e
Vi, Vo € 97 quaisquer. Tomando X :=U; 4+ V] e Xo := Us + V3, segue pelo Lema 1.4.1 que

NI (X1, Xa) = 2{([U1, Ua] = J[U, Ua)) + ([Vi, Vo] + [V, Va])} = 0.

Pela observacao anterior, o anulamento do tensor para-Nijenhuis implica em J[Uy, Us] = [U1,Us] e
J[Vi, Vo] = —[V1, Vo], isto &, [Uy,Us] € 2% e [V1,Va] € 27. Logo, as distribuigoes 2T ¢ 9~ sao
involutivas. Reciprocamente, sejam X e Y campos de vetores sobre M. Escrevendo X =U; +Vj e
Y = Uy + V4 e aplicando o lema anterior, temos que a hipotese de 27 e 2~ serem distribuicoes
involutivas implica no anulamento do tensor N/ (X,Y) = 0, como queriamos. O

Observacao 1.4.4. Sabemos, da teoria de variedades, que distribuicdes integrdveis implicam em
distribuicoes involutivas. Além do mais, a reciproca também ¢é verdadeira, pela versao local do Teo-
rema de Frobenius. Desta forma, estamos aptos a provar que o fato de 9T e 9~ serem integrdveis
€ equivalente a dizer que J € uma estrutura paracomplexa sobre M. E, portanto, garantimos a
veracidade do resultado sequinte:

Teorema 1.4.1. Seja (M, J) uma variedade quase-paracomplexa. Entio, J é uma estrutura para-
compleza sobre M se, e somente se, o tensor para-Nijenhuis N for identicamente nulo.

Demonstragio. Suponha primeiramente que N se anule. Assim, sendo 2% e 2~ distribuicdes
integraveis, numa vizinhanca de qualquer ponto de M, podemos encontrar coordenadas locais
(%, o9 = (u1,- -+ ,un,v1,- - ,vUy)) sobre M de forma que os vetores {0y, , -+ ,0u, } €{0v,, -+ ,0u, }
sejam geradores de 27 e 2. Ou seja, as subvariedades integrais de 2% ¢ 2~ sdo

{v; = constante, 1 <i<n} e {u; =constante, 1 <i<n},

respectivamente. Definindo

- Ui + V; 0 g ViU
ii= 9 Yi ‘= 5

tem-se que (X1, -+ ,%n,Y1, " ,Yn) € um novo sistema de coordenadas para M. Assim, seja
(Z1,-+* ,Tns Y1, ,Yn) um outro sistema de coordenadas para M, construido da mesma forma
que o anterior, isto é,

Uty VY

T; i — 9 e Y= 9 s
onde {uy,- - ,un} e {U1, - ,0,} sdo as coordenadas associadas a 21 e 7. Como

{v; = constante, 1 < i < n} = {v; = constante, 1 <i <n}

{u; = constante, 1 <i < n} = {i; = constante, 1 <i < n},

uma vez que definem as mesmas subvariedades integrais para 2+ e 2, respectivamente, entdo
temos que

Vije{l,--,n}. (1.8)
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Aplicando (1.8), obtemos

8i'j . 1 0 n 0 (j:)

8.%‘ - 2 8uz 87)2‘ J
- 1 0 n i uj + Vj
- 2 8uz 8’1)1' 2
. 1 8ﬂj 817j éhjj 8’[7j
N Z <6u1 * 8u1 + (91}1' 8’01'
N 1 an 81)]
! <8ui * av,>

e

0y; 1 0 0 _

87,%- Y (81;2 8ui> (#5)
. 1 i B 0 Vj — Uj
2\ 0v;  Ou; 2
_1(oy oy oy o

4 \ Ov; Ov; Ou; Ou;
B 1 8ﬂj 31}]
4\ Ou;  Ov;
Portanto,
8@ B 8?% .
90 =~ Oui’ Vi, je{l,---,n}.

Analogamente, utilizando (1.8), tem-se

8yi N 2 81)1' 8uz l']
. 1 i B 0 Uj + Uj
2\ 0y, Ou; 2
_ L (o ov 0u 0y
4 \ Ov; Ov; Ou; Oy
B 1 Oﬁj B 8’L_LJ
4\ dv;  Ouy
e
8% . 1 0 0 _
an 3 (auz * a) ()
_ 1 6@ B aﬂj 6@ B a’L_Lj
4 8’11,@ 8u2 a’l)i 81]1'
B 1 a@j B aﬂj
N 4 8’UZ' 6uz .
Logo,
8.i’j B 8:% ..
9~ s Vi, je{l,--,n}

Portanto, as fungoes de transicio Z; = Z;(x1, - ,Zn, Y1, * ,Yn) € Yj =

21

: 7yn)
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satisfazem as equacOes para-Cauchy-Riemann

) VZ,]G{l,,n}

oz;  0y;
ox; Oy
ij__ggz
dyi  Ox;

14

(1.9)

Para mostrar que J ¢, de fato, uma estrutura paracomplexa, resta mostrar que J pode ser definida,
localmente, por dpgy o J = Jodpy, sendo oy : % C M — D" uma carta do tal atlas construido,
e J a estrutura paracomplexa candnica do D". Usando tal carta, defina

J::dgpgllojo

dg()o]/ .

Obviamente, J? = Id, pois J? = d(p%} oJ%o dpgy = Id. Mostremos que J estd bem definida: para
isso, tome g : %' C M — D™ outra carta do atlas. Precisamos mostrar que

dioy) 0 J o dpyr = dipy) 0 Jodpy,

ou equivalentemente,

jodf:dfoj, com f:goo;//ogoo}l.

Portanto,

df = dpyr 0 dpy).

No entanto, como

oz Oz,

ayl ayn

0Ty, 8En-8in OZn,

8901 81‘”
df =

% O

or1 oy,

3o

entdo podemos escrever

a%k 8
(3.’Ek 0
(8y1> Z 0y; axk

Agora, pela definicdo do operador J em D™, temos

~7/ 0 0 ~( 0 0 ~( 0
J(a) = u J(ay> = 2 J(axi

ayl ayn
o . on
ayl ayn

Ofu O u Ol
ayl ayn

amz 8yk

6% ayk

B 5]
_ayi

d

0
i
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Aplicando (1.10), juntamente com as equacdes para-Cauchy-Riemann, dadas por (1.9), obtemos
Foa) () = T+

= () o 5 (5

- Zgﬁf a(zk kzgik aik

- 2(2@’:)&;(2@’:);;

::#<%)

- 4 (7(5m))

_ @b3<£).

(iw@(%):(#mﬂ<£).

Portanto, Jo df =df o J. Assim, completamos a constru¢io de um atlas para-holomorfo sobre M,
o qual define a estrutura quase-paracomplexa J, localmente, donde segue que J é uma estrutura
paracomplexa.

Analogamente, obtemos

Reciprocamente, se J é uma estrutura paracomplexa, entdo J pode ser escrita localmente por
J = dp~toJodyp, sendo ¢ uma carta para-holomorfa sobre M. Considerando tal ¢ com coordenadas
(X1, Ty Y1, , Yn), € facil ver que J satisfaz

J(O;)) =0y, € J(Oy,) = 0.
Com base nesse sistema de coordenadas, considere as seguintes folheagoes:
FE={Ff={nityi=c;c=(c, - ,cn) ER"}}.
Assim, como
J(Op; + 0y;) = On; + 0y, € J(Op, — Oy;) = Oy, — Oz, = —(0z; — Oy,),

temos que

TFE = 9%,

onde TFCi denota o espago tangente as subvariedades Fc , que sao chamadas de folhas da folhea-
cdo Z*. Assim, pela definicao de integrabilidade, as distribuicoes 2% sdo integraveis. Logo, pelo
Teorema de Frobenius, segue que 2% sao involutivas. Finalmente, pela Proposicao 1.4.2, segue o
anulamento do tensor para-Nijenhuis, como querfamos. ]

Observacao 1.4.5. Em relacdo ao caso complero, o andlise de quando uma estrutura quase-
compleza J tal que J?> = —Id é uma estrutura compleza, exige uma complezifica¢do de cada espaco
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tangente. Isso porque os autovalores de J sdo os nimeros imagindrios puros +i, com i> = —1.

A seguir, também relacionado ao anulamento do tensor para-Nijenhuis, daremos condi¢oes ne-
cessarias e suficientes para que uma variedade quase-paracomplexa seja uma variedade para-Kéhler.
Para isso, vamos supor que a métrica pseudo-riemanniana g seja anti-hermitiana com respeito a J,
isto é, satisfaga g(J-,J-) = —g(-,-).

Lema 1.4.2. Dado X € X(M), o operador

Vxd: X(M) — X(M)
Y — (ij)Y::VXJY—J(VXy)

satisfaz as sequintes propriedades:
(1) g(Vx )Y, Z) + g(Y,(VxJ)Z) = 0;
(ii) J(VxJ)Y = —=(VxJ)JY.

Demonstracdo. Sejamxz € M e X,Y € T, M arbitrarios. Podemos estender X e Y numa vizinhanca
de z, denotando-os ainda por X e Y, e utilizar o Lema 1.3.1 de forma a garantir que VxY(x) = 0.
Agora, note que, para todo Y, temos

g(Y, JY) = g(J?Y, JY) = —g(JY,Y) = —g(Y, JY).
Portanto, g(Y, JY) = 0 para todo Y. Diferenciando esta igualdade na dire¢do X, obtemos
0=Xg(Y,JY) =g(VxY,JY) + g ((VxJ)Y,Y) + g(J(VxY),Y).
Logo, g ((VxJ)Y,Y) =0, VY. Em particular,
gY+Z,(VxJ)(Y +Z))=0.

Assim, a primeira igualdade segue pela bilinearidade da métrica g. Para provarmos a segunda
igualdade, note que, por um lado

J(VxJ)Y)=J(VxJY — J(VxY)) = J(VxJY) - VxY.
Mas, por outro lado,
(VxJ)JY =VxJ?Y - J(VxJY)=VxY — J(VxJY).

Finalmente,

J(VxJ)Y + (VxJ)JY =0.

Lema 1.4.3. O tensor para-Nijenhuis N7 se anula se, e somente se,
(VuxJJ)Y =J(VxJ)Y, VXY eX(M).

Demonstragcao. Primeiramente, suponha que (V;xJ)Y = J(VxJ)Y, para todos X,Y € X(M).
Por definigdo de V(.,)J, temos

(VixJ)Y =V, xJY — J(V,xY) (1.11)

(Vyy DX = Vv JX — J(Vy X). (1.12)
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Da mesma forma, pela defini¢ao de V(,).J, juntamente com o fato de que J? = 1d, temos

VxY = J(VxJY) = J(VxJ)Y) (1.13)

VyX = J(VyJX) = J(VyJ)X). (1.14)

Dai, utilizando (1.13) e (1.14) na segunda igualdade, e (1.11) e (1.12) na terceira igualdade, segue
que

(X,Y] + [JX,JY] = VXY — Vy X + V xJY — V,y JX =

= J(VxJY) = J(VxJ)Y) = J(VyJX)+ J(VyJ)X) + Vi xJY = VyJX

= J(VxJY) = J(Vx)Y) = J(VyJX)+ J(Vy))X) + (VyxJ)Y
FI(VxY) = J(Vyy X) = (Vyy X

= J(VxJY =V X)+ J(VyxY = VyJX) — J(VxJ)Y) + J(VyJ)X)
H(VyxJ)Y = (VyyJ)X

= J[X,JY]+ J[JX,Y] = J(Vx)Y) + J(Vy))X) + (VyxJ)Y — (Vv J)X.

Portanto,
JIX,JY]+JJX, Y- [X,Y]|-[JX,JY]| = (Vv )X - J(Vy)X) = [(Vix )Y = J(VxJ)Y)].
Como, por hipétese, vale (V xJ)Y = J((VxJ)Y) para todos X,Y € X(M), temos que
(XY - JX,JY] - JJX, Y]+ [JX,JY] =0,
donde segue o resultado. Para provarmos a reciproca, defina a forma trilinear
T(X,Y,Z) = g(Vux )Y, Z) = g(J(Vx )Y, Z).

Como N/ =0, entdo, V Z € X(M), temos g(—[X,Y] — [JX,JY] + J[X,JY] + J[JX,Y],Z) = 0.
Portanto,

g (*VXy +VyX -V xJY +VvJX, Z) +
g (J(VxJY) = J(Vyy X) + J(VyxY) — J(VyJX),Z) = 0.

Aplicando as identidades (1.11), (1.12), (1.13) e (1.14) na expressao acima, obtemos

0 = g(JU(Vx)Y) = J((Vy))X)+ (VyyJ)X = (VuxJ)Y, Z)
= g(J(VxD)Y) = (Vux )Y, Z) + g(=J(VyJ)X) + (Vv )X, Z)
— _T\(X,Y,Z)+Tu(Y, X, Z).

Logo,
(X, Y,Z2)=T1(Y,X,Z), VXY, ZecX(M). (1.15)

Agora, utilizando o Lema 1.4.2, temos

L(X,)Y.Z)+TW(X,Z2,Y) = g(VyxJ)Y,2) —g(J(VxJ)Y,Z) +
9(VyxJ)2,Y) = g(J(VxJ)Z,Y)
= —g9(Y,(VuxJ)2) +g((VxJ)JY,Z) +
9(Vux)Z,Y) +9((VxJ)JZ,Y)
= g((VxJ)JIY,Z)+g((VxJ)JZ,J?Y)
= g(VxJ)JY,Z) — g(J(VxJ)Z,J(J(Y))).
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Além disso, segue do fato de que a métrica g é anti-hermitiana, que

TU(X,Y,2) + Ti(X,2,Y) = g(VxJ)JY,Z)+g(VxJ)Z,JY)
9(VxJ)IY, Z) — g(Z,(VxJ)TY)
= 0.

Portanto,
TW(X,Y,Z)=-T1(X,Z,Y). (1.16)

Assim, aplicando (1.15) e (1.16), obtemos

T(X,Y,Z) = T(Y,X,2) = -Ti(Y, Z,X) = ~Ty(Z,Y, X)
= _(_Tl(ZvX’Y)) :Tl(X7Z7Y)
- _Tl(X7Y7Z)7

o que implica que T1(X,Y, Z) = 0, donde segue o resultado. O

Teorema 1.4.2. Seja M wma variedade munida de uma estrutura quase-paracompleza J e uma
métrica pseudo-riemanniana g, a qual também deve ser anti-hermitiana com respeito o J. Defina
w:= —g(J-,-). Entdo, a quddrupla (M, J,g,w) é uma variedade para-Kdhler se, e somente se,

VxJ =0, VXeX(M),
onde V é a conexao de Levi-Civita de g.

Demonstracdo. Assuma, primeiramente, que J seja paralela com respeito a conexdo de Levi-Civita
V de g, ou seja, VxJ = 0 para todo X € X(M). Em particular, temos que V jxJ = 0. Portanto,

(VyxJ)Y =0=J(VxJ)Y, VXY eXx(M).

Logo, pelo Lema 1.4.3, temos que N = 0, e entdo, pelo Teorema 1.4.1, obtemos que J é paracom-
plexa. Como a nao-degeneracidade da 2-forma w segue imediatamente da nao-degeneracidade de g,
falta apenas garantirmos que w é alternada e fechada. No entanto, a primeira segue do fato de g
ser anti-hermitiana com respeito a J. Com efeito, dado X € X(M), temos

w(X, X) = —g(JX,X) = —g(JX,J?X) = g(X, JX) = g(JX, X).

Portanto, w(X, X) = 0. Para provar que w ¢ fechada, note primeiramente que, sendo V compativel
com a métrica g, obtemos

Xw(Y,Z) = Xg(V,JZ)=g(VxY,JZ)+g(Y,VxJZ)
= g(VxY,JZ)+ g(Y,IVxZ) = w(VxY, Z) + w(Y,VxZ).

Agora, utilizando tal identidade juntamente com a férmula intrinseca para a diferencial exterior,
obtemos

dw(X,Y,Z) = Xw(lY,Z)-Yw(X,Z)+ Zw(X,Y) —w([X,Y],2)
+w([X,Z],Y) —w(lY, Z], X)
= w(VxY —-Vy X, Z)+w(Y,VxZ)+w(VzX,Y)
+w(X,VzY = VyZ) —w([X,Y], Z2) + w([X, Z],Y)
—w([Y, Z], X)
= w(Z,X]Y)-w(ZY],X)+w(X, Z],Y)—-w(Y,Z],X)
= 0,
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donde segue que w é fechada. Agora, para provar a reciproca, suponha que (M, g, J,w) seja uma
variedade para-Kéhler, e defina

Note que

(XY, JZ) = g(J*(Vx)Y), T Z) = —g(J(Vx)Y), Z) = g(VxJ)IY), Z)

To(JX,Y,Z)+ To(X,Y,JZ) = g(J(Vx)Y), Z) + g(J*(VxJ)Y),JZ) = 0.

Desta forma, obtemos que
Th(X,Y,JZ)=T(X,JY,Z) e To(JX,Y,Z)=-T2(X,Y,JZ). (1.17)

Para concluirmos, podemos supor, pelo Lema 1.3.1, que as derivadas dos campos X, Ye Z se anulem
mutuamente. Assim, como w é fechada, temos que

0=dw(X,Y,Z) = Xw(Y,Z)-Yuw(X,Z)+ Zw(X,Y) —w(X,Y],Z) +

w([X’ Z]vy) - w([Yv Z]vX)

— X [~g(JY,2)] = Y[-g(JX, Z)] + Z[~g(JX,Y)

= —[g(VxJY,Z)+ g(JY,VxZ)| + g(VyJX,Z) +
g(JX,VyZ) = [g(V2JX,Y) + g(JX, VY]

= —g(VxJY,Z)+g(VyJX,Z) — g(VzJX,Y)

= —9(VxN)Y,2) + g(Vy))X, Z) = (V2 )X, Y)

= —D(X,Y,2)+To(Y, X, 2) - To(Z,X,Y).

Logo, aplicando a férmula acima as triplas (X,Y,JZ) e (X, JY, Z), obtemos

—Ty(X,Y,JZ)+ To(Y, X, JZ) — To(JZ,X,Y) = 0

—Ty(X,JY,Z) + To(JY, X, Z) — To(Z,X,JY) = 0.

Somando estas duas expressoes, e utilizando as igualdades em (1.17), obtemos que
—2T(X,Y,JZ) =0,
donde segue o resultado. O

Corolario 1.4.1. A quddrupla (D", J,(-,-),,w) € uma variedade para-Kdhler.

Demonstracao. No inicio da secdo 1.2, provamos que tal J é um endomorfismo de D™ satisfazendo
J? = 1Id, dado por J(x1,y1, - »Tn,Yn) = (Y1,21," - ,Yn, Tn). Além disso, podemos notar que
dimker(J — Id) = dimker(J 4 Id) = n, uma vez que

ker(J — Id) = Span {(1,1,0,0,---,0,0),---,(0,0,---,0,0,1,1)}

ker(J + Id) = Span {(1,-1,0,0,---,0,0),---,(0,0,---,0,0,1,—1)}.

Portanto, J é, de fato, uma estrutura quase-paracomplexa. Além do mais, também no inicio da
segdo 1.2, mostramos que (-,-), € uma métrica pseudo-riemanniana anti-hermitiana com respeito
a J, além de provarmos que w ¢ uma 2-forma simplética satisfazendo w = —(J-,-),. Desta forma,
todas as hipoteses do Teorema 1.4.2 sdo satisfeitas. Assim, para finalizarmos a demonstracio deste
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resultado, basta verificarmos que DxJ =0, V X € D", sendo D a conexao de Levi-Civita em D",
e aplicar o Teorema 1.4.2. Assim, como

Dx(JY) = Dx(rY) = 7DxY + X(7)Y = rDxY,

temos
(DxJ)(Y)=Dx(JY)—J(DxY)=7DxY —7DxY =0,

donde segue que DxJ = 0 para todo X € D". O

Proposicao 1.4.3. Seja (M, J, g,w) uma variedade para-Kdhler. O tensor curvatura R de g satisfaz
as seguintes propriedades:

(a) R(X,Y)oJ=JoR(X,Y);

(b) R(JX,JY)=—-R(X,Y);

(¢) Ric(JX,JY) = —Ric(X,Y),
para todos X, Y € X(M).

Demonstracdo. Seja V a conexao de Levi-Civita de g. Como VxJ = 0, entao

R(X,Y)JZ = Vixy|JZ~-VxVyJZ+VyVxJZ
JVixy1Z —Vx(JVyZ)+Vy (JVxZ)
JV[Xy}Z —JVxVyZ+ JVyVxZ

— JR(X,Y)Z,

donde segue a primeira igualdade. Agora, aplicando o item (d) da Proposi¢ao 1.3.1, juntamente
com o item (a) anterior, obtemos

g(R(JZ,JW)X,Y) = g(R(X,Y)JZ,JW)=g(JR(X,Y)Z,JW)
= —g(R(X,Y)Z,W)
= —g(R(Z,W)X,Y).

Assim, R(JZ,JW)X + R(Z,W)X =0, V X € X(M), o que prova que R(JZ,JW) = —R(Z,W).
Finalmente, sendo {e;} um referencial ortonormal de M, com €; = g(e;, €;), temos por defini¢ao que

Ric(JX,JY) Zel g(R(e;, JX)JY, ¢€).

No entanto, aplicando o item (a) da Proposicao 1.3.1 e levando em consideragdo que g é anti-
hermitiana, juntamente com os itens (a) e (b) desta proposigao, obtemos

g(R(ei, JX)JY,e;)) = —g(R(JX,JY)ei,e;) —g(R(JY,ei)JX, e;)
= —g(—R(X,Y)ei, e;) — g(R(JY, J?¢;)J X, ¢;)
= g(R(X,Y)ei,ei) +g(R(Y, Je;)J X, e;)
= g(R(X,Y)ei,ei) +g(JR(Y, Je;) X, e;)
= g(R(X,Y)es,e) —g(R(Y,Jei) X, Je;)
= —9(R(Y, &)X, &) — g(R(ei, X)Y, ei) — g(R(Y, Jei) X, Je;)
= —R(Y,e;,X,e;) — R(e;, X,Y,e;) — R(Y, Je;, X, Je;)
= —R(X,e;,Y,e;) — R(e;, X, Y, e;) — R(X, Je;, Y, Je;)
= R(e;, X,Y,e;) — R(e;, X,Y,e;) + R(Je;, X, Y, Je;)
= g(R(Je;, X)Y, Je;).
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Sendo {Je;} também um referencial ortonormal para M, como g(Je;, Je;) = —¢;, temos que

Ric(JX,JY) = Y & g(R(ei, JX)JY, e;)

7

= Y e g(R(Je;, X)Y, Je;)

%

- - Z(—ei) g(R(Je;, X)Y, Je;)

= —Ric(X,Y).

1.5 Espaco projetivo paracomplexo
Considere o conjunto
D"\ € = {z e D" ; (z,2), # 0}

e defina a seguinte relacdo de equivaléncia:
Zz~w <= JANED, com A\ #0, tal que w = Az,

A notacdo acima foi utilizada para ressaltar que estamos trabalhando no complementar do cone de
Iuz no espaco D1, Além disso, o fato dos escalares \ serem considerados tais que A\ # 0 garante
que a relacao definida acima seja uma relacao de equivaléncia.

Definicao 1.5.1. O espaco projetivo paracomplexo de dimensao paracomplexza n, denotado por
DP", é o quociente

Dn+1
DP" := 7\ Cg,

ou seja, o conjunto das classes de equivaléncia [z] = {/\z cAED, A\ # 0} determinadas por ~.
Observacao 1.5.1. Suponha que A\ > 0. Assim, existem r € R* ¢ B € R tais que A = re™. Como
Az =re™Pz = (rcosh 8)z + (rsinh §)Jz € Span {z, Jz},

podemos pensar em DP™ como sendo o conjunto dos planos paracomplexos com métrica induzida
nao-degenerada, uma vez que (Az, A\z), = A\(z,z), # 0.

Vamos considerar em DP™ a topologia quociente dada pela projecao

p: D"I\% — DP"
z —  [z].

Com essa topologia, a aplicagdo ¢ é aberta. De fato, dado um aberto V' C prtl \ €, como
e (V) ={rz; z€V e N #£0}

¢ um aberto de D"\ €, segue que p(V) é um aberto do DP™. Desta forma, DP" tem base
enumeravel, pois a imagem de uma base de abertos de D"*! \ ¥ sera uma base de abertos de
DP". Além disso, dadas duas classes distintas [2], [w] € DP", como os conjuntos {Az ; A\ # 0}
e {uz ; pp # 0} sdo fechados e disjuntos, podemos separéd-los em abertos disjuntos V e W. E
assim, como as projegoes p(V') e (W) sao abertos disjuntos separando [z] e [w], segue que DP"™ &
Hausdorff. Consequentemente, DP™ é uma variedade topoldgica. Finalmente, considere os abertos

U; = {ZGD”H\%; 21.27750},
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08 quais satisfazem
n+1

U ¢(U;) = DP".
i=1

Dado i € {1,2,--- ,n+ 1}, defina as seguintes cartas em DP":

vi: eU) — D} :={web"; (ww), # -1}
1 Zi—1 Zi+1 Zn+1>

— . sty g yr R yrtt
g eillla ez = (20 B2 EE L 2

A verificagdo de que cada @; € uma aplicagdo bijetora é clara: se ;([2]) = ¢i([Z]), entéo

I

2 z
Logo, z = Z—iz’, donde segue que [z] = [2/]. Além disso, dado w = (wq,- -+ ,w,) € DY, tomando
Z
20 = (w1, w1, 1, wi, wig1,- - ,wy), obtemos @;([20]) = w, uma vez que |wi |2+ - -+|wy,|? # —1,

e entdo (zo, 20), # 0. Desta forma, as fungdes ¢; sao homeomorfismos, cujas inversas sdo dadas por

o; DY — (U;)
(wlv"' ,U}n) — [(wlv"' aw’ifla]-awia"' ,U}n)} .

Finalmente, provemos que as aplicacoes consideradas sao cartas para-holomorfas: de fato, dados
1 # j, digamos i < j, temos que a mudanca de coordenadas é dada por

-1
SOJOSOZ (wlu"' 7wn) = QO] ([wlv”' 7wi—1717w’i7”' ,'lUj,"' 7wn])
B < w1 w1 1 w; Wj—y  Wwj W, >
- y T ) ) y T ) y T .
Wj—1 Wji—1 Wj—-1 Wj—-1 Wj—-1 Wj—-1 Wj—1

Escreva wy = x + Ty;, e denote a k-ésima fun¢ao componente da aplicagao ¢; o api_l por ug + T,

onde k € {1,--- ,n}. Se k # i, entdo podemos verificar que
_ TETj-1 — YrYj-1 _ YkTj—1 — TEYj-1
U = 2 2 e VU = 2 2 .
T Y Ti1 7 Y5
Se k =1, entdo
T Yj—1
ui:72 J 2 [§] Ui:—72 J 5 -
i 1Y Ti 1~ Y

Um calculo direto mostra que todas as fun¢bes componentes satisfazem as equagbes para-Cauchy-
Riemann. Desta forma, estd demonstrado o seguinte resultado:

Teorema 1.5.1. O espacgo projetivo paracomplexo DP™ € uma variedade paracomplera de dimensao
paracomplexa n.

Lema 1.5.1. A projecio ¢ : D"\ ¢ — DP" dada por p(2) = [2] ¢ para-holomorfa.

Demonstragao. De fato, dado (p(U;), ;) carta de DP", considere z = (21, , 2n+1) € U;. Entao

) — 0, _ (A ... FL A Zndd
Gl =) = (2o B2L B0 ),

Escrevendo z; = ; + 7y;, para todo [ € {1,--- ,n + 1}, temos que a k-ésima fungdo componente da
aplicacao ; o p, digamos fr = ug + 7vg, é dada por

fe(2) = uk(z) + Top(2) = <W) + 7 (W) .

2 2
i —Y; i —Y;
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Assim, para todo k # i, temos

T
e u ER = — .
x% — y@'Q ( ]C)yk ( k):ck sz _ yi2

(uk)sck = (vk)yk =
Além disso, temos

B  2zyiye — w (27 +7) _2xpriy — gk (2 +y7)
(Uk;)xi = (U/c)yi = 2 N 2 - 2 2\2 ’
(:L’i *yi) (xz *yi)

Portanto, como as equagoes para-Cauchy-Riemann sdo satisfeitas, segue que a aplicagdo ¢ é para-
holomorfa. O

e (ur),, = (vk),,

Fazendo a identificacdo D™ ~ R2", nota-se facilmente que toda funcdo para-holomorfa é uma
funcao diferenciavel. Em particular, a funcéo ¢ é diferenciavel. Sendo @Q uma subvariedade imersa
do D"1\ ¥, segue que a restricio a seguir é diferenciavel

Ti=¢lg: Q — DP"
z — 2],

onde

Q:={zeD"\E; (2,2), =1}.

Observacao 1.5.2. Até o final deste capitulo, toda vez que nos referirmos a aplicagdo projecao,
estard subentendido que tal aplicacdo se trata de 7 definida acima.

Proposicido 1.5.1. Dados 2,2 € Q, temos que 7(2) = 7(2') se, e somente se, 2’ = +e™z, para
algum 0 € R.

Demonstragio. Se w(z) = w(2), entdo 3 A € D* tal que 2/ = Az. No entanto, como z, 2" € Q, temos

1=(2,2"), = (Az,A2), = AX(2,2), = A\,

donde segue que o nimero paracomplexo A satisfaz A\ = 1. Logo, em coordenadas polares, podemos
escrever A = +e7? para algum 0 € R. O

Observacao 1.5.3. Dado z € Q, a aplicagio z — Jz define um campo de vetores sobre Q,
denominado de campo de Reeb. De fato, como

T.Q = {w e D!, (w,z), = 0},
tem-se que Jz € T,Q, uma vez que
(Jz,2), = (Jz,J(Jz)), = —(z,Jz), = —(Jz,2),.

Lema 1.5.2. A aplicagio dr, : T,Q — T, \DP" é sobrejetiva. Além disso, o nicleo de dm, € o
conjunto formado por todos os maltiplos do vetor Jz, ou seja, ker (dm,) = [Jz].

Demonstragio. Com efeito, considere a curva a : (—¢,e) — Q, dada por a(t) = e™z. Note que
a(t) € Q, para todo t e «(0) = z. Além disso,

dt)y=T1e""2 = d0)=712=Jz
Porém, como (7o a)(t) =7 (e™2) = 7(z), segue dm.(Jz) = (o)’ (0) = 0. Logo, [Jz] C ker (dr).

Provemos agora que ker (dm,) C [Jz]: para isso, tome v € ker (dr,) unitario, digamos (v,v), =1, e
considere a curva y(t) = zcost 4+ vsint. Note que

10) =z e (0)=v.
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Além disso, v € uma curva em Q, uma vez que

(y(t),7(t)), = (zcost+wvsint,zcost+ vsint),
= cos’t(z,2), + 2costsint(z,v), + sin’t(v,v),
cos’t + sin’t = 1.
Na terceira igualdade acima usamos o fato de (z,v), = 0. Além disso, se tivéssemos considerado v

do tipo tempo, ou seja, (v,v), = —1, bastaria tomarmos a curva y(t) = z cosht + vsinh¢. Assim,
escrevendo z e v em coordenadas paracomplexas, tem-se

m(y(t)) = m(zcost+vsint)

- W(COSt(Zlv"' 7zn+1)+Sint(Ula"' ,?}n+1))

= w(z1cost+wvysint, -, zp41 008t + vppqsint).
Logo, considerando que 7(z) pertence a alguma carta (U, f;) de DP", para algumi € {1,--- ,n+ 1},
segue que

fi(m(v(t))) = fi(mw(z1cost+vyisint,- -, zp41c08t + Vpy18int))

= fil(z1cost+vysint, -+ 24108t + vy sint)]

_ z1cost + vy sint Zn+1CO0St 4 Upy18int

N zicost +wv;sint’ 7 z;cost+ v;sint '

Derivando a expressao acima e avaliando em ¢ = 0, obtemos

2 Ty 9 ) P} ) ) P}
Y Y Y Y

V12 — 2105 Vio1Zi — Zi—1V; Vif1Z — Zi41V; Unt12i — Zn+1%;
/ (2 A 1
(fio7r0fy)(0):< .

No entanto, como v € ker (dr), segue que 0 = dr,(v) = dn,(7/(0)) = (7 0)'(0). Assim, o vetor
1,i

acima é nulo, ou seja, vgz; — z;v; = 0, para todo k € {1,--- ;1 — +1,---,n+ 1}. Logo,
N N 21 Zi—1 Zit+1 Zn+1
U= (V1,0 Vi1, Vi, Vi1, Unl) = o R R O/ P/ P R ¥/ P Vi
Zi Zj Z Zi
Vj
- Z(Zlf” y Ri—15 R4y 241, " 7ZTL+1)

(]
Vj
Zq

(Y . ~ . :
Escrevendo — := a 4 7b e levando em consideragao que v é perpendicular a z, tem-se que
Z

0= (z,az +7bz), = a(z, z), + b(z, Jz),,

e portanto, a = 0. Logo, v = 7bz = bJz, como queriamos. Finalmente, como ker (dr,) = [Jz],
segue que dm, tem nulidade 1. Além disso, dim(7,Q) = 2n + 1. Assim, pelo Teorema do nicleo e
da imagem, segue a sobrejetividade da diferencial dm,. O

Doravante, consideraremos a decomposicao
T.Q = (J2)* @ [J4],
onde (Jz)* & a distribuicio do hiperplano dada por:
(J2)* =dr™" (T, DP") .

Além disso, dado um vetor X = X" 4+ XV € T,Q, referir-nos-emos as componentes X" e Xv como
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componentes horizontal e vertical de X, respectivamente.

Teorema 1.5.2. Dado um campo de vetores X sobre DP", existe um inico campo X sobre Q,
chamado de levantamento horizontal de X tal que

dr(X)(z) = X (n(2)) e X(2) € (Jz)", VzeQ.

Demonstragio. Para comprovar a existéncia, basta utilizar o fato de que a aplicagao m € uma
submersdo, garantida pelo Lema 1.5.2. Desta forma, obtemos um campo X sobre Q, onde, em
cada ponto z € QQ, podemos considerar apenas a parte horizontal do vetor X(z), uma vez que sua
componente vertical é levada, pela diferencial, ao vetor nulo. Para provar a unicidade, suponha que
exista um outro campo Y sobre Q satisfazendo as mesmas condigoes que o campo X.Se X #* }7,
existe p € Q tal que X (p) # Y (p). Assim, denotando v := X (p) — Y (p), que é um vetor horizontal
nao-nulo, obtemos que dr(v) = 0, donde segue o absurdo. O

Definicao 1.5.2. Considere as sequintes estruturas sobre o espago DP":
IX = dn (J)?) . G(X,Y):= <)~(f/> e w(X,Y):=-GJX,Y),
*

para todos X,Y € X (DP").

Observagao 1.5.4. Note que definimos a estrutura J acima fazendo uso da estrutura paracompleza
canoénica do espago D”*Nl, restrita ao conjunto Q. Assim, como o vetor tangente X € um vetor
horizontal, temos que JX também é um vetor tangente a subvariedade Q. De fato, basta notar que

<J5(,z>* — —<J2)?, Jz>* - —<f<, Jz>* —0.

Proposicao 1.5.2. As estruturas definidas anteriormente satisfazem as sequintes propriedades:

(i) J € uma estrutura quase-paracompleza sobre DP";
(ii) G € uma métrica pseudo-riemanniana anti-hermitiana com respeito a J;

(iii) @ € uma 2-forma alternada e satisfaz w(X,Y) = w(X,Y), V X,Y € X (DP").

Demonstragio. Dado X € X (DP"), note que dr(JX) = JX, sendo X o levantamento horizontal
de X, garantido pelo Teorema 1.5.2. Assim, como J? = Id, temos que

F(X) = JJ(X)) = I(dn(JX))
= dr (J(dw(J)?)))

= dr(J(JX))
= dr(X)
= X,

donde segue que o endomorfismo J satisfaz J? = Id. Provemos que dim Ker(J—Id) = dim Ker(J+Id).
Primeiramente, note que os autovetores de J ]Q sao os autovalores de J normalizados. Portanto,
eles tém a mesma multiplicidade quando restritos & Q. Por outro lado, seja v um autovetor de J \Q.
Entao v deve ser, necessariamente, horizontal. De fato, se v fosse vertical, digamos v = pJz, entao
o autovalor A associado a ele seria nulo, uma vez que

A= (Mv,v), = (Ju,v), = p(Jv, Jz), = —p(v, z), = 0.

*

Agora, dado X € X(DP"), note que

J+1d)(X) =J(X) £ X = dn (J)Z’) + dr ()?) — dr ((J + Id))?) ,
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sendo X o levantamento horizontal de X. Desta forma, temos que X € Ker(J £1d) se, e somente se,
(J £1d)(X) € ker (dr). Logo, pelo Lema 1.5.2; temos que JX + X = nJz, para algum 7. Porém,
como (Jz,Jz), = —1, obtemos

=z Jz), = <J)?, Jz>* + <)? Jz>* — <J)?, Jz>* — —<)?,z>* —0.

Agsim, como _
X eKer(J+Id) <= X €Ker(JxI1d),

entdao todo autovetor de J estard associado ao mesmo autovalor do levantamento horizontal cor-
respondente, o que prova o item (i). A prova de que G é uma métrica pseudo-riemanniana segue
imediatamente do fato de (-,-), ser pseudo-riemanniana. Além disso, para provar que G ¢ anti-
hermitiana com respeito a J, basta notar que

—_~

G(JX,JY) = <d7r(J)?),d7r(J17)> - <J5(’,J17>* - —<)?,17>* = —G(X,Y).

Em relacao ao item (4ii), temos

@(X,Y) = —GUJX,Y)=—G(dr(JX),Y)
= —<d;(?7§‘),17>
_ —<J)~(,}7>*
= w(X,Y).

O

Observacido 1.5.5. A sequir, denotaremos por D a conezio de Levi-Civita em D", por V* a
conexdo de Levi-Civita da métrica induzida em Q, e por VC a conexdo de Levi-Civita referente a
métrica G. Além disso, denotaremos por RP | R* e R® o0s seus respectivos tensores curvatura.

Lema 1.5.3. A subvariedade
Q= {ZED"‘H\%” ; (2,2), = 1}
¢ totalmente umbilica em D"\ €.

Demonstra¢ao. Sejam X um campo de vetores sobre Q e x € Q. Considere o uma curva regular
em Q tal que a(0) =z e o/(0) = X. Como

(a(s),a(s)), =1, Vs = (d/(s),a(s)), =0, Vs.

Em particular, (X,z), = 0, donde segue que o espaco tangente & Q em z é igual a z. Assim,
podemos considerar o campo vetorial normal unitario N em Q, definido por

N(z) = —x.

Como
DxN = Dx(—z) = —Dxx = —-X, (1.18)

entdao Dx N s6 possui componente tangente. Logo,
—AnX =DxN =-X.

Assim, sendo o operador de Weingarten Ay a aplicagdo identidade, segue o resultado. O
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Proposicao 1.5.3. O tensor curvatura R* da métrica induzida sobre Q € dado pela sequinte for-
mula:

R(X,Y)Z = (X, 2).Y — (Y, 2).X, (1.19)
quaisquer que sejam os campos de vetores X,Y e Z sobre Q.

Demonstracao. Sejam X,Y e Z campos de vetores sobre Q. Estendendo-os a campos de vetores
em D"t temos, pela formula de Gauss

DxY = (DxY)" + (DxY)*t = V&Y + h(X,Y). (1.20)
Como h(X,Y) é um campo vetorial normal a Q, temos que
MX,Y)=(h(X,Y),N),N,

onde N é o vetor normal unitario considerado no Lema 1.5.3. Portanto, substituindo a igualdade
anterior em (1.20), e levando em considerac¢do que a subvariedade Q ¢ umbilica, segue que

DxY = V%Y + (h(X,Y),N),N
= VLY + (An(X),Y).N

*

— VY 4+ (1d(X),Y),N,

e, portanto,
DxY =VyY + (X,Y) N. (1.21)

Utilizando a igualdade (1.21) em cada termo do tensor curvatura, juntamente com a igualdade
(1.18), obtemos

RP(X,Y)Z = DyDxZ—DxDyZ+ Dixy|Z
= Dy (VxZ+(X,Z),N) - Dx (VyZ+(Y,Z),N) +
xvZ +({(X, Y], Z), N
= Dy (VxZ)+ Dy ({(X,Z),N)— Dx (VyZ) — Dx (Y. Z),N) +
xyvZ +{(X, Y], Z) N
= Vy (Vx2)+(Y,VxZ),N - Vx (VyZ) — (X,VyZ) N +
x4 + (X, Y], Z2),N + Dy ((X, Z) N) — Dx ((Y, Z),N)
= VyVXZ = VXV Z + Vixy)Z + (Y, VX Z) N +
(X,Y],Z),N — (X,V3Z) . N +(X,Z),DyN +
Y ((X,2),)N =(Y,Z2),DxN - X ({Y,Z),) N
= RY(X )Z+<Y VA Z),N +([X,Y],Z),N — (X,V3Z),N +

Y (X, 2),)N — X (Y, Z),) N + (X, 2). Dy N — (Y, Z).DxN
- R(X.Y)Z <Y ViZ).N + (X, Y], 2).N — (X,V§.2),N +
Y ((X,2),)N - X ({¥,2),)N - (X.2),Y + (Y, Z),X.

No entanto, como estamos considerando a conexio usual D do D"t a qual é flat, ou seja, RP =0,
as partes tangente e normal da igualdade acima se anulam. Portanto, temos que

RYX,Y)Z =(X,2),Y — (Y, 2) X.

Corolario 1.5.1. A subvariedade Q de D"\ € ¢ uma variedade de Einstein.

Demonstragio. Sendo Q C D!\ ¥ uma hipersuperficie, seja {e1,-- - , e2,41} um referencial orto-
normal sobre Q, com ¢; = (e;,e;), = £1. Aplicando a Proposigdo 1.5.3, temos que a curvatura de
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Ricci é dada por

2n+1
Ric"(X,Y) = Y e(R'(e;, X)Y,e),

=1
2n+1

= ) allen V)X — (X,Y),ei,e),
i=1
2n+1

= Z € [<6i,Y>*<X, €i>* - <X7 Y>*<ei76i>*]
i=1
2n+1 2n+1

= D aleY)(Xe), — ) alX.Y) (e, ),

=1 i=1

2n+1 2n+1
= <X, > ei<ei,Y)*ei> - > GXY),
=1 *

i=1
= (X,Y), - (Cn+1)(X,Y),
= —2n(X,Y),.
Tomando A\ = —2n, temos que
Ric*(X,Y) = MX,Y),
para todos X e Y, donde segue que Q é uma variedade de Einstein. O

Lema 1.5.4. A projeciao w: Q — DP" e a estrutura J satisfazem as sequintes propriedades:
(i) [X, Y]or = dr ([X,7]);
(ii) DgJz = JX.

Demonstracdo. Dado X campo de vetores em DP”, temos que

XG(Y,Y)=G (v%&x Y) +G (Y, v“}gY) —2G (vg}gy, Y) - 2<v§;y,f/> ,
para todo campo de vetores Y em DP”. Por outro lado, temos

XG(Y,Y) = X<17,17>* - <V}17,17>* + <17,v§~(17>* — 2<V}1~/,17>

*

Desta forma, <V(§Y — V}f/,f/> = 0. Logo, o campo vetorial Vg}gY - V}f/ é vertical e, assim,

0=dnr (vgy = V}ff) = dn <v<§y> —dr (V5V) = VY —dr (V4Y).
Portanto, obtemos
dn (V}?) = Vviy,
donde segue a primeira igualdade, pois

[X,Y]orn=VEY - VEX = dr (V}f/ - v;;f(') = dn ([)?, 57]) .

Agora, estendendo localmente o campo X a um campo em D"t cuja extensio continuaremos
denotando por X, temos que

D)?JZ:D)?(TZ):TDX-Z:J(DX.Z). (1.22)
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Assim, tomando uma curva a : (—¢,€) — — D" tal que a(0) = z e d(0) = X, por exemplo
a(t) = zcosht + X sinht, temos por definicio que Dgz = X. Logo, de (1.22), segue que

DgJz=JX.
O

Observagao 1.5.6. Note que a primeira igualdade do Lema 1.5.4 nos garante que a componente
horizontal de [X Y] € 0 campo horizontal bdsico correspondente ao campo [X,Y]. No entanto, sendo
X e Y horizontais, nio podemos afirmar que [X Y] é horizontal.

Proposicao 1.5.4. Sejam X e Y campos de vetores sobre DP™. FEntao, vale a sequinte relagdo:

VLY = V§Y + @(Y, X)Jz. (1.23)
Demonstracao. Pela formula de Koszul, obtemos

2G (V%Y, Z) = XG(Y,Z2)+YG(X,Z) - ZG(X,Y) +
G([X7Y]7Z) - G([X7 Z],Y) - G([Y7 Z]7X)

(£517), - (%.27) - (7.5.5)
— 9 <V§~(}~/,Z>*
~ s <dﬂ(fv\;}),z>
- 2G (dw (V}Yf) ,Z*) :

donde segue
VEY = dr (V}?> . (1.24)

Agora, como ?(z) € (Jz)L, para todo z € QQ, temos que <)~/, Jz> = 0. Dai, derivando tal igualdade

na direcao X , estendido ao espaco D" *!, ou seja, utilizando a conexdo D, obtemos
<D)~(}7, Jz>* - —<}7,D)2Jz> - —<J(J§7), J)?> - <J17,5<’>* — (Y, X).

Por outro lado, sendo Q totalmente umbilica, temos por (1.21) que

(Dg¥.Jz) = (V¥ +(X.¥) N.Jz).
_ <v§f/, Jz>* + <)?,17>*<N, Jz),

= <V;~()7,Jz>*,
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pois N(z) = —z é o vetor normal & Q em z, e Jz € T,Q. Assim, <V}}~/,Jz> = —w(Y, X).

Portanto, como |Jz|2 = —1, obtemos
~\ U
(VXY) — w(Y, X)J>. (1.25)
Finalmente por (1.24) e (1.25), segue que
VLY =V§Y + @(Y, X)Jz.
O

Teorema 1.5.3. A quddrupla (DP",J,G,w) é uma variedade para-Kdhler.

Demonstrag¢ao. Note que definimos w = —G(J-,

-) e ja verificamos, na Proposi¢do 1.5.2, que G é

uma métrica pseudo-riemanniana anti-hermitiana e J é uma estrutura quase-paracomplexa. Assim,
pelo Teorema 1.4.2, o resultado seguird se provarmos que J ¢é paralela com respeito & conexdo de
Levi-Civita VE, ou seja, que Vi(,;gJ = 0, para todo X € X(DP"). Assim, dados X e Y campos de
vetores sobre DP”, temos, pela Proposicio 1.5.4,

vhly =

ve (dw(ﬂ?))
dr <v§g (Th?(ffff)))
dm (V} (d?(?]?)) —w (d?T(J?),X) Jz>

dr (v_}ﬁ) .

No entanto, utilizando que a estrutura J é paralela com respeito & conexao D e que Q é totalmente

umbilica, obtemos

vSIYy

— dr (v

Il
QU
3

Il
U
3

I
I
3

Il
IS
3

;JY)

<DXJY} )

< 7 (Dx Y)]T>
(b (w7 (x7)2)])
(!

IV N}T - <)?,?>*(JZ)T>

= dr (J N)
— dn <J <v§Y>> +w(Y, X)dn(J(J2))

= 1(VEY) + (¥, X)dn(J(J2).

Afirmamos que dr,(J(Jz)) = 0. De fato, sabemos que

T.Q = {w e D"t . (w,2), = 0}.

No entanto, sendo J um endomorfismo de 7,Q e Jz € T,Q, entdo J(Jz) € T,Q. Se J(Jz) # 0,

entdo visto z como vetor do D""! temos naturalmente que 0 = (J(Jz),

2), = (z,2), =1,0queé
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um absurdo. Logo, J(Jz) = 0 e, portanto, dn,(J(Jz)) = 0. Assim, obtemos
(V$3)y = V1Y — 3 (V§Y) = =(¥, X)dr.(J(J2)) =0,

como queriamos. [

A seguir, vamos estudar o tensor curvatura R® da conexdo de Levi-Civita V€ da métrica G.
Para isso, precisamos do lema seguinte.

Lema 1.5.5. Dado um campo de vetores X sobre Q, entao [)N(,ﬂ =0, onde &(z) = Jz, V z € Q.

Demonstragdo. Primeiramente, como N(z) = —z € N.Q e {(z) = Jz, entdo { = —JN. Agora, note
que, dado X campo de vetores sobre QQ, tem-se que

(%.46). - (5e.), - (77.6)

Também temos que 0 = X (£, €), = 2<V}§,§> 0= g<5€,g> - <vg§c,g> n <5<',vg§> . Além
disso, utilizando a férmula de Gauss e o fato de Q ser totalmente umbilica, obtemos '
(%), - ~(vixe) - (re)
= (X, De — hi&,9))
- <5( D,S(—JN)>

*

— (X, JDeN).
- {raco)
= (X7),
= (X.2)
- ()
= 0

Desta forma, temos que

<[)?,5],5>* ~0. (1.26)

t

Agora, considere uma funcao arbitraria f sobre DP™ e tome a curva «a(t) = e""z. Tal curva passa

por z em Q e possui vetor velocidade o/(0) = 72 = €. Note que

d
= @/ @G| =0

§(fom) = S(om(a®)| = 5 fr(alt)

t=0 t=0

Portanto,
&(fom)=0, V fe&>DP"). (1.27)

Sendo X o levantamento horizontal de X , obtemos
X(fom)(2) = dra(X)(f) = Xa()(f) = X(£)(m(2)) = (X(f) o m)(2),

e assim )z(fow) = X (f)om. Como (1.27) vale para qualquer fungao, em particular, vale para X (f).
Logo,

¢(X(fom) =€(X(f)om =0.
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Portanto, pela definicao de colchete de Lie, temos que
ar (1X,€]) () = [X,€lo(fom) = Xul€(f o m)) — &(X(fom) =
e assim, [)Nf,ﬁ] é vertical. Logo, juntamente com a igualdade (1.26), obtemos que

[X,¢ =o0.

Teorema 1.5.4. O tensor curvatura R® da conezio de Levi-Civita VC de G satisfaz
RE(X,)Y)=XAY —JX AJY +2 G(X,JY)J,

sendo (X NY)Z :=G(X,2)Y —G(Y,2)X

Demonstracao. Sejam X,Y, Z € X(DP"). Pela defini¢ao de tensor curvatura, temos

RE(X,Y)Z =VikyZ —VSVYZ+ViVsZ

—~

Porém, pela Proposigdo 1.5.4, temos que V}Z =V$Z+ w(z X)Jz. Logo,

Vi (viZ) = Vi (@)+V% (w(Z,%)72)

= VE(V§Z) +w (v%z, Y) Jz+w(Z,X)VETz + YIw(Z, X)) Tz

= V§(V§2) + (2, X)Vidz+ = (V32,Y) + Vw(Z, X)) J2,
donde segue que
dr (v;v;é) = VOVSZ + w(Z, X)dn (V%Jz) . (1.28)

Anal()gam(fnt(f, ()l)t(lm()S

Agora, pela definicao de tensor curvatura R* em relacdo a conexao V* e pelas igualdades (1.28) e
(1.29), temos

dr (R*()?,?)Z) — dr (VE‘XY] N) (v* ViZ) + dr (VW}Z)

= dr (Vi Z) — VEVEZ — (2, Y)dr (Vi J2) +

VEVEZ + (2, X)dr <V’;~,Jz
* 7\ _vGoG, *
m (vﬁmﬂ%gz) VEVEZ - (2, )dr (Vi) +
VEVEZ + w(Z, X)dn (v;&)

= (Vi Z) - (K. 71€) am (V:2) - V592 -

w(Z,Y)dr (V}Jz> +VEVS Z + w(Z, X)dr (v;Jz) .

Portanto,
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dr (R*()“(’,?)Z) — dn (vmé) - <[)~(,}~/],£>*d7r (vgi) —V§VEZ + VEVEZ +

(2, X)dr (V;‘;Jz) — w(Z,Y)dn (V}Jz)

= dn (vgmz> - <[)?,?],g>*d7r (ng) —V§VEZ + VEVEZ +
(2, X)dr (v;Jz) — w(Z,Y)dn (V}Jz)
= V2 - <[X, Y, §>*d7r (ng) —VEVEZ 4+ VEVEZ +
(2, X )dr (v;;Jz) — w(Z,Y)dn (V}Jz)
— RE(X,Y)Z - <[5€,ff},§>*dw (vez) +
(2, X )dr (V;‘;Jz) — w(Z,Y)dn (V}Jz) :
No entanto, recorrendo-se ao fato de que Q é totalmente umbilica em D"+ \ € obtemos
dr (V}Jz) = dr ([DX*JZ]T)
dr ([J)?]T)
dr (JX)
JX.

Além disso, utilizando o Lema 1.5.5, ou seja, aplicando VEZ = V}f, obtemos
dr (R*()Z, ?)Z) — RS(X,Y)Z - <[5(,17],g> dr (v*zg) VY w(Z,X)IY — w(Z,Y)IX
= R(X,V)Z - ([X,Y],€) JZ + =(Z, X)IY — =(Z,Y)IX

= RO Y)Z- [(ViV.e) —(V3X.€) |12+ =(2,X)1Y - =(Z,Y)IX.

No entanto, como )Z'<l~/,§> = 0, segue que

(Vi6), = ~(V.V5¢), = ~(V.Dx6) = ~(V.7X)
e, analogamente, o fato de que }7<)}, §> = 0, implica em

<v;;55,§>* - —<)?,J17>*.

E assim, temos

dr (R*(f(, ?)2) — RS(X,Y)Z — [—<f/, J)~(>* + <)~( J?>*] 17 +w(2,X)IY — w(Z,Y)IX.
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Finalmente, utilizando a Proposicao 1.5.3, obtemos

RE(X,Y)Z = dn (<5(’ Z>*ff - <17, Z>)~() n 2<)?, J?>*JZ — (2, X)IY + w(Z,Y)IX
- <X Z>*d7r(17) (¥, Z>*dw(i) + 2<)2, J?>*JZ — (2, X)IY +w(Z,Y)IX
= G(X,2)Y ~G(Y,2)X + 2<X, dwf(}?)> IZ — G(Z,IX)IY + G(Z,JY)IX
G(X, 2)Y — G(Y, 2)X + 2G(X,IV)IZ - G(Z,IX)IY + G(Z,IY)IX
(XAY)Z — (JX AIY)Z +2 G(X,IY)IZ.
Portanto,

RE(X,)Y)=XAY —=JX AJY +2G(X,JY)J.



Capitulo 2

Subvariedades paracomplexas e
lagrangeanas no espaco paracomplexo

Neste capitulo, estudamos dois tipos de subvariedades: as paracomplexas e as lagrangeanas. Tais
subvariedades se comportam de formas complementares, no que diz respeito a estrutura quase-
paracomplexa do ambiente.

2.1 Subvariedades paracomplexas

Defini¢ao 2.1.1. Seja (M, J) uma variedade quase-paracompleza. Dizemos que um subespago P de
ToM, para v € M, é paracomplexo se P for estavel em relagio & estrutura J, ou seja, J(P) C P,
e J|p for uma estrutura quase-paracompleza. Uma subvariedade S de M ¢é dita paracomplexa se
todos os seus subespacos tangentes sdo paracomplezos.

Proposicao 2.1.1. Se S é uma subvariedade paracomplexza de uma variedade quase-paracomplexa
(M?",J), entdo valem as sequintes propriedades:

(a) J(T,S) =T,S, para todo x € S;
(b) dimg S = 2k, para algum 1 < k < n.

Demonstra¢ao. Por defini¢ao, temos que J (1,S) C T,S. No entanto, sendo J um endomorfismo
satisfazendo J? = Id, temos que

1,5 = J('] (sz)) - J(sz)y

e, portanto, J (T,5) = T,S. Além disso, como TS = Ker (J +1d)|, ¢ ® Ker (J —1d)|}, 5 e os
autovalores de J |Tz g tém a mesma multiplicidade, segue trivialmente que a dimensao real de S ¢
par. O

Corolario 2.1.1. Seja S uma subvariedade paracompleza ndo-degenerada de uma variedade quase-
paracompleza (M?",.J). Entdo, o subespago normal N,S é um subespaco paracomplero de T, M,
para todo x € S.

Demonstracdo. Primeiramente, pela Proposicao 2.1.1, temos que
J(T,8)=T,S e dimgS =2k,

para algum 1 < k < n. Utilizando essas informacoes, juntamente com a hipotese de S ser uma
subvariedade nao-degenerada, obtemos

TS & NS = TuM = J(TyM) = J (T,8) & J (N,S) = TS & J (N,.S)

43
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donde segue que J (N;S) = N,S. Finalmente, como dim (N,S) =2(n — k) e
(Ker (J — 1d) N N,.8) @ (Ker (J + 1d) N N, S) C NS,

segue, por argumentos da dlgebra linear, que (Ker (J — Id) N N,S) @ (Ker (J +1d) N N,.S) = N,.S.
OJ

Observacgao 2.1.1. Como TS é um R-espaco vetorial e S estd munido de tal estrutura J, podemos
equipar T,S com uma estrutura de D-mddulo. Para isso, basta definir a multiplicacdo por escalar

(x +71y)v:=zv+yJv, YveT,S.

Proposicao 2.1.2. Se f : % C D™ — D™ é uma imersao para-holomorfa, entao S = f(%) é
uma subvariedade paracompleza. Reciprocamente, se S é uma subvariedade paracompleza de D™,
entao S €, localmente, imagem de uma carta para-holomorfa.

Demonstracdo. Denote
f(2)=flz1,vzn) = (fH2), - f™(2) = (uh +70b - u™ + 7™,

com z; = x; + 7y; € D. Dado p € S, sabemos que ﬁ, = 8f 8f - 8f forma uma base
o0xq "0z, Oy’ " Oyn

para 1,5, onde

of _ (oft  afm o 9F _ oft afm
ox;  \ 0z, ' Ox dyi  \ody;" oy )
Assim, suponha para todo k € {1,--- ,m} que

{ ("), = (v)

Yj :
j_ Uk 7 V]G{l,,n}

Aplicando as equagdes para-Cauchy-Riemann dadas acima, obtemos

af of! ofm™ ou' ov' ou™ o™
J<8$1> J(a‘rl"”7a$i)_ <8xi+78xi7..'781‘i+7—axi>
( .. W+7-aum>
81:1 " Oy Ox;
L (22 e o)
dyi ayz " Oy y;
oft afm
( . ayl)
= g € T,S.

Da mesma forma,

of\ oft ofm™\
J<3yz‘> B J(ayz"m’ayz)_

+ 7

+ T sttty
0yi 0y; 0y; 0y;

<8u1 ovl ou™ o™ >

B <3u1+7_(%1 Oum+7_<%m>
8:1/‘1' 8@-’ ’ axl al‘l

- afl afm

_ <8xax>

_ af

Ox;
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Logo, J (T,S) C T,S, como querfamos. Além disso, temos que

0 0 0 0

ox; o0x; 8%‘ 8%
e portanto, J? = Id. Resta provar ainda que os subespacos referentes aos autovalores 1 e —1,
restritos a .S, tém a mesma dimensdo. Para verificar essa informagao, denotemos

_of of of of

= I/I/Z = - 9
Ox; * 0y; ¢ 0x; 0y;

Vi

e T,5* = {v € T,S ; Jv = +v}. Podemos verificar que
Span {Vi,-,Vi} =T,5" e Span{Wy,--- , W,}=T,5".

Finalmente, como 1,5 = 1,51 & TS~ e dim7),S = 2n, uma vez que f é uma imersao, segue que
dim TpS+ =dim 7,5 = n, como queriamos.

Reciprocamente, suponha que S seja uma subvariedade paracomplexa de D™. Em particular, sendo
J|g uma estrutura quase-paracomplexa, temos que (S, J|g) é uma variedade quase-paracomplexa.
Além disso, como J(T,,S) = T,,S, para todo p € S, dados X,Y € T,,S, temos que JX,JY € T,S.
Logo, [J X, JY] € T},S, pela definicao de colchete de Lie e assim, o tensor para-Nijenhuis

NJ(X,Y) = [X,Y] - J[X,JY] - JJX, Y]+ [JX,JY], VX,Y €T,8S,

estd bem definido sobre S. Finalmente, como S estd imersa na variedade para-Kéhler D™, temos
que N/ se anula identicamente sobre S. Logo, pelo Teorema 1.4.1, segue que .J| g € uma estrutura
paracomplexa sobre S. Assim, por defini¢do, J|g pode ser localmente definida através de um atlas
de cartas para-holomorfas. Portanto, dado p € S, existe uma vizinhanca aberta % de p em S e
o Y — W C D" uma carta para-holomorfa. E assim, o(#') C S, como querfamos. O

Teorema 2.1.1. Seja (M, J, g,w) uma variedade para-Kdihler. Entdo, qualquer subvariedade para-
complexa nao-degenerada de M ¢é minima.

Demonstracdo. Seja S uma subvariedade paracomplexa ndo-degenerada de M e denote por D a
conexao de Levi-Civita em M e por V a conexao induzida em S. Dados X, Y tangentes a S, como

J(DxY) =J(VxY +h(X,Y)) = VyY + J(h(X.,Y)),

obtemos
(J(DxY))t =J ((DXY)L> . (2.1)

Além disso, pelo Teorema 1.4.2, temos que a estrutura J é paralela com respeito a conexdo D. Logo,
0= (DxJ)Y = DxJY — J(DxY), donde segue que

DxJY = J(DxY). (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1), obtemos
hMX,JY) = J(h(X,Y)). (2.3)
Como a dimensédo de S é par, pela Proposicao 2.1.1, seja {e1,--- ,egr} um referencial ortonormal

sobre S, tal que ey; = J(egi—1), V1 < i < k. A observagdo ap6s o fim desta demonstragao
comprovard que sempre é possivel obter tal base por uma modificacao do classico processo de
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ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. Assim, pela definicdo do vetor curvatura média, temos

2% k k
2kH = Z eih(e;, ) = Z €2i—1h(e2i—1,€2i-1) + Z eaih(e2i, €2i)
i=1 i1 =1

No entanto, como g é anti-hermitiana, temos
€2; = g(ei, e2i) = g(J(e2i-1), J(e2i-1)) = —g(eai—1,€2-1) = —€2i-1.

Logo, aplicando (2.3), obtemos

—

2kH =

M-

s
I
—

€2i—1 [h(e2i—1, €2i—1) — h(e2i, €2i)]

I
M=

€2i—1 [h(e2i—1, e2i—-1) — h(Jegi—1, Jeai—1)]

.
[y

!

= €2i—1 [h(e2i—1,2i-1) — J*h(eai1, e2i-1)]

Il
=5
i)

donde segue o resultado.

Observagao 2.1.2. Para facilitar a visualizagdo das contas, denote (-,-) = ]|2

dada {v1,--- ,var} base de T),S, defina
e1:=v; e ey:=J(v).

Portanto, (e1,e2) = 0. Em seguida, coloque

Portanto, {e4,e2) = (J(e3), J(v1)) = —(e3,v1) = —(e3,€1) = 0 e (e, e3) = (J(e3),
disso, temos que

(es,e1) = (J(e3),e1)

o
~ ~
<~ <
<
w
\.('5
—
|
<
—
<
w
~—
[
—
~

21

O

= glg. Assim,
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Assim, tomando recursivamente

2
(v2i-1,€5) .
€2i—1 1= V2j—1 — g ——e; e ey :=Jey_1, V1<i<k,

€1 €2k .
obtemos que {e1,--- ,ea} forma uma base ortogonal de T,S. Portanto, {, ceey } € uma
‘ le1] ek
base ortonormal para T,S, como almejdvamos.

2.2 Subvariedades lagrangeanas

A seguir, veremos que as subvariedades lagrangeanas sdo a extensio para variedades da nocio
de subespacos lagrangeanos de espacos vetoriais simpléticos.

Definicao 2.2.1. Seja (E,w) wm espago vetorial simplético, ou seja, um espacgo vetorial munido de
uma forma bilinear simplética. Dado um subespaco F C E, chamamos de complemento ortogonal
simplético de F' ao conjunto

FC:={veF; wkv)=0 VuveF}.
O subespaco F € chamado de
(i) simplético se F'NFY = {0};
(11) isotropico se F C F¥, isto é, w(v,v') =0, V v,v’' € F;
(7i7) lagrangeano se F' = F¥.

Note que um subespaco F' é lagrangeano se, e somente se, F' é isotropico e maximal (no sentido
de que F ndo estd propriamente contido em nenhum outro subespaco isotropico). Além disso, F
é simplético se, e somente se a restricdo de w & I é ndo-degenerada, de modo que (F,w|p) é um
espaco vetorial simplético.

Exemplo 2.2.1. Seja w € E um vetor nao-nulo e considere F' = Span(w). Dados u,v € F,
digamos u = ciw e v = cow, temos

w(u,v) = c1c2 w(w,w) = 0.

Assim, F C FY, portanto F' € isotropico. Além disso, seque que w € degenerada em F' e assim, F
nao € um subespaco simplético.

Em geral, os subespagos F' e F ndo sdo necessariamente complementares, ou seja, £ # F ® F¥.
No entanto, h4 uma relagao entre as suas dimensoes, como pode ser vista pela proposicao seguinte.

Proposicao 2.2.1. Dado um subespago F de um espaco vetorial simplético (E,w), tem-se que
dim F¥ =dimF —dimF e (F¥)Y=F.
Demonstracao. Com base na forma w, podemos definir a seguinte aplicacao linear

w': EF — FE*
u — w*(u)(v) = w(u,v).

Note que o fato de w ser ndo-degenerada é equivalente ao fato de Ker(w*) = {0}. Logo, a aplicagao
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w* é um isomorfismo. Por outro lado, note que a imagem de F¥ por w* satisfaz

w(F*) = {fePlE"; f=w"(u), para algum u € F*}
= {feFE"; f(v)=w(u,v), para algum u € F¥ eV v € F}
= {feE"; flo)=0,VveF}
FO

sendo F° o anulador do subespaco F. Sabemos da algebra linear que dim £ = dim F + dim F°, e
assim,
dimw*(F¥) = dim F° = dim E — dim F.

Finalmente, sendo w* um isomorfismo, podemos identificar w*(F“) com F“, donde segue que
dim F¥ = dim E — dim F.

Para provar a segunda igualdade note que, sendo F' e F* subespacos de F, temos, do que foi feito
anteriormente, que

dimE =dim F+dim F* e dimFE = dim F¥ 4 dim (F*)*.

Logo, dim F' = dim (F¥)“. Além disso, F' C (F“)“, pois se existir u € F', com u ¢ (F“)“, existiria
u' € F¥ tal que w(u',u) # 0. No entanto, como tal v’ € F¥, temos que w(u',v) =0, Vv € F. Em
particular, tomando v = u € F, obtemos w(u,u) = 0, donde segue o resultado. O

Definicao 2.2.2. Dada (M,w) uma variedade simplética, uma subvariedade £ de M ¢ dita la-
grangeana se, V x € £, o espaco tangente 1,.L ¢ um subespago lagrangeano de T, M .

Proposic¢ao 2.2.2. Seja £ uma subvariedade lagrangeana de uma variedade simplética (M,w).
Entao,

0.

1
dim . = §dimM e wly

Demonstragio. Como & é lagrangeana, entao 1,.% = (1,.£)%, e portanto, dim 7. = dim (7,.%)".
Assim, pela Proposicao 2.2.1, temos que

dim T, M = dimT,.Z + dim (T,.Z)",

donde segue a primeira afirmacao. A segunda condicao, isto é, que w se anula sobre .Z, segue do
fato de T,.%Z ser, em particular, um subespaco isotrépico. O

Observacao 2.2.1. Pela proposicdo acima, sempre que existir uma subvariedade lagrangeana imersa
numa variedade simplética, esta iltima deve ter dimensdo par.

Exemplo 2.2.2. Toda curva reqular numa superficie simplética é uma subvariedade lagrangeana.

Teorema 2.2.1. Se £ ¢ uma subvariedade lagrangeana nao-degenerada de (M,w), entao
J(T,.2)=T;r%, Yre.

Assim, a estrutura J de M define um isomorfismo de fibrados entre o fibrado tangente T.Z e o
fibrado normal N.Z .

Demonstracao. Considere X € T,.Z. Sendo £ lagrangeana, entao w(X,Y) =0, VY € T,.Z. Logo,
9g(JX,)Y)=—-w(X,Y)=0, VY eT, 2.

Como JX € J(T,.%), a igualdade acima fornece-nos a inclusio J(T,.%) C T;-.%. Agora, sendo .&
nao-degenerada, temos que
T.M=T,23T+%.
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1 1
Como, em adigdo, dim(.%) = idim M, segue que dim(T;-.%) = idim M. Assim, como T,.Z e
T+.% tém a mesma dimensdo, segue a igualdade J(T,.%) = T+.Z. O

Proposicao 2.2.3. Seja £ uma subvariedade lagrangeana ndo-degenerada de uma variedade para-
Kahler (M, J, g,w). Entao, a aplicagdo tensorial

T(X,Y,Z) = g(h(X,Y), JZ)
€ trissimétrica, isto é, a sequinte tgualdade vale
TX,Y,2))=T(Y,X,Z2)=T(X,Z)Y), VXY, ZeX(%).

Demonstracao. Seja x € £. Pela Proposicao 1.3.2, temos que a segunda forma fundamental h é
simétrica, ou seja, h(X,Y) =h(Y, X), V X, Y € T,.Z. Desta forma, segue que

T(X,Y,Z) = g(hX,Y),JZ) = g(h(Y,X),]Z) = T(Y, X, Z).

Por outro lado, como ¢(JY,Z) = —w(Y,Z) = 0, diferenciando tal igualdade em relagao a X,
obtemos

0=Xg(JY,2) = g(DxJY,Z)+g(JY,DxZ)

= g(J(DxY),Z) +g(JY,DxZ)
= g(J(DxY),Z) +g(JY,h(X, Z))
= g(J(DxY),J(JZ))+T(X,Z,Y)
= —g(DxY,JZ)+T(X,Z,Y)
= —T(X,Y,Z)+T(X,Z,Y).

2.2.1 Definicao de angulo lagrangeano

Considere o espago D" com coordenadas {z; = z; + 7y;, 1 < j < n}. Chamamos de forma vo-
lume para-holomorfa de D™ a n-forma a valores paracomplexos

Q:=dz1 N Ndzp,.

Pela defini¢do de produto exterior, dados Xi,---, X, vetores de D", entao Q(Xi,---,X,) é o
determinante paracomplexo da matriz n X n cujas colunas sdo as coordenadas paracomplexas dos
vetores Xq, -+, Xn.

Lema 2.2.1. Dada £ subvariedade lagrangeana do espago (D™, ((-,-)),), considere {X1, -, X}
base de T,.Z. Entdo, as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(a) &£ é nao-degenerada em p se, e somente se, o nimero paracomplezo Q(Xy,--- , X,,) satisfaz

Xy, , Xp) - QXy, -+, Xp) #0.

(b) Se {Y1,---,Y,} € uma outra base de T),.Z, entdo os nimeros paracomplezos Q(Xq,---,Xy) e

Q(Yr,---,Y,) possuem o mesmo argumento.
Demonstrag¢ao. Para provar o item (a), considere {ej,--- ,e,} referencial ortonormal local de .Z.
Assim, sendo {X1, -, X,,} uma base de T,.Z, podemos escrever

X]- = Z)\kjek, )\kj = €k<<Xjaek>>*‘
k=1
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Denotando M = (\;;), obtemos

(X,

Agora, note que

(Xi, X)), =

Por outro lado, indicando por M "

, Xpn) =det M =

({Xi, X5))

D ik (e e0)),
el

n
Z )\ki)\kjek.
k=1

a transposta da matriz M, temos

<<Z Aki€ks Z )\l]el>>

[ A A €1+ 0 [ AL A
M"-1d-M = : : . _
_AlnAnn 0 - ey _Tme
D kARt 0 > kM1 Arn
k k
D erMen Akt 0 Y RNk Men
Lk k _
e portanto,
(MT 1d - M) =Y @ = (X0 X5,
i .
Como
det ((Xi, X;),) = det (M"-1d-17)
— det (M )detI ) det (M)
= (£1)det(M)det(M)
= (£1)(det M,det M),,
entao
det ((X;, X;),) = £(QUXq, -+, X,), AXq, -+, Xp)),
Logo, a métrica é nao-degenerada em p se, e somente se, tivermos
0 # det ((Xi, X;),) = £(Q(X1, -+, X0), (X1, -+, X)),

donde segue que (Q(Xq,---
{Yh -

l
com Z]

7XTL)7Q(X17 e

, Y, } uma outra base de 7),.Z. Como X7, - - -

:x§-+7y§.,paral€{1,---

n
Y =) apXy = (w]
k=1

n
, W;

,n}. Assim, podemos escrever

n
), onde wﬁz E aikz,lﬁ.

k=1

ST

2.2

(2.4)

n
]

,Xn)), # 0. Finalmente, para provar o item (b), seja
, Xp, 830 vetores de D", denote X; = (zl

),
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Note que
- T
wy e wy Yk OkZg Yok OWE
[Yl ‘Yn} = = :
| wy - wy Dok GnkZ -t D p GnkZp
[ ai - am 2o 2y
1 n
| Gn1 c Ann Zp e 2N
Logo, denotando a transposta da matriz (zi) _por (z;) , obtemos
Z7j /L’J
QY1 - ,Y,) = det[Y1---Y,]
= det (aj;) - det (zf)
= det (aj;) - det (z;)
= det (a;;) - det [X;--- X,,]
= det (aij)-Q(Xl,--- ,Xn).
Portanto, Q(X1,---,X,) e Q(Y1,---,Y,) possuem o mesmo argumento. O
Definicao 2.2.3. O angulo lagrangeano S de um subespaco linear, lagrangeano e nao-degenerado,
gerado por n vetores (X1, -+, X,), € definido como sendo o argumento do nimero paracomplexo
Q(Xq,---,X,). O angulo lagrangeano B(z) de uma subvariedade lagrangeana nao-degenerada £,

no ponto x € L, é o dngulo lagrangeano do subespago vetorial T,.L .

Pelo Lema 2.2.1, a defini¢do acima independe da base considerada. Além disso, ao contrario do
que ocorre com 0 caso complexo, ndo precisamos falar em orientacdo aqui, uma vez que um nimero
paracomplexo z, assim como o seu oposto —z, tém o mesmo argumento.

Observagao 2.2.2. Podemos ver também que tal defini¢do envolve apenas a forma ), sendo, por-
tanto, independente da métrica e da forma simplética escolhida. Além disso, destacamos que Q) foi
construida como uma estrutura adicional do espaco D™ e chamamos a atencao de que 2 ndo pode
ser definida em qualgquer variedade para-Kdhler. As variedades para-Kdhler admitindo tal forma sdo
chamadas de variedades para-Calabi-Yau.

Teorema 2.2.2. Seja £ wma subvariedade lagrangeana nao-degenerada de (D", ((-,-)),), com dn-
gulo lagrangeano B e vetor curvatura média H. Entdo, a sequinte relacao € satisfeita

nH = —JV§5,
onde V denota o operador gradiente com respeito a métrica induzida em L.

Demonstragio. Seja (e1,--- ,en) um referencial ortonormal local de .Z. Como a forma w se anula
em %, temos que

<<€j>ek’>>* = <€j7€k>* - Tw(ejaek> = <€jvek>*'
Portanto, o referencial considerado é também um referencial hermitiano. Logo, dado X € D",

podemos escrever
n

X = e(X,ej) 65 = (X e)),e;.

Jj=1 J=1

A ideia aqui é provar que vale

<nﬁ+Jv5,Je,~>* —0, V1<i<n,
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donde seguira o resultado. Assim, pela igualdade (2.4) da demonstracao do Lema 2.2.1, temos que
+(Qer, - ,en), Qer, - ,ep)), = det (<ei, ej)*) )

Logo,
Qer, - ,en).Qer, -+ ,en) = *1,

e entdo, podemos escrever
o T
Qey, - ,en) ==+ 7% B,

sendo a € {0, 1}. Derivando esta igualdade em relagao a e;, obtemos por um lado que
€; (:I: TaeTB) =d (:i: TO‘eTB) (e;) = £ T97eTPdB(e;).
Por outro lado,
n
ei (Qer, -+ ,en)) = ei(detler---e,]) = detfer- Deep-- e
k=1
n

Q €1, 7Z€j<<ej7Deiek>>*eja”' ;En
j=1

M= I4-

Q (617 e 7€k<<€k‘7 Dei€k>>*ek7 e 767’L)

>
Il

I
H_
(="

ex{{ek, Deiek»*TQeTﬂ.

kol
—_

Portanto, juntando as duas igualdades anteriores obtemos que

+ T(a+1)€7—’3d,8(€i) = €; (Q(el, s ,en)) = :tTaeTﬁ Zek<<€k, Dei€k>>*-
k=1

Logo,

3

Tdﬂ(ei) = €k<<€k7Dei€k>>*- (2.5)
k=1

Porém, diferenciando a igualdade (e, ex), = € = £1 em relacdo a e;, temos
<€k, De¢€k>* =0.

No entanto, como vale ((-,-)), = (-,-), —Tw = (,-), + 7(J+, -),, temos que

<<€k, Dei€k>>* = T<J€k, Dei€k>*-

Logo, substituindo a igualdade acima em (2.5), obtemos

n

dB(ei) =Y er{Jer, Deser).,-

k=1

Agora, pela Proposicao 2.2.3, segue que

(Jek, De,er), = (Jek, h(ei, ex)), = (h(ek, ex), Jei),-
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Assim,

3

NE

dﬁ(e,—) = 5k<J€kaDei€k>*: €k<h(€k,6k),J6i>*
k=1 k=1
= < Gkh 6k,€k),J€i>
k=1 *
= nﬁ,Jel> .

Pela definicao de operador gradiente, obtemos

(nfl, Je;) = dBle;) = (VB,ei). = ~(IVB, Jei)..
donde segue o resultado. O

Corolario 2.2.1. Sejo £ uma subvariedade lagrangeana, coneza e nao-degenerada de D™. Entdo
£ é minima se, e somente se, £ tem dngulo lagrangeano constante.

Demonstrac¢ao. Como o angulo lagrangeano [ de uma subvariedade lagrangeana nao-degenerada &
¢ uma aplicagdo da forma f: £ — R, a hipotese de .Z ser conexa garante-nos que [ é constante
se, e somente se, V3 = 0. O

Observagao 2.2.3. Ao estudarmos minimalidade de subvariedades, poderemos nos restringir, sem
perda de generalidade, as subvariedades com dngulo lagrangeano nulo. De fato, seja £ uma subva-
riedade lagrangeana com dngulo lagrangeano constante Bo. Dada uma constante 0 € R, denotando
por Ry a_aplicagao rotagao em D", cuja matriz paracompleza é dada por e™1d, considere a subva-
riedade £ = RpL, com dngulo lagrangeano B. Dado {X1,--- , X, } um referencial tangente a £,
entao {eTeXl, e ,670Xn} é um referencial tangente a . Assim, pelo Teorema 1.1.1, temos que

B = argQ (eTeXla T eTeXn) = arg <eTnGQ(X1> T aXn))
= arg (eme) +arg Q(Xyq, -+, Xp)
= nb+ Bo.

1 ~
Logo, tomando 0 = ——fy, seque que B = 0.
n

2.2.2 Subvariedades lagrangeanas SO(n)-equivariantes

Denotemos o grupo das rotagoes (isometrias que preservam orientagao) do (R™, (-,-)) por
SO(n) :={M € Gl(n;R) ; (Mx, My) = (z,y), Vz,y e R" e det M > 0},

sendo (-, -) o produto interno usual do R™. Tal grupo atua naturalmente sobre o espaco (D", ((-,-)),)
da seguinte maneira: dado z =x + 7y € D" e M € SO(n), basta definir

Mz=M(x+1y) == Mz + T7My.
Como z,y € R", note que ((x,y)), = (z,y). E assim,
(M, My)), = (M, My) = (5, ) = {(z,1),-
Logo, SO(n) pode ser identificado com um subgrupo do grupo

U*(n) := {M € Gl(n; D) ; <<Mz,Mz'>>* = <<z,z'>>* V22 € ]D)"},
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uma vez que dados z =z + 1y, 2’ = 2/ + 7y € D", temos

((Mz,Mz")) = ((Mz+7My,Mz'+7My')),

= ((Mz,Ma')) +{((Mz,mMy')), + ((tMy, Ma')),
+<<TMy,TMy'>>*

= ((Mz,Ma')), —r((Mz, My')), +7((My, Ma')),
+77((My,My'))

= ((&a), = 7({{2,)), +7{(v,2")), = ((:¥)),
((za")), + (o)), + (rw.2)) + ({ry. 7)),
<<:1:+7‘y,:1:'+7y'>>*

= (%)),

Defini¢ao 2.2.4. Dizemos que £ é uma subvariedade SO(n)-equivariante de D" se AL C £,
para toda A € SO(n). Aqui, dado z € L, z = x + Ty, com x,y € R", definimos

Az = A(x + 1y) := Ax + T Ay.
A seguir, daremos uma caracterizagao das subvariedades lagrangeanas SO(n)-equivariantes.

Teorema 2.2.3. Seja £ uma subvariedade lagrangeana SO(n)-equivariante de D™, com n > 3.
Entao £ ¢, localmente, a imagem de uma imersao da forma

¢: I xS — D" tal que P(s,z) =(s)z,

onde v : I — D* é wma curva plana ¢ S"' = {x € R™; (x,z) = 1}. Além disso, a métrica

induzida em & ¢ nao-degenerada em ¢(s,r) se, e somente se, o nimero paracomplezo v'y"~!

raon—1 It n—1

satisfaz <’y A o' >* # 0. Nesse caso, o dngulo lagrangeano de £ ¢ dado por

!/ n—1

B =arg(y'y").

Demonstra¢ao. Como n > 3, podemos considerar trés diferentes indices j, k, [ e definir as seguintes
matrizes M;; e My:

Mj(ej) = e, Mj(e) =ej, Mj(en) =0, Vm#jl

My(ex) = e, My(e) =ex, Mylem)=0, Vm#k,IL

Aqui, {e;} denota um referencial ortonormal do R™. E imediato notar que tais matrizes sdo auto-
adjuntas: por exemplo, temos que

(Mji(ej), er) = {er, e1) = (ej, €5) = (ej, Mj(er))-

Além disso, dado z = (21, ,2,) € &, temos que as curvas

11(s) = Mz
S —— { ’)/2(8) — GMMSZ

Mle

pertencem a %, uma vez que as matrizes e, eMkis ¢ SO(n). Note que 71(0) = 72(0) = z e
710) = Mz e 7(0) = Myz.

Portanto, Mj;z e M}z sao vetores tangentes a subvariedade .. Além disso, sendo £ lagrangeana,
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temos que
0=w(Mjjz, Myz) = —Im{(Mj;z, My2)),.
No entanto,
((Mjiz, Myi2)), = ((zje1 + ziej, zker + zex)),

zize({en e)), + ziz({en er)), + 2z (e, e)), + 2 ((ej. ex)),
zjzi((er, er)),
= ZjZk-

Como Im(zw) = Re(z)Im(w) + Im(z)Re(w), temos que

0 = —Im(<Mﬂz,Mk1z>)*
= —Im(z;z)
= —(Re(z;)Im(z) +Im(zj)Re(zx)), V j,k.

Assim, como tal igualdade vale para todo indice j e k, segue que Re(z) e Im(z) sdo colineares. De
fato, fixado um indice k, temos que

Re(zg) .
Re(z) = ‘Mlmw) = AeIm(z;), Vj,
onde denotamos
N  Re(zr)
k= Im(z)

Agora, como
z=Re(z) + 7Im(z) = (A + 7) Im(2),

e A\y +7 € D, temos duas possibilidades a analisar. Se Ay + 7 € D for um vetor do tipo luz, entéo
Ar = 1. Neste caso, podemos escrever
Im(z)

2=+ 7)Im(z) = (r £ 1)Im(2) :=nz, com z= Tm(z)]

Caso contrario, existe ¢ € R e r € R* tal que (A\x +7) = r7%e™¥, com « € {0, 1}. Assim, podemos

escrever
Im(z)

[Tm(2)|

z= M +7)Im(z) =r7%"™?Im(z) := vz, com x=

Em ambos os casos, z é um produto de um paracomplexo v por um vetor z € S” 1. Pela hipotese
de equivariancia, variando z em .Z, temos que vS"~! € .Z. Finalmente, como £ é n-dimensional,
entdo .Z deve ser localmente folheada pela familia a 1-parametro de quadricas v(s)S™ .

Finalmente, como .Z ¢é localmente parametrizada por uma imersao da forma ¢(s,z) = v(s)x, sejam
z€S" e e, -+, e, 1} uma base ortonormal de 7,S" 1. Como

Ty (I xS" 1) =R x T8

fazendo a identificacao e; = (0,¢;) e 1 = (1,0), Vi€ {1,--- ,n — 1}, temos que {Eyp, E1 -+, En_1}
forma uma base de Ty, -2, onde

Eo = dg(s,2)(1,0) =7 (s)z e Ej:=do(s0)(0,e:) = v(s)es.
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Portanto, como

Q<E07E17"' 7En—1) = Q(V’(S).I,’Y(S)(?l,'“ 77(8)671—1)
= A"z, er, - L en 1)
— ,Ylﬁyn—l

temos, pelo Lema 2.2.1, que a métrica induzida em ¥ é nao-degenerada em ¢(s,x) se, e somente
se, 0 nimero paracomplexo 7'(s)y"~!(s) satisfaz (7/(s)7""1(s),~/(s)7" " (s)), # 0. Nesse caso, o
angulo lagrangeano de £ em ¢(s,x) é dado por

B(o(s,x)) = arg (7'(s)7" ' (s)) -
O

Diferentemente do caso classico, o Teorema 2.2.3 ndo vale para o caso n = 2, como mostra o
préximo exemplo:

Exemplo 2.2.3. Seja A > 0 e considere a imersao dada por

f(s,t) = Mt (™ Are™), onde M; = [ 01 _01 } .

Como podemos mostrar que
SO(2) = {eMlt ; teR},

a imersao f acima é SO(2)-equivariante. Um breve cdlculo mostra que tal imersao também é la-
grangeana e que a métrica induzida é nao-degenerada se, e somente se, A %= 1. No entanto, nao €
possivel escrever f como no enunciado do Teorema 2.2.3, pois

F(s,8) = cost —sint e’ _ T cost — Atsint
"7\ sint cost Are™ ) sint + At cost |-



Capitulo 3

Subvariedades lagrangeanas minimas

No capitulo anterior, dentre outras coisas, chegamos & conclusdo que qualquer subvariedade
paracomplexa de uma variedade para-Kdhler ¢ minima, desde que esta seja nao-degenerada. Em
relacdo as subvariedades lagrangeanas, mesmo restringindo-se ao estudo de tais subvariedades no
espaco paracomplexo D™, vimos que a andlise da minimalidade requer a definicdo de um novo
conceito, a saber, o dngulo lagrangeano de uma subvariedade lagrangeana. Por se tratar de um caso
mais delicado, dedicaremos este capitulo inteiro ao estudo das subvariedades lagrangeanas minimas
do D™

3.1 Caracterizagao das superficies lagrangeanas minimas indefini-
das

Nesta sec¢ao, caracterizaremos as superficies lagrangeanas minimas indefinidas do espaco para-
complexo D?. Iniciamos com a defini¢io seguinte.

Definicao 3.1.1. Seja P um plano em (D?,((-,-)),). Dizemos que P é um plano totalmente nulo
se (), lp =0,

Lema 3.1.1. Um plano P em (ID)Q, ((, >>*) € totalmente nulo se, e somente se, JP = P, sendo
P¥ o complemento ortogonal simplético de P.

Demonstra¢do. Primeiramente, note que JP C P¥. De fato, dado X € P, temos que
w(JX,)Y)=—(J(JX),Y), =—(X,Y) =0, VY e€P

Logo, JX € P¥. Além disso, como w é uma forma nao-degenerada e a dimenséao real de JP é dois,
segue que a dimensao real de P“ é igual a dois, donde segue que JP = P“. Reciprocamente, para
qualquer X € P, temos

X7 :=(X,X), =(J*X,X), = —w(JX,X)=0.
Assim, usando a férmula de polarizacao paracompleza, que é dada por
X+ Y = X2+ V]2 +2X,Y),,
para todos X,Y € P, segue o resultado. ]

Observacgao 3.1.1. A formula de polarizagdo paracomplera pode ser demonstrada diretamente pela

defini¢do da métrica (-,-), em questdo.

Corolario 3.1.1. Suponha que P satisfaca duas das 8 propriedades sequintes: € totalmente nulo, €
lagrangeano e € estdvel em relagio a estrutura J. Entao, a terceira propriedade também é satisfeita.

57
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Demonstracao. Basta utilizar o Lema 3.1.1. O

Teorema 3.1.1. Seja £ uma superficie lagrangeana minima de (D?,((-,-)),). Se £ € indefinida,
entio £ =y X Jyo C P@® JP, onde 1 e vy sGo duas curvas contidas num plano totalmente nulo
nao-lagrangeano P.

Demonstragio. Pela defini¢do de (-,-),, sabemos que a assinatura da variedade (D?,J,(-,-),,w)
é (2,2) e, alem disso, sendo £ lagrangeana, suas possiveis assinaturas sao (2,0), (1,1) e (0,2).
Porém, por hipotese, sendo £ indefinida, segue que sua assinatura ¢ (1,1). Assim, pelo Teorema
1.3.4, podemos afirmar que .Z é localmente parametrizada por uma imersao da forma

fu,v) =71 (u) +32(v),

onde v, : [y — D? e Yo : Is —> D? sdo duas curvas nulas do D? tais que

<71(U)7§é(v)>* #0, V (U,U) el x I,.

Além disso, como .Z ¢ lagrangeana e f, = 7| (u), fu = V5(v) formam uma base de T}, .)-Z, para
todos u e v, temos que
w (’yi(u),%(v)) =0, Y(u,v) €l xI. (3.1)

Assim, defina os seguintes conjuntos
Py :=Span{vi(u); ue 1} e P:=Span{7;(v); ve lr}.

Note que, embora as curvas consideradas sejam nulas, elas sdo regulares, isto é, 71,75 # 0. Logo,
podemos afirmar que dim P;,dim P, > 1. Se ocorrer dim P; = dim P, = 1, teremos, necessaria-
mente, que y1 € Yo serdo segmentos de reta, donde implicard que £ é planar e, portanto, seguira o
resultado. De fato, basta considerar

P :=Span{+],7}, com 7o :=J%,
e notar que
(7)), = (M J7), =w(11,7) =0 e w(y1,7%) = (V. J7s), = (11,%), #0.

Logo, o plano P é totalmente nulo e nao-lagrangeano. Desta forma, sem perda de generalidade,
podemos assumir dim P; # 1. Além disso, como vale (3.1), segue que P; C Py. Logo, pela nao-
degeneracidade de w, obtemos

dim P} < dim Py = dimD? —dim P, <4 — 1 = 3,
donde segue que 1 < dim P; < 3.

Afirmamos que dim P} = 2. Para provar isto, suponha por absurdo, que dim P; = 3. Analogamente
ao exposto acima, notamos que a igualdade (3.1) implica que P» C Py’. Logo,

dmP, <dimPy =4—-—dimP, =1 = dimP,=1.

Assim, pela defini¢do de P, segue que 2 ¢ um segmento de reta, digamos J2(v) = egv + €1, com
ep,e1 € D?. Porém, sendo 55 uma curva nula, temos que

0 = (%(v), % (v)), = (co, €0)..

ou seja, eg é um vetor nulo de D?. Ressaltamos que ey ¢ Ker(J41). De fato, se ocorrer de Jeg = e,
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teremos que {eg}” = {eg}T. Assim, como para todo u € I; vale
0=w (71(u), F5(v)) = w (71(u), e0)
terfamos que v, € {eo}” = {eo}™. Logo,

0= <71a€0>* = <717?§>* 7& 07

o que é um absurdo. Assim, sendo ey ¢ Ker(J £ I), podemos supor, sem perda de generalidade,
que eg = (1,0,0,1). Considere v; = (x1, y1, x2,y2) € denote € := {z eD?; (z,2), = 0}, ou seja, 0
cone de luz do D?. Como

i (u) € €N {ep}?,

temos que 0 = w(eg,71) = (€0, M) = y1 =22 € 0 = (31,71), = 27 — yi + 23 — y3. Logo,
% = (Il,yl,yh ix1) e, portanto,
v} € m Umg := Span {(1,0,0,1),(0,1,1,0)} U Span {(1,0,0,—1),(0,1,1,0)}.

Agora, como 11 C {eg}t e 0 # (Y1, %), = (71, e0),, segue que v € ma. Logo, dim P; < 2, donde
obtemos uma contradicao. Logo, temos que dim P; = 2. Assim, denote

P = P1 e 7y i= Jig

Como v} (u) € Pi, V u e 71 é uma curva nula, segue que P é um plano totalmente nulo em D?.
Além disso, pela igualdade (3.1) e pelo fato de que 74(v) ¢ Py (uma vez que 7] e 75 sdo linearmente
independentes), tem-se que P;¥ # P;. Portanto, o plano P nao é lagrangeano (e, portanto, nao é
estéavel em relagdo a J). Finalmente, como

fu,0) =31 (u) +F2(v) = 3 (w) + J*F2(v) = 11 () + Jy2(v)
e 71,72 C P, segue o resultado. O

Observagao 3.1.2. Hd um resultado andlogo ao Teorema 3.1.1 no caso complexo, onde a hipdtese
a respeito da subvariedade £ ser indefinida seque imediatamente do fato de se trabalhar com sub-
variedades lagrangeanas de uma variedade pseudo-Kdhler: se M for uma variedade pseudo-Kdhler
de assinatura (2p,2n — 2p) entdo a assinatura da métrica induzida numa subvariedade lagrangeana
£ de M é, necessariamente, (p,n — p). Uma referéncia para tal resultado é o livro [5)].

3.2 Graficos lagrangeanos minimos

Definicao 3.2.1. Seja u: % — R uma funcdo suave, definida num aberto % do R™ munido da
métrica riemanniana candnica, e considere a sequinte 1Mersao
fo % CcR — (D" ((,),)
x — x4+ 7Vu(z),

onde Vu € o gradiente da fung¢io u com respeito a métrica canonica do R™. A imagem £ = f(%)
da imersao f € chamada de grafico lagrangeano da funcao u.

Teorema 3.2.1. Um grifico lagrangeano £ € uma subvariedade lagrangeana. Além disso, a métrica
induzida em £ ¢é nao-degenerada se, e somente se, (det(Id + 7(ug,s;)), det(Id + 7(ug,;))), # 0.
Neste caso, a sua funcao dngulo lagrangeano é dada por

B = argdet (Id + 7(uea; ) 1<) k<n) -
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Demonstracao. Escrevendo
f(x> = f(xla" : 7:(:77,) == (1'1 +Tua:17' L, In +T’LL$"),
temos, para 1 < j, k < n:

ka = (Tu.z’k.l’17 e 7]-+Tul‘k.l’k7 e uTu:tk:cn)

JfCE]' :Tfmj == (ule'la"' 7T+um]‘fﬂj7”' ,'U;Q;].xn).

Assim,
_w(ijvflk) = <szj7ka>*
= D [dwi( T fuy)di(foy) — dyi(T fo;)dyi( )]

=1
umjxk - uxk:rj

= 0.

Portanto, a subvariedade £ ¢ lagrangeana. Note que

14+ 71Uz q, TUgoz, *°° TUg,a,
TUg, 2y 14+ Tugmy 0 TUz, 2o

(fa; 1<j<n = : = Id + 7(ugya,)-
TUg, 2, TUgoz, " 1+ TUg, o,

Assim, pelo Lema 2.2.1, a métrica induzida em .Z é ndo-degenerada em x se, e somente se, 0 niimero
paracomplexo det(Id + 7(uy,.,)) satisfaz

(det(Id + 7(Uayz,)), det(Id + T (uz,a,)) ), # 0.

Neste caso, o dngulo lagrangeano de .Z é dado por

B(z) = arg (det(fs,)) = arg (det(Id + 7(uaya;))) -
O

A seguir, analisaremos o caso particular em que n = 2. Neste caso, o Teorema 3.2.1, juntamente
com o Teorema 2.2.2, mostrarao que a busca por uma superficie lagrangeana minima, parametrizada
pelo grafico lagrangeano de uma certa fungdo wu, recai sobre duas importantes equacoes diferenciais
parciais envolvendo a fun¢ao u.

Corolario 3.2.1. Seja a mesma subvariedade nao-degenerada £ = f(%) do teorema anterior,
sendo % um subconjunto aberto do R2.

(a) Se a métrica induzida em £ for definida, entdo o dngulo lagrangeano [ de £ ¢é nulo se, e
somente se, a funcdo u satisfaz a equacao de Laplace

AU = Ug g, + Uggzy, = 0.

(b) Se a métrica induzida em £ for indefinida, entdo o dngulo lagrangeano B de £ é nulo se, e
somente se, a func¢do u satisfoz a equagdo de Monge-Ampére invertida

. 2 —
HeSS(U) = Ugyazy Uzpwy — Ug gy = —L
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Demonstracio. Note que

14+ Tuga, TUgom,
TUg, o 1+ 7ugye,

det (Id + 7(uge;)) = det
= (14 Tuayzy) (1 + TUzyay) — 7—2u§1$2
= (1 + Ugy 2y Uzpzy — u?mzz) + 7 (Uayoy + Uaas)
= 1+ Hess(u) + TAu.

Como a métrica induzida é nao-degenerada, entao
(Au)? # (1 + Hess(u))?.
Se |Au| < |1+ Hess(u)|, ou seja, se a métrica induzida for definida, temos que
=0 <= Au=0.
Por outro lado, se |Au| > |1 + Hess(u)|, ou seja, se a métrica induzida for indefinida, entao
f=0 <= Hess(u)=-1.
O

Definicao 3.2.2. Dizemos que um grifico lagrangeano £ € completo quando o dominio da para-
metrizacao de £ for todo o conjunto R™.

Com base no Corolario 3.2.1, obtemos um resultado do tipo Bernstein. O classico Teorema de
Bernstein afirma que se uma superficie minima é um grafico completo, entdo ela é um plano. Para
maiores informagoes sobre o referido teorema, consultar, por exemplo, [10].

Corolario 3.2.2. Seja £ uwm grifico lagrangeano completo bidimensional do espago paracomplezo
D?, ou seja, & = f(R?) C D?, onde f(z,y) = (z + Tugz, y + Tuy). Suponha ainda que a métrica
induzida em £ seja definida.

(a) Se u for um plano, entio £ é minima.
(b) Se o dngulo lagrangeano B de £ é nulo e a fungao u é limitada, entio £ é um plano.

Demonstrac¢ao. Primeiramente, se u for um plano, segue imediatamente que Au = 0. Pelo primeiro
item do Corolério 3.2.1, segue que § = 0 e, assim, a subvariedade . é minima. Para provar o item
(b), note que, se consideramos 5 = 0, temos novamente pelo primeiro item do Corolario 3.2.1 que a
funcdo u : R?> — R satisfaz Au = 0. Agora, como a funcio u ¢ limitada, por hipétese, segue pelo
Teorema de Liouville (ver, por exemplo, [1]), que a fungdo u é constante. Logo, o gradiente de u é
nulo, o que implica em f(z,y) = (x,0,y,0), para todo z,y € R, donde segue o resultado. O

3.3 Subvariedades lagrangeanas minimas SO(n)-equivariantes

Seja £ uma subvariedade lagrangeana SO(n)-equivariante do D™, com n > 3. Na secdo 2.2.2,
vimos que .Z &, localmente, a imagem de uma imersdo da forma

¢: I xS — D" tal que ¢(s,x) =(s)r,

onde v & uma curva em D*. No caso de £ ser nao-degenerada, sabemos ainda que seu angulo

lagrangeano é dado por 8 = arg(y'y™ !). Com base nestes resultados e com o intuito de obter

informacoes a respeito da minimalidade de tais subvariedades, obtivemos o resultado seguinte:
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Corolario 3.3.1. Seja £ uma subvariedade lagrangeana, nao-degenerada e SO(n)-equivariante de
(D™, ((-,)),), sendo n > 3. Se £ tem dngulo lagrangeano nulo, entio £ é um subconjunto aberto
de uma das sequintes subvariedades:

P = {’Y-xED”; zeS" !, yeD e Im(’Yn)zcl}

ou
. ::{7~x€D”;m€S"_1, veED e Re(y") =2},

para alguma constante c1,co € R.

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.2.3, sabemos que a subvariedade .Z é parametrizada localmente
por ¢(s,x) = y(s)z, onde v : I — D*, sendo o angulo lagrangeano da imersao ¢ dado por

B =arg (v'7y" ).

n—1 ~/-n—1
)

Assim, como o nimero paracomplexo 77"~ ! satisfaz (/v ~'y >* # 0, temos que
=0 < Im (7'7”_1) =0 ou Re (7’7”_1) =0.

Logo, integrando as igualdades acima, obtemos

0= /1 Im (4/7"") = I /1 (4" ) e 0= /I Re (17"") = Re /1 (v Y.

Portanto, dizer que .Z tém angulo lagrangeano nulo, implica em Im (7") = ¢; ou Re (7") = co,
sendo c1,co € R. O

Observacao 3.3.1. Ressaltamos que a curva v nao pode intersectar o cone de luz € do plano
paracomplezo. Com efeito, se 3 so € I 5 v(s0)v(s0) =0, teriamos

n—1

(s0)7(s0)7" 1(s0) = 7' (s0)7" *(s0)7(50)7 (50)7"2(0)7(s0)

= (50)7(0) (7'(50)7" 2 (50)7"(50)7™(50) )
= 0,

Y (s0)y

o que € um absurdo, pois estamos considerando £ nao-degenerada em ¢(so,x). Assim, podemos
escrever v = 7™ com o € {0,1}. Além disso, se 6 # 0, colocando Re (") = ¢ ou Im (y") = ¢
para algum ¢ € R, entdo o mddulo r da curva vy satisfaz

"= (coslin@)l/n o= (sinﬁn&)l/n'

Corolario 3.3.2. Suponha que £ = ¢ (I X S”_l) seja coneza, onde ¢(s,x) =y(s)x ey : I — D*.
Se v C Hy, sendo Hy definido na se¢ao 1.1, entdo £ é minima, com dngulo lagrangeano By € R,
se e somente se, vale a sequinte relacdo entre o raito r e o argumento 0 de y:

1
R r' +rd 2 _ eﬁo—n97
r' —rf’
/.mn—1

onde e =1 se (4" 14/ >0, oue = —1 se (Y"1, 4/y* 1), <.

Demonstra¢do. Como v C Hy, podemos escrever v(s) = 7(s)e™). Pelo item (44i) da Proposicio
1.1.1, obtemos

n—1
,yn—l _ (TeTH) _ rn—leT(n—l)Q’
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e entao
,Y/,ynfl _ (T'/ —|—T7”9/) efarnfleT(nfl)H
= (r’ + TTH') prlemmd
= (7' +7r0)r" ! (coshnf + 7 sinhn)
(r'r"il coshnf + r"¢ sinhnf) + 7 (T'r"il sinhnf + r"6’ cosh nd) .
Para facilitar o entendimento das contas envolvidas, vamos denotar z := 77"~ ! := a + 7b. Se

zzZ > 0, entao o angulo lagrangeano §y de z é dado por

(b 1 a+b
= 1 — = —
Bo = tanh <a> 5 In <ab> .

Logo,

(T’Tn_l + r”@’) (coshnf + sinh nf)
(r'rm=1 — rn@") (cosh nf — sinh nf)

| (7’,7‘”_1 4 7,ne/) em9
n (7“/7‘”_1 _ rn@l) e—n@

N~ N~ N

donde segue que

Analogamente, se 2Z < 0, entdo o angulo lagrangeano [y de z é dado por

1 /a 1 a+b
,Boztanh 1<g> :21n<b_a>

Assim, podemos ver que

/80 _ lln (T/,rnfl 4 rne/) en@

2 (,r.nel _ T/rnfl) ean
1 " 4+rd"\ o

- 1 no
2 . re’ — 7”) €
1 r' +ré 1. 5

- - o Z1 no
2 (r’—r0’>)+2ne ’

donde segue que

=3
N TN T N

3.4 Fibrados normais

Seja S uma subvariedade p-dimensional do (R™, (-,-}), sendo (-,-) a métrica candnica do R".
Dado zp € S, sejam {eq,---,ep} e {v1,--- ,v4}, com p+ g = n, campos de vetores formando
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uma base ortonormal de TS e N,.S, respectivamente, numa vizinhanca de zg. Denotando o fibrado
normal de S por

NS =[] NoS={(2,v2); €S e, €N,S},
zeS

congsidere a seguinte imersao, dada por

Pv: NS — RP@7R" =D"
(T,v2) = (2,08),

onde consideramos v,, no segundo fator, como um vetor com base na origem do R™.
Teorema 3.4.1. A subvariedade £ := (NS) € uma subvariedade lagrangeana de D™.

Demonstracao. Vamos introduzir coordenadas locais sobre a variedade NS da seguinte maneira:
pelo Lema 1.3.1, existem coordenadas locais normais em xg € S, isto é, 3 p:0€ % C RP — S,

o(s) = (51, ,8p), tal que p(0) =zg e (3%0(0) = e;, para todo i € {1,--- ,p}. Além disso, sejam
5i

t=(t1,--- ,tq) € R? coordenadas lineares na fibra N,S com respeito a base {v;}. Assim, considere

U(s,8) = P(s1, - Spot, - tg) = (@(3)72751’”1‘(90(3))) :
i=1

Logo,

g;i(s,t) = <$(s),£j[¥th‘(¢(3))]>

q
No ponto (zg,v9) € NS, onde vy = Zt%vi(xg), temos que

i=1
b o O,
0,t 0,v;) e (0,t0) e td
0= 00 o S0 - (345",
onde os campos de vetores acima sdo calculados no ponto xzg € S e consideramos ty = (t[l), e ,tg).

Por conveniéncia, escolheremos os campos de vetores {v;} de forma que (Dvi)jo = 0, isto &, a
projecao da derivada de v; no espago normal é nula, sendo D a derivada usual do R™. Assim, para
todo x numa vizinhanca de xg, temos

8le( (s)) = Doy vi(x) = [ Doy v; T+ D oy v; J_——A 42 + V5, v;
88]‘ 2 - gTw] 7 - gTv; 7 g:; % - V4 8sj g:f; i
No entanto, em zg € S, obtemos
E)vi

o, (10) = ~Au (),

onde v; denotard o vetor normal & S, bem como sua extensao local em R"™. Pelas contas anteriores,

sabemos que os vetores {F1, - -+ , Ep, N1, -+, N, } formam uma base para o espago Ty (5, v,)-Z > onde
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denotamos N; = (0,v;) e

E; = (61?—275614% (6;‘)) = (%‘a—Azm (6j)> = (e, —Auy(€5)) -
=1

Como p+q = n, isto é, a subvariedade .Z tem dimensdo n, para provar que ela é lagrangeana, resta
provar que a 2-forma w se anula nos elementos da base de T )-Z . Assim, como o operador de
Weingarten é auto-adjunto, temos que

Z0,v0

—w(Ej, Ey) = (JEj, Ey), = <J(€j,— o(€5))s (er, — Ay, (er))),
( vo(€5): €5) (e, —Avg (er))),

Ay (€j), er) — (€, —Auq(€r))

_<Av0(€ ) k> + <€]7 v (ek)>

—(ej, Avg (er)) + (e, Ayy (ex))

Y

/\/\

)

sendo (-, ) a métrica usual do R™. Além disso, como

—w(Nj, Ni) = (JNj, Ni), = (J(0,05), (0,v8)), = ((v5,0), (0, vp)), = 0

—w(Nj, Bx) = (JNj, Eg), = (J(0,05), (ex, = Au, (er))),
= <(vj70)v (ekﬂ_Avo(ek)»*
= <v]7 ek>
= 0,
segue o resultado. O

Proposicao 3.4.1. A subvariedade £ ¢é nao-degenerada no ponto ¢ (xg,vy) se, e somente se, 0s
autovalores \; de Ay, sio diferentes de 1 e —1. Além disso, £ ¢é nao-degenerada para pontos
Y(xo,v,) com ||v,|| suficientemente pequena.

Demonstragao. Seja xg € £ e suponha que os vetores eq,--- ,e, diagonalizam a aplicacao auto-
adjunta A,,, isto é, existem escalares Aq,---, A, tais que A, (ex) = Apei. Desta forma, podemos
considerar uma base para Ty, 4,)-Z dada pelos vetores

EZ' = (61', —)\iei) € Nj = (O,Uj),
onde os campos e; e v; sao calculados em xg. Assim, como

(Ei, E), ((ei, —Ai€i), (e, —Nier)),
(es, e1) — (—Aiei, —Nieg)
= (ei,er) — Nidiles, ep)
(1= N){es, er)
(

1— X\,

além disso,
(N}, Ni), = ((0,v5), (0, vx)), = —(vj,vk) = =0
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(Ei, Nj), = ((&i, —Ai€i), (0,05)),
= (e, 0) — (—Ai€i, v;)

Aiei, vj)

= 07

temos que o determinante da primeira forma fundamental g := (-,-),|, no ponto ¥(xo,vg) é dado

por
P

det(g) = (1) ] J(1 = A)).

i=1
Como det(g) = 0 se, e somente se, \; = £1 para algum ¢, provamos a primeira parte do resultado.
Assim, fixado (zg,v9) € NS, obtivemos um critério para analisar a degeneracidade da subvariedade
£ no ponto ¥(xg,vg). Agora, com base nesse critério pontual, queremos analisar a degeneracidade
da subvariedade .Z no ponto xg € S, sob pequena perturbacado do vetor normal vg, ou seja, conside-
raremos os vetores normais em xo dados por v, = pvo, com p € R. Assim, suponha que |lvo| = 1.
Calculemos o determinante da primeira forma fundamental no ponto (xg,v,), com p variando.
Como denotamos por \; os autovalores correspondentes aos autovetores e;, entao gy, -+, uA, sao
os autovalores de A,, = pAy,. Logo, podemos considerar uma base para Ty £ dada pelos
vetores

xOva)

Ni = (07 Ui)

q
EJ - <6j7 - Z:ut%)sz(ej)) - <€j, _AZptavi(ej)) = (€j7 _Avu (e])) = (€j7 _M)‘Jej) :
i=1

Assim,
<Nj,Nk>* = _5jk> <E¢,Nj>* = ,u)\i(ei,vj) =0

(Bi, BY), = (e, er) — P NiNi{ei, e) = (1 — 2\ 6.
Portanto, no ponto (o, v,), tem-se

/4

det(9) gm0 = (—1)° [T @=w2r7).
=1

Como o conjunto dos autovalores de A,, tem uma quantidade finita de elementos, segue que

}}_}HB det(g)'[[)(z’oﬂ)u) = (_1)‘1

Logo, existe § > 0 tal que det(g),,, v, 7 0, para todo p tal que 0 < |u| < §. Portanto, £ é
nao-degenerada para pontos (o, v,) com |v,|| suficientemente pequena, pois

[oull = llpvoll = |pel-
0

No que segue, estamos interessados em estudar a minimalidade da subvariedade .Z de D".
Antes, porém, faz-se necessario apresentar algumas observacoes e defini¢Ges preliminares. Como
veremos, para estes tipos de subvariedades, o conceito de minimalidade esté relacionado ao conceito
de austeridade.
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Definigao 3.4.1. Sejam A1, --- , \, nimeros reais e A = (A1, -+, An) um vetor. A k-ésima fungao
simétrica elementar, ou invariante de ordem k associada a A, é definida por

1<i1 << <n
para 1 < k < n. Utilizaremos a convengao: og(\) = 1.

O proximo resultado afirma que, se as entradas do vetor A sdo os autovalores de uma matriz
real A,xp, entdo as fungées simétricas elementares sdo, a menos de sinal, iguais aos coeficientes do
polinémio caracteristico p4(t) da referida matriz.

Lema 3.4.1. Se A ¢ uma matriz real n X n com autovalores A1, --- , An, entdo para todo 1 < k < n,
temos que

ar(A) = (=1)*e,
onde ¢, sdo 0s coeficientes do polindmio caracteristico da matriz A.
Demonstrac¢ao. O polinénio caracteristico de A é dado por
pa(t) =det(A—tld) = (—1)"det(tld — A)
= (=" [t” +oot" P4 eyt + Cn] )

Nota-se que ¢; = —tr(A) e ¢, = (—1)" det(A). Como
pat) = ()" [t"+ct™ 4 epat 4 ¢

= (D)™ 4 (=)t 4 (=)t + (—1)"cn
= aopt" +art" "+ 4 ap_1t + ap,

onde escrevemos ag = (—1)" e a; = (—1)"¢;, entdo o teorema de decomposicao de polinémios nos
permite escrever

pa(t) =ao(t — A1) - (t — ),

uma vez que os autovalores \; de A sdo os zeros de pa(t). Assim, pelas relagoes de Girard, temos

)\1—|—)\2—|—-~-+)\n:_ﬂ
aq as
AMA2 +AMA3+ -+ A1 Ay = a—
0
A1)‘2)‘3 + )‘1)‘2)\4 + -+ >‘n—2)‘n—1)\n = —%
0
: "
o (-1
Portanto, segue que o () = (—l)kck. .

Corolario 3.4.1. Suponha que a subvariedade £ = )(NS) seja nao-degenerada. Entdo o dngulo
lagrangeano B de £ é nulo se, e somente se, os coeficientes ¢; do polinémio caracteristico da matriz
A¢, £ € NS, onde x € S, satisfazem

Zq:O ou ch:O.

i par Jj impar

Demonstra¢ao. Sabemos que {E1,---, Ep, Ny, -+, Ny} formam uma base para a subvariedade .2
no ponto 1 (zg, vg), onde

FE;, = (6,‘, —)\,‘62') = (1 — T)\i)e,‘ e Nj = (O,Uj) =0 + Tv;.
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Assim,

Q(E;,N;) = (dza A ANdz)(Br,--- , Ep, Ny, -+, Ny)

(1-7A) 0 000 - 0
0 (1—7Xs) -0 0 0 --- 0
0 0 -~ (1-7A) 00 - 0
0 0 070 - 0
0 0 00T 0
0 0 000 - 7
P
= TqH(l—T/\k>
k=1

= 71 [00()\) +oog(N)+--+ Um) + ﬁ]

(i [alw L3N+ oy () +£<T>} ,

onde o simbolo (), com j € {p —1,p}, indica a auséncia do respectivo termo no caso em que p
é par, e 0;(\), com j € {p — 1, p}, indica a auséncia do respectivo termo no caso em que p é impar.
Portanto,

QE,N) =1 [[ =) =77 | Y oV =7 > o(V)]. (3.2)
k=1 i par j impar

Assim, como o angulo lagrangeano € nulo se, e somente se,
Re (Q(E“N])) =0 ou Im (Q(El,N])) = 0,
entao segue o resultado pelo Lema 3.4.1. 0

Observacgao 3.4.1. Considere p(t) um polinémio com coeficiente complexo de grau n > 1, com
raizes o, -+ ,ap. Podemos escrever:
p(t) = aot" +ait" -+ an_it +an
= ap(t—a1) - (t—ap)
= aqap (t” — ot oot (—1)”_1an,1t + (—1)”an) ,

onde oy, sao as k-ésimas funcgées simétricas elementares de p(t), dadas por
= S i,
1<i1 << <n

Lema 3.4.2. Seja p(t) um polinémio com coeficientes complexos de grau n > 1. As fungdes simé-
tricas elementares impares 01,03, - ,02[%“]_1 de p(t) sao todas iguais a zero se, e somente se,

. n
p(t) possui raizes nulas ou da forma taq,--- ,+ay, com [ < [5}
Demonstra¢ao. Suponhamos que todas as fungoes simétricas elementares de p(t) sejam iguais a

zero e que n seja impar, isto é:
op=03=--=0p=0.
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As raizes de p(t) sdo as solugoes da equagao

"4 oot" 2 4 ot = 0.

. n ~ P ~ .- :
Seogg; =0,1=1,---, , entao p(t) = apt™ e todas as raizes sao nulas. Do contrario, seja 21 o

maior indice tal que o9 # 0. Temos
" 4 oot 2 ot = 0.
Logo, 0 ¢ raiz de multiplicidade n — 21 e as outras raizes de p(t) sdo solugoes da equacao
tp gt 24 oy =0, (3.3)
Fazendo u = t? em (3.3) obtemos
ut + ogu! Tt 4 oy = 0. (3.4)

As raizes complexas da equacao (3.4) sdo diferentes de zero, portanto podemos escrevé-las como
Br = |Brl %%, onde e = cos@ +isinfy, com i? = —1, 0< Oy <2mek=1,---,1.Det’? =u

Or .
resulta que as raizes de (3.3) sdo tay, onde oy = \/]ﬁk\e%l, k=1,---,1. O caso n par é tratado
de modo analogo.

Suponhamos agora que as raizes do polinémio p(¢) sejam nulas ou da forma +aq,---,+q;. Sem

perda de generalidade, podemos supor p(t) ménico. Como p(t) tem grau n, zero é raiz de multipli-
cidade n — 2I. Considere o polinémio

l
g(t) =t" [ (#* - oF).
=1

Observe que ¢(t) e p(t) sdo monicos e possuem as mesmas raizes. Logo ¢(t) = p(t) e podemos
escrever

p(t) = % (th — ot bt () e P+ (—1)10,’)
- " Jitn_2 44 (_1)l—10271tn—2l+2 + (_1)l02tn—2l’

onde denotamos

1<ip << <l

Segue que
01:(73:--':(72%1]_120
o2 = (—1)'ol, i=1,---,1
Oat4z = = 0Oy[n) =0,
0 que completa a prova. O

Observacao 3.4.2. A demonstracdo acima foi sugerida pelo professor Luiz Amancio Machado de
Souza Junior, integrante da banca julgadora da defesa desta tese de doutorado. Nota-se também que,

n
se p(t) nao for monico na demonstragao acima, isto é, p(t) = g an—it" ", an # 1, basta considerar
=0

n
i L . .
q(t) ="+ E U que é monico e possui as mesmas raizes que p(t).
; ap,
=1
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Defini¢ao 3.4.2. Uma subvariedade S™ de uma variedade pseudo-riemanniana (M, g) é austera
se, para todo § € NS, os invariantes de ordem impar de A¢ sio nulos. Isto €,

n+1
ook—1(Ag¢) == oak—1(Ae) =0, 1<k < [ ] ;

2

sendo A\¢ = (A1, , An) 0s autovalores de Ag.

Corolario 3.4.2. Uma subvariedade S™ de uma variedade pseudo-riemanniana (M,g) é austera
se, e somente se, os autovalores de A¢ sio da forma

()\17"' 7/\71) - (041,—0(1,0(2,—@2,"' 7al7_a1707”' 7070)7

para todo £ € N;S e para algum 0 <1 < {g]

Demonstragao. Dado £ € N, S, considere A¢ = (A1,---,\,) os autovalores de A¢. Por defini¢ao, a
austeridade de S é equivalente ao fato de que as k-ésimas funcoes simétricas elementares fmpares
de A¢ sao nulas, isto é,

01 ()\5) :0, g3 ()\5):0, 702["7“]—1 ()\5) =0.
Pelo Lema 3.4.2, isto é equivalente a afirmar que as rafzes do polindmio caracteristico pa, e, por-
n
tanto, os autovalores de Ag, sao nulos ou da forma o, -+, o, com [ < [5] O

Observaciao 3.4.3. Suponha que S seja uma superficie do R3. Como a matriz que representa o
operador A¢ € uma matriz 2 X 2, o polindmio caracteristico de A¢ pode ser expresso por

pac(t) =7 — tr(Ag)t + det(Ag) = £ + c1t + ca.

Assim, S € austera se, e somente se, c; = —tr(A¢) = 0. Portanto, denotando por A1 e \o o0s
autovalores associados & aplicagao auto-adjunta Ag, temos que tr(A¢) = A1 + A2. Logo, S € austera
se, e somente se, S € minima. Portanto, no caso de superficies, austeridade € equivalente ao conceito
de minimalidade.

Teorema 3.4.2. Suponha que £ = 1p(NS) seja uma subvariedade nao-degenerada. Se S for aus-
tera, entdo & € minima.

Demonstrac¢ao. Pelo Corolario 3.4.2, temos que S ser austera é equivalente ao fato dos autovalores
A; do operador A¢, £ € NS, satisfazerem

()\17"' 7Ap) - (041,—0617062,—062,"' 7al7_al70a"' 7070)7

para algum 0 <[ < [g} Neste caso, temos

H(l —7X) = (1—7a1)(I+701)(1—7a2)(1+7Ta2) - (1 —7ay)(1+ Tay)
k=1

= (1-of)(1-0a3)--(1-af)

= reR.

Portanto, pela equagao (3.2), temos que
Q(El, Nj) =rr,

Ou seja, 2(F;, N;) ¢ um ntmero paracomplexo real ou imaginario puro. Assim, em qualquer dos
casos, .Z tem angulo lagrangeano nulo, donde segue a minimalidade de .Z. O



Capitulo 4

Subvariedades lagrangeanas
autossimilares

Este capitulo é inteiramente dedicado ao estudo das subvariedades autossimilares. Tais sub-
variedades merecem um destaque especial principalmente por estarem associadas as solucgdes do
fluxo da curvatura média. Daremos condicoes necessérias e suficientes para que as subvariedades
SO(n)-equivariantes, bem como as superficies de Castro-Chen, sejam autossimilares.

4.1 O fluxo da curvatura média e a equacao autossimilar

Definicao 4.1.1. Seja S a imagem de uma tmersdo ¢ : M — R™. Dizemos que a subvariedade S
€ autossimilar se satisfaz a sequinte equacdo

H+\¢=0,

para alguma constante A € R, onde H ¢é o vetor curvatura média de S e ¢ é o vetor posicio em R™.
Taol equacdo é conhecida como equacao autossimilar.

A seguir, veremos que as equacOes autossimilares surgem como solucao especial do fluxo da
curvatura meédia, que preserva a forma da subvariedade ao longo da evolucao.

Defini¢ao 4.1.2. Dada uma varia¢ao F : (—tg,t9) X M — R™ de uma imersao ¢ : M — R™
fixzada, dizemos que F € solu¢ao do fluxo da curvatura média (MCF) se satisfaz a equagdo de
evolugao
OF L
(Sren) =filp) Vpede —n<i<n
sendo F(0,p) = ¢(p), Vpe M e ﬁt(p) o vetor curvatura média da subvariedade Sy := Fy(M) em
peEM.

Para comprovar o que dissemos anteriormente, vamos considerar, em particular, a variagao

F(t,p) = f(t)o(p)

F : (—tp,tg) x M — R™ dada por
F(0,p) = o(p),

sendo f : (—tg,t9) — R* uma fungao suave tal que f(0) = 1. Tal variacdo move a subvariedade
S = ¢(M) por homotetias de razao f(t) € R*. Note que a variagao F satisfaz o fluxo da curvatura
média se, e somente se,

L
(aa];(t,p)> = (F(9p)” = f'(6" () = He(p).

71
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Como os vetores curvatura média H e H; das imersoes ¢ e Fy, respectivamente, se relacionam por

g
) =18 v e,

f@)

obtemos uma condicao necessaria e suficiente para que F' seja solucao do fluxo da curvatura média,
a qual é dada por

H(p)+ Aot (p) =0, VpeM
A=—ft)f'(t), Vte (~toto)
£(0) =1.

Desta forma, se a imersao ¢ for autossimilar, isto é, se H+ Aot =0, entao
Fi(p) = V1 —=2Xt ¢(p)

¢ solucao do fluxo da curvatura média, se 1 —2At > 0. Para obter a expressao de f(t), basta integrar
a equacao diferencial por ela satisfeita, levando-se em conta que f(0) = 1.

Observagao 4.1.1. Se A = 1, a familia Fi(p) = /1 —2té(p), com 0 < t < 1/2, evoluciona a
imersao inicial ¢ por contragdes (homotetias de razao menor que um) até sua total extingdo, no
instante t = 1/2. Da mesma forma, se A\ = —1, a familia Fi(p) = 1+ 2tp(p), com t > 0,
evoluciona a imersao inicial ¢ por dilatagdes (homotetias de razao maior que um).

A observagdo acima motiva a seguinte definicao:
Definicao 4.1.3. Seja S = ¢(M) uma subvariedade autossimilar. Se A = 1, dizemos simplesmente
que S é autocontratil, e se A = —1, dizemos que S € autoexpansiva.
4.2 Subvariedades lagrangeanas autossimilares SO(n)-equivariantes

Teorema 4.2.1. Seja £ a imagem da aplica¢do

¢ IXS”_I — (Dn7<<7>>*)
(s,2) > (s)z,

sendo v = a+ 7b : I — D* wma curva parametrizada pelo comprimento de arco no plano pa-
racomplezo . Entio, £ é uma subvariedade lagrangeana. Além disso, suponha que £ seja nao-
degenerada e denote por H o vetor curvatura média da imersao. Seja v um vetor normal unitdrio
de v e K a curvatura associada. Entdo, £ ¢ autossimilar, isto €, satisfaz a sequinte equa¢ao

H+\o¢t=0,

para alguma constante A € R se, e somente se, a curvatura K., de y € dada por

Ky = (1), ((”;2” - nA) ~

Demonstragio. Sejam x € S"! fixado e {e1,--- ,e,_1} base ortonormal de T,S" 1. Como S" ! &
uma hipersuperficie do (R, (-,-)), sabemos que

T,S" ' ={veR"; (v,z) =0} =zt

Pelo Lema 1.3.1, existe ¢ : 0 € % C R™ ' — S"7 1 4(t) = 9(t1, -+ ,t,_1) um sistema de
0

e 8—;/}(0) = e;. Agora, considere a seguinte

i

coordenadas locais normais em z, tal que ¥(0) = x
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aplicacao

X:Ix% — D"
(s,1) +— X(s,t) = d(p(s,1)),

onde o : I x % — I x S"~1 ¢ dada por ¢(s,t) = (s,1(t)). Logo,

X(s,t) = ¢(s,0(t)) = v(s)9(2). (4.1)
Assim,
ox oX .
T =G0 ¢ S50 = ()50,
e portanto,
0X , 0X
E(‘%O) =7 (8>$ € atz (37 O) - 7(8)61-
Como
Ty (I xS"1) =R x T8
e {e1,---,en_1} €& uma base ortonormal de T,S"!) fazendo a identificacio e; = (0,¢;) e

1= (1,0), paratodoi € {1,--- ,n — 1}, temos que {Ep, By - -+ , By, 1} forma uma base de Ty ;-2
onde

Ey := d¢(s,z)(1a 0) = ’Y/(S)‘T e Ei:= d¢(s,x) (0’ ei) = ’Y(S)ei'

Veremos agora que a subvariedade £ é lagrangeana. De fato, como a dimensao de .Z é n, resta
mostrar que a forma simplética w se anula em .Z. Assim, Vi € {1,--- ,n — 1}, temos

w(Bi, By) = (Ei, J(Ep)), = (v(s)es, 7/ (s)x),
(ae; + Tbel-, (a' + 7z >*

= <aei, Ta’x>* + <aei, T2b':L‘>* + <7’bei, TCLISC>* + <7'b6i, TQb'x>*
ad'{e;, Tx), + ab'{e;, z), + ba'(Te;, Tx), + bV (Te;, x),
ad'{e;, Tx), + abl{e;, x), — a'ble;, z), — b (e;, ),
(aa" —bb'){e;, Tx), + (ab — a'b){e;, x),
(1,7"), (e, T2),
= 0

w(Ei, Ej) = (Ei, J(Ej)), = (v(s)ei, 7y(s)ej),
= (ae; + Tbe;, Tae; + bej),
= a*(e;,7e;), +able;,ej), — ablei, e;), + b*(Te;, ej),

a’® — ) (ei,Tej),

=
)

Logo, w se anula em .2, donde segue que £ é lagrangeana. Agora, como supomos que .Z é nao-
degenerada, segue pelo Teorema 2.2.1 que

T (Tos.02) = (Tpsm )" = Tty 2
Desta forma, denotando

No:=J(Eg) =719 (s)r e N;:=J(E;) =71v(s)es;,
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obtemos que {Np, N1,--+,N,_1} é base de TdJ;(s m)éf. Agora, denotemos por g a métrica induzida
em .Z, isto &, g = (-,-),|, € coloque (y',7'), = € = £1. Calculemos os coeficientes da métrica g:

goo = 9(Eo, Eo) = (¥ (s)x,7 (s)z),

a +7b)z, (' + Tb/)$>*

L+ dt (@ rx), +Vd (rx, x), + (V) (1, ),
)Tz, T,

(a")? = (V)] (, ),

7)) (@, @)

Considerando j,k € {1,--- ,n — 1}, temos
gik = 9(Ej, Ex) = (vejver), = (@ =) (ej, ex), = edinly[2,
sendo €, = £1 e d;, € o delta de Kronecker, e
gjo = 9(E;, Ey) = <’yej,fy’m>* = (ab/ — ba')(ej,mc)* =0.
Denotando (¢7) := (gjk)fl, segue que

1

2

GO = ¥ =gi0—( e giF=

Ojk-

Finalmente, como D" =T, @ TpL.i”, onde p = ¢(s,x) e a métrica é ndo-degenerada, segue que
<FI+A¢L,N]->* =0, Vje{0,1,--,n—1} < H+rxp"=0.

Equivalentemente, temos o seguinte sistema de equagoes:

(i, No) + Mg, No), =0

- ‘ (4.2)
<H,Nj>* F MG Nj), =0, ¥je{l, - n—1}.
Como ¢ = ¢(s,x) = v(s)x, temos que
(¢, No), = (ax+ bz, 7(a' + 7)),
= ad(z,7z), + ab/{z,z), + bd (T2, 7X), + bV (T, T),
= (ab/ —bad){(z,z),
= ab —bd.
Além disso,
(¢, N;), = (ax + Tbx, 7(a + Tb)ej), = ablx,e;), — ab(x,ej), =0,
para todo j € {1,--- ,n — 1}. Para calcular os demais produtos internos, lembramos que no caso de
{Eo, Ex,- -, En—1} ser uma base qualquer de T,,.Z, o vetor curvatura meédia da imersao é calculado
pela expressao:
. 1 n—1 N
H== lzog”h(Ei,Ej)'
Z?]:

Denote por V a conexdo de Levi-Civita de .Z em relagdo a métrica induzida do (D", (-,-),) e
defina Tj;, := T(E;, Ej, Ey), sendo T' a aplicacdo tensorial definida na Proposigao 2.2.3, ou seja,
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Tiji = (h(E;, Ej), JE)),. Pela formula de Gauss, sabemos que
Dg,E; = Vg, E; + h(Ej, E;),

onde D & a derivada usual do R?". Assim, para calcular os termos Tijk, note que por (4.1),

02X ,
DEoEl ) 8ti (S’O) Y (5)61
e
02X o 0%
Dg F; = = .
5B = g0 = 5 (195000 \(S =105 0)
O*Y o .
Denotando v, := ————(0) para simplificar a notagao, obtemos
atjatk

Tooo = {(h(Eo, Ey),JEy), = (Dg,Eo, JEy), = <'y//(s)x,7'7'(s)x>*
— (a//b/ _ a’b") <IL’7 $>*
= d'v —d'b

Tiwo = (h(Ej,Ey), JEo), = (Dg,Ey, JEo), = (v(s)vju, 7Y (s)x),
= (at/ —ab)(yﬂ€7 x), + (bb/—aa)<7'yjk, z),
= (ab/ — a/b)<l/jk,a:)*,

TOUj = <h(EO,EO)7 JEJ>>{< = <DE0E05 JEJ>* = <’y”$,7")/6j>* =0

Tjr = (W(Ej, By), JE), = (Dg,; Ex, JE;) = (yvjk, mver), =0,

9

75

sendo j, k,l # 0. Além disso, como <( ) ¢(t)> =0paratodoteVke{l, ---,n—1}, entdo

Oty

*

e (Se.0) = () + (5. 500) o

Logo, em t = 0, obtemos

&y o O
<I/jk7x>* - <at]8tk (0)7¢<0)>* - _<8tk(0)7 (%(0)>* - —<€k,€]>* - _ejkéJk
E assim, podemos reescrever o termo 7)o como

Tiko = (ab’ — a'b)(vji, x), = —(ab’ — a'b)e;idj.

No entanto, utilizando a notacao da subsecao 1.3.2 sobre curvas, temos que vy = +J7' sdo os

campos de vetores normais unitarios & curva v = a + 7b. Logo,

Tiko = —(abl — a'b)ejudie = (v, —JV'), €10k = (7, Fr+), €k
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Mais ainda, sabemos que sua funcao curvatura é dada por

//, //’ J /
7:<’Y/Vﬂlt>*: <'7/ 7>*::l:e(a”b’—b"a/),
SURDN 7).
e, portanto, o termo Tpgp fica igual a
TOQO = a”b' — a'b” = :|:€K,y.

Assim, estamos aptos a calcular os produtos internos seguintes:

n—1
<ﬁ,N0>* = = Z 9" (h(E;, Ej), J(Eo)), = % > 97Tijo

7.7 =0 7’7.7:0
= *ZQJTOJH Z ZWTWO
=1 \j7=0
1 n—1 A 1 n—1 A n—1 N
= 9% Tooo + > 9% Tozo +gz 9°Tioo + Y _ 99 Tijo
j=1 i=1 j=1
L e (e + —3 5L () )
= — | € € E— e Y, & *6“ ii
n ! n|7|i i—1 G o
" _
= =+ n762+ 2 Z v, Fri),
K
_ :l:J—i-( )(772:Fyi>*
n nlyl;
e
(H,Ng) = = Zg h(E:, ), J(Ey)),
* zg =0
1n—1 1n—1 n—1
0i g
= ﬁzg]Tojk‘i'gz ZQUTijk
j=0 i=1 \ j=0

= 0.

Portanto, substituindo os valores encontrados dos produtos internos no sistema (4.2), obtemos que
tal sistema é equivalente a seguinte equacao:

i& + (n - 1)<’772:*:Vi>*
n nlyl;

v, Iy, =

ou seja, como (7, —Jv'), = (v, Fre),, entao

+K, = (v, Fr+), (n)\ _n _21)> .

1]

Em relacao ao vetor normal vy, a curvatura de vy é dada por

Ky = (1, —vs). (nA _m 1”)

o
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e, portanto,

K’Y = <’Ya V+>* <(n _21) o n)\) :

bl

Em relagdo ao vetor normal v_, a curvatura de v é dada por

Ky = (y,4v), (m— (n— ”) ,

2
IV]5

ou seja,

Ky =(y,v-), (Oﬂb‘izl) - ”)‘> :

Assim, em qualquer um dos casos, temos que a curvatura de vy é dada por

K, = (y,0). <(”|7_|21) _ nA) , (4.3)

onde v =viouv=v_. O

4.2.1 Analise da equagao (4.3)

Com o intuito de identificar o grafico da curva v = a + 7b que satisfaz a equacao (4.3), ou seja,

a igualdade
n—1
K’7:<77V>* <(‘ ’2)—71)\),

*

iremos recorrer & representacao polar da mesma. Como observado pelo Teorema 4.2.1, podemos
tomar como vetor normal & v o vetor v = —J4'. Além disso, como (7/(s),7/(s)), = € = £1, iremos
dividir a andlise nos 2 casos possiveis.

1° caso: (7/(s),7/(s)), = 1.

Nesse caso, podemos escrever 7/(s) = e™, onde s é o parametro de arco e § = (s). Logo,
como v = —Jv' ¢ o vetor normal & curva -, segue que

v =6 (:l:7679> =0'Jy,

e, portanto,

0w,
Kry = W = 0,<J’)//, V>* = 9/<J’y,, _J’)/>* = 0,.

Denotemos v = :|:|<7,'y>*|%TﬁeT"” =rrPem™, r=r(s), ¢ = ¢(s). Como

8 o re™® = (rcoshp,rsinhp), =0
=rrPe™ =
v rre”? = (rsinhp,rcoshp), =1,

temos que
B (r' cosh p 4+ r¢’ sinh ¢, 7’ sinh ¢ + r¢’ cosh ), =0
T (r'sinh  + r¢’ cosh ¢, 7’ cosh p + r¢’sinh ), f=1
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Utilizando o fato de que (y,7), = 1, obtemos

L= (/). = (" cosh ¢ + r¢’ sinh ¢)? — (r' sinh ¢ + ¢’ cosh )?
* (r' sinh ¢ + r¢’ cosh )% — (r' cosh ¢ + r¢’ sinh )?

{ (") = (rg!)?, B=0
() + (gl p=1

Logo, para cada s fixado, existe o = a(s) € R tal que

/: h /:‘h
{ rEcosha ,se =0 ou { "= s , se B=1. (4.4)

r¢’ = sinh r¢’ = cosha

Assim, utilizando o sistema acima, no caso = 0, podemos reescrever 4" da seguinte forma:

/

7'(s) = (r'coshp + r¢’sinh g, sinh o + r¢’ cosh )
= (cosh acosh ¢ + sinh asinh ¢, cosh a sinh ¢ + sinh a cosh @)
(cosh(a + @), sinh(a + ¢))

= =(cosh#@,sinh ).

Da mesma forma, para o caso 8 = 1, podemos reescrever 7/ como

/

7'(s) = (r'sinhp + r¢’ cosh,r’ cosh p + r¢’sinh @)

(
= (sinh acsinh ¢ + cosh a cosh ¢, sinh a cosh ¢ + cosh asinh @)
(cosh(a + @), sinh(a + ¢))

= =(cosh#,sinh ).

Em qualquer um dos casos, tem-se que

eT(a—Hp) _ :|:€T0.

Observacao 4.2.1. Se o sinal na equagdo acima for negativo, chegamos a equacdo

cosh(a + ¢) + cosh 6 = 0,

o que é um absurdo. Logo, temos necessariamente que 7' = e7?.
Assim,

67(a+ap) — 6‘1’07
e portanto,

a=0-—¢.
Além disso, note que

(o), = { <7“eT‘P, —T€T9>* = —rsinh(d — ) = —rsinha, se =0

<7“Tew, —7’€T9>* =rcosh(f — ¢) =rcosha, ses=1.

Usando que K, =0,
2 — (v, =r2{Pem? BT = 4p?
Yk YY) x )

*

onde o sinal + depende do valor de 8 € {0,1}, e as equagdes (4.4), segue que a equacao (4.3) é
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equivalente a um dos dois seguintes sistemas, respectivamente nos casos 8 =0e g = 1:

-1 -1
0 = —r <nr2 — n)\> sinh o 0 =r (21_712) — n/\> cosh «
/ ou /

@' = —sinha @' = —cosha
r r

r’ = cosha r’ = sinh a.

Note que as duas tltimas igualdades de cada sistema seguem do fato de estarmos considerando ~/
do tipo espaco. Como o = 6 — ¢, podemos reescrever os sistemas acima da seguinte forma:

e ot A I e L

r’ = cosh r’ = sinh

respectivamente nos casos § =0e g = 1.

Observacao 4.2.2. Os sistemas acima sdo sistemas autonomos, uma vez que o lado direito de cada
igualdade sao fungoes que ndo dependem explicitamente da varidvel s. Geometricamente, notamos
que (a/(s),7'(s)) € um campo vetorial num aberto do plano e as orbitas (solugoes) (a(s),r(s)) sdo
as curvas integrais desse campo, isto €, as curvas que, em cada ponto, sdo tangentes ao campo

(@/(s),7'(s))-

Uma particular solugdo do sistema

{ o = (n)\T - g) sinh « (4.6)

r’ = cosh a,

referente ao caso 8 = 0, plotada com o auxilio do software Maple, é dada por:
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b S s e g 2
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AT ettt e e g
g | BRSNS p A Y
sl | AR R e R A i g e
Bl TR P i i B
WS N momr f o pfy EE
Wik 2 o £ F T

N T e
2 A NN s e S A LT T
R R e M LT L Y

o WSS s FOF R R
NN L e R A
1 Y e s P r S S RS

03 1 15 2 25

(5]

Figura 4.1: Caso A=1en = 2.

Se a = 0, entdo obtemos ¢’ =6 =0 e r’ =1 e, portanto, a curva 7 = (s) procurada tem a
seguinte parametrizacao:

v(s) = r(s)70%™) = (s + k)e™°, k,poeResel. (4.7)
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Suponha que « # 0. Considere ((s) = (7(s), a(s)) uma drbita e E : Q C R? — R uma integral
primeira do sistema de equacoes diferenciais (4.6). Desta forma, existe C' € R tal que E(((s)) = C,
para todo s. Derivando tal igualdade em relagao a s, obtemos

' (8)Ey +7'(s)E, =0,

e portanto,
(n)\r - E) E,sinha + E,.cosha = 0.
T

Pela igualdade acima, podemos notar que uma candidata a integral primeira do sistema é uma
funcdo da forma E(r,«) = Y (r)sinh a. De fato, calculando as derivadas parciais da fungao F e
substituindo na igualdade acima, obtemos

cosh asinh « [Y’(r) + (n)\r - %) Y(r)] = 0.

Como sinh(2a) = 2cosh asinh « e a # 0, a igualdade anterior é verificada se, e somente se, a fungao
Y (r) satisfaz a seguinte equacao diferencial ordinaria:

Y'(r) + (n)\r — %) Y(r)=0.

r2

Pelo método do fator integrante, notamos que Y (r) = r"exp [ — é solucdo da equagao dife-

rencial acima. Portanto, uma integral primeira do sistema (4.6) é dada por

A 2
E(r,a) =r™exp <_n ; ) sinh a. (4.8)
Note que, dado sg € I, podemos escrever

o(s) = (o) + [ (. (4.9)

S0

Como J inhas) J
¢  sinha(s r
_—— _— = h
ds r(s) © 4T a(s),

entao

dp dpds _ sinho

dr  dsdr rcosha’

Observe que, considerando a > 0, podemos escrever

1
sinh « B cosha\ B cosh? o 2
cosha sinh « N sinh? o
1
2

_ (1 4 72" exp (_n/\TZ) > : ) (4.10)

Aplicando (4.10) em (4.9), obtemos

1
r(s) d r(s) 1 p2n exp (—n)\pQ) T2
@(S)—¢(80)=/ dr:/ — |1+ dp.
r(s0) dr r P E?
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Portanto, para o caso em que « > 0, temos que a curva procurada v = 7(s) é dada por

1
r(s) 2n — o2 2
+(s) = ()™, com (p(s):(p(s())—i-/ /1)<1+p eXpE(Q” p)> dp. (411
(so)

Analogamente, se o < 0, entdo a funcdo seno hiperbdélico nesse caso é negativa. Logo, a curva
procurada v = v(s) é dada por

v(s) =7(s)e™®),  com (s) = p(so) — /T(S) ! (1 + P exp (—n)\PQ)) : dp. (4.12)

r(so) P E?

Em relagao ao segundo sistema de (4.5), referente ao caso 8 = 1, ou seja,

{ o = (—n)\r - %) cosh (4.13)

r’ = sinh
uma particular soluc¢do (plotada com o software Maple) é dada por:

i, g e ey g Ty Sen g Ty Sen g Ty Ten T Ty Ten T Ty Ten Ty
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Figura 4.2: Caso A\=1en =2.

Assim como fizemos para o sistema anterior, verifica-se que uma candidata a integral primeira
do sistema de equagoes diferenciais (4.13) é E(r,a) = Y (r)cosha. Se a@ = 0, a curva procurada
tem a forma

v(s) = roreT (@t (4.14)

onde a,b,rg € R. Caso contrario, a funcao Y (r) deve satisfazer a seguinte equagao diferencial:
, n
Y'(r) — (n)\r + —) Y(r)=0.
r

nir2

Pelo método do fator integrante, encontramos Y (r) = r™ exp < ) e, portanto,

2
E(r,a) = r"exp (n);r ) cosh a. (4.15)
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Como
de  cosha(s) dr

= — — — i h
ds r(s) s " a(s),

entao
dp dpds _ cosha

dr — dsdr rsinha’

Note que, supondo a > 0, podemos escrever

A
coshar sinha\ ! B sinh? o\ 2
sinhae cosh N cosh? o

1oN:]
2
cosh” «

_ 19 —1

- (1—W>2 . (4.16)

Fixado sg € I e utilizando (4.16), obtemos

r(s) dQO r(s) 1 p2n exp (n)\pQ) -
o(o) oo = [ Ghar= [0 (12 IR g,
r(so) dr r(so) P E?

N[

e entdo, a curva procurada 7y(s) ¢ dada por

1
r(s) 2n Ap2 T2
v(s) = r(s)re™), com  o(s) = p(so) _|_/ [1) (1 — pexzénp)) dp. (4.17)
7(s0)

Analogamente, se a < 0, entao y(s) é dada por

1
r(s) 1 2n Ap2 T2
"}/(S) = T(S)Teﬂp(s)? com (,0(3) = @(80) — / —_ 1— M dp (418)
r(so) P E
2° caso: (v/(s),7/(s)), = —L.
Nesse caso, podemos escrever ' (s) = £7e7. Logo, considerando v = —J+' como o vetor normal

a curva v, segue que

Ve _ —(Y"v), =0 IY), =07 ), =0

1
Como no caso anterior, denotemos v = £|(v,7),[27%e™? := r77e™% e notemos que

I\ (T/)2 - (7“(,0,)2, ’8 =0
—-1=(y7), = { —(M")?+ (r¢')?, B=1.

Logo, existe o € R tal que

r’ = sinh « r’ = cosh
, 8¢ =0 ou ] , se B =1.
r¢' = cosha r¢’ =sinh
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Se B =0, podemos reescrever 7/ da seguinte forma:

!/

v o=
= (sinh a cosh ¢ + cosh arsinh ¢, sinh acsinh ¢ + cosh « cosh ¢)

(sinh(a + ¢), cosh(a + ¢))

= +(sinh@,cosh®).

/

r’ cosh p + r¢’ sinh ¢, r’ sinh ¢ + 7 cosh )

Da mesma forma, se 3 = 1, podemos reescrever v como

!/

7=
= (cosh asinh ¢ + sinh a cosh ¢, cosh a cosh ¢ + sinh a:sinh ¢)

(sinh(a + @), cosh(a + ¢))

= +(sinh@,coshd).

/

' sinh ¢ + r¢’ cosh ¢, r’ cosh ¢ + 7’ sinh )

Analogamente ao primeiro caso, obtemos
reT(@F%) = 47e7f,

e, portanto
a=0-—p.

Consequentemente, v/ = 7e™. Aléem disso, obtemos

) <rew, —679>* = —rcosh(f — ¢) = —rcosha, se =0
JV * = . .
7 <r7'ew, —679>* = rsinh(f — ¢) = rsinha, se f=1.

Assim, como K, =6 e
2 = (1), = r2(reme, TP = i,

*

onde o sinal + depende do valor de /5 € {0, 1}, segue que a equagao (4.3), neste caso, é equivalente
a um dos dois seguintes sistemas

9 = —r <n— 1 —n)\> cosh « 0 =r <n—1 —m\) sinh «

r2 (—12)
ou )
¢ = —cosha ¢ = —sinha
r r
r’ = sinh r’ = cosh a.

Novamente, como a = 0 — p, temos os seguintes sistemas autonomos:

P o A e S

r’ = sinh « r’ = cosh «,
respectivamente aos casos S =0¢e 8 = 1.

Em relacao ao sistema

r’ = sinh «,

{ o — (nm _ ;) cosh a (4.20)

referente ao caso § = 0, uma particular solugdo plotada com o auxilio do software Maple, é dada
por:
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Figura 4.3: Caso A\=1en = 2.

Se a = 0, entdo a curva procurada y(s) ¢ dada por

~v(s) = roeT<%+a), (4.21)

onde a,rg € R. Caso contrario, procedendo da mesma forma como nos sistemas anteriores, uma
integral primeira de (4.20) é dada por

A2
E(r,a) =r"exp <_n2r > cosh a. (4.22)

dﬁ_l cosh
dr  r \sinha /)’

Além disso, como

obtemos para sg fixado:

1
r(s) 1 p2n exp (—’I’L)\pQ) T2
©(s) —p(s0) = i/T(SO) 0 <1 - E2 dp,

onde o sinal acima é positivo, caso a > 0, e negativo, caso a < 0. Logo, a curva procurada y(s) é
dada por
1(6) = 7(s)e7l,

r(s) 21 axy (—n ) p2 _%
p(s) = ols0) = [ 1<1—p ol Ap)) dp. (4.23)

Em relacao ao sistema

com

{ o — (—n)\r - %) sinh (4.24)

r’ = cosh «,

referente ao caso 8 = 1, uma solugdo particular é dada por
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Figura 4.4: Caso A=1en = 2.

Se a =0, entdo v = v(s) é dada por
v(s) = (s + k)Te™°, (4.25)

onde k, o € R. Caso contrario, uma integral primeira para o sistema (4.24) é dada por

2
E(r,a) = rexp <”A2r > sinh a. (4.26)

Por sua vez, para sg fixado, obtemos
(5 2 exp (nAp?) | 2
S| p°"exp (nAp 2
p(s) = ¢(s0) = i/ -\t dn
r(so) P E?
onde o sinal acima é positivo (se a > 0) ou negativo (se av < 0). Assim, a curva vy é dada por
v(s) = r(s)re™,

com

1

r(s) 1 an exp n)\p2 2

o(s) = ¢(so) £ / - (1 + Eg) dp. (4.27)
r(so) P

Observacgao 4.2.3. Os sistemas (4.13) e (4.20) possuem um ponto de equilibrio em
1 1
(rya) = <:l: —/\,O) e (ra)= (:I:\/:,()) ,

A seguir, segue um plano de fases do sistema (4.20), plotado com o software Maple, ilustrando
0 caso A = 1.

respectivamente.
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Figura 4.5: Caso A\=1en = 2.

4.3 Superficies de Castro-Chen
Considere os seguintes espacos anti-de Sitter em D?:

AdS? = {(z,w) eD?; ((z,w), (z,w)), = 1} = {(z,w) eD?; ]z\z + \w[f = 1}

Ads? = {(2,w) €D 5 {(z,w), (z,w); = -1} = {(z,w) €D?; |2f2 - wf? = -1},

sendo
() = Re((-, ).
< ) >-|- = Re<<'7 >>-|-7
onde

((v))y = dadsn —dzodz
= (dx% — dy% — da:% + dy%) — 7 (dz1 AN dyy — dxg A dys)
= (), — Twr
Observacgao 4.3.1. Denominamos os conjuntos acima como espagos anti-de Sitter, motivados
pelas assinaturas das métricas (-,-), e (-, ->T dos espacgos em questdo, e levando em consideracao
a definicao usual de espaco anti-de Sitter, ou seja, o conjunto AdAS™ := {x e Rt . \xﬁhl = 1},
cuja assinatura € (n —1,2).

munido da métrica pseudo-riemanniana (-,-), 1,

Definicao 4.3.1. Dizemos que v = (v1,%2) : 1 — AdS® e a = (ay, as) : Iy — AdS? sdo curvas
legendreanas nos espagos anti-de Sitter AdS? e AdS? se satisfazem

(v, Jv),=0 e <a’,Ja>T:0,

respectivamente.

Exemplo 4.3.1. A curva v(t) = (eTt,e_Tt) ¢ legendreana em AdS3?, pois como o seu vetor

|
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velocidade satisfaz V'(t) =

|

(TeTt, —Tefft) e e ™ = e, temos que (V',Jv), = 0. Além disso,

verifica-se que (v,v), = 1.

Observacao 4.3.2. Se v = (y1,%2) = (21 + Ty1, 22 + Ty2) € uma curva legendreana em AdS3,
entao

N7+ = (@) +7y) (@ —Tyr) + (2 + 7y) (22 — TY2)

: (4.28)

onde utilizamos o fato de que (v',7), = 0. Analogamente, se o = (a1, a2) = (x1 + TY1, T2 + TY2) €
uma curva legendreana em AdS3, obtemos

ajan — gy = (o7 +Ty) (21— Ty1) — (25 4+ 1Y) (2 — TY2)
= (Zho1 — yry1 — 2hre + yoy2) + T(T1y) — Ty — Tayh + THy2)
<o/,oz>T +T<()5,JO/>T
= —T<JCE,O/>T
= 0. (4.29)

Definicao 4.3.2. Chamaremos de superficies de Castro-Chen as imagens de tmersées da forma

p=a@0y: 1 xI — D?
(t,s) +— ¢(t,s) = a(t) ©y(s) = (ar(t)r1(s), o2(t)r2(s)),
sendo v e a curvas legendreanas nos espacos anti-de Sitter AdS? e AdS?2, respectivamente.

Teorema 4.3.1. A imersio ¢ : Iy x I — D? dada por ¢(t,s) = a(t) ® y(s) ¢ lagrangeana e
F = <¢t>¢8>* =0

Demonstrag¢io. Como ¢y = (71, 0572) € ¢s = (a17], aeh), usando (4.28) e (4.29), obtemos

(1, 05)), = (dz1dz1 + dzad2a)(dt, ¢s)

= (i) + (b o)
= (afar)(m )+0420427272

= (ahan)(—y27h) + ahany27)
= 0.

Se tomarmos a parte imaginaria da equagdo acima obteremos que a imersdo ¢ é lagrangeana.
Além disso, a parte real da mesma igualdade nos fornece um dos coeficientes da primeira forma
fundamental, a saber, F' = (¢, ¢5), = 0. O

Observagao 4.3.3. Suponha que o vetor velocidade da curva o seja nulo, isto é,
roN
<a , O >T =0.

Logo, o satisfaz
o1 [ = [as]? = 0. (4.30)
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Note que, utilizando a equacio (4.30), juntamente com o fato de v C AdS?, temos

(B, 01)), = (dz1dz1 + dzod22)(dt, bt)

= (aim)(@)m) + (ahy2)(ehy2)
= T+ ahahyeT
= | Eml? + b2l
= [}l + 421 = D)
= o) 2ImlZ +1edlE —1edZim

= |ofl2.

K

Suponha que ajazaaly # 0. Assim, multiplicando a igualdade (4.29) por ayasaady, obtemos
a1 Zlan [azal, = [ab[Z|azffaral.
Novamente aplicando (4.29), encontramos
e [Flan [Farah = [ah]2|azffaral. (4.31)
Multiplicando (4.31) por aiafy, temos
o 2]y [Flaa|[F]ad [ = [ab|?|aalZlaa [Z]e) 2,
e portanto, por (4.30), obtemos
o 2]t Flaa|Flad [ = [af[F]aalZlaa [Z]e) 2.

E assim,
e Zlaa [Flad 2 (Jaa]d — lazl?) =0,

donde segue que
a1 [Flaa[Fledff = 0. (4.32)

Assim, se ocorrer de |o/y|? # 0, entdo a equagdo (4.32) implica que |a1|?> = 0. Logo, multiplicando
(4.29) por a1, obtemos
oy |ar]? = ahdaza.

Logo, ahasay = 0, e portanto, |o|2cac; = 0. Assim, aplicando (4.30), temos
/2 = =0 ¥ =0 2 =0 1 2 =0
|l |saaa1 = =  aya = =  |aglion = =  (1+|uf;) a1 =0,
donde seque que a1 = 0. De ojay — ahas = 0, seque que ayais = 0. Assim,

ehlia =0 = |difiaz=0 = a@=0.

Logo, ag = 0, donde implica que o = (a1, a0) = 0, 0 que é um absurdo. Assim, (4.32) implica que
|o}|2 = 0. No entanto, como {(¢1,:)), = |o|? = 0, obtemos

E = Re((¢, ¢1)), = 0,

donde segue que a métrica é degenerada.

Finalmente, se ajancjaly = 0, entao o) # 0 ou oy # 0, pois caso contrdrio teriamos « nao-
reqular. Além disso, temos que a; # 0 ou ag # 0, uma vez que o C AdS2. Portanto, temos os
seguintes casos a analisar:

(i) Se oy =0 ou oy = 0, entio obviamente |a/y|? = |ah|? = 0;
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(ii) Se an = 0, entdo pela igualdade (4.29) seque que oy = 0, donde |o}|? = |ab|? = 0;

(iii) Se ag = 0, entdo novamente por (4.29) seque que oj =0, donde |o}|? =0

VA : ; 12 _
Em qualquer um dos casos obtemos que ajogaiady = 0 implica em |o}|{ = 0, donde seque que a
métrica induzida também é degenerada, nesse caso.

Observacao 4.3.4. Da mesma forma como acima, suponha que
('), =0,

ou seja,

/ ‘2

12+ 1sl2 = (4.33)

Utilizando a equagdo (4.33), juntamente com o fato de o C AdS2, obtemos

(05, 05)). = (ay)(a1n]) + (a273)(a273)
= | Zm? +leslfal
= JoaZmfE = nli(laal? +1)
= |041‘ ’71’2 ‘0‘1|*"Yl‘i—|’h|z
= _"71‘3

Pelo mesmo raciocinio da observagdo anterior, se considerarmos yi1y2vivh # 0 ou y1y271vs = 0
12 =0 e, portanto,

obteremos que |13
G = Re<<¢s> d)s>> ’71‘2

donde seque que a métrica induzida é degenerada.

Como estamos interessados no estudo de subvariedades nao-degeneradas, pelas observagoes ante-
riores, devemos supor que 7' e o’ sejam nao-nulas. Assim, supondo que 7y e « estejam parametrizadas
pelo comprimento de arco, as seguintes identidades sdo por elas satisfeitas:

(@) Inl?+[rlf=1
®) M2+ sl =a (4.34)
(€) Y17+ 772 =0

(€) [aq]Z — |aglZ = e (4.35)

onde €1,€3 € {—1,1}.

Teorema 4.3.2. A imersio ¢ : Iy x Iy — D? dada por ¢(t,5) = (a1(t)y1(s), az(t)y2(s)) €
conforme. Em particular, os coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem

2
EG - F? = 163 (|aa|? + |71 ?)

Demonstragio. Pelo Teorema 4.3.1, temos que F' = ((¢r, ¢s)), = 0. Para calcularmos os demais
coeficientes da primeira forma fundamental vamos proceder da seguinte maneira: utilizando as
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igualdades (a) e (e) dos sistemas (4.34) e (4.35), obtemos

(dt, 01)), = (dz1dz1 + d22d22) (1, d1)

= (a1m) (@) + (ag72)(ahy2)

= a7 + ahabyete

. 1121 12 524 12

- ’a1|*h/1‘* + ‘042’*|’)Q’*

= [e)Zml? + (la4]f — e2) (1 — Iml2)
= ’0‘/1|z —€2+62”Y1!3

= |osf2 + e2lml?.
Agora, note que, multiplicando a igualdade (f) de (4.35) por aagajal, encontramos
|1 2] [Fagal, = |ab|Z|aslfana].
Aplicando (f) novamente, obtemos
o [Zlen]ara] = [ah[f|aslaraf,

e assim,
o [ZlenlFlan [Flad 2 = [ ]azlZan|2laq 2.

Logo,
la [Zlaa 2 (o Flaaf? — |asZlazl?) = 0.

Como ajagajal, # 0, segue que |a}|2|a1]? # 0, donde obtemos
| Flen [? = asfi]asl?.
Entao, utilizando a equagao acima, juntamente com as igualdades (d) e (e) de (4.35), obtem-se que
s Faal? = |abf (Jaa|? + 1) = laqFlaafi = |aaf? (e2 + |agf?) -
Desta tltima equagdo, segue que |ab|? = ez|a1|?. E assim, obtemos que
E :=Re((¢r, 1)), = Re (|oslf + 2|1 [2) = (Jeal? + [l?) e2.
Similarmente, utilizando as igualdades (b) e (d) de (4.34) e (4.35), obtemos

(s, 0)), = (a171)(e17]) + (a275)(027h)
= Joa 217 + |azlZ]s)2
= Jaal2 2 + (Joal? + D (er — nl?)
= ellarl+ (e1 — 11[2)
= alal?+ |2
= (Joul? + [ml?) e,

onde na tltima igualdade utilizamos o fato de que |v5|2 = €1 |y1/2. Isto pode ser provado utilizando-se
a igualdade (c¢) de (4.34), multiplicada por y17y27]75. De fato, como

Mlim\ivﬁé =~ helin,
aplicando (c¢) novamente, obtemos

— Y1272, = =P e s,
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e assim,
V2l = el a2 2L

Logo,
M (il = halihel) =o.

Como y1727,7% # 0, segue que |v;|2|v1|? # 0, donde obtemos

V1 2m2 = 2 el?
Entao,
al2lvel2 = 1sl2 (1= ml?) = YiZmlE = ml? (e — [al?) -
Assim, [74]2 = [vl3m]3 = erlml? — [1[F1slZ, donde segue que 75| = 1|y |2. Portanto,

G = Re((bs, ¢s)), = (a2 +|11[?) 1.

Resumindo, obtivemos F = 0, F = ¢ (\a1|z + ]’yllf) e G =¢ (\041]3 + ]’yl]z) Assim, G = €16 F,
donde segue que a imersao é conforme. Finalmente, temos que

2
EG - F? = a6 (lonf? + )",
donde segue o resultado. O

Observagao 4.3.5. Na demonstracao do Teorema 4.3.2 utilizamos duas hipdteses adicionais, a
saber, ajagaaly, # 0 e 12y # 0. Tais hipdteses também serdo consideradas no restante do
capitulo.

Observagao 4.3.6. Como estamos considerando que a métrica induzida em £ := ¢ (I x Iz) ¢é
ndao-degenerada, o Teorema 4.3.2 afirma que |a1|? + |y1)? # 0.

Definicao 4.3.3. Seja v : I — D?\ {0} uma curva reqular nao-degenerada, isto é, v satisfaz
det(vy,v’) - det(vy,v’) # 0. O angulo legendreano 6., da curva v € definido com sendo o argumento
do nimero paracomplezo

det(v,7") = 7175 — v271-

Considere ¥(t) = (71(t),72(t)) = v(f(t)) = v(s) uma outra parametrizacao da curva v = 7(s).
Entao, como
N () = fWs) e R'(t) =f(t)nals),

temos que

det(3,7)(t) = (%' —%n) @)
= f(t) (mra —72n1) (f(2)
= f'(t)det(v,7)(s)-

Como estamos considerando 7 regular, temos que f'(t) # 0 e entdo 6, = 65

5, ou seja, o angulo
legendreano independe da parametrizagao.

Proposicao 4.3.1. Sejam v : I} — AdS? ¢ o : Iy — AdS? duas curvas requlares, néo-
degeneradas, parametrizadas pelo comprimento de arco. Se v e « forem curvas legendreanas, entdo
elas satisfazem

Y ey — K,YT’)/ =0 e o —ea—-K,7d =0,

sendo K e K, suas respectivas curvaturas. Além disso, os dngulos legendreanos satisfazem

Hiysz e 0 =K,.

[0}
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Demonstragao. Como ~y satisfaz as propriedades (a), (b) e (¢) do sistema (4.34), podemos ver que
{7,J7,7,J7'} é uma base ortonormal para D?, munido da métrica (-,-), = do? — dy? + dx3 — dy3.
Portanto, podemos escrever
7' =ay +bJy+cy +dJY.
Novamente utilizando as propriedades satisfeitas pela curva v, podemos ver que b=c =0, a = —¢;
e d = K, sendo K, a curvatura de v em AdS?. Assim, a curva v satisfaz a seguinte equacio
diferencial ordinaria de 2* ordem

7'+ e1y — Ky = 0. (4.36)

Por outro lado, utilizando as propriedades (a), (b) e (c) de (4.34), e o fato de que e1|y1]2 = [74]?,
obtemos

det(y,7) -det(v,7) = (mvs —271) (v —27)

= mP%? - (BR) — v (7275) + 2l 22

= M2 - nv (=) — N (—7171) + a2 2
|2 2+ |2 2712
2

+ 71121
F

= |ml3el + Il
= alml—ImEE+ImliEn
= ealnli+ M1E (Il + k)
= |[VZ+elnl?

= [+ sl

= 61.

+ P2+ e

Assim, o angulo legendreano ¢, de «y estd bem definido e entao, podemos escrever

+e™, se eg=1¢€ 6=0
det(y,7") = £70%e™ = '
7 +7e™, se e =—-1 e 6=1.

E assim, derivando tal igualdade no primeiro caso (e; = 1), e utilizando (4.36), obtemos

™0, = (s — )
! ! 1’ ! ! "
Y1Y2 T Y12 — Y271 — 2
M (K“/T'Yé - 61’72) -2 (KW% - 61’Y1)
= Ky (nv —7271)

= j:TK7679” )
donde segue que
/
K, =40.,.
Analogamente, derivando tal igualdade no segundo caso (e; = —1), obtemos novamente que
/
Ky, =79,

Assim, em qualquer um dos dois casos, obtemos K., = OZY. Em relagao a curva
0= (on,00) : Iy — AdSE = {(2,w) € D ; Jef? — [uf? = -1},

utilizando as propriedades (d), (e) e (f) de (4.35) satisfeitas pela curva «, podemos provar que
{a, Ja, o, Jo'} forma uma base ortonormal para o espaco D?, munido da métrica (-, -)T. Assim,
podemos escrever

o =aa+bJa+ca' +dJad.
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Denotando por K, a funcio curvatura de a no espaco AdS? e utilizando as propriedades satisfeitas
pela curva «, podemos ver que b =c =0, a = ey e d = K,. E assim, « satisfaz a seguinte equagao
diferencial ordinéaria de 2% ordem

o —ea—Ky,Jo =0. (4.37)

Da mesma forma como procedemos com a curva 7, podemos escrever

+ela ge =1

+re™e ge ey = —1

det(a, o) = {

uma vez que det(a, ') - det(a, ') = €3. De fato,

det(a, @) - det(a, /) = (a10 — azal) (ahy — asa))

=l labf? - asaf (ahaa) — afar (asah) + lazl?lai

= |aaZJasl? — anaf (afan) - afar (araf) + Jasfaf?
= Jenlagf; —fenllad 2 — e laa|? + [asl3lad 2
= Jeul? (Jo1l? = e2) — | Zai[Z — | [Flaa]Z + |azfflad |2
= —elali — [ (Jaifl —a2?)
= —elall +]aif]
= —lonfi +|en:
= €9.

Como fizemos com a curva 7, derivando a forma polar acima, tanto para e = 1 quanto para
€ = —1, obtemos K, = 6.,. O

O resultado a seguir nos fornece uma reciproca para a proposigao anterior.

Teorema 4.3.3. Sejamn duas curvas v : I} — AdS? e a: Iy — AdS2, com curvaturas K, ¢ Ko,
respectivamente.

a) Suponha que v satisfaz v + ey — K7y = 0. Entao,
v

v € legendreana <= (7/(0),7v(0)), =0 (0 € ).

(b) Suponha que « satisfaz /' — eaav — Koma = 0. Entao,

a € legendreana <= <o/(0),70z(0)>1_ =0 (0€Iy).

Demonstra¢iao. Em relagio ao item (a), considere f : [y — R dada por f(s) = (7/(s), 7y(s)),. Por
hipétese, obtemos que

fis) = ("(s).m(s)), + (V(8), 7/ (s)),
= <K (5)77'(s) — e1v(8), T(3)),
= Ky(s)(m7'(s), 7(s > - 61@(8) Y(8))
Ky (s)(7'(5):7(s)),
= 0,
donde segue que (7/(s),7y(s)), = ¢ € R, para todo s. Em particular, se tomarmos s = 0, temos,

por hipotese, que ¢ = 0, donde segue o resultado. O item (b) prova-se de forma completamente
anéloga: basta comprovar que a funcao g(s) := (&/(s), 7a(s)), é constante. O
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A seguir, queremos relacionar o dngulo lagrangeano da imersao ¢, com os angulos legendreanos
0o e 0 das curvas o e 7. Assim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.4. Sejam v : [ — AdS? e a : Iy — AdS? duas curvas requlares, nio-degeneradas,
legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco, e ¢ : I} x Iy — D? a imersdo dada por
o(t,s) = (a1(t)y1(s), aa(t)y2(s)). Se a métrica induzida em £ for ndao-degenerada, entio temos
que o dngulo lagrangeano By da imersao ¢ € dado por

Bg(t,s) = 0(s) + 0a(t).

Demonstracao. Primeiramente, utilizando as igualdades (a) e (¢) de (4.34), além das igualdades (d)
e (f) de (4.35), obtemos

Q(¢t7 ¢S) = det(¢t7 ¢S) = a/171a27§ - 041’730/2'72
1 _ _
= 0/1’}’1012’Yé - ﬁama’zaﬂhl
172 _ _
= dmayy — o (o an)(—572)
- ! !
Q271
= e 2 g a2
271 271
al ,Y/
= L2 (Jou[2]n2l2 + [0 l?]azl?)
Q271
al ,y/
= % [on2(1 = D) + I+ |aa]?)]
! !
172 2 2
— . 4.38
22 (jonf2 4 nl?) (4.38)

Por outro lado, aplicando a igualdade (d) de (4.35) nas linhas 5 e 6, juntamente com a igualdade
(f) de (4.35) nas linhas 3 e 5, segue que

det(vy,7") det(a, /) = (’yl’yé — fyg’y{) (0410/2 — 0420/1)
) O 2 et} 2 / ! / /
= Myl — e —leali — Yireanay +Y2ahaz
aq o
o, o) aq o
= yplenli= — nslasli = — Yineaiah— +vieatas—
(8%) (0%)) aq Qa9

,yl,y/a/ a/ a/
= 2L (|2 = |aol?) + Yy —=ee)? — e 2] aa
a9 6%} a1

/O/ / O[/
= RN D (fagf2 — | ?)
a9 a1
_ Y1005 750 (4.39)
aq Qa9 ' .

Além disso, aplicando a equacdo (f) de (4.35), e as igualdades (a) e (c¢) de (4.34), encontramos

/ ! = / ! = / /
Y1720 — Yo Y10 (] o « _
L=z = 201 = L(yin—wmm)=— (Vnr-nmn?)
e51e%) g 271
/

= o (= T2v2 — valml?)

= 12 (4.40)
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Portanto, substituindo (4.40) em (4.39), obtemos

! A
Q179

det(v,v") det(o, o) = ——=.
(.7 det(a o) = 1122

(4.41)

Finalmente, pela demonstracao da Proposicao 4.3.1, sabemos que os niimeros paracomplexos det(~y, )
e det(a, /) satisfazem

det(v,v') - det(y,7") = €1 e det(a,d) - det(a,a’) = €.
Entao, a Proposicao 1.1.1 afirma que
arg (det(v,7) - det(a, ') = arg (det(v,v)) + arg (det(c, ') = 6 + ba.

Logo, utilizando as igualdades (4.41) e (4.38), segue

Y
H'y“'ea = arg <_Cil’}12>

= arg <Zjl% (a2 + !”}’13))
271
= arg(Q¢y, ds))
— B,
]

Corolario 4.3.1. Sejam v : I} — AdS® e o : [y — AdS? duas curvas requlares, nio-degeneradas,
legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco, e ¢ : Iy x Iy — D? a imersio dada
por ¢(t,s) = (a1(t)y1(s), aa(t)y2(s)). Se a métrica induzida em £ for nao-degenerada, o vetor
curvatura média de ¢ € dado por

- 1
H=—— (Kond)t + 6152K7J¢s) y
2F
sendo E = (Ja1|? + [11]?) e2.
Demonstracao. Para calcular ﬁ, utilizaremos o Teorema 2.2.2; o qual garante que 2H = —JV By.

Sabemos que ¢ é conforme e os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por F' =0 e
B = |G| = }|Oé1|f + |71\3‘ Ento, denotando
_1 _1
€1 = |E 2¢t e e9:= |E Qd)S’
obtemos que

108

e1(s) = dBsler) = |EITH 52 o ealBy) = dBaler) = |EH 7.

Usando a igualdade do Teorema 4.3.4 e a Proposicao 4.3.1, temos
1 1 1 1
dBy(er) = |E|"20, = |E["2 Ko e dBy(e2) = |E| 20, = |[E[ 2 K,.

Como .
1= (e en)., = (1B 7360 B 7200) = |BI™ 60 00). = 1
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_1 _1 _ - E
2 = (exea). = (JB| 736, [ B 205) = |BI'(60,04), = |BI7'G = cvearp,

entao {e1, ea} forma uma base ortonormal do espaco tangente a subvariedade. Assim,

Vﬁ(b = €1dﬁ¢(€1)61+62d5¢(62)62
[E|™! (61K adr + £2K405) -

Portanto,
= _%J(V@b) = _%‘El_l (1Ko b + 2K, 95)
ou seja,
H=— 2E (KaJ bt + €162y T 9s5) ,
uma vez que —— = E~ L -

B

Corolario 4.3.2. Sejam v : I} — AdS® e o : [y — AdS? duas curvas requlares, nio-degeneradas,
legendreanas e paramelrizadas pelo comprimento de arco, e ¢ : Iy x Iy — D? a imersio dada por
o(t,s) = (a1(t)y1(s), aa(t)y2(s)). Assumindo que ¢ é nao-degenerada, temos que ¢ é minima se, e
somente se, v e a sio geodésicas em AdS? e AdS?, respectivamente.

Demonstracdo. Suponha que H = 0. Pelo Corolario 4.3.1, temos que

_Ka<¢t7 ¢t>* = KCY<J¢t> J¢t>* = _6162K’Y<J¢S7 J¢t>* -

donde segue que K, = 0. Analogamente, conclui-se que K., = 0. Desta forma, o fato de ¢ ser minima
implica em « e v serem geodésicas. Reciprocamente, se a e 7y sao geodésicas, entao K, = K, = 0.
E assim, pelo Corolario 4.3.1, segue que H = 0. O

Proposicao 4.3.2. Sejam v : I; — AdS® e a : I, — AdS? duas curvas requlares, nao-
degeneradas, legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco. Considere ¢ : Iy x Iy — D?
a imersao dada por ¢(t,s) = (a1(t)y1(s), a2(t)y2(s)). Se ¢ é nao-degenerada, entio a curvatura

. . . . =2 .
média da imersao ¢ satisfaz |H|, = p se, e somente se, as curvaturas de vy e o satisfazem

K,% = —4pe1|71|? — €169k
K2 = —4pes|ay|? + &,

respectivamente, para algum Kk € R.

Demonstracdgo. Como ¢ é conforme, podemos ver que

1

2
(d.8) = (‘23) (Kad 1 + 162, J65, Ko o1 + 162k, J ).

= g E2 (Ka(T60, Jou), + 20162 Ka s (T61, T6s)., + Ko (e162)*(T 65, ),

= (K ¢ta¢t +261€2K01K’Y<¢t7¢5>* +K3<¢sa¢s>*)

5 (EK2 4+ 2Feie2Ko Ky + GK?)

m\%\%\

5 (EK2 + c162EK2)

1
= _E (K2 + €169 K )
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. . ~ L. - 2 Lo
Assim, a imersao ¢ tem curvatura média constante |H|, = <H, H> = p se, e somente se,
*

K2+ e1e,K2 = —4Ep. (4.42)
Finalmente, como E = (|a1|2 4 |71?) €2, temos que a igualdade (4.42) ¢ equivalente a
K2+ 4pesay | = —€1€2K$ — dpea|m |3 =k,

onde k € R, uma vez que vy depende de s e a depende de ¢. O

A seguir, vamos verificar quais sdo as geodésicas nos espacos anti-de Sitter AdS? e AdS3. O
procedimento serd o seguinte: em relacio ao espaco AdS?, vamos considerar a seguinte aplicacio do
tipo proje¢io de Hopf:

7 AdS® —  AdS?*(1/2)

1
(zw) — 5 (22, |22 = wf?),

4
que tal aplicagdo projeta curvas legendreanas parametrizadas pelo comprimento de arco do espago

AdS? em curvas parametrizadas pelo comprimento de arco em AdS?(1/2), com a mesma fungio
curvatura, a andlise das geodésicas no espaco AdS? recaira sobre a analise das geodésicas no espaco
AdS%(1/2).

1
onde AdS?(1/2) = {(z,:z;) EDXR; |22 +2% = } Apoés provarmos um resultado que garante

Observacao 4.3.7. Denominamos a aplicacdo m acima como uma projecao de Hopf motivados pela
definicio usual desta projecio, a saber, uma aplicacio S® — S? que descreve a 3-esfera canodnica
S3 em termos de fibras, onde cada fibra é um circulo, um para cada ponto de S>.

|23

a2
Lema 4.3.1. Considere a aplicagdo m : AdS® — AdS?(1/2) dada por 7n(z,w) = | zw, 2]w|*>

Tem-se que m(zo,wo) = m(z1,w1) se, e somente se, (z1,w1) = N z0,wo), para algum X\ € D com
AZ=1.

Demonstracdo. Primeiramente, note que tal aplicacao esta bem definida, pois

2 2\ 2 4 4
-2 |Z|*_|w‘* _ 1 2 2 |Z|* |w|*
sol? + (225 = e By
2
(=l A+ [wE)
4
1

Agora, se existir A € D com |A\|? = 1 de modo que (z1,w;) = A(z0,wp), entdo certamente obtemos

(21, w1) = = (221707, |21 ]2 — w1 ]7) =

(2)\205\7170, A\ (|Zo‘3 — ‘woﬁ)) = )\Xﬂ'(Z(),’wo).

N —
N | —

Reciprocamente, se m(zp, wo) = 7(z1,w1) entdo

(4.43)

2oWo = 21Wq
2012 — Jwol2 = |z1]2 — Jw:[3.

Como (z,wo), (21, w1) € AdS?, temos que a ultima igualdade do sistema (4.43) nos fornece as
seguintes informacoes: |z0|2 = |21|2 e |wo|? = |w1|?. Logo, existem A\, N € D, com A\ = 1e AV

-
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tais que 21 = A\zg e w; = Nwp. Agora, pela primeira igualdade do sistema (4.43), segue que
21w = )\YZ()QEO = )\Wzlwl.

Portanto
()\W — 1) z1w1 = 0.

Se z1 = 0, entdo certamente zg = 0, e portanto,

(z1,w1) = (0, N'wg) = N (20, wo).
Analogamente, se w; = 0, entdo wg = 0, e portanto,

(z1,w1) = (A20,0) = A(z0, wp).

Finalmente, se AN = 1, entdo A = ). Logo

(21,w1) = (Azo, N'wo) = (20, wp).
Assim, em qualquer uma das possibilidades, segue o resultado. O

Dando continuidade as ideias acima, apresentamos a definicdo seguinte.

Definigao 4.3.4. Considere M e B variedades pseudo-riemannianas. Dizemos que uma aplicacdo
7 M"k — B* ¢ wma submersio pseudo-riemanniana quando as sequintes condig¢des forem
satisfeitas:

(i) ™ é uma submersdo;
(i) d”p’,%@ : Ay — TrpyB € uma isometria, ¥V p € M.

Denotamos por 7 := {H;, ; p € M} a distribuicao horizontal da submersio w: para cada p € M,
o subespaco F;, é o complemento ortogonal do subespaco ¥, o qual é definido por

Yy = ker (dm,) C T, M.

Observacao 4.3.8. Sendo dm, uma aplicacao linear sobrejetora, seque que a diferencial dm, restrita
ao subespaco 7, é um isomorfismo linear, para todo ponto p € M.

Proposicao 4.3.3. A aplicagio
7 AdS® —  AdS?*(1/2)
() 5 (220, ]e2 ~ wl?),
€ uma submersao pseudo-riemanniana.
Demonstracio. Dados z = (21, 22) € AdS? e X = (X1, Xo) € 2, C T,AdS?, como
T.AdS? = {w e D*; (w,z), =0},

temos que (X, z), = 0. Agora, considerando a curva «(t) = €7z, notamos que ¢ satisfaz +(0) = z,

/(0) =7z = Jz e 1(t) € AdS? para todo t. Pelo Lema 4.3.1, segue que 7(1(t)) = 7(z) e entdo
dr,(Jz) = (m o) (0) = 0.
Logo, Jz € ker(dm,) e entdo, (X, Jz), =0, pois X € 7. Portanto, o vetor X satisfaz

0= (X,z2), — 7(X,J2), = ((X,2)), = X171 + Xo73. (4.44)
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Como
dr.(X) € Tr(»)AdS*(1/2) = {w € D x R ; (w, w(2)); = 0},

onde
|- 1F = () = dai — da + da3,

entdo dada a = (a1, a2) : (—€,€) — AdS? tal que
a(0) = (a1(0),a2(0)) = (21,22) =2 e /(0) = (a}(0),05(0)) = (X1, X3) = X,

temos que dm.(X) = £/(0), sendo B(t) = w(a(t)). Portanto, um céalculo direto mostra que

1 _ _ -
B(t) == (2(0/1072 + arab), doq + anoly — abag — ago/Q) .

2
1 — — .
E assim, obtemos 3'(0) = 5 (2(X172+ 21X2), X17Z1 + 21.X1 — XoZ3 — ZQXQ). Aplicando (4.44), se-
gue que - o
dr.(X) = '(0) = (X172 + 21.X2, X171 — 22X2) .
Entao,
(dr(X),dr. (X)), = (X172 +21X2) (X172 + 21X2) + (X171 — 22X2) (X121 — 22.X3)
= X112 (Ja1l2 + |222) + 1 X207 (J21]2 + |22]3)
= X1 + X/}
= <X7X>*

Pela identidade de polariza¢do paracompleza, obtemos
<d7TZ(X)v dﬂ-Z(Y»l = <X’ Y>*7
para todos X,Y € J7Z,, ou seja, dm,|,, ¢ uma isometria. O

Teorema 4.3.5. A submersdo w projeta curvas legendreanas parametrizadas pelo comprimento de
arco em curvas parametrizadas pelo comprimento de arco com a mesma fungao curvatura.

Demonstracio. Seja v : I — AdS? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, isto é,
{(v',4'"), = €1. Suponha que 7 passe pelo ponto p € AdS3. Sendo dﬂp\:% Y Tﬂ(p)AdSz(l/Q)
uma isometria, entdo a curva projetada

E:=mony: I — AdS*(1/2)
satisfaz
<§/’§/>1 = <d77(7l)7d7r(7/)>1 = <7/7’71>* = €1

Portanto, ¢ ¢ uma curva em AdS?(1/2) parametrizada pelo comprimento de arco. Agora, para
provar que K¢ = K,, adaptaremos as ideias da secao 1.5 a este caso. Sendo .7 a distribuigao
horizontal de 7w, podemos escrever

T,AdS? = 7, @ [J4],

uma vez que a curva -y passa por p. Como v é legendreana, isto é, satisfaz (7, Jv), = 0, entao
é um vetor horizontal. Mais ainda, como dmr(y’) = &', entdao 7/ é o levantamento horizontal de &’
Assim, considere D, V* e V as conexdes Levi-Civita em D?, AdS? e AdS?(1/2), respectivamente.
Logo, V* ¢ a conexao de Levi-Civita relativa a métrica (-,-), |, qq3-

A ideia aqui serd provar que o levantamento horizontal de V¢’ é V;,q/’ . Primeiramente, note que,
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sendo v legendreana, entio
0="(Y,J7), =(Dy¥ J7), + (7, Dy Jv),.
Como (D?,J,((-,-)),) ¢ para-Kéhler, entdo D./Jy = J (D). Logo,
Dy I7), = =7 Dy I7), = =7, T (D)), = (v, I7), = 0.
Por outro lado, pela formula de Gauss, temos que

(D', Jv), = (Vs Jv), 4+ (MY, 7). J7),

Assim, (V*,9/,Jy), = 0 e, portanto, o campo V*,' & horizontal. Agora, como dr(y) = ¢,
denotando por X e X as extensdes locais de & e v/, respectivamente, temos que dﬂ'()?) = X. Seja
Z um campo de vetores sobre AdS?(1/2) de forma que exista um campo de vetores horizontal Z

sobre AdS? tal que dw(Zv) = Z. Por um lado, pelo fato de d7rp|% ser uma isometria, temos

X(2,2), = 2VxZ,2), = 2<d7r (V/;/Z) ,dw(2)>1 - 2<V/;/Z, 2> . (4.45)
Por outro lado, obtemos
X(Z,7), = X<d7r(Z), dw(Z)>l - X<Z, Z>* - 2<V}Z, Z>*. (4.46)
Entao (4.45) e (4.46) implicam em
<§}/Z -viZ, Z> —0,
donde segue que
ar (Vi Z) = dr (VxZ) = VxZ.
Em particular, tomando Z = X, obtemos dm (V}X’) = VxX, e portanto,
dm (v,t/W/) = VEIé_l.
Assim, Vi,v’ ¢ o levantamento horizontal de V¢/&', e entao
(Vert ,Ve'), = (dn (V) dr (V,’;/'y’)>1 = (V2 , Vi),
Logo, por defini¢ao, segue que K¢ = K. O

Finalmente, estamos aptos a realizar a analise das geodésicas no espaco AdS3. Como K = K,
faremos esta anélise estudando condi¢des para que a curva projetada & = oy : [; — AdS?(1/2)
seja uma geodésica.

Teorema 4.3.6. Se ¢ for uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco em AdS?(1/2),
entao & admite uma das seguintes parametrizagoes:

&(t) = Acos(2t) + Bsin(2t) ou &(t) = Acosh(2t) + Bsinh(2t),
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respectivamente aos casos de &' ser do tipo espago ou tempo, sendo A = £(0) e 2B = £'(0).

Demonstragio. Por definicao de geodésica, temos que V&' = 0. No entanto, como

" _ (5//)T + (5//)1_ _ Vglf/ + (gll)J_

Vet = (") € Te (AdS*(1/2)) = {v e R?; (v,&); =0} = ¢t

temos que (¢”)% é um maltiplo do vetor &, digamos (£”)+ = a. Portanto, ¢ satisfaz
¢ —at =0.

1
Agora, como (§,&); = —, derivando tal igualdade obtemos (¢’,£); = 0. Derivando novamente ¢

utilizando o fato que (¢/,¢’); = €1, obtemos

—e1 = —(€,€), = (€",€), = al, €, = 7.

Portanto, a = —4eq, e £ satisfaz
5” + 4e1£€ = 0.

Assim, se €; = 1 e, portanto, £’ + 4¢ = 0, entao & deve ser da forma
&(t) = Acos(2t) + Bsin(2t),

sendo A = £(0) e 2B = ¢/(0). Por outro lado, se e = —1 e, portanto, §” —4¢ = 0, entdo £ deve ser
da forma
&(t) = Acosh(2t) + Bsinh(2t),

sendo A =¢(0) e 2B = ¢£'(0). O
Agora, faremos o mesmo procedimento para o espaco AdS2. Considere a projecio de Hopf:
7 AdS? —  AdS%(1/2)
(w) > 5 (2em o2 + )
sendo AdS2(1/2) {(z,x) EDXR: |2 — 22 = —i}

2 2
Lema 4.3.2. A aplicagdo * : AdS? — AdS?(1/2) dada por 7*(z,w) = (zﬁ), W‘) satisfaz

7 (20, wo) = 7*(21,w1) se, e somente se, (21, w1) = A(20,wo), para algum X\ € D tal que |A|? = 1.

Demonstracdo. Note que tal aplicacao estd bem definida, pois

2 2\ 2 4 4
—12 _ |Z|*+|w‘* _ 1 2 2_|Z|*_|w|*
B = I B
2
(2B =)
4
B 1
= T

Supondo (z1,w1) = A(20,wp), para algum A € D com |A|2 = 1, entdo teremos

1 _ _
(21, w1) = 3 (2Xz0Awo, (|Az0l2 + [Awo|?)) = AAT* (20, wo).
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Reciprocamente, se 7*(zo, wp) = 7*(z1, w1 ), entdo

(4.47)

Z0Wo = Z1W1
202 + Jwo|? = |12 + w1 |2

Como (zg,wp), (21, w1) € AdS?, a tltima igualdade do sistema (4.47) garante-nos que |20|2 = |21]2
e |wol? = |wi|?. Logo, existem A\, N € D, com A\ = 1 e NN = 1, tais que z; = Az e wy = Nwy.
Agora, pela primeira igualdade do sistema (4.47), segue que zowy = 21w = AN zpwp. Assim,

(AN = 1) zowy = 0.
Se zg = 0, entdo z; = 0, e portanto,
(21,w1) = (0, Nwg) = N (20, wp)-
Analogamente, se wy = 0, entdo wy; = 0, e portanto,
(z1,w1) = (A20,0) = A(z0, wp).
Finalmente, se AN = 1, entdo A = \. Logo,

(21, wl) = ()\Zo, )\,wo) = )\,(Zo,wo).

2 2
Proposicao 4.3.4. A aplicagio ©* : AdS? — AdS?(1/2) dada por 7*(z,w) = (zw, W)

€ uma submersao pseudo-riemanniana.

Demonstragdo. Dados z = (21, 29) € AdS? e X = (X1, Xs) € % C T,AdS?, como
T, AdS? = {w eD?; (w,2); = O},

temos que (X, z)T = 0. Além disso, tomando t — €'z, que é uma curva contida em AdS?2, podemos
mostrar que Jz € ker(dn?), e entdo, (X, Jz) = 0. Portanto, como

wr(X,2) = (X, Jz).,

segue que
0= (X,2), — 7(X,J2), = ((X,2)), = X171 — Xo75. (4.48)

Agora, como
A3 (X) € Trv(AdS2(1/2) = {w €D x R 5 (w, 7*(2)), = 0},

onde
’ ' |% = <'7 '>2 = diﬁ% - dl’% - dl’%,

entdo dada a = (a1, a9) : (—¢,€) — AdS? tal que
a(0) = (1(0),2(0)) = (21,22) = 2 e/ (0) = (21(0),25(0)) = (X1, X3) = X,

temos que dri(X) = 4'(0), sendo B(t) = 7*(a(t)). Logo,

B(t) == (2 (0/1072 + 041072> , oot + a4+ ahas + a2072) )
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Portanto, aplicando (4.48), temos

dni(X) = 8(0) = (X172 + 21.X2, X171 + 22X0) .

Entao,
<d7T:(X)7d7":(X)>2 = (X15+ 2’172) (X15+ 2’172) - (XlzT—i- 2272) (X171+ 2272)
= X172 (Je2l2 = |21f2) + 1 Xal7 (|22 ]2 — [22]2)
= |X1|* - |X2|*
= (X, X)T.

Pela identidade de polariza¢do paracomplexa, obtemos
(drZ(X),dn7(Y))y = (X,Y),,

para todos X, Y € JZ,, ou seja, dﬂ':’j@ é uma isometria. O

2 2
Teorema 4.3.7. A submersio m : AdS? — AdS2(1/2) dada por n*(z,w) = (zw, ]z]*+2w]*)

projeta curvas legendreanas parametrizadas pelo comprimento de arco em curvas parametrizadas
pelo comprimento de arco, com a mesma funcdo curvatura.

Demonstragio. Seja o = (a1, as) : I — AdS? uma curva legendreana parametrizada pelo com-
primento de arco, ou seja, (o, Ja) =0e (o/,a') = €, e denote por

ni=n"oa: I, — AdS%(1/2)
a curva projetada. Como o’ ¢ um vetor horizontal, segue da proposi¢ao anterior que
',y = (dn*(a),dn*(a)), = <O/,O/>T = €.
Portanto,  é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em AdS?(1/2) . Assim, resta
provar que K, = K,. Para isso, denotemos as conexoes de Levi-Civita em (]D2, (-, >T) , AdS? e
AdS?(1/2) por D, V, e V, respectivamente. Assim,
o' =Dyd =V,gyd + (Da/o/)L e n'=Vyn + (n")*.
Sendo « lagrangeana, obtemos, pela férmula de Gauss, que
0 = o/<o/, Ja> = <D o Ja> + <a’,Da/Joz>T

= (Dad,Ja) +(,J(Duwa)),
< /O/,Ja> <a Ja>
< a/o/,Ja>

< v @ Ja>T + <(O/’)L , Ja>
=

V*a/a Ja> 5

T

portanto, Vo é horizontal. Agora, denotando por X e X as extensdes locais de n' e o/, respecti-
vamente, temos que dr*(X) = X. Além disso, considere um campo de vetores Z sobre AdS2(1/2)
de forma que exista um campo de vetores horizontal Z sobre AdS? tal que dr*(Z) = Z. Como

X(Z2,Z)y =2AVxZ,Z)y = 2<d7f* (V/;Z) vd”*(2)>2 - 2<V/)\</Z’ Z>T
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X(Z,7), = X<dw*(2),d7r*(2)>2 = X<Z, Z> - 2<v*)~(2, Z> ,
T T
entao o o
(Vx2-V.32.Z) =0,
T
donde segue que dr* (V*;(Z) = VxZ. Em particular, tomando Z = X, obtemos
dr* (Vigad') = V.
Portanto,
(Vi Vn’nl>2 = (Viwd, V*O/O/>-r’

donde segue que K; = K,. O

Finalmente, analisemos as geodésicas do espaco AdS3. Como 7* preserva a funcio curvatura,
queremos saber quando 7 satisfaz V,;n’ = 0. Assim como fizemos para curvas em AdS?(1/2),
podemos seguir os mesmos passos e concluir que uma geodésica n em AdS?(1/2) deve satisfazer a
seguinte equagao diferencial:

0" — 4ean = 0.

Obtemos, assim, o seguinte resultado.

Teorema 4.3.8. Se 1 for uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco em AdS2(1/2),
entdo n admite uma das sequintes parametrizacoes:

n(t) = Acosh(2t) + Bsinh(2t) ou n(t) = Acos(2t) + Bsin(2t),
conforme ' seja do tipo espago ou tempo, respectivamente, sendo A =n(0) e 2B = n/(0).

Observacao 4.3.9. Através dos Teoremas 4.3.6 ¢ 4.3.8 podemos concluir que os espagos AdS?(1/2)
e AdS?(1/2) possuem as mesmas geodésicas, quando estas sdo parametrizadas pelo comprimento de
arco. FEssa informacdo jd era esperada, uma vez que tais espag¢os sGo anti-isométricos. Logo, as
geodésicas positivas (geodésicas com vetor velocidade tipo espaco) de uma sao as geodésicas nega-
tivas (geodésicas com vetor velocidade tipo tempo) da outra. A anti-isometria € dada pela aplica¢do

¢:AdS%*(1/2) — AdS?(1/2)
(z,2) — (Jz,2),

a qual estd bem definida, pois

e satisfaz

(dC(X),dC(Y))y = (X, )y,
para todos X,Y € X (AdS?*(1/2)).

No que segue, estudamos a autossimilaridade da superficie de Castro-Chen & = ¢(I; x I3).

Teorema 4.3.9. Sejam v : I} — AdS? e a : Iy — AdS? curvas regulares, nio-degeneradas,
legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco, e ¢ : I x Iy — D? a imersio dada por
o(t,s) = (a1 (t)v1(s), aa(t)y2(s)). A superficie de Castro-Chen £ = ¢(I1 x I2) € autossimilar se, e
somente se, as curvaturas de o e 7y satisfazem as sequintes equagoes

K, = 2)\<o/1, Ja1>* e K,= —2)\<71, J’yl>*,
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respeclivamendte.

Demonstracdo. Por um lado, pelo Corolério 4.3.1, temos que

. 1
<H,Nt>* = 5 (Kadu + c12K, 6, J6).

- _i (Ka<=]¢ta J¢t>* + 6162K’7<J¢sa J¢t>*)

1

= —35 (—Kalot, d1),)

Kq
2

. 1
<HN> = —5p{KaJo+ ek, J6,, J6s),

= 1 (Ka<<]¢t’<]¢s>* +€152KV<J¢8’J¢S>*)

C2F
_ﬁ (—6162K’y<¢87 ¢S>*)

Ky
5

Assim, obtemos

3 K. B} K
<H,Nt> =5 e <HN> ==L (4.49)

Por outro lado, utilizando o fato de que 7z = —7Z, encontramos

(6N, = (crm) ) + (o) ()
-7 [06171071%—1— a272072@}

= 7 [Inaraf + relZagas
= 7 [[nRaaf + helZafa
= —7 (Il + k) ad

= —7‘041071,

e, consequentemente,

(6, Ni), = Re((¢, Vy)), = — (0, Jan),. (4.50)

Além disso,
(¢, Ns)), = (o) (Taa)) + (a272) (Tazvs)
= 7 larmar] + azvoazg)
= =7 [Joa Py + loal?273]
_ 2. T 2 T
= -7 [\041!*7171 - \042’*’71’71}
= =7 (loal2 = Ja2l?) ]

= TN,

e, logo,
(6, Ns), = Re((¢, Ni)),. = (71, I ), (4.51)
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Finalmente, como H + \¢T = 0 se, e somente se,

(H,Ne) + Mo, N, =0
(H.N.) +Mo.No), =0,

aplicando (4.49), (4.50) e (4.51) no sistema acima, obtemos

0= (F,Ne) +Ao V), = % + A (—(a), Jar))

. K
0=(H.N,) +\o,N,). = =+ A0 I),
Portanto, seguem as igualdades
K, = 2)\<o/1, Ja1>*
K’Y = _2)‘<’Yia J’}/1>>|<

Exemplo 4.3.2. Dado 6 > 0, denote ss = sinh(d) e c¢s = cosh(d), e considere a curva sequinte:

Y5 = (v51,7s2) : R — AdS® C D?

S — # (67’8687056_%T) )
\eE+1
/ 1 TC§S =T
Como 73(s) = ——— (’7'656 ,—Te © ), temos que
/.2
cs+1
2
1 T S—
(s, = (o | (T e e 7 )
cs+1
= 1 1 e
= C§ 1 + c(;e e
1
_ Q%H>u+%)
=1
e
b TCsS T Tess e
(75, J7)) 5 7'656 TeTCS + (—T)e % Tese <
cs+1
1 TC S —TCs§S — —I8 18
1 7'7' cse’ %% — TTcse % ecé)
2
1
C% 1 (TTcs — TTCs)
= 0.

Portanto, vs € uma curva legendreana em AdS3. Além disso, tal curva é parametrizada pelo com-
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primento de arco, uma vez que

2
1

(i), = | o= | (resersraem s (<re78) (%))
2
i

= ( > TT cie e Tc”—i—(—r)(—r)e*%e%)
= P

6

:( Y@y

Agora, tome a curva

a:R — AdS? c D?
t —— (sinht,cosht),

que é uma curva legendreana parametrizada pelo comprimento de arco em AdS3, pois satisfaz

(@, )

= -1, <o/,o/>_r =1 e <o/, Ja>_|_ =0.

Com base nas curvas s e «, considere a aplica¢do

s =a®y R — D?
1 .
(t,s) — —— (sinh(t)e”‘ss,clg cosh(t)e ©s ) .

\E+1

A imersio ¢g é autossimilar, ou seja, satisfaz a equacgdo ﬁ—%—)\qb(gj‘ =0, para algum X € R. De fato,
tome A
cs—1
A= —
2¢5
Pela Proposi¢do 4.3.1, a curva -5 satisfaz
%5 — s — Kq55 = 0.

Equivalentemente, K, = (75, Jvj),. Como

(¥, %)), =

temos que
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Por outro lado, como

2
1

V51, Jv81), = ¢ | ———
\/cg—&—l

¢ S h2 2
= h — cosh
(Cg n 1) (sinh®(css) — cosh?(css))
%
a+1

(Re (T€™°) Re (1€7°°) — Im (7€7%°) Im (1€"“%))

temos que

4 2

cs —1 —c5 Cs ]
—2)\ /’J :—2 ) = — 2—]_ :—5:B s
<’Y§,1 ’Yd,l>* < 9¢2 ) <c§+1) Cg (05 ) cs Vs

4.3

que € a segunda igualdade do Teorema 4.3.9. Finalmente, em relagdo 4 curva o, a Proposi¢ao 4.3.1

nos garante que a curva o satisfaz
" /
o —a— K,ta = 0.
Logo, K, = —(o/’,Ta’>T. Como

<<a", 7'0/>>T = —7sinhtcosht 4 7sinh¢cosht = 0,

seque que Ko =0, e
<0/1,Ja1>* =0,

entdo a primeira igualdade do Teorema 4.3.9 também € verificada, isto é, temos
Ko =0=2X\o4, Jar),

Desta forma, estd provada a autossimilaridade da aplicacao ¢s.

Observagao 4.3.10. Utilizando as proje¢oes de Hopf vistas anteriormente e a igualdade (a) de

(4.34), denotemos

(2972, 2 = 12l2) = (& + 762, &)

N~

E=moy=m(11,7) =

n=m"oa=r"(o,a) = = (20103, [a1]2 + |az]Z) = (n1 + T2, m3).

N

Assim, note que

&1+ 78 =72 = (a+ 7b)(c — 7d) = (ac — bd) + 7(bc — ad)

£ = mld = 1elf _ nlE+ -1
3 2 2

Analogamente, utilizando a igualdade (d) de (4.35), obtemos

DO |

=|m? -

m + 2 = ayaz = (a+ 7b)(c — 7d) = (ac — bd) + 7(bc — ad)

It e e R U i L T i o S
= — —‘051’*—}-*.
2 2 2
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Portanto,

&i=m=ac—bd

SUPERFICIES DE CASTRO-CHEN

e & =mn9 =bc—ad.
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Logo, aplicando a igualdade (a) de (4.34), obtemos que a terceira componente do vetor & x & se
escreve da sequinte forma:

(€ x¢&)s

€18 — €281
(ac — bd)(bc — ad)’ —

(ac —bd)(b'c+bc —d'd— ad

(a®> = b*)(dd —cd') +
I 2(vs, Jv2), + |v2l?

(ac — bd)' (be — ad)

) —
+ (¢* = d*)(ab’ — ba')
20y, ),

2 ((h, Jr2), + (v, In),) — (01, I ),

—{(71,JIm),

(d'c+acd —bd—

bd')(be — ad)

Equivalentemente, utilizando a igualdade (d) de (4.35), seque que a terceira componente de n X n' é

dada por:

(nx1n')3

mny — n2m
(ac — bd)(bc — ad) —

(ac —bd)(V'c+ b —d'd—ad') — (d'c+acd —Vd—
+ (® — d*)(ab' — ba)

(a®> = v*)(dd — cd)

(ac — bd)' (be — ad)

[0, Jaz), + [azfi{ar, Jab),
|y |2 (<0/2, J042>* - <0/1, Ja1>*) — <o/1, Ja1>*

—<0/1, Joz1>*.

Pelo Teorema 4.3.9, as curvaturas de n e £ ficam iguais a

respectivamente.

K, =—=2X(nx1n')3

e Kg = 2)\(5 X 6/)3,

bd') (be — ad)
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