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Resumo

SAMUAYS, M. A. Subvariedades Lagrangeanas Mínimas e Autossimilares no Espaço Pa-

racomplexo. 2015. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São

Paulo, São Paulo, 2015.

Neste trabalho estudamos as subvariedades lagrangeanas mínimas e autossimilares do espaço

paracomplexo Dn. Começamos de�nindo o conceito de variedade para-Kähler e, como exemplo, des-

crevemos o espaço projetivo paracomplexo. Em seguida, estudamos as subvariedades paracomplexas

e lagrangeanas. Após mostrarmos que toda subvariedade paracomplexa não-degenerada é mínima,

dedicamos a atenção ao estudo das subvariedades lagrangeanas, restringindo-nos ao ambiente Dn.
Em particular, estudamos as lagrangeanas que são invariantes sob a ação canônica do grupo SO(n),

e as superfícies de Castro-Chen. Em ambos os casos, analisamos a minimalidade e a autossimilari-

dade das mesmas.

Palavras-chave: espaço paracomplexo, subvariedades lagrangeanas, subvariedades autossimilares.

v



vi



Abstract

SAMUAYS, M. A.Minimal and Self-similar Lagrangian Submanifolds in the Para-complex

Space. 2015. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo,

São Paulo, 2015.

In this work, we study minimal and self-similar Lagrangian submanifolds in the para-complex

space Dn. Firstly, we de�ne the concept of para-Kähler manifold and, to exemplify, we describe the

para-complex projective space. Then, we study para-complex submanifolds and Lagrangian sub-

manifolds. After proving that every non-degenerate para-complex submanifold is minimal, we pay

attention to Lagrangian submanifolds, restricting us to the case of Dn. In particular, we study La-

grangian submanifolds which are invariant by the canonical SO(n)-action of Dn, and Castro-Chen's

surfaces. In both cases, we analyse the minimality and self-similarity.

Keywords: para-complex space, Lagrangian submanifolds, self-similar submanifolds.
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Introdução

Introduzidas por Libermann em 1952 (ver [18]), as estruturas quase-paracomplexas são de�nidas
com base na de�nição de estruturas quase-complexas, com algumas particularidades: dada uma
variedade diferenciável M , considere um operador J sobre o �brado tangente tal que J2 = εId, com
ε = ±1. Se ε = −1, o operador J é chamado de estrutura quase-complexa. No entanto, se ε = 1,
o operador J é conhecido na literatura como sendo uma estrutura quase-produto. Além disso, se
os autovalores ±1 de J possuem a mesma multiplicidade, tal J recebe o nome de estrutura quase-
paracomplexa. A inclusão desta exigência sobre os autovalores do operador J é para garantir que
uma variedade munida de tal estrutura sempre tenha dimensão par, como o que ocorre com as
variedades quase-complexas. Neste último caso, essa informação é uma consequência imediata da
de�nição de J tal que J2 = −Id.

Um dos principais atrativos para o estudo da geometria paracomplexa, é que este é um ramo
mais recente da Geometria Diferencial, com muitos resultados interessantes a serem provados, como
é relatado em [11]. Além disso, a geometria paracomplexa vem ganhando espaço pelas aplicações
nas mais diversas áreas, como na mecânica [21], na chronogeometria [20], na geometria elíptica [12]
e nas formas espaciais pseudo-riemannianas [13].

Como estudamos geometria paracomplexa motivados pela geometria complexa, num primeiro
instante somos levados a acreditar que ambas as geometrias possuem mais analogias do que diferen-
ças. No entanto, conforme fomos aprimorando o estudo da geometria paracomplexa, logo percebemos
que existem mais diferenças do que havíamos suspeitado no início.

Outro fato curioso à respeito da geometria paracomplexa é a denominação desta área de estudo.
Talvez por se tratar de um tópico recente, e em crescente expansão, são muitas as denominações
para o que chamamos, neste trabalho, de números paracomplexos. É comum nos referirmos à estes
números como sendo números duplos, números perplexos e até mesmo números lorentzianos.

Como dissemos anteriormente, Libermann ([18]), em 1952, foi o primeiro a de�nir formalmente
os conceitos que aqui utilizamos, tais como estruturas paracomplexas, variedades paracomplexas e
variedades para-Kähler (ver também [17]). Pela quantidade de de�nições e teoremas, os trabalhos
de Libermann constituem a principal referência sobre a geometria paracomplexa. No entanto, antes
mesmo do ano de 1952, já existiam alguns indícios de trabalhos envolvendo os números paracom-
plexos. Em 1845, J. T. Graves, em seu trabalho [14], introduziu uma generalização dos números
complexos, onde considerou expressões do tipo xi+yj, onde x, y ∈ R e os símbolos i e j satisfaziam
certas condições. Sua construção incluiu os números complexos (quando i = 1 e j2 = −1) e também
os números paracomplexos (se i = 1 e j2 = 1). Graves considerou tais números para resolver algu-
mas questões à respeito da teoria de números, porém ele não deu qualquer outra aplicação especí�ca
para os números paracomplexos. Após Graves, podemos encontrar alguns trabalhos onde os autores
se depararam com expressões do tipo j2 = 1, tais como W. K. Cli�ord, por volta de 1873, A. P. Ko-
telnikov, em 1895, e E. Study, em 1903. Em 1938, Octav Mayer introduziu o conceito de geometria
biaxial hiperbólica, onde considerou o grupo das colineações que preservam duas linhas invariantes
�xadas, atuando sobre o 3-espaço projetivo real P3(R). Tais linhas invariantes têm origem em dois
planos suplementares no R4. Se considerarmos tais planos como sendo o autoespaço relacionado aos
autovalores de uma estrutura quase-produto, obtemos uma estrutura paracomplexa sobre R4.

Com o objetivo de estender os aspectos algébricos do trabalho de Mayer, B. A. Rozenfeld
de�niu explicitamente a geometria paracomplexa nos seus trabalhos [22] e [23]. Aliás, o livro [23]
é um verdadeiro tratado sobre geometria paracomplexa, segundo [11]. Em [25], foi realizado um
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2 INTRODUÇÃO 0.0

estudo comparativo entre estruturas Kähler e para-Kähler, utilizando-se os números complexos e
paracomplexos.

Dada uma variedade quase-paracomplexa (M,J), podemos de�nir, a partir dos autovalores de
J , as distribuições ker (J ± Id), sendo Id a aplicação identidade no �brado tangente. Uma pergunta
natural que surge é quando tais distribuições são distribuições integráveis. Quando isso de fato
ocorrer, a estrutura quase-paracomplexa passa a ser chamada de estrutura paracomplexa. Relacio-
nado a este conceito, temos a de�nição de variedade para-Kähler, que é uma variedade munida, em
particular, de uma estrutura paracomplexa. Em [2], os autores descrevem os tensores curvatura e
de Ricci de uma variedade para-Kähler e estudam as estruturas paracomplexas generalizadas, que
foram introduzidas por [27] e também trabalhadas no artigo [24].

A seguir, daremos uma breve descrição do conteúdo de cada capítulo deste trabalho. Destaca-
remos alguns resultados obtidos, mencionando motivações e trabalhos relacionados.

No Capítulo 1 começamos com a de�nição dos números paracomplexos e do espaço paracomplexo
Dn, que é a principal variedade ambiente deste trabalho. De�nimos a métrica pseudo-riemanniana
que será considerada neste espaço com base na 2-forma a valores paracomplexos chamada forma
pseudo-hermitiana, dada por

〈〈·, ·〉〉∗ :=
n∑
j=1

dzjdz̄j ,

onde z1, · · · , zn são as coordenadas em Dn. Descrevemos também alguns tópicos de geometria
pseudo-riemanniana e fatos da teoria básica sobre subvariedades pseudo-riemannianas. De�nidos
os conceitos de estrutura quase-paracomplexa e estrutura paracomplexa, relacionamos esses dois
conceitos através de um tensor que denominamos tensor para-Nijenhuis. Tal propriedade foi ins-
pirada no clássico Teorema de Newlander-Nirenberg, provado em [19], e sua demonstração é mais
simples que a demonstração do caso clássico. Em seguida, trabalhando com a de�nição de varie-
dade para-Kähler, obtemos um resultado que estabelece condições necessárias e su�cientes para que
uma variedade seja para-Kähler. Nosso resultado estende para o ambiente para-Kähler um teorema
(ver Teorema 17, em [5]) que estabelece condições para que uma variedade seja pseudo-Kähler.
Para exempli�car, consideramos a principal variedade ambiente desta tese, o espaço Dn, e o espaço
projetivo paracomplexo, que denotamos por DPn. Baseados no estudo do espaço projetivo complexo
(consultar, por exemplo, [5]), percebemos que a contrução do DPn é um pouco mais sutil que a do
caso complexo, pois não estamos trabalhando com um corpo, uma vez que D é um anel comutativo
com unidade.

No Capítulo 2 estudamos dois tipos especiais de subvariedades imersas numa variedade para-
Kähler, a saber, as subvariedades paracomplexas e as subvariedades lagrangeanas. Tais subvarieda-
des se comportam de forma complementar em relação à estrutura quase-paracomplexa do ambiente
para-Kähler. Inspirados pela analogia com as subvariedades complexas, que sempre possuem dimen-
são par (ver [5] ou [26]), é necessário colocar uma condição adicional na de�nição de subvariedade
paracomplexa para manter a paridade de sua dimensão. Uma consequência de tal de�nição é que
toda subvariedade paracomplexa não-degenerada de uma variedade para-Kähler é mínima. Em re-
lação às subvariedades lagrangeanas, nota-se que a análise da minimalidade de tais subvariedades
é bem mais delicada. Em [5], é introduzido o conceito de ângulo lagrangeano de uma imersão no
espaço complexo Cn e é obtida uma condição necessária e su�ciente para a minimalidade de subva-
riedades imersas no ambiente complexo. Adaptamos esse resultado para o ambiente paracomplexo
Dn, levando-se em consideração as peculiaridades desse ambiente, e encontramos a seguinte relação
entre o vetor curvatura média ~H de uma subvariedade lagrangeana não-degenerada e seu ângulo
lagrangeano β:

n ~H + J∇β = 0, (1)

onde ∇ é o operador gradiente com respeito à métrica induzida e J é a estrutura paracomplexa
da variedade ambiente. De�ne-se ângulo lagrangeano como sendo o argumento de um determinado
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número paracomplexo, que depende da forma volume para-holomorfa Ω := dz1 ∧ · · · ∧ dzn, onde
z1, · · · , zn denotam as coordenadas de Dn. Ressaltamos que, diferentemente dos números complexos,
não podemos falar em argumento de qualquer número paracomplexo. Além disso, como estudamos
subvariedades lagrangeanas imersas em Dn, uma extensão interessante é estudar subvariedades
lagrangeanas imersas numa variedade para-Kähler qualquer. No entanto, para esse estudo, temos
em mente que nem toda variedade admite tal forma volume para-holomorfa. Fazemos esse estudo em
analogia ao que ocorre com as variedades que admitem uma forma volume holomorfa. Em [6] o autor
faz essa discussão, e menciona, ainda, que o trabalho de Harvey-Lawson ([15]) foi pioneiro na relação
entre forma volume holomorfa Ω e calibração de subvariedades. As variedades que admitem tal
n-forma, são conhecidas na literatura como variedades Calabi-Yau. Outra constatação importante
envolvendo a forma volume para-holomorfa Ω é que obtemos uma relação entre a não-degeneracidade
de subvariedades em Dn e o produto entre Ω e seu conjugado paracomplexo. Frisamos que tal
relação é fundamental nessa tese, uma vez que estamos interessados em estudar subvariedades não-
degeneradas. Finalizamos o Capítulo 2 com uma caracterização das subvariedades lagrangeanas de
Dn que são equivariantes pela ação do grupo de rotações SO(n), em analogia ao que se conhece no
caso clássico (ver [4] e [5]). Tal caracterização, juntamente com a equação (1), permite estudar a
minimalidade de subvariedades lagrangeanas SO(n)-equivariantes.

O objetivo do Capítulo 3 é o estudo da minimalidade de diversas subvariedades lagrangeanas:
as subvariedades lagrangeanas SO(n)-equivariantes, os grá�cos lagrangeanos e a minimalidade dos
�brados normais. Neste último, obtemos uma estreita relação entre �brados normais mínimos e o
conceito de subvariedades austeras, em analogia ao que se conhece no caso clássico, como feito em
[15]. Em relação aos grá�cos lagrangeanos mínimos, obtivemos um resultado do tipo Bernstein.
No caso clássico, o Teorema de Bernstein a�rma que todo grá�co lagrangeano mínimo completo é
um plano (ver [10]). Destacamos que no caso de superfícies lagrangeanas mínimas de C2, o fato de
ser lagrangeana implica que a métrica induzida é inde�nida. Isso permite descrever tais superfícies
como o produto de curvas contidas em um certo tipo de plano de C2 (ver [4]). Adaptamos esse
resultado para superfícies imersas no espaço paracomplexo D2, e neste caso a condição sobre a
métrica induzida ser inde�nida foi incluída como uma hipótese do resultado.

O Capítulo 4 é destinado ao estudo das subvariedades autossimilares. Tais subvariedades surgem
como soluções especiais do �uxo da curvatura média que preservam a forma da subvariedade em
evolução (sob a ação do �uxo), por exemplo, quando a evolução é uma homotetia. Tais subvariedades
autossimilares X, com vetor curvatura média ~H, satisfaz a seguinte equação elíptica não-linear:

~H + λX⊥ = 0,

onde X⊥ denota a projeção do vetor posição X no espaço normal à subvariedade e λ ∈ R. Notamos
que se λ = 0, recaímos no caso de subvariedades mínimas consideradas no Capítulo 3. Se a constante
λ for estritamente positiva, a subvariedade X encolhe, em tempo �nito, até se transformar em um
único ponto. Caso contrário, a subvariedade vai sendo expandida, preservando sua forma inicial.
Em [7], são estudadas condições para que superfícies do espaço euclideano R3 sejam autossimilares.
Neste mesmo artigo, são estudadas algumas propriedades satisfeitas por superfícies autossimilares
que são cíclicas e regradas. Em [3], o autor estuda a autossimilaridade de imersões que são o pro-
duto de uma imersão legendreana com uma curva planar complexa. A relação encontrada envolve,
essencialmente, os dados da curva considerada. Como as subvariedades SO(n)-equivariantes do Dn
são parametrizadas, localmente, por um produto envolvendo uma curva plana paracomplexa (ver
caracterização de tais subvariedades), seguimos a mesma linha de raciocínio, e encontramos uma
interessante expressão envolvendo a curvatura da curva paracomplexa em questão. Utilizando co-
ordenadas polares, baseados no artigo [3], �zemos uma análise desta expressão, com o intuito de
controlar as curvas para garantir a autossimilaridade das subvariedades SO(n)-equivariantes. Fina-
lizamos a tese com o estudo do que chamamos de superfícies de Castro-Chen. Tais superfícies são
de�nidas como o produto de curvas legendreanas, as quais estão imersas em determinadas subvarie-
dades 3-dimensionais. Adaptamos tais subvariedades onde as curvas legendreanas são consideradas
e baseados no artigo [9], encontramos uma interessante relação entre o ângulo lagrangeano da super-
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fície de Castro-Chen e os ângulos legendreanos das curvas consideradas. Tal relação permite estudar
a minimalidade de tais superfícies através de condições sobre as curvas legendreanas consideradas
na de�nição das superfícies de Castro-Chen. Utilizando as ideias dos artigos [9] e [8], que fazem
uso das projeções de Hopf, obtemos informações sobre as curvas que descrevem a minimalidade
das superfícies de Castro-Chen em espaços de menor dimensão. Assim como as principais imer-
sões consideradas na tese, encontramos condições necessárias e su�cientes para as superfícies de
Castro-Chen serem autossimilares. No �nal do Capítulo 4 construímos uma família de superfícies
de Castro-Chen autossimilares do espaço paracomplexo D2. Esses exemplos foram inspirados pelos
exemplos encontrados da tese de doutorado [16], onde foram consideradas as mesmas superfícies no
ambiente complexo.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados e algumas de�nições da teoria clássica de geome-
tria pseudo-riemanniana, com o intuito de permitir um melhor entendimento desta tese. Omitimos
algumas demonstrações para deixar a leitura mais �uente e por se tratarem de resultados bem
conhecidos na literatura.

1.1 O conjunto dos números paracomplexos

O conjunto dos números paracomplexos (chamados também de perplexos, números duplos ou
números lorentzianos) é o conjunto

D := {(x, y) ; x ∈ R e y ∈ R} ,

munido de uma soma e um produto dados por

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′) e (x, y) · (x′, y′) = (xx′ + yy′, xy′ + yx′),

respectivamente. Assim, dado qualquer par ordenado (x, y), podemos escrever

(x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1) · (y, 0) := x+ τy,

onde identi�camos x := (x, 0), ∀ x ∈ R e denotamos τ := (0, 1). A representação acima se chama
forma algébrica de um número paracomplexo z e o símbolo τ , chamado de unidade imaginária
paracomplexa, satisfaz

τ2 = (0, 1)2 = (0, 1) · (0, 1) = (1, 0) := 1.

Dado z = x+ τy ∈ D, denotamos por z̄ = x− τy o conjugado de z, e de�nimos a parte real e a
parte imaginária de z por Re(z) = x e Im(z) = y, respectivamente.

De�nição 1.1.1. De�nimos o seguinte pseudo-produto interno em D:

〈·, ·〉∗ := dx2 − dy2.

Pela de�nição acima, considerando os números paracomplexos z = x+ τy e z′ = x′+ τy′, temos
〈z, z′〉∗ = xx′ − yy′. No caso particular em que z′ = z, utilizaremos a seguinte notação:

|z|2∗ := 〈z, z〉∗ = x2 − y2 = z · z̄.

É fácil veri�car que o conjunto dos números paracomplexos, com as operações de soma e produto
acima de�nidos, é um anel comutativo com unidade, diferentemente do que ocorre com o conjunto
dos números complexos, o qual é um corpo. Isto porque temos a seguinte propriedade:

z = x+ τy ∈ D admite um inverso ⇐⇒ |x| 6= |y|.

5
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De fato, dado z = x+ τy, como z̄ = x− τy, basta notar que

|z|2∗ = 〈z, z〉∗ = z · z̄ = (x+ τy) · (x− τy) = x2 − τ2y2 = x2 − y2.

Como 〈z, z〉∗ = x2−y2 pode assumir qualquer número real, vamos destacar o seguinte conjunto,
que chamaremos de cone de luz do plano paracomplexo:

C := {z ∈ D ; 〈z, z〉∗ = 0} .

Se z ∈ C , podemos escrever z = x+ τy = x(1± τ). Para os demais casos, isto é, z · z̄ 6= 0, veremos
que é possível obter uma representação polar de tais números paracomplexos, assim como fazemos
com os números complexos. Para isso, considere o conjunto

U = {z ∈ D ; |z · z̄| = c, c > 0} = H1 ∪H−1 ∪Hτ ∪H−τ ,

sendo
H1 := {z ∈ U ; x > 0 e x > |y|} , H−1 := {z ∈ U ; x < 0 e − x > |y|} ,

Hτ := {z ∈ U ; y > 0 e y > |x|} e H−τ := {z ∈ U ; y < 0 e − y > |x|} .

Figura 1.1: Caso z.z̄ 6= 0.

Observação 1.1.1. Podemos mostrar que

Hτ = τH1, H−1 = −H1 e H−τ = −Hτ .

Considere z = x+ τy ∈ U . Se z · z̄ = c > 0, então

x2 − y2 = c ⇐⇒
(
x√
c

)2

−
(
y√
c

)2

= 1.

Logo, podemos escrever z = x + τy =
√
c (cosh θ + τ sinh θ), para algum θ ∈ R. Analogamente, se

z · z̄ = −c < 0, então

y2 − x2 = c ⇐⇒
(
y√
c

)2

−
(
x√
c

)2

= 1,

e assim, z = x + τy =
√
c (sinh θ + τ cosh θ), para algum θ ∈ R. Em qualquer um dos casos,

escrevendo
eτθ := cosh θ + τ sinh θ,

podemos representar o número paracomplexo z ∈ U na forma polar

z = ±
√
|z · z̄|ταeτθ, com α ∈ {0, 1} .



1.2 O ESPAÇO PARACOMPLEXO 7

Observação 1.1.2. Denotamos os expoentes α = 0 ou α = 1 para diferenciar os casos em que
o número paracomplexo z satisfaz z · z̄ > 0 ou z · z̄ < 0, respectivamente. Além disso, o sinal ±
depende de a que folha da hipérbole o número z pertence.

De�nição 1.1.2. Seja z ∈ D tal que z · z̄ 6= 0. Então existem θ ∈ R, r ∈ R∗ e α ∈ {0, 1} tais que

z = rταeτθ,

sendo r chamado de módulo (ou raio) de z e θ é chamado de ângulo (ou argumento) do número z.
A representação acima é denominada forma polar do número paracomplexo z.

Exemplo 1.1.1. Considere z = 1 + 2τ ∈ D. Como 〈z, z〉∗ = −3, ∃ θ ∈ R tal que cosh θ =
2√
3

e sinh θ =
1√
3
. Logo, tanh θ =

1

2
e então, θ = tanh−1

(
1

2

)
=

1

2
ln

(
1 + 1/2

1− 1/2

)
= ln(

√
3). Logo, a

forma polar do número paracomplexo z = 1 + 2τ é dada por

z =
√

3τ
[
cosh

(
ln(
√

3)
)

+ τ sinh
(

ln(
√

3)
)]

=
√

3τeτ ln(
√

3).

Proposição 1.1.1. Sejam z, z′ ∈ D e θ ∈ R. As seguintes propriedades são satisfeitas:

(i) 〈z, z′〉2∗ = |z|2∗|z′|2∗ + det2(z, z′);

(ii) Se |z|2∗, |z′|2∗ 6= 0, então arg(z · z′) = arg(z) + arg(z′);

(iii) (cosh θ + τ sinh θ)n = cosh(nθ) + τ sinh(nθ), ∀ n ∈ N;

(iv) Se θ é o argumento de z /∈ C , então θ = 0 se, e somente se, Re(z) = 0 ou Im(z) = 0.

Demonstração. As identidades (i), (iii) e (iv) são facilmente veri�cadas. Em relação ao item (ii),
podemos escrever z = rταeτθ e z′ = r′τα

′
eτθ
′
. Como

eτθeτθ
′

=
(
cosh θ cosh θ′ + sinh θ sinh θ′

)
+ τ

(
cosh θ sinh θ′ + sinh θ cosh θ′

)
= cosh

(
θ + θ′

)
+ τ sinh

(
θ + θ′

)
,

obtemos
z · z′ = rr′τ (α+α′)eτ(θ+θ′),

donde seguirá o resultado, pela de�nição de argumento de um número paracomplexo.

1.2 O espaço paracomplexo

Considere o espaço Dn com coordenadas {zj = xj + τyj , 1 ≤ j ≤ n}, munido da forma pseudo-
hermitiana

〈〈·, ·〉〉∗ :=
n∑
j=1

dzjdz̄j ,

e da aplicação J : Dn −→ Dn dada por

J(z1, · · · , zn) := (τz1, · · · , τzn),

que é a estrutura paracomplexa canônica do Dn.
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Observação 1.2.1. Em notação real, podemos escrever

J(x1, y1, · · · , xn, yn) = (y1, x1, · · · , yn, xn).

Além disso, temos que Dn = Rn ⊕ τRn e a aplicação J é um endomor�smo satisfazendo J2 = Id,
onde Id é a aplicação identidade.

Finalmente, notemos o seguinte: como

dzjdz̄j = d(xj + τyj)d(xj − τyj)
= (dxj + τdyj)(dxj − τdyj)
= dxjdxj − τdxjdyj + τdyjdxj − τ2dyjdyj

= dx2
j − dy2

j − τ(dxj ∧ dyj),

então podemos escrever
〈〈·, ·〉〉∗ = 〈·, ·〉∗ − τ ω,

onde

〈·, ·〉∗ := Re〈〈·, ·〉〉∗ =
n∑
j=1

(
dx2

j − dy2
j

)
e

ω := −Im〈〈·, ·〉〉∗ =
n∑
j=1

(dxj ∧ dyj) .

Logo, a 2-forma 〈〈·, ·〉〉∗ se decompõe em uma métrica pseudo-riemanniana 〈·, ·〉∗ de assinatura (n, n)
em R2n e em uma 2-forma simplética ω. Para provar que ω é, de fato, simplética, basta notar que
ela é alternada, justamente por depender do produto exterior, o qual é alternado, e que dω = 0,
pois

dω = d

 n∑
j=1

1.(dxj ∧ dyj)

 =
n∑
j=1

d(1) ∧ dxj ∧ dyj = 0.

Observação 1.2.2. É importante ressaltar que, como a 2-forma simplética ω é a mesma tanto no
caso complexo Cn quanto no caso paracomplexo Dn, utilizaremos a notação do caso complexo.

Observação 1.2.3. As de�nições de assinatura e métrica pseudo-riemanniana serão dadas na
próxima seção, onde trataremos destas e de outras de�nições da geometria pseudo-riemanniana.

Proposição 1.2.1. As estruturas J, ω e 〈·, ·〉∗ satisfazem as seguintes relações:

(i) 〈J ·, J ·〉∗ = −〈·, ·〉∗;

(ii) ω = −〈J ·, ·〉∗;

(iii) 〈·, ·〉∗ = −ω(J ·, ·);

(iv) ω(J ·, J ·) = −ω(·, ·);

(v) 〈λz, λz′〉∗ = λλ〈z, z′〉∗, ∀ λ ∈ D e ∀ z, z′ ∈ Dn.

Demonstração. Mostremos apenas as duas primeiras relações. Para isso, sejam z, z′ ∈ Dn, digamos
z = (z1, · · · , zn) e z′ = (z′1, · · · , z′n), onde zj = xj + τyj e z′j = x′j + τy′j . Logo,

〈
z, z′

〉
∗ =

n∑
j=1

(dx2
j − dy2

j )(z, z
′)

=

n∑
j=1

[
dxj(z)dxj(z

′)− dyj(z)dyj(z′)
]
.
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E assim, obtemos 〈
z, z′

〉
∗ =

n∑
j=1

(xjx
′
j − yjy′j).

Por outro lado, como dxi(Jz) = Re(dzi(Jz)) = Re(τzi) = yi, temos

〈
Jz, Jz′

〉
∗ =

n∑
j=1

[
dxj(Jz)dxj(Jz

′)− dyj(Jz)dyj(Jz′)
]

=

n∑
j=1

(yjy
′
j − xjx′j).

Portanto, 〈Jz, Jz′〉∗ = −〈z, z′〉∗, ∀ z, z′ ∈ Dn, o que prova a primeira relação. Quanto à (ii), basta
notar que

〈
Jz, z′

〉
∗ =

n∑
j=1

[
dxj(Jz)dxj(z

′)− dyj(Jz)dyj(z′)
]

=
n∑
j=1

(yjx
′
j − xjy′j)

= −
n∑
j=1

(xjy
′
j − yjx′j)

= −
n∑
j=1

(dxj ∧ dyj)(z, z′)

= −ω(z, z′), ∀ z, z′ ∈ Dn.

A seguir, daremos a de�nição de função para-holomorfa. Denotando por z = x+τy a coordenada
cartesiana de D, os operadores para-Cauchy-Riemann ∂z e ∂z̄ são de�nidos através das seguintes
equações: {

dz(∂z) = 1

dz̄(∂z) = 0
e

{
dz(∂z̄) = 0

dz̄(∂z̄) = 1.

Levando-se em conta que
z + z̄ = 2Re(z) e z − z̄ = 2τ Im(z),

obtemos que

∂z =
1

2
(∂x + τ∂y) e ∂z̄ =

1

2
(∂x − τ∂y).

De�nição 1.2.1. Seja U um subconjunto aberto em D. Dizemos que uma função f : U ⊂ D −→ D,
f(z) = f(x+ τy) = u(x, y) + τv(x, y), é para-holomorfa se ∂z̄f = 0, ou seja,

∂x(u+ τv)− τ∂y(u+ τv) = 0 ⇐⇒ (ux − vy) + τ(vx − uy) = 0.

Equivalentemente, dizer que uma função f = u+τv é para-holomorfa signi�ca dizer que ela satisfaz
as equações para-Cauchy-Riemann, dadas por{

ux = vy

uy = vx.
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De�nição 1.2.2. Considere U um subconjunto aberto em Dn. Dizemos que f : U ⊂ Dn −→ D,
f(z) = f(z1, · · · , zn) = u(z) + τv(z), é para-holomorfa se, e somente se, satisfaz{

uxj = vyj
uyj = vxj

, ∀ j ∈ {1, · · · , n} .

No caso geral, dizemos que uma função f : U ⊂ Dn −→ Dm é para-holomorfa se cada uma de suas
funções componentes o forem.

1.3 Geometria pseudo-riemanniana

Uma estrutura pseudo-riemanniana sobre uma variedade diferenciável M é uma forma bilinear
simétrica suave g, chamada demétrica, a qual é não-degenerada no seguinte sentido: dadoX ∈ TxM ,
com x ∈M ,

se g(X,Y ) = 0, ∀ Y ∈ TxM =⇒ X = 0.

Tal condição é equivalente a dizer que

det (g(Xi, Xj))1≤i,j≤n 6= 0,

qualquer que seja a base {X1, · · · , Xn} de TxM .

Observação 1.3.1. Entende-se por suavidade da métrica g à condição de que a função a valores
reais x ∈ M 7−→ gx(Xx, Yx) ∈ R deve ser suave para quaisquer campos de vetores suaves X e Y
de�nidos localmente sobre M .

De�nição 1.3.1. Dado um vetor tangente X 6= 0 sobre M , este será chamado de

− vetor positivo (ou tipo espaço) se g(X,X) > 0;

− vetor negativo (ou tipo tempo) se g(X,X) < 0;

− vetor nulo (ou tipo luz) se g(X,X) = 0.

Um dos mais conhecidos resultados da álgebra linear, chamado de Teorema de Sylvester, garante
que, em qualquer ponto x ∈M , existe uma base ortonormal (e1, · · · , en) de TxM no seguinte sentido:

g(ei, ej) = 0 se i 6= j e g(ei, ei) := εi = ±1.

Referir-nos-emos aos vetores ei, i ∈ {1, 2, · · · , n}, como sendo vetores unitários. Além disso, o
número p de vetores da base que são negativos (e, portanto, o número n− p que são positivos) não
depende da base, nem do ponto x em questão. Ao par (p, n−p) chamamos de assinatura da métrica
g. Se p = 0 ou p = n, então a métrica é dita de�nida. Caso contrário, ou seja, se p 6= 0 e p 6= n,
então a métrica é dita inde�nida.

Observação 1.3.2. No caso de métricas inde�nidas, não é difícil notar a existência de vetores
nulos. De fato, sendo (e1, · · · , en) uma base ortonormal de TxM , supondo que ei e ej são vetores
negativo e positivo, respectivamente, o vetor ei + ej é um vetor nulo, pela bilinearidade da métrica
em questão.

De�nição 1.3.2. Chamamos de variedade pseudo-riemanniana o par (M, g), onde M é uma vari-
edade diferenciável munida de uma métrica pseudo-riemanniana g.

Dada uma variedade diferenciável M , indicaremos o conjunto dos campos de vetores suaves em
M por X(M) e o anel das funções reais suaves de�nidas em M por C∞(M).
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De�nição 1.3.3. Uma conexão a�m (ou derivada covariante) sobre uma variedade diferenciável
M é uma aplicação

D : X(M)× X(M) −→ X(M)
(X,Y ) 7−→ D(X,Y ) := DXY

que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) DfX+gY Z = fDXZ + gDY Z;

(ii) DX(Y + Z) = DXY +DXZ;

(iii) DXfY = fDXY +X(f)Y ,

onde X,Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M).

O próximo resultado, cuja demonstração pode ser encontrada no livro [5], a�rma que dentre
todas as possíveis conexões a�ns numa dada variedade pseudo-riemanniana, existe uma única cone-
xão, chamada de conexão de Levi-Civita, que satisfaz importantes propriedades em conjunto com a
estrutura pseudo-riemanniana da variedade em questão.

Teorema 1.3.1. Dada uma variedade pseudo-riemanniana (M, g), existe uma única conexão a�m
D em M satisfazendo as seguintes condições:

(i) D é simétrica, ou seja, satisfaz

DXY −DYX = [X,Y ], ∀ X,Y ∈ X(M);

(ii) D é compatível com a métrica pseudo-riemanniana g, ou seja,

Xg(Y,Z) = g (DXY,Z) + g (Y,DXZ) , ∀ X,Y ∈ X(M).

O lema a seguir, também demonstrado no livro [5], nos garante que qualquer que seja o ponto
p ∈M , sempre existem uma vizinhança em torno deste ponto e n campos de vetores {E1, · · · , En}
ortonormais em cada ponto desta vizinhança, tais que DEiEj(p) = 0, ∀ i, j ∈ {1, · · · , n}. Tal família
{Ei} de campos de vetores é chamada de referencial geodésico local em p.

Lema 1.3.1. Sejam (M, g) uma variedade pseudo-riemanniana, com conexão de Levi-Civita D.
Dados p ∈ M e {e1, · · · , en} base ortonormal de TpM , existem coordenadas locais (x1, · · · , xn)

numa vizinhança de p tais que
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

:= ∂xi(p) = ei e D∂xi
∂xj (p) = 0, ∀ i, j ∈ {1, · · · , n}.

De�nição 1.3.4. Seja M uma variedade diferenciável com conexão arbitrária D. O tensor curva-
tura R de D é de�nido por

R(X,Y )Z = D[X,Y ]Z −DXDY Z +DYDXZ.

No próximo resultado, cuja demonstração é análoga ao caso riemanniano, utilizaremos a seguinte
notação: R(X,Y, Z, T ) := g(R(X,Y )Z, T ).

Proposição 1.3.1. O tensor curvatura R de uma variedade pseudo-riemanniana com conexão de
Levi-Civita D satisfaz as seguintes identidades:

(a) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0;

(b) R(X,Y, Z, T ) = −R(Y,X,Z, T );

(c) R(X,Y, Z, T ) = −R(X,Y, T, Z);

(d) R(X,Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y ).
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De�nição 1.3.5. Considere {ei} um referencial ortonormal em (M, g), com g(ei, ei) = εi = ±1.

(i) A curvatura de Ricci de g é dada por

Ric(X,Y ) =

n∑
i=1

εi g(R(X, ei, )Y, ei).

(ii) A curvatura escalar (ou média) de M é o traço da sua curvatura de Ricci, ou seja,

K = tr(Ric) =

n∑
i=1

εiRic(ei, ei).

(iii) M é uma variedade de Einstein se existe λ ∈ R tal que Ric(X,Y ) = λg(X,Y ), para todos
X,Y ∈ X(M).

1.3.1 Estruturas intrínsecas e extrínsecas às subvariedades

De�nição 1.3.6. Seja S uma subvariedade imersa de uma variedade pseudo-riemanniana (M, g),
ou seja, S é a imagem de uma certa variedade diferenciável S̃ por uma imersão f . A restrição de
g à S, denotada por g|S, é chamada de métrica induzida em S (ou primeira forma fundamental de
S).

De�nição 1.3.7. Dizemos que uma subvariedade S é não-degenerada se a métrica induzida em S
for não-degenerada. Se a métrica induzida g|S for de�nida (ou inde�nida), então S será denominada
de subvariedade de�nida (ou inde�nida).

De�nimos o espaço normal à subvariedade S em x por

NxS := T⊥x S := (TxS)⊥ = {X ∈ TxM ; g(X,Y ) = 0, ∀ Y ∈ TxS} .

Suponha que S seja uma subvariedade não-degenerada de (M, g). Nesse caso, a não-degeneracidade
da métrica induzida em S garante-nos a decomposição de TxM como uma soma direta, a saber,

TxM = TxS ⊕NxS.

Assim, dado X ∈ TxM , podemos escrever X = X> + X⊥ e chamaremos cada uma das parcelas
X> e X⊥ de componentes tangente e normal, respectivamente. Agora, denote por D a conexão de
Levi-Civita em M . Dados X e Y vetores tangentes à S, a parte tangente de DXY é, ela própria,
uma conexão em S, a qual coincide com a conexão de Levi-Civita da métrica induzida g sobre S.
Denotando tal conexão por ∇, temos pela fórmula de Gauss, que

DXY = (DXY )> + (DXY )⊥ := ∇XY + h(X,Y ).

Proposição 1.3.2. O operador h, chamado de segunda forma fundamental de S, é simétrico e
tensorial, ou seja, h (X(x), Y (x)) depende somente do valor de X e Y em x ∈ S.

Demonstração. Consultar, por exemplo, o livro [5].

Da mesma forma, podemos derivar um campo vetorial normal ξ sobre S na direção de um campo
vetorial tangente X e, então, quebrar o resultado em partes tangente e normal. Assim, pela fórmula
de Weingarten, temos

DXξ = (DXξ)
> + (DXξ)

⊥ := −AξX +∇⊥Xξ.

O endomor�smo linear Aξ : X(M) −→ X(M) é chamado de operador forma ou operador de Weingar-
ten. Além disso, a parte normal ∇⊥ da igualdade acima é, ela própria, uma conexão a�m compatível
com a métrica, chamada de conexão normal de S. As demonstrações desta a�rmação e da proposição
seguinte são resultados conhecidos. Para mais detalhes, veja [5].
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Proposição 1.3.3. O operador de Weingarten, além de ser tensorial, é também auto-adjunto com
respeito à métrica induzida em S, isto é, satisfaz

g (AξX,Y ) = g (X,AξY ) ,

para todos X,Y ∈ TxS. Além disso, a seguinte igualdade é satisfeita

g (AξX,Y ) = g (h(X,Y ), ξ) ,

para todos X,Y ∈ TxS e para todo ξ ∈ NxS.

De�nição 1.3.8. Seja S uma hipersuperfície de uma variedade pseudo-riemanniana (M, g), ou
seja, S é uma subvariedade não-degenerada de (M, g) tal que codim(S) := dim(M)− dim(S) = 1.
Dizemos que:

(i) x ∈ S é umbílico se o operador forma for um múltiplo da identidade;

(ii) S é totalmente umbílica se todos os seus pontos são umbílicos.

Observação 1.3.3. Se o operador forma Aξ é um múltiplo da identidade, digamos Aξ = kId,
podemos escrever

h(X,Y ) =
kg(X,Y )

g(ξ, ξ)
ξ,

para todos X,Y ∈ X(S). Tal constante k é denominada de curvatura principal de S.

De�nição 1.3.9. Seja S uma subvariedade não-degenerada n-dimensional de uma variedade pseudo-
riemanniana (M, g). De�nimos o vetor curvatura média da subvariedade S como sendo o traço da
segunda forma fundamental h dividido pela dimensão n de S, ou seja,

~H :=
1

n
tr(h) =

1

n

n∑
i,j=1

gijh(Xi, Xj),

onde {X1, · · · , Xn} é uma base de TxS e (gij) = (gij)
−1, sendo gij = g(Xi, Xj).

De�nição 1.3.10. Dada uma subvariedade com bordo S, imagem de uma imersão f : S̃ −→ M ,
dizemos que uma variação de S é uma aplicação suave

F : S̃ × (−t0, t0) −→M ; F (x, 0) = f(x), com t0 > 0,

que satisfaz as seguintes condições:

(i) ∂St = ∂S, onde St := F (S̃ × {t}), para todo t;

(ii) ∃ U ⊂ S̃ relativamente compacto tal que U ∩ ∂S̃ = ∅ e F (x, t) = f(x), para todo x ∈ S̃ \ U .

Assim, para cada t �xado, ft : S̃ −→ M tal que ft(x) = F (x, t) é uma imersão e, portanto,
ft(S̃) := St é uma subvariedade imersa. Desta forma, podemos nos referir à variação de uma sub-

variedade como sendo uma curva de subvariedades. Além disso, o vetor X :=
∂F

∂t
(x, 0) é chamado

de vetor velocidade da variação.

De�nição 1.3.11. Uma subvariedade não-degenerada S de uma variedade pseudo-riemanniana
(M, g) é dita mínima se o seu volume for crítico com respeito à qualquer variação da subvariedade
inicial S, isto é,

d

dt
Vol(St)

∣∣∣∣
t=0

= 0.

O resultado a seguir é conhecido como a fórmula da primeira variação do funcional volume.
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Teorema 1.3.2. Seja S uma subvariedade não-degenerada de uma variedade pseudo-riemanniana
(Mn, g). Então, temos

d

dt
Vol(St)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
S
g(n ~H,X) dV ,

sendo St e X como na De�nição 1.3.10, e dV a n-forma volume do ambiente M .

Através da fórmula da primeira variação, obtemos a seguinte condição necessária e su�ciente
para que uma subvariedade seja mínima. Para mais detalhes, consultar [5].

Corolário 1.3.1. Uma subvariedade S é mínima se, e somente se, o seu vetor curvatura média ~H
é identicamente nulo.

1.3.2 Subvariedades unidimensionais: Curvas

Sejam (M, g) uma variedade pseudo-riemanniana e γ : I ⊂ R −→M uma curva parametrizada

regular, isto é, uma curva cujo vetor velocidade dγ

(
d

dt

)
= γ′(t) não se anula. Se, além disso, o

vetor velocidade γ′(t) for um vetor nulo para todo t, diremos que γ é uma curva nula.

De�nição 1.3.12. Dizemos que γ é uma geodésica com respeito à conexão D (não necessariamente
a conexão de Levi-Civita) se

Dγ′(t)γ
′(t) = 0, ∀ t ∈ I.

De�nição 1.3.13. Dizemos que uma curva γ é parametrizada pelo comprimento de arco s se o
seu vetor velocidade satisfaz ∣∣g (γ′(s), γ′(s))∣∣ = 1, ∀ s.

Lema 1.3.2. Qualquer curva regular cujo vetor velocidade seja não-nulo pode ser parametrizada
pelo comprimento de arco.

Demonstração. Seja γ : I −→M uma curva regular tal que

g
(
γ′(t), γ′(t)

)
6= 0, ∀ t ∈ I.

Dado um t0 ∈ I �xado, considere a seguinte aplicação

s(t) :=

∫ t

t0

√
|g (γ′(r), γ′(r)) | dr, com t ∈ I.

Como
ds

dt
=
√
|g (γ′(t), γ′(t)) | > 0, segue que s é uma função crescente e, portanto, possui uma

inversa diferenciável t = t(s) : s(I) −→ I. Assim, de�na

β := γ ◦ t : J −→M, onde J := s(I).

Portanto, β(J) = γ(t(J)) = γ(I). Além disso, como β′(s) = (γ ◦ t)′(s) = γ′(t)
dt

ds
, segue que

g
(
β′(s), β′(s)

)
=

(
dt

ds

)2

g
(
γ′(t), γ′(t)

)
=

1

|g (γ′(t), γ′(t)) |
g
(
γ′(t), γ′(t)

)
,

e, portanto, |g (β′(s), β′(s)) | = 1.

A seguir, de�niremos o conceito de curvatura de curvas imersas em variedades pseudo - rieman-
nianas. Antes, porém, é necessário ressaltar que a de�nição de tal conceito depende da dimensão
da variedade na qual a curva está imersa. De fato, se a curva está imersa em uma superfície, como
o espaço normal à curva γ é 1-dimensional, existem exatamente dois vetores normais unitários à
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curva. Desta forma, dependendo do vetor normal a ser considerado, temos que a função curvatura
pode assumir valores positivos e negativos. Já em dimensão mais alta, como existe uma maior li-
berdade de escolha do vetor normal a ser considerado, tal escolha é feita de forma que a função
curvatura seja sempre positiva, assim como ocorre no caso de curvas imersas em R3.

De�nição 1.3.14. Seja γ : I −→ (M2, g) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
numa superfície M . Dado um campo vetorial normal unitário ν, de�nimos a curvatura com sinal
de γ com respeito à ν como sendo a função Kγ satisfazendo a identidade

Aνγ
′ = Kγγ

′.

Equivalentemente, temos

Kγ =
g (Aνγ

′, γ′)

g (γ′, γ′)
.

Observação 1.3.4. Suponha, agora, γ : I −→ (Mn, g) parametrizada pelo comprimento de arco,
com n ≥ 3. Em adição, suponha que a conexão D seja a conexão de Levi-Civita de g. Como

γ′g
(
γ′, γ′

)
= 0,

utilizando a compatibilidade da conexão com a métrica, segue que

g
(
Dγ′γ

′, γ′
)

= 0. (1.1)

Por simplicidade, denotaremos γ′′ := Dγ′γ
′. Supondo que γ′′ seja um campo vetorial não-nulo, a

equação (1.1) garante que γ′′ é normal à curva γ. Portanto, existem uma função positiva Kγ e um
campo de vetores normal unitário ν tal que γ′′ = Kγν. Tal função Kγ é chamada de curvatura da
curva γ. Sendo ν unitário, segue que

Kγ =
√
|g (γ′′, γ′′)|.

Observe também que, se γ for uma geodésica, ou seja, γ′′ = 0, tais curvas são caracterizadas por
terem curvatura nula.

Observação 1.3.5. Suponha que γ : I −→ D seja uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco no plano paracomplexo. Se denotarmos γ(t) = (x(t), y(t)), como (x′(t))2 − (y′(t))2 = ε = ±1,
então existe θ = θ(t) tal que{

x′(t) = cosh θ(t)
y′(t) = sinh θ(t)

ou

{
x′(t) = sinh θ(t)
y′(t) = cosh θ(t).

Assim, temos que

γ′′(t) = (x′′(t), y′′(t)) =

{
θ′(t)(sinh θ(t), cosh θ(t)), ε = 1
θ′(t)(cosh θ(t), sinh θ(t)), ε = −1.

Denotando os campos normais unitários à curva γ por ν+ := (y′, x′) = Jγ′ e ν− := −Jγ′, obtemos

γ′′(t) = θ′(t)ν+(t) ou γ′′(t) = −θ′(t)ν−(t).

Aplicando a Proposição 1.3.3, a curvatura Kγ será dada por

Kγ =

〈
Aν±γ

′, γ′
〉
∗

〈γ′, γ′〉∗
=
〈γ′′, ν±〉∗
〈γ′, γ′〉∗

. (1.2)

Logo, em relação ao campo normal ν+, segue da equação (1.2) que Kγ = −θ′. Analogamente, com
respeito ao campo ν−, obtemos Kγ = θ′.
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1.3.3 Superfícies pseudo-riemannianas

Teorema 1.3.3. Seja (M, g) uma superfície pseudo-riemanniana. Então, localmente, existem co-
ordenadas (s, t) isotérmicas (ou conformes), isto é, tais que

g11 = εg22 e g12 = 0,

onde ε = 1 se a métrica g for de�nida e ε = −1 se g for inde�nida. Tais coordenadas provêm de
uma parametrização que denominaremos de parametrização isotérmica (ou conforme).

Demonstração. Consultar [5, Teorema 6].

Lema 1.3.3. Seja f : U ⊂ R2 −→
(
Rn, 〈·, ·〉p

)
uma imersão com coordenadas isotérmicas (s, t),

onde 〈·, ·〉p é a métrica pseudo-riemanniana em Rn, de�nida por

〈·, ·〉p := −
p∑
i=1

dx2
i +

n∑
i=p+1

dx2
i .

Então, denotando a imagem de tal imersão por S, tem-se que

fss + εftt ∈
(
Tf(s,t)S

)⊥
,

onde ε = 1 se a métrica g for de�nida e ε = −1 se g for inde�nida.

Demonstração. Como as coordenadas (s, t) são isotérmicas, temos que

〈fs, fs〉p = ε〈ft, ft〉p e 〈fs, ft〉p = 0.

Diferenciando ambas as igualdades em relação a s, obtemos

〈fss, fs〉p = ε〈fst, ft〉p (1.3)

e
〈fss, ft〉p = −〈fs, fst〉p. (1.4)

Analogamente, diferenciando em relação a t, obtemos

〈fst, fs〉p = ε〈ftt, ft〉p (1.5)

e
〈fst, ft〉p = −〈fs, ftt〉p. (1.6)

Assim de (1.3) e (1.6), temos
〈fss + εftt, fs〉p = 0,

e de (1.4) e (1.5), temos
〈fss + εftt, ft〉p = 0,

donde segue que fss + εftt ⊥ Tf(s,t)S.

Teorema 1.3.4. Seja S uma superfície pseudo-riemanniana mínima inde�nida de
(
Rn, 〈·, ·〉p

)
.

Então, S é localmente parametrizada por uma imersão da forma

f(u, v) = γ1(u) + γ2(v),

onde γ1, γ2 são duas curvas nulas do Rn tais que 〈γ′1(u), γ′2(v)〉p 6= 0, para todos u, v.
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Demonstração. Pelo Teorema 1.3.3, sabemos que S admite coordenadas isotérmicas locais (s, t),
isto é, 〈∂s, ∂s〉p = ε〈∂t, ∂t〉p e 〈∂s, ∂t〉p = 0. Note que ε = −1, pois por hipótese, assumimos que S é
inde�nida. Agora, introduza as seguintes coordenadas (u, v), dadas por

{
u = s+ t
v = s− t ⇐⇒

 s =
u+ v

2

t =
u− v

2
.

Tais coordenadas satisfazem

|∂u|2p = 〈∂s + ∂t, ∂s + ∂t〉p = 〈∂s, ∂s〉p + 〈∂t, ∂t〉p = 0

e
|∂v|2p = 〈∂v, ∂v〉p = 〈∂s, ∂s〉p + 〈∂t, ∂t〉p = 0.

Portanto,
|∂u|2p = |∂v|2p = 0. (1.7)

Além disso,

〈∂u, ∂v〉p = 〈∂s + ∂t, ∂s − ∂t〉p = 〈∂s, ∂s〉p − 〈∂t, ∂t〉p
= −2〈∂t, ∂t〉p
= 2|∂s|2p.

Agora, note que

∂ss = ∂s

(
∂u + ∂v

2

)
=

1

4
(∂uu + 2∂uv + ∂vv) e ∂tt =

1

4
(∂uu − 2∂uv + ∂vv).

Por hipótese, S é mínima. Como as coordenadas são isotérmicas, temos que

~H =
1

2

(fss − ftt)⊥

|fs|2p
= 0.

Como ∂ss − ∂tt = ∂uv e f = f(s, t) é uma parametrização local de S, em coordenadas isotérmicas,
temos que f deve satisfazer a equação diferencial parcial fuv = 0. Portanto, a solução geral para
esta equação diferencial parcial é dada por f(u, v) = γ1(u)+γ2(v), onde γ1, γ2 são funções a valores
no Rn (portanto, são curvas). Além disso, note que (1.7) implica que

|γ′1(u)|2p = 0 = |γ′2(u)|2p,

ou seja, γ1 e γ2 são curvas nulas. Como a métrica nessas novas coordenadas também é não-
degenerada, temos que 〈

γ′1(u), γ′2(v)
〉
p
6= 0, ∀ u, v.

1.4 Variedades para-Kähler

Antes de introduzirmos o conceito de variedade para-Kähler, faz-se necessário algumas de�nições
e observações prévias.

De�nição 1.4.1. Uma estrutura quase-paracomplexa sobre M é um tensor J do tipo (1, 1) tal
que, para todo p ∈ M, Jp é um endomor�smo de TpM satisfazendo J2

p = Id, e os autovalores
de J têm a mesma multiplicidade, ou seja, dim ker(J + Id) = dim ker(J − Id). Além disso, uma
variedade quase-paracomplexa (M,J) é uma variedade diferenciável M munida de uma estrutura
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quase-paracomplexa J .

Proposição 1.4.1. A dimensão de qualquer variedade quase-paracomplexa é sempre par.

Demonstração. Sejam (M,J) uma variedade quase-paracomplexa e p ∈ M . Como os autovalores
do operador J são iguais a 1 e −1, podemos considerar as seguintes distribuições D+ e D− sobre
M :

D+(p) := {V ∈ TpM ; JV = V } e D−(p) := {V ∈ TpM ; JV = −V } .

Assim, dado V ∈ TpM , podemos escrevê-lo na forma V = V1 + V2, com

V1 =
V + JV

2
e V2 =

V − JV
2

.

Note que V1 ∈ D+(p) e V2 ∈ D−(p). Assim, podemos decompor cada espaço tangente da seguinte
forma:

TpM = D+(p)⊕D−(p).

Finalmente, como J satisfaz dim ker(J+Id) = dim ker(J−Id), e observando que D+(p) = ker(J−Id)
e D−(p) = ker(J + Id), segue que a dimensão de TpM é par, como queríamos.

Observação 1.4.1. Em analogia ao que ocorre com variedades quase-complexas, onde a estrutura
quase-complexa é apenas um tensor J satisfazendo J2 = −Id, a dimensão de uma variedade quase-
paracomplexa também é par. No entanto, em nosso caso, precisamos acrescentar uma condição na
de�nição de estrutura quase-paracomplexa de forma a torná-la par, a saber,

dim ker(J + Id) = dim ker(J − Id).

De�nição 1.4.2. Uma variedade paracomplexaMn, de dimensão paracomplexa n, é uma variedade
topológica munida de um atlas para-holomorfo {(Uα, ϕα)}α∈I , ou seja, uma família de abertos Uα
com

⋃
α Uα = M e homeomor�smos ϕα : Uα −→ ϕα(Uα) ⊂ Dn, os quais serão denominados de

cartas para-holomorfas, tais que as funções de transição (mudança de cartas)

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(U) ⊂ Dn −→ ϕβ(U) ⊂ Dn, U = Uα ∩ Uβ,

sejam funções para-holomorfas, para todos α, β ∈ I.

Exemplo 1.4.1. O espaço paracomplexo Dn é uma variedade paracomplexa de dimensão paracom-
plexa n. De fato, considerando o atlas trivial, formado pela aplicação identidade Id : Dn −→ Dn,
temos que a função de transição é a própria aplicação identidade. Como a i-ésima componente da
aplicação identidade é a função zi = xi + τyi, onde z = (z1, · · · , zn) ∈ Dn, segue trivialmente que
a aplicação identidade satisfaz as equações para-Cauchy-Riemann, uma vez que

(xi)xj = δij = (yi)yj e (xi)yj = 0 = (yi)xj ,

para todo i, j ∈ {1, · · · , n}.

De�nição 1.4.3. Dizemos que uma aplicação f : M −→ N entre variedades paracomplexas M e
N é para-holomorfa se, para toda carta (U,ϕ) de M e toda carta (V, ψ) de N com f(U) ⊂ V , a
aplicação ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(f(U)) é para-holomorfa.

De�nição 1.4.4. Dizemos que uma estrutura quase-paracomplexa J sobre M2n é uma estrutura
paracomplexa se ela provém de um atlas para-holomorfo, isto é, J pode ser de�nida, localmente,
por

dϕU ◦ J = J̃ ◦ dϕU ,
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onde ϕU é uma carta para-holomorfa local e J̃ : Dn −→ Dn é a estrutura paracomplexa canônica de
Dn, de�nida na seção 1.2. Desta forma, dado p ∈ U ⊂M , o seguinte diagrama é comutativo:

TpM
dϕp //

J
��

Dn

J̃
��

TpM
dϕp

// Dn.

De�nição 1.4.5. Uma variedade para-Kähler (M,J, g, ω) é uma variedade diferenciávelM munida
das seguintes três estruturas, as quais satisfazem um conjunto de condições algébricas e analíticas:

(i) Uma estrutura quase-paracomplexa J sobre M ;

(ii) Uma métrica pseudo-riemanniana g;

(iii) Uma 2-forma ω ∈ Ω2(M) não-degenerada e fechada.

As condições requeridas são as seguintes: J deve ser, na verdade, uma estrutura paracomplexa, e
valem as relações

ω = −g(J ·, ·) e g(J ·, J ·) = −g(·, ·).

Observação 1.4.2. Pela de�nição acima, notamos que toda variedade para-Kähler é, em particular,
uma variedade pseudo-riemanniana, uma variedade paracomplexa e uma variedade simplética. Essa
última, segue do fato de (TxM,ωx) ser um espaço vetorial simplético, ∀ x ∈M , e a forma bilinear
ser fechada, isto é, dω ≡ 0.

A tarefa de veri�car se uma estrutura quase-paracomplexa J é, de fato, uma estrutura para-
complexa, isto é, se o tensor J provém de um atlas para-holomorfo, pode ser um tanto quanto
árdua. Felizmente, encontramos uma propriedade envolvendo o operador colchete de campos veto-
riais que facilita essa veri�cação, em paralelo com o que ocorre no caso complexo. Antes, porém,
faz-se necessário algumas considerações preliminares.

De�nição 1.4.6. Seja (M,J) uma variedade quase-paracomplexa. O tensor para-Nijenhuis é o
campo tensorial NJ

∗ : X(M)× X(M) −→ X(M) de�nido por

NJ
∗ (X,Y ) := [X,Y ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ] + [JX, JY ].

Lema 1.4.1. Sejam X1 e X2 campos de vetores sobreM e considere as decomposições X1 = U1+V1

e X2 = U2 + V2 em termos de TM = D+ ⊕D−. Então, temos que

NJ
∗ (X1, X2) = 2 {([U1, U2]− J [U1, U2]) + ([V1, V2] + J [V1, V2])} .

Demonstração. Pela bilinearidade do colchete de Lie, temos

NJ
∗ (X1, X2) = NJ

∗ (U1 + V1, U2 + V2)

= NJ
∗ (U1, U2) +NJ

∗ (U1, V2) +NJ
∗ (V1, U2) +NJ

∗ (V1, V2)

= [U1, U2]− J [JU1, U2]− J [U1, JU2] + [JU1, JU2] + [U1, V2]− J [JU1, V2]

−J [U1, JV2] + [JU1, JV2] + [V1, U2]− J [JV1, U2]− J [V1, JU2]

+[JV1, JU2] + [V1, V2]− J [JV1, V2]− J [V1, JV2] + [JV1, JV2]

= [U1, U2]− J [U1, U2]− J [U1, U2] + [U1, U2] + [U1, V2]− J [U1, V2]

+J [U1, V2]− [U1, V2] + [V1, U2] + J [V1, U2]− J [V1, U2]

−[V1, U2] + [V1, V2] + J [V1, V2] + J [V1, V2] + [V1, V2]

= 2([U1, U2]− J [U1, U2]) + 2([V1, V2] + J [V1, V2]).
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Observação 1.4.3. Note que a única maneira de NJ
∗ (X1, X2) ser igual a zero é quando tivermos

U := [U1, U2]− J [U1, U2] = 0 e V := [V1, V2] + J [V1, V2] = 0.

De fato, se ocorrer de U = −V , com U 6= 0, chegaremos a uma contradição, uma vez que JU = −U
(e portanto, U ∈ D−) e J(−V ) = −V (e portanto, −V ∈ D+).

Proposição 1.4.2. NJ
∗ ≡ 0 se, e somente se, D+ e D− são involutivas.

Demonstração. Assuma, primeiramente, que o tensor NJ
∗ se anula e considere U1, U2 ∈ D+ e

V1, V2 ∈ D− quaisquer. Tomando X1 := U1 + V1 e X2 := U2 + V2, segue pelo Lema 1.4.1 que

NJ
∗ (X1, X2) = 2 {([U1, U2]− J [U1, U2]) + ([V1, V2] + J [V1, V2])} = 0.

Pela observação anterior, o anulamento do tensor para-Nijenhuis implica em J [U1, U2] = [U1, U2] e
J [V1, V2] = −[V1, V2], isto é, [U1, U2] ∈ D+ e [V1, V2] ∈ D−. Logo, as distribuições D+ e D− são
involutivas. Reciprocamente, sejam X e Y campos de vetores sobre M. Escrevendo X = U1 + V1 e
Y = U2 + V2 e aplicando o lema anterior, temos que a hipótese de D+ e D− serem distribuições
involutivas implica no anulamento do tensor NJ

∗ (X,Y ) = 0, como queríamos.

Observação 1.4.4. Sabemos, da teoria de variedades, que distribuições integráveis implicam em
distribuições involutivas. Além do mais, a recíproca também é verdadeira, pela versão local do Teo-
rema de Frobenius. Desta forma, estamos aptos a provar que o fato de D+ e D− serem integráveis
é equivalente a dizer que J é uma estrutura paracomplexa sobre M . E, portanto, garantimos a
veracidade do resultado seguinte:

Teorema 1.4.1. Seja (M,J) uma variedade quase-paracomplexa. Então, J é uma estrutura para-
complexa sobre M se, e somente se, o tensor para-Nijenhuis NJ

∗ for identicamente nulo.

Demonstração. Suponha primeiramente que NJ
∗ se anule. Assim, sendo D+ e D− distribuições

integráveis, numa vizinhança de qualquer ponto de M , podemos encontrar coordenadas locais
(U , ϕU = (u1, · · · , un, v1, · · · , vn)) sobreM de forma que os vetores {∂u1 , · · · , ∂un} e {∂v1 , · · · , ∂vn}
sejam geradores de D+ e D−. Ou seja, as subvariedades integrais de D+ e D− são

{vi = constante, 1 ≤ i ≤ n} e {ui = constante, 1 ≤ i ≤ n} ,

respectivamente. De�nindo

xi :=
ui + vi

2
e yi :=

vi − ui
2

,

tem-se que (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) é um novo sistema de coordenadas para M . Assim, seja
(x̄1, · · · , x̄n, ȳ1, · · · , ȳn) um outro sistema de coordenadas para M , construído da mesma forma
que o anterior, isto é,

x̄i :=
ūi + v̄i

2
e ȳi :=

v̄i − ūi
2

,

onde {ū1, · · · , ūn} e {v̄1, · · · , v̄n} são as coordenadas associadas a D+ e D−. Como

{vi = constante, 1 ≤ i ≤ n} = {v̄i = constante, 1 ≤ i ≤ n}

e
{ui = constante, 1 ≤ i ≤ n} = {ūi = constante, 1 ≤ i ≤ n} ,

uma vez que de�nem as mesmas subvariedades integrais para D+ e D−, respectivamente, então
temos que

∂v̄i
∂uj

= 0 =
∂ūi
∂vj

∀ i, j ∈ {1, · · · , n} . (1.8)
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Aplicando (1.8), obtemos

∂x̄j
∂xi

=
1

2

(
∂

∂ui
+

∂

∂vi

)
(x̄j)

=
1

2

(
∂

∂ui
+

∂

∂vi

)(
ūj + v̄j

2

)
=

1

4

(
∂ūj
∂ui

+
∂v̄j
∂ui

+
∂ūj
∂vi

+
∂v̄j
∂vi

)
=

1

4

(
∂ūj
∂ui

+
∂v̄j
∂vi

)
e

∂ȳj
∂yi

=
1

2

(
∂

∂vi
− ∂

∂ui

)
(ȳj)

=
1

2

(
∂

∂vi
− ∂

∂ui

)(
v̄j − ūj

2

)
=

1

4

(
∂v̄j
∂vi
− ∂ūj
∂vi
− ∂v̄j
∂ui

+
∂ūj
∂ui

)
=

1

4

(
∂ūj
∂ui

+
∂v̄j
∂vi

)
.

Portanto,
∂x̄j
∂xi

=
∂ȳj
∂yi

, ∀ i, j ∈ {1, · · · , n} .

Analogamente, utilizando (1.8), tem-se

∂x̄j
∂yi

=
1

2

(
∂

∂vi
− ∂

∂ui

)
(x̄j)

=
1

2

(
∂

∂vi
− ∂

∂ui

)(
ūj + v̄j

2

)
=

1

4

(
∂ūj
∂vi

+
∂v̄j
∂vi
− ∂ūj
∂ui
− ∂v̄j
∂ui

)
=

1

4

(
∂v̄j
∂vi
− ∂ūj
∂ui

)
e

∂ȳj
∂xi

=
1

2

(
∂

∂ui
+

∂

∂vi

)
(ȳj)

=
1

4

(
∂v̄j
∂ui
− ∂ūj
∂ui

+
∂v̄j
∂vi
− ∂ūj
∂vi

)
=

1

4

(
∂v̄j
∂vi
− ∂ūj
∂ui

)
.

Logo,
∂x̄j
∂yi

=
∂ȳj
∂xi

, ∀ i, j ∈ {1, · · · , n} .

Portanto, as funções de transição x̄j = x̄j(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn) e ȳj = ȳj(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)
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satisfazem as equações para-Cauchy-Riemann
∂x̄j
∂xi

=
∂ȳj
∂yi

∂x̄j
∂yi

=
∂ȳj
∂xi

, ∀ i, j ∈ {1, · · · , n} . (1.9)

Para mostrar que J é, de fato, uma estrutura paracomplexa, resta mostrar que J pode ser de�nida,
localmente, por dϕU ◦ J = J̃ ◦ dϕU , sendo ϕU : U ⊂M −→ Dn uma carta do tal atlas construído,
e J̃ a estrutura paracomplexa canônica do Dn. Usando tal carta, de�na

J := dϕ−1
U ◦ J̃ ◦ dϕU .

Obviamente, J2 = Id, pois J2 = dϕ−1
U ◦ J̃

2 ◦ dϕU = Id. Mostremos que J está bem de�nida: para
isso, tome ϕU ′ : U ′ ⊂M −→ Dn outra carta do atlas. Precisamos mostrar que

dϕ−1
U ′ ◦ J̃ ◦ dϕU ′ = dϕ−1

U ◦ J̃ ◦ dϕU ,

ou equivalentemente,
J̃ ◦ df = df ◦ J̃ , com f = ϕU ′ ◦ ϕ−1

U .

Portanto,
df = dϕU ′ ◦ dϕ−1

U .

No entanto, como

df =



∂x̄1

∂x1
· · · ∂x̄1

∂xn

∂x̄1

∂y1
· · · ∂x̄1

∂yn
...

∂x̄n
∂x1

· · · ∂x̄n
∂xn

∂x̄n
∂y1

· · · ∂x̄n
∂yn

∂ȳ1

∂x1
· · · ∂ȳ1

∂xn

∂ȳ1

∂y1
· · · ∂ȳ1

∂yn
...

∂ȳn
∂x1

· · · ∂ȳn
∂xn

∂ȳn
∂y1

· · · ∂ȳn
∂yn


então podemos escrever

df

(
∂

∂xi

)
=

n∑
k=1

∂x̄k
∂xi

∂

∂x̄k
+

n∑
k=1

∂ȳk
∂xi

∂

∂ȳk

e

df

(
∂

∂yi

)
=

n∑
k=1

∂x̄k
∂yi

∂

∂x̄k
+

n∑
k=1

∂ȳk
∂yi

∂

∂ȳk
.

Agora, pela de�nição do operador J̃ em Dn, temos

J̃

(
∂

∂x̄k

)
=

∂

∂ȳk
, J̃

(
∂

∂ȳk

)
=

∂

∂x̄k
, J̃

(
∂

∂xi

)
=

∂

∂yi
e J̃

(
∂

∂yi

)
=

∂

∂xi
. (1.10)
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Aplicando (1.10), juntamente com as equações para-Cauchy-Riemann, dadas por (1.9), obtemos

(
J̃ ◦ df

)( ∂

∂xi

)
= J̃

[
n∑
k=1

∂x̄k
∂xi

∂

∂x̄k
+

n∑
k=1

∂ȳk
∂xi

∂

∂ȳk

]

=
n∑
k=1

∂x̄k
∂xi

J̃

(
∂

∂x̄k

)
+

n∑
k=1

∂ȳk
∂xi

J̃

(
∂

∂ȳk

)

=
n∑
k=1

∂x̄k
∂xi

∂

∂ȳk
+

n∑
k=1

∂ȳk
∂xi

∂

∂x̄k

=
n∑
k=1

(
∂ȳk
∂yi

)
∂

∂ȳk
+

n∑
k=1

(
∂x̄k
∂yi

)
∂

∂x̄k

=
n∑
k=1

∂x̄k
∂yi

∂

∂x̄k
+

n∑
k=1

∂ȳk
∂yi

∂

∂ȳk

= df

(
∂

∂yi

)
= df

(
J̃

(
∂

∂xi

))
=

(
df ◦ J̃

)( ∂

∂xi

)
.

Analogamente, obtemos (
J̃ ◦ df

)( ∂

∂yi

)
=
(
df ◦ J̃

)( ∂

∂yi

)
.

Portanto, J̃ ◦ df = df ◦ J̃ . Assim, completamos a construção de um atlas para-holomorfo sobre M ,
o qual de�ne a estrutura quase-paracomplexa J , localmente, donde segue que J é uma estrutura
paracomplexa.

Reciprocamente, se J é uma estrutura paracomplexa, então J pode ser escrita localmente por
J = dϕ−1◦J̃ ◦dϕ, sendo ϕ uma carta para-holomorfa sobreM . Considerando tal ϕ com coordenadas
(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn), é fácil ver que J satisfaz

J(∂xi) = ∂yi e J(∂yi) = ∂xi .

Com base nesse sistema de coordenadas, considere as seguintes folheações:

F± :=
{
F±c = {xi ± yi = ci ; c = (c1, · · · , cn) ∈ Rn}

}
.

Assim, como

J(∂xi + ∂yi) = ∂xi + ∂yi e J(∂xi − ∂yi) = ∂yi − ∂xi = −(∂xi − ∂yi),

temos que
TF±c = D±,

onde TF±c denota o espaço tangente às subvariedades F±c , que são chamadas de folhas da folhea-
ção F±. Assim, pela de�nição de integrabilidade, as distribuições D± são integráveis. Logo, pelo
Teorema de Frobenius, segue que D± são involutivas. Finalmente, pela Proposição 1.4.2, segue o
anulamento do tensor para-Nijenhuis, como queríamos.

Observação 1.4.5. Em relação ao caso complexo, a análise de quando uma estrutura quase-
complexa J tal que J2 = −Id é uma estrutura complexa, exige uma complexi�cação de cada espaço
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tangente. Isso porque os autovalores de J são os números imaginários puros ±i, com i2 = −1.

A seguir, também relacionado ao anulamento do tensor para-Nijenhuis, daremos condições ne-
cessárias e su�cientes para que uma variedade quase-paracomplexa seja uma variedade para-Kähler.
Para isso, vamos supor que a métrica pseudo-riemanniana g seja anti-hermitiana com respeito à J ,
isto é, satisfaça g(J ·, J ·) = −g(·, ·).

Lema 1.4.2. Dado X ∈ X(M), o operador

∇XJ : X(M) −→ X(M)

Y 7−→ (∇XJ)Y := ∇XJY − J (∇XY )

satisfaz as seguintes propriedades:

(i) g((∇XJ)Y,Z) + g(Y, (∇XJ)Z) = 0;

(ii) J(∇XJ)Y = −(∇XJ)JY .

Demonstração. Sejam x ∈M e X,Y ∈ TxM arbitrários. Podemos estender X e Y numa vizinhança
de x, denotando-os ainda por X e Y , e utilizar o Lema 1.3.1 de forma a garantir que ∇XY (x) = 0.
Agora, note que, para todo Y , temos

g(Y, JY ) = g(J2Y, JY ) = −g(JY, Y ) = −g(Y, JY ).

Portanto, g(Y, JY ) = 0 para todo Y . Diferenciando esta igualdade na direção X, obtemos

0 = Xg(Y, JY ) = g(∇XY, JY ) + g ((∇XJ)Y, Y ) + g(J(∇XY ), Y ).

Logo, g ((∇XJ)Y, Y ) = 0, ∀ Y . Em particular,

g(Y + Z, (∇XJ)(Y + Z)) = 0.

Assim, a primeira igualdade segue pela bilinearidade da métrica g. Para provarmos a segunda
igualdade, note que, por um lado

J ((∇XJ)Y ) = J (∇XJY − J(∇XY )) = J (∇XJY )−∇XY.

Mas, por outro lado,

(∇XJ)JY = ∇XJ2Y − J (∇XJY ) = ∇XY − J (∇XJY ) .

Finalmente,
J(∇XJ)Y + (∇XJ)JY = 0.

Lema 1.4.3. O tensor para-Nijenhuis NJ
∗ se anula se, e somente se,

(∇JXJ)Y = J(∇XJ)Y, ∀ X,Y ∈ X(M).

Demonstração. Primeiramente, suponha que (∇JXJ)Y = J(∇XJ)Y , para todos X,Y ∈ X(M).
Por de�nição de ∇(·)J , temos

(∇JXJ)Y = ∇JXJY − J(∇JXY ) (1.11)

e
(∇JY J)X = ∇JY JX − J(∇JYX). (1.12)



1.4 VARIEDADES PARA-KÄHLER 25

Da mesma forma, pela de�nição de ∇(·)J , juntamente com o fato de que J2 = Id, temos

∇XY = J(∇XJY )− J ((∇XJ)Y ) (1.13)

e
∇YX = J(∇Y JX)− J ((∇Y J)X) . (1.14)

Daí, utilizando (1.13) e (1.14) na segunda igualdade, e (1.11) e (1.12) na terceira igualdade, segue
que

[X,Y ] + [JX, JY ] = ∇XY −∇YX +∇JXJY −∇JY JX =

= J(∇XJY )− J((∇XJ)Y )− J(∇Y JX) + J((∇Y J)X) +∇JXJY −∇JY JX
= J(∇XJY )− J((∇XJ)Y )− J(∇Y JX) + J((∇Y J)X) + (∇JXJ)Y

+J(∇JXY )− J(∇JYX)− (∇JY J)X

= J (∇XJY −∇JYX) + J (∇JXY −∇Y JX)− J((∇XJ)Y ) + J((∇Y J)X)

+(∇JXJ)Y − (∇JY J)X

= J [X, JY ] + J [JX, Y ]− J((∇XJ)Y ) + J((∇Y J)X) + (∇JXJ)Y − (∇JY J)X.

Portanto,

J [X, JY ] + J [JX, Y ]− [X,Y ]− [JX, JY ] = (∇JY J)X − J((∇Y J)X)− [(∇JXJ)Y − J((∇XJ)Y )] .

Como, por hipótese, vale (∇JXJ)Y = J((∇XJ)Y ) para todos X,Y ∈ X(M), temos que

[X,Y ]− J [X,JY ]− J [JX, Y ] + [JX, JY ] = 0,

donde segue o resultado. Para provarmos a recíproca, de�na a forma trilinear

T1(X,Y, Z) := g((∇JXJ)Y, Z)− g(J(∇XJ)Y, Z).

Como NJ
∗ ≡ 0, então, ∀ Z ∈ X(M), temos g(−[X,Y ] − [JX, JY ] + J [X, JY ] + J [JX, Y ], Z) = 0.

Portanto,

g (−∇XY +∇YX −∇JXJY +∇JY JX,Z) +

g (J(∇XJY )− J(∇JYX) + J(∇JXY )− J(∇Y JX), Z) = 0.

Aplicando as identidades (1.11), (1.12), (1.13) e (1.14) na expressão acima, obtemos

0 = g(J((∇XJ)Y )− J((∇Y J)X) + (∇JY J)X − (∇JXJ)Y, Z)

= g(J((∇XJ)Y )− (∇JXJ)Y,Z) + g(−J((∇Y J)X) + (∇JY J)X,Z)

= −T1(X,Y, Z) + T1(Y,X,Z).

Logo,
T1(X,Y, Z) = T1(Y,X,Z), ∀ X,Y, Z ∈ X(M). (1.15)

Agora, utilizando o Lema 1.4.2, temos

T1(X,Y, Z) + T1(X,Z, Y ) = g((∇JXJ)Y,Z)− g(J(∇XJ)Y,Z) +

g((∇JXJ)Z, Y )− g(J(∇XJ)Z, Y )

= −g(Y, (∇JXJ)Z) + g((∇XJ)JY, Z) +

g((∇JXJ)Z, Y ) + g((∇XJ)JZ, Y )

= g((∇XJ)JY, Z) + g
(
(∇XJ)JZ, J2Y

)
= g((∇XJ)JY, Z)− g(J(∇XJ)Z, J(J(Y ))).
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Além disso, segue do fato de que a métrica g é anti-hermitiana, que

T1(X,Y, Z) + T1(X,Z, Y ) = g((∇XJ)JY, Z) + g((∇XJ)Z, JY )

= g((∇XJ)JY, Z)− g(Z, (∇XJ)JY )

= 0.

Portanto,
T1(X,Y, Z) = −T1(X,Z, Y ). (1.16)

Assim, aplicando (1.15) e (1.16), obtemos

T1(X,Y, Z) = T1(Y,X,Z) = −T1(Y,Z,X) = −T1(Z, Y,X)

= −(−T1(Z,X, Y )) = T1(X,Z, Y )

= −T1(X,Y, Z),

o que implica que T1(X,Y, Z) = 0, donde segue o resultado.

Teorema 1.4.2. Seja M uma variedade munida de uma estrutura quase-paracomplexa J e uma
métrica pseudo-riemanniana g, a qual também deve ser anti-hermitiana com respeito à J . De�na
ω := −g(J ·, ·). Então, a quádrupla (M,J, g, ω) é uma variedade para-Kähler se, e somente se,

∇XJ = 0, ∀ X ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de g.

Demonstração. Assuma, primeiramente, que J seja paralela com respeito à conexão de Levi-Civita
∇ de g, ou seja, ∇XJ = 0 para todo X ∈ X(M). Em particular, temos que ∇JXJ = 0. Portanto,

(∇JXJ)Y = 0 = J(∇XJ)Y, ∀ X,Y ∈ X(M).

Logo, pelo Lema 1.4.3, temos que NJ
∗ ≡ 0, e então, pelo Teorema 1.4.1, obtemos que J é paracom-

plexa. Como a não-degeneracidade da 2-forma ω segue imediatamente da não-degeneracidade de g,
falta apenas garantirmos que ω é alternada e fechada. No entanto, a primeira segue do fato de g
ser anti-hermitiana com respeito à J . Com efeito, dado X ∈ X(M), temos

ω(X,X) = −g(JX,X) = −g(JX, J2X) = g(X, JX) = g(JX,X).

Portanto, ω(X,X) = 0. Para provar que ω é fechada, note primeiramente que, sendo ∇ compatível
com a métrica g, obtemos

Xω(Y, Z) = Xg(Y, JZ) = g(∇XY, JZ) + g(Y,∇XJZ)

= g(∇XY, JZ) + g(Y, J∇XZ) = ω(∇XY,Z) + ω(Y,∇XZ).

Agora, utilizando tal identidade juntamente com a fórmula intrínseca para a diferencial exterior,
obtemos

dω(X,Y, Z) = Xω(Y,Z)− Y ω(X,Z) + Zω(X,Y )− ω([X,Y ], Z)

+ω([X,Z], Y )− ω([Y,Z], X)

= ω(∇XY −∇YX,Z) + ω(Y,∇XZ) + ω(∇ZX,Y )

+ω(X,∇ZY −∇Y Z)− ω([X,Y ], Z) + ω([X,Z], Y )

−ω([Y,Z], X)

= ω([Z,X], Y )− ω([Z, Y ], X) + ω([X,Z], Y )− ω([Y,Z], X)

= 0,
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donde segue que ω é fechada. Agora, para provar a recíproca, suponha que (M, g, J, ω) seja uma
variedade para-Kähler, e de�na

T2(X,Y, Z) := g((∇XJ)Y,Z).

Note que

T2(X,Y, JZ) = g(J2((∇XJ)Y ), JZ) = −g(J((∇XJ)Y ), Z) = g(((∇XJ)JY ), Z)

e
T2(JX, Y, Z) + T2(X,Y, JZ) = g(J((∇XJ)Y ), Z) + g(J2((∇XJ)Y ), JZ) = 0.

Desta forma, obtemos que

T2(X,Y, JZ) = T2(X, JY, Z) e T2(JX, Y, Z) = −T2(X,Y, JZ). (1.17)

Para concluirmos, podemos supor, pelo Lema 1.3.1, que as derivadas dos campos X,Y e Z se anulem
mutuamente. Assim, como ω é fechada, temos que

0 = dω(X,Y, Z) = Xω(Y,Z)− Y ω(X,Z) + Zω(X,Y )− ω([X,Y ], Z) +

ω([X,Z], Y )− ω([Y, Z], X)

= X [−g(JY, Z)]− Y [−g(JX,Z)] + Z[−g(JX, Y )]

= −[g(∇XJY , Z) + g(JY,∇XZ)] + g(∇Y JX,Z) +

g(JX,∇Y Z)− [g(∇ZJX, Y ) + g(JX,∇ZY )]

= −g(∇XJY , Z) + g(∇Y JX,Z)− g(∇ZJX, Y )

= −g((∇XJ)Y,Z) + g((∇Y J)X,Z)− g((∇ZJ)X,Y )

= −T2(X,Y, Z) + T2(Y,X,Z)− T2(Z,X, Y ).

Logo, aplicando a fórmula acima às triplas (X,Y, JZ) e (X, JY, Z), obtemos

−T2(X,Y, JZ) + T2(Y,X, JZ)− T2(JZ,X, Y ) = 0

e
−T2(X, JY, Z) + T2(JY,X,Z)− T2(Z,X, JY ) = 0.

Somando estas duas expressões, e utilizando as igualdades em (1.17), obtemos que

−2 T2(X,Y, JZ) = 0,

donde segue o resultado.

Corolário 1.4.1. A quádrupla (Dn, J, 〈·, ·〉∗, ω) é uma variedade para-Kähler.

Demonstração. No início da seção 1.2, provamos que tal J é um endomor�smo de Dn satisfazendo
J2 = Id, dado por J(x1, y1, · · · , xn, yn) = (y1, x1, · · · , yn, xn). Além disso, podemos notar que
dim ker(J − Id) = dim ker(J + Id) = n, uma vez que

ker(J − Id) = Span {(1, 1, 0, 0, · · · , 0, 0), · · · , (0, 0, · · · , 0, 0, 1, 1)}

e
ker(J + Id) = Span {(1,−1, 0, 0, · · · , 0, 0), · · · , (0, 0, · · · , 0, 0, 1,−1)} .

Portanto, J é, de fato, uma estrutura quase-paracomplexa. Além do mais, também no início da
seção 1.2, mostramos que 〈·, ·〉∗ é uma métrica pseudo-riemanniana anti-hermitiana com respeito
à J , além de provarmos que ω é uma 2-forma simplética satisfazendo ω = −〈J ·, ·〉∗. Desta forma,
todas as hipóteses do Teorema 1.4.2 são satisfeitas. Assim, para �nalizarmos a demonstração deste
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resultado, basta veri�carmos que DXJ = 0, ∀ X ∈ Dn, sendo D a conexão de Levi-Civita em Dn,
e aplicar o Teorema 1.4.2. Assim, como

DX(JY ) = DX(τY ) = τDXY +X(τ)Y = τDXY,

temos
(DXJ) (Y ) = DX(JY )− J (DXY ) = τDXY − τDXY = 0,

donde segue que DXJ = 0 para todo X ∈ Dn.

Proposição 1.4.3. Seja (M,J, g, ω) uma variedade para-Kähler. O tensor curvatura R de g satisfaz
as seguintes propriedades:

(a) R(X,Y ) ◦ J = J ◦R(X,Y );

(b) R(JX, JY ) = −R(X,Y );

(c) Ric(JX, JY ) = −Ric(X,Y ),

para todos X,Y ∈ X(M).

Demonstração. Seja ∇ a conexão de Levi-Civita de g. Como ∇XJ = 0, então

R(X,Y )JZ = ∇[X,Y ]JZ −∇X∇Y JZ +∇Y∇XJZ
= J∇[X,Y ]Z −∇X (J∇Y Z) +∇Y (J∇XZ)

= J∇[X,Y ]Z − J∇X∇Y Z + J∇Y∇XZ
= JR(X,Y )Z,

donde segue a primeira igualdade. Agora, aplicando o item (d) da Proposição 1.3.1, juntamente
com o item (a) anterior, obtemos

g(R(JZ, JW )X,Y ) = g(R(X,Y )JZ, JW ) = g(JR(X,Y )Z, JW )

= −g(R(X,Y )Z,W )

= −g(R(Z,W )X,Y ).

Assim, R(JZ, JW )X + R(Z,W )X = 0, ∀ X ∈ X(M), o que prova que R(JZ, JW ) = −R(Z,W ).
Finalmente, sendo {ei} um referencial ortonormal deM , com εi = g(ei, ei), temos por de�nição que

Ric(JX, JY ) =
∑
i

εi g(R(ei, JX)JY, ei).

No entanto, aplicando o item (a) da Proposição 1.3.1 e levando em consideração que g é anti-
hermitiana, juntamente com os itens (a) e (b) desta proposição, obtemos

g(R(ei, JX)JY, ei) = −g(R(JX, JY )ei, ei)− g(R(JY, ei)JX, ei)

= −g(−R(X,Y )ei, ei)− g(R(JY, J2ei)JX, ei)

= g(R(X,Y )ei, ei) + g(R(Y, Jei)JX, ei)

= g(R(X,Y )ei, ei) + g(JR(Y, Jei)X, ei)

= g(R(X,Y )ei, ei)− g(R(Y, Jei)X,Jei)

= −g(R(Y, ei)X, ei)− g(R(ei, X)Y, ei)− g(R(Y, Jei)X, Jei)

:= −R(Y, ei, X, ei)−R(ei, X, Y, ei)−R(Y, Jei, X, Jei)

= −R(X, ei, Y, ei)−R(ei, X, Y, ei)−R(X, Jei, Y, Jei)

= R(ei, X, Y, ei)−R(ei, X, Y, ei) +R(Jei, X, Y, Jei)

= g(R(Jei, X)Y, Jei).
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Sendo {Jei} também um referencial ortonormal para M , como g(Jei, Jei) = −εi, temos que

Ric(JX, JY ) =
∑
i

εi g(R(ei, JX)JY, ei)

=
∑
i

εi g(R(Jei, X)Y, Jei)

= −
∑
i

(−εi) g(R(Jei, X)Y, Jei)

= −Ric(X,Y ).

1.5 Espaço projetivo paracomplexo

Considere o conjunto
Dn+1 \ C :=

{
z ∈ Dn+1 ; 〈z, z〉∗ 6= 0

}
e de�na a seguinte relação de equivalência:

z ∼ w ⇐⇒ ∃ λ ∈ D, com λλ 6= 0, tal que w = λz.

A notação acima foi utilizada para ressaltar que estamos trabalhando no complementar do cone de
luz no espaço Dn+1. Além disso, o fato dos escalares λ serem considerados tais que λλ 6= 0 garante
que a relação de�nida acima seja uma relação de equivalência.

De�nição 1.5.1. O espaço projetivo paracomplexo de dimensão paracomplexa n, denotado por
DPn, é o quociente

DPn :=
Dn+1 \ C

∼
,

ou seja, o conjunto das classes de equivalência [z] =
{
λz ; λ ∈ D, λλ 6= 0

}
determinadas por ∼.

Observação 1.5.1. Suponha que λλ > 0. Assim, existem r ∈ R∗ e β ∈ R tais que λ = reτβ. Como

λz = reτβz = (r coshβ)z + (r sinhβ)Jz ∈ Span {z, Jz} ,

podemos pensar em DPn como sendo o conjunto dos planos paracomplexos com métrica induzida
não-degenerada, uma vez que 〈λz, λz〉∗ = λλ〈z, z〉∗ 6= 0.

Vamos considerar em DPn a topologia quociente dada pela projeção

ϕ : Dn+1 \ C −→ DPn
z 7−→ [z].

Com essa topologia, a aplicação ϕ é aberta. De fato, dado um aberto V ⊂ Dn+1 \ C , como

ϕ−1 (ϕ(V )) =
{
λz ; z ∈ V e λλ 6= 0

}
é um aberto de Dn+1 \ C , segue que ϕ(V ) é um aberto do DPn. Desta forma, DPn tem base
enumerável, pois a imagem de uma base de abertos de Dn+1 \ C será uma base de abertos de
DPn. Além disso, dadas duas classes distintas [z], [w] ∈ DPn, como os conjuntos

{
λz ; λλ 6= 0

}
e {µz ; µµ 6= 0} são fechados e disjuntos, podemos separá-los em abertos disjuntos V e W . E
assim, como as projeções ϕ(V ) e ϕ(W ) são abertos disjuntos separando [z] e [w], segue que DPn é
Hausdor�. Consequentemente, DPn é uma variedade topológica. Finalmente, considere os abertos

Ui :=
{
z ∈ Dn+1 \ C ; zi.zi 6= 0

}
,
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os quais satisfazem
n+1⋃
i=1

ϕ(Ui) = DPn.

Dado i ∈ {1, 2, · · · , n+ 1}, de�na as seguintes cartas em DPn:

ϕi : ϕ(Ui) −→ Dn? := {w ∈ Dn ; 〈w,w〉∗ 6= −1}

[z] 7−→ ϕi([(z1, · · · , zn+1)]) =

(
z1

zi
, · · · , zi−1

zi
,
zi+1

zi
, · · · , zn+1

zi

)
.

A veri�cação de que cada ϕi é uma aplicação bijetora é clara: se ϕi([z]) = ϕi([z
′]), então

zk
zi

=
z′k
z′i
, ∀ k 6= i.

Logo, z =
zi
z′i
z′, donde segue que [z] = [z′]. Além disso, dado w = (w1, · · · , wn) ∈ Dn? , tomando

z0 = (w1, · · · , wi−1, 1, wi, wi+1, · · · , wn), obtemos ϕi([z0]) = w, uma vez que |w1|2∗+· · ·+|wn|2∗ 6= −1,
e então 〈z0, z0〉∗ 6= 0. Desta forma, as funções ϕi são homeomor�smos, cujas inversas são dadas por

ϕ−1
i : Dn? −→ ϕ(Ui)

(w1, · · · , wn) 7−→ [(w1, · · · , wi−1, 1, wi, · · · , wn)] .

Finalmente, provemos que as aplicações consideradas são cartas para-holomorfas: de fato, dados
i 6= j, digamos i < j, temos que a mudança de coordenadas é dada por

ϕj ◦ ϕ−1
i (w1, · · · , wn) = ϕj ([w1, · · · , wi−1, 1, wi, · · · , wj , · · · , wn])

=

(
w1

wj−1
, · · · , wi−1

wj−1
,

1

wj−1
,
wi
wj−1

, · · · , wj−2

wj−1
,
wj
wj−1

, · · · , wn
wj−1

)
.

Escreva wk = xk + τyk e denote a k-ésima função componente da aplicação ϕj ◦ ϕ−1
i por uk + τvk,

onde k ∈ {1, · · · , n}. Se k 6= i, então podemos veri�car que

uk =
xkxj−1 − ykyj−1

x2
j−1 − y2

j−1

e vk =
ykxj−1 − xkyj−1

x2
j−1 − y2

j−1

.

Se k = i, então

ui =
xj−1

x2
j−1 − y2

j−1

e vi = − yj−1

x2
j−1 − y2

j−1

.

Um cálculo direto mostra que todas as funções componentes satisfazem as equações para-Cauchy-
Riemann. Desta forma, está demonstrado o seguinte resultado:

Teorema 1.5.1. O espaço projetivo paracomplexo DPn é uma variedade paracomplexa de dimensão
paracomplexa n.

Lema 1.5.1. A projeção ϕ : Dn+1 \ C −→ DPn dada por ϕ(z) = [z] é para-holomorfa.

Demonstração. De fato, dado (ϕ(Ui), ϕi) carta de DPn, considere z = (z1, · · · , zn+1) ∈ Ui. Então

ϕi (ϕ(z)) = ϕi ([z]) =

(
z1

zi
, · · · , zi−1

zi
,
zi+1

zi
, · · · , zn+1

zi

)
.

Escrevendo zl = xl + τyl, para todo l ∈ {1, · · · , n+ 1}, temos que a k-ésima função componente da
aplicação ϕi ◦ ϕ, digamos fk = uk + τvk, é dada por

fk(z) = uk(z) + τvk(z) =

(
xkxi − ykyi
x2
i − y2

i

)
+ τ

(
ykxi − xkyi
x2
i − y2

i

)
.
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Assim, para todo k 6= i, temos

(uk)xk = (vk)yk =
xi

x2
i − y2

i

e (uk)yk = (vk)xk = − yi
x2
i − y2

i

.

Além disso, temos

(uk)xi = (vk)yi =
2xiyiyk − xk

(
x2
i + y2

i

)(
x2
i − y2

i

)2 e (uk)xi = (vk)yi =
2xkxiyi − yk

(
x2
i + y2

i

)(
x2
i − y2

i

)2 .

Portanto, como as equações para-Cauchy-Riemann são satisfeitas, segue que a aplicação ϕ é para-
holomorfa.

Fazendo a identi�cação Dn ' R2n, nota-se facilmente que toda função para-holomorfa é uma
função diferenciável. Em particular, a função ϕ é diferenciável. Sendo Q uma subvariedade imersa
do Dn+1 \ C , segue que a restrição a seguir é diferenciável

π := ϕ|Q : Q −→ DPn

z 7−→ [z],

onde
Q :=

{
z ∈ Dn+1 \ C ; 〈z, z〉∗ = 1

}
.

Observação 1.5.2. Até o �nal deste capítulo, toda vez que nos referirmos à aplicação projeção,
estará subentendido que tal aplicação se trata de π de�nida acima.

Proposição 1.5.1. Dados z, z′ ∈ Q, temos que π(z) = π(z′) se, e somente se, z′ = ±eτθz, para
algum θ ∈ R.

Demonstração. Se π(z) = π(z′), então ∃ λ ∈ D∗ tal que z′ = λz. No entanto, como z, z′ ∈ Q, temos

1 =
〈
z′, z′

〉
∗ = 〈λz, λz〉∗ = λλ〈z, z〉∗ = λλ,

donde segue que o número paracomplexo λ satisfaz λλ = 1. Logo, em coordenadas polares, podemos
escrever λ = ±eτθ para algum θ ∈ R.

Observação 1.5.3. Dado z ∈ Q, a aplicação z 7−→ Jz de�ne um campo de vetores sobre Q,
denominado de campo de Reeb. De fato, como

TzQ =
{
w ∈ Dn+1 ; 〈w, z〉∗ = 0

}
,

tem-se que Jz ∈ TzQ, uma vez que

〈Jz, z〉∗ = 〈Jz, J(Jz)〉∗ = −〈z, Jz〉∗ = −〈Jz, z〉∗.

Lema 1.5.2. A aplicação dπz : TzQ −→ Tπ(z)DPn é sobrejetiva. Além disso, o núcleo de dπz é o
conjunto formado por todos os múltiplos do vetor Jz, ou seja, ker (dπz) = [Jz].

Demonstração. Com efeito, considere a curva α : (−ε, ε) −→ Q, dada por α(t) = eτtz. Note que
α(t) ∈ Q, para todo t e α(0) = z. Além disso,

α′(t) = τeτtz =⇒ α′(0) = τz = Jz.

Porém, como (π ◦ α)(t) = π
(
eτtz

)
= π(z), segue dπz(Jz) = (π ◦ α)′(0) = 0. Logo, [Jz] ⊂ ker (dπz).

Provemos agora que ker (dπz) ⊂ [Jz]: para isso, tome v ∈ ker (dπz) unitário, digamos 〈v, v〉∗ = 1, e
considere a curva γ(t) = z cos t+ v sin t. Note que

γ(0) = z e γ′(0) = v.
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Além disso, γ é uma curva em Q, uma vez que

〈γ(t), γ(t)〉∗ = 〈z cos t+ v sin t, z cos t+ v sin t〉∗
= cos2t〈z, z〉∗ + 2 cos t sin t〈z, v〉∗ + sin2t〈v, v〉∗
= cos2t+ sin2t = 1.

Na terceira igualdade acima usamos o fato de 〈z, v〉∗ = 0. Além disso, se tivéssemos considerado v
do tipo tempo, ou seja, 〈v, v〉∗ = −1, bastaria tomarmos a curva γ̃(t) = z cosh t + v sinh t. Assim,
escrevendo z e v em coordenadas paracomplexas, tem-se

π(γ(t)) = π(z cos t+ v sin t)

= π (cos t(z1, · · · , zn+1) + sin t(v1, · · · , vn+1))

= π (z1 cos t+ v1 sin t, · · · , zn+1 cos t+ vn+1 sin t) .

Logo, considerando que π(z) pertence à alguma carta (Ui, fi) de DPn, para algum i ∈ {1, · · · , n+ 1},
segue que

fi (π(γ(t))) = fi (π (z1 cos t+ v1 sin t, · · · , zn+1 cos t+ vn+1 sin t))

= fi [(z1 cos t+ v1 sin t, · · · , zn+1 cos t+ vn+1 sin t)]

=

(
z1 cos t+ v1 sin t

zi cos t+ vi sin t
, · · · , zn+1 cos t+ vn+1 sin t

zi cos t+ vi sin t

)
.

Derivando a expressão acima e avaliando em t = 0, obtemos

(fi ◦ π ◦ γ)′(0) =

(
v1zi − z1vi

v2
i

, · · · , vi−1zi − zi−1vi
v2
i

,
vi+1zi − zi+1vi

v2
i

, · · · , vn+1zi − zn+1vi
v2
i

)
.

No entanto, como v ∈ ker (dπz), segue que 0 = dπz(v) = dπz(γ
′(0)) = (π ◦ γ)′(0). Assim, o vetor

acima é nulo, ou seja, vkzi − zkvi = 0, para todo k ∈ {1, · · · , i− 1, i+ 1, · · · , n+ 1}. Logo,

v = (v1, · · · , vi−1, vi, vi+1, · · · , vn+1) =

(
z1

zi
vi, · · · ,

zi−1

zi
vi, vi,

zi+1

zi
vi, · · · ,

zn+1

zi
vi

)
=

vi
zi

(z1, · · · , zi−1, zi, zi+1, · · · , zn+1)

=
vi
zi
z.

Escrevendo
vi
zi

:= a+ τb e levando em consideração que v é perpendicular a z, tem-se que

0 = 〈z, az + τbz〉∗ = a〈z, z〉∗ + b〈z, Jz〉∗,

e portanto, a = 0. Logo, v = τbz = bJz, como queríamos. Finalmente, como ker (dπz) = [Jz],
segue que dπz tem nulidade 1. Além disso, dim(TzQ) = 2n + 1. Assim, pelo Teorema do núcleo e
da imagem, segue a sobrejetividade da diferencial dπz.

Doravante, consideraremos a decomposição

TzQ = (Jz)⊥ ⊕ [Jz],

onde (Jz)⊥ é a distribuição do hiperplano dada por:

(Jz)⊥ = dπ−1
(
Tπ(z)DPn

)
.

Além disso, dado um vetor X = Xh +Xv ∈ TzQ, referir-nos-emos às componentes Xh e Xv como
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componentes horizontal e vertical de X, respectivamente.

Teorema 1.5.2. Dado um campo de vetores X sobre DPn, existe um único campo X̃ sobre Q,
chamado de levantamento horizontal de X tal que

dπ(X̃)(z) = X (π(z)) e X̃(z) ∈ (Jz)⊥, ∀ z ∈ Q.

Demonstração. Para comprovar a existência, basta utilizar o fato de que a aplicação π é uma
submersão, garantida pelo Lema 1.5.2. Desta forma, obtemos um campo X̃ sobre Q, onde, em
cada ponto z ∈ Q, podemos considerar apenas a parte horizontal do vetor X̃(z), uma vez que sua
componente vertical é levada, pela diferencial, ao vetor nulo. Para provar a unicidade, suponha que
exista um outro campo Ỹ sobre Q satisfazendo as mesmas condições que o campo X̃. Se X̃ 6= Ỹ ,
existe p ∈ Q tal que X̃(p) 6= Ỹ (p). Assim, denotando v := X̃(p)− Ỹ (p), que é um vetor horizontal
não-nulo, obtemos que dπ(v) = 0, donde segue o absurdo.

De�nição 1.5.2. Considere as seguintes estruturas sobre o espaço DPn:

JX := dπ
(
JX̃
)
, G(X,Y ) :=

〈
X̃, Ỹ

〉
∗

e $(X,Y ) := −G(JX,Y ),

para todos X,Y ∈ X (DPn).

Observação 1.5.4. Note que de�nimos a estrutura J acima fazendo uso da estrutura paracomplexa
canônica do espaço Dn+1, restrita ao conjunto Q. Assim, como o vetor tangente X̃ é um vetor
horizontal, temos que JX̃ também é um vetor tangente à subvariedade Q. De fato, basta notar que〈

JX̃, z
〉
∗

= −
〈
J2X̃, Jz

〉
∗

= −
〈
X̃, Jz

〉
∗

= 0.

Proposição 1.5.2. As estruturas de�nidas anteriormente satisfazem as seguintes propriedades:

(i) J é uma estrutura quase-paracomplexa sobre DPn;

(ii) G é uma métrica pseudo-riemanniana anti-hermitiana com respeito a J;

(iii) $ é uma 2-forma alternada e satisfaz $(X,Y ) = ω(X̃, Ỹ ), ∀ X,Y ∈ X (DPn).

Demonstração. Dado X ∈ X (DPn), note que ˜
dπ(JX̃) = JX̃, sendo X̃ o levantamento horizontal

de X, garantido pelo Teorema 1.5.2. Assim, como J2 = Id, temos que

J2(X) = J(J(X)) = J(dπ(JX̃))

= dπ

(
J(

˜
dπ(JX̃))

)
= dπ(J(JX̃))

= dπ(X̃)

= X,

donde segue que o endomor�smo J satisfaz J2 = Id. Provemos que dim Ker(J−Id) = dim Ker(J+Id).
Primeiramente, note que os autovetores de J |Q são os autovalores de J normalizados. Portanto,
eles têm a mesma multiplicidade quando restritos à Q. Por outro lado, seja v um autovetor de J |Q .
Então v deve ser, necessariamente, horizontal. De fato, se v fosse vertical, digamos v = µJz, então
o autovalor λ associado a ele seria nulo, uma vez que

λ = 〈λv, v〉∗ = 〈Jv, v〉∗ = µ̄〈Jv, Jz〉∗ = −µ̄〈v, z〉∗ = 0.

Agora, dado X ∈ X(DPn), note que

(J ± Id)(X) = J(X)±X = dπ
(
JX̃
)
± dπ

(
X̃
)

= dπ
(

(J ± Id)X̃
)
,
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sendo X̃ o levantamento horizontal de X. Desta forma, temos que X ∈ Ker(J± Id) se, e somente se,
(J ± Id)(X̃) ∈ ker (dπz). Logo, pelo Lema 1.5.2, temos que JX̃ ± X̃ = ηJz, para algum η. Porém,
como 〈Jz, Jz〉∗ = −1, obtemos

−η = η〈Jz, Jz〉∗ =
〈
JX̃, Jz

〉
∗
±
〈
X̃, Jz

〉
∗

=
〈
JX̃, Jz

〉
∗

= −
〈
X̃, z

〉
∗

= 0.

Assim, como
X ∈ Ker(J ± Id) ⇐⇒ X̃ ∈ Ker(J ± Id),

então todo autovetor de J estará associado ao mesmo autovalor do levantamento horizontal cor-
respondente, o que prova o item (i). A prova de que G é uma métrica pseudo-riemanniana segue
imediatamente do fato de 〈·, ·〉∗ ser pseudo-riemanniana. Além disso, para provar que G é anti-
hermitiana com respeito a J, basta notar que

G(JX, JY ) =

〈
˜
dπ(JX̃),

˜
dπ(JỸ )

〉
∗

=
〈
JX̃, JỸ

〉
∗

= −
〈
X̃, Ỹ

〉
∗

= −G(X,Y ).

Em relação ao item (iii), temos

$(X,Y ) = −G(JX,Y ) = −G(dπ(JX̃), Y )

= −
〈

˜
dπ(JX̃), Ỹ

〉
∗

= −
〈
JX̃, Ỹ

〉
∗

= ω(X̃, Ỹ ).

Observação 1.5.5. A seguir, denotaremos por D a conexão de Levi-Civita em Dn+1, por ∇∗ a
conexão de Levi-Civita da métrica induzida em Q, e por ∇G a conexão de Levi-Civita referente à
métrica G. Além disso, denotaremos por RD, R∗ e RG os seus respectivos tensores curvatura.

Lema 1.5.3. A subvariedade

Q =
{
z ∈ Dn+1 \ C ; 〈z, z〉∗ = 1

}
é totalmente umbílica em Dn+1 \ C .

Demonstração. Sejam X um campo de vetores sobre Q e x ∈ Q. Considere α uma curva regular
em Q tal que α(0) = x e α′(0) = X. Como

〈α(s), α(s)〉∗ = 1, ∀ s =⇒
〈
α′(s), α(s)

〉
∗ = 0, ∀ s.

Em particular, 〈X,x〉∗ = 0, donde segue que o espaço tangente à Q em x é igual a x⊥. Assim,
podemos considerar o campo vetorial normal unitário N em Q, de�nido por

N(x) = −x.

Como
DXN = DX(−x) = −DXx = −X, (1.18)

então DXN só possui componente tangente. Logo,

−ANX = DXN = −X.

Assim, sendo o operador de Weingarten AN a aplicação identidade, segue o resultado.
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Proposição 1.5.3. O tensor curvatura R∗ da métrica induzida sobre Q é dado pela seguinte fór-
mula:

R∗(X,Y )Z = 〈X,Z〉∗Y − 〈Y,Z〉∗X, (1.19)

quaisquer que sejam os campos de vetores X,Y e Z sobre Q.

Demonstração. Sejam X,Y e Z campos de vetores sobre Q. Estendendo-os a campos de vetores
em Dn+1, temos, pela fórmula de Gauss

DXY = (DXY )> + (DXY )⊥ = ∇∗XY + h(X,Y ). (1.20)

Como h(X,Y ) é um campo vetorial normal a Q, temos que

h(X,Y ) = 〈h(X,Y ), N〉∗N,

onde N é o vetor normal unitário considerado no Lema 1.5.3. Portanto, substituindo a igualdade
anterior em (1.20), e levando em consideração que a subvariedade Q é umbílica, segue que

DXY = ∇∗XY + 〈h(X,Y ), N〉∗N
= ∇∗XY + 〈AN (X), Y 〉∗N
= ∇∗XY + 〈Id(X), Y 〉∗N,

e, portanto,
DXY = ∇∗XY + 〈X,Y 〉∗N. (1.21)

Utilizando a igualdade (1.21) em cada termo do tensor curvatura, juntamente com a igualdade
(1.18), obtemos

RD(X,Y )Z = DYDXZ −DXDY Z +D[X,Y ]Z

= DY (∇∗XZ + 〈X,Z〉∗N)−DX (∇∗Y Z + 〈Y, Z〉∗N) +

∇∗[X,Y ]Z + 〈[X,Y ], Z〉∗N
= DY (∇∗XZ) +DY (〈X,Z〉∗N)−DX (∇∗Y Z)−DX (〈Y, Z〉∗N) +

∇∗[X,Y ]Z + 〈[X,Y ], Z〉∗N
= ∇∗Y (∇∗XZ) + 〈Y,∇∗XZ〉∗N −∇

∗
X (∇∗Y Z)− 〈X,∇∗Y Z〉∗N +

∇∗[X,Y ]Z + 〈[X,Y ], Z〉∗N +DY (〈X,Z〉∗N)−DX (〈Y, Z〉∗N)

= ∇∗Y∇∗XZ −∇∗X∇∗Y Z +∇∗[X,Y ]Z + 〈Y,∇∗XZ〉∗N +

〈[X,Y ], Z〉∗N − 〈X,∇
∗
Y Z〉∗N + 〈X,Z〉∗DYN +

Y (〈X,Z〉∗)N − 〈Y,Z〉∗DXN −X (〈Y,Z〉∗)N
= R∗(X,Y )Z + 〈Y,∇∗XZ〉∗N + 〈[X,Y ], Z〉∗N − 〈X,∇

∗
Y Z〉∗N +

Y (〈X,Z〉∗)N −X (〈Y,Z〉∗)N + 〈X,Z〉∗DYN − 〈Y,Z〉∗DXN

= R∗(X,Y )Z + 〈Y,∇∗XZ〉∗N + 〈[X,Y ], Z〉∗N − 〈X,∇
∗
Y Z〉∗N +

Y (〈X,Z〉∗)N −X (〈Y,Z〉∗)N − 〈X,Z〉∗Y + 〈Y,Z〉∗X.

No entanto, como estamos considerando a conexão usual D do Dn+1, a qual é �at, ou seja, RD ≡ 0,
as partes tangente e normal da igualdade acima se anulam. Portanto, temos que

R∗(X,Y )Z = 〈X,Z〉∗Y − 〈Y,Z〉∗X.

Corolário 1.5.1. A subvariedade Q de Dn+1 \ C é uma variedade de Einstein.

Demonstração. Sendo Q ⊂ Dn+1 \C uma hipersuperfície, seja {e1, · · · , e2n+1} um referencial orto-
normal sobre Q, com εi = 〈ei, ei〉∗ = ±1. Aplicando a Proposição 1.5.3, temos que a curvatura de
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Ricci é dada por

Ric∗(X,Y ) =
2n+1∑
i=1

εi〈R∗(ei, X)Y, ei〉∗

=
2n+1∑
i=1

εi〈〈ei, Y 〉∗X − 〈X,Y 〉∗ei, ei〉∗

=
2n+1∑
i=1

εi [〈ei, Y 〉∗〈X, ei〉∗ − 〈X,Y 〉∗〈ei, ei〉∗]

=

2n+1∑
i=1

εi〈ei, Y 〉∗〈X, ei〉∗ −
2n+1∑
i=1

εi〈X,Y 〉∗〈ei, ei〉∗

=

〈
X,

2n+1∑
i=1

εi〈ei, Y 〉∗ei

〉
∗

−
2n+1∑
i=1

ε2i 〈X,Y 〉∗

= 〈X,Y 〉∗ − (2n+ 1)〈X,Y 〉∗
= −2n〈X,Y 〉∗.

Tomando λ = −2n, temos que
Ric∗(X,Y ) = λ〈X,Y 〉∗

para todos X e Y , donde segue que Q é uma variedade de Einstein.

Lema 1.5.4. A projeção π : Q −→ DPn e a estrutura J satisfazem as seguintes propriedades:

(i) [X,Y ] ◦ π = dπ
(

[X̃, Ỹ ]
)
;

(ii) D
X̃
Jz = JX̃.

Demonstração. Dado X campo de vetores em DPn, temos que

XG(Y, Y ) = G
(
∇G
XY, Y

)
+ G

(
Y,∇G

XY
)

= 2G
(
∇G
XY, Y

)
= 2

〈
∇̃G
XY , Ỹ

〉
∗
,

para todo campo de vetores Y em DPn. Por outro lado, temos

XG(Y, Y ) = X
〈
Ỹ , Ỹ

〉
∗

=
〈
∇∗
X̃
Ỹ , Ỹ

〉
∗

+
〈
Ỹ ,∇∗

X̃
Ỹ
〉
∗

= 2
〈
∇∗
X̃
Ỹ , Ỹ

〉
∗
.

Desta forma,

〈
∇̃G
XY −∇∗X̃ Ỹ , Ỹ

〉
∗

= 0. Logo, o campo vetorial ∇̃G
XY −∇∗X̃ Ỹ é vertical e, assim,

0 = dπ

(
∇̃G
XY −∇

∗
X̃
Ỹ

)
= dπ

(
∇̃G
XY

)
− dπ

(
∇∗
X̃
Ỹ
)

= ∇G
XY − dπ

(
∇∗
X̃
Ỹ
)
.

Portanto, obtemos

dπ
(
∇∗
X̃
Ỹ
)

= ∇G
XY,

donde segue a primeira igualdade, pois

[X,Y ] ◦ π = ∇G
XY −∇G

YX = dπ
(
∇∗
X̃
Ỹ −∇∗

Ỹ
X̃
)

= dπ
(

[X̃, Ỹ ]
)
.

Agora, estendendo localmente o campo X̃ a um campo em Dn+1, cuja extensão continuaremos
denotando por X̃, temos que

D
X̃
Jz = D

X̃
(τz) = τD

X̃
z = J

(
D
X̃
z
)
. (1.22)
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Assim, tomando uma curva α : (−ε, ε) −→ Dn+1 tal que α(0) = z e α′(0) = X̃, por exemplo
α(t) = z cosh t+ X̃ sinh t, temos por de�nição que D

X̃
z = X̃. Logo, de (1.22), segue que

D
X̃
Jz = JX̃.

Observação 1.5.6. Note que a primeira igualdade do Lema 1.5.4 nos garante que a componente
horizontal de [X̃, Ỹ ] é o campo horizontal básico correspondente ao campo [X,Y ]. No entanto, sendo
X̃ e Ỹ horizontais, não podemos a�rmar que [X̃, Ỹ ] é horizontal.

Proposição 1.5.4. Sejam X e Y campos de vetores sobre DPn. Então, vale a seguinte relação:

∇∗
X̃
Ỹ = ∇̃G

XY +$(Y,X)Jz. (1.23)

Demonstração. Pela fórmula de Koszul, obtemos

2 G
(
∇G
XY,Z

)
= XG(Y,Z) + YG(X,Z)− ZG(X,Y ) +

G([X,Y ], Z)−G([X,Z], Y )−G([Y,Z], X)

= X̃
〈
Ỹ , Z̃

〉
∗

+ Ỹ
〈
X̃, Z̃

〉
∗
− Z̃

〈
X̃, Ỹ

〉
∗

+

G
(
dπ[X̃, Ỹ ], Z

)
−G

(
dπ[X̃, Z̃], Y

)
−G

(
dπ[Ỹ , Z̃], X

)
= X̃

〈
Ỹ , Z̃

〉
∗

+ Ỹ
〈
X̃, Z̃

〉
∗
− Z̃

〈
X̃, Ỹ

〉
∗

+〈
˜

dπ[X̃, Ỹ ], Z̃

〉
∗
−
〈

˜
dπ[X̃, Z̃], Ỹ

〉
∗
−
〈

˜
dπ[Ỹ , Z̃], X̃

〉
∗

= X̃
〈
Ỹ , Z̃

〉
∗

+ Ỹ
〈
X̃, Z̃

〉
∗
− Z̃

〈
X̃, Ỹ

〉
∗

+〈
[X̃, Ỹ ], Z̃

〉
∗
−
〈

[X̃, Z̃], Ỹ
〉
∗
−
〈

[Ỹ , Z̃], X̃
〉
∗

= 2
〈
∇∗
X̃
Ỹ , Z̃

〉
∗

= 2

〈
˜

dπ
(
∇∗
X̃
Ỹ
)
, Z̃

〉
∗

= 2 G
(
dπ
(
∇∗
X̃
Ỹ
)
, Z
)
,

donde segue

∇G
XY = dπ

(
∇∗
X̃
Ỹ
)
. (1.24)

Agora, como Ỹ (z) ∈ (Jz)⊥, para todo z ∈ Q, temos que
〈
Ỹ , Jz

〉
∗

= 0. Daí, derivando tal igualdade

na direção X̃, estendido ao espaço Dn+1, ou seja, utilizando a conexão D, obtemos〈
D
X̃
Ỹ , Jz

〉
∗

= −
〈
Ỹ , D

X̃
Jz
〉

= −
〈
J(JỸ ), JX̃

〉
=
〈
JỸ , X̃

〉
∗

= −$(Y,X).

Por outro lado, sendo Q totalmente umbílica, temos por (1.21) que〈
D
X̃
Ỹ , Jz

〉
∗

=
〈
∇∗
X̃
Ỹ +

〈
X̃, Ỹ

〉
∗
N, Jz

〉
∗

=
〈
∇∗
X̃
Ỹ , Jz

〉
∗

+
〈
X̃, Ỹ

〉
∗
〈N, Jz〉∗

=
〈
∇∗
X̃
Ỹ , Jz

〉
∗
,
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pois N(z) = −z é o vetor normal à Q em z, e Jz ∈ TzQ. Assim,
〈
∇∗
X̃
Ỹ , Jz

〉
∗

= −$(Y,X).

Portanto, como |Jz|2∗ = −1, obtemos (
∇∗
X̃
Ỹ
)v

= $(Y,X)Jz. (1.25)

Finalmente por (1.24) e (1.25), segue que

∇∗
X̃
Ỹ = ∇̃G

XY +$(Y,X)Jz.

Teorema 1.5.3. A quádrupla (DPn, J,G, $) é uma variedade para-Kähler.

Demonstração. Note que de�nimos $ = −G(J·, ·) e já veri�camos, na Proposição 1.5.2, que G é
uma métrica pseudo-riemanniana anti-hermitiana e J é uma estrutura quase-paracomplexa. Assim,
pelo Teorema 1.4.2, o resultado seguirá se provarmos que J é paralela com respeito à conexão de
Levi-Civita ∇G , ou seja, que ∇G

XJ = 0, para todo X ∈ X(DPn). Assim, dados X e Y campos de
vetores sobre DPn, temos, pela Proposição 1.5.4,

∇G
XJY = ∇G

X

(
dπ(JỸ )

)
= dπ

(
˜

∇G
X

(
dπ(JỸ )

))

= dπ

(
∇∗
X̃

(
˜
dπ(JỸ )

)
−$

(
dπ(JỸ ), X

)
Jz

)
= dπ

(
∇∗
X̃
JỸ
)
.

No entanto, utilizando que a estrutura J é paralela com respeito à conexão D e que Q é totalmente
umbílica, obtemos

∇G
XJY = dπ

(
∇∗
X̃
JỸ
)

= dπ

([
D
X̃
JỸ
]>)

= dπ

([
J
(
D
X̃
Ỹ
)]>)

= dπ

([
J
(
∇∗
X̃
Ỹ −

〈
X̃, Ỹ

〉
∗
z
)]>)

= dπ

([
J∇∗

X̃
Ỹ
]>
−
〈
X̃, Ỹ

〉
∗
(Jz)>

)
= dπ

(
J∇∗

X̃
Ỹ
)

= dπ

(
J

(
∇̃G
XY

))
+$(Y,X)dπ(J(Jz))

= J
(
∇G
XY
)

+$(Y,X)dπ(J(Jz)).

A�rmamos que dπz(J(Jz)) = 0. De fato, sabemos que

TzQ =
{
w ∈ Dn+1 ; 〈w, z〉∗ = 0

}
.

No entanto, sendo J um endomor�smo de TzQ e Jz ∈ TzQ, então J(Jz) ∈ TzQ. Se J(Jz) 6= 0,
então visto z como vetor do Dn+1, temos naturalmente que 0 = 〈J(Jz), z〉∗ = 〈z, z〉∗ = 1, o que é
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um absurdo. Logo, J(Jz) = 0 e, portanto, dπz(J(Jz)) = 0. Assim, obtemos(
∇G
XJ
)
Y = ∇G

XJY − J
(
∇G
XY
)

= $(Y,X)dπz(J(Jz)) = 0,

como queríamos.

A seguir, vamos estudar o tensor curvatura RG da conexão de Levi-Civita ∇G da métrica G.
Para isso, precisamos do lema seguinte.

Lema 1.5.5. Dado um campo de vetores X̃ sobre Q, então [X̃, ξ] = 0, onde ξ(z) = Jz, ∀ z ∈ Q.

Demonstração. Primeiramente, como N(z) = −z ∈ NzQ e ξ(z) = Jz, então ξ = −JN . Agora, note
que, dado X̃ campo de vetores sobre Q, tem-se que〈

[X̃, ξ], ξ
〉
∗

=
〈
∇∗
X̃
ξ, ξ
〉
∗
−
〈
∇∗ξX̃, ξ

〉
∗
.

Também temos que 0 = X̃〈ξ, ξ〉∗ = 2
〈
∇∗
X̃
ξ, ξ
〉
∗
e 0 = ξ

〈
X̃, ξ

〉
∗

=
〈
∇∗ξX̃, ξ

〉
∗

+
〈
X̃,∇∗ξξ

〉
∗
. Além

disso, utilizando a fórmula de Gauss e o fato de Q ser totalmente umbílica, obtemos〈
[X̃, ξ], ξ

〉
∗

= −
〈
∇∗ξX̃, ξ

〉
∗

=
〈
X̃,∇∗ξξ

〉
∗

=
〈
X̃,Dξξ − h(ξ, ξ)

〉
∗

=
〈
X̃,Dξ(−JN)

〉
∗

= −
〈
X̃, JDξN

〉
∗

= −
〈
X̃, J(−ξ)

〉
∗

=
〈
X̃, Jξ

〉
∗

=
〈
X̃, z

〉
∗

= −
〈
X̃,N

〉
∗

= 0.

Desta forma, temos que 〈
[X̃, ξ], ξ

〉
∗

= 0. (1.26)

Agora, considere uma função arbitrária f sobre DPn e tome a curva α(t) = eτtz. Tal curva passa
por z em Q e possui vetor velocidade α′(0) = τz = ξ. Note que

ξ (f ◦ π) =
d

dt
(f ◦ π)(α(t))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(π(α(t)))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(π(z))

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Portanto,
ξ(f ◦ π) = 0, ∀ f ∈ C∞(DPn). (1.27)

Sendo X̃ o levantamento horizontal de X, obtemos

X̃(f ◦ π)(z) = dπz(X̃)(f) = Xπ(z)(f) = X(f)(π(z)) = (X(f) ◦ π)(z),

e assim X̃(f ◦π) = X(f)◦π. Como (1.27) vale para qualquer função, em particular, vale para X(f).
Logo,

ξ
(
X̃(f ◦ π)

)
= ξ (X(f) ◦ π) = 0.
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Portanto, pela de�nição de colchete de Lie, temos que

dπz

(
[X̃, ξ]

)
(f) = [X̃, ξ]z(f ◦ π) = X̃z(ξ(f ◦ π))− ξz(X̃(f ◦ π)) = 0,

e assim, [X̃, ξ] é vertical. Logo, juntamente com a igualdade (1.26), obtemos que

[X̃, ξ] = 0.

Teorema 1.5.4. O tensor curvatura RG da conexão de Levi-Civita ∇G de G satisfaz

RG(X,Y ) = X ∧ Y − JX ∧ JY + 2 G(X, JY )J,

sendo (X ∧ Y )Z := G(X,Z)Y −G(Y, Z)X.

Demonstração. Sejam X,Y, Z ∈ X(DPn). Pela de�nição de tensor curvatura, temos

RG(X,Y )Z = ∇G
[X,Y ]Z −∇

G
X∇G

Y Z +∇G
Y∇G

XZ.

Porém, pela Proposição 1.5.4, temos que ∇∗
X̃
Z̃ = ∇̃G

XZ + ω(Z̃, X̃)Jz. Logo,

∇∗
Ỹ

(
∇∗
X̃
Z̃
)

= ∇∗
Ỹ

(
∇̃G
XZ
)

+∇∗
Ỹ

(
ω(Z̃, X̃)Jz

)
= ˜∇G

Y

(
∇G
XZ
)

+$
(
∇G
XZ, Y

)
Jz + ω(Z̃, X̃)∇∗

Ỹ
Jz + Ỹ [ω(Z̃, X̃)]Jz

= ˜∇G
Y

(
∇G
XZ
)

+$(Z,X)∇∗
Ỹ
Jz +

[
$
(
∇G
XZ, Y

)
+ Ỹ [ω(Z̃, X̃)]

]
Jz,

donde segue que

dπ
(
∇∗
Ỹ
∇∗
X̃
Z̃
)

= ∇G
Y∇G

XZ +$(Z,X)dπ
(
∇∗
Ỹ
Jz
)
. (1.28)

Analogamente, obtemos

dπ
(
∇∗
X̃
∇∗
Ỹ
Z̃
)

= ∇G
X∇G

Y Z +$(Z, Y )dπ
(
∇∗
X̃
Jz
)
. (1.29)

Agora, pela de�nição de tensor curvatura R∗ em relação à conexão ∇∗ e pelas igualdades (1.28) e
(1.29), temos

dπ
(
R∗(X̃, Ỹ )Z̃

)
= dπ

(
∇∗

[X̃,Ỹ ]
Z̃
)
− dπ

(
∇∗
X̃
∇∗
Ỹ
Z̃
)

+ dπ
(
∇∗
Ỹ
∇∗
X̃
Z̃
)

= dπ
(
∇∗

[X̃,Ỹ ]
Z̃
)
−∇G

X∇G
Y Z −$(Z, Y )dπ

(
∇∗
X̃
Jz
)

+

∇G
Y∇G

XZ +$(Z,X)dπ
(
∇∗
Ỹ
Jz
)

= dπ

(
∇∗

[̃X,Y ]−〈[X̃,Ỹ ],ξ〉∗ξ
Z̃

)
−∇G

X∇G
Y Z −$(Z, Y )dπ

(
∇∗
X̃
Jz
)

+

∇G
Y∇G

XZ +$(Z,X)dπ
(
∇∗
Ỹ
Jz
)

= dπ

(
∇∗

[̃X,Y ]
Z̃

)
−
〈

[X̃, Ỹ ], ξ
〉
∗
dπ
(
∇∗ξZ̃

)
−∇G

X∇G
Y Z −

$(Z, Y )dπ
(
∇∗
X̃
Jz
)

+∇G
Y∇G

XZ +$(Z,X)dπ
(
∇∗
Ỹ
Jz
)
.

Portanto,
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dπ
(
R∗(X̃, Ỹ )Z̃

)
= dπ

(
∇∗

[̃X,Y ]
Z̃

)
−
〈

[X̃, Ỹ ], ξ
〉
∗
dπ
(
∇∗ξZ̃

)
−∇G

X∇G
Y Z +∇G

Y∇G
XZ +

$(Z,X)dπ
(
∇∗
Ỹ
Jz
)
−$(Z, Y )dπ

(
∇∗
X̃
Jz
)

= dπ

(
∇̃G

[X,Y ]Z

)
−
〈

[X̃, Ỹ ], ξ
〉
∗
dπ
(
∇∗ξZ̃

)
−∇G

X∇G
Y Z +∇G

Y∇G
XZ +

$(Z,X)dπ
(
∇∗
Ỹ
Jz
)
−$(Z, Y )dπ

(
∇∗
X̃
Jz
)

= ∇G
[X,Y ]Z −

〈
[X̃, Ỹ ], ξ

〉
∗
dπ
(
∇∗ξZ̃

)
−∇G

X∇G
Y Z +∇G

Y∇G
XZ +

$(Z,X)dπ
(
∇∗
Ỹ
Jz
)
−$(Z, Y )dπ

(
∇∗
X̃
Jz
)

= RG(X,Y )Z −
〈

[X̃, Ỹ ], ξ
〉
∗
dπ
(
∇∗ξZ̃

)
+

$(Z,X)dπ
(
∇∗
Ỹ
Jz
)
−$(Z, Y )dπ

(
∇∗
X̃
Jz
)
.

No entanto, recorrendo-se ao fato de que Q é totalmente umbílica em Dn+1 \ C , obtemos

dπ
(
∇∗
X̃
Jz
)

= dπ
([
D
X̃
Jz
]>)

= dπ
(

[JX̃]
>)

= dπ
(
JX̃
)

= JX.

Além disso, utilizando o Lema 1.5.5, ou seja, aplicando ∇∗ξZ̃ = ∇∗
Z̃
ξ, obtemos

dπ
(
R∗(X̃, Ỹ )Z̃

)
= RG(X,Y )Z −

〈
[X̃, Ỹ ], ξ

〉
∗
dπ
(
∇∗
Z̃
ξ
)

+$(Z,X)JY −$(Z, Y )JX

= RG(X,Y )Z −
〈

[X̃, Ỹ ], ξ
〉
∗
JZ +$(Z,X)JY −$(Z, Y )JX

= RG(X,Y )Z −
[〈
∇∗
X̃
Ỹ , ξ

〉
∗
−
〈
∇∗
Ỹ
X̃, ξ

〉
∗

]
JZ +$(Z,X)JY −$(Z, Y )JX.

No entanto, como X̃
〈
Ỹ , ξ

〉
∗

= 0, segue que〈
∇∗
X̃
Ỹ , ξ

〉
∗

= −
〈
Ỹ ,∇∗

X̃
ξ
〉
∗

= −
〈
Ỹ , D

X̃
ξ
〉
∗

= −
〈
Ỹ , JX̃

〉
∗
,

e, analogamente, o fato de que Ỹ
〈
X̃, ξ

〉
∗

= 0, implica em〈
∇∗
Ỹ
X̃, ξ

〉
∗

= −
〈
X̃, JỸ

〉
∗
.

E assim, temos

dπ
(
R∗(X̃, Ỹ )Z̃

)
= RG(X,Y )Z −

[
−
〈
Ỹ , JX̃

〉
∗

+
〈
X̃, JỸ

〉
∗

]
JZ +$(Z,X)JY −$(Z, Y )JX.
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Finalmente, utilizando a Proposição 1.5.3, obtemos

RG(X,Y )Z = dπ
(〈
X̃, Z̃

〉
∗
Ỹ −

〈
Ỹ , Z̃

〉
∗
X̃
)

+ 2
〈
X̃, JỸ

〉
∗
JZ −$(Z,X)JY +$(Z, Y )JX

=
〈
X̃, Z̃

〉
∗
dπ(Ỹ )−

〈
Ỹ , Z̃

〉
∗
dπ(X̃) + 2

〈
X̃, JỸ

〉
∗
JZ −$(Z,X)JY +$(Z, Y )JX

= G(X,Z)Y −G(Y, Z)X + 2

〈
X̃,

˜
dπ(JỸ )

〉
∗
JZ −G(Z, JX)JY + G(Z, JY )JX

= G(X,Z)Y −G(Y, Z)X + 2G(X, JY )JZ −G(Z, JX)JY + G(Z, JY )JX
= (X ∧ Y )Z − (JX ∧ JY )Z + 2 G(X, JY )JZ.

Portanto,
RG(X,Y ) = X ∧ Y − JX ∧ JY + 2 G(X, JY )J.



Capítulo 2

Subvariedades paracomplexas e

lagrangeanas no espaço paracomplexo

Neste capítulo, estudamos dois tipos de subvariedades: as paracomplexas e as lagrangeanas. Tais
subvariedades se comportam de formas complementares, no que diz respeito à estrutura quase-
paracomplexa do ambiente.

2.1 Subvariedades paracomplexas

De�nição 2.1.1. Seja (M,J) uma variedade quase-paracomplexa. Dizemos que um subespaço P de
TxM , para x ∈M , é paracomplexo se P for estável em relação à estrutura J , ou seja, J(P ) ⊂ P ,
e J |P for uma estrutura quase-paracomplexa. Uma subvariedade S de M é dita paracomplexa se
todos os seus subespaços tangentes são paracomplexos.

Proposição 2.1.1. Se S é uma subvariedade paracomplexa de uma variedade quase-paracomplexa
(M2n, J), então valem as seguintes propriedades:

(a) J (TxS) = TxS, para todo x ∈ S;

(b) dimRS = 2k, para algum 1 ≤ k ≤ n.

Demonstração. Por de�nição, temos que J (TxS) ⊂ TxS. No entanto, sendo J um endomor�smo
satisfazendo J2 = Id, temos que

TxS = J (J (TxS)) ⊂ J (TxS) ,

e, portanto, J (TxS) = TxS. Além disso, como TxS = Ker (J + Id)|TxS ⊕ Ker (J − Id)|TxS e os
autovalores de J |TxS têm a mesma multiplicidade, segue trivialmente que a dimensão real de S é
par.

Corolário 2.1.1. Seja S uma subvariedade paracomplexa não-degenerada de uma variedade quase-
paracomplexa (M2n, J). Então, o subespaço normal NxS é um subespaço paracomplexo de TxM ,
para todo x ∈ S.

Demonstração. Primeiramente, pela Proposição 2.1.1, temos que

J (TxS) = TxS e dimRS = 2k,

para algum 1 ≤ k ≤ n. Utilizando essas informações, juntamente com a hipótese de S ser uma
subvariedade não-degenerada, obtemos

TxS ⊕NxS = TxM = J (TxM) = J (TxS)⊕ J (NxS) = TxS ⊕ J (NxS) ,

43
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donde segue que J (NxS) = NxS. Finalmente, como dim (NxS) = 2(n− k) e

(Ker (J − Id) ∩NxS)⊕ (Ker (J + Id) ∩NxS) ⊂ NxS,

segue, por argumentos da álgebra linear, que (Ker (J − Id) ∩NxS)⊕ (Ker (J + Id) ∩NxS) = NxS.

Observação 2.1.1. Como TxS é um R-espaço vetorial e S está munido de tal estrutura J , podemos
equipar TxS com uma estrutura de D-módulo. Para isso, basta de�nir a multiplicação por escalar

(x+ τy)v := xv + yJv, ∀ v ∈ TxS.

Proposição 2.1.2. Se f : U ⊂ Dn −→ Dm é uma imersão para-holomorfa, então S = f(U ) é
uma subvariedade paracomplexa. Reciprocamente, se S é uma subvariedade paracomplexa de Dm,
então S é, localmente, imagem de uma carta para-holomorfa.

Demonstração. Denote

f(z) = f(z1, · · · , zn) =
(
f1(z), · · · , fm(z)

)
=
(
u1 + τv1, · · · , um + τvm

)
,

com zi = xi + τyi ∈ D. Dado p ∈ S, sabemos que

{
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn
,
∂f

∂y1
, · · · , ∂f

∂yn

}
forma uma base

para TpS, onde
∂f

∂xi
=

(
∂f1

∂xi
, · · · , ∂f

m

∂xi

)
e

∂f

∂yi
=

(
∂f1

∂yi
, · · · , ∂f

m

∂yi

)
.

Assim, suponha para todo k ∈ {1, · · · ,m} que{ (
uk
)
xj

=
(
vk
)
yj(

uk
)
yj

=
(
vk
)
xj

, ∀ j ∈ {1, · · · , n} .

Aplicando as equações para-Cauchy-Riemann dadas acima, obtemos

J

(
∂f

∂xi

)
= J

(
∂f1

∂xi
, · · · , ∂f

m

∂xi

)
= J

(
∂u1

∂xi
+ τ

∂v1

∂xi
, · · · , ∂u

m

∂xi
+ τ

∂vm

∂xi

)
=

(
∂v1

∂xi
+ τ

∂u1

∂xi
, · · · , ∂v

m

∂xi
+ τ

∂um

∂xi

)
=

(
∂u1

∂yi
+ τ

∂v1

∂yi
, · · · , ∂u

m

∂yi
+ τ

∂vm

∂yi

)
=

(
∂f1

∂yi
, · · · , ∂f

m

∂yi

)
=

∂f

∂yi
∈ TpS.

Da mesma forma,

J

(
∂f

∂yi

)
= J

(
∂f1

∂yi
, · · · , ∂f

m

∂yi

)
= J

(
∂u1

∂yi
+ τ

∂v1

∂yi
, · · · , ∂u

m

∂yi
+ τ

∂vm

∂yi

)
=

(
∂u1

∂xi
+ τ

∂v1

∂xi
, · · · , ∂u

m

∂xi
+ τ

∂vm

∂xi

)
=

(
∂f1

∂xi
, · · · , ∂f

m

∂xi

)
=

∂f

∂xi
∈ TpS.



2.1 SUBVARIEDADES PARACOMPLEXAS 45

Logo, J (TpS) ⊂ TpS, como queríamos. Além disso, temos que

J2

(
∂f

∂xi

)
=

∂f

∂xi
e J2

(
∂f

∂yi

)
=
∂f

∂yi
,

e portanto, J2 = Id. Resta provar ainda que os subespaços referentes aos autovalores 1 e −1,
restritos à S, têm a mesma dimensão. Para veri�car essa informação, denotemos

Vi :=
∂f

∂xi
+
∂f

∂yi
e Wi :=

∂f

∂xi
− ∂f

∂yi
,

e TpS± = {v ∈ TpS ; Jv = ±v}. Podemos veri�car que

Span {V1, · · · , Vn} = TpS
+ e Span {W1, · · · ,Wn} = TpS

−.

Finalmente, como TpS = TpS
+ ⊕ TpS− e dimTpS = 2n, uma vez que f é uma imersão, segue que

dimTpS
+ = dimTpS

− = n, como queríamos.

Reciprocamente, suponha que S seja uma subvariedade paracomplexa de Dm. Em particular, sendo
J |S uma estrutura quase-paracomplexa, temos que (S, J |S) é uma variedade quase-paracomplexa.
Além disso, como J(TpS) = TpS, para todo p ∈ S, dados X,Y ∈ TpS, temos que JX, JY ∈ TpS.
Logo, [JX, JY ] ∈ TpS, pela de�nição de colchete de Lie e assim, o tensor para-Nijenhuis

NJ
∗ (X,Y ) = [X,Y ]− J [X,JY ]− J [JX, Y ] + [JX, JY ], ∀ X,Y ∈ TpS,

está bem de�nido sobre S. Finalmente, como S está imersa na variedade para-Kähler Dm, temos
que NJ

∗ se anula identicamente sobre S. Logo, pelo Teorema 1.4.1, segue que J |S é uma estrutura
paracomplexa sobre S. Assim, por de�nição, J |S pode ser localmente de�nida através de um atlas
de cartas para-holomorfas. Portanto, dado p ∈ S, existe uma vizinhança aberta U de p em S e
ϕ−1 : U −→ W ⊂ Dn uma carta para-holomorfa. E assim, ϕ(W ) ⊂ S, como queríamos.

Teorema 2.1.1. Seja (M,J, g, ω) uma variedade para-Kähler. Então, qualquer subvariedade para-
complexa não-degenerada de M é mínima.

Demonstração. Seja S uma subvariedade paracomplexa não-degenerada de M e denote por D a
conexão de Levi-Civita em M e por ∇ a conexão induzida em S. Dados X,Y tangentes a S, como

J (DXY ) = J (∇XY + h(X,Y )) = ∇XY + J(h(X,Y )),

obtemos
(J (DXY ))⊥ = J

(
(DXY )⊥

)
. (2.1)

Além disso, pelo Teorema 1.4.2, temos que a estrutura J é paralela com respeito à conexão D. Logo,
0 = (DXJ)Y = DXJY − J(DXY ), donde segue que

DXJY = J(DXY ). (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1), obtemos

h(X, JY ) = J(h(X,Y )). (2.3)

Como a dimensão de S é par, pela Proposição 2.1.1, seja {e1, · · · , e2k} um referencial ortonormal
sobre S, tal que e2i = J(e2i−1), ∀ 1 ≤ i ≤ k. A observação após o �m desta demonstração
comprovará que sempre é possível obter tal base por uma modi�cação do clássico processo de
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ortogonalização de Gram-Schmidt. Assim, pela de�nição do vetor curvatura média, temos

2k ~H =
2k∑
i=1

εih(ei, ei) =

[
k∑
i=1

ε2i−1h(e2i−1, e2i−1) +
k∑
i=1

ε2ih(e2i, e2i)

]
.

No entanto, como g é anti-hermitiana, temos

ε2i = g(e2i, e2i) = g(J(e2i−1), J(e2i−1)) = −g(e2i−1, e2i−1) = −ε2i−1.

Logo, aplicando (2.3), obtemos

2k ~H =
k∑
i=1

ε2i−1 [h(e2i−1, e2i−1)− h(e2i, e2i)]

=

k∑
i=1

ε2i−1 [h(e2i−1, e2i−1)− h(Je2i−1, Je2i−1)]

=
k∑
i=1

ε2i−1

[
h(e2i−1, e2i−1)− J2h(e2i−1, e2i−1)

]
= 0,

donde segue o resultado.

Observação 2.1.2. Para facilitar a visualização das contas, denote 〈·, ·〉 = | · |2 := g|S. Assim,
dada {v1, · · · , v2k} base de TpS, de�na

e1 := v1 e e2 := J(v1).

Portanto, 〈e1, e2〉 = 0. Em seguida, coloque

e3 := v3 −
〈v3, e1〉
|e1|2

e1 −
〈v3, e2〉
|e2|2

e2 e e4 := J(e3).

Portanto, 〈e4, e2〉 = 〈J(e3), J(v1)〉 = −〈e3, v1〉 = −〈e3, e1〉 = 0 e 〈e4, e3〉 = 〈J(e3), e3〉 = 0. Além
disso, temos que

〈e4, e1〉 = 〈J(e3), e1〉

= 〈J(v3), e1〉 −
〈v3, e1〉
|e1|2

〈J(e1), e1〉 −
〈v3, e2〉
|e2|2

〈J(e2), e1〉

= 〈J(v3), e1〉 −
〈v3, e2〉
〈e2, e2〉

〈J(e2), e1〉

= 〈J(v3), e1〉 −
〈v3, e2〉

〈J(e1), J(e1)〉
〈
J2(v1), v1

〉
= 〈J(v3), e1〉+

〈v3, e2〉
〈v1, v1〉

〈v1, v1〉

= 〈J(v3), e1〉+ 〈v3, e2〉
= 〈J(v3), e1〉+

〈
J2(v3), J(e1)

〉
= 〈J(v3), e1〉 − 〈J(v3), e1〉
= 0.
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Assim, tomando recursivamente

e2i−1 := v2i−1 −
2i−2∑
j=1

〈v2i−1, ej〉
|ej |2

ej e e2i := Je2i−1, ∀ 1 ≤ i ≤ k,

obtemos que {e1, · · · , e2k} forma uma base ortogonal de TpS. Portanto,

{
e1

|e1|
, · · · , e2k

|e2k|

}
é uma

base ortonormal para TpS, como almejávamos.

2.2 Subvariedades lagrangeanas

A seguir, veremos que as subvariedades lagrangeanas são a extensão para variedades da noção
de subespaços lagrangeanos de espaços vetoriais simpléticos.

De�nição 2.2.1. Seja (E,ω) um espaço vetorial simplético, ou seja, um espaço vetorial munido de
uma forma bilinear simplética. Dado um subespaço F ⊂ E, chamamos de complemento ortogonal
simplético de F ao conjunto

Fω :=
{
v ∈ E ; ω(v, v′) = 0, ∀ v′ ∈ F

}
.

O subespaço F é chamado de

(i) simplético se F ∩ Fω = {0};

(ii) isotrópico se F ⊆ Fω, isto é, ω(v, v′) = 0, ∀ v, v′ ∈ F ;

(iii) lagrangeano se F = Fω.

Note que um subespaço F é lagrangeano se, e somente se, F é isotrópico e maximal (no sentido
de que F não está propriamente contido em nenhum outro subespaço isotrópico). Além disso, F
é simplético se, e somente se a restrição de ω à F é não-degenerada, de modo que (F, ω|F ) é um
espaço vetorial simplético.

Exemplo 2.2.1. Seja w ∈ E um vetor não-nulo e considere F = Span(w). Dados u, v ∈ F ,
digamos u = c1w e v = c2w, temos

ω(u, v) = c1c2 ω(w,w) = 0.

Assim, F ⊆ Fω, portanto F é isotrópico. Além disso, segue que ω é degenerada em F e assim, F
não é um subespaço simplético.

Em geral, os subespaços F e Fω não são necessariamente complementares, ou seja, E 6= F ⊕Fω.
No entanto, há uma relação entre as suas dimensões, como pode ser vista pela proposição seguinte.

Proposição 2.2.1. Dado um subespaço F de um espaço vetorial simplético (E,ω), tem-se que

dimFω = dimE − dimF e (Fω)ω = F.

Demonstração. Com base na forma ω, podemos de�nir a seguinte aplicação linear

ω∗ : E −→ E∗

u 7−→ ω∗(u)(v) = ω(u, v).

Note que o fato de ω ser não-degenerada é equivalente ao fato de Ker(ω∗) = {0}. Logo, a aplicação



48 SUBVARIEDADES PARACOMPLEXAS E LAGRANGEANAS NO ESPAÇO PARACOMPLEXO 2.2

ω∗ é um isomor�smo. Por outro lado, note que a imagem de Fω por ω∗ satisfaz

ω∗(Fω) = {f ∈ E∗ ; f = ω∗(u), para algum u ∈ Fω}
= {f ∈ E∗ ; f(v) = ω(u, v), para algum u ∈ Fω e ∀ v ∈ F}
= {f ∈ E∗ ; f(v) = 0, ∀ v ∈ F}
:= F 0,

sendo F 0 o anulador do subespaço F . Sabemos da álgebra linear que dimE = dimF + dimF 0, e
assim,

dimω∗(Fω) = dimF 0 = dimE − dimF.

Finalmente, sendo ω∗ um isomor�smo, podemos identi�car ω∗(Fω) com Fω, donde segue que

dimFω = dimE − dimF.

Para provar a segunda igualdade note que, sendo F e Fω subespaços de E, temos, do que foi feito
anteriormente, que

dimE = dimF + dimFω e dimE = dimFω + dim (Fω)ω .

Logo, dimF = dim (Fω)ω. Além disso, F ⊂ (Fω)ω, pois se existir u ∈ F , com u /∈ (Fω)ω, existiria
u′ ∈ Fω tal que ω(u′, u) 6= 0. No entanto, como tal u′ ∈ Fω, temos que ω(u′, v) = 0, ∀ v ∈ F . Em
particular, tomando v = u ∈ F , obtemos ω(u′, u) = 0, donde segue o resultado.

De�nição 2.2.2. Dada (M,ω) uma variedade simplética, uma subvariedade L de M é dita la-
grangeana se, ∀ x ∈ L , o espaço tangente TxL é um subespaço lagrangeano de TxM .

Proposição 2.2.2. Seja L uma subvariedade lagrangeana de uma variedade simplética (M,ω).
Então,

dim L =
1

2
dimM e ω|L ≡ 0.

Demonstração. Como L é lagrangeana, então TxL = (TxL )ω, e portanto, dimTxL = dim (TxL )ω.
Assim, pela Proposição 2.2.1, temos que

dimTxM = dimTxL + dim (TxL )ω,

donde segue a primeira a�rmação. A segunda condição, isto é, que ω se anula sobre L , segue do
fato de TxL ser, em particular, um subespaço isotrópico.

Observação 2.2.1. Pela proposição acima, sempre que existir uma subvariedade lagrangeana imersa
numa variedade simplética, esta última deve ter dimensão par.

Exemplo 2.2.2. Toda curva regular numa superfície simplética é uma subvariedade lagrangeana.

Teorema 2.2.1. Se L é uma subvariedade lagrangeana não-degenerada de (M,ω), então

J (TxL ) = T⊥x L , ∀ x ∈ L .

Assim, a estrutura J de M de�ne um isomor�smo de �brados entre o �brado tangente TL e o
�brado normal NL .

Demonstração. Considere X ∈ TxL . Sendo L lagrangeana, então ω(X,Y ) = 0, ∀ Y ∈ TxL . Logo,

g(JX, Y ) = −ω(X,Y ) = 0, ∀ Y ∈ TxL .

Como JX ∈ J(TxL ), a igualdade acima fornece-nos a inclusão J(TxL ) ⊂ T⊥x L . Agora, sendo L
não-degenerada, temos que

TxM = TxL ⊕ T⊥x L .
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Como, em adição, dim(L ) =
1

2
dimM , segue que dim(T⊥x L ) =

1

2
dimM . Assim, como TxL e

T⊥x L têm a mesma dimensão, segue a igualdade J(TxL ) = T⊥x L .

Proposição 2.2.3. Seja L uma subvariedade lagrangeana não-degenerada de uma variedade para-
Kähler (M,J, g, ω). Então, a aplicação tensorial

T (X,Y, Z) := g(h(X,Y ), JZ)

é trissimétrica, isto é, a seguinte igualdade vale

T (X,Y, Z) = T (Y,X,Z) = T (X,Z, Y ), ∀ X,Y, Z ∈ X(L ).

Demonstração. Seja x ∈ L . Pela Proposição 1.3.2, temos que a segunda forma fundamental h é
simétrica, ou seja, h(X,Y ) = h(Y,X), ∀ X,Y ∈ TxL . Desta forma, segue que

T (X,Y, Z) = g(h(X,Y ), JZ) = g(h(Y,X), JZ) = T (Y,X,Z).

Por outro lado, como g(JY, Z) = −ω(Y,Z) = 0, diferenciando tal igualdade em relação a X,
obtemos

0 = Xg(JY, Z) = g(DXJY, Z) + g(JY,DXZ)

= g(J(DXY ), Z) + g(JY,DXZ)

= g(J(DXY ), Z) + g(JY, h(X,Z))

= g(J(DXY ), J(JZ)) + T (X,Z, Y )

= −g(DXY, JZ) + T (X,Z, Y )

= −T (X,Y, Z) + T (X,Z, Y ).

2.2.1 De�nição de ângulo lagrangeano

Considere o espaço Dn com coordenadas {zj = xj + τyj , 1 ≤ j ≤ n}. Chamamos de forma vo-
lume para-holomorfa de Dn a n-forma a valores paracomplexos

Ω := dz1 ∧ · · · ∧ dzn.

Pela de�nição de produto exterior, dados X1, · · · , Xn vetores de Dn, então Ω(X1, · · · , Xn) é o
determinante paracomplexo da matriz n × n cujas colunas são as coordenadas paracomplexas dos
vetores X1, · · · , Xn.

Lema 2.2.1. Dada L subvariedade lagrangeana do espaço (Dn, 〈〈·, ·〉〉∗), considere {X1, · · · , Xn}
base de TpL . Então, as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) L é não-degenerada em p se, e somente se, o número paracomplexo Ω(X1, · · · , Xn) satisfaz

Ω(X1, · · · , Xn) · Ω(X1, · · · , Xn) 6= 0.

(b) Se {Y1, · · · , Yn} é uma outra base de TpL , então os números paracomplexos Ω(X1, · · · , Xn) e
Ω(Y1, · · · , Yn) possuem o mesmo argumento.

Demonstração. Para provar o item (a), considere {e1, · · · , en} referencial ortonormal local de L .
Assim, sendo {X1, · · · , Xn} uma base de TpL , podemos escrever

Xj =

n∑
k=1

λkjek, λkj = εk〈〈Xj , ek〉〉∗.
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Denotando M = (λij), obtemos

Ω(X1, · · · , Xn) = detM =

∣∣∣∣∣∣∣
λ11 · · · λ1n

...
λn1 · · · λnn

∣∣∣∣∣∣∣ .
Agora, note que

〈Xi, Xj〉∗ = 〈〈Xi, Xj〉〉∗ =

〈〈
n∑
k=1

λkiek,
n∑
l=1

λljel

〉〉
∗

=
∑
k,l

λkiλlj〈〈ek, el〉〉∗

=

n∑
k=1

λkiλkjεk.

Por outro lado, indicando por M> a transposta da matriz M , temos

M> · Id ·M =

 λ11 · · · λn1
...

λ1n · · · λnn

 ·
 ε1 · · · 0

. . .
0 · · · εn

 ·
 λ11 · · · λ1n

...
λn1 · · · λnn



=



∑
k

εkλk1λk1 · · ·
∑
k

εkλk1λkn

. . .∑
k

εkλknλk1 · · ·
∑
k

εkλknλkn

 ,

e portanto, (
M> · Id ·M

)
ij

=
∑
k

εkλkiλkj = 〈Xi, Xj〉∗.

Como

det
(
〈Xi, Xj〉∗

)
= det

(
M> · Id ·M

)
= det

(
M>

)
det(Id) det(M)

= (±1) det(M)det(M)

= (±1)〈detM,detM〉∗,

então
det
(
〈Xi, Xj〉∗

)
= ±〈Ω(X1, · · · , Xn),Ω(X1, · · · , Xn)〉∗. (2.4)

Logo, a métrica é não-degenerada em p se, e somente se, tivermos

0 6= det
(
〈Xi, Xj〉∗

)
= ±〈Ω(X1, · · · , Xn),Ω(X1, · · · , Xn)〉∗,

donde segue que 〈Ω(X1, · · · , Xn),Ω(X1, · · · , Xn)〉∗ 6= 0. Finalmente, para provar o item (b), seja

{Y1, · · · , Yn} uma outra base de TpL . ComoX1, · · · , Xn são vetores de Dn, denoteXj =
(
z1
j , · · · , znj

)
,

com zlj = xlj + τylj , para l ∈ {1, · · · , n}. Assim, podemos escrever

Yi =
n∑
k=1

aikXk =
(
w1
i , · · · , wni

)
, onde wli =

n∑
k=1

aikz
l
k.
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Note que

[Y1 · · ·Yn] =

 w1
1 · · · w1

n
...

wn1 · · · wnn

 =


∑

k a1kz
1
k · · ·

∑
k a1kz

n
k

...∑
k ankz

1
k · · ·

∑
k ankz

n
k


>

=

 a11 · · · a1n
...

an1 · · · ann

 ·
 z1

1 · · · zn1
...

z1
n · · · znn

 .
Logo, denotando a transposta da matriz

(
zji

)
i,j

por
(
zij

)
i,j
, obtemos

Ω(Y1, · · · , Yn) = det [Y1 · · ·Yn]

= det (aij) · det (zji )

= det (aij) · det
(
zij
)

= det (aij) · det [X1 · · ·Xn]

= det (aij) · Ω(X1, · · · , Xn).

Portanto, Ω(X1, · · · , Xn) e Ω(Y1, · · · , Yn) possuem o mesmo argumento.

De�nição 2.2.3. O ângulo lagrangeano β de um subespaço linear, lagrangeano e não-degenerado,
gerado por n vetores (X1, · · · , Xn), é de�nido como sendo o argumento do número paracomplexo
Ω(X1, · · · , Xn). O ângulo lagrangeano β(x) de uma subvariedade lagrangeana não-degenerada L ,
no ponto x ∈ L , é o ângulo lagrangeano do subespaço vetorial TxL .

Pelo Lema 2.2.1, a de�nição acima independe da base considerada. Além disso, ao contrário do
que ocorre com o caso complexo, não precisamos falar em orientação aqui, uma vez que um número
paracomplexo z, assim como o seu oposto −z, têm o mesmo argumento.

Observação 2.2.2. Podemos ver também que tal de�nição envolve apenas a forma Ω, sendo, por-
tanto, independente da métrica e da forma simplética escolhida. Além disso, destacamos que Ω foi
construída como uma estrutura adicional do espaço Dn e chamamos a atenção de que Ω não pode
ser de�nida em qualquer variedade para-Kähler. As variedades para-Kähler admitindo tal forma são
chamadas de variedades para-Calabi-Yau.

Teorema 2.2.2. Seja L uma subvariedade lagrangeana não-degenerada de (Dn, 〈〈·, ·〉〉∗), com ân-

gulo lagrangeano β e vetor curvatura média ~H. Então, a seguinte relação é satisfeita

n ~H = −J∇β,

onde ∇ denota o operador gradiente com respeito à métrica induzida em L .

Demonstração. Seja (e1, · · · , en) um referencial ortonormal local de L . Como a forma ω se anula
em L , temos que

〈〈ej , ek〉〉∗ = 〈ej , ek〉∗ − τω(ej , ek) = 〈ej , ek〉∗.

Portanto, o referencial considerado é também um referencial hermitiano. Logo, dado X ∈ Dn,
podemos escrever

X =
n∑
j=1

εj〈X, ej〉∗ej =
n∑
j=1

εj〈〈X, ej〉〉∗ej .

A ideia aqui é provar que vale〈
n ~H + J∇β, Jei

〉
∗

= 0, ∀ 1 ≤ i ≤ n,
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donde seguirá o resultado. Assim, pela igualdade (2.4) da demonstração do Lema 2.2.1, temos que

±〈Ω(e1, · · · , en),Ω(e1, · · · , en)〉∗ = det
(
〈ei, ej〉∗

)
.

Logo,
Ω(e1, · · · , en).Ω(e1, · · · , en) = ±1,

e então, podemos escrever
Ω(e1, · · · , en) = ± ταeτβ ,

sendo α ∈ {0, 1}. Derivando esta igualdade em relação à ei, obtemos por um lado que

ei

(
± ταeτβ

)
= d

(
± ταeτβ

)
(ei) = ± τατeτβdβ(ei).

Por outro lado,

ei (Ω(e1, · · · , en)) = ei (det[e1 · · · en]) =
n∑
k=1

det [e1 · · ·Deiek · · · en]

=
n∑
k=1

Ω

e1, · · · ,
n∑
j=1

εj〈〈ej , Deiek〉〉∗ej , · · · , en


=

n∑
k=1

Ω
(
e1, · · · , εk〈〈ek, Deiek〉〉∗ek, · · · , en

)
= ±

n∑
k=1

εk〈〈ek, Deiek〉〉∗τ
αeτβ .

Portanto, juntando as duas igualdades anteriores obtemos que

± τ (α+1)eτβdβ(ei) = ei (Ω(e1, · · · , en)) = ±ταeτβ
n∑
k=1

εk〈〈ek, Deiek〉〉∗.

Logo,

τdβ(ei) =
n∑
k=1

εk〈〈ek, Deiek〉〉∗. (2.5)

Porém, diferenciando a igualdade 〈ek, ek〉∗ = εk = ±1 em relação à ei, temos

〈ek, Deiek〉∗ = 0.

No entanto, como vale 〈〈·, ·〉〉∗ = 〈·, ·〉∗ − τω = 〈·, ·〉∗ + τ〈J ·, ·〉∗, temos que

〈〈ek, Deiek〉〉∗ = τ〈Jek, Deiek〉∗.

Logo, substituindo a igualdade acima em (2.5), obtemos

dβ(ei) =

n∑
k=1

εk〈Jek, Deiek〉∗.

Agora, pela Proposição 2.2.3, segue que

〈Jek, Deiek〉∗ = 〈Jek, h(ei, ek)〉∗ = 〈h(ek, ek), Jei〉∗.
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Assim,

dβ(ei) =

n∑
k=1

εk〈Jek, Deiek〉∗ =

n∑
k=1

εk〈h(ek, ek), Jei〉∗

=

〈
n∑
k=1

εkh(ek, ek), Jei

〉
∗

=
〈
n ~H, Jei

〉
∗
.

Pela de�nição de operador gradiente, obtemos〈
n ~H, Jei

〉
∗

= dβ(ei) = 〈∇β, ei〉∗ = −〈J∇β, Jei〉∗,

donde segue o resultado.

Corolário 2.2.1. Seja L uma subvariedade lagrangeana, conexa e não-degenerada de Dn. Então
L é mínima se, e somente se, L tem ângulo lagrangeano constante.

Demonstração. Como o ângulo lagrangeano β de uma subvariedade lagrangeana não-degenerada L
é uma aplicação da forma β : L −→ R, a hipótese de L ser conexa garante-nos que β é constante
se, e somente se, ∇β = 0.

Observação 2.2.3. Ao estudarmos minimalidade de subvariedades, poderemos nos restringir, sem
perda de generalidade, às subvariedades com ângulo lagrangeano nulo. De fato, seja L uma subva-
riedade lagrangeana com ângulo lagrangeano constante β0. Dada uma constante θ ∈ R, denotando
por Rθ a aplicação rotação em Dn, cuja matriz paracomplexa é dada por eτθId, considere a subva-
riedade L̃ = RθL , com ângulo lagrangeano β̃. Dado {X1, · · · , Xn} um referencial tangente à L ,

então
{
eτθX1, · · · , eτθXn

}
é um referencial tangente à L̃ . Assim, pelo Teorema 1.1.1, temos que

β̃ = arg Ω
(
eτθX1, · · · , eτθXn

)
= arg

(
eτnθΩ(X1, · · · , Xn)

)
= arg

(
eτnθ

)
+ arg Ω(X1, · · · , Xn)

= nθ + β0.

Logo, tomando θ = − 1

n
β0, segue que β̃ = 0.

2.2.2 Subvariedades lagrangeanas SO(n)-equivariantes

Denotemos o grupo das rotações (isometrias que preservam orientação) do (Rn, 〈·, ·〉) por

SO(n) := {M ∈ Gl(n;R) ; 〈Mx,My〉 = 〈x, y〉, ∀ x, y ∈ Rn e detM > 0} ,

sendo 〈·, ·〉 o produto interno usual do Rn. Tal grupo atua naturalmente sobre o espaço (Dn, 〈〈·, ·〉〉∗)
da seguinte maneira: dado z = x+ τy ∈ Dn e M ∈ SO(n), basta de�nir

Mz = M(x+ τy) := Mx+ τMy.

Como x, y ∈ Rn, note que 〈〈x, y〉〉∗ = 〈x, y〉. E assim,

〈〈Mx,My〉〉∗ = 〈Mx,My〉 = 〈x, y〉 = 〈〈x, y〉〉∗.

Logo, SO(n) pode ser identi�cado com um subgrupo do grupo

U∗(n) :=
{
M ∈ Gl(n;D) ;

〈〈
Mz,Mz′

〉〉
∗ =

〈〈
z, z′

〉〉
∗ ∀ z, z

′ ∈ Dn
}
,
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uma vez que dados z = x+ τy, z′ = x′ + τy′ ∈ Dn, temos〈〈
Mz,Mz′

〉〉
∗ =

〈〈
Mx+ τMy,Mx′ + τMy′

〉〉
∗

=
〈〈
Mx,Mx′

〉〉
∗ +

〈〈
Mx, τMy′

〉〉
∗ +

〈〈
τMy,Mx′

〉〉
∗

+
〈〈
τMy, τMy′

〉〉
∗

=
〈〈
Mx,Mx′

〉〉
∗ − τ

〈〈
Mx,My′

〉〉
∗ + τ

〈〈
My,Mx′

〉〉
∗

+τ τ̄
〈〈
My,My′

〉〉
∗

=
〈〈
x, x′

〉〉
∗ − τ

〈〈
x, y′

〉〉
∗ + τ

〈〈
y, x′

〉〉
∗ −

〈〈
y, y′

〉〉
∗

=
〈〈
x, x′

〉〉
∗ +

〈〈
x, τy′

〉〉
∗ +

〈〈
τy, x′

〉〉
∗ +

〈〈
τy, τy′

〉〉
∗

=
〈〈
x+ τy, x′ + τy′

〉〉
∗

=
〈〈
z, z′

〉〉
∗.

De�nição 2.2.4. Dizemos que L é uma subvariedade SO(n)-equivariante de Dn se AL ⊂ L ,
para toda A ∈ SO(n). Aqui, dado z ∈ L , z = x+ τy, com x, y ∈ Rn, de�nimos

Az = A(x+ τy) := Ax+ τAy.

A seguir, daremos uma caracterização das subvariedades lagrangeanas SO(n)-equivariantes.

Teorema 2.2.3. Seja L uma subvariedade lagrangeana SO(n)-equivariante de Dn, com n ≥ 3.
Então L é, localmente, a imagem de uma imersão da forma

φ : I × Sn−1 −→ Dn tal que φ(s, x) = γ(s)x,

onde γ : I −→ D∗ é uma curva plana e Sn−1 = {x ∈ Rn; 〈x, x〉 = 1}. Além disso, a métrica
induzida em L é não-degenerada em φ(s, x) se, e somente se, o número paracomplexo γ′γn−1

satisfaz
〈
γ′γn−1, γ′γn−1

〉
∗ 6= 0. Nesse caso, o ângulo lagrangeano de L é dado por

β = arg(γ′γn−1).

Demonstração. Como n ≥ 3, podemos considerar três diferentes índices j, k, l e de�nir as seguintes
matrizes Mjl e Mkl:

Mjl(ej) = el, Mjl(el) = ej , Mjl(em) = 0, ∀ m 6= j, l

e
Mkl(ek) = el, Mkl(el) = ek, Mkl(em) = 0, ∀ m 6= k, l.

Aqui, {ei} denota um referencial ortonormal do Rn. É imediato notar que tais matrizes são auto-
adjuntas: por exemplo, temos que

〈Mjl(ej), el〉 = 〈el, el〉 = 〈ej , ej〉 = 〈ej ,Mjl(el)〉.

Além disso, dado z = (z1, · · · , zn) ∈ L , temos que as curvas

s 7−→
{
γ1(s) = eMjlsz
γ2(s) = eMklsz

pertencem à L , uma vez que as matrizes eMjls, eMkls ∈ SO(n). Note que γ1(0) = γ2(0) = z e

γ′1(0) = Mjlz e γ′2(0) = Mklz.

Portanto, Mjlz e Mklz são vetores tangentes à subvariedade L . Além disso, sendo L lagrangeana,
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temos que
0 = ω (Mjlz,Mklz) = −Im〈〈Mjlz,Mklz〉〉∗.

No entanto,

〈〈Mjlz,Mklz〉〉∗ = 〈〈zjel + zlej , zkel + zlek〉〉∗
= zjzk〈〈el, el〉〉∗ + zjzl〈〈el, ek〉〉∗ + zkzl〈〈ej , el〉〉∗ + z2

l 〈〈ej , ek〉〉∗
= zjzk〈〈el, el〉〉∗
= zjzk.

Como Im(zw) = Re(z)Im(w) + Im(z)Re(w), temos que

0 = −Im〈〈Mjlz,Mklz〉〉∗
= −Im (zjzk)

= − (Re(zj)Im(zk) + Im(zj)Re(zk)) , ∀ j, k.

Assim, como tal igualdade vale para todo índice j e k, segue que Re(z) e Im(z) são colineares. De
fato, �xado um índice k, temos que

Re(zj) = −Re(zk)

Im(zk)
Im(zj) = λkIm(zj), ∀ j,

onde denotamos

λk = −Re(zk)

Im(zk)
.

Agora, como
z = Re(z) + τ Im(z) = (λk + τ) Im(z),

e λk + τ ∈ D, temos duas possibilidades a analisar. Se λk + τ ∈ D for um vetor do tipo luz, então
λk = ±1. Neste caso, podemos escrever

z = (λk + τ) Im(z) = (τ ± 1)Im(z) := γ1x, com x =
Im(z)

|Im(z)|
.

Caso contrário, existe ϕ ∈ R e r ∈ R∗ tal que (λk + τ) = rταeτϕ, com α ∈ {0, 1}. Assim, podemos
escrever

z = (λk + τ) Im(z) = rταeτϕIm(z) := γ2x, com x =
Im(z)

|Im(z)|
.

Em ambos os casos, z é um produto de um paracomplexo γ por um vetor x ∈ Sn−1. Pela hipótese
de equivariância, variando z em L , temos que γSn−1 ⊂ L . Finalmente, como L é n-dimensional,
então L deve ser localmente folheada pela família a 1-parâmetro de quádricas γ(s)Sn−1.

Finalmente, como L é localmente parametrizada por uma imersão da forma φ(s, x) = γ(s)x, sejam
x ∈ Sn−1 e {e1, · · · , en−1} uma base ortonormal de TxSn−1. Como

T(s,x)

(
I × Sn−1

)
= R × TxSn−1

fazendo a identi�cação ei ∼= (0, ei) e 1 ∼= (1, 0), ∀ i ∈ {1, · · · , n− 1}, temos que {E0, E1 · · · , En−1}
forma uma base de Tφ(s,x)L , onde

E0 := dφ(s,x)(1, 0) = γ′(s)x e Ei := dφ(s,x)(0, ei) = γ(s)ei.
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Portanto, como

Ω(E0, E1, · · · , En−1) = Ω(γ′(s)x, γ(s)e1, · · · , γ(s)en−1)

= γ′γn−1Ω(x, e1, · · · , en−1)

= γ′γn−1,

temos, pelo Lema 2.2.1, que a métrica induzida em L é não-degenerada em φ(s, x) se, e somente
se, o número paracomplexo γ′(s)γn−1(s) satisfaz

〈
γ′(s)γn−1(s), γ′(s)γn−1(s)

〉
∗ 6= 0. Nesse caso, o

ângulo lagrangeano de L em φ(s, x) é dado por

β(φ(s, x)) = arg
(
γ′(s)γn−1(s)

)
.

Diferentemente do caso clássico, o Teorema 2.2.3 não vale para o caso n = 2, como mostra o
próximo exemplo:

Exemplo 2.2.3. Seja λ > 0 e considere a imersão dada por

f(s, t) = eM1t (eτs, λτeτs) , onde M1 =

[
0 − 1
1 0

]
.

Como podemos mostrar que
SO(2) =

{
eM1t ; t ∈ R

}
,

a imersão f acima é SO(2)-equivariante. Um breve cálculo mostra que tal imersão também é la-
grangeana e que a métrica induzida é não-degenerada se, e somente se, λ 6= 1. No entanto, não é
possível escrever f como no enunciado do Teorema 2.2.3, pois

f(s, t) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
eτs

λτeτs

)
= eτs

(
cos t− λτ sin t
sin t+ λτ cos t

)
.



Capítulo 3

Subvariedades lagrangeanas mínimas

No capítulo anterior, dentre outras coisas, chegamos à conclusão que qualquer subvariedade
paracomplexa de uma variedade para-Kähler é mínima, desde que esta seja não-degenerada. Em
relação às subvariedades lagrangeanas, mesmo restringindo-se ao estudo de tais subvariedades no
espaço paracomplexo Dn, vimos que a análise da minimalidade requer a de�nição de um novo
conceito, a saber, o ângulo lagrangeano de uma subvariedade lagrangeana. Por se tratar de um caso
mais delicado, dedicaremos este capítulo inteiro ao estudo das subvariedades lagrangeanas mínimas
do Dn.

3.1 Caracterização das superfícies lagrangeanas mínimas inde�ni-

das

Nesta seção, caracterizaremos as superfícies lagrangeanas mínimas inde�nidas do espaço para-
complexo D2. Iniciamos com a de�nição seguinte.

De�nição 3.1.1. Seja P um plano em
(
D2, 〈〈·, ·〉〉∗

)
. Dizemos que P é um plano totalmente nulo

se 〈·, ·〉∗ |P = 0.

Lema 3.1.1. Um plano P em
(
D2, 〈〈·, ·〉〉∗

)
é totalmente nulo se, e somente se, JP = Pω, sendo

Pω o complemento ortogonal simplético de P .

Demonstração. Primeiramente, note que JP ⊂ Pω. De fato, dado X ∈ P , temos que

ω(JX, Y ) = −〈J(JX), Y 〉∗ = −〈X,Y 〉∗ = 0, ∀ Y ∈ P.

Logo, JX ∈ Pω. Além disso, como ω é uma forma não-degenerada e a dimensão real de JP é dois,
segue que a dimensão real de Pω é igual a dois, donde segue que JP = Pω. Reciprocamente, para
qualquer X ∈ P , temos

|X|2∗ := 〈X,X〉∗ =
〈
J2X,X

〉
∗ = −ω(JX,X) = 0.

Assim, usando a fórmula de polarização paracomplexa, que é dada por

|X + Y |2∗ = |X|2∗ + |Y |2∗ + 2〈X,Y 〉∗,

para todos X,Y ∈ P , segue o resultado.

Observação 3.1.1. A fórmula de polarização paracomplexa pode ser demonstrada diretamente pela
de�nição da métrica 〈·, ·〉∗ em questão.

Corolário 3.1.1. Suponha que P satisfaça duas das 3 propriedades seguintes: é totalmente nulo, é
lagrangeano e é estável em relação à estrutura J . Então, a terceira propriedade também é satisfeita.

57



58 SUBVARIEDADES LAGRANGEANAS MÍNIMAS 3.1

Demonstração. Basta utilizar o Lema 3.1.1.

Teorema 3.1.1. Seja L uma superfície lagrangeana mínima de
(
D2, 〈〈·, ·〉〉∗

)
. Se L é inde�nida,

então L = γ1 × Jγ2 ⊂ P ⊕ JP , onde γ1 e γ2 são duas curvas contidas num plano totalmente nulo
não-lagrangeano P .

Demonstração. Pela de�nição de 〈·, ·〉∗, sabemos que a assinatura da variedade (D2, J, 〈·, ·〉∗, ω)
é (2, 2) e, além disso, sendo L lagrangeana, suas possíveis assinaturas são (2, 0), (1, 1) e (0, 2).
Porém, por hipótese, sendo L inde�nida, segue que sua assinatura é (1, 1). Assim, pelo Teorema
1.3.4, podemos a�rmar que L é localmente parametrizada por uma imersão da forma

f(u, v) = γ1(u) + γ̃2(v),

onde γ1 : I1 −→ D2 e γ̃2 : I2 −→ D2 são duas curvas nulas do D2 tais que〈
γ′1(u), γ̃′2(v)

〉
∗ 6= 0, ∀ (u, v) ∈ I1 × I2.

Além disso, como L é lagrangeana e fu = γ′1(u), fv = γ̃′2(v) formam uma base de Tf(u,v)L , para
todos u e v, temos que

ω
(
γ′1(u), γ̃′2(v)

)
= 0, ∀(u, v) ∈ I1 × I2. (3.1)

Assim, de�na os seguintes conjuntos

P1 := Span
{
γ′1(u) ; u ∈ I1

}
e P2 := Span

{
γ̃′2(v) ; v ∈ I2

}
.

Note que, embora as curvas consideradas sejam nulas, elas são regulares, isto é, γ′1, γ̃
′
2 6= 0. Logo,

podemos a�rmar que dimP1,dimP2 ≥ 1. Se ocorrer dimP1 = dimP2 = 1, teremos, necessaria-
mente, que γ1 e γ̃2 serão segmentos de reta, donde implicará que L é planar e, portanto, seguirá o
resultado. De fato, basta considerar

P := Span
{
γ′1, γ

′
2

}
, com γ2 := Jγ̃2,

e notar que〈
γ′1, γ

′
2

〉
∗ =

〈
γ′1, Jγ̃

′
2

〉
∗ = ω

(
γ′1, γ̃

′
2

)
= 0 e ω

(
γ′1, γ

′
2

)
=
〈
γ′1, Jγ

′
2

〉
∗ =

〈
γ′1, γ̃

′
2

〉
∗ 6= 0.

Logo, o plano P é totalmente nulo e não-lagrangeano. Desta forma, sem perda de generalidade,
podemos assumir dimP1 6= 1. Além disso, como vale (3.1), segue que P1 ⊂ Pω2 . Logo, pela não-
degeneracidade de ω, obtemos

dimP1 ≤ dimPω2 = dimD2 − dimP2 ≤ 4− 1 = 3,

donde segue que 1 < dimP1 ≤ 3.

A�rmamos que dimP1 = 2. Para provar isto, suponha por absurdo, que dimP1 = 3. Analogamente
ao exposto acima, notamos que a igualdade (3.1) implica que P2 ⊂ Pω1 . Logo,

dimP2 ≤ dimPω1 = 4− dimP1 = 1 =⇒ dimP2 = 1.

Assim, pela de�nição de P2, segue que γ̃2 é um segmento de reta, digamos γ̃2(v) = e0v + e1, com
e0, e1 ∈ D2. Porém, sendo γ̃2 uma curva nula, temos que

0 =
〈
γ̃′2(v), γ̃′2(v)

〉
∗ = 〈e0, e0〉∗,

ou seja, e0 é um vetor nulo de D2. Ressaltamos que e0 /∈ Ker(J±I). De fato, se ocorrer de Je0 = ±e0,
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teremos que {e0}ω = {e0}⊥. Assim, como para todo u ∈ I1 vale

0 = ω
(
γ′1(u), γ̃′2(v)

)
= ω

(
γ′1(u), e0

)
,

teríamos que γ′1 ∈ {e0}ω = {e0}⊥. Logo,

0 =
〈
γ′1, e0

〉
∗ =

〈
γ′1, γ̃

′
2

〉
∗ 6= 0,

o que é um absurdo. Assim, sendo e0 /∈ Ker(J ± I), podemos supor, sem perda de generalidade,
que e0 = (1, 0, 0, 1). Considere γ′1 = (x1, y1, x2, y2) e denote C :=

{
z ∈ D2 ; 〈z, z〉∗ = 0

}
, ou seja, o

cone de luz do D2. Como
γ′1(u) ∈ C ∩ {e0}ω,

temos que 0 = ω(e0, γ
′
1) = 〈e0, Jγ

′
1〉∗ = y1 − x2 e 0 = 〈γ′1, γ′1〉∗ = x2

1 − y2
1 + x2

2 − y2
2. Logo,

γ′1 = (x1, y1, y1,±x1) e, portanto,

γ′1 ∈ π1 ∪ π2 := Span {(1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0)} ∪ Span {(1, 0, 0,−1), (0, 1, 1, 0)} .

Agora, como π1 ⊂ {e0}⊥ e 0 6= 〈γ′1, γ̃′2〉∗ = 〈γ′1, e0〉∗, segue que γ′1 ∈ π2. Logo, dimP1 ≤ 2, donde
obtemos uma contradição. Logo, temos que dimP1 = 2. Assim, denote

P := P1 e γ2 := Jγ̃2.

Como γ′1(u) ∈ P1, ∀ u e γ1 é uma curva nula, segue que P é um plano totalmente nulo em D2.
Além disso, pela igualdade (3.1) e pelo fato de que γ̃′2(v) /∈ P1 (uma vez que γ′1 e γ̃′2 são linearmente
independentes), tem-se que P1

ω 6= P1. Portanto, o plano P não é lagrangeano (e, portanto, não é
estável em relação à J). Finalmente, como

f(u, v) = γ1(u) + γ̃2(v) = γ1(u) + J2γ̃2(v) = γ1(u) + Jγ2(v)

e γ1, γ2 ⊂ P , segue o resultado.

Observação 3.1.2. Há um resultado análogo ao Teorema 3.1.1 no caso complexo, onde a hipótese
a respeito da subvariedade L ser inde�nida segue imediatamente do fato de se trabalhar com sub-
variedades lagrangeanas de uma variedade pseudo-Kähler: se M for uma variedade pseudo-Kähler
de assinatura (2p, 2n− 2p) então a assinatura da métrica induzida numa subvariedade lagrangeana
L de M é, necessariamente, (p, n− p). Uma referência para tal resultado é o livro [5].

3.2 Grá�cos lagrangeanos mínimos

De�nição 3.2.1. Seja u : U −→ R uma função suave, de�nida num aberto U do Rn munido da
métrica riemanniana canônica, e considere a seguinte imersão

f : U ⊂ Rn −→ (Dn, 〈〈·, ·〉〉∗)
x 7−→ x+ τ∇u(x),

onde ∇u é o gradiente da função u com respeito à métrica canônica do Rn. A imagem L := f(U )
da imersão f é chamada de grá�co lagrangeano da função u.

Teorema 3.2.1. Um grá�co lagrangeano L é uma subvariedade lagrangeana. Além disso, a métrica
induzida em L é não-degenerada se, e somente se,

〈
det(Id + τ(uxkxj )),det(Id + τ(uxkxj ))

〉
∗ 6= 0.

Neste caso, a sua função ângulo lagrangeano é dada por

β = arg det
(
Id + τ(uxkxj )1≤j,k≤n

)
.
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Demonstração. Escrevendo

f(x) = f(x1, · · · , xn) = (x1 + τux1 , · · · , xn + τuxn),

temos, para 1 ≤ j, k ≤ n:

fxk = (τuxkx1 , · · · , 1 + τuxkxk , · · · , τuxkxn)

e
Jfxj = τfxj = (uxjx1 , · · · , τ + uxjxj , · · · , uxjxn).

Assim,

− ω(fxj , fxk) =
〈
Jfxj , fxk

〉
∗

=
n∑
i=1

[
dxi(Jfxj )dxi(fxk)− dyi(Jfxj )dyi(fxk)

]
= uxjxk − uxkxj
= 0.

Portanto, a subvariedade L é lagrangeana. Note que

(fxj )1≤j≤n =


1 + τux1x1 τux2x1 · · · τuxnx1
τux1x2 1 + τux2x2 · · · τuxnx2

...
τux1xn τux2xn · · · 1 + τuxnxn

 = Id + τ(uxkxj ).

Assim, pelo Lema 2.2.1, a métrica induzida em L é não-degenerada em x se, e somente se, o número
paracomplexo det(Id + τ(uxkxj )) satisfaz〈

det(Id + τ(uxkxj )),det(Id + τ(uxkxj ))
〉
∗ 6= 0.

Neste caso, o ângulo lagrangeano de L é dado por

β(x) = arg
(
det(fxj )

)
= arg

(
det(Id + τ(uxkxj ))

)
.

A seguir, analisaremos o caso particular em que n = 2. Neste caso, o Teorema 3.2.1, juntamente
com o Teorema 2.2.2, mostrarão que a busca por uma superfície lagrangeana mínima, parametrizada
pelo grá�co lagrangeano de uma certa função u, recai sobre duas importantes equações diferenciais
parciais envolvendo a função u.

Corolário 3.2.1. Seja a mesma subvariedade não-degenerada L = f(U ) do teorema anterior,
sendo U um subconjunto aberto do R2.

(a) Se a métrica induzida em L for de�nida, então o ângulo lagrangeano β de L é nulo se, e
somente se, a função u satisfaz a equação de Laplace

∆u = ux1x1 + ux2x2 = 0.

(b) Se a métrica induzida em L for inde�nida, então o ângulo lagrangeano β de L é nulo se, e
somente se, a função u satisfaz a equação de Monge-Ampère invertida

Hess(u) = ux1x1ux2x2 − u2
x1x2 = −1.
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Demonstração. Note que

det
(
Id + τ(uxkxj )

)
= det

[
1 + τux1x1 τux2x1
τux1x2 1 + τux2x2

]
= (1 + τux1x1) (1 + τux2x2)− τ2u2

x1x2

=
(
1 + ux1x1ux2x2 − u2

x1x2

)
+ τ (ux1x1 + ux2x2)

= 1 + Hess(u) + τ∆u.

Como a métrica induzida é não-degenerada, então

(∆u)2 6= (1 + Hess(u))2.

Se |∆u| < |1 + Hess(u)|, ou seja, se a métrica induzida for de�nida, temos que

β = 0 ⇐⇒ ∆u = 0.

Por outro lado, se |∆u| > |1 + Hess(u)|, ou seja, se a métrica induzida for inde�nida, então

β = 0 ⇐⇒ Hess(u) = −1.

De�nição 3.2.2. Dizemos que um grá�co lagrangeano L é completo quando o domínio da para-
metrização de L for todo o conjunto Rn.

Com base no Corolário 3.2.1, obtemos um resultado do tipo Bernstein. O clássico Teorema de
Bernstein a�rma que se uma superfície mínima é um grá�co completo, então ela é um plano. Para
maiores informações sobre o referido teorema, consultar, por exemplo, [10].

Corolário 3.2.2. Seja L um grá�co lagrangeano completo bidimensional do espaço paracomplexo
D2, ou seja, L = f(R2) ⊂ D2, onde f(x, y) = (x + τux, y + τuy). Suponha ainda que a métrica
induzida em L seja de�nida.

(a) Se u for um plano, então L é mínima.

(b) Se o ângulo lagrangeano β de L é nulo e a função u é limitada, então L é um plano.

Demonstração. Primeiramente, se u for um plano, segue imediatamente que ∆u = 0. Pelo primeiro
item do Corolário 3.2.1, segue que β = 0 e, assim, a subvariedade L é mínima. Para provar o item
(b), note que, se consideramos β = 0, temos novamente pelo primeiro item do Corolário 3.2.1 que a
função u : R2 −→ R satisfaz ∆u = 0. Agora, como a função u é limitada, por hipótese, segue pelo
Teorema de Liouville (ver, por exemplo, [1]), que a função u é constante. Logo, o gradiente de u é
nulo, o que implica em f(x, y) = (x, 0, y, 0), para todo x, y ∈ R, donde segue o resultado.

3.3 Subvariedades lagrangeanas mínimas SO(n)-equivariantes

Seja L uma subvariedade lagrangeana SO(n)-equivariante do Dn, com n ≥ 3. Na seção 2.2.2,
vimos que L é, localmente, a imagem de uma imersão da forma

φ : I × Sn−1 −→ Dn tal que φ(s, x) = γ(s)x,

onde γ é uma curva em D∗. No caso de L ser não-degenerada, sabemos ainda que seu ângulo
lagrangeano é dado por β = arg(γ′γn−1). Com base nestes resultados e com o intuito de obter
informações a respeito da minimalidade de tais subvariedades, obtivemos o resultado seguinte:
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Corolário 3.3.1. Seja L uma subvariedade lagrangeana, não-degenerada e SO(n)-equivariante de
(Dn, 〈〈·, ·〉〉∗), sendo n ≥ 3. Se L tem ângulo lagrangeano nulo, então L é um subconjunto aberto
de uma das seguintes subvariedades:

Pn
c1 :=

{
γ · x ∈ Dn ; x ∈ Sn−1, γ ∈ D e Im (γn) = c1

}
ou

Rn
c2 :=

{
γ · x ∈ Dn ; x ∈ Sn−1, γ ∈ D e Re (γn) = c2

}
,

para alguma constante c1, c2 ∈ R.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.3, sabemos que a subvariedade L é parametrizada localmente
por φ(s, x) = γ(s)x, onde γ : I −→ D∗, sendo o ângulo lagrangeano da imersão φ dado por

β = arg (γ′γn−1).

Assim, como o número paracomplexo γ′γn−1 satisfaz
〈
γ′γn−1, γ′γn−1

〉
∗ 6= 0, temos que

β = 0 ⇐⇒ Im
(
γ′γn−1

)
= 0 ou Re

(
γ′γn−1

)
= 0.

Logo, integrando as igualdades acima, obtemos

0 =

∫
I

Im
(
γ′γn−1

)
= Im

∫
I

(
γ′γn−1

)
e 0 =

∫
I

Re
(
γ′γn−1

)
= Re

∫
I

(
γ′γn−1

)
.

Portanto, dizer que L têm ângulo lagrangeano nulo, implica em Im (γn) = c1 ou Re (γn) = c2,
sendo c1, c2 ∈ R.

Observação 3.3.1. Ressaltamos que a curva γ não pode intersectar o cone de luz C do plano
paracomplexo. Com efeito, se ∃ s0 ∈ I ; γ(s0)γ(s0) = 0, teríamos

γ′(s0)γn−1(s0)γ′(s0)γn−1(s0) = γ′(s0)γn−2(s0)γ(s0)γ′(s0)γn−2(s0)γ(s0)

= γ(s0)γ(s0)
(
γ′(s0)γn−2(s0)γ′(s0)γn−2(s0)

)
= 0,

o que é um absurdo, pois estamos considerando L não-degenerada em φ(s0, x). Assim, podemos
escrever γ = rταeτθ, com α ∈ {0, 1}. Além disso, se θ 6= 0, colocando Re (γn) = c ou Im (γn) = c
para algum c ∈ R, então o módulo r da curva γ satisfaz

r =
( c

coshnθ

)1/n
ou r =

( c

sinhnθ

)1/n
.

Corolário 3.3.2. Suponha que L = φ
(
I × Sn−1

)
seja conexa, onde φ(s, x) = γ(s)x e γ : I −→ D∗.

Se γ ⊂ H1, sendo H1 de�nido na seção 1.1, então L é mínima, com ângulo lagrangeano β0 ∈ R,
se e somente se, vale a seguinte relação entre o raio r e o argumento θ de γ:[

ε

(
r′ + rθ′

r′ − rθ′

)] 1
2

= eβ0−nθ,

onde ε = 1 se
〈
γ′γn−1, γ′γn−1

〉
∗ > 0, ou ε = −1 se

〈
γ′γn−1, γ′γn−1

〉
∗ < 0.

Demonstração. Como γ ⊂ H1, podemos escrever γ(s) = r(s)eτθ(s). Pelo item (iii) da Proposição
1.1.1, obtemos

γn−1 =
(
reτθ

)n−1
= rn−1eτ(n−1)θ,
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e então

γ′γn−1 =
(
r′ + τrθ′

)
eτθrn−1eτ(n−1)θ

=
(
r′ + τrθ′

)
rn−1eτnθ

=
(
r′ + τrθ′

)
rn−1 (coshnθ + τ sinhnθ)

=
(
r′rn−1 coshnθ + rnθ′ sinhnθ

)
+ τ

(
r′rn−1 sinhnθ + rnθ′ coshnθ

)
.

Para facilitar o entendimento das contas envolvidas, vamos denotar z := γ′γn−1 := a + τb. Se
zz̄ > 0, então o ângulo lagrangeano β0 de z é dado por

β0 = tanh−1

(
b

a

)
=

1

2
ln

(
a+ b

a− b

)
.

Logo,

β0 =
1

2
ln

((
r′rn−1 + rnθ′

)
(coshnθ + sinhnθ)

(r′rn−1 − rnθ′) (coshnθ − sinhnθ)

)

=
1

2
ln

( (
r′rn−1 + rnθ′

)
enθ

(r′rn−1 − rnθ′) e−nθ

)

=
1

2
ln

((
r′ + rθ′

r′ − rθ′

)
e2nθ

)
=

1

2
ln

(
r′ + rθ′

r′ − rθ′

)
+

1

2
ln e2nθ,

donde segue que

β0 = ln

(
r′ + rθ′

r′ − rθ′

) 1
2

+ nθ.

Analogamente, se zz̄ < 0, então o ângulo lagrangeano β0 de z é dado por

β0 = tanh−1
(a
b

)
=

1

2
ln

(
a+ b

b− a

)
.

Assim, podemos ver que

β0 =
1

2
ln

( (
r′rn−1 + rnθ′

)
enθ

(rnθ′ − r′rn−1) e−nθ

)

=
1

2
ln

((
r′ + rθ′

rθ′ − r′

)
e2nθ

)
=

1

2
ln

(
−
(
r′ + rθ′

r′ − rθ′

))
+

1

2
ln e2nθ,

donde segue que

β0 = ln

(
−
(
r′ + rθ′

r′ − rθ′

)) 1
2

+ nθ.

3.4 Fibrados normais

Seja S uma subvariedade p-dimensional do (Rn, 〈·, ·〉), sendo 〈·, ·〉 a métrica canônica do Rn.
Dado x0 ∈ S, sejam {e1, · · · , ep} e {v1, · · · , vq}, com p + q = n, campos de vetores formando
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uma base ortonormal de TxS e NxS, respectivamente, numa vizinhança de x0. Denotando o �brado
normal de S por

NS =
.⋃

x∈S
NxS = {(x, vx) ; x ∈ S e vx ∈ NxS} ,

considere a seguinte imersão, dada por

ψ : NS −→ Rn ⊕ τRn = Dn

(x, vx) 7−→ (x, vx) ,

onde consideramos vx, no segundo fator, como um vetor com base na origem do Rn.

Teorema 3.4.1. A subvariedade L := ψ(NS) é uma subvariedade lagrangeana de Dn.

Demonstração. Vamos introduzir coordenadas locais sobre a variedade NS da seguinte maneira:
pelo Lema 1.3.1, existem coordenadas locais normais em x0 ∈ S, isto é, ∃ ϕ : 0 ∈ U ⊂ Rp −→ S,

ϕ(s) = ϕ(s1, · · · , sp), tal que ϕ(0) = x0 e
∂ϕ

∂si
(0) = ei, para todo i ∈ {1, · · · , p}. Além disso, sejam

t = (t1, · · · , tq) ∈ Rq coordenadas lineares na �bra NxS com respeito à base {vi}. Assim, considere

ψ̃(s, t) = ψ̃(s1, · · · , sp, t1, · · · , tq) =

(
ϕ(s),

q∑
i=1

tivi(ϕ(s))

)
.

Logo,
∂ψ̃

∂tj
(s, t) =

(
0,

∂

∂tj

[
q∑
i=1

tivi(ϕ(s))

])
= (0, vj(ϕ(s)))

e

∂ψ̃

∂sj
(s, t) =

(
∂ϕ

∂sj
(s),

∂

∂sj

[
q∑
i=1

tivi(ϕ(s))

])

=

(
∂ϕ

∂sj
(s),

q∑
i=1

ti
∂vi
∂sj

(ϕ(s))

)
.

No ponto (x0, v0) ∈ NS, onde v0 =

q∑
i=1

ti0vi(x0), temos que

∂ψ̃

∂tj
(0, t0) = (0, vj) e

∂ψ̃

∂sj
(0, t0) =

(
ej ,

q∑
i=1

ti0
∂vi
∂sj

)
,

onde os campos de vetores acima são calculados no ponto x0 ∈ S e consideramos t0 =
(
t10, · · · , t

q
0

)
.

Por conveniência, escolheremos os campos de vetores {vi} de forma que (Dvi)
⊥
x0 = 0, isto é, a

projeção da derivada de vi no espaço normal é nula, sendo D a derivada usual do Rn. Assim, para
todo x numa vizinhança de x0, temos

∂vi
∂sj

(ϕ(s)) = D ∂ϕ
∂sj

vi(x) =

(
D ∂ϕ

∂sj

vi

)>
+

(
D ∂ϕ

∂sj

vi

)⊥
= −Avi

(
∂ϕ

∂sj

)
+∇⊥∂ϕ

∂sj

vi.

No entanto, em x0 ∈ S, obtemos
∂vi
∂sj

(x0) = −Avi(ej),

onde vi denotará o vetor normal à S, bem como sua extensão local em Rn. Pelas contas anteriores,
sabemos que os vetores {E1, · · · , Ep, N1, · · · , Nq} formam uma base para o espaço Tψ(x0,v0)L , onde
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denotamos Ni = (0, vi) e

Ej =

(
ej ,−

q∑
i=1

ti0Avi (ej)

)
=
(
ej ,−A∑ ti0vi

(ej)
)

= (ej ,−Av0(ej)) .

Como p+q = n, isto é, a subvariedade L tem dimensão n, para provar que ela é lagrangeana, resta
provar que a 2-forma ω se anula nos elementos da base de Tψ(x0,v0)L . Assim, como o operador de
Weingarten é auto-adjunto, temos que

−ω(Ej , Ek) = 〈JEj , Ek〉∗ = 〈J(ej ,−Av0(ej)), (ek,−Av0(ek))〉∗
= 〈(−Av0(ej), ej), (ek,−Av0(ek))〉∗
= 〈−Av0(ej), ek〉 − 〈ej ,−Av0(ek)〉
= −〈Av0(ej), ek〉+ 〈ej , Av0(ek)〉
= −〈ej , Av0(ek)〉+ 〈ej , Av0(ek)〉
= 0,

sendo 〈·, ·〉 a métrica usual do Rn. Além disso, como

−ω(Nj , Nk) = 〈JNj , Nk〉∗ = 〈J(0, vj), (0, vk)〉∗ = 〈(vj , 0), (0, vk)〉∗ = 0

e

−ω(Nj , Ek) = 〈JNj , Ek〉∗ = 〈J(0, vj), (ek,−Av0(ek))〉∗
= 〈(vj , 0), (ek,−Av0(ek))〉∗
= 〈vj , ek〉
= 0,

segue o resultado.

Proposição 3.4.1. A subvariedade L é não-degenerada no ponto ψ(x0, v0) se, e somente se, os
autovalores λi de Av0 são diferentes de 1 e −1. Além disso, L é não-degenerada para pontos
ψ(x0, vµ) com ‖vµ‖ su�cientemente pequena.

Demonstração. Seja x0 ∈ L e suponha que os vetores e1, · · · , ep diagonalizam a aplicação auto-
adjunta Av0 , isto é, existem escalares λ1, · · · , λp tais que Av0(ek) = λkek. Desta forma, podemos
considerar uma base para Tψ(x0,v0)L dada pelos vetores

Ei = (ei,−λiei) e Nj = (0, vj),

onde os campos ei e vj são calculados em x0. Assim, como

〈Ei, El〉∗ = 〈(ei,−λiei), (el,−λlel)〉∗
= 〈ei, el〉 − 〈−λiei,−λlel〉
= 〈ei, el〉 − λiλl〈ei, el〉
= (1− λiλl)〈ei, el〉
= (1− λiλl)δil,

além disso,
〈Nj , Nk〉∗ = 〈(0, vj), (0, vk)〉∗ = −〈vj , vk〉 = −δjk
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e

〈Ei, Nj〉∗ = 〈(ei,−λiei), (0, vj)〉∗
= 〈ei, 0〉 − 〈−λiei, vj〉
= λi〈ei, vj〉
= 0,

temos que o determinante da primeira forma fundamental g := 〈·, ·〉∗|L no ponto ψ(x0, v0) é dado
por

det(g) = (−1)q
p∏
i=1

(1− λ2
i ).

Como det(g) = 0 se, e somente se, λi = ±1 para algum i, provamos a primeira parte do resultado.
Assim, �xado (x0, v0) ∈ NS, obtivemos um critério para analisar a degeneracidade da subvariedade
L no ponto ψ(x0, v0). Agora, com base nesse critério pontual, queremos analisar a degeneracidade
da subvariedade L no ponto x0 ∈ S, sob pequena perturbação do vetor normal v0, ou seja, conside-
raremos os vetores normais em x0 dados por vµ = µv0, com µ ∈ R. Assim, suponha que ‖v0‖ = 1.
Calculemos o determinante da primeira forma fundamental no ponto (x0, vµ), com µ variando.
Como denotamos por λi os autovalores correspondentes aos autovetores ei, então µλ1, · · · , µλp são
os autovalores de Avµ = µAv0 . Logo, podemos considerar uma base para Tψ(x0,vµ)L dada pelos
vetores

Ni = (0, vi)

e

Ej =

(
ej ,−

q∑
i=1

µti0Avi(ej)

)
=
(
ej ,−A∑µti0vi

(ej)
)

=
(
ej ,−Avµ(ej)

)
= (ej ,−µλjej) .

Assim,
〈Nj , Nk〉∗ = −δjk, 〈Ei, Nj〉∗ = µλi〈ei, vj〉 = 0

e
〈Ei, El〉∗ = 〈ei, el〉 − µ2λiλl〈ei, el〉 =

(
1− µ2λiλl

)
δil.

Portanto, no ponto ψ(x0, vµ), tem-se

det(g)ψ(x0,vµ) = (−1)q
p∏
i=1

(
1− µ2λ2

i

)
.

Como o conjunto dos autovalores de Av0 tem uma quantidade �nita de elementos, segue que

lim
µ→0

det(g)ψ(x0,vµ) = (−1)q.

Logo, existe δ > 0 tal que det(g)ψ(x0,vµ) 6= 0, para todo µ tal que 0 < |µ| < δ. Portanto, L é
não-degenerada para pontos ψ(x0, vµ) com ‖vµ‖ su�cientemente pequena, pois

‖vµ‖ = ‖µv0‖ = |µ|.

No que segue, estamos interessados em estudar a minimalidade da subvariedade L de Dn.
Antes, porém, faz-se necessário apresentar algumas observações e de�nições preliminares. Como
veremos, para estes tipos de subvariedades, o conceito de minimalidade está relacionado ao conceito
de austeridade.
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De�nição 3.4.1. Sejam λ1, · · · , λn números reais e λ = (λ1, · · · , λn) um vetor. A k-ésima função
simétrica elementar, ou invariante de ordem k associada à λ, é de�nida por

σk(λ) :=
∑

1≤i1<···<ik≤n
λi1 · · ·λik ,

para 1 ≤ k ≤ n. Utilizaremos a convenção: σ0(λ) = 1.

O próximo resultado a�rma que, se as entradas do vetor λ são os autovalores de uma matriz
real An×n, então as funções simétricas elementares são, a menos de sinal, iguais aos coe�cientes do
polinômio característico pA(t) da referida matriz.

Lema 3.4.1. Se A é uma matriz real n×n com autovalores λ1, · · · , λn, então para todo 1 ≤ k ≤ n,
temos que

σk(λ) = (−1)kck,

onde ck são os coe�cientes do polinômio característico da matriz A.

Demonstração. O polinônio característico de A é dado por

pA(t) = det(A− tId) = (−1)n det(tId−A)

= (−1)n
[
tn + c1t

n−1 + · · ·+ cn−1t+ cn
]
.

Nota-se que c1 = −tr(A) e cn = (−1)n det(A). Como

pA(t) = (−1)n
[
tn + c1t

n−1 + · · ·+ cn−1t+ cn
]

= (−1)ntn + (−1)nc1t
n−1 + · · ·+ (−1)ncn−1t+ (−1)ncn

= a0t
n + a1t

n−1 + · · ·+ an−1t+ an,

onde escrevemos a0 = (−1)n e ai = (−1)nci, então o teorema de decomposição de polinômios nos
permite escrever

pA(t) = a0(t− λ1) · · · (t− λn),

uma vez que os autovalores λi de A são os zeros de pA(t). Assim, pelas relações de Girard, temos

λ1 + λ2 + · · ·+ λn = −a1

a0

λ1λ2 + λ1λ3 + · · ·+ λn−1λn =
a2

a0

λ1λ2λ3 + λ1λ2λ4 + · · ·+ λn−2λn−1λn = −a3

a0
...

λ1λ2 · · ·λn = (−1)n
an
a0
.

Portanto, segue que σk(λ) = (−1)kck.

Corolário 3.4.1. Suponha que a subvariedade L = ψ(NS) seja não-degenerada. Então o ângulo
lagrangeano β de L é nulo se, e somente se, os coe�cientes ci do polinômio característico da matriz
Aξ, ξ ∈ NxS, onde x ∈ S, satisfazem∑

i par

ci = 0 ou
∑

j ímpar

cj = 0.

Demonstração. Sabemos que {E1, · · · , Ep, N1, · · · , Nq} formam uma base para a subvariedade L
no ponto ψ(x0, v0), onde

Ei = (ei,−λiei) = (1− τλi)ei e Nj = (0, vj) = 0 + τvj .
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Assim,

Ω(Ei, Nj) = (dz1 ∧ · · · ∧ dzn)(E1, · · · , Ep, N1, · · · , Nq)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1− τλ1) 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 (1− τλ2) · · · 0 0 0 · · · 0

...
0 0 · · · (1− τλp) 0 0 · · · 0

0 0 · · · 0 τ 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 τ · · · 0

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · τ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= τ q

p∏
k=1

(1− τλk)

= τ q
[
σ0(λ) + σ2(λ) + · · ·+ ̂σp−1(λ) +

̂̂
σp(λ)

]
−(τ)qτ

[
σ1(λ) + σ3(λ) + · · ·+ ̂̂

σp−1(λ) + σ̂p(λ)

]
,

onde o símbolo σ̂j(λ), com j ∈ {p− 1, p}, indica a ausência do respectivo termo no caso em que p

é par, e
̂̂
σj(λ), com j ∈ {p− 1, p}, indica a ausência do respectivo termo no caso em que p é ímpar.

Portanto,

Ω(Ei, Nj) = τ q
p∏

k=1

(1− τλk) = τ q

∑
i par

σi(λ)− τ
∑

j ímpar

σj(λ)

 . (3.2)

Assim, como o ângulo lagrangeano β é nulo se, e somente se,

Re (Ω(Ei, Nj)) = 0 ou Im (Ω(Ei, Nj)) = 0,

então segue o resultado pelo Lema 3.4.1.

Observação 3.4.1. Considere p(t) um polinômio com coe�ciente complexo de grau n ≥ 1, com
raízes α1, · · · , αn. Podemos escrever:

p(t) = a0t
n + a1t

n−1 + · · ·+ an−1t+ an

= a0(t− α1) · · · (t− αn)

= a0

(
tn − σ1t

n−1 + σ2t
n−2 + · · ·+ (−1)n−1σn−1t+ (−1)nσn

)
,

onde σk são as k-ésimas funções simétricas elementares de p(t), dadas por

σk =
∑

1≤i1<···<ik≤n
αi1 · · ·αik .

Lema 3.4.2. Seja p(t) um polinômio com coe�cientes complexos de grau n ≥ 1. As funções simé-
tricas elementares ímpares σ1, σ3, · · · , σ2[n+1

2 ]−1 de p(t) são todas iguais a zero se, e somente se,

p(t) possui raízes nulas ou da forma ±α1, · · · ,±αl, com l ≤
[n

2

]
.

Demonstração. Suponhamos que todas as funções simétricas elementares de p(t) sejam iguais a
zero e que n seja ímpar, isto é:

σ1 = σ3 = · · · = σn = 0.
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As raízes de p(t) são as soluções da equação

tn + σ2t
n−2 + · · ·+ σn−1t = 0.

Se σ2i = 0, i = 1, · · · , n− 1

2
, então p(t) = a0t

n e todas as raízes são nulas. Do contrário, seja 2l o

maior índice tal que σ2l 6= 0. Temos

tn + σ2t
n−2 + · · ·+ σ2lt

n−2l = 0.

Logo, 0 é raíz de multiplicidade n− 2l e as outras raízes de p(t) são soluções da equação

t2l + σ2t
2l−2 + · · ·+ σ2l = 0. (3.3)

Fazendo u = t2 em (3.3) obtemos

ul + σ2u
l−1 + · · ·+ σ2l = 0. (3.4)

As raízes complexas da equação (3.4) são diferentes de zero, portanto podemos escrevê-las como
βk = |βk| eθki, onde eθki = cos θk + i sin θk, com i2 = −1, 0 ≤ θk < 2π e k = 1, · · · , l. De t2 = u

resulta que as raízes de (3.3) são ±αk, onde αk =
√
|βk|e

θk
2
i, k = 1, · · · , l. O caso n par é tratado

de modo análogo.

Suponhamos agora que as raízes do polinômio p(t) sejam nulas ou da forma ±α1, · · · ,±αl. Sem
perda de generalidade, podemos supor p(t) mônico. Como p(t) tem grau n, zero é raíz de multipli-
cidade n− 2l. Considere o polinômio

q(t) = tn−2l
l∏

i=1

(
t2 − α2

i

)
.

Observe que q(t) e p(t) são mônicos e possuem as mesmas raízes. Logo q(t) = p(t) e podemos
escrever

p(t) = tn−2l
(
t2l − σ′1t2l−2 + σ′2t

2l−4 + · · ·+ (−1)l−1σ′l−1t
2 + (−1)lσ′l

)
= tn − σ′1tn−2 + · · ·+ (−1)l−1σ′l−1t

n−2l+2 + (−1)lσ′lt
n−2l,

onde denotamos
σ′k =

∑
1≤i1<···<ik≤l

α2
i1 · · ·α

2
ik
.

Segue que 
σ1 = σ3 = · · · = σ2[n+1

2 ]−1 = 0

σ2i = (−1)iσ′i, i = 1, · · · , l
σ2l+2 = · · · = σ2[n2 ] = 0,

o que completa a prova.

Observação 3.4.2. A demonstração acima foi sugerida pelo professor Luiz Amancio Machado de
Souza Junior, integrante da banca julgadora da defesa desta tese de doutorado. Nota-se também que,

se p(t) não for mônico na demonstração acima, isto é, p(t) =

n∑
i=0

an−it
n−i, an 6= 1, basta considerar

q(t) = tn +
n∑
i=1

an−i
an

tn−i que é mônico e possui as mesmas raízes que p(t).
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De�nição 3.4.2. Uma subvariedade Sn de uma variedade pseudo-riemanniana (M, g) é austera
se, para todo ξ ∈ NxS, os invariantes de ordem ímpar de Aξ são nulos. Isto é,

σ2k−1(Aξ) := σ2k−1(λξ) = 0, 1 ≤ k ≤
[
n+ 1

2

]
,

sendo λξ = (λ1, · · · , λn) os autovalores de Aξ.

Corolário 3.4.2. Uma subvariedade Sn de uma variedade pseudo-riemanniana (M, g) é austera
se, e somente se, os autovalores de Aξ são da forma

(λ1, · · · , λn) = (α1,−α1, α2,−α2, · · · , αl,−αl, 0, · · · , 0, 0) ,

para todo ξ ∈ NxS e para algum 0 ≤ l ≤
[n

2

]
.

Demonstração. Dado ξ ∈ NxS, considere λξ = (λ1, · · · , λn) os autovalores de Aξ. Por de�nição, a
austeridade de S é equivalente ao fato de que as k-ésimas funções simétricas elementares ímpares
de Aξ são nulas, isto é,

σ1 (λξ) = 0, σ3 (λξ) = 0, · · · , σ2[n+1
2 ]−1 (λξ) = 0.

Pelo Lema 3.4.2, isto é equivalente a a�rmar que as raízes do polinômio característico pAξ e, por-

tanto, os autovalores de Aξ, são nulos ou da forma ±α1, · · · ,±αl, com l ≤
[n

2

]
.

Observação 3.4.3. Suponha que S seja uma superfície do R3. Como a matriz que representa o
operador Aξ é uma matriz 2× 2, o polinômio característico de Aξ pode ser expresso por

pAξ(t) = t2 − tr(Aξ)t+ det(Aξ) = t2 + c1t+ c2.

Assim, S é austera se, e somente se, c1 = −tr(Aξ) = 0. Portanto, denotando por λ1 e λ2 os
autovalores associados à aplicação auto-adjunta Aξ, temos que tr(Aξ) = λ1 + λ2. Logo, S é austera
se, e somente se, S é mínima. Portanto, no caso de superfícies, austeridade é equivalente ao conceito
de minimalidade.

Teorema 3.4.2. Suponha que L = ψ(NS) seja uma subvariedade não-degenerada. Se S for aus-
tera, então L é mínima.

Demonstração. Pelo Corolário 3.4.2, temos que S ser austera é equivalente ao fato dos autovalores
λi do operador Aξ, ξ ∈ NxS, satisfazerem

(λ1, · · · , λp) = (α1,−α1, α2,−α2, · · · , αl,−αl, 0, · · · , 0, 0) ,

para algum 0 ≤ l ≤
[p

2

]
. Neste caso, temos

p∏
k=1

(1− τλk) = (1− τα1)(1 + τα1)(1− τα2)(1 + τα2) · · · (1− ταl)(1 + ταl)

= (1− α2
1)(1− α2

2) · · · (1− α2
l )

:= r ∈ R.

Portanto, pela equação (3.2), temos que

Ω(Ei, Nj) = rτ q.

Ou seja, Ω(Ei, Nj) é um número paracomplexo real ou imaginário puro. Assim, em qualquer dos
casos, L tem ângulo lagrangeano nulo, donde segue a minimalidade de L .



Capítulo 4

Subvariedades lagrangeanas

autossimilares

Este capítulo é inteiramente dedicado ao estudo das subvariedades autossimilares. Tais sub-
variedades merecem um destaque especial principalmente por estarem associadas às soluções do
�uxo da curvatura média. Daremos condições necessárias e su�cientes para que as subvariedades
SO(n)-equivariantes, bem como as superfícies de Castro-Chen, sejam autossimilares.

4.1 O �uxo da curvatura média e a equação autossimilar

De�nição 4.1.1. Seja S a imagem de uma imersão φ : M −→ Rn. Dizemos que a subvariedade S
é autossimilar se satisfaz a seguinte equação

~H + λ φ⊥ = 0,

para alguma constante λ ∈ R, onde ~H é o vetor curvatura média de S e φ é o vetor posição em Rn.
Tal equação é conhecida como equação autossimilar.

A seguir, veremos que as equações autossimilares surgem como solução especial do �uxo da
curvatura média, que preserva a forma da subvariedade ao longo da evolução.

De�nição 4.1.2. Dada uma variação F : (−t0, t0) ×M −→ Rm de uma imersão φ : M −→ Rm
�xada, dizemos que F é solução do �uxo da curvatura média (MCF) se satisfaz a equação de
evolução (

∂F

∂t
(t, p)

)⊥
= ~Ht(p), ∀ p ∈M e − t0 < t < t0,

sendo F (0, p) = φ(p), ∀ p ∈ M e ~Ht(p) o vetor curvatura média da subvariedade St := Ft(M) em
p ∈M .

Para comprovar o que dissemos anteriormente, vamos considerar, em particular, a variação

F : (−t0, t0)×M −→ Rm dada por

{
F (t, p) = f(t)φ(p)

F (0, p) = φ(p),

sendo f : (−t0, t0) −→ R∗ uma função suave tal que f(0) = 1. Tal variação move a subvariedade
S = φ(M) por homotetias de razão f(t) ∈ R∗. Note que a variação F satisfaz o �uxo da curvatura
média se, e somente se,(

∂F

∂t
(t, p)

)⊥
=
(
f ′(t)φ(p)

)⊥
= f ′(t)φ⊥(p) = ~Ht(p).

71
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Como os vetores curvatura média ~H e ~Ht das imersões φ e Ft, respectivamente, se relacionam por

~Ht(p) =
~H(p)

f(t)
, ∀ p ∈M,

obtemos uma condição necessária e su�ciente para que F seja solução do �uxo da curvatura média,
a qual é dada por 

~H(p) + λφ⊥(p) = 0, ∀ p ∈M
λ = −f(t)f ′(t), ∀ t ∈ (−t0, t0)

f(0) = 1.

Desta forma, se a imersão φ for autossimilar, isto é, se ~H + λφ⊥ = 0, então

Ft(p) =
√

1− 2λt φ(p)

é solução do �uxo da curvatura média, se 1−2λt > 0. Para obter a expressão de f(t), basta integrar
a equação diferencial por ela satisfeita, levando-se em conta que f(0) = 1.

Observação 4.1.1. Se λ = 1, a família Ft(p) =
√

1− 2tφ(p), com 0 ≤ t < 1/2, evoluciona a
imersão inicial φ por contrações (homotetias de razão menor que um) até sua total extinção, no
instante t = 1/2. Da mesma forma, se λ = −1, a família Ft(p) =

√
1 + 2tφ(p), com t ≥ 0,

evoluciona a imersão inicial φ por dilatações (homotetias de razão maior que um).

A observação acima motiva a seguinte de�nição:

De�nição 4.1.3. Seja S = φ(M) uma subvariedade autossimilar. Se λ = 1, dizemos simplesmente
que S é autocontrátil, e se λ = −1, dizemos que S é autoexpansiva.

4.2 Subvariedades lagrangeanas autossimilares SO(n)-equivariantes

Teorema 4.2.1. Seja L a imagem da aplicação

φ : I × Sn−1 −→ (Dn, 〈〈·, ·〉〉∗)
(s, x) 7−→ γ(s)x,

sendo γ = a + τb : I −→ D∗ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco no plano pa-
racomplexo D. Então, L é uma subvariedade lagrangeana. Além disso, suponha que L seja não-
degenerada e denote por ~H o vetor curvatura média da imersão. Seja ν um vetor normal unitário
de γ e Kγ a curvatura associada. Então, L é autossimilar, isto é, satisfaz a seguinte equação

~H + λ φ⊥ = 0,

para alguma constante λ ∈ R se, e somente se, a curvatura Kγ de γ é dada por

Kγ = 〈γ, ν〉∗

(
(n− 1)

|γ|2∗
− nλ

)
.

Demonstração. Sejam x ∈ Sn−1 �xado e {e1, · · · , en−1} base ortonormal de TxSn−1. Como Sn−1 é
uma hipersuperfície do (Rn, 〈·, ·〉), sabemos que

TxSn−1 = {v ∈ Rn ; 〈v, x〉 = 0} = x⊥.

Pelo Lema 1.3.1, existe ψ : 0 ∈ U ⊂ Rn−1 −→ Sn−1, ψ(t) = ψ(t1, · · · , tn−1) um sistema de

coordenadas locais normais em x, tal que ψ(0) = x e
∂ψ

∂ti
(0) = ei. Agora, considere a seguinte
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aplicação

X : I ×U −→ Dn

(s, t) 7−→ X(s, t) = φ(ϕ(s, t)),

onde ϕ : I ×U −→ I × Sn−1 é dada por ϕ(s, t) = (s, ψ(t)). Logo,

X(s, t) = φ(s, ψ(t)) = γ(s)ψ(t). (4.1)

Assim,
∂X

∂s
(s, t) = γ′(s)ψ(t) e

∂X

∂ti
(s, t) = γ(s)

∂ψ

∂ti
(t),

e portanto,
∂X

∂s
(s, 0) = γ′(s)x e

∂X

∂ti
(s, 0) = γ(s)ei.

Como
T(s,x)

(
I × Sn−1

)
= R × TxSn−1

e {e1, · · · , en−1} é uma base ortonormal de TxSn−1, fazendo a identi�cação ei ∼= (0, ei) e
1 ∼= (1, 0), para todo i ∈ {1, · · · , n− 1}, temos que {E0, E1 · · · , En−1} forma uma base de Tφ(s,x)L ,
onde

E0 := dφ(s,x)(1, 0) = γ′(s)x e Ei := dφ(s,x)(0, ei) = γ(s)ei.

Veremos agora que a subvariedade L é lagrangeana. De fato, como a dimensão de L é n, resta
mostrar que a forma simplética ω se anula em L . Assim, ∀ i ∈ {1, · · · , n− 1}, temos

ω(Ei, E0) = 〈Ei, J(E0)〉∗ =
〈
γ(s)ei, τγ

′(s)x
〉
∗

=
〈
aei + τbei, τ(a′ + τb′)x

〉
∗

=
〈
aei, τa

′x
〉
∗ +

〈
aei, τ

2b′x
〉
∗ +

〈
τbei, τa

′x
〉
∗ +

〈
τbei, τ

2b′x
〉
∗

= aa′〈ei, τx〉∗ + ab′〈ei, x〉∗ + ba′〈τei, τx〉∗ + bb′〈τei, x〉∗
= aa′〈ei, τx〉∗ + ab′〈ei, x〉∗ − a

′b〈ei, x〉∗ − bb
′〈ei, τx〉∗

= (aa′ − bb′)〈ei, τx〉∗ + (ab′ − a′b)〈ei, x〉∗
=

〈
γ, γ′

〉
∗〈ei, τx〉∗

= 0

e

ω(Ei, Ej) = 〈Ei, J(Ej)〉∗ = 〈γ(s)ei, τγ(s)ej〉∗
= 〈aei + τbei, τaej + bej〉∗
= a2〈ei, τej〉∗ + ab〈ei, ej〉∗ − ab〈ei, ej〉∗ + b2〈τei, ej〉∗
=

(
a2 − b2

)
〈ei, τej〉∗

= 0.

Logo, ω se anula em L , donde segue que L é lagrangeana. Agora, como supomos que L é não-
degenerada, segue pelo Teorema 2.2.1 que

J
(
Tφ(s,x)L

)
=
(
Tφ(s,x)L

)⊥
= T⊥φ(s,x)L .

Desta forma, denotando

N0 := J(E0) = τγ′(s)x e Ni := J(Ei) = τγ(s)ei,
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obtemos que {N0, N1, · · · , Nn−1} é base de T⊥φ(s,x)L . Agora, denotemos por g a métrica induzida
em L , isto é, g = 〈·, ·〉∗|L , e coloque 〈γ′, γ′〉∗ = ε = ±1. Calculemos os coe�cientes da métrica g:

g00 = g(E0, E0) =
〈
γ′(s)x, γ′(s)x

〉
∗

=
〈
(a′ + τb′)x, (a′ + τb′)x

〉
∗

= (a′)2〈x, x〉∗ + a′b′〈x, τx〉∗ + b′a′〈τx, x〉∗ + (b′)2〈τx, τx〉∗
= (a′)2〈x, x〉∗ + (b′)2〈τx, τx〉∗
=

[
(a′)2 − (b′)2

]
〈x, x〉∗

=
〈
γ′, γ′

〉
∗〈x, x〉

= ε.

Considerando j, k ∈ {1, · · · , n− 1}, temos

gjk = g(Ej , Ek) = 〈γej , γek〉∗ = (a2 − b2)〈ej , ek〉∗ = εjkδjk|γ|2∗,

sendo εjk = ±1 e δjk é o delta de Kronecker, e

gj0 = g(Ej , E0) =
〈
γej , γ

′x
〉
∗ = (ab′ − ba′)〈ej , τx〉∗ = 0.

Denotando (gjk) := (gjk)
−1, segue que

g00 = ε, g0j = gj0 = 0 e gjk =
1

εjk|γ|2∗
δjk.

Finalmente, como Dn = TpL ⊕ T⊥p L , onde p = φ(s, x) e a métrica é não-degenerada, segue que〈
~H + λφ⊥, Nj

〉
∗

= 0, ∀ j ∈ {0, 1, · · · , n− 1} ⇐⇒ ~H + λφ⊥ = 0.

Equivalentemente, temos o seguinte sistema de equações:
〈
~H,N0

〉
∗

+ λ〈φ,N0〉∗ = 0〈
~H,Nj

〉
∗

+ λ〈φ,Nj〉∗ = 0, ∀ j ∈ {1, · · · , n− 1} .
(4.2)

Como φ = φ(s, x) = γ(s)x, temos que

〈φ,N0〉∗ =
〈
ax+ τbx, τ(a′ + τb′)x

〉
∗

= aa′〈x, τx〉∗ + ab′〈x, x〉∗ + ba′〈τx, τx〉∗ + bb′〈τx, x〉∗
= (ab′ − ba′)〈x, x〉∗
= ab′ − ba′.

Além disso,
〈φ,Nj〉∗ = 〈ax+ τbx, τ(a+ τb)ej〉∗ = ab〈x, ej〉∗ − ab〈x, ej〉∗ = 0,

para todo j ∈ {1, · · · , n− 1}. Para calcular os demais produtos internos, lembramos que no caso de
{E0, E1, · · · , En−1} ser uma base qualquer de TpL , o vetor curvatura média da imersão é calculado
pela expressão:

~H =
1

n

n−1∑
i,j=0

gijh(Ei, Ej).

Denote por ∇ a conexão de Levi-Civita de L em relação à métrica induzida do (Dn, 〈·, ·〉∗) e
de�na Tijk := T (Ei, Ej , Ek), sendo T a aplicação tensorial de�nida na Proposição 2.2.3, ou seja,



4.2 SUBVARIEDADES LAGRANGEANAS AUTOSSIMILARES EQUIVARIANTES 75

Tijk = 〈h(Ei, Ej), JEk〉∗. Pela fórmula de Gauss, sabemos que

DEjEi = ∇EjEi + h(Ej , Ei),

onde D é a derivada usual do R2n. Assim, para calcular os termos Tijk, note que por (4.1),

DE0E0 =
∂2X

∂s2 (s, 0) = γ′′(s)ψ(0) = γ′′(s)x,

DE0Ei =
∂2X

∂s∂ti
(s, 0) = γ′(s)ei

e

DEjEi =
∂2X

∂tj∂ti
(s, 0) =

∂

∂tj

(
γ(s)

∂ψ

∂ti
(t)

)∣∣∣∣
(s,0)

= γ(s)
∂2ψ

∂tj∂ti
(0).

Denotando νjk :=
∂2ψ

∂tj∂tk
(0) para simpli�car a notação, obtemos

T000 = 〈h(E0, E0), JE0〉∗ = 〈DE0E0, JE0〉∗ =
〈
γ′′(s)x, τγ′(s)x

〉
∗

= (a′′b′ − a′b′′)〈x, x〉∗
= a′′b′ − a′b′′,

Tjk0 = 〈h(Ej , Ek), JE0〉∗ =
〈
DEjEk, JE0

〉
∗ =

〈
γ(s)νjk, τγ

′(s)x
〉
∗

= (ab′ − a′b)〈νjk, x〉∗ + (bb′ − aa′)〈τνjk, x〉∗
= (ab′ − a′b)〈νjk, x〉∗,

T00j = 〈h(E0, E0), JEj〉∗ = 〈DE0E0, JEj〉∗ =
〈
γ′′x, τγej

〉
∗ = 0

e

Tjkl = 〈h(Ej , Ek), JEl〉∗ =
〈
DEjEk, JEl

〉
∗ = 〈γνjk, τγel〉∗ = 0,

sendo j, k, l 6= 0. Além disso, como

〈
∂ψ

∂tk
(t), ψ(t)

〉
∗

= 0 para todo t e ∀ k ∈ {1, · · · , n− 1}, então

∂

∂tj

〈
∂ψ

∂tk
(t), ψ(t)

〉
∗

=

〈
∂2ψ

∂tj∂tk
(t), ψ(t)

〉
∗

+

〈
∂ψ

∂tk
(t),

∂ψ

∂tj
(t)

〉
∗

= 0.

Logo, em t = 0, obtemos

〈νjk, x〉∗ =

〈
∂2ψ

∂tj∂tk
(0), ψ(0)

〉
∗

= −
〈
∂ψ

∂tk
(0),

∂ψ

∂tj
(0)

〉
∗

= −〈ek, ej〉∗ = −εjkδjk.

E assim, podemos reescrever o termo Tjk0 como

Tjk0 = (ab′ − a′b)〈νjk, x〉∗ = −(ab′ − a′b)εjkδjk.

No entanto, utilizando a notação da subseção 1.3.2 sobre curvas, temos que ν± = ±Jγ′ são os
campos de vetores normais unitários à curva γ = a+ τb. Logo,

Tjk0 = −(ab′ − a′b)εjkδjk =
〈
γ,−Jγ′

〉
∗εjkδjk = 〈γ,∓ν±〉∗εjkδjk.
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Mais ainda, sabemos que sua função curvatura é dada por

Kγ =
〈γ′′, ν±〉∗
〈γ′, γ′〉∗

= ±
〈γ′′, Jγ′〉∗
〈γ′, γ′〉∗

= ±ε
(
a′′b′ − b′′a′

)
,

e, portanto, o termo T000 �ca igual a

T000 = a′′b′ − a′b′′ = ±εKγ .

Assim, estamos aptos a calcular os produtos internos seguintes:

〈
~H,N0

〉
∗

=
1

n

n−1∑
i,j=0

gij〈h(Ei, Ej), J(E0)〉∗ =
1

n

n−1∑
i,j=0

gijTij0

=
1

n

n−1∑
j=0

g0jT0j0 +
1

n

n−1∑
i=1

n−1∑
j=0

gijTij0


=

1

n

g00T000 +
n−1∑
j=1

g0jT0j0

+
1

n

n−1∑
i=1

gi0Ti00 +
n−1∑
j=1

gijTij0


=

1

n
(ε (±εKγ)) +

1

n|γ|2∗

n−1∑
i=1

1

εii
(〈γ,∓ν±〉∗εiiδii)

= ±Kγ

n
ε2 +

1

n|γ|2∗

n−1∑
i=1

〈γ,∓ν±〉∗δii

= ±Kγ

n
+

(n− 1)〈γ,∓ν±〉∗
n|γ|2∗

e 〈
~H,Nk

〉
∗

=
1

n

n−1∑
i,j=0

gij〈h(Ei, Ej), J(Ek)〉∗

=
1

n

n−1∑
j=0

g0jT0jk +
1

n

n−1∑
i=1

n−1∑
j=0

gijTijk


= 0.

Portanto, substituindo os valores encontrados dos produtos internos no sistema (4.2), obtemos que
tal sistema é equivalente a seguinte equação:

±Kγ

n
+

(n− 1)〈γ,∓ν±〉∗
n|γ|2∗

+ λ
〈
γ, Jγ′

〉
∗ = 0,

ou seja, como 〈γ,−Jγ′〉∗ = 〈γ,∓ν±〉∗, então

±Kγ = 〈γ,∓ν±〉∗

(
nλ− (n− 1)

|γ|2∗

)
.

Em relação ao vetor normal ν+, a curvatura de γ é dada por

Kγ = 〈γ,−ν+〉∗

(
nλ− (n− 1)

|γ|2∗

)
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e, portanto,

Kγ = 〈γ, ν+〉∗

(
(n− 1)

|γ|2∗
− nλ

)
.

Em relação ao vetor normal ν−, a curvatura de γ é dada por

−Kγ = 〈γ,+ν−〉∗

(
nλ− (n− 1)

|γ|2∗

)
,

ou seja,

Kγ = 〈γ, ν−〉∗

(
(n− 1)

|γ|2∗
− nλ

)
.

Assim, em qualquer um dos casos, temos que a curvatura de γ é dada por

Kγ = 〈γ, ν〉∗

(
(n− 1)

|γ|2∗
− nλ

)
, (4.3)

onde ν = ν+ ou ν = ν−.

4.2.1 Análise da equação (4.3)

Com o intuito de identi�car o grá�co da curva γ = a+ τb que satisfaz a equação (4.3), ou seja,
a igualdade

Kγ = 〈γ, ν〉∗

(
(n− 1)

|γ|2∗
− nλ

)
,

iremos recorrer à representação polar da mesma. Como observado pelo Teorema 4.2.1, podemos
tomar como vetor normal à γ o vetor ν = −Jγ′. Além disso, como 〈γ′(s), γ′(s)〉∗ = ε = ±1, iremos
dividir a análise nos 2 casos possíveis.

1o caso: 〈γ′(s), γ′(s)〉∗ = 1.

Nesse caso, podemos escrever γ′(s) = ±eτθ, onde s é o parâmetro de arco e θ = θ(s). Logo,
como ν = −Jγ′ é o vetor normal à curva γ, segue que

γ′′ = θ′
(
±τeτθ

)
= θ′Jγ′,

e, portanto,

Kγ =
〈γ′′, ν〉∗
〈γ′, γ′〉∗

= θ′
〈
Jγ′, ν

〉
∗ = θ′

〈
Jγ′,−Jγ′

〉
∗ = θ′.

Denotemos γ = ±|〈γ, γ〉∗|
1
2 τβeτϕ := rτβeτϕ, r = r(s), ϕ = ϕ(s). Como

γ = rτβeτϕ =

{
reτϕ = (r coshϕ, r sinhϕ) , β = 0

rτeτϕ = (r sinhϕ, r coshϕ) , β = 1,

temos que

γ′ =

{
(r′ coshϕ+ rϕ′ sinhϕ, r′ sinhϕ+ rϕ′ coshϕ) , β = 0

(r′ sinhϕ+ rϕ′ coshϕ, r′ coshϕ+ rϕ′ sinhϕ) , β = 1.
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Utilizando o fato de que 〈γ′, γ′〉∗ = 1, obtemos

1 =
〈
γ′, γ′

〉
∗ =

{
(r′ coshϕ+ rϕ′ sinhϕ)2 − (r′ sinhϕ+ rϕ′ coshϕ)2

(r′ sinhϕ+ rϕ′ coshϕ)2 − (r′ coshϕ+ rϕ′ sinhϕ)2

=

{
(r′)2 − (rϕ′)2, β = 0

−(r′)2 + (rϕ′)2, β = 1.

Logo, para cada s �xado, existe α = α(s) ∈ R tal que{
r′ = coshα

rϕ′ = sinhα
, se β = 0 ou

{
r′ = sinhα

rϕ′ = coshα
, se β = 1. (4.4)

Assim, utilizando o sistema acima, no caso β = 0, podemos reescrever γ′ da seguinte forma:

γ′(s) = (r′ coshϕ+ rϕ′ sinhϕ, r′ sinhϕ+ rϕ′ coshϕ)

= (coshα coshϕ+ sinhα sinhϕ, coshα sinhϕ+ sinhα coshϕ)

= (cosh(α+ ϕ), sinh(α+ ϕ))

= ±(cosh θ, sinh θ).

Da mesma forma, para o caso β = 1, podemos reescrever γ′ como

γ′(s) = (r′ sinhϕ+ rϕ′ coshϕ, r′ coshϕ+ rϕ′ sinhϕ)

= (sinhα sinhϕ+ coshα coshϕ, sinhα coshϕ+ coshα sinhϕ)

= (cosh(α+ ϕ), sinh(α+ ϕ))

= ±(cosh θ, sinh θ).

Em qualquer um dos casos, tem-se que

eτ(α+ϕ) = ±eτθ.

Observação 4.2.1. Se o sinal na equação acima for negativo, chegamos a equação

cosh(α+ ϕ) + cosh θ = 0,

o que é um absurdo. Logo, temos necessariamente que γ′ = eτθ.

Assim,
eτ(α+ϕ) = eτθ,

e portanto,
α = θ − ϕ.

Além disso, note que

〈γ, ν〉∗ =

{ 〈
reτϕ,−τeτθ

〉
∗ = −r sinh(θ − ϕ) = −r sinhα, se β = 0〈

rτeτϕ,−τeτθ
〉
∗ = r cosh(θ − ϕ) = r coshα, se β = 1.

Usando que Kγ = θ′,

|γ|2∗ = 〈γ, γ〉∗ = r2
〈
τβeτϕ, τβeτϕ

〉
∗

= ±r2,

onde o sinal ± depende do valor de β ∈ {0, 1}, e as equações (4.4), segue que a equação (4.3) é
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equivalente a um dos dois seguintes sistemas, respectivamente nos casos β = 0 e β = 1:
θ′ = −r

(
n− 1

r2
− nλ

)
sinhα

ϕ′ =
1

r
sinhα

r′ = coshα

ou


θ′ = r

(
n− 1

(−r2)
− nλ

)
coshα

ϕ′ =
1

r
coshα

r′ = sinhα.

Note que as duas últimas igualdades de cada sistema seguem do fato de estarmos considerando γ′

do tipo espaço. Como α = θ − ϕ, podemos reescrever os sistemas acima da seguinte forma:{
α′ =

(
nλr − n

r

)
sinhα

r′ = coshα
ou

{
α′ =

(
−nλr − n

r

)
coshα

r′ = sinhα,
(4.5)

respectivamente nos casos β = 0 e β = 1.

Observação 4.2.2. Os sistemas acima são sistemas autônomos, uma vez que o lado direito de cada
igualdade são funções que não dependem explicitamente da variável s. Geometricamente, notamos
que (α′(s), r′(s)) é um campo vetorial num aberto do plano e as órbitas (soluções) (α(s), r(s)) são
as curvas integrais desse campo, isto é, as curvas que, em cada ponto, são tangentes ao campo
(α′(s), r′(s)).

Uma particular solução do sistema{
α′ =

(
nλr − n

r

)
sinhα

r′ = coshα,
(4.6)

referente ao caso β = 0, plotada com o auxílio do software Maple, é dada por:

Figura 4.1: Caso λ = 1 e n = 2.

Se α = 0, então obtemos ϕ′ = θ′ = 0 e r′ = 1 e, portanto, a curva γ = γ(s) procurada tem a
seguinte parametrização:

γ(s) = r(s)τ0eτϕ(s) = (s+ k)eτϕ0 , k, ϕ0 ∈ R e s ∈ I. (4.7)
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Suponha que α 6= 0. Considere ζ(s) = (r(s), α(s)) uma órbita e E : Ω ⊂ R2 −→ R uma integral
primeira do sistema de equações diferenciais (4.6). Desta forma, existe C ∈ R tal que E(ζ(s)) = C,
para todo s. Derivando tal igualdade em relação à s, obtemos

α′(s)Eα + r′(s)Er = 0,

e portanto, (
nλr − n

r

)
Eα sinhα+ Er coshα = 0.

Pela igualdade acima, podemos notar que uma candidata a integral primeira do sistema é uma
função da forma E(r, α) = Y (r) sinhα. De fato, calculando as derivadas parciais da função E e
substituindo na igualdade acima, obtemos

coshα sinhα
[
Y ′(r) +

(
nλr − n

r

)
Y (r)

]
= 0.

Como sinh(2α) = 2 coshα sinhα e α 6= 0, a igualdade anterior é veri�cada se, e somente se, a função
Y (r) satisfaz a seguinte equação diferencial ordinária:

Y ′(r) +
(
nλr − n

r

)
Y (r) = 0.

Pelo método do fator integrante, notamos que Y (r) = rn exp

(
−nλr

2

2

)
é solução da equação dife-

rencial acima. Portanto, uma integral primeira do sistema (4.6) é dada por

E(r, α) = rn exp

(
−nλr

2

2

)
sinhα. (4.8)

Note que, dado s0 ∈ I, podemos escrever

ϕ(s) = ϕ(s0) +

∫ s

s0

ϕ′(t)dt. (4.9)

Como
dϕ

ds
=

sinhα(s)

r(s)
e

dr

ds
= coshα(s),

então
dϕ

dr
=
dϕ

ds

ds

dr
=

sinhα

r coshα
.

Observe que, considerando α > 0, podemos escrever

sinhα

coshα
=

(
coshα

sinhα

)−1

=

[(
cosh2 α

sinh2 α

) 1
2

]−1

=

[(
1 +

1

sinh2 α

) 1
2

]−1

=

(1 +
r2n exp

(
−nλr2

)
E2

) 1
2

−1

. (4.10)

Aplicando (4.10) em (4.9), obtemos

ϕ(s)− ϕ(s0) =

∫ r(s)

r(s0)

dϕ

dr
dr =

∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1 +

ρ2n exp
(
−nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ.
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Portanto, para o caso em que α > 0, temos que a curva procurada γ = γ(s) é dada por

γ(s) = r(s)eτϕ(s), com ϕ(s) = ϕ(s0) +

∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1 +

ρ2n exp
(
−nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ. (4.11)

Analogamente, se α < 0, então a função seno hiperbólico nesse caso é negativa. Logo, a curva
procurada γ = γ(s) é dada por

γ(s) = r(s)eτϕ(s), com ϕ(s) = ϕ(s0)−
∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1 +

ρ2n exp
(
−nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ. (4.12)

Em relação ao segundo sistema de (4.5), referente ao caso β = 1, ou seja,{
α′ =

(
−nλr − n

r

)
coshα

r′ = sinhα,
(4.13)

uma particular solução (plotada com o software Maple) é dada por:

Figura 4.2: Caso λ = 1 e n = 2.

Assim como �zemos para o sistema anterior, veri�ca-se que uma candidata a integral primeira
do sistema de equações diferenciais (4.13) é E(r, α) = Y (r) coshα. Se α = 0, a curva procurada
tem a forma

γ(s) = r0τe
τ(as+b), (4.14)

onde a, b, r0 ∈ R. Caso contrário, a função Y (r) deve satisfazer a seguinte equação diferencial:

Y ′(r)−
(
nλr +

n

r

)
Y (r) = 0.

Pelo método do fator integrante, encontramos Y (r) = rn exp

(
nλr2

2

)
e, portanto,

E(r, α) = rn exp

(
nλr2

2

)
coshα. (4.15)
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Como
dϕ

ds
=

coshα(s)

r(s)
e

dr

ds
= sinhα(s),

então
dϕ

dr
=
dϕ

ds

ds

dr
=

coshα

r sinhα
.

Note que, supondo α > 0, podemos escrever

coshα

sinhα
=

(
sinhα

coshα

)−1

=

[(
sinh2 α

cosh2 α

) 1
2

]−1

=

[(
1− 1

cosh2 α

) 1
2

]−1

=

(1−
r2n exp

(
nλr2

)
E2

) 1
2

−1

. (4.16)

Fixado s0 ∈ I e utilizando (4.16), obtemos

ϕ(s)− ϕ(s0) =

∫ r(s)

r(s0)

dϕ

dr
dr =

∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1−

ρ2n exp
(
nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ,

e então, a curva procurada γ(s) é dada por

γ(s) = r(s)τeτϕ(s), com ϕ(s) = ϕ(s0) +

∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1−

ρ2n exp
(
nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ. (4.17)

Analogamente, se α < 0, então γ(s) é dada por

γ(s) = r(s)τeτϕ(s), com ϕ(s) = ϕ(s0)−
∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1−

ρ2n exp
(
nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ. (4.18)

2o caso: 〈γ′(s), γ′(s)〉∗ = −1.

Nesse caso, podemos escrever γ′(s) = ±τeτθ. Logo, considerando ν = −Jγ′ como o vetor normal
à curva γ, segue que

Kγ =
〈γ′′, ν〉∗
〈γ′, γ′〉∗

= −
〈
γ′′, ν

〉
∗ = θ′

〈
Jγ′, Jγ′

〉
∗ = −θ′

〈
γ′, γ′

〉
∗ = θ′.

Como no caso anterior, denotemos γ = ±|〈γ, γ〉∗|
1
2 τβeτϕ := rτβeτϕ e notemos que

−1 =
〈
γ′, γ′

〉
∗ =

{
(r′)2 − (rϕ′)2, β = 0

−(r′)2 + (rϕ′)2, β = 1.

Logo, existe α ∈ R tal que{
r′ = sinhα

rϕ′ = coshα
, se β = 0 ou

{
r′ = coshα

rϕ′ = sinhα
, se β = 1.
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Se β = 0, podemos reescrever γ′ da seguinte forma:

γ′ = (r′ coshϕ+ rϕ′ sinhϕ, r′ sinhϕ+ rϕ′ coshϕ)

= (sinhα coshϕ+ coshα sinhϕ, sinhα sinhϕ+ coshα coshϕ)

= (sinh(α+ ϕ), cosh(α+ ϕ))

= ±(sinh θ, cosh θ).

Da mesma forma, se β = 1, podemos reescrever γ′ como

γ′ = (r′ sinhϕ+ rϕ′ coshϕ, r′ coshϕ+ rϕ′ sinhϕ)

= (coshα sinhϕ+ sinhα coshϕ, coshα coshϕ+ sinhα sinhϕ)

= (sinh(α+ ϕ), cosh(α+ ϕ))

= ±(sinh θ, cosh θ).

Analogamente ao primeiro caso, obtemos

τeτ(α+ϕ) = ±τeτθ,

e, portanto
α = θ − ϕ.

Consequentemente, γ′ = τeτθ. Além disso, obtemos

〈γ, ν〉∗ =

{ 〈
reτϕ,−eτθ

〉
∗ = −r cosh(θ − ϕ) = −r coshα, se β = 0〈

rτeτϕ,−eτθ
〉
∗ = r sinh(θ − ϕ) = r sinhα, se β = 1.

Assim, como Kγ = θ′ e

|γ|2∗ = 〈γ, γ〉∗ = r2
〈
τβeτϕ, τβeτϕ

〉
∗

= ±r2,

onde o sinal ± depende do valor de β ∈ {0, 1}, segue que a equação (4.3), neste caso, é equivalente
a um dos dois seguintes sistemas

θ′ = −r
(
n− 1

r2
− nλ

)
coshα

ϕ′ =
1

r
coshα

r′ = sinhα

ou


θ′ = r

(
n− 1

(−r2)
− nλ

)
sinhα

ϕ′ =
1

r
sinhα

r′ = coshα.

Novamente, como α = θ − ϕ, temos os seguintes sistemas autônomos:{
α′ =

(
nλr − n

r

)
coshα

r′ = sinhα
ou

{
α′ =

(
−nλr − n

r

)
sinhα

r′ = coshα,
(4.19)

respectivamente aos casos β = 0 e β = 1.

Em relação ao sistema {
α′ =

(
nλr − n

r

)
coshα

r′ = sinhα,
(4.20)

referente ao caso β = 0, uma particular solução plotada com o auxílio do software Maple, é dada
por:
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Figura 4.3: Caso λ = 1 e n = 2.

Se α = 0, então a curva procurada γ(s) é dada por

γ(s) = r0e
τ
(
s
r0

+a
)
, (4.21)

onde a, r0 ∈ R. Caso contrário, procedendo da mesma forma como nos sistemas anteriores, uma
integral primeira de (4.20) é dada por

E(r, α) = rn exp

(
−nλr

2

2

)
coshα. (4.22)

Além disso, como
dϕ

dr
=

1

r

(
coshα

sinhα

)
,

obtemos para s0 �xado:

ϕ(s)− ϕ(s0) = ±
∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1−

ρ2n exp
(
−nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ,

onde o sinal acima é positivo, caso α > 0, e negativo, caso α < 0. Logo, a curva procurada γ(s) é
dada por

γ(s) = r(s)eτϕ(s),

com

ϕ(s) = ϕ(s0)±
∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1−

ρ2n exp
(
−nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ. (4.23)

Em relação ao sistema {
α′ =

(
−nλr − n

r

)
sinhα

r′ = coshα,
(4.24)

referente ao caso β = 1, uma solução particular é dada por
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Figura 4.4: Caso λ = 1 e n = 2.

Se α = 0, então γ = γ(s) é dada por

γ(s) = (s+ k)τeτϕ0 , (4.25)

onde k, ϕ0 ∈ R. Caso contrário, uma integral primeira para o sistema (4.24) é dada por

E(r, α) = rn exp

(
nλr2

2

)
sinhα. (4.26)

Por sua vez, para s0 �xado, obtemos

ϕ(s)− ϕ(s0) = ±
∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1 +

ρ2n exp
(
nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ,

onde o sinal acima é positivo (se α > 0) ou negativo (se α < 0). Assim, a curva γ é dada por

γ(s) = r(s)τeτϕ(s),

com

ϕ(s) = ϕ(s0)±
∫ r(s)

r(s0)

1

ρ

(
1 +

ρ2n exp
(
nλρ2

)
E2

)− 1
2

dρ. (4.27)

Observação 4.2.3. Os sistemas (4.13) e (4.20) possuem um ponto de equilíbrio em

(r, α) =

(
±
√
− 1

λ
, 0

)
e (r, α) =

(
±
√

1

λ
, 0

)
,

respectivamente.

A seguir, segue um plano de fases do sistema (4.20), plotado com o software Maple, ilustrando
o caso λ = 1.
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Figura 4.5: Caso λ = 1 e n = 2.

4.3 Superfícies de Castro-Chen

Considere os seguintes espaços anti-de Sitter em D2:

AdS3 :=
{

(z, w) ∈ D2 ; 〈(z, w), (z, w)〉∗ = 1
}

=
{

(z, w) ∈ D2 ; |z|2∗ + |w|2∗ = 1
}

e

AdS3
∗ :=

{
(z, w) ∈ D2 ; 〈(z, w), (z, w)〉ᵀ = −1

}
=
{

(z, w) ∈ D2 ; |z|2∗ − |w|2∗ = −1
}
,

sendo
〈·, ·〉∗ = Re〈〈·, ·〉〉∗

e
〈·, ·〉ᵀ = Re〈〈·, ·〉〉ᵀ,

onde

〈〈·, ·〉〉ᵀ = dz1dz̄1 − dz2dz̄2

=
(
dx2

1 − dy2
1 − dx2

2 + dy2
2

)
− τ (dx1 ∧ dy1 − dx2 ∧ dy2)

:= 〈·, ·〉ᵀ − τωᵀ.

Observação 4.3.1. Denominamos os conjuntos acima como espaços anti-de Sitter, motivados
pelas assinaturas das métricas 〈·, ·〉∗ e 〈·, ·〉ᵀ dos espaços em questão, e levando em consideração

a de�nição usual de espaço anti-de Sitter, ou seja, o conjunto AdSn :=
{
x ∈ Rn+1 ; |x|2n−1 = 1

}
,

munido da métrica pseudo-riemanniana 〈·, ·〉n−1, cuja assinatura é (n− 1, 2).

De�nição 4.3.1. Dizemos que γ = (γ1, γ2) : I1 −→ AdS3 e α = (α1, α2) : I2 −→ AdS3
∗ são curvas

legendreanas nos espaços anti-de Sitter AdS3 e AdS3
∗ se satisfazem〈

γ′, Jγ
〉
∗ = 0 e

〈
α′, Jα

〉
ᵀ = 0,

respectivamente.

Exemplo 4.3.1. A curva ν(t) =

√
2

2

(
eτt, e−τt

)
é legendreana em AdS3, pois como o seu vetor
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velocidade satisfaz ν ′(t) =

√
2

2

(
τeτt,−τe−τt

)
e e−τt = eτt, temos que 〈ν ′, Jν〉∗ = 0. Além disso,

veri�ca-se que 〈ν, ν〉∗ = 1.

Observação 4.3.2. Se γ = (γ1, γ2) = (x1 + τy1, x2 + τy2) é uma curva legendreana em AdS3,
então

γ′1γ̄1 + γ′2γ̄2 = (x′1 + τy′1)(x1 − τy1) + (x′2 + τy′2)(x2 − τy2)

= (x′1x1 − y′1y1 + x′2x2 − y′2y2) + τ(x1y
′
1 − x′1y1 + x2y

′
2 − x′2y2)

=
〈
γ′, γ

〉
∗ + τ

〈
γ, Jγ′

〉
∗

=
〈
γ′, γ

〉
∗ − τ

〈
γ′, Jγ

〉
∗

= 0, (4.28)

onde utilizamos o fato de que 〈γ′, γ〉∗ = 0. Analogamente, se α = (α1, α2) = (x1 + τy1, x2 + τy2) é
uma curva legendreana em AdS3

∗, obtemos

α′1ᾱ1 − α′2ᾱ2 = (x′1 + τy′1)(x1 − τy1)− (x′2 + τy′2)(x2 − τy2)

= (x′1x1 − y′1y1 − x′2x2 + y′2y2) + τ(x1y
′
1 − x′1y1 − x2y

′
2 + x′2y2)

=
〈
α′, α

〉
ᵀ + τ

〈
α, Jα′

〉
ᵀ

= −τ
〈
Jα, α′

〉
ᵀ

= 0. (4.29)

De�nição 4.3.2. Chamaremos de superfícies de Castro-Chen às imagens de imersões da forma

φ = α� γ : I1 × I2 −→ D2

(t, s) 7−→ φ(t, s) = α(t)� γ(s) = (α1(t)γ1(s), α2(t)γ2(s)),

sendo γ e α curvas legendreanas nos espaços anti-de Sitter AdS3 e AdS3
∗, respectivamente.

Teorema 4.3.1. A imersão φ : I1 × I2 −→ D2 dada por φ(t, s) = α(t) � γ(s) é lagrangeana e
F := 〈φt, φs〉∗ = 0.

Demonstração. Como φt = (α′1γ1, α
′
2γ2) e φs = (α1γ

′
1, α2γ

′
2), usando (4.28) e (4.29), obtemos

〈〈φt, φs〉〉∗ = (dz1dz̄1 + dz2dz̄2)(φt, φs)

= (α′1γ1)(α1γ′1) + (α′2γ2)(α2γ′2)

= (α′1ᾱ1)(γ1γ′1) + α′2ᾱ2γ2γ′2
= (α′2ᾱ2)(−γ2γ′2) + α′2ᾱ2γ2γ′2
= 0.

Se tomarmos a parte imaginária da equação acima obteremos que a imersão φ é lagrangeana.
Além disso, a parte real da mesma igualdade nos fornece um dos coe�cientes da primeira forma
fundamental, a saber, F = 〈φt, φs〉∗ = 0.

Observação 4.3.3. Suponha que o vetor velocidade da curva α seja nulo, isto é,〈
α′, α′

〉
ᵀ = 0.

Logo, α satisfaz
|α′1|2∗ − |α′2|2∗ = 0. (4.30)
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Note que, utilizando a equação (4.30), juntamente com o fato de γ ⊂ AdS3, temos

〈〈φt, φt〉〉∗ = (dz1dz̄1 + dz2dz̄2)(φt, φt)

= (α′1γ1)(α′1γ1) + (α′2γ2)(α′2γ2)

= α′1α
′
1γ1γ̄1 + α′2α

′
2γ2γ̄2

= |α′1|2∗|γ1|2∗ + |α′2|2∗|γ2|2∗
= |α′1|2∗|γ1|2∗ + |α′1|2∗(1− |γ1|2∗)
= |α′1|2∗|γ1|2∗ + |α′1|2∗ − |α′1|2∗|γ1|2∗
= |α′1|2∗.

Suponha que α1α2α′1α
′
2 6= 0. Assim, multiplicando a igualdade (4.29) por α1α2α′1α

′
2, obtemos

|α′1|2∗|α1|2∗α2α′2 = |α′2|2∗|α2|2∗α1α′1.

Novamente aplicando (4.29), encontramos

|α′1|2∗|α1|2∗α1α′1 = |α′2|2∗|α2|2∗α1α′1. (4.31)

Multiplicando (4.31) por ᾱ1α
′
1, temos

|α1|2∗|α′1|2∗|α1|2∗|α′1|2∗ = |α′2|2∗|α2|2∗|α1|2∗|α′1|2∗,

e portanto, por (4.30), obtemos

|α1|2∗|α′1|2∗|α1|2∗|α′1|2∗ = |α′1|2∗|α2|2∗|α1|2∗|α′1|2∗.

E assim,
|α′1|2∗|α1|2∗|α′1|2∗

(
|α1|2∗ − |α2|2∗

)
= 0,

donde segue que
|α′1|2∗|α1|2∗|α′1|2∗ = 0. (4.32)

Assim, se ocorrer de |α′1|2∗ 6= 0, então a equação (4.32) implica que |α1|2∗ = 0. Logo, multiplicando
(4.29) por α1, obtemos

α′1|α1|2∗ = α′2ᾱ2α1.

Logo, α′2ᾱ2α1 = 0, e portanto, |α′2|2∗ᾱ2α1 = 0. Assim, aplicando (4.30), temos

|α′1|2∗ᾱ2α1 = 0 =⇒ ᾱ2α1 = 0 =⇒ |α2|2∗α1 = 0 =⇒
(
1 + |α1|2∗

)
α1 = 0,

donde segue que α1 = 0. De α′1ᾱ1 − α′2ᾱ2 = 0, segue que α′2ᾱ2 = 0. Assim,

|α′2|2∗ᾱ2 = 0 =⇒ |α′1|2∗ᾱ2 = 0 =⇒ ᾱ2 = 0.

Logo, α2 = 0, donde implica que α = (α1, α2) = 0, o que é um absurdo. Assim, (4.32) implica que
|α′1|2∗ = 0. No entanto, como 〈〈φt, φt〉〉∗ = |α′1|2∗ = 0, obtemos

E := Re〈〈φt, φt〉〉∗ = 0,

donde segue que a métrica é degenerada.

Finalmente, se α1α2α′1α
′
2 = 0, então α′1 6= 0 ou α′2 6= 0, pois caso contrário teríamos α não-

regular. Além disso, temos que α1 6= 0 ou α2 6= 0, uma vez que α ⊂ AdS3
∗. Portanto, temos os

seguintes casos a analisar:

(i) Se α′1 = 0 ou α′2 = 0, então obviamente |α′1|2∗ = |α′2|2∗ = 0;
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(ii) Se α1 = 0, então pela igualdade (4.29) segue que α′2 = 0, donde |α′1|2∗ = |α′2|2∗ = 0;

(iii) Se α2 = 0, então novamente por (4.29) segue que α′1 = 0, donde |α′1|2∗ = 0.

Em qualquer um dos casos obtemos que α1α2α′1α
′
2 = 0 implica em |α′1|2∗ = 0, donde segue que a

métrica induzida também é degenerada, nesse caso.

Observação 4.3.4. Da mesma forma como acima, suponha que〈
γ′, γ′

〉
∗ = 0,

ou seja,
|γ′1|2∗ + |γ′2|2∗ = 0. (4.33)

Utilizando a equação (4.33), juntamente com o fato de α ⊂ AdS3
∗, obtemos

〈〈φs, φs〉〉∗ = (α1γ
′
1)(α1γ′1) + (α2γ

′
2)(α2γ′2)

= |α1|2∗|γ′1|2∗ + |α2|2∗|γ′2|2∗
= |α1|2∗|γ′1|2∗ − |γ′1|2∗(|α1|2∗ + 1)

= |α1|2∗|γ′1|2∗ − |α1|2∗|γ′1|2∗ − |γ′1|2∗
= −|γ′1|2∗.

Pelo mesmo raciocínio da observação anterior, se considerarmos γ1γ2γ′1γ
′
2 6= 0 ou γ1γ2γ′1γ

′
2 = 0

obteremos que |γ′1|2∗ = 0 e, portanto,

G := Re〈〈φs, φs〉〉∗ = −|γ′1|2∗ = 0,

donde segue que a métrica induzida é degenerada.

Como estamos interessados no estudo de subvariedades não-degeneradas, pelas observações ante-
riores, devemos supor que γ′ e α′ sejam não-nulas. Assim, supondo que γ e α estejam parametrizadas
pelo comprimento de arco, as seguintes identidades são por elas satisfeitas:

(a) |γ1|2∗ + |γ2|2∗ = 1

(b) |γ′1|2∗ + |γ′2|2∗ = ε1

(c) γ′1γ̄1 + γ′2γ̄2 = 0

(4.34)

e 
(d) |α1|2∗ − |α2|2∗ = −1

(e) |α′1|2∗ − |α′2|2∗ = ε2

(f) α′1ᾱ1 − α′2ᾱ2 = 0,

(4.35)

onde ε1, ε2 ∈ {−1, 1}.

Teorema 4.3.2. A imersão φ : I1 × I2 −→ D2 dada por φ(t, s) = (α1(t)γ1(s), α2(t)γ2(s)) é
conforme. Em particular, os coe�cientes da primeira forma fundamental satisfazem

EG− F 2 = ε1ε2
(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)2
.

Demonstração. Pelo Teorema 4.3.1, temos que F = 〈〈φt, φs〉〉∗ = 0. Para calcularmos os demais
coe�cientes da primeira forma fundamental vamos proceder da seguinte maneira: utilizando as
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igualdades (a) e (e) dos sistemas (4.34) e (4.35), obtemos

〈〈φt, φt〉〉∗ = (dz1dz̄1 + dz2dz̄2)(φt, φt)

= (α′1γ1)(α′1γ1) + (α′2γ2)(α′2γ2)

= α′1α
′
1γ1γ̄1 + α′2α

′
2γ2γ̄2

= |α′1|2∗|γ1|2∗ + |α′2|2∗|γ2|2∗
= |α′1|2∗|γ1|2∗ + (|α′1|2∗ − ε2)(1− |γ1|2∗)
= |α′1|2∗ − ε2 + ε2|γ1|2∗
= |α′2|2∗ + ε2|γ1|2∗.

Agora, note que, multiplicando a igualdade (f) de (4.35) por α1α2α′1α
′
2, encontramos

|α′1|2∗|α1|2∗α2α′2 = |α′2|2∗|α2|2∗α1α′1.

Aplicando (f) novamente, obtemos

|α′1|2∗|α1|2∗α1α′1 = |α′2|2∗|α2|2∗α1α′1,

e assim,
|α′1|2∗|α1|2∗|α1|2∗|α′1|2∗ = |α′2|2∗|α2|2∗|α1|2∗|α′1|2∗.

Logo,
|α′1|2∗|α1|2∗

(
|α′1|2∗|α1|2∗ − |α′2|2∗|α2|2∗

)
= 0.

Como α1α2α′1α
′
2 6= 0, segue que |α′1|2∗|α1|2∗ 6= 0, donde obtemos

|α′1|2∗|α1|2∗ = |α′2|2∗|α2|2∗.

Então, utilizando a equação acima, juntamente com as igualdades (d) e (e) de (4.35), obtem-se que

|α′2|2∗|α2|2∗ = |α′2|2∗
(
|α1|2∗ + 1

)
= |α′1|2∗|α1|2∗ = |α1|2∗

(
ε2 + |α′2|2∗

)
.

Desta última equação, segue que |α′2|2∗ = ε2|α1|2∗. E assim, obtemos que

E := Re〈〈φt, φt〉〉∗ = Re
(
|α′2|2∗ + ε2|γ1|2∗

)
=
(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)
ε2.

Similarmente, utilizando as igualdades (b) e (d) de (4.34) e (4.35), obtemos

〈〈φs, φs〉〉∗ = (α1γ
′
1)(α1γ′1) + (α2γ

′
2)(α2γ′2)

= |α1|2∗|γ′1|2∗ + |α2|2∗|γ′2|2∗
= |α1|2∗|γ′1|2∗ + (|α1|2∗ + 1)(ε1 − |γ′1|2∗)
= ε1|α1|2∗ +

(
ε1 − |γ′1|2∗

)
= ε1|α1|2∗ + |γ′2|2∗
=

(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)
ε1,

onde na última igualdade utilizamos o fato de que |γ′2|2∗ = ε1|γ1|2∗. Isto pode ser provado utilizando-se
a igualdade (c) de (4.34), multiplicada por γ1γ2γ′1γ

′
2. De fato, como

|γ′1|2∗|γ1|2∗γ2γ′2 = −|γ′2|2∗|γ2|2∗γ1γ′1,

aplicando (c) novamente, obtemos

−|γ′1|2∗|γ1|2∗γ1γ′1 = −|γ′2|2∗|γ2|2∗γ1γ′1,
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e assim,
|γ′1|2∗|γ1|2∗|γ1|2∗|γ′1|2∗ = |γ′2|2∗|γ2|2∗|γ1|2∗|γ′1|2∗.

Logo,
|γ′1|2∗|γ1|2∗

(
|γ′1|2∗|γ1|2∗ − |γ′2|2∗|γ2|2∗

)
= 0.

Como γ1γ2γ′1γ
′
2 6= 0, segue que |γ′1|2∗|γ1|2∗ 6= 0, donde obtemos

|γ′1|2∗|γ1|2∗ = |γ′2|2∗|γ2|2∗.

Então,
|γ′2|2∗|γ2|2∗ = |γ′2|2∗

(
1− |γ1|2∗

)
= |γ′1|2∗|γ1|2∗ = |γ1|2∗

(
ε1 − |γ′2|2∗

)
.

Assim, |γ′2|2∗ − |γ′2|2∗|γ1|2∗ = ε1|γ1|2∗ − |γ1|2∗|γ′2|2∗, donde segue que |γ′2|2∗ = ε1|γ1|2∗. Portanto,

G := Re〈〈φs, φs〉〉∗ =
(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)
ε1.

Resumindo, obtivemos F = 0, E = ε2
(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)
e G = ε1

(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)
. Assim, G = ε1ε2E,

donde segue que a imersão é conforme. Finalmente, temos que

EG− F 2 = ε1ε2
(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)2
,

donde segue o resultado.

Observação 4.3.5. Na demonstração do Teorema 4.3.2 utilizamos duas hipóteses adicionais, a
saber, α1α2α′1α

′
2 6= 0 e γ1γ2γ′1γ

′
2 6= 0. Tais hipóteses também serão consideradas no restante do

capítulo.

Observação 4.3.6. Como estamos considerando que a métrica induzida em L := φ (I1 × I2) é
não-degenerada, o Teorema 4.3.2 a�rma que |α1|2∗ + |γ1|2∗ 6= 0.

De�nição 4.3.3. Seja γ : I −→ D2 \ {0} uma curva regular não-degenerada, isto é, γ satisfaz
det(γ, γ′) · det(γ, γ′) 6= 0. O ângulo legendreano θγ da curva γ é de�nido com sendo o argumento
do número paracomplexo

det(γ, γ′) = γ1γ
′
2 − γ2γ

′
1.

Considere γ̃(t) = (γ̃1(t), γ̃2(t)) = γ(f(t)) = γ(s) uma outra parametrização da curva γ = γ(s).
Então, como

γ̃1
′(t) = f ′(t)γ′1(s) e γ̃2

′(t) = f ′(t)γ′2(s),

temos que

det(γ̃, γ̃′)(t) =
(
γ̃1γ̃2

′ − γ̃2γ̃1
′) (t)

= f ′(t)
(
γ1γ
′
2 − γ2γ

′
1

)
(f(t))

= f ′(t) det(γ, γ′)(s).

Como estamos considerando γ̃ regular, temos que f ′(t) 6= 0 e então θγ = θγ̃ , ou seja, o ângulo
legendreano independe da parametrização.

Proposição 4.3.1. Sejam γ : I1 −→ AdS3 e α : I2 −→ AdS3
∗ duas curvas regulares, não-

degeneradas, parametrizadas pelo comprimento de arco. Se γ e α forem curvas legendreanas, então
elas satisfazem

γ′′ + ε1γ −Kγτγ
′ = 0 e α′′ − ε2α−Kατα

′ = 0,

sendo Kγ e Kα suas respectivas curvaturas. Além disso, os ângulos legendreanos satisfazem

θ′γ = Kγ e θ′α = Kα.



92 SUBVARIEDADES LAGRANGEANAS AUTOSSIMILARES 4.3

Demonstração. Como γ satisfaz as propriedades (a), (b) e (c) do sistema (4.34), podemos ver que
{γ, Jγ, γ′, Jγ′} é uma base ortonormal para D2, munido da métrica 〈·, ·〉∗ = dx2

1− dy2
1 + dx2

2− dy2
2.

Portanto, podemos escrever
γ′′ = aγ + bJγ + cγ′ + dJγ′.

Novamente utilizando as propriedades satisfeitas pela curva γ, podemos ver que b = c = 0, a = −ε1
e d = Kγ , sendo Kγ a curvatura de γ em AdS3. Assim, a curva γ satisfaz a seguinte equação
diferencial ordinária de 2a ordem

γ′′ + ε1γ −Kγτγ
′ = 0. (4.36)

Por outro lado, utilizando as propriedades (a), (b) e (c) de (4.34), e o fato de que ε1|γ1|2∗ = |γ′2|2∗,
obtemos

det(γ, γ′) · det(γ, γ′) =
(
γ1γ
′
2 − γ2γ

′
1

)
(γ1γ′2 − γ2γ′1)

= |γ1|2∗|γ′2|2∗ − γ1γ′1
(
γ′2γ2

)
− γ′1γ1

(
γ2γ′2

)
+ |γ2|2∗|γ′1|2∗

= |γ1|2∗|γ′2|2∗ − γ1γ′1
(
−γ′1γ1

)
− γ′1γ1

(
−γ1γ′1

)
+ |γ2|2∗|γ′1|2∗

= |γ1|2∗|γ′2|2∗ + |γ1|2∗|γ′1|2∗ + |γ′1|2∗|γ1|2∗ + |γ2|2∗|γ′1|2∗
= ε1|γ1|2∗ − |γ1|2∗|γ′1|2∗ + |γ1|2∗|γ′1|2∗ + |γ′1|2∗|γ1|2∗ + |γ2|2∗|γ′1|2∗
= ε1|γ1|2∗ + |γ′1|2∗

(
|γ1|2∗ + |γ2|2∗

)
= |γ′1|2∗ + ε1|γ1|2∗
= |γ′1|2∗ + |γ′2|2∗
= ε1.

Assim, o ângulo legendreano θγ de γ está bem de�nido e então, podemos escrever

det(γ, γ′) = ±τ δeτθγ =

{
±eτθγ , se ε1 = 1 e δ = 0

±τeτθγ , se ε1 = −1 e δ = 1.

E assim, derivando tal igualdade no primeiro caso (ε1 = 1), e utilizando (4.36), obtemos

±τeτθγθ′γ =
(
γ1γ
′
2 − γ2γ

′
1

)′
= γ′1γ

′
2 + γ1γ

′′
2 − γ′2γ′1 − γ2γ

′′
1

= γ1

(
Kγτγ

′
2 − ε1γ2

)
− γ2

(
Kγτγ

′
1 − ε1γ1

)
= Kγτ

(
γ1γ
′
2 − γ2γ

′
1

)
= ±τKγe

τθγ ,

donde segue que
Kγ = θ′γ .

Analogamente, derivando tal igualdade no segundo caso (ε1 = −1), obtemos novamente que

Kγ = θ′γ .

Assim, em qualquer um dos dois casos, obtemos Kγ = θ′γ . Em relação à curva

α = (α1, α2) : I2 −→ AdS3
∗ =

{
(z, w) ∈ D2 ; |z|2∗ − |w|2∗ = −1

}
,

utilizando as propriedades (d), (e) e (f) de (4.35) satisfeitas pela curva α, podemos provar que
{α, Jα, α′, Jα′} forma uma base ortonormal para o espaço D2, munido da métrica 〈·, ·〉ᵀ. Assim,
podemos escrever

α′′ = aα+ bJα+ cα′ + dJα′.
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Denotando por Kα a função curvatura de α no espaço AdS3
∗ e utilizando as propriedades satisfeitas

pela curva α, podemos ver que b = c = 0, a = ε2 e d = Kα. E assim, α satisfaz a seguinte equação
diferencial ordinária de 2a ordem

α′′ − ε2α−KαJα
′ = 0. (4.37)

Da mesma forma como procedemos com a curva γ, podemos escrever

det(α, α′) =

{
±eτθα , se ε2 = 1

±τeτθα , se ε2 = −1,

uma vez que det(α, α′) · det(α, α′) = ε2. De fato,

det(α, α′) · det(α, α′) =
(
α1α

′
2 − α2α

′
1

)
(α1α′2 − α2α′1)

= |α1|2∗|α′2|2∗ − α1α′1
(
α′2α2

)
− α′1α1

(
α2α′2

)
+ |α2|2∗|α′1|2∗

= |α1|2∗|α′2|2∗ − α1α′1
(
α′1α1

)
− α′1α1

(
α1α′1

)
+ |α2|2∗|α′1|2∗

= |α1|2∗|α′2|2∗ − |α1|2∗|α′1|2∗ − |α′1|2∗|α1|2∗ + |α2|2∗|α′1|2∗
= |α1|2∗

(
|α′1|2∗ − ε2

)
− |α1|2∗|α′1|2∗ − |α′1|2∗|α1|2∗ + |α2|2∗|α′1|2∗

= −ε2|α1|2∗ − |α′1|2∗
(
|α1|2∗ − |α2|2∗

)
= −ε2|α1|2∗ + |α′1|2∗
= −|α′2|2∗ + |α′1|2∗
= ε2.

Como �zemos com a curva γ, derivando a forma polar acima, tanto para ε2 = 1 quanto para
ε2 = −1, obtemos Kα = θ′α.

O resultado a seguir nos fornece uma recíproca para a proposição anterior.

Teorema 4.3.3. Sejam duas curvas γ : I1 −→ AdS3 e α : I2 −→ AdS3
∗, com curvaturas Kγ e Kα,

respectivamente.

(a) Suponha que γ satisfaz γ′′ + ε1γ −Kγτγ
′ = 0. Então,

γ é legendreana ⇐⇒
〈
γ′(0), τγ(0)

〉
∗ = 0 (0 ∈ I1).

(b) Suponha que α satisfaz α′′ − ε2α−Kατα
′ = 0. Então,

α é legendreana ⇐⇒
〈
α′(0), τα(0)

〉
ᵀ = 0 (0 ∈ I2).

Demonstração. Em relação ao item (a), considere f : I1 −→ R dada por f(s) = 〈γ′(s), τγ(s)〉∗. Por
hipótese, obtemos que

f ′(s) =
〈
γ′′(s), τγ(s)

〉
∗ +

〈
γ′(s), τγ′(s)

〉
∗

=
〈
Kγ(s)τγ′(s)− ε1γ(s), τγ(s)

〉
∗

= Kγ(s)
〈
τγ′(s), τγ(s)

〉
∗ − ε1〈γ(s), τγ(s)〉∗

= −Kγ(s)
〈
γ′(s), γ(s)

〉
∗

= 0,

donde segue que 〈γ′(s), τγ(s)〉∗ = c ∈ R, para todo s. Em particular, se tomarmos s = 0, temos,
por hipótese, que c = 0, donde segue o resultado. O item (b) prova-se de forma completamente
análoga: basta comprovar que a função g(s) := 〈α′(s), τα(s)〉ᵀ é constante.
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A seguir, queremos relacionar o ângulo lagrangeano da imersão φ, com os ângulos legendreanos
θα e θγ das curvas α e γ. Assim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.4. Sejam γ : I1 −→ AdS3 e α : I2 −→ AdS3
∗ duas curvas regulares, não-degeneradas,

legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco, e φ : I1 × I2 −→ D2 a imersão dada por
φ(t, s) = (α1(t)γ1(s), α2(t)γ2(s)). Se a métrica induzida em L for não-degenerada, então temos
que o ângulo lagrangeano βφ da imersão φ é dado por

βφ(t, s) = θγ(s) + θα(t).

Demonstração. Primeiramente, utilizando as igualdades (a) e (c) de (4.34), além das igualdades (d)
e (f) de (4.35), obtemos

Ω(φt, φs) = det(φt, φs) = α′1γ1α2γ
′
2 − α1γ

′
1α
′
2γ2

= α′1γ1α2γ
′
2 −

1

ᾱ2γ̄1
α1γ2α

′
2ᾱ2γ

′
1γ̄1

= α′1γ1α2γ
′
2 −

α1γ2

ᾱ2γ̄1
(α′1ᾱ1)(−γ′2γ̄2)

= α′1γ1α2γ
′
2

ᾱ2γ̄1

ᾱ2γ̄1
+ |α1|2∗|γ2|2∗

α′1γ
′
2

ᾱ2γ̄1

=
α′1γ

′
2

ᾱ2γ̄1

(
|α1|2∗|γ2|2∗ + |γ1|2∗|α2|2∗

)
=

α′1γ
′
2

ᾱ2γ̄1

[
|α1|2∗(1− |γ1|2∗) + |γ1|2∗(1 + |α1|2∗)

]
=

α′1γ
′
2

ᾱ2γ̄1

(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)
. (4.38)

Por outro lado, aplicando a igualdade (d) de (4.35) nas linhas 5 e 6, juntamente com a igualdade
(f) de (4.35) nas linhas 3 e 5, segue que

det(γ, γ′) det(α, α′) =
(
γ1γ
′
2 − γ2γ

′
1

) (
α1α

′
2 − α2α

′
1

)
= γ1γ

′
2

α′2
ᾱ1
|α1|2∗ − γ1γ

′
2

α′1
ᾱ2
|α2|2∗ − γ′1γ2α1α

′
2 + γ′1γ2α

′
1α2

= γ1γ
′
2|α1|2∗

α′1
ᾱ2
− γ1γ

′
2|α2|2∗

α′1
ᾱ2
− γ′1γ2α1α

′
2

ᾱ1

ᾱ1
+ γ′1γ2α

′
1α2

ᾱ2

ᾱ2

=
γ1γ
′
2α
′
1

ᾱ2

(
|α1|2∗ − |α2|2∗

)
+ γ′1γ2

α′1
ᾱ2
|α2|2∗ − γ′1γ2

α′2
ᾱ1
|α1|2∗

= −γ1γ
′
2α
′
1

ᾱ2
+
γ′1γ2α

′
2

ᾱ1

(
|α2|2∗ − |α1|2∗

)
=

γ′1γ2α
′
2

ᾱ1
− γ1γ

′
2α
′
1

ᾱ2
. (4.39)

Além disso, aplicando a equação (f) de (4.35), e as igualdades (a) e (c) de (4.34), encontramos

γ′1γ2α
′
2ᾱ2 − γ′2γ1α

′
1ᾱ1

ᾱ1ᾱ2
=

α′1
ᾱ2

(
γ′1γ2 − γ′2γ1

)
=

α′1
ᾱ2γ̄1

(
γ′1γ̄1γ2 − γ′2|γ1|2∗

)
=

α′1
ᾱ2γ̄1

(
−γ′2γ̄2γ2 − γ′2|γ1|2∗

)
=

α′1γ
′
2

ᾱ2γ̄1

(
−|γ2|2∗ − |γ1|2∗

)
= −α

′
1γ
′
2

ᾱ2γ̄1
. (4.40)
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Portanto, substituindo (4.40) em (4.39), obtemos

det(γ, γ′) det(α, α′) = −α
′
1γ
′
2

ᾱ2γ̄1
. (4.41)

Finalmente, pela demonstração da Proposição 4.3.1, sabemos que os números paracomplexos det(γ, γ′)
e det(α, α′) satisfazem

det(γ, γ′) · det(γ, γ′) = ε1 e det(α, α′) · det(α, α′) = ε2.

Então, a Proposição 1.1.1 a�rma que

arg
(
det(γ, γ′) · det(α, α′)

)
= arg

(
det(γ, γ′)

)
+ arg

(
det(α, α′)

)
= θγ + θα.

Logo, utilizando as igualdades (4.41) e (4.38), segue

θγ + θα = arg

(
−α
′
1γ
′
2

ᾱ2γ̄1

)
= arg

(
α′1γ

′
2

ᾱ2γ̄1

)
= arg

(
α′1γ

′
2

ᾱ2γ̄1

(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

))
= arg(Ω(φt, φs))

= βφ.

Corolário 4.3.1. Sejam γ : I1 −→ AdS3 e α : I2 −→ AdS3
∗ duas curvas regulares, não-degeneradas,

legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco, e φ : I1 × I2 −→ D2 a imersão dada
por φ(t, s) = (α1(t)γ1(s), α2(t)γ2(s)). Se a métrica induzida em L for não-degenerada, o vetor
curvatura média de φ é dado por

~H = − 1

2E
(KαJφt + ε1ε2KγJφs) ,

sendo E =
(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)
ε2.

Demonstração. Para calcular ~H, utilizaremos o Teorema 2.2.2, o qual garante que 2 ~H = −J∇βφ.
Sabemos que φ é conforme e os coe�cientes da primeira forma fundamental são dados por F = 0 e
|E| = |G| =

∣∣|α1|2∗ + |γ1|2∗
∣∣. Então, denotando

e1 := |E|−
1
2φt e e2 := |E|−

1
2φs,

obtemos que

e1(βφ) = dβφ(e1) = |E|−
1
2
∂βφ
∂t

e e2(βφ) = dβφ(e2) = |E|−
1
2
∂βφ
∂s

.

Usando a igualdade do Teorema 4.3.4 e a Proposição 4.3.1, temos

dβφ(e1) = |E|−
1
2 θ′α = |E|−

1
2Kα e dβφ(e2) = |E|−

1
2 θ′γ = |E|−

1
2Kγ .

Como

ε1 = 〈e1, e1〉∗ =
〈
|E|−

1
2φt, |E|−

1
2φt

〉
∗

= |E|−1〈φt, φt〉∗ =
E

|E|
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e

ε2 = 〈e2, e2〉∗ =
〈
|E|−

1
2φs, |E|−

1
2φs

〉
∗

= |E|−1〈φs, φs〉∗ = |E|−1G = ε1ε2
E

|E|
,

então {e1, e2} forma uma base ortonormal do espaço tangente à subvariedade. Assim,

∇βφ = ε1dβφ(e1)e1 + ε2dβφ(e2)e2

= |E|−1 (ε1Kαφt + ε2Kγφs) .

Portanto,
~H = −1

2
J (∇βφ) = −1

2
|E|−1 (ε1KαJφt + ε2KγJφs) ,

ou seja,
~H = − 1

2E
(KαJφt + ε1ε2KγJφs) ,

uma vez que
E

|E|2
= E−1.

Corolário 4.3.2. Sejam γ : I1 −→ AdS3 e α : I2 −→ AdS3
∗ duas curvas regulares, não-degeneradas,

legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco, e φ : I1 × I2 −→ D2 a imersão dada por
φ(t, s) = (α1(t)γ1(s), α2(t)γ2(s)). Assumindo que φ é não-degenerada, temos que φ é mínima se, e
somente se, γ e α são geodésicas em AdS3 e AdS3

∗, respectivamente.

Demonstração. Suponha que ~H = 0. Pelo Corolário 4.3.1, temos que

−Kα〈φt, φt〉∗ = Kα〈Jφt, Jφt〉∗ = −ε1ε2Kγ〈Jφs, Jφt〉∗ = 0,

donde segue queKα = 0. Analogamente, conclui-se queKγ = 0. Desta forma, o fato de φ ser mínima
implica em α e γ serem geodésicas. Reciprocamente, se α e γ são geodésicas, então Kα = Kγ = 0.
E assim, pelo Corolário 4.3.1, segue que ~H = 0.

Proposição 4.3.2. Sejam γ : I1 −→ AdS3 e α : I2 −→ AdS3
∗ duas curvas regulares, não-

degeneradas, legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco. Considere φ : I1× I2 −→ D2

a imersão dada por φ(t, s) = (α1(t)γ1(s), α2(t)γ2(s)). Se φ é não-degenerada, então a curvatura

média da imersão φ satisfaz | ~H|2∗ = ρ se, e somente se, as curvaturas de γ e α satisfazem{
K2
γ = −4ρε1|γ1|2∗ − ε1ε2κ

K2
α = −4ρε2|α1|2∗ + κ,

respectivamente, para algum κ ∈ R.

Demonstração. Como φ é conforme, podemos ver que〈
~H, ~H

〉
∗

=

(
− 1

2E

)2

〈KαJφt + ε1ε2KγJφs,KαJφt + ε1ε2KγJφs〉∗

=
1

4E2

(
K2
α〈Jφt, Jφt〉∗ + 2ε1ε2KαKγ〈Jφt, Jφs〉∗ +K2

γ(ε1ε2)2〈Jφs, Jφs〉∗
)

= − 1

4E2

(
K2
α〈φt, φt〉∗ + 2ε1ε2KαKγ〈φt, φs〉∗ +K2

γ〈φs, φs〉∗
)

= − 1

4E2

(
EK2

α + 2Fε1ε2KαKγ +GK2
γ

)
= − 1

4E2

(
EK2

α + ε1ε2EK
2
γ

)
= − 1

4E

(
K2
α + ε1ε2K

2
γ

)
.
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Assim, a imersão φ tem curvatura média constante | ~H|2∗ =
〈
~H, ~H

〉
∗

= ρ se, e somente se,

K2
α + ε1ε2K

2
γ = −4Eρ. (4.42)

Finalmente, como E =
(
|α1|2∗ + |γ1|2∗

)
ε2, temos que a igualdade (4.42) é equivalente a

K2
α + 4ρε2|α1|2∗ = −ε1ε2K2

γ − 4ρε2|γ1|2∗ := κ,

onde κ ∈ R, uma vez que γ depende de s e α depende de t.

A seguir, vamos veri�car quais são as geodésicas nos espaços anti-de Sitter AdS3 e AdS3
∗. O

procedimento será o seguinte: em relação ao espaço AdS3, vamos considerar a seguinte aplicação do
tipo projeção de Hopf:

π : AdS3 −→ AdS2(1/2)

(z, w) 7−→ 1

2

(
2zw̄, |z|2∗ − |w|2∗

)
,

onde AdS2(1/2) =

{
(z, x) ∈ D × R ; |z|2∗ + x2 =

1

4

}
. Após provarmos um resultado que garante

que tal aplicação projeta curvas legendreanas parametrizadas pelo comprimento de arco do espaço
AdS3 em curvas parametrizadas pelo comprimento de arco em AdS2(1/2), com a mesma função
curvatura, a análise das geodésicas no espaço AdS3 recairá sobre a análise das geodésicas no espaço
AdS2(1/2).

Observação 4.3.7. Denominamos a aplicação π acima como uma projeção de Hopf motivados pela
de�nição usual desta projeção, a saber, uma aplicação S3 −→ S2 que descreve a 3-esfera canônica
S3 em termos de �bras, onde cada �bra é um círculo, um para cada ponto de S2.

Lema 4.3.1. Considere a aplicação π : AdS3 −→ AdS2(1/2) dada por π(z, w) =

(
zw̄,
|z|2∗ − |w|2∗

2

)
.

Tem-se que π(z0, w0) = π(z1, w1) se, e somente se, (z1, w1) = λ(z0, w0), para algum λ ∈ D com
|λ|2∗ = 1.

Demonstração. Primeiramente, note que tal aplicação está bem de�nida, pois

|zw̄|2∗ +

(
|z|2∗ − |w|2∗

2

)2

=
1

2
|z|2∗|w|2∗ +

|z|4∗
4

+
|w|4∗

4

=

(
|z|2∗ + |w|2∗

)2
4

=
1

4
.

Agora, se existir λ ∈ D com |λ|2∗ = 1 de modo que (z1, w1) = λ(z0, w0), então certamente obtemos

π(z1, w1) =
1

2

(
2z1w1, |z1|2∗ − |w1|2∗

)
=

1

2

(
2λz0λ̄w̄0, λλ

(
|z0|2∗ − |w0|2∗

))
= λλπ(z0, w0).

Reciprocamente, se π(z0, w0) = π(z1, w1) então{
z0w̄0 = z1w̄1

|z0|2∗ − |w0|2∗ = |z1|2∗ − |w1|2∗.
(4.43)

Como (z0, w0), (z1, w1) ∈ AdS3, temos que a última igualdade do sistema (4.43) nos fornece as
seguintes informações: |z0|2∗ = |z1|2∗ e |w0|2∗ = |w1|2∗. Logo, existem λ, λ′ ∈ D, com λλ = 1 e λ′λ′ = 1,
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tais que z1 = λz0 e w1 = λ′w0. Agora, pela primeira igualdade do sistema (4.43), segue que

z1w̄1 = λλ′z0w̄0 = λλ′z1w̄1.

Portanto (
λλ′ − 1

)
z1w̄1 = 0.

Se z1 = 0, então certamente z0 = 0, e portanto,

(z1, w1) = (0, λ′w0) = λ′(z0, w0).

Analogamente, se w1 = 0, então w0 = 0, e portanto,

(z1, w1) = (λz0, 0) = λ(z0, w0).

Finalmente, se λλ′ = 1, então λ = λ′. Logo

(z1, w1) = (λz0, λ
′w0) = λ(z0, w0).

Assim, em qualquer uma das possibilidades, segue o resultado.

Dando continuidade às ideias acima, apresentamos a de�nição seguinte.

De�nição 4.3.4. Considere M e B variedades pseudo-riemannianas. Dizemos que uma aplicação
π : Mn+k −→ Bk é uma submersão pseudo-riemanniana quando as seguintes condições forem
satisfeitas:

(i) π é uma submersão;

(ii) dπp|Hp
: Hp −→ Tπ(p)B é uma isometria, ∀ p ∈M .

Denotamos por H := {Hp ; p ∈M} a distribuição horizontal da submersão π: para cada p ∈ M ,
o subespaço Hp é o complemento ortogonal do subespaço Vp, o qual é de�nido por

Vp = ker (dπp) ⊂ TpM.

Observação 4.3.8. Sendo dπp uma aplicação linear sobrejetora, segue que a diferencial dπp restrita
ao subespaço Hp é um isomor�smo linear, para todo ponto p ∈M .

Proposição 4.3.3. A aplicação

π : AdS3 −→ AdS2(1/2)

(z, w) 7−→ 1

2

(
2zw̄, |z|2∗ − |w|2∗

)
,

é uma submersão pseudo-riemanniana.

Demonstração. Dados z = (z1, z2) ∈ AdS3 e X = (X1, X2) ∈Hz ⊂ TzAdS3, como

TzAdS3 =
{
w ∈ D2 ; 〈w, z〉∗ = 0

}
,

temos que 〈X, z〉∗ = 0. Agora, considerando a curva ι(t) = eτtz, notamos que ι satisfaz ι(0) = z,
ι′(0) = τz = Jz e ι(t) ∈ AdS3 para todo t. Pelo Lema 4.3.1, segue que π(ι(t)) = π(z) e então

dπz(Jz) = (π ◦ ι)′(0) = 0.

Logo, Jz ∈ ker(dπz) e então, 〈X, Jz〉∗ = 0, pois X ∈Hz. Portanto, o vetor X satisfaz

0 = 〈X, z〉∗ − τ〈X, Jz〉∗ = 〈〈X, z〉〉∗ = X1z1 +X2z2. (4.44)
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Como
dπz(X) ∈ Tπ(z)AdS2(1/2) = {w ∈ D × R ; 〈w, π(z)〉1 = 0} ,

onde
| · |21 = 〈·, ·〉1 = dx2

1 − dx2
2 + dx2

3,

então dada α = (α1, α2) : (−ε, ε) −→ AdS3 tal que

α(0) = (α1(0), α2(0)) = (z1, z2) = z e α′(0) = (α′1(0), α′2(0)) = (X1, X2) = X,

temos que dπz(X) = β′(0), sendo β(t) = π(α(t)). Portanto, um cálculo direto mostra que

β′(t) =
1

2

(
2(α′1α2 + α1α′2), α′1α1 + α1α′1 − α

′
2α2 − α2α′2

)
.

E assim, obtemos β′(0) =
1

2

(
2(X1z2 + z1X2), X1z1 + z1X1 −X2z2 − z2X2

)
. Aplicando (4.44), se-

gue que
dπz(X) = β′(0) =

(
X1z2 + z1X2, X1z1 − z2X2

)
.

Então,

〈dπz(X), dπz(X)〉1 =
(
X1z2 + z1X2

) (
X1z2 + z1X2

)
+
(
X1z1 − z2X2

) (
X1z1 − z2X2

)
= |X1|2∗

(
|z1|2∗ + |z2|2∗

)
+ |X2|2∗

(
|z1|2∗ + |z2|2∗

)
= |X1|2∗ + |X2|2∗
= 〈X,X〉∗.

Pela identidade de polarização paracomplexa, obtemos

〈dπz(X), dπz(Y )〉1 = 〈X,Y 〉∗,

para todos X,Y ∈Hz, ou seja, dπz|Hz
é uma isometria.

Teorema 4.3.5. A submersão π projeta curvas legendreanas parametrizadas pelo comprimento de
arco em curvas parametrizadas pelo comprimento de arco com a mesma função curvatura.

Demonstração. Seja γ : I −→ AdS3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, isto é,
〈γ′, γ′〉∗ = ε1. Suponha que γ passe pelo ponto p ∈ AdS3. Sendo dπp|Hp

: Hp −→ Tπ(p)AdS2(1/2)
uma isometria, então a curva projetada

ξ := π ◦ γ : I1 −→ AdS2(1/2)

satisfaz 〈
ξ′, ξ′

〉
1

=
〈
dπ(γ′), dπ(γ′)

〉
1

=
〈
γ′, γ′

〉
∗ = ε1.

Portanto, ξ é uma curva em AdS2(1/2) parametrizada pelo comprimento de arco. Agora, para
provar que Kξ = Kγ , adaptaremos as ideias da seção 1.5 a este caso. Sendo H a distribuição
horizontal de π, podemos escrever

TpAdS3 = Hγ ⊕ [Jγ],

uma vez que a curva γ passa por p. Como γ é legendreana, isto é, satisfaz 〈γ′, Jγ〉∗ = 0, então γ′

é um vetor horizontal. Mais ainda, como dπ(γ′) = ξ′, então γ′ é o levantamento horizontal de ξ′.
Assim, considere D, ∇∗ e ∇ as conexões Levi-Civita em D2, AdS3 e AdS2(1/2), respectivamente.
Logo, ∇∗ é a conexão de Levi-Civita relativa à métrica 〈·, ·〉∗|AdS3 .

A ideia aqui será provar que o levantamento horizontal de ∇ξ′ξ′ é ∇∗γ′γ′. Primeiramente, note que,
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sendo γ legendreana, então

0 = γ′
〈
γ′, Jγ

〉
∗ =

〈
Dγ′γ

′, Jγ
〉
∗ +

〈
γ′, Dγ′Jγ

〉
∗.

Como
(
D2, J, 〈〈·, ·〉〉∗

)
é para-Kähler, então Dγ′Jγ = J

(
Dγ′γ

)
. Logo,〈

Dγ′γ
′, Jγ

〉
∗ = −

〈
γ′, Dγ′Jγ

〉
∗ = −

〈
γ′, J

(
Dγ′γ

)〉
∗ = −

〈
γ′, Jγ′

〉
∗ = 0.

Por outro lado, pela fórmula de Gauss, temos que〈
Dγ′γ

′, Jγ
〉
∗ =

〈
∇∗γ′γ′, Jγ

〉
∗ +

〈
h(γ′, γ′), Jγ

〉
∗

=
〈
∇∗γ′γ′, Jγ

〉
∗ +

〈
AJγ(γ′), γ′

〉
∗

=
〈
∇∗γ′γ′, Jγ

〉
∗ −

〈
Dγ′Jγ, γ

′〉
∗

=
〈
∇∗γ′γ′, Jγ

〉
∗ −

〈
Jγ′, γ′

〉
∗

=
〈
∇∗γ′γ′, Jγ

〉
∗.

Assim,
〈
∇∗γ′γ′, Jγ

〉
∗ = 0 e, portanto, o campo ∇∗γ′γ′ é horizontal. Agora, como dπ(γ′) = ξ′,

denotando por X e X̃ as extensões locais de ξ′ e γ′, respectivamente, temos que dπ(X̃) = X. Seja
Z um campo de vetores sobre AdS2(1/2) de forma que exista um campo de vetores horizontal Z̃
sobre AdS3 tal que dπ(Z̃) = Z. Por um lado, pelo fato de dπp|Hp

ser uma isometria, temos

X〈Z,Z〉1 = 2〈∇XZ,Z〉1 = 2
〈
dπ
(
∇̃XZ

)
, dπ(Z̃)

〉
1

= 2
〈
∇̃XZ, Z̃

〉
∗
. (4.45)

Por outro lado, obtemos

X〈Z,Z〉1 = X
〈
dπ(Z̃), dπ(Z̃)

〉
1

= X
〈
Z̃, Z̃

〉
∗

= 2
〈
∇∗
X̃
Z̃, Z̃

〉
∗
. (4.46)

Então (4.45) e (4.46) implicam em 〈
∇̃XZ −∇∗X̃ Z̃, Z̃

〉
∗

= 0,

donde segue que

dπ
(
∇∗
X̃
Z̃
)

= dπ
(
∇̃XZ

)
= ∇XZ.

Em particular, tomando Z = X, obtemos dπ
(
∇∗
X̃
X̃
)

= ∇XX, e portanto,

dπ
(
∇∗γ′γ′

)
= ∇ξ′ξ′.

Assim, ∇∗γ′γ′ é o levantamento horizontal de ∇ξ′ξ′, e então〈
∇ξ′ξ′,∇ξ′ξ′

〉
1

=
〈
dπ
(
∇∗γ′γ′

)
, dπ

(
∇∗γ′γ′

)〉
1

=
〈
∇∗γ′γ′,∇∗γ′γ′

〉
∗.

Logo, por de�nição, segue que Kξ = Kγ .

Finalmente, estamos aptos a realizar a análise das geodésicas no espaço AdS3. Como Kξ = Kγ ,
faremos esta análise estudando condições para que a curva projetada ξ = π ◦ γ : I1 −→ AdS2(1/2)
seja uma geodésica.

Teorema 4.3.6. Se ξ for uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco em AdS2(1/2),
então ξ admite uma das seguintes parametrizações:

ξ(t) = A cos(2t) +B sin(2t) ou ξ(t) = A cosh(2t) +B sinh(2t),
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respectivamente aos casos de ξ′ ser do tipo espaço ou tempo, sendo A = ξ(0) e 2B = ξ′(0).

Demonstração. Por de�nição de geodésica, temos que ∇ξ′ξ′ = 0. No entanto, como

ξ′′ = (ξ′′)> + (ξ′′)⊥ = ∇ξ′ξ′ + (ξ′′)⊥

e
∇ξ′ξ′ = (ξ′′)> ∈ Tξ

(
AdS2(1/2)

)
=
{
v ∈ R3 ; 〈v, ξ〉1 = 0

}
= ξ⊥,

temos que (ξ′′)⊥ é um múltiplo do vetor ξ, digamos (ξ′′)⊥ = aξ. Portanto, ξ satisfaz

ξ′′ − aξ = 0.

Agora, como 〈ξ, ξ〉1 =
1

4
, derivando tal igualdade obtemos 〈ξ′, ξ〉1 = 0. Derivando novamente e

utilizando o fato que 〈ξ′, ξ′〉1 = ε1, obtemos

−ε1 = −
〈
ξ′, ξ′

〉
1

=
〈
ξ′′, ξ

〉
1

= a〈ξ, ξ〉1 =
a

4
.

Portanto, a = −4ε1, e ξ satisfaz
ξ′′ + 4ε1ξ = 0.

Assim, se ε1 = 1 e, portanto, ξ′′ + 4ξ = 0, então ξ deve ser da forma

ξ(t) = A cos(2t) +B sin(2t),

sendo A = ξ(0) e 2B = ξ′(0). Por outro lado, se ε1 = −1 e, portanto, ξ′′ − 4ξ = 0, então ξ deve ser
da forma

ξ(t) = A cosh(2t) +B sinh(2t),

sendo A = ξ(0) e 2B = ξ′(0).

Agora, faremos o mesmo procedimento para o espaço AdS3
∗. Considere a projeção de Hopf:

π∗ : AdS3
∗ −→ AdS2

∗(1/2)

(z, w) 7−→ 1

2

(
2zw̄, |z|2∗ + |w|2∗

)
,

sendo AdS2
∗(1/2) =

{
(z, x) ∈ D × R ; |z|2∗ − x2 = −1

4

}
.

Lema 4.3.2. A aplicação π∗ : AdS3
∗ −→ AdS2

∗(1/2) dada por π∗(z, w) =

(
zw̄,
|z|2∗ + |w|2∗

2

)
satisfaz

π∗(z0, w0) = π∗(z1, w1) se, e somente se, (z1, w1) = λ(z0, w0), para algum λ ∈ D tal que |λ|2∗ = 1.

Demonstração. Note que tal aplicação está bem de�nida, pois

|zw̄|2∗ −
(
|z|2∗ + |w|2∗

2

)2

=
1

2
|z|2∗|w|2∗ −

|z|4∗
4
− |w|

4
∗

4

= −
(
|z|2∗ − |w|2∗

)2
4

= −1

4
.

Supondo (z1, w1) = λ(z0, w0), para algum λ ∈ D com |λ|2∗ = 1, então teremos

π∗(z1, w1) =
1

2

(
2λz0λw0,

(
|λz0|2∗ + |λw0|2∗

))
= λλπ∗(z0, w0).
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Reciprocamente, se π∗(z0, w0) = π∗(z1, w1), então{
z0w̄0 = z1w̄1

|z0|2∗ + |w0|2∗ = |z1|2∗ + |w1|2∗.
(4.47)

Como (z0, w0), (z1, w1) ∈ AdS3
∗, a última igualdade do sistema (4.47) garante-nos que |z0|2∗ = |z1|2∗

e |w0|2∗ = |w1|2∗. Logo, existem λ, λ′ ∈ D, com λλ = 1 e λ′λ′ = 1, tais que z1 = λz0 e w1 = λ′w0.
Agora, pela primeira igualdade do sistema (4.47), segue que z0w̄0 = z1w̄1 = λλ′z0w̄0. Assim,(

λλ′ − 1
)
z0w̄0 = 0.

Se z0 = 0, então z1 = 0, e portanto,

(z1, w1) = (0, λ′w0) = λ′(z0, w0).

Analogamente, se w0 = 0, então w1 = 0, e portanto,

(z1, w1) = (λz0, 0) = λ(z0, w0).

Finalmente, se λλ′ = 1, então λ = λ′. Logo,

(z1, w1) = (λz0, λ
′w0) = λ′(z0, w0).

Proposição 4.3.4. A aplicação π∗ : AdS3
∗ −→ AdS2

∗(1/2) dada por π∗(z, w) =

(
zw̄,
|z|2∗ + |w|2∗

2

)
é uma submersão pseudo-riemanniana.

Demonstração. Dados z = (z1, z2) ∈ AdS3
∗ e X = (X1, X2) ∈Hz ⊂ TzAdS3

∗, como

TzAdS3
∗ =

{
w ∈ D2 ; 〈w, z〉ᵀ = 0

}
,

temos que 〈X, z〉ᵀ = 0. Além disso, tomando t 7−→ eτtz, que é uma curva contida em AdS3
∗, podemos

mostrar que Jz ∈ ker(dπ∗z), e então, 〈X, Jz〉ᵀ = 0. Portanto, como

ωᵀ(X, z) = 〈X, Jz〉ᵀ,

segue que
0 = 〈X, z〉ᵀ − τ〈X, Jz〉ᵀ = 〈〈X, z〉〉ᵀ = X1z1 −X2z2. (4.48)

Agora, como
dπ∗z(X) ∈ Tπ∗(z)AdS2

∗(1/2) = {w ∈ D × R ; 〈w, π∗(z)〉2 = 0} ,

onde
| · |22 = 〈·, ·〉2 = dx2

1 − dx2
2 − dx2

3,

então dada α = (α1, α2) : (−ε, ε) −→ AdS3
∗ tal que

α(0) = (α1(0), α2(0)) = (z1, z2) = z e α′(0) = (α′1(0), α′2(0)) = (X1, X2) = X,

temos que dπ∗z(X) = β′(0), sendo β(t) = π∗(α(t)). Logo,

β′(t) =
1

2

(
2
(
α′1α2 + α1α′2

)
, α′1α1 + α1α′1 + α′2α2 + α2α′2

)
.
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Portanto, aplicando (4.48), temos

dπ∗z(X) = β′(0) =
(
X1z2 + z1X2, X1z1 + z2X2

)
.

Então,

〈dπ∗z(X), dπ∗z(X)〉2 =
(
X1z2 + z1X2

) (
X1z2 + z1X2

)
−
(
X1z1 + z2X2

) (
X1z1 + z2X2

)
= |X1|2∗

(
|z2|2∗ − |z1|2∗

)
+ |X2|2∗

(
|z1|2∗ − |z2|2∗

)
= |X1|2∗ − |X2|2∗
= 〈X,X〉ᵀ.

Pela identidade de polarização paracomplexa, obtemos

〈dπ∗z(X), dπ∗z(Y )〉2 = 〈X,Y 〉ᵀ,

para todos X,Y ∈Hz, ou seja, dπ∗z |Hz
é uma isometria.

Teorema 4.3.7. A submersão π∗ : AdS3
∗ −→ AdS2

∗(1/2) dada por π∗(z, w) =

(
zw̄,
|z|2∗ + |w|2∗

2

)
projeta curvas legendreanas parametrizadas pelo comprimento de arco em curvas parametrizadas
pelo comprimento de arco, com a mesma função curvatura.

Demonstração. Seja α = (α1, α2) : I2 −→ AdS3
∗ uma curva legendreana parametrizada pelo com-

primento de arco, ou seja, 〈α′, Jα〉ᵀ = 0 e 〈α′, α′〉ᵀ = ε2, e denote por

η := π∗ ◦ α : I2 −→ AdS2
∗(1/2)

a curva projetada. Como α′ é um vetor horizontal, segue da proposição anterior que〈
η′, η′

〉
2

=
〈
dπ∗(α′), dπ∗(α′)

〉
2

=
〈
α′, α′

〉
ᵀ = ε2.

Portanto, η é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em AdS2
∗(1/2) . Assim, resta

provar que Kη = Kα. Para isso, denotemos as conexões de Levi-Civita em
(
D2, 〈·, ·〉ᵀ

)
, AdS3

∗ e

AdS2
∗(1/2) por D, ∇∗ e ∇, respectivamente. Assim,

α′′ = Dα′α
′ = ∇∗α′α′ +

(
Dα′α

′)⊥ e η′′ = ∇η′η′ + (η′′)⊥.

Sendo α lagrangeana, obtemos, pela fórmula de Gauss, que

0 = α′
〈
α′, Jα

〉
ᵀ =

〈
Dα′α

′, Jα
〉
ᵀ +

〈
α′, Dα′Jα

〉
ᵀ

=
〈
Dα′α

′, Jα
〉
ᵀ +

〈
α′, J (Dα′α)

〉
ᵀ

=
〈
Dα′α

′, Jα
〉
ᵀ +

〈
α′, Jα′

〉
ᵀ

=
〈
Dα′α

′, Jα
〉
ᵀ

=
〈
∇∗α′α′, Jα

〉
ᵀ +

〈(
α′′
)⊥
, Jα

〉
ᵀ

=
〈
∇∗α′α′, Jα

〉
ᵀ,

portanto, ∇∗α′α′ é horizontal. Agora, denotando por X e X̃ as extensões locais de η′ e α′, respecti-
vamente, temos que dπ∗(X̃) = X. Além disso, considere um campo de vetores Z sobre AdS2

∗(1/2)
de forma que exista um campo de vetores horizontal Z̃ sobre AdS3

∗ tal que dπ
∗(Z̃) = Z. Como

X〈Z,Z〉2 = 2〈∇XZ,Z〉2 = 2
〈
dπ∗

(
∇̃XZ

)
, dπ∗(Z̃)

〉
2

= 2
〈
∇̃XZ, Z̃

〉
ᵀ
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e
X〈Z,Z〉2 = X

〈
dπ∗(Z̃), dπ∗(Z̃)

〉
2

= X
〈
Z̃, Z̃

〉
ᵀ

= 2
〈
∇∗X̃ Z̃, Z̃

〉
ᵀ
,

então 〈
∇̃XZ −∇∗X̃ Z̃, Z̃

〉
ᵀ

= 0,

donde segue que dπ∗
(
∇∗X̃ Z̃

)
= ∇XZ. Em particular, tomando Z = X, obtemos

dπ∗
(
∇∗α′α′

)
= ∇η′η′.

Portanto, 〈
∇η′η′,∇η′η′

〉
2

=
〈
∇∗α′α′,∇∗α′α′

〉
ᵀ,

donde segue que Kη = Kα.

Finalmente, analisemos as geodésicas do espaço AdS3
∗. Como π∗ preserva a função curvatura,

queremos saber quando η satisfaz ∇η′η′ = 0. Assim como �zemos para curvas em AdS2(1/2),
podemos seguir os mesmos passos e concluir que uma geodésica η em AdS2

∗(1/2) deve satisfazer a
seguinte equação diferencial:

η′′ − 4ε2η = 0.

Obtemos, assim, o seguinte resultado.

Teorema 4.3.8. Se η for uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco em AdS2
∗(1/2),

então η admite uma das seguintes parametrizações:

η(t) = A cosh(2t) +B sinh(2t) ou η(t) = A cos(2t) +B sin(2t),

conforme η′ seja do tipo espaço ou tempo, respectivamente, sendo A = η(0) e 2B = η′(0).

Observação 4.3.9. Através dos Teoremas 4.3.6 e 4.3.8 podemos concluir que os espaços AdS2(1/2)
e AdS2

∗(1/2) possuem as mesmas geodésicas, quando estas são parametrizadas pelo comprimento de
arco. Essa informação já era esperada, uma vez que tais espaços são anti-isométricos. Logo, as
geodésicas positivas (geodésicas com vetor velocidade tipo espaço) de uma são as geodésicas nega-
tivas (geodésicas com vetor velocidade tipo tempo) da outra. A anti-isometria é dada pela aplicação

ζ : AdS2(1/2) −→ AdS2
∗(1/2)

(z, x) 7−→ (Jz, x) ,

a qual está bem de�nida, pois

|Jz|2∗ − x2 = −|z|2∗ − x2 = −
(
|z|2∗ + x2

)
= −1

4
,

e satisfaz
〈dζ(X), dζ(Y )〉2 = −〈X,Y 〉1,

para todos X,Y ∈ X
(
AdS2(1/2)

)
.

No que segue, estudamos a autossimilaridade da superfície de Castro-Chen L = φ(I1 × I2).

Teorema 4.3.9. Sejam γ : I1 −→ AdS3 e α : I2 −→ AdS3
∗ curvas regulares, não-degeneradas,

legendreanas e parametrizadas pelo comprimento de arco, e φ : I1 × I2 −→ D2 a imersão dada por
φ(t, s) = (α1(t)γ1(s), α2(t)γ2(s)). A superfície de Castro-Chen L = φ(I1 × I2) é autossimilar se, e
somente se, as curvaturas de α e γ satisfazem as seguintes equações

Kα = 2λ
〈
α′1, Jα1

〉
∗ e Kγ = −2λ

〈
γ′1, Jγ1

〉
∗,
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respectivamente.

Demonstração. Por um lado, pelo Corolário 4.3.1, temos que〈
~H,Nt

〉
∗

= − 1

2E
〈KαJφt + ε1ε2KγJφs, Jφt〉∗

= − 1

2E
(Kα〈Jφt, Jφt〉∗ + ε1ε2Kγ〈Jφs, Jφt〉∗)

= − 1

2E
(−Kα〈φt, φt〉∗)

=
Kα

2

e 〈
~H,Ns

〉
∗

= − 1

2E
〈KαJφt + ε1ε2KγJφs, Jφs〉∗

= − 1

2E
(Kα〈Jφt, Jφs〉∗ + ε1ε2Kγ〈Jφs, Jφs〉∗)

= − 1

2E
(−ε1ε2Kγ〈φs, φs〉∗)

=
Kγ

2
.

Assim, obtemos 〈
~H,Nt

〉
∗

=
Kα

2
e
〈
~H,Ns

〉
∗

=
Kγ

2
. (4.49)

Por outro lado, utilizando o fato de que τz = −τz, encontramos

〈〈φ,Nt〉〉∗ = (α1γ1) (τα′1γ1) + (α2γ2) (τα′2γ2)

= −τ
[
α1γ1α′1γ1 + α2γ2α′2γ2

]
= −τ

[
|γ1|2∗α1α′1 + |γ2|2∗α′2α2

]
= −τ

[
|γ1|2∗α1α′1 + |γ2|2∗α′1α1

]
= −τ

(
|γ1|2∗ + |γ2|2∗

)
α1α′1

= −τα1α′1,

e, consequentemente,
〈φ,Nt〉∗ = Re〈〈φ,Nt〉〉∗ = −

〈
α′1, Jα1

〉
∗. (4.50)

Além disso,

〈〈φ,Ns〉〉∗ = (α1γ1) (τα1γ′1) + (α2γ2) (τα2γ′2)

= −τ
[
α1γ1α1γ′1 + α2γ2α2γ′2

]
= −τ

[
|α1|2∗γ1γ′1 + |α2|2∗γ2γ′2

]
= −τ

[
|α1|2∗γ1γ′1 − |α2|2∗γ1γ′1

]
= −τ

(
|α1|2∗ − |α2|2∗

)
γ1γ′1

= τγ1γ′1,

e, logo,
〈φ,Ns〉∗ = Re〈〈φ,Ns〉〉∗ =

〈
γ′1, Jγ1

〉
∗. (4.51)
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Finalmente, como ~H + λφ⊥ = 0 se, e somente se,
〈
~H,Nt

〉
∗

+ λ〈φ,Nt〉∗ = 0〈
~H,Ns

〉
∗

+ λ〈φ,Ns〉∗ = 0,

aplicando (4.49), (4.50) e (4.51) no sistema acima, obtemos

0 =
〈
~H,Nt

〉
∗

+ λ〈φ,Nt〉∗ =
Kα

2
+ λ

(
−
〈
α′1, Jα1

〉
∗
)

e

0 =
〈
~H,Ns

〉
∗

+ λ〈φ,Ns〉∗ =
Kγ

2
+ λ

〈
γ′1, Jγ1

〉
∗.

Portanto, seguem as igualdades
Kα = 2λ

〈
α′1, Jα1

〉
∗

e
Kγ = −2λ

〈
γ′1, Jγ1

〉
∗.

Exemplo 4.3.2. Dado δ > 0, denote sδ = sinh(δ) e cδ = cosh(δ), e considere a curva seguinte:

γδ = (γδ,1, γδ,2) : R −→ AdS3 ⊂ D2

s 7−→ 1√
c2
δ + 1

(
eτcδs, cδe

− s
cδ
τ
)
.

Como γ′δ(s) =
1√
c2
δ + 1

(
τcδe

τcδs,−τe−
s
cδ
τ
)
, temos que

〈〈γδ, γδ〉〉∗ =

 1√
c2
δ + 1

2(
eτcδseτcδs + cδe

− τs
cδ cδe

− τs
cδ

)

=

(
1

c2
δ + 1

)(
1 + c2

δe
− τs
cδ e
− τs
cδ

)
=

(
1

c2
δ + 1

)(
1 + c2

δ

)
= 1

e

〈〈
γ′δ, Jγδ

〉〉
∗ =

 1√
c2
δ + 1

2(
τcδe

τcδsτeτcδs + (−τ)e
− τs
cδ τcδe

− τs
cδ

)

=

(
1

c2
δ + 1

)(
ττ cδe

τcδse−τcδs − ττcδe
− τs
cδ e

τs
cδ

)
=

(
1

c2
δ + 1

)
(ττcδ − ττcδ)

= 0.

Portanto, γδ é uma curva legendreana em AdS3. Além disso, tal curva é parametrizada pelo com-
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primento de arco, uma vez que

〈〈
γ′δ, γ

′
δ

〉〉
∗ =

 1√
c2
δ + 1

2(
τcδe

τcδsτcδeτcδs +
(
−τe−

τs
cδ

)(
−τe−

τs
cδ

))

=

(
1

c2
δ + 1

)(
ττ c2

δe
τcδse−τcδs + (−τ)(−τ)e

− τs
cδ e

τs
cδ

)
=

(
1

c2
δ + 1

)(
c2
δ + 1

)
ττ

= −1.

Agora, tome a curva

α : R −→ AdS3
∗ ⊂ D2

t 7−→ (sinh t, cosh t),

que é uma curva legendreana parametrizada pelo comprimento de arco em AdS3
∗, pois satisfaz

〈α, α〉ᵀ = −1,
〈
α′, α′

〉
ᵀ = 1 e

〈
α′, Jα

〉
ᵀ = 0.

Com base nas curvas γδ e α, considere a aplicação

φδ = α� γδ : R2 −→ D2

(t, s) 7−→ 1√
c2
δ + 1

(
sinh(t)eτcδs, cδ cosh(t)e

− s
cδ
τ
)
.

A imersão φδ é autossimilar, ou seja, satisfaz a equação ~H+λφδ
⊥ = 0, para algum λ ∈ R. De fato,

tome

λ =
c4
δ − 1

2c2
δ

.

Pela Proposição 4.3.1, a curva γδ satisfaz

γ′′δ − γδ −Kγδτγ
′
δ = 0.

Equivalentemente, Kγδ = 〈γ′′δ , Jγ′δ〉∗. Como

〈〈
γ′′δ , Jγ

′
δ

〉〉
∗ =

 1√
c2
δ + 1

2(
c2
δe
τcδscδeτcδs −

1

cδ
e
− τs
cδ e
− τs
cδ

)

=
1

c2
δ + 1

(
c3
δ −

1

cδ

)
=

1

c2
δ + 1

(
c4
δ − 1

cδ

)
=

s2
δ

cδ
,

temos que

Kγδ =
s2
δ

cδ
.
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Por outro lado, como

〈
γ′δ,1, Jγδ,1

〉
∗ = cδ

 1√
c2
δ + 1

2

(Re (τeτcδs) Re (τeτcδs)− Im (τeτcδs) Im (τeτcδs))

=

(
cδ

c2
δ + 1

)(
sinh2(cδs)− cosh2(cδs)

)
= − cδ

c2
δ + 1

,

temos que

−2λ
〈
γ′δ,1, Jγδ,1

〉
∗ = −2

(
c4
δ − 1

2c2
δ

)(
−cδ
c2
δ + 1

)
=
cδ
c2
δ

(
c2
δ − 1

)
=
s2
δ

cδ
= Kγδ ,

que é a segunda igualdade do Teorema 4.3.9. Finalmente, em relação à curva α, a Proposição 4.3.1
nos garante que a curva α satisfaz

α′′ − α−Kατα
′ = 0.

Logo, Kα = −〈α′′, τα′〉ᵀ. Como〈〈
α′′, τα′

〉〉
ᵀ = −τ sinh t cosh t+ τ sinh t cosh t = 0,

segue que Kα = 0, e 〈
α′1, Jα1

〉
∗ = 0,

então a primeira igualdade do Teorema 4.3.9 também é veri�cada, isto é, temos

Kα = 0 = 2λ
〈
α′1, Jα1

〉
∗.

Desta forma, está provada a autossimilaridade da aplicação φδ.

Observação 4.3.10. Utilizando as projeções de Hopf vistas anteriormente e a igualdade (a) de
(4.34), denotemos

ξ = π ◦ γ = π(γ1, γ2) =
1

2

(
2γ1γ2, |γ1|2∗ − |γ2|2∗

)
:= (ξ1 + τξ2, ξ3)

e

η = π∗ ◦ α = π∗(α1, α2) =
1

2

(
2α1α2, |α1|2∗ + |α2|2∗

)
:= (η1 + τη2, η3).

Assim, note que

ξ1 + τξ2 = γ1γ2 := (a+ τb)(c− τd) = (ac− bd) + τ(bc− ad)

e

ξ3 =
|γ1|2∗ − |γ2|2∗

2
=
|γ1|2∗ + |γ1|2∗ − 1

2
= |γ1|2∗ −

1

2
.

Analogamente, utilizando a igualdade (d) de (4.35), obtemos

η1 + τη2 = α1α2 := (a+ τb)(c− τd) = (ac− bd) + τ(bc− ad)

e

η3 =
|α1|2∗ + |α2|2∗

2
=
|α1|2∗ + |α1|2∗ + 1

2
= |α1|2∗ +

1

2
.
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Portanto,
ξ1 = η1 = ac− bd e ξ2 = η2 = bc− ad.

Logo, aplicando a igualdade (a) de (4.34), obtemos que a terceira componente do vetor ξ × ξ′ se
escreve da seguinte forma:

(ξ × ξ′)3 = ξ1ξ
′
2 − ξ2ξ

′
1

= (ac− bd)(bc− ad)′ − (ac− bd)′(bc− ad)

= (ac− bd)(b′c+ bc′ − a′d− ad′)− (a′c+ ac′ − b′d− bd′)(bc− ad)

= (a2 − b2)(c′d− cd′) + (c2 − d2)(ab′ − ba′)
= |γ1|2∗

〈
γ′2, Jγ2

〉
∗ + |γ2|2∗

〈
γ1, Jγ

′
1

〉
∗

= |γ1|2∗
(〈
γ′2, Jγ2

〉
∗ +

〈
γ′1, Jγ1

〉
∗
)
−
〈
γ′1, Jγ1

〉
∗

= −
〈
γ′1, Jγ1

〉
∗.

Equivalentemente, utilizando a igualdade (d) de (4.35), segue que a terceira componente de η× η′ é
dada por:

(η × η′)3 = η1η
′
2 − η2η

′
1

= (ac− bd)(bc− ad)′ − (ac− bd)′(bc− ad)

= (ac− bd)(b′c+ bc′ − a′d− ad′)− (a′c+ ac′ − b′d− bd′)(bc− ad)

= (a2 − b2)(c′d− cd′) + (c2 − d2)(ab′ − ba′)
= |α1|2∗

〈
α′2, Jα2

〉
∗ + |α2|2∗

〈
α1, Jα

′
1

〉
∗

= |α1|2∗
(〈
α′2, Jα2

〉
∗ −

〈
α′1, Jα1

〉
∗
)
−
〈
α′1, Jα1

〉
∗

= −
〈
α′1, Jα1

〉
∗.

Pelo Teorema 4.3.9, as curvaturas de η e ξ �cam iguais a

Kη = −2λ(η × η′)3 e Kξ = 2λ(ξ × ξ′)3,

respectivamente.
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