Hiper-Ideais de Aplicacoes Multilineares e
Polinémios Homogéneos em Espacos de Banach

Ewerton Ribeiro Torres

TESE APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA

OBTENCAO DO TITULO
DE

DoOUTOR EM CIENCIAS

Programa: Matematica
Orientadora: Prof*. Dr*. Mary Lilian Lourenco
Coorientador: Prof. Dr. Geraldo Marcio de Azevedo Botelho

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu parcialmente auxilio
financeiro da CAPES

Sao Paulo, maio de 2015



Hiper-Ideais de Aplicacoes Multilineares e
Polinomios Homogéneos em Espacos de Banach

Esta versao da tese contém as correcoes e alteragoes sugeridas
pela Comissao Julgadora durante a defesa da versao original do trabalho,
realizada em 24/04/2015. Uma cépia da versao original estd disponivel no

Instituto de Matemdtica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo.

Comissao Julgadora:

e Prof. Dr. Geraldo Mdrcio de Azevedo Botelho (coorientador) - FAMAT-
UFU

Prof. Dr. Daniel Marinho Pellegrino - DM-UFPB

Prof. Dr. Vinicius Vieira Favaro - FAMAT-UFU

Prof. Dr. Jorge Tulio Mujica Ascui - IMECC-UNICAMP
Prof*. Dr*. Daniela Mariz Silva Vieira - IME-USP



A minha amada mamae






Agradecimentos

Nesse momento especial é necessario agradecer as pessoas que, ao longo desses anos,
contribuiram para que ele ocorrese, especialmente na elaboragao e concepcao desta tese
que coroa o fim desse importante periodo académico e cujo primeiro artigo originado da

mesma foi aceito recentemente para publicacao. Meus sinceros agradecimentos:

Ao professor Geraldo Botelho, pela sua fundamental importancia durante todas as
etapas da construcao da tese, desde a proposta do tema, passando pela constante dis-
cussao de cada um dos resultados apresentados e encerrando com uma minuciosa revisao

e aprimoramento do texto antes de sua submissao a banca.

A professora Mary Lilian, pelo total apoio durante todo curso, especialmente pela

proposta e incentivo a minha ida a UFU.

Aos professores Daniel Pellegrino, Vinicius Favaro, Jorge Mujica e Daniela Vieira, por
aceitarem participar da banca examinadora, pela leitura atenta do texto e pelas sugestoes

precisas, relevantes e que adicionaram significativamente a qualidade do texto.
Aos professores do IME-USP e da FAMAT-UFU, pelo conhecimento transmitido.
A CAPES, pelo apoio financeiro nos primeiros anos.

Ao sr. Zarzur e a sua filha Claudia, pela acolhida em sua casa em Sao Paulo e pela

companhia e amizade durante o tempo que l& passei.

Aos amigos do IME, da FAMAT, dos pensionatos de Sao Paulo e Uberlandia e os de
longa data, por todos os bons momentos e apoio (dentro do possivel) durante esses quatro

anos de curso.

A minha mae Vera, por ter sido meu principal apoio durante todo os momentos dificeis
(que nao foram poucos) ao longo desses anos. Sem ela nédo sei se teria encontrado forgas

para supera-los.






Resumo

TORRES, E. R. Hiper-Ideais de Aplicagcoes Multilineares e Polinémios Ho-
mogéneos em Espagos de Banach. 2015. 119 f. Tese (Doutorado) - Instituto de

Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

Nesse trabalho introduzimos e desenvolvemos a teoria de hiper-ideais de aplicagoes
multilineares continuas e polindmios homogéneos continuos entre espacos de Banach. A
ideia central é refinar os conceitos de multi-ideais e de ideais de polinomios com o objetivo
de explorar de forma mais aprofundada a natureza nao-linear das aplica¢oes envolvidas.
Para isso tomamos a teoria de ideais de operadores lineares, aplicagoes multilineares e
polinémios homogéneos, desenvolvida a partir dos trabalhos de Pietsch, tanto no caso
linear como no caso multilinear, como referencial. Provamos resultados gerais para hiper-
ideais, damos muitos exemplos ilustrativos, e desenvolvemos métodos para gerar hiper-

ideais, tanto no caso multilinear como no caso polinomial.

Palavras-chave: espacos de Banach, aplicagoes multilineares, polindmios homogéneos,

multi-ideais, hiper-ideais.

vii






Abstract

TORRES, E. R. Hyper-Ideals of Multilinear Mappings and Homogeneous Poly-
nomials in Banach Spaces. 2015. 119 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemaética,
e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2015.

In this work we introduce and develop the theory of hyper-ideals of multilinear map-
pings and homogeneous polynomials between Banach spaces. The main idea is to refine
the concepts of multi-ideal and of ideal of polynomials with the purpose of exploring dee-
ply the nonlinear nature of the underlying mappings. To do this we take the ideal theory
of linear operators, multilinear mappings and homogeneous polynomials, developed from
the works of Pietsch, both in the linear and nonlinear cases, as a reference. We prove
general results for hyper-ideals, provide a number of illustrative examples, and develop
methods to generate hyper-ideals of multilinear mappings, as well as of hyper-ideals of

homogeneous polynomials.

Keywords: Banach spaces, multilinear mappings, homogeneous polynomials, multi-

ideals, hyper-ideals.
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Introducao

A teoria de ideais de operadores lineares entre espacos de Banach é uma area estabe-
lecida e de muito sucesso dentro da Teoria dos Espacos de Banach. Classes especiais de
operadores lineares tém sido consideradas desde os primordios da Anélise Funcional, por
exemplo, Hilbert e Riesz ja estudavam os operadores que hoje chamamos de compactos.
A partir da década de 1960, A. Pietsch empreendeu um trabalho de sistematizacao das
classes de operadores lineares que vinham sendo estudadas individualmente, muitas delas
provenientes dos trabalhos de A. Grothendieck, por exemplo, operadores nucleares e abso-
lutamente somantes. Seu trabalho foi coroado com o livro [43], primeiramente publicado
em 1978, no qual apresenta o conceito abstrato de ideal de operadores, desenvolve a teoria
geral, estuda os principais casos particulares e apresenta muitas aplicagoes. Desde entao
ideal de operadores é um tépico muito popular em Analise Funcional e muita pesquisa
tem sido feita até os nossos dias. Destacamos também o livro [21] de A. Defant e K.
Floret, e o survey [24] de J. Diestel, H. Jarchow e A. Pietsch.

Uma das consequéncias naturais do sucesso da teoria de ideais de operadores é a
extensao da teoria para operadores nao-lineares. Um primeiro passo nessa direcao foi
tomado pelo préprio A. Pietsch em 1983, que no artigo [44] esboca uma teoria de ideais
de operadores multilineares, também chamados de multi-ideais. Mais que um artigo de
pesquisa, este paper de Pietsch provou ser um programa de pesquisa, pois a partir dele
uma quantidade impressionante de trabalhos tém sido feitos na direcao por ele apontada;
sendo a presente tese uma contribuicao a mais nesta fronteira aberta por Pietsch em seu
artigo seminal.

A teoria de multi-ideais tem se desenvolvido, principalmente, segundo as seguintes
diregoes:

(7) Estudo das propriedades conhecidas dos ideais de operadores lineares que se esten-
dem ao caso multilinear;

(#7) Criagao e desenvolvimento de métodos para gerar multi-ideais, partindo ou nao

de ideais de operadores lineares;



(737) Explorar as propriedades intrinsecamente nao-lineares dos multi-ideais conheci-
dos, bem como dos métodos estabelecidos no item (ii);

(iv) Estender a teoria para outros contextos nao-lineares, principalmente para po-
linomios homogéneos;

(v) Relacionar a teoria de multi-ideais com outros aspectos da andlise nao-linear e
obtencao de aplicacoes em outros dominios.

Para cada um dos itens acima poderiamos citar um grande ntimero de referéncias, mas,
por brevidade, citamos apenas duas aplicagoes da teoria de multi-ideais em dominios apa-
rentemente nao relacionados: dominio maximal de convergéncia de séries de Dirichlet
vetoriais [22] e teoria da informacao quantica [37, 42].

Esta tese pretende ser uma contribui¢do na dire¢do, principalmente, do item (ii7),
mas também analisaremos questoes relacionadas aos itens (i), (ii) e (iv). Para detalhar
a motivagao principal desta tese, relembremos a propriedade definidora dos multi-ideais,
que diz respeito a estabilidade da classe por composicoes com operadores lineares. Mais
precisamente, se M é um multi-ideal, entao M é uma subclasse da classe das aplicacoes
multilineares continuas entre espacos de Banach que satisfaz a seguinte condicao: se
Gi,...,Gp, Ei,...,E,, I e H sao espacos de Banach, u;: G; — E;, j =1,...,n, e
t: ' — H sao operadores lineares continuos, e A: E; X --- X E, — F é uma aplicacao

n-linear continua que pertence a M, esquematicamente:

G1XG2X---XGn

toAo(uq,...,un)EM

EixEyx - -xE, —2M _p__t 2q

entdo a composicao to Ao (uq, ..., u,) também pertence a M. A proposta desta tese esta
baseada na seguinte observacao: a propriedade de multi-ideal acima descrita, ao restrin-
gir a composicao com operadores lineares a esquerda, nao explora, em sua totalidade, o
carater multilinear da situacao. E claro que a direita sé faz sentido compor com operador
linear, mas a esquerda faz sentido compor com aplicacoes multilineares, de graus de multi-
linearidade arbitrarios. Estamos entao interessados em classes de aplicacoes multilineares
que sao estaveis pela composicao com operadores lineares a direita e pela composicao com
aplicagoes multilineares a esquerda, classes estas que chamaremos de hiper-ideais. Mais
precisamente, estamos interessados em desenvolver a teoria das subclasses H da classe

das aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach que satisfazem a:

Propriedade de hiper-ideal: Sene 1l < m; < --- < m, sd@o numeros naturais,



Gi,...,Gm,, Er, ..., E,, F e H saoespagos de Banach, By € L(G4,...,Gpy; E1),..., By €
L(Gm, 1415+, Gm,; En), sdo aplicagoes multilineares continuas, A: By X -+ x B, — F
¢ uma aplicacao multilinear pertencente a classe H, e t: F' — H é um operador linear
continuo, esquematicamente:

(Glx"'XGml) X (Gm1+lx"'XGm2) X e X (Gmn,1+1><"'><Gmn)

toAo(By,...,Bn)EH

Bq Bs B,
By X E, X e X E, A F H
entdo a composicao to Ao (By,...,B,) também pertence a classe H.

Acreditamos que, dessa forma, estamos explorando de forma mais aprofundada a natu-
reza multilinear da situacao. A condigao de hiper-ideal ja foi estudada em alguns poucos
casos particulares, por exemplo em [23, 47]. O objetivo desta tese é introduzir e desenvol-
ver de forma sistematica a teoria de hiper-ideais de aplicacoes multilineares entre espacos
de Banach. Explicaremos a forma na qual isso sera feito descrevendo o conteido de cada
um dos capitulos.

No primeiro capitulo apresentamos os conceitos e resultados bésicos e conhecidos que
serao utilizados ao longo de todo o trabalho, incluindo as defini¢coes precisas de ideais de
aplicacoes multilineares e ideais de polinomios. Incluimos alguns resultados fundamentais
e os métodos cléssicos de obtencao de multi-ideais a partir de ideais de operadores, além
de formas de obter ideais de polinomios através de multi-ideais e de ideais de operadores.
Destacamos ainda o conceito de produto tensorial projetivo, que serda muito 1til ao longo
do texto.

No Capitulo 2 comecamos a parte original da tese introduzindo a definicao de hiper-
ideal de aplicacoes multilineares e apresentando suas propriedades béasicas inspiradas em
propriedades de multi-ideais e de ideais de operadores. Em seguida apresentamos varios
exemplos e ressaltamos as distingoes entre multi-ideais e hiper-ideais. Uma diferenca im-
portante que estabelecemos é que, enquanto multi-ideais exigem a presenca das aplicagoes
multilineares de tipo finito, hiper-ideais exigem, como consequéncia da propriedade de
hiper-ideal, a presenca das aplicacoes multilineares de posto finito. Assim varios multi-
ideais sao descartados da teoria de hiper-ideais.

Ainda neste segundo capitulo nos preocupamos em transpor para hiper-ideais os
métodos de obtencao de multi-ideais a partir de ideais de operadores. No primeiro método
testado, o da fatoracao, a caracteristica mais restritiva dos hiper-ideais se impos com toda
a sua forca. As dificuldades impostas pela propriedade de hiper-ideal aparecem no pri-

meiro momento, e buscamos varias alternativas de um método da fatoracao satisfatério



para hiper-ideais completos. Cada uma das alternativas tem seus pros e seus contras,
e apresentamos todas elas para deixar bem claros os limites impostos pela propriedade
de hiper-ideal. Por outro lado, mostramos que os ideais de composicao sao totalmente
compativeis com a noc¢ao de hiper-ideal. Sem alterar nada do método original para multi-
ideais, esse método gera naturalmente hiper-ideais com todas as propriedades desejadas.
Como compensacao para os resultados insatisfatorios do método da fatoragao, apresenta-
mos dois novos métodos para a geracao de hiper-ideais. Os dois se baseiam em técnicas
que ja vinham sendo aplicadas em casos isolados, o que fazemos ¢é sistematizar o proce-
dimento e mostrar que geram hiper-ideais. O método da desigualdade gera hiper-ideais
a partir de uma definicdo que nao requer uma classe inicial e fornece classes conhecidas,
por exemplo a classe das aplicagdes multilineares fortemente somantes estudada em [26],
como exemplos de hiper-ideais. J& o método da Z-limitagao gera um hiper-ideal L7y a
partir de um ideal de operadores Z, e também fornece novos exemplos de hiper-ideais.
Como era de se esperar, a nocao de multi-ideal foi rapidamente acompanhada pela
nocao de ideais de polinomios homogéneos. Nao se sabe ao certo quando a nocao de
ideais de polindmios homogéneos foi formalizada pela primeira vez, mas a relagao entre
multi-ideais e ideais de polinomios aparece na tese [15] de H.-A.Braunss de 1984. As duas
teorias, multi-ideais e ideais de polinomios, tém se desenvolvido de forma paralela, e, de
forma muito natural, estudamos no ultimo capitulo desta tese o conceito de hiper-ideais de
polinémios homogéneos. A definicao é bem natural: relembre que um ideal de polinémios
Q é uma subclasse da classe dos polinomios homogéneos continuos entre espacgos de Ba-
nach que satisfaz a seguinte propriedade: se P: F — F é um polinomio n-homogéneo
que pertence a classe Q e u: G — E e t: ' — H sao operadores lineares continuos,

esquematicamente
RNy BN ANy §

entao o polindmio n-homogéneo t o P o u também pertence a classe Q. Mantendo a
filosofia de hiper-ideais, estaremos interessados em classes de polinomios Q, os quais cha-
maremos de hiper-ideais de polinomios, que satisfazem a seguinte condi¢ao mais restritiva:
se P: EF — F é um polindmio n-homogéneo que pertence a classe Q, Q: G — E é um

polinémio m-homogéneo e t: F' — H é um operador linear continuo, esquematicamente
Q P t
G—F—F—H,

entao o polinomio nm-homogéneo t o P o () também pertence a classe Q. No terceiro
capitulo da tese intoduzimos e desenvolvemos a teoria de hiper-ideais de polinomios, de

forma paralela a teoria de multi-ideais. Para realizar esse estudo seguimos o roteiro



estabelecido no capitulo anterior, passando por todas as propriedades basicas de hiper-
ideais de polinomios e adaptando os métodos para gerar hiper-ideais de polinomios. A
especificidade deste capitulo é a secao que ensina como obter hiper-ideais de polinomios
a partir de hiper-ideais de aplicagoes multilineares. Para isso foi necessario introduzir a
nocao de hiper-ideal simétrico. Procedendo desta forma, para cada método de gerar hiper-
ideais de polinomios podemos tanto adaptar para polinomios o método correspondente
para hiper-ideais, como considerar o hiper-ideal de polinomios gerado pelo hiper-ideal
correspondente. Para cada método fazemos um estudo comparativo entre essas duas

possibilidades de se gerar hiper-ideais de polinomios.






Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo introduzimos os conceitos bésicos, e suas respectivas notacoes, que
serao necessarios para o desenvolvimento da tese. O objetivo central da tese é introduzir
e desenvolver a teoria de uma nocao que refina os conceitos de ideais de aplicagoes mul-
tilineares e de ideais de polinomios homogéneos. Para isso compilamos neste capitulo as
defini¢oes, notacoes e resultados acerca destes conceitos que necessitaremos no desenvol-
vimento do trabalho.

Dado um espaco normado E, por £’ denotamos seu dual topoldgico munido da norma
uniforme de funcionais lineares e por B sua bola unitaria fechada. Ao longo do trabalho,

todos os espagos vetoriais sao sobre o corpo K =R ou C.

1.1 p-norma e espacos de sequéncias com valores ve-

toriais

Espacos p-normados, e nao apenas espacos normados, desempenham papel relevante
na teoria de ideais, mesmo no caso linear. Por isso fazemos aqui uma pequena introdugao

aos espagos p-normados e aos espacos p-normados de sequéncias a valores vetoriais.

Defini¢ao 1.1.1. Sejam X um espaco vetorial e 0 < p < 1. Uma funcédo || - [|: X —

[0,00) é uma p-norma em X se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) ||z]] = 0 se, e somente se, z = 0;
(17) ||Ax|| = |A| - ||=]| para todo z € X e A € K;

(iii) [l + yll” < lz|” + [lyl]” para quaisquer z,y € X.

7
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Quando munimos X com essa funcao dizemos que o par (X, || -||) é um espago vetorial

p-normado, ou simplesmente um espaco p-normado. Neste caso, a funcao
(r,y) e X x X — |lx—yP €R

é uma métrica em X, e consideraremos em X a estrutura topoldgica de espaco métrico
induzida por esta métrica. Se X for completo em relacao a esta métrica, dizemos que
(X, ]| - |) é um espago p-Banach.

Quando p = 1 dizemos simplesmente que X é normado e Banach, respectivamente.

Para mais detalhes sobre espacos p-normados e espacos p-Banach, nos referimos ao
survey de Kalton [34].

Dentre os espacos p-Banach que usaremos ao longo do trabalho, convém introduzir
certos espacos de sequéncias que desempenharao um papel importante em secoes futuras.

Aqui estaremos considerando (£, || - ||) um espago de Banach e p > 0.

e Sequéncias absolutamente somaveis. Por /,(E) denotamos o espago das sequéncias

[o¢]
(z7)52, em E tais que ) [|x;]|P < oo. A expressio
j=1

15)7%0lly = (ZH%IV)

define uma p-norma em /¢,(E) se 0 < p < 1 e uma norma se p > 1. Com essa p-norma
(norma), ¢,(E) é um espago p-Banach (Banach). Seguindo a praxe, quando £ = K
escrevemos simplesmente £, no lugar de £,(K).

e Sequéncias fracamente somaveis. Por é;f(E) denotamos o espago das sequéncias

(z;)52, em E tais que ) |o(x;)[P < oo para todo funcional ¢ € E'. A expressdo
j=1

[(@;)521llwp = sup (Z]gp ;) )

©wEB g

define uma p-norma em E;f’(E) se 0 < p <1 e uma norma se p > 1. Com essa p-norma
(norma), £’(E) é um espago p-Banach (Banach). E imediato que ¢ (K) = £,,.

e Sequéncias limitadas Por /. (F) denotamos o espaco das sequéncias limitadas de
E. A expressao

1(25)721 lloo = sup [l
JEN
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¢ uma norma em /. (F), que assim se torna um espa¢o de Banach. Poderfamos definir
(¥ (E) analogamente a £;(E), mas nesse caso obterfamos (% (E) = (. (F). Para todo

0 < p < o e todo espaco de Banach F, é verdade que
0,(E) € £2(F) C (oo(E).

Mais ainda, £,(E) = (;)(E) se, e somente se, I tem dimensao finita.

As demonstracoes de todas as afirmacoes feitas acima podem ser encontradas no
Capitulo 2 do livro [25].

1.2 Aplicacoes multilineares continuas

Apresentamos nesta secao os conceitos e resultados basicos sobre aplica¢oes multiline-

ares continuas entre espacos de Banach.

Definigao 1.2.1. Sejam Xi,..., X, e Y espagos vetoriais. Uma aplicagdo A: X; X ... X
X, — Y é dita multilinear (ou n-linear), se é linear em cada uma das suas coordenadas,
isto é, se

Ay, e+ Ay, ) = ATy, oy ) ANA(2 Y ),

para todos z;, 1y, € X;, A€ Kel=1,...,n. O conjunto de tais aplicagoes é denotado por
L(Xy,...,X,;Y), que obviamente se torna um espaco vetorial com as operagoes pontuais
de funcoes.

Se Xi,...,X, e Y forem espagos normados, denotaremos por L£(Xi,...,X,;Y) o
subespacgo vetorial de L(X7,...,X,;Y) formado pelas aplicagdes n-lineares continuas.
No caso em que X; = --- = X,, = X, escrevemos L("X;Y) e L("X;Y) respectivamente.
E no caso em que Y = K escrevemos simplesmente L(X,...,X,), L(X1,...,X,), L("X)
e L("X).

Muito 1util sera a seguinte caracterizacgao:

Proposigao 1.2.2. (Veja [38, Proposition 1.2]) As sequintes afirmag¢oes sao equivalentes

para uma aplicagao n-linear A € L(Xy,...,X,;Y):
(a) Ae L(Xy,..., X Y);

(b) A € continua na origem;
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(¢) Existe uma constante C' > 0 tal que ||A(z1,...,x,)|| < Cllz1]| - - ||zn|| para quais-

quer x; € X;, l=1,...,n;

(d) sup{||A(x1,...,z,)|; x; € Bx, para todol=1...,n} < occ.

Os itens (¢) e (d) sugerem uma forma de definir uma norma em £(Xy,...,X,;Y). A
proposicao a seguir nos informa nao apenas que isso é possivel, como fornece resultados

adicionais.

Proposigao 1.2.3. (Veja [38, Proposition 1.3]) Para cada A € L(X1,...,X,;Y), defina
| Al := sup{||A(z1,...,z,)|l; @1 € X; e ||x;]| <1 para todol=1...,n}.

Entao:
(@) || - || € uma norma em L(X1,...,X,;Y);
(@) |A(zy, s an) | < A Nleall - [lzall para quaisquer z, € X, com I =1,...,n;
(1ii) ||A]| = inf{C : ||A(z1,...,xn)|| < Cllz1]| - |znl| com z1 € Xy, ..., x, € X, }.

Além disso, se F' é um espago de Banach, entio (L(X1,...,Xu; F), || -|]) também é

um espaco de Banach.

A norma da Proposicao 1.2.3 serd referida como norma uniforme ou norma do sup e,
salvo mengao em contrério, estard munindo o espago L( X7, ..., X,; F') e seus subespacos.

Estaremos sempre utilizando Fy, ..., E, e F para indicarmos espacos de Banach. Fre-
quentemente trabalharemos com aplicagoes multilineares continuas no lugar de aplicagoes
multilineares em geral, mas isso nao significa que os resultados subsequentes nao tenham
seus andlogos no caso geral. Trata-se apenas de uma escolha visando a fluidez do texto e
a ultilizacao destes resultados em capitulos posteriores.

Destacamos a seguir duas classes de aplicagoes multilineares continuas que serao im-
portantes para a definicio de multi-ideais (Definigdo 1.5.2) e de hiper-ideais (Definigao
2.1.2).

Exemplo 1.2.4. Dizemos que uma aplicacao multilinear A € L(Ey, ..., E,; F) é de tipo
O]

nito se existem k € N, funcionais lineares ¢’ € E] e vetores y; € F, com j=1,..., ke
©; / Yj j

l=1,...,n, tais que

A(xla s al‘n) = Z gpgl)(xl) T S0§n)($n)’yy,



1.2. Aplicagoes multilineares continuas 11

para todo (z1,...,z,) € Ey X -+ X E,. Esta aplicacao n-linear A também é denotada

k
por > 905-1) ®-® @gn) ® y;. O subespaco vetorial de L(Ey,..., E,; F) formado pelas
j=1

aplicacgoes de tipo finito sera denotado por L¢(E, ..., E,; F).
Exemplo 1.2.5. Dizemos que uma aplicacao multilinear A € L(E, ..., E,; F) é de posto

finito se a dimensao do subespaco vetorial de F' gerado pela imagem de A tem dimensao

finita, ou, equivalentemente (veja, por exemplo, [45, Proposicao 4.2.1]), se existem k € N,

formas n-lineares T; € L(En, ..., E,) e vetores y; € F, para j = 1,..., k, tais que
k
A(xy, ... x,) = ZTj(xl, ey X)) Yn,s
j=1
para todo (x1,...,z,) € By X --- X E,. Esta aplicagao n-linear A também é denotada por

k
Y. T; ®y;. O subespaco vetorial de L(E, ..., E,; F) formado pelas aplicagdes de posto
j=1
finito serd denotado por Lx(E, ..., E,; F). E claro que
Li(Ey,... B F)C Lr(Ey, ... Ey F).

No caso em que pelo menos um dos espacos do dominio tem dimensao infinita, nenhum
desses subespagos é fechado em L(Ey, ..., E,; F).

Proposigao 1.2.6. (Veja [38, Proposition 1.4]) Sejam Ei, ..., E, e F espagos de Banach.

Dado m € N com m < n, existe um isomorfismo isométrico canonico
I:L(FEy,...,Ey;F)— L(Ey,...,En; L(Epyr, ..., En F))
definido por
I(A) (1, ) (Tt -y n) = A(T1, . ).

Para preparar a préoxima secao, na qual estudaremos polinomios homogéneos, apre-
sentamos a definicao de aplicacao multilinear simétrica e a formula de polarizacao. Por
S, denotamos o conjunto de todas as bije¢oes do conjunto {1,...,n} sobre si mesmo

(permutagdes dos primeiros n niimeros naturais).
Defini¢ao 1.2.7. Uma aplicagao multilinear A € L("E; F') é dita simétrica se
A(ﬁl, e ,l’n) = A(ia(l), Ce ,xa(n)),

para quaisquer z1,...,x, € F, e toda bijegao o € S,,. O subespaco vetorial de L("FE; F)

formado pelas aplicagoes n-lineares simétricas serd denotado por L*("E; F)).
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Por simplicidade, dados A € L("E; F) e x € E, escreveremos A(z)" ou Az™ no lugar
de A(z, ..., x).

Proposigao 1.2.8 (Férmula de Polarizacao). (Veja [38, Theorem 1.10]) Seja A € L*("E; F).

Para quaisquer xq,...,x, € E, temos
1
A(‘Ila s axn) = nlon Z €1 EnA<€lwl +---+ 5nwn>n‘
é‘j::l:l

1.3 Polindomios homogéneos

Os polinomios homogéneos sao as fungoes que permitem estudar fungoes holomorfas

em espagcos normados complexos. Isso ficara mais claro apds a definicao.

Definicao 1.3.1. Sejam E e F espacgos normados. Uma aplicagao P: E — F' é chamada
de polinomio n-homogéneo se existe A € L("E; F') tal que P(z) = Ax™ para todo = € FE.
Neste caso dizemos que P é o polinomio n-homogéneo gerado pela aplicagao n-linear
A e representamos este fato pela igualdade P = A0 espaco vetorial dos polinomios
n-homogéneos de £ em F é denotado por P("E;F), e seu subespago formado pelos

polinémios n-homogéneos continuos por P("E; F').
Observe que, dados P € P("E; F), z € Ee A € K,
P(A\z) = A(Ax,..., \x) = \"Az" = \"P(x),

onde A = P. Assim, polinomios n-homogéneos satisfazem a propriedade fundamental
da funcao z € C — z" € C, e permitem portanto a consideracao de séries de poténcias
em espacos normados complexos, e, consequentemente, o estudo de fungdes holomorfas.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [38].
A continuidade de um polindmio homogéneo é caracterizada pela seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.2. (Veja [38, Proposition 2.4]) As seguintes afirmagdes sdo equivalentes

para um polindmio n-homogéneo P € P("E; F):
(a) Pe P("E; F);

(b) P € continuo na origem;

(0)

(d) sup{||P(2)[l; = € E e [lz]| <1} < oo;
()

Ezxiste uma constante C > 0 tal que |P(x)| < C||z||™ para todo x € E;

¢) Erxiste A € L("E; F) tal que P = A.
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Uma norma natural em P("E; F') é dada a seguir.

Proposigao 1.3.3. (Veja [38, Corollary 2.3]) Para cada polinémio n-homogéneo P €
P("E; F), defina
[Pl := sup{[[P(x)|l; = € E e |[z] <1}
Entao:
(@) || - || € uma norma em P("E; F);
(@) |P@) <P -Nl=]I* para todo x € E;
(i73) || P]| = inf{C : ||P(z)|| < C - ||z||™ para todo x € E}.

Além disso, se F' € um espaco de Banach, entio (P("E; F),|-||) também é um espaco de
Banach.

Estabeleceremos agora a relagao entre polinomios n-homogéneos e aplicagoes n-lineares

simétricas, mencionada no final da secao anterior.

Proposigao 1.3.4. (Veja [38, Theorem 2.2]) A aplicagcio que associa uma aplicagao n-
linear A € L*("E; F) ao seu polindmio associado Aec P("E; F) é um isomorfismo de
espagos vetoriais entre L*("E; F) e P("E; F). Além disso, esse isomorfismo induz um

isomorfismos topoldgico entre os espagos normados L5("E; F') e P("E; F') no qual vale
~ PN
1Al < 1Al < —[IA] (1.1)
para toda A € L*("E; F).
Observagao 1.3.5. (i) Para cada polinémio n-homogéneo P € P("E;F) (P("E;F),

respectivamente), indicaremos por P € L("E;F) (L("E;F), respectivamente) a tinica
aplicacdo multilinear (continua) simétrica associada a P.
(77) As constantes fornecidas em (1.1) sdo as melhores possiveis, fato este que pode ser
verificado em [38, Exercises 2.H e 2.1] ou em [1, Exemplo 1.2.3].
(791) Com esse ultimo resultado podemos adicionar mais um item as equivaléncias da
Proposicao 1.3.2:

(f) A aplicacdo n-linear simétrica P é continua.

Exemplo 1.3.6. Usando os mesmos principios por meio dos quais as aplicagoes mul-
tilineares de tipo finito e de posto finito foram definidas, podemos obter suas versoes
polinomiais. Dizemos que um polinomio P € P("E; F') é de tipo finito se podemos escre-

ver

P(z) = @;(x)"y;
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para todo z € E, onde k € N, p; € E' e y; € F para j = 1,...,k. Este polinomio P
k

também ¢é denotado por ) ¢7 ® y;. O subespaco de P("E; F') formado pelos polinémios
=1

j_
de tipo finito é denotado por P;("E; F).

Agora, se pudemos escrever
k
P(z) =) Qj(x)y;
j=1

para todo x € E, onde ); € P("E) e y; € F para j = 1,...,k, entdo dizemos que P

k
tem posto finito. Este polinomio P também é denotado por > Q; ® y;. O subespaco de
j=1
P("E; F) formado pelos polindémios de posto finito é denotado por Px("FE; F).

Dado P € P("E; F), é facil verificar que
P e Pi("E;F) <= P e L;("E;F) e
P e Pr("E;F) <= P c Lz("E;F).

1.4 O produto tensorial

Nesta secao construiremos, para uso posterior, o produto tensorial de espacos vetoriais
e faremos uma breve exposicao sobre a linearizacao de aplicagoes multilineares.

Sejam X1, ..., X, espacos vetoriais. Dados x1 € X4,..., 2, € X,,, considere o funcio-
nal linear

Q- Quxy: L(Xy,...,X,) — K|
definido por
21, (T)=T(x1,...,2,).
O produto tensorial de Xi,..., X, é o subespago do dual algébrico de L(X3,...,X,)
gerado pelos funcionais da forma
21 Q- Q Ty

Denotamos esse espaco por X; ® --- ® X,, e chamamos seus elementos de tensores. Ja
seus geradores, isto é, os vetores da forma z; ® --- ® z,, com z; € Xq,...,x, € X, sao
chamados de tensores elementares. Dessa forma, um tensor x € X; ® --- ® X,, é uma

combinagao linear de tensores elementares, ou seja, é da forma

k
P . 1 .« .. n
T = E AT ® - @1y,
j=1



1.4. O produto tensorial 15

onde \; € Ke xé € X;paral =1,...,k. Como é de se esperar, os vetores elementares

carregam propriedades das aplicagoes multilineares, as quais listamos a seguir.

Proposigao 1.4.1. (Veja [51, Proposicao 1.6]) Sejam X, ..., X, espa¢os vetoriais. Para

todo i =1,...,n e quaisquer elementos x1 € X1,...,x;,y; € X;,...x, € X,,, valem:
(a) x1®---®(aﬁi+yi)®---®xn=$1®---®$i®---®xn+x1®---®yi®---®xn;
(b) )\<$1®"'®xi®"'®$n) :-T1®"'®<)\$i)®"'®l’n;
)1 ® - R0® -z, =0.
De acordo com o item (b) da proposi¢ao acima, podemos escrever um tensor arbitrario

r e X ®---® X, simplesmente como

k
x = E @@l
J J

j=1

comxé eX,l=1,... k.
Uma forma muito ttil de determinar se um tensor z € X; ® --- ® X,, é nulo (ou,
equivalentemente, que dois tensores sao iguais) é dada pela:
k
Proposigao 1.4.2. (Veja [49, Proposition 1.2]) Paraz = ) 2;®- - @z} € X, ®@---@X,,
j=1
sao equivalentes:

(1) x =0;

k
(17) Z:l gpl(x}) o n(2) = 0 para quaisquer funcionais lineares p; em Xj, j =1,...,n.
J:

O principal motivo da introdugao do produto tensorial nesta tese estd na linearizacao
das aplicacoes multilineares, que apresentamos a seguir. Dados espacos vetoriais X1, ..., X,

segue da Proposicao 1.4.1 que a aplicacao
On: X1 XXX, X170 X,, op(x1,...,2,) =21 Q-+ @ T,
¢é n-linear.

Teorema 1.4.3. (Veja [49, Proposition 1.4] ou [51, Teorema 1.10]) Para toda aplicac¢ao
n-linear A € L(Xy,...,X,;Y) existe um unico operador linear Ap, € L(X;® - ® X,,;Y)
tal que

A= Apo00,,

isto €, o diagrama a sequir ¢ comutativo:
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Xy % x X, —A Y
! A,
Xi®--®X,

Além disso, a correspondéncia A «— Aj € um isomorfismo entre os espagos vetoriais
L(Xy,...,. X Y) e L(Xi®--® X,;Y).

Observacao 1.4.4. (i) O operador linear A; é chamado de linearizacdo da aplicagao
multilinear A.

(17) Como Ay, é linear, inica e Ay o 0, = A, podemos obter sua expressao geral, que é

k
onde x = x} ®--- @ x}. Da unicidade da linearizagao segue que essa soma independe
Jj=1
da representacao de x.

(737) Em particular, se tomarmos A = o,, obtemos facilmente que (0,);, = ldx,s.sx,

(por Idx denotamos o operador identidade em X).

E desejavel que a linearizagao de uma aplicagao multilinear continua seja um operador
linear continuo e vice-versa. Para isso precisamos definir uma norma no produto tensorial

de espagos normados.

Proposicao 1.4.5. (Veja [49, Proposition 2.1] ou [51, Proposicao 3.3]) Dados espagos
normados Ey, ..., E,, a fun¢io m: By ® - ® E, — [0,00) dada por

k
m(x) = inf {Z a5 - IIx?II} ,
j=1

k
onde o infimo € tomado sobre todas as representag¢oes r = :E]l ®--- @z}, € uma norma
j=1
em B1®---® FE,. Além disso,
T2 @ @) = |l - [l (1.2)

para quaisquer r1 € F,...,x, € E,.
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A norma definida acima é chamada de norma projetiva e o espaco normado resultante
¢ denotado por F| ®, --- ®, E,. Esse espaco é completo se, e somente se, Fy,..., FE,
sdo de dimensao finita (veja [49, Exercicios 2.4 e 2.5] e [51, Proposicao 3.4]). Como pre-
tendemos trabalhar com espacos de dimensao infinita, consideraremos o completamento
Xi®, @, X, de X1 @, -+ @, X, segundo a norma projetiva. O espaco completado é
chamado de produto tensorial projetivo.

Dados espacos normados F1, ..., F,, de (1.2) segue que a aplicagdo n-linear canonica
On: By X+ X E, — B ®, -+ ®, E, é continua e ||o,|| = 1.

Agora podemos enunciar o principal resultado dessa se¢ao: a versao continua do Teo-

rema 1.4.3, isto é, a linearizagao (continua) de aplicagbes multilineares continuas.

Proposigao 1.4.6. (Veja [49, Theorem 2.9] ou [51, Teorema 3.17]) Sejam Ei,..., E, e
F espagos de Banach. Para cada aplicagao n-linear continua A € L(Ey, ..., E,; F) existe

um unico operador linear continuo Ay, € E(El(?@ﬂ e @),TEn; F) tal que

A=A;o00,.

Além disso, a correspondéncia A <— Ap € um isomorfismo isométrico entre os
espagos de Banach L(Ey, ..., E,; F) e [,(E1®7, N O F).

1.5 Ideais de aplicagcoes multilineares

Comegamos com a nogao de ideais de operadores (lineares), que foi introduzida por A.
Pietsch como uma unificagao de varias classes especiais de operadores lineares que eram

estudadas individualmente. Para a teoria de ideais de operadores nos referimos a [21, 43].

Definicao 1.5.1. Um ideal de operadores é uma subclasse Z da classe dos operadores

lineares continuos entre espacos de Banach tal que suas componentes
I(E;F):=L(E;F)NT,

onde F e F sao espacos de Banach arbitrarios, satisfazem as seguintes condicoes:

(1) Z(E; F) é um subespago vetorial de L(E; F') que contém os operadores lineares
continuos de posto finito;
(2) A propriedade de ideal: se uy € L(G; E), ug € Z(E; F) e us € L(F; H), entao a

composigao ug o uy o uy pertence a Z(G; H).



18 1. Preliminares

Se existem 0 < p <1 e uma funcéo || - ||z : Z — [0, 00) tais que:

(a) A funcdo || - ||z restrita & componente Z(E; F) é uma p-norma para quaisquer
espagos de Banach E e F;

(b) O funcional Idk : K — K, dado por Idg(\) = A, é tal que ||Idk||z = 1;

(c) Seu; € L(G; E), us € Z(E; F) e ug € L(F; H), entado a composigao satisfaz
lug 0wz 0w llz < [jusl| - [Juallz - [Juall,

entdo (Z; || - ||z) é um ideal p-normado de operadores.
Mais ainda, se todas as componentes Z(F; F') forem espagos completos relativamente
a topologia gerada pela p-norma || - ||z, entdo dizemos que (Z; || - [|z) é um ideal p-Banach.

No caso p = 1 escrevemos apenas ideal normado e ideal de Banach.

Muitas classes classicas de operadores lineares sao ideais de operadores, por exem-
plo: operadores de posto finito, operadores aproximaveis, operadores nucleares, operado-
res compactos, operadores fracamente compactos, operadores completamente continuos e
operadores absolutamente p-somantes.

Em 1983, o préprio Pietsch iniciou em [44] a teoria de ideais de aplicagdes multilinea-

res:

Definicao 1.5.2. Um ideal de aplicacoes multilineares, ou simplesmente multi-ideal, é
uma subclasse M da classe das aplica¢oes multilineares continuas entre espacos de Banach

tal que suas componentes
M(Ey, ..., Ey F) = L(Fy,...,E;; F) N M,
onde n é um inteiro positivo qualquer e F1, ..., E, e F sao espacos de Banach arbitrarios,

satisfazem as seguintes condicoes:

(1) M(Ey,...,E,; F) é um subespago vetorial de L(Fy,...,E,; F) que contém as

aplicagoes n-lineares de tipo finito;

(2) A propriedade de multi-ideal: se A € M(E\,...,E,; F), u; € L(Gj; Ej), j =
l,...,n,et € L(F; H), entdo a composic¢ao toAo(uy, . .., u,) pertence a M(G1,...,G,; H).

G1XG2X-"XGn

\L l i oAo(u1,uz,...,un)
ul u Un
t

Ey X By x - x E, —2 F H
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Se existem 0 < p < 1 e uma fungao || - ||y : M — [0, 00) tais que:

(a) A funcao ||- || pm restrita a componente M(FEy, ..., E,; F') é uma p-norma para todo
n € N e quaisquer espacos de Banach Fy, ..., E,, F

(b) A aplicagao n-linear I,,: K* — K, dada por I,(A1,...,\y) = A1 -+ Ay, é tal que
[ Lnllp = 1;

(c) Se A e M(Ey,....,E F), uj € LIGj;Ej), j=1,....net € L(F;H), entdo a
composta satisfaz

[to Ao (ur, .y un)llae < It 1Alwe - fluall- - fJunll,
entdao (M; || - [|m) é chamado de multi-ideal p-normado.
Mais ainda, se todas as componentes M(Ey, ..., E,; F) sdo subespagos completos
relativamente a topologia gerada pela p-norma || - ||, entao dizemos que (M; || - [|m) é

um multi-ideal p-Banach. No caso p = 1 escrevemos simplesmente multi-ideal normado e
multi-ideal de Banach.

Muitas classes classicas de aplicagoes multilineares sao multi-ideais, por exemplo:
aplicacoes multilineares de tipo finito, de posto finito, aproximéveis por aplicacoes de
tipo finito, aproximaveis por aplicacoes de posto finito, nucleares, compactas, fracamente

compactas, fracamente sequencialmente continuas na origem, (ps, . .., p,)-dominadas, etc.

O seguinte critério para verificar que determinada classe é um multi-ideal p-Banach,
o qual é uma generalizagao do Critério da Série para ideais de operadores (veja [21, 9.4]
ou [43, 6.2.3]), é muito 1til:

Teorema 1.5.3. [Critério da Série] (Veja [16, Proposition 2.1.5] ou [30, Criterion]) Seja
0 < p < 1. Uma subclasse M da classe das aplicacoes multilineares continuas entre
espagos de Banach com uma funcdo || - ||pm : M — [0, 00) € um multi-ideal p-Banach se,

e somente se, as sequintes condigoes estao satisfeitas:
(1) M satisfaz a condi¢io (2) da Definigdo 1.5.2;
(1) I, € M para todo n € N;
(13) || - ||m satifaz as condigoes (b) e (¢) da Defini¢ao 1.5.2;
(iv) Se (A;)52, S M(Ey, ..., By F) e i |4, < oo, entao

J=1

i=1

A=A € M(Ey,... . E.; F) e Al <D 1A IR
j=1
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A seguir descreveremos dois métodos para gerar multi-ideais a partir de ideais de
operadores. Tais métodos servirao de inspiragao na busca por resultados similares no

préoximo capitulo.

Definicao 1.5.4 (Método da fatoracao). Sejam Z; ideais de operadores, j = 1,2,...,n.
Diz-se que uma aplicacdo A € L(F, ..., E,; F) pertence a L(Zy,...,Z,)(E, ..., E,; F) se
existem espagos de Banach G, . . ., G, operadores lineares u; € Z;,(E;; G;), j = 1,2,...,n

e uma aplicagao n-linear continua B € L(G1,...,G,; F) tais que
A=DBo(uy,...,upy).
Ei x Ey x---x B,

Sl

G1XGQ><"'XGn F

Se cada Z; ¢ ideal p;-normado, definimos ainda

[Allca....zy = mE{|| B - luallz, - - - lJunllz, },
onde o infimo é tomado sobre todas as possiveis fatoragoes A = B o (uq,...,u,) com
uj €Zj,j=1,...,n. SeZy =--- =1, =T, escreveremos L(Z) no lugar de L(Z,...,Z).

Para maiores informagoes sobre o método da fatoragao veja [7, 16].

Definigao 1.5.5 (Ideais de composi¢ao). Seja Z um ideal de operadores. Diz-se que uma
aplicacao A € L(E4,...,E,; F) pertence a Zo L(Ey, ..., E,; F) se existem um espago de
Banach G, um operador linear u € Z(G; F') e uma aplicagao n-linear B € L(FE1, ..., E,;G)
tais que

A=wuoB.

E1X'--><En A
[
B
s/
G

Se Z ¢ ideal p-normado, definimos ainda

F

[Allzoz = mf{{|ullz|| B},

onde o infimo é tomado sobre todas as possiveis fatoracoes A = uo B com u € 7.
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Para maiores informagoes sobre ideais de composigao veja [10]. Em particular, a

caracterizagao a seguir ¢ bastante 1util:

Proposigao 1.5.6. (Veja [10, Proposition 3.2 (a)]) Seja Z um ideal de operadores. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes para uma aplica¢io n-linear A € L(Ey, ..., E,; F):
(a) A€ To L(Ey,...,E,; F);
() AL € T(E\®y -+ @, En; F).
Proposicao 1.5.7. (Veja [16, Proposition 2.3.3] e [10, Proposition 3.3]) Sejam 0 <
D1y, 7 < 1, I ideal de operadores pj-normado para j = 1,2,...,n, e I ideal de
operadores r-normado. Entao:
(a) L(Z,...,T,) é um multi-ideal g-normado para 1/q=1/py + -+ 1/pp.
(b) Z o L € um multi-ideal r-normado.

Se os ideais Iy, . ..,Z; sdo completos, entao o multi-ideal L(Zy,...,Z,) é completo; e

se o ideal T € completo, entao o multi-ideal I o L é completo.

Observacao 1.5.8. Existe um terceiro método de gerar multi-ideais a partir de ideais
de operadores, chamado de método da linearizacao (veja, por exemplo, [7, 9, 16]). Como
este método nao se mostrou 1til para os propésitos deste trabalho, optamos por nao

introduzi-lo.

1.6 Ideais de polindmios

A nogao de ideais de polinomios homogéneos é uma consequéncia natural do conceito
de ideal de aplicacoes multilineares. Nao se sabe precisamente quando o conceito foi
formalmente introduzido, mas a ideia ji se encontra na tese [15] de H.-A. Braunss de
1984.

Definicao 1.6.1. Um ideal de polinomios homogéneos, ou simplesmente ideal de po-
linomios, é uma subclasse Q da classe dos polinomios homogéneos continuos entre espacos

de Banach tal que as suas componentes
Q"E;F):=P("E;F)N Q,

onde n é um natural qualquer e F e F' sao espacos de Banach arbitrarios, satisfazem as

seguintes condigoes:
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(1) Q("E; F) é um subespago vetorial de P("E; F') que contém os polinémios de tipo
finito;

(2) A propriedade de ideal: se P € Q("E; F), v € L(G;E) et € L(F;H), entao a

composigao t o P o u pertence a Q("G; H).
Se existem 0 < p < 1 e uma fungdo || - ||g: @ — [0, 00) tais que:

(a) A funcao || - ||g restrita a componente Q("E; F') é uma p-norma para quaisquer
espacos de Banach E, F' e todo n € N;

(b) |P: K — K, P(z) =2"||g =1 para todo n € N;
(¢) Seue L(G;E), Pe Q"E;F)ete L(F;H), entao

[to Poullg <t} -[[Pllo- llull",

entdo (Q, || - ||¢) é chamado de ideal p-normado de polinémios.

Mais ainda, se todas as componentes Q("E; F') sdo espagos completos relativamente a
p-norma || - ||g, dizemos que (Q, || -||¢) é um ideal p-Banach de polinémios. No caso p = 1

escrevemos ideal normado de polinomios e ideal de Banach de polinomios.

Teorema 1.6.2 (Critério da Série para ideais de polinomios). (Veja [16, Proposition
2.4.5] ou [30, Criterion]) Uma subclasse Q da classe dos polindmios homogéneos continuos
entre espagos de Banach com uma fungao || - ||g : @ — [0,00) € um ideal p-Banach de

polinomios se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao verificadas:
(1) Q satisfaz a condi¢do (2) da Definigdo 1.6.1;
(17) O polinomio P: K — K dado por P(x) = ™ pertence a Q para todo n;
(1ii) || - || satifaz (b) e (¢) da Defini¢ao 1.6.1;

(iv) Se ()32 € QUESF) ¢ 3 By < oo, ento
]:

P:=) Pe QUE;F) e |Ply <Y IR
j=1

Jj=1

A seguir descrevemos dois métodos para gerar ideais de polinomios a partir de multi-

ideais:
Proposigao 1.6.3. (Veja [7, 16, 31]) Seja M um multi-ideal. Entdo as classes

Pu:={PecP: PcM}e



1.6. Ideais de polinomios 23

PM.={PcP: existeAEMtalqueA\:P}

sao ideais de polinomios. Além disso, se M € p-normado (digamos com p-norma || - || ),
entdo os ideais de polinomios Py e PM sdo p-normados quando munidos, respectiva-

mente, das fungoes
H : HPM: PM — [0,00) ) HPHPM = Hp”Ma

|- llpa: Pag — [0,00) , [|Pllpae = inf{[|Allpe: A€ M e A= P}

Dado um ideal de operadores Z, podemos aplicar os dois métodos acima para criar
ideais de polinémios a partir do multi-ideal £(Z) gerado pelo método da fatoracao e a
partir do multi-ideal de composicao Z o L. Os dois resultados a seguir dizem que, nesses

dois casos, os ideais de polinomios resultantes sao coincidentes:

Proposigao 1.6.4 (Método da fatoracao). (Veja [7, Proposition 9]) Sejam Z ideal de
operadores e P € P("E; F). Sdo equivalentes:

(a) Eziste A € L(I)("E; F) tal que A= P;

(b) Ezistem um espaco de Banach G, um operador linear u € Z(F; G) e um polinémio
Q € P("G; F) tais que P = Q o u;

(c) Pe L(T)("E; F).
Denotamos por P (z) o ideal de polinoémios formado pelos polinomios que satisfazem as
condicoes equivalentes da proposi¢ao anterior. No caso em que Z ¢ um ideal p-normado,

de acordo com a Proposicao 1.6.3, Pr(z) se torna ideal p-normado de polinomios com

qualquer uma das seguintes funcgoes:
| e Pe — [0,00) s |1Pllpes = mf{[Alle : A € £(Z) e A= P},

“ ’ ||7)L(I)’2: 7)ﬁ(I) — [0,00) ] HP||P£(I):2 = ||PHE(I)'

Por simplicidade denotamos @:E no lugar de E®, o) ?,E.

Proposigao 1.6.5 (Ideal de composigao). (Veja [10, Proposition 3.2(b)]) Sejam Z ideal
de operadores e P € P("E; F). Sao equivalentes:

(a) Ezxistem um espag¢o de Banach G, um polinomio P € P("E;G) e um operador
u € Z(G; F) tais que P =uo0Q;

(b) (P)r € I (®,E;F);
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() PEeZoL("E;F);

(d) Eziste A € To L("E; F) tal que A = P.

Denotamos por ZoP o ideal de polinomios formado pelos polindmios que satisfazem as
condicoes equivalentes da proposicao anterior. No caso em que Z é um ideal p-normado,

de acordo com a Proposicao 1.6.3, Z o P se torna ideal p-normado de polinémios com

qualquer uma das seguintes fungoes:
| llzop1: ZoP — [0,00) , ||Pllzops = inf{||Aljzoc : A€ Lo L("E;F) ¢ A= P},

I zop2: Peay — [0,00) , [I1Pllzop2 = [1P]lzoc-



Capitulo 2

Hiper-ideais de Aplicacoes

Multilineares

2.1 Definicao e propriedades gerais

A propriedade de multi-ideal (condi¢ao (2) da Definicao 1.5.2) apresenta um aspecto
aparentemente paradoxal: parte-se de uma aplicacao multilinear e considera-se com-
posicoes com operadores lineares, e nao com aplicacoes multilineares. E claro que a direita
s6 faz sentido compor com operadores lineares, mas a esquerda faz todo sentido compor
com aplicagoes multilineares. O motivo pelo qual a definicao original de Pietsch considera
apenas a composi¢ao com operadores lineares é o seguinte: ao iniciar o processo com uma
aplicagao n-linear, deseja-se chegar ao final também com uma aplicacao n-linear. Para
isso ¢ necessario compor apenas com operadores lineares, pois caso contrario, ou seja,
compondo com aplicagoes multilineares, poderia-se chegar ao final com uma aplicagao
com um grau de multilinearidade maior que o da aplicagao original. Este cuidado em
comecar e terminar mantendo o grau de multilinearidade justifica-se pelo procedimento
usual de manter a natureza dos objetos que estao sendo tratados.

Entretanto, ao fazer a composigao apenas com operadores lineares, o conceito de multi-
ideal restringe a natureza multilinear do assunto. Se pensarmos que estamos tratando com
aplicagoes multilineares, isto é, com aplicagoes n-lineares com n arbitrario, e nao com
aplicagoes n-lineares com n fixo, faz todo sentido compor com aplicagoes multilineares a
esquerda e obter a composta com grau de multilinearidade maior que a aplicacao original.
Faz sentido também estudar classes que sao estaveis em relagao a esse tipo de composicao,

e isso ja foi objeto de estudo de alguns especialistas, veja, por exemplo, [23, 46, 47]. O ob-

25
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jetivo central desta tese é explorar, em sua totalidade, a natureza multilinear do assunto,
e para isso introduzimos e desenvolvemos a teoria de classes de aplicagoes multilineares
que gozam deste tipo de estabilidade; as quais optamos por chamar de hiper-ideais de
aplicacoes multilineares.

Esta estabilidade em relacao a composicao com aplicagoes multilineares a esquerda e
operadores lineares a direita é formalizada da seguinte maneira:

Propriedade de hiper-ideal. Uma subclasse ‘H da classe das aplicagoes multili-
neares continuas entre espacos de Banach tem a propriedade de hiper-ideal se cumpre a
seguinte condicao: Dados ntimeros naturais n e 1 < m; < --- < m,, espacos de Banach
Gi,....,Gm,, Er,...,E,, Fe H se Ac H(E,...,E; F), By € L(G1,...,Gny; E1), ...,
B, € L(Gm,_14+1,---,Gm,; En), et € L(F;H), entdo a composta t o Ao (By,...,By,)

pertence a H(G4,...,Gp,; H). Esta condigdo pode ser expressa na forma de diagrama
da seguinte maneira:

(Gy X+ X Gpy) X (Gyp1 X - X Gppy) X oo X (G g1 X o X Gip))

B, B2

El X E2 X oo X

Conforme mencionado acima, ao executarmos este tipo de composicao estaremos
eventualmente aumentando o grau de multilinearidade da aplicagao. Visando maior

abrangéncia de exemplos, se faz necessério introduzir o conceito de (p,)22 ;-norma:

Definicao 2.1.1. Sejam (p,)22, uma sequéncia em (0, 1] e H uma subclasse da classe
das aplicagoes multilineares continuas entre espagos de Banach. Dizemos que uma funcao
|- lls: H — [0,00) é uma (p,)>2,-norma em H se, para cada natural n e espagos de

Banach arbitréarios Ei, ..., E,, F, || - ||3 restrita & componente
H(Ey,...,E;F):=L(Ey,...,E; F)NH,

é uma p,-norma. No caso em que p, = 1 para todo n, dizemos simplesmente que || - || é

uma norma em H.

Incorporando esses aspectos aos da definicao de multi-ideais, obtemos o seguinte con-

ceito:

Definicao 2.1.2. Um hiper-ideal de aplicacoes multilineares, ou simplesmente hiper-ideal,

¢ uma subclasse H, da classe das aplicacoes multilineares continuas entre espacos de
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Banach tal que, para quaisquer n € N e espacos de Banach F, ..., E,, F', as componentes
H(Ey,...,E;F):=L(Ey,...,E;F)NH

satisfazem as seguintes condigoes:

(1) H(E1,...,E,; F) é um subespago vetorial de L(Ei, ..., FE,;F) que contém as

aplicagoes n-lineares de tipo finito;

(2) Propriedade de hiper-ideal: Dados nimeros naturais n e 1 < my < --- < my,
espagos de Banach Gy, ...,Gy,,, B, ..., E,, Fe H se B € L(Gy,...,Gpny; FY),..., B, €
LG, 141y Gy En), t € L(F;H) e A€ H(EL, ..., E,; F), entdo a composta t o Ao
(B1,...,B,) pertence a H(G1,...,Gp,; H).

Se existem uma sequéncia (p,)2; em (0, 1] e uma fungao || - [|»: H — [0,00) tais

que:

(a) A funcao || - || restrita a componente H(FE,..., E,; F) é uma p,-norma para

quaisquer espacos de Banach FEy, ..., E,, F e todo n € N;

(b) A aplicacao n-linear I,,: K" — K, dada por I,(A1,..., A\n) = A1 -+ Ay, é tal que
[nllwe =15

(c) Se A € H(Ey,....,E;F), t € L(F;H), By € L(G1,...,Gn; E1),...,B, €
LG, 141y, G, En), entao

[to Ao (By, ..., Bu)lla <[t - [[Alls - | Bull - - I Bull;

entao (H; || - ||%) é um hiper-ideal (p,)22 ,-normado. Mais ainda, se todas as componentes
H(E, ..., E,; F) sao espacos completos relativamente a topologia gerada por || - ||y, dize-
mos que (H; || - ||%) é um hiper-ideal (p,)S>,-Banach. Em particular, se p, = p para todo
n € N escrevemos simplesmente que (H; || - ||) é um hiper-ideal p-normado (p-Banach,
respectivamente). Mais ainda, se p = 1 dizemos que (H; || - ||%) é um hiper-ideal normado
(Banach, respectivamente).

Um hiper-ideal que é (p,)22 ;-normado para alguma sequéncia (p, )%, em (0, 1] é cha-

mado de hiper-ideal quasi-normado. Analogamente definimos hiper-ideal quasi-Banach.

Observagao 2.1.3. (i) Decorre da defini¢ao que todo hiper-ideal quasi-normado (H; || -
|l3) é um multi-ideal quasi-normado.

De fato, a condigao (1) é a mesma para multi-ideais. Agora, tomando operadores line-
ares, que sao casos particulares de aplicagoes multilineares, a propriedade de multi-ideal

segue da propriedade de hiper-ideal. Analogamente, as condigoes (a) e (b) da Definigao
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2.1.2 sdo as mesmas para multi-ideais; e a condigao (c) segue novamente considerando-se
operadores lineares no lugar de aplicagoes multilineares. Portanto (H; || - [|%) é um multi-
ideal p-normado.

(77) Se uma classe H de aplicagoes multilineares satisfaz as condigoes (1) e (2) da
defini¢ao acima, entao (H; || - ||) é um hiper-ideal normado com a norma uniforme || - ||.

(7ii) Veremos, no Corolario 2.2.3, que, para hiper-ideais, a condigdo de conter os ope-
radores de posto finito é equivalente a uma condicao aparentemente mais exigente. Isso
marcara uma importante diferenca entre hiper-ideais e multi-ideais. Entretanto, podemos
adiantar agora uma importante propriedade de hiper-ideais: o fato de incluir todas as
formas n-lineares continuas entre espacos de Banach.

De fato, sejam H um hiper-ideal e T' € L(E, ..., E,). Pela condigao (1) da Defini¢ao
2.1.2 temos Idg € H(K). Agora, pela Propriedade de hiper-ideal,

T =IdgoT € H(E,...,E,).

A partir de agora e até o final desta secao vamos provar algumas propriedades gerais de
hiper-ideais. Isso tem duplo objetivo: (i) deixar prontos alguns fatos que serao necessarios
mais adiante, (ii) mostrar que a teoria de hiper-ideais satisfaz propriedades andlogas,
mutatis mutandis, as de multi-ideais e de ideais de operadores.

Tendo em vista o item (ii) da observacao anterior podemos considerar a seguinte:

Definicao 2.1.4. Seja H um hiper-ideal. O fecho de H ¢é definido por

ﬁ(Ely. .. ,En,F) = H(El, .. 7En,F)””’

paratodosn € Ne Fy,..., E, e F espagos de Banach arbitrarios. Denotamos essa classe
por H.

Além disso, H é dito fechado se H = H, ou seja, se H(E1, ..., E,; F) é um subespaco
fechado de L(Fy, ..., E,; F') em relagdo a norma uniforme, para quaisquer espagos de
Banach Ey, ..., E, e F.

A respeito de fecho de hiper-ideais e hiper-ideais fechados temos a:

Proposicao 2.1.5. Seja H um hiper-ideal. Entdao (H,||-||) é um hiper-ideal de Banach.

Muais ainda, H € o menor hiper-ideal fechado que contém H.

Demonstragao. (1) Sendo H(E1,..., E,; F)) um subespaco do espago vetorial normado
L(Ey,..., E,; F), éimediato que H(Ey, ..., E,; F) também é. Além disso, como H C H

e H contém as aplicaces de tipo finito, H também as contém.
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(2) Dada A € H(E, ..., E,; F), existe uma sequéncia (4;)52, C H(E\, ..., E,; F) que
converge para A na norma uniforme. Sejam 1 < my < --- <my, By € L(Gy,...,Gpn,; E),
ooy Bn € L(Gpy 111,y Gi,y s En) et € L(F; H). Entao

[toAo(By,...,B,) —toAjo(By,....,B,)|| = |to(A—A;)o(By,...,B,)|
< It - [JA = Al - 1Bl - - | Bull,

e portanto (to Ajo (B, ..., By))32, converge parato Ao (By, ..., B,). Como H é hiper-
ideal, temos to A; o (By,...,B,) € H(G4,...,Gn,; H). Dal

toAo(By,...,B,) € H(Gy,...,Gpn,; H).

Logo (H, || - ||) é um hiper-ideal normado.

E claro que H(E,..., E,; F) ésubespaco fechado do espaco de Banach £(E1, ..., E,; F),
logo H(FE,, ..., E,; F) também é um espaco de Banach. Portanto (H, || - ||) é um hiper-
ideal de Banach.

Seja G hiper-ideal fechado que contém H. Para quaisquer espagos de Banach E7, ..., E,
e FeAeHE,. . . E;F) existe (4;)%2, C H(Ey,...,E;F) C G(Ey, ..., By F) tal
que A; — A. Como G(E,...,E,; F) é fechado, A € G(E, ..., E,; F), provando que

H(Ey,...,Ey; F) CG(Ey,... Ey F). O

As proposicoes seguintes nos dizem que hiper-ideais quasi-normados satisfazem pro-

priedades similares as do caso de multi-ideais quasi-normados.

Proposigao 2.1.6. Seja (H, || - ||3) uwm hiper-ideal (p,)22 ,-normado. Entdo
A< I e

Demonstragao. Seja A € H(En,...,E,; F). Dados z; € E;, j = 1,...,n, pelo Teorema
de Hahn-Banach existe um funcional ¢ € F’ tal que ||¢|| =1 e

O(A(xy, ... x)) = || Az, . ., 20) |-
Consideremos os operadores lineares
l@r;: K— FE;, 1®oz;,(N) =Xz, i=1,...,n; e

p: F'— K.
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De
poAo(l®@xy,...,1@x,)(A,..., \n) = @oA(l®@x1(\1),...,1®@x,(A\n))
= @AMz, .. Aay))
= A p(Alzy, .. z,))
= Lo, )e(A(z, ..o xn)),
ou seja,
poAo(l®@wxy,...,1®x,) = o(A(x1,...,2,)) - I,
segue que
[A(@s, -zl = e(A(@, .. ) = le(A(@, o z)] - Hallx
= |lp(A(x1,....20) Ll =llgo Ao (1@ x1,...,1 Q@ x,)|n
< lell - [[All - [T @@l - - 11 @ nll = [[Alle - ([l - - [[n]]-
Como os vetores x; € E;, i = 1,...,n sao arbitrarios, da desigualdade
[AGzy, .z < Al Nzl - [l
concluimos ||A|| < || A||3. O

Observe que a demonstracao acima é a mesma do caso de multi-ideais quasi-normados.
Isso ocorre pois, como ja vimos na Observagao 2.1.3, todo hiper-ideal quasi-normado é um
multi-ideal quasi-normado, e ja é conhecido que a quasi-norma de um multi-ideal satisfaz
a desigualdade desejada. Incluimos a demonstragao visando a auto-suficiéncia do texto.
Por outro lado, a proposicao abaixo é mais geral que o resultado correspondente para

multi-ideais:

Proposicao 2.1.7. Sejam (H, || - ||3) um hiper-ideal (py);e,-normado, my < --- < my,
naturais, Ty € L(E1,...,Epn)s....,Tn € L(Em, ,41,---,Em,) ey € F. Consideremos a

aplicacao m,,-linear dada por
i@ T, y(x1,..., Tm,) =T1(x1,- - Tmy) T Ty 1415+ Tiny) - Y-
EntaioTh @ - T, @y € H(F,...,En; F) e

T @@l @ylu= T @ @T, @yl =Tl [T - [yl



2.1. Definicao e propriedades gerais 31

Demonstragao. Considerando o operador linear 1®y: K — F dado por 1®@y(A) = A-y,

temos

(1®y)o Ly, o(Ty,....,Tn)(x1, -\ Tm,)
=(1®y)ol,, (Ti(x1, s xmy), s Tn(Tomy 141, Ty )
=1y (T (..., Tmy) DTy 415+ Tmy,))
=Ti(z1, s Tmy) T, a1y oy Tin,) )Y

=T R T, Qy(x1,...,Tm,).
Como H é um hiper-ideal e I,,,, € H(™"K), da propriedade de hiper-ideal segue que

e --T,y=101®y)ol,, o(T,...,T,) € H(E\,...,E,,; F).

Além disso

= sup |1 ® T, @y(x1,...,Tm,)|

sl <1
1=1,...,Mn
= sup |Ti(z1,. @) D@y 1y )| - (Y]
ill<t
i=1,...,mn
- sup |T1(:L’1,...,Z‘m1)| sup |Tn(xmn71+17"'71“mn)‘ ) HyH
llzs [ <1 [lzs || <1
i=1,....,m1 t=Mp—1+1,....mp
=70l - [Tl - lyll-

Disso e da Proposicao 2.1.6 obtemos

@ T, @y < |Ti® - &T, @yl
11 ©y) o I, o (Th,..., Tl

< @A@Y M b - T - (T3]
= [Tl - Tl -yl =T @ - @ Th @y,
donde seguem as igualdades desejadas. O

Observacao 2.1.8. Notemos uma importante diferenca com a teoria de multi-ideais. De
acordo com a proposi¢ao acima, a quasi-norma de um hiper-ideal preserva a norma uni-

forme de formas multilineares quaisquer (e também de produtos de formas multilineares),
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enquanto que a quasi-norma de um multi-ideal preserva apenas a norma uniforme das
formas multilineares que sao produtos de funcionais lineares. Tal aspecto serd importante

mais adiante, por exemplo na demonstracao da Proposicao 2.2.2.

Teorema 2.1.9 (Critério da Série). Sejam (p,)5e, uma sequéncia em [0,1] e H uma
subclasse da classe das aplicagoes multilineares continuas entre espagos de Banach munida
de uma func¢ao || - ||p: H — [0, +00). Entio (H, |- ||3) € um hiper-ideal (p,):> ,-Banach

se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) I, € H(K™) e ||In]|l% = 1 para todo n € N;

(i) Se (A;)2, S H(EL, ..., By F) e 21 | 4; 1157 < oo, entdo

Jj=

A=) A e H(E,... EF) ellAly <) 14,15
j=1

J=1

(1ii) Sel <my < -+ < my, Gi,...,Gn,, F1,...,E,, F,H sio espagos de Banach,
Bl S L(Glu-”mel;El)a--an S £<Gmn,1+17---aGm";En); A S H(El,,En,F> €
te L(F;H), entdioto Ao (By,...,B,) € H(G1,...,Gn,;H) €

lto Ao (By,.... Bl < It - 1Al - 1Bl - | Bull

Demonstragao. Primeiramente mostremos que as condigoes (i), (i7) e (¢4i) implicam em
(H, || - |l2) ser um hiper-ideal (p,)S>;-Banach. Fixemos n € Ne Ej,..., E, e F espagos
de Banach. Se A, B € H(E\,...,E,; F), entao (ii) nos diz que A+ B € H(E,,...,E,; F)
e (1ii) que NA € H(Ey, ..., E,; F) para todo A € K. Isso prova que H(Ey,...,E;; F) é
um subespago vetorial de L(Ey, ..., E,; F).

Para mostrarmos que H(FEy,..., E,; F)) contém as aplicagoes de tipo finito, basta
garantirmos que as aplicagoes do tipo A = p1®- - -®, ®y pertencem a H(E, ..., E,; F),
onde p; € El,i=1,...,ney € F, pois sabemos que H(E\,..., E,; F) é espago vetorial.
Para isso escrevemos

A=(1®y)olyo(pr,...,¢n),

onde 1 ®@ y: K — F é dada por (1® y)(\) = A\y. Por (¢), I, € H(K"), e por (iii)
A=(1®@y)olyo(pr,....on) € H(EL, ..., En; F).

Com isso verificamos a condi¢ao (1) da Definigao 2.1.2. Note que a condigao (2) estd

incluida em (i1).
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Agora devemos garantir que a fungao || - || restrita a H(Ey,..., En; F) é uma p,-
norma. De (7ii) segue que ||[AA|ly < |A|-||Allx para todos A € H(E,...,E,; F) el ek
Para A = 0 a igualdade é clara, e para A # 0,

1
A

1
< o7 Ml = AL [[Alle < IAA-
H

(AA) o

1Al = H

Assim [|AA|ly = |A] - || Al para A € K.

Do que acabamos de provar segue que, se A = 0, entao
1012 = [[AO[[3¢ = [A[ - [[O[]3

para todo A € K. Em particular, para A = 0 obtemos ||0]|% = 0. Reciprocamente, se
A€eH(E,...,E,; F) étal que ||A|ly =0, tem-se

17 Al = jlI Al = 0

para todo 7 € N. De (ii) segue que

B:=) jA€H(E,...,E;F).

J=1

Se A(xy,...,xz,) # 0 para algum (z1,...,z,) € E; X -+ X E,, entdo B(z1,...,x,) ndo
estaria nem bem definida. Isso prova que A = 0.

Por tltimo, a desigualdade p,-triangular segue imediatamente de (ii). Isso com-
pleta a verificagdo de (a) da Definicdo 2.1.2. Notemos ainda que (i) e (#i7) incluem
as condigoes (b) e (c) da defini¢ao supracitada, respectivamente. Resta entdo mostrar que
H(EL, ..., Ey; F) é completo. Para isso seja (A4;)32, € H(Ey,. .., Ey; F') uma sequéncia

de Cauchy com respeito a || - [|3. Existe uma subsequeéncia (A;, )32, de (4;)52, tal que
|Aj., — Aj |l < 27F para todo k € N.
Entao > || A, — Ajll% < oo, e por (ii) segue que
k=1
Bi:=> (A, —A;) €H(Ey, ..., EyF)

e
Il

7

oo
| Billyy < Z |Aj., — Aj |5 < 27! para todo i € N.
P
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i—1
By — B; = Z(Aij - Ajk) =4j, — 4j,,

k=1

obtemos B; = (By + A;,) — Aj,, e dai
145, = (Bu+ Aj) I3 = [|Billy < 27

Isso prova que (A;)22, possui uma subsequéncia convergente, logo (4;)32; também é
convergente pois ¢ de Cauchy.

Suponhamos agora que (H, || - ||3) é um hiper-ideal (p,)22 ,-Banach, e verifiquemos
que as condigoes (i), (i), (i17) estao satisfeitas:

(7) Como H contém as aplicagoes de tipo finito, em particular I,, € H(K™) para todo
n € N. A condigao (b) da Definigao 2.1.2 diz que ||, || = 1.

(i) Seja (A;)32, € H(EL, ..., By F) tal que ) ||A4;]l5 < oo. Chamando de (B;)52

=1
J=1
a sequéncia das somas parciais de (Aj);?‘;l, por hipotese segue que

e que esta sequéncia é de Cauchy. Vejamos que, por completude (Bj);?‘;l converge para

> Aj € H(E, ..., Ey; F). De fato, chamando de A o limite da sequéncia (B;)52; em
j=1

relagdo a || - |3, temos A € H(E, ..., E,; F) pois H é (p,)>2-Banach. Agora
1B — Al|"» < [|B; — Ally;

para todo j, entdo (B;)j2, também converge para A na norma uniforme. Mas, nessa

norma, (B;)32, converge para y A;. Assim A= ) A;. Além disso, para todo s,

j=1 j=1
. Pn s P o Pn s % Pn
YA S IDoAl D Al S oAl | D A
=1y =t gy j=st1 |l =t j=s+1 ly
Fazendo s — oo segue que ||A|5; < i | A;157
A condigao (iii) segue das condig()]e:sl(Q) e (c¢) da Defini¢ao 2.1.2. O

Assim como no caso de multi-ideais (veja [16, Proposition 2.1.6]), vale o seguinte

resultado:
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Proposigao 2.1.10. Sejam (G, | - |lg) e (H, || - ||n) hiper-ideais (pn)5e,-Banach tais que
G C H. Entao, para cada n € N existe uma constante C,,, dependendo apenas de n, tal
que

[ Al < CallAllg,
para todos espagos de Banach Ey, ..., E,,F e A€ G(E,...,Ey; F).

Demonstra¢ao. Suponhamos que o resultado nao seja verdadeiro. Neste caso existe
m € N para o qual nao é possivel encontrar uma tal constante C,,. Isso significa
), cee ET(,?), G, e uma aplicagao

A, € g(E{”), el E,(,?); Gr) tais que || A, |l% > 27/Pmn||A,|lg. Vejamos que podemos supor,

que, para cada n € N, existem espacos de Banach EYL

sem perda de generalidade, que ||A,|lg =
1

S

21/pm || Anllg

Sl De fato, como A, # 0, se tomarmos

, temos

JAdls 1
2o Alg 2

[Anllg = [A] - [[Anllg =
e, além disso,

Il = A [Anllse > A - 2P7 n || Aullg = 2777 - n- | AAL g = n.

Sejam E; = (@ Ez(n)) ,i=1,....m, e G = (@ Gn> . Consideremos ainda
n=1 1 n=1 0o

Tin + By — Ei(n) e, : G, — G as projecoes e inclusoes canonicas, respectivamente.
Como G é um hiper-ideal, temos ¢, © A, o (71, .-, Tn) € G(EN, ..., By G). Agora

o0 [e%S)
D leno Ano (i, ) B <D lenllP™ - 1ARllE - P - - T [P
n=1

n=1

e (G, |lg) é hiper-ideal (p, )2 ,-Banach. Entao, pelo Critério da Série (Teorema 2.1.9) e

pela hipdtese, temos

A= 10 Ayo (Mmoo Tomn) € G(EL, ..., EniG) CH(EL, ..., Eni G).

n=1
Por outro lado, chamando de ¢, : EZ-(") — E,i=1,...,m,emnm,: G— G, as inclusoes
e projegoes usuais, temos A, = 7, 0 A0 (t1p, .-+, lmn) €
n < Anlle =m0 A0 eans -l < mall - [l Bl ol

contradicao esta que completa a demonstracao. [



36 2. Hiper-ideais de Aplicagoes Multilineares

2.2 Exemplos

Nesta se¢ao apresentaremos importantes exemplos de hiper-ideais, por exemplo exibi-
remos o menor hiper-ideal e o menor hiper-ideal de Banach; e marcaremos a diferenca com
a teoria de multi-ideais mostrando que alguns multi-ideais classicos nao sao hiper-ideais.

No que se segue, a menos de mengao explicita em contrario, estaremos considerando

|| - || como sendo a norma uniforme restrita a classe H em questao.

Exemplo 2.2.1. O objetivo deste exemplo é mostrar que, diferentemente do caso de
multi-ideais, a classe £y das aplicades multilineares de tipo finito nao ¢ um hiper-ideal.

Para isso considere a aplicagao bilinear continua
T:ly xly — K, T(x,y) = szyz

Vejamos que T nao é de tipo finito. Caso fosse, poderiamos escrever

-3 )

para todos z,y € {3, onde ¢, ),9052) € 0, para j = 1,..., k. Da dualidade ¢, = {5, para

cada j=1,...,k, existem (a ,(J))fil, (b§j>);§1 € (5 tais que

o0

1 :
) _ ZCLE]) T e ¢l )(y) _ sz('j)yi

=1 =1

para todos x = ()52, e y = (y;)52; em f5. Dessa forma,

e-E[(E ) (£4)

i=1
para todos z,y € 5. Mas, pela definicao de T, para cada ¢ tomando o i-ésimo vetor

unitario canonico e;, tem-se
_ _2 : () p(7)
1= T(ei,ei) = a; bz .

Note que o tltimo termo da igualdade acima tende a zero quando i — oo, pois trata-se
de uma soma finita de produtos de termos gerais de séries absolutamente convergentes.
Essa contradicao mostra que 7' nao é de tipo finito.

Como, segundo a Observagao 2.1.3(iii), um hiper-ideal deve conter todas as formas

n-lineares continuas, concluimos que £; nao ¢ um hiper-ideal.
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Na teoria de multi-ideais, £; tem o papel destacado de ser o menor multi-ideal. Como
L nao ¢ hiper-ideal, precisamos de um hiper-ideal que desempenhe este mesmo papel
na teoria de hiper-ideais. Em particular, este hiper-ideal deve coincidir, no caso linear,
com os operadores lineares de tipo/posto finito. E natural entdo pensar na classe das

aplicagoes multilineares de posto finito:

Teorema 2.2.2. A classe L das aplicacoes multilineares de posto finito, munida da

norma uniforme, forma o menor hiper-ideal normado. Isso significa que se (H, || - ||3) €

um hiper-ideal normado, entao Lr C H.

Demonstra¢ao. Como a condigao (1) da Definicao 2.1.2 é a mesma de multi-ideais e ja
sabemos que Lr é multi-ideal, nao ha o que fazer em relacao a esta condicao.
Verifiquemos a condigao (2). Para isso sejam 1 < m; < --- < m,, nimeros naturais,
A e £]:(E1, RN F), B, € L:(Gl, ey Gml; El), ...,B, € E(Gmn71+1, ceey Gmn; En) e
k
t € L(F;H). Sendo A de posto finito, podemos escrever A = >  T; ® y;, onde cada
j=1
T; € L(Ey,...,E,) ecada y; € F. Entao
toAo(By,...,By)(x1,...,2m,)

=t(A(B1(z1, - Ty )y, BTy 1415 -+ Tmy,)))

k
=t <Z Ty(By(x1, -y Zmy)s - -+ Bu(Tomy 1415 - - - ,xmn))yj>
j=1
k
= Ti(Bi(@1, - Tm)s s Bu(@m 1y - T ) E(Y5)
j=1

k
= ZSJ X Zj(ﬂ?l, Ce ,.I‘mn)
j=1

para todos x; € G;, onde S; := Tjo (By,...,B,) € L(Gy,...,Gn,) € z; = t(y;) € H.
Logoto Ao (By,...,B,) € Lr(Gy,...,Gpn,; H), provando que Lz é hiper-ideal.
Mostremos agora que Lx é o menor hiper-ideal. Para isso sejam H um hiper-ideal e
A€ Lx(Ey,...,E,; F). Devemos provar que A € H(F, ..., E,; F). Podemos supor, sem
perda de generalidade, que
A=T®y,

k
onde T' € L(Ey,...,E,) ey € F, visto que A pode ser escrito na forma 7, ® y;,
j=1

onde 7, € L(Ey,...,E,) ey, € F e H(Ey,...,E,;F) é um subespaco vetorial de
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L(Ey,...,Ey; F). Consideremos o operador linear
ley:K— F, 10y(\) = \y.
Temos 1 ® y € L¢(K; F) C H(K; F). E da propriedade de hiper-ideal segue que
A=Toy=(1®y)oT € H(E\,...,E; F).

]

Conforme anunciado na Observacao 2.1.3(iii), em um hiper-ideal, conter as aplicagoes
multilineares de tipo finito é equivalente a uma condicao aparentemente mais exigente, a
saber, conter as aplicacoes multilineares de posto finito. De fato, da proposi¢ao anterior

segue o:

Corolario 2.2.3. Seja ‘H uma subclasse da classe das aplicagoes multilineares continuas
entre espacos de Banach que satisfaz a propriedade de hiper-ideal. Para todo n € N e
quaisquer espacos de Banach Ey, ..., E,, F, sdo equivalentes:

(1) H(EL,...,Ey F) € um subespago vetorial de L(FEy,...,E,;F) que contém as
aplicagoes n-lineares de tipo finito;

(1) H(E1,...,Ey; F) € um subespago vetorial de L(Ey,...,E,; F) que contém as

aplicagoes n-lineares de posto finito.

Como a classe das aplicacoes de posto finito é um hiper-ideal, pela Proposicao 2.1.5
sabemos que a classe £r das aplicacoes aproximéveis por aplicacdes de posto finito é
um hiper-ideal de Banach com a norma uniforme. J4 sabemos também que a classe Ly
das aplicacoes de tipo finito ndo é um hiper-ideal. A questao é saber se a classe £_f das

aplicagoes aproximaveis por aplicagoes de tipo finito é um hiper-ideal ou nao.

Exemplo 2.2.4. Vejamos que a classe E_f das aplicagoes aproximaveis por aplicagoes de
tipo finito nao é um hiper-ideal.

Para isso seja T': £ x /5 — K a aplicacao bilinear continua do Exemplo 2.2.1, a qual
ja sabemos nao ser de tipo finito. Afirmamos que T nao é aproximavel por aplicagoes de
tipo finito, isto é, existe € > 0 tal que ||T"— S|| > ¢ para todo S € L;(*(s).

De fato, consideremos 0 < ¢ < 1 e suponhamos que exista S € L(*(5) de forma que
|T — S|| < e. Digamos

S(z,y) = Z [( agj)%) . (i bgj)yi)] ;
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onde (a9)2,, (b9, € by, j=1,... k. Dai,

k
1=3 a0
j=1

Fazendo i — o0, obtemos 1 < e, um absurdo. Segue da Observacao 2.1.3(iii) que a

= |T(e;, ;) — S(es, )| < [T =S| <e.

classe £_f das aplicacgoes aproximaveis por aplicagoes de tipo finito nao é hiper-ideal.

Defini¢ao 2.2.5. (27, Definition 1.26]) Uma aplicagao n-linear A € L(Ey, ..., E,; F)
¢ dita nuclear se podemos encontrar, para cada [ = 1,...,n, uma sequéncia limitada
(<p§ ))OO de funcionais lineares em Fj, uma sequéncia (\;)52; € ¢ e (y;)52; uma sequéncia

limitada em F' tais que
Aler,.yz) =Y Ao (@) - o () -y,
=1

para todos ©; € FEy,...,x, € F,. Nesse caso chamamos a expressao acima de repre-
senta¢do nuclear de A e escrevemos A € Ly (Ey,. .., Ey; F). Definimos ainda a funcao
| lley s Lar — [0, 00) por

. 1 n
1Al ey = mf{z I e 1™ HyjH} ,

j=1

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes nucleares de A.

Exemplo 2.2.6. Vejamos que a classe das aplicagoes multilineares nucleares nao forma
um hiper-ideal. Primeiramente, notemos que a classe das aplicacoes nucleares esta contida
na classe das aplicagoes multilineares aproximaveis por aplicagoes de tipo finito. De
fato, se A € Ly (Ey,...,E,; F) entao podemos considerar sequéncias (go§ ))J L em EJ,
l=1,...,n, (N)2, €l e (y;)72, em F' de modo a obtermos uma representacao nuclear

de A. Dal podemos definir (A;)52, em L¢(E,. .., E,; F) onde cada Ay, é dada por

Ak(xla"'v Z)\J@] ;n)(xn) Y
para todos z1 € Ei,...,x, € E,. Com isso, a série > |A\;] - [ e = |y, é
j=1

convergente, e portanto, dado € > 0 podemos encontrar k; tal que

1
ST NN Nyl <ce.

Jj=ko
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Assim
o0

14k =A< D Il 151 e -yl < e
J=ko

para k > kq. Portanto A é aproximavel por aplicacoes de tipo finito.

A demonstracao de que £, é um multi-ideal pode ser encontrada em [35, Proposition
2.2]. Em particular, || - || < || - ||z, -

Podemos agora concluir que a classe das aplicagoes nucleares nao é um hiper-ideal.
Para isso basta observar que a classe das aplicagoes multilineares aproximaveis por aplicagoes
de tipo finito nao contém as aplicacoes de posto finito. Entao a classe das aplica¢oes nu-

cleares também nao pode conté-la, ou seja, nao satisfaz a condigao (1').

E conhecido que a classe das aplicagoes multilineares nucleares, munida da norma
nuclear, forma o menor multi-ideal de Banach. Do exemplo acima sabemos que esta
classe nao é um hiper-ideal. Devemos entao buscar uma classe que desempenhe este
mesmo papel na teoria de multi-ideais, ou seja, uma classe que seja o menor hiper-ideal
de Banach. De preferéncia, esta classe deve coincidir, no caso linear, com os operadores
lineares nucleares. A classe das aplicacoes multilineares de posto finito nao serve por
nao ser completa. Veremos na sequéncia que a seguinte classe, baseada em uma classe

introduzida em [46], satisfaz os requisitos desejados.

Definicao 2.2.7. Sejam s € (0,00) e r € [1,00] tais que 1 < 1/s+ 1/r. Uma aplicacao
n-linear continua A € L(Ey, ..., E,; F) é dita hiper-(s;r)-nuclear se existem sequéncias
(N5 € 4s, (Th)32) € 62(L(EL, -, En)) e (45)52) € loo(F) tais que

Az, ... x,) = Z NT @y, .. @) = Z NTi(x, . Tn)Ys, (2.1)
j=1 j=1
para todo (z1,...,x,) € Eyx---x E,. Nesse caso escrevemos A € ﬁHN(s,r)(Eh By F).
Definimos ainda a correspondéncia || - ||£mv( x Ly, — [0,00) por

1Al oo, ,, = WELNCG )20l - (T2 - [1(95) 721 oo
(s,m)
onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes de A na forma descrita em (2.1).

Observagao 2.2.8. (i) Notemos que a série em (2.1) de fato é convergente. Vejamos
que, dadas sequéncias ()32, € L, (T5)32, € GY(L(Ey, ..., En)), ()52 € lo(F) e
(X1,...,2,) € By X -+- X E,, a série em (2.1) é absolutamente convergente, logo conver-

gente. Para isso considere o operador linear

w(zh...,xn): E(Ela ceey En) — K 5 w(xl,...,xn)(T> - T(xla cee 7xn)~
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De
[V (wrson) (D) = [T (@1, )| ST @] - - - 2l
temos ¢(x1,...,xn) € L(Ela SRR En)l € ||¢(x1,,xn)|| < ||ZL‘1|| e ||{L‘n|| Dessa forma
IR oS Mk hed YA B[l B En)
[ || )
sempre que x; # 0,7 =1,...,n. Nesse caso, da desigualdade de Holder segue que
00 00 1/s 00 1/r
S ATl € )l (z w) ~ (z Tan... ,xnw)
j=1 j=1 =1

o0

1/r
= [lwi)52alleo - 1(A)724ls - ( |1/)(m1,...,ccn)(Tj)|">
7j=1
< N)5Zallee - NG5l - (T35 o - ]l - - [zl < oo

(79) No caso em que s = 1 e 7 = oo, temos (A;)%2; € {1 e que a sequéncia (73)52,
¢ limitada (visto que (¥ (E) = (- (F) para todo espago de Banach F). Desse modo as
aplicagoes hiper-(1, 0o0)-nucleares sdo uma generalizagao das aplicagoes nucleares vistas
no Exemplo 2.2.6 (conforme ja mencionado, essa classe mais geral foi baseada em classes
introduzidas em [46]). As aplicagbes hiper-(1, co)-nucleares serao chamadas simplesmente

de aplicagoes hiper-nucleares e escrevemos Ly ao invés de £HN(1700 E claro que, no

-
caso linear, esta classe coincide com os operadores lineares nucleares.

Apo6s alguns exemplos de classes que nao sao hiper-ideais, é hora de dar mais exemplos

de hiper-ideais:

Teorema 2.2.9. A classe (Lyy, | - ||£mv< )) das aplicagoes multilineares hiper-(s,r)-

nucleares é um hiper-ideal p-Banach, onde 1% = % + %

Demonstragao. Verificaremos que (Lyn, ., |- |lza x ) é um hiper-ideal p-Banach mos-

)
trando que as condigdes do Critério da Série (Teorema 2.1.9) estao satisfeitas:
(7) E claro que I, € Lyn,.., ("K). Verifiquemos que H[nHEmv(m = 1. Como I,, pode

ser vista como representacao de si mesma, da definicao de || - ||z, Ny S€8UE que
s,T

allen,.,, < I =1

o0
Suponhamos que nao valha a igualdade. Neste caso existe uma representacao »  A\; @ T}
j=1

de I, com (A - (T35 s < 1. Mas

L= L1 DS Y I < IO HTDZE e = 10652l ()2l < 1,
j=1
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contradigao esta que prova a igualdade desejada. Notemos que a igualdade [|(7})32, ||, =
1(T})321 [, vale pois o espago L("K) é de dimensdo finita, portanto £;(L("K)) = £,.(L("K)),
com igualdade de normas.

(¢) Consideremos (4;)32; € Ly, (E1, ..., Eq; F) tal que

Z 1A

Entao dado € > 0, para cada j € N existem (A\jx)52, € ls, (1), € (Y (L(E1, ..., Ey)) e
(Yjr)52y € loo(F) tais que

Aj = Z%k ik @ Yik e [Ar)iZalls - (TR llwr - [1(y0)iilloe < L+ ) A lln, .-

Sem perda de generalidade podemos supor, para cada j, que ||(yjr)i2qllcc =1 €

p/s p/r
IOl < (O +Alenn,,,) o 1Tl < (A + Al )
pois i = % + % Com isso,
Sl = 303 Pl —ZH Wl < (L +ey ZHA B, <000 (22)
j,k=1 7j=1 k=1

onde a primeira igualdade é valida por se tratar de uma série de ntimeros positivos.
oo
Portanto (Ajx)3%-; € Cs.

Para todo funcional linear nao nulo ¢ € (L(E,..., E,))" vale que
1w = 33 lemar - (33| )
jk=1 j=1 k=1 j=1 k=1

< ||<P||-<Z||(Tjk)2°1l|fu,r) (L+¢e)” ZIIA e, < 00-(23)
j=1

Portanto (Tjx)5%—, € (7 (L(Ey, ..., Ey)).
Como ||(y;)721 llee = 1 para todo j, é claro que (y;x)5%=1 € oo(F) € [[(Yjr) 3521 lloo = 1.
Vimos na Observacao 2.2.8(i) que, nessas condigdes, para todos x1 € Fy,...,z, € E,,
a série

Z NieTie @ yn(21, . ., Tn) (2.4)

J,k=1
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converge absolutamente no espaco de Banach F'. Entao converge incondicionalmente, e

portanto
Z MNiTie @ yjr(T1, ... 20) = Z Z NieTie @ Y21, ..., 20)
Jik=1 J=1 k=1
o0
= ZAj(:cl, o) = Az, ..., xp)
=1

Logo (2.4) é uma representagao para A, o que prova que A € EHN(M)(El, o By F).
Além disso, por (2.2) e (2.3) temos

[Alzan,,,, < NOR)Ta=a S 1T Famn i - 1) 51
00 p/s
< (1+epz| M) (v S, )
7=1

— (+ey Z 14512 -

p/r

Fazendo ¢ — 0 a desigualdade desejada segue.
(73i) Sejam 1 <my < -+ <m,, A€ ﬁHN(M)(El, oy B F), By € L(Gy,...,Gny; EY),
B, € L(Gpy 111y, G, En), et € L(F;H). Entdao podemos escrever A =

Z)\ Ty @ yj, com (N)2, € Ly, (T5)52, € 6X(L(EL, ..., En)) e (y;)32, € loo(F). Disso

se gue que

toAo(By,...,By)(x1,. .., Tm,)

=t Z)\ T ®yj(Bl(x1,...,xml),...,Bn(xmn_lﬂ,...,:vmn)))

=1 Z )‘JT‘J(Bl('rh ?xm1)7 : B (xmn 1+1 xmn))?J])
j=1
= Z)‘JTJ(BI($1w ) Ty ), Bu(Tm,_y+1, T, ))E(Y;)
j=1
= Z )\ij ® zj(xl, cee ;Imn>
j=1

paratodoszy € Ey,...,x, € E,,onde S; :=T;o(By,...,B,)ez; =t(y;) paratodo j € N.

Como a sequéncia (y;)52, ¢é limitada e o operador linear ¢ é continuo, (2;)32, € loo(H) €

1(z5) 7% lloo < M- 11(y5) 521 lloo-
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Devemos entao provar que (5;)32, € £'(L(Gy, ..., Gnm,). Paraissosejat € L(G,...,Gp,)".

Consideremos o operador linear L(g, . p,y: L(Ey, ..., E,) — L(G4,...,Gy,) dado por

L(Bl ----- Bn)(T) :TO<Blv"'JBn)~

Claramente L, . p,) ¢ continuo (devido a continuidade das aplica¢des multilineares

-----

Bi,..., By, e || L.yl < |Bill- - | Bnl|. Além disso, podemos escrever
DS = ZW (Tyo (Bry-- o, B = Y 10(Liay (TN
j=1 J=1
= D> WoLm,.s)T) <o L, poll” 1T, < oo,
j=1

poisYoLp, . B, € L(E,...,E,) e (Tj);";l e lY(L(Ey,...,E,)). Sendoy € L(GY,...,Gu,)
arbitrédrio, conclufmos que (5;)32, € £Y(L(Gy,...,Gm,)). Entao

Z)\ij & Zj(l'l, RN ,fl?mn>
j=1

é uma representacao de to Ao (By,. .., B,) na forma (2.1), e portanto to Ao (By, ..., By,)

é hiper-(s, r)-nuclear. Além disso,

105351 b < WLy |- 1(T3) 2l < Bl - 1Bl - [1(T5) 71 o -

Finalmente,

[0 Ao (Br . Bu)lleww, ., < IOl 1055 - 1)l
<l Ol 1Tl - 1) lle) - 1Bl 1Bl

Tomando o infimo sobre todas as representagoes hiper-(s, r)-nucleares de A obtemos

[to Ao (B Bulleww,,, <IN Alcwn,,, - I1Bill---I1Ball,

completando a demonstragao de que (Lyn, ., ||| 2y, X ) é um hiper-ideal p-Banach. [

s5,7)

Como caso particular do teorema acima concluimos que a classe Ly das aplicagoes

multilineares hiper-nucleares (cf. Observagao 2.2.8(ii)) é um hiper-ideal de Banach. Temos
ainda o

Corolario 2.2.10. EN Lyn.
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Demonstracao. A inclusao segue das definigcoes. As classes sao diferentes pois Ly €
hiper-ideal (Teorema 2.2.9) e Ly nao é (Exemplo 2.2.6). O

Para provar que Ly é o menor hiper-ideal de Banach necessitamos da seguinte ca-

racterizacao da norma hiper-nuclear:

Lema 2.2.11. Para toda aplicagao A € Ly (F1, ..., Ey; F), vale que

| All 2y = inf {Z (Al T3] - Iij||} :
j=1

onde o infimo € tomado sobre todas as representagoes de A na forma (2.1).

Demonstragao. De fato, fixemos uma representacao »  A\;T; ® y; de A na forma (2.1).
j=1
Temos

ZIAI 151 Nyl < 117552 oo - 1Y) 21 Moo - (ZI )

J=1
= 52l - (T35 Moo - 1(3)5721 Ml

Tomando o infimo sobre todas as representacoes de A, temos

inf {Z Al - T3] HyjH} < 1Al s

j=1
Por outro lado, podemos supor sem perda de generalidade que 7 # 0 e y; # 0 para todo
j € N. Consideremos as sequéncias (p;)32; C K, (5;)52, € L(Ey, ..., E) e (25)32, € F
dadas por:

i = MIT - gl S5 = T2 e 2 = 2o

1751 ;]
Notemos que ) ;1;5; ® z; é uma representacao de A, pois:
]—1
o [ ()32l = Z il = Z Al TN T < 11CA D52 - 11(T5)52 0 oo - 1l (w3)521 Mo < 005
. II( 1)521lloe = II(ZJ)J 1||oo =1
o Zu]S ® z; = E)\T ®y; = A.
Jj=1 Jj=

Temos entao

)32l - 1055)52 Moo - 11(2) 520 oo = Z|A| 150 - gl
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e portanto

{ZIM-HY}H-H%H} {C)52alle - 1052l - ()52 oo } -

Por fim,

1Al g = 0 {0 ()52l 110S5)520 oo - Ml (27)520 Moo § Sinf{ZIAjI-IITjH - Iijll,}

j=1
donde segue a igualdade. O
Chegamos, finalmente, ao resultado procurado:

Teorema 2.2.12. A classe (Lyn, || - ||lz,) das aplicacoes multilineares hiper-nucleares
€ o menor hiper-ideal de Banach, no sentido de que (Lyn, || - ||lz,) € wm hiper-ideal
de Banach e se (H,|| - ||») € um hiper-ideal de Banach arbitrdrio, entio Lypn C H e
- Ml < Nlzpin-

Demonstragao. Ja sabemos do Teorema 2.2.9 que (Lyns, || - |l2,,) € um hiper-ideal de

Banach. Seja (H, || - ||3) um hiper-ideal de Banach. Dada A € Lyn(Eh,. .., Ey; F), tome

uma representacao
> NT @y
j=1
de A na forma (2.1). Pelo Lema 2.2.11,
ST Dyl < oo
j=1
Entao, dado € > 0 existe ky € N tal que, para k > ko,

DI IS sl < e (2.5)

Jj=k

Por outro lado, consideremos By, := Z AT @ yj. Como H ¢ um hiper-ideal e cada By,

tem posto finito, pela Proposicao 2. 2 2 temos By € H(FE1, ..., E,; F). Além disso, para
todos k > 1 > ko,

k k
1B = Billx = < N IT @yl = D N IT -yl <&,

y  J=itl j=i+1

k
S NT @y,

j=i+1
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ou seja, (By)g2, ¢ uma sequéncia de Cauchy. Sendo (H, || - [|%) um hiper-ideal de Banach,
(By)32, converge para alguma aplicagao n-linear B € H(E, ..., E,; F') na norma || - [|4.
Da desigualdade ||-|| < ||+ || (cf. Proposigao 2.1.6), sabemos que a convergencia na norma
|| - ||3 implica na convergéncia na norma uniforme; e na norma uniforme (By)2, converge
para A, entdo A = B. Portanto A € H(F1,...,E,; F) e Ly € H como queriamos.

Por dltimo verifiquemos que ||A|ly < ||A||z,, . Para cada representagao hiper-nuclear

Y AT} @y, de A, temos
j=1

1A < Y INT @ yslle = D INT; @yl

j=1 j=1
onde a ultima igualdade segue da Proposi¢ao 2.1.7. Tomando o infimo sobre todas as

representagoes hiper-nucleares de A segue do Lema 2.2.11 que ||Al|x < || Az, - O
Corolario 2.2.13. Valem as seguintes inclusoes:

LANew © rh0 € L7 C Ton

Demonstracao. De fato, por ser un hiper-ideal de Banach sabemos que cada componente
de (Lyn, ||| 244, ) € um espaco de Banach que contém as aplicagoes de posto finito. Entao,
de L C Ly, obtemos E_]:”'HEHN C EHNH'”L”N =LynveLrC Lyy.

Agora, dada A € Lyn(E1,. .., E,; F) com representacao hiper-nuclear Y N1 ® y;,
=1
para cada k considere

k
Be= Y AT 0 € LB Bt )

Jj=1

Entao dado ¢ > 0, para k suficientemente grande tem-se

1A= Bl < D7 N IT0 - Dyl < e
j=k+1
ouseja, (By)2, converge para A na norma uniforme, o que implica A € Lz(Ey, ..., E,; F).
O

Observagao 2.2.14. Na linha do que foi feito nesta segao, verificaremos mais adiante (cf.
Exemplo 2.4.3) que um outro multi-ideal muito estudado, a saber a classe das aplicagoes
multilineares fracamente sequencialmente continuas, nao forma um hiper-ideal. Também
neste caso apresentaremos um novo hiper-ideal que, assim como as aplicagoes fracamente
sequencialmente continuas, coincide no caso linear com os operadores completamente

continuos (cf. Proposigao 2.4.7).
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2.3 Meétodo da fatoracao

Buscamos a partir de agora maneiras de construir hiper-ideais a partir de subclasses da
classe das aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach. O primeiro passo
¢, naturalmente, tentar generalizar os métodos descritos na Segao 1.5 para multi-ideais.
Nesta secao tentamos generalizar o método da fatoracao. As dificuldades encontradas
nesta tentativa devem ser entendidas como manifestacoes de como é restritiva a condicao
de hiper-ideal. Explorando essas dificuldades, e buscando alternativas, estamos testando

os limites do conceito de hiper-ideal.

Defini¢ao 2.3.1. Seja n € N. Uma parti¢ao do conjunto {1,...,n} é uma colegao de

subconjuntos dois a dois disjuntos da seguinte forma:

(1 (1 (2 (2 (m -(m
G oGP, P Y u Y = {1, ),

onde m,ki,... . km € N, m = ki + -+ + km, 50 = 1, j,g:) =n, i <. < j]g? e
j,ﬁj_) < j,i:;l), 1=1,...,m — 1. Nesse caso escrevemos simplesmente que {jfl), . ,j,g)} U
U {jlm), o ,j,g:)} é uma particio de {1,...,n}. Dizemos ainda que uma partigdo como

esta tem comprimento m.

Por exemplo, {1,3} U{2,4} é um partigao de {1,2,3,4} de comprimento 2.
As duas técnicas a seguir sao tentativas a priori legitimas de método da fatoragao para

hiper-ideais:

Definigao 2.3.2 (Métodos da fatoragao fraco e forte). Seja G uma subclasse da classe das
aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach. Denotamos por G" a uniao
de todas as componentes G(F1,...,E,;; F):=GNL(E,,...,E,; F),onde Ey,...,E, e F
sdo espacos de Banach. Suponhamos que G! seja um ideal de operadores.

(i) Dizemos que uma aplicagao n-linear A € L(E,..., E,; F') pertence a H,,(G), e neste
caso escrevemos A € H,,(G)(Ey, ..., Ey; F), se existem uma partigao I1 = {j{l), . ,j,(;)}u
U {jfm), . ,j,g:)} de {1,...,n}, espagos de Banach Gy,...,G,, e aplicacdes B; €
Q(Ejgi), o ,Ej’(ji);Gi)7 i=1,...,meC € L(Gy,...,Gp; F) tais que

A:CO(Bl,...,Bm).

Neste caso dizemos que Co(By, ..., B,,) é uma fatoracio de A por G em relagao a parti¢ao
I1.

(ii) No caso em que A se fatora por G em relagdo a qualquer particao de {1,...,n},
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dizemos que A pertence a H(G) e escrevemos A € Hy(G)(En, ..., Ey; F).

(Elx---xEj@))x(Ej(g)><---><EA<2>)><---><(EA<m>><--~><En)
kq 1

ko J1

B1€G Baeg Bmeg

Gy X Go X - X G, ¢ F

Mimetizando a quasi-norma do método da fatoragao para multi-ideais, definimos a fungao
|| ’ ||Hw(g)i Hw(g) — [0,00) por

1Ay = MEL(ICI - | Billg - - | Bmllg

onde o infimo é tomado sobre todas as fatoragoes C'o (By, ..., B,,) de A por G em relagao

a todas partigoes por meio das quais A se fatora.

Observacao 2.3.3. Quando escrevemos

A:CO(Bl,...,Bm),

com A se fatorando em relacao a uma particao {jil), . ,j,g)} U---u {j%m), . ,j,g:)}
de {1,...,n}, naturalmente estamos efetuando as permutagoes necessdrias para que a

igualdade faca sentido. Por exemplo, se tivermos uma aplicacao A: E1 X Fy X F3 X Ey —

F que se fatora por G em relagao a particao {1,3} U {2,4}, ao escrevermos
A= Co (Bl, BQ),

onde By € G(E4, E3;G1), By € G(Fs, Ey; Go) e C € L(G1,Go; F), esta subentendido que

queremos dizer

A($1,$27x37x4) - C o (317 BQ)($17$2ax37ZE4) - C(Bl(l'l,l'g), BZ(manéL))-

O método da fatoracao fraco padece de uma dificuldade que salta aos olhos: se uma
aplicagao A se fatora em relacao a uma particao Il; e uma aplicacao B se fatora em
relacao a um particao Il # II;, ndo ha como garantir que A + B se fatora em relagao
a alguma particao. Ou seja, em geral nao ha como garantir que as componentes sejam
espagos vetoriais. Vejamos que, uma vez superado este problema, as coisas funcionam

bem:
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Proposicao 2.3.4. Seja (G, | - |lg) hiper-ideal p-normado. Entao:

(i) Hy(G) € hiper-ideal se, e somente se, toda componente H,(G)(E1,...,E;F) €
subespago vetorial de L(Ey, ..., Ey; F).

(it) Se Hy(G) € hiper-ideal, entao (Hy(G), || ||2.(@)) € (p/n)s>,-normado se, e somente
se, |||lnw (o) satisfaz a desigualdade p/n-triangular em toda componente Hy,(G)(En, . .., En; F).

Demonstragao. (i) Uma implicacdo é 6bvia. Para a outra provemos que H,(G) é um
hiper-ideal. Consideremos M = ¢1 ® -+ ® ¢, @b € L(Fy,...,E,; F), onde ¢; € E.
1=1,...,neb¢& F. Sabemos que G contém as aplicacoes de tipo finito por ser hiper-
ideal, logo

M=1TI,0(p1,...,¢n)
¢ uma fatoragdo para M por G em relacao a partigdo {1} U--- U {n}, e portanto M €
Ho(G)(Er, ..., By F).

Mostremos que H,,(G) satisfaz a propriedade de hiper-ideal. Para isso sejam naturais
1<s1 < <8y, A€ Ho(G)(Ey,....,E;F), t € L(F;H) e Dy € L(Hy,...,Hy; Ey),
..D, € L(Hs, ,41,...,Hs,; E,). Entao existe uma particao de {1,...,n}, digamos
{jgl), . ,jlg)} U---u {jlm), . ,jé:)}, em relacao a qual A se fatora por G, digamos

A:CO(Bl,...,Bm),
onde B; € g(Ej(i),...7Ej(i);Gi), i=1,....meC € L(Gy,...,Gy; F). Disso segue que
1 k

toAo(Dy,...,D,) = to(Co(By,...,By))o(D1,...,D,)
= (tOC)O(Blo(Dj(l),...,Dj(l)),...,BmO(Dj(m),...,D.(m))).
1 k1 1

Tk

Como G é hiper-ideal, temos

s

Bi(Dj(i),...,Dj(i)) S Q(Hs_m 1y, Hy
1 k; J1 —1

paratodoi=1,...,m,etoC € L(Gy,...,G,; H). Portanto
tOAO(Dl,...,Dn) GHw(g)(Hl,,Hmn,H)

(77) Novamente apenas uma implicacdo demanda demonstracdo. Suponhamos que a
funcao || - ||, (g) satisfaca a desigualdade p/n-triangular em toda componente de H,(G).

Vamos mostrar que || - |3, (g) satisfaz as outras propriedades de norma.

(1) Suponha A € H,(G) e [|Alls., ) = 0. Para toda fatoracdo A = Co (By,...,By)

por G vale que

JAI < ICI- Bl M1 Bmll < [IC1 - 1 Bullg - - 1 Bmllg,



2.3. Método da fatoracao 51

entao || A|| < ||A|l#.(g)- Disso segue que A = 0.
(2) Sejam A € H,y(G) e A € K. Se A #0,

[IAAl22,(¢) = WE{[]AC] - [[Billg - - - [| Bmllg }
= [AL-id{[[C} - | Billg - - [ Bmllg} = [Al - [[Allatu9),

onde usamos na primeira igualdade que C o (By, ..., B,,) é fatoragao de A se, e somente
se, (A\C) o (By,...,By,,) é fatoragdo de AA. Para A\ = 0 a igualdade é clara. Com isso a
condigao (a) da Definigao 2.1.2 estd satisfeita.

Verifiquemos (b) da Defini¢ao 2.1.2. Da desigualdade || - || < || - ||1,,(g) provada acima
jé sabemos que ||,|/%,(g) = 1. Por outro lado, para cada particao {j{l), o ,j,g)} U---U

{jfm)77jl(c:)} de {1,...,71,},
[mO ([km"'vjkm)

é uma fatoracao de I,, por G e

[l Mrallg - M llg = 1.

Disso segue que ||, ||7, () < 1, e portanto vale a igualdade.

(c) Sejam naturais 1 < s1 < -+ < s, A € Hy(G)(Er, ... E F), t € L(F,G) e

Dy € L(Hy,...Hy;E), ..., Dy € L(Hs, 11,...,H, E,). Seja A= Co(Bi,...,By)

uma fatoracao de A por G em relagao a uma particao {jfl), e ,j,g?}u . ~U{j§m), e ,j,g:)}

de {1,...,n}. Como vimos na demonstracao do item (i) dessa proposigao, temos
toAo (Dl, o ,Dn) = (t o C)(Bl<Dj(1), R Dj(1)), - ,Bm(Dj(m), cee Dj(m))),
1 k1 1 km
donde segue que
||t oAo (Dl, R Dn)HHw(g)

<|toCll-[BUD;w, - D.w)llg -+ | Bn(D e, - -, Dom)llg
1 k1 1 k

m

< - St - 1Billg - - - [ Bmllg) - [ Dl - - [| Dul-
Como a desigualdade vale para qualquer fatoracao de A por G, segue que

[t Ao (D, Du)llaug) < It - 1Al 1 DAl - - [[Dall-
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Esta claro que o método da fatoracao fraco apresenta resultados apenas parciais, pois:
(i) ndo podemos garantir que as componentes de H,,(G) sejam espagos vetoriais mesmo
que G seja hiper-ideal; (ii) mesmo supondo que as componentes sdo espagos vetoriais, nao

sabemos se a quasi-norma || - |4, g) ¢ completa.

Analisemos agora a classe ‘Hs(G) gerada pelo método da fatoragao forte. Como o

préoximo resultado deixa claro, este método parece ser mais promissor:

Lema 2.3.5. Se G é um hiper-ideal, entdo as componentes de Hs(G) sdo subespagos

vetoriais que contém as aplicacoes multilineares de posto finito.

Demonstracao. Sejam Ay, Ay € Hs(G)(E1, ..., E,; F). Fixada uma particao de {1,...,n},
a saber {jgl), o ,j,g)} U---u {j§m), . ,j,(:::)}, existem espacos de Banach Gy, ...,G1nm,
Goat, ..., Gay, e aplicacoes By € g(Eij . .,Ejl(cli);Gll), By € Q(Ejgz), .. .,Ejl(vzi);GQZ), l =
iy...,m, Cy € L(G11,...,Gim; F) e Cy € L(Gay, . ..,Gop; F) tais que

Al :Clo(Bllw'-aBlm) eAnggo(Bm,...,Bgm).

Para cadal =1,...,m, defina G; := G1; x G5y munido de qualquer uma das normas usuais
do produto cartesiano. Consideremos entao as inclusoes t1;: Gy — Gy, 19: Goy — G,
e as projecoes my;: Gy — Gy, w91 G — Gy, paral =1,...,m. Como G é hiper-ideal
temos

By := 1By + 1By € Q(Eﬁl)? e ’Ejffl); Gi).

Por outro lado, definimos C: Gy x --- x G,,, — F por
O:010(7T11,...,7T1m)+020(7T21,...,7T2m).
Entao C € L(Gy,...,Gp; F) e
CO(Bl,...,Bm)
= (Cro(mi,...,Tm) +Coo (T, ..., Tom)) © (t11B11 + t21Ba1, - . ., tim Bim + tomBam)
=Cio(myo (LB + t21B21), - .. s Tim © (LimBim + toamBam))

+ Cy 0 (91 0 (t11B11 + ta1B21), - - -, Tam © (timBim + tamBam))
=Cio (B, ..., Bim) + Cy0 (Bay, ..., Boy) = AL + As.

Como a parti¢ao é arbitréria segue que A+ A’ € H (G)(Ey, ..., Ey; F).

Dado A € K, podemos escrever

A =XCo(Bi,...,Bn) = (\C)o(Bi,...,By),
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o que prova que AA € H (G)(Fy, ..., Ey F).
Consideremos D = 01 ®---®Qp, ®b € L(FE1, ..., E,; F) uma aplicagao n-linear de tipo
finito elementar. Para cada particio {j\", ... ,j,(;)} u---u{iim ,j,(gz)} de {1,...,n},

podemos fatorar D na forma
D=B,o(T\,....,Ty),

onde, para cada [ =1,...,m, 1;: Ej(l) X oo X Ejm — K ¢é dada por
1 k

Tilx.w,....,x. =o.uplz.o) p.olx.
ORI 90]@( ]y)) 90];9( ];cn),

Bt K™ — F | By(A, .o, Am) = AL -+ Amb.

E claro que cada T} € Q(Eja), . Ej(w) por ser aplicacao multilinear de tipo finito, e
1 kg
portanto D € H (G)(Ey, ..., E,; F). O
Dados operadores lineares u;: E; — F;, i = 1,...,n, definindo

u1><---><un:E1><---><En—>F1<§>,T---<§>,TFn

por

Up X - X un(ml,...,l’n) :ul($1) ®®Un<xn)7

obtemos um operador n-linear continuo e ||uy X -+ X u,|| = ||ui|| - - - |Jun]|-

Consideremos as seguinte condigao sobre uma classe G de aplicagoes multilineares:
(¢)Sewu; € G(E; Fy),i=1,...,n,entdo uy X --- X tty € G(Ey, ..., Ep; i@y - ®:F},).

O resultado abaixo diz que, na presenca da condigao (c¢), o método da fatoragao forte

para hiper-ideais se reduz ao método da fatoracao para multi-ideais.

Lema 2.3.6. Se a classe de aplicagoes multilineares G satisfaz a condigcdo (c), entdo
H(G) = L(GY), onde G* € a componente linear de G; em particular H,(G) € um multi-
ideal.

Demonstragao. Considerando a partigao trivial {1,...,n} = {1} U--- U {n}, é imediato
que H,(G) C L(GY).

Reciprocamente, dada A € L(G)(E, ..., E,; F) existem u; € G(Ey; Fy),..., u, €
G(E.; F,) e Be L(Gy,...,Gy; F) tais que

A=Bo (uy,...,up).
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Seja {j\", ... ,j,(i)} U---u{im ,j,i:)} uma particao de {1,...,n}. Consideremos,
paracadal=1,... m, U: Euy X - X Ey —G Q.G 1y, dada por
J1 I, I I,

CACHUIRES ,xj]g?) =uw0(T0)®-© 0 (legl)),

isto é, U; = ) X X . Como G satisfaz (¢), decorre que
1 kl

U, € g (E‘(z),...,E.(z);G.(z)&X\JW”-&X\JWG.U)) , = 1,...,m.
J1 Jkl I ]kl

Consideremos a linearizacao Bj, € [i(G&@)7r @G F ) de B. Da associatividade da

norma projetiva, a aplicagao natural

km

I: (G-(1)®7r e ®71'G'(1)) ®7r e ®7r (G'(m)®ﬂ e ®7rG-(m)> — Gl®7r T ®7TG’IL
1 ]kl J1 J
¢ um isomorfismo isométrico. Entao
Brolel ((G,m@ﬂm@ﬂ(}.m) O O (G.(m@ﬂ---@ﬂG-(m)) ;F) .
N Ty J1 Ikm

Pela propriedade universal do produto tensorial projetivo (Teorema 1.4.3), existe C' €
L <G~(1)®7r s @WG,(U, c. ,GA(m)Q@W s @WG.(m);F) tal que CL = BL ol. Entéo,

J1 Jkl J1 ]km

C(yju) ® - @Yy Y om R QY.(m)
1 kp 1

Tk

= CL((ijn R ® yj;il)) R R (yan) R ® yj,im)))
=Brol((ym @ ®@yw)®@ & Yom @ ®@Y.m))
1 kp 1 Em,

para todos ¥y, ..., Y,. Assim,

CO(Ul,...,Um>($1,...,.§Cn)
= C(Ui(z ), . .. ’xjill))’ X -,Um(iﬂﬁm), e ,$j<m>))

J1 km,

= C(Ujin(%gl)) Q- ® Ui (901-](6?), - 7Uj§m>(fﬂj§m)) Q- ® Ujm (le(c:?))

= B(ui(z1), ..., up(x,)) = A1, ..., 2p)

para todos xy,...,x,, onde a pentltima igualdade segue de (2.6). Portanto A € H,(G).
O
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Com isso concluimos que, mesmo se G for hiper-ideal, em geral H,(G) é apenas um
multi-ideal, que pode nao ser um hiper-ideal. De fato, consideremos G = Lz, o hiper-ideal
das aplicacgoes de posto finito. Sabemos que £(F) = Ly, onde F ¢ o ideal dos operadores
de tipo finito (veja, por exemplo, [16, Proposition 2.3.5]). Das propriedades descritas na

Proposicao 1.4.1 segue imediatamente que L satisfaz a condigao (c), entao
H(Lr) = LILY) = L(F) = £,

onde usamos o Lema 2.3.6 na segunda igualdade. Mas, como vimos no Exemplo 2.2.1, L
nao ¢é hiper-ideal.

Fornecemos a seguir uma contribuicao desta tese para a teoria de multi-ideais:

Teorema 2.3.7. (a) Se G ¢é um multi-ideal, entao Hs(G) € um multi-ideal.
(b) Suponha que a sequinte condi¢do esteja satisfeita: para toda aplicagdo n-linear A

pertencente a Hs(G) e para toda particio I de {1,...,n}, tem-se

[Al3¢,() = WELIC] - | Bullg - - [ Bmllg},

onde o infimo é tomado sobre todas as fatoragoes Co(By,. .., By,) de A por G em relagao
a II. Neste caso, se (G, | - |lg) € um multi-ideal p-Banach, entao (Hs(G), || - l|#.(g)) € um
multi-ideal (p/n)S2_,-Banach.

Demonstracao. (a) Do Lema 2.3.5 sabemos que as componentes de H4(G) sao subespagos
vetoriais que contém as aplicagoes multilineares de tipo finito.

Verifiquemos a propriedade de multi-ideal. Sejam A € Hs(G)(E1,...,En F), u; €
LH;E), L =1,...,nete L(FH). Seja {5{",....5" u-—-u ™, i} uma
partigdo de {1,...,n}. Como A € H (G)(E\,...,E,; F), existem espagos de Banach

G4, ...,G,, e aplicagoes multilineares
B, g (Ejy),--.,Ej&);Gi) ,i=1,....m, e C € L(Gy,...,Gp; F),
tais que A = C o (By,...,B,). Entao,
toAo (uy,...,u,) = (toC)o(Byo(uy,... 7uj](€11))’...,Bm o (ujgm),...,ujm))). (2.7)

km

Como G é multi-ideal, temos

BIO(UU),...,U.(U)EQ H.(z),...,H.(z);Gl ,lzl,...,m.
J1 ]kl J1 Jkl
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Entéo (2.7) é uma fatoragao para to Ao (uy,...,u,) em relacao a partigao fixada. Como

se trata de uma partigao arbitraria, concluimos que
toAo (u,...,u,) € Hs(G)(Hy,...,Hy; H),

o que nos permite concluir que H,(G) é um multi-ideal.

(b) Mostremos agora que, dentro das hipéteses especificadas, (Hs(G), || - [|#.(g)) ¢ um
multi-ideal (p/n)32 ;-Banach. Observamos que, exceto pela desigualdade (p/n)° ;| trian-
gular, todas as outras propriedades de (p/n)S2;-norma foram verificadas na demonstragao
do item (ii) da Proposigao 2.3.4, e nada é afetado por estarmos com um multi-ideal ao
invés de um hiper-ideal. Pelo item (a) j& sabemos que I, € H (G). A demonstragao
de que ||/, = 1 é idéntica a que foi feita na demonstracao da Proposicao 2.3.4, e
também neste caso nada muda por termos um multi-ideal no lugar de um hiper-ideal.
Entao basta provar a condic@o (c¢) da Defini¢ao 1.5.2 e o item (iv) do Teorema 1.5.3.

Comegamos pelo item (iv) do Teorema 1.5.3. Para isso seja (A4;)52, uma sequéncia

em Hs(G)(Ey, ..., E,; F) tal que Z | A; ||’;{/"(g) < 00. Devemos verificar que A := ) A; €

j=1
H(G)(Er, ..., By F)e HA||p/" < E | A; H’;{/:L (¢)- Vejamos primeiramente que tal aplicagio
A estd bem definida. Como 2 < p < < 1 temos

(3] 0o n/p o) n/p

St (Siar) < (Siaig) <o

j=1 j=1 j=1
Portanto A := )" A; € L(E\,...,Ey; F).

j=1

Fixemos agora IT = {r{" ... ,r,(;)} u---u{rt™, r,E::)} uma particao de {1,...,n}.
Dado € > 0, por hipétese, para cada 7,
14511326 = mE{IC] - | Billg - - | Bl llg
onde o fnfimo ¢ tomado sobre todas as fatoracoes C7 o (B{, ..., Bl) de A; em relagio a
II. Entao existem espacos de Banach Gy,...,G,,, aplicagoes BJ € Q(E OIS VO GA),
ki
i=1,...,m,eCI € L(G],...,GI; F) tais que A; = C7 o (B],...,Bl) e
1N 11Billg -+ 1 Bhulle < (1 + )| Aoy = t5-

Podemos supor, sem perda de generalidade, que ||C7|| < 1 e ||B!||g < tl/m i =1,...,m.

De fato, sendo A; # 0, temos CV, B{, ..., BJ # 0. Entao basta escrevermos

Billg---||B | L A
Aj: || 1”9 t” m||g.C_] o ]j 'B{w'w ]j Bgn .
j 1Bl I1Bllg
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Definimos G; := (@ Gf) i =1,...,m. Sejam ¢;: G{ — G em: G — Gf as
jEN )

inclusoes e projecoes canonicas, respectivamente. Para z; = (zf );”;1 € (G, temos:
oo oo )
SIC o (g ) a1zl = YNz
j=1 j=1
o .
< DN Nz
j=1

< (i Mu) (i HZ%LH)

=zl llzmlh

Entdo C := > C9 o (myj,...,Mmj) € L(G1,...,Gp; F) e ||C|| < 1. Por outro lado, para

j=1
cadai=1,...,m, (10 B} ) °, € uma sequéncia em G tal que
Z l|eij 0 BI|I% < Z IBI|% < th/m (1+e)P/m (Z |4, ||P/m ) < .
7=1
Como (G, - ¢ um multi-ideal p-Banach, pelo Critério da Série para multi-ideais
g
(Teorema 1.5.3) segue que
o .
i ZZLUOBfGQ(ET S Ew,G e [ Billg <ZHLUOB]HP <th/m
j=1
00 .
Como || - || < |- |lg, a convergéncia B; = > 1;; o B] também se dd na norma uniforme.

j=1
Entao obtemos

C’o(Bl,...,Bm):ZC’jo(mjoBh...,wmjoBm)

j=

:OOCjo USRS OOLUCOB{C 7o+ Tmj © OobkaBfn
j J

j=1

k=1 k=1

:cho <Z7T1jOL1kOBf,...,Z7ijOLkaBfn>
j=1 k=1 k=1

= CVo(Bi,....B)) =) A;=A
j=1 j=1
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Como a parti¢ao II de {1,...,n} foi escolhida sem qualquer restri¢ao, concluimos que
A€ H (G)(Er,...,E,; F). Por hipétese,

[All3¢ ) = I - 1 Billg -+ 1 Brallg}s

onde o infimo é tomado sobre todas as fatoragoes C' o (B],..., B! ) de A em relacao a II.

Disso e de 2 < £ segue que
n m

1Al ) = mfLIC | - 1Billg - [ Brulg}*/™ < [CIP/™ - | Ballg™ - | Bl

00 1/n 00 1/n 00 m/n
(Ztm ---(Ztﬁ/m> :<Zt§/m> = (It llopm) ™ *

Jj=1 Jj=1

IN

[e.9]

= (1)) < (M) llpy)”™ = D 8"

7=1
(14¢)P/" (Z |4, Hg;{:(g)

onde o infimo apds a primeira igualdade é tomado sobre todas as fatoracoes de A em
relacao a II. Fazendo ¢ — 0, o resultado segue.

Resta apenas provar a condigao (c¢) da Definigdo 1.5.2. De acordo com a Proposigao
2.3.4, resta apenas a desigualdade de multi-ideal. Por meio de (2.7), da defini¢do de

| - |#. () e por propriedades da p-norma || - ||g, tem-se

[t o Ao (ur,....un)||2.(9)
<60 Cll 1By o (s s w)llg 1B o (s )l
kq 1 km

< [t ISt - 1Billg - - - [ Bmllg) - uall - - - [Junl]-
Pela arbitrariedade da fatoracao e da particao, segue que

[to Ao (ur,. .o un)llang) < IE - 1A - lluall- - [luall-

[]

Cientes de que os métodos da fatoracao fraco e fatoracao forte apresentam resultados
aquém dos desejados, devemos buscar refinamentos desses métodos que levem, eventual-
mente, a resultados mais satisfatérios. Uma estratégia é tentar obter hiper-ideais impondo
uma condicao sobre o comprimento da particao em relacao a qual as aplicacoes se fato-

ram, visando garantir que as componentes da classe sejam espagos vetoriais, e a0 mesmo
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tempo tornar possivel a adaptagao da demonstracao da completude via Critério da Série
(Teorema 2.1.9). Duas possibilidades se apresentam nesta direcao:

(i) Impor a condigao de que o minimo entre os comprimentos das partigdes em relagao
as quais duas aplicagdes multilineares distintas de H,,(G) se fatoram seja o comprimento
de uma particao em relacao a qual as duas se fatoram. Dessa forma estaria garantida
a condigao de que as componentes de H,,(G) sejam espagos vetoriais. Entretanto, nao é
dificil verificar que a classe gerada dessa forma coincide, novamente, com o multi-ideal
L(G'), que, como vimos, nao ¢ um hiper-ideal em geral.

(ii) Tomar o caminho inverso e exigir que o maximo entre os comprimentos das
partigdes em relagdo as quais duas aplicagoes multilineares distintas de H,,(G) se fa-
toram seja o comprimento de uma particao em relagao a qual as duas se fatoram. Assim
também resolveriamos o problema da preservacao da soma. Mas, nesse caso, a classe
gerada coincidiria com G se esta for um hiper-ideal; e com isso nao estariamos criando
um novo hiper-ideal a partir de um hiper-ideal dado.

Diante dos problemas apresentados pelos métodos da fatoracao fraco e fatoragao forte,
e da insuficiéncia das estratégias esbocadas acima, concluimos que, para a geragao de
hiper-ideais, o método da fatoracao precisa ter sua filosofia alterada. Acreditamos que
tudo o que fizemos até agora nesta secao justifica esta opcao. Apresentamos a seguir
uma classe, gerada por uma adaptagao da filosofia do método da fatoracao, que apresenta

resultados bem mais satisfatorios para a geragao de hiper-ideais:

Definicao 2.3.8. Seja G uma subclasse da classe das aplicagoes multilineares continuas
entre espagos de Banach. Dados n € N e espacos de Banach Fy,..., E,, F', definimos
L(G)(Ey,...,E,; F) como o espago gerado pelas aplicagdes multilineares que podem ser
escritas na forma

A:CO(Bl,...,Bm),

onde {jfl), . ,j,(;)}u- : -U{jlm), . ,j,iz)} é uma partigao de {1,...,n}, paral =1,...,m,

B, € g(Ej(z), .. ,Ej(z); Gl), eC e ,C(Gl, ce Gm; F)
1 Ky
Se a cada componente G(Ey, ..., E,; F) de G esta associada uma fungao

|- llg: G(En, ..., Ey; F) — [0,00), definimos ainda || - ||zg) : £(G) — [0, 00) por

)

S
onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes de A na forma A = > C; o
i=1

G - ”BJIZ)

1A]lz(g) = inf {Z Gl - 11 B0
i=1

(Bj@, ce Bj(w), onde Bj(i), e ,Bj@-) pertencem a G para todo i.
1 k; 1 ky

(3
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Teorema 2.3.9. Se (G, | - |lg) € um hiper-ideal p-normado, entao (L(G),| - ||lz@)) € um

hiper-ideal normado que contém G.

Demonstracao. (1) Pela definigdo de £(G), cada componente L£(G)(FE,..., E,; F) é um
subespago vetorial de L(Ey,..., E,; F) que contém G(Ey, ..., E,; F). Como G contém
as aplicagdes multilineares de tipo finito, por ser um hiper-ideal, entdo £(G) também as

contém.

(2)Selgm1<---<mn,AGE(Q)(El,...,En;F),DlEE(Gl,...,Gml;El),...,Dn
LB

s

S
LG, 415y Gm,; En) et € L(F; H), entao podemos escrever A = > CZ-O(Bju), e j(i))
1 1 k.

(3

?
1=

onde Bj(z-), cee Bjm sao elementos de G para todo i =1,...,s. Dali,
1 k;

7

toAo(Dy,...,D,) =to (ZOw(Bj;»,...,ng)o(Dl,...,Dn))
i=1 ¢

k;11)+1, NN ,Dn>> .

ZZtOC,;O B.(i) O(Dl,...,D.(i)),...,B.(i) O(D.(z
P J1 VAl ]ki J

Como G ¢ hiper-ideal,

Bj(i)O(D]_,...,Dj(i)),...,Bj(i)O(DA( ,Dn)
1 k;

1 TN
sao elementos de G para todo i = 1,...,s. Portanto

toAo(Dy,...,Dy,) € LIG)Gy,...,Gp,; H).

S
Mostremos que || - ||z(g) ¢ uma norma. Dada A =3 C;o (Bjm, . ,Bj(i)), temos
—1 1 k;

1=

S S
41 < 3 IGH- 1Bl -+ 1B < 31 1Bplo - 1B ple
1=

=1

Como esta majoragao vale para toda representacao de A, segue que [|Al| < [|Al|g). Dessa

forma, se ||Al|zg) = 0, entdo A = 0. A reciproca ¢é imediata.
S
Notemos que, para A # 0, temos que »_ C; o (Bju), o ,Bj@)) é representacao de A se,
i=1 1 k;
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S
e somente se, »_ AC; o (Bj@, . B].@) é representacao de AA. Dal,
‘ 1

i=1 L5
g}

A Al 2(9)

inf {Z INGil - 1B,
=1

6+ 1B

= inf {Z A NG 1B o llg -+ 1B, g}
i=1 ‘

= In -inf{ZHCiH 1Byl 11Byo g}
i=1 ¢

= [A- |4l 29,

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes de A. Para A = 0 a igualdade é

imediata.
S1
Sejam A, A" € L(G)(E,...,E,; F). Entao, para quaisquer representagoes »  C; o
i=1
52
(B.w,...,B.w)de Ae > Clo(B,...,B ) de A, a soma
J1 Ik, i=1 ! VA Ik,
S1 52
Z;Ci o (B, Bj£i>) + z;q/ o (B;yn e aB;;Ci))
¢ uma representacao para A + A’. Entao
S1 52
1A+ Al e < D NICH - 1B llg - - ||le<€z‘i>||g +>lc - 1Bollg - ”B;;ii) g-

i=1 =1

Como as representacoes de A e A’ sdo arbitrarias, tem-se
1A+ Allz@) < 1Allz@) + 1A 2)

provando que || - ||z é uma norma.

Verifiquemos que ||1,||z) = 1. Ja sabemos que
L= 1] < Mulleco)

Por outro lado, I,, pode ser vista como representacao de si mesma, uma vez que pertence
ao hiper-ideal G, entao
[ nlleig) < Mallg =1,

donde segue a igualdade.

Resta mostrar a desigualdade de hiper-ideal. Seguindo as conclusoes de (2), sabemos
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que dada uma representacao »  C; o (Bj@), . ,Bj@) de Aem L(G)(EL,...,E,; F),
‘ 1 k;

=1

S

Z(t o) Cz) o) (Bjy)(Dl’ o v ey Djy)), oo ,Bj](ci)<Dj(i—11)+1, oo ,Dn))

k
=1

é uma representagao de t o Ao (D1, ..., D,). Disso segue que

[to Ao (Dy,...,Dn)llew)

=1

S
<ol (Z G- 1Bl 1B, g> Dy 1Dl
onde usamos na ultima desigualdade que || - ||g satisfaz a desigualdade de hiper-ideal.

Como a representagao de A é arbitraria,
[to Ao (Dy,..., Dn)lle) < [IH] - [[Alle) - [Pl -+ - [ Dall-

]

Dessa forma, apesar de nao termos a completude, esta tltima classe £(G) apresenta
resultados bem melhores, pois nenhuma condi¢ao é imposta para que suas componentes
sejam espagos vetoriais.

No caso de multi-ideais, o método da fatoracao gera classes que, em geral, sao menores
que classes geradas por outros métodos (veja, por exemplo, [16, Proposition 2.3.4] ou
[7, Proposition 11(b)]). Abaixo damos um critério para decidir quando a classe £(G)
estd contida em um determinado multi-ideal, e portanto quando estd contida em um
determinado hiper-ideal.

Proposicao 2.3.10. Sejam G e H classes de aplicagcoes multilineares continuas entre
espacos de Banach. Considere as sequintes condicoes:

(a) L(G) CH.

(b) Se A; € G(En, 111,y En;; Fi), com 0 = ng < ny--- < ng ei = 1,...,k, entdo
definido Ay x -+ x Ag: By X --- X B, — 1@y @, F}, por

(Ap X - X Ap) (1, ooy xn,) = A1(@n, o @0y) @ @ Ap(@y_ 415+ -5 Ty,

tem-se Ay X -+ x A, € H(El,...,Enk;Fl(@W---@WFk).

Entao (a) = (b) e, se H € multi-ideal, entdo (a) e (b) sdo equivalentes.
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Demonstracao. (a) = (b) Nas condicoes de (b), como A; pertente a classe G para todo

t=1,...,k, segue
AlX---XAk:Uko(Aly--wAk)G‘C(g)gH’

onde oy, ¢ a aplicagdo multilinear canonica (veja Teorema 1.4.3).

Suponhamos que H seja um multi-ideal e provemos que, neste caso, (b) = (a): Seja

A uma aplicagdo multilinear pertencente a classe £(G) com representacdo A = Y C; o
i=1
(Bj(i), e Bj(w ). Podemos escrever
1 k;

C;o (Bj(m ce Bjm) = (Ci)Lo (Bjm X +ee X Bja‘)),
1 k; 1 kg

parai=1,...,s. Como Bju‘), . ,Bj(z-) s@o elementos de G, por (b) segue que Bj@) X - X
1 k; 1

Bju) pertence a classe H. Sendo H um multi-ideal, concluimos que
k.

K3

A= Z_;<CZ>L o (B].Y) X X B]l(:l))

pertence a classe H, como queriamos. O

2.4 Ideais de composicao

Veremos nesta secao que, ao contrario do método da fatoragao, os multi-ideais de
composi¢ao (Definigdo 1.5.5) sao perfeitamente adaptados ao conceito de hiper-ideais.
Isso nos permitira concluir que mais algumas classes cléssicas de aplicagoes multilineares
sao exemplos de hiper-ideais. Assim como na defini¢cao de hiper-ideal fechado (Definigao
2.1.4), um ideal de operadores Z cujas componentes sao fechadas em relagdo a norma

uniforme ¢é chamado de ideal fechado, ou seja, (Z,|| - ||) ¢ um ideal de Banach.

Teorema 2.4.1. SeZ é um ideal de operadores, entao ZoL € um hiper-ideal. Se (Z,|-||z)
¢ ideal de operadores p-normado (p-Banach, respectivamente), entao (Z o L,|| - ||zoc) €
hiper-ideal p-normado (p-Banach, respectivamente). Em particular, se Z € fechado, entdo

Z o L é um hiper-ideal fechado.

Demonstragao. (1) Como ja sabemos que Z o £ é um multi-ideal, entao suas componentes

sao espacos vetoriais que contém as aplicacoes multilineares de tipo finito.

(2) Consideremos By € L(G1,...,Gm; E1), ..., By € LG, 141y, G, En), onde
my <. <my, A€Zo L(Ey,...,E,;;F) et € L(F;H). Podemos escrever A = v o C,
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onde C € L(Ey,...,E,;Fy) ev € Z(Fy; F). Definindo u := towv € Z(Fi;H) e D :=
Co(By,...,B,) € L(Gy,...,Gpn,; F1), segue que

toAo(By,....,B,)=to(voC)o(By,...,B,)=(tov)o(Co(By,...,B,)) =uoD,

o que prova que to Ao (By,...,B,) € Zo L(G,...,Gp,; H).

Como ja sabemos que (Z o L, || - ||zoz) ¢ um multi-ideal p-normado (p-Banach, res-
pectivamente) no caso em que (Z, | - ||z) ¢ ideal de operadores p-normado (p-Banach,
respectivamente), resta verificar apenas a condi¢ao (¢) da Definigao 2.1.2. Com efeito,

segundo a notagao do paragrafo anterior, temos

[toAo(By,...,Bu)llzor < |tovlz-[|Co(By,..., Bl
< el - Nollz - 1CT- 1Bl - - [1Ball

Como a representacao A = v o C' é arbitraria, segue que

[to Ao (By, ..., Bo)llzoc < It - [[Allzog - | Bull - - - [ Ball

]
Exemplo 2.4.2. Dizemos que uma aplicacao multilinear A € L(E\,...,E,; F) é com-
pacta (fracamente compacta, respectivamente), se A(Bg,, ..., Bg,) é um subconjunto re-

lativamente compacto (relativamente fracamente compacto, respectivamente) de F'. Cha-
mamos de I e W os ideais dos operadores compactos e fracamente compactos, respec-
tivamente, e de Lx e Ly as classes das aplicagoes multilineares compactas e fracamente

compactas, respectivamente. Pelczyniski [40] provou que
Li=KoL e Lyy=WolL.

Sabendo que essas classes sao fechadas na norma uniforme, segue do Teorema 2.4.1 que
as classes das aplicagoes multilineares compactas e fracamente compactas sao hiper-ideais

fechados.

Estudaremos em seguida entao outra classe bem estudada (veja, por exemplo, [2, 14,

20]).

Exemplo 2.4.3. Dizemos que uma aplicacao multilinear A € L(E, ..., E,; F) é fraca-
mente sequencialmente continua se para quaisquer sequencias (xé);”;l CE,l=1,...,n,

que convergem fracamente, digamos para x; € Fj, respectivamente, tivermos

A(a:}, @) = AT, ),
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onde a convergéncia é na norma de F. A classe das aplicagoes multilineares fracamente
sequencialmente continua é denotada por L,,.. No caso linear, a literatura consagrou o

termo operador linear completamente continuo, e usaremos o simbolo CC para denotar o
1

wsc*

ideal formado por esses operadores. Ou seja, CC = L Usando o fato que operadores
lineares sao continuos em relagao as topologias fracas no dominio e no contra-dominio
[12, Proposicao 6.2.9], é imediato que L5 é um multi-ideal. Por outro lado, vejamos que
Lse nao é um hiper-ideal.

De fato, consideremos a aplicacao
At ly x by — by, A((25)720, (y5)720) = (2595) 724

Claramente A é uma aplicagao bilinear e da desigualdade de Holder segue que A é
continua. Mais ainda, ||A]| < 1. Notemos que A & L,.(*(;¢1). Para isso seja (e;)32;
a sequéncia dos vetores unitdrios canonicos em fy. E sabido que (e;)32, converge fra-
camente para zero em fy. Agora, pela definicao de A, A(e;,e;) = e; para todo i, e se
A € Lyse(Po; 0y), entao (A(e;, e;))22, deveria convergir para A(0,0) = 0 em norma. Mas
isso nao ocorre, visto que ||¢;||; = 1 para todo i € N. Portanto A & L,.(*l2; (1).

Por outro lado, sabemos pelo Teorema de Schur [12, Teorema 6.2.12] que Id,, €
CC(ly;¢1). Entao, se L. fosse hiper-ideal terfamos ter A = Idy, 0 A € Lysc(*la; 1), 0

que nao ocorre.

Introduzimos a seguir uma classe que adapta o multi-ideal £, para a teoria de hiper-

ideais.

Definicao 2.4.4. Sejam FEy,..., FE, espacos de Banach. Dizemos que uma sequéncia

((zf,...,2}))%2, em Ey X --- x E, converge multilinearmente para (zy,...,z,) € Ey x
- X E, se a sequéncia (T(:Ejl., .., 2}))32, converge para T'(zy,...,x,) para toda forma

n-linear T € L(Ey, ..., E,). Dizemos ainda que a sequéncia ((zj,...,x7));2, é multiline-

armente convergente se existe (z1,...,2,) € Ey X --- x E, de modo que ((z},...,2}))32,

converge multilinearmente para (z1, ..., z,).

Chamamos uma aplicagao A € L(Ey, ..., E,; F) de multilinearmente sequencialmente
continua se, para toda sequéncia ((3:]1, o, xf))3ey em By X -+ X B, que converge multi-
linearmente, digamos para (z1,...,x,), tivermos

A(le-, s @) = Az, T)

na norma de F. Neste caso escrevemos A € L,,s.(E1, ..., Ey; F).
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E claro que esta classe também generaliza, para o caso multilinear, os operadores
1

msc*®

completamente continuos, isto é, CC = L
A convergéncia multilinear nao apresenta todas as caracteristicas de uma convergéncia
usual; vejamos, por exemplo, que a convergéncia multilinear nao implica que as sequéncias

de cada uma das coordenadas sao limitadas e que nao ha unicidade do limite multilinear:

Exemplo 2.4.5. Dado um espago de Banach F, tome 0 # x € E. Para toda forma
bilinear T' € L(?E),
. i 1 j
T(jv,— | = ET(x,x) ——0=T(0,y) =T(y,0)
J

(o)

para todo y € E. Assim, (j:c, J%) converge bilinearmente para (0,y) e para (y,0),
j=1
qualquer que seja y € E. Mais ainda, a sequéncia ( jx);?‘;l nao ¢ limitada em FE.

Para o nossos propdsitos, a seguinte limitacao sera suficiente:

Lema 2.4.6. Seja ((z,...,27))52, € Ey X --- x E, uma sequéncia multilinearmente
convergente para (T1,...,x,). Entdo existe K > 0 tal que ||z}||---||z}|| < K para todo
Jj €N, e portanto ||z1] - - ||z.| < K.

Demonstracao. Seja p € (E1<§> e @En)’ Pela Proposi¢ao 1.4.6 sabemos que existe B €

L(E, ..., E,) tal que By, = ¢. Da convergéncia multilinear de ((x7,...,27%))32, temos

= B(x]l,,x?) — B(xy,...,2y)

= BL(11® - ®7,) = (11 Q- @ 1y,).

Como ¢ é um funcional linear qualquer em F\® ---®F,, concluimos que a sequéncia

(le ® -+ ®@2})52, converge fracamente para ¥; ® -+ ® x,. Sabemos que toda sequéncia

o)

fracamente convergente é limitada (ver [12, Proposicao 6.2.5]), entao (zj ® --- @ 7)., é

limitada em E1® --- ®E,, ou seja, existe K > 0 tal que

3]l N2l = 7(aj @ - - @af) < K,

para todo j € N. Também por [12, Proposi¢ao 6.2.5] e pela limitacao acima segue que

loall - llzall = (21 @ - - © 20) < liminf j]]--- [l27] < K.
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Teorema 2.4.7. A classe L. das aplicacoes multilinearmente sequencialmente conti-

nuas € um hiper-ideal fechado.

Demonstragao. (1) Sejam A, B € Lyse(Er, ..., En; F) e ((x],...,27))52, € Eyx--- X B,

convergindo multilinearmente para (z1,...,z,). Entao (A(xj,...,27))32, converge em
norma para A(zy,...,z,) e (B(zj,...,27}))52, converge em norma para B(zi,...,%,).
Segue que

(A+AB)(z},...,a))52y = (Alxj,...,2}) + AB(xj,...,x}))5

»Lj))j= »Lj))j=1

converge em norma para
Az, ... xn) + AB(21, .. xn) = (A+ AB) (21, ..., 7).

Portanto A + AB € L,,s(E1, ..., Ey; F).
Agora, sejam T € L(Ey, ..., E,) ey € F. Se ((x},...,27))32, € E1x---xE, converge

multilinearmente para (z1,...,x,), em particular é verdade que

T(ax},...,a0) — T(z1,...,2)

em K. Disso segue trivialmente que

(T@y)(xi, o) =T(x

' T },...,x?)y—>T(x1,...,xn)y: (T Ry)(x1,...,2)

na norma de F. Entao T®y € Lyse(E1, ..., Ey; F). Disso concluimos que as aplicagdes de
posto finito, que sdo da forma Y T; ® y;, sao multilinearmente sequencialmente continuas.

Logo Lyse(Er, ..., Ey; F) é um espago vetorial que contém as aplicagbes de posto finito.
(2) Consideremos By, € L(G1,...,Gmy; Er), ..., By € L(Gpyy 141, -+ -, G,y 3 ), onde
1<my < <My, A€ Linse(Er,..., Ep; F)et € L(F; H). Sejaainda ((z7, ..., 2]™))%

i ))j=1
em Gy X -+ X G, uma sequéncia multilinearmente convergente para (1, ..., %y, ). Ve-
jamos que isso implica que
1 mi mp—1+1 M 0o
(Bi(xj, ..., 25"), ..o, Bu(w] s )52, © By x e X B
converge multilinearmente para
(Bi(Z1, -3 Ty )y -y BTy 1415+ 5 Timy))-

De fato, para toda forma n-linear 7' € L(E},. .., E,),

To(By,...,B,) € L(Gy,...,Gn.)
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1 m
PR

Como ((z ’
decorre que

)52 € Gi X -+ X Gy, converge multilinearmente para (r1,. .., Zp, ),

(To(By,...,By) (), ..., a3y = (To(By(x},....a0"), ..., Balal™ ™, am)))3e

77 J J

converge em norma para
To(Bi,...,Bu)(x1,- s xm,) =T (Bi(x1,- - Tmy)s o BTy 1415+ Ty, ))-
Como isso ocorre para toda forma n-linear 7', concluimos que a sequéncia

(Bi(z},...,a™), .., Byl L am)))e

J J J J=1
converge multilinearmente para (By (21, ..., Zm,), -+, Bu(Tm, ,+1,. -+, %m,)). Combinando
isso com o fato de que A € L,,s.(Ey, ..., E,; F), implica que a sequéncia

(A(Bi(z},....20"), ..., Bl L alm)))e

J Jj=1

converge €1 norma para

A(Bi(x1, .y Ty )y - oo s BTy 1515 -+ Timyy ) )-

A continuidade de ¢ implica que (t o A(Bi(zj,...,2]"),... ,Bn(:c;n"*ﬁl, con )R

converge €1 norma para

to A(Bi(1, -y @my )y BT, 415+ 3 Timy,))-

Portanto a composigao to Ao (By, ..., B,) pertence a L,,sc(G1, ..., Gn,; H).

Falta apenas mostrar que Ls.(E,..., Ey; F) é fechado em L(Fy,..., E,; F) para
quaisquer n € Ne Ey,..., E,, F espacos de Banach. Para isso seja (Aj)‘]?‘;l uma sequéncia
em Ls.(F1, ..., E,; F') convergente na norma uniforme. Entao existe A € L(Fy, ..., E,; F)
de modo que (4;)32, converge para A na norma uniforme. Devemos mostrar que A €
Loinse(Er, ..., Ey; F). Consideremos entao uma sequéncia ((zf,...,z7))s2, multilinear-
mente convergente para, digamos, (z1,...,x,) € E1 X---x E,. Do lema anterior podemos
encontrar K > 0 tal que ||z}| ---||2}| < K para todo k € N e ||z1] - -+ ||Jza]] < K. Dado

e > 0, existe jo € N tal que
€

3K
para todo j > jo. Fixemos j > jo. Como A; € L5.(En, ..., Ey; F), existe kg € N tal que

145 = All <

g
By

[As(ah, ) = Ay, )l < 2
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para todo k > ky. Dai concluimos que

|A(xy, ..., 20 )—A(z, ..., 2)]|
<||A(zy, ..., 2}) — Aj(zg, .., 2| + A (2, - - 2f) — A, .. )|
+ [[Aj(x1, . n) — Az, x|
< A=Al gl i+ 1A (- 2) = Al )|
+ {145 = All - llzall - - [zl

3

< oz -kl el + 5 4 5oz lleall -+ laall < <,
3K 3 3K -
para todo k > ko. Portanto (A(x},...,z%))2, converge para A(zi,...,Z,), ou seja

A€ Lyse(Fy, ..., Ey; F). Estd completa a demonstracao de que (Lyse, || - ||) ¢ um hiper-
ideal fechado. []

Em seguida consideremos o ideal fechado CC dos operadores completamente continuos.
Sabemos pelo Teorema 2.4.1 que CC o £ também é um hiper-ideal fechado. Nos pergun-
tamos como CC o L se relaciona com a recém introduzida classe L,,s.. A principio temos

o seguinte:

Proposicao 2.4.8. CCo L C L.

Demonstracao. Seja A € CCoL(F, ..., Ey,; F). Paramostrar que A € L,s.(E1, ..., Ey; F),

1 n
j,...,.’lfj

1
e
para toda forma n-linear T' € L(E1, ..., E,).

Agora, como A € CCo L(FEy,...,E,; F), existem G espago de Banach, u € CC(G; F)

e Be L(E,..., E,;G) tais que A =wuo B. Consideremos (B(zj,...,27}))52, € F. Note-

7

consideremos uma sequéncia ((x )52, em Ey X -+ X E, convergindo multilinear-

mente para (r1,...,7,). Entdo (T'(z;,...,7}))52, converge para T'(zy, ..., ,) em norma

mos que essa sequéncia converge fracamente para B(zy,...,x,), pois para todo ¢ € F’,
poB € L(Ey, ..., Ey) e ((x],...,27));2, converge multilinearmente para (z1, ... ,x,), ou
seja,

gpoB(x;,...,QS?) — po B(xy,...,x,),

para todo ¢ € F’. O fato de u ser completamente continuo nos permite concluir que

A(x;,...,a:?):uoB(x;,...,x?) —suo B(xy,...,x,) = Alxy, ..., 2,)

em norma. Portanto A € L,,s.(Er, ..., Ey; F). O

Ainda sobre a classe CC o £ temos o seguinte fato, cuja demonstragao foi adaptada de
[13, Proposition 3.3].
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Proposicao 2.4.9. O espaco E1Qy - - - @,F, possui a propriedade de Schur, ou seja,
]dE1®w"'®wE7z 6 CC(E:[@T( ... ®WER7 E1®ﬂ_ e ®7I'E7’7,)7

se, e somente se, L(Ey,...,E,; F) =CCo L(EY,...,E,;F) para todo espaco de Banach
F.

Demonstracao. Seja A € L(FEy, ..., E,; F). Pela Proposi¢gao 1.4.6 existe um tnico ope-
rador Ay € E(El@x\),r---@,rEn;F) tal que A = Ay 09,. Como Ei®. - ®.F, possui a
propriedade de Schur,

Ap=Apoldys .5 p €CC(E\®Ry Ry F),
visto que CC é um ideal de operadores. Entao
A=Ap06,€CCoL(EL,...,E; F).
Reciprocamente, como 6,, € L(E, ..., Ey; Ei®y - @WE,L) e, por hipdtese,
L(Ey,...,E;F)=CCoL(Ey,...,E,;F)
para todo espaco de Banach F', temos pela Proposicao 1.5.6, que
ldps 5.5, = (0n)r € CC(E1®r -+ @nEy; 1@y -+ ®rEy).

Portanto Fi®, - - ®.F, tem a propriedade de Schur. O

O proximo resultado relaciona as classes L,,s., CC o L e L usando o fato de os espacgos

de saida possuirem a propriedade de Schur.

Proposicao 2.4.10. Se E1Q®, - - ®@,E, tem a propriedade de Schur, entdo
Loyse(Er,y ..., By F)=CCo L(Ey,...,Ey;F)=L(Ey,...,E; F),

para todo espaco de Banach F'.

Demonstracao. De fato, pela Proposicao 2.4.8 sabemos que
CCoL(Ey,...,Ey; F) C Lyse(Er, ..., By F)

para qualquer espaco de Banach F. Agora, como E;®;---®,F, tem a propriedade de
Schur, pela Proposigao 2.4.9 temos

CCoL(Ey,...,Ey:F)=L(Ey,...,E. F)
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para todo espago de Banach F'. Portanto
Lose(Er, ..., Ey; F)=L(Ey,...,Ey; F).
m

Observacao 2.4.11. A questao da preservacao da propriedade de Schur pela formacao do
produto tensorial projetivo, isto é, se E1®y - - - @,F, tem a propriedade de Schur sempre
que Ei,..., E, tém a propriedade de Schur, estd aberta ha bastante tempo (veja [13]).
Se resolvida positivamente esta questao, as hipéteses das Proposicoes 2.4.8, 2.4.9 e 2.4.10

poderao ser enfraquecidas.

2.5 Meétodo da desigualdade

Introduzimos nesta secao um método para gerar hiper-ideais que, em particular, recu-
pera como hiper-ideal um multi-ideal muito estudado (aplicagoes multilineares fortemente

somantes).

Defini¢ao 2.5.1. Seja 0 < p < 1. Por BAN denotamos a classe de todos os espacos de
Banach sobre K e por p — BAN a classe dos espacos p-Banach sobre K. Consideremos

uma correspondencia

X: BAN — p — BAN

que associa cada espago de Banach (E, || - ||g) a um espago p-Banach (X(E), || - |lx&)),
satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) X(E) é um subespaco vetorial de EN com as operacoes algébricas usuais;
i

(17) Para cada x € FE e cada j € N, tem-se (0, ... ,O,(%,O, ...) € X(F) com
H(O7 ooy 0,2,0, )”X(E) = HxHE

(iii) Para todo u € L(E; F) e toda sequéncia finita (z;)j_, = (21,...,24,0,0,...) em
E tem-se

1)) ey < Nl - 1))l ece)-

Neste caso a correspondéncia X é chamada de p-funtor de sequéncias. No caso p =1

escrevemos simplesmente funtor de sequéncias.

Exemplo 2.5.2. Para 0 < p <1, a correspondéncia

([ 1) = (G(E), - Nl m)
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é um p-funtor de sequéncias, enquanto que as correspondéncias
(E 1D — (o) Nl - lloe) & (B[] 1]) = (bos(E), ]| - lloc)
sao exemplos de funtores de sequéncias.

Defini¢ao 2.5.3 (Método da Desigualdade). Sejam 0 < p,g < 1, X um p-funtor de
sequéncias e ) um ¢-funtor de sequéncias. Dizemos que uma aplicacao n-linear A €
L(Ey,...,E; F)é (X —))-somante se existe uma constante C' > 0 tal que

I(AGj, - 2f)jallyey <O sup (T, a)))jallea,  (28)

para todo k € N e quaisquer sequéncias finitas (z})¥_, C Ey,..., (z})}_; € E,. Nesse
caso escrevemos A € (X — V) (Ey, ..., By F).
Além disso definimos || - [|(x—y): (X = V)(E1, ..., By F) — [0, 00) por

Al v—y) = inf{C' > 0 : C satisfaz (2.8)}.

Observacao 2.5.4. Para dar sentido a definicao acima, provemos que

sup ||(T(Z‘J1, . ,x?));‘?:lHX(K) < 0.
TEBZ:(El ~~~~~ En)
Para isso fixemos k € N e sequéncias finitas (z})5_, C Ei,..., (27)"_, C E,. Para toda

forma n-linear T' € By(g, ... g,), temos

Tt ) g = (Tt a),0,...,0,.) + (0, T(ad, ..., 23),0,...,0,...)
+o 4 (0,0,...,0, T (g, ., 27), 0, ) )
< |(T(xy,...,21),0,...,0,.. M) + 1(0, T (3, ...,2%),0,...,0,.. M
+o 4 (0,0,..,0, T (g, .27, 0, )y
=|T(x1,..., 2P + T (x5, ..., )P + -+ |T(xp,...,20)F
< g Pl 1P+ ol - flag P+ -+l )P P
Como este 1ltimo ntimero nao depende de T', tomando o supremo sobre T' € Bk, .. E,)

obtemos o desejado.

Lema 2.5.5. Sejam 0 < p < 1, X um p-funtor de sequéncias en € N. Se (x;);‘il, o (77)32
o0 oo
sao sequéncias em E tais que as séries le-, ...y 2 XY sao convergenles em E, entao a

7j=1 7j=1

oo
série Y (x},...,27,0,0,...) € convergente em X (E) e vale
j=1
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0,0,...) = (ix;,...,ix;&o,o,..).
j=1 j=1

J=1

o
Demonstragdo. Como X (E) contém as sequéncias finitas e ) 7, .
-

oo
S
. 21 f sdo conver-
] =

J
gentes, entao

(Zx},...,Zx?,0,0,...) e X(F)e (ac},...,x?,
j=1 j=1

para todo j € N. Além disso, como trata-se de um numero finito de sequéncias, dado

0,0,...) € X(E),

o
. ) 8 ) 1
e > 0 existe kg € N tal que || > ri|| < —= para todos k > kg et =1,...,n. Assim
j=k+1 {n
k 00 00 p
Z(x},...,x?,(),o,...)— (Zw},...,Zx?,0,0,...)
j=1 j=1 j=1 X(E)
k k %) ) P
= Zx%,...,Za:?,0,0,...)— Zx},...,Zx?,0,0,...)
j=1 j=1 j=1 j=1 X(B)
[e%¢) 0 p
= Zm%,...,Zm?,0,0,...)
j=k+1 j=k+1 X(B)
< ijl,’o’._‘,o’”_) NS (0,...,0,2:3?,0,...)
j=k+1 X(E) J=k+1 X(E)
oo p o0 p
= Zl’} +-+ Zl‘? <eP
j=k+1 J=k+1
oo oo o0
para todo k > ky. Logo Zl(le, ..., 2%,0,...) converge para le;, ce le?,0,0, ],
Jj= j= j=

0 que prova o resultado.

Definicao 2.5.6. Sejam 0 < p,q < 1. Dizemos que um p-funtor de sequéncias X é escalar-
mente dominado pelo ¢-funtor de sequéncias ) se, para toda sequéncia finita ()\j)?zl CK,

k € N, tivermos
IOl < 1Y) v

Teorema 2.5.7. Sejam 0 < p,q < 1 e Y um g-funtor de sequéncias escalarmente do-
minado pelo p-funtor de sequéncias X. Entao (X — V), || - (x—y)) € um hiper-ideal
q-Banach.
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Demonstragao. Provaremos usando o Critério da Série (Teorema 2.1.9).
(i) Seja n € N. Como I,, € Byngy, para quaisquer sequéncias ()\})2‘521, ce ()\;?);‘?:1 de

escalares e k € N, temos

”<]n<>‘]17 R A?))?zl”)’(ﬂ@ < sup H(T(A]l? R A?))?zl”)’(K)
TGBﬁ(nK)

< sup (T, Al

Entao ||I,||(x—y) < 1. Por outro lado, suponha que C' > 0 seja tal que

I, X))l < € sup (T, Aol

para quaisquer (AN)h_,, ..., (\7)'_; € Ke k € N. Em particular, parak =1le \] = --- =
AT =1, temos
1 = H(la 0,...,0,.. ')Hy(K) = H(In()‘gl'a e :A?));:lHJJ(K)
< C- sup ||(T()\J1, Cee )\?))}ZIHX(K) =C- sup [T(M,...,AD)|<C.
TGBL(TLK) TGBL(TLK)

Entao C' > 1, o que implica que ||1,||(x—yy > 1.
(17) Seja (A;)2, € (X = YV)(Ey,...,Ey; F) tal que 2221 ||Ai||'(7X7y) < 00. Queremos

mostrar que A := >3 A; € (X —=Y)(E1, ..., En; F) e [|Al[{y_y) < 20 [ Aill{x_y)- Note que,
i=1 =1
para toda B € (X — Y)(Ey, ..., E,; F), temos

1B a)le = (B .).0....0,. llyen
< C- sup H(T(le,,I’n),o,,o,)HX(K)

I
Q
wn
o

s
=
8
]
3
<

< Ozl flznll

Entao ||B|| < C e portanto | B|| < || B|(x—y). Com isso faz sentido definir A := > A,
=1

1=

visto que Y [[4[|7 < 30 [[Ail[{y_y) < o0 e 0 <g<1 Além disso,
i=1 i=1
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k q

I(A@], - 2 iy = (Z Ay}, ... ,x;))
i=1

=ty
o q 0
= Z(AZ(Q;;a s ’x?))§:1 < Z H(Al(l’;, s ’x?)ﬁ:ngJ(F)
i=1 V(F) =1

(o) q
< IAl% ( s (T(a ,xy>>§zlrlx<u<>)
i=1

o] q
= (Z ||Ai||g(—y) : ( sup ||(T(fv},.-.,:c?))?-lIIX(K)) ,
i=1

onde a segunda igualdade decorre do Lema 2.5.5 e a segunda desigualdade do fato que
A, € (X =)Y)(Ey, ..., E,; F) para todo i € N. Disso segue que

o 1/q
(A, 2oy < (Z ||Ai||g(—y) : (T sup ||(T($}7---,9€?))?1||X<K>> ;

i=1
para quaisquer sequéncias finitas (z})5_, C Ey,..., («})i_; € E, e k € N. Concluimos
que A€ (X = V)(Er,....Ep F) e ||All{y_y) < Z; 143l {2 _y)-
(#7i) Sejam 1 < my < --- < m, numeros naturais, A € (X — V)(E,...,E,; F),
By € L(Gy,...,Gmii B1),....By € L(Go i1y Gmi En) et € L(F; H). E claro que
podemos supor B; # 0 paral=1,...,n, e entao

H(t oAo (Bb R Bn)(xgl'a s 71?))?:1”37(1{)
= ||(L(A(By(z], ... a:ml),...,Bn(xm"—lﬂ,...,xmn))))leny(m

] J J
m Mp— 1 Mn
< ||tH ’ ||(A<B1(lev sy Ly 1)7 SRR Bn(xj o 3oy Ly )))?leJJ(F)
m Mp—1+1 Mn

<t [|Ale-y - sup [(T(Bi(x), ..., af), .., Bula] ")) )

EBL(EY,....,En)
= [[tll - [[Allx—y - (| Ball -~ - | Bull-

B By, m F
sup (T (?l(x},...,x?“),...7 5 (z; "1+1,...,x§””)>>

restar oo |\ \TBT B.] 1 e
< [lell - [[Aflae—y - [| Bal[ - - [| Bl sup [[EIE N ) LI s

Note que usamos a condigao (iii) da Definigao 2.5.1 na primeira desigualdade, e que para

todo T' € Bg(g,,...k,) temos

Bl Bn )
T o ( ey € Brcy,...Gm)s
1B B (GG

.....
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na tltima desigualdade. Assim to Ao (By,...,B,) € (X = W) (Gy,...,Gp,; H) e
[t Ao (By,.... B)llx—y) < It - [Allx—y - 1 Ball -~ | Bull-

Portanto ((X — ), || - [l(x-y)) ¢ um hiper-ideal ¢g-Banach. O

Apresentamos a seguir exemplos de hiper-ideais obtidos através do método que aca-
bamos de introduzir. Comecamos descrevendo o contexto histérico do primeiro exemplo,
passando por algumas definigoes e resultados que motivaram sua definicao. Relembremos

entao um importante ideal de operadores lineares.

Definicao 2.5.8. Seja 1 < p < oo. Um operador u: £ — F é chamado absolutamente

p-somante se existe C' > 0 tal que

k 1/p & 1/p
(ZHU(%)H[)) <C- sup (Z‘gp(xi)]p) ’ (2.9)

LpGBE/
para qualquer familia finita de vetores (z;)%; em E, k € N. Define-se ainda

|||, = inf{C : C satisfaz (2.9)}.

O espago dos operadores p-somantes de £ em F é denotado por IL,(E; F). O par
(ILy, || - |x,) ¢ um dos ideais de operadores de Banach mais estudados, veja, por exemplo,
[25].

Na busca por uma classe de aplicacoes multilineares que seja uma boa generalizacao
multilinear dos operadores absolutamente somantes, o proprio Pietsch propos o seguinte

conceito:

Definigao 2.5.9. (Pietsch [44]) Sejam 1 < pq,...,pp, < 00 e 1l/s = 1/p1 + -+ 1/p,.

Uma aplicacao n-linear A: Ey X --- x E,, — F é dita (py,...,p,)-dominada se existe
C > 0 tal que

k 1/s k 1/p1

(Z ||A(:c§,...,x;?)||5> < C| sup (Z Isol(wi)l’”)
i=1 P1€85¢ i=1
k 1/pn
S (; [n(7) ””) . (2.10)

para quaisquer familias finitas de vetores (z})¥., C E;, I = 1,...,n, k € N. Define-se
ainda

| Allapy....pn = Inf{C : C satisfaz (2.10)}.
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Se p; = -+ = p, = p dizemos simplesmente que a aplicacao é p-dominada e escrevemos
Al ap-
O famoso resultado a seguir relaciona o multi-ideal das aplicagoes (py, . . . , p,)-dominadas

com o método da fatoragao para obtencao de multi-ideais.

Proposicao 2.5.10. Seja A € L(Ey, ..., E,; F). Sao equivalentes:
1) A € (p1,...,pn)-dominada;

2) Ezxistem espacos de Banach Gy, ...,G,, operadores lineares u; € 11,(E;; G5), j =
1,...,n, e Be L(Gy,...,Gp; F) tais que A= Bo (uy,...,up,).
Além disso,
[Allaips,...pn = I B - Jurllx,, - - [[unll,, }

onde o infimo € tomado sobre todas as fatorag¢oes na forma A = B o (uy, ..., uy,).

Esse resultado foi enunciado por Pietsch [44, Theorem 14] sem demonstragdo. Uma
primeira demonstragao, incompleta, apareceu no trabalho de Geiss [32]. Uma nova de-
monstragao apareceu no trabalho [41] de Pérez-Garcia (Corolario 3.23). Entretanto esta
demonstracao possui um equivoco. Este equivoco foi corrigido por Botelho, Pellegrino e
Rueda em [11, Section 4].

O fato das aplicagoes dominadas formarem um multi-ideal, e portanto serem estaveis
pela composicao com operadores lineares a esquerda, levou D. Popa a questionar se seriam
também estaveis por composicoes com aplicagoes multilineares a esquerda. O resultado é

o seguinte:

Proposicao 2.5.11. (D. Popa [47, Proposition 4.2(b)]) Dados 1 < my < --- < my,

nimeros naturais e 1 < py,...,p, < 00, sdo equivalentes:

(i) Sejam By: (co)™ — co,..., Br: (co)™ ™' — ¢y aplicagoes multilineares
continuas e A: (co)™ — c¢o uma aplicagao multilinear (p, ..., p,)-dominada. Entdo a
composi¢do Ao (By,...,Bn) € (p1,---,D1,--+y Pny---,Pn )-dominada;

——— —_——
mi1 vezes Mp—Mnp_1 vVEzes

(5) my=1,...,m, =n.

Em relacao ao que nos interessa, este resultado diz que o multi-ideal das aplicagoes
(p1,- - ., pn)-dominadas nao forma um hiper-ideal, uma vez que é estavel apenas pela com-
posicao a esquerda por operadores lineares. Tendo em vista a Proposicao 2.5.10, que

diz que as aplicacoes (p1, ..., p,)-dominadas sdo um exemplo de uma classe obtida pelo
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método da fatoracao para multi-ideais, isso reforca a pouca utilidade do método da fa-
toracao no contexto de hiper-ideias.

Uma vez excluida a classe das aplicagoes dominadas da teoria de hiper-ideais, torna-se
necessario identificar uma boa generalizacao multilinear do ideal dos operadores absolu-
tamente somantes que seja um hiper-ideal. Encontramos esta classe no trabalho [26] de
V. Dimant:

Definicao 2.5.12. Sejam 0 < p < o0 e A € L(E},...,E,; F). Dizemos que A é forte-

mente p-somante se existe C' > 0 tal que

k 1/p k 1/p
(Z HA(sﬁz,...,x?)up) <Co s (Z |T<xz,...,x?>|p> .11)
i=1 En) ;

----- =1
para qualquer familia finita de vetores (z})¥., C F;, I = 1,...,n, k € N. Neste caso
escrevemos A € LV (Ey, ..., E,; F). Define-se ainda || - ||5s,: £2, — [0, 00) por

|Allssp = Inf{C > 0: C satisfaz (2.11)}.

E claro que o caso linear da definicao acima recupera o ideal dos operadores absolu-
tamente p-somantes. Provaremos que a classe das aplicagoes fortemente somantes é um

hiper-ideal mostrando que é um caso particular do método introduzido nesta secao:

Proposicao 2.5.13. Seja 0 < p < oo. Entao:
(@) (L2, || - ||ssp) € um hiper-ideal p-Banach para todo 0 < p < 1.
(b) (£%

887

| - |lssp) € hiper-ideal de Banach para todo p > 1.

Demonstragao. Denotamos por £,(-) o p-funtor de sequéncias E € BAN +— (,(E). To-
mando X (E) = Y(F) = (,(F) para todo espago de Banach E na Defini¢ao 2.5.3, a
classe das aplicagoes fortemente p-somantes L?, definida acima coincide com a classe das
aplicagoes (¢,(-) — £,(-))-somantes, inclusive com igualdade de normas (ou p-normas). O

resultado segue do Teorema 2.5.7. O

Apresentaremos a seguir mais um exemplo de hiper-ideal obtido por meio do método

da desigualdade. Para isso precisamos relembrar a seguinte definigao.

Definigao 2.5.14. Seja (z;)52, uma sequéncia no espago de Banach E. Consideremos as

funcoes de Rademacher (r;)22,, isto &,

71 [0,1] — R, r;(t) = sign[sen(2/xt)].
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Dizemos que uma sequéncia (r;);2, em E é quase incondicionalmente somdvel se a série
o0
Y. ri(t)z; for convergente em E para quase todo t € [0,1] em relagao & medida de
Jj=1
Lebesgue em [0,1]. O espago vetorial formado por tais sequéncias serd denotado por

Rad(E). Munimos esse espago de sequéncias com a norma || - || gaq(p) : Rad(E) — [0, 00),
1/2

2
dt

1| o
|mmymMF:A S ()
j=1

Por [25, Theorem 12.3] sabemos que esta norma estd bem definida.

Observacao 2.5.15. Da desigualdade de Kahane [25, 11.1] sabemos que, para todo
0 < p < 00, se tivéssemos definido

s P 1/p
1(@5)721 || Raac) = (/ > i), dt) ;

obteriamos uma norma equivalente & norma definida anteriormente.

Exemplo 2.5.16. A correspondéncia (£, || - ||) = (Rad(E), || - ||radacr)) ¢ um funtor de
sequéncias. Verifiquemos as condicgoes exigidas na definicao:
(i) Decorre diretamente da defini¢ao de Rad(E).

(i1) Seja (0, ...,0,%,0,...) € EN. Entdo

/01 2%‘(0%’

Dessa forma (0,...,0,2,0,...) € Rad(E) e [|(0,...,0,2,0,...)||rae) = |||

(111) Para toda sequéncia finita (x;)5_; E e todo operador u € L(E; F), temos

2
1
dt = [ Ira(oyald = o
0

5 N\ 1/2

1
al —/
0

o\ 1/2

5 N\ 1/2

1
1))y |y = A it

> ri(tulz;)

1
Jul - |
0

A seguir definimos a classe em questao. Diferentemente das aplicagoes fortemente

u (Z rj(t)a:j>

IN

= [lull - ll@5)5= | Raae)-

er(t)%'

p-somantes, segundo nos consta essa classe é nova e ainda nao foi estudada.
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Definigao 2.5.17. Seja p > 1. Dizemos que uma aplicagao n-linear A € L(Ey, ..., E,; F)
é fortemente quase p-somante se existe uma constante C' > 0 tal que, para todos k € N e

(‘le')le g El) CII) (xgl)?:l g Ena

Il 2 1/2 % 1/p
/ S MA@ || ) <o sup (Z (Tl ... ,x;))§:1|p> |
0 ||5=1 Te€BL(E,,....En) =1
(2.12)
Nesse caso escrevemos A € Lyfgsp(E1, ..., En; F). Definimos ainda || - ||z, ¢ Lrgsp —
[0, 00) por

1Al z,,,, = nf{C > 0: C satisfaz (2.12)}.

Proposigao 2.5.18. Se 0 < p <2, entdo (Lygsp, || - llzc;,.,) € um hiper-ideal de Banach.

Demonstragao. De fato, tomando X (E) = (,(E) e Y(E) = Rad(FE) para todo espaco de
Banach F, X é um p-funtor de sequéncias e ) é um funtor de sequéncias. De acordo com
a Definicao 2.5.3, Ly,s, ¢ precisamente a classe das aplicagoes (¢,(-) — Rad(-))-somantes.
Vejamos que Rad(-) é escalarmente dominado com respeito a £,(-): de fato, para todo

k € N e todos escalares Aq, ..., A\,

9 1/2

. 1/2
a) = ()
j=1

k 1/p
< (Z\w> = 1Dl
j=1

Portanto, pelo Teorema 2.5.7 segue que (Lfqsp, || - ||;,.,,) € um hiper-ideal de Banach. [

1
1O ey = /

er(t))\j

Observacao 2.5.19. Em [50] é apresentado um método de gerar multi-ideais por meio
de desigualdades, relacionado com o método para gerar hiper-ideais estudado nesta secao.
Entretanto, no teorema 14 enunciado [50, Theorem 3] estd faltando uma hipétese, a saber,
a estabilidade das sequéncias envolvidas por operadores lineares, ou seja, falta a condicao
(iii) da Defini¢ao 2.5.1.

2.6 Meétodo da Z-limitacao

Introduziremos nesta se¢ao um ultimo método para geracao de hiper-ideais, que tem
em comum com os métodos para geracao de multi-ideais o fato de ter um ideal de opera-

dores como ponto de partida.
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Dado um ideal de operadores Z, a nocao de conjunto Z-limitado foi introduzida por
Stephani em [54], e tem sido desenvolvida em vérios trabalhos mais recentes, por exemplo
[4, 5, 33].

Definicao 2.6.1. Seja Z ideal de operadores. Dizemos que um subconjunto K de um
espaco de Banach F' é Z-limitado se existem um espaco de Banach H e um operador
u € Z(H; F) tais que K C u(Bpg). A colegdo dos subconjuntos Z-limitados de F' sera
denotada por Cz(F).

Em [4], Aron e Rueda utilizaram o conceito de conjunto Z-limitado para definir um
ideal de polinémios homogéneos. A definigdo a seguir é uma adaptagao da definigao de

Aron e Rueda para o caso de aplicagoes multilineares:

Definicao 2.6.2. Seja Z ideal de operadores. Dizemos que uma aplicagao multilinear
A€ L(Ey,..., B, F) é I-limitada se

A(BE1 X oo X BEn) S OI(F),

ou seja, se existem um espacgo de Banach H e um operador v € Z(H; F') tais que

Nesse caso escrevemos A € Ly (E, ..., Ey; F). Se || - ||z for uma p-norma do ideal Z,
definimos ainda || - ||z, : L7y — [0, 00) por

HA“£<I> = inf{||ul|z : u satisfaz (2.13)}.

Observagao 2.6.3. De acordo com a notagao de [4], seria mais natural usar o simbolo
L7 no lugar de L7y. Preferimos nao fazer isso para nao haver ambiguidade com a notacao

usada para outras classes, por exemplo, Lr, Ly, etc.

Teorema 2.6.4. Sejam 0 < p < 1 e (Z,| - ||z) um ideal de operadores p-normado (p-
Banach, respectivamente). Entdo (Lzy, || - ||z,;,) € um hiper-ideal p-normado (p-Banach,

respectivamente).

Demonstra¢ao. Primeiramente suponhamos que (Z, | - ||z) seja um ideal de operadores
p-Banach e mostremos que (L(z), || - [|z,) ¢ um hiper-ideal p-Banach usando o Critério
da Série (Teorema 2.1.9).

(¢) Devemos provar que I, € L(7)(K") e ||I,]|z,,, = 1. De fato,

In(BK X+ X BK) C B]K = ]d]K(B]K),
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e como Z é ideal de operadores, Idx € Z(K;K). Entao I,(Bk X --- x Bg) € Cz(K), ou
seja, I, € Li7)(K"). Além disso ||I/dk||z = 1. Suponhamos que exista v € Z(H;K) tal que

Neste caso existe z € By tal que u(z) = 1, logo
[ullz = [lull = sup{|u(2)| = 2z € Bu} > 1.

Assim || 1|z, > 1. Como [[Idk||z =1 e [,(Bx X - -+ x Bx) C Idg(Bg), concluimos que
HIn”l:(I) =1

(43) Seja (A4;)52, C Ligy(Ey, ..., By F) tal que ) HA]-HZI < 00. Seja e > 0. Para
j=1

)
cada j € N, o conjunto A;(Bg, X --- X Bpg,) é Z-limitado, portanto existem um espaco de

Banach H; e um operador u; € Z(H;; F) tais que
Aj(Bg, x -+ x Bg,) C u;(Bg,)
e [Jujllz < (1 +¢)[[Ajllzy,- Por outro lado,
[AG I < Hlugll < flwjllz < (T + )l Al 2. -
Como € ¢é arbitrario, segue que |[A;| < [|4;]/z,,- E como p <1, disso segue que

1/p

oo oo 1/p 1S9
Sl < (Z HAjH”> < <ZHAJ~H%@> <,
j=1 j=1 j=1

e entdo podemos considerar A :== > A; € L(Ey,..., E,; F). Seja
j=1

i (éﬂ I ||oo)

o0

o espaco de Banach das sequéncias limitadas (z;) 521, com x; € Hj; para todo j, munido

da norma do sup. Definimos

ur H— F, u((z))72,) = Zuj(%‘)-

(o] oo o
> i)l <> Nl - ] < <Z ||Uj||> ()72 oo,
j=1 j=1 j=1
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concluimos que u estd bem definido, ¢ linear e continuo. Agora, sendo 7;: H — H; a

projecao canonica, consideremos
vi: H— F | v; =u;om;.

Entéo v; € Z(H; F) pela propriedade de ideal. Além disso,

Z lo;llz = Z luj o mllz < Z lusllz < Z 14511z,

Por hipétese, Z ¢ ideal p-Banach e

Zvj((ﬂfk)iil) = un(wn) = ul(z)72y),

para toda sequéncia (zx)72, € H. Pelo Critério da Série para ideais de operadores segue

que
oo

= v €I(H;F) e |uf < (1+e) ZHA 1%,

J=1

Sejay € A(Bg, X -++ X Bg,), digamos
y=A(xy,...,z,) = ZAj(xl,...,xn),
j=1

com z; € Bg, | =1,...,n. Para cada j, de

Aj(Bg, x -+ x Bp,) C u;(Bg,),

segue que existe z; € By, tal que Aj(z1,...,7,) = u;j(z;). E disso segue que
y=> Aj(rr.mn) = uilz) =) ujomi((z)i,) = ul(z2)i),
j=1 j=1 j=1

onde (z;)p2, € By pois ||z;|| <1 para todo j. Daf y € u(Bpy). Assim,
A(Bg, x -+ X Bg,) C u(Bp),

o que significa que A(Bg, X --- x Bg,) € Cz(F). Portanto A € Li7y(E1,...,En F) e

ANz, < llullz < (1+¢) Z 1451z, -
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o0
Fazendo ¢ — 0 segue que ||AH’2<I> <> ||Aj||12<1>.
j=1

(ii1) Sejam t € L(F;G), A € Liy(Er,...,Ey;F) e Dy € L(Gy,...,Gns Er),..., Dy €
L(Gmp_i41s -Gy Br), com 1 <my < ... < m,,. Pela defini¢ao de L) temos A(Bg, x
-+ X Bg,) € Cz(F), e portanto existe um operador v € Z(H; F) tal que

Sem perda de generalidade podemos supor D; # 0 para todo [ = 1,...,n, e neste caso
temos
D (B X--+xXBg, )CB
DA e Gl = TR
Entao 5 5
Ao <—1,,—n) (BG Xoeee XBGm )QU(BH)
[ D4 ]| [ Dl 1 §

Dai obtemos
toAo(Dy,...,D,)(Bg, X -+ %X B, ) C (|Di]|--- | Dnllt o w)(Bg).
Pela propriedade de ideal temos v = || Dy| - - - | Dyt o u € Z(H; G), e assim
toAo(Dy,...,D,)(Bg, X+ x Bg,, ) € Cz(G),

0 que prova que
toAo(Dy,...,Dy) € Liy(Gy,...,Gnp; G).

Além disso,
[to Ao (D, Da)lley, <llvllz < ([t - ullz - [ - [ Dall-
Tomando o infimo sobre todos os operadores u satisfazendo (2.14), obtemos
[to Ao (D, Da)lleg, <t Alleq, - 1D Dall-

Portanto (L7, | - [|z,;,) ¢ um hiper-ideal p-Banach.

Para completar a demonstragao, basta supor que (Z, || - ||z) seja um ideal p-normado
e provar que (L, || - [[z,;,) ¢ um hiper-ideal p-normado. Para isso basta provar que
cada componente L7y(E1, ..., Ey; F) é um espaco vetorial que contém as aplicagoes de
posto finito no qual || - ||z ,, ¢ uma p-norma; pois as outras condigoes jé foram verificadas
independentemente acima.

Para isso sejam A, B € Li)(Ey,...,E,; F). Por definicao, A(Bg, x --- x Bg,) e
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B(Bg, x --+ x Bg,) sao subconjuntos Z-limitados de F', e portanto existem espagos de
Banach H;, Hy e operadores lineares u € Z(Hy; F'), v € Z(Hy; F) tais que

A(BEl X+ X BEn> Q u(BHl) e B<BE1 X+ X BEn) g ’U(BHQ). (215)
Definimos H := (H; X Ho, || - ||~) € w: H — F por
W =UOT + VO Ty,

onde m;: H — H;, 1 = 1,2, sao as projecoes canonicas. Da propriedade de ideal segue
que w € Z(H; F). Além disso
(A+ B)(Bg, X ---x Bg,) = A(Bg, X -+ X Bg,)+ B(Bg, XX Bg,)
C w(Bpy,)+v(Bp,) =uom(By)+vom(By)=w(By).

Isso prova que (A + B)(Bg, X -+ X Bg,) é um subconjunto Z-limitado de F, isto é,
A+Be Lgp(E,...,Ey; F). Temos ainda

A+ B[z, < llwliz < lullz + [[v]lz-
Tomando o infimo sobre u e v em Z satisfazendo (2.15) obtemos

p p p
|A+BI%, < ITI%, +ISI%, -

Para todo A € K,
(AA)(Bg, x -+ x Bg,) € (Au)(Bm,),

e \u € Z(Hy; F). Entao (M)(Bg, X -+ x Bg,) é um subconjunto Z-limitado de F', ou
seja, (AA) € Ly (B, ..., By F) e

A2z, < Aullz = AL [Jullz-

Tomando o fnfimo sobre todos os operadores u satisfazendo (2.15) segue que [[AA[ ¢, <

[A] - ||A||L<I>- E claro que basta considerar o caso em que A # 0, e neste caso temos

1
< ’)‘| ) _||/\A||ﬁ<z> - “)‘A”ﬁ(zy

Al

1
A Bl = - 1A

L1y

Portanto ||)\A||£<I> = |\l ||A||£<I>-
Provemos agora que L7, contém as aplica¢oes multilineares de posto finito. Dados
TeL(F,.. E,)ey€eF,

T ®y(Bg, x ---x Bg,) C (||T||1d ® y)(Bk),
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com ||T||Idxg ® y € Z(K; F'), uma vez que se trata de um operador linear de posto finito.

Entao

T®y(BE1 X oo X BEn) € CI(F),
eassim T'®y € Ligy(Er, ..., Ey; F). Como as aplicacoes de tipo finito sao somas finitas
de aplicagoes da forma T'® y e Liz)(E1,...,E,; F)) é um espaco vetorial, decorre que

Lay(Er, ..., Ey; F) contém as aplicacoes de posto finito.
Para o axioma de norma que ainda falta, note que se |[Af ¢, = 0, entdo dado € > 0
existe u € Z(H; F) tal que

e |lullz < e. Dessa inclusao segue que
[AF < Jlull < flullz < e.

Dessa forma ||Al| < ¢ para todo £ > 0, ou seja, A = 0. Com isso concluimos que || - ||z,

¢ uma p-norma. |

Para ilustrar este método consideramos a classe de aplicagoes multilineares p-compactas,
que sao definidas a seguir como uma adaptacao imediata do caso polinomial estudado em
Aron e Rueda [3].

Definicao 2.6.5. Sejam p,q > 1 tais que %—l—% = 1. Uma aplicacao n-linear A €

L(Ey, ..., Ey; F) é dita p-compacta se existe uma sequéncia (2;)52, € £,(F) tal que
A(Bp, % -+ % Bp,) C {Z N (A)52 € ng} . (2.16)
j=1
Neste caso escrevemos A € Li,(E1, ..., Ey; F). Em particular, no caso n = 1 denotamos o
ideal dos operadores lineares p-compactos por K (E; F'). Definimos ainda ||-|| ¢, : Lx, —
[0, 00) por
[All e, = nf{]| ()72 lp - ()72, satisfaz (2.16)}.
Proposigao 2.6.6. Para todo p > 1, Li, = L,y e ||+ |z, = || - l2ic,,- Em particular a

classe das aplicacoes multilineares p-compactas é um hiper-ideal de Banach.

Demonstragdo. Dada A € Ly, y(Ey, ..., En; F), existem um espaco de Banach H e um
operador p-compacto u € IC,(H; F) tal que A(Bg, X --- x Bg,) C u(Bpy). Por outro lado,



2.6. Método da Z-limitacao 87

pela definicdo de operador p-compacto (caso n = 1 da defini¢do anterior), existe uma

sequéncia (z;)52, € (,(F) tal que

{Z)\ zj (\)32 € By, } (2.17)

Com isso, obtemos uma sequéncia (7;)32, € €,(F) tal que

A(Bg, X -+ X Bg,) {Zm]. )% 1equ}

Portanto A € Ly, ("E1, ..., Ey; F), o que prova a inclusio Lyc,y C Lg,, e [[Allg, <

[(25)32 ||, Tomando o infimo sobre todas as sequéncias (.CE]) . E 0, (F) satisfazendo

(2.17) obtemos [[A| z,, < [[ullx,- Disso segue que,
HAHEKP < inf{||u||x, : v satisfaz (2.13)} = HA|]£<KP>,
o que prova uma das desigualdades desejadas.

Por outro lado, dada A € Li,(Ey, ..., Ey; F), existe uma sequeéncia (v;)32, € £,(F)

tal que A(Bg, X -+ X Bg,) C {Z Ay (AR € ng}. Defina u: ¢, — F por
j=1

— ) = Z)\jl’j.
j=1

O operador u estd bem definido devido a desigualdade de Holder, é claramente linear e,

por definicao, é p-compacto. De

A(Bg, X -+ X Bg,) {ZM«]. IEng}:u(ng)

segue que A € L,y (B, ..., E,; F), o que prova a inclusao L, € L,), €
[Allz e,y < llulle, < 1[(z5)521 1.

Tomando o infimo sobre todas as sequéncias (xj)‘]?‘;l que satisfazem as condigoes da de-

finicao de Ly, concluimos que [[Allz, , < [[A]ly, - O

Observagao 2.6.7. Devido ao Lema de Grothendieck (veja, por exemplo, [36, Lemma
3.4.31] ou [52, Teorema 2.1.4], no caso particular em que p = oo e ();)$2, € By, recupe-
ramos uma vez mais o caso das aplica¢oes multilineares (e também operadores lineares)
compactas, ou seja Lx = L). Com as devidas adaptacoes também ¢ possivel mostrar
que Lyy = L), o que nos fornece uma outra demonstragao de que a classe das aplicacoes

multilineares fracamente compactas é um hiper-ideal fechado.



88

2. Hiper-ideais de Aplicagoes Multilineares




Capitulo 3

Hiper-ideais de Polinomios

Homogeéeneos

Assim como a teoria de multi-ideais caminha pari passu com a teoria de ideais de po-
linomios homogéneos, exploraremos neste capitulo a contrapartida polinomial do conceito
de hiper-ideais de aplicacoes multilineares. Além de seu interesse formal, o estudo de
ideais de polinomios homogéneos provou sua utilidade quando combinado com outras es-
truturas, por exemplo tipos de holomorfia (veja, por exemplo, [6, 8, 28, 29]) ou sequéncias
coerentes (veja, por exemplo, [17, 18, 19, 39]).

Como é de se esperar, muitas vezes os resultados sobre hiper-ideais de polinémios tém
demonstracoes andlogas as dos resultados correspondentes para hiper-ideais. Para evitar
repeticoes desnecessarias, nesses casos omitimos os detalhes das demonstracoes e fazemos

menc¢ao a demonstracao analoga no caso de hiper-ideais.

3.1 Definicao e propriedades basicas

Apresentamos nesta se¢ao a defini¢ao de hiper-ideais (p-normados, p-Banach) de po-
lindmios homogéneos e enunciamos suas primeiras propriedades. Deve ser destacado o

fato de que uma diferenca importante com ideais de polinomios aparece ja na defini¢ao.

Definicao 3.1.1. Um hiper-ideal de polinomios homogéneos, ou simplesmente hiper-ideal
de polinomios, ¢ uma subclasse Q da classe dos polinomios homogéneos continuos entre

espagos de Banach tal que, para todo n € N e quaisquer espacos de Banach E e F, a

89
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componente
Q"E;F):=P("E;F)NQ

satisfaz as seguintes condigoes:

(1) Q("E; F) é um subespago vetorial de P("E; F') que contém os polinomios de tipo
finito;

(2) A propriedade de hiper-ideal: se P € Q("E;F), Q € P("G;E) et € L(F; H),
entdo to Po @ € Q(™G; H).

Se existe uma funcao || - ||g: @ — [0, 00) tal que:

(a) A funcao || - ||g restrita a Q("E; F) é uma p-norma para quaisquer espagos de
Banach F e F' e todon € N;

(b) |[P: K— K, P(\) = A\"||g =1 para todo n € N;

() Se Q € P("G;E), Pe Q("E;F) et e L(F;H), entao

m™\"

It0 Po Qllo < G - 1Pl QI onde = (1)
entdo (Q,] - |lo) é um hiper-ideal p-normado de polindmios. Mais ainda, se todas as
componentes Q("E; F') sao espagos completos relativamente a || - || g, entdo dizemos que
(Q, |l llo) é um hiper-ideal p-Banach de polinémios. No caso p = 1 escrevemos simples-

mente hiper-ideal normado de polinomios e hiper-ideal de Banach de polinomios. No caso

em que é completo com a norma uniforme escrevemos hiper-ideal fechado de polinomios.

Observagao 3.1.2. (i) Decorre da definigao acima que todo hiper-ideal p-normado (p-
Banach) de polinomios (Q, || - [|¢) é um ideal p-normado (p-Banach) de polinémios.

De fato, basta tomar @ € P('G;E) = L(G; E) e observar que C;,, = 1 para todo
n € N. A justificativa é analoga a da Observagao 2.1.3(1).
(17) Se Q satisfaz (1) e (2), entdao (Q, || -||) é um hiper-ideal normado de polinémios, onde
| - || é a norma uniforme (vide Proposigao 1.3.2).
(¢4i) A constante C,,, da condi¢ao (¢) marca uma diferenca importante com o conceito de
ideais de polinémios. Como visto no item (i) desta observagao, ela ndao impede que hiper-
ideais p-normados de polindomios sejam casos particulares de ideais p-normados de po-
linomios. Entretanto, esta constante se impoe, ao fazermos a composi¢ao a esquerda com
polinomios de grau de homogeneidade maior ou igual a 2, como condi¢ao necessaria para
a compatibilizacao das teorias de hiper-ideais de polinomios homogéneos e de aplicagoes
multilineares. O momento exato dessa imposicao pode ser claramente identificado na
demonstracio do item (i7)(c) da Proposicao 3.3.2. E claro que esta constante estd intima-
mente associada a constante de polarizagao, ou seja, a relagao da norma de um polinomio

com a norma da sua aplicagao multilinear associada.
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De acordo com o item (ii) da observacao acima e a Definigao 2.1.4, consideremos a:
Definicao 3.1.3. Seja Q um hiper-ideal de polinémios. Definimos o fecho Q de Q por
QB F) = QUEF) |
para todos n € N e espacos de Banach E e F.
Assim, Q ¢é fechado se, e somente se, Q = Q, ou seja, se Q("F; F) é um subespaco

fechado de P("E; F') em relacao a norma uniforme para todo n € N e quaisquer espagos
de Banach FE e F.

Inspirados pela Proposicao 2.1.5, temos o seguinte resultado, cuja demonstracao segue

o argumento da demonstragao da mesma.

Proposicao 3.1.4. Se Q ¢ um hiper-ideal de polinémios, entdo (Q, ||-||) € um hiper-ideal
fechado de polinomios. Além disso, se Q' € um hiper-ideal fechado de polinomios que
contém Q, entdo @ C Q', ou seja, @ € o menor hiper-ideal fechado de polinémios que
contém Q.

Listamos a seguir as propriedades gerais de hiper-ideais de polinomios.

Proposigao 3.1.5. Seja (Q, || - ||o) um hiper-ideal p-normado de polinémios. Entdio
<1 lle-

Demonstracdo. Segue de argumento andlogo ao usado na demonstracao da Proposicao
2.1.6. O

Proposicao 3.1.6. Sejam (Q,|| - ||o) um hiper-ideal p-normado de polinémios, @ €
P("E), y € F em € N. Consideremos o polinémio nm-homogéneo Q™ @ y: E — F
dado por Q™ @ y(x) = Q(x)™ - y. Entao Q" @y € Q("™E;F) e

Q™ @yl = 1QI"™ - lyll < [1Q™ @ yllo < Comm - QU™ - Iyl

Em particular, se Q) € linear entao vale a igualdade.

Demonstrag¢ao. Provaremos em breve (veja Proposicao 3.2.2) que todo hiper-ideal de po-
linémios contém os polindémios homogéneos de posto finito, portanto Q" ®y € Q(""E; F).

Pela definicao da norma uniforme sabemos que

1Q™ @ y(@)| = [Q)]™ - lyll
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para todo x € E, donde decorre imediatamente que

1Q™ @yl = 1QI™ - [lyll-

Por outro lado, escrevendo

Q"ey=(10y)ol,oQ,

segue que

1Q™ @yl < Conn - (1@l - [Tnllo - QU™ = Con - 1@ ]| - |QI™
No caso em que () é linear temos C,, , = 1, e a igualdade segue. n
Teorema 3.1.7 (Critério da Série). Sejam 0 < p < 1 e (Q,| - ||o) subclasse da classe

dos polinomios homogéneos entre espacos de Banach munida de uma correspondéncia
| -]l : Q@ — [0,00). Entdo (Q,| -|lo) € um hiper-ideal p-Banach de polinémios se, e
somente se, as sequintes condicoes estao satisfeitas:

(i) I, € Q("K) e ||I,]lo = 1 para todo n € N;

(i) Se (P;)32, € Q("E; F) € tal que ) || Pl < oo, entdo P:= ) P Q("E; F) e
j=1

7j=1
00

1P < 32 1P
J:

(i1i) Se P € Q"E; F), Q € P("G; F) et € L(F;H), entioto PoQ € Q("G;H) e

[to PoQllg < Chn- It - I1Plla- QI

Demonstracao. Anéloga a do Teorema 2.1.9. [

Proposigao 3.1.8. Sejam 0 < p,q <1, (Q,|-|lo) um hiper-ideal p-Banach de polinomios
e (R, - [|[r) wm hiper-ideal q-Banach de polinomios. Se Q C R, entdo para cada n € N
existe uma constante C,, > 0 tal que

IPll= < CallPlle,

para todos espagos de Banach E, F, n € N e P € Q("E; F).

Demonstracao. Analoga a da Proposicao 2.1.10. O]
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3.2 Exemplos: polindmios de tipo finito, de posto

finito e hiper-nucleares

Primeiramente notemos que a classe dos polinomios de tipo finito nao é um hiper-ideal

de polinomios.

Exemplo 3.2.1. Seja P: {, — K dado por P(z) = 7, onde 2 = (7;)2, € fa.
i=1
Entao P € P(?(;), mas P nao é de tipo finito. Isso pode ser verificado usando o mesmo

argumento do Exemplo 2.2.1 (notemos ainda que P = f, onde T é a aplicacao bilinear
definida naquele exemplo). Entdo P; nao pode ser hiper-ideal de polinémios, pois caso

contrario terfamos P = Idyg o P € P;(*(3), o que nao ocorre.

Como antes, excluidos os polinomios de tipo finito, os polinémios de posto finito

formam o menor hiper-ideal de polinémios:

Teorema 3.2.2. A classe Pr dos polinomios homogéneos de posto finito € o menor hiper-
ideal de polinémios. Desse modo, se (Q,||-|lo) € um hiper-ideal p-normado de polinémios,
entio Pr S Qe[| <|-lle-

Demonstracao. Para provar que Pr é um hiper-ideal de polinémios, usando o mesmo

raciocinio do Teorema 2.2.2, basta provar que
toPoQ € Px("G; H),

sempre que P € Pr("E;F), Q € P("G;E) et € L(F;H). E claro que t o P o @ é um

polinémio mn-homogéneo de G em H. Podemos escrever
k
P=> Poy,
j=1

onde k € N, P, € P("E) e y; € F paratodo j =1,...,k. Entao

k

k
toPoQ(x)=t <Z P ® yj(Q(x))> =Y B(Q()) - t(y;)
j=1 j=1
para todo x € G. Disso segue que a imagem de t o P o () estda contida no subespaco
vetorial de H gerado pelos vetores t(y1),...,t(yx); e portanto tem posto fnito, isto é,
toPoQ e Pr("G; H).
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Dado um hiper-ideal de polinomios Q, queremos provar que Pr C Q. Seja Q ® y €
Pr("E; F), onde Q € P("E) e y € F. Podemos escrever

Qey=(1®y)oQ,

onde 1 ® y: K — F é dado por 1 ® y(A) = Ay. Como 1 ®y € Q(K; F) e Q ¢ hiper-
ideal de polindomios, da identidade destacada acima concluimos que Q ® y € Q("E; F).
Como todo polindomio homogéneo de posto finito se escreve como uma soma finita de
polinémios deste tipo, e como Q("F; F') é subespago vetorial de P("E; F'), segue que
Pr("E; F) C Q("E; F). A desigualdade das normas segue da Proposicao 3.1.5. O

Com isso temos uma equivaléncia muito 1til:

Corolario 3.2.3. Seja Q uma classe de polinomios homogéneos entre espacos de Banach
que satisfaz a propriedade de hiper-ideal de polinomios. Para cada E, F espagos de
Banach, sao equivalentes:

(1) Q("E; F) é um subespaco vetorial de P("E; F') que contém os polindmios de tipo
finito;

(1) Q("E; F) € um subespago vetorial de P("E; F') que contém os polinémios de posto
finito.

Exemplo 3.2.4. Como a classe dos polinomios de posto finito é um hiper-ideal, pela
Proposicao 3.1.4 decorre que a classe Pr dos polinémios aproximéveis na norma uniforme

por polinomios de posto finito é um hiper-ideal fechado de polinomios.

Exemplo 3.2.5. Usando o polinomio P do Exemplo 3.2.1, é possivel mostrar, pelo mesmo
argumento do Exemplo 2.2.4, que P nao é aproximavel na norma uniforme por polinémios
de tipo finito. Pelo Teorema 3.2.2 segue que a classe dos polindomios aproximaveis na

norma uniforme por polinomios tipo finito nao é um hiper-ideal de polinomios.

Para o préximo exemplo necessitamos introduzir uma classe de polinomios homogéneos

bastante conhecida:

Defini¢ao 3.2.6. Um polindémio n-homogéneo P € P("E; F') é dito nuclear se podemos
encontrar uma sequéncia limitada (¢;)32; de funcionais lineares em E’, uma sequéncia

(M) € 41 e (y;)32, uma sequéncia limitada em F tais que

P(z) = Z/\j (i ()" -y
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para qualquer x € E. Nesse caso chamamos a expressao acima de representacao nuclear

de P e escrevemos P € Py ("E; F'). Definimos ainda a funcao || - ||, : Py — [0, 00) por

| P[|py = inf {Z A llesll™ - ||yj||} :
j=1

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes nucleares de P.

Exemplo 3.2.7. Vejamos que a classe dos polinomios nucleares nao forma um hiper-
ideal de polinomios. Primeiramente notemos que, de forma anédloga ao caso multilinear, é
facil verificar que a classe dos polinomios nucleares esta contida na classe dos polinomios
aproximaveis por polinomios de tipo finito. A demonstracao de que Py é um ideal de
polindmios ¢é analoga a encontrada em [35, Proposition 2.2]. Em particular, ||| < |-/, -
Podemos agora concluir que a classe dos polinomios nucleares nao é um hiper-ideal de
polinomios. Para isso basta observar que a classe dos polinomios homogéneos aproximaveis
por polinémios de tipo finito nao contém os polinomios de posto finito. Entao a classe
dos polinomios nucleares também nao pode conté-la, ou seja, nao satisfaz a condigao (1)

(condicao necessaria para a conclusdo, de acordo com o Corolério 3.2.3)

Tendo em vista o exemplo acima, se faz necessario definir uma classe que desempenhe

o papel de menor hiper-ideal de Banach de polinomios.

Defini¢ao 3.2.8. Sejam s € (0,00) e r € [1,00] tais que 1 < 1/s+ 1/r. Um polinomio
n-homogéneo P € P("E; F) é dito hiper-(s;r)-nuclear se for possivel encontrar escalares
(Aj)321 € L, polinomios ()52, € £(P("E)) e vetores (y;)52; € € (F) tais que

P(z) = Z NPy @ yi(r) = Z A Pj(2)y;

para todo x € E. Nesse caso escrevemos P € Puy, ("E; F) e dizemos que a expressao
destacada acima é uma representagao hiper-(s;r)-nuclear de P. Definimos ainda a cor-

respondéncia || - ||7>HN( , [0, 00| por

[Plprnr,, = {520 ls - 1(F5)5 o - 1(25)524 oo}
(s,7)
onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes hiper-(s; r)-nucleares de P.

Observacao 3.2.9. Quando s = 1 e r = oo, obtemos a versao polinomial das aplicagoes
multilineares hiper-nucleares. Nesse caso escrevemos simplesmente Py € chamamos seus

elementos de polindmios hiper-nucleares.
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Diversas constatacoes feitas no capitulo anterior, referentes a aplicagoes multilineares
hiper-(r, s)-nucleares, podem ser reescritas, com as devidas adaptagoes, para polindmios.
Vérias delas, no presente texto, serviram apenas para auxiliar nas demonstragoes dos
resultados conclusivos sobre aplicagdes hiper-(s, r)-nucleares, por isso vamos omitir esses
resultados preparatérios no caso de polindmios e enunciar apenas os resultados conclusi-

VOS.

Teorema 3.2.10. Dados s € (0,00) er € [1,00], a classe Pyy,,,, dos polindmios ho-

mogéneos hiper-(s; r)-nucleares, munida da fungao || - ||7;HN( ¢ um hiper-ideal p-Banach

)7
de polinomios, onde 1/p=1/s+ 1/r.

Demonstracao. O resultado segue utilizando o Critério da Série para hiper-ideais de po-
linomios (Teorema 3.1.7) e seguindo os mesmos passos da demonstra¢ao do Teorema 2.2.9,

com as devidas adaptacoes. O

Teorema 3.2.11. A classe Pyy dos polinomios hiper-nucleares, munida da func¢ao || -
Py s forma o menor hiper-ideal de Banach de polinémios. Isso significa que (P, || -

| Pyp) € um hiper-ideal de Banach de polinomios e se (Q,] - |o) também o €, entao
Pun C Q e ||Pllo < CiullP| Py para todosn € N e P € Pyn("E; F).

Demonstracdo. A demonstracao segue a mesma linha da demonstracao do Teorema 2.2.12.
Vale ressaltar que, seguindo os passos daquela demonstragao, trabalharemos com uma

sequéncia de polinomios n-homogéneos (Qr)52, que satisfaz uma estimativa andloga a

estimativa que aparece em (2.5). Neste caso tomamos ao invés de €. Dessa forma,

Cl,n
k
se Qk := Y A\jP; ® y;, obtemos em seguida que
j=1
1Qk = Qill < Crn- D N1 IIB - llysll <&,
j=1

nos permitindo concluir, também neste caso, que (Qx)7>; ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Continuando os mesmos passos da demonstracao supracitada chegamos aos resultados.
O
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3.3 Hiper-ideais de polindomios gerados por hiper-ideais

de aplicacoes multilineares

Além de ensinar como obter hiper-ideais de polinomios homogéneos a partir de hiper-
ideais de aplicagoes multilineares, os procedimentos estabelecidos nesta se¢ao serao muito
uteis no sentido de simplificar as demonstragoes dos resultados da secao seguinte. Por
P denotamos a classe de todos os polinomios homogéneos continuos entre espacos de
Banach.

Definicao 3.3.1. Seja G uma subclasse da classe de aplicacoes multilineares continuas

entre espacos de Banach. Definimos
PI .= {P e P: existe A € G tal que P = A}.

Para cada fungio || - [|g: ¢ — R, definimos a fungio correspondente | - ||pg: P9 — R
por
|P|lpe = inf{||A]lg: A€GeP=A}.

O proximo resultado nos diz que essa é uma fonte de hiper-ideais de polinomios gerados
a partir de hiper-ideais de aplicagoes multilineares.
Teorema 3.3.2. (i) Se H € um hiper-ideal, entio P* é um hiper-ideal de polinomios.
(ii) Se (H,| - ||%) € um hiper-ideal p-normado (p-Banach), entdo (P*,| - |lpx) € um
hiper-ideal p-normado (p-Banach) de polinomios.
Demonstragao. (i) Verifiquemos as condigoes da Definigao 3.1:

(1) Claramente P*("E; F) é um subespaco vetorial de P("E; F'), para todo n € N e
quaisquer espacos de Banach E e F. Agora seja P € P("E; F) de tipo finito, digamos,

k
P = Z ()0? ® yj:
j=1
onde ; € E'ey; € F, j=1,...,k. Entao
k
P=> 0@ - ®¢ @y €Ly("E;F) CH("E; F),
j=1
onde cada ¢; aparece n vezes e a ultima inclusao decorre do fato de H ser um hiper-

ideal. Como P = (P)" segue que P € P*("E; F), ou seja, P contém os polinémios

homogéneos de tipo finito.
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(2) Sejam t € L(F;H), Q € P*("E;F) e R € P("G;E). Como Q € PH("E;F),
existe A € H("E; F) tal que A= Q. Seja ainda B € L(MG; E) tal que B = R. Entao,
(toAo(B,...,B))"x) = t(A(B(z,...,2),...,B(z,...,1))) = t(A(R(2),..., R(z)))
= HQ(R(z))) = to Qo R(x)
para todo z € G. Sendo H hiper-ideal, t o Ao (B,...,B) € H(™G;H). Portanto
toQo R € P (™G, H). Logo P ¢ hiper-ideal de polinémios.
(77) Verifiquemos as propriedades da correspondéncia || - || px:

(a) Devemos mostrar que ||IAnH7;H = 1 para todo n € N. Dado n € N, pela defini¢ao de
| - |lp» temos
[nllpre < [[nll2 = 1.

Supondo ||I,||px < 1, existiria uma forma n-linear A € H("K) tal que A(\) = A" para
todo A € K e ||Al|% < 1. Neste caso obteriamos

L=]AQL, ..., D < |A] < [|Afl < 1,

contradicao esta que prova que HELHPH =1.

(b) Seja P € PH("E; F). Supondo | P|px = 0, para todo € > 0 existe A € H("E; F) tal
que [|Al[3 < e. Assim,
1Pl = 1A < Al < [[Allw < e,

o que implica P = 0. Para todo A € K, mantendo a notacao acima, temos
[AP[lpr < XAl = Al - [ Al

Como A é arbitraria, obtemos | AP||px < |A| - || P||px. Disso segue que

1

~(\P)

1Pl = H APl = Al [Pllpx < [AP]pr,

1
< 5l

pr Al
para A # 0. Portanto [|AP||px = |A| - || P||px para todo A € K com a ressalva de que para

A = 0 a igualdade é obvia.
Se também tivermos Q € P*("E; F), tomando B € H("E; F) tal que Q = B, de

P+Q=P+Q=A+nB

segue que
1P+ Qlpw < [[A+ Bl < [|All5 + I B[
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Tomando o infimo sobre tais aplicacoes A e B, obtemos a desigualdade p-triangular

1P+ Qlipr < 1P I5w + 1Q15n-

Portanto || - || p» é uma p-norma.
(¢) Seguindo com a notagao do item (2) desta demonstragao, da desigualdade de hiper-
ideal de H temos

[toQo Rlpn < |toAo(B,...,B)lly < [t - [|Alls - IB]"

mm o~ \" .
<l (P 1BY) = ol - 4T I

Disso segue que [t o Q o R|px < G|t - Q2 - [ R]"-
Resta mostrar que se (H, | - ||%) é completo, entao (P¥, | - ||px) também é completo.
oo

Para isso seja (P;)32, em PH("E; F) tal que Y ||P;|[};, < co. Devemos mostrar que a
j=1

o0
série Y P; converge em P*("E; F). Para isso seja ¢ > 0. Sabemos que, para cada j € N,
j=1

existe uma aplicagao n-linear A; € H("E; F) tal que
Aj=Pje [[Ajlla < (1 +e)||Psllpn.

Como

D AR < (e Y 1Pl < oo,
J=1 j=1

temos pela completude de H que a série Y A; converge em H("E; F'), digamos A =
j=1

> A; com convergéncia em H("E; F). Podemos entao tomar P := A€ P("E;F). Pela
j=1
definicao de P* segue que P € P*("E; F). Finalmente,

k k k A k
P-3"p| =|A-Y 4| = (A—ZAj> <[A-3"4; =Fo,
Jj=1 PH Jj=1 PH J=1 PH J=1 H
provando que P = > P; em P*("E; F). O
j=1

Uma segunda tentativa de gerar hiper-ideais de polinomios a partir de um hiper-ideal

é considerar a seguinte defini¢ao:
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Definicao 3.3.3. Seja G uma subclasse da classe das aplicagoes multilineares continuas

entre espagos de Banach. Definimos
Pg:={PcP:Pcg}

Para cada funcao || - ||g: G — [0, 00), definimos a funcéo correspondente || - ||, : Pg —>
[0, 00) por
1Pllpg = [1Pllg-

Observe que, para toda classe G de aplicacoes multilineares munida de uma funcao
I llg, tem-se
Pg Pl llps < |- g (3.1)

Se M é um multi-ideal, é facil verificar que Py, é um ideal de polinomios. Entretanto,
para hiper-ideais ndao hé esperanga desse procedimento funcionar em geral. De fato, o
problema se torna evidente ao pensarmos em composicoes a esquerda por polindémios n-
homogéneos com n > 1. Quando estamos trabalhando apenas com a definicao de ideais
de polinomios, para que P o u esteja em Ppq, onde u é um operador linear, basta que
P € Py, visto que

(Pou) =Po(u,...,u),

e segue da definicdo de multi-ideais que Po (u,...,u) € M. Entretanto, quando trabalha-
mos com hiper-ideais de polindmios e compomos a esquerda por um polinomio nao-linear,
as coisas certamente se complicam da seguinte forma: suponha que H seja um hiper-ideal
de aplicacoes multilineares e tome P € Py. Sabemos que P € H. Para que Py seja
um hiper-ideal de polinomios devemos ter P o () em Pz para todo polinomio homogeéneo
() com dominio e contra-dominios compativeis para a composi¢ao. Queremos entao que
(PoQ)V pertenca a H. Como H é hiper-ideal, sabemos apenas que Po(Q, ..., Q) pertence

a H, e em geral nao é verdade que

(PoQ) =Po(Q,....Q),

pois a aplicagdo P o (@, ..., () ndo é nem simétrica em geral.
Para contornar esta dificuldade devemos introduzir o conceito de simetrizagao de uma

aplicacao multilinear.

Definigao 3.3.4. Dadas uma aplicacdo A € L("F; F') e uma permutagao o € S, defini-
mos A, € L("FE; F) por

Ag(l‘l, e ,l‘n) = A(ZL‘U(l), e ,Ig(n)).
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Definimos agora A, € L("E; F) por

As(xy, .. ) = % . Z A(To1), - Tom)) = % . Z A (xy,y .o ),
0ESH ocESh
aplicagao esta que é chamada de simetrizacao de A.

Dizemos que uma subclasse G da classe das aplicagoes multilineares continuas entre
espacgos de Banach é simétrica se, para quaisquer espacos de Banach E, F' e n € N,
As € G("E; F) sempre que A € G("E; F).

Dada uma fungao || - ||g: G — [0, 00), dizemos que (G, || - ||g) é fortemente simétrica
se

As € G e |Asllg = [IAllg,

para quaisquer A € G("E; F) e o € S,,.

Lema 3.3.5. Uma subclasse G da classe das aplicacoes multilineares continuas entre

espacos de Banach € simétrica se, e somente se, P9 = Pg.

Demonstra¢ao. Suponha que G seja simétrica. Dado um polinémio P € Pg, por (3.1)
segue que P € PY. Para a inclusao inversa, dado um polinémio P € PY, podemos tomar
Aegtal que P = A. Como a classe G é simétrica, segue que A, € G. De

P =(A)Y = A,,

concluimos que P € G, isto é P € Pg. Assim P9 = Pg.
Reciprocamente, suponhamos que P9 = Pg. Dada A € H, por hipétese P := Ae
PH_ e por hipétese P € H. Assim como antes, A, = (ﬁ)v = P € H. Portanto H é

simétrica. O]

Proposicao 3.3.6. (i) Se H é um hiper-ideal simétrico de aplicagées multilineares, entdo
PH =Py e, em particular, Py € um hiper-ideal de polinémios.
(ii)) Se 0 < p <1 e (H,]| -I|n) € un hiper-ideal p-normado fortemente simétrico de

aplicacoes multilineares, entao
1_
1Pllpr < Pl < (n1)2 | Pl

para todosn € N e P € Py("E; F).

(i1i) Se (H, ||-|l3) € um hiper-ideal normado (Banach, respectivamente) fortemente simétrico
de aplicagoes multilineares, entao (Pyu, || - ||p,,) € hiper-ideal normado (Banach, respecti-
vamente) de polinémios.
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Demonstragdo. (i) Como H é simétrico, do Lema 3.3.5 segue que P = Py, e sabemos

que P é hiper-ideal de polinémios pelo Teorema 3.3.2.

(i7) Basta provar a segunda desigualdade. Seja P € Py("E; F). Para toda aplicagao n-
linear A € H("E; F) tal que A= P, tem-se P = A,. Disso, da desigualdade p-triangular

e do fato de (H, || - ||%) ser fortemente simétrico, segue que
p > 1/p
H

1/p 1/p
1 1 n!)t/p
H(Zum%) :m'<Z“A”%> = ) Al

1
o2

UGSn

1 - 1/
I1Pllp = (1P1,) " = (1P1) = (1A = (

<
o€Sh 0€Sn
(4ii) De (i) temos P™ = Py, e tomando p = 1 em (ii) obtemos || - [|p,, = | - [|pn. O
resultado segue do Teorema 3.3.2(ii). O

3.4 Outros métodos para gerar hiper-ideais de po-
lindmios

Na secao anterior, obtivemos duas fontes de exemplos de hiper-ideais de polindmios
p-normados obtidos através de hiper-ideais de aplicagoes multilineares p-normadas, com
as ressalvas que um desses métodos exige que o hiper-ideal seja simérico e que mesmo
coincidindo como conjuntos, as p-normas obtidas s6 coincidem no caso normado, isto ¢,
p = 1. Mas a primeira restricao nao se aplica aos exemplos do capitulo anterior, visto
que ¢ possivel verificar que todos os hiper-ideais 14 apresentados sao simétricos. O que
faremos nas proximas subsecoes é adaptar os métodos descritos no Capitulo 2 de modo
a obter métodos para gerar hiper-ideais de polinomios e comparar com os hiper-ideais
gerados pelos procedimentos (P, || ||, ) € (P™, ||+ ||p») da secdo anterior, incluindo suas

normas.

3.4.1 Método da fatoracao

Dentre as varias tentativas descritas na Secao 2.3, adaptamos para polinomios ho-
mogeéneos aquela que consideramos mais bem sucedida, isto é, o procedimento da Defini¢ao
2.3.8.
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Definicao 3.4.1. Sejam (Q, | - ||g) um hiper-ideal de polinémios p-normado e P €
P("E; F). Se existirem k,my, ..., my,71,...,7; € N, espacos de Banach G, e polinémios
homogéneos Q; € P(™iG,; F) e R; € Q("E;G;), comm;-r; =n, paratodo j =1,...,k,

tais que
k
P=>"QjoR, (3.2)
j=1

entao escrevemos P € P(Q)("E; F). Chamamos (3.2) de fatora¢do de P por Q. Definimos
ainda || - p(): P(Q) — [0, ), por

k
|1P[lp(g) = inf {Z 1Q; 1l - IIRjIIZ} :
j=1
onde o infimo ¢ tomado sobre todas as fatoracoes de P por Q.
Proposicao 3.4.2. Sejam 0 <p <1 e(Q,||-||lo) um hiper-ideal p-normado de polinémios.
Entio (P(Q), | - llp(e)) € um hiper-ideal p-normado de polinémios que contém Q.

Demonstra¢ao. A demonstragao deste resultado é andloga a do Teorema 2.3.9. [

Dado um hiper-ideal H, sob certas condigoes podemos considerar, por um lado, o
hiper-ideal £(H), e portanto o hiper-ideal de polinomios P, ; e, por outro lado, Py e,
consequentemente, P(Py). Em relagdo a essas classes, temos:

Teorema 3.4.3. Seja (H, | - ||3) wm hiper-ideal normado tal que L(H) também € um
hiper-ideal. Entao:

(i) A inclusio P(PH) C P ¢ sempre verdadeira. Além disso, para todo polinémio
n-homogéneo P em P(P™), vale

[Pl peco < e[| Pllppn).

(i1) Se H e L(H) sdo simétricos, entio P(Py) C Pry. Além disso, para todo polindmio
n-homogéneo P em P(Py), vale

”P”Pg(ﬂ) S en“P”P(PH)'

Demonstragio. (i) Dado P € P(P")("E; F), tome polinomios Q; € P(™Gj; F) e R; €
PH("E;G,), j=1,...,k, de acordo com a Definigao 3.4.1. Entao

k
P=> QjoR;. (3.3)
j=1
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Cada R; € PH("E;G;), logo existe A; € H("E;G;) de modo que A\j = R;. Dessa forma
Qjo (A, Ay) € LH)("E; F),

E . —~ ~
para todo j = 1,..., k. Definindo A := Y Q; 0 (4;,...,4;), temos A € L(H)("E; F) e
=1

=

k k
A((L’) = Z(Qj © (A]7 7AJ>>(:E7 ,.T) = Z(Qﬂ © (A](I, ,l‘), ,A]<I, 756)))
=1 i=1
k k
= Z(Q] © (RJ<CU>7 ] R](l'))) = ZQJ © R](Jf) = P([E),
=1 i=1
para todo z € E. Portanto P € P ("E; F).
Considerando a representacao (3.3) de P, pela definigao de || - || pee), temos
k k m;
§ . m; .
1Plpeon < 1Aleon < D@l 14505 < D mjj! 19511 - 1145115
o j=1

IN

k k
> emllQsl - 1415 < €Y Qs 1A%
j=1 j=1

Como cada A; foi tomada arbitrariamente de modo que Ej = R;, da desigualdade acima
segue que
k
1Pllpecn < e > 1@l - I1R; 5
j=1
Agora, obervando que a representagao (3.3) de P também ¢ arbitraria, concluimos || P||pca <

e[| Pllpepn).

(74) Suponhamos agora H um hiper-ideal simétrico, Py é um hiper-ideal de polinémios
pela Proposicao 3.3.6, e entao faz sentido considerar P(Py). Dado P € P(Py)("E; F),
tome polinémios Q; € P(™G,; F) e Rj € Py("E;Gj), j = 1,...,k, de acordo com a

Definicao 3.4.1. Entao
k

P=> QjoR;. (3.4)
j=1

Cada R; € Py(""E;G;), logo R; € H(E;G;). Dessa forma

Qj © (Rj7 .- ‘7Rj> S £<H)(nEa F)7

paratodoj = 1,..., k. Dasimetria de £(H) segue que (Q;0(R;, ..., R;))s € L(H)("E; F),
e portanto
P=(Qjo(Ry,....R))s € LH)("E; F),
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isto é, P € Pray("E; F). Dado € > 0, podemos tomar a representagao (3.4) de P de

maneira que
k
ST IR, < @+ Plleeea-
j=1

Dessa forma,

k k M
. < < m, <
1Pllpecy = 1Plean < D 1Q501 - 1B5l5 < D —lQs - IR 115
j=1 j=1 7
k k
< D eIl - IR I < e @il 1R;13,
j=1 j=1
< "L+ 9)[Pllpmy-

Fazendo ¢ — 0, obtemos

||PH7)L(H) < €n||PH79(779-L)7

donde segue o resultado. O]

3.4.2 Ideais de composicao

O caso polinomial dos ideais de composicao ja foi bastante estudado, veja por exemplo

[10]. Aqui o estudaremos sob a perspectiva de hiper-ideais.

Definicao 3.4.4. Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que um polinomio P €
P("E; F) pertence a ZoP se existem um espago de Banach G, um polindémio @ € P("E; G)
e um operador u € Z(G; F') tais que P = uo Q. Se (Z,]| - ||z) for ideal de operadores p-

normado, definimos ainda || - ||zop : Z 0o P — [0, 00) por

1Pllzop = inf{[Jullz - [|QI[},

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes de P = u o () com u pertencente a
7.

Teorema 3.4.5. Se Z ¢ um ideal de operadores, entao I o P € um hiper-ideal de po-
lindmios. Além disso, se (Z,|| - ||z) for ideal p-normado (respectivamente p-Banach) de
operadores, com 0 < p <1, entao (ZoP, | - ||zop) € hiper-ideal p-normado (p-Banach) de

polinomios.
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Demonstracao. Dado um polinomio P € Z o P, podemos escrever P = u o (), onde G é
um espaco de Banach, u € Z(G; F) e Q € P("E;G). Sendo H e H; espagos de Banach,
para todos R € P("H; E) et € L(F; Hy) temos

toPoR=to(uoQ)oR= (tou)o(QoR),
comtou € Z(G;Hy) e Qo R e P(™H;G). Portanto
toPoReZoP("H;H).
Além disso,

[t PoRlzep = |[(tou)o(Qo R)zop < [toullz-[|QoR[ < [t - [lullz- QI - [[R]"

m

m n
n
< el e -l - 1 (2 )
Tomando o infimo sobre todas as representagoes de P, obtemos
[toPoR|zep < Conlltll - [| Pllzor| | B["

As outras condigoes podem ser demonstradas com argumentos analogos aos do Teorema
2.4.1. O

A relagao de Z o P com os procedimentos da Segao 3.3 é a seguinte:

Como Zo £ é um hiper-ideal simétrico temos que Pzo; = P4, A préxima proposicio

compara tais classes.
Proposicao 3.4.6. Para todo ideal de operadores T,
ToP = Pros = PFF.
E se (Z,] - |Iz) € ideal p-normado, entdo || - ||zop = || - || Pyos -
Demonstracao. A igualdade Z o P = Pro, é imediata ao observarmos que se P = u o @),
entdo P = uo(); e se A = to B, entdo A=toB. De [10, Proposition 3.2] segue facilmente

que o hiper-ideal Z o £ é simétrico, logo a igualdade Pz, = P segue do Lema 3.3.5.
A igualdade de normas segue de [10, Proposition 3.7.(b)]. O

Chamando de Px e Py as classes dos polindmios homogéneos compactos (a imagem
da bola unitaria é relativamente compacta) e fracamente compactos (a imagem da bola

unitaria é relativamente fracamente compacta), Ryan [48] provou que

P]C:’COP [§] PW:WOP
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Entao Px e Pyy sao hiper-ideais fechados de polinomios.
Para fornecer mais um exemplo interessante necessitamos da seguinte defini¢ao intro-

duzida por Aron e Rueda [3] (o caso linear é devido a Sinha e Karn [53]).

Definicao 3.4.7. Sejam p,q > 1 tais que i + % = 1. Um polinomio n-homogéneo

P e P("E; F) é dito p-compacto se existe uma sequeéncia ()52, € £,(F') tal que

P(BE> C {i /\jxj : ()‘j);)il € ng} . (35)

Neste caso escrevemos P € Py, ("E; F). Em particular, no caso n = 1 denotamos o ideal
dos operadores lineares p-compactos por K,(E; F). Definimos ainda | - [[p, : P, —
[0, 00) por

[P, = inf{lz)32, l, : (25)2, satistaz (3.5)}.

E conhecido que (K, || - llk,) ¢ um ideal de Banach de operadores (para mais detalhes
veja [52, 53]). O préoximo resultado, provado em [3, Theorem 3.1], afirma entre outras
coisas que Py, = K, o P.

Proposigao 3.4.8. [3, Theorem 3.1] As sequintes afirmacoes sdo equivalentes para p > 1:

(a) P € Px,("E; F).

(b) Pe KyoP("E; F).

(c) PeK,oL("E; F).

Neste caso, ||P|lp., = || Pllk,op-

Na verdade, a igualdade das normas acima segue de uma combinagao de [3, Theorem
3.1] e [10, Proposition 3.7]. Da Proposi¢ao acima temos Py, = K, o P com igualdade de

normas, e portanto (Pg,, || - [|p,) € hiper-ideal de Banach de polinémios.

3.4.3 Meétodo da desigualdade

Nesta secao transpomos para polinomios homogéneos o procedimento introduzido na

Secao 2.5 para aplicacoes multilineares.

Definicao 3.4.9. Sejam 0 < p,q < 1, X um p-funtor de sequéncias e ) um ¢-funtor de

sequéncias. Dizemos que um polindémio n-homogéneo P € P("E; F) é (X — Y)-somante
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se existe uma constante C' > 0 tal que, para toda sequéncia finita (:r;j)?:l em F, tivermos

I(P())joallyry < € sup [[(B(5))j-a [l (3.6)

Nesse caso escrevemos P € P(X — YV)("E; F). Definimos ainda a fungao
I lp(x—3): P(X =) — [0, 00) por

| Pllpx—yy = inf{C > 0 : C satisfaz (3.6)}.

Teorema 3.4.10. Sejam 0 < p,q < 1, X um p-funtor de sequéncias e ) um q-funtor de
sequéncias com Y escalarmente dominado com respeito a X . Entao a classe (P(X —Y), ||-

|p(x—y)) € um hiper-ideal q-Banach de polinomios.

Demonstracao. A demonstracao segue a mesma ideia do Teorema 2.5.7, usando no pre-
sente caso o Critério da Série para hiper-ideais de polinémios (Teorema 3.1.7). Como as
verificagoes sdo muito similares, faremos apenas a do item (7i7), que trata da desigualdade
na propriedade de hiper-ideal, ponto no qual ha uma diferenca entre as teorias multilinear
e polinomial. Para isso sejam P € P(X — V)("E; F), Q@ € P("G;F) et € L(F; H), com

@ # 0. Dessa forma, para toda sequéncia finita (z;)*_, em G,

(o PoQ(zy)oallyim = I(E(PQ)))i=1 v < 1t - 1((P(Q())))j=i ey
<1t IPllpe-py - sup [(R(Q(x)))j=

((*55))..

<t - 1Py - QU™ sup  [((S(x5))) =l

< Conalltll - 1Plpr-yy - IQI™ sup  [[((S(z3))j=ille)

= It - 1Py - lQI™ - sup

REBP(TL E)

X (K)

onde usamos a condi¢ao (ii7) da Definigao 2.5.1 na primeira desigualdade, e que se R €

°Q
el

toPoQeP(X=Y)("G H)e|toPoQlpr-y < Cunlltl-[1Pllpx-y - 1QI"

Bpnp), entao ——— € Bp(mng) na tltima desigualdade. Dessa forma

no caso em que () # 0. Ja quando () = 0 as afirmativas s@o imediatas. O]

O préximo objetivo é comparar P(X — Y) com Py_y) e PV
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Lema 3.4.11. Sejam 0 < p,q < 1 e X um p-funtor de sequéncias escalarmente dominado

pelo q-funtor de sequéncias Y. Entdo o hiper-ideal q-Banach ((X — V), | - ||(x-y)) €

fortemente simétrico.

Demonstragao. Seja A € (X —Y)("E; F). Se mostrarmos que A, € (X —))("E; I') para
toda permutacao o € 5, entao podemos concluir, pelo fato de estarmos trabalhando em
um espago vetorial, que A; € (X — Y)("E; F), ou seja que (X — Y) é simétrico. Para

mostrarmos esse fato sejam k € N e sequéncias finitas (z})5_,,..., (z})}_,

n o(1 o(n
1A (2hy )l = AT, 2™ DAy

o(l o
< NAlle—yy - sup 1TV, 2T NE v

TEBﬁ(TLE;F)

em F. Temos:

N

1Al -y - sup (T (x5, 27))im o,
TEBL(nE;F)

onde na ultima igualdade usamos que T' € By g;r) se, e somente se, T, € Borp,p). Dessa
forma A, € (X = V)("E; F) e [ Ao || (x-y) < [|All(x-v)-
Agora usando que A, € (X — Y)("E; F) para toda permutacao o € S, e que A =

Ayoo-1 = (Ay)s-1, pela desigualdade provada no pardgrafo anterior temos

[All -3y = 1(Ag)o-1lx—2) < [[ Aol x-p).
Portanto ||A|(x—y) = || Asl|(x=y) ¢ (X = V), - ll(x-y)) ¢ fortemente simétrico. O

Proposicao 3.4.12. Sejam 0 < p,q < 1, X um p-funtor de sequéncias e Y um q-funtor

de sequéncias com ) escalarmente dominado com respeito a X. Entao

Pa-y) =PYV CPEX =) el lpw-» <l lpees < - Iy,

Demonstragio. A igualdade Py_y) = P*Y) segue do Lema 3.4.11 e da Proposicio
3.3.6. Seja P € PY¥=Y)("E; F). Por definicdo existe A € (X — V)("E; F) tal que A=P.

Para quaisquer sequéncias finitas (:L’})k

n\k
Gty (@%)50, em E, temos

i=1

1A, o))z llvey < NAll-yy - sup (T, - 27)) iz ey

TEBC(nE>
Dados x1,...,z € E, fazendo x}, ..., @} = xj, para todo j € N |
1(P()ioallvry = (Al @) llver
< Ay - sup (T(g, -0 2)) o e
= NAlla-y) - sup [(T(x))5- e
< Alle-yy - sup o [(R(x))5 o),

REBp(nE)
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onde a tultima desigualdade segue do fato de que se T' € By, entao T e BpnE).
Portanto P € P(X —Y) e ||P|pwx-y) < ||All(x—y). Tomando o infimo sobre todas as
aplicacoes A em (X — Y) tais que A = P, tem-se | Pllpx-y) < ||P|lpex-» . A desigualdade
restante segue de (3.1). O

Exemplo 3.4.13. Vejamos que a inclusao apresentada na proposicao anterior é es-
trita. Para isso consideremos os funtores de sequéncias X = ) = /(4(-) e o polinémio
2-homogéneo

P:ly = (5@, 0 | P(z)=z®x.

Traduzindo o que estd provado em [26, Example 3.4] para a nossa notacao, temos P €

Ply(-) = 41(-)(Ply; £@,Lls), mas P ¢ (01(-) — £1(-)) (2ly; £a®4L5), onde

- TRQY+yw
P(x’y):f‘

Logo Piey()-u(y) & PUL(:) = G(-)).

Como caso particular da Definicao 3.4.9 obtemos a seguinte classe de polinomios,

introduzida por V. Dimant em [26, Definition 3.1]:

Definigao 3.4.14. Seja p > 0. Um polinémio P € P("E; F') é fortemente p-somante se

existe uma constante C' > 0 tal que, para qualquer sequéncia finita (xj)é?:l em F, tem-se

k 1/p k 1/p
(ZHP@»HP) <C swp (qup) . (3.7)

€Bpmp) \ ;o1

Nesse caso escrevemos P € PP ("E; F'). Definimos ainda || - ||pr, : P2, — [0, 00) por

| P||pe, = inf{C : C satisfaz (3.7)}.

Como esperado temos a:

Proposicao 3.4.15. Seja 0 < p < oo. Entao:
(a) (P, - |lssp) € um hiper-ideal p-Banach de polinémios se 0 < p < 1.

(b) (P, - |lssp) € hiper-ideal de Banach de polinémios se p > 1.

Demonstracao. A demonstracao é andloga a da Proposicao 2.5.13. O
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3.4.4 Método da Z-limitacao

Finalizamos a tese com o caso polinomial do método da Z-limitacao, que foi primei-
ramente apresentado em [4] e que é a transposi¢ao natural do método visto na Segao
2.6.

Defini¢ao 3.4.16. Sejam P € P("E; F) e Z um ideal de operadores. Dizemos que P é
Z-limitado se P(Bg) € Cz(F'), ou seja se existem um espaco de Banach H e um operador
u € Z(H;F) tal que

Nesse caso escrevemos P € Piz)("E; F). Definimos ainda, a partir de uma p-norma || - ||z
em 7, uma correspondeéncia || - ||, : Pizy — [0, 00) dada por

| Pllp, = inf{[lullz; u satisfaz (3.8)}.

Para a diferenga em relagdo a notagao original de [4], veja a Observagao 2.6.3.

Teorema 3.4.17. Sejam 0 < p <1 e (Z,| - ||z) um ideal p-Banach de operadores. Entao
(P, | - llpz,) € um hiper-ideal p-Banach de polinomios.

Demonstra¢ao. A demonstragao, usando o Critério da Série para polindémios (Teorema
3.1.7), é anéloga a do Teorema 2.6.4. Tamanha é sua semelhanca que, sendo t € L(F'; H),
P € Py ("E; F) 0 Q € P(™E F), podemos majorar |10 PoQllp, por ] | Plln, - [Q]”
omitindo a constante C),,,. Isso também se deve ao fato de que o calculo da p-norma ¢

feito com respeito a p-norma || - ||z do ideal de operadores. O

Exemplo 3.4.18. As classes de polinomios p-compactos, compactos e fracamente com-
pactos sao exemplos de hiper-ideais obtidos através do método da Z-limitagao. Basta
tomar Z como sendo o ideal de operadores p-compactos, compactos e fracamente com-
pactos. Mais explicitamente, P, coincide com a classe dos polinomios p-compactos,
Py coincide com a classe dos polinomios compactos e Py coincide com a classe dos
polinomios fracamente compactos. A demonstracao desses fatos é andloga a descrita no

Exemplo 2.6.6 e na Observacao 2.6.7.

O proximo passo é comparar a classe da Definicao 3.4.16 com as classes obtidas a
partir de sua correspondente multilinear £y, isto &, Priy, € PE@ . O lema a seguir nos

auxilia nesse sentido.
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Lema 3.4.19. Sejam 0 <p <1 e (Z,| - ||z) um ideal p-Banach de operadores. O hiper-

ideal (Lizy, || - |lz,,) € fortemente simétrico.

Demonstragdao. Seja A € Li7y("E; F). Entdo A(Bg x -+ x Bg) € Cz(F), ou seja existem
um espaco de Banach H e um operador linear v € Z(H; F') tal que A(Bg X -+ X Bg) C
u(Bpy). Como A, (x1,...,%,) = A(Zsq), - -, To@m)) Para quaisquer i,...,r, € B e o €

Sp, segue imediatamente que
AO’(BE X X BE) - U(BH),

ou seja Ay (Bp X -+ x Bg) € C7(F). Logo, para toda o € S,,, A, € Li7)("E; F); e pela
arbitrariedade de u obtemos
||A0Hl3<z) < HAHC(I)'

Agora, usando o que acabamos de mostrar e que A = (A,),-1, obtemos

||A||£<I> = ”<A0)0*1H£<1> < ||AU||£<I>7

e a igualdade desejada segue. Portanto (Lz), || - ||z,,,) ¢ fortemente simétrico. O

Chegamos entao ao ultimo resultado desta secao:

Proposigao 3.4.20. Sejam 0 < p < 1 e (Z,| - ||z) wm ideal p-Banach de operadores.
Entao Py = Pgm = PL@ e valem as desigualdades

i
1Pllpe < IPlpe, < @7 IPllpeq

n

n
1Pl < 1Pl < 1Pl
para todo P € Pipy("E; F).

Demonstragdo. Como vimos no Lema 3.4.19, (Lz), || - ||z,,,) é um hiper-ideal p-Banach

fortemente simétrico. Entao, segue diretamente da Proposicao 3.3.6 que Pr ,, = PED e
1
||PH'p£(I) < ”PHpC(I) < (n!)» HP“ng),

para todo P € P, ("E; F).
Agora mostremos que P = Py € que vale a desigualdade inversa. Se P €

Py ("E; F'), entao existem espacos de Banach H e um operador v € Z(H; F) tais que



3.4. Outros métodos para gerar hiper-ideais de polinomios 113

P(Bg) C u(Bg). Dados x1,...,z, € Bg, para cada escolha de sinais ¢1,...,¢&,, é claro
€101+ -+ €T . ~
que Link "™ ¢ Bp. Existe entdo Ze, . ..en € B tal que
n

p (51x1 + -t enzy
n

) =l ).

Pela Férmula da Polarizagao (Proposi¢ao 1.2.8) obtemos

. 1
P('Ih'"?xn) = nlon Z 51"'€nP(€1l’1+"'+8nl’n)
’ gj=%1
1 " <61x1+---+6nfvn)
= g1 gnP
19n Z
nl2 Sy n
n" n"
= lon Z €1 Enl(2ey, ) mu<w)>
' gj==%1 ’
1 o ,
onde w = o Y €1 EnZey,..e,- Como w € By e "ru € Z(H; F), concluimos que
gj==x1 ’

n

P(Bp % - x Bp) C %U(BH),

isto é, P € Ly("E; F). Além disso,

nn
—u
n!

n

. n
Pl =1Pleg, < || =2 bl

T

Como o operador u que satisfaz (3.8) é arbitrario temos HPHpEm < Z—T “[|P]lpy,-
Reciprocamente, se PP € P, ("E; F), entao P € Li7)("E; F). Disso segue que
P(Bg x --- x Bg) C u(Bp)
para algum operador u € Z(H; F). Como P(Bg) C P(Bg x --- x Bg), temos
P(Bg) C u(Bpy),

donde decorre que P € Py ("E; F). Além disso, novamente pela arbitrariedade de u e

definigoes das normas, obtemos ||P[|p,, <[P ||p£<I>. Portanto o resultado segue. O
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