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Resumo

Souza, R. M. Realizacao de conjunto de pontos fixos numa dada classe de ho-
motopia equivariante de aplicagoes. 2014, 102f. Tese - Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

Nesse trabalho combinamos a teoria de Nielsen de pontos fixos com a teoria dos gru-
pos de transformacoes para dar condigoes necesséarias e suficientes para realizar um G-
subconjunto A localmente contratil de X como o conjunto de pontos fixos de uma apli-
cacao equivariante h : X — X em uma classe de homotopia equivariante dada, onde G é
um grupo de Lie compacto e X é uma G-variedade suave e compacta.

Além disso, se X é o espaco total de um G-fibrado localmente trivial demos condic¢oes
necessarias e suficientes para o correspondente problema de realizacao para aplicacoes
G-equivariantes que preservam fibra, onde G é um grupo finito.
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Abstract

Souza, R. M. Realization of fixed point set in a prescribed equivariant homotopy
class of maps. 2014, 102f. Thesis - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

In this work, we combine the Nielsen fixed point theory with the transformation group
theory to present necessary and sufficient conditions for the realization of a locally contrac-
tible G-subset A of X as the fixed point set of a map h: X — X in a given G-homotopy
class. Here, G is a compact Lie group and X is a compact smooth G-manifold.

In adition, if X is the total space of a G-fiber bundle we present necessary and sufficient
conditions for the corresponding realization problem for G-fiber-preserving maps when G
is a finite group.
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Introducao

Uma das questoes cléssicas no estudo de pontos fixos é a propriedade do ponto fizo, isso
é, dado um espaco topologico X, determinar se qualquer aplicagao f: X — X obrigato-
riamente possui um ponto fixo. De um tal espaco diz-se ter a propriedade do ponto fixo.
Usando topologia algébrica pode-se facilmente mostrar que o disco fechado D" em R"
possui a propriedade do ponto fixo.

Uma questao relacionada é indagar se um espago possui a propriedade de invaridncia
completa para deformagoes (PICD). Um espaco topologico X possui a PICD se para qual-
quer subconjunto fechado nao vazio A de X, existir uma aplicacao f: X — X homotopica
a identidade em X tal que A = Flizf, o conjunto de pontos fixos de f. Substituindo a
identidade em X por uma aplicacao f fixada, a alteracao apropriada para a questao an-
terior seria se um subconjunto fechado nao vazio A pode ser realizado como o conjunto
de pontos fixos de alguma aplicacdo f; homotopica a f (veja [9, 10]).

Em 1990, H. Schirmer fez uso da teoria de Nielsen de pontos fixos [11] para dar
condicoes necessarias e suficientes sobre subpoliedros nao vazios para que pudessem ser
realizados como o conjunto de pontos fixos de uma aplicacao em uma classe de homotopia
de uma autoaplicagao dada [9]. Na realidade, o artigo [9] corrigiu uma hipotese incorreta
que se pensava ser suficiente como afirmava P. Strantzalos in 1977.

Subsequentemente, generalizagoes do resultado de Schirmer foram obtidos. Em parti-
cular, C. Soderlund [20] ampliou o resultado de Schirmer assumindo que A era localmente
contratil, e obteve também uma versao relativa do teorema de Schirmer para aplicacoes
de pares, estendendo o trabalho de Ng [21]. Mais recentemente, R. Brown e C. Soderlund
[19] generalizaram o resultado de Schirmer no contexto de aplicagdes que preservam fibras.

Muitas aplicagoes envolvem simetrias como um resultado da acao de um grupo. Ques-
toes topologicas para aplicagoes e espacos envolvendo acoes de grupos sao particularmente
ricas e complexas. No caso equivariante, preocupa-se com um grupo G (finito) atuando
sobre um espag¢o X munido de uma aplicacdo G-equivariante f : X — X que respeita a
acao do grupo, isso é , para todo a € G, f(ax) = af(x) para todo z € X.

Nesse caso, o conjunto de pontos fixos Fixf é a priori um subconjunto G-invariante
de X. O estudo topolégico da teoria de pontos fixos para aplicacoes equivariantes a
la Nielsen comegou com [12] e subsequentemente em [13, 14, 15, 16]. Usando as ideias
da teoria de pontos fixos de Nielsen equivariante, uma versao equivariante da PICD em
G-variedades foi dada por P. Wong [14] onde G é grupo finito atuando suavemente em
variedades.

xiil



INTRODUCAO xiv

Combinando os resultados de [9] com o contexto equivariante, a questao natural, e
objeto de estudo deste trabalho, é determinar condigoes necessarias e suficientes para
que um subconjunto fechado nao vazio G-invariante A seja o conjunto de pontos fixos de
uma aplicacao equivariante em uma dada classe de G-homotopia de uma dada aplicagao
G-equivariante.

As respostas que encontramos foram dadas nos capitulos dois e trés, sempre traba-
lhando com variedades no contexto equivariante. No capitulo um estabelecemos uma
notagao padrao para todo o trabalho. Além disso, apresentamos com mais detalhes os
trabalhos 9] de H. Schirmer e [19] de R. Brown e C. L. Soderland no final da primeira
secao, e nas duas secoes seguintes abordamos os elementos da teoria dos grupos de trans-
formacgoes que usaremos e todos os resultados que faremos referéncia nos dois capitulos
seguintes.

No capitulo dois generalizamos o Lema 3.1 de [9] para o contexto equivariante, e
usaremos a ideia apresentada por C. L. Soderlund em |20] que possibilita realizar subcon-
juntos localmente contrateis como o conjunto de pontos fixos de uma aplicacao dada. Os
principais resultados encontrados no segundo capitulo sao:

Teorema 2.10 (pg 46): Sejam G um grupo de Lie compacto, X uma G-variedade
suave e compacta, A um G-subconjunto de X localmente contratil, fechado e nao vazio
e f: X — X uma G-aplicacdo tais que para WK finito temos que dim(X%) > 3,
dim(XE) — dim(X® — Xg) > 2 e AX ¢ contornavel em X%, para todo (K) € Iso(X).

Entao f é G-homotopica a uma h : X — X tal que Fiz(h) = A se, e somente se, as
seguintes condicoes estiverem satisfeitas:

(C1) existe uma G-aplicagio H: (X x{0)U(AxI) — X tal que H(e,0) = f e
H(e,1)=1i: A< X (inclusao);

(C2) sempre que WK for finito, toda W K-classe de pontos fixos essencial F' de fX esta
conectada a A por um caminho p: I — X¥ (p(0) € F e p(1) € AX) tal que {p(t)}

é homotopica a {fX op} * {FK(p(l), t)} com pontos extremos fixados.

O

Corolario 2.16 (pg 51): Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave e
compacta com dim(X%) > 3 e dim(X*) — dim(X¥ — Xg) > 2 e ® um G-subconjunto
fechado, ndo vazio e localmente contratil de X tais que ®% & contornavel em X, onde
(K) € Iso(X).

Sejam A um G-subconjunto fechado e nao vazio de ® que intersecta todas as compo-
nentes conexas de ® e f : X — X uma G-aplicacao. Entao f é G-homotopica a uma
h:X — X tal que Fiz(h) = A se as seguintes condi¢oes estiverem satisfeitas:

(C1) existe uma G-aplicagao H: (X x{0)U(®xI) — X tal que H(e,0) = f e
H(e,1) =i:® — X (inclusao).
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(C2) toda W K-classe de pontos fixos essencial F' de fX esta conectada a ®¥ por um
caminho p : I — X% (p(0) € F e p(1) € ®F) tal que {p(t)} é homotopica a
{fX op}* {HK(p(l), t)} (com pontos extremos fixados).

O

O artigo [19] traz condigoes necessarias e suficientes para realizar um conjunto local-
mente contratil como conjunto de pontos fixos de uma dada aplicacao entre fibrados que
preserva fibra, generalizando os resultados de [9] para o contexto dos fibrados e aplicagoes
que preservam fibra. No terceiro capitulo generalizamos essas condi¢oes para o contexto
equivariante e o principal resultado encontrado é o

Teorema 3.11 (pg 70): Dados G um grupo finito, § = (X, p, B,Y) um G-fibrado
onde X, B eY sao G-variedades suaves e compactas, dim(B%) > 3, dim(B¥)—dim(B* —
Bk) > 2, para (K) € Iso(B), e dim(Y™) > 3 e dim(Y®) — dim(Y® — Yi) > 2, para
(K) € Iso(Y).

Seja A um G-subconjunto nao vazio, fechado e localmente contratil de X tal que (X, A)
é um G-par de fibrados para §, p(A) é um G-subconjunto fechado de B, cada componente
p(A); de p(A) se contrai equivariantemente em um ponto b; € p(A);, p* (AX) é contornavel
em B para (K) € Iso(B).

Supondo que f : X — X é uma G-aplicacao que preserva fibra, que para todo subfi-
brado Y; de A temos que Y; é um G-subconjunto fechado, localmente contratil de Y e YjK
¢ contornavel em Y, para todo (K) € Iso(Y), e que AX intercepta todas as W K-classes
de pontos fixos essenciais de fi* : WK (p*)~(b;) — WK (p*)~"(b;) para pelo menos um
b; na componente p™ (AX); para todo (K) € Iso(X).

Se Z é um G-subconjunto fechado e fibrado de A que intercepta todas as componentes
de A, entao, existe uma G-aplicacdo g : X — X que é G-homotopica a f por uma
homotopia que preserva fibra tal que Fiz(g) = Z se as condigoes seguintes condi¢oes
forem vélidas:

(C1)z existe uma G-homotopia parcial que preserva fibra Hy : (X x {0}) U (A x ) - X
tal que Ha(e,0) = f e Ha(o,1) =i : A— X (inclusio);

(C2); toda W K-classe de pontos fixos essencial F' de fX esta conectada a AX por um
caminho v : I — XX tal que v(0) € F, y(1) € A¥ e {y(t)} é homotopica &
{fX oy} x {HE(v(1),t)} com pontos extremos fixados.

O



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo desse trabalho é apresentar condicoes necessarias e suficientes para que um
subconjunto fechado nao vazio G-invariante A seja o conjunto de pontos fixos de uma
aplicacao equivariante em uma dada classe de G-homotopia de uma dada aplicacao G-
equivariante, e o caminho escolhido foi combinar os resultados de [9] e de [19] com o
contexto equivariante.

Nesse sentido, foi necesséario consultar varias referéncias relativas a teoria dos grupos de
transformagoes e a teoria de ponto fixo de Nielsen encontradas em [9] e em [19]. Cada texto
trazia suas proprias notacoes e muitas vezes definicoes com significados diferentes entre
si. Assim, coube a esse prologo unificar as notacgoes e reunir os resultados encontrados
nas referéncias que serao usados nas proximas partes do texto para que o trabalho fique
o mais padronizado e autocontido possivel.

O primeiro capitulo desse texto esta dividido em trés secoes, cada uma delas contendo
um breve compéndio auto-explicativo relacionado ao seu tema. No primeiro estao as
notacoes e definicoes dos objetos nao equivariantes usados para exprimir as ideias usadas
por H. Schirmer em [9] e por R. F. Brown e C. L. Soderlund em [19], e termina com uma
breve prova dos resultados que generalizamos. O segundo abrange as notagoes e defini¢oes
dos objetos equivariantes que serao trabalhados nos capitulos 2 e 3. Por fim, o terceiro é
um catalogo dos resultados tirados da bibliografia.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

1.1 Definicoes

Como mencionado anteriormente, faremos na primeira se¢ao desse primeiro capitulo um
compéndio com notagoes e defini¢coes dos objetos nao equivariantes usados para exprimir
as ideias usadas em [9, 19].

E importante citar que comecaremos aqui a estabelecer uma linguagem padrao que
sera utilizada até o final deste trabalho. Para que os objetos que apresentaremos nao
fiquem espalhados de forma desorganizada quebraremos essa secao, e as duas seguintes,
em subsecoes.

1.1.1 Definicoes Gerais

Adotaremos o termo aplicagao quando estivermos tratando de uma funcao que é no
minimo continua entre espacos topologicos.

Diremos que (X, A) é um par de
espacos se X for um espaco topo-
logico e A C X um subespaco de
X. Assim, dado um par topologico
(X, A) diremos que um subconjunto
V de X é uma vizinhanga de A em
X se A CV,V sera chamado de vi-
zinhanga aberta (fechada) de A
em X se V for aberto (fechado) em
X. Indicaremos por A o fecho de A
em X, por 0(A) o bordo de A em X e por Int(A) o interior de A em X.

Dai, dado um subespaco V de X que contém A diremos que uma aplicacaor : V — Aé
uma retragao se a restrigao r|4 : A — A for igual a identidade, isto &, r|4(a) = Ida(a) = a
para todo a € A.

Quando V for um aberto de X chamaremos A de um retrato de uma vizinhancga de
X e diremos que o aberto V' C X se retrai sobre A. Em todo esse trabalho denotaremos
por I o intervalo fechado [0,1], assim, diremos que A é um retrato forte de uma
vizinhanga de X quando existir uma homotopia H : V' x I — V entre ior e a identidade
em V relativamente a A (i or ~ Idy relA ), isto é, H(z,0) = x para todo =z € V,
H(z,t) = x para todo (z,t) € AxIe H(z,1) =ior(zx) paratodox € V,ondei: A—V
é ainclusaoer : V — A é aretracao. Nesse casso, diremos que a homotopia H é relativa
a A.

Quando X for um espaco métrico com métrica d temos que uma homotopia H :
X x I — X é uma e-homotopia se para todo t € I tivermos que:

Figura 1.1: Retrato

supsper{d(H(z,t), H(z,t"); v € X} <e.

Além disso, o espaco métrico X é um ANR se, e somente se, existe uma aplicacao injetiva
i: X <= Y, onde Y é um espago métrico separavel, tal que i(X) é um retrato de uma



CAPITULO 1. PRELIMINARES 3

vizinhanca de Y. Usaremos a palavra mergulho como sinénimo para aplicagao injetora.
Assim ¢ é um mergulho.

Um espaco métrico X é um ENR se, e somente se, existe um mergulho 7 : X — F
de X em um espaco euclidiano E tal que i(X) é um retrato de uma vizinhanga de E.
Dessa forma, a diferenca entre os espacos ANR e ENR é que o espago métrico separavel
imposto pelos ANR é substituido por um espaco euclidiano nos ENR, o que torna todo
espago ENR um espago ANR.

Um caminho em um espago topologico X é qualquer aplicacao v : I — X. Dado um
par de espagos (X, A) diremos que A é contornavel com relagao a X se todo caminho
v:1 — X em X tal que v(0), v(1) € X — A for homotopico a um caminho 4" : [ — X
tal que 7/(I) € X — A. Uma outra construcao feita com caminhos é o espago dos
caminhos. Dado um espaco topologico X tomemos o € X! = {v: I — X; v continua},
dai, diremos que X’ com a topologia compacto-aberto é o espaco dos caminhos de X.

Diremos que um ponto z € X de um espaco topologico X é um ponto de corte
local se existir um aberto V de X tal que z € V e V — {2} nao é conexo. Dessa
forma, a existéncia, ou nao, de pontos de corte local é uma propriedade relacionada com
a geometria de X. Observamos que todos os pontos da esfera S* sao pontos de corte local
e que o cilindro S' x I ndo possui nenhum pontos de corte local.

Dado um espaco topologico X diremos que X é localmente contratil se toda vizi-
nhanca aberta V,, de um ponto x € X contém uma vizinhanca aberta W, de x em V, que
se contrai em x e diremos que X ¢é localmente compacto se toda vizinhanca aberta A,
de um ponto x € X contém uma vizinhanca compacta K, C A, de .

1.1.2 Complexos Simpliciais

As defini¢oes e notacoes dessa subsecao seguem principalmente, mas nao unicamente, de
[1, 2, 8]. Um complexo simplicial K é uma colegao finita de conjuntos finitos tal que
sese KetCsentaot € K.

Um conjunto s € K serd chamado de simplexo de K, mais especificamente, se s
possuir (p+1) elementos diremos que s é um p-simplexo de K. Os 0O-simplexos serdo
chamados de vértices . Um subcomplexo L de K é um complexo simplicial L que é
uma subcolecao de K.

Diremos que um n-simplexo s de K é maximal em K se K nao possuir nenhum
m-simplexo t, com m > n, tal que s C t. Dai, se nao existir nenhum m-simplexo ¢ de K
tal que m > n diremos que a dimensao de K é n e denotaremos isso por dim(K) = n.
Dados dois simplexos s e t de K tais que s C t diremos que s é uma face de t, e se t for
um n-simplexo e s um (n — 1)-simplexo entao diremos que s é uma face maximal de ¢.

Dados dois complexos simpliciais K e L diremos que uma funcao f : K — L é
simplicial se f levar os simplexos de K em simplexos de L, isto é, dado um n-simplexo
{vo,...,v,} de K temos que:

f<{U07"‘7UTL}) :{f(UO);---af(Un)} e L.
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Notemos que { f(vp), ..., f(vn)} é necessariamente um simplexo de L mas nao é necessario
que seja um n-simplexo, pois pode ocorrer que existam i < j € {0,...,n} tais que
Flv) = Flu).

Podemos agregar uma estrutura geométrica oriunda de um espaco euclidiano a um
complexo simplicial K. De fato, sejam {v1}, {v2},..., {v,} os vértices de K, segue
que existe uma correspondéncia entre os vértices {v;} e os vetores e; da base candnica
do espaco euclidiano R™. Consideremos ¥ o conjunto de todas as combinagoes lineares
>, riv; que satisfazem as seguintes condigoes:

1. r; ¢ um ntimero real e r; > O parat=1,...,n;
2. > i =1;

3. {vilr; # 0} € K.

A métrica que usaremos em ¥ é dada por:

d: U x U — R
n n n 1
(i v,y tivs) = (30 (ri — s0)%)2.

Dai, o conjunto ¥ munido da topologia induzida por d é um espaco métrico compacto que
chamaremos de realizagdo geométrica de K e denotaremos por |K|. Observamos que
existe uma copia de | K| em R™ tal que {vy — v1,...,v, — v1} &€ um conjunto linearmente
independente. Dado um p-simplexo s = {v,...,vs,} € K denotaremos por:

] :{Zrivi €|K|;r #0< i€ {so,...,5}}
i=1

a realizagdo geométrica de s. Assim, |s| ndo contém seu bordo com relacao a |K| e
cada elemento Y.  r;v; € |K| esta na realizagio geométrica de um unico simplexo de
K. Dessa forma, dado = € |K| denotaremos por o(z) o tnico simplexo de K tal que
x € |o(z)].

Uma subdivisao K’ de um complexo simplicial K é um complexo simplicial tal que:

1. os vértices de K’ sdo pontos de |K| e todo vértice de K é vértice de K’;
2. se s’ for um simplexo de K', entdo existe algum simplexo s € K tal que |s'| C |s];

3. a aplicacao linear |K'| — |K| que leva cada vértice de K’ em seu correspondente
em |K| é um homeomorfismo.

Dado um vértice {v} de um complexo simplicial K denotaremos por St(v) a unido de
todas as realizacoes geométricas de simplexos de K que contém v, isto é:
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Dai, dado um simplexo ¢t € K indicaremos por:

tNs#D
seEK

Por fim, dado um subconjunto A de |K| usaremos:
K]

St(A)

TeINA#D
teK

Diremos que um espago topologico X é um poliedro se
existirem um complexo simplicial K e um homeomorfismo
entre |K| e X. Dessa forma, uma triangularizagao de um
poliedro X é um par (K, 7), onde K é um complexo simpli-

Figura 1.2: St(A) cial e 7 : |[K| — X é um homeomorfismo. E importante que
fique claro que em muitas ocasioes pensaremos em um poliedro X como sendo a realizacao
geométrica de um complexo simplicial X.

Sejam um complexo simplicial K e f: L — |K|
uma aplicagao, onde L é um subespaco de |K]|, di- K|
remos que f é uma aplicagao proximal em L
se para todo x* € L tivermos que f(z) € {y €
|K|; o(x) No(y) # 0}, onde o(z) é o anico sim-
plexo de K tal que = € |o(z)|. Portanto, toda apli- Y. { f
cacao proximal f : L — |K| possui a propriedade f(y)
f(L) C St(L).

Agora vamos retomar as notagoes relacionadas
aos caminhos, mas no contexto dos complexos sim-
pliciais. O caminho mais simples que podemos to-
mar entre dois pontos a e b na mesma componente
conexa da realizagdo geométrica de um simplexo de |K| é o segmento entre a e b dado
por [a,b] = {z € |[K|;x =ta+ (1 —t)b, t € I}. Um caminho p : I — |X| na realizacao
geométrica de um complexo simplicial X serda chamado de PL-caminho se satisfaz as
seguintes condigoes:

Y
f(x)

~=

o

Figura 1.3: Aplicagao Proximal

1. p nao possui auto-intersecao, isto ¢, nao existem 0 < tg < t; < 1 tais que p(to) =
p(t1);

2. existem 0 = tg < t; < -+ < t, = 1 tais que dado 7 € {0,1,...,n — 1} existe um

simplexo ¢; de X tal que p([t;, tir1]) = [p(t:), p(tiv1)] C |oil;

Além disso, diremos que o PL-caminho p é normal se:

1. os simplexos o; sao maximais em X e p(t;) € |01 No;], onde 0;_1 N o; é uma face
de 0;_1 e de o; diferente de um vértice, para i = 2,...,n;
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2. p(O) C |0—0‘> p(l) - ‘O—n‘ € p(]tlatz-l-l[) - |O—i‘a para 1= Oa 17' S L.

Outrossim, dados um PL-caminho normal ¢ : I — X e um caminho p : I — X diremos
que p é especial com relagdo a g se p(t) # ¢(t) para t €]0,1[, p(0) = ¢(0) e p(1) = q(1),
quando nao houver risco de ambiguidade diremos apenas que p é especial . Além disso,
diremos que dois caminhos py : I — X e p; : I — X sao especialmente homotdpicos
se existe homotopia {p; }+c; conectando py a py, relativa aos extremos, tal que p; é especial,
para todo t € I.

1.1.3 Fibrados e Fibracoes

Os fibrados e as fibragoes serao usados principalmente no terceiro capitulo deste trabalho,
mas os apresentamos aqui, apenas no contexto nao equivariante, para entendermos as
ideias usadas em [19]. Seguiremos principalmente, mas nao unicamente, [4, 5, 19].

Um fibrado é uma colegdo § = (X, p, B,Y') que consiste de uma aplicacao p : X — B,
tal que para cada b € B existe um aberto U, de B que contém b e uma trivializagao
local consistindo de um homeomorfismos ¢, : U, x Y — p~1(U) tais que po ¢, = 7, onde
m: U, XY — U, é a projecao na primeira coordenada.

Desse modo, dado um fi-
brado § = (X,p, B,Y) e uma
aplicacao f @ X — X dire-
mos que f preserva fibra com
relacao a § se dados =,y €
X tais que p(z) = p(y) entao
po f(z) =po f(y). Assim, [ in-
duz uma aplicacio f : B — B
tal que fop=po f.

O conceito de preservar fi-
bra também é usado para ho-
motopias, isto é, dada uma ho-
motopia H : X x I — X di-
remos que H preserva fibra
com relacao a § se fixado
t € I tivermos que H(e,t)
X — X é uma aplicacao que

Figura 1.4: Preservar Fibra preserva fibra. De modo similar
ao que ocorre com as aplicagoes que preservam fibra temos que H induz uma homotopia
H:BxI— Btal que H(p(z),t) = po H(z,t), para todo (z,t) € X x I.

Para cada fibrado § = (X, p, B,Y’) existem pelo menos dois possiveis fibrados associa-
dos. O primeiro é chamado de par fibrado e é dado por um par topologico (X, A), onde
A é um subconjunto fechado de X, com a propriedade de existir um subespaco nao vazio
Yy C Y tal que a restricao de cada trivializacao local ¢, : U, X Yy — p~1(U,) N A de § é
um homeomorfismo. Esse novo fibrado ¢ denotado por § = (4, p, B,Y)) .
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O segundo é quando tomamos um subconjunto W fechado de B e pensamos em §|w =
(p~*(W),p,W,Y) . Nesse caso, as restri¢oes de cada trivializagao local serdao ¢, : (U, N
W) xY — p~ Y (U, N W). Dai, diremos que um subconjunto A de X é um subconjunto
fibrado do fibrado § se para cada componente p(A); de p(A), o par (p~*(p(4),), A;) for
um par de fibrados com relagao a §|p(A);, onde A; = ANp~t(p(A),).

Notemos que quando tomamos o subconjunto fibrado A do fibrado § existe a possibi-
lidade de cada componente p(A); possuir uma fibra Y; C Y diferente.

Agora vamos mudar um pouco o foco. Sejam X e B dois espagos relacionados por
uma aplicacao p : X — B. Diremos que p possui a propriedade de levantamento
de homotopia para um espacgo Z quando dadas uma aplicacao f : Z — X e uma
homotopia F' : Z x I — B tais que po f(x) = F(z,0), para todo x € Z, existir uma
homotopia F : Z x [ — X tal que po F = F e F(x,0) = f(z), para todo = € Z.

Z x {0} —2 - X
T .

7 p

Zx]—F B

Dai, p é uma fibracao para uma classe de espacos 2 se tiver a propriedade de
levantamento de homotopias para todo elemento de 2. Quando 2 for a classe de todos
os espacos chamaremos p de fibragao apenas. Uma fibracao é regular se

{r€Z; F(z,t)=F(z,0),Vtel}C{x € Z; F(xt)=F(x,0),¥Vtecl}

Um exemplo de fibragao ¢ a fibracao trivial onde consideramos
quaisquer dois espacos X e B e tomamos a projecao na primeira
coordenada p : B x X — B. Um exemplo de fibracao que nao é
fibrado é dado tomando X = {(x,y) € R?; 22 + (y — 2)? < 1},
B={(z,00eR* —1<z<1}ep:X — B dada por p(z,y) =
(x,0).

f Figura 1.5: Fibragao

Dadas duas fibragoes (X, p, B) e (Y, ¢, B) e uma aplicagdo f : X — Y, diremos que f
¢ uma aplicagao entre fibragoes que preserva fibra quando go f = p.
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Observamos que uma aplicacao que preserva fi-
HO bra com relagao a um fibrado pode nao ser uma
aplicagao entre fibracoes que preserva fibra. Por

exemplo, tomando m; : S! x S' — S! a projecao
na primeira coordenada temos que (S' x S, 7y, St)
¢ uma fibracao e A = (S' x S', 7, SY, S é um fi-
brado. Dai, f : S' xS! — S! x S! dada por f(cos(0)+isen(), z) = (cos(20)+isen(20), z)
é uma aplicacao que preserva fibra com relagao a 2, pois se p(a,b) = p(x,y) entdo a = x
e po f(a,b) = po f(x,y). Contudo, f ndo é uma aplicagao entre fibragdes que preserva
fibra, pois nem sempre teremos que p(cos(6) + isen(6), z) = cos(6) + isen(0) é igual a

Figura 1.6: Preservar Fibra

po f(cos(0) +isen(0),z) = (cos(20) + isen(20), z)
= p(cos(20) + isen(20), z)
= cos(20) + isen(20).

Duas fibragoes (X, p, B) e (Y, ¢, B) sao equivalentes se existirem duas aplicagoes que
preservam fibra f : X — Y eg:Y — X tais que fog é homotopica a Idy (vamos denotar
essa homotopia por ¢1) e g o f é homotopica a Idy (vamos denotar essa homotopia por
¢2) de modo que o caminho ¢;(e, ®) estd em uma tnica fibra, para todo e € X quando
1 = 2 ou para todo e € Y quando 7 = 1.

Dados uma fibracio (X,p, B), um espaco Z e duas homotopias F' : Z x I — X e
F:7Z x1 — B tais que po F' = F diremos que I é estacionaria com relacio a F se
para todo z € Z tal que o caminho F(x,e) : I — B é constante tivermos que o caminho
F(x,e): I — X também é constante. Dai, diremos que a fibracdo (X, p, B) é regular se
dados um espaco Z e uma homotopia F' : Z x I — B pudermos tomar F : Z x [ — X
estacionaria com relacao a F'.

Por fim, dados X e B espacos topologicos relacionados por uma aplicacao p : X — B,
definimos uma aplicagdo de levantamento como sendo uma aplicagao A : Q, — X!
tal que A(e,)(0) =e e poAle,a)(t) = a(t), onde Q, = {(e,y) € X x BT; p(e) =~(0)}.
Quando A(e, p(e)) = e, onde e € X' e p(e) € B! estio sendo entendidos como os caminhos
constantes, entdo chamaremos A de aplicagao de levantamento regular.

1.1.4 Classes de Nielsen e Indice de Pontos Fixos

As notagbes que apresentaremos nessa subse¢ao estao relacionadas a pontos fixos e foram
retiradas principalmente de [1, 7].

Dados um espaco topolégico X e uma aplicacao f : X — X diremos que f é compac-
tamente fixada quando o conjunto de pontos fixos de [, Fiz(f) = {z € X|f(z) =
x}, for compacto em X. Dado A um subespago de um espaco topologico X, diremos que
uma homotopia {h;}ie; : A — X é especial se Fiz(h;) = Fix(hg), para t € I.

Agora vamos apresentar um pouco sobre a teoria de indice de pontos fixos. Sejam S™
a esfera n-dimensional, um subconjunto aberto V' de S", uma aplicacao f : V — S" e
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um ponto Q € S” tais que f~(Q) é compacto. Consideremos as seguintes aplicagdes em
homologia sobre os inteiros:

Ho(S") 5 Hy(S7,8" — f74Q)) = Ho(V,V = £7Q)) &5 H,(S", 8" — Q) = H,(S")

a aplicagao exc é o isomorfismo dado pela excisao.

Essa composigao é tal que um gerador o de H,(S™) é levado na classe m.o onde m é
um numero inteiro. Nesse caso, diremos que m é o grau local de f sobre (). Uma
propriedade importante do grau é que se f~1(Q) C K C U C V, onde K é um subconjunto
compacto e U uma vizinhanca aberta de K, entao o grau local de f sobre () também é
dado pela composicao:

C

Ho(S") — Ho(S",S" — K) = Hy(U,U — K) 53 H,(S",S" — Q) 2 H,(S")

Dai, dado um par K C U, onde f~}(Q) C K, K & compacto e U é uma vizinhanca aberta,
de K, diremos que o elemento ox € H,(U,U — K) que é a imagem de um gerador o de
H,(S™) é uma classe fundamental ao redor de K.

Agora, sejam V um aberto de R", ¢ : V' — R" a inclusao e uma aplicacao f : V — R"
compactamente fixada, denotemos Fiz(f) por F. Entao, consideremos a aplicagao:

(i—f)y: Ho(V,V = F) = H,(R",R" — {0}) = Z.

Dessa forma, o indice de pontos fixos Iy € Z de f é o inteiro tal que (i — f).(or) =
I.0(0y. Observamos que esta defini¢do nao depende da escolha do gerador o de H, (S"),
pois (—o)p = —(or) e (—0)j0} = —(00})-

Como consequéncia da propriedade de grau que demos acima temos que se Fix(f) C
K Cc U CV,onde K é um subconjunto compacto e U uma vizinhanca aberta de K, entao
i— fleva (U,U - K)em (R",R" — {0}) e (i — f).(ox) = If.010}.

Uma generalizacao do indice que apresentamos é dada quando tomamos X um espaco
topologico e um aberto U de X que é um ENR entao qualquer aplicagao f : U — X
admite uma decomposicao f = o a dada por:

N

V—>B X,

onde V é um aberto de R" para algum n. Podemos construir uma das possiveis [ e
a da seguinte forma: U é um ENR entao existe uma vizinhanca V' em algum espaco
euclidiano R", para algum n, de modo que ¢ : U < V & um homeomorfismo sobre i(U),
r:V — i(U) é uma retracao e r o i(u) = i(u) para todo u € U. Assim, existe um
homeomorfismo j : i(U) — U tal que j o é a identidade Idy de U. Dai, tomamos o = i
ef=fojore

Boa=fojoroi=fojoi=f.
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O diagrama que ilustra essa situacao é dado abaixo:

Idy
i

(U) —

a=i 1 ; U
N
Vv X.

=B

Desse modo, se f for compactamente fixada entao podemos usar a aplicacdo avo 3 :
B~HU) — V C R" para definir I,0g o indice de pontos fixos de « o 3.

A propriedade que torna essa construcao importante é que dada qualquer decomposi-
cao f = boa temos que I,op = Igop, isto é, 1,05 depende apenas de f. Por isso diremos
que I,.p = Iy é o indice de pontos fixos de f.

O indice definido para os espacos ENR possuem as seguinte propriedades:

1. se W for um aberto de X tal que Fiz(f) C W C U entao Iy = Iy),,;

2. dado g € X suponhamos que f é a aplicacdo constante dada por f(x) = z¢, para
todo x € U, entao:
1

I { sexgeU

0 sexqg¢U

3. se U = ;_, Ui, onde U; é aberto para ¢ = 1,...,7r, e U; N U; N Fiz(f) = 0 para
todo i # j entdo I =Y 1 (I, );

4. se H: U x I — X é uma homotopia e |J,.; Fiz(H(e,t)) é compacto entao Ip(e s =
It1(e0) para todo ¢ € I;

5. se Y é um espaco topologico, W é um abertode Y queéum ENReh: W — Y é uma
aplicacao compactamente fixada entao I¢xp = I¢.Ip, onde f xh: U X W — X xY
é a aplicagdo compactamente fixada dada por (f x h)(z,y) = (f(x), h(y)) para todo
(x,y) e U x W;

6. se Y é um espaco topologico, W é um aberto de Y que é um ENR e h: W — X e
k:U — Y sao aplicacao entdo o conjunto de pontos fixos de hok : k=1 (W) — X é
homeomorfo ao conjunto de pontos fixos de ko h : h=1(U) — Y. Se esses conjuntos
forem compactos entao lpop = Igon.

Agora vamos particionar o conjunto de pontos fixos de uma aplicacdo compactamente
fixada. Sejam X um espacgo topologico ENR conexo e compacto, f : X — X uma
aplicacdo e z,y € Fix(f) # 0 (Fiz(f) é compacto porque é fechado dentro de um
compacto), diremos que = e y estao na mesma classe de pontos fixos se, e somente
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se, existir um caminho « : I — X tal que a(0) = z, a(1l) = y e a é homotdpico a f o«
relativo aos extremos.

Como cada classe de pontos fixos N de f é aberta e fechada em Fiz(f) (veja a
demonstragao do Teorema VI.B.1 de [1| pg 86-87), podemos escolher um aberto U de X
tal que N C U e UN N’ = () para toda classe de pontos fixos N # N e Iy, estd bem
definido. Dai, diremos que I(f, N) = Iy, é o indice da classe de pontos fixos .
Observamos que I(f, N) estd bem definido porque se for possivel tomar um aberto W
de X tal que N C W C U entao segue da primeira propriedade do indice para espacos
ENR que If, = If,,. Se I(f,N) # 0 entdo N é chamada uma classe de pontos fixos
essencial de f. O ntimero de Nielsen de f, que denotamos por N (f), ¢ a quantidade
de classes de pontos fixos essenciais que f possui.

1.1.5 Realizacao de um Conjunto como Conjunto de Pontos Fixos
de uma dada Aplicacao

Nessa subsec¢ao, que encerra o primeiro compéndio, faremos um esbog¢o das demonstracoes
dos resultados que generalizaremos para o contexto equivariante. Antes de comecar, é
importante saber que dados um espago topologico X e uma aplicacao f : X — X,
denotaremos por Fiz(f) = {z € X‘f(x) = x} o conjunto de pontos fixos de f. O objetivo
do capitulo 2 serd generalizar o Lema 3.1 de [9] (pg 157) que é o primeiro resultado que
apresentamos.

Lema 1.1 Seja f: X — X uma auto-aplicacao de um poliedro conexo, compacto X sem
pontos de corte local e A um subpoliedro. Suponha que X — A nao é uma dois variedade e
que A é contorndvel em X. Se (C1) e (C2) valerem entao existe uma aplicagao h : X — X
homotdpica a f com Fix(h) = A.

(C1) Ewiste uma homotopia H : A x I — X entre H(e,0) = f‘A e H(e1)=i:A— X
(inclusao).

(C2) Para toda classe de pontos fizos essencial F' de f existe um caminho p : I — X tal
que p(0) € F, p(1) € A e {p(t)} € homotdpica & H(p(t),t) (com pontos extremos
fizxados).

Ideia da Prova: Primeiramente, estendemos a homotopia H dada em (C1) para uma
homotopia H; : X X I — X, o que é cabivel pela propriedade de extensao de homotopias.
Em seguida, concatenamos uma segunda homotopia Hy : X x I — X relativa a A que nos
leva a uma aplicacao hs com a propriedade de possuir uma quantidade finita de pontos
fixos em X — A. Como Hy : X x I — X é relativa a A temos que A C Fixz(hy).

Dai, unimos os pontos fixos que sao Nielsen relacionados e que estao fora de A. Depois,
enviamos os pontos fixos que estao fora de A e que sao Nielsen relacionados aos pontos

de A para A e eliminamos, de modo usual, as classes de pontos inessenciais que restaram
fora de A.
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Seja H a homotopia construida entre f e a aplicagao h, entdao Fiz(h) = A. De fato, se
existir x € Fix(h) — A entao {z} é uma classe de pontos fixos essencial de h que nao esta
relacionada com nenhuma classe de pontos fixos em A. Contudo, {z} estd H-relacionada
com uma classe de pontos fixos essencial F' de f. Por (C2), existe um caminho p : I — X
tal que p(0) € F, p(1) € A e {p(t)} é homotopica & H(p(t),t) (com pontos extremos
fixados). Mas,

H(p(1),1) = h(p(1)) = p(1) = =,
S
€A e{z}

o que é um absurdo. Logo, Fiz(h) = A.
U
O segundo resultado que trataremos é o Teorema 4.1 de [19] (pg 49) que serd genera-
lizado no capitulo 3.

Teorema 1.2 Seja § = (E,p, B,Y) um fibrado onde E, B e Y sao poliedros conezos e
B eY nao possuem pontos de corte local.

Seja A um subconjunto fechado e localmente contrdtil de E tal que (E,A) é um par
de fibrados para §, p(A) é um subconjunto fechado e localmente contrdtil de B, cada
componente p(A); de p(A) é contrdtil em B, p(A) € contorndvel em B ¢ B — p(A) nao é
uma 2-variedade.

Seja f : E — E uma aplicagio que preserva fibra tal que:

(C1)z existe uma homotopia parcial que preserva fibra Hy @ (E % {0}) U(A X I) = E tal
que Ha(0,0) = f e Ha(e,1) =i : A— E (inclusio);

(C2)5 toda classe de pontos fixos essencial F' de f estd conectada a A por um caminho
v: 1 — E tal quev(0) € F, v(1) € A e{y(t)} é homotdpica a {foy}x{Ha(y(1),t)}
com pontos extremos fixados.

Supondo ainda que para todo subfibrado Y; de A temos que Y; é um subespaco fechado,
localmente contrdtil e contorndvel em Y tal que Y —Y; nao é uma 2-variedade e que
A intercepta todas as classes de pontos fizos essenciais de f,, - p~'(b;) — p~'(b;) para
pelo menos um b; na componente p(A);. Se Z é um subconjunto fechado e fibrado de A
que intercepta todas as componentes de A, entao existe uma aplicacao g : E — E que é
homotdpica a f por wuma homotopia que preserva fibra tal que Fix(g) = Z.

Ideia da Prova: Primeiramente provamos que f é homotdpica a uma aplicacao h tal
que:
A C Fiz(h) € p~'(p(A)),

e que h : B — B possui uma quantidade finita de pontos fixos em B — p(A), nenhum

desses pontos fixos esta na imagem por p de uma classe de pontos fixos essencial de h.
Para tanto, tomamos a extensdo H; : B x I — B da aplicacdo H, : p(A) x [ — B

induzida por H, dada em (C1); e eliminamos a maior quantidade possivel de pontos
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fixos da aplicacio H,(e,1) que estdo em p(A). Observamos que, nessa passagem USamos
quase todas as hipoteses que temos relacionadas com p(A) e que os pontos fixos residuais
de H(e,1) = h em B — p(A) nao podem ser eliminados porque (C2)z é uma hipotese em
E que nio temos como levar para B, onde H é a homotopia resultante de todos esses
procedimentos em B.

Dai, levantando H criamos uma homotopia que preserva fibra com relacao a § H; :
X x I — X tal que f(x) = Hy(z,0) e hy(z) = Hy(z,1), para todo = € X. hy = Hy(e,1)
nao possui classes de pontos fixos essenciais na imagem inversa dos pontos fixos residuais
de h, com isso criamos Hy : X x I — X, hy = H(e, 1), tal que Fiz(hy) C p~'(p(A)).
Para achar h : X — X homotopica a f tal que A C Fiz(h) C p~'(p(A)) basta perceber
que C1lz da condi¢ao para hs ser homotoplca a inclusao @ A_por uma homotopla parcial.
Denotaremos essa homotopia parcial por HA, com hals = HA( ,0)eia = HA( 1). Dai,
definimos:

B (X% {0 UG (b b)) UPA) x I) — X
ho(x) set=0;
(z,t) — hap, (), sex € p(b));
Ha(z,t), sex € A,

onde b; sao os pontos fixos residuais de h. Estendemos agora H para uma homotopia que
preserva fibra H : X x I — X.

Na segunda parte da prova analisamos a relagdo de h com p~(p(A);). Tomamos h; :
pt(p(A);) = p'(p(A);) uma restrigao de h. Dai, provamos que existe uma homotopia
que preserva fibra

Hj:p~H(p(A);) x I = p~'(p(A)),
tal que H;(e,0) = h;(e) para todo e € p~(p(A);) e Fiz(H;(e,1)) = Z N A;.

Isso é feito observando que (p~'(p(A);), p, p(A);) é uma fibragio equivalente a fibragio
trivial p(A); X Y; e que existe homeomorfismo ® : p(A4); x Y; — p~*(p(A);). Assim,
através de uma série de construgoes se estabelece uma relacao biunivoca entre as classes
de pontos fixos de hj; e hy , onde h* = P lohjod:p(Ad); xY; = p(A); xY; é dada por
h*(b,y) = (b, hi(y)) e by é um ponto no qual p(A); se contrai.

Nesse ponto usamos quase todas as hipoteses relacionadas ao subfibrado Y; para provar
que h; & homotoépica a uma aplicacdo g; @ Y; — Y tal que Fiz(g;) = €, onde o
par fibrado <(p’1(p(A)j) NAptp(A),;) N Z),p,p(A); (Y;, Q)) é tal que o conjunto {2
intercepta todas as componentes conexas de Y;. Definimos a homotopia H* entre h* e
id x gy . Lembrando que, Fiz(id x g; ) = p(A); x .

Dai, definimos a homotopia H; : p~*(p(4);) x I — p~'(p(A);) dada por H(e,t) =
PoH* (P '(e),t). Assim, H(e,0) = hj(e) e Fix(H(o,1)) = ®(p(A);xQ) = p~1(p(A);)NZ.

Por fim, seja F' = Fiz(h) N (B — p(A)), definimos a seguinte homotopia:

H: [Ex {0)]Ulp (F)Up(pA) x 1] —» E

f(e) set=0ouple)eF
(e,1) T\ Hjle,t) seple) € p(A);
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Essa homotopia parcial pode ser estendida para uma homotopia que preserva fibra

G : ExI — FE tal que poG(e,t) = hop(e) para todo e € FE e todo t € I. Logo, a
aplicacao G(e,1) = g preserva fibra, é homotopica a f e Fizx(g) = Z.

O
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1.2 Definicoes Relativas aos Grupos de Transformacoes

Nessa segunda se¢ao apresentaremos um pouco da teoria dos Grupos de Transformacoes e
uma ponte entre tal teoria e os objetos apresentados na secao anterior. Também faremos
aqui algumas observagoes relacionadas a teoria de Nielsen para aplicacoes equivariantes.

1.2.1 (G-espacos e G-aplicacoes
Uma agao de um grupo G em um conjunto X é uma funcao ¢ : G x X — X tal que:

1. p(1,2) = z para todo € X e 1 € G é o elemento identidade de G;

2. ©(g2,0(91,7)) = ¢©(92.91, ) para todos g1,92 € G e x € X.

Quando existir uma a¢ao de um grupo G' em um conjunto X diremos que X é um G-
conjunto e que ¢ ¢ uma G-acao de G em X. O grupo G é chamado de grupo topolégico
se G for um espaco topoldgico Hausdorff e a funcao:

a: GxG — G
(9,h) — g.hh,

for continua. Dai, dados um grupo topologico G e um espaco topologico X diremos que
X é um G-espago se existir uma acao continua ¢ : G x X — X.

Um subconjunto A de um G-espago X é G-invariante , ou apenas invariante quando
nao houver risco de ambiguidade, quando gA C A para todo g € G. Dada uma aplicagao
f X — Y entre os G-espacos X e Y diremos que f é uma G-aplicagao, ou que f é
equivariante , quando f(gx) = g(f(x)) para todo g € G. Uma homotopia H : X xXI — Y
entre os G-espagos X e Y é uma G-homotopia quando H(e,t) : X — Y for uma G-
aplicacao para cada t € I.

Quando existir um G-subespago A de X tal que H(z,t) = z, para todo (z,t) € Ax I,
diremos que a G-homotopia H é relativa a A. Observamos que no caso de G-homotopias
a acao de G em [ é trivial.

Consideremos espacgos topologicos X e B, uma aplicacao sobrejetora p : X — B e o
conjunto 2, = {(e,y) € X x B’; p(e) = v(0)}, onde B’ é o espago dos caminhos em B.
Notemos que se G for um grupo finito, X e B forem G-espacos e p for equivariante entao
podemos definir G-agoes em X’ e em 2, dadas por:

Gx X' —» X! GxQ, — Q
(9,0) = (ga): I — X (g9, (e,7) = (ge,97).
t = (g9a)t) =g(a(t))

A agao em (2, esta bem definida porque p(ge) = gp(e) = g7(0).
Dado um subgrupo fechado K do grupo topologico G' usaremos as seguintes notagoes:

1. NK ={g € G;ghg™! € K para todo h € K} o normalizador de K em G;
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2. WK = % o grupo de Weyl de K em G,

3. (K)={ghg ' € G;g € Gehe K} aclasse de conjugacgao de K em G. Dadas
duas classes (K;) e (K3) diremos que (K;) < (K3) se e somente se existe algum
g € G tal que gK;g~! é um subgrupo de K, (gK;g7' < K5);

4. Dado um ponto x € X, denotamos por G, = {g € G;gxr = x} o subgrupo
de isotropia de z. GG, é um subgrupo de G, dai, diremos que (G;) é um tipo de
isotropia de X. Denotaremos por Iso(X) o conjunto de todos os tipos de isotropias
de X;

5. XK ={r e X;K < G,}:

6. XH) ={rec X;gKg ' <G, para algum g € G}
7. Xk ={z € X;G, = K};

8. Xixy={r € X;G, C(K)}

Serd importante para a leitura desse trabalho ter todas essas notagoes em mente, pois
serao muito usadas em varios momentos. Quando tomamos {(K;)}"; uma subcolegao
finita de subgrupos de G podemos parcialmente ordené-la de forma que se (K;) < (K;)
entao ¢ < j. Uma tal forma de ordenar {(K;)} é chamada de uma ordem admissivel
para {(K;)}.

Assim, supondo que Iso(X) = {(K;)}, é finito e que estd munido de uma ordem
admissivel, definimos a cadeia (ou filtragdo ) X; C --- C X,, = X de G-subespacos de
X dada por:

X, ={z € X;(G,) = (Kj) para algum j < i}.

Dessa forma, dado l € {2,3,...,n} temos que XlKl —Xffll = Xk,. Observamos que sempre
que G for finito teremos que /so(X) sera finito.
Sejam X um G-espago tal que [so(X) é finito e Xi,..., X, a filtracdo associada a

uma ordem admissivel de Iso(X). Notemos que toda G-aplicacao f : X — X preserva
filtragao , isto &, f(X;) C X;, parai = 1,...,n. De fato, dados x € X; e g € G, temos
que gf(x) = f(gx) = f(x). Dai, G C Gy e assim (Gy(y)) = (K;) com j <i. Portanto,
f(X;) C X,.

Ainda com relacdo a f, temos que WK age em XX e que a aplicacao f& : X — X
é uma W K-aplicacdo, pois dados x € XX, gK € WK e h € K temos que:

h(gK)x) = (g9~ 'h)(g9z) = g(g~ ' hg)z = gz = (9K )x.

eK

Portanto, (¢K)x € XX,
Além disso, WK; age livremente em X% — X, ;. De fato, dado z € X% — X,_,
temos que K; < G, e existe [ € G tal que IG,l7' = K,. Dessa forma, | € NK;,
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pois [K;I7' < IG, 17" < K;. Se gK; € WK, for tal que z = (¢gK;)r = gz temos que
g € G, N NK;. Consequentemente, g € I7'K;l < K; e gK; = K;. Logo, WK, age
livremente em X< — X/ .

Até o momento estabelecemos notagoes para G-espacos arbitrarios sem estruturas par-
ticulares. Contudo, usaremos G-espacos com estruturas especificas e por isso precisaremos
definir mais conceitos. Sejam U C R" e V' C R™ dois abertos de seus respectivos espagos.
Dada uma aplicagao f : U — V| f(x) = (fi(x),..., fm(x)), diremos que a aplicagao f; é
a i-ésima funcao coordenada de f, para i =1,..., m, e diremos que f é suave ou
de classe (' se cada funcao coordenada de f possuir derivadas parciais continuas de
todas as ordens.

Dados X um espago topologico, U um aberto de X e um homeomorfismo ¢ : U —
V C R" de U em um aberto V' de R™ expressaremos por (U, ¢) a carta de X relacionada
com . Uma cole¢ao {(Uy, pa)}aca de cartas de X tal que a cole¢do {U,}aca é uma
cobertura de X ¢é chamado de atlas de X.

Um atlas {(Uy, ©a)}aca de X & suave se para cada par de indices o, 5 € A tais que
U, NUs # 0 a aplicagao s 0 o ' 1 0a(Us NUs) — ps(U, NUps) é suave.

Um espaco topologico X, Hausdorff e com base enumeravel, munido de um atlas suave
{(Ua ¥a) tacn € chamado de variedade suave ou variedade diferenciavel. Diremos
que G é um grupo de Lie se G possuir as estruturas de grupo topologico, a de variedade
suave e a aplicacdo a : G X G — G, dada por «a(g,h) = g.h™!, for suave.

Notemos que todo grupo finito é um grupo de Lie, tendo isso em mente, introduziremos
algumas defini¢oes que vimos nas subsecoes anteriores no contexto equivariante.

Sejam G um grupo de Lie e (X, A) um par de G-espagos, diremos que A é um G-
retrato de uma vizinhanca de X se existir um aberto G-invariante V' C X, com
A C V, e existir uma G-retracao r : V — A. Nesse caso, diremos que V se retrai
equivariantemente em A. Além disso, diremos que A é um G-retrato forte de uma
vizinhanga de X quando a G-retracdo r : V. — A é tal que i o r é G-homotopica a
identidade de V' (i or & Idy), relativo a A, onde i : A — V ¢é a inclusao.

Dado G um grupo de Lie, diremos que um G-espaco métrico X é um G-ANR se, e
somente se, existe um G-mergulho 7 : X — Y, onde Y é um G-espaco métrico separavel
e i(X) é um G-retrato de uma vizinhanga de Y.

Dados G um grupo de Lie e X um G-espaco métrico, diremos que X é um G-ENR
se, e somente se, existe um G-mergulho ¢ : X — E de X em um G-espaco euclidiano F
tal que i(X) é um G-retrato de uma vizinhanga de E. Diremos que (X, A) é um G-par
topologico quando X for um G-espaco (munido da ac¢do continua ¢ : G x X — X) e A
um subespaco topologico de X tal que A munido da a¢do ¢|gxa € um G-espaco topologico.
Um par G-ENR (X, A) é um G-par topologico tal que X é um G-ENR, (munido da agao
continua ¢ : G x X — X) e A um subespago fechado de X tal que A munido da agao
90|G><A ¢ um G-ENR.

Vejamos agora a versao equivariante para as defini¢oes relativas aos complexos sim-
pliciais. Dados K um complexo simplicial e G um grupo finito que age em K, diremos
que a acao de G em K é simplicial se para todo g € GG a aplicacao g : K — K induzida
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pela acao de G em K é uma aplicacao simplicial.

Quando a acao de G em K for simplicial diremos que K é um G-complexo simplicial.
Observamos que existem acoes de grupos infinitos em complexos simpliciais, mas esses
nao usaremos.

A versao equivariante para triangularizacdes ocorre de forma muito natural quando
G for um grupo finito. Nesse caso, diremos que um G-espaco X é equivariantemente
triangularizavel se existir um homeomorfismo equivariante 7 : | K| — X, onde K é um
G-complexo simplicial e | K| a realizacao geométrica do complexo simplicial K.

Observamos que quando G é finito e X é uma G-variedade suave e compacta (com
ou sem bordo) temos que X é equivariantemente triangularizavel, ver [23]. Além disso,

existird uma meétrica p no poliedro X que usamos para definir a métrica G-invariante
de X dada por:

d(z,y) |G|Zpgx 9y)-

geG

1.2.2 1Indice de Pontos Fixos Equivariante

As notacoes que apresentaremos nessa subsecao estao relacionadas a pontos fixos no con-
texto equivariante, foram retiradas principalmente de [13, 16] a fim de completar as in-
formacgoes dadas na Subsecao 1.1.4 para o contexto equivariante.

Definicao 1.3 Sejam G um grupo finito, Y um G-ENR conexo e compacto, h : Y — Y
uma G-aplicagio e x,y € Fix(h) # (. Entio x e y estdo na mesma G-classe de
pontos fixos se, e somente se, ocorre uma dentre as sequintes:

(1) y = ox para algum o € G;

(2) existe um caminho o : I — Y tal que a(0) = x, a(1) = o'y para algum o’ € G e
a =~ h o« relativo aos extremos.

Como cada G-classe de pontos fixos N de h é aberta e fechada em Fixz(h), podemos
proceder como no caso nao equivariante e escolher um aberto G-invariante U de X tal
que N C U e UNN' = { para toda G-classe de pontos fixos N' # N e I, estd bem
definido. Dai, diremos que I(h, N) = I, é o indice da G-classe de pontos fixos V.
Se I(h,N) # 0 entdao N é chamada uma G-classe de pontos fixos essencial de h e
quando I(h, N) = 0 entdo N é chamada uma G-classe de pontos fixos nao essencial
(ou inessencial) de h.

Por fim, observamos que uma G-classe de pontos fixos N de h é formada pela uniao de

classes de pontos fixos { N; }ica de h, ignorando a acdo de G, e que I(h, N) = >, I(h, N;).
1.2.3 Aplicacoes que Preservam Fibra

Na ultima parte desse segundo compéndio faremos consideracoes referentes a fibrados e
fibragoes no contexto equivariante, que serao usados principalmente no capitulo 3.
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Dado um fibrado § = (X, p, B,Y) temos que para cada b € B existe um aberto U, de
B que contém b e uma trivializagao local ¢ : Uy x Y — p~1(U,) tais que po ¢, = 7. Dali,
dado um grupo de Lie compacto G, se X, B e Y forem G-espacos, os abertos U, de B
forem G-invariantes e p e ¢ forem G-aplicacoes diremos que § é um G-fibrado.

Assim, dados um G-fibrado § = (X,p, B,Y) e uma G-aplicagdo f : X — X que
preserva fibra com relacao a § temos que f induz uma G-aplicacio f : B — B tal que
foep=pof.

Com um G-fibrado § = (X,p, B,Y) é possivel construir dois G-fibrados associados
de forma anéloga a feita no contexto ndo equivariante. Dai, criamos o G-fibrado §' =
(A, p, B,Yy) chamado G-par fibrado e dado por um G-par topologico (X, A), onde A é
um G-subconjunto fechado de X, com a propriedade de existir um G-subespaco nao vazio
Yy C Y tal que a restrigao de cada trivializagao local ¢, : U, X Yy — p~1(U,) N A de § é
um G-homeomorfismo.

Criamos também o G-fibrado F|w = (p~'(W),p,W.Y), onde W é um subconjunto
fechado e G-invariante de B. Além disso, um subconjunto G-invariante A de X é um
G-subconjunto fibrado do G-fibrado § se para cada componente p(A;) de p(A4), o
par (p~'(p(A);), A;) for um G-par de fibrados com relagio a F|p(A);, onde A; = AN
P~ (p(A);).

Por outro lado, se G for um grupo finito temos que uma G-fibragao é uma G-aplicagao
p: X — B com a propriedade de levantamento de G-homotopias para qualquer G-espaco,
e p possui a propriedade de levantamento de G-homotopia para um G-espago Z
quando dadas uma G-aplicacao f : Z — X e uma G-homotopia F': Z x I — B tais que
po f(z) = F(z,0), para todo x € Z, existir uma G-homotopia F:ZxI— X tal que
poF =Fe F(z,0) = f(x), para todo = € Z.

Logo, uma G-aplicagao f : X — Y relacionando duas G-fibragoes (X,p, B) e (Y, q, B)
é dita uma G-aplicacao entre G-fibragoes que preserva fibra quando go f = p. Dali,
duas G-fibragoes (X, p, B) e (Y, q, B) sao G-equivalentes se existirem duas G-aplicagoes
entre G-fibragoes que preservam fibra f : X — Y e g : Y — X tais que fog é G-
homotopica a Idy (vamos denotar essa homotopia por ¢1) e go f é G-homotopica a Idx
(vamos denotar essa homotopia por ¢s) de modo que o caminho ¢;(e, ®) estd em uma
unica fibra, para todo e € Y quando ¢ = 1 ou para todo e € X quando i = 2.

Por fim, dados X e B G-espacos relacionados por uma G-aplicacao p : X — B,
definimos uma G-aplicacao de levantamento como sendo uma G-aplicagao A : 2, —
X7 tal que Afe,a)(0) =e e poAle,a)(t) = a(t). Quando Afe,p(e)) =e, onde e € X' e
p(e) € B! estao sendo entendidos como os caminhos constantes, entdo chamaremos A de
G-aplicagao de levantamento regular.
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1.3 Resultados da Bibliografia

Essa secao é dedicada aos resultados encontrados na bibliografia que serao necessarios para
as demonstragoes que estao dispostas nos proximos capitulos. A ordem que adotamos é
a apresentada na bibliografia desse texto. Na primeira subsecao estao os resultados que
usaremos no capitulo 2, e por ventura alguns também o serao no capitulo 3. Na segunda
subsecao estao os resultados que usaremos no capitulo 3.

1.3.1 Resultados da Bibliografia para Espacos e Aplicagoes

E importante observar que os resultados aqui expostos nao sao traducoes exatas dos
originais, pois foram acondicionados as notagoes usadas nesse texto.

[1] Teorema VIIL.B.4 (pg 123): Dados K um complexo simplicial conexo, s um
p-simplexo maximal de K, f : |K| — |K| uma aplica¢ao, x € |s| um ponto fixo isolado
de f e U C |s| uma vizinhanca de z tal que Fiz(f)NU = {x}. Se o indice I(f,U) =0
entao dado € > 0, existe uma aplicagao f': |K| — |K| com as seguintes propriedades:

1. f(y) = f'(y) para todo y € |K| —U;

2. d(f, f) <e
3. Fiz(fYnU = 0.

[1] Lema VIII.C.3 (pg 128): Dados K um complexo simplicial, s1, s2 € K simplexos
de dimensao maior do que 1 (um) tais que s; N sy possui dimensao maior do que 0 (zero).
Sejam a € |s1], b € [s1 N sy| e f:|K| — |K| uma aplicacao tais que:

e a é um ponto fixo isolado de f com indice I(f,U) # 0, e Fiz(f) N [a,b] = {a};
e f ¢ uma aplicagao proximal em [a, b].
Entao, existe € > 0 e uma aplicagao f’: |K| — |K| com as seguintes propriedades:

1. existe uma homotopia H : |K| x I — |K| entre " e f tal que H(z,t) = H(z,0)
para todo (z,t) € (|K| — U(x,n)) x I;

2. Fiz(f)NU([a,b],

€) = {c} para algum c € U([a,b],€) N sz, onde U([a,bl,€) = {z €
[K|;d(z,y) <€ y€lab

1}

3. f" é uma aplicacio proximal em U([a, b], €)

[2] Corolario 3.3.5 (pg 122): Sejam K’ uma subdivisao de um complexo simplicial K
e L um subcomplexo de K. Existe um tinico subcomplexo L' de K’ que é uma subdivisao

de L.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 21

[2] Corolario 3.3.11 (pg 124): Seja (X, A) um par de poliedros. Entao A é um
retrato forte por deformacao de alguma vizinhanca de A em X.

[3] Proposicao 8.12 (pg 83): Se X for um subconjunto localmente compacto e
localmente contratil de R™ entao existe um aberto V de R" que se retrai em X, assim X
é um ENR.

|6] Proposicao I1.8.6 (pg 158): Seja G um grupo de Lie compacto. Se X é um
G-ENR e i: X — W é um G-mergulho em um G-médulo W, entao i(X) é um G-retrato
de uma vizinhanca.

Na Proposi¢ao anterior, temos que uma representagao real (complexa) do grupo
topoldgico G no espago vetorial real (complexo) de dimensao finita V' é uma agio continua
G xV =V tal que, para todo g € G, a translacao a esquerda L, : V' — V dada por
L,(v) = gv é uma transformagao linear (real/complexa). Nesse caso, V' é um G-moédulo.

[8] Lema 3.1 (pg 752): Sejam K um complexo simplicial tal que todo simplexo
maximal de K tem dimensao maior ou igual a 2, o bordo de St(v) é conexo para todo
vértice v de K e K possui um 1-simplexo que é face de pelo menos trés 2-simplexos. Para
qualquer € > 0, todo caminho em |K| com pontos extremos diferentes e nao situados em
vértices de K é e-homotopico a algum PL-caminho normal.

|8] Lema 5.1 (pg 757): Sejam K um complexo simplicial tal que todo simplexo
maximal de K tem dimensao maior ou igual a 2, o bordo de St(v) é conexo para todo
vértice v de K e K possui um 1-simplexo que é face de pelo menos trés 2-simplexos.
Suponhamos que o PL-caminho normal ¢ satisfaz as seguintes condicoes:

1. existe um simplexo 7, em um subconjunto aberto de |K|, e nimeros 0 < 57 < s3 <
s9 < 1, tais que ¢(s) € J(7) se e somente se s = 51 ou § = Sy, ¢(S3) € T e ¢ é linear
em [s1, s3] e em [s3, Sol;

2. q(s1) e q(s2) estao na realizagao geométrica do simplexo o; com dimensao > 1, onde
01, por hipotese, é uma face de pelo menos dois simplexos maximais de K.

Suponhamos ainda que o simplexo o1 do item 2 é uma face 1-dimensional de pelo menos
trés 2-simplexos de K. Se dois caminhos especiais pg, p1 : I — | K| s@o homotopicos, entao
eles sao especialmente homotopicos.

[9] Lema 3.1 (pg 157): Seja f : X — X uma auto-aplica¢ao de um poliedro conexo,
compacto X sem pontos de corte local e A um subpoliedro. Suponha que X — A nao é
uma dois variedade e que A é contornavel em X. Se (Cl1) e (C2) valerem entao existe
uma aplicagao g : X — X homotopica a f com Fiz(g) = A, onde:
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(C1) Existe uma homotopia H : A x I — X entre H(e,0) = f‘A e H(e,1)=i: A— X
(inclusao).

(C2) Para toda classe de pontos fixos essencial F' de f existe um caminho p: [ — X tal
que p(0) € F, p(1) € A e {p(t)} ¢ homotopica & H(p(t),t) (com pontos extremos
fixados).

[11] Teorema 5.2 (pg 468): Seja (X, A) um par de espagos onde X é conexo por
caminhos. Entao A é contornavel em X se e somente se X — A é conexo por caminhos e
0 homomorfismo induzido pela inclusdo i, : 7 (X — A) — m(X) é sobrejetor.

Para o Lema 2.1 de [12] devemos entender que se X é um G-espago e x € X entdo
a orbita de x pela agdo de G é dada por G(z) = {gz € X; g € G}. Por outro lado,
dado um subgrupo fechado H de G temos que o espago quociente % munido da acao
(9,9'H) — gg'H, para g,¢ € G, é chamado espago homogéneo.

Assim, se GG for um grupo compacto e x € X um ponto do G-espago X temos um

homeomorfismo Gi — G(x) entre um espago homogéneo e a o6rbita do ponto z € X dado

por gG, +— gzx. Desse modo, diremos que a orbita G(x) possui tipo de oérbita G%

E importante observar que se duas 6rbitas possuem o mesmo tipo de orbita entao seus
pontos possuem o mesmo tipo de isotropia.

[12] Lema 2.1 (pg 278): Sejam G um grupo de Lie compacto, (X, A) um G-par
de espacos tal que todas as oOrbitas em X — A possuem o mesmo tipo de érbita % e
f:(X,A) = (X, A) uma G-aplicacdo. Seja V uma G-vizinhanca fechada de A e f :
XH — XH g restrigao de f em X¥. Entao qualquer W H-homotopia f, relativa a V1
com fi = fH se estende para uma G-homotopia f;, relativa a V, com fy = f. Além
disso, se fi é livre de pontos fixos em (X — A), entdo f; é livre de pontos fixos em
X — A

[13] Teorema 4.3 (pg 188): Sejam G um grupo finito, X a realizacdo geométrica
de um G-complexo simplicial e f : X — X uma G-aplicacao. Dado € > 0, existe uma
e-homotopia equivariante H : X x I — X tal que Hy = f e Hi|x,, possui uma quantidade
finita de pontos fixos cada um no interior de algum simplexo maximal em X para cada
tipo de isotropia (H) de X.

[15] Lema 1.3 (pg 1140): Sejam G um grupo finito, X a realizagdo geométrica de
um G-complexo simplicial, X = {v : I — X|y é um caminho} o espaco dos caminhos
em X munido da topologia compacto aberto e com a G-agao dada por (g7v)(t) = g(v(¢)),
para todo v € X!, A = {(z,7) € X x X} a diagonal munida da acio diagonal (g(x,z) =
(g9, gx) para todo g € G e todo (z,z) € A) e n(A) ={(z,y) € X x X|o(z)No(y) # 0},
onde o(z) é o unico simplexo tal que x € |o(z)].

Existe uma G-aplicacdo o : n(A) — X7 tal que:
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1. a(z,y) é um caminho de z para y;

2. a(z,x) é o caminho constante em x;

3. o tracado de a(z,y) possui a forma [z, z] U [z,y], onde z depende de z e y;
4. a(y,x) é o caminho reverso de a(z,y);

5. se x # y, entdo a(z,y) é um caminhos sem auto-interse¢ao.

[18] Proposicao 2.5 (pg 50): Sejam G um grupo de Lie compacto, X um G-ENR
compacto, A um G-subespaco de X tal que existem um fechado V' C X que se retrai
equivariantemente em A. Sejam Y um compacto G-ENR e f : X — Y uma aplicacao
equivariante. Entao, para todo € > 0 existe uma vizinhanca invariante U de A em X e uma
e-homotopia equivariante relativa a A entre f e uma aplicacao f’ tal que f’|U = f"A or,
onde r: V — A é a G-retracao de V em A.

[18] Lema 3.1 (pg 52): Sejam G um grupo finito, X um G-espago compacto e
equivariantemente triangularizavel, A um G-subespaco fechado de X tal que existem um
fechado V' C X que se retrai equivariantemente sobre A e f : (X, A) — (X, A) uma
aplicacao equivariante. Entdo existe uma aplicacdo equivariante f’ equivariantemente
homotopica a f relativamente a A tal que f’|U = f"A or,onde r:V — A é a G-retracao
de V em A, e que possui uma quantidade finita de pontos fixos em X — A, cada um deles
no interior de um simplexo maximal de X para alguma triangularizagao equivariante de

X.

[18] Lema 3.3 (pg 53): Sejam G um grupo de Lie compacto de dimensdo positiva,
M uma G-variedade compacta e suave, A C M um fechado invariante de M tal que
existe uma vizinhanca invariante V' C M que se retrai equivariantemente sobre A e a
acao de G em M — A é livre. Qualquer aplicagao equivariante f : (M, A) — (M, A) é
equivariantemente homotopica, relativamente a A, a uma G-aplicacao f’ tal que f’ nao
possui pontos fixos em M — A.

[20] Teorema 1.3 (pg 2): Seja f : X — X uma auto-aplicacdo em um poliedro
conexo, compacto e sem pontos de corte local e seja ® um subpoliedro fechado de X
satisfazendo:

e X — ® nao é uma 2-variedade;
e ® ¢é contornavel em X;

(C1) existe uma homotopia H : ® x I — X entre H(e,0) = f‘(p e H(e,1)=i:® < X
a inclusao;
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(C2) para toda classe de pontos fixos essencial F' de f existe um caminho p : I — X tal
que p(0) € F, p(1) € ® e {p(t)} é homotopica a H(p(t),t) com pontos extremos
fixados.

Entao para todo subconjunto fechado 1" de ® que intercepta todas as componentes conexas
de @, existe uma aplicagdo g homotopica a f com Fiz(g) = T. Em particular, se ® é
conexo, entao todo subconjunto de @ (incluindo o proprio ®) é o conjunto de pontos fixos
de uma aplicagao homotopica a f.

[20] Teorema 2.2 (pg 3): Se X for um poliedro conexo e compacto,  C X for um
subconjunto localmente contratil e fechado. Se ® for contornavel em X entao existe uma
vizinhanca aberta V de ® em X tal que V' é contornavel em X.

[22] Proposigao 9.3 (pg 503): Sejam G um grupo de Lie compacto, Y um G-ANR
e (X, A) um G-par metrizavel entao toda fungao h : X x {0} U A x I — Y possui uma
G-extensao H: X x I — Y.

Para os resultados de [23] devemos entender o que é uma triangularizagiao suave. Se X
for um subconjunto de |K| entdo denotamos por N (X, K) o subcomplexo de K formado
por todos os simplexos de K cujas realizacoes geométricas interceptam X. Dado um
grupo finito G dizemos que um homeomorfismo 7 de G no espaco das matrizes ortogonais
n-dimensionais O(n) é uma representagio ortogonal de G e denotamos por R™(7) o
espaco euclidiano R™ munido com a G-agao induzida por 7.

Dado algum espago de representagao ortogonal para G RP(¢), uma G-aplicagao f :
|K| — RP(0) é suave se para todo simplexo s de K a aplicacao flj5 : |s| = RP(0) é
diferenciavel de classe C*™ e para cada b € |s| as aplicacoes de dfy, definidas em todas as
realizacoes geométricas dos simplexos que contém b concordam nas realizacoes geométricas
das faces em comum e portanto geram uma aplicacdo bem definida dfy : |N(b, K)| —
RP(¢). Além disso, |N (b, K)| é um Gy-espago e dfy(hx) = hdfy(z).

Seja M uma G-variedade suave, entao M mergulha em algum RP(¢) como uma G-
subvariedade suave. Dai, [23] chama uma G-aplicagao suave f : |K| — M de uma
triangularizagao equivariante suave se f(|K|) = M e a Gp-aplicagao df, : [N (b, K)| —
RP(0|Gy) € injetiva para todo b € |K|, onde RP(0|G,) denota o espago de representagao
ortogonal de G, dado pela representacao olg, : G, — O(p).

[23] Teorema (pg 199): Sejam G um grupo finito e M uma G-variedade suave, com
ou sem bordo. Entao:

1. existe um complexo simplicial K e uma G-triangularizagao suave h : |[K| — M;

2. se h:|K|— M e hy:|L| - M sao G-triangularizagoes suaves de M entdo existem
G-subdivisoes K’ e L' de K e L,respectivamente, tais que K’ e L’ sao G-isomorfos;
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[23] Teorema 3.6 (pg 216): Sejam G um grupo finito, M uma G-variedade suave e
N uma G-subvariedade fechada e suave de M. Entao existe uma triangularizacao suave
e equivariante f : (|K|,|Ko|) = (M, N).

[23] Teorema 3.7 (pg 216): Sejam G um grupo finito, M uma G-variedade suave, N
uma G-subvariedade fechada e suave de M e f: (|K|,|Ky|) = (M,N) e h: (|L|,|Lo|) —
(M, N) duas triangularizagoes suaves e equivariantes de (M, N). Entao, existem aplica-
¢oes equivariantes f’' : (|K'|,|K{|) — (M,N) e ' : (|L'|,|Li|) — (M,N) para f e h,
respectivamente, tais que f’ e b’ sdo triangularizacoes suaves e equivariantes de (M, N) e
()"to f': (|K], | Ko|) = (|L],|Lo|) € um G-homeomorfismo simplicial.

1.3.2 Resultados da Bibliografia para Fibrados e Fibracoes

Essa subsecao é dedicada aos resultados da bibliografia que usaremos em nossas demons-
tragoes do terceiro capitulo e que ainda nao formam alocados nesse texto.

[2] Corolario 2.7.13 (pg 96): Se (E,p,B,F) é um fibrado com espago base B
Hausdorff e paracompacto, entao (F,p, B) é uma fibracao.

[4] Teorema XX.2.2 (pg 396): (E,p, B) é uma fibragio (regular) se, e somente se,
existe uma aplica¢do de levantamento (regular).

[4] Teorema XX.2.7 (pg 398): Seja (E,p, B) uma fibracao regular. Assuma que B
& contratil para um ponto by € B, e seja F = p~1(by). Entao (F,p, B) é equivalente a
fibragao (B x F,q, B), onde ¢ é a proje¢ao no primeiro fator.

[5] Teorema II1.4.1 (pg 65): Todo fibrado (E,p, B) possui a propriedade de levan-
tamento de homotopias para qualquer espaco triangularizavel.

[9] Teorema 4.2 (pg 160): Sejam f : X — X uma aplicacdo no espaco ANR
compacto e conexo X e A um subconjunto nao vazio e fechado de X.

1. Se o numero de Nielsen de f for 0, N (f) = 0, ou se X for simplesmente conexo,
entao (C2) é valida;

2. Se A C Fiz(f) e A intersepta todas as classes de pontos fixos essenciais de f, entao
(C1) e (C2) sao validas;

3. Se Fixz(f) C A e (C1) é satisfeita por uma homotopia H : A x I — X tal que

H(z,t) = z para todo (z,t) € Fiz(f) x I, entao (C2) é valida.

Onde,



CAPITULO 1. PRELIMINARES 26

(C1) existe uma homotopia equivariante H : A x I — X entre H(e,0) = f| , e H(e,1) =
1: A — X a inclusao;

(C2) para toda classe de pontos fixos essencial F' de f existe um caminho p : I — X tal
que p(0) € F, p(1) € A e {p(t)} é homotopica & H(p(t),t) com pontos extremos
fixados.

[19] Lema 2.1 (pg 44): Sejam § = (E,p, B;Y) um fibrado onde E, B e Y sdo
poliedros conexos, f : E — F uma aplicacdo que preserva fibra e A um subconjunto de
X tal que:

(C1)z existe uma homotopia parcial que preserva fibra Ha : (E x {0}) U (A x I) — X tal
que Ha(e,0) = f e Hy(o,1) =i: A— E (inclusao);

(C2)5 toda classe de pontos fixos essencial F' de f esta conectada a A por um caminho
v: 1 — X tal que v(0) € F,v(1) € Ae {v(t)} ¢ homotopica a { foy}x{HA(y(1),t)}
com pontos extremos fixados.

Entao, para toda classe de pontos fixos essencial F' de [ existe um caminho @ : I — B
com a(0) € p(F), @(1) € p(A) e {a(t)} é homotopica a {foa(t)} x{Ha(poa(l),t)}, com
pontos extremos fixados.

[19] Teorema 4.1 (pg 49): Seja § = (E,p, B,Y) uma fibrado onde E, B e Y sdo
poliedros conexos e B e Y nao possuem pontos de corte local.

Seja A um subconjunto fechado e localmente contratil de E tal que (F, A) é um par
de fibrados para §, p(A) é um subconjunto fechado e localmente contratil de B, cada
componente p(A); de p(A) é contratil em B, p(A) é contornavel em B e B — p(A) nao é
uma 2-variedade.

Seja f : E — E uma aplicacao que preserva fibra tal que:

(C1)z existe uma homotopia parcial que preserva fibra Hq : (E x {0}) U (A x I) — FE tal
que Ha(e,0) = f e Hy(o,1) =i: A— FE (inclusao);

(C2)5 toda classe de pontos fixos essencial F' de f esta conectada a A por um caminho
v: 1 — Etal quey(0) € F,v(1) € Ae {~(t)} ¢ homotopica a {foy}*{H4(y(1),t)}
com pontos extremos fixados.

Supondo ainda que para todo subfibrado Y; de A temos que Y; é um subespaco fechado,
localmente contrétil e contornavel em Y tal que Y — Y, ndo é uma 2-variedade e que A
intercepta todas as classes de pontos fixos essenciais de f;, : p~'(b;) — p~'(b;) para pelo
menos um b; na componente p(A);. Se Z é um subconjunto fechado e fibrado de A que
intercepta todas as componentes de A, entdo existe uma aplicacao g : £ — FE que é
homotopica a f por uma homotopia que preserva fibra tal que Fiz(g) = Z.
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[24] Teorema 2.1 (pg 239): Sejam I' = (F,p, B) um fibrado e (X, A) uma par de
espagos métricos com A fechado em X. Suponha que exista uma aplica¢ao G : (X U{0})U
(AxI)— E tal que po G(x,t) = po G(z,0), paraz € Ae 0 <t < 1. Entao, se F for
um ANR ou se (X, A) for um par ANR entao G pode ser estendida para uma homotopia
H:X xI— FEtal quepoH(x,t)=poH(z,0),paraze Xe0<t<1.



Capitulo 2

Realizacao de Conjuntos de Pontos
Fixos

Como ja foi dito anteriormente, apresentaremos neste trabalho versoes do resultado ob-
tido por H. Schirmer em [9] no contexto equivariante. Desse modo, o objetivo desse
segundo capitulo é obter uma generalizagdo do Lema 3.1 de [9] no contexto de variedades
equivariantes.

Ampliaremos o trabalho usando a ideia apresentada por C. L. Soderlund em [20] que
possibilita realizar, mediante certas hipoteses, subconjuntos localmente contrateis como
o conjunto de pontos fixos de uma aplicacao homotopica a uma aplicacao dada.

Os subconjuntos localmente contrateis constituem uma classe grande de subconjuntos
em uma variedade e estd constatado em [3| (Proposigao 8.12 da pagina 83) que todo
subconjunto de um espaco euclidiano que seja localmente compacto e localmente contratil
¢ um ANR. Também é conhecido que todo subespaco fechado de um espaco ANR possui
uma vizinhanga que se retrai fortemente.

Dai, C. L. Soderlund observou que dados um poliedro conexo e compacto X, uma
aplicagao f : X — X, um subconjunto fechado ® de X tal que f satisfaz (C1) e (C2)
para ® e um subconjunto B de X tal que ® C B e B se retrai fortemente em ® temos
que f satisfaz (C'1) e (C2) para B.

Na primeira secao desse capitulo apresentaremos condicoes analogas as dadas por
H. Schirmer em [9], provaremos sua necessidade e apresentaremos alguns exemplos. Na
segunda e na terceira secoes faremos alguns lemas e procedimentos que usaremos na
demonstragao da generalizagao do Lema 3.1 de [9] situada na quarta se¢ao. Na quarta
secao também faremos alguns corolarios que trazem contextos particulares.

28
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2.1 Exemplos

Vamos dedicar essa primeira secao para apresentar os primeiros exemplos a respeito do
que serd feito ao longo desse capitulo. H. Schirmer provou o seguinte resultado:

Teorema 4.5 de [9]: Seja f : S* — S™ uma auto-aplicacao entre n-esferas com
n > 2. Entao, para todo A subconjunto préoprio fechado e nao vazio de S™ existe uma
auto-aplicacao g : S" — S™, g € [f], tal que Fiz(g) = A.

No resultado acima [f]| representa a classe de homotopia de f. Observamos que esse
resultado nao é valido quando se insere uma agao de grupo e o exemplo abaixo ilustrara
que essa diferenca entre os casos equivariante e nao equivariante nao estd relacionada
apenas com a invariancia do conjunto de pontos fixos.

Exemplo 1: Tomemos G = Zo, X = S?, a acio sera £(z,y,2) — (—x, —y, 2), assim
X% ={N =(0,0,1),5 = (0,0,—-1)}, A = {(x,y,0) € S*} e f = Id a aplicagio identidade.
Para esses objetos nao existe uma G-homotopia H entre f e uma G-aplicacao h : X — X
tal que Fiz(h) = A.

De fato, se existisse tal aplicacao terfamos que h(N) = S e
que h(S) = N, pois h é equivariante e portanto leva X em X©. z
Dai, p: [ — X¢ dada por p(t) = H%(N,t) é um caminho tal que
p(0) = f(N) =N e p(l) =h(N) =S5 o que é um absurdo.

E muito interessante observar que para esse exemplo a forma S
dos objetos nao é mais importante do que a posicao dos mesmos, SN
isto é, substituindo A por A’ = {(,0, 2) € S?} somos capazes de X/
construir uma G-homotopia entre a identidade e uma G-aplicagao
h que fixa A’. Usaremos coordenadas esféricas para facilitar nas
contas. Para 0 < <7 e 0 <60 <27 temos que:

h/

Figura 2.1: Coordena-
das Esféricas

x = cos(0)sen(y)
y = sen(0)sen(v)
z = cos(1)

Tomemos 0.001 > € > 0 para a seguinte G-homotopia :
H(t,cos(0)sen(v), sen(0)sen(y), cos(v))) =
(cos(8 + tesen(0))sen(v)), sen(0 + tesen(0))sen(v)), cos(1))).
0

O exemplo anterior ilustrou que nem todo subconjunto Zs-invariante, fechado e nao va-
zio de S™ pode ser realizado como o conjunto de pontos fixos de uma dada Zy-autoaplicacao
de S™, mesmo para aplicacoes simples como é o caso da identidade. O que demonstra que
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o Teorema 4.5 de [9] que H. Schirmer obteve para o caso nao equivariante nao é valido
para o caso equivariante.

[9] é um artigo que da condigoes necessarias e suficientes para realizagdo de conjuntos
de pontos fixos de auto aplicagoes dadas. O objetivo desse capitulo é generalizar para o
caso equivariante alguns resultados de [9] e faremos isso usando algumas técnicas de [20].
Para exemplificar, uma possivel generalizagao do Lema 3.1 de [9] é dada por:

Lema: Dados G um grupo de Lie compacto, X uma G-variedade suave e compacta,
f X — X uma G-aplicacao, A uma G-subvariedade de X, fechada e nao vazia tais
que para WK finito temos que dim(X¥) > 3, dim(X¥) — dim(X* — Xg) > 2 e AX ¢
contornavel em X% onde (K) € Iso(X). Suponhamos que:

(C1) exista uma G-aplicagao H: (X x{0)U(AxI) — X tal que H(e,0) = f e
H(e,1) =i: A — X (inclusdo).

(C2) sempre que WK for finito, toda W K-classe de pontos fixos essencial F' de f¥ esta
conectada a A® por um caminho p : I — X% com p(0) € F e p(1) € AX e tal que

{p(t)} é homotopica a {fX op} * {FK(p(l), t)}, com pontos extremos fixados.

Entao f é equivariantemente homotdpica a uma G-aplicacao h : X — X tal que
Fix(h) = A.
O

O Lema acima serd provado mais adiante. Observamos que sao usadas hipoteses
especiais para os tipos de isotropia (K) de X tais que WK ¢é finito, nesses casos temos
que dim(X%) > 3, dim(X®) — dim(X¥* — Xg) > 2 e A¥ é contorndvel em XX, Essas
hipoteses aparecerao em varios resultados que provaremos ao longo desse trabalho inclusive
nas generalizacoes que propomos por isso devemos entende-las melhor.

A técnica que usaremos quando W K é finito consiste em triangularizar XZK de modo
W K;-equivariante, onde o indice ¢ vem de uma ordem admissivel em Iso(X). A partir
dessa triangularizacao criamos caminhos que levam as W Kj-classes de pontos fixos es-
senciais a A. Contudo, esses caminhos nao podem se intersectar, e para que isso ocorra
precisamos das hipdteses de dimensao do espaco XZK

Quando W K; é um grupo de Lie compacto com dimensao positiva é conhecido que
f%i & WK;-homotopica a uma aplicacio livre de pontos fixos em X/ — X (veja Lema
3.3 de [18]). Isso faz com que nao existam W K;-classes de pontos fixos essenciais de f&
em XZK" — Xffil, e assim, as hipoteses de dimensao do espaco XiK" e a condigao (C2) se
tornam desnecessarias nesse caso.

Agora, vamos analisar um pouco mais as condicoes C'l e C2 que demos. Comecaremos
testando-as no Exemplo 1 dado anteriormente.

No Exemplo 1 podemos facilmente verificar C'l porque usamos a identidade mas C?2
nao é valido. De fato, ndo existe nenhum caminho em X¢ conectando X“ a A e portanto
(2 nao é valido. Observamos que é importante verificar essas condi¢oes quando queremos
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realizar um conjunto como o conjunto de pontos fixos de uma G-aplicacao G-homotopica
a uma G-aplicacao dada, pois o proximo lema prova a necessidade delas.

Lema 2.1 Dados G um grupo de Lie compacto, X um G-espaco G-ANR, f: X — X
uma G-aplicacao e A um G-subespaco de X, fechado e nao vazio . Suponhamos que f €
equivariantemente homotdpica a uma G-aplicagao h : X — X tal que Fix(h) = A entao
as sequintes condicoes acontecem:

(C1) existe uma G-aplicagdo H: (X x{0HU(AxI) — X tal que H(e,0) = f ¢
H(e, 1) =i: A= X (inclusao).

(C2) sempre que WK for finito, toda W K -classe de pontos firos essencial F de f¥ estd
conectada a A% por um caminho p: I — XX com p(0) € F e p(1) € AX e tal que
{p(t)} € homotdpica a {f¥ op} * {HK(p(l),t)}, com pontos extremos fizados.

Prova do Lema 2.1: Seja H : X x X — X a G-homotopia que comeca em f e
termina em h. Entao

H: Hl(XX{O})U(AXI) : (X X {0}) U (A X I) — X

é tal que H(e,0) = f e H(e,1) =i: A~ X (inclusdo), e assim, (C'1) & valido.

Se F for uma W K-classe de pontos fixos essencial de f, para W K finito, entdo existe
um caminho p : I — X% tal que p(0) € F e p(1) € J, onde J C AX ¢ a W K-classe de
pontos fixos essencial de A% que estd HX-relacionada com F e {p(t)} ¢ homotopica a

{FK(p(t), t)} (com pontos extremos fixados).
Como {HK(p(t), t)} é homotopica (com pontos extremos fixados) a:

—K —K

{1 (p(2),0)} «{H " (p(1),1)},

—_——

={fop(t)}
pela homotopia de caminhos dada por:
Y: (XExI)xI — X9 x1I
((,0),8) = H (p(t), (L= )+ H (p(1), 1+ s(t = 1)),

temos que (C2) esté satisfeito. O

Para ilustrar o Lema 2.1 vamos testar as condi¢oes C'1 e C'2 em alguns exemplos. No
proximo C'1 nao seré valido mas C'2 seré.

Exemplo 2: Tomemos G = Z,, X = S? a acdo serd &(z,y,2,w) — (z,y, 2, —w)
(reflexdo com relacdo ao hiperplano w = 0), assim X9 = {(z,y,2,0) € $*} =$§?, 4 = X¢
e f = —Id a aplicacdo antipoda. Dessa vez, C2 é obviamente verdadeira, pois f é livre
de pontos fixos.
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Por outro lado, toda G-aplicacao preserva filtracao assim nao é possivel encontrar uma
G-aplicacdo H : (X x {0}) U (A xI) = X tal que H(e,0) = fe H(e,1) =i: A— X
(inclusdo), pois f¢: X¢ =82 — X% = §? tem grau -1 enquanto que o grau de % : X¢ =
S? - X¢=S%el.

O

Com os objetos do Exemplo 1 s6 é possivel realizar conjuntos que intersectam X%, mas
isso nao é uma exigéncia. No proximo exemplo trabalharemos um pouco mais a relacao
entre A e X©.

Exemplo 3: Tomemos G = Z,, X = S? x S!, a acdo sera o conjugado na segunda
coordenada:

¢((a, b, c),cos(x) +isen(x)) — ((a,b,c), cos(x) — isen(z)).
Assim X% =S§? x {—1,1}. Usaremos a aplicacdo antipoda em S? e a identidade em S*:
f((a,b,c),cos(x) +isen(x)) = ((—a, —b, —c), cos(x) + isen(z))

para essa aplicacao realizaremos A com algumas formas diferentes. Primeiramente, fixa-
remos A; que ndo intercepta X, isso é possivel porque f ndo possui pontos fixos em X¢.
Seja A; = {(a,b,0) € S*} x {—i,i} = S! x {4, —i}, dai, a homotopia sera:

Hi((cos(0)sen(1)), sen(0)sen(), cos(v))), cos(x) + isen(z),t) =
((—cos(0 + t|sen(x)|m)sen(), —sen(0 + t|sen(x)|m)sen(y), —cos(v))), cos(z) + isen(z)).

Agora, criaremos uma situacdo onde existe interseccao entre A, e X“ mas de forma
que um nao contenha o outro. Usaremos A; = S' x S!, para esse caso a G-homotopia é:

Hs((cos(0)sen(1)), sen(0)sen(1)), cos(v)), cos(x) + isen(x),t) =
((—cos(0 + t(1 — |cos()|)m)sen(v), —sen(0 + t(1 — |cos(y)|)m)sen(v), —cos(¥)),
cos((1 —t)x + tx(1 — |cos(¥)])) + isen((1 — t)x + tz(1 — |cos(v)]))).

Observemos que esse exemplo é tao rico com relacao as possiveis formas de A que é
possivel fixar até um conjunto A finito. De fato, tomemos:

AS = {((_17 0’ 0)7 _i)> ((_17 07 0)7 i)? ((17 07 O)a _i)’ ((17 07 0)7 Z)}a

para esse caso a G-homotopia é:

H3((cos(0)sen(1)), sen(0)sen(1)), cos(v)), cos(x) + isen(x),t) =
((—cos(8 + t|sen(x)||cos(9)|7r)sen(2/1)(, ;se@(é’ 4; t)|<)sen( x)||cos(0)|m)sen()), —cos(v))),
cos(x) +1sen(x)).

Um outro aspecto que torna esse exemplo rico é o fato de existirem subconjuntos
invariantes que nao podem ser fixados. Por exemplo A4 = X©.
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De fato, se existisse uma G-homotopia entre f e uma aplicacao h : X — X tal
que Fiz(h) = As. Entdo, como h é uma G-aplicagdo, a aplicagio h®[szqy = id :
S? x {1} — S? x {1} (aplicacdo identidade) que tem grau 1 seria homotdpica a aplicacao
[Cls2xpy = —id : $* x {1} — S? x {1} (aplicagdo antipoda) que tem grau -1, o que é um
absurdo.

0

Por fim, um exemplo onde G nao é finito.

Exemplo 4: Apos o exemplo 3 fica facil tomar os seguintes objetos: G = S!, X =
S? x S!, a acao sera a multiplicacdo na segunda coordenada:

(cos(y) +isen(y))((a,b, c), cos(x) + isen(z)) — ((a, b, c), cos(z + y) + isen(x + y)).
Usaremos a G-aplicacao f do exemplo 3:
f((a,b,c),cos(x) +isen(x)) = ((—a, —b, —c), cos(x) + isen(x)).

As Zsy-homotopias H, e Hjz nao sao S'-homotopias para esse caso mas H, ¢ uma
St-homotopia. Dessa forma, ainda é possivel fixar o conjunto A, por aplicacoes S'-
homotopicas a f (basta usar Hy). Contudo, os conjuntos A; e Ay ndo podem mais
ser fixados por aplicacoes S'-homotopicas a f, pois se h é S'-equivariante e:

((a,b,c), cos(x) +isen(z)) € S* x S!

¢ um ponto fixo de h entdo {(a,b,c)} x S' C Fiz(h).
De fato, dados ((a, b, c), cos(y) +isen(y)) € {(a,b,¢)} x S' e z =y — x temos que:

h((a,b,c),cos(y) +isen(y)) = h((cos(z) + isen(z))((a, b c), cos(z) + isen(x)))

(cos(z) +isen(z))(h((a, b, c),cos(x) + isen(x)))
(cos(z) +isen(z))((a,b, c),cos(x) + isen(z))
((a,b,c), cos(y) + isen(y)).
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2.2 Resultados Preliminares

Faremos nessa secao algumas observagoes que serao necessarias nas demonstragoes das
generalizacoes dos resultados de [9] anteriormente citados. A primeira estéa relacionada a
um trecho escrito em [17].

Proposigao 2.2 : Sejam G um grupo de Lie compacto e (X, A) um par G-ENR. Entao,
existem uma vizinhanc¢a invariante V. .C X de A e uma G-retracao r : V — A.

Prova da Proposigao 2.2: (X, A) é um par G-ENR entao existe G-mergulho i :

X < E de X em um G-espago euclidiano E e i|4 : A <— E é um G-mergulho de A em E.

Pela Proposicao 11.8.6 de [6] existem uma vizinhanga G-invariante W C E de i(A) e

uma G-retragao 7 : W — i(A). Assim W Ni(X) é uma vizinhanga G-invariante de i(A)

em i(X) e 7|wnix) : WNi(X) — i(A) é uma G-retragdo. Daf, i *(WNi(X)) =V C X
e definimos r : V' — A dada por r(z) =it oroi(z).

|

Portanto os pares (X, A) G-ENR possuem a propriedade de existir uma vizinhanga
invariante V' C X de A que se retrai equivariantemente em A. O proéximo resultado é
uma observagao relacionada aos resultados de [23] que possibilitara trabalharmos com
poliedros para criar resultados para variedades. E importante observar que nao usaremos
todo o conhecimento concebido nos resultados de [23|, porque 14 existem aspectos que nao
estao relacionados com o foco desse trabalho.

Proposigao 2.3 : Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave e {A;} | uma co-
lecao finita de G-subvariedades suaves e fechadas de X. Entao, existe uma G-triangula¢ao
K de X e uma cole¢ao finita de G-subcomplexos {L;}?_, de K tais que L; é uma G-
triangularizacao de A;, parai=1,...,n.

Prova da Proposicao 2.3: Primeiramente, tomemos A e B duas G-subvariedades
suaves e fechadas de X. Pelo teorema 3.6 de [23] existem triangularizages equivariantes
fi K|, |L|) = (X, A) e fo: (|R],|Q]) = (X, B). Em particular, temos que f; : |K'| —
X e fo: |R'| — X sao duas G-triangularizagoes de X. Dai, segue do item 2 do Teorema
da pagina 199 de [23| que existem G-subdivisdes K e R de K' e R', respectivamente, tais
que f! e fy sao G-triangularizacoes suaves e fi ' o f5 : |R| — |K| é um G-homeomorfismo
simplicial.

Pelo corolario 3.3.5 (pagina 122) de [2] existem tinicos subcomplexos L de K e Q de
R tais que L e @ sdo subdivisdes de L’ e Q', respectivamente.

Da unicidade segue que L e Q sdo G-subcomplexos de K e R, respectivamente. De
fato, L' &€ um G-subcomplexo de K’, L é o tnico subcomplexo de K que subdivide L/,
entdo L é invariante pela acdo de G. O mesmo argumento vale para Q e R.

Como f;~' o f5 ¢ um G-homeomorfismo simplicial (Teorema 3.7 de [23]) existe um

G-subcomplexo @ em K tal que f] o f}(Q) = Q <f{(Q) = flofi o f5(Q) = £5(Q) =
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B). Dai, a G-triangulacao K de X possui G-subcomplexos L e @@ de K que sao G-

triangularizacoes de A e B, respectivamente.

Por inducao, suponhamos que existe uma triangulacao equivariante K de X e uma
colecio finita de G-subcomplexos {L;}'-} de K tais que L; é uma G-triangularizacio de
Aj,parat=1,...,n—1leseja fo: (R, Q,) — (X, A,) uma G-triangulagao de (X, A,,).

Em particular, temos que f : |K| — X e fy: |R| = X sao duas G-triangularizagoes
de X. Dai, pelo item 2 do teorema principal de [23] e pelo corolario 3.3.5 de [2| temos
que existem subdivisoes equivariantes K’ e R’ de K e R, respectivamente, tais que f] e f;
sao G-triangularizaces suaves, f; "o f5 : |[R'| — |K’| € um G-homeomorfismo simplicial
e existem tinicos G-subcomplexos L}, i = 1,...,n—1, de K’ e L/, de R’ tais que L} é uma
subdivisdo de L;, i =1...,n — 1, e L/, ¢ uma subdivisdo de Q,.

Como f;' o fj ¢ um G-homeomorfismo simplicial existe um G-subcomplexo L, em
K tal que fi o [T = Ly (AL = Fio S o fi(T) = f4(T7) = A,). Dai, a
triangulagao equivariante K’ de X é tal que existe uma cole¢ao finita de G-subcomplexos
{Li}*, de K’ tais que L} é uma triangularizagao equivariante de A;, parai=1,...,n.

|

Na proxima proposicao, cujas ideias foram retiradas de [20], usaremos St(A, K) =

Uriinazo [t| para um dado subconjunto A de [K|, onde K é um complexo simplicial. Fare-
teK
mos essa mudanca de nota¢ao para que nao ocorra ambiguidade com relacao ao complexo

simplicial em questao.

Esse resultado é a ponte que usaremos para conectar os subpoliedros aos conjuntos
localmente contrateis. Assim, sob certas hipoteses, serd possivel realizar um conjunto
localmente contratil como o conjunto de pontos fixos de uma dada G-aplicacao.

Proposicao 2.4 Dados G um grupo finito, X um G-complexo simplicial compacto e
A um G-subconjunto de X fechado. Entao a St(A,X) € uma vizinhanca aberta e G-
invariante de A em X.

Além disso, se X for a G-triangularizacao de uma G-variedade suave compacta com
dim(X) > 2 e A for localmente contrdtil e contorndvel em X entao existe uma subdivisao
X" de X na qual St(A, X") é contorndvel em X'.

Prova da Proposigao 2.4: Definimos:

SHA,X)= ] It

TtINA#D
te X

_ Seja gt(A,X) o subcomplexo de X gerado por todos os simplexos ¢ de X tais que
it| N A £ 0, isto ¢, St(A, X) ¢ o subcomplexo simplicial de X que possui todas as faces
dos simplexos t de X tais que |t| N A # (. Segue que Int(|St(A, X)|) = St(A, X) (ou que
|St(A, X)| = St(A, X)) e assim St(A, X) é uma vizinhanca aberta de A em X,
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Para provar que St(A, X) é G-invariante seja x um vértice de gt(A X) segue que
z € o, onde [o] N A # ). Assim, existe a € o] N A. Dado g € G temos que gr é um
vértice de go e ga € glo| N A. Portanto gz € St(A,X) o que prova que St(A X) é
G-invariante, pois as G-6rbitas dos vértices de St(A, X) ainda sdo vértices de St(A, X).
Assim St(A, X) = Int(|St(A, X)|) também é G-invariante.

Se A for localmente contratil e contornavel em X entao aplicando o teorema 2.2 de [20]
em cada componente conexa de X temos uma vizinhanca U de A que é contornavel em
X. Dai, existe um G-refinamento X’ de X pequeno o suficiente para que St(A, X') C U.

Agora, basta provar que St(A, X’) é contornavel

' em X'. Como U e A sdo contornaveis em X' resta

X verificar o que acontece com os caminhos p : I — X’

U que comecam em U — St(A, X’), terminam fora de

St(A, X') e passam por St(A, X’). Notemos que p

pode ser tomado fora de A, pois p comeca e termina,
fora de A e A é contornavel em X'.

Como X' nao possui pontos de corte local e
dim(X') > 2 podemos mover p para 9(St(A, X')),
faremos isso usando o Corolario 3.3.11 de [2] da se-
guinte maneira:

Seja St(A, X') o subcomplexo de X' gerado por
todos os simplexos ¢ de X’ tais que [t|N A # () e
suponhamos que p passa apenas pelos fechos das
realizagoes geométricas dos simplexos tq,...,t, €
gt(A, X'). Ja sabemos que p nao passa por A, assim cada um dos simplexos ti,...,t,
possuem vértices em (| St(A, X”)|). Digamos que {vy, ..., v} sdo os vértices dos simplexos
ti,...t, que estiao em O(|St(A, X')|).

Sejam K o subcomplexo de X' gerado por ty,...,t, (aqui nao estou pedindo que K
seja invariante) e seja L o subcomplexo de X’ formado por simplexos cujos vértices estao
em {vy,...,u}. Entao aplicamos o Corolario 3.3.11 de [2] em (K, L) e movemos p para
I(St'(A, X)).

Agora, usaremos que St(A, X’) C U, X' ndo possui pontos de corte local e que
dim(X') > 2 para mover p para longe de St(A, X’). Temos que p(I) N |St(A, X")| C L,
sejam si,. .., Sq simplexos maximais de X’ tais que |s;| N (U — St(A, X')) # 0 e alguma
face de s; esta em L. Seja T o subcomplexo de X' gerado por si,...,S4. Aplicamos o
Corolério 3.3.11 de [2] em (7', L) e movemos p para o interior de 7. Assim p é homotopico
a uma caminho p’ tal que p'(I) N St(A, X') = (.

Figura 2.2: |St(A, X")]

Nem sempre a uniao de dois subespacos contornaveis A e Y em um espaco X, é
um subespaco contornavel, pois essa propriedade nao decorre do fato de A e Y serem
separadamente contornaveis em X. De fato, tomando X = 5% A = {(z,y,2) € 5% 2 >
Ooux=F1}eY ={(x,y,2) € S% 2 <0 oux =" 1} criamos um exemplo onde A e YV
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sao separadamente contornavel em X mas AUY nao é contornavel
em X.

As ideias do proximo resultados sao encontradas em [11]. v X
Y

Proposicao 2.5 : Sejam X a triangularizacao de uma variedade

coneza e compacta tal que dim(X) > 2, {Y;}, uma colegao finita Figura 2.3: AeY con-
de subpoliedros fechados de X tais que dim(Y;) +1 < dim(X), tornaveis

Y =, Y e A um subconjunto nao vazio e contorndvel em X.

Entao AUY € contorndvel em X.

Prova da Proposicao 2.5: Como o poliedro X é conexo e compacto temos que seu
grupo fundamental é finitamente gerado para qualquer ponto base. Tomemos um ponto
base a € X — (AUY) e os geradores py,...,pr: I — X de m (X, a).

Como A é contornavel em X podemos supor que py,...,pr: I — X —A. Sejato €l o
primeiro ponto tal que p;(t9) € p;(I)NY e |o] a realizacao geométrica do simplexo maximal
de X que contém p;(to), digamos que |o| é n-dimensional. Segue que Y intercepta |o| em
uma face wy, que é no maximo (n — 2)-dimensional, pois dim(Y;) + 1 < dim(X). Dai, w;
esta contida em uma face wy de o que é no maximo (n — 1)-dimensional.

Logo, existe um ponto em wy pelo qual podemos desviar p; em uma vizinhanca de .
Como [ é compacto p; é homot6pico a um caminho p, : I — X — (AUY). Portanto,
o homomorfismo induzido pela inclusio i, : (X — (AUY)) — m(X) é sobrejetor e o
resultado segue do Teorema 5.2 de [11].

|
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2.3 Procedimentos em G-Classes de Pontos Fixos

Para realizar um conjunto como o conjunto de pontos fixos de uma dada G-classe de
homotopia serd necessario excluir todos os possiveis pontos fixos, de um dado represen-
tante dessa G-classe de homotopia, que estejam fora do conjunto em questao. O objetivo
dessa secao é criar procedimentos que nos permitam excluir G-o6rbitas de pontos fixos. As
construgoes que fizemos nessa subsegao foram baseadas em [25].

Procedimento 2.6 : Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave, compacta
e dim(X) > 2, {Y;}, uma cole¢io finita de G-subvariedades fechadas de X tal que
dim(Y;) + 1 < dim(X) e G age livremente em X —Y comY =J._, Y.

Sejam A um G-subconjunto de X, localmente contrdtil, fechado, nao vazio e tal que
A ¢é contorndvel em X e f: X — X uma G-aplicagao tal que A C Fiz(f), f nao possui
pontos fizos em'Y — A e f possui uma quantidade finita de pontos fizos em X — (AUY).

Sejam xo e x1 dois pontos fixos de f G-Nielsen equivalentes e em orbitas diferentes
tais que ro,x1 € X — (AUY) eq: 1 — X um caminho de q(0) = xy até q(1) = x1 tal
que f o q é homotdpico a q (relativo aos extremos). Entao q é homotdpico, relativo aos
extremos, a um PL-caminho normal p : I — X (relativo a uma G-triangularizagao de X )
tal que:

1. p(I) N Fiz(f) = {zo, 21} e p(I) N (AUY) = 0;
2. p(I)Ngp(I) =0, para todo g € G — {e};
3. fop é homotdpico a p, relativo aos extremos.

Prova do Procedimento 2.6: Fixemos uma G-triangularizacao de X tal que Y},
para ¢ = 1,...,n, seja um G-subcomplexo, isso é possivel pela Proposicao 2.3. Pela
proposicao 2.4 essa triangulariza¢ao pode ser tomada pequena o suficiente para que St(A)
seja contornavel em X.

Como f possui uma quantidade finita de pontos fixos em X — (AUY) e x; € X —
(AUY), para i = 1,2, podemos dizer que f nao tem pontos fixos em St(A) — A e que
x; € X — (St(A) UY) pois a triangularizagao é suficientemente pequena. Dai, basta
usar que (St(A) UY) é contornavel em X para encontrar um caminho p; : I — X,
pi(I) € X — (St(A)UY), homotopico a ¢ relativo aos extremos.

Agora, aplicamos o Lema 3.1 de [8] para encontrar um PL-caminho normal ps : [ — X
homotopico a p;. O Lema 3.1 de [8] usa uma e-homotopia, para algum ¢ > 0, por
isso podemos supor que sempre que ps passa de um simplexo maximal para outro essa
transferéncia se passa em um simplexo de dimensao maior ou igual a 2.

Também podemos supor que po(1) N Fiz(f) = {zo, x1}, pois Fiz(f)— (AUY) é finito
e dim(X) > 2. Assim, py possui as seguintes propriedades:

1. po(I) N Fiz(f) = {zo,z1} e po(1) N (St(A) UY) = ;

2. f opy é homotopico a p, relativo aos extremos.
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Falta mostrar que p, é homotopico a um caminho p : I — X, relativo aos extremos,
que possui as mesmas propriedades de p,, anteriormente citadas, e com a propriedade
adicional p(I) Ngp(I) = 0, para todo g € G — {e}. O caminho p sera construido passo a
passo.

Sejam {to,t1,...,tnt1} C I e {0;}7_, uma colegao de simplexos maximais de X tais
que:

L pa() tj, tjsa [) =] p2(t)), p2(tjsr) [ € |oj], para j =0,1,...,m;

2. po(t;) € |oj—1Noj|, onde o;_1 No; é um simplexo de X de dimensao maior ou igual
a2 paraj=1,...,n;

3. tg = 0, thyr = 1, p2(0) C |oo| e p2(l) C |on| quando 27 € X — (AUY) ou
p2(1) C I(|on]) N A quando z; € I(A).

O primeiro passo ¢ t € [0,¢1]. Se j € {0,1,...,n} e g € G sao tais que ps([0,¢1]) C
gpa([tj, tjra]). Entao, g~ 'pa(0) € po([ty, tja]) N Fiz(f), mas po(I) N Fiz(f) = {20, 21},
assim j =0eg=ce.

Agora trabalharemos em [0,t,]. Seja [ € {0,1,...,n — 1} o primeiro indice no qual
existem j € {0,1,...,n} e g € G tais que:

pa([t, tis]) N gpa([ty, tia]) # 0.

p2 € um PL-caminho normal, dai, temos apenas as seguintes possibilidades de intersecao
entre po([tr, ti1]) e gpa([tj, tj41]):

1. existe t €]t;, t;1] tal que pa([ti, tir1]) N gp2([t;, ti+1]) = {p=(t)};

2. pa([t, iga]) N gp2([t, tja]) = {pa(tis1) }-

Estas situacoes estao ilustradas na figura 2.4, o primeiro triangulo da esquerda repre-
senta a primeira situacao e os dois outros representam a segunda situagao levando em
conta o que pode ocorrer logo apds tal intersecao.

P P; i L\ =

Figura 2.4: Interse¢oes

Para ambos os casos vamos tomar um ponto a € |o; N o41| tal que:
@) (Jpatt).a] U fo.pa(tian)]) 0 (gr2(D)) = 0. para todo g € G:

(i) (Jpat). 0] Ufa. pa(tisn)[) N (AUY U Fin(f) ) =0



CAPITULO 2. REALIZACAO DE CONJUNTOS DE PONTOS FIXOS 40

(iii) (]pg(tl), a] U|a, pg(tl+1)[) N g<]p2(tl), a] U|a, pg(tlH)D — 0, para todo g € G — {e}.

O elemento a existe porque dim(X) > 3, dim(o; N o) > 2,

< U 9172([)) U < U 9<]p2(tl),a] U [%Pz(tlﬂ)[))

geqG

¢ um conjunto finito de segmentos de reta e
pa(t) ¢ (A uYu Fm(f)) para todo t € [t;, t42].

Essa situacao estd ilustrada na figura 2.5. Dai, o PL-caminho normal dado por:

ph: I — X
pa(t) para t € [0,t] U [tj42,1]
tiy1—t _
t — tll:f_tl>p2(tl) + <tlilﬁtl>a para t € [t;, 1]
tiyo—t t—t141

)P2(tl+2) para t € [y, 4]

tiro—ti41 tiro—ti41

¢ homotopico a po, relativo aos extremos, por uma homotopia linear, uma vez que, estamos
alterando py apenas em |o; U 0y41| substituindo po([t;, ti42]) por [p2(t;), alU[a, pa(ti+2)] em

AL o G

Figura 2.5: Homotopia

Assim, por um processo indutivo concluimos que existe um PL-caminho normal p3
homotopico a ps, relativo aos extremos, tal que:

1. ps(I) N Fiz(f) = {zo,z1}, p3([0, 1) NA=0eps3([0, 1) NY = 0;
2. p3([0,ta]) N gp3((0,ta]) = 0, para todo g € G — {e};
3. f o ps é homotopico a ps (relativo aos extremos).

Agora s6 falta trabalhar em [t,, 1]. Se existirem 7 € {0,1,...,n} e g € G tais que:

p3([tn, 1]) N gps([t;, tj51]) # 0.

Observamos que se {ps(1)} € ps([tn,1]) N gps([t;,tj41]), para algum j e algum g, entdo

g 'p3(1) € p3([t;, tje1]) N Fix(f), mas ps(I) N Fiz(f) = {x¢, 21}, assim j = ne g = e.
Segue que a tnica possibilidade de interse¢ao ocorre se existir ¢ €]t,, 1] tal que

ps([tn: 1]) OV gps([ty: tin]) = {ps (1)}



CAPITULO 2. REALIZACAO DE CONJUNTOS DE PONTOS FIXOS 41

Mas, se esse for o caso basta aplicar o procedimento anterior para ¢ =n — 1.

Observamos que nem todas as propriedades descritas no procedimento anterior se
perdem quando zy e x; nao sao pontos fixos de f. O proximo resultado explicita com
maior precisao esse comentario.

Corolario 2.7 : Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave, compacta com
dim(X) > 2, {Yi}, uma cole¢io finita de G-subvariedades fechadas de X tal que
dim(Y;) + 1 < dim(X) e G age livremente em X =Y comY = J;_, Vi.

Sejam A um G-subconjunto de X, localmente contrdtil, fechado, nao vazio e tal que
A é contorndvel em X e f: X — X uma G-aplicagao tal que A C Fix(f), f nao possui
pontos fizos em'Y — A e f possui uma quantidade finita de pontos fizos em X — (AUY).

Sejam xy e x1 dois pontos de X situados em X — (AUY) e conectados por uma
caminho q : I — X (q(0) = x¢ e ¢(1) = x1). Entao q é homotdpico, relativo aos extremos,
a um PL-caminho normal p : I — X (relativa a uma G-triangulariza¢ao de X ) tal que:

1. p(J0, 1) N Fiz(f) =0 ep(I) N (AUY) = 0;
2. p(I)Ngp(I) =0, para todo g € G — {e};

Prova do Corolario 2.7: Assim como fixemos no procedimento anterior, fixemos
uma G-triangularizacao de X tal que Y;, para ¢ = 1,...,n, seja um G-subcomplexo e
pequena o suficiente para que St(A) seja contornavel em X. Também podemos dizer
que f nao tem pontos fixos em St(A) — A e que z; € X — (St(A) UY). Dai, basta
usar que (St(A) UY) é contornavel em X para encontrar um caminho p; : I — X,
pi(I) C X — (St(A) UY), homotbpico a ¢ relativo aos extremos.

Depois, aplicamos o Lema 3.1 de [8] para encontrar um PL-caminho normal ps : [ — X
homotopico a p; tal que po(]0,1]) N Fiz(f) = 0. Por fim, basta aplicar, passo a passo,
o processo indutivo descrito no final do Procedimento 2.6 para encontrar o caminho p :
I — X homotopico a g, relativo aos extremos, que possui as propriedades desejadas.

|

As ideias dos proximos procedimentos é transformar a G-aplicacao f em uma G-
aplicacao proximal proximo ao caminho que foi criado no procedimento 2.6 para depois
aplicar o lema VIIL.C.3 de [1].

Procedimento 2.8 : Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave, compacta
e dim(X) > 2, {Y;}, uma cole¢ao finita de G-subvariedades fechadas de X tal que
dim(Y;) + 1 < dim(X) e G age livremente fora de Y = J;_, Yi.

Sejam A um G-subconjunto de X, localmente contrdtil, fechado, nao vazio e tal que
A é contorndvel em X e f: X — X uma G-aplicagao tal que A C Fix(f), f nao possui
pontos fizos em'Y — A e f possui uma quantidade finita de pontos fizos em X — (AUY).
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Sejam xog e x1 dois pontos fizos de f G-Nielsen equivalentes e em drbitas diferentes
tais que xg € X — (AUY) ez € X — (AUY) ou x; € O(A), onde O(A) € o bordo de
Aem X eq: I — X um caminho de q(0) = zq até q(1) = z1 tal que f oq é homotdpico
a q relativo aos extremos. Entao f é G-homotdpica relativo a (AUY) a uma aplicag¢ao
h:X — X tal que Fiz(h) = Fiz(f) — G{xo}.

Prova do Procedimento 2.8: Fixemos uma G-triangularizacao de X tal que Y,
para ¢ = 1,...,n, seja um G-subcomplexo. Pela proposicao 2.4 essa triangularizacao
pode ser tomada pequena o suficiente para que St(A) seja contornavel em X e como f
possui uma quantidade finita de pontos fixos em X — (AU Y') podemos dizer que f nao
tenha pontos fixos em St(A) — A.

Notemos que os pontos fixos de f que estao fora de A UY sao isolados. Vamos
considerar os casos. No primeiro tomamos xy um ponto fixo isolado tal que o indice de
xg € 0. Pelo Teorema VIIL.B.4 de [1], obtemos uma homotopia D’ em uma vizinhanga
W de z relativa a (W) que pode ser tomada de modo que W N gW = ) para todo
g € G. Dai, para cada (z,t) € gW x I, com g € G, definimos D(z,t) = gD'(¢g 'z, t) que
¢ uma homotopia em gWW relativa a 9(gWW), para todo g € G. Assim, obtemos a extensao
equivariante da homotopia. Nesse caso, diremos que estendemos a homotopia obtida
por equivariancia.

No segundo caso, tomamos xy um ponto fixo isolado com indice diferente de 0, z; ¢
J(A) e xy e x1 sao G-Nielsen equivalentes. Com o procedimento 2.6 encontramos um
PL-caminho normal s : I — X ligando zo = s(0) a z; = s(1) e tal que:

1. s()NFiz(f) = {zg,z1} e s(I)N(AUY) = (;
2. s(I)ngs(I) =0, para todo g € G — {e};

3. fos éhomotopico a s (relativo aos extremos).

Queremos aplicar o lema VIII.C.3 de [1] para colapsar a G-orbita de zo a G-6rbita de
x1. Contudo, temos que garantir que f é G-homotdpica a uma aplicagao que é proximal
em algum caminho que conecte a G-Orbita de xy & G-Orbita de x1. Seja € > 0 um ndmero
suficientemente pequeno, e definimos o caminho:

Se: I — X
t — s(t—esin(tm)).

Escolhemos € > 0 de modo que s. o s : s(I) — X seja uma aplicacio proximal.

Temos que s. e f os sao caminhos especiais com relacao a s e sao homotopicos entre si.
Pelo Lema 5.1 de [8] segue que sc e f o s sao especialmente homotopicos. Portanto as
aplicagoes f|s1), scos™':s(I) = X sao especialmente homotopicas.

Podemos estender a homotopia 1H : s(I) x I — X entre f|yr e sc o s para uma

G-aplicacao 1 H' : <(A UY)U (U,ee gs(I))> x I — X tal que:

Hi(s.1) = f(z) set=0ouxe€ (AUY)
! ’ o g(1H (g 'x,t)) sex € gs(I) para algum g € G.



CAPITULO 2. REALIZACAO DE CONJUNTOS DE PONTOS FIXOS 43

Quando z; € J(A) temos que 1H' & continua em gz, ) AUY
para todo g € G, porque 1 H(x1,t) = x; = f(x1) para todo
tel

No apéndice A Retracao Local criamos duas retragoes

bem particulares que usaremos nesse procedimento para es- W

tender a homotopia acima. Lembremos que s é um PL- U Xi
caminho normal, dai, se 71 € X — (AUY') entao existe uma %,
d-vizinhanga fechada U (s(1)) de scos™!(s(1)), & > 0, e existe <0 ox,)
um homeomorfismo h : W C R" — U(s(I)), onde W & uma

d-vizinhanga fechada de J = {(z,0,...,0) e R"; 0 < z < X-(AUY)

1} e h é tal que h(x,0,...,0) = s(z) para todo = € [0, 1].

Definimos a retragao: Figura 2.6: U(s(1))

R U(s(I)) x T — (U(s(I)) x {0}) U (s(I) x I)

dada por:

R(z,t) = (hom(Ri(h™(),1)), ma(Ri(h™ (2),1)))
onde Ry : W x I — (W x {0})U (J x I) é uma das retragoes do apéndice Retragao
Local, m; e 7y sdo as projecoes e R’ é tal que R'(z,t) = (x,0) se (x,t) € O(U(s(1))) x I
e Ri(x,t) = (z,t) se (x,t) € (U(s(I)) x {0}) U (s(I) x I). Podemos tomar d tao pequeno
que:

o Fix(f)nU(s(I)) = {xo,x1};
e U(s(I))NgU(s(I)) =0, para g € G — {e};
e (AUY)NgU(s(I)) =0, para g € G — {e}.

Dai, podemos estender ' para uma G-aplicagao R definida em (|, gU(s(D))) x I
por R(x,t) = gR'(g7'x,t), onde x € gU(s(I)) e g € G. Com R estendemos a G-aplicacao
H' ((A UY) U (Uyeq gs([))) x I — X para uma G-homotopia 1H : X x I — X da

seguinte forma:

Hipf) — f(z) set=0oux¢ UgEGgU(S<I))
1H(z,t) = 1H o R(z,t) sex € gU(s(I)) para algum g € G

1H é continua porque quando = € J(U(s(I))) temos que R(z,t) = (x,0), logo 1H' o
R(z,t) =1 H'(2,0) = f(x). Dai, estendemos ; H' para uma G-homotopia 1H : X X[ — X
tal que Fiz(f) = Fix( 1H,;) para todot € I e 1H(e,1)|) é uma aplicagdo proximal.

Dessa forma, podemos usar o Lema VIII.C.3 de [1], para mover gz, ao longo de gs.(I),
com g € G, como segue: seja U uma vizinhanca de s, tal que UN((AUY)UgU) = 0, para
g € G —{e}. Com o lema VIII.C.3 de [1] movemos xy ao longo de s.(I) por homotopias
que ocorrem dentro de U e colapsamos a orbita de zy na érbita de x;.
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Lembrando que cada vez que usamos o lema obtemos uma homotopia D’ em uma
vizinhanca W C U que estendemos por equivariancia. Assim, movemos gxg ao longo de
gse(I), com g € G.

Para o terceiro, e tultimo, caso x; € 9(A) fixemos um ponto zo € X — (AUY)
suficientemente proximo de z; para que:

1. o segmento | x1, s | esteja fora de AUY e totalmente contido no interior da reali-
zagao geométrica de um simplexo maximal, digamos o;

2. (glen,aa)r,22] = 0, para todo g € G — {e}:
3. (g]z1,z2])) N Fiz(f) =0, para todo g € G.

Dai, a concatenagao de ¢ com [r1, 5] é um caminho que comecga e termina fora de
AUY. A proposicao 2.5 aplicada em cada componente
conexa de X garante que AUY é contornavel em X. Dai,
encontramos um PL-caminho normal p} : I — X, cujas
propriedades estao descritas no Corolario 2.7, homoto6pico a
q * [x1,29] e tal que pi(I) C X — (AUY).

Consequentemente, p; = pj * [x2,21] € homotodpico a ¢
relativo aos extremos. Observemos que p1(/) N A = {x1} e
que p1([0,1[)NY = 0.

Assim, podemos usar a mesma construgao feita no caso
anterior (o segundo caso) para mover a G-Orbita de x até

Figura 2.7: Lema VIII.C.3

a G-orbita de 5.

E bom observar que no caso anterior usamos uma das retracoes descritas no apéndice
Retracao Local e que nesse terceiro caso usamos a outra. Desse modo, criamos uma G-
aplicacao k : X — X equivariantemente homotopica a f com gzy € glo| pontos fixos
isolados de k, para g € G, gx1 € glo| N A pontos fixos de k, para g € G e k”[m o ¢ uma
aplicagao proximal. 7 o

Seja k : X — X a G-aplicagdo G-homotopica a f com gzy € gl|o| e gr; € glo| N A
pontos fixos isolados de k e k’h%xl[ ¢ uma aplicagao proximal.

Tomemos uma vizinhanca aberta V' de [z2, 1] em |o| convexa com relacao a estrutura
simplicial de o tal que:

L. OVN(AUY)={z1} e (VNgV)—{x,} = 0 para todo g € G;
2.V Clo| e VNalo| = {x};

3. k(V) C |o], pois k & uma aplicacdo proximal em [z, x1].
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Notemos que todo ponto x € V pode ser visto
como um par da forma:

x = (b(x),r(x)) € OVI, onde x = r(x)b(z)+(1—r(x))x;.

Como VNgV = @ para todo g € G — {e} definimos
a homotopia linear H : X x I — X dada por k(z) se
xe€X -, -9V edada por:

geG

Figura 2.8: Vizinhanca V'
(1= t)k(2) +tg(r(g™ e)koblg™ x)+ (1 =r(g™"x))x1 ),

se r € UQGG gV. Essa homotopia é continua porque se x € d(gV), para algum g € G,
entao gb(g~'x) =z e r(g7'z) = 1, dessa forma:

(1— t)k(z) + tg (r(g‘lx)k: ob(g7'a) + (1 —r(g2))z1) =

(1= t)k(z) + tg (gflk(:p) F(1=Dz) = (1—0Ok(@)+ thz)
= k(x).

Portanto, f é G-homotopica relativo a (AUY') a uma G-aplicacao h : X — X tal que
Fix(h) = Fiz(f) — G{xo}-
|

Um ponto importante que se observa na demonstracao dos procedimentos 2.6 e 2.8
é que esses resultados continuam validos quando substituimos A por um G-subpoliedro
fechado de X.

Corolario 2.9 : Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave, compacta tal
que dim(X) > 2, {Y;}", uma cole¢ao finita de G-subvariedades fechadas de X tal que
dim(Y;) + 1 < dim(X) e G age livremente fora de Y = J;_, Yi.

Sejam A uma G-subvariedade fechada e nao vazia de X e contorndvel em X, f: X —
X uma G-aplicagdo tal que A C Fiz(f), f ndao possui pontos firos em' Y — A e f possui
uma quantidade finita de pontos fitos em X — (AUY).

Sejam xog e x1 dois pontos fizos de f G-Nielsen equivalentes e em drbitas diferentes
tais que xg € X — (AUY) ex; € X — (AUY) ou x; € 0(A), onde J(A) € o bordo de
Aem X eq: I — X um caminho de q(0) = zq até q(1) = z1 tal que f oq é homotdpico
a q relativo aos extremos. Entao f é G-homotdpica relativo a (AUY) a uma aplicag¢ao
h:X — X tal que Fix(h) = Fiz(f) — G{xo}.

Prova do Procedimento 2.9: Como A é uma G-subvariedade fechada e nao vazia
de X temos que A é um G-subconjunto de X, localmente contratil, fechado e nao vazio.
Assim as hipoteses do Procedimento 2.8 estao satisfeitas.

|



CAPITULO 2. REALIZACAO DE CONJUNTOS DE PONTOS FIXOS 46

2.4 Realizacao de um Conjunto como Conjunto de Pon-
tos Fixos de uma dada G-Aplicacao

Generalizamos nessa se¢io o Lema 3.1 de 9] e alguns resultados subsequentes. Lembramos
que quando G' é um grupo de Lie compacto e X uma G-variedade suave e compacta temos
que Iso(X) é finito. Daqui até o fim dessa segao estamos admitindo que [so(X) esta
munido de uma ordem admissivel {(K;)}", o que gera a filtracdo X; C --- C X,, = X
de G-subespagos de X. O primeiro resultado que buscamos é o seguinte teorema:

Teorema 2.10 Sejam G um grupo de Lie compacto, X uma G-variedade suave e com-
pacta, A um G-subconjunto de X localmente contrdtil, fechado e nao vazio e f : X — X
uma G-aplicagdo tais que para W K finito temos que dim(X*) > 3, dim(X5)—dim(X¥ —
Xr) > 2 e AK ¢é contorndvel em XX para todo (K) € Iso(X).

Entao f é G-homotdpica a uma h: X — X tal que Fix(h) = A se, e somente se, as
sequintes condicoes estiverem satisfeitas:

(C1) existe uma G-aplicagdo H: (X x{0HU(AxI) — X tal que H(e,0) = f ¢
H(e,1)=1i:A— X (inclusio);

(C2) sempre que WK for finito, toda W K -classe de pontos firos essencial F' de f¥ estd
conectada a A% por um caminho p: I — X% (p(0) € F ep(1) € AX) tal que {p(t)}

¢ homotdpica a {f¥ op} * {ﬁK(p(l),t)} com pontos extremos fizados.

Dividimos sua prova em casos particulares, os quais provamos separadamente, vi-
sando uma melhor analise das construgoes envolvidas. Observamos que se A for uma
G-subvariedade de X entao A também é um G-subconjunto de X localmente contratil.

Lema 2.11 Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave, compacta e dim(X) >
2, {Y;}2 | uma colegao finita de G-subvariedades fechadas e nao vazias de X tal que
dim(Y;) + 1 < dim(X) e G age livremente fora de Y = J;_, Y.

Sejam A um G-subconjunto de X localmente contrdtil, fechado e nao vazio tal que A
é contorndvel em X e f: X — X uma G-aplicagao tal que fla =i: A — X (inclusao)
e Fiz(fly)=ANY.

Suponhamos que toda G-classe de pontos fixos essencial F de [ estd conectada a A
por um caminho p : I — X, p(0) € F e p(1) € A, tal que {p(t)} é homotdpica a {fop(t)}
com pontos extremos fizados. Entao f é equivariantemente homotdpica (relativo a AUY)
a uma G-aplicagio h : X — X tal que Fiz(h) = A.

Prova do Lema 2.11: Pela Proposi¢ao 2.3 existe uma G-triangulacao de X na qual
Y é um G-subpoliedro. Pela Proposicao 2.4 podemos tomar essa triangularizacao de modo
que St(A) seja contornavel em X, e pela Proposigao 2.2 existe V' uma vizinhanga fechada
e invariante de St(A) UY em X que se retrai equivariantemente em St(A) UY.

Segue do Lema 3.1 de [18] que existe uma G-homotopia H; : X x I — X relativa a
(St(A)UY), entre f e uma aplicagao hy = Hy(e,1) : X — X tal que:
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1. AC FZZE(hl),

2. (U—A)NFiz(h;) = 0 para alguma uma vizinhanca G-invariante U de (St(A)UY)
em X;

3. hy possui uma quantidade finita de pontos fixos em X — (AUY) todos contidos no
interior de simplexos maximais da triangularizacao de X.

Com o Procedimento 2.8 colapsamos todas as G-orbitas de pontos fixos de h; que
sao G-Nielsen equivalentes e que se encontram em X — (St(A)UY'), também colapsamos
todas as G-orbitas de pontos fixos de h; que se encontram em X — (St(A) UY) e que
sao G-Nielsen equivalentes a alguma G-6rbita de pontos fixos que se encontra em 0(A)
na G-orbita de pontos fixos de 9(A).

Assim, h; é G-homotodpica a uma aplicacao ho tal que dada uma classe de pontos fixos
F de hy podemos dizer que:

1. se FNA# () entao F C A;
2. se FNA=0entao F =G{z} comz e X — (AUY).

Todo ponto fixo de hy que estd em X — (St(A)UY') é isolado, assim usamos o Teorema
VIIL.B.4 (pg 123) de [1] para remover todas as G-Orbitas de pontos fixos F' = G{z} de
indice 0 de hs que nao interceptam A. Cada vez que usamos o lema devemos estender a
homotopia por equivariancia da mesma forma que é feito na pagina 42.

Dessa forma, obtemos uma G-homotopia H : X x I — X entre hy e uma G-aplicacao
h = H(e, 1) tal que Fiz(h) = A. De fato, suponhamos que exista um ponto z € X fixado
por h tal que G{z} C Fiz(h) — A, entdao G{x} é uma G-classe essencial de pontos fixos
de h (isso se deve a forma como construimos h). Logo, G{z} esta H-relacionada com
alguma G-classe de pontos fixos essencial F' de f.

Por hipotese existe um caminho p: I — X com p(0) € F, p(1) € A e tal que {p(t)} é
homotopica a {f o p(t)}, o que significa que F' esta H-relacionada com alguma G-classe
de pontos fixos em A. Consequentemente, p(1) = gz, para algum g € G, dai, G{z} C A,
mas G{z} ¢ A, o que é um absurdo. Portanto, Fiz(h) = A.

|

O resultado anterior, por si s6, pode ser aplicado em uma grande quantidade de
problemas de realizacao de pontos fixos. Uma consequéncia dele é o seguinte corolario:

Corolario 2.12 Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave, compacta tal que
dim(X) > 2, {Y;}, uma colegao finita de G-subvariedades fechadas e nao vazias de X
tal que dim(Y;) + 1 < dim(X) e G age livremente fora de Y =J_, Y;.
Sejam A uma G-subvariedade fechada e nao vazia de X tal que A € contorndvel em X
e [: X = X uma G-aplicagao tal que fla =1: A — X (inclusao) e Fiz(fly) =ANY.
Suponhamos que toda G-classe de pontos fizos essencial F de f estd conectada a A
por um caminho p : I — X, p(0) € F e p(1) € A, tal que {p(t)} é homotdpica a {fop(t)}
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com pontos extremos fizados. Entao f € equivariantemente homotdpica relativo a AUY
a uma G-aplica¢ao h : X — X tal que Fizx(h) = A.

Prova do Corolario 2.12: Como A é uma G-subvariedade fechada e nao vazia de X
temos que A é um G-subconjunto de X, localmente contratil, fechado e nao vazio. Assim
as hipoteses do Procedimento 2.8 estao satisfeitas.

|

Lema 2.13 Com as hipoteses do teorema 2.10. Suponhamos que:
1. WK; € finito;

2. Hi i : <X X {O}) U ((A UX; 1) X I) — X € uma G-estensdao da G-aplicagio H

dada em C1 tal que Fixz(h;—1) = A, onde hj—y = H;,_1(e,1) : AUX,; | — X.

Entio eziste uma G-extensio H; : <X X {O}> U ((AUXZ-) X I) — X de H;_, tal que
Fiz(h;) = A, onde h; = Hy(e,1) : AUX; — X.

Prova do Lema 2.13: (X, (A; U X;_1)) é um G-par metrizavel e X; é um G-ANR,
assim, a Proposigao 9.3 de [22] garante que existe extensao:

A, (X x {0}> U <(AUXZ-) x I) - X,

para a G-aplicacio H,_1, pois(X;, 4; U X;_1) é um G-par metrizavel (4; = X; N A) e X;
é um G-ANR.

Dai, encontramos uma G-aplicacio 1h; = 1H;(e,1) : AUX; — AU X, tal que
A C Fixz(1h;). Para obter mais informagoes sobre os pontos fixos dessa aplicagio em
X; — (AU X,_1) usaremos o Lema 2.11 dessa se¢ao e o Lema 2.1 de [12].

Como foi visto anteriormente, WK, age livremente em XZK — X;_1 e a aplicagao
thKi : XiKi — XiK" ¢ uma W K;-aplicacao. Pela Proposicao 2.4 existe uma triangulagao
W K;-equivariante de X% na qual St(AiKi) seja contornavel em XZK Pela Proposicao
2.2 existe V uma vizinhanca fechada e invariante de St(A;) U X;_1 em X, que se retrai
equivariantemente em X; 1 U St(A;).

Portanto, as hipoteses do Lema 2.11 estao satisfeitas e podemos aplica-lo relativo a
W K;-triangularizacao de XZK’ Assim, obtemos uma W K;-homotopia H : (AUX;)Xix T —
XKi entre 1h; e a W K;-aplicagdo h = H (e, 1) tal que Fiz(h) = A%

Observamos que (X;, X;_1 U A;) é um G-par tal que X; — (X;_; U A;) possui o0 mesmo
tipo de orbita 1%7 V' é uma G-vizinhanga fechada de X;_1UA; em X; e 1h;|x, : X; = AUX;
uma G-aplicacao.

Dessa forma, com o Lema 2.1 de [12] estendemos essa W K;-homotopia para uma G-
aplicacdo H; : (X x {0}) U ((AUX;) x I) — X, relativo a V, e como h ndo possui pontos

fixos em X; — (X;_; U A;) temos que Fiz(h;) = A, onde h; = H;(e,1) : AUX, — X.
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Agora vamos estender a homotopia dada em C1 do Teorema 2.10 com W K um grupo
de Lie compacto de dimensao positiva.

Lema 2.14 Com as hipdteses do teorema 2.10. Suponhamos que:

1. WK; € um grupo de Lie compacto de dimensao positiva;

2. Hy i : <X X {O}) U ((A UX,_1) X [) — X € uma G-extensdao da G-aplicagio H

dada em C1 tal que Fix(h;_1) = A, onde h;_y = H; 1(e,1) : AUX,; | — X.

Entao existe uma G-extensio H; - <X X {O}) U ((AU X;) % I) — X de H,_; tal que

Fixz(h;) = A, onde h; = H;(e,1) : AU X, — X.

Prova do Lema 2.14: (X, (4; U X; 1)) é¢ um G-par metrizdvel e X; é um G-ANR,
assim, usamos a Proposi¢ao 9.3 de [22| para estender H,_; para uma G-aplicagao

H, (X X {0}) U ((AUXZ-) X 1) X

Dai, 1h; = H;(e,1) : AUX; - AU X; é uma G-aplicacdo tal que A C Fiz(1h;). Pela
Proposicao 2.2, existe V' uma vizinhanca fechada e invariante de A; U X; 1 em X, que se
retrai equivariantemente em X;_; U A;.

Logo, W K; é um grupo de Lie compacto, cada componente conexa de XZ-Ki éum W K;-
espaco compacto, W K; age livremente em XZK — X;_1 e a aplicacao 1hiK" : XZK — XZK é
uma W K;-aplicacao.

Dessa forma, segue do Lema 3.3 de [18] que existe uma W K;-homotopia H : X/ xT —
X% relativa a (A; U X;_1)%, entre 1A e a aplicacio h = H (e, 1) que nio possui pontos
fixos em XiKi — (AU X; )5,

Segue que (X;, X;_1UA;) é um G-par tal que X; — (X;_1 UA;) possui o mesmo tipo de
orbita K%, V' é uma G-vizinhanga fechada de X;_1UA; em X, e 1h;|x, : X; = AUX, é uma
G-aplicagao. Com o lema 2.1 de [12] estendemos a W K;-homotopia H : (AU X;)5 x I —
X% para uma G-aplicacdo H; : (X x {0}) U ((AU X;) x I) — X, relativo a V. Além
disso, h nao possui pontos fixos em X; — (X;_; U 4;), consequentemente, Fiz(h;) = A,
onde hz :HZ'(O, ]_) : AUXz — X.

|

Prova do Teorema 2.10: Se f é G-homotopica a uma h : X — X tal que Fiz(h) =
A, entao existe uma G-homotopia H : X x I — X entre f e h tal que sua restricao
H = H|(xx{opucaxn satisfaz (C1).

Se F for uma W K-classe de pontos fixos essencial de f¥, para W K finito, entdo existe
um caminho p : I — X% tal que p(0) € F e p(1) € J, onde J C AX ¢ a W K-classe de
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pontos fixos essencial de h® que estd H¥-relacionada com F e {p(t)} é homotopica a

{HK(p(t),t)} (com pontos extremos fixados). Como {ﬁK(p(t),t)} ¢ homotopica (com
pontos extremos fixados) a:

{H" (p(t),0)} +{H" (p(1), )}
={fop(t)}

Dessa forma, temos que (C2) estéa satisfeito.

Suponhamos que (C'1) e (C2) sdo vélidos e consideremos a G-aplicagio H: (X x
{0} U(AXT)— X tal que H(e,0) = fe H(e,1) =i: A~ X (inclusdo) dada em (C'1).

Usamos a Proposigao 9.3 de [22] e estendemos H para uma G-aplicagao:
A, (X x {0}> U <(AUX1) x I) - X,

pois(Xi, A1) é um G-par metrizavel (4; = X; N A) e X; é um G-ANR.

Pela Proposicao 2.2 existe V' uma vizinhanca fechada e invariante de A; em X; que
se retrai equivariantemente em A;. Temos que WK, age livremente em XlK1 = Xk, e
a aplicacao 1h{<1 ¢ uma W Kj-aplicacao. Pela Proposicao 2.3 existe uma triangulacao
W K -equivariante de X*1 na qual A{ﬁ é um W Ki-subpoliedro.

Portanto, se W K, for finito as hipoteses do Lema 2.11 estao satisfeitas e podemos
aplica-lo em XT' relativo a W K;-triangularizacio de X{' e a vizinhanca V¥ WK;-
invariante de AKX, pois WK, é um grupo finito, X{*' & um W Kj-espaco compacto e ;!
é uma W K;-aplicacao.

Assim, obtemos uma W K;-homotopia H : (A; U X;)%* x I — X5 entre 1h; e a
WK -aplicacdo k = H(e,1) tal que Fiz(k) = AX' e estendemos a W K;-homotopia
H:(AUX)% x I — X1 para uma G-aplicacao:

Hi: (X x {0DU((AUX)) x ) — X,

relativo a V| usando o Lema 2.1 de [12]. Isso pode ser feito porque (X7, A1) é um G-par
tal que X; — Ay possui o mesmo tipo de 6rbita 1%7 V' é uma G-vizinhanca fechada de A;
em X; e 1hy|x, : X1 = AU X, uma G-aplicagao.

Como k nao possui pontos fixos em X; — A; temos que Fiz(h;) = A, onde h; =
Hi(e,1): AUX; — X.

Se WK; for um grupo de Lie compacto de dimensao positiva, aplicamos o Lema
3.3 de [18] em X' relativamente a WK -vizinhanca V! de Al que se retrai WK,-
equivariantemente em A

Assim, encontramos uma W K;-homotopia H : XlK1 x I — XT1 relativa a A{ﬁ, entre
1h{(1 e a aplicagdo h = H(e, 1) que nao possui pontos fixos em XlK1 — A{(I. Dai, usamos
o lema 2.1 de [12] para estendemos a W K;-homotopia H : (AU X;)f* x I — X&
para uma G-aplicacio H; : (X x {0}) U (AU X;) x I) — X, relativo a V. Além
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disso, h nao possui pontos fixos em X; — A;, consequentemente, Fiz(h;) = A, onde
hi=Hi(e,1): AUX, — X.

Por inducdo finita, suponhamos que estendemos a G-aplicacio H dada em C1 para
uma G-aplicacdo H; 1 : (X x {0}) U ((AUX;_ ;) x I) = X tal que Fiz(h;_;) = A, onde
hioy = H,;_1(e,1): AUX;_; — X. O indice i percorre o0 mesmo conjunto finito de indices
de Iso(X).

Quando W K; for finito podemos usar o Lema 2.13 para estender a G-aplicacao H,_;
para uma G-aplicacio H; : (X x {0}) U ((AU X;) x I) — X com as propriedades de
Fiz(h;) = A, onde h; = H;(e,1) : AU X; — X.

Quando W K; tiver dimensao positiva podemos usar o Lema 2.14 para estende a G-
aplicacdo H,;_; para uma G-aplicacio H; : (X x {0}) U ((AU X;) x I) — X com as
propriedades de Fiz(h;) = A, onde h; = H;(e,1) : AU X; — X.

|

Observando que se A for uma G-subvariedade fechada e nao vazia de X temos que A
¢ um G-subconjunto de X, localmente contratil, fechado e nao vazio, o que satisfaz as
hipoteses do Teorema 2.10. Dessa forma, temos o seguinte corolario:

Corolario 2.15 Sejam G um grupo de Lie compacto, X uma G-variedade suave e com-
pacta, A uma G-subvariedade de X, fechada e nao vazia e f: X — X uma G-aplicacao
tais que para WK finito temos que dim(X*) > 3, dim(X*) — dim(X® — Xg) > 2 ¢ A
¢ contorndvel em XX para todo (K) € Iso(X).

Entao f é G-homotdpica a uma h : X — X tal que Fixz(h) = A se, e somente se, as
sequintes condigcoes estiverem satisfeitas:

(C1) existe uma G-aplicagdo H: (X x{0)H)U(AxI) — X tal que H(e,0) = f ¢
H(e,1)=1i:A— X (inclusio);

(C2) sempre que WK for finito, toda W K -classe de pontos firos essencial F' de f¥ estd
conectada a A% por um caminho p: I — X% (p(0) € F ep(1) € AX) tal que {p(t)}

¢ homotdpica a {f¥ o p} * {HK(p(l),t)} com pontos extremos fizados.

O Corolario 2.16 se refere ao teorema 2.10 para o caso particular G grupo finito. A
maior diferenca entre o proximo resultado e os outros resultados dessa secao é que agora
realizaremos, sobre certas hipoteses, qualquer G-subconjunto fechado que esteja dentro
do G-subconjunto localmente contréatil.

Corolario 2.16 Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave e compacta com
dim(XE) > 3 e dim(X®) — dim(X* — Xg) > 2 e ® um G-subconjunto fechado, ndao
vazio e localmente contrdtil de X tais que ®X ¢ contorndvel em X%, onde (K) € Iso(X).

Sejam A um G-subconjunto fechado e nao vazio de ® que intersecta todas as compo-
nentes coneras de ® e f : X — X wuma G-aplicacao. Entao f é G-homotdpica a uma
h: X — X tal que Fix(h) = A se as sequintes condigoes estiverem satisfeitas:
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(C1) existe wma G-aplicagdo H: (X x{0H)Uu(® xI) — X tal que H(e,0) = f ¢
H(e,1)=1i:® — X (inclusao).

(C2) toda W K-classe de pontos fizos essencial F de f¥X estd conectada a ®% por um
caminho p - I — X¥ ((0) € F e p(1) € ®X) tal que {p(t)} é homotdpica a
{fX op}* {ﬁK(p(l),t)} (com pontos extremos fizados).

Prova do Corolario 2.16: Segue do teorema 2.10 que existe uma G-aplicagdo hy :
X — X equivariantemente homotopica a f tal que Fiz(hy) = ®.

Primeiramente, queremos encontrar uma G-aplicacao ho equivariantemente homoto-
pica a hy tal que hy seja uma G-aplicagao proximal em St(®) e com uma quantidade finita
de pontos fixos todos em ® de modo que cada componente de ¢ possua pelo menos um
ponto fixo.

Com as Proposi¢oes 2.2 e 2.3 equipamos X com uma G-triangularizacao tal que St(P)
seja um G-subpoliedro de X e para garantir a existéncia de uma vizinhanca invariante V'
de St(®) que se retrai equivariantemente em St(®). Aplicando a Proposicao 2.5 de [18] em
hi com relacao a ®, para um e > 0 suficientemente pequeno, encontramos uma G-aplicacao
R} tal que Fiz(h}) = ® e existe uma vizinhanga U de St(®) tal que k) |y = h|e o7, onde
r: U — ® é uma retragao equivariante.

Podemos tomar um refinamento da triangularizacao de X se necessario para garantir
que A é proximal em St(®). Depois, aplicamos o Teorema 4.3 de [13], para um € > 0
suficientemente pequeno, para encontrar uma G e-homotopia Hy : X X I — X entre
hy e uma G-aplicacao hy tal que hs|x, possui um ntmero finito de pontos fixos todos
contidos em simplexos maximais de X%, para cada (K) € Iso(X), e € pode ser tomado
suficientemente pequeno para que hs seja uma G-aplicacao proximal em St(®).

Como A intersecta todas as componentes de ® podemos puxar todos os pontos fixos
de hy para o bordo de A. Assim, hy é G-homotopica a uma aplicacao hz : X — X tal que
Fix(hg) C A (cada componente de A possui pelo menos um ponto fixo) e hg é proximal
em St(®).

O Lema 1.3 de [15] diz que a aplicagdo o dada no Lema VIII.C.1 da pagina 124 de [1]
é equivariante. Dessa forma, tomemos a métrica equivariante d : X x X — R e definimos
a aplicagao:

hy St(®) — St(P) B
T = o, hy(z), d(z, A)),

onde d é a métrica limitada relativa a d.
Consideremos a G-aplicagdo Hy : (X x {0}) U (St(®) x I) — X dada por:

alx, hz(z),1 — (1 —d(z, A))t) se (x,t) € St(P) x [
(z,1) = { hs(z) set=0

Para terminar essa demonstracao basta estender essa homotopia sem criar novos pon-
tos fixos. Para isso, considere a seguinte G-aplicacao:
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Hi: (X — Int(St(®))) x {0}) U (9(St(®)) x I) = X
Hy(z,t) set#0
(2,2) = { hs(z) set=0

Pela Proposicao 9.3 de [22] estendemos H) para uma G-aplicagao:
H,: (X — Int(St(®))) x I — X.

Caso exista algum ponto fixo em Hy(X — St(®) x {1}) usamos o Lema 3.1 de [18| em
H,(e,1) relativamente a O(St(®)) para reduzi-los a uma quantidade finita. Dai, podemos
eliminar esses pontos fixos, pois serdo todos oriundos de classes ndo essenciais (aparecem
durante a homotopia) uma vez que hz|x_rnya) € livre de pontos fixos. Assim, hg é G-
homotopica a uma aplicagao hy tal que Fiz(hy) = A. A G-homotopia é dada por:

Hy: XxI — X

(z,1) {%i(

(

x,t) sex € St(P)
x,t) sex & St(P)
|

O proximo corolario é a ultima consideragao que faremos nessa secao a respeito das
G-subvariedades.

Corolario 2.17 Sejam G um grupo finito, X uma G-variedade suave e compacta com
dim(X%) > 3 e dim(X*) — dim(X¥* — Xg) > 2 e ® uma G-subvariedade fechada e nao
vazia de X tais que ®F ¢é contorndvel em XX, onde (K) € Iso(X).

Sejam A um G-subconjunto fechado e nao vazio de ® que intersecta todas as compo-
nentes coneras de ® e f : X — X uma G-aplicacao. Entao f é G-homotdpica a uma
h:X — X tal que Fix(h) = A se as sequintes condigoes estiverem satisfeitas:

(C1) existe uma G-aplicagdo H: (X x{0H)u(® xI) = X tal que H(e,0) = f ¢
H(e,1)=1i:® — X (inclusao).

(C2) toda W K-classe de pontos fizos essencial F de f¥ estd conectada a ®% por um
caminho p : I — XX (p(0) € F e p(1) € ®F) tal que {p(t)} ¢ homotdpica a
{f% op}* {ﬁK(p(l),t)} com pontos extremos fizados.



Capitulo 3

Pontos Fixos de Aplicacoes que
Preservam Fibra

O problema de realizar um conjunto como conjunto de pontos fixos de uma dada aplicacao,
inicialmente apresentado por H.Schirmer em [9], foi generalizado em [19] para o contexto
dos fibrados com aplicagoes que preservam fibra.

O objetivo desse capitulo sera generalizar o Teorema 4.1 de [19]| para variedades equi-
variantes e conjuntos localmente contrateis.

Seguiremos nesse capitulo uma sequéncia parecida com a do capitulo anterior. Na
primeira se¢ao apresentaremos condi¢oes andlogas as dadas por H. Schirmer em [9], pro-
varemos sua necessidade e apresentaremos alguns exemplos que ilustram a diferenca entre
os elementos do capitulo anterior e desse. Na segunda secao faremos alguns lemas que usa-
remos na demonstragao da generaliza¢ao do Teorema 4.1 de [19] situada na terceira se¢ao.
Na terceira secao também faremos alguns corolarios que trazem contextos particulares.

o4
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3.1 Exemplos Relacionados a Aplicacoes que Preser-
vam Fibra

No capitulo anterior encontramos condigoes para realizar um conjunto invariante como o
conjunto de pontos fixos de uma aplicacao equivariantemente homotépica a uma aplicagao
equivariante dada. Olhemos novamente para o exemplo 3 que demos na primeira se¢ao
do capitulo 2:

Tomamos G = Z,, X = S? x S!, a acdao é o conjugado na segunda coordenada:

€((a,b, c),cos(x) +isen(x)) — ((a,b,c), cos(x) — isen(z)).
Usamos a aplicacao antipoda em S? e a identidade em S*:
f((a,b,c),cos(x) +isen(x)) = ((—a, —b, —c), cos(x) + isen(x)),

e A1 = {(a,b,0) € S*} x {—4,1}. Dai, a homotopia que realiza A; como o conjunto de
pontos fixos de uma aplicacao equivariantemente homotopica a f é:

H((cos(0)sen(v)), sen(8)sen(1), cos()), cos(x) + isen(x),t) =
((—cos(0 + t|sen(z)|m)sen(v), —sen(0 + t|sen(z)|m)sen(v), —cos(v)), cos(x) + isen(x)).

Assim, a aplicacao h cujo conjunto de pontos fixos é A é:

h((cos(8)sen()), sen(8)sen(1)), cos(w)), cos(x) + isen(x)) =
((—cos(0 + |sen(x)|m)sen(y)), —sen(0 + |sen(z)|m)sen(v), —cos(¥)), cos(x) + isen(z)).

Agora, vamos agregar a essa estrutura a projecao na primeira coordenada p : S? xSt —
S?. Usando a acdo trivial em S? temos que p ¢ uma aplicacdo equivariante, f é uma
aplicacdo que preserva fibra e que f ¢ a aplicacdo antipoda a. Dessa forma, temos o
seguinte diagrama comutativo:

S? x St S? x St

S2? J=a S?

Observamos que:

p((z,y, z),cos(O)—l—z’sen(O)}) = (z,y,2)

'

=1

NN

= pl(.y,2),cos(3) + isen(3)).

N J/
g

=1

po h((l’,y, Z), 1) = (_$7 —-Y, _Z)'
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Contudo,
po h((cos(B)sen(ss), sen(@)sen(y), cos(e)), 1) =
(—cos(0 4 m)sen(v), —sen(f + m)sen(), —cos(v¥)) =
(cos(0)sen(1)), sen(0)sen(), —cos(v)),
ou seja,

po h(({L‘,y,Z),Z) = (:E:ya _Z)'

Logo, p((x,y,2), 1) = p((x,y, 2),4) mas po h((v,y,2),1) = (—z, —y, —z) que é quase
sempre diferente de po h((x,y, 2),1) = (z,y, —z), 0 que prova que h nao ¢ uma aplicagao
que preserva fibra.

Nesse capitulo queremos encontrar um resultado que dé condigoes para realizar um
conjunto invariante como o conjunto de pontos fixos de uma aplicacao que preserva fibra
equivariantemente homotopica por uma homotopia que preserva fibra a uma aplicagao
equivariante que preserva fibra dada.

Notemos que se G for um grupo de Lie compacto, § = (X,p, B,Y) um G-fibrado
onde X, B e Y sao G-espacos, f : X — X uma G-aplicacao que preserva fibra e A
um subespaco fechado e G-invariante de X entao as condigoes (C1) e (C2) podem ser
generalizadas para o contexto de aplicacoes que preservam fibras da seguinte forma:

(C1)z existe uma G-homotopia parcial que preserva fibra Ha : (X X {0})U (A X I) - X
tal que Ha(e,0) = f e Hy(o,1) =i: A— X (inclusdo);

(C2); toda W K-classe de pontos fixos essencial ' de fX estd conectada a A% por um
caminho v : I — XX tal que y(0) € F, (1) € AX e {y(t)} ¢ homotopica a
{f% o~} {HE(v(1),t)} com pontos extremos fixados.

Nesse sentido temos o seguinte lema:

Lema 3.1 Sejam G um grupo de Lie compacto, § = (X, p, B,Y) um G-fibrado onde X,
B eY sao G-espacos ANR, f : X — X uma G-aplicacao que preserva fibra e A um
subespaco fechado e G-invariante de X. Suponhamos que exista uma G-aplicagao que
preserva fibra h : X — X G-homotopica a f, por uma homotopia que preserva fibra, tal
que Fiz(h) = A entao Clg e C25 sao vdlidas.

Prova do Lema 3.1: Existe uma G-homotopia que preserva fibras H : X x [ — X
entre f e h tal que sua restricio H = H|(xx{opuaxn) satisfaz (C1)z.

Se F for uma W K-classe de pontos fixos essencial de f¥, para W K finito, entdo existe
um caminho p : I — X* tal que p(0) € F e p(1) € J, onde J C AX ¢ a W K-classe de
pontos fixos essencial de h que estd HX-relacionada com F e {p(t)} é homotopica a
{ﬁK(p(t),t)} (com pontos extremos fixados). Como {ﬁK(p(t),t)} é homotopica (com
pontos extremos fixados) a

{H" (p(t),0)} +{H" (p(1),1)},
————

={f"op(t)}
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temos que (C2)z esta satisfeita.
O
Voltemos para o exemplo 3, o segundo conjunto que realizamos foi A = S! x S! com
a homotopia dada por:

Hs((cos(0)sen(1), sen(0)sen(1)), cos(v)), cos(x) + isen(x),t) =
((—cos(0 4+ t(1 — |cos(v)|)m)sen()), —sen(0 + t(1 — |cos(v)|)m)sen(1)), —cos(v)),
cos((1 —t)x + tx(1 — |cos(¥)])) + isen((1 — t)x + tz(1 — |cos(v)]))).

Nesse caso, temos que:

p o Hy((cos(0)sen(v)), sen(0)sen(v), cos(v)), cos(x) + isen(x),t) =
p((—cos(0 + t(1 — [cos(¥)])m)sen(v), —sen(d + t(1 — [cos(¥)[)m)sen(v), —cos(1))),

cos((1 —t)x + tx(1 — |cos(¢¥)])) + isen((1 — t)x + tz(1 — |cos(¢)]))) =
(—cos(8 + t(1 — |cos(¥)|)m)sen(y), —sen(0 + t(1 — |cos(v)|)m)sen(v), —cos()).

nao depende de z. Assim, se

p((cos(0)sen()), sen(0)sen(v)), cos(1))), cos(x) + isen(x))

for igual a
p((cos(@)sen(p), sen(d)sen(p), cos(p)), cos(y) + isen(y))

entao cos(¢) = cos(p), sen(y) = sen(p), cos(d) = cos(p) e sen(f) = sen(¢). Consequen-
temente,

(—cos(0 +t(1 — |cos(¥)])m)sen(v), —sen(0 + t(1 — |cos(v)|)m)sen(v)), —cos())
é igual a
(—cos(¢ + t(1 — |cos(p)|)m)sen(p), —sen(¢ + t(1 — [cos(p)|)m)sen(p), —cos(p)).

Portanto, Hy é uma homotopia que preserva fibra e realizamos As como o conjunto de
pontos fixos de hy = Hs(e, 1), uma aplicacao que preserva fibra, que é equivariantemente
homotoépica por Hs, uma homotopia que preserva fibra, a f.
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3.2 Resultados Preliminares para Aplicacoes que Pre-
servam Fibra

Nessa secao faremos observagoes e demonstraremos alguns resultados que usaremos nesse
capitulo. Também criaremos alguns exemplos para elucidar algumas propriedades impor-
tantes.

O proximo resultado é uma generalizacao do Lema 2.1 de |12] oriunda de uma obser-
vacao feita em sua demonstracao.

Proposigao 3.2 Sejam G um grupo de Lie compacto, (X, A) um G-par de espagos tal
que todas as orbitas em X — A possuem o mesmo tipo de orbita (H). Sejam f: (X, A) —
(X, A) uma G-aplicagdo, V uma G-vizinhanca fechada de A e f7 . X7 — XH g restricao
de f a X1,

Entdo qualquer W H-homotopia fE, relativa a VI, com fl = fH se estende para
uma G-homotopia f;, relativa a V., com fo = f. Além disso, se fiI é livre de pontos
fizos em (X — A)", entao f1 € livre de pontos firos em X — A, e se Fix(f{'|(x_an) =
WH{b}U---UWH{b,}, entao Fix(fi|x_a) = G{b1}U---UG{b,}.

Prova da Proposigao 3.2: Definimos a homotopia por:

f(z) = gff(g7'z), parax e X — A, onde G, = gHg™!;
= f(x), para x € V.

Essa homotopia é continua porque para todo ponto em z € V — A temos que:

gfff (g7 e) = gf(g72) = g9~ f(z) = f(x).

Segue que, fi(z) = gffi(¢7'z) = v & fH(97'z) = g~'x, para todo r € X — A, onde
G, = gHg™', o que garante a segunda parte do resultado.
O

O proximo resultado que queremos generalizar é o Teorema 2.1 de [24], um resultado
referente a extensao de homotopias que preservam fibra. Para que sua demonstracao fique
clara devemos ser capazes de levantar caminhos de forma equivariante, contudo o melhor
que temos é o Teorema XX.2.2 de [4] que trata apenas do caso nao-equivariante. Por isso,
antes de generalizar o Teorema 2.1 de [24] vamos generalizar o Teorema XX.2.2 de [4].

Proposicao 3.3 Sejam G um grupo finito, E e B G-espacos e p : E — B uma G-
aplicagao. Entao (E,p, B) é uma G-fibra¢ao (regular) se, e somente se, existe uma G-
aplicagao de levantamento (regular).

Prova da Proposi¢ao 3.3: Primeiramente vamos supor que (E,p, B) possui uma
G-aplicagao de levantamento A : Q, — E’. Sejam X um G-espago, f : X — E uma
G-aplicagao e F' : Z x I — B uma G-homotopia tais que p o f(x) = F(z,0), para todo
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r € X entdo definimos F(z,t) = A(f(z), F(x,))(t), para todo (z,t) € X x I, onde
F(z,e): I — X é o caminho dado por F'(z,e)(t) = F(x,t). Segue que

poF(x,t) =poA(f(x), F(x,e))(t) = F(z,e)(t) = F(x,1),

e F(x,0) = A(f(z), F(x,))(0) = f(z), para todo z € X. Além disso, se A é regular e
x € X for tal que F(z,t) = F(z,0) para todo t € I entao F'(z,e) é um caminho constante
em po f(x). Segue que para todo t € I temos que

Fa,t) = A(f(x), F(x, 0) )(t) = A(f(x), po f(2))(t) = f(x).

——
=pof(x)
f
X x {0} E
T
7 p
X x ] r B

Agora vamos supor que (E,p, B) é uma G-fibragao. Sejam f : Q, — E dada por
f(e, ) = e a projecao (equivariante) na primeira coordenada e F': Q, x I — B dada por
F((e,a),t) = «a(t). Segue que po f(x) = F(x,0), para todo (e,a) € ©,. Logo, existe
F:Q,xI— Etalque poF =F e F((e,a),0) = f(e,a), para todo (e, a) € (0,

(

Definimos A : Q, — ET dado por A(e,)(t) = F((e, a),t), entdo:

O

Como dissemos, queremos generalizar o Teorema 2.1 de [24|. Para tanto, fizemos
a Proposicao 3.3 para relacionar levantamentos de caminhos com fibragoes, de forma
equivariante. Agora faremos uma generalizagdo do Corolario 2.7.14 de 2] que relaciona
G-fibrados com G-fibragbes e a usaremos para generalizar o Teorema 2.1 de [24] e na
generalizacao dos resultados de [19].

Proposigdao B.1: Sejam G um grupo finito e § = (X, p, B,Y) um G-fibrado com
espaco base B Hausdorff e paracompacto, entao (X, p, B) é uma G-fibragao regular.

Prova da Proposicao B.1: Apéndice B.
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Antes de generalizar o Teorema 2.1 de [24] vamos considerar alguns objetos. Dado
um espaco topologico E tomemos o € Ef e t € I e definimos oy € E sendo o caminho
dado por au(s) = a((1 — s)t), para todo s € I. Observamos que se = for um ponto de
E e a um caminho em B tais que (z,a) € Q, entao podemos definir y = A(z,a)(1) e
a*(t)=a(l —t),onde t € [ e A é a aplicagdo de levantamento. Dessa forma, temos que:

Az, a)(t) = Aly,a”)(1 = 1) = A(A(z, a)(1), ") (1 = 1),
para todo t € I, em particular z = A(z, a)(0) = A(A(z, ) (1), a*)(1).

Proposi¢ao 3.4 Sejam G um grupo finito, § = (E,p, B) um G-fibrado , (X, A) uma
par de G-espacos métricos com A fechado em X e invariante pela acao de G. Seja
H: (X x{0})U(AxI)— E uma G-aplicacio tal que po H(z,0) = po H(x,t) para todo
(x,t) e AxI.

Entdo, se E for um G-ANR entdo H pode ser estendida para uma G-homotopia H :
X x I — F tal que po H(x,0) = po H(x,t) para todo (z,t) € X x I.

Prova da Proposi¢do 3.4: Com a Proposicio 9.3 de [22] estendemos H para uma
G-homotopia H' : X x I — E. Notemos que H' pode ser visto como uma G-aplicacao
X — B! dada por:

H: X — E!
x +— H(r,e): I — FE
t — H'(z,t).

Dai, definimos a G-extensio de H por H(x,t) = A(H'(z,t),p(H'(x,e));)(1), onde
p(H'(x,e)); é o caminho definido por p(H'(x,e)):(s) = p(H'(x,(1 — s)t)) e A é uma G-
aplicagao de levantamento regular.

Notemos que:

H(z,0) = A(H'(2,0), p(H'(z,9))o)(1) = AH'(2,0), p(H'(2,0)))(1) = H'(2,0) = H(x,0).

Para todo x € A temos que p((H'(z,e));)(s) = p(H(x,0)), assim:
H(ZL’,t) = A(Hl(ft,t),p(H’(ZE, .))t)(l) = A(ﬁ(l’,t%p OF(ZE’ ')t)(l) = F(l’,t).

Por fim, para todo x € X et € I temos p(H(z,t)) = p(H'(x,e),)(1) = p(H(z,0)) =
p(H(z,0)).

O proximo resultado que faremos relaciona G-fibragdes com base contratil a G-fibracao
trivial. Essa é uma versao equivariante do Teorema XX.2.7 de [4]. Para entender o enun-
ciado proposto devemos perceber que se G é um grupo finito e B é um G-espaco contratil
que se contrai para um ponto by € B, para que a contracao seja equivariante é necessario
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que Gy, = G. Nesse sentido, quando dissermos que B se contrai equivariantemente
em by teremos que G, = G.

Contudo, podemos pensar em uma outra forma de generalizar as contragoes para o
contexto equivariante. Digamos que G possui n elementos e que B possui n componentes
conexas, a saber B = (J!_| B;. Seja by € B um ponto de B tal que para cada i =
1,...,n existe g; € G tal que g;bp € B;. Entao podemos definir que B se contrai
equivariantemente em G{by} e isso significa que cada componente conexa B; de B se
contrai em g;bg.

Proposigao 3.5 Sejam G um grupo finito, (X,p, B) uma G-fibragcao regular e by € B
um ponto tal que B se contrai equivariantemente em by ou B se contrai equivariantemente
em G{by}. Entao (X,p, B) é G-equivalente a G-fibragao trivial (B x p~*({bo}),q, B) para
0 caso em que B se contrai equivariantemente em by ou a (B x Gp~*({bo}),q, B) para o
caso em que B se contrai equivariantemente em G{by}.

Prova da Proposicao 3.5: Consideremos o caso em que B se contrai equivariante-
mente em by. Seja ¢ : Bx I — B a contragao de B para o ponto by € B, onde ¢(b,0) =be
¢(b, 1) = by paratodo b € B. Para cada (b, s) € BxI definimos os caminhos o) : I — B
dado por (p,5) (t) = o(b, st)', e %,S) : I = B dado por ap, (t) = ¢(b, s(1 —1)).

Dai, definimos as G-aplicagoes:

f: X — B x p~t({bo})
x = (p(x)’A<x7a/(p(:c),1)>(1))7
h: Bxpt({b}) — X
(b, x) — Az, o, 1))(1),

onde A : Q, — E' é a G-aplicacdo de levantamento regular. E importante observar que
[ e h sdo equivariantes porque dado g € G temos que o g s)(t) = ¢(gb, st) = gp(b, st) =
9a,s)(t), analogamente, af,, (1) = gaj, ,(t). A G-homotopia entre ho f e Idx ¢ dada
por:
H: XxI — X
(1) = AN, ape)n) (1), afm) ) (1)

Observamos que f oh = Idpy,-1(s,})- De fato,

foh(b,z) = f(Az,af,,)(1))
= (A ) () A ) (D0 r
- ~ ~~

= (0. A, 07,)(1), 0 (1))

J/

H))n 1)

f=a

~
=x

= (b,x).

A tnica diferenca entre a prova do caso anterior e o caso “B se contrai equivarian-
temente em G{bo}” ¢é que a contragdo ¢ : B x I — B do primeiro se contrai no ponto
by € B e a contragao do segundo se contrai na 6rbita do ponto by € B.
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O

Lembramos que dados um grupo de Lie compacto G, um G-fibrado § = (X, p, B,Y),
uma G-aplicacao f : X — X que preserva fibra com relacao a § e uma G-homotopia
H : X x I — X que preserva fibra com relacao a §, temos que f induz uma G-aplicacao
f:B — Btalque fop =pofeque H induz uma G-homotopia H : B x I — B
tal que H(p(z),t) = po H(x,t), para todo (z,t) € X x I. O préximo resultado ¢ uma
generalizacao do Lema 2.1 de [19].

Proposicao 3.6 Sejam G-um grupo de Lie compacto, § = (X,p, B;Y) um G-fibrado
onde X e B sao G-variedades conexas e compactas, f : X — X wma G-aplicacao que
preserva fibra e A um subespacgo invariante de X tal que:

(C1); existe uma G-homotopia parcial que preserva fibra Hy : (X x {0}) U(AxI) = X
tal que Hp(®,0) = f e Hy(o,1) =1: A— X (inclusao);

(C2); sempre que WK for finito, toda W K -classe de pontos fizos essencial F de f¥ estd
conectada a A% por um caminho o : I — X* tal que a(0) € F, a(1) € AX e {a(t)}
¢ homotdpica a {fX oa} x {HE (a(1),t)} com pontos extremos fizados.

Entao, para toda W K -classe de pontos fivos essencial F de f¥% existe um caminhoa : I —
BE com @(0) € p(F)%, a(1) € p(A)X e {a(t)} ¢ homotdpica a {TK oa(t)} = {Ff(pK o
a(l),t)}, com pontos extremos fixados, onde Ho é a G-homotopia parcial dada em (C1)5.

Prova da Proposicao 3.6: Seja F' uma W K-classe de pontos fixos essencial de f¥.
Por hipotese temos um caminho a : I — X% com «(0) € F, a(l) € AKX e {a(t)} ¢
homotopica a {f% o a(t)} * {HX (a(1),t)}, com pontos extremos fixados.

Como f& e HI sao ambas W K-aplicacoes que preservam fibra temos que {p® o a(t)}
¢ homotopica a

(P o X oa(t)} « {p" o HE (a(1),0)} = {F" op™ o a(t)} « {1 (" o a(1),1)}.

Dai, definimos @ = p® o & e obtemos um caminho @ : I — BX com @(0) € p(F)X,
a(l) € p(A)X e {a(t)} ¢ homotopica a {7K oal(t)} * {ﬁf(pK o a(l),t)}, com pontos
extremos fixados.

O

A proxima observacao que faremos esta relacionada com a proposicao anterior e foi
retirada do Teorema 4.2 de [9].

Proposicao 3.7 Sejam G um grupo de Lie compacto, X um G-ANR e f : X — X uma
G-aplicagao. Se A for um subconjunto fechado e invariante de X tal que A C Fiz(f) e
AE intercepta toda W K -classe de pontos fizos essencial F de f%, onde (K) € Iso(X) e
WK ¢ finito, entao as sequintes condigcoes sao verdadeiras:
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(C1) existe uma G-homotopia parcial que preserva fibra Hy : (X x {0}) U (A x ) = X
tal que Hy(0,0) = f e Ha(o,1) =i: A— X (inclusio);

(C2) sempre que WK for finito, toda W K -classe de pontos firos essencial F' de f¥ estd
conectada a A% por um caminho v : I — X* tal que v(0) € F, v(1) € AX e {~(t)}
¢ homotdpica a {fX o~} x {HE(y(1),t)} com pontos extremos firados, onde Hy é
a homotopia.

Prova da Proposicao 3.7: A homotopia parcial dada por:

Hy: (Xx{0hHUAxI) — X
r  para (xz,t) € Ax I
(1) 7\ @) para (z.1) € X x {0},
é a homotopia que satisfaz (C'1), e dada uma W K-classe de pontos fixos essencial F' de
X seja v € AKX N F # (), dai, definimos v : I — X% por v(t) = z, para todo t € I, que
satisfaz (C2).

[
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3.3 Realizacao de um Conjunto como Conjunto de Pon-

tos Fixos de uma dada G-Aplicacao que Preserva
Fibra

Generalizamos nessa segdo o Teorema 4.1 de [19] seguindo os passos usados na versao
original.

No proximo resultado estamos supondo que Iso(B) = {(K;)}; estd munido de uma
ordem admissivel, que p(A); = B;Np(A), parai=1,...,n,onde By C---C B, =B éa
filtragdo de B e que T'={i € {1,...,n}; (K;) € Iso(B) e WK, é finito}.

Lema 3.8 Sejam G um grupo de Lie compacto, § = (X,p, B,Y) um G-fibrado onde X
e B sio G-variedades suaves, compactas e para WK finito temos que dim(B%) > 3,
dim(B®) — dim(BX — By) > 2, para todo (K) € Iso(B).

Sejam A um G-subconjunto nao vazio de X tal que p(A) é um G-subconjunto fechado e
localmente contrdtil de B tal que p™ (AX) ¢ contorndvel em BX, para todo (K) € Iso(B).
Se f: X — X for uma G-aplicacao que preserva fibra tal que :

(C1)z existe uma G-homotopia parcial que preserva fibra Ha : (X x {0}) U(Ax ) = X
tal que Hy(o,0) = f e Hy(o,1) =i: A— X (inclusao);

(C2)z sempre que WK for finito, toda W K -classe de pontos firos essencial F' de f% estd
conectada a A% por um caminho v : I — X% tal que v(0) € F, v(1) € AX e {~(t)}
¢ homotdpica a {f% oy} x {HE (v(1),t)} relativo aos extremos.

Entao existe uma G-homotopia H : B x I — B que estende a G-aplicacio H 4 -
p(A) x I — B induzida por H, dada em (C1l)z tal que H(e,0): B — B ¢ a induzida de
fe

Fiz(H(e,1)) = p(A) U (| J(G{bia} U+ U G{bim,}) ).
i€ T

onde:

1. K; estd na mesma classe de conjugacao da isotropia de b;;, onde i € T e j =
1, cee, My

2. WKi{b;;} é uma WK;-classe de pontos fizos essencial de HKi(o,l), para j =
1, BRI 11754

3. nao existe WK -classe de pontos fizos essencial F de % tal que p" (F) = WK{b; ;},
para todo (K) € Iso(X) com WK finito e todos 1 <i1<nel<j<m,.

Prova do Lema 3.8: Como p(A) é um G-subconjunto fechado de B temos que a
G-aplicagdo que preserva fibra Hy : A X I — X dada em Clg induz uma G-aplicagao
Hy:p(A) x I — B tal que H(e,0) = fe Hu(e,1) =iy : p(A) = B a inclusao.
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Agora faremos uma construcdo em B referente a H 4 analoga a que fizemos na de-
monstra¢ao do Teorema 2.10. Basicamente, (C2) é uma hipotese que ajuda a eliminar
pontos fixos residuais, mas nao a temos aqui. Por isso, faremos aqui a mesma construcao
que fizemos 14 a menos de (C2).

Suponhamos que estendemos H,4 : p(A) x I — B para uma G-aplicacio H; ;.4 :
(p(A)U B;_;) x I — B. Dai, usamos a Proposi¢ao 9.3 de [22] para estender H; ; 4 para
uma G-aplicacdo H,; : (B; Up(A)) x I — B.

Se W K; for um grupo de Lie de dimensao positiva entao existem V' uma vizinhanca in-
variante de p(A);UB;_1 em B; que se retrai equivariantemente em B;_1Up(A); (Proposigao
2.2) e uma W K;-homotopia H, 5 : (B;Up(A))%i x I — BEi relativa a (B;_Up(A))%i entre
ﬁff(o, 1) e a aplicacdo H; (e, 1) que nio possui pontos fixos em B/ — (B;_; U p(A))%i
(Lema 3.3 de [18]).

Dai, com o Lema 2.1 de [12]| estendemos a W K;-homotopia para uma G-homotopia
H;: (B;Up(A)) x I — B relativa a vizinhanca V' de modo que H;(e, 1) ndo possui pontos

fixos em B; — (B;_1 Up(A)) e p(A) C Fix(H;(e,1)).

Se W K; for um grupo finito entao existem uma W K;-triangulacao de BZK na qual
BXi & um W K;-subpoliedro de B e St(p(AX")) é contornavel em B e uma vizinhanca
invariante V' de St(p(A;))U B;_1 em B; que se retrai G-equivariantemente em St(p(A4;))U
B,_1 (Proposigoes 2.2, 2.3 e 2.4).

Segue do Lema 3.1 de [18] que existe uma W K;-aplicacio H; o : (B;Up(A))SixT — B

relativa a V% entre ﬁff(o, 1) e uma aplicagio H;o(e,1) tal que:
1. p(A)%i C Fiz(H;o(e,1));

2. (U—-p(A)5) N Fiz(H;2(e,1)) = 0 para alguma uma vizinhanca W K;-invariante U
de St(p(A)) em B

3. H;s(e,1) possui uma quantidade finita de pontos fixos em BXi —V¥i todos contidos
no interior de simplexos maximais da triangularizacao de Bsz

Pelo Procedimento 2.8 podemos colapsar todas as W K;-O6rbitas de pontos fixos de
Fijz(., 1) que se encontram em BZK — V&i e que sdo G-Nielsen equivalentes entre si ou
a alguma W K-orbita de pontos fixos que se encontra em 9(p(A)X) na W K-orbita de
pontos fixos de 9(p(A)X). Dai, usamos o Teorema VIILB.4 de [1] para removemos todas
as W K;-6rbitas de pontos fixos F' = W K;{x} de indice 0 de H, 3(e, 1) que nio interceptam
p(A);".

Dessa forma, obtemos uma W K;-homotopia H; : B x I — B!* entre H,;3(e,1) ¢ a
W K;-aplicacio h = H;(e, 1) tal que:

1. p(A)F ¢ Fiz(h);

2. h possui uma quantidade finita de pontos fixos em Bf( — Vi



CAPITULO 3. PONTOS FIXOS DE APLICACOES QUE PRESERVAM FIBRA 66

3. dada uma W K;-classe de pontos fixos F de h tal que F N p(A)5 = () entdo F =
WK {z} com z € BX — V& ¢ F é uma W K;-classe de pontos fixos essencial de 5.

Com a Proposicdo 3.2 estendemos a W K;-homotopia para uma G-homotopia H; :
(B; Up(A)) x I — B relativa a vizinhan¢a V' de modo que

Fiz(Hi(e,1)) =p(AU( |J (G{oa}u---UG{bim,}))

JeT, j< i

e WK;{b;;} ¢ uma W K;-classe de pontos fixos essencial de ﬁfﬂ(o, 1), para 1 <1 <m;.

Uma outra caracteristica de G{b;;} ¢ que se p™(F) = WK{b;;} para alguma W K-
classe de pontos fixos essencial F de f%, onde (K) € Iso(X) com WK finito, teriamos
um caminho @, dado na Proposi¢ao 3.6, com a seguinte propriedade:

{a) ~ {7 oa} x (Hy(@(1), )} ~ {(H" @(t),0)}.

Portanto, a(1) = gb;;, para algum g € WK e @(1) € p*(A), o que é um absurdo pois
bis ¢ p(A) e p(A) ¢ W K-invariante.

Dai, usamos os casos 1 e 2 indutivamente para estender a G-aplicagao Hy:p(A)xT —
B para uma G-homotopia H : B x I — B com as propriedades descritas nos casos 1 e 2.
OJ

Lema 3.9 Sejam G um grupo finito, § = (X,p, B,Y) um G-fibrado onde X e B sao
G-variedades suaves, compactas e dim(B%) > 3, dim(BX) — dim(BX — Bg) > 2, para
todo (K) € Iso(B).

Sejam A um G-subconjunto nao vazio, fechado e localmente contrdtil X tal que p(A) é
um G-subconjunto fechado de B e p® (AX) é contorndvel em BX, para todo (K) € Iso(B).
Se f: X — X for uma G-aplicacao que preserva fibra tal que :

(C1); existe uma G-homotopia parcial que preserva fibra Hy : (X x {0}) U(Ax ) = X
tal que Hp(®,0) = f e Hy(o,1) =1: A— X (inclusdo);

(C2); sempre que WK for finito, toda W K -classe de pontos fizos essencial F de f¥ estd
conectada a A% por um caminho v : I — X% tal que v(0) € F, v(1) € AX e {~(t)}
¢ homotopica a {f% oy} x {HE (v(1),t)} com pontos extremos fizados.

Entao existe uma G-aplicacao que preserva fibra h : X — X G—homo_to’pica a [ por
uma homotopia que preserva fibra tal que A C Fiz(h) C p~*(p(A)) e Fiz(h)N (B —p(A))
€ finito.

Prova do Lema 3.9: Tomemos uma ordem admissivel para Iso(B) = {(K;)};.
Com o Lema 3.8 criamos uma G-homotopia H : B x I — B que estende a G-aplicagao
H, :p(A) x I — B induzida por H4 dada em Clz tal que H(e,0) : B — B é a induzida

de f e Fiz(H(e,1)) =p(A)U (U1gign<G{bi,1} U+ UG{bim}) ), onde:
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1. K; estd na mesma classe de conjugagao da isotropia de b; ;, onde ¢ = 1,...,n e
J=1my

2. WK;{b;;} ¢ uma WK;-classe de pontos fixos essencial de ﬁKi(o,l), para j =
1, N 7N

3. nao existe W K-classe de pontos fixos essencial F' de f¥ tal que p™ (F) = WK{b,},
para todo (K) € [so(X),1<i<nel<j<m,.

Usaremos a notagao b; ; somente quando for necessario e usaremos apenas um indice
nos outros casos.

Denotaremos h = H(e,1). Agora queremos provar que f : X — X é G-homotopica
por uma homotopia que preserva fibra a uma aplicagdo h : X — X tal que Fiz(h) C
P (p(A)). N

Com H definimos H : X x I — B por H'(z,t) = H(p(x),t). Observemos que
H'(z,0) = H(p(x),0) = fop(x) = po f(zx). Pela Proposicio B.1 levantamos H' e
encontramos uma G-homotopia que preserva fibra Hy : X xI — X tal que f(x) = Hy(z,0)
e hi(x) = Hy(x,1). Logo,

Fiz(h) € p~ ' (Fiz(h)) = p~ (p(A) UG{bi} U --- U G{bi}).

Observamos que dado um ponto a € A temos que p o hi(a) = p(a), contudo, nao
podemos dizer que hy(a) = a, mas podemos dizer que hi(a) € p~!(p(A4)). E assim, nao
sabemos se A esta em Fiz(hy).

Para cada G-orbita G{b;} consideremos a restri¢ao de hy para Gp~*(b;) = p~1(G{b,})
(denotaremos por hyp,). Vamos mostrar que hyp, : Gp~'(b;) — Gp~'(b;) nao possui
classes de pontos fixos essenciais.

De fato, seja (K) € Iso(X) e suponhamos que hfbj possui uma W K-classe de pontos
fixos essencial F. Entao, dado z € F' temos que WKp™ (z) = WK{b;} é uma W K-classe

de pontos fixos essencial de 7™, Como WK{x} esta em uma W K-classe de pontos fixos
de hE, pois 2 é um ponto fixo de ¥, segue que existe uma W K-classe de pontos fixos Q
de h% que contém WK {z}.

Observamos que h ¢ W K-homotopica a f%, por uma homotopia que preserva fibra.
Logo, existe alguma W K-classe de pontos fixos essencial D de f% HZX-relacionada com

Q. Portanto, p (D) esté H" -relacionada com WKA{b,}, o que contradiz o Lema 3.8 a
respeito dos pontos fixos de h.

Consequentemente, h; 5, ndo possui nenhuma classe de pontos fixos essencial, e assim,
hip, € G-homotopica, pela G-homotopia Hsp, que preserva fibra, a uma G-aplicagao
haw, : Gp~'(b;) = Gp~'(b;) livre de pontos fixos.

Dai, conseguimos uma G-aplicacio Hy : (X x {0}) U (p~L(Fiz(h)) x I) — X definida
por: )

~ B hy(z) set=0ousexep(p(A));
Hyfz,t) = { Hoy,(0,) se € p- (G{b,}).
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Entao com a Proposi¢ao 3.4 estendemos f[g para uma G-aplicacao Hy : X x [ — X.
Definimos hy = Hy(e,1) : X — X. Essa extensio garante que Hy(e,1) = h.

Agora falta provar que f é G-homotopica , por uma homotopia que preserva fibra, a
uma aplicacdo h : X — X tal que A C Fiz(h) C p~'(p(4)).

Por Clg, f|a € G-homotépica por uma homotopia que preserva fibra a inclusao iy,
dessa forma hy|4 também é G-homotépica por uma homotopia que preserva fibra a inclu-
sao i4. Denotaremos essa homotopia parcial por f[A, com hg|s = ﬁA(o, 0)eis = I:TA(o, 1).
Dai, definimos:

H: (Xx{0HU((AUup YG{by,....b,})) xI) — X

h2<£L'), set =0
(z,t) > hap;(x),  sex € Gp~i(by);
Hu(z,t), sexe A

Usando novamente a Proposicao 3.4 estendemos H para uma G-homotopia que pre-
serva fibra H : X x [ — X.
O

Uma consequéncia imediata do Lema 3.9 é que se A = p~'(p(A)) entdo é possivel
encontrar uma G-aplicagao que preserva fibra h : X — X G-homotopica a f por uma
homotopia que preserva fibra tal que Fiz(h) = A. Por outro lado, o Lema 3.1 diz que
se existir uma G-aplicacao que preserva fibra h : X — X G-homotoépica a f, por uma
homotopia que preserva fibra, tal que Fiz(h) = A entdo as condigoes C'ly e C2z sdo
validas.

Dessa forma, existe uma G-aplicacao que preserva fibra h : X — X G-homotodpica a f
por uma homotopia que preserva fibra tal que Fiz(h) = A se, e somente se, as condi¢oes
C1l; e C2; forem validas.

Para o proximo resultado devemos entender que se f : X — X é uma aplicacao tal
que po f = p entao f preserva fibra, pois se p(x) = p(y) entao

po f(x) =p(x) =ply) =po f(y).

Também usaremos que se um G-espaco B se contrai equivariantemente em bq isso significa

que Gy, = G. Dai, G = (G) = (K;) € Iso(B) e WG = {e}.

Lema 3.10 Sejam G um grupo finito, (F,5o0) = (X, A),p, B, (Y,Yy)) um G-par fibrado,
onde X, B eY sao G-variedades suaves e compactas, B se contrai equivariantemente em
bo e dim(YE) >3 e dim(Y®) — dim(YE —Yi) > 2, para (K) € Iso(Y).

Sejam Yy um G-subconjunto fechado, localmente contrdtil de Y tal que Y{* é contor-
ndvel em Y para todo (K) € Iso(Y), A um G-subconjunto fechado, localmente contrdtil
e nao vazio de X e f : X — X uma G-aplicagio tal que po f = p, A C Fix(f), AX
intercepta todas as WK-classes de pontos firos essenciais de fl = WK(p™)~'(by) —
WK (p®)~Y(bo) para todo (K) € Iso(X).
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Seja Z um fechado G-invariante que intercepta todas as componentes de A tal que
(A, Z) é um G-par fibrado de §o. Entao existe uma G-aplicagao h : X — X tal que
Fix(h) = Z e h é G-homotdpica a f por uma homotopia que preserva fibra.

Prova do Lema 3.10: Pela Proposigao 3.5 (X,p, B) ¢ G-equivalente a G-fibragao
trivial (B x Y, 7, B), onde 7 é a projecao em B. Assim, existe ® : B XY — X um
G-homeomorfismo tal que ®(B x Yy) = Aepod = .

Definimos a G-aplicacio f* =® 1o fod: BxY — B xY e notemos que:

moff=(po®)o(®dlofod)=pofod=pod=r.
N—— N~

Dessa forma, podemos escrever f*(b,y) = (b, fy (v)) e gf*(b,y) = (gb, f,(gy)), para todo
g €G.

B se contrai equivariantemente em by, assim existe uma G-homotopia D : B x [ — B
tal que para todo b € B temos que D(b,0) = b e D(b,1) = by. Definimos a G-homotopia
U*:BxY xI— BxY dada por:

* _ (b, fB(b,Qt) (v)),
U“%”‘{<mﬁ%gm@»

Assim, U*(b,y,0) = (b, fi(y)) = f*(b,y) e U*(b,y,1) = (b, f;,(y)) o que garante que
J* & G-homotopica a id x f .
Lembrando que ®(B X Yy) = A C Fix(f) temos que para todo (b,y) € B x Yj:

[ by) =0 "o fod(by) =0 od(by) = (by).
——r

€A
———
=o(by)

0
1
2

VAVAN
= ol

t
t

@ m
IAIA

Assim, B x Yy, C Fix(f*) e Yo C Fix(fy), pois (b, fi(y)) = f*(b,y) = (b,y). Em
particular, Yo C Fiz(fy ).

Por hipotese, A intercepta todas as W K-classes de pontos fixos essenciais de fblg
WK (pf)=1(by) — WK(p™)~(by). Dai, AN WK(p¥)~L(by) intercepta todas as W K-
classes de pontos fixos essenciais de f,fj . Lembramos que ®~! & um G-homeomorfismo e
com isso estabelece uma correspondéncia biunivoca entre as W K-classes de pontos fixos
de fbf e (fg‘o)K. Dessa forma, temos que Yj intercepta todas as W K-classes de pontos
fixos essenciais de (fl;"o)K, pois:

(@)K (A AWK PS) ™ (b)) = WE{bo} x Yi<.

O G-par fibrado ((A, Z),p, B, (YO,Q)> é tal que o conjunto €2 intercepta todas as

componentes conexas de Yy, pois Z intercepta todas as componentes conexa de A por
hipotese.



CAPITULO 3. PONTOS FIXOS DE APLICACOES QUE PRESERVAM FIBRA 70

Pela Proposigao 3.7 Y; satisfaz (C1)z e (C2)5 para f; . Segue do Teorema 2.10 que
existe uma homotopia V*:Y x I — Y entre fi = V*(e,0) e uma aplicacao V*(e,1) =
Gy, + Y — Y tal que Fia:(gg‘o) = 2. Definimos a G-homotopia que preserva fibra H* :
BxY x I — B xY dada por:

* _ U*<b7y7 2t)7 5€ 0
H*(b,y,t) = { (b, V*(y,2t — 1)), se 3

Assim, f* ¢ G-homotopico a id x g; e Fiz(id x g; ) = B x (2.
Por fim, definimos a G-homotopia H : X xI — X dada por H(e,t) = ®oH*(®71(e), ).
Assim, H(e,0) = f(e) e Fiz(H(e,1)) = ®(B x Q) = Z.
0J

Teorema 3.11 Dados G um grupo finito, § = (X,p, B,Y) um G-fibrado onde X, B e
Y sio G-variedades suaves e compactas, dim(B%X) > 3, dim(B¥) — dim(B% — Bg) > 2,
para (K) € Iso(B), e dim(Y®) > 3 e dim(YE) —dim(YE —Y) > 2, para (K) € Iso(Y).

Seja A um G-subconjunto nao vazio, fechado e localmente contrdtil de X tal que (X, A)
¢ um G-par de fibrados para §, p(A) é um G-subconjunto fechado de B, cada componente
p(A); de p(A) se contrai equivariantemente em um ponto b; € p(A);, p*(AX) é contor-
ndvel em BX, para (K) € Iso(B).

Supondo que f : X — X € uma G-aplicacao que preserva fibra, que para todo subfibrado
Y; de A temos que Y; é um G-subconjunto fechado, localmente contrdtil de Y e Y;K é
contorndvel em Y para todo (K) € Iso(Y), e que AX intercepta todas as W K -classes
de pontos fizos essenciais de fblj( : WK (p™)~Y(b;) = WK (p™)~'(b;) para pelo menos um
b; na componente p* (AX);, para todo (K) € Iso(X).

Se Z é um G-subconjunto fechado e fibrado de A que intercepta todas as componentes
de A, entao, existe uma G-aplicacao g : X — X que é G-homotopica a f por uma
homotopia que preserva fibra tal que Fix(g) = Z se as condigdes sequintes condi¢oes
forem wvdlidas:

(C1)z existe uma G-homotopia parcial que preserva fibra Ha @ (X x {0}) U(Ax ) = X
tal que Hp(o,0) = f e Hy(o,1) =i: A— X (inclusao);

C2); toda W K-classe de pontos fizos essencial F de fX estd conectada a AX por um
s

caminho v : I — X% tal que v(0) € F, v(1) € AX e {y(t)} € homotdpica a
{fE o~} {HE(y(1),t)} com pontos extremos fizados.

Prova do Teorema 3.11: Com o Lema 3.9 podemos assumir que:

1. AcC Fiz(f) C p~L(p(A));

2. f: B — B possui um conjunto finito F' de pontos fixos em B — p(A);
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Seja fi = flp-1pa),)) pt(p(A);) = pH(p(A);) uma restrigio da f e notemos que
pofi=rp.

Observamos que usando X = p~'(p(A);), A = Anpt(p(A);), B = p(A);, by =
bj, Yo =Y; e f = f; temos que as hipoteses do Lema 3.10 estao satisfeitas, e com isso,
encontramos uma G-homotopia H; : p~'(p(A);) x I — p~1(p(A);) que preserva fibra entre
f; e uma G-aplicacao h; = H,(e,1) tal que Fix(h;) = Z;.

Seja

Hy: (Xx{0DU@ Y FUpA)xI) — X

f(x), set=0oup(x)eF
(z,1) ~ { Hj(z,t), sep(z) € p(A);.

_ Com a Proposigdo 3.4 encontramos a G-homotopia i : X xI — X tal que p(H (x,1)) =
fop(x), e tomando h = H(e,1) : X — X temos que Fiz(h) = Z e h é G-homotdpico a
f por uma homotopia que preserva fibra.

[

Uma consequéncia imediata do Teorema 3.11 é dada no seguinte corolério:

Corolario 3.12 Dados G um grupo finito, § = (X, p, B,Y) um G-fibrado onde X, B e
Y sio G-variedades suaves e compactas, dim(B%) > 3, dim(B®) — dim(B* — Bg) > 2,
para (K) € Iso(B), e dim(YX) > 3 e dim(YE)—dim(YE —Yy) > 2, para (K) € Iso(Y).

Seja A um G-subconjunto nao vazio, fechado e localmente contratil de X tal que (X, A)
é um G-par de fibrados para §, p(A) é um G-subconjunto fechado de B, cada componente
p(A); de p(A) se contrai equivariantemente em um ponto, p (AX) é contorndvel em B,
para (K) € Iso(B).

Supondo que f : X — X € uma G-aplicacao que preserva fibra, que para todo sub-
fibrado Y; de A temos que Y; € um G-subconjunto fechado, localmente contrdtil de Y e
Y}K ¢ contorndvel em Y, para todo (K) € Iso(Y), e que AX intercepta todas as WK -
classes de pontos fizos essenciais de fblf : Gp~Y(b;) = Gp~*(b;) para pelo menos um b; na
componente p™ (AX);, para todo (K € Iso(X).

Entao, existe uma G-aplicacao h : X — X que é G-homotdpica a f por uma homotopia
que preserva fibra tal que Fixz(h) = A se, e somente se, as condigoes sequintes condi¢oes
forem wvdlidas:

(C1); existe uma G-homotopia parcial que preserva fibra Hy : (X x {0}) U(Ax ) = X
tal que Hy(o0,0) = f e Hy(o,1) =i: A— X (inclusao);

(C2); toda W K-classe de pontos fizos essencial F de f¥% estd conectada a AX por um
caminho v : I — X¥ tal que v(0) € F, v(1) € AX e {y(t)} € homotdpica a
{fX oy} x {HE(v(1),t)} com pontos extremos firados.
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Prova do Corolario 3.12: Se as condigoes sao véalidas entao aplicamos o Teorema
3.11 para Z = A para garantir a existéncia da aplicacao h. Se existir h entao o Lema 3.1
garante que (C1)z e (C2)z sao validas.

OJ



Apéndice A
Retracao Local

Nesse apéndice vamos construir duas retracoes bem particulares que usamos nos procedi-
mentos do capitulo 2. Sejam R™"! o espago real (n + 1) dimensional e ¢ > 0 um niimero
real suficientemente pequeno. Consideremos J = {(2,0,...,0) e R""; 0 <z <1} e

U= {(wh s 7xn+l) € Rn+1; d((xb s 7$n+1)a J) S 6}
a e-vizinhanca fechada de J em R™™!. A primeira retracdo que construiremos sera:
Ry :UxI— (Ux{0}hHU(JxI)

tal que Ry(z,t) = (x,0) se (z,t) € A(U)xI e Ry(x,t) = (x,t) se (x,t) € (Ux{0}HU(JXI).
Seja (z,21,...,2,,t) €U XTI CR"™ xR, com 0 <z < 1. Tomemos o plano 7 gerado
pelos pontos (z,xy, ..., Ty, t), (,0,...,0,t) e (z,0,...,0,0). Entao 7 é dado por:

7 ={(z,r21,...,72T0,5) € R"™ xR; r,5 € R}.

Se (>0, x?)% = e entao Ry(x,z, % T, t) = (z,21,. .., 2,,0), pois (x,21,...,2,) €
d(U). Suponhamos que ¢ = (37, 27)2 < € entao

(x,0,...,0,0) set:%
2q—te 2q—te 2
Ry(x,z1,...,2,,1) = (m,(23_;)@,..2.,(23_§q)xn,0) set < 2?‘5’
(z,0,...,0, £=29) set > =
e—q €

Dessa forma, R, é continua em 7, pois se ¢ tende a 22 entdo tanto 24— quanto =24

€ 2q9—tq €—q

tendem a 0 (zero) e se ¢ tende a € entdo % tende a 1 (um) e 22 tende a 2 (dois),

te—2q

2> 1 >t, por isso nao temos que analisar g -

Vamos construir a féormula acima para que ela possa ser reproduzida sempre que
necessario. Primeiramente, é bom que fique claro que trabalharemos somente no plano
7. Queremos projetar o ponto (z,z1,...,2T,,t) em (U x {0}) U (J x I) C R"™! x R, para
tanto tomemos o ponto (z, He, ..., B, 2). Dai, R; projeta o seguimento de reta:

2
L= {(2,r2r,. .. 120, ) €m 0< T < (> 1))
€

LS
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no ponto (z,0,...,0,0), onde [ é o seguimento de reta em 7 que passa pelos pontos
(2,0,...,0,0) quando r = 0, (z,x1,..., Ty, 2?‘1) quando r =1 e (z, He %,2) quando

r= g. Os pontos de m que estao abaixo de [, isto é, t < %, sao levados em U x {0} e os

pontos de ™ que estao acima de [, isto é, ¢t > %, sao levados em J x [.
A imagem de um ponto que estd abaixo de

[ é escolhida da seguinte forma: a reta em 7 (x0,...,0,2) (X,XE, ... £ 2)
que passa por (z, %, Loy RS, 2) e pelo ponto ‘ ‘

em questao tem que interceptar U x {0}. O
ponto de interse¢ao entre tal reta e U x {0}
serd a imagem do ponto em questao.

A imagem de um ponto que esta acima de [ (x,0.,...,0,0)

(x,0,...,0,1) (XX, %E,1)

é escolhida da seguinte forma: a reta em m que (X, XE,...,%5,0)
passa por (z, %, o %,2) e pelo ponto em
questao tem que interceptar Jx I. O ponto de Figura A.1: Plano 7

intersecao entre tal reta e J x I serd a imagem
do ponto em questao.

Com o mesmo raciocinio construiremos R; nos pontos (xi,...,%,41,t) € U X I C
R*™! xR, com —¢ < 21 < 0e 1l < 27 < 1+ e Para construir R; nos pontos
(1,.. ., Tpy1,t) € UX T C R"™ xR, com —e < z; < 0, tomemos o plano m gerado
pelos pontos (x1,...,Zuy41,t), (0,...,0,%) e (0,...,0,0). Entao 7 é dado por:

m={(rz1,...,r741,5) € R”" x R; 1,5 € R}.

Assim, se (Z?jll mQ)% = eentdo Ry(xy,...,Tps1,t) = (T1,...,Tpy1,0), pois neste caso

(1, ..., Tns1) € O(U). Suponhamos que g = (377} 22)2 < € entdo:

(07"'7070) Set:2q
Rl(flfl,...,l'nJrl,t) = ((gg:ié)ml,,(%)xnﬂ,()) set< Zq

e
te—2 2
0,...,0,...,0, ;qq) set >

Para construir Ry nos pontos (1+0,21,...,2,,t) EUXI CR"™ xR, com 0 < § <e.
Tomemos o plano 7 gerado pelos pontos (140, 1, ..., x,,t), (1,0,...,0,¢) e (1,0,...,0,0).
Entao 7w é dado por:

m={(1+rdray,...,rr,,s) € R" xR; r,s € R}

Assim, se (02 + 37, 22)2 = e entdo Ry(1+08,21, ..., Zn, ) = (146,21, ., T, 0), pois
neste caso (1+6,21,...,2n+1) € (U). Suponhamos que ¢ = (62 + Y | 27)2 < € entao:

1=

(1,0,...,0,0) set =2
Ri(1+0,21,...,2,,t) = (1+ (gg:z;)é, (gg:;)xl, e (gg:f;)xn,()) set < 2?‘1
(1,0,...,0,...,0,“=21) set> 2
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Agora, consideremos J' = {(z,0,...,0) e R"™ 0 <z < 1+e} e P = (1+¢,0,...,0) €
R"*! a segunda retracio que construiremos sera:

Ry:(U—P)xI— ((U—-P)x{0})U(J xI)

tal que Ry(x,t) = (2,0) se x € O(U) — P, com t € I, e Ry(z,t) = (z,t) se (x,t) €

(U—-P)x{0}) U (J' xI).

Usando a construcao feita definimos Ry(z1,...,Tp41,t) = Ri(x1,...,Zp41,1), com
—e < x1 < 1. Resta definir Ry nos pontos da forma (1 + 0, xy,...,x,,t), com 0 < < €.
A construcao que faremos para esses pontos sera analoga a que fizemos para os pontos da
forma (z,x1,...,2,,t), com 0 <z < 1.

Seja (14+6,21,...,2,,t) € (U—=P)xI CR"™ xR, com 0 < § < e. Tomemos o plano
7 gerado pelos pontos (14 9, z1,...,2,,1), (1 +6,0,...,0,¢) e (149,0,...,0,0). Entéo
m é dado por:
={(1+68,rz1,...,77,,5) € R" xR; 7,5 € R}.

Se (62 + >0, 22)2 = e entdo Ro(1 + 0,21,...,an,t) = (1 + 8,21,...,2,,0), pois
(1+6,21,...,2,) € O(U) — P. Suponhamos que ¢ = (6 + Y 1, xf)% < € e tomemos
A = (€2 — §%)2 entdo:

(1+4,0,. ..,0,0) set =2

—tA 2g—tA 2q

Rg(l—l—é,xl,...,xn,t) = ( +(5 1’1( “iq ) (ﬂ),()) S€t<Z
(1+9,0,.. Ot q) set> 2

Observamos que tanto R; quanto R, sao continuas. De fato, R; ¢ continua em
(x,21,...,xp,t) € U X I, com 0 < x < 1, por ser a composta de func¢oes continuas
que coincidem em sua colagem, para ¢ = 1, 2. Pelo mesmo motivo R; é continua nos pon-
tos (x1,...,Tps1,t) € U X I, com —e < 27 < 0, e nos pontos (140, z1,...,2,,t) € U X I,
com 0 <0 <e¢€ parai=1,2.

Observamos que na colagem de R; nos pontos (z,x1,...,x,,t) € UxI,com0 <z <1,
com o0s pontos (Zy,...,Tpy1,t) € U X I, com —e < x1 < 0, temos que se x > 0 tende a 0
entao R;(z,x1,...,2,,t) tende a

(0,0, ..,0,0) set =2
(0, 3= )z, (550) 2, 0) set <
(Oa07 707 L 2q) set> Bl

e—q €

e se r1 < 0 tende a 0 entdo R;(z1,...,2,11,t) tende a

(0,...,0,0) set:2—ﬁq
(0, (gg:f;)xg, (;q tq)xnﬂ, 0) set< %
0,...,0,...,0, ti_2q) set > 24
q €

o que mostra que R; é continua em (0,2y,...,2,,t) € U X I, com i = 1,2.
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Na colagem de R; nos pontos (x,z1,...,z,,t) € U X I, com 0 < z < 1, com os
pontos (1 +0,x1,...,2,,t) € U X I, com 0 < d < €, temos que se x < 1 tende a 1 entao
Ri(x,z1,...,2,,1) tende a

(1,0,...,0,0) set:%q
2t 2g—t P

(L (G=0)zn, - (30)wn, 0) set <
(1,0,...,0,=29) set>
q €

ese 1+0 > 1tende a1l entdo d tende a 0, A tende a € e R;(1+ d,z1,...,x,,1) tende a

(1,0,...,0,0) se =1
(173:1(33:::;)7wxn(gg::;),()) set < ?q
(1,0,...,0,tijq) set> 2

o que mostra que R; é continua em (1,2y,...,2,,t) € U X I, com i = 1,2.



Apéndice B
Fibrado vs Fibracao

O objetivo desse apéndice é demonstrar a proposicao:

Proposicao B.1 Sejam G um grupo finito e § = (X, p, B,Y) um G-fibrado com espago
base B Hausdorff e paracompacto, entao (X, p, B) é uma G-fibracao regular.

Nao o fizemos na secao 3.2 por ser uma prova um tanto longa e nao queriamos perder
o foco do que estavamos fazendo. A prova que faremos é uma generalizacao do que é feito
no Corolério 2.7.13 de [2] para o caso equivariante.

Para comecar, tomemos G um grupo de Lie compacto, uma G-aplicacao p : X x B
entre os G-espacos topologicos X e B e um G-subconjunto W do G-espago de caminhos
B! de B. Definimos

W ={(z,w,s) € X x W x I w(s) = p(z)}

e diremos que uma G-aplicacdo 7 : W — E! ¢ uma G-aplicagao de levantamento
estendida sobre W se p(Z(z,w,s)(t)) = w(t) e Z(xz,w,s)(s) = = e diremos que Z é
regular se Z(z,p(z), s)(t) = z para todo (z,p(z),s) € W e todo t € I, onde p(z) é visto
como o caminho constante.

Lema B.2 Sejam G um grupo de Lie compacto e uma G-aplicacao p : X — B entre os
G-espacos topologicos X e B. Entao p: X — B possui uma G-aplicacao de levantamento
(reqular) se, e somente se, existir alguma G-aplicagao de levantamento estendida sobre
B! (regular).

Prova do Lema B.2: Se Z for uma G-aplicacdo de levantamento estendida sobre B!
entao definimos a G-aplicacao de levantamento por A(z,v)(t) = Z(x,~,0)(t), para todo
(z,7) € Qyetodot €. Se Z for regular entao A(x,p(x))(t) = Z(z, p(x),0)(t) = =, para
todo (z,7) € , e todo t € I, assim, A é regular.

Suponhamos que A : Q, — X' seja uma G-aplicagao de levantamento e tomemos
um caminho em B’. Para cada s € I definimos os caminhos

(s —1t) se0<t<s; s | y(s+t) se0<t<1-—s;
%(t)_{ v(0)  ses<t<1, e 7(t)= v(1) sel—s<t<1,

7
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Dai, definimos a G-aplicacdo de levantamento estendida sobre B! por

Az, v)(s—1) se0<t<s;
2@y, 8)(t) = { Agx,;ysggt — s)) se s <t<1

Observamos que se A for regular entdo para todo s € I temos que p(z), = p(x)* = p(z).
Com isso, para todo (z,p(z),s) € B! temos que A(x,p(r)s)(s —t) =r para 0 <t < se
Az, p(x)®)(t—s) = x para s < t < 1, provando que Z(z, p(z), s)(t) = = e que Z é regular.

O

Dados um grupo de Lie compacto G e dois G-espacos E e B dizemos que uma aplica¢ao
equivariante p : F — B é uma G-fibragao local se existir uma cobertura {U, }, de B por
abertos G-invariantes tal que pl,-11,) = Pa 1 p~'(Ua) = U, € uma G-fibracao e dizemos
que p : E — B é uma G-fibracdo local regular se p|,-1,) = pa : p~'(Ua) — U, for
uma G-fibragao regular para cada aberto G-invariante da cobertura {U,}, de B.

Lema B.3 Sejam G um grupo de Lie compacto e § = (X, p, B,Y) um G-fibrado, entao
(X, p, B) € uma G-fibragao local reqular.

Prova do Lema B.3: Como § é um G-fibrado temos que para cada b € B existe um
aberto U, de B que contém b e uma trivializacao local ¢, : U, X Y — p‘l(Ub) tais que
pooy,=m : U, XY — U, a projecao na primeira coordenada.

Observamos que se m : Uy, X Y — Y ¢é a projecao na segunda coordenada entao
(p,maody ') : p~t(Uy) = Uy X Y é a inversa de ¢. Para checar essa afirmacio basta, por
ser ¢, um homeomorfismo, verificar que (p, m o (;5;1) o ¢y = Idy,xy-

De fato, dado (u,y) € Uy X Y temos que:

(p7 g © ¢b_1) o ¢b(u7 y) = (pa UPRS ¢b_1) o ¢b(u7 %)
= (p o ¢b(u7 y): o O ¢b_ o ¢b(u7 y))
=m =Id
= <7T1 (ua y)? 2 (ua y))
= (u,y).
Dai, dados um ponto b € B, um G-espago Z, uma G-aplicacao f : Z — p~}(U,) e uma
G-homotopia F': Z x I — U, tais que po f(z) = F(z,0), para todo x € Z,

f

Z x {0} p~H(Us)
7
% p
Z X I £ Ub,

entdo definimos a G-homotopia F : Z x I — p~'(U,) por:
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Zx1 — U, x Y » »Y(Uh)
(2,t) = (F(z,t),mog, o f(2)) = @(F(2,1),mo¢," o f(2)),

onde my : Uy X Y — Y é a projecao na segunda coordenada. Dai,

po F(z,t) = w(F(z,t>,72 o¢, o f(2)) = F(z,t)

=1

e para todo z € Z temos

F(2,0) = ¢p(F(2,0),m50 qﬁb_l o f(2))
dy(po f(2),ma0 ¢y o f(2))
— G (pm 0 0o (2)

~
=Id

= f(2).

Por fim, vamos provar que essa G-fibragao é regular. Se z € Z for tal que F(2,0) =
F(z,t) para todo t € I entao dado ¢t € I temos que

F(z,t) = ¢(F(z,t),mod," o f(2))
Op(F(2,0),m2 0 ¢, ' 0 f(2))
= (Z,O)

O

Dizemos que um espa¢o X é paracompacto se para cada cobertura aberta {U,},
de X existir uma outra cobertura aberta {V3}3 com as seguintes propriedades:

(i) para todo a existe um f tal que Vg C Uy;

(ii) para todo ponto x € X existe um aberto W, de X tal que z € W, e W, NVz =0 a
menos de uma quantidade finita de indices.

Observamos que se uma cobertura {Vj}s possui a propriedade (ii) entao essa cobertura
é dita localmente finita .

E conhecido que toda cobertura por abertos de um espaco Hausdorff paracompacto
possui um refinamento enumeravel. No caso de um G-espaco X Hausdorff paracompacto,
para algum grupo de Lie compacto G, temos que se {U,}, é uma cobertura por abertos
G-invariantes entao existe um refinamento {U }ien, mas nao sabemos se U ¢ G-invariante,
para ¢ natural.

Contudo, temos que

Ui:GUi:{g:pEX;gGGexGUi}
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é G invariante e {U; };eny continua sendo um refinamento enumeréavel de {U,},. Dessa
forma, toda cobertura por abertos G-invariantes de um G-espago Hausdorff paracompacto
possui um refinamento G-invariante e enumeravel.

Uma segunda observac¢ao que fazemos é que se G é um grupo finito e (F,p, B) uma
G-fibracao local regular com espaco base B Hausdorff e paracompacto, entao existe uma
cobertura {Ua}a de B por abertos G-invariantes tal que p\p_l(ga) = po - p HU,) —
U, é uma G-fibracio regular. Segue da Proposicao 3.3 que existe uma G-aplicagao de
levantamento regular, Ay : Q0 — (p~'(U,))!, onde Q, 0 = {(z,7) € p~ (Us)xUL; p(z) =
7(0)}. i

Como vimos, existe um refinamento G-invariante {U,}ieny de {U,}o. Dai, dado um
natural ¢ temos que existe um indice «; tal que U; C Ua Seja

Qi = {(z,7) € p7"(U:) x U5 p(w) =(0)} € Dy,

e observemos que dados (x,7) € Q,; e t € I temos que po A, (x,7)(t) = v(t) € U;, e
portanto, Ay, (z,7)(t) € p~H(U,).

Consequentemente, A; = Ay, lo,, @ Qi — (p7'(U;))" é uma G-aplicacdo de levanta-
mento regular para (p~1(U;),p,U;). Segue da Proposicao 3.3 que (p~1(U;),p,U;) é uma
G-fibracao regular.

O lema de Zorn serd usado no proximo resultado.

1

Lema B.4 Seja G um grupo de Lie compacto e (E,p, B) uma G-fibra¢ao local regular
com espago base B Hausdorff e paracompacto entio (E,p, B) é uma G-fibragdo reqular.

Prova do Lema B.4: Seja {Ua}a a cobertura de B por abertos G-invariantes tal que
Ply-1(@.) = Pa i P~ (Ua) = Us é uma G-fibragao regular. Tomemos {U; }iey uma cobertura
G-invariante de B que refina {U,}. Dado um subconjunto finito T = {ji,...,jx} C N
definimos um G-subconjunto do espaco dos caminhos B! de B dado por

[—1 i

Wr = {w € B; w([ P ’k:D

cU, l=1,....k}.

Seja p(N) a colegdo de todos os subconjuntos finitos de N, e dado um natural k
definimos g (N) como a colecao de todos os subconjuntos com k elementos de N, segue
que {Wr}reomy é uma cobertura de B! por abertos G-invariantes. Cada T € p(N)
pode ser escrito da forma T = {ji, ..., jx} para algum nimero natural k, e ndo estamos
relacionando a ordem dos elementos de T" com a ordem < de N.

Para cada j € T € p(N) existe uma G-aplicacao de levantamento regular A; : Q,; —

(p~'(U;))". Segue do Lema B.2 que existe uma G-aplicacdo de levantamento estendida
regular sobre U/, Z; : Ul — (p~'(U;))’, definida por

_ ] A w)(s =) se0<t<s
Zj(a:,%s)(t)—{ Aj(x, )t —s) ses<t<1,
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onde
U = {(&,7,t) € p"(U;) x (U;)" x I; ~(t) = p(x)}.
Com Z; podemos definir uma G-aplicacao de levantamento estendida regular Zr :
Wr — UjeT( L(U;))" sobre Wy dada por

-1 -1 [
ZT(maf% 3)<t) = ij<le’7jl7 —)(t)a se <t< o,
k k k
onde jl el = {jh cee 7jk}7 I/T/T = {(I,’y,t) € (UjeTp_l(Uj>> X WT X Ia V(t) :p(x)}v
() set <
W) =9 ) se G <t<y
(5 se B <t
e dado (z,7,s) € Wr tal que d%l <s < % definimos x;, € p~!(U,,) indutivamente, para

de{l,...,k}, por
Tj = Zj1(x77j1’3)(%);

Tjy = Zjd(x"ijs)(%)'

De fato, Zr é regular porque dado (x,p(x),s) € Wr temos que p(z) € Wy, e assim,
p(x) € NjerU;. Desse modo, Z;(x,p(z), s)(t) = x, para todo j € T, todo (z,p(x),s) € UJI
e todo t € I. Logo, Zr(x,p(x),s)(t) = x, para todo (z,p(z),s) € Wy e todo t € I. Segue
do Lema B.2 que Z7(e,e,0) é uma G-aplica¢ao que levanta todos os pontos (e,7y) € €,
tais que v € Wr de forma regular.

*

O proximo passo é um ajuste na cobertura {Wr}reom).

Para cada natural j tomamos uma aplicacao f; : B — [ tal que f;(b) # 0 se, e
somente se, b € U;. Com as f;’s definimos, para cada T € @p(N) com k natural, a
aplicacao fr : B — I dada por

Frl) = mf U (0); o <t< =1 k).

Dessa forma, fr(v) # 0 se, e somente se, v € Wr.
Dai, para cada T € @,,(N) definimos a aplicacio nao negativa fr : B! — I dada por

fr(v) = inf{sup{0, fr(v Z fH< )} 1}
He@m 1
onde p™(N) = U, <,, 91(N). Desse modo, para cada T' € p(N) definimos W7 = {vy €
B fr(y) # 0} € Wy. Notemos que a restricio de Zp para W) é uma G-aplicacio de
levantamento estendida sobre W7 regular.
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Observamos que para cada 7 € B! existe um menor natural m tal que existe um
subconjunto dos naturais 7' = {ji, ..., j,.} formado por m elementos tal que fr(y) # 0.
Entao Y pycomqy fu(y) = 0e fr(y) = fr(v) # 0, isto &, v € Wr, o que prova que
{Wi}repm cobre BL.

Ainda pensando em v, tomemos um natural M > m tal que fT(W) > % Entao

Z fH()>—6M( Y. fuln)>

HEKJ]” 1 HEp]M 1 N)

Dessa forma, M (3 e -1y fu(a)) > 1 para todo caminho « em alguma vizinhanca de
V, de 7. Portanto, fy(a) = 0 para todo H € ©i(N) com &k > M e o € V, e assim
W, é disjunto de V. Consequentemente, apenas uma quantidade finita de elementos da
subcolegao { Wi }re(om (n)—pm-1av)) intercepta V e assim a colecao { W1 }rep) € localmente
finita.

*

Nosso tltimo passo é criar uma G-aplicacao de levantamento regular sobre B! para
(E,p, B). Para cada T' € p(N) definimos Q, 7 = {(e,7) € Q,; v € W}} e lembramos que
Ap = Zr(e,0,0) é uma G-aplicagao de levantamento regular para €, r.

Observamos que a colegao formada pelos pares (T,Ar), com T € p(N), pode ser
parcialmente ordenada pela relagao: (T,Ar) =< (H,Ay) se, e somente se, T C H e
Ar(e,y) = Au(e,y) sempre que (e,7) € Q, 7.

Sejam {(H,Ay)}nes uma subcolegao totalmente ordenada por =, T' = (J o, H e
Qpr = UHeJ Q.

Seja U um aberto de €2, 7 que intercepta uma quantidade finita de Q, i tal que H C T
e H € J, digamos que UN Qpﬂjl #(se,esose,l=1,...,keque H;, C--- C Hj,. Assim,
para todo H € J tal que H;, C H e para todo (z,7) € Qp 1, temos que Ap, (x,7) =
Ay (x,7).

Portanto, para cada (e, y) € Q, 1 definimos Ar(e,v) = Ag(e, ) para algum H € J tal
que (e,7) € £, g. Observamos que Ar é regular porque se (z,p(x)) € Q,r et € I entdo
Ar(z,p(x))(t) = Ag(z,p(z))(t) = x para algum H € J tal que (z,p(x)) € Qpm.

Segue do lema de Zorn que existe um elemento maximal (M, A,;) para a colegao
formada pelos pares (T, Ar), com T € p(N). Para concluir vamos provar que M = N.

Suponhamos que exista j € N — M e seja M = M U {j}. Definimos h : Wi — R por
1) = 2, i
0 & ~veWy;

{2 En

Dessa forma, definimos uma G-aplicacao auxiliar x4 : €, ;3 — X dada por

(z se h(y) =0;
10D ={ Rtotl) s h 70
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para definir uma G-aplicagao de levantamento regular Ay; para €, y; dada por

(x _ A, )(@) se0<t<
Rl _{ Zu(pz,7), 7 h())(E) - se h(y) <t <1, hiy) # 1.

83

O que é um absurdo porque (M, Ay;) é maximal e (M,Ay) < (M,A;). Portanto

M =N e segue da Proposi¢ao 3.3 que (E,p, B) é uma G-fibracao regular.

O

Prova da Proposigao B.1: Dado o G-fibrado § = (X, p, B,Y), segue do Lema B.3
que (X, p, B) é uma G-fibracao local regular. Dai, segue do Lema B.4 que (X, p, B) é uma

G-fibracao regular.

O
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