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Resumo

OLIVEIRA, A. K. Geometria dos Exemplos de Katok. 2016. 110 f. Dissertacdo (Mestrado) - Instituto de

Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2016.

Estudamos exemplos de métricas Finsler simétricas e ndo-simétricas em ", CP" e HP" com uma quan-
tidade finita de geodésicas fechadas ou com uma quantidade pequena de geodésicas fechadas "curtas". Sdo
os chamados exemplos de Katok. Usamos como referéncia o artigo Geometry of the Katok examples [Zil83]
de Wolfgang Ziller. Verificamos que existem métricas Finsler cujo nimero de geodésicas fechadas é 2n (no
caso de $?" e §2"~1), n(n+1) (no caso de CP") e 2n(n+ 1) (no caso de HIP"). Tais exemplos sio construidos

numa vizinhanga qualquer da métrica Riemanniana candnica dessas variedades.

Palavras-chave: métrica Finsler, geodésicas fechadas, exemplo de Katok.
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Abstract

OLIVEIRA, A. K. Geometry of the Katok Examples. 2016. 110 f. Dissertacdo (Mestrado) - Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2016.

We study examples of symmetric and non-symmetric Finsler metrics on §”, CP" and HP”" with a finite
number of closed geodesics or with a small number of "short"closed geodesics. These are the well known
Katok’s examples. We use Ziller’s article Geometry of the Katok examples [Zi183]. We exhibit Finsler me-
trics whose number of closed geodesics is 2n (in the case of $%" and 2" 1), n(n+1) (in the case of CP") and
2n(n+ 1) (in the case of HP"). Such examples are found in any neighborhood of the canonical Riemannian

metric on these manifolds.

Keywords: Finsler metric, closed geodesic, Katok’s example.
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Introducao

Um problema cldssico em célculo de variagdes € estimar o nimero de pontos criticos de um funcional
definido em um espaco de curvas fechadas numa variedade compacta. Em alguns casos, este problema
pode ser traduzido para um problema de estimar o ndmero de geodésicas fechadas de uma métrica Finsler
apropriada na mesma variedade.

Em 1973 Katok encontrou algumas métricas Finsler ndo-simétricas em " com uma quantidade finita de
geodésicas. Em 1983 Ziller publicou o artigo [Zi183] estendendo tais exemplos para as variedades compactas
CP", HP" e CaP?. Nesse artigo, Ziller constréi métricas Finsler com uma quantidade finita de geodésicas
fechadas e calcula varios invariantes dessas geodésicas.

Nesse trabalho iremos expor com mais detalhes os resultados do artigo de Ziller [Zil83] focando no caso
particular das variedades S", CP" e HP". Os primeiros capitulos 1,2,3 e 4 sdo introdutérios com defini¢des
e resultados preliminares usados nos capitulos subsequentes 5, 6 ¢ 7.

No capitulo 1 definimos métricas Finsler e apresentamos alguns exemplos. Mostramos que se H € uma
co-norma Finsler numa variedade M, entdo F := H o 02”;1;2 é uma métrica Finsler em M, onde %y : T*M —
TM ¢ a transformada de Legendre associada a H (veja "i"eorema 1.25). A bibliografia usada nesse capitulo é
[SheO1, Dah06, SH13, BCS00].

No capitulo 2 definimos o espaco projetivo complexo e o espaco projetivo quaternionico. Falamos bre-
vemente da estrutura de variedade, do espago tangente, da métrica Riemanniana, do grupo de isometria e
das geodésicas desses espacos projetivos.

No capitulo 3 calculamos as cohomologias dos espagos T{M e C = T{M/S' para as variedades M =
S§* CP",HP", necessarias para a demonstracdo do Teorema 5.25. A bibliografia usada nesse capitulo foi
[BT24].

No capitulo 4 mostramos resultados sobre sistemas Hamiltonianos em variedades simpléticas que serdo
a base para as construcgdes feitas nos capitulos 6,7 e 8.

No capitulo 5 explicamos os exemplos de Katok e estimamos o menor nimero de geodésicas fechadas
que existem para perturbacdes particulares da métrica Riemanniana candnica. Verificamos que os exemplos
de Katok existem em qualquer vizinhanga da métrica candnica em $", CP", HP" e que o menor nimero
de geodésicas que obtemos nesses exemplos € 2n (no caso de §2 e Sy, n(n+1) (no caso de CP") e
2n(n+ 1) (no caso de HP"). Mostramos também que qualquer métrica Finsler, suficientemente proxima da
métrica Riemanniana candnica e com todas as geodésicas fechadas ndo-degeneradas, possui pelo menos
este nimero de geodésicas fechadas.

No capitulo 6 calculamos o comprimento das geodésicas das métricas Finsler construidas no capitulo
5 e verificamos que todas as geodésicas fechadas sdo ndo-degeneradas e eliticas. Também calculamos a
aplicacdo de Poincaré e o indice de Morse de todas estas finitas geodésicas fechadas.

Finalmente, no capitulo 8 generalizamos a constru¢do de Katok para encontrar outros exemplos de
métricas Finsler simétricas e ndo-simétricas com uma quantidade finita de geodésicas fechadas "curtas".
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Capitulo 1

Métrica Finsler

1.1 Espacos de Minkowski

Seja V um espago linear real de dimensao finita.
Definicdo 1.1. Dizemos que a fungdo continua F : V — [0, +c0) é uma norma de Minkowski em V se
(i) Fé C” em V\{0},
(ii)) F(Ay) =AF(y),paratodoy €V e A >0,
(iii) Paratodoy € V\{0} a forma bilinear simétrica
)= 1 Py )]
é positiva definida.

Se F satisfaz a condicdo (ii), diz-se que F é positivamente homogénea de grau 1 e se F? satisfaz a
condig@o (iii) diz-se que F? é fortemente convexa. O par (V,F) é chamado de espaco de Minkowski.

Notagdo 1.2. Fixe uma base {ey,...,e,} paraV.Se u = u'e; e v =v'e; entdo
g(u,v) = gi;(uv’,  y=)e;
onde | g2p2
8ij(y) = gy(eiej) = Ew()’)‘

Teorema 1.3 (Euler). Seja h: R"\{0} — R uma fungdo suave e positivamente homogénea de grau o € R,
ou seja, h(Ay) = A%h(y) para todo y € R"\{0} e A > 0. Entdo,

para todo y # 0.

I ...,y"), derivando

Demonstragdo. Como y = (y
h(?Lyl,...,),y”) = lah()’l,-an)

em relacdo a A temos

Zh},f(ly)yi = ad% h(y) (1.1)
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O]

Observacido 1.4. Se i : R"\{0} — R é uma fung¢do suave e positivamente homogénea de grau a € R, isto

<,

R(AYY, ., A0") = A%y, ..y

entdo derivando em relacdo a y' temos

dh 1 n _ aah 1 n
ah 1 n _ o—1 ah 1 n
—ayi(ly s YD) = A —ayl.(y yees V)

isto €, 5 5
I )= a1 9t

oh , . R
Portanto, — & positivamente homogénea de grau o — 1.

ay
Observacao 1.5. Seja & uma fung@o positivamente homogénea de grau 1. Entéo, pela Observacio 1.4 temos

oh oh
a*y,-(l)’) = Ty(y) (1.2)

para todo A > 0. Logo, pelo Teorema de Euler temos

d%h
J —
ayjayi (y)y 0.

2
Observacio 1.6. Dada uma norma de Minkowisk F entio F2 é positivamente homogénea de grau 2 e o
y
é positivamente homogénea de grau 1. Usando o Teorema de Euler, obtemos
. 1 9*F?

W = = ()W

8ij(y)y 3 3yiay P

1 J*F? :

= = J

1 9 (JF? :
- 337 (37)

1 dF?

Portanto,

1
&) = 5dF (y) v,

Observacéo 1.7. Seja h: R"\{0} — R uma fungéo suave e positivamente homogénea de grau 2. Usando o
Teorema de Euler e a Observacao 1.4 temos

9%h - d (dh -
1, I\,J
Syay O = 35 <ayj>(y)yy

oh ;

_ J

2y O

= 2h(y)
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Portanto, para a norma de Minkowski F segue que

i 19
sO)0ny) =8Oy =5 555 00y = F2(y).

Lema 1.8. Seja (V, F) um espaco de Minkowski. Entdo,
(i) F(y)>0seyeV\{0},
(ii) F(0)=0.
Demonstragdo. Sejay € V ndo nulo. Pela Observagdo 1.7 e por g, ser uma forma bilinear positiva definida
segue que
F2(y) = g(n.y) > 0= F(y) #0.

Logo, como F é uma fungdo ndo negativa obtemos F(y) > 0. Agora, tome uma sequéncia (4,) de nimeros
reais positivos tal que A, — 0. Como F' € continua temos

F(0) = lim F(A,y) = lim A,F (y) = 0.
n—0 n—0

O
Lema 1.9 ([SheO1], pag 9). Seja (V, F) um espaco de Minkowski. Para v,yw € V temos
Fiv+w) <F(v)+F(w).
A igualdade vale se, e somente se, w = Av para algum A > 0.
Lema 1.10 ([SheO1], pag 10). Seja (V, F) um espaco de Minkowski. Para qualquer 'y # 0,
&) SF()F(v),
para todo v € V. A igualdade vale se, e somente se, v = Ay para algum A > 0.
Lema 1.11. Seja (V, F) um espago de Minkowski. Suponha que y,v € V\{0} satisfaz
gyw)=g(vw), wev.
Entdo, y =v.
Demonstra¢do. Fazendo w =y e w = v temos
F2(y) = &(ny) <F(v)F(y)
F?(v) = g(3v) <F(0)F(v)
entao,
F(y)SF(v) <F(y)=F(y)=F(v). (1.3)
Assim,
g (ny) =F2(y) = F()F (v) (1.4)
e pelo Lema 1.10 existe A > 0 tal que y = Av. Logo,
gv(v,y) - gv(v,/lv) = lgv(va V) - AFZ(V) (1.5)

De (1.3), (1.4) e (1.5) segue que
AP () = gy(ny) = FO)F () = F2(y) = A = 1.

Portanto, y = v. O
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Definicdo 1.12. A dual da norma de Minkowski é a fung¢do F* : V* — [0, +o0) definida por

F* (&) =max{&(y);y e V,F(y) =1}, E€ V™.

Como F~'(1) = {y € V;F(y) = 1} é compacto entdo a dual da norma de Minkowski estd bem definida
e é finita.

Definicdo 1.13. Seja H : V — [0, +o0) uma fun¢do C*. Defina Ly : V — V* por Ly (y) = dH(y).

Observacao 1.14. Note que se F é uma norma de Minkowski, pela Observacdo 1.6 segue que

Lip(y) = %sz(y) =g()-

Proposicao 1.15. A aplicacdo L g V — V* é uma bijecdo.

Demonstragdo. Observe que

0=Lip(y) =80) ©y=0,
pois g, € uma forma bilinear positiva-definida e isso implica que g, € uma forma bilinear ndo degenerada.
Assim, € suficiente mostrar que L g2 V\{0} — V*\{0} é uma bije¢do. O Lema 1.11 implica a injetividade.
Para provar a sobrejetividade suponha que & € V*\{0}. SejaA = F*(§) esejay eV talque F(y)=1e
&(y) = A. Defina W, := {w € V;g,(y,w) = 0}. Quero mostrar que se w € W, entdo &(w) = 0. Seja y:
(—€,€) — F~'(1) uma curva tal que

y+tw

Y(t):my weWw,

entdo, ¥(0) = y. Como y é um ponto critico (de mdximo) da aplica¢do v — & (v) segue que

d
0 = ZE0)

t=0

Como w € W, temos

Logo, &(w) = 0. Observe que para qualquer v € V temos
w=v—g,(y,v)y W, (1.6)
pois como F(y) = 1 temos
& w) = & (1v) =& )ey () = & (0hv) — & (W V)F?(y) =0

Entdo, para todo v € V temos
v=w+gy(yv)y
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onde w € W, € como em (1.6). Assim, para todo v € V temos

0 = &(w)
= E(v—g )y
= E(v)—g»v)ED)
= §(v)—g V)4
= §(v) —g(Ayv)

ou seja,
E(v) =gy(Ay,v) = L%Fz(ly)(v) para todov € V

Logo, & = L%FZ(ly). Portanto, L%Fz € uma bijecdo.
Proposicao 1.16. Sejam F uma norma de Minkowski e F* sua norma dual. Entdo,
F=FoLip.
Demonstracdo. Se y =0, entdo,
F(y) :OeF*oL%Fz =F*(0)=0

e a propriedade vale. Suponha que y # 0. Como F? = gy(»,y) segue que

Por outro lado, pelo Lema 1.10 temos

(FZ)>_ &) Fv)F(y)

= sup <sup —=—= =F(y).

F*oLi(y) =supL: <
2F2( ) 2F? v£0 F(V) v#£0 F(V)

v£0

Portanto,
F == F* OL%FZ'

Proposicdo 1.17. Sejam g'/(y) a inversa de g;;(y) e

- 1 aZF*2
*1] I *
Entdo, - N
g”zg*”OL%Fz-

Demonstragdo. Diferenciando 1F? = JF*oL 12 COM respeito a y paray € V\{0} temos

2550 = aag[Fone] )
_ ;aaFg: (L4 ) -aayk (L4 )
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10F? 3
Lembre que Lj - ) =g0b,")= ETy’(y) Entao,

P 1 9%F?
ERG (L%FZ ()’)) = EW@) = g1i()-
Assim,

1 9F? 1 9F*?
279y ) = 208 (L%pz (y)) -8ki(Y) (1.7)

Diferenciando (1.7) em relacdo a y/ temos

1 02F? 1 oF*?
Ew()’) = 2088 <L%F2()’)> -81;(y) - gui(y) + 279,

Seja [;(y) a i-ésima componente de L 1p2 (), entdo,

L) 2 g

2
H0) = Ly 0)(e) = 5 5 0) = 850

onde {ej,...e,} € uma base de V. Veja que

2
;aaiz (v) = 81 (0)y’ 1.9)
19F* "
2708 (Lng (y)> gi(y) = g (L%Fz(y)) 1(y)gri(y)

= g (L%pz (y)) 8 (V)Y 8ui(y) (1.10)
De (1.7), (1.9) e (1.10) segue que
g0 =8 (Lya()) - 8500 guiy)
Multiplicando por g/ (y) de ambos os lados obtemos
¥ =" (Ly ) gy =" (Lya ) k()

Entdo, como g;; € homogénea de grau zero temos

%2 . .
35 (L) 200 = (1)) 1) 25 )

Logo, a equacdo (1.8) fica
8 =™ (Ly20)) -£1,3) - 8u()

Aplicando (gif (y))2 em ambos os lados da equacdo acima segue que

/() =g (Lyp ().
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1.2 Meétrica Finsler

Definicdo 1.18. Seja M uma variedade diferencidvel. Chamamos uma fungdo continua F : TM — [0, +o)
de métrica Finsler em M se F satisfaz

i. Fésuave em TM\{0}.
ii. F(Av)=AF(v)paratodov = (x,y) € TM,A > 0, onde estamos denotando Av = (x,Ay).
iii. A forma bilinear simétrica g, : M X T.M — R definida por
1 92

d
gv(u,w) = Egsath(x,v+su—|—tw) , paratodo u,w € T.M

s=t=0

é positiva definida.
O par (M, F) é chamado Variedade Finsler.

Note que se F ¢ uma métrica Finsler em M entdo F|7,» ¢ uma norma de Minkowski em 7,M para todo
xeM.

Definicdo 1.19. Seja (M, F) uma variedade Finsler. A reversibilidade de F é definida por
ri=sup{F(—v);v € F! (1)}.

Dizemos que uma métrica Finsler é reversivel ou simétrica se r = 1, ou seja, se F(v) = F(—v) para todo
veV.

Lema 1.20. Seja (M, F) uma variedade Finsler. Entdo, r > 1.

Demonstragdo. Suponha que para algum v € F~!(1) temos F(—v) < 1. Entdo, existe A > 1 tal que
1 =AF(—v)=F(—Av).
Assim, para u = —Av € F~!(1) temos
F(—u)=F(Av)=AF(v) =4 > 1.
Portanto, r > 1. O

Observacao 1.21. Podemos ver pelo Lema 1.8, Lema 1.9 e pela Defini¢do 1.19 que uma norma de Min-
kowski F é uma norma no sentido usual apenas quando F ¢ reversivel.

Definicao 1.22. Uma co-métrica (ou co-norma) Finsler em uma variedade M é uma fungdo H : T*M —
[0,400) tal que

i. Hé suave em 7"M\{0}.

. H

7:m 2 T;M — [0, +00) é uma norma de Minkowski para todo x € M.

Seja H uma co-norma Finsler em uma variedade M. Entdo, para cada x € M temos:

Lo:T'M — TM
v — DyH(v)

d
onde DrH (v)w = EH (x,v+1tw)|,—o € a derivada na fibra. O isomorfismo candnico

i TM—T*M
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definido da seguinte maneira: Seja 8’} uma base de 7,M induzida por algum sistema de coordenadas e
x
. 0 , (0
{dx'} a base dual de {8 }, isto é, {dx'} é a base de T, M satisfazendo dx' (81> = §;;. Defina
X! X
d ; (0
ﬁ(dx]) = dx’ <8xl> :5” (111)
Entdo, i é a transformacao linear que aplica
d d
— = =—()eT"M
dxi  dx ()

e se estende a .M por linearidade e tem a propriedade (1.11).

Definicao 1.23. Definimos a transformada de Legendre associada a fungdo H : T*M — R como

Ly :T"M — TM
E — i loLyg(8)

onde w: T*M — M é a projecdo candnica.
Analogamente,

Definicao 1.24. Definimos a transformada de Legendre associada a fun¢do F : TM — R como

L TM — T*M
y = DyF(y)

onde D, F € a derivada na dire¢éo da fibra.

Teorema 1.25. Sejam H uma co-norma Finsler e £\, a transformada de Legendre associada a fungdo
2
%H 2. Entdo:

i. .,S”%Hz :(T*M,0) — (TM,0) é um homeomorfismo e se restringe a um difeomorfismo em T*M\{0}.

ii. F=Ho ,,?l_le é uma métrica Finsler em M.
2

oxi

d
Demonstracdo. Para x € M fixado seja {} a base de M induzida por algum sistema de coordenadas e

. , ) . .
sejam {dx'} e {81} (+) as bases duais de T;’M e T,** M, respectivamente. Denote por
X

2172
#(E) = 3 35z (&), £ €TI0} (1.12)

Observe que
! 10H* .. 0 . d
L&) =35 €50 = &5 0)

e isto implica que
to implica q o ; i. ]
L) =" (M(O8750)) =15

Logo, 21, é suave em T*M\{0}. Pela Proposigao 1.15, Lipp: TM — T;*M é uma bijecao. Logo, E%Hz
€ uma biJZegﬁo e

ggl_}z(y) = L;;Iz oi(y).
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Além disso, como o Jacobiano de £\ 2 € da forma
2

I 0

det (D2} ) = det (W) #0.

entao

E pelo Teorema da Fungdo Inversa, .,2”] 2( ) € diferencidvel para todo y € TM\{0}, ou seja, ,2”% 2 (y) é um

difeomorfismo em 7*M\{0} — TM\{O}
Para mostrar (ii) veja que

1. ComoHe .Z; ! sio C* em TM\{0} segue que F = Ho .}, é C* em TM\{0}.

1H2 1H2

2. Sejay € TM. Como 'Z%HZ ¢ uma bijecdo existe & € T*M tal que y = Z%Hz(é). Além disso, como
,,5,”% 2 € homogénea de grau 1 temos

L 00) = 200 (L1 (R8)) = AE = AL 0).

Logo,
F(Ay) = Ho 2, (Ay) = H (AL, 00)) = AHo 210, (5) = AF (),

isto é, F é homogénea de grau 1.

3. Sejam w' as coordendas para 77", entdo,

1 0°F?
29y dy’
| PH (24 0))
2 dy'dy’
102 (HZOL;l oi)
) dy'dy/ (

19°H?*oL"
= EWU()’)) (1.13)

gij(Y) =

y)

Pela Proposi¢do 1.15, dado n € T**M, entdo, Ly(Af) =nonde H( ) =1e

A =H'(n) =max{n(£): £ € TyMe H(E) = 1}

Assim,
HoL:'(n)=H(AE) =AH(§) =2 =H"(n). (1.14)

Logo, denotando por /;; a inversa de hi/, pela Proposi¢io 1.17 segue que

hij(€) = B oLy(&)
19?H?oL!
= 2 owiaw k(&)
19°H?>oL7" ,
= 5 awiawj (l(l le(é)))
= 8:‘1(«%112(5))
isto é,
gij(y) = huolez( ), y € TM\{0}. (1.15)
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Como uma matriz € positiva definida se, e somente se, seus autovalores sao todos positivos e se it # 0

¢ um autovalor de uma matriz, entdo, ﬁ ¢ um autovalor de sua inversa segue que

K" positiva definida <> h;; é positiva definida .
Logo, gij(y) € positiva definida.
Portanto, F é uma métrica Finsler. O

Teorema 1.26. Sejam F uma métrica Finsler e .Z% 2 a transformada de Legendre associada a fungdo %F 2,
Entdo:

i. .,S,”%Fz :(TM,0) — (T*M,0) é um homeomorfismo e se restringe a um difeomorfismo em TM\{0}.

ii. H=Fo .ZFFIZ é uma co-norma Finsler em M.
z

Demonstracdo. Andloga a demonstracdo do Teorema (1.25). O

Teorema 1.27. Sejam H uma co-norma Finsler, £\, a transformada de Legendre associada a fungdo
2

1 1
iH Ze .Z% p2 a transformada de Legendre associada a fungdo EF 2, onde F = H o .,2”; f}z. Entdo,

X%FZZ 1

1po-
s H

Demonstragdo. Observe que
10F?

L1 0) = 557 0) = i

Seja (h'/) como em (1.12) e (h;;) a sua inversa. Entdo,

L) = hij(Emi = H (i, =7 (E)& = Ld(§) (1.16)
onde na tltima igualdade usamos a Proposi¢ao (1.17). Assim, por (1.16), (1.14) e (1.13) segue que
Ly = Li'eil)

= WY (i(y) (iey)
10°H?*oLY .
2 owiow (i(v)) (ioy)

= &)y
Portanto,

Z%Fzz 1

1po-
s H

A seguir sdo apresentados mais alguns exemplos de métricas Finsler e co-norma Finsler.

1.2.1 Meétricas Riemannianas

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana g em M é uma familia g = {g}xem.
onde para todo x € M, g, é uma forma bilinear simétrica e positiva definida em 7,M tal que em coordenadas
locais (x')

d d
8ij(x) = 8x (axi o o \;;)



1.2 METRICA FINSLER 13

sdo fungdes C*. Também podemos escrever
8x = &ij(x) dx' @ dx’.

Seja
F(y) = Ve:(ny), yeTM. (1.17)

A familia de normas F = {F,}.cy € uma métrica Finsler em M. Uma métrica Finsler é chamada de Rie-
manniana se pode ser expressa por (1.17) para alguma métrica Riemanniana g. Observe que nesse caso a
forma bilinear simétrica associada & F como na Definicdo 1.18 nao depende de y pois

1 9°F2

JF, _JF, J%F,
= Tﬂ(y)éiﬂ(y)—i_FX(y)iayiayJ(y)

_ gij(x)yj gij(x)yi FE() 8ij(x) gij(x)yj gij(x)yi
F(y) F(y) F() FE0)? ERO)

_ gij(x)yj gij(x)yi Fgiin— gij(x)yj gij(x)yi
EG) )\ RG) ) TP URG) )\ EOG)

8ij(x)

Este € o exemplo mais simples de uma métrica Finsler reversivel.

1.2.2 Meétrica dual

Sejam (M, F) uma variedade Finsler e F* a norma dual de F. Como anteriormente, denote

1 9%F? il 1 92F*2
gl](y) :an,ay](xay) € 8 ](g)ziagaé(x7é)
i0Gj

onde y € T.M\{0} e & € T;M\{0}. Se A"(y) é a inversa de g;;(y) e & = g;;(y)y’ entdo pela Observagdo
1.14 e Proposicdo 1.17 temos o - . L
AT(Y) =" (gi;(0)y') = & (§").
Assim, g;;(y) - g (€) = 8 e por esse motivo, em alguns momentos, iremos usar a notagio
g"(8)=5"(¢) (1.18)
para nos referirmos a matriz inversa de g;;(y), onde & = g;;(y)y’. Pela Proposigdo 1.16 segue que
F*=Fo X%Fz

e, portanto, pelo Teorema 1.26 concluimos que F* é uma co-norma Finsler. Assim, g/ () é positivamente
homogéneo de grau 0 e pelo Teorema 1.3 obtemos as identidades

dg'

el

Observe que pela Proposi¢do 1.15 para todo & € T*M existe v € T,M com F(x,v) = 1 tal que & =
gv(Av,-),onde A = F*(x,&). Assim, se N : T*M — [0, +o0) é uma fung¢io definida por

N*(x,&) = g"(€)&; (1.20)

@' =2 08 = S @ 0. (119
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segue que
N8 = g5
= §7(8)-Agij(v)vj-Agij(v)vi
= A7gij(v)viv,
= A?F?(x,v)
= A2
- F*z(xvé)
Logo, N = F*.

1.2.3 Métricas do tipo Randers

Sejam g uma métrica Riemannina e 3 uma 1-forma em M. Denote por
1Bl = sup{B(v);g(v,v) =1,v € TM}

e o (u) := /gx(u,u), onde u € T\M. Seja (ai j) a matriz simétrica e positiva definida associada a métrica
Riemanniana g.

Observacao 1.28. Como vimos na se¢do 1.2.2

1Bllg = 1/ a"/bib;

onde (a”) = (a; j)fl pois || - ||g é a métrica dual da métrica Riemanniana g. Essa expressdo para ||B]|,, em
geral, € mais qtil.

Proposicio 1.29. Seja F : TM — R definida por F (x,y) = ox(y) + Bx(y). Fixado x € M entdo F(x,y) >0
para todo y € TM\{0} se, e somente se, ||B||, < 1.

Demonstra¢do. Em coordenadas locais, temos

F(x,y) = \/aijy'y/ +biy'.
\ aiyiyl > —byy'. (1.21)

Suponha que F(x,y) > 0, isto &, vale (1.21) para todo y € T.M\{0}. Queremos mostrar que |||, < 1.
Veja que se 3 = 0 obtemos o desejado trivialmente. Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que
B # 0. Tomando y; = —a'/b; segue-se que

Observe que F(x,y) > 0 significa que

Vi) (aib) > ~bi-ab)

biaijbj < 4/ bjaifbi

biaijbj
\/ bjaijbi

Logo, ||B|l; = \/bja’b; < 1. Agora suponha que ||B||; = \/bja’/b; < 1. Entdo, pela desigualdade de
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Cauchy-Schwarz temos para todo y # 0
. . . 2
biy')? = [aij(a’b)y]

< [aij(abi)(ab;)] - [aipy'y]

= [bia"bj] - aijy'y’]
aijy'y’
Logo, |by'| < \/aijy'y/ para todo y # 0 e, portanto, vale (1.21). O
Bll, < 1L

Demonstragcdo. Claramente F é suave em TM\{0} e positivamente homogénea de grau 1. Entdo, falta ape-
nas verificar que F satisfaz a condic@o (iii) da Defini¢do 1.18 se, e somente se, |||, < 1. Em coordenadas

locais, temos
F(x,y) = \/aijy'y/ +biy'.

1 9%F?
gij(Y) = iw(%)’)

= Fi(x,y)Ei(x,y) +F(x,y)Fiy (x,y)

a: v/ a: F a: Vv oa v
_ <uy+bl.>< iy +bj>+<aij_uyuy)
ax ax le ax le

Por ([BCSO00], §11.2) obtemos seguinte igualdade:

A

Teorema 1.30. A funcdo F(x,y) = 0 (y) + B:(y) é uma métrica Finsler em M se, e somente se,

Entéo,

X

Fe = \/ajjy'yl + ebyy'

onde ||B||; < 1e0 < & < 1. Pela Proposigdo 1.29 segue que F¢ € positivaem TM\{0}. Seja g, a abreviacdo
da forma bilinear associada a fung¢do Fg. Por (1.22) temos

F n+1
det(g[j) = <OC> det(a[j). (1.22)

Seja

Fs n+1
det(gg) = <> det(aij).
O
Assim, det(g¢) é sempre positivo. Em particular, nenhum dos auto-valores de g, é zero.

Os auto-valores de g, dependem continuamente de €. Em € = 0, eles sdo simplesmente os de (a;;) e,
portanto, sdo todos positivos. Como € varia entre 0 e 1, nenhum dos auto-valores A, de g pode se tornar
negativo, pois se A < 0 entéo existe 0 < € < € tal que A = 0, mas isso néo ocorre. Logo, todos os auto-
valores de g¢ permanecem positivos. Fazendo € = 1 segue que os auto-valores de (g;;) sdo todos positivos
se ||B]|g < 1. Portanto, (g;;) é positiva definida se, e somente se, ||||, < 1. O

Definicao 1.31. Uma métrica Finsler como no Teorema 1.30 é chamada de métrica Finsler do tipo Randers.
Usamos também a notagdo (M, g, ) para a variedade Finsler (M, F).

1.3 Geodésicas

Seja (M, F) uma variedade Finsler e y: [a,b] — M uma curva C* por partes com velocidade constante,
isto é, F(y(¢)) = A = constante para todo ¢ € [a,b].
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Definicdo 1.32. A curva y: [a,b] — M é uma geodésica se, e somente se, satisfaz

y(t) +2G (y(t),7(t)) =0  paratodoi=1,...,n (1.23)
onde
. 1.
G'(x,y) = 78" (208n = dugn) ¥y (124)

e (g")=(gi)"

Para mais detalhes ver Se¢do 1.4 de [SH13] e Capitulo 5 de [SheO1].
Queremos transformar o sistema de segunda ordem (1.23) em um sistema de primeira ordem no fibrado
cotangente T*M. Seja (x!,...,x",&1,...,&,) as coordenadas locais de T*M e denote por

H(x &) = 387(v £)5é; (125)

onde g"/(x, &) é como na equacdo (1.18), isto &, g;;(x, %) - g/ (x,&) = Sy e &; = gi;(x,%)x'.

Teorema 1.33. A equacdo (t)+2G' (x(t),%(t)) =0 paratodoi=1,...,n é equivalente ao seguinte sistema
emT"M:

. OH iy
X = x :gl](x')é)é:j
l
(1.26)

: JH 1 .

&=~ FN —58xi(gf"(x,§))§j§k
Demonstragdo. Da primeira equagdo em (1.26) e de (1.19) temos

o= V(X 8)8+0u (g (x,§))HE; + Az (87 (x,§)) ;8"
= 87(x% )&+ (8" (x,8)) g ju(x, 1)i!
E usando a segunda equacao temos
o= 5879 (8")&18k+ e (g7) g ¥
1 .. . .
= Egljglmax-/ (gmn)gnkglrxrgksxs - glmaxk (gmn)gnjgﬂxkxl
onde usamos que d,(g") = —g™ 9, (gmn)g" pois g"/g jx = 8. Entdo,
1 .. ‘
i = Egl]axf (gmn)xmxn o gtmaxk (gmn)xkxn
1 ..
= 58" (=0u(gmn) — 204 (g™))2""
= —2G'(x,%)

Portanto, os sistemas s@o equivalentes. O

Definicao 1.34. O fluxo determinado por (1.26) é chamado de fluxo cogeodésico. O fluxo geodésico em
TM € obtido do fluxo cogeodésico pela primeira equacao de (1.26).

Definicio 1.35. Seja (M, F) uma variedade Finsler. Uma curva y é uma geodésica periddica com periodo
r (onde r € um nuimero real ndo nulo) se, e somente se:
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(i) 7y é uma geodésica

(ii) y € periédica como uma aplicagio de Rt em M (parametrizada de forma que F (y(z),7(t)) = 1) com
periodo r. O nimero r é o comprimento da geodésica periddica.

Notacio 1.36. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Chamaremos o conjunto dos vetores unitérios de
TM de fibrado tangente unitario e o denotaremos por 71M, isto €,

M = {(x,v) € TM; g(v,v) = 1}. (1.27)
Definicao 1.37. Uma variedade M é uma C,-variedade se existe uma métrica Riemanniana g em M tal que
todas as geodésicas sdo periddicas com mesmo comprimento r. Diz-se também que g é uma C,-métrica.

Observacao 1.38. Se M ¢ uma C,-variedade entdo para cada 1 no fibrado tangente unitdrio de M a curva
integral s — @5(n) do fluxo geodésico no fibrado tangente unitdrio 73 M € periédica com periodo r e @5(1) =
1 se, e somente se, s ¢ um multiplo de .

Definicao 1.39. Uma ac¢éo de grupo G x X — X é chamada de livre se para todo x € X, gx = x implica que
g =1, isto é, somente o elemento identidade fixa qualquer x.

Seja M uma C,-variedade. O campo de vetores geodésico gera uma agio livre de S! = R /rZ no fibrado
tangente unitdrio como descreveremos a seguir: Dado (x,v) € TiM, seja ¥} (¢) a geodésica em M tal que

1H(0)=x e 7(0)=w. (1.28)
Entio, defina a acdo de S' em T; M por
s-(x,v) == (¥(s),7'(s)) paratodoscS' =R/rZ. (1.29)
Isso induz uma relacdo de equivaléncia onde

(x1,v1) ~ (x2,v2)

se, e somente se, existe s € S tal que

(2,v2) = (1 (8), T, ()
Fazendo o quociente de 71 M pela acdo de S' (ou melhor, pela relacio de equivaléncia) obtemos

nm
C:= <= [(x,v)] 5 (x,v) e IM}. (1.30)
Observacio 1.40. O espago quociente C = T;M/S! é uma variedade de dimensio 2n — 2 (a variedade das
geodésicas orientadas). Podemos considerar também a agio livre de Z, x S! em T7M para obtermos outra
variedade, a variedade de geodésicas ndo orientadas, da qual C é uma dupla cobertura.

Observaciao 1.41. Se pedirmos somente que o fluxo geodésico seja periddico, com periodo 7, isto ¢, as
geodésicas periddicas ndo tiverem necessariamente 0 mesmo comprimento entio a agio de S' ndo ser4 livre
e ndo podemos definir a variedade de geodésicas.

1.4 Derivada Covariante

Para um campo de vetores X = (X!,... X") em um aberto U C R”", a derivada direcional D, X na direcio

v € T,R" =R" ¢ definida por

DX = (dX'(v),...,dX"(v)) = v"gi{..

Podemos estender a no¢do de derivada direcional para campos de vetores em um espaco Finsler.
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Definicio 1.42. Seja (M, F) uma variedade Finsler. Em cada x € M defina
D:T.M x C*(TM) — T.M

por

DyU := {dU'(y) + U’ (x)Nj(v) } aaxi

X

ondeye M, U € C*(TM) e Nj-(y) sdo fungodes locais em TM tais que

iy 96 9 14 98jt .\ 98jk J ok
Ni(y) = 2y (y) = 2y [4g (y){Zaxk W) =57 O) ¥y

Chamamos D,U (x) a derivada covariante de U em x na diregdo de y.
A derivada covariante D tem as seguintes propriedades:
(@) Dy(U+V)=D,U+D,V;
(b) Dy(fU) =dfu(y)+ f(x)D,U;
(¢c) Dy,U=AD,U, A > 0.
A familia D := {Dy }erm € chamada a conexdo de F. Se em adigdo, D € linear, isto €,
(d Dy ,U=D,U+D,U

entdo D é chamada uma conexao afim em 7TM (ou M). Chamamos essa conexao de Levi-Civita.

1.5 Campos de Jacobi

Definicio 1.43. Seja (M, F) uma variedade Finsler. Considere uma geodésica c(t), a <t < b. Uma aplicagdo
C>, H: (—¢,¢€) x [a,b] - M é chamada uma variagcdo da geodésica c se

H(0,1) = c(t)

e paracada s € (—¢,€), acurva
cs(t) :=H(s,1)

€ uma geodésica.

Lema 1.44. Seja (M,F) uma variedade Finsler. Existe uma familia de transformagoes Ry : TM — T,M,
y € T.M\{0}, tais que para qualquer variacdo de geodésicas H da geodésica c, o campo de vetores

JH

Iy =5

0,1)
ao longo de c satisfaz a seguinte equacdo:

Demonstragdo. Assuma que cada cs(t) = H(s,t) é uma geodésica. Assim,

J’H! i, OH
S +2G <H,at > =0. (1.31)
Seja
;0 O0H ;0 JdH
T=T==:=—, U=U-==:

ox  ar’ ox s
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Entéo, a equacdo (1.31) com a notag@o acima se torna

oT!
ot

aT' 9 (JH'\ 9 (JH'\ 0U'
ds ds\ ot ) ot\ds) oIt

Diferenciando (1.32) com respeito a s temos

+2G'(H,T) =0. (1.32)

Note que

J*T! le T/ G’
EPT =-2U Ik o (H,T)— 27W(H T)
ou seja,
*U! les U’ dG'
52 =-2U Ep: (H’T)_278 J(H T).
Observe ainda que
d . I le oT/ IG!
a[G(H,T)] = U5 (HT)+—— aj(H T)
9G U’ 9G'
= Uk (H TH_TZT)J(H’T)
e
d [dG' i 9%G aT* 9°G'
at|:ayJ(H7T):| =T axkayj(HvT)+Waxkayj(H?T)
9°G' 9%G'
_ ok ok
=T IxkDy (H,T)—-2G (H7T)8xk8yf (H,T)

onde usamos (1.32) na dltima igualdade. Pelas igualdades acima obtemos

DDrU = D aUlJrUf(?Gi(H T) J
s = P oy JyJ oxi
Gt . 9%G - 9%G! 9G'IaG' 9
_ 77k j o= Y2 Ev LY
v {28)(" Y sdad T2 55a ~ 5y ayk}axi

: 0
_ k pi
= ~U'RW(T) 5

onde i . . .
IG'  ; 9*G' . 9°G" 9G' G/
oxk 8 Joyk dyioyk  dyl dyk

Para cada y € T,M\{0}, defina uma transformago linear

Ri(y) =2

.. d
Ry =Ri(y) 5 @dx* | : TM — T,M.

Assim,
DrDrU —|—RT(U) =0.

Restringindo a equagdo acima para c e fazendo J(¢) := U(0,#) obtemos

D:D:J +Re(J) = 0.
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A variag@o de geodésicas dd origem a uma familia de transformacdes
R={Ry:T.M —TM;yecT\{0}, xc M}.
Chamamos R de curvatura de Riemann.

Defini¢do 1.45. Seja c(r) uma geodésica ndo-constante de F. Um campo de Jacobi ao longo de ¢ é um
campo de vetores J(¢) ao longo de ¢ que satisfaz a EDO linear

DeDeJ +R:(J) =0,
chamada de equacao de Jacobi.
Sejam p = ¢(a) e ¢ = c¢(b) dois pontos na geodésica ¢, com a # b.

Definicao 1.46. Os pontos p e g sdo conjugados ao longo de c se existe um campo de Jacobi ndo-nulo ao
longo de c tal que J(a) = J(b) = 0. A multiplicidade de p e g como pontos conjugados € igual a dimensdo
do espago vetorial de todos os campos de Jacobi que se anulamemt =aet =b.



Capitulo 2

Espacos Projetivos e Grupos de Isometrias

2.1 Quatérnions

Os quatérnions foram descobertos pelo matematico e fisico irlandés William Rowan Hamilton. Eles sdo
denotados pelo simbolo H em homenagem a Hamilton e sdo definidos da seguinte forma:

Definiciao 2.1. Os quatérnions sdo uma 4lgebra real H gerada pelos elementos 1,i, j, k, isto &,
H={a+bi+cj+dk;a,b,c,d € R},

onde a soma € definida por:
3

3 3
Z ayly + Z byiy = Z (ax + by)ix
k=0 k=0 k=0
onde ip = 1,i] = i,ip = j e i3 =k, e o produto satisfaz a lei distributiva e as relagdes: ij = —ji =k, jk =
—kj=iki=—ik=jeir=j>=k>=—1.
Definicao 2.2. Definimos o conjugado g de ¢ = a+ bi+ cj+ kd por ¢ = a — bi — cj — dk e definimos as
parte real e imagindria de ¢ por Re(q) = a € R e Im(q) = bi + cj + dk, respectivamente.

Podemos escrever cada quatérnion como um par de nimeros complexos usando a equagdo
a+ib+ jc+kd = (a+bi)+ (c+di)j

e dessa forma obtemos a expressdo ¢ = & + f3j € H =2 C2. Também podemos identificar os quatérnions com
matrizes complexas 2 x 2, M,(C) por meio do isomorfismo 1 : HH - H C M,(C) definido por

a+ﬁj'—><(jﬁ ﬁ) 2.1)

A dlgebra dos quatérnions pode assim ser realizada como uma subdlgebra real de M,(C), usando as

identificacdes
(1 oY . _(io (0 1) (0
o1 )" Vo = )77 U1 0)" i o)

Através do isomorfismo 1 podemos deduzir que H € uma 4lgebra associativa, ndo comutativa e com
divisdo, a inversa de qualquer matriz A € H estd também em H e a tnica matriz em H cujo determinante é
zero € a matriz nula.

Um importante grupo de matrizes de quatérnions que iremos precisar no decorrer do trabalho serd
definida a seguir:

Definicdo 2.3. O grupo simplético Sp(n) é o subgrupo de GL(n,H) das matrizes com coeficientes em H,

21
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inversiveis e que preservam o produto Hermitiano em H":
n
(x,y) = kayio
k=i

Isto significa que se A € Sp(n) entdo A*A = AA* =1d, ou seja, Sp(n) é o grupo das matrizes unitérias de H,
U(n,H).

Dessa forma, o grupo simplético Sp(n) é o grupo de isometrias do espago H".

2.2 Espacos Projetivos

Seja K = C ou K = H e a = dimgK. Podemos dar a K"*! uma estrutura de espago vetorial 2 direita
com produto por escalar definido por

X-},:(X],...,X,H_])-A,:(xl.l,”_’xn_*_l.k)’

produto Hermitiano

e produto escalar real
<x7y>]R =Re <x7y> .

z

Definicio 2.4. O espago projetivo KP" é o espago de 6rbitas para a agdo a direita do grupo K* =K — {0}
em K"*! — {0}, isto é, x ~ y se, e somente se, existe um A € K* tal que x = y- A. Denotaremos por 7(x) a
orbita de x.

2.2.1 KP" como uma variedade

z

O espaco projetivo KP" é uma variedade diferencidavel C* de dimensao na, onde suas cartas sdo defini-
das da seguinte forma:
Seja
U, = {x: (xl,...,x"+1) 6K"+1;xi#0}, 1<i<n+1.

Como U; é aberto para todo 1 <i < n+ 1, entdo os conjuntos 7(U;) = V; sdo abertos da topologia quociente
em KP". As fungdes f; : V; = K" = R" definidas por

xl xifl xi+l xn+1>

g ey

xt xt

sdo cartas para KP" e suas inversas sao

F Ty = (T

onde xi significa que a i-ésima entrada est4 faltando.
Definicao 2.5. Um fibrado principal sobre M com grupo estrutural G é uma variedade P tal que:

(1) G age livremente (a direita) em P: se para todo x € P tivermos x-g = x entdo g = I, isto €, somente o
elemento identidade de G fixa qualquer x.

(2) Existe uma proje¢do suave 7: P —-MeM = P/G

(3) P é localmente trivial: se m € M, existe U vizinhanga de m tal que 7' (U) = U x G.
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O conjunto (K"*! — {0}, KP", r,K*) tem uma estrutura de um fibrado principal. As trivializa¢des locais
s@o dadas por

gi:Ui=n"'(V) — VixK"
x = (7m(x),x)

e as funcdes de transi¢ao por
vinv; — K-
T(x) — —.
Notacdo 2.6. Denotaremos por SK"! (em vez de §"+~1) a esfera unitaria em K"*! definida pela equacio
(x,x) = 1. A dimensio desse espago é na+a— 1.
Assim, a esfera SK = §%~! é um subgrupo de K* tal que

SK — SK"1 — Kp"

€ um subfibrado principal do anterior.

2.2.2 [Espaco tangente de KP"
O fibrado tangente de SK"*! ¢ identificado classicamente da seguinte forma:
TSK"! = {(x,u);xe SK™ u e K™ e (x,u)p = 0}
e o espago tangente de KP" em 7(x) € isomorfo ao conjunto de classes
{GxA,uld); (x,u) =0, A € SK} = Ty ) KP".

Para mais detalhes veja ([Bes12], pdg 73). Denotaremos por 7(x,u) o vetor tangente a KP" em 7(x).

2.2.3 Meétrica Riemanniana Canonica em KP"

Veja que para u,v € K" e A € SK temos

2(uA VA ) = (u

Logo,
(u,v)p = (UA,vA)p (2.2)

para todo u,v € K"t! e A € SK. Assim, podemos dotar o espaco projetivo KP" com uma métrica Rieman-
niana g definida por

g(n(x,u),ir(x,v)) = <M>V>R' (23)
Logo, temos g como uma métrica natural em KP".
Note ainda que para K = C, (u,v) é invariante pela acio de S! mas para K = H, (u,v) ndo é invariante
sob 3 porque H ndo é comutativo.
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2.2.4 Grupo de Isometrias em KP”"

Seja U(n+ 1,K) o subgrupo do grupo linear sobre K, GL(n+1,K), que deixa o produto Hermitiano
(, ) invariante, isto &,
VAeU(n+1,K) = (A(x),A(y)) = (x,).

Entao,

Un+1,C) = U(n+1), ogrupo unitdrio
Un+1,H) = Sp(n+1), o grupo simplético

Definicdo 2.7. O grupo projetivo PU (n+ 1,K) é a acdo do grupo U (n+ 1,K) no espago projetivo KP", ou
seja, PU(n+ 1,K) é o grupo quociente

PU(n+1,K)=Un+1,K)/Z(U(n+1,K))
onde Z(U (n+ 1,K)) é o subgrupo das matrizes unitarias escalares {Id-A1; (A,4) = 1}.

O grupo Z(U (n+ 1,K)) age trivialmente em KP" e a notacdo Z deve-se ao fato de que o subgrupo das
matrizes escalares é o centro de U (n+ 1,K).
Dados 7(x),n(y) € KP" temos para todo A-IAL € U(n+1,K)/Z(U(n+ 1,K))

(A-1dA(T(x),A-1d-A(n(y)) =

Logo, PU(n+ 1,K) define as isometrias de KP" onde

PU(n+1,C)=U(n+1)/Z(U(n+1)), o grupo projetivo unitrio (2.4)

PU(n+1,H)=Sp(n+1)/Z(U(n+1)), o grupo projetivo simplético. (2.5)

2.2.5 Geodésicas em KP"

Proposicao 2.8 ([Bes12], pag 81). Todas as geodésicas dos espacos projetivos KP" sdo fechadas, simples
e tem comprimento T.

Seja y uma geodésica em IKP" com condigdes iniciais y(0) = p = m(x), 7(0) =X = w(x,u) e (X, X)=1,
entao:

Proposicao 2.9 ([Bes12], pag 81-82). A geodésica y em KP" tem equagdo

Y(s) = m(xcoss +usins) = exp, sX.



Capitulo 3

Cohomologia de De Rham

3.1 Cadeias e Cocadeias

Nessa secdo trataremos de mddulos sob um anel geral R (ou Z) e ndo especificamente sob variedades.

Definicao 3.1. Sejam M e N mddulos sob R. Uma fungdo f : M — N diz-se um homomorfismo se para
todos m,m|,my € M e r € R tem-se

Q) f(mi+ma) = f(m)+ f(m2)
(i) f(rm)=rf(m)

Defini¢do 3.2. Uma sequéncia C, = (Cp,d, |n € Z) de médulos C, e homomorfismos d, : C, — C,— €
chamado de um complexo de cadeia se para todo n € Z tivermos d,_1 o0 d, = 0.

Um complexo de cadeia € usualmente visualizada em um diagrama tal como

all+]

O
c, — s c, Lo (3.1)

E podemos observar que d,—_; o d, = 0 se, e somente se, Im(d,,) C ker(d,—1).

Definicdo 3.3. Chamamos a sequéncia (3.1) de exata se, e somente se, Im(d, ) = ker(d,_;) para todo n € Z.

7

Defini¢io 3.4. Uma sequéncia C* = (C",d, |n € Z) de médulos C" e homomorfismos d,, : C"* — C"! é
chamada de um complexo de cocadeia se para todo n € Z tivermos d,+ od, = 0.

dn1 " dy Ccr+l dpt1

Sejam M, M’ e N médulos sob um anel R ( ou Z), entdo:
Observacio 3.5. A sequéncia 0 — M’ L\ M 6 exata se, e somente se, f € injetora.
Observacao 3.6. A sequéncia M Lom — 0 € exata se, e somente se, f é sobrejetora.

Observacao 3.7. Uma sequéncia 0 — M TN s 0éexata se, e somente se, f é um isomorfismo.

Definicao 3.8. Uma sequéncia exata da forma

0 M

chama-se uma sequéncia exata curta.
Definiciao 3.9. Diz-se que uma sequéncia exata curta
7

0 M M 5 M 0

cinde se N = Im(f) = ker(g) ¢ um somando direto de M.

25
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Lema 3.10 (Lema de Splitting). Dada uma sequéncia exata curta de R-modulos

0 — M —L sy —5 5y 0

as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) A sequéncia (3.2) cinde.
(ii) Existe um homomorfismo ¥ : M — M’ tal que Wo f = Idy.
(iii) Existe um homomorfismo @ : M" — M tal que go @ = Idy.

Nessas condi¢coes M = M' ©M".

3.2 Complexos de De Rham

1

Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensdone x',...,x" suas coordenadas locais.

Definicdio 3.11. Definimos Q* como a dlgebra sobre R gerada por dx!,...,dx" com as relagdes
dx' Ndx' =0
dx' Ndx! = —dx/ Ndx;, i # ]

Também podemos ver Q* como o espago vetorial real cuja base é
1, dx', dx' Ndx!, dx' Ndxd ndxE, .. dx A A dx!
onde i < j < k. As formas diferenciais C* em M sdo elementos de
Q" (M) = {fungdes C* em M} Qg Q.
Assim, podemos definir uma k-forma o em Q*(M) como
o=y fi qdx" A Adx*
onde os coeficientes f;, . ;, sdo fun¢des C*, ou de outra forma

o= Zf]dxl.
1
Se Q%(M) denota o conjunto das k-formas em M temos
n
Q (M) = Pt (m).
k=1

Observacio 3.12. Q%(M) = 0 para k > dim(M) e k < 0.

Defini¢do 3.13. Definimos o operador diferencial d : Q¥(M) — Q**1(M) pelas seguintes regras:
(i) se f € QM) entio df = Z%dxi
(1) se a =Y fidx;entdoda = Y.d f; Ndx;

Chamamos d de derivada exterior.

Proposicao 3.14. Se o é uma k-forma e B uma r-forma temos

d(aAB)=daAB+(—1)andp.

32
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Demonstragdo. Como d ¢ linear, basta verificar o caso que a = fidx; e = g;dx;.

dlanB) = d(figs)dxiNdxy

[(df)gs+ fi(dgy)] Ndx; Ndxy

grdfiNdxy Ndxy+ fidgy Ndxp Ndxy
grdfi Ndxp Ndxy+ (— DX frdxp Adgy Ndxg
= (do)AB+(—D)*andB.

Proposicio 3.15. d*> = 0.

Demonstragdo. Para f € Q°(M), isto é, f uma fungio em M temos

af . . °f - ,
20 il _ J i
d f—d(% 8xidx> = ,;j axjaxl.dx Adx

9?2 ~ o gie : S L.
Como os fatores ng,. sdo simétricos e dx’/ A dx' sdo antissimétricos temos

Pf o PF P PF
~—dx) Ndx = dx' Ndx! = ~—dx) Ndx' — ~—dx! Ndx' =0
ox/odxi o * +8x’8xf LA ox/odxi * x oxJoxi * o
e 5
S i
Fp axl.dx,/\dx =0
Logo,
2% f

d*f =Y ———dx/ ndx' =0,
= dx/ox

27

Para formas, como d € um operador linear, € suficiente mostrar o caso quando & = f;dx; € uma k-forma.

Pela Proposi¢do 3.14 e a primeira parte da demonstragdo segue que

d*a = d*(fidx;) = d(dfi Ndxp) = d*fy Ndxg + (—1)*d f; Nd*x; = 0.

O

Defini¢do 3.16. Uma k-forma « é dita fechada se da = 0 e é dita exata se existe uma (k — 1)-forma f3 tal

que dff = a.

Defini¢io 3.17. O complexo Q*(M) com o operador diferencial d ¢ chamado de complexo de De Rham em

M.

Observacdo 3.18. O nicleo de d : QX(M) — Q1 (M) sio formas fechadas e a imagem de d sdo formas

exatas. Pela Proposi¢do 3.15 segue que toda forma exata é fechada.

Considere o seguinte diagrama

L ) S o) s et

onde d;, i > 1 é a derivada exterior. Pela Proposicdo 3.15 segue que dy ody_1 = 0. Logo, Im(dy_1) C ker(dy).

Assim, podemos definir
Definicao 3.19. A k-ésima cohomologia de De Rham de M € o espacgo vetorial

HE (M) — ker(dy) _ {k-formas fechadas}‘
Im(di—1) {k-formas exatas}
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As vezes escreveremos H*(M) em vez de HY,(M) e denotaremos a classe de cohomologia de uma
forma o por [a].

Definicao 3.20. A dimensdo do k-ésimo grupo de cohomologia de uma variedade M é chamado de niimero
de Betti e o denotamos por
by (M) = dim H*(M).

3.3 Lema de Poincaré

Sejam x!',...,x™ e y',...,y" coordenadas locais de M e N, respectivamente. Uma aplicagio suave f :

M — N induz um pullback de fungdes C=, f* : Q°(N) — Q°(M) definido por:

f(g)=gof.

Podemos estender esse pullback para todas as formas, f* : Q*(N) — Q*(M) de tal forma que f* comute
com d da seguinte maneira:

I (Y ady" Ao Ady*) =Y (gro f)dfy, A+ Adf,
onde f; = y' o f é a i-ésima componente da fungio f.
Proposicao 3.21. f* como definido acima comuta com d.
Demonstragdo. Como

df*(gdy" A---Ndy*) = d[(grof)df;, A---Ndf;]
= d(giof)Adfi, N---Ndf,.

e
frd(gdy" Ao ndy') = f iag’-dy"Ady”A'--Ady"k
= 9y
. o agl i i
=) Lo ) dfi|dyt A--- Ay
S L\oy
= d(gof)dy" A--- Ndy*
temos d f* = f*d. O

Lema 3.22. Sejam M e N variedades e f : M — N uma funcdo suave entdo o pullback manda formas
fechadas em N em formas fechadas em M e formas exatas em N em formas exatas em M. Assim, f* :
Hpp(N) = Hpyp(M).

Demonstra¢do. Seja oo uma forma fechada em N entdo da = 0. Pela Proposi¢do 3.21 temos
0= f"da=df*a.

Logo, f*a é fechada. Agora seja B uma forma exata em N, entdo, existe 1) tal que § = d1. Pela Proposicéo
3.21 temos

[B=fdn=df'n
ou seja, f*f3 é exata. O

Sejam 7 : R” x R — R a projecdo no primeiro fator e s : R” — R" x R a secfo nula, isto €, a funcdo que
aplica x — (x,0).

Proposicao 3.23. As aplicacdes t* : H*(R") — H*(R" xR) e s* : H*(R" x R) — H*(R") sdo isomorfismos.
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Demonstragdo. Como mos = Id entdo:

e Se f € Q°(R") temos
(5" 0x")f =5 (for) = fomos = f

o Se o= fdx' N---Ndx* € QF(R™), k > 1, temos
(s*om)(a) = s*(fomdx'A---Adx)
= (fomos)dx' A---ndxr

= fdx'A---ANdxF
= o

Logo, s* om* = Id. No entanto, como so 7 # Id temos ©* o s* # Id no nivel de formas pois, por exemplo,
se f € QO(R" x R) temos

705" (f(x.1)) = foson(x.r) = fos(x) = f(x.0).

Para mostrar que * o s* é a identidade na cohomologia € suficiente encontrar uma aplicag¢ao K definida
em Q*(R" x R) tal que
Id—n"os" = +(dK — Kd) (3.3)

onde dK + Kd aplica formas fechadas em formas exatas, dessa forma, aplicando [@] € H*(R" x R) na classe
nula.
Observe que toda forma em R” x R € uma combinacgio linear de dois tipos de formas:

@ (") f(x,1)
(I) (7 o) A f(x,t)dt
onde o é uma forma em R”. Definimos K : Q¥(R" x R) — Q¥ !(R" x R) por:

M (7" e)f(x,1) —0

@) (7)) A f(x,1)di —s (1) /O o) dr

Agora vamos verificar se a aplicagdo K como definida acima satisfaz a equacgao (3.3). Para formas do tipo
I, B = (") f(x,t), onde a € QX(R") temos
(ld—7m"os")B = (m'a)f(x,0) =7 os (7 a)f(x,1))
= (”*a)f(xat) - ﬂ*af(x,O)

(dK —Kd)p = dK(B)—Kdp =—Kdp

of

- K (n*da)f(x,t)+(—1)k(7r*oc)/\(Zaﬂdxi—i—?tfdt)]

= —K((m*da)f(xn) +(-1)"'K ((n*a) /\Zgﬁdx‘) +(=D)F 1K ((n*a) A gfdt)

— (-1)*(7a) Otaa];dt
= ("M@ )f(x1) - f(x,0)]

Logo, (Id — n* os*)B = (=1)"1(dK — Kd).
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Para formas do tipo II, B = (7* @) A f(x,t)dt € Q¥(R" x R) temos

(Id—7"os)B =B — 7" 05" () A F(x,1)dr) = B

pois s*(dt) = d(s*t) = d(0) = 0. Por outro lado,

KdB = K |m*(da)A f(x,t)dt+(—1)% 1n*aA(de /\dt+aafdmdt>]

= K |m*(do) A f(x,1)dt +(—1)F 17T*0£/\<de /\dt)

= K ﬂ*(dOC)/\f(X,t)dt—i-(_l)kIZﬂ*a/\dxi/\<3j;dt>]

= n*(da) 1)dt 1)k! aAdx /—dt
/fx +( Zn’ X E

KB = d [Jr*(a) /0 t f(x,t)dt]
= n*(da)/tf(x,t)dt—i- (- (n*a) [Z (/Ot gj;dt) dxi+f(x,t)dt]
af i
— 7*(da) /fxtdt+ ) IZ (T a) Adx /0 S (1) (o) f(w,r
Logo,
(dK —Kd)B = (—=1)* Y m* o) A f(x,t)dt = (— 1) 1B = (= D)1 (1d — n* o5%).
Portanto, H*(R" x R) e isomorfo a H*(R"). O

Corolario 3.24 (Lema de Poincaré).

R, sek=0

Hk(Rn) - Hk(ponto) - { 0, caso contrdrio. 3.4)

Demonstragdo. Faga indugdo em n na Proposicdo 3.23. 0

O Coroldrio acima nos diz que toda forma fechada no R” € exata. Como toda variedade diferencidavel M
€ localmente homeomorfa a um aberto do R” seque que toda forma fechada em M ¢ localmente exata.

3.4 Cohomologia de De Rham com suporte compacto e Cohomologia com-

pacta vertical

Definicao 3.25. O suporte de uma fungdo continua em um espaco topolégico é o fecho do conjunto onde
f € diferente de zero, isto é,

Suppf:={peX; f(p) #0}.

Se na defini¢cdo do complexo de De Rham usarmos somente fun¢des C™ com suporte compacto, entao,
o complexo resultante é chamado de complexo de De Rham com suporte compacto.

Q} (M) = {fun¢des C™ em M com suporte compacto } Qr Q"

A cohomologia desse complexo é denotada por H (M).
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Definicdio 3.26. Seja 7 : E — M uma aplicacio sobrejetora entre variedades tal que 7~ !(x) é um espaco
vetorial para todo x € M. A aplicagdo 7 é chamada de um fibrado vetorial real de posto n quando existe uma
cobertura aberta {U;} de M e difeomorfismos que preservam as fibras

¢i :E|U,~ = ﬂil(Ui) — U; X R"

que sdo isomorfismos lineares em cada fibra.

Definicdo 3.27. Os complexos de formas com suporte compacto na direcdo vertical, QX (E), sdo definidos
da seguinte forma: uma k-forma o em E estd em QX (E) se, e somente se, para cada conjunto compacto
K C M, 7' (K) N Supp & é compacto.

Defini¢io 3.28. A cohomologia dos complexos QX (E) denotados por H,(E), é chamada a cohomologia
de E com suporte compacto na dire¢@o vertical, ou cohomologia compacta vertical.

Seja E um fibrado vetorial. Sejam x!,...,x¥™ as coordenadas locais de M e 11, ... ., 1,, as coordenadas locais

de E. Entdo, as formas de E sdo de dois tipos:
D (Tra)Af(x,t1,... ty)dtiy N---Adti,, r<n
(ID) (7 0) A f(x,t1,... ty)dty A=+ Adty.

Definicdo 3.29. Definimos a integrag@o ao longo das fibras m, : Q* (E) — Q*7"*(M) por
D (Tra)Af(x,t1,... ty)dtiy A---ANdt;, — 0, r<n

{an (7r*oc)/\f(x,t1,...,t,,)dt1/\---/\dt,,r—>a/f(x,tl,...,tn)dtl/\---Adtn.
E

Proposicao 3.30. A integracdo ao longo da fibra ©t, comuta com a derivada exterior d.

3.5 Classe de Euler

Nessa secdo mostraremos a definicdo da classe de Euler de um fibrado vetorial & : E — M quando o
posto de E € 2. O caso geral € similar porém mais complexo. A constru¢@o no caso geral pode ser encontrada
em ([BT24], §11)

Definicdo 3.31. Seja M uma variedade com atlas {(U;, ¢;) }. Dizemos que o atlas ¢é orientado se todas as

fungdes de transicdo ¢; o ¢ ;1 sdo difeomorfismos que preservam a orientagdo, isto é, o determinante do

Jacobiano de ¢; o ¢ j’l ¢ positivo. A variedade ¢ dita orientdvel se possui um atlas orientado.

Proposicao 3.32. Uma variedade M de dimensdo n é orientdvel se, e somente se, tem uma n-forma global
que nunca se anula ([BT24], pdg 29).

Seja E um fibrado vetorial orientado de posto n sobre M e seja E® = E \ {0}, onde {0} é a seciio nula.
Podemos dotar E com uma estrutura Riemanniana como segue. Seja {U;} uma cobertura aberta de M que
trivializa E. Em cada U; escolha um frame ortogonal para E|y,. Denote por (,); o produto interno em E |y,
induzido pelo produto interno usual em R”. Agora use a particdo da unidade {p;} para juntd-los, isto é,

formar
{s) :Zpi<7>i'

Assim, podemos definir uma fung¢@o raio em E. Suponha que E tem posto 2 e {U;} é uma cobertura aberta
coordenada de M que trivializa E. Como E tem uma estrutura Riemanniana sobre cada U; podemos escolher
um frame ortonormal. Isso define em EO\Ul. coordenadas polares r; e 6;. Se xy,...,x, sdo coordenadas de U;
entdo wxy, ..., T x,, r;, 6; sdo coordenadas em E0|U,~.

Na intersecdo U; N U; os raios r; € r; sdo iguais, mas as coordenadas angulares 6; e 8; diferem por uma
rota¢do. Isso nos permite definir de forma ndo ambigua ¢;; (a menos de miiltiplos de 277) como o angulo de
rotacdo na dire¢do anti horaria do sistema de coordenadas i para o sistema de coordenadas j:

Gj:9i+7r*(p,-j, (PijZUiﬂUj—>R (3.5)
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Apesar da rotacdo de i para j e depois de j para k ser o0 mesmo que rotacionar de i para k, no entanto,
ndo € verdade que @;; + @ — @i = 0. Apenas podemos dizer que

@ij+ Pjx — i € 2L (3.6)

Lema 3.33. Existem 1-formas &; em Uj tais que

1

o deij=&;—¢&. 3.7

Demonstracdo. Defina & = ﬁ Y« Prd @y onde {py} é a parti¢do da unidade subordinada a cobertura aberta
{U}. Entio,

1
Ei—&i= E;Pk d(Qrj — Pxi)-

Por (3.6) seque que
@ij+ Qji+ Qi = 2mwm
para algum m € Z, ou seja,
@ij = 2mm = —Qjk — Gri = Pkj — Pii-

Assim,
1
§i—6 = ﬁzpkd(fpij—Mm)
k

— LZ do::

- 7 kpk Qij
1

= Edq?ij-

O]

Do Lema 3.33 segue-se que d&; = d&; em U;NU;. Assim, podemos definir uma 2-forma global e tal que
restrita a cada U; é d&;. Esta forma e é fechada, mas ndo necessariamente exata, pois &; geralmente nio pode
ser definida globalmente. A classe de cohomologia de e em H?(M) é chamada classe de Euler do fibrado
orientado E. As vezes escrevemos e(E) em vez de e.

Proposicao 3.34. A classe de cohomologia de € é independente da escolha de & na construgdo acima.
Demonstragdo. Se {El} ¢ uma escolha diferente de 1-formas tais que

1 _
Ao =8, -E=5-§

entao,

e & é uma 1-forma global. Logo, B
d§;—dg=dg = [e] =[e].

Por (3.5) e (3.7) temos

de;

do;
d@j = d@i—i-ﬂ'*d(pij - dGJ = d91+277: (77:*(51' — g,)) - E — ﬂ*éj = E — 77:*&1'



3.7 SEQUENCIA DE GYSIN 33

em EOIUimUJ.. Assim, obtemos uma 1-forma global y em E°, a forma angular global, cuja restricio a cada
fibra € a forma angular (1/27)d0, isto &, se i, : R — E € a inclusdo ortogonal da fibra sob p, entdo,
i,y = (1/2m)d6. A forma angular global ndo € fechada

do;
1V <27r T é) T'dé n*d&;
no entanto, pela equacio acima segue que
dy = —m"e. (3.8)

No caso quando 7 : E — M é um fibrado vetorial onde cada fibra é uma esfera, também ¢é possivel definir
uma funcdo angulo v tal que a igualdade (3.8) se verifica.

Observacio 3.35. Quando E é um produto, isto é, E = M x R?, y pode ser tomada como o pullback de
(1/27)d8 sob a projecio E° = M x (R? — {0}) — R? — {0}. Nesse caso y é fechada, logo, e = 0.

Proposicao 3.36. Seja E um fibrado orientado, onde cada fibra é uma esfera S", n > 1. Se E tem uma secdo
que nunca se anula, entdo, a classe de Euler ¢ identicamente nula.

Proposiciio 3.37. O niimero de Euler de uma variedade compacta orientdvel, definido por [,,e(TM), é
igual a caracteristica de Euler (M) =Y (—1)4dimH1.

Exemplo 3.38. A caracteristica de Euler de uma n-esfera $” é:

2 sené par
ny __ 1\ —
28 =1+(=1) {0 se n é {mpar.

Assim, pela Proposicdo 3.37 se n € par temos
/ e(TS") = 2 —> e(TS") #0.

Seja n = 2k — 1. Entdo existe uma secio do fibrado unitdrio de $>*~2 C R?" dado por
Y(x) = (XZ, —X1,X4,—X3,- X2, —)CQ,,_]) S T1S2n717 xe st

que nunca se anula. Logo, pela Proposi¢ao 3.36 segue-seque e(7] SZ"*I) =0.

3.6 Sequéncia de Gysin

Um tipo especial de sequéncia, a sequéncia espectral, de um fibrado é essencialmente um modo de
descrever as relagdes algébricas entre a cohomologia do espago base, das fibras e do espaco do fibrado total.
Em certas situacdes especiais a sequéncia espectral se reduz a uma sequéncia exata longa. Um desses casos
especiais € a cohomologia de um fibrado cujas fibras sdo esferas. O resultado é uma sequéncia chamada
sequéncia de Gysin.

Teorema 3.39. Seja ©t : E — M um fibrado vetorial orientado com fibra S*. Entdo, existe uma sequéncia
exata longa

D HME) s HRM) L B (M) Ty BV E) ——s -

em que as aplicagdes T, /\e e T sdo integracdo ao longo da fibra, multiplicacdo pela classe de Euler e o
pullback natural, respectivamente.
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3.7 Aplicacoes

Sejam M = §", M = CP" ou M = HP". Entdo M com a métrica canOnica forma uma variedade Rieman-
niana onde todas as geodésicas sdo fechadas de mesmo periodo 27 (a menos de reparametrizagdo), isto €,
M é uma C,-variedade.

Observaciio 3.40. Seja (M,g) uma variedade Riemannina e C = T;M/S' como definido em (1.30), onde
S!' =R /277Z. Suponha que (x1,v;) ~ (x2,v2), entdo

(x2,v2) = (7 (5), 72, ()
para algum s € S', ou seja,
(75 (0), %5 (0) = (%) (), %, ())-
Logo, pela unicidade das geodésicas obtemos
%‘Czll = ’}/)‘C)zz

Como (x1,v1) e (x2,v2) sdo elementos arbitrdrios de uma classe de equivaléncia, entdo podemos identificar
[(x,v)] com a geodésica I'(s) := (y(27s), 7(27s)) € Ty M onde para todo s € S' tem-se I'(s) ~ (x,v), ou seja,

[(x,v)] = {((5),7(5)) s s € 5}

Dessa forma, podemos definir uma aplicagdo j: C — T1M por j ([(x,v)]) = (y(0),7(0)). Assim, pelo Lema
3.22 obtemos uma aplicagdo j* : H*(T;M) — H*(C). Como 7o j = Id segue por um argumento andlogo ao
da demonstrac¢@o da Proposicdo 3.23 que j*on* =1Id.

Lema 3.41. Sejam M = $*" ¢ C = T15*"/S'. Entdo, os niimeros de Betti de C sdo:

1, seiépare 0<i<4n-2

0, caso contrdrio.

Demonstragdo. Tome a fibragido S2"~! — 715" — 52", Entio, a sequéncia de Gysin associada a esta fibra-
¢ao é:
. —— HP(Ty8?) —Zs gr—(n=1)(g2n) _fe HP (52 = HPH (TS8P —— .

2

Observe que como T} §21 & conexo temos H °(T1 SZ") = R. Além disso, sabemos que

R, sek=0ouk=n
0, caso contrério.

HY(S") = {

Assim, como a sequéncia de Gysin é uma sequéncia exata longa e sabemos as cohomologias de 2, pode-
mos calcular as cohomologias de 7;5>".

e Para 0 < p < 2n—2temos p — (2n— 1) < 0. Logo, H?~(2=1)(§2") = (. Usando,

Hp(SZn) _)Hp(TISZn) _)Hp—(ln—l)(SZn) _>Hp+1(SZn)
—— —_————
=0 =0

concluimos que H”(T15*") = 0 paratodo 0 < p < 2n—2.

e Se p=2n—1temos

0 _>H2n71(T152n) i> HO(SZn) &H2n(52n) L*> HZn(TIS2n) v H! (SZn)
—— —— ——
=R =R =0
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Como a classe de Euler de uma esfera de dimensao par é diferente de zero, como vimos no exemplo
3.38, e a dim Hy(S?") = 1 segue-se que a aplicacdo Ae : H?(5?") — H?"(S?") é injetora. Logo,

H* (T1$*") 2 Im(x,) = ker(Ae) =0 e R=Im(Ae) = ker(n*).
Além disso, como
dimIm(z*) + dim ker(n*) = dimH*"(§*") = | = dimIm(n*) = 0 = Im(n*) =0
temos H>"(T;$*") = Im(7*) = 0.
e Se2n+1< p<4n—2segue que H?~2"~1)(52") = 0 pois 2 < p— (2n— 1) < 2n— 1. Entdo, como

Hp(SZn) %Hp(TlSZn) %pr(anl)(SZn) _>Hp+1(52n)
~—— —_——
=0 =0

concluimos que H?(T;$*") = 0.

e Se p=4n—1 temos
0 4)H4n—1(T152n) %HZn(SZn) N H4n(S2n)

Assim, H*~1(T;5?") = H>"(§?") ~ R,

Resumindo, temos

R se = 0 ou - 4” - 1
P(T §2") = ’ b b
HP(T;S™) { 0, caso contrario.

Tomando agora a fibragio S! — 775%" — C podemos calcular as cohomologias de C a partir das coho-
mologias de 775". A sequéncia de Gysin associada a esta fibracio é:

S HP(TiS?) —Z— HPY(C) =L PN (C) — s HPTN (TSP —— -

onde e € H*(C) é a classe de Euler do S!-fibrado sobre C induzido pela fibragdo S' — 7;5** — C. Observe
novamente que como C é conexo temos H°(C) = R.

e p=0temos

HY(T1S*") - H'(C) = H'(C) - HY(T;$™") — ---
—— ——
=0 =0

Logo, H!(C) = 0.
e Se p=1temos

0 — H'(T18*") — H°(C) — H*(C) — H*(115*") — H'(C) — H*(C) — H*(T35™")
S——— S——— S————
Logo, H*(C) = H'~Re H*(C) 2 H'(C) =0.
e De forma indutiva, para 0 < k < 2n— 3 temos

— — —
=0 =0 =0

Logo, H**2(C) = H* = R e H**+3(C) = H**1(C) =0, ou seja,

HP(C) = R, sepépare0<p<4n—-3
10, sepéimpare0<p<4n—3
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e Se p =4n—3 temos
H4n73(T1S2n) N H4n74(c) N H4n72(c) N H4n72(T1S2n)
—— ——
=0 =0
Logo, H¥'~2(C) = H*~*(C) = R.
e Seja p =4n—2. Como dim C = 4n — 2 temos Q*(C) = 0 e isto implica que H*'(C) = 0. Assim, temos
H4n—3 (C) N H4n—l (C) 77"_*> H4n—1 (T1S2n) &> H4n—2 (C) —>H4n(C)
— — — ——
=0 >R ~R =0
Logo, H*~1(C) 2 Im(n*) = ker(m,) = 0.

Portanto, bp(C) =1 se p é um ndmero par tal que 0 < p < 4n —2 e zero nos outros casos. OJ

Lema 3.42. Sejam M = §2tl o ¢ = 1y 82+ / S, Entdo, os niimeros de Betti de C sdo:

1, seiépare0<i<2n—2
2, sei=2n

1, seiépare2n+2<i<4n
0, caso contrdrio.

bi(C) =

Demonstragdo. Tome a fibracio $* — T152"+! — §27+1, A sequéncia de Gysin associada a esta fibracio é:
RN Hp(T1S2n+1) L pr(Qn)(SZnJrl) L) Hp+l(S2n+l) ”—*> Hp+l(T1S2n+]) ..

Como no Lema 3.41, temos HO(7;5>"+!) = R, HO(§?"+!) = g2 +1(§2+1) = R e H¥(S>"*!) =0 quando k # O e
k#2n+1,

e Se0< p<2n—1temos HP~2"(§2"*1) =0 pois p—2n < 0. Logo, nesses casos H? (8" 1) = 0 = HP~21(s?+1)
e pela parte da sequéncia

Hp(SZnJrl) —>HP(T152n+1) _>Hp72n(52n+1) _)Hp+1(S2n+l)
—— ——
=0 =0
obtemos H” (T;5"+1) = 0.
e Se p =2n temos

0 —s HZn(TISZrHH) L HO(S2n+]) ﬁ) H2n+l (S2n+l) ”_*> H2n+1 (TISZnJrl) N Hl (52n+l)
—— —— ——
~R =R =0
Como no Exemplo 3.38 vimos que a classe de Euler de uma esfera de dimensio impar é zero, entdo
0 =Im(Ae) = ker(m")
Assim,
R = Im(z*) = H2"H (18211 (3.9)
R = ker(Ae) = Im(m,) = H>"(T;5*" 1),
e Se2n+2 < p < 4ntemos HP~2"(§>"*+1) pois 2 < p —2n < 2n. Logo,

Hp(SZIH-l) _)Hp(T1S2n+l) N Hp—Zn(SZn-H) N Hp-H(SZrH—l)
N——— —_—
=0 =0

e isto implica que H? (T;$*"+!) = 0.
e Se p=4n+1 temos

0 *)H4n+1(T152n+1) — H2n+1(S2n+1) %H4n+2(52n+1) *)H4n+2(T152n+1)

~R =0
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LOgO, H4n+1 (T1S2n+1) o~ H2n+1 (SZn—H) ~R.

Resumindo:
R, sep=0,2n2n+1,4n+1

4 2n+1 —
HP(T,S ) {07 caso contrdrio.

Tomando a fibragio S' — T152**! — C, obtemos a sequéncia de Gysin

L —— (TS —E H(C) S HP(C) — T HPTI(TSH) ——

e Se p =0 temos
HY(Ty 8% - HY(C) — H'(C) — H' (T 8*"T1)
—— —_—
=0 =0

ou seja, H!(C) = 0.

e Se p =1 temos

H (T;8*") = H(C) — H*(C) — HX(T1$*"'!) — HY(C) — H?(C) — H (T $*')
N———— N———— N————’
=0 =0 =0

Logo, H*(C) 2 H°(C)=Re H*(C) = H'(C) =0.

Indutivamente, se 0 <k <n—2temos 1 <2k+1 <2k+2 <2k+3 <2n—1 e disso segue que

—_— —_— —_——
=0 =0 =0

Logo, H**2(C) =2 H*(C) 2 R e H**+3(C) 2 H**1(C) = 0.

Se p =2n— 1 temos

I_IZn—l(T1 S2n+1) N H2n—2(C) E} H2n (C) l*) HZn(TISZn—H) — HZn—l(C) N H2n+1(c) N I_IZn—H(T1 52n+1)
—_— N—— —— ——— —_—
=0 ~R ~R =0 ~R

Pela observagio 3.40 obtemos uma aplicagio j* : H*(T8?"+1) — H¥(C) tal que j* o* = Id. Assim, pelo Lema
de Splitting segue-se que
H>(C) = H* 2(C) @ H* (115" ) 2R R.

Tome agora a seguinte parte da sequéncia de Gysin:
0— H2n+l (C) 1*) H271+1 (Tl 52ﬂ+1) g H2n (C) Lf; H2n+2 (C) N H2”+2(T1S2"+1)
— N—— —
>R ~RER =0
Como vimos na equacgdo (3.9)
H2n+1 (T152n+l) g H2n+1 (S2n+]) ~R

onde 7* := mt* : H*" (T, §7"+1) — H?'*1(S2"+1), Entdo, H?"*1(T15%"+1) é gerado por um elemento 7*¢ que
é o pullback da forma volume ¢ em Q>"+1(§2"*1), Assim, se r!,...,#>"*! sdo coordenadas em S"*! segue-se
que T ¢ =dt' A...ANdt* e

. (7T°9)

dt' A NdEN . N AT Idx"
S

= 2mdi' AL AdE AL AP

£ 0.

Logo, ker(m,) = 0, ou seja, 7, é injetora. Disso segue-se que H>"*(C) = Im(n*) = ker(m,) =0 e 1 =
dimIm(x,) = dimker(Ae). Assim,

2 =dim H*"(C) = dimIm(Ae) + 1 = dimIm(Ae) = 1.

Logo, by,+2(C) = dim H*"*2(C) = dimIm(Ae) = 1.
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e Sen+1<k<2n-—1temos
2n+2 <2k <2k+1<2k+2<4n-2.

Logo,
—— —_—— —_———
=0 =0 =0

e de forma indutiva obtemos: H**1(C) = H*~1(C) = 0 e H**2(C) = H?*(C) = R.

e Se p =4ntemos

1_1411(T1 S2n+1) N H4n_1(C) N H4n+1(C) 1*) H4n+1(T1 SZn—H) g H4n(C) ﬂ; H4n+2(c) N I_I4l1+2(T1 S2n+1)
—_————— ~—— —_——— |
=0 =0 =R ~R =0

Como H*"+1(T;§?"+1) é gerado pela forma volume de 7;5***! temos 7, # 0. Logo, como Im(x,) C H*'(C)
temos
1 <dimIm(x,) < H*(C) = 1 = dimIm(z,) = 1

e dimker(r, ) = dim H*"+!(7;5?"*1) — dimIm(7,) = 0. Assim,
H*"(C) 2 Im(%*) = ker(m.) = 0.
Além disso, como 1 = dimIm(7,) = dimker(Ae) e dimH*'(C) = 1 temos
0 =1Im(Ae) = H*2(C).
Portanto, b (C) = 1 se k é um inteiro par tal que 0 < k < 4n e k # 2n, b2, (C) =2 e by (C) = 0 nos outros casos. [

Lema 3.43. Sejamn M = CP" ¢ C = T|CP"/S U Entdo, os niimeros de Betti de C sdo:

bo(C) =1,b2(C) =2,b4(C) =3,...,021-2(C) =n=bop, boy11(C)=n—1,...,b4,2(C) =1
e b, =0se p é impar.
Demonstra¢do. Demonstraremos o caso n = 2m, o caso n impar é andlogo. Sabemos que

g <k<
Hk((CP”)Z{ R, seképare0<k<2n

0, caso contrario.
Tome a fibragdo S¥"~! — T;CP?>" — CP>". A sequéncia de Gysin associada a esta fibragio é:

. Hp(Tl(Csz) U Hp—(4m—1)((CP2m) e HP'H((CPZ'") T Hp+1(T1(CP2m)

Como T;CP*" ¢ conexo temos H(T;CP*") =~ R.

e Paral < p <4m—2temos p— (4m—1) < 0. Logo HP~4"=1)(CP¥) =0 e de

HP=D=Gm=1)(Cp2m)  gP(CPP™) — HP (T,CP™) — HP~Gn =D (Cp™)
—
=0 =0

segue que HP(CP?") = HP (T,CP*™). Assim,

R Sepéparel<p<4m72
p ny ~ ’ PR

e Se p=4m—1 temos

0 — B ([iCP?™) B HO(CP) 5S oA (CPP™) B B (T,CP™) — H' (CP™™)
—_—— — —_———
=~R =R =0
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Como a caracteristica de Euler de CP" é n+ 1 entdo pela Proposicdo 3.37 temos

/ e=2m+1=e#0.
cp2m

Assim, como dimIm(Ae) > 1 e Im(Ae) € H*"(CP>") temos
1 < dimIm(Ae) < dimH*"(CP*") = | = dimIm(Ae) = 1

e disso segue que
- dimker(Ae) = dim H°(CP*") —dimIm(Ae) =1—1=0
- 1 =dimIm(Ae) = dimker(7*)
— dimIm(7*) = dim H*"(CP*") — dimker(7*) =1—-1=0

Assim,
H¥" 1 (T;CP*™) = Im(x,) = ker(Ae) = 0

H¥™(T;CP?™) = Im(7*) = 0
e Se2m<k<4m—1temos2 <2k+1—(4m—1) <4m. Assim, de

o

0 %HZk—H (Tl CP2m) 3H2k+1—(4m—1)((cp2m) /\*% 0 £>H2k+2(T1 (CPZm) %H2k+2_(4m_1>((CP2m) =0

segue que
2+ (Tl CPZm) ~ H2k+17(4"171)((CP2m) — H2(k+172m)((cp2m) ~R (3.10)

H2k+2(T1 (CP2m) ~ H2k+2—(4m—1)((cp2rn) _ HZ(k+1—2m)+1 ((CPZm) -0

Logo,
0, sepéparedm+1<p<8m—1

p ny o
H (TI(CP)_{ R, sepéimparedm+1<p<8m—1.

Tomando a fibragio S! — T;CP?" — C obtemos a sequéncia de Gysin

5 HP(T,CP?) — Ty grl(C) LS HPH(C) —F— HPTY(T,CPP™) —— -

e Se p =0 temos
H(1,CP*™) - HY(C) —» H'(C) — H' (T,CP*™)
—— —_——
=0 =0
Logo, H'(C) =0

e Se p=1temos
H'(T,CP*™) — HO(C) S H3(C) & HX(T,CP*) — H'(C) — H*(C) — H3(T;CP™™)

N———— N—— N—————’
=0 =0 =0

Pela Observagio 3.40 obtemos j* : H>(T;CP*") — H?(C) tal que j* o t* = Id. Logo, pelo Lema de Splitting
segue-se que
H*(C) = H(C)®H*(TICPP™) = R®R e H*(C)=0.

e Para 0 <k <2m—2 temos

H2k+1(T] (CPZm) N HZk(C) ﬂ; H2k+2(c) ”—*>H2k+2(T1 (CPZm) —>H2k+1(C) N H2k+3(C) _>H2k+3(Tl (CPZm)
— —— —
=0 =0 =0
Assim, H***3(C) = 0 e por indugo obtemos
H2k+2(c) ~ H2k(c) @H2k+2(T1(CP2m) ~“Rap---OR.
—_————

k+2 vezes
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o Se p=4m— 1 temos

HY" Y (TyCP*™) — H*"%(C) — H*"(C) — H*"(TyCP*™)
— ———
=0 =0

Logo,
HY™(C)=H*"2(C)=R®---®R.
————r

2m vezes

e Se p=4m+1 temos

0— H4m+1<c> I) H4m+l(T1(CP2m) g H4m(C) ﬁ; H4m+2(c) - H4m+2(Tl(CP2m)

N——— —— N———
=~R ~Rp-- &R =0
2m vezes

Como 7, € injetora temos
H¥"(C) = Im(n*) = ker(m,) = 0.

Como
dimker(Ae) = dimIm(r,) = dim H*" "1 (T, CP*") — dimker(7,) = 1
temos
dimIm(Ae) = dim H*"(C) — dimker(Ae) = 2m — 1.
Logo,

HY"2(C) = Im(Ae) ZRD--- DR,

e Por indugdo, para 2m+1 < k < 4m— 1 temos

Am2 (€) — 2kt () 1’; 2k (1,C sz) LY H2k(C) NS k2 (€) - H2k+2(T1(CP2m)

—— —_——— —— —_———
=0 =R =R--OR =0
Xof vezes
_ (8m—2)—2k _ = .
onde xp = ~———— +1 = 4m — k. E pela mesma argumenta¢ao do caso anterior obtemos

H*1(C) = Im(n*) = ker(m,) =0

H*2(C) = Im(Ne) 2 R@---®R
—_———

Xop+2—1 vezes

Portanto, bQ(C) =1, bz(C) =2, b4(C) =3,... 7]94,,1_2(C) =2m, b4m(C) =2m, b2m+2(C) =2m-2,..., bgm_z(C) =1
e bp(C) =0se p é impar.

Lema 3.44. Sejan M = HP" e C = T{HP"/S L Entdo, os niimeros de Betti de C sdo:
bo(C) =b2(C) =1,b4(C) = b6(C) =2,...,b4n—4(C) = ban—2(C) = n = bay = ban2(C),...,bgn(C) =1
e b, =0se p éimpar.

Demonstracdo. Verificaremos o caso quando n = 4m. Os casos quandon =4m+1,n=4m+2,n=4m+3
sdo analogos. Tome a fibragdo S'"~! — TyHP*" — HP*". A sequéncia de Gysin associada a esta fibracio

c.
N Hp(TlHP4m) i) Hp7(16m71)(HP4m) i Hp+1(HP4m) L> Herl(TlHP4m) ..

Como T1HP*" é conexo temos H?(T{HP*") =2 R. Além disso, sabe-se que

R, sek=0,4,8,...

k ny
H(HP") = { 0, caso contrdrio.

Disso segue que:
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e Para 1< p<16m—2temos p— (16m— 1) < 0. Logo, nesses casos HP~(10"=1)(HP*") = 0, e como

H(p71)7(16m71)(HP4m)_)HP(HPAfm)_)Hp(TlHP4m)_)HP*(16m71)(HP4m)

=0 =0

segue-se que H” (T;HP*") = HP (HP*"). Entdo, se 1 < p < 16m — 2 temos

P ) = ’ DI
HP(T{HP") { 0, caso contrrio.

Se p=16m— 1 temos

0 _>H16m71(T]HP4m) 3HO(HP4m) Le>H16m(HP4m) E)Hlém(T]HPAlm) —>H1(Hp4m)
R ~R =0

IR

Como a caracteristica de Euler de HP" é n+ 1 entdo pela Proposi¢ao 3.37 temos

/ e=4m+1=-¢e#0.
Hp4m

Assim, dimIm(Ae) > 1 e como Im(Ae) C H'" (HP*") temos
1 <dimIm(Ae) < dimH'%"(HP*") = 1 = dimIm(Ae) = 1

e disso segue que

— dimker(Ae) = dim H(HP*") — dimIm(Ae) =1—1=0
- R=Im(Ae) = ker(m*)
- dimIm(7*) = dim H'®"(HP*") — dimker(x*) = 0

Logo,
H'" V(T HP*™) = Im(r,) = ker(Ae) = 0
H'"(T{HP*") = Im(n*) = 0.
Se 8m <k <16m—1temos?2 < py:=2k+1—(16m—1) < 16m. Além disso,
H2k+1 (HP4m) — H2k+2 (HP4m) — H2k+3 (HP4m) — 0
pois 2k+3 > 2k+2 > 2k+1 > 16m. Disso segue que

0 — H*TY (T HPY™) — HPC(HPY™) — H**F2(HP*™) — H*T2(T{HP*™) — HPFP L (HPY™) — 0

\16_/
Assim,
HA2 (T HPY™) 2 gt (HpAm) = g2 =8m+1grpimy — o
e
HA*H (T HPY™) = gPs(HPY™) = { E)Ri’ z: E z g:far 3.11)
pois:

— Se k é impar, isto é, k = 2x+ 1, entdo

pr=2k+1)—16m=22x+2)—16m=4(x+1—4m).
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— Se k é par, isto é, k = 2x temos
pk=2(k+1)—16m=2(2x+1)— 16m = 4(x —4m) + 2.
Logo, para 16m+ 1 < p < 32m temos

R, sep=4s+3, sc€Z

0, caso contrdrio. (3.12)

HP (T HP*™) = {

Tomando a fibracio S' — TyHP*" — C obtemos a sequéncia de Gysin

. HP(LHP) — % gr-1(C) -2 Hrl(C) —Z— HPYY(THPY) —— ...

e Se p =0 temos

H°(n\HP*") — H™'(C) — H'(C) — H'(THP*™)
=0 =0

Logo, H'(C) = 0.
e Se p =1 temos

H'(TyHP*") — H°(C) — H*(C) — H*(T{HP*") — H'(C) — H*(C) — H*(T{HP*")
——— ~———— ~—————

Logo, H*(C) =2 H°(C) ¥R e H*(C) < H'(C) =0.
e Se p =3 temos

H?(TyHP*") — H*(C) — H*(C) — H*(T{HP*") — H*(C) — H>(C) — H>(T{HP*")
——— ~——— —— ~—————
=0 R =0 =0

Il

Pela Observagio 3.40 obtemos j* : H*(T;CP*") — H*(C) tal que j* o * = Id. Logo, pelo Lema de
Splitting segue-se que

HY(C) =2 H*(C)oHY(T{HP*) =2 R®R e H’(C)=0.

e Para 0 <k <4m— 2 temos

0 — H*(C) —» H**2(C) — H¥*2(mHP*™) — H¥*(C) - H*3(C) = 0
N——
=0

0— H4k+2 (C) — H4k+4 (C) N H4k+4(7~1 HP4m) N H4k+3 (C) N H4k+5 (C) =0
—_—— \‘6_/
=R =

pois 2 < 4k+2 < 4k+4 < 16m —4. Logo, indutivamente obtemos
H4k+2(c) o H4k(c) o R@ . EBR, H4k+3 (C) o H4k+l(c) -0
—_———

(k+1)—vezes

(k+2)—vezes
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e Se p = 16m — 3 temos

0 — H'9"4(C) — H'"2(C) — H'*" (T, HP*") — H'"3(C) — H'*"(C) — 0.

=0

Logo,
H'"2(C)=2 ') =Ra---0R e H'" ' (C)=H'""3(C)=0.
———

4dm—vezes

Se p=16m— 1 temos

0— H'*"2(C) — H'*"(C) — H'*"(T{HP*"") — H'*"(C) — H'*""(C) - 0
N———
=0

Logo,
H16m(C) o~ H16m72(C) ~“Ra@---@R e H16m+1(c) ~ H16m71 (C) —-0.
—_———

4m—vezes
Se p=16m+1 temos

H16m+1(T1HP4m)—>H16m(C)—)H16m+2(C)—>H16m+2(T1HP4m)

=0 =0

Logo,
H16m(C) ~ H16m—2(c) ~ R@ . @R
—_———
4m—vezes

Continuando a sequéncia acima temos

00 _>Hl6m+3(c) gH16m+3(T1HP4m) 3H16m+2(c) f)Hlﬁm-M(C) 0
~R zRa:éBR
dm—vezes
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Como 7, é injetora e dimH'6"+2(THP*") = 1 entio dimIm(7,) = 1 e R = Im(7,) = ker(Ae).

Assim, dimIm(Ae) = dim H'%"+2(C) — dimker(Ae) = 4m — 1 e, portanto,

H'"3(C) =2 Im(n*) = ker(m,) =0

H'"™(C) 2 Im(Ne) ZR®--- B R.
———

(4m—1)—vezes

Por indugdo, para 4m < k < 8m — 2 temos

0 _>H4k+3(c) 1*>H4k+3(TlHP4m) 3H4k+2(c) f}H4k+4(C) =0
—_— ——

=~R >R @R
Xq+2 —vezes

onde

(32 —4) — {muiltiplo de 4 menor ou igual a 4k+2} 1= 32m—4 —4k n

Xaprn = . —— tl=sm—k

Pelo mesmo processo do caso anterior obtemos

H4k+3(c):O e H4k+4(C)g R@@R
—_———

(xagr2—1)—vezes
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Seguindo a sequéncia acima temos

0— H4k+3 (C) N H4k+5 (C) N H4k+5(T1HP4m) N H4k+4(c) — H4k+6 (C) 0
—_——
=0

Logo,
H¥* ()= ¥ () =0 ¢ H¥*(C)=H¥*™(C)~ Rp---OR
A,_/

(xap2—1)—vezes
Portanto, temos

bo(C) =b2(C) = 1,b4(C) = bs(C) =2,...,b16m—a(C) = biem—2(C) = 4m,

biem(C) = bigms2(C) = 4m, ..., b32u_4(C) = b3pu—2(C) = 1.



Capitulo 4

Variedades Simpléticas e Sistemas
Hamiltonianos

4.1 Algebra Linear Simplética

Definicdo 4.1. Um espaco vetorial simplético (V,®) é um espago vetorial real V munido de uma forma
bilinear @ : V xV — R que é

e anti-simétrica: @(u,v) = —@(v,u) para todo u,v € V.
e nio-degenerada: @(u,v) =0 paratodoveV = u=0.
A forma o é dita uma forma bilinear simplética em V.
Observacao 4.2. A forma bilinear @ € as vezes chamada de uma estrutura simplética linear em V.
Exemplo 4.3. O exemplo mais simples de espaco vetorial simplético é R?" equipado com a forma
n
ab:;dxmdy,- 4.1)
i=

onde Xx1,...,X,,V1,-..,yn sio coordenadas em R?". Se (, ) é o produto Euclideano candnico de R?" entdo a
forma simplética @y se escreve como
w(X,Y) = (JoX,Y)

para todo X,Y € R2", onde Jy é a matriz em blocos
0 -—-Id
b= ( d 0 > ‘

Exemplo 4.4. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e V* o seu dual. Entdo, V & V* com a forma
bilinear

OX+f,Y+g)=f(¥Y)—gX)

& um espaco vetorial simplético.

Definicio 4.5. Seja (V,®) um espago vetorial simplético de L C V um subespago vetorial. O ortogonal
simplético de L € o conjunto

L?={ueV; ow(u,v)=0paratodov e L}.

Teorema 4.6. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e ® uma forma bilinear anti-simétrica em V.
Entdo, existe uma base uy, ... ,ug,e1,...,en, fi,...,fn deV tal que

o o(u;,v) =0, paratodo 1 <i<keparatodoveV,

45
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o w(ejej)=0=0(fi,fj), paratodo1 <i,j<ne
o w(e;, fj) = 6j paratodo 1 <i,j<n.

Demonstragdo. Seja U ={u €V ; @(u,v) =0 paratodo v € V}. Escolha uma base uj,...,u; de U e um
espaco complementar W de U em V tal que

V=UoW.

Como U NW = {0} segue que para qualquer ¢; € W ndo nulo existe f; € W tal que @(ey, f1) # 0. Entéo,
fixando e e f; com essa propriedade podemos assumir que @(ey, f;) = 1. Seja

Wi = span{e, f1}.
Veja que se v = ae +bf; € Wi NW,° temos

0=0w(v,e;)=—b
0=w0lfi)=a

Logo, v =0, ou seja, Wi "W, = {0}. Além disso, se v € W é tal que w(v,e1) = c e (v, fi) = d segue que
v=(—cfi+de))+ (v+cfi—de)

onde (—cfi +de;) € Wi e (v+cfi —dey) € W°. Portanto, W = W; @ W.

Tome agora e, € W,” nao nulo. Entdo, existe f, € W)” tal que w(ez, f2) # 0. Assuma que ®(ez, ) =1
e tome W, = span{es, f>}. Pelo mesmo argumento anterior podemos mostrar que W,* = W, & W,”. Como
dimV < oo esse processo eventualmente acaba e, assim, obtemos para algum n € N

V=UeW eW,o - --oW,

onde todos os somandos sdo ortogonais com respeito a @ e onde W; tem base ¢;, f; com @(e;, f;) =1. O

Corolario 4.7. Seja (V,®) um espago vetorial simplético. Entdo, dimV ¢é par e existe uma base e, ... ey,
fi,.., fundeV tal que

o(ei, fi) = 8j e o(ee)) =o(fi,f;) =0.
Demonstragdo. Como @ é ndo-degenerado segue que
U={ueV; o(u,v)=0paratodoveV}={0}.
Entéo, pelo Teorema 4.6 segue o desejado. 0

Definicdo 4.8. Sejam (Vi,m;) e (v2,@,) espacos vetoriais simpléticos. Dizemos que uma transformagéo
linear T : V| — V, é simplética se T* @, = @, ou seja, se @ (T (u), T (v)) = @y (u,v) para quaisquer u,v € V.
Se Vi e V, tem a mesma dimensdo entdo dizemos que 7' é um simplectomorfismo e que (Vi, ;) e (Va2, @)
sdao simplectomorfos.

Proposicao 4.9. Seja (V,®) um espago vetorial simplético. Entdo para qualquer subespaco W C 'V vale
dimV = dimW +dimW?®.

Demonstragdo. SejaW° = {f € V*; W C ker f} o anulador de W. Defina a aplicacio T : V — V* por
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Como @ é ndo-degenerada segue que ker 7' = {0}. Logo, T é um isomorfismo. Assim, como

T7'W% = {vev;T(v)ew’
= {veV;,ovu)=0,YuecWwW}
= W

e para qualquer subespaco W de qualquer espaco vetorial V temos dimW + dimW° = dimV concluimos
que
dimV = dimW +dim 7~} (W°) = dimW + dimW©.

4.2 Variedades Simpléticas

Defini¢io 4.10. Uma forma simplética em uma variedade M é uma 2-forma @ satisfazendo:
e o é fechada, ou seja, dw =0
e o é ndo-degenerada, ou seja, se para todo x € M temos @, (u,v) = 0 para todo v € T,M entdo u = 0.

Definicdo 4.11. Uma variedade simplética ¢ um par (M, ®) formado por uma variedade M e uma forma
simplética @ em M.

Exemplo 4.12. O exemplo mais simples e mais importante de variedade simplética é o R*"* com coordena-

dasx',....x",y',...,y" e sua forma simplética candnica
n . .
Wy = Z dx' ANdy'.
i=1

De modo geral, qualquer espago vetorial simplético é uma variedade simplética.

Exemplo 4.13. Outro exemplo importante e que serd muito utilizado no decorrer desse trabalho € o fibrado
cotangente 7 : T*M — M de uma variedade M dotado da 2-forma @, que definiremos a seguir. Antes
disso, defina a 1-forma tautolégica Qtay € Q! (T*M) por

op(X) =& (dm,X) (4.2)
para todo p := (x,&) € T*M e para todo X € T,,(T*M). Entio, defina a 2-forma candnica em 7*M por

WDcan = _dataut- (4-3)

Seja U C M um aberto com coordenadas x!,...,x". Entdo, as 1-formas dx' € Q!(U) associadas sio tais que
para cada x € U, dx'|,,...,dx"|, formam uma base de T;M. Se & € T;M entio & = ¥ &dx!, onde § € R
sdo unicamente determinadas por &. Logo,

xl,...,x",él,...,é‘n

sao coordenadas naturais de 7*U. Estas coordenadas, por sua vez, induzem coordenadas em 7' (T*U ) dadas
por

GG
isto é,se p=(x,&) e X, € T,(T*U) entdo
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Logo, a 1-forma O,y Se escreve localmente como

o (X,) = &(dmX),)

(et

= Z Enildx’

i,j=1

= Z &'
ljl

= ) &ax

i=1

)

mm=

/—\
QJ‘QJ
~

Portanto, localmente temos

n
Ocan = —d Oy = Y, dx' NdE;. (4.4)
i=1

Definicdo 4.14. Uma aplicacio simplética ¢ : (M), ®,) — (M, ;) entre variedades simpléticas é uma
aplicagdo diferencidvel satisfazendo @*w, = ®;. Se ¢ for um difeomorfismo, entdo, dizemos que @ é um
simplectomorfismo.

Teorema 4.15 (Darboux). Seja (M, ®) uma variedade simplética de dimensdo 2n e seja p € M. Considere
R munido da forma simplética candnica . Entdo, existem vizinhancas U C M de p, V C R?" de 0 € R¥
e um simplectomorfismo @ : U —V tal que ¢(p) =0e ¢ 0y = .

Esse teorema nos diz que todas as variedades simpléticas de mesma dimensao sdo localmente iguais.

4.3 Equacoes de Hamilton

Defini¢sio 4.16. Um sistema Hamiltoniano é uma tripla (M, @, H) onde (M,H) é uma variedade simplética
e H : M — R é uma funcéo suave, chamada de fungdo Hamiltoniana.
Associada a (M, ®,H) estd o campo Hamiltoniano Xy, definido implicitamente por

ix,0=dH, ie, dH(y)= o(Xy,y)paratodoye TM.

Teorema 4.17. Considere R¥" com coordenadas (Pl Pnsqiy- - qn) € @ = YidpjANdqj. A curva
pr = (p(t),q(t)) é uma curva integral de Xy se, e somente se,

dp,' - JoH
Z(I) = Tqi(l’(f)vcﬂt))
(Equacoes de Hamilton)
dq,' . JoH
E(I) = —TPI_(P(I)JI(I))
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Demonstracdo. Seja Xy =Y, (L;{aip — a—}’;%). Entao,

n
ix, 0 = Z iXH(dpj /\dCIj)
j=1

= Z lXHdp] Ndqj— dpj/\(iXHdQJ')]

~.
—_

1L oH
N Z[ dq] apjdpj]

J=1

Agora sejam

i=1 8pi j=1
Entéo,
n n
dH =iy, ® = Y ix, (dpiNdg;) = Y (aidg; — bidp;).
i=1 i=1
Logo,
oH b oH
a; = e bj=—
l 9gi l Ipi

e como p; é uma curva integral de Xy segue que p’(r) = Xg(p(t)), ou seja,

(B0 0.

0),... dq"(z)) — (a1, ambr, .. by).

dr V777 dr Y dr " di
Logo,
dp; dg; .
d]Z' (t)=a; e %(t) =b;, paratodo 1 <i<n.
Portanto,
dp; 0H
ﬂ(t) =
dt aq;
da; OH
T=-2-
dt dpi

49

O

Proposicao 4.18 (Conservacdo de Energia). Seja (M, ®) uma variedade simplética e H : M — R. Entdo,
H(¢'(x)) = H(x) para todo x € M e t € R, onde ¢' é o fluxo de Xy, ou seja, a funcdo hamiltoniana é

constante ao longo das orbitas do seu campo de vetores Hamiltoniano.

Demonstracdo. Se @' é o fluxo de Xy temos

LH (') = i (g'(x

Portanto,
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4.4 O colchete de Poisson

Definicao 4.19. Uma élgebra de Lie € um espaco vetorial L sobre um corpo F juntamente com uma operacao
bindria [,] : L x L — L que satisfaz:

(i) Bilinearidade
lax + by, z] = alx,y| +b[y,z] € [z,ax + by] = az,x] + b[z,)]

paratodos a,b € F e x,y,z € L.

(i) Anticomutatividade
[x,y] = —[y,x] para todos x,y € L

(ii1) A identidade de Jacobi
b, o2l + [, [z,x]] + [z, [, y]] = 0

para todos x,y,z € L.

O operador [, | é chamado de comutador.

Seja M uma varidade suave e X : M — T M um campo de vetores em M. Com cada campo de vetores
associamos:

1. O grupo a um parametro de difeomorfismos ou fluxo ¢, : M — M onde

d

dt

& p)=X(p).

2. A derivada de Lie. Para qualquer funcdo f : M — R a derivada na dire¢do de X é uma nova funcio

d

(Lx f)(p) = a7

S

Definiciao 4.20. O colchete de Poisson ou comutador de dois campos de vetores X e ¥ em uma variedade
M € o campo de vetor Z para o qual
Lz =LyLx — LxLy.

O colchete de Poisson de dois campos de vetores sera denotado por
Z={X,Y}.

Observacao 4.21. Para ver que os operadores da definicdo acima estdo bem definidos veja [Arn13], paginas
209-211.

Suponha que nos sdo dados dois campos de vetores X e ¥ em uma variedade M. Os fluxos correspon-
dentes ¢; e ¥; ndo comutam em geral: ¢; ; # ;0. Mas o teorema a seguir nos da uma condicio para que
isso ocorra.

Teorema 4.22 ([Arn13], pag 211-212). Os fluxos ¢; e W, comutam se, e somente se, o colchete de Poisson
dos campos de vetores correspondentes é igual a zero, isto ¢,

(XY} =0.

Seja (M, ®) uma variedade simplética. Para cada fun¢do H : M — R corresponde um grupo a um para-

metro W : M — M, onde
d

2| v (0) =Xu(p).

Seja F : M — R outra fungdo em M.
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Definicao 4.23. O colchete de Poisson (F,H) das func¢des F e H dadas em uma variedade simplética (M, )
¢ a derivada da funcao F na direc@o do fluxo com funcio hamiltoniana H, isto &,

d

(FH)(p) =4

P p).

Teorema 4.24. Sejam Xp e Xc campos hamiltonianos com fungdes hamiltonianas B e C. Considere o col-
chete de Poisson {Xg,Xc} desses campos de vetores. Entdo, o campo de vetor {Xp,Xc} é hamiltoniano e
sua fungdo hamiltoniana é igual ao colchete de Poisson das fungdes hamiltonianas (B,C).

Demonstracdo. Seja (B,C) = D. A identidade de Jacobi pode ser reescrita na forma

(A’D) = ((AaB)aC) - ((A’C)aB)'

Entao,
Ly, = Lx-Lxz— LxzLxc
= Lixs.xc}
Logo,
Xp = {XB,XC}.

O]

Teorema 4.25. Os fluxos das funcdes hamiltonianas H) e H, comutam se, e somente se, o colchete de
Poisson das funcoes Hy e Hy é (localmente) constante.

Demonstracdo. Pelo Teorema (4.22) uma condi¢@o necessario e suficiente para que os fluxos de Hy e H;
comutem é {Xp,,Xp, } = 0. Pelo Teorema (4.24) temos Xy, p,) = {Xu,,Xu, }. Se os fluxos de H; e H,
comutam temos

d(HlaHZ) =0 (X(Hl,Hz)a ) = w({XHl 7XH2}’ ) = (D(O, ) =0.

Portanto, (H,,H>) é (localmente) constante. Agora, se (Hj,H,) é (localmente) constante, temos
0= d(H] ,Hz) = (X(Hl,H2)7 ) = ({XHl 7XH2}7 )

Como w € ndo degenerada temos {XH1 ,XHZ} = 0 e, portanto, os fluxos de H; e H, comutam. ]

4.5 Fluxo Hamiltoniano no Fibrado Cotangente
Seja {¢ } um grupo a um paramétro de difeomorfismos, onde ¢, : M — M. Defina H; : T*M — R por

Hi(p,§) =& (V(p)). (4.5)

onde V : M — TM um campo de vetores gerado por ¢;.

Teorema 4.26. Seja ® = dp \Nd& a forma canédnica simplética de T*M. Entdo, o fluxo \//tH] associada a
Sfungcdo Hamiltoniana H, é tal que

v (p.&) = (0(p), (AP ) "E).

Demonstracdo. Como V € um campo de vetores gerado por ¢ temos
paratodo p € M. (4.6)

Por outro lado, podemos escrever V(p) =v!(p)dp' +... +V'(p)dp" e & =Eidp' +... + & dp", E € T, M.
Entéo,

H (p.&) =&,(V(p) =& (p)+...+&"(p)
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implicando que
oH; OH, &, ov/
T&_*V(P) ¢ Tpii];gjaipi(p)'

Como ¢4 = ¢(t+s7p) = ¢(t7¢(s’p)) temos
d d
L 0(1+5,p) = DY(1.9(5,p))- 5 (5.p).

onde D¢ (t, p) denota a derivada de ¢ em relac@o a p. Defina y, : TM — TM por

vi(pu) = (0(p),Déy(p)u)

entdo, o campo de vetores gerado por esse fluxo é:

llm I//[(p,l/l) — l[/()(p,u)

Y(p,u) - t—0 t
5 (‘Pz(P)aD(bt(P)u)—(p,u)
- :
— 11m<¢t(P)_PjD¢z(p)u—u>
t—0 t t
— (V(p),}%W)
Como
limw = hmD((]ﬁ;(p)—1>u
t—0 t t—0 t
YRR
t—0 t
= DV(p)u.
temos,

Y(p,u)=(V(p),DV(p)u) € TTM.

4.5

“.7)

(4.8)

Agora queremos definir um fluxo no fibrado cotangente a partir do fluxo que definimos em (4.8). Seja

Y, : T*M — T*M definido por
lT/l‘(pvé) = (‘Pt(p)’é O(D(Pt(p))_]) )
onde (D¢;(p))~": T4,(»yM — T,M. Como (D¢ (p))~'-D¢,(p) = 1d segue que

2 (D6p))™" - Dop) + (Do(p)) ™ 2D (p)) =0

e isto implica que

= —1d-DV(p)-1d
= —Dv(p)

200,y = Do) (DB, (Din(p))
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Assim, o campo gerado pelo fluxo Y em T*M é:
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. (¢:(p),& o (D (p))™") — (9o(p).& o (Deo(p)) ")
t—0 t

_ hm((])t(p)—p éo(D@(p))l—éo(D%(p))l)
t—0 t ’ t

= (V(P)vé(aat(D@(P))l’t_o))

= (V(p),E(-DV(p)(-)))

= (V(p),—E(DV(p)(-))

Como, i 5 5
~EoDV,(00) =~ L E5L(0) = =5 Hp) & vip)= GEHp8)

entdo, pelo Teorema 4.17 segue que

e ¥'(p.&)

X = Xy,

= Wi(p.8) = (a(p). (DO(P) ) "E).

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e Hy : T*M — R uma fungio hamiltoniana definida por

Ho(p,§) = sup{(v);v € T,M e g(v,v) =1},

4.9)

isto é, Hy é a norma dual de g. Tome H; como definido na equacdo (4.5), entdo:

Teorema 4.27. Se ¢, é um grupo a um pardmetro de isometrias, entdo, os fluxos l/I,H" e

l/lj,"1 associados,

respectivamente, as fungbes hamiltonianas Hy e H| comutam.

Demonstracdo. Como ¢, sdo isometrias em M temos

o g=g=—=g(uv)=g

Quero verificar que l;/t""1

v Ho(p.&) = Ho (v (p, 5))
Hy (Dfl)t 5)

Ho (§oDer(p)™")
1

(D¢ (p)(u),D¢(p)(v)), para tado u,v € T,M.

sdo isometrias em 7M. De fato, pelo Teorema (4.26) temos

sup{& oD (p) ' (v);veTMeg(v,v) =1}

sup {é (D¢t
HO(p7€)

onde a dltima igualdade segue do fato de D¢, (p)~

(Ho,Hy)

(V)) wvelp)Meg (D(bt(l?)_l(V):D(Pt(P)_l(V))

1

! ser sobrejetora. Entfo,

Sl Ho (v .8)

dt
d

dt
0.

I‘ZOHO (pa é )
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Portanto, pelo Teorema 4.25 os fluxos th Oe I;I,H' comutam. O

Teorema 4.28. Sejam (M, F) uma variedade Finsler e H : T*M — R um hamiltoniano tal que F = H o
—1
Zz e
odésicas da métrica Finsler F, isto é, a projecdo da curva integral de X Iyee sobre w:T*M — M sdo as

Se X1, € 0 campo de vetores hamiltoniano associado a fungdo %H 2 entdo X, 2 descreve as ge-
2 2

geodésicas de F.

Demonstracdo. Seja
- 1
A(x,E) = 5¢7(6)6E),

onde g/ (&) é a inversa de g;; € g;j(y)y’ = & (ver segdo 1.2.2). Pelas Proposigdo 1.16 e Proposi¢do 1.17
obtemos

. 10%H?

WE) = e

| PF (L))
2 9gag
192F2(&)

2 9&d¢;

= (8)7(%).

Logo, pelas observagdes feitas na se¢do 1.2.2 obtemos

1 1

(&) = Sh () &&= SH(x,8)

Pelo Teorema 1.33 o fluxo cogeodésico de F ¢ o fluxo y/? associado ao campo Hamiltoniano X7 = X1 o
" 2
concluimos que

(W) =or), EeTim
é uma geodésicas de F. O

Teorema 4.29. Sejam (M, F) uma variedade Finsler e F* a norma dual de F. Se X%F*Z € 0 campo de vetores

hamiltoniano associado a fung¢do %F *2 ontdo X 1«2 descreve as geodésicas da métrica Finsler F, isto é, a
2
projecdo da curva integral de X .. sobre T : T*M — M sdo as geodésicas de F.
2

Demonstra¢do. Como a funcdo hamiltoniana H definida em (1.24) é, pela igualdade (1.20), tal que

1

H(xvé) = EF*2(X7§)'

Entédo pelo Teorema 1.33 segue o desejado. 0

4.6 Bifurcacoes e o Principio de Hamilton

Os resultados dessa secdo foram retirados quase exclusivamente de [Wei78] e serdo de fundamental
importancia para as discussoes feitas no Capitulo 5.

4.6.1 Principio de Hamilton

Definicao 4.30. O espaco de free loop AM de qualquer variedade M de dimenséo finita € o espaco de todas
as aplicacdes C* de S! = R/Z em M, isto é,

AM = {c:S' = M;céC™}.
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Defini¢io 4.31. Um caminho suave de [0, 1] em AM é uma familia {c,;s € [0, 1]} de loops para os quais o
cilindro S! x [0, 1] — M definido por C(t,s) = c,(t) é C*.

O espago tangente T,.(AM) em um ponto ¢ : S' — M consiste de todos os campos de vetores suaves ao
longo de c, isto €,
T.(AM)={v:8' - TM ; mov=c}.

onde 7w : TM — M §é a projegdo candnica. De forma equivalente, podemos considerar 7,(AM) como as
secdes C* de ¢*TM sobre S', onde

HTM = {(t,x) €S' xTM ; c(t) = n(x)}.
Notacio 4.32. Também denotaremos o espago tangente por I'°(¢*TM).
Notacao 4.33. Nessa secao, sendo u : X — Y uma aplicacdo, definimos
(u,x) =p(x), Vx € X.

Cada 1-forma 6 € I'° (T*AM) ao longo de ¢ define um funcional linear em 7, (AM) pela regra

(6,v) = /01 (6(1),v(1)) dt. (4.10)

O espago cotangente T,)(AM) consiste de todas as distribui¢des em S' com valores em ¢*(T*M). E
denotaremos esse espago por I'"(¢*TM). Se o é uma 1-forma em M entéo podemos definir uma 1-forma
Ao em AM da seguinte forma:

(Aa)(c)=aoc 4.11)

onde a(c(t)) = Q) : To(yM — R. Esta 1-forma em AM opera em vetores v € T.(AM) de acordo com a
férmula

1
(Aat,v) = / (a(c(t)),v(1)) di. 4.12)
0
Analogamente podemos levantar qualquer k-forma 8 em M em uma k-forma A3 em AM definindo
1
(8B (1m0} = [ (Blele), (1(0),-++ ) ). (4.13)
para todas k-uplas (vy,---,v) de campos de vetores suaves ao longo de c, isto é, v; € T.(AM) para todo

1<i<k.
Lema 4.34. Ada = dA« para toda k-forma o em M.

Demonstragado.
(Adat,-) = /01 (dat), -Vt = d/ol a(r)di = d(Aa)(")
O
Se Q é uma 2-forma simplética em M entdo Q : TM — T*M definida por Q(x)(y) = Q(x,y) é um
isomorfismo. Assim, também podemos associar a AQ em AM a aplicagdo AQ : T(AM) — T*(AM) definida

por - »
AQ(v) =Qonv. (4.14)

Lema 4.35. A fungcdo AQ T(AM) — T*(AM) é um isomorfismo de cada espaco tangente T.(AM) =
I*°(c¢*TM) no subespaco T(c*T*M) C T (AM).
Demonstragdo. Sejam vy,v, € T.(AM) e suponha que Xﬁ(vl) = m(vz). Ento,

Qov =Qovy = Qv (1)) =Q(n(t)) Vies'
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Como Q é um isomorfismo temos
i) =w() VeSS = vy =w.

Logo, AQ € injetora.

Seja agora X € I™(c*T*M) entdo X : S' — T*M é tal que m(X(¢)) = c(t) para todo ¢ € S', onde 7 :
T*M — M é a projegio candnica. Como X (t) € T*M paratodot € S' e Qé sobrejetora entdo existe u(t) €
TM tal que -

X(1) = Qu(t)) = X =Qou=AQ(u).

Logo, AQ : T(AM) — IT™(c*T*M) é sobrejetora. O
Notacao 4.36. Dizemos nesse caso que AL € uma estrutura simplética fraca em AM.

Existe um campo de vetores natural ® em AM, independente do fato de M ser simplética, definido por:

_dc

D(c) = %

(4.15)

d d d
onde d—j :S' - TMen dj(t)) = c(t) para todo 1 € S, ou seja, d—j € T.(AM). Esse campo de vetores é

o gerador infinitesimal da acdo
A:S'XAM = AM
(8:¢) = g-c
onde (g-¢)(t) =c(g+t) paratodot € S'.

Lema 4.37. Se Q é uma estrutura simplética em M entdo a acdo de S' em AM preserva a estrutura simplé-
tica fraca AQ.

Demonstragdo. A agio de S' em AM induz uma acdo de S! em T (AM) dada por

A:S'XT(AM) — T(AM)
(gvv) = &'V

onde (g-v)(t) = v(g+1) paratodo ¢ € S!. Observe que se v € T,(AM) entdo
(g-v)(t) =v(g+1) = mo(g-v)(t) =n(v(g+1)) =c(g+1) = (g-¢)(t) = gV € Ty.c(AM).

Fixado g € S! queremos mostrar que A, : AM — AM definido por A¢(c) = A(g,c) = g- ¢ é um simplec-
tomorfismo. De fato, se g-vi,g-v2 € T () (AM) temos

(ro,(g g ) = [ (@lg-e0) (e n@)govae))ar
- A%g@@+m4m@+mm@+nwm

onde s =g+revy,vy € T,(AM). O
Corolario 4.38. © ¢ localmente um campo de vetores Hamiltoniano.

Demonstra¢do. Sejam
inAQ :=AQ(D, ")
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e ¢, o fluxo em AM tal que %(p,’ 0" ®. Como ¢, preserva AQ (Lema 4.37) e AQ é fechada (Lema 4.34)
=

segue-se que d (ipAQ) = 0. Portanto inAQ é fechada e pelo Lema de Poincaré essa 1-forma € localmente
exata, isto €, existe § tal que
AQ(@, ) = ipAQ =dF.

Portanto, ® ¢ um campo localmente hamiltoniano. O

Podemos encontrar uma funcio polivalente geradora para ®© integrando a 1-forma fechada AQo® ao
longo de um caminho suave. Se {c;} € um caminho suave temos

— -1 )
AQoD — /<Ago©,dc°>ds
0 ds

_ /01 <AQ(CS), <©(cs), ‘Z";) > ds
_ 01/01 <Q(cs(t)), <©(cs)(t),i;;(t)>>dtds
_ /01/0l <Q(cs(t)),<Ci;:(t),i;;(t))>dtds

Se C(t,s) = c4(t) entdo %(l) = a—f(t,s) e %(l) = a—f(t,s) assim,

/Cs}mog :/01/01 <Q(C(t,s)), <%f(t,s),§f(z,s)>> dtds:/CQ_ (4.16)

Se Q € exata, sua integral sob o cilindro C depende apenas dos loops da fronteira e, nesse caso, a
fung@o hamiltoniana de © serd monovalente. Explicitamente, se Q = —d® para alguma 1-forma o, segue

do Teorema de Stokes que
/ Kﬁo@:/Q:—/dw:—/a)
{es} c c ac

/ AQo®D — / o— | o
{Cs} (901 (9C()

Assim, se definirmos § : AM — R por §(c¢) = [. o entdo dF = //\5(’)3) e § ¢ a funcdo hamiltoniana
global de ®. Observe que § depende da escolha de @, mas € determinada a menos de constante por cada
componente de AM.

Em geral, Q nfo é exata, assim § nao pode ser definida (como uma fungdo monovalente) exceto em
subconjuntos simplesmente conexos de AM (ou no recobrimento universal de AM). Com essa ressalva
continuaremos usando d§ = AQ(D).

{es}

Como dC = Cy — C; entdo

Teorema 4.39. Seja M uma variedade simplética e H : M — R uma funcdo hamiltoniana. Entdo, existe uma
funcdo Q : AM — R tal que os pontos criticos de Q sdo orbitas periodicas, com periodo T > 0, do campo
hamiltoniano Xy.

Demonstra¢do. Se H é uma funcdo real em M, o campo de vetores Xy pode ser levantado em um campo de
vetores AXy em AM definido por
AXy(c)=Xpgoc.
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Como
AQ(AXp(c),)) = AQ(Xyoc, -)
1
— [ el entel). -y
_ /OldH(c(t))dt

< /0 1H(c(t))dt>
(c))

d
— d(AH

entdo AH pode ser vista como a fungdo hamiltoniana para AXy, isto €, Xxg = AXy.

Um loop ¢ € AM é auma 6rbita de Xy quando % = Xy oc, isto é, quando D (c) = AXy. Assim, as 6rbitas
periédicas em M com periodo 1 para Xy s@o os zeros em AM do campo de vetores © — AXy ou da 1-forma
AQo (D — AXy) = d§ — dAH. Quando § é monovalente podemos escrever a 1-forma d§ — dAH como
d(F — AH). Assim, nesse caso as Orbitas periddicas sdo os pontos criticos da fun¢do § — AH : AM — R.

Para identificar as orbitas periddicas de Xy com periodo 7 > 0 podemos ver que elas correspondem,
ap6s mudancga de coordenadas (no tempo), aos loops ¢ € AM para os quais % = 17Xy oc. Estes sdo zeros do

campo de vetores

D —1AXy 4.17)
ou zeros da 1-forma
d§ — tdAH (4.18)
ou pontos criticos da fungdo
§—7TAH. (4.19)
O

Observacio 4.40. Quando M = R?" com coordenadas (p1,...,Pn,q1,---,q,) € @ = ¥.dp; Adg;, podemos
tomar @ =Y g;dp; e as solucdes das equacdes de Hamilton

dp,' o oH dqi oH

dt ~ dq; dr ~ dp;i
sdo os extremos do funcional
/ (Z‘Iidpi —Hdt) .
Esse € precisamente o principio de Hamilton.

Ainda com a notacdo do Teorema 4.39, podemos fazer com que todas as drbitas periddicas de Xy
tenham periodos positivos e sejam os zeros de uma Unica 1-forma fechada (ou pontos criticos de uma tnica
fungdo) se nos restringirmos um nivel de energia particular H~!(E), E € R. Dado E € R, defina a fungio
vl AM x RT — R por

i (c,7) = [§—TAH—E)] (). (4.20)

Essa fungio pode ser polivalente, mas a diferencial dy# dada por
<dl//g(c, 7), (v, a)> =(d§(c),v) — (tdAH (c),v) —aA(H — E)(c) 4.21)
¢ uma 1-forma fechada bem-definida em AM x R*. A forma € zero quando:
(i) (dF—1dAH)(c)=0¢e
(ii)) A(H—E)(c)=0.

Quando vale a condig¢@o (i), ¢ € uma 6rbita reparametrizada de Xy (de periodo ), assim H o ¢ € constante,
e a condi¢do (ii) diz que o valor dessa constante é E.
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Teorema 4.41. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana (ou Finsler) tal que todas as geodésicas de M sdo
fechadas de mesmo periodo T > 0. Entdo, existe uma fungdo B : AM — R tal que os pontos criticos de B
sdo geodésicas fechadas de periodo T em M.

Demonstragdo. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana (ou Finsler) tal que todas as geodésicas de M sdo

fechadas de mesmo periodo 7. Tome o fibrado cotangente 7*M, que € sempre uma variedade simplética,

e o Hamiltoniano H : T*M — R definido por H(x,&) = 1g"&;. Pelo Teorema 4.39 segue-se que pontos

criticos de uma fungdo Q : A(T*M) — R sdo 6rbitas periddicas de periodo T em T*M do campo Xy .
Como vimos na Defini¢do 1.34, o fluxo cogeodésico é o fluxo determinado por

i OH
i = &
(4.22)
;  0H
&= o

Assim, se (x(¢),& (7)) é uma curva integral do campo hamiltoniano Xy segue que x(7) é uma geodésica em
M. Logo, como toda geodésica em M tem periodo T segue-se que todas as 6rbitas de Xy tem periodo 7.
Seja
AX = {c:S' > T*M; c(t) = (x(t),& (x)) satisfaz (4.22)}.

Entdo, como todo elemento ¢ € AX € uma 6rbita periddica de periodo T do campo Xy temos
dQ(c) =0 para todo ¢ € AX. (4.23)

Portanto, AX € o subconjunto de A(7*M) em que as 6rbitas periddicas de Xy pertencem.
Seja Ly : T*M — TM a transformada de Legendre como na Defini¢do 1.23. Como visto na Se¢ao 1.2.2

V2H(x,8) = /g &&;

¢ uma norma Riemanniana (ou co-norma Finsler), entdo, pelo Teorema 1.25 segue-se que a transformada
de Legendre associada a fungdo
1 2
5 [V2HEE)| =H(x,8)
€ uma bijecdo, isto é, £ : T*M — TM é uma bijecdo.
Seja ¢ = (x,&) € AX, entdo, por defini¢do de fluxo geodésico segue-se que x(¢) é uma geodésica de M.
E como

Luoc(t) = Lux(r),&(1))

segue-se que a transformada de Legendre identifica curvas em AX com curvas do fluxo geodésico em TM.
Defina A%y : A(TM) — A(T*M) por ALy (c) = Ly ' oce G: AM — A(TM) por G(y) = (7,7). Assim,
se ¥ € uma geodésica fechada de periodo T em M temos

(AZuoG)(A(t)) = AZu(y(t),7(t))
= L '(v(1),7(1))
(v(2),&(1))

onde (y(t),&(z)) é uma solugdo das equagdes em (4.22), ou seja, (ALy o G) (y) € AX. Logo, se ¥ é uma
geodésica fechada de periodo 7 em M segue-se pela equacio (4.23) que

d[QoALy oG] (y) =dQ(ALy oG(Y)) - d[ALy oG(y)] =0.
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Portanto, pontos criticos da fungdo B := Qo A%y o G : AM — R sdo geodésicas fechadas de periodo 7 em
M. O

4.6.2 Bifurcacao de variedades criticas

De agora em diante, estudaremos sistemas hamiltonianos que estdo préximos de um que tem uma varie-
dade de 6rbitas periddicas. Isso nos permitira encontrar uma subvariedade de dimensdo finita em AM x R
na qual os pontos criticos de Y estdo contidos. O processo de encontrar essa subvariedade de dimensio
finita € as vezes chamado mérodo de bifurcacdo de Liapunov-Schmidt.

Também substituiremos a variedade C* de loops por uma variedade Banach de loops tendo um grau
finito de diferenciabilidade. Por simplicidade escolhemos a variedade de aplicagdes C' de S' em M. Nesse
caso, AM denotara essa variedade Banach. Assim:

e O espago tangente T.AM é agora o espago I'! (¢*TM) dos campos de vetores C! ao longo de c.

e O espago cotangente T,"AM é o espago I'"! (c*TM) de distribui¢des de ordem 1 em S' com valores
em c*TM.

e A aplicacdo fibrado AQ aplica T.AM injetivamente no subespago denso I'! (¢*T*M) de T~ (c*TM) =
TXAM. Assim, AQ € uma estrutura simplética fraca em AM.

e O grupo S' ainda age de forma continua em AM por difeomorfismos, mas como estamos supondo que
o grau de diferenciabilidade das curvas ¢ finito, entdo essa a¢do ndo é mais suave. Como a derivada
de um loop C' é, em geral, somente um campo de vetores C’, o gerador infinitesimal ® toma valores
no "super fibrado" TAM C TAM onde para cada c € AM, T.AM é o espago I'(c*TM) de campos de
vetores continuos ao longo de c.

e O covetor AQ oD ainda pertence ao espago cotangente T*AM. Na verdade, AQ(c) : T (c*TM) —
I''(c*T*M) se estende a uma aplicagio I'?(c*TM) — I'°(c*T*M) que ainda é um subespaco de
I~ Y(c*TM) = T)AM. Assim, AQo® é uma secdo suave do subfibrado 7*AM C T*AM, onde para
cadac € AM, T*AM =T°(c*T*M).

e d§ = AQo® continua 0 mesmo e § ¢ definida exatamente como antes quando Q € exata ou em
subconjuntos simplesmente conexos de AM.

De modo geral, se B é uma variedade modelada em um espago de Banach reflexivo, 7*B é um fibrado
vetorial sobre B e i : 7*B — T*B é uma aplicagio injetiva de fibrados com imagem densa temos

Definiciio 4.42. Uma 1-forma o : B — T*B é hiperregular se existe uma secio suave & : B — 1*B tal que
ol =a.

Definicao 4.43. Uma subvariedade ¥ C B é chamada uma variedade zero para uma 1-forma fechada o, se
a(b) =0 para todo b € ¥. Uma variedade zero para d f é chamada uma variedade critica para a fung@o f.

Definicao 4.44. Uma variedade zero ¥ para uma 1-forma fechada hiperregular & em B é chamada de
fracamente ndo degenerada se, para cada b € B, D¢ tem imagem fechada e

ker(Dp&)* = i}(T,X).

Teorema 4.45. Seja ¥ C B uma variedade zero compacta, fracamente ndo degenerada para a 1-forma
fechada, hiperregular @ e seja phi outra 1-forma hiperregular. Entdo, existe uma vizinhanca % de ¥ em B
e um niimero €y > 0 tal que para |€| < €&, existe um mergulho eg : ¥ — % tal que o conjunto zero de 0.+ €¢
em % é o conjunto zero do pullback de o+ € para e¢(X).

Se ¢ é exata, entdo o+ €@ é exata em eg(X). Assim, o conjunto zero de 0.+ €9 em % é o conjunto
critico de uma fungdo em eg(¥L).
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Seja M uma variedade de dimensao ﬁnita Q uma estrutura simplética em M, H uma funcgfo real em
M, B a variedade de Banach AM x R*, T*B o subfibrado T*AM x T*R* de T*B, i : T*(AM x R*) —
T*(AM x RT) ainclusio e dy# a diferencial do funcional hamiltoniano como definida em (4.21).

Defini¢io 4.46. Uma variedade zero fracamente nio degenerada ¥ C AM x RT para dy¥ é chamada uma
variedade periddica ndo degenerada com energia E para o sistema hamiltoniano (M, Q, H) se nenhuma das
curvas em X sdo curvas ponto, isto é, se nenhuma das curvas em X passam pelos pontos criticos de H.

Observacao 4.47. Se H é uma funcio suave em M, entdo AH é uma funcio suave em AM, assim dAH &
uma se¢do suave de 7*AM. Os valores de dAH em ¢ € AM sdo AdH (¢) = dH oc e pertencem ao subespago
' (c*T*M) de TO(c*T*M), assim, dAH é uma secio suave de 7* AM. Podemos concluir disso que a 1-forma
fechada dy¥, onde

dyf (c,7) = dF(c) — tdAH(c) — A(HE)(c),
é uma segdo suave do subfibrado denso T*AM x T*R* de T*M x T*R* = T*(AM x R™). Portanto, dy¥ é
uma 1-forma hiperregular.

Teorema 4.48. Seja ¥ C AM x R uma variedade periédica compacta, néo degenerada para o sistema
Hamiltoniano (M,Q, H) e seja H, qualquer funcdo em M. Entdo, existe uma vizinhan¢a % de ¥ em AM X
R™ e um niimero € > 0 tal que para |€| < &, o nimero de drbitas periddicas em % para o sistema
Hamiltoniano (M,Q,H + €H\) € igual ao niimero de pontos criticos de alguma fungdo definida em ¥.

Demonstracdo. Pela defini¢dao de variedade periddica ndo degenerada segue que X é uma variedade zero
fracamente ndo degenerada da 1-forma dyZ em AM x R™ e pela Observagio 4.47 segue que dy# é hiper-
regular. Como pela equacio (4.21) temos

(av " e, (na)) = (d()v
~ (d5(e)
)

= (d3(c
:<d

= <d‘l/E

t{dA(H + €eH,)(c),v) —aA(H + €H; —E)(c)

) —
,v) = ©(d(AH +€AH)(c),v) — a[A(H — E)(c) + €AH; (c)]
V) — T< AH(c), >—aA(H—E)( )—’CS<dAH1 v>—a8AH1( )
¢,7),(v,a))+ & (—7(dAH;(c),v) —aAH;(c))

7),(v,a

£
(c,7) >+€<dAH (¢,7), (v, )>
onde AH'! : AM x R* — R é a fungio definida por

AH'(c,7) = —tAH(c)

segue que d q/f el — g vH + edAH', onde dAH' é exata. Assim, pelo o Teorema 4.45 concluimos que
para € suficientemente pequeno existe um mergulho e, : ¥ — % tal que o conjunto zero de d lpg e om
% ¢é o conjunto de pontos criticos de uma fungdo f em eg(X). Além disso, como e, é um mergulho, se
p = es(q) e g é um ponto critico de f o e, temos

=d(foee)(q) =df(ec(q))-dec(q) = df(p)-dee(q) = df(p) =

Por outro lado, se p = e¢(g) é um ponto critico de f temos

d(foee)(q) =df(p)-dee(q) =0.

Logo, os pontos criticos de f o e correspondem aos pontos criticos de f. Portanto, o conjunto zero de
d l/lg e em corresponde ao conjunto de pontos criticos de uma funcio em X. O

Observacio 4.49. E possivel mostrar que & depende somente do C' tamanho de H;.

Defini¢ao 4.50. Denote por 7;"M o subconjunto de 7*M tal que

M ={(x,¢) € T"M: |G| = 1}. (4.24)
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Definicdo 4.51. A acio de S' em T;M, como definida na equagdo (1.29), induz uma aciio de S!' em M
como descreveremos a seguir. Se s € S =R/Z e (x,&) € T;M entdo existe v € T,M tal que & = g(v, -).
Assim, definimos

s (x7§) =S (x>g(va )) = (%1}(27'[5),’)'/;(27[.5‘)) (4.25)

onde ) é a geodésica em M tal que ¥/(0) = x e 7/(0) = v. Assim, C* := T;*M/S' é o quociente de ;"M
pela acdo desse grupo.

Corolario 4.52. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta onde todas as geodésicas sdo fechadas
e tem mesmo periodo 2x. Qualquer métrica Finsler F suficientemente proxima da métrica Riemanniana g
em M tem tantas geodésicas fechadas de comprimento préximo de 21 quanto uma fungdo em C* =T{M /S !
tem pontos criticos.

Demonstragdo. Como C* é o espago das geodésicas de M, vistas em 7;*M, segue que C* C A(T*M). Além
disso, como C* x {2} C A(T*M) x R™ é uma subvariedade compacta e periédica ndo degenerada para
o sistema Hamiltoniano (7*M, @Wcan, Hy) pelo Teorema 4.48 segue que para qualquer H; definido em T*M
existem uma vizinhanga % de C* x {2} e um nimero & > 0 tais que para todo |&| < & o nimero de
oOrbitas periddicas em % para o sistema Hamiltoniano (T*M, @can, Ho + €H}) € igual ao nimero de pontos
criticos de alguma func@o definida em C* x {27 }.

Como H; := Hy + €H; é uma co-norma Finsler se € € suficientemente pequeno, entdo, assumindo que
& € pequeno o suficiente para que isso ocorra segue que Fy = Hg o .f; 1382 ¢ uma métrica Finsler para todo

|e] < &. Como todo Hamiltoniano na &y-vizinhanga de Hy pode ser escrito na forma Hy + €H; para alguma
fungdo H, segue que, para todo |€| < &, o nimero de geodésicas periddicas de periodo préximo de 27 na
métrica Finsler F; é igual ao nimero de pontos criticos de uma fungéo definida em C* x {27}, ou melhor,
em C*. O

Corolario 4.53. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta onde todas as geodésicas sao fechadas
e tem mesmo periodo 27. Qualquer métrica Finsler F suficientemente proxima da métrica Riemanniana g
em M tem tantas geodésicas fechadas de comprimento proximo de 27 quanto uma fung¢do em C = TyM /S!
tem pontos criticos.

Antes de demonstrar esse resultado, observe que:
Afirmacio 4.54. As variedades C = T\M /S' e C* = T;M /S sdo difeomorfas.

Demonstragdo. Como sabemos, f : T1M — T;"M definida por

f(x,v) = (x,g(v, ))

¢ um difeomorfismo. Se 7 : /M — C e p : T{'M — C* sdo proje¢des canodnicas defina A : C — C* de modo
que

n(n) = p(f(n)).

Veja que esta aplicagdo estd bem-definida pois se uj(xy,vy) e up(xz,v2) séo elementos de T\M tais que
m(u;) = m(uy) entdo para todo s; € R existe s, € R tal que

(R @2ms), 7 (27s1)) = (12 (27s2), 122 (27s2)) -

E pela unicidade de geodésicas temos ¥, = ¥,2. Assim,

p(f(u1)) p(x1,8(v1,+))
= ( s (2 -))
= (nz,g(nz,-))

(x2, (va, - ))
p(f(u2))
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Além disso, A é uma fungdo suave ji que p e f sdo suaves. Da mesma forma, se B : C* — C definida de
modo que

p(u) = (£ ()
segue que B esta bem-definida e é suave. Portanto, como Ao B =1d e BoA = Id segue que C e C* sdo
difeomorfos. O

Demonstracdo do Coroldrio 4.53. Veja que pela Afirmagdo 4.54 existe um difeomorfismo 4 entre C e C*

e pelo Corolario 4.52 existe uma func¢do f definida em C* tal que os pontos criticos de f correspondem as

geodésicas fechadas de comprimento préximo de 27 numa métrica Finsler F suficientemente préxima de g.
Observe também que se p = h(g) é um ponto critico de f temos

d(foh)(q) =df(h(q))-dh(q) = df(p)-dh(q) =0
e se x ¢ um ponto critico de f o h temos
0= d(f oh)(x) = df (h(x)) - dh(x)
e como dh(x) é um isomorfismo segue que d f(h(x)) = 0, isto é, h(x) é um ponto critico de f. Logo,
{pontos criticos de f} ~ {pontos criticos de foh}.

Portanto, foh é a funcdo em C tal que os seus pontos criticos correspondem as geodésicas fechadas de
comprimento préximo de 27 numa métrica Finsler F suficientemente préxima de g. 0
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Capitulo 5

Exemplos de Katok com quantidade finita
de geodésicas fechadas

5.1 Construcao de Métricas Finsler e caracterizacao de geodésicas fechadas

Seja M uma variedade diferencidvel. Para obter os exemplos de Katok comecemos com uma métrica Ri-
emanniana g em M com todas as geodésicas fechadas e que admite um grupo a um parametro de isometrias

¢r.

Teorema 5.1 (Wadsley, [Bes12], pag 183). Se as orbitas de um fluxo em uma variedade Riemanniana sdo
geodésicas parametrizadas por comprimento de arco, entdo, o fluxo é periodico, de modo que as orbitas
tem um periodo comum.

Pelo teorema acima as geodésicas de g tem um periodo comum r e podemos normalizar a métrica
para que r = 27. Apdés mudar o subgrupo a um parametro ¢ se necessario, podemos assumir também que

¢27C == Id.
Lema 5.2. Seja Hy, : T*M — R uma fungdo hamiltoniana definida por
Hy = Hy+ oH; (5.1)

onde Hy e H| sdo como em (4.9) e (4.5), respectivamente. Se o, é suficientemente pequeno entdo Hy é uma
co-norma Finsler ndo-simétrica.

Demonstragdo. Claramente vemos que Hy é C* em T*M\ {0} e positivamente homogénea de grau 1, entdo,
precisamos mostrar apenas que a forma bilinear associada a Hy, € positiva definida para todo 11 € T*M. Note
que como Hy, é positivamente homogénea de grau 1, pela Observagdo 1.4 segue que

g L 0?HZ
Y 20&0€;
é positivamente homogénea de grau 0, isto é,
8ijl28) = 8ijlese) (5.2)

para todo (x,§) € T*M\{0} e A > 0. Sejam € > 0 e J : I;'M x (—¢,€) — R uma fungio dada por
A (N,0) = Hy(n). Como Hy é C* em T*M\{0} entdo ¢ também é C*. Assim,

h(n7a) = g?j(n)

varia suavemente em 7;"M x (—¢€, €). Além disso, como

det (g9;(n)) >0

65
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sempre que N # 0 temos
det (h(n,O)) >0

para todo 1 € 7;"M. Como detoh € uma func@o continua, para todo 1 € 7;"M existe uma vizinhanga aberta
U x (—Ay,Ay) de (n,0) onde 0 < Ay < € tal que
detoh(p, ) >0, paratodo (p,a) € U X (—Ay,Ay)-

Como os abertos {U } formam uma cobertura para o compacto 7;"M, entdo existe uma subcobertura finita
{U1,--- U} que também cobre 7;"M. Logo, tomando A :=min{Ay, ; 1 <i <k} segueque A >0e

detoh(n,a) >0, paratodo (n,a) € Ty'M x (—A,1).
Logo, por (5.2) obtemos
det (gf(n)) >0, paratodo n € T*M\{0}

se o € (—A,A), isto &, gf%(1) € uma forma positiva definida para todo 1 € T*"M\{0} e & € (—4,4).
Portanto, Hy é uma co-norma Finsler se & € (—4,1). Além disso, como H;(p,&) # Hi(p,—&) segue que
H, é nao simétrica. L]

Observacao 5.3. Note que a funcdo H; ndo foi fundamental para a demonstragdo do Lema 5.2. Logo, por
essa mesma demonstragdo segue que para qualquer H; : T*M — R positivamente homogéneo de grau 1 e
C” em T*M\{0} a fungio Hy, = Hyp + aH, é uma co-norma Finsler, se o é suficientemente pequeno.

Corolario 5.4. Seja Fy : TM — R definida por

Fy=Hyo %! (5.3)

o
2H
Se « € suficientemente pequeno, entdo, Fy, é uma métrica Finsler ndo simétrica.

Demonstra¢do. Como Hy € uma co-norma Finsler se o € suficientemente pequeno (Lema 5.2) entdo pelo
Teorema 1.25 segue que F; € uma métrica Finsler se o é suficientemente pequeno. Além disso, Fy € ndo
simétrica pois Hy € ndo simétrica. O
Lema 5.5. As curvas integrais dos campos X, > e Xy, sdo reparametrizagoes uma da outra.

2770

Demonstragdo. Pelo Teorema 4.29, Xy, ndo corresponde ao fluxo co-geodésico de g mas Xy, € X1 H? sdo
. . 2
proporcionais uma vez que

1
(D(X%Hg,) =d (2 g) = HydH, :H()CO(XHO,-) = O)(H()XHO,-)

o que implica que
X%Hg = Hy - Xp,. 5.4
Logo, as curvas integrais dos campos X1 H2 © X4, sdo reparametrizacdes uma da outra. O
2
Ainda sobre esses campos podemos afirmar que:

Lema 5.6. Se y(t) é uma geodésica de g, (y(t),Y(y(t))) uma curva integral de Xipz em T*M, onde
Y(y(t)) = g(y(t), ), e Yo a geodésica y parametrizada por comprimento de arco, entdo, (%(t),Y ((t)))
é uma curva integral de Xp,.

Demonstragdo. Se c(t) = (y(t),Y(y(r))) segue pela defini¢do de curva integral que ¢(f) = X 1h2 (c(1)).
Como

H(r) = V(L) . onde 1 = g((1), 70))

ants)i= () 7o) = (v(3) 7 (7(2))) =< (). 5.5)

temos
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Observe que
Ho(y(1), Y (v(r))) = Ho(v(1),8(7(1),)) = V8 (7(1),7(1)) = p.
Assim, pelas equagdes (5.5) e (5.4) temos

o) = () =mxm(<(3))

= ;x% (co(s))_Hi 0 X, (co(s))
= XHO (C()(S)).

Portanto, (%(¢),Y (%(¢))) é uma curva integral de Xp, . O

Como estamos assumindo que todas as geodésicas de g tem periodo comum r = 27, se \lltH(’ ¢ o fluxo de

Xy, entdo
Yor =1d

em todo 7M. Pelo Teorema 4.27 os fluxos dos campos Xy, € Xy, comutam, assim, o fluxo de Xy, é:

‘I/lHa — wt]-lo o “V(])-Cltl . (56)

Pelo Teorema 4.28, Xy, também ndo corresponde ao fluxo co-geodésico de Iy mas Xp, € X 2 sd0 propor-
o
cionais
X%H& =Hy - Xu,. 5.7)

Assim, as curvas integrais desses campos sdo reparametrizacdes uma da outra. Andlogo ao Lema 5.6, se
(7(2),Y(y(t))) é uma curva integral de X1y, entdo, (7(t),Y(10(r))) é uma curva integral de Xy, onde ¥

é uma reparametrizacdo de 7y tal que Fy, (70 (s)) = 1. Para examinarmos as geodésicas fechadas de Fy tome
x € T*M tal que

yilex = x (5.8)

onde T € o comprimento da geodésica na métrica Fy,.

Lema 5.7. A aplicagdo l]/g,‘lT : M — M deixa a orbita c(t) = l//f?x invariante para todo n € N, isto é, existe
uma aplicacdo continua h,, : R — R tal que

Wanre(t) = c(hu(1))
para todo n € N.

Demonstragdo. Das equagdes (5.6) e (5.8) temos
vitoylix=x — y =y (5.9)

Como o fluxo de Hy e H; comutam e por (5.9) segue que l//ng deixa a Orbita

c(t) = yiix

invariante, uma vez que

Varct) = wurowlix
= vhoygx
= Vhoyh
= ll]f'(()HT)x

= c(t+T)
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1

Entdo, v, r

deixa c invariante paran = 1,2,.. ., isto é,
v c(t) = c(t+nT) paratodon € N,
O

Lema 5.8. Se oT /27 é irracional entdo c(t) é invariante sob W'* para todo t € R. Se oT /27 é racional
entdo a é racional.

Demonstragdo. Se aT /2w é irracional, entdo, anT /27 é denso em R/Z ~ [0, 1) e isto implica que anT é
denso em [0,27). Como para todo (p,&) € T*M temos

VaR(p.&) = (920(p), (D92(p)) €)= (€0 (DOar(p) ) = (p.E01d) = (p,&)

segue que V’grl =Id. Entdo, se t € [0,27) e (an,,T) é uma subsequéncia que converge para f, COmo l//,H1 é
continuo em todo 7*M segue que

yle(s) = lim am, 7C(8) = nlim c(s+n,T)=c <s+ é) . (5.10)

Mo —oo

Portanto, como l,l/tH ! € periddico de periodo 27 segue que ¢ € invariante sob todo grupo a um pardmetro I[I,H '
t € R. Agora, se aT /2m = m/n, onde m,n € Z e n # 0 entdo

X = ngl'mx = wgll}lTx = W{II(;TX‘

Como l{/tH % tem periodo 27 segue que nT = 27q para algum g € Z* e isto implicaque o« =m/g € Q. [

Como as proje¢oes de III,HO e l;/,H“ sobre M sdo, a menos de reparametrizacdo, as geodésicas de g e Fy,
respectivamente, temos:

Teorema 5.9. Suponha que o é suficientemente pequeno e irracional. Entdo, Y é uma geodésica fechada
de Fy (a menos de reparametrizacdo) se e somente se Y é uma geodésica fechada de g (a menos de repara-
metrizacdo) invariante sob o grupo a um pardmetro @;.

Demonstracdo. Assumindo que « € irracional e tomando uma 6rbita periédica de l/l,H“, isto €,

vi“(p.&) = (p,&)

para algum T € Re (p,&) € T*M segue que g—; ¢ irracional pois se g—; for racional obtemos, pelo Lema
5.8, que « € racional e chegamos em uma contradicao.

Assim, se c(t) = y™(p,£) = (7(t), g(7(t),-)). onde y & uma geodésica de g, 7(0) = p ¢ & = g(#(0),-),
entfio, ¢ € invariante sob o grupo a um parametro ¥, ', ou seja, ¢ € uma Orbita periddica de l//tH" eyé, a
menos de reparametriza¢do, uma geodésica fechada de Fy. Além disso, pela equacdo (5.10) temos

t t t
(r(Gro) 2 (r(Grs))) = e(G+o)
= ylels)
AL ORI ON)
= (0 (M(9)):8(1(5),) 0 (DGu(p)) )

Logo, ¢(y(s)) = }/(é —|—s) para todo ¢ € R, ou seja, ¥ € invariante sob o grupo a um parametro ¢. Por-
tanto, as geodésicas fechadas de Fy, sdo, a menos de reparametrizagao, as geodésicas fechadas de g que sdo
invariantes sob ¢;.
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Por outro lado, se o € irracional e ¥(s) é uma geodésica de g que € invariante sob o grupo a 1-pardmetro
¢ temos ¢ (y(s)) = y(h(t,s)), para alguma fung@o real continua h. Assim,

DO (1(s)) - 1(5) = - ¥(h(e,5)) = 7s) = (DA)) ™"+ 5 (1(h(1.5)))

Como ¢ € um grupo a l-pardmetro de isometrias entao para todo v € Ty )M temos

g(7(s),) o (Do (¥())) ™" (v)

¢ (#6), (DA (¥(s)) " (v))
— ¢ (OGN 5 (100.9) Do) )

Logo,
(1)) o o) = (4 (H00.9). )
Assim, se c(s) = (y(s),g(7(s),-)) = wHox entdo para todos ¢, s € R segue que
yile(s) = ™ (1(s),8(¥().))
9 Y(S)),g(Y(S)")O(D¢z(Y(S)))71>

(0
_ (y(h(t,s)%g <js (r(n(t.9))) ))
(t,s))

= c(h(t,s

Logo, l//tH ! deixa a orbita ¢ invariante para todo ¢t € R. Além disso, como h é continua, existe 7 € R tal que
h(aT,T) =2z implicando que

yhac(0) =yt o ylhe(0) = yliy o ytoe(0) = WHye(T) = c(h(aT,T)) = ¢(27) = ¢(0).

Portanto, como a projecdo de I[I,H"‘ sobre M sdo, a menos de reparametrizagdo, as geodésicas de Fy, con-
cluimos que as geodésicas fechadas de g que sdo invariantes sob ¢, sdo, a menos de reparametrizacdo, as
geodésicas fechadas de Fy. O

Corolario 5.10. Sejam M = S*> com a métrica canénica de curvatura constante 1 e ¢, 0 grupo a um para-
metro de rotagcoes deixando os polos norte e sul fixos. Entdo, o equador é o tinico grande circulo invariante
sob @, e consequentemente, Fy € uma métrica Finsler em 52, que para ¢ pequeno e irracional, tem somente
duas geodésicas fechadas (ver figura 5.1).

Observacao 5.11. Para uma prova alternativa de que geodésicas invariantes sob ¢, sdo fechadas e outras
observagoes sobre os exemplos de Katok em esferas e métricas Finsler Randers vide [Rob07].

5.2 Contando geodésicas fechadas

Com a métrica de curvatura constante 1 em S” e as métricas canOnicas em CP" e HP" todas as geodésicas
sdo fechadas de comprimento 27 (a menos de reparametrizacdo). Entdo, para essas variedades podemos
aplicar todos os resultados obtidos na Secdo 5.1. Com isso em mente, nessa se¢do, estimaremos no Teorema
5.15 e no Teorema 5.25 a quantidade de geodésicas fechadas de periodo (préximo de) 2w em métricas
Finsler definidas em $", CP" e HP". Mas antes disso precisamos de alguns resultados prévios.

Definicao 5.12. Um plano de rotacdo para uma rotagdo particular é o plano, passando pela origem, que é
mapeado nele mesmo pela rotagao.
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~ »'
geodésicas invariantes sob ¢y

Figura 5.1: Exemplo de Katok em S?

Lema 5.13. Seja
¢, = diag (R(alt)7 T ,R((an))

onde ; é um inteiro positivo e R(0) é a rotagdo em R* com dngulo 6. Se os a;’s sdo dois a dois distintos,
entdo, somente os planos de rotacdo sdo invariantes sob ¢;.

Demonstragdo. Sejav = (v{,v2,...,v2n_1,v2,) € R?". Como ¢;v tem a forma
[ cos(toy) —sin(toy) 17 wi |1 [ wicos(toy)—vysin(toy) ]
sin(foy)  cos(roy) vy visin(ray) + vy cos(toy)
cos(toy,) —sin(ray) Va1 Van—1€08(104,) — vo, sin(tay,)
i sin(toy,)  cos(tey,) | | van | | von—18in(tay,) +vo,cos(toy,) |

vemos que os planos p; =span{(1,0,...,0,0),(0,1,...,0,0)},---, p, =span{(0,0,...,1,0),(0,0,...,0,1)}
sdo invariantes sob ¢ pois qualquer vetor v € p; temos

oy = (0, 0,...,v2i1 COS(Z‘OC,') — Vi SiH(Z‘OC,'),VZFl sin(ta,-) =+ vy COS(I(X,'), ...,0, 0).

Logo, ¢,v € p; para todo ¢ € R. Suponha agora que existe outro plano p C R?", além dos planos p;’s, que é
invariante sob ¢,. Entdo, existe u = (uy,up, ..., uzy—1,uz,) € p e indices 1 <i < j < n tais que

2 2 2 2
uy_y tuy #0 e uy; +uy; #0.

Além disso, existe € R tal que 7o;; = . Como os ¢;’s s@o dois a dois distintos e podemos supor, sem perda
de generalidade, que o; > o; > 0 temos 0 < 7a; = Z-a; < 7 . Logo,

Qpu = (), 12, ..., —Upi1,— Uiy ..., Uaj—1, 102}, .., Udn—1,li2n)
onde para 1 < h < n temos

Uyp—1 = Uy COS(?(Xh) — Uy sin(iah)
Uy, = Uyp—q Sil’l(fOCh) + Usp COS(EOCh)
e em particular (#i2j_1,2j) # —(u2j—1,u2;). Como p é invariante sob ¢, segue que ¢;u € pe w = u+ Qsu € p,

ou seja,
w= (171,172,...,0,0,...,ﬁzjfl,ﬁzj,...,172,,,1,172") cp,
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onde uj, = up, + 1y e (U2j—1,u2j) # (0,0). Além disso, o vetor
¢IWZ (W17W2)"'70707'"5W2j717w2j7"'7W2n*15W2ﬂ) €p
ondese h£iel <h<ntemos

Wop—1 = Udjp—1 COS(ZOCh) — Uy, sin(toch)

Wop, = Upp_i sin(tah) + Uy COS(Z‘(Xh).

Como (uzj_1,u2;) # (0,0), para t > 0 pequeno (waj_1,w2j) # (0,0) e nesse caso os vetores w e ¢;w sao
linearmente independentes. Logo, span{w, ¢;w} = p e qualquer vetor desse plano tem as coordenadas 2i — 1
e 2i nulas, ou seja, u%l-fl + u%l- = 0. Contradicdo.

Portanto, somente os planos de rotagdo sdo invariantes sob ¢. O

Lema 5.14. Sejam K= (C ou K=H e
o = diag (eital o ,eita,m) ,

onde o; é um inteiro positivo e "% = cos(ta;) + isin(ta;) € C. Se os a;’s sdo dois a dois distintos, entdo,
os planos de K" que sdo invariantes sob ¢; sdo aqueles gerados por dois vetores coordenados quaisquer:

Demonstrac¢do. Primeiro vamos mostrar que os planos gerados por dois vetores coordenados sao invariantes
sob ¢. De fato, se {v,---,v,} € a base canonica de K", pjx o plano gerado por v;,vy e w = v;A; + v,
para escalares A;, 4 € K, 1 < j < k < n, temos

it 0 0
eitOC_,‘ A eilajl ;
] ]

ow = - N :
eil‘OCk )’k eitocklk

eitan+1 0 O

ou seja, w = v;e"%A; + e %Ay € py paratodot ERe 1 < j <k <n-+1.
Por um argumento andlogo ao usado no Lema 5.13 segue que qualquer outro plano diferente dos planos
P jk’s ndo sdo invariantes sob ¢,. Portanto, segue o desejado. O

Teorema 5.15. Existem métricas Finsler em S e S"~! com somente 2n geodésicas fechadas e em CP" e
HP" com somente n(n+ 1) e 2n(n+ 1) geodésicas fechadas, respectivamente.

Demonstracdo. PARTE I: Como consequéncia de ([Aud03], pag 56) segue que qualquer grupo a um para-

7z

metro fechado de isometrias em $2"~! e §2" é conjugado, respectivamente, a uma matriz diagonal
(Pt = dlag (R(alt)a e 7R(ant)) € ¢t = dlag (R(alt)7 e 7R(ant)7 1) (51 1)

onde @; é um inteiro positivo e R(0) é a rotagio em R? com angulo 6.

Como as geodésicas fechadas de ", com a métrica Riemanniana g de curvatura constante 1, sdo dadas
pela interse¢do de planos (bidimensionais) com S" segue que as geodésicas fechadas em S" invariantes sob
¢, sio dadas pela interseciio de planos invariantes sob ¢; em R"*! com §".

Se os ¢;’s sdo dois a dois distintos, pelo Lema 5.13 somente os planos de rotacao sdo invariantes sob ¢,
e cada uma das geodésicas de g invariantes sob ¢, da origem, pelo Teorema 5.9, a duas geodésicas de F, se
a é irracional. Portanto, como existem n planos de rotacio em R?" e R?"*! segue que $>~! e §?" tem 2n
geodésicas fechadas na métrica Fy, se o € irracional.
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PARTE II: Para o espago projetivo CP" vimos em (2.4) que o grupo de isometrias desse espaco €
PU(n+1,C). Se tomarmos a fibragdo de Hopf

Sl — SZVH—I N CPIZ

entio U(n + 1) age em S+ ¢ C"*! de forma que somente o centro de U(n + 1) induz uma aplicagdo
trivial em CP". Como toda matriz em U (n+ 1) é diagonalizavel, entdo todo grupo a 1-pardmetro fechado
de U(n+1) é conjugado a

o = diag(em‘ o ,ei’a"+1).

Seja 7w : C*™*! — {0} — CP" como definida na Segio 2.2. Pela Proposicio 2.9 segue que uma geodésica
fechada y em CP" é a projecdo de uma geodésica fechada fB(s) = xcoss + usins de $>"*! ¢ C**! (onde
x € C" y(0) = mt(x) e 7(0) = m(x,u)), isto &, y(s) = (B (s)). Suponha que y(s) é invariante sob ¢, entio

¢ v(s) = v(hi(s)) (5.12)
para alguma fung¢@o 4; : R — R e para todo s € R. Como
20:(B(s)) = 9(AB(s)) VA €C eseR (5.13)
temos pelas equacdes (5.13) e (5.12)

7 (¢:(B(s))) = ¢ (x(B(s))) = m (B (h(s))) == ¢ (B(s)) = s (hu(s)) (5.14)

para algum u; € C* e para todo s € R. Note que para todo s € R, B(s) pertence a um plano P gerado por x
e u. Além disso, como (0) = x, B (7/2) = u entdo, pela equacdo (5.14) segue que

ox = ¢:.B(0) = toP (1 (0)) = xptocos(h(0)) + upty sin(h(0)) € P
e da mesma forma
¢ = xptz cos(hy(m/2)) + upz sin(h(7/2)) € P.

Como ¢, é linear entdo para todo w = A x+ Au € P temos

ow = ¢ (Aix+Au)
= 7L1¢,x+lz¢;u

= A (x,uo cos(h;(0)) + upo sin(hy (O))) +A (x,u% cos(h(7/2)) + uptz sin(h,(ﬂ:/2)))
- (zl Hocos (i (0)) + Azpt cos(h,(n/z)))x+ <)Ll Hosin(h(0)) + Azptz sin(he(m /2))) u

ou seja, ¢,w € P. Logo, o plano P € invariante sob ¢;.

Assim, toda geodésica fechada y em CP" invariante sob ¢ é levantada em um plano de C"*! invariante
sob ¢, e pelo Lema 5.14 os planos invariantes sob ¢; sdo gerados por dois vetores coordenados quaisquer.
Isso reduz a situagdo para a acdo de U(2) em S' — §* — CP' = §2. Como vimos na primeira parte da
demonstraciio, S? possui somente 2 geodésicas invariantes sob o grupo a 1-pardmetro de rotacdes. Entio,
como geodésicas vindas de planos distintos sdo distintas e existem

(n+1)!  n(n+1)
2n—-1)! 2

(5.15)

planos gerados por dois vetores coordenados segue que

n(n+1)
2

2=n(n+1)

¢ a quantidade de geodésicas fechadas em CP" na métrica Fy se & € irracional.
PARTE III: Como vimos em (2.5), o grupo de isometrias para o espago projetivo HP" é PU (n+ 1,H).
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Tomando a fibracao de Hopf
§? — §¥ — HP"

entdo, Sp(n+ 1) age em $**3 C HP" e somente as matrizes I e —I induzem uma aplicagdo trivial em
HP". Como toda matriz A € Sp(n+ 1) é unitdria segue de ([Lee48], pag 259) que A pode ser transformada
por uma matriz unitaria em uma matriz na forma diagonal, onde os elementos da diagonal sdo nimeros
complexos de norma 1, ou seja, tem a forma e’® = cos(8) +isin(8) para algum 6 € R. Logo, todo grupo a
1-parametro fechado de Sp(n+ 1) é conjugado a

¢ = diag(e™™ ... "%,

Pela Proposig¢do 2.9, assim como para CP", segue que as geodésicas fechadas invariantes sob ¢, estdo
contidas em planos invariantes sob ¢,. Pelo Lema 5.14 esses planos invariantes sdo gerados por dois vetores
coordenados quaisquer e da equagdo (5.15) obtemos n(n+ 1) /2 desses planos.

Precisamos agora observar a a¢do de Sp(2) em cada um dos planos invariantes sob ¢;, ou melhor, a
agio de Sp(2) =2 SU(4) em §3 — §7 — HP! = §*. Como S* possui 4 geodésicas invariantes sob o grupo a
1-parametro de rotacdes (ou seja, existem 4 geodésicas fechadas invariantes sob ¢, em cada um dos planos
citados) e existem n(n+ 1)/2 desses planos segue-se que existem

1
2
geodésicas fechadas em HP” na métrica Fy, se o é irracional. 0

Além da métrica candnica existe outra métrica Riemanniana definida em $” ([Bes12], pag 120) satis-
fazendo as hipdteses para a construcdo da métrica Finsler como na equagdo (5.3), isto €, uma métrica em
que todas as geodésicas sdo fechadas de periodo 27 e que admite um grupo a um parametro de isometrias.
Também existem métricas Riemannianas em S em que todas as geodésicas sio fechadas e que nio admitem
grupos de isometrias ([Bes12], pdg 126). No entanto, ndo existem qualquer exemplo de métricas com uma
quantidade de geodésicas menor do que as que encontramos no Teorema 5.15.

Por um teorema de Bott e Samelson ([Bes12], padg 186) segue que as tnicas variedades que admitem
métricas Riemannianas com todas as geodésicas fechadas de mesmo periodo sdo ou difeomorfas a RP"
ou tem a mesma cohomologial integral de anéis que ", CP", HP" e CaP" (plano projetivo de Cayley que
ndo abordaremos nesse trabalho). Portanto, esferas e espagos projetivos sdo as Unicas variedades em que
obtemos exemplos, como os mostrados anteriormente, de métricas Finsler com uma quantidade finita de
geodésicas fechadas.

Mostraremos a seguir que o niimero de geodésicas fechadas nos exemplos de esferas e espacos projetivos
tem algum significado topolégico e sdo "6timos"em algum sentido. Mas antes disso, enunciaremos sem a
demonstracdo alguns resultados da teoria de Lusternik-Schnirelmann e da teoria de Morse necessdrios para
a demonstracdo do Teorema 5.24 e do Teorema 5.25.

Definicdo 5.16. Seja M uma variedade de dimensdone f: M — R. Um ponto p € M é dito critico de f se
df(p) =0. Um ndmero ¢ € R é dito valor critico de f se existe algum ponto critico p de f tal que f(p) = c.
Se ¢ € R nio € valor critico entdo ¢ € chamado de valor regular. O ponto critico p € dito ndo degenerado se
a Hessiana

d*f(p): T,M x T,M — R

de f em p dada por
2 L 0f
Ef(p)= Y 5755

i,j=1

(p)dx' ® dx’

tiver nidcleo trivial. Aqui as derivadas parciais sdo tomadas em relacdo a um sistema de coordenadas
(x',...,x") em torno de p. O indice de Morse de p é a dimensdo do subespaco maximal de 7,M onde
d?f(p) é negativa-definida.

Definicao 5.17. Seja f : M — R entdo f € dita uma funcido de Morse se todos os seus pontos criticos sdo
nao-degenerados.
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Teorema 5.18 ([DFBN90], pag 195). Seja M uma variedade diferencidvel fechada de dimensdo n e denote
por bp(M) a dimensdo do k-ésimo grupo de homologia de M sob qualquer corpo (i.e, dimensdo como espago
vetorial). Entdo, para qualquer fungcdo de Morse f em M a seguinte "desigualdade de Morse'vale:

We(f) = bk(M), k=0,1,...,n (5.16)
onde L (f) € o niimero de pontos criticos de f de indice k.

Observacio 5.19. Os elementos by (M) sdo conhecidos como ntimeros de Betti.

Definicao 5.20. Seja X um espaco topolégico Hausdorff e A C X um conjunto fechado de X. O conjunto A
diz-se de categoria k = caty(A) com respeito ao espago topolégico X se k € o menor nimero para o qual A
pode ser escrito como a unifo

A=A1U---UA;

de k conjuntos fechados Ay, --- , Ay, onde cada um deles € contritil em X (a um ponto). Denotamos
caty X = catX.

Definicao 5.21. O comprimento da cohomologia ou comprimento cup é o maior nimero de (ndo neces-
sariamente distintas) classes de cohomologia cujo produto cup € ndo nulo.

Teorema 5.22 ([DFBNOO0], pag 226). Seja M uma variedade suave de dimensdo n, fechada e conexa e
f M — R uma funcdo suave. O niimero k (que pode ser infinito) de pontos criticos distintos de f é limitado
inferiormente por

k> cat(M).

Teorema 5.23 ([DFBN90], pag 234). Se M é uma variedade suave de dimensdo n e compacta cujo compri-
mento da cohomologia é A entdo
cat(M) > A+ 1.

Teorema 5.24. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tal que todas as geodésicas de M sdo fechadas de
mesmo periodo 21. Entdo, qualquer métrica Finsler em M suficientemente proxima de g tem pelo menos
dimM geodésicas fechadas de comprimento proximo de 2.

Demonstra¢do. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de dimensio n tal que todas as geodésicas sdo
fechadas de periodo 27 e seja C = 1M/ S!' como definido em (1.30).

Como vimos na se¢do 4.6 o problema de encontrar geodésicas em uma variedade pode ser transportado
para o problema de encontrar pontos criticos de uma funcdo. Pelo Corolédrio 4.53 vemos que qualquer
métrica Finsler F suficientemente préxima da métrica Riemanniana g em M tem tantas geodésicas fechadas
de comprimento préximo de 277 quanto uma fungio em C = T{M/S' tem pontos criticos.

Por [Wei74] segue que a classe de Euler e € H?(C) da fibragdo T\M — C satisfaz ¢"~! = [C] # 0, ou
seja, o comprimento da cohomologia é pelo menos n — 1. Logo, pelos Teoremas 5.22 e 5.23 segue que o
nimero k de pontos criticos de qualquer funcgéo real e suave em C € tal que

k>cat(C) > (n—1)+1=n=dimM.

Portanto, qualquer métrica Finsler em M suficientemente proxima de g tem pelo menos dimM geodésicas
fechadas de comprimento préximo de 27. O

Teorema 5.25. Seja M = S",CP",HP". Se todas as geodésicas de comprimento proximo de 27t na métrica
Riemanniana canénica g definida nessas variedades sdo ndo-degeneradas entdo qualquer métrica Finsler
suficientemente proxima de g tem pelo menos 2n geodésicas em S** e S*'~1, n(n+1) em CP" e 2n(n+1)
em HP" de comprimento proximo de 27.
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Demonstra¢do. Sejam M como no enunciado e g a métrica Riemanniana candnica definida em M. Como
vimos no Coroldrio 4.53, qualquer métrica Finsler ' em M suficientemente préxima de g tem pelo menos
tantas geodésicas fechadas de comprimento préximo de 27 quanto uma funcgio ¢ em C tem pontos criticos.
Se todas as geodésicas de F' com comprimento préximo de 27 sdo ndo degeneradas entdo pelo Teorema
5.18 segue que o nimero k de pontos criticos de ¢ € tal que

dimC

k=Y wi(e)> Y bi(C). (5.17)
i i=0

Como vimos na secdo 3.7, usando a sequéncia de Gysin na fibracio S"~! — TyM — M encontramos a
cohomologia de T1M e usando a sequéncia de Gysin em S! — T{M — C podemos encontrar os niimeros de
Betti de C. Assim:

(i) Pelo Lema 3.41, se M = S%" temos b;(C) = 1 se i é pare 0 < i < 4n — 2. Logo,

4n—2

4n—2
Y bi(C) = "2 +1=2n
i=0

(ii) Pelo Lema 3.42, se M = S?"~! temos b;(C) = 1 se i é pare 0 < i < 4n— 4 exceto by, »(C) = 2. Logo,

4n—4
2n—4 4n—4)—2n
Zbi(C): 2 +1—|—2+(2)
i=0

+1=2n.

(iii) Pelo Lema 3.43, se M = CP" temos
bo(C)=1,b2(C) =2,b4(C) =3,...,b2,2(C) =n=b2,4(C), brp-1(C) =n—1,...,bap>(C) = 1.

Logo,

4n72b,»(C) _ (1+n)n
0

> 2=n(n+1).

(iv) Pelo Lema 3.44, se M = HIP" temos
bo(C)=by(C) =1,b4(C) =b6(C) =2,...,b4p-4(C) =bap—2(C) =n=b4,(C) = ba12(C), ..., bgn—2(C) = 1.

Logo,

8n—2 (1 Jrn)n
2

Y bi(C)= 4 =2n(n+1).
i=0

Portanto, toda métrica Finsler suficientemente préxima de g tem pelo menos 2n geodésicas em S e
§27=1 n(n+1) em CP" e 2n(n+ 1) em HP" de comprimento préximo de 27. O

Assim, comparando o Teorema 5.15 e o Teorema 5.25 vemos que entre todas as métricas Finsler su-
ficientemente préximas da métrica Riemanniana candnica, somente os exemplos de F, (construidas na
demonstracio do Teorema 5.15) em S>* sdo 6timos, no sentido de que F, possui a menor quantidade de ge-
odésicas fechadas estimada no Teorema 5.25. Mas todos os exemplos sdo 6timos se considerarmos somente
métricas Finsler com geodésicas fechadas ndo degeneradas.
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Capitulo 6

Propriedades Geométricas dos Exemplos de
Katok

Nesse capitulo vamos examinar algumas propriedade da co-métrica Finsler

em M = S§",CP",HP" onde Hy e H; sdo como em (4.9) e (4.5), respectivamente. Na maioria dos casos
faremos os cdlculos somente para M = S2, os outros sdo similares.

6.1 Comprimento das Geodésicas

Teorema 6.1. O comprimento das geodésicas fechadas de Fo em S? sdo iguais a 2n/(1+ ) e 27/(1 — &)
dependendo se a geodésica fechada estd a favor ou na direcdo oposta a direcdo da rotagdo.

Demonstra¢do. Vimos anteriormente no capitulo 5 que se (y(¢),Y(y(¢)) é uma curva integral de X PR
entdo, (%(¢),Y (w(r)) é uma curva integral de Xy, onde yp € uma reparametrizagio de 7y tal que Fy (7(s)) =
1. Assim, o comprimento de uma geodésica na métrica Finsler Fy concorda com o periodo das érbitas de
Xg,. Seja

c(r) = yhx (6.1)

uma geodésica fechada de Hy, em T*M, invariante sob ¢,. Pelo Corolario 5.10, para M = S2, as dnicas
geodésicas invariantes sob o grupo a 1-parametro de rotacdes

cost —sint O
¢, = | sint cost O
0 0 1

sd0 7 (t) = (cost,sint,0) e (1) = (cost,—sint,0), isto é, o equador percorrido na direcdo anti-hordria e
horéria, respectivamente. Veja que

[ coss —sins 0 cost cosscost —sinssint
os(n(r)) = sins coss O sint | = | sinscost+cosssint
| 0 0 1 0 0
[ cos(t+35)
= sin(t+s) | =7n(t+s)
0

7
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e
[ coss —sins 0 cost cosscost +sinssint
Os(n(t)) = sins coss O —sint | = | sinscost —cosssint
L0 0 1 0 0
cos(t —s)
= —sin(t—s) | =p(t—s)
0

Como vimos na demonstra¢do do Teorema 5.9, se ¥(¢) é uma geodésica de g invariante sob ¢ e tal que
0s((1)) = y(h(t,s)) para alguma fungdo real continua h entdo se ¢(r) = /™ x temos

yle(r) = c(h(t,s)).

Logo, como no nosso caso k(t,s) =t+se h(t,s) =t —s temos

yilic(t) = c(t+5).
Assim,

ylax =yl oyliix =yt o yox = yllic(r) = c(t + o).

Como c tem periodo 27 entdo se T é o periodo de l;/tH “x temos

2n
1+a’

T(ltoa)=2r=T=
Portanto, os comprimentos das geodésicas ¥; e % na métrica Fy sdo 2n/(1+ o) e 2n/(1 — @), respectiva-
mente. O

Analogamente para a métrica Fy em S” com ¢, como definido na PARTE I do Teorema 5.15 segue que
o comprimento das geodésicas sdo 27w /(1 + aq;) e 2w /(1 — o), respectivamente.

Teorema 6.2. Se |a| < 1 entdo Fy como definido em (5.3) é uma métrica Finsler.

Demonstragdo. Denote por N(p,y) = \/&p(»,y) € (gij) a matriz simétrica positiva-definida associada a
métrica Riemanniana g. Como a aplicagdo y — g(y, -) € uma bijecdo e Hy(p,§) = /g"/(p)&i&;, onde
(¢7(p)) = (2ij(p)) " temos

Ho(p.gp(y. ) \/g P)gij(p)y'gij(p)y’ = \/gu )y'y/ =N(p,y)

Hi(p,gp(y ) = 8p(nVp)-

Logo, Hy (p,gp(yy )) ¢ uma norma Riemanniana associada a g e  := H, (p,gp(yy )) ¢ uma 1-forma em
TM que para cada p € M associa o funcional linear g,(V),, - ). Pelo Teorema 1.30 segue que

F(p,y):=Hu(p,gp(y.-)) = \/&ii(p)y'y + aB(y)

¢ uma métrica Finsler se, e somente se, |||, < 1. Observe que

llaBll, = |a|sup{B(y),N(p,y)=1,yeT,Mepec M}
= ’alsup{gp(yavp)aN(pay) = lvye TPMEPGM}

e paray € T,M tal que N(p,y) = 1 temos

gp(»,Vp) =N(p,y)N(p,V;)cos(8) = N(p,V,)cos(0)
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onde 6 ¢ angulo entre y e V,,. Assim, como N(p,V,) < 1 para todo p em M entdo F é¢ uma métrica Finsler
se, € somente se,
1> ||laBll = |a|supN(p,V,) = |af.

PEM
Observe que derivando F em relagdo a y temos
10F? 10 S
iw(]%)’) = 29y [H (', 8iy")]
1 0H2

= E ag (plagljyl)glj
1
e derivando novamente em relacdo a y temos

1 9%F?
fi(pyy) = EW(’”)
10 [odHZ, . .
1 9%H? 1 0H? d
= E?agj(pagp(%'))'gij‘gij+§T;(pagp(ya'))‘Ty(gij)

= hl‘j(pagp(ya '))(gij)z

Logo,
hij = £j(8")* = fijo H;.
Entdo, se |a| < 1 segue-se que a forma bilinear 4;; € positiva definida pois f;; nesse caso é positiva definida.

Portanto, como H,, € diferencidvel em 7*M\{0} e homogénea de grau 1 segue que H, é uma co-norma
Finsler se |a| < 1 e pelo Teorema 1.25 concluimos que Fy, é uma métrica Finsler. O

Observacio 6.3. Veja que quando o — 1 o comprimento das geodésicas fechadas em S? (na métrica Fy)
tendem a 7 e oo, respectivamente.

Os exemplos de F, também sdo interessantes quando « é racional. Seja @ = k/m onde k e m sdo
relativamente primos. As geodésicas fechadas invariantes sob ¢ entdo tem periodo

27 B 2nm

140 k+m
(]

27 B 2nm

l—-a k-m

respectivamente. Mas, afirmo que todas as outras geodésicas tem periodo 27wm. De fato, se c¢(t) = V/tHox é
uma orbita fechada de Xy, temos

W= Y o = gl o ylor = () =y (),

m

Como nesse caso ¢(t) ndo é invariante sob 1//,H "entdo se T é o periodo de l[ltH“ segue que 7' /m = 2m. Assim:

Teorema 6.4. Existem métricas Finsler em §", CP" e HP" com todas as geodésicas fechadas mas que ndo
tem 0 mesmo periodo.

Por exemplo, para S* com « = k/(k+ 1) entdo os periodos das geodésicas fechadas sio:

2r 2m(k+1) 2=m
l+a 2k+1 " 1—-«

=2m(k+1) e 2m(k+1).

Apds uma reparametrizacdo, todas as geodésicas tem comprimento 27, exceto por uma que tem compri-
mento 27/ (2k+1).
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6.2 Aplicacido de Poincaré dos Exemplos de Katok

Seja (M, ®) uma variedade simplética e H um hamiltoniano com campo Hamiltoniano Xy e fluxo v,
onde ¢(r) € uma 6rbita fechada de periodo T, isto &, ¢(0) = ¢(T) = x.

Defini¢io 6.5. Seja X' C M uma subvariedade de codimensdo 1 transversal a X, ou seja,
T,M = T,X @ span{Xy (y)}
para todo y € ¥’ numa vizinhanga de x. Entéo, ¥’ é chamada uma secéo transversal local de ¢(¢) no ponto x.
Em uma vizinhanga U C ¥’ de x o fluxo y; define uma aplica¢do suave
2.Ucy —»Y

definido da seguinte forma. Dado y € U C ¥/, pr6ximo de x = ¢(0), seguimos a érbita de y até v,y intersectar
Y/ pela primeira vez, no tempo 7(y) > 0, e definimos

Py) =) €L, yeUCE.

Como o campo de vetores Xy € transversal a se¢io X', a aplicagdo y — 7(y) € R é suave, definida em uma
vizinhancga de x e unicamente determinado pelas condi¢des

T(x)=T
Ye(y) € Y, yeXnU

Defini¢sio 6.6. A aplica¢do & é chamada aplicacio de Poincaré de c e P = d Z(x) é chamada de aplicacao
linearizada de Poincaré de c.

Figura 6.1: Aplicacdo de Poincaré

Definicao 6.7. Se todos os autovalores da aplicacdo linearizada de Poincaré de ¢ tem norma 1 dizemos que
c € eliptica.

Agora suponha que c(¢) tenha energia U, isto é, H(c(t)) = 1 e que a superficie de energia
S={xeM;Hx)=nu}

€ regular e, portanto, uma subvariedade de dimensdo 2n — 1. Se ¥’ C M é uma se¢do transversal da 6rbita
periddica ¢(t) entdo como H é constante ao longo das 6rbitas de Xy segue que a aplicagio & : UNY — ¥/
deixa a superficie de energia invariante

2. UNnYNS—=¥nNSs.

Logo, podemos definir a secdo transversal X na superficie de energia S e a restri¢do da aplicac¢do de Poincaré
por
r=¥YnNS e Z:UNL—X.
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Teorema 6.8. A secdo transversal ¥ =Y/ NS da 6rbita periédica c(t) na superficie de energia S é uma
subvariedade simplética de (M, ®) de dimensdo 2n — 2 equipada com a forma simplética ®' = i*®, onde
i: X — M é ainclusdo. A aplicagcdo de Poincaré &7 : U NYX — X preserva a forma simplética, ou seja,
70 =0

Demonstracdo. Primeiro mostraremos que @’ é uma forma simplética. Como a 2-forma @’ € fechada pois
di*® = i*dw = 0, precisamos mostrar apenas que @' é ndo degenerada. Observe que o espago tangente de
S pode ser representado por

T,S = ker dH(y) = ker ®(Xy, - ) = {ve LM ; ®(Xy,v) =0} (6.2)
Como X em S € transversal a Xy temos
T,S = T, X @ span{Xy }. (6.3)
Assuma que v € T,X satisfaz
o(v,u) =0 paratodo u € T,X.

Por (6.3) segue que todo vetor p € 7, pode ser representado por p =u+AXy, onde A € Re u € T,X. Como
¥ C S, usamos a definicdo de um campo de vetores Hamiltoniano e concluimos que

o(v,p)=0,u)+Aw(v,Xy(y)) =AdH(y)v=0

para todo p € T,S. Assim, v pertence ao subespago 1-dimensional ker(w|s) = span{ Xy }. Mas, como v €
T,X e Xy ¢ T,X concluimos que v = 0. Logo, @' = i*® ¢ ndo degenerada. Agora queremos mostrar que
P*w = o', isto é,

o(u,v) = 0(dP(y)u,d P (y)v)

para todo u,v € T,X. Diferenciando &7 temos

d

dP(y) = dfy%m(y) = Xu(ye(y))dt(y) +dy:(y)

para T = 7(y). Como dy;(y) é simplética, abreviando [ := dt(y) e p = y¢(y), segue que para todo u,v € T,X

o(u,v) = o(dy(y)u,dy:(y)v)
= odZy)u—1u)Xu(p),dZ(y)v—1v)Xu(p))
= o(dZ(y)u,dZ(y)v)

onde usamos que ®(Xy(p),d P (y)u) = @(Xu(p),d P (y)v) =0 pois Z(y)u, Z(y)v € L,E CT,S. O

Escolha uma se¢io £ = X' N H~!(1) transversal a ¢ em x. Entio, existem vizinhangas menores 2 e X
de x em X, pelo Teorema da func¢do Inversa, e uma fungdo 7 : Xy — R tal que

P(y) = Wy (v) 1 Zo — Ly

€ um difeormorfismo que é simplético com respeito a i* @ (Teorema 6.8).

Em geral, P = d &7 difere de dyr(x) uma vez que T,X ndo é necessariamente invariante sob dyr(x).
Mas, se H é homogéneo de grau 1 entdo podemos encontrar um X tal que 7,X é invariante sob d yr(x), como
Veremos a seguir.

Lema 6.9. Seja (M, ®) uma variedade simplética e H : M — R um hamiltoniano com campo Xy e fluxo y;.
Se H é homogéneo de grau 1 entdo

Wi(Ay) = Ap:(y). (6.4)
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Demonstracdo. Como H é homogéneo de grau 1 entdo paratodo A € R ey € M temos

H(Ay) =AH(y). (6.5)
Diferenciando a equagdo (6.5) obtemos

dH(Ay)(Av) = AdH(y)-v
para todo v € T,M e pela defini¢do do campo de vetores Xy segue-se que
® (Xp(Ay),Av) = A0 (Xu(y),v) = @ (Xu(y),Av) = @ (Xu(Ay) —Xu(y),Av) =0

Entdo, como @ é ndo-degenerada segue que

X (Ay) = Xu(y) (6.6)
paratodoy € M e A € R. Além disso,

Wo(Ay) = Ay = Ay (y)

e pela equacgdo (6.6) temos

=Xu(Ay) =Xpu(y) = % [k v (y)]

d
E%(AY)

t=0 t:O'

Assim, como y;(Ay) e /'Ll[/% (y) tem as mesmas condi¢des iniciais segue pela unicidade das solugdes das
equagdes diferenciais do campo Xy que

Vi(Ay) = 2w (y).
O

Lema 6.10. Seja (M, ®) uma variedade simplética e H um hamiltoniano homogéneo de grau 1 com campo
Xy e fluxo ;. Entdo, existe uma se¢do transversal ¥ na superficie de energia H='(1) tal que T, X é invari-
ante sob dyr(x).

Demonstracdo. Diferenciando (6.4) com respeito a A e fazendoy=x,t =T e A = 1 temos

dyr(x)-F = yr(x) = T Xy (yr (x)) = ¥ T - ¢(0) 6.7)

onde x € igual a x olhado como um vetor tangente em x. Mas também como ; o Wx = W, 0 Y;x temos
at ] a I = dvi(x) - Xu(x) = Xu (yi(x))
—_— O = — o] . et
ds Vi O Ysx o ds Vs oYX 0 Yr (X H\X H(Yr (X

e fazendo t = T obtemos
dyr(x)-¢(0) = Xg(yr(x)) = Xu(x) = ¢(0). (6.8)

Assim, pelas equagdes (6.7) e (6.8) segue que x e ¢(0) formam um subespago invariante sob dyr(x). Além
disso, esse subespago é ndo-degenerado com respeito a @ pois diferenciando H(Ax) = AH (x) com respeito
a A e fazendo A = 1 temos

Logo,
0(¢(0),x) =dH(x)-x=1. (6.9)

Sejam A o subespago gerado por x e ¢(0) e E o complemento ortogonal de A com respeito a o, isto é,

E:=A°={veTM; o(v,x) = o(v,¢(0)) =0}
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Entao:

Afirmacao 6.11. dyy(x) é invariante sob E.

Demonstra¢do. Como dyr(x) preserva a forma simplética (Teorema 6.8) e pelas equagdes (6.7) e (6.8)
temos X = dyr(x) - X+ T -¢(0) e dyr(x) - ¢(0) = ¢(0) entdo para todo v € E segue que

o(dyr(x)-v,x) = o(dyr(x)-v,dyr(x)-x+T-¢(0))
o(dyr(x ) v,dyr(x)-x+Tdyr(x)-¢(0))

= o(dyr(x) v,dyr(x)(X+T-¢(0)))
= oWx+T-¢0))
= 0vx)+T-0(v,c0))
=0
e
o(dyr(x)-v,¢(0)) = o(dyr (x) -v,dyr(x) - ¢(0)) = @(v,-¢(0)) = 0
Logo, dyr(x)-v € E paratodo v € E e, portanto, dyr(x) - v € invariante sob E. O

Afirmacao 6.12. O subespaco E é ndo-degenerado.

Demonstrag¢do. Suponha que exista v € E ndo nulo tal que @(v,u) = 0 para todo u € E entdo v € E® = A.
Assim, v é um elemento nio nulo do subespago gerado por x e ¢(0) tal que

o(v,X) = 0(v,¢(0)) =0.

Mas isso € uma contradi¢@o ao fato de A ser um subespago ndo degenerado. Logo, se @(v,u) = 0 para todo
u € E entdo v =0, isto é, E € um subespaco nao-degenerado. O

Assim, como E é ndo-degenerada e @ (v, Xy (x)) = @(v,¢(0)) = 0 para todo v € E temos
ENspan{Xy(x)} = 0.
Além disso, como:
() TM=A+A® =A+E,
) T.H'(1)={ve T,M; o(Xy(x),v) =0} por (6.2) e
(3) ECTH '(1),Xu(x) e TH (1) ex ¢ T.H (1) pois ®(x,Xp(x)) = 1 pela equagdo (6.9)

concluimos que
T.H (1) = E ®span{Xy(x)}. (6.10)

Portanto, como E é invariante sob dyr(x) e vale (6.10), escolhendo X tal que T, X=E, entdo
P=d yr (X) | E
O

O fluxo linearizado dyr (x) pode ser entendido da seguinte forma: Escolhendo uma variagéo de curvas
solugdo ¢(t) := ¢(s,1), co(t) = c(t), e definindo o vetor variagdo

dcs

Y(t) - ﬁ s=0
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tem-se que Y (7) é uma solugdo do fluxo linearizado

dy; (Y(0)) =Y (1)

e, assim, P(Y(0)) = Y(T). Para computar Y (¢) escolhemos um sistema de coordenadas pj,...,p, em M
tal que pp = --- = p, = 0 ao longo de ¢(¢), t = p; e p; periddico, pi(t+T) = pi(t) (é sempre possivel
encontrar tal sistema de coordenadas no caso hamiltoniano).

Seja (pi,qi) o sistema de coordenadas induzido em 7*M. Uma vez que ¢; é uma solucdo das equacoes
de Hamilton p; = H,,, ¢; = —H,,,, entdo se

dcg
Y(t)= FR

B (‘?;”(o r>,§i"<o,r>) — (&0 m(0) 6.11)
temos
. d%c;
G = 220
- i[(pxs,r),qi(s,r))h_o
- 2 m alplesiaies) ~Hy (5.0, a0)]
= < qip; ” )+qu‘£1j'88q;(07t)7Hpipj'aalzj(()’t)Hpiq,"aacij(o’t)>

Hy,p; 5/ Hgg;-1j(1), Hpipj'gj(’)*prqj'nj(f»

Logo,
&= qu, -8j(t) + Hyg; - mj(t) 6.12
{ Ni = —Hp,p,; - §j(t) — Hp,g; - 1;(1) ©.12)

onde as derivadas parciais de H sdo calculadas ao longo de ¢(7).
Teorema 6.13. A aplicacdo linearizada de Poincaré das geodésicas fechadas em S* sdo rotacées com

angulos 2w /(1 + a) e 21/ (1 — @) respectivamente. Em particular, para & irracional todas as geodésicas
fechadas sdo elipticas com expoente irracional.

Demonstragdo. Seja H = %Hé onde o < 1 € irracional. Pelo teorema 4.28 segue que o fluxo associado a
Xy é o fluxo co-geodésico de Fy,. Tome a parametrizacdo de S°

X = COSpicosp;
y = sinpjcosp; (6.13)
= Sil’lp2

Seja ci(t) o "equador'de S2, isto &, ci(t) = (pi1(t),0). Lembre que na métrica Fy, com « irracional, as
Unicas geodésicas periddicas que existem sdo aquelas obtidas percorrendo o "equador'nas direcdes hordria

e anti-horaria. Sobre essa curva temos 8%1 =Ve a%z ortogonal a V , além disso, V e a%z tem comprimento

unitdrio com respeito a métrica g. Seja H; como definido em (4.5). Com a parametrizac¢do (6.14) temos

) d
H(pi-qi) = q1dpi(V) +q2dp2(V) = qidpy <ap )Hdez (8171) 4

€ a matriz g;; associada a métrica g €:

2 2
cos 0 . sec 0
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Logo,

1
H(pi,qi) = EHé(pia%')

Iy 2
= 3 {\/ 8'qiq;+ a‘b’]
1 2
= 3 [ (sec? pa)gi +45+ aql]
As orbitas periddicas ¢(f) de Xy com curva base ¢ (1) e Hy(c(f)) = 1 sdo tais que:

c(t) = (p1(1), p2(t), 41 (1), 42(1))

onde ps(t) = 0. Queremos descobrir quem sdo p;(7),qi(t) e g2(¢). Como c(t) é solugdo das equacdes de
Hamilton associadas a H temos:

oH i sec?
pi(t) =5 - =Ha(c(t))- Gecpldt oo 1, (6.142)
0 |/ (sec? p2)gt + 3 Vi + 43
oH
palt) = 5 = Ha(c(1)) L =& (6.14b)
7 (e p)gi+a3 | /47 + a3
oH
) =——-=0 6.14c
QI( ) apl ( )
oH 2po)(t 2
4a(t) = =5 = Ha(c(1)) (sec po)(tanpa)gy | _, (6.14d)
P2 (seczpz)q%—kq%

Como p, (1) =0 temos p,(¢) = 0. Assim, da equac@o (6.14d) segue que g»(7) é constante e de (6.14b) temos
q2

VA +a

A equagio (6.14¢) nos diz que g (¢) é constante. Substituindo (6.15) na equagéo (6.14a) obtemos

0= — (1) =0 (6.15)

. q1
pi(t) = WJFO‘

Se ¢ é a geodésica de comprimento 7 =271 /(1 + a) entdo g; > 0. Assim, temos
pit)=1+a= pi(t) = (1+a).

Como Hy(c(t)) =1 e go =0 entdo

1
1=/(sec®p)gi +q3+0q1 = |qi|+ag = (1+a)q1 =1 = q e

o(t) = <(1+a)t, 0, 1—|l—a o).

Logo,
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Calculando as derivadas de segunda ordem de H ao longo de ¢(¢) temos

Hyg = (1+a)?

H4242 =l+o

Hy 4, = Hp,p, = Hp,p, =0
1

Hp,p, = Tra

Logo, as equagdes diferenciais para Y (¢) sdo:

&i=(+a)P’m m=0
SG=0+a)n m=-175 &

Como E é o w-complemento ortogonal gerado por ¢(0) = (1+ Oc)a%1 ex=c(0)= lJ%aa%l entdo se
78 + 75 + 7(9 + 78 ek
Vv=yv \%) V3 V4
l api Ip> dq 9q>

temos

o(v o) =0 (" o)
v, — | = v, — | =
api dqi

onde ® =dpy Ndg1 +dpr Ndg,. Assim,

0=w (v, 8) =dpi Ndq <v, 8) +dpyNdqg <v, 8) = —y3
api Ipi ap

0=w<v, 8) =dpiNdq, <v, a) +dpr Ndg <v, 8> =
aC]l aQ1 8q1

Logo, v = vza%z + V4a%2 e isto implica que E é gerado por a%z e 3%2. Observe que

d 1 d 0 1 0
o(Vita —,—— — | = (dpiAdq1+dp> Nd +o —, R
( Ip’ Vi+a 3612) (dpindqi+dp2 q2)< op’ Vi+a 9q

)

6.2

Vit a

- Vita

= 1
Logo, # = {\/ 1+o- aipy \/ﬁ . 3%2} € uma base simplética para o subespaco E. Além disso, resolvendo
0 sistema

{ L=(+a)mn

h=—1g &

obtemos

&(t)=av1+a-cost+byV1+o-sint
1
Mm(t) =b

-sint

-COSt—a

1
vi4+a vi+a
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onde a,b € R. Escrevendo os vetores Y (0) e Y (7') na base simplética .2 obtemos

Y(0)= < ll—l—OC ‘52(0),\/1—{—06‘172(0)) = (acos0+bsin0,bcos0 —asin0) = (a,b)

Y(T)= (\/11_1_706-52@),\/1 —|—a-n2(T)> = (acosT +bsinT,bcosT —asinT)

Como P é tal que P(Y(0)) =Y (T) temos

P(a,b) = (acosT +bsinT,bcosT —asinT)

p a | cosT sinT a
b | | —sinT cosT b

P:[ cosT sinT}

isto €,

Logo,

—sinT cosT

e, portanto, P é uma rotagéo com angulo 7 =271 /(1+ o). Para a geodésica de comprimento 7 =27 /(1 — o),
concluimos de forma andloga que P é uma rotacdo com angulo 7' =27 /(1 — ). Por fim, precisamos calcular
os autovalores de P. Se A é tal que det(P — A1d) = 0 temos

det 0057?_)“ sinT =0 = A?>—2cosT-A+1=0
—sinT  cosT—A

Resolvendo a equagdo acima em relagdo a A obtemos

B 2cosT ++v/4cos?T —4
a 2

=cosT +isinT = ™7,

A

Portanto, as geodésicas de comprimentos 7 =27/(14+ o) e T =27/(1 — o) sdo elipticas com expoente
irracional, se « for irracional. O

6.3 Indice de Morse dos Exemplos de Katok

Agora vamos mostrar que se pode dar uma descricao da Teoria de Morse do funcional energia

E(c) = % / F2(c(e),é(r))dt

no espago de curvas suaves por partes A = C*(S', M) (i.e ¢: [0,1] — M tal que ¢(0) = ¢(1)). Faremos
os célculos, novamente, s6 para M = S2, as outras variedades sdo similares. Denote por ¢; a geodésica
fechada curta de comprimento 27 /(1 + ) e por ¢, a geodésica fechada longa de comprimento 27 /(1 — a).
Mas antes de analisarmos os indices de Morse dos exemplos de Katok em S? veremos alguns resultados
importantes sobre a Teoria de Morse, onde parte dos resultados foram retirados ou adaptados de [Mil63] e
[BTZS82].

Notaciio 6.14. Seja Vi (c) o espago de campos de vetores suaves por partes ao longo de ¢ tal que
8e(ny(X(2),¢(1)) =0
para todo ¢ e tal que X (1) = X(0).

Definicao 6.15. O indice de um funcionamento bilinear H em um espacgo vetorial V, é definido como a
dimensdo do subespaco maximal de V em que H é negativa-definida. A nulidade é a dimensao do nicleo
de H, isto é, o subespaco de todos os elementos de v € V tais que H(v,w) = 0 para todo w € V.
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Definic¢do 6.16. Definimos /.. : Vo(c) x Va(c) — R por

LX,Y)= — /lgC<DDX+R )dt ZgL ( —DeX(r; )Y(t)) (6.19)

+ gdl)(mx(r),nl))—gc-m)(Dé(o*),Y(m)
onde 0 =1y <1t} < ... <t =1 s3o pontos de descontinuidade de D X.

Definicao 6.17. O indice de ¢ como uma geodésica fechada € definido como o indice de /.. Denotaremos o

indice de ¢ por ind(c). A nulidade de ¢ é definida como dimker (Ic|VA<C>> e 0 denotaremos por nul(c).

Observacao 6.18. Pela mesma demostracdo do Lema 3.8.2 em [SH13] obtemos a igualdade I, = dCZE |VA(L->-

Observacio 6.19. Note que a nulidade de ¢ como um ponto critico de E é nul(c) + 1 pois ¢ pertence ao
nicleo da hessiana de E.

Definicdo 6.20. O indice da geodésica ndo-periddica c : [0,1] — M denotada por indg(c), € definida como
o indice da forma I. definida no espago V(c) dos campos de vetores suaves por partes X ao longo de c tal
que

8o (X(1),¢(r)) =0
para todo 7 e tal que X (1) = X(0) =0.

Definicdo 6.21. Definimos a nulidade da geodésica néo periddica c : [0, 1] — M como a dimensdo do niicleo
de Iy, (c) € a denotamos por nulg, isto &, nulg := dimker (L V(e )

Observacao 6.22. Seja p(z) o nimero de campos de Jacobi linearmente independentes Y ao longo ¢ com
Y(0) =Y (z) = 0. Entdo, pelo Teorema 14.1 e pelo Teorema 15.1 em [Mil63] obtemos

nulg(c) = p(1) e indg(c) Z u(t

O<r<1

Teorema 6.23. A nulidade de c € A ¢ igual ao niimero mdximo de campos de Jacobi linearmente indepen-
dentes Y ortogonal a ¢ com respeito a g;, isto é, campos de Jacobi com Y (0) =Y (1), D;Y(0) =D:Y (1) e
g:(Y(t),¢) =0 paratodot.

Demonstragdo. SejaJ um campo de Jacobi tal que J(0) = J(1), D:J(0) = D:J(1) e g:(J(t),¢) = 0. Entdo,
Je VA(c) €

k—1
IC(X)Y) = - /Olgc' (Ovy) dt — Z 8¢(t) (O’Y(t)) +gé(l) (Ovy(l) _Y(O)) =0.

i=1

Logo, J € ker .. Por outro lado, seja J um campo de vetores no nticleo de /.. Escolha uma particdo 0 =1y <
1 <...<t=1de0,1] tal que J|[ti_1,%] é suave para cada i =1,...,k— 1. Seja f : [0,1] — [0, 1] uma
funcdo suave que se anula em fg,#q, ..., e € positiva nos outros pontos. Seja

Da(t) = f(2) (DeDed + Re(J)) -

Entao, como

0="1.(J,Js) = /f gc<DDJ+R(J),DéDéJ—I—Ré(J))dt—I—O

obtemos que J|[t;_1,#] é um campo de Jacobi para cada i = 1,...,k— 1. Agora, seja J; € V() um campo
tal que J5(t;) = D:J(t;7) — D:J(t; ) parai = 1,...,k. Entdo,

k
0=1.(J,J5) =0—Y ger) <Dé"](ti+) —DeJ(t;),DeJ (") —Dc‘f(fi_))
=



6.3 INDICE DE MORSE DOS EXEMPLOS DE KATOK 89

e isto implica que D.J é continuo. Portanto, J € um campo de Jacobi suave. O

Observacio 6.24. O espaco Vi (c) é a soma direta de V! (c) e V(c), onde

Vi(e) = {X €Va(c); X|[ti,ti+1] € um campo de Jacobi}
Vile) = {XeEVA(c);X(t;)=0,0<i<k}

Além disso, V! (c) e Vi(c) sdo ortogonais com respeito a H e H é positivo-definido em V?(c) (ver Lema
15.3 em [Mil63]). Observe que ind(c) é o indice de I, em Vi (c) e portanto ¢ finito.

Teorema 6.25. Seja H uma forma simétrica definida em um espago vetorial de dimensdo finita V (ou forma
Hermitiana em um espago vetorial complexo). Para qualquer subespaco W C 'V temos

(a) indH = indH|y +ind H|y . +dim(W NW) —dim(W Nker H)
(b) dimkerH = dimkerH . —dim(W NW) + dim(W NkerH)
onde W-={XcV;HX,Y)=0,VY W}

Para uma prova do resultado acima veja [BTZ82], pagina 218. Usando a Observacio 6.22 e o Teorema
6.25 obtemos um importante teorema que caracteriza o indice de uma geodésicas fechadas.

Teorema 6.26. O indice e a nulidade das geodésicas fechadas satisfazem a equagdo
ind(c) = indg(c) + (ind+dimker)/. |y . —nul(c)
onde W é o subespago ortogonal, com respeito a I, do subespago Vi (c) NVq(c).

Demonstragdo. Escolha pontos 0 =1y <# < ... <t =1 tais que ndo existam pontos conjugados no interior
de c|[t;,t;+1]. Aplicaremos o item (a) do Teorema 6.25 para V =V, (c), W =V (c)NVq(c) e H = I.. Como
indI.|y = indg(c) e da equacio (6.20) segue que W+ consiste de campos de Jacobi suaves ¥ ao longo de ¢
com Y (0) = Y (1), mas possivelmente D:Y (0) # D:Y (1) segue que dim(WNW+) = u(1) e W Nkerl, sio
os campos de Jacobi periédicos que se anulam em 0. Para X,¥ € W+ temos

1(X,Y) = g¢(De¥ (17) = De¥ (07),¥(0)) (6.20)
Entdo, pelo Teorema 6.25 temos
(i) ind(c) =indq(c)+ind |y + p (1) —dim(W Nkerl.),
(i) dimkerl. = dimker/.|y. —pu(1)+dim(W Nkerl.).

Logo,
ind(c) = indg(c) + (ind +dimker)I, |y . —nul(c).

Definic¢do 6.27. O termo ind(c) —indg(c) é chamado a concavidade de ¢ e o denotaremos por conc(c).
Definicdio 6.28. A iterada c* de uma geodésica ¢ é definida por
(1) = c(ke).

Se ¢ é uma geodésica fechada entdo todas as suas iteradas cf também sdo geodésicas fechadas e repre-
sentam circulos criticos diferentes em A.

Teorema 6.29. As geodésicas c1, co e todas as suas iteradas foram uma subvariedade critica ndo-degenerada
de A.
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Demonstra¢do. Como vimos no Teorema 6.23, a nulidade de uma geodésica fechada, considerada como um
circulo critico em A, € a dimensdo do espago de campos de Jacobi periddicos (méddulo ¢). Se « € irracional,
apenas c¢| e ¢ sdo geodésicas fechadas na métrica F,. Logo, os campos de Jacobi periddicos de Fy sdo
todos tangentes as geodésicas c; e ¢, ou seja, ¢1 € ¢y tem nulidade zero. Pelo mesmo argumento, se o é
irracional, todas as iteradas de c; € ¢, tem nulidade zero. O

Se ¢; € uma familia a 1-pardmetro de geodésicas em M, entao

_4
_dt s=0

Y(t) cs(t) € TyM

€ um campo de Jacobi ao longo de ¢ (ver Lema 14.4 em [Mil63]). Segue da computagdo do fluxo linearizado
D¢, que os campos de Jacobi no nosso exemplo sdo os campos de vetores com componentes &; (ver equagdo
(6.11)) com respeito ao sistema de coordenadas p;. Assim, se Fy (c(1),¢(r)) = 1 os campos de Jacobi que
ndo sdo tangentes a geodésica sdo da forma:

d

Y(1) =f(f)872-

Como p1, py sio coordenadas de S? tais que c(t) = (p;(t),0) (onde ¢ = ¢; ou ¢ = ¢3) e o campo de Jacobi
Y (1) satisfaz a equagdo
DC'DL:Y(Z‘) —|—RC(Y) =0

temos 5 5
f (’)372 +f(f)aT)2 =0= /(1) + /() =0.

Logo, o campo Y ¢ da forma:

Y(t) = (Acost—l—Bsint)ai A,BER (6.21)
2

Pelo Teorema 6.26 obtemos ind(c) = indg(c) + conc(c), onde conc(c) = (ind +dimker)Z; |y . —nul(c).
Para superficies a concavidade tem a seguinte interpretacdo geométrica: Se os pontos extremost =0et =T
ndo sdo conjugados, existe um campo de Jacobi ¥ com

d

Y(f)Zf(f)aTD2

se escolhermos um sistema de coordenadas tal que c¢(¢) = (p;(¢),0).

Observacao 6.30. Veja que:
e Se f/(T) < f(0)
1(Y,Y) = ge(DeY (T) = De¥ (0),¥(0)) < ge(De¥ (0) = De¥ (0),¥ (0) ) =0

Logo,
conc(c) = (ind+dimker)Z. |y —nul(c) = 1.

e Se f(T) > f'(0)
1(Y,Y) = ge(DeY (T) = De¥ (0),¥(0)) = ge(De¥ (0) = De¥ (0),¥ (0) ) =00

Logo,
conc(c) = (ind+dimker)Z. |y 1 —nul(c) = 0.

No nosso exemplo, os pontos conjugados ocorrem nos tempos t = k-7, k =1,2,---. Logo, os pontos
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extremos de c’f e cg nunca sao conjugados. O campo de Jacobi

0
Y(t)=f(t)=—
0=f05
com f(0) = f(T) =1 é da forma
£0) H_l—cosT ;
= cos sin
inT
Logo,
1—cosT 1—cosT
/ /
= T = —
£10) sinT FAT) sinT
Assim,

e Se 0 < T médulo 27 < 7 temos f'(T) < f'(0) entdo conc(c) = 1.
e Se © < T médulo 27 < 27 temos f'(T) > f7(0) entdo conc(c) = 0.
Logo, para a geodésica curta c; temos:

2n

n<T=
I+a

<2m e indg(c;) =1

e isto implica que ind(c;) = 1 para todo @ com 0 < o < 1. Mas para ¢; o ind(c;) depende de a, pois a
medida que o se aproxima de 1, indg(c2) — . Se 0 < a < 1/2 temos

2
27T<T:177r<471'.

Assim,
e Se27m < £ < 3mentdo conc(c;) = 1 e indg(c2) = 2. Logo, ind(cz) = 3.
e Se3n < £ <4 entdo conc(c;) = 0 e indg(c2) = 3. Logo, ind(cz) = 3.

Ou seja, quando 0 < o < 1/2 temos ind(cp) = 3.
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Capitulo 7

Exemplos de Katok Com Poucas Geodésicas
Fechadas Curtas

Nesse capitulo iremos generalizar a constru¢do do Capitulo 5 para obter outros exemplos de métricas
Finsler.

7.1 Geodésica como ponto critico de uma funcao

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tal que todas as geodésicas de g sdo fechadas de periodo 27 e
seja C* = T;*M /S' como na Definigdo 4.51. Entdo temos a S! fibragdo S' — T;"M % C* induzida pelo fluxo
co-geodésico em T*M. Em C* temos a involugéo 8 : C* — C* que aplica cada geodésica fechada na mesma
com direcdo oposta, isto &, se ¢ € C*

0(c)(t) =c(2m—1). (7.1)

Se  é a 2-forma simplética candnica em T*M entdo existe uma 2-forma simplética @ em C tal que
o = O|7:p- (7.2)
A involugdo 6 induz uma involugdo 0 : ;M — T;"M tal que vale as igualdades:
0(x,&):=(x,—&) e moB=80or. (7.3)

Afirma¢io 7.1. 6 ® = —.

Demonstracdo. Se (p,q) sdo coordenadas de T*M entdo @ =Y dp; Adg;. Assim,

—k

0w = ©(db,db)
) dpi(d) A d% (40)
(—d

de,

O
Afirmacio 7.2. 6*0 = —o.
Demonstracdo. Pelas equagdes (7.3) e (7.2) temos ' =1"0*e
T 0=0T'0=00=—0=-T'0.
Assim,
0w =—0.
O

93
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Definicao 7.3. Seja f: C* — R uma funcdo C”. Defina f : 7'M — R por f = fo 7. Além disso, como para
cada (x,n) € T*M existe A > 0e & € T;"M tal que 1 = A&, entdo, defina H, : T*M — R por

Hl(xvn) = )Lf(xvé)

Observacao 7.4. Note que
Hy(x,um) = pHy(x, 1)

paratodo (x,n) € T*M e u > 0, isto é, H; é positivamente homogéneo de grau 1.
Seja Hy como definido em (4.9). Daqui em diante iremos estudar hamiltonianos da forma
Ha == HO + aHl .

Como vimos na Observacdo 5.3 a fung¢do H,, como definida acima, € uma co-norma Finsler se ¢ é sufici-
entemente pequeno. Logo, pelo Teorema 1.25 segue que

Fy=Hyo %! (7.4)

11729
2Hz

onde Z1,, : T*M — TM € a transformada de Legendre associada a funcdo %H 2, é uma métrica Finsler se
7z 2,70
« € suficientemente pequeno.

Proposicao 7.5. A métrica Finsler Fy, como definida em (7.4) é simétrica se, e somente se, | € invariante
sob 0.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que H; é simétrica se, e somente se, f ¢ invariante sob 0. Se f é
invariante sob 6 temos

fob="f. (7.5)
Logo, se (x,&) € T;"M, usando a Defini¢do 7.3 e as equagdes (7.3) e (7.5) segue-se que

Hi(x,—&) = Hi(6(x,%))

I ||
Tt B S B
O o O

] <

= ©

v

Pela homogeneidade, concluimos que
Hy(x,—&) =H,(x,&), paratodo (x,&) e T*M.

Agora, se Hi(x,—1n) = Hi(x,n) para todo (x,n) € T*M segue pela equagdo (7.3) que para todo (x,&) €
M

Logo, como 7 € sobrejetora temos B B
foo=F.

Como .Z; F;,% ¢ linear na direcdo da fibra, para que Fy, seja simétrica é necessdrio apenas que Hy seja simé-
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trica. Assim, como

Ha(x’_é) = HO(x7_§)+aH1(x’_§)
= Ho(x,§)+(XH1(x,—§)

segue-se que Hy é simétrica se, e somente se, H; é simétrica. Portanto, Fy, € simétrica se, e somente se, f €
invariante sob 6. ]

A funcio f definida em C* induz um campo Hamiltoniano X 7 com respeito a forma simplética @ e

denotaremos seu fluxo por l//,f . Como

To=0 e Hlpy=fon

temos

(D(XHI(X,g),') = dH](X,é)
= d(fon(x,§))

= df(n(x,&))-dn(x,&)
= @ (X{(n(x.)).dn(x.£)()

Além disso, como
O(Xp, (1,8), ) = T B(Xn, (x,€), -) = &(dm(x,8) (X, (v, ), d7(x,E) ()

obtemos

6 (X(n(x.8)). - ) = & (dn(x. ) (X, (x.£)). - )

ou seja, X+(m(x, =dn(x,&)( Xy, (x, ara todo (x,&) € T;*M. Disso segue que
] f 1 p 1 g q

d ~
vl (@) = X (m(x8)
= dﬂ’-(xvg)XHl (xvé)
d 1
= (mow )|
para todo (x,&) € T;"M. Logo, pela unicidade de curvas integrais temos
Wl (7(x.8)) = oy (3,6). 7.6

Lema 7.6. A funcido Hy : T*M — R é constante ao longo das érbitas da S'-agdo em T*M.

Demonstragdo. Lembre que uma 6rbita de (x, &) € T;"M pela S'-acio é da forma

s(6.8) = (n@ms) g(R2ms), ), ses!

onde (x,&) € TM é tal que & = g(v, - ) e ¥} é a geodésica em M tal que 7/(0) = x e 7(0) = v. Assim, se
para (x,§) € T;"M temos

Hi(x,8) = fom(x,§) = f(v.8(¥, ")) =n
entio

Hi(s- (x,8)) = For(7(2ms), (% (2m5), -)) = F (T,g(L )
onde I' é a geodésica em M tal que I'(0) = 7*(27s) e I'(0) = 7/(27s). Logo, pela unicidade das geodésicas
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temos

Portanto, H; (s- (x,&)) = u paratodo s € S'. O
Lema 7.7. Os fluxos W e w'™ comutam.

Demonstragdo. Pelo Lema 5.6 segue que as curvas integrais de Xp, sdo da forma (y(t), g(y(), - )) onde

g(7(2),7(¢)) = 1, ou seja, sdo as 6rbitas da S'-agio em T;*M. Assim, do Lema 7.6 segue-se que

d

(Hi,Ho)(x,8) = — ‘VH"

=0.
d

t=0

pr constante)

e pelo Teorema 4.25 concluimos que l/J,H le wﬁ” comutam. O

O Teorema a seguir serd necessdrio quando estivermos estudando as 6érbitas ndo triviais de Xf- Ele é
atribuido a D. Epstein apesar de ndo o ter publicado.

Teorema 7.8. Se X é um campo de vetores C' em R" com X (0) = 0, entdo existe um € > 0 tal que todas as
orbitas periodicas ndo triviais de X em uma vizinhanga de 0 tem periodo maior que €.

Demonstrag¢do. Seja U uma vizinhanga convexa de 0 e seja r o maximo de ||[DX|| em U, isto &,

r =max || DX (x)||.
xeU

Se ¢(t) é uma 6rbita periddica ndo trivial de X em U, seja d o didmetro de ¢ e sejam #1,1, tais que
lle(t2) — ()] = d.

Entdo, 1, e t; dividem ¢ em duas partes c; e ¢;. Se v é definido por

c(t2) —c(t)
d )

temos

t
/ WXt = )]’
C1 13
= (e(r) —c(n))
1
= Slle(n) =)
= d
onde (,) é o produto interno usual do R”. Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais existe t* € (11,1,) tal
que

d:/tlt2<v,X(c(t))>dt:(tz—tl) (»X(c(t*))) <T- max (v,X(c(t)))

Hh<t<ty

onde T € o periodo de c¢. Logo, existe ¢’ tal que

De forma andloga temos

e existe ¢ tal que
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Isso implica que
X (c(t")=X(c(t"))) > ?. (1.7

Além disso, pelo Teorema do Valor Médio para fungdes vetoriais temos
[1X(c(e')) = X (c(t))| < rd. (7.8)

Assim, das equacdes (7.7), (7.8) e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

2d
=2 X)) X))
< APl 1IX (e(e) = X ()]
< rd
Portanto,
2
T>-
’
e fazendo € = 2/r obtemos o desejado. O

Teorema 7.9. Seja Fy uma métrica Finsler como em (7.4). Cada ponto critico de | da origem a uma geodé-
sica fechada cujo comprimento vai para 27 quando o0 — 0. O comprimento de todas as outras geodésicas
fechadas vao para o quando o — 0.

Demonstracdo. Como \//fl‘) e \[ItH ' comutam (Lema 7.7) temos
v =yl oyl

Assim, se 1 € T;"M é um ponto periddico de I[ItH“ de periodo T, ento,
Wern = v

e 11 = m(n) é um ponto periddico de I/I,f de periodo T pois por (7.6) e da definicao de & temos

Vorll = moygpn = woy!hn = x(n) = 1.
Logo, existem duas possibilidades:
1. /7 é uma 6rbita periédica trivial, isto &, Y/ 7] = 7] para todo 7 € R. Assim, como

_dn
=0 dt

~ d 7.
Xz(n)=—win

t=0

segue que

df(i) = o(X;(7), -) =0,
ou seja, 1 é um ponto critico de }7
2. l//,f 7 é uma 6rbita periédica ndo trivial de X Fea T ¢ um multiplo do seu periodo.
Primeiro examinaremos o caso em que 1) é um ponto critico de f Nesse caso, pela equagdo (7.6) obtemos
n (wf"n) — /7 =7 =an).
Logo, W,H 'n é um ponto na S'-érbita de 1. Disso segue que

yien =y oylines -
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para todo ¢ € S'. Entdo, i) é um ponto periédico de Xp, . Para determinar o seu periodo, introduziremos um
sistema de coordenadas simplético (p;,q;) em T*M tal que p; =t é o pardmetro do tempo ao longo de l]/tH(’n
e tal que ¢1(n) = Ho(n). Assim, como para todo 1 € T*M existem A >0e p € TM taisque n = Ap e
como

Ho(1) = Ho(Ap) = AHo(p) = A
obtemos

Hi(n) = AHi(p) =Ho(n)  fom(p) =qi(n)  for(p). (7.9)

Como p; =t é o parametro de tempo ao longo de 1//,H°n segue que 7(p) ndo depende de p;, além disso,
como Hy ¢ constante ao longo da 6rbita de qualquer ponto em 7*M segue que (p) também ndo depende
de ¢;. Logo,

Hl(’?) :fh(rl) 'f(p27"'7pn7q2>'--7‘bl)

isto é, f ndo depende das coordenadas py, q1, € assim,

Ho(m) =aq1(n) +aqi(n)- f(p2;--- P42, Gn)- (7.10)

As equagdes de Hamilton para Hy, sdo entdo:

H ~ H

3(]1 8171
e ~ ~
_OHy _ Of . He __ 0f
pPi= oq; = QIaqi, qi = ap; = QIapl_

parai>1.Comogi;(n)=1senelMei=1+ ché a variacdo do parametro p; =t ao longo de lptHOn
temos

t=(1+of(n))s
onde s é o parametro de tempo ao longo de l//,H” 7n. Assim, se o periodo de I/I,H“n é T, entdo, como o periodo
de yon é 27 temos N
2n=(1+af(n))T.

Portanto, 27t/(1 4 ctf (1)) é o periodo de /7.

Para examinar as 6rbitas periédicas de H,, vindo de 6rbitas periddicas ndo triviais de X 7 podemos aplicar
o Teorema 7.8 ao campo de vetores X em C*. Como C* é compacto existe uma cota inferior para o periodo
de qualquer 6rbita periddica ndo trivial de Xf- Além disso, como Xf é um campo de vetores C* tal que
co = constante € C* e X f(Co) =0, entdo, existe € > 0 tal que toda 6rbita periddica ndo trivial na vizinhanga
de ¢o tem periodo maior que €. Como o7 € um muiltiplo do periodo L de X+, isto é, ®T = mL para algum

m € R, concluimos que

ol em
—=L>e—T > —.
m o

Portanto, quando & — 0 o comprimento das 6rbitas de Xy, tendem a oo. O

Teorema 7.10. Se M = S",CP" ,HP" e g é a métrica Riemanniana candnica dessas variedades entdo para
qualquer € > 0 existe uma métrica Finsler em M que estd € proxima de g com dimM geodésicas fechadas
com comprimento em (21 — €,27 + €) e tal que o comprimento de todas as outras geodésicas fechadas é
maior que 1/¢€.

Demonstragdo. Como M € uma variedade Riemanniana tal que todas as geodésicas sdo fechadas de mesmo
comprimento 27 entdo C* € simplesmente conexa. Assim, pelo Teorema 5.1 em [Tak68] segue que existe
uma fungio em C* com somente dim M pontos criticos se dimC* > 6. Mas se dimC* < 6 temos M = 52, §°
ouM = CP! = §% e entdo C* = S2? ou C* = §% x §% (ver Proposi¢cao 2.9 em [Bes12]). E também nesses casos
existe uma fung¢@o em C* com dim M pontos criticos. Portanto, pelo Teorema 7.9 concluimos o desejado. [
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7.2 Meétricas Finsler Simétricas

Iremos examinar, nessa secao, a quantidade minima de geodésicas em M = §" no caso em que as métri-
cas Finsler sdo simétricas. Os métodos de perturbacido em [Wei78] e na Secdo 4.6 ou a teoria de Lusternik-
Schnirelmann implicam que qualquer métrica Finsler suficientemente préxima da métrica Riemanniana
candnica definida em M tem pelo menos tantas geodésicas fechadas de comprimento préximo de 27 quanto
uma fung¢éo em C* /6 tem pontos criticos. Aqui, 0 ¢ a aplicagdo ¢ — —c definida em (7.1).

Por outro lado, se temos uma fun¢do em C*/6 com k pontos criticos, entdo ela pode ser levantada para
uma funcéo em C* com 2k pontos criticos e pelo Teorema 7.9 segue que a correspondente métrica Finsler
simétrica Fy, tem k geodésicas fechadas de comprimento préximo de 27w, uma vez que contamos c(t) e
c(—t) como uma unica geodésica fechada agora, e o comprimento de todas as outras geodésicas fechadas
se tornam arbitrariamente grandes quando « se aproxima de zero. Mas o problema de encontrar um nimero
minimo de pontos criticos para uma fungéio em C*/6 ainda estd em aberto.

Definicao 7.11. As variedades Grassmanianas reais G2 « € Gu sdo definidas, respectivamente, como a
variedade de n-planos orientdveis e ndo orientdveis em R” ¥ passando pela origem.

Observacio 7.12. A dimensdo de G, € nk.

Como C* =T;'S"/S !¢ 0 espaco das geodésicas de S” na métrica riemanniana canonica de curvatura
constante (vistas em 7;'S") e podemos identificar cada geodésica em " com o plano de R""!, que passa
pela origem, que a contém, entdo, C* pode ser identificado com G(Z),n—l e C*/6 com Gy 1.

Teorema 7.13. Existem métricas Finsler Simétricas em S" em qualquer vizinhanca da métrica de curvatura
constante, com somente 2n— 1 geodésicas fechadas de comprimento préximo de 27 e tal que o comprimento
de todas as outras geodésicas fechadas é maior que qualquer niimero prescrito.

Demonstracdo. Pela Proposi¢do 2.9 e uma observacdo abaixo dessa proposicdo em [Tak68] vemos que
toda variedade compacta e conexa M admite uma fun¢do com dimM + 1 pontos criticos. Entdao, como
dimG, 1 =2(n—1) segue que existe uma fungdo em G, com 2n — 1 pontos criticos. Pela identificagdo
de G,,—1 com C* /0 segue que também existe uma fungido em C*/6 com 2n — 1 pontos criticos.

Portanto, pelo Teorema 7.9 e a discussdo que fizemos no inicio dessa secdo segue que a correspondente
métrica Finsler F, possui 2n— 1 geodésicas de comprimento préximo de 27 se o € suficientemente pequeno
e o comprimento de todas as outras geodésicas vao para e quando o — 0. U

A Proposicdo 2.9 em [Tak68] nos d4 um limitante inferior para o niimero minimo de pontos criticos que
uma fungéo suave definida em G, ,— pode ter. No entanto, para n = 3, J. Milnor deu um exemplo de uma
fun¢do em G, com somente 4 pontos criticos, que € uma quantidade menor do que a obtida através dessa
proposicdo. O préprio Milnor ndo publicou esse exemplo, mas ele € descrito no artigo [Zil83], no qual se
baseia esse trabalho. Esse exemplo, é uma peca fundamental na demonstracio de que em S existem métricas
Finsler com somente 4 geodésicas fechadas de comprimento préximo de 27z. Mas antes da demonstracio
desse resultado devemos ter em mente o seguinte:

Definicao 7.14. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K. Dado x € A"V, dizemos que x € decomponivel
se existem vi,...,v, € Vtaisque x =vi A--- Avy,.

Proposicao 7.15. O produto exterior uy \--- ANuy de p vetores u; €V se anula se, e somente se, os vetores
sdo linearmente dependentes.

Demonstragdo. Se existe uma relagdo linear
Auy+---+Apu, =0

com A; # 0 entdo u; é uma combinagéo linear dos outros vetores

MiZZMjuj

J#i
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onde u; = A;/A;. Assim,

up A Ay =y A A Y pjug | Auin A A
j#i

e expandindo a expressdo acima segue que cada termo da soma tem uma varidvel repetida u; e, portanto, se
anula.

Para a reciproca, sejam uy,...,u, vetores em V tais que uy A---Au, = 0. Se uy,...,u, sdo vetores
linearmente independentes podemos estendé-los a uma base de V e isso implica que u; A--- Au, € um
vetor da base de APV e assim € ndo nulo, o que gera uma contradi¢do. Portanto, se u; A--- Au, = 0 entdo
ui,...,up, sdo vetores linearmente dependentes. ]

Lema 7.16. Seja x € A2V um elemento ndo nulo. Entdo x é decomponivel se, e somente se, x N\x=0 € AV,
Demonstracdo. Se x é decomponivel, entdo existem vetores vi,v, € V tais que x = v A v;, entdo
XAX=VI AV AVIAva = —viAvay Avy Avy =0.

Provaremos a reciproca por indugéio na dimensio de V. Se dimV = 0, 1 entdo A%V = 0, assim o primeiro
caso é dimV = 2. Nesse caso dim A2V = 1 e v; Av; é um elemento ndo nulo se v, v, é uma base de V, entdo
todo elemento nio nulo de A2V é decomponivel.

Consideraremos o caso dimV = 3 separadamente. Dado x € A’V nio nulo, defina f; : V — A3V por

fr(v) =xAw

Como dim A%V = 1 segue que dimker f, > 2. Assim, sejam u1,u, vetores linearmente independentes em
ker f, e estenda para uma base u1,u;,us de V. Dessa forma, existem escalares A1, A,, A, tais que

x = AMus Auz + Aouy Ausz+ Azug Aus.

Como u; € ker f, temos
0=xAu = Auzy ANuz ANuy

e isto implica que A; = 0. Similarmente temos
O=xAup =21 =0.

Logo, x = Azu; Auy, isto é, x é decomponivel.
Agora assuma que o lema € verdadeiro se dimV < n —1 e considere o caso dimV = n. Seja vy,...,v,
uma base ordenada de V e escreva

n
X = Z aijvi\v;j
1<i<

n—1 n—1

= Zamv, NAv, + Z aijvi\v;
i=1 1<i<j

= ulhvy, +x

onde u € U, x' € A*U e U é o espago gerado por vi,...,v,_i. Como estamos assumindo que x A x = 0 temos

O0=xAx=WAvy+X)AUAv,+x) =2 Nurv, +x NX.
Observe que v3 ndo aparece na expressio de u Ax’ ou X' Ax’ entdo obtemos
unx' =0 e XAX=0. (7.11)

Por hipétese de indugdo x’ Ax" = 0 implica que existem u;,u; € U tais que X' = u; A up. Assim, da primeira
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equagdo em (7.11) temos
uMNuiAup =0

e pela Proposi¢do 7.15 segue que
Au+ Uyuy + touy =0

onde os coeficientes A, U1, l ndo sio todos nulos. Entdo, considere os seguintes casos:

1. Se A =0, entdo, u € uy so linearmente dependentes e, assim, x’ = u; A uy = 0. Disso, obtemos

X=UuNvy,.
2. Se A # 0, obtemos
u:—&u —&u
A
ese Ay = —Ui /A e A = —n/A segue que
x = Ay Avy + Aqus A v, +uy Aus. (7.12)

Como a equacdo (7.12) é um caso tri-dimensional que ja mostramos ser decomponivel, segue o dese-

jado.
Portanto, em ambos os casos vemos que x é decomponivel. 0
Defini¢do 7.17. Sejam V um espago vetorial real e 4’ = {x1,...,x,} uma base para V. Se v=ajx; +--- +

ayx, €V, definimos a norma de v em relac@o a base ¢, ||v||¢ por:

IVl = \fai+---+ag.

Teorema 7.18. Em S° existem métricas Finsler (simétricas) com somente 4 geodésicas fechadas de com-
primento proximo de 2T.

Demonstracdo. Primeiro observe que se P C R* é um plano gerado pelos vetores vy, v,, podemos associar
a P o vetor
A=viAv € AR,

O vetor A estd unicamente determinado (a menos de multiplicagdo por escalar) por P pois se escolhermos
uma base diferente para P que respeite a orientagéo, isto é, outra base positiva segue que o vetor A cor-
respondente serd simplesmente A multiplicado pelo determinante da matriz de mudanga de base. Podemos
supor ainda, sem perda de geralidade, que v; A v, é unitdrio (em relacdo a uma base ¢ de A*R* que serd
construida abaixo). Disso segue que ng se identifica com o conjunto dos vetores unitarios e decomponiveis
de A\’R*.

Tome agora o operador estrela de Hodge x : A’R* — A2R* onde dada uma base ortonormal ordenada
e1,e,e3,eq4 de R* (dotado com o produto interno candnico) e uma permutacio par (i, ia,i3,is) de {1,2,3,4}
definimos

*(ej, Nei,) = ei, Nei,.

Aplicando * na base canonica e; Aep,e; Aes,e; Aeg,ex ANes,ex Neq,e3/\ey de A2R* obtemos

*(elAez) =e3N\ey, *(62/\63) =e1/\ey
*(e1 Ne3) = —ex Ney, *(ex Neq) = —ej Ne3
*(61 /\64) =eyNes, *(63 /\64) =ej1/Nep

e concluimos que +*> = Id. Logo, o polindmio caracteristico de x é x> — 1 e £1 sdo os seus autovalores.
Assim, x induz uma decomposicdo do espaco A*R* dada por

AR = AT DA™
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onde A" e A sd0 os autoespagos associados aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Como % = {e; Aes +
e3Nes, ei Nest+exNes, exNes—ej NestgeraNT e B' ={ej Nes+erNes, e1 Nex—e3Neq, e1 Nea—exNes}
gera A\~ segue que ¢ = B U % gera N\*R*,

Assim, se @ € A’R* é um vetor decomponivel e unitdrio em relagio a base %, existem vetores @ € AT,
o~ € A\~ eescalares ay,as,as3,by,by,bs taisque ® = 0" + 0,

ot = a](el /\€2+€3/\64)+az(61 /\€4+62/\€3)—|—a3(62/\e4—€1 /\63)

0] = b](el Nes +€2/\€4)+b2(€1 A€2—e3/\€4)+b3(€1 /\84—62/\83)

A+ +dd b+ b =1.
Além disso, como um vetor u € A’R* é decomponivel se, somente se, u A u = 0 segue que
O=wAo=(0"+0 )A (0" +0") = (2a] +24d3 + 243 — 2b] — 2b3 — 2b3) e1 Aea Aes Aey.
Entao,
a4+ a3+ a3 = b} + b3 + b}
e portanto, @ é um vetor decomponivel e unitario (em relag@o a base %) se, e somente se,

1 1
ﬁ+ﬁ+£:%+%+%:§¢¢Wﬁ —

v =l ||

‘=

Disso segue que o conjunto dos vetores unitdrios e decomponiveis de AZR* se identifica com o espaco
S2 x §2. Portanto,

C* =Gy, 5 x 8 (7.13)

C*/0 ~Grp =~ 8§* x 82/ (x,y) ~ (—x,—Y). (7.14)
Se escolhermos um sistema de coordenadas (x;,y;), i = 1,2,3 em §? x §? onde Y. x? = ¥ y? = 1 entdo
Sf(xi,yi) = fi(xi,yi) + fa(xi, i)

onde

3 2
oy
fi(xi,yi) = Z <y1 3 l> e falxi,yi) :x% —X%
i=1

define uma funcio em $? x S? invariante sob (x,y) — (—x,—y). Afirmo que a funcdo induzida fem $2 x
§?/(x,y) ~ (—x,—y) dada por

(i yi)]) = f(xi3i)

tem 6 pontos criticos com 4 niveis criticos. De fato, tomando a parametrizacdo de S x S da forma:

X1 =ug yi=mw
X2 =up y2=v2 (7.15)

X3:\/1—M%—M% y3:\/1—v%—v%

2 2 \/l—vz—v2—\/l—u2—u2

Vi—Uu V) — U 1 2 1 2
fl(ui,vj):( l ]) +( 2 2) " 2

obtemos

2

2

1—v2—y2 1—v2—y2 1—u?—u? 1—u?—u?
Vfl(ui,v,-)=<‘g Y Y dd N %) (19

2
1—vi—v;
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Vi (ui,vi) = ( 2ui, —2up, 0, 0 )

Podemos ver que nao existe nenhum ponto nessa parametriza¢ao (assim como nas outras parametrizagoes
de S? x §%) onde Vfi(u;,v;) = —Vf>(u;,v;) # 0. Entio, os pontos criticos de fi + f» sdo pontos criticos,

simultaneamente, de f] e f>.
Afirmo que V fi (4;,v;) = 0 nos pontos de (u;,v;) — (x;,y;) tais que x;
segue que V fi(u;,v;) = 0 se, e somente se,

1—v2—2
—3 (D

Vi = I—ui—u;

lfvffv% (H)

2
I—ui—u;

Vo = Up

e Se u; = 0 entdo de (I) segue que v; =0 e de (II) temos

1—v3
2 2 2 2 2 2 2.2 2 2.2
Vo = Uy 71_’/[2 = V2<1—M2):M2(1—V2) = V) —Voly = Uy —
2
1— vI v2

Como
1— ”1 2

que u» = v,. E assim, pelas equagdes em (7.15) segue que
x1=x=0,x=yrex3=ys.
e Seja u; # 0. Entdo da equacdo (I) temos v A0 e

1—v2—3
% S R ks SR OV SO U B
l—ul—u2

ou seja,
(=) = ui(1-13).

Da equacio (II) segue, de forma semelhante, que

v3(1—ui) = uz(1-7).

Assim
(1—up) —vi(1—ui) = (1—uf) —u5(1=v}) = (1—=v3)(1—uj) = (1 —uj) —
isto é
1—v3 1 —u? 1—
T =g
—u; I —u; 1—

Aplicando (7.18) na equagdo acima obtemos

i(l_uz)_l—u%_uzl—v%
w? O T e

Uy
?(1—u1)(1—uz)=uﬂ —u7) —u3(1—=v})]
V2 22 22 =12 — it 2.2
Vi— 14y = Uy —

2

Vi

v]ul—vluz—l—v = uj — u1u2+u1u2v1
22\ _ .2 2_ .2
(I—up—uz) = ui(l—uy —u3)

3=

e

=y,. De fato, pela equagdo (7.16)

whvs = vi=us  (7.17)

> 0 vemos na equacdo (II) que v, e up tem mesmo sinal. Entao de (7.17) concluimos

(7.18)

(7.19)

uy(1-v7)
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>
8
w

N

Figura 7.1: Pontos criticos de f>| ¢

Como pela equacdo (I) u; e v; tem mesmo sinal segue que u; = v;. Além disso, de (7.19) e do fato de
que uy € v, tem mesmo sinal segue que u, = v;. Portanto, pelas equagdes em (7.15) segue que x; =y;,
como querfamos.

Tomando a parametrizagdo onde x3 = y/1 —u? —u3 e y3 = —/1 —v? —132, de forma andloga ao caso

anterior obtemos
Vf] (ui,v,-) =0« Xi = —Yi.

Dessa forma, os pontos criticos de ]71 (assim como os de f1) sdo da forma x; = y;, y; = —x; € pertencem aos
niveis criticos 0 e 1, respectivamente, pois fi[(x,x;)] = 0 e fi[(x;, —x;)] = 1. Entdo, os pontos criticos de
]71 + ]72 estdo contidos nos planos x; = y; € x; = —Y; e consistem dos pontos criticos de ﬁ restrito a eles.

Se restringirmos o dominio de f> a S2, isto &, se desconsiderarmos as coordenadas y;, podemos ver que
cada uma das 6 parametrizacdes, analogas aquela em (7.15), que cobrem S? contém um ponto critico de
f2|s2. Por exemplo, tomando a parametriza¢do como na primeira coluna em (7.15) segue que

Vfg‘sz(ul,uz) = ( 2141, —2u2 )

Logo, (0,0, 1) é o tnico ponto critico de f>|s» para essa parametriza¢do. Calculando o gradiente de f>|s nas
outras parametrizacdes obtemos os pontos criticos:

(+1,0,0), (0,41,0), (0,0,%1).
Assim, os pontos criticos de ﬁ restrito aos planos x; = y; € y; = —x; sdo:

p=1(1,0,0,1,0,0)], g =1(0,1,0,0,1,0)], r=1(0,0,1,0,0,1)]
r' =1(1,0,0,-1,0,0)], ¢ =1(0,1,0,0,—1,0)], ' =][(0,0,1,0,0,—1)]

Portanto, f tem 6 pontos criticos p, p,q.q,r,” € como

fir)=1d)=0,f(p)=f(r) =1, fla) =—1, f(p) =2

segue que os niveis criticos de fséo —1,0, 1,2 onde existem 2 pontos criticos nos niveis 0 e 1.

Pela Proposi¢do 2.9 em [Tak68] existe uma fungdo f” definida em S x §?/(x,y) ~ (—x, —y) que colapsa
0s pontos criticos de f~que estdo em um mesmo nivel critico em um dnico ponto critico. Assim, f’ tem 4
pontos criticos. E pelas identificacdes em (7.14) existe uma fungéo g definida em C*/6 com 4 pontos
criticos.

Portanto, pelo Teorema 7.9 e a discussdo feita no inicio dessa secdo segue que a métrica Finsler Fy

correspondente tem apenas 4 geodésicas de comprimento proximo de 27 se & € suficientemente pequeno.
O

Retornando agora para a situag@o geral de uma variedade M na qual todas geodésicas sdo fechadas e
possuem mesmo periodo 27, faremos algumas observacdes sobre as discussdes feitas no Capitulo 5.
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Teorema 7.19. Se tomarmos uma func¢do fem C* tal que o fluxo de Xy, induz uma agdo de S' em T*M
(como foi o caso para os exemplos no Capitulo 5), entdo as geodésicas fechadas de Hy para o irracio-
nal sd@o as geodésicas fechadas de Hy que sdo invariantes sob o fluxo de Hy. Além disso, as geodésicas
invariantes sob o fluxo de H, correspondem, exatamente, aos pontos criticos de ]7

Demonstragdo. Observe que como \//,H Oe \VIH ' comutam (Lema 7.7) e VI,H ' é uma S'-6rbita, entdo pela
mesma demonstragdo do Lema 5.7, se 1 € T*M € um ponto periddico de l/l,H"‘ tal que

Yren =n
segue que Y, deixa a orbita c(t) = Vlf}’ invariante para todo n € N. Como consequéncia disso, pela mesma
demonstra¢do do Lema 5.8 segue que se aT /27 é irracional, entdo ¢(¢) é invariante sob I;I,H' paratodor € R

e se aT /2m é racional entdo o é racional.
Assim, se o é irracional, entdo o7 /27 € irracional e nesse caso ¢(t) = \//[H n € invariante sob l//,H' para

todo ¢ € R. Entéao,
yen =y oyliin =yl (c(t) = c(h(at)) (7.20)

para alguma funcdo 4 : R — R. Portanto, uma geodésica na co-norma Finsler Hy ¢ uma geodésica na co-
norma Hy que ¢ invariante sob l//,H L

Agora se c(t) = l//f'“j] € uma geodésica de Hy que € invariante sob l//,H ', entdo precisamos mostrar que
¢ é um ponto critico de f. De fato, por hipétese temos

y'n = ye(0) = c(h(r)) (7.21)

para alguma funcdo 2 : R — R. Entdo, se w : T{"M — C*, pela equagdo (7.21) segue que

ﬂ(ﬁ%ﬁzﬂ@@@»:nm%pmmMmeR.

Observe que 1 := w(N) = {c(¢); ¢ € R}. Logo, pela equagdo (7.6) segue

i =) == (v'"n) = v/zm) = v/

e como ja vimos na Secdo 7.1, se y/,f 7N é uma 6rbita trivial, entdo 1) é um ponto critico de f O

Antes de prosseguirmos com a discussdo sobre as geodésicas na co-norma Finsler H, vamos definir o
grau de uma funcio suave e o indice de Poincaré-Hopf de um campo de vetores.

Sejam X e Y variedades de mesma dimensdo. Se 4 : X — Y € uma aplicagdo suave onde X é uma
variedade compacta e p é um valor regular de &, entdo 4~ !(p) é um conjunto finito de pontos, digamos
h~'(p) = {x1,...,x,}. Como p é um valor regular, pelo Teorema da Fungio Inversa segue que em uma
vizinhanga de cada x; a aplicacdo 2 € um difeomorfismo local. Difeomorfismos podem ser divididos em
dois grupos: os que preservam a orientacdo e os que ndo preservam. Seja r o nimero de pontos x; no qual £
preserva a orientacao e s o nimero no qual . ndo preserva a orientagdo. Quando X € conexa, o nimero r — s
¢ independente da escolha de p e definimos o grau de h por:

grau(h) =r—s.

Definicao 7.20. Seja p um zero isolado de um campo de vetores V em uma variedade M de dimens@o n.
Em coordenadas locais, podemos ver V como uma aplica¢do de um aberto U C R” em um aberto U’ C R”
onde 0 € U, 0 € U’ e tal que 0 é o tinico zero de V em U. Definimos o indice de Poincaré-Hopf de V em p
por:

Vv
Ind(V,p) = graude — : S*1 — s 1,

V]

onde S7~! é uma esfera de raio € > 0 contida em U.



106 EXEMPLOS DE KATOK COM POUCAS GEODESICAS FECHADAS CURTAS 7.3

Voltando ao assunto, se f tem somente uma quantidade finita de pontos criticos, entdo qualquer zero
de X 7 tem indice 1 pois o fluxo de Xy, e, portanto, também o fluxo de X 7 induz uma S'-acdo. Assim, pelo

2

Teorema do indice de Hopf, a caracteristica de Euler de C* € igual ao nimero de pontos criticos de fem
C*. Mas pela contagem dos nimeros de Betti, b;(C), no Capitulo 5 segue que a caracteristica de Euler de C
é2nparaM =Sl ouM =S, n(n+1) e 2n(n+1) para M = CP" e M = HP", respectivamente. Entio,
nio podemos obter qualquer métrica Finsler com menos geodésicas fechadas por esse método, embora as
geodésicas podem ser degeneradas nessa situacdo mais geral.

Teorema 7.21. Se M = S, M = CP? ou M =HP?, entdo, ndo existe uma Sfungdo fdeﬁm'da em C* invariante
sob 0 e tal que o fluxo de Xy, induz uma agdo de S' em T'M.

Demonstragdo. Suponha por contradi¢do que exista uma funcdo como descrita no enunciado do lema. En-
tdo, f também estd bem definida no espaco quociente C*/0 e pelo mesmo argumento anterior em C*/6
obtemos

%x(C*) = % (C*/6) = #{pontos criticos de f em C*/6}.

Como para M = S", M = CP? ou M = HP? temos
1

onde M é vista como uma variedade real, entdo segue que toda funcdo fdeﬁnida em C*/6 e tal que Xy,
induz uma agio de S! em T;"M tem uma quantidade de pontos criticos menor que a dimenséo de M.

Por outro lado, pela Proposi¢do 2.9 e a observagdo abaixo dela em [Tak68] vemos que toda variedade
compacta e conexa N admite uma fun¢do com dim N + 1 pontos criticos. Logo, existe uma func¢éo fl definida
em C* /60 com 2n — 1 pontos criticos. Observe que se 1) = (1) é um ponto critico de fl temos

v/'n=n

e pela equagdo (7.6) temos
w(m) == ('),

e isto implica que existe 7 € R tal que l//}{‘n =71, isto é, l[ltHI n € periddica. Logo, f] ¢ uma funcio tal que
Xy, induz uma S agio em T{"M (nos pontos 7 tais que (7)) é¢ um ponto critico de f) e tal que

#{pontos criticos de f; em C*/0} =2n—1 > dimM

0 que gera uma contradicao. O

7z

Vimos na Proposi¢do 7.5 que se fem C* € invariante sob 6 entfo a métrica Finsler Fy, e a co-norma
Finsler Hy correspondentes sdo simétricas. Logo, o Lema 7.21 nos diz que, pelo menos para M = §”,
M = CP? e M = HP?, 0 método usado no Lema 7.19 ndio pode ser usado para produzir métricas Finsler
simétricas com somente uma quantidade finita de geodésicas fechadas.

7.3 Aplicacao de Poincaré das geodésicas fechadas curtas

Por fim, iremos calcular a aplicagio de Poincaré linearizada das geodésicas fechadas curtas de Hy. Se n
€ um ponto criticode f e c(r) = l//tH“n ¢ a correspondente 6rbita periddica de H,, de comprimento 27/ (1 +

af (n)), entdo podemos introduzir coordenadas como na Secdo 7.1 e computar as equagdes diferenciais
para o fluxo linearizado d (1) como na Se¢do 6.2.

Dessa forma, seja (p;,q;) um sistema de coordenadas simplético em 7*M tal que p; = ¢ € o parAmetro
do tempo ao longo de w1 e tal que ¢, (n) = Ho(n). Aqui vamos tomar 1 € T;"M e entdo ¢; = 1 ao longo
de c(t). Se Y () = (&(t),pi(t)) é uma solucdo do fluxo linearizado

P(Y(0)) =dy;™ (¥(0)) =Y (1),
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entdo, pelas equacdes em (6.12) obtemos

&i(t) = W'Pj(f)‘FW'gj(f)
, _ 0’Hy 9%H,,
pi(t) = *W'Pj(f)*w"gj(f)

onde as derivadas parciais de Hy sdo calculadas ao longo de ¢(z). Como ¢g; = 1 ao longo de c(t), pela
equacao (7.10) temos

Hg(n)=1+af(n)

ao longo de ¢(r). Assim,

: A rf
&i(t) = O‘m(n)‘Pj(f)‘Faw(n)'éj(f)
_ B f 3f

Escrevendo de outra forma obtemos
< <§, ) . ]?zﬁpj ]?giqj < gj > —Ot( 0 Id ) .Z:Dipj fgiqj ( éj > (7.22)
Pi —foir;  —Jpig Pj —Id 0 Jap;  Jaia; Pj

(&.pi)=a-J-A(&,p))

Logo,

onde
0 Id ~
J_<—Id O> e A=Hessf

isto é, as equagdes diferenciais em (7.22) tem uma matriz coeficiente constante ¢ -J - A. Assim,

d
EY(t) =a-J-A-Y(t). (7.23)

Observacao 7.22. Uma das razdes da importincia da matriz exponencial € que ela pode ser usada para
resolver sistemas de equagdes diferenciais ordindrias lineares. A solucdo de

d

“v(e) = Ay(e). 3(0) = o

onde A é uma matriz constante, ¢ dada por

¥(t) = exp(At)yo.

Assim, pela Observacdo 7.22 segue que a solucdo de (7.23) € da forma:
Y(r) =exp(at-J-A)Y(0).
E como P é tal que P(Y (0)) =Y(T), segue que
P=exp(aT-J-A)

onde T € o periodo de c.
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