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Resumo

MIRANDA, V. C. C. Algebras normadas de Dales-Davie. FAPESP 2017/09301-4 Dissertacio
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2019.

Este trabalho tem como principal objetivo estudar as algebras de Dales-Davie D(X, M), onde
X ¢é um subconjunto compacto e perfeito do plano complexo e M = (M,,) é uma sequéncia de
algebra. Apresentamos aqui a construgao dessas algebras definidas por Dales e Davie em [11].
Na sequéncia, os principais resultados envolvendo a completude de tais algebras encontrados nos
textos [7, 11, 19] e condigbes para que o seu espectro seja homeomorfo ao compacto X, assim
como também apresentamos os espectros de duas subdlgebras, Dr(X, M) e Dp(X, M), que foram
estudadas nos textos [2, 11, 18]. Em seguida, estudamos os conceitos de lineabilidade, espagabilidade
e algebrabilidade com a finalidade de estudar os textos |25, 26] onde as autoras mostraram que o

conjunto A(D) \ D(D, (n!)nen,) ¢ lineavel, espagével, algebravel e residual.
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Abstract

The main purpose of this work is to study the Dales-Davie algebras D(X, M), where X is a
compact and perfect plane set and M = (M,,) is an algebra sequence. We shall present the cons-
truction of this algebras defined by Dales and Davie in [11]. Following, the main results about its
completeness as an normed algebra found in [7, 11, 19| and conditions that makes its spectrum
be homeomorphic to X, besides that, we present the spectrum of two subalgebras, Dg(X, M) and
Dp(X, M), such results cand be found in |2, 11, 18]. Furthermore, we study lineability, spacea-
bility and algebrability in order to study the texts [25, 26] where the authors show that the set
A(D) \ D(D, (n!)nen,) is spaceable, algebrable and residual.
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X espago topologico

A subconjunto de X nao vazio
A fecho de A

A° interior de A

0A fronteira de A

card (A) cardinalidade de A

o conjunto dos ntimeros inteiros estritamente positivos
Nu {0}

o conjunto dos niimeros inteiros

o corpo dos nimeros racionais

o corpo dos niimeros reais

o corpo dos nameros complexos

RouC

o disco unitario aberto em C

VRARONZZ

a

- a algebra dos polindmios com coeficientes complexos
K espaco Hausdorff compacto
C(K) a algebra das fungoes continuas de K em C

Il sup.ex |£(2)]
Ry(K) a algebra das fungbes racionais com polos fora de K

R(K) o fecho de Ry(K) em C(K)
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Introducao

Consideracgoes Preliminares

O objetivo deste trabalho é estudar certas algebras de fung¢des infinitamente derivaveis. Se X
¢ um subconjunto compacto e perfeito de C, dizemos que uma fungao f : X — C é derivavel em
zp € X se o seguinte limite existe:

z)— f(z

Z—20 zZ — 20

Em particular, uma funcao é derivavel em X se o é em todo ponto de X. A algebra das fungoes
f: X — C com derivada continua é denotada por D*(X). Vamos denotar por D"(X) a algebra das
funcoes com derivada de ordem n continua e por f(™ a n-é¢sima derivada de f. Enquanto D™ (X)
denotara a algebra das funcoes infinitamente derivaveis em X.

Para cadan € N, temos que || f|ln = Sp_o 2|/ *)||x define uma norma em D"(X). Uma questio
natural ¢ tentar estender esta norma para a algebra D>°(X). Nao obstante, a série Y 5o %Hf(k) Ilx

nao é necessariamente convergente. Desse modo, terfamos que estudar o seguinte espaco vetorial:

o

feD=(x) 3 Pk < oo
k=0 "

Em 1973, Dales e Davie mostraram que o espago acima é de fato uma algebra normada de um
modo mais geral. Mais precisamente, sejam X C C um conjunto compacto perfeito e M = (M,)

uma sequéncia de nimeros reais positivos que satisfaz:

M, n
My=1e ——— > k=1,--- Y N.
0 € Mk;Mn_k sl (k>7 ; N, VL €

Uma sequéncia definida dessa maneira é chamada de sequéncia de dlgebra. Desse modo, definimos
1
D(X,M) = D¥(X) : > | f™

Em [11], Dales e Davie mostraram que D(X, M) é uma algebra normada com a norma:

o

1
HEDS EHf(")HX, vfe DX, M).

n=0

O objetivo de Dales e Davie em [11] era encontrar condi¢oes sobre o conjunto X tais que D(X, M)

ix



X INTRODUCAO

seja uma algebra de Banach.

Em 2007, tais algebras foram denominadas éalgebras de Dales-Davie por Abtahi e Honary [2].
Nesse tempo, diversos autores, e.g. Abtahi, Bland, Feinstein, Honary, Mahyar, estudaram a respeito
dessas algebras.

Em 1973, Dales e Davie apresentaram condi¢oes para que as algebras D(X, M) fossem com-
pletas. Quase 30 anos depois, Bland e Feinstein mostraram que D(X, M) nem sempre é completa.
Ainda em [11], Dales e Davie buscaram estudar o espectro de D(X, M) e de duas subalgebras im-
portantes Dg(X, M) e Dp(X, M) que sao, respectivamente, os fechos de R(X) e C[z] em D(X, M).
Dales e Davie mostraram que os espectros de Dp(X, M) e de Dp(X, M) sdo homeomorfos aos con-
juntos X e X , respectivamente, onde X denota a envoltoria polinomial convexa de X. O espectro
de D(X, M) continuou sendo estudado. Em 2007, Abtahi e Mahyar apresentaram condigdes para
que o espectro de D(X, M) seja homeomorfo ao conjunto X.

A ideia de estudar essas algebras se deve ao fato de que ainda existem problemas em aberto
nesta direcao.

Se X = D, onde D é o disco unitario aberto do plano complexo, entao D(D, M) ¢ uma subélgebra
da algebra de disco A(D). Uma pergunta natural é quao distante algébrica e topologicamente estao
estas algebras?

A resposta para esta pergunta estd dentro do tema de algebrabilidade e residualidade sobre
determinados conjuntos. Tal topico aparece, por exemplo, em 1940 no texto [23] e em 1966 com
Gurariy [16], mas sem a atual nomenclatura. A ideia era determinar espagos vetoriais de dimensao
infinita em conjuntos de fung¢oes denominados patologicos. No inicio de século XXI, o interesse para
estudos de estruturas de conjuntos patologicos voltam a aparecer com os trabalhos [4, 5, 17]. Assim,
surgem as nomenclaturas atuais e o tépico passa a ser uma forte tendéncia com grande influéncia
em analise real, analise complexa, teoria de operadores, polinémios em espacos de Banach, analise
funcional em geral, entre outros. Para melhor informagao sobre o tema, sugerimos os textos [6] e [3],
o primeiro é um excelente survey e o segundo um livro que introduz o leitor na teoria e descreve as
técnicas em diversas direcoes, bem como tem uma excelente bibliografia dos trabalhos publicados
até 2016.

Com este enfoque, Lourengo e Vieira estudaram a lineabilidade e algebrabilidade do conjunto
H = A(D)\ D(D, M) |25, 26|, onde M = (M,,) é uma sequéncia de dlgebra que satisfaz M,, < n!,
para todo n € N. Mais precisamente, Lourengo e Vieira mostraram que o conjunto é Ng-lineavel,
c-linedvel, espacével, algebravel e fortemente c-algebrével.

Para estudar a residualidade, é necessario fazer uma pequena alteragdo no conjunto H. Recor-

demos que

| —

fEDX M) < feD?X)e Y —|fP|x <.
k=0

o

!

Neste caso, vamos considerar
oo - 1
H={fecDX): ZH”JC(’“)”X = 00 p C A(D).
k=0

Desse modo, Lourengo e Vieira mostraram que o conjunto acima é residual em A(D).
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Organizacao do Trabalho

Nesta secao, descreverei os assuntos abordados em cada capitulo.

No capitulo 1, encontram-se algumas defini¢des e resultados referentes & Analise Combinatoria,
Topologia Geral e Anélise Funcional. Os resultados deste capitulo constam em [1, 8, 11, 13, 29].

No capitulo 2, intitulado Algebras de Funcoes, apresentamos resultados que serao utilizados nos
capitulos 3 e 4. Na primeira secao, definimos algebras de Banach e apresentamos alguns resultados
importantes, como, por exemplos a Formula do Raio Espectral e o Teorema de Gelfand. Na sequéncia
definimos algebras uniformes e dlgebras naturais, como também apresentamos alguns exemplos e
resultados nessa dire¢ao. Além disso, nessa se¢ao sao introduzidas algumas das principais dlgebras
trabalhadas nesse texto como C(K), R(K) e A(D). O estudo feito neste capitulo pode ser encontrado
no livro [15].

O capitulo 3 introduz as Algebras de Dales-Davie, denotadas por D(X, M). Na primeira secio,
definimos D (X, M) que é uma algebra normada. Na sequéncia, estudamos a respeito da completude
de D(X, M). Mais precisamente, apresentamos as condigoes encontradas por Dales e Davie para que
D(X, M) seja uma &algebra Banach [11], como também estudamos a demonstracao de que D(X, M)
nem sempre ¢ completa [7]. Por fim, estudamos o espectro de D(X, M) e de duas sub-algebras de
D(X, M), Dr(X,M) e Dp(X, M) que sao, respectivamente, os fechos de R(X) e C[z] em D(X, M)
[2, 11, 18].

O capitulo 4 aborda os conceitos de lineabilidade, algebrabilidade e residualidade. Na primeira
secao, apresentamos os pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento do capitulo que podem
ser encontrados no livro [3]. Em seguida, estudamos os resultados obtidos por Lourengo e Vieira
em |25, 26].
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os pré-requisitos para a leitura desta dissertagao. Boa parte das
demonstragoes sao estudas em disciplinas de nivel de graduagdo e podem ser encontradas em |8,
13, 24].

1.1 Toépicos em Analise Combinatoria

Durante a dissertacao, usaremos resultados de analise combinatéria. No que segue, introduzi-
remos algumas notagoes e féormulas. Destacamos aqui a conhecida Férmula de Faa di Bruno que
permite calcular a n-ésima derivada de uma funcdo composta. Faa di Bruno publicou sua féormula
em 1855 originalmente em italiano. Dois anos depois, o autor publicou uma versao em francés da
demonstracao de sua formula [14]. Uma outra demonstragdo também pode ser encontrada em [20].

Sejam m,n € Ny com n > m. Considere o conjunto

S(m,n) = (al,--',an)ENS:Zak:me Zkak:n . (1.1)
k=1 k=1

Como comentamos acima, a Formula de Faa di Bruno permite calcular a n-ésima derivada de
uma funcao composta. Se 2 C C é um aberto e se f : 2 — C é uma funcao n-vezes derivivel em
zp € C, vamos denotar a n-ésima derivada de f em ponto zy por f (”)(zo). Utilizando essas notacgoes,
podemos enunciar a Férmula de Faa di Bruno.

Proposicao 1.1.1. (Férmula de Faa di Bruno) Seja f uma fun¢ao n—vezes derivdvel em z € C e
seja F' uma fung¢ao n—vezes derivdvel em f(z). Entao, F o f é n—vezes derivdvel em z e

(Fof)"(z) =Y F'™(f(2)) > arl - ap! 1T {5
m=0 . " .

(a1, ,an)ES(M,n) k=

A Proposicao 1.1.2 mostra uma variacdo da férmula apresentada em 1.1.1 cuja demonstragao
pode ser encontrada em [20].

Proposicao 1.1.2. (Férmula de Hoppe) Sejam f e g duas fungdes com um nimero suficiente de
derivadas, entao

no(r) ~ Ty
0o 1)) = X THE S (T s

S
r=1 s=0

A Proposicao 1.1.3 pode ser encontrada na pagina 823 do livro [1]. Utilizando a mesma notagao
S(m,n) definida anteriormente, temos:



2 CONCEITOS PRELIMINARES 1.2

Proposicao 1.1.3. Dados m € N, t > 0 e (x) sequéncia em R, entdo
m

0o
i D DU N 0V P
n=m

(a1, ,an)€S(m,n) \k=1

o0

k=1

Como uma aplicacao imediata da Proposicao 1.1.3, temos o seguinte resultado que seré utilizado
no capitulo 3:

Corolario 1.1.4. Dados m € N e (B,,) sequéncia de nimeros reais positivos. Entao,

m

0o ' 0o n ng
;Bk :m.; > 11 ol

=m (a1, ,an)€S(m,n) \k=1

Demonstracio. E aplicacdo imediata da Proposicdo 1.1.3 para x; = By k! e t = 1. O

1.2 Nocoes de Topologia Geral

No que segue, vamos comentar alguns resultados e apresentar defini¢oes dentro do tépico de
Topologia Geral que podem ser encontrados no livro [13]. Na sequéncia, definiremos o conjunto
uniformemente regular que foi apresentado por Dales e Davie no texto [11]. Por fim, definiremos
redes e apresentaremos alguns resultados nesta direcao.

Espacgos Topologicos

Para definirmos derivabilidade de func¢bes no capitulo 2, precisaremos de conjuntos compactos
e perfeitos. Conjuntos compactos sao estudados em cursos elementares de Topologia Geral e, por
isso, nao serao abordados neste texto. Entretanto, definiremos conjuntos perfeitos que nem sempre
sao estudados em cursos bésicos.

Definigao 1.2.1. Sejam X um espago topologico e A C X. Dizemos que A é um conjunto perfeito
se for fechado e ndo possuir pontos isolados, i.e todo ponto de A é um ponto de acumulacdo em A.

Exemplos 1.2.2. Sao exemplos de conjuntos perfeitos:
1. Se X =R e A=a,b] coma < b, entao A é perfeito.
2. Em X = C, bolas fechadas e esferas sao conjuntos perfeitos.

Proposigcao 1.2.3. Seja f : X — Y wuma funcao continua entre os espagos topoldgicos X e Y.
Entao:

1. Se A C X compacto, f(A) é compacto.
2. Se A C X ¢€ perfeito e f € injetora, f(A) € perfeito.

Demonstracao. O item 1 é um resultado bastante conhecido em topologia cuja demonstragao pode
ser encontrada na pagina 125 do livro [13]. Vejamos a demonstragao do item 2:

Se y € f(A), existe x € A tal que y = f(x). Para verificar que f(A) é perfeito, é suficiente
verificar que y é um ponto de acumulagao. Com efeito, seja V' uma vizinhanca aberta de y em
Y. Pela continuidade da f, f~!(V) ¢ uma vizinhanca aberta de z em X. Daf, como z € Ae A é
perfeito,  é um ponto de acumulacdo e, portanto, existe xg € (f_l(V) \ {x}) N A. A injetividade
de f garante que f(zo) # y, logo f(z0) € (V \{y}) N f(A). Por conseguinte, temos que f(A) ¢
perfeito. O

Proposigcao 1.2.4. Sejam X um espaco compacto, ¥ um espago Hausdorff e f: X — Y uma
funcdo continua e bijetora. Entao, f € um homeomorfismo.
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Demonstragao. Sugerimos [13], pg. 125. O

No capitulo 3, apresentaremos um resultado que utiliza componentes conexas. Por comodidade,
definimos esta classe de conjuntos a seguir:

Definigao 1.2.5. Sejam X um espago topoldgico e z € X. A componente conexa de x em X é
o0 maior conexo de X que contém x.

Em particular, a componente conexa de x € X é

CIIU{ACX :x € Ae A conexo}.
Observagao 1.2.6. Seja X um espago topoldgico. Com a notagao acima, temos:
1. Sex,y€ X comy € Cy, entao Cp = C,y.
2. Componentes conexas sao fechadas.
3. Se X € conexo, entao a unica componente conexa de X € o proprio X.
4. X =U{C; : x € X}.

Para um importante resultado do capitulo 4, precisamos estudar conjuntos residuais. A seguir,
encontram-se as defini¢oes e os resultados necessérios:

Definigao 1.2.7. Sejam X um espago topoldgico e A C X.
1. Aérarose (A)° ={.

2. A éresidual se X \ A é unido enumerével de conjuntos raros.

Proposicao 1.2.8. Sejam X um espago topoldgico e A C X. Entao, A € raro se, e sé se, X \ A
contém um aberto denso de X.

Demonstracao. Usaremos aqui duas propriedades bésicas sobre espagos topoldgicos, se B C X,
(X\B°’=X\BeX\B=X)\B°.

Assim,

Desse modo, se A é raro, entao (X \ A)° é um aberto denso de X contido em X \ A. Recipro-
camente, se X \ A contém um aberto denso B de X, entao

BC (X\A)°® = (X\A)° também ¢é denso em X = A ¢é raro.

Exemplos 1.2.9. Seja X = R. Sdo exemplos de conjuntos raros:

1. Z é raro em R, pois R\ Z é um aberto denso em R.

2. A= {% in € N} é raro em R, pois A = AU {0} que tem interior vazio.
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Observagao 1.2.10. Sejam X um espago topoldgico e A C X. Se A = ()2, Sn, onde cada S, é
aberto denso de X, entao A € residual.
De fato, seque da Proposicao 1.2.8 uma vez que

A= ﬂSn:X\A: U (X\Sn) e X\ (X\Sn) =S, €aberto denso em X.
n=1 n=1

Apresentaremos um exemplo de conjunto residual, usando a Observacgao 1.2.10, no capitulo 4.

Conjunto uniformemente regular

Nesta subsegao, apresentaremos a defini¢cao de conjunto uniformemente regular. Tais conjuntos
foram introduzidos por Dales e Davie em [11| para apresentar situagdes em que as algebras de
Dales-Davie que serao definidas no capitulo 3 sejam completas. Antes disso, definiremos curvas no
plano complexo:

Definicao 1.2.11. Seja X c C.

1. Uma curva em X é uma fungao diferenciavel por partes o : [0,1] — X.
2. O comprimento de arco de uma curva « em X ¢é definido por L(a) = fol |/ (¢)] dt.

3. Dizemos que X é conexo por curvas retificaveis se dados z1, z0 € X, existe uma curva de
comprimento finito « : [0, 1] — X que une z1 e 29, isto ¢ «(0) = 21 e (1) = z2. Além disso,
neste caso definimos

8(21,22) = inf {L(a) : a é curva em X que une 21 e 22} < o0. (1.2)

Note que o infimo acima existe, pois {L(oa) : « é curva em X que une 21 e zz} ¢ um conjunto
limitado inferiormente.

Exemplos 1.2.12. Sado exemplos de conjuntos conexos por curvas retificaveis:
1. Bolas abertas e fechadas em C.

2. A esfera unitaria S' é conexo por curvas retificaveis, pois dados dois pontos z,w € St
podemos considerar o arco unindo esses dois como uma curva em S! que tera comprimento
finito. Neste exemplo, existirao pelo menos duas curvas que unem dois pontos, o maior € o
menor arco. Logo, a métrica geodésica entre dois pontos em S' serd o comprimento do menor
arco, i.e o menor angulo formado pelos pontos.

Dentro da area de geometria, temos o conhecido Teorema de Hopf-Hinow (e.g. [9]) que é enun-
ciado para variedades Riemannianas conexas diz que um espago métrico é completo se, e sb se, é
geodesicamente completo, i.e o infimo da métrica geodésica é atingido. Como X C C é compacto
e conexo por curvas retificaveis, X satisfaz as hipoteses do Teorema de Hopf-Hinow e é completo
com a métrica euclidiana induzida. Desse modo, o infimo do conjunto

{L(a) : o é curva em X que une z; e 23}

é atingido, isto é, dados 21 e 29 em X, existe uma curva a que une z; e 23 com comprimento
d(z1, 22).

Lema 1.2.13. Seja X C C conezo por curvas retificiveis. A fungao § : X x X — [0,00) definida
em 1.2 é uma métrica em X, chamada de métrica geodésica em X.
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Demonstragao. Para toda curva em X, temos L(a) > 0. Assim, a imagem de J estd contida em
[0, 00). Veremos agora que 0 é de fato uma métrica. Com efeito, dado z € X, a curva a(t) = z, para
todo t € [0, 1], tem comprimento igual a 0. Logo, §(z,z) = 0. Por outro lado, dados z,w € X tais
que z # w. Desse modo, toda curva « : [0,1] — X que une z e w tem que ter comprimento nao
nulo. Assim, §(z,w) # 0.

Dados z,w € X. Para toda curva « : [0,1] — X tal que a(0) = z e a(1) = w, considere uma
curva 7 : [0,1] — X dada por y(t) = a(1 — t). Dai, como 7/(t) = —a/(1 — t), temos L(a) = L(7).
Entao, d(w,z) < §(z,w). A outra desigualdade segue de maneira analoga. Portanto, §(z,w) =
d(w, z).

Dados 21, 29,23 € X. Sejam « curva unindo z; e zo e [ curva unindo zo e z3. Considere 7 :
[0,1] — X tal que v(t) = «(2t),0 <t < 1/2, e y(t) = B(2t — 1),1/2 < t < 1. Dai, ~ esta
bem definida, é diferenciavel e y(0) = z1, v(1) = 23 e L(a) < L(B) + L(B). Logo, (21, 23) <
L(a)) 4+ L(B). Isto implica em 0(z1, 23) — L(3) < L(«), para toda curva « que une zj e z3, portanto,
d(z1,23) — L(B) < (21, 22) = (21, 22) — (21, 22) < L(B), para toda curva 3 que une 23 e z3. Assim,
concluimos que 6(z1, z3) < 0(z1, 22) + d(22, 23). O

Em [11], Dales e Davie definiram dois conjuntos, o conjunto regular e o conjunto uniformemente
regular. Os principais resultados encontrados na bibliografia, [2, 11], e que serao apresentados neste
trabalho sao para conjuntos uniformemente regulares. Desse modo, como nao trabalharemos com o
conjunto regular, omitiremos aqui sua definigdo que pode ser encontrada em [11].

Definigcao 1.2.14. Seja X C C um conjunto compacto, perfeito e conexo por curvas retificaveis.
Dizemos que X é uniformemente regular se existe C' > 0 tal que §(z,w) < C'|z — w|, para todos
z,w e X.

Exemplos 1.2.15. 1. No disco unitario D e em D, a métrica geodésica coincide com a euclidi-
ana, logo D e D sao exemplos de conjuntos uniformemente regulares.

2. Sejam z; = €' e 2y = €% pontos em S'. Se §; — Oy = § + 2k, com k € Z e |§] < 7, temos
que 0 = (21, 22). Dai,

pifL _ gita| _ | 02| | 4i(01-62) _ 1‘ — [ i(01-02) _ 1) - ez‘(ol—eg)ﬂ‘ ci(0102)/2 _ —i(01-02)/2
0, — 0 0, — 0 0y — 0 0y — 0
= <cos 12 2+isin 12 2>—<cos 22 1—Fisin 22 1)‘
_oisin =% g sin91;02 =2 sing‘.

Vejamos que se 0 < 6 < /2, entdo sin > 26. Com efeito, considere f(z) = sinz e g(z) = 2z.

Como f é concava em [0, /2], temos que f(x) > g(x), para todo x € [0, 7/2]. Dali,

et _ ¢if2| > z\5|
T

Desse modo, concluimos que S' é um conjunto uniformemente regular.

Apresentaremos, na sequéncia, dois lemas que serao utilizados em demonstracoes de resultados
no capitulo 3.

Lema 1.2.16. Sejam X um conjunto uniformemente reqular, z1,z2 € X e« :[0,1] = X curva que
une z1 e zy de comprimento §(z1,22). Entdao, Y = a([0,1]) € uniformemente reqular.

Demonstra¢ao. Uma vez que « é continua e [0,1] é compacto, segue do item 1 da item 1 da
Proposigao 1.2.3 que Y é compacto. Por outro lado, pelo item 2 da Proposicao 1.2.3, para garantir
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que Y é perfeito, é suficiente verificar que « é injetora. Com efeito, se o nao fosse injetora, existiriam
t1 <ty em [0, 1] tais que a(t1) = a(tz2). Desse modo, a curva
= a(2t1t) se0<t<1/2
() = a2l —to)t+ 2ty —1) sel/2<t<1
une zj € 29 e tem comprimento menor ou igual a . Neste caso, v tem comprimento 6(z1, z2) e pode
substituir a a. Como [0, 1] é compacto e « é continua, podemos repetir o argumento um namero
finito vezes de modo a garantir que a curva seja injetora.

Dados y1,y2 € Y, existem t1,to € [0,1] tais que a(t1) = y1 e ata) = y2. Sem perda de
generalidade, suponha t; < to. Dai, v = a][tl,tﬂ é uma curva que une yj € y2 € tem comprimento
finito. Logo, Y é conexo por curvas retificiveis.

Finalmente, dados z,w € Y, temos dy (z,w) = dx(z,w). De fato, como toda curva que une z e
w é uma curva em X, sempre vale que dy (z,w) > dx(z,w). Se, por absurdo, dy (z,w) > dx(z,w),
considere seja (3 : [t1,t2] — X curva de comprimento dx(z,w) que une z e w. Dai, a fungao

alt) se0<t<t

v({t) =< B(t) set; <t<to
aft) sety<t<1

é uma curva em X unindo z e w com comprimento menor que 6(z,w), absurdo. Logo, dy (z,w) =
dx(z,w) e, por conseguinte, dy (z,w) < C|z — w|. Em suma, Y é uniformemente regular.

O

Lema 1.2.17. Sejam X,Y C C dois conjuntos uniformemente regqulares tais que X NY # (. Entao,
X UY € uniformemente reqular.

Demonstra¢ao. Como X e Y sao conjuntos compactos e perfeitos, X UY também o é. Por hipotese,
existe zgp € X NY. Entao, dados x € X e y € Y, podemos considerar as curvas de comprimento
finito a1 [0,1] = X e 5:[0,1] = Y que unem z e z, e 2y e y, respectivamente. Assim, a curva

_Ja(t) se0<t<t/2
7(t)_{fz(t) set/2<t<1

tem comprimento finito. Além disso, se C; > 0 e Cy > 0 sdo as constantes de regularidade uniforme
em X e Y, respectivamente, temos 0(z,y) < (Cy + C2)|x — y|, para todos z,y € X UY. O]

Redes

Utilizaremos em alguns resultados o conceito de Redes. Este topico nem sempre é abordado
em cursos elementares de Topologia Geral. Entretanto, € um conceito muito utilizado em diversos
resultados de Anélise Funcional.

No capitulo 2 do livro [29], o autor define redes em espagos topologicos e apresenta alguns resul-
tados. Deixamos aqui este livro como sugestao ao leitor encontrar as demonstragoes dos enunciados
aqui apresentados.

Definigao 1.2.18. Um conjunto nao vazio I munido de uma relagdo =< é dito dirigido se satisfaz:
e a = «, para todoa € I.
e Sea=xpfef =7, entao a = 7.
e Dados a,3 € I, existe y € I tal que aa <y e B <.

Uma rede em um conjunto X é uma funcao f : I — X definida num conjunto dirigido 1.
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Se f: I — X é umarede em X, escrevemos f(«) = x4, para todo a € I. Além disso, denotamos
f = (2a)acr- De modo analogo as sequéncias, vamos escrever ().

Definigao 1.2.19. Sejam X um espago topologico, (z,) uma rede em X e z € X. Dizemos que
(xo) converge para z se para cada vizinhanga aberta U de x em X, existe ag € I tal que z, € U,
para todo a € I com oy =< «. Vamos denotar a convergéncia por z, — .

Em cursos elementares de anélise, aprendemos a caracterizar espacos métricos através de sequén-
cias. Alguns desses resultados podem ser estendidos & espacos topoldgicos via redes. Enunciaremos
aqui dois resultados que serao utilizados na dissertacao.

Proposicao 1.2.20. Sejam X um espaco topoldgico, S C X e x € X. Entio, v € S se, e s0 se,
existe uma rede (ro) em S tal que T4 — .

Proposigao 1.2.21. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos. Uma funcao f: X — Y € continua
emx € X se, e sd se, f(xo) — f(x) para toda rede (xy) em X que converge para x.

1.3 Resultados de Analise Funcional

Durante a dissertagdo, precisaremos de algumas defini¢oes e resultados de Analise Funcional.
No que segue, apresentaremos resultados sobre Operadores Lineares Continuos e Topologias Fracas.
As definigoes e resultados desta segdo podem ser encontrados em [8] e [29].

Nesta secao F e F, salvo mencao contraria, denotarao espacos normados. A bola unitéria fechada
de um espago F seré denotada por Bg.

Operadores lineares continuos

No capitulo 2 deste texto, introduziremos o conceito de homomorfismos de algebras. Em par-
ticular, todo homomorfismo é um funcional linear continuo. Desse modo, apresentaremos alguns
resultados sobre operadores lineares continuos.

Denotaremos por L,(E, F') o espago vetorial dos operadores lineares T': E — F'. Um operador
T € L4(E,F) é continuo se a fun¢ao T : E — F ¢é continua considerando as topologias geradas
pelas normas de £ ¢ F. Um operador linear continuo também é chamado de operador limitado. O
subespago vetorial dos elementos continuos de L,(E, F') sera denotado por L(E, F).

Além disso, um isomorfismo entre espacos de Banach é um operador linear continuo invertivel
cuja inversa é um operador linear continuo.

A Proposigao 1.3.1 é um importante resultado sobre continuidade de operadores lineares.

Proposicao 1.3.1. SeT : E — F € um operador linear, sao equivalentes:
1. T € continuo.
2. T é continuo na origem.
3.3C >0, ||T(x)| < Clz||, Vx € E.

Além disso, a expressdo
IT|| = sup {|IT(2)|| : = € Bg}

define uma norma em L(E, F). Em particular, temos que
TeL(EF) < [T <|T|=], vz € E.
Demonstragao. Sugerimos [8], pg. 32 - 34. O

A seguir, enunciaremos o Teorema da Aplicagdo Aberta que é um importante resultado da area
de Analise Funcional e que seré utilizado na demonstracao de um resultado no capitulo 3.
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Teorema 1.3.2. (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F espagos de Banach e T : E — F
um operador linear, continuo e sobrejetor. Entao, T € uma aplicacdo aberta. Em particular, todo
operador linear continuo e bijetor entre espagos de Banach € um isomorfismo.

Demonstragao. Sugerimos [8], pg. 42. O]

Considere E' = L(E,K) o espago dual de E. Em particular, E’ é sempre um espago de Banach
(Sugerimos [8], pg. 35), munido da norma

lell = sup {|o(2)| : « € Bp}.

Desse modo, E” = (E’)’. Assim, podemos considerar o mergulho canénico Jg : E — E” | Jgp(z)(p) =
o(x), z € E, ¢ € E'. Em particular, Jg ¢ uma isometria linear ([8], pg. 89).

Topologias Fracas

No préximo capitulo, estudaremos algebras de Banach. Nesta direcao, apresentaremos uma
topologia no espectro de uma élgebra de Banach. Desse modo, precisamos estudar topologias fracas
e fraca-estrelas.

Sejam X um conjunto, (Y;);c; uma familia de espagos topoléogicos e F = (fi)ier uma familia de
funces f; : X — Y;, para todo i € I. Dados i € I e A; aberto em Y;, defina

FHA) = {z e X : fiz) € A}

Denotemos por ® a colecao dos subconjuntos de X que podem ser escritos como intersegoes finitas
de conjuntos da forma f; '(A;)

Proposicao 1.3.3. Com a notagao acima, existe uma topologia T em X que tem ® como base.
Além disso,

1. T € a menor topologia em X que torna todas as fungdes f; continuas.

2. Seja (z4) uma rede em X. Entao, xo — x em (X, T) se, e so se, fi(za) — fi(x) em Y;, para
todo i € I.

Demonstragao. Sugerimos [29], pg. 203 - 204. O

A topologia 7 definida na Proposi¢do anterior é chamada de topologia gerada pela familia
de funcgoes (f;)icr e denotada por o(X,F).
Em particular, o espaco E’ ¢ uma familia de fung¢oes, motivando a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.3.4. A topologia fraca em FE ¢ a topologia gerada por F’, i.e o(E, E’). Doravante,
denotaremos a topologia fraca em E por (F,w).

Quando uma rede (z)) em E converge para x € E na topologia fraca, escrevemos x =z
Proposicao 1.3.5. Em um espaco normado E, temos:

1. A topologia fraca é Hausdorff.

2. Os funcionais lineares continuos sao fracamente continuos.

3. Dados xg € E, ¢1,-+ ,ion € E' € € >0, 0s conjuntos da forma

U(zo, 1,7, n,€) = {a: €E : sup [pp(z) — pr(z0)] < 6}
1<k<n

formam uma base de vizinhancas abertas de xg na topologia fraca.
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4. Seja (zy) uma rede em E. Entao, xx — © € E se, e somente se, p(xx) = ¢(x), para todo
p € F.

Demonstrag¢ao. Sugerimos (8], pg. 144. O

Definigao 1.3.6. A topologia fraca-estrela no dual E’, denotada, por o(E’, E) ou w*, é a
topologia em E’ gerada pela familia de fungoes Jp(F). A topologia fraca-estrela em E’ ¢ denotada
por (E',w*).

Quando uma rede (¢)) em E’ converge para ¢ € E’ na topologia fraca-estrela, escrevemos
ox = .
Proposicao 1.3.7. Em um espag¢o normado E, temos:

1. A topologia fraca-estrela é Hausdorff.

2. Para todo x € E, Jg(x) : (F',w*) = K € continuo.

3. Dados pg € E', x1,-+ ,x, € E e € > 0, 0s conjuntos da forma

V(po, o1, ,op,€) = {w €E : sup [p(xp) — Soo(wk)\}
1<k<n
formam uma base de vizinhangas abertas de @y para a topologia fraca-estrela.

4. Seja (pn) uma rede em E'. Entdo, oy EN p € E' se, e s6 se, p\(x) = p(z), Vo € E.

Demonstragao. Sugerimos [8], pg. 152. O

Teorema 1.3.8. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Para todo espago normado E, a bola By
€ w*—compacta.

Demonstragao. Sugerimos [8], pg. 156. O

1.4 Cardinalidade

Para estudarmos lineabilidade e algebrabilidade que s@o conceitos que serao abordados no Capi-
tulo 4 precisamos estudar cardinalidade de conjuntos. Em 2016, Aron, Bernal-Gonzalez, Pellegrino
e Seoane-Sepilveda langaram um livro reunindo os principais resultados dentro dos topicos de li-
neabilidade e algebrabilidade. Para trabalhar nesses assuntos, os autores precisaram definir alguns
conceitos de cardinalidade no capitulo 1 de [3].

Chamamos card (A) de cardinalidade de A. Um cardinal card (A) é dito:

1. finito se A é finito; caso contrario é chamado de cardinal infinito.

2. enumeravel se ¢ finito ou card (A) = card (N).

Para conjuntos finitos, a cardinalidade de A pode ser vista como a quantidade de elementos de
A, i.e se existe uma bijegao entre A e {1,--- ,n}, temos card (A) = n.
Escreveremos também

card (N) = Rg e card (R) =¢.

E conveniente definir a cardinalidade do conjunto vazio como zero. Em particular, temos o
seguinte resultado:

Proposigao 1.4.1. Se a € um cardinal infinito, entdo Ry < a.
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Demonstragao. Seja M conjunto tal que card (M) = «. Escolha x; € M. Como M nao é finito,
existe zo € M \ {x1}. Assim, indutivamente, conseguimos sequéncia (z,),en de elementos dois a
dois distintos em M. Desse modo, a fungao i € N+ z; € M é injetora. Ul

Temos os seguintes resultados a respeito da cardinalidade em espacos vetoriais:
Teorema 1.4.2. Quaisquer duas bases em um espaco vetorial tém a mesma cardinalidade.
Demonstragao. Sugerimos 3], pg. 13. O
Teorema 1.4.3. Se V € um espaco de Banach de dimensdo infinita, entdo dimV > c.

Demonstragao. Sugerimos [3], pg. 13. O



Capitulo 2

Algebras de Funcoes

Neste capitulo, vamos apresentar alguns resultados sobre algebras de fungoes. Mais precisamente,
comecamos estudando o conceito de algebras de Banach. Em seguida, apresentaremos alguns re-
sultados sobre as algebras uniformes e algebras naturais. Os resultados deste capitulo podem ser
encontrados em [15, 22].

2.1 Algebras de Banach

Nesta secao, encontram-se defini¢coes e alguns resultados a respeito da teoria geral de algebras
de Banach que serao necessarios para o desenvolvimento da dissertagao.

Definigao 2.1.1. Uma algebra é um K-espaco vetorial A munido de uma operacao de multipli-
cacao que satisfaz as seguintes propriedades:

e a(bc) = (ab)c, Ya,b,c € A.

e (a+b)c=ac+bec, Ya,b,c e A.

e a(b+c) =ab+ ac, Va,b,c € A.

o A(ab) = (Aa)b = a(Ab), Va,be A, YA € K.

Além disso, dizemos que A:

1. é comutativa se ab = ba, Va,b € A.

2. tem unidade se existe um elemento 14 € A tal que 14a =aly = a, Va € A.

3. é normada se existe uma norma || - || em A como espago vetorial satisfazendo:

labl| < [|al - [[bll, Va,b € A.
4. é uma algebra de Banach se é uma algebra normada e A é um espaco de Banach munido
de tal norma.

Ademais, B C A é uma subalgebra de A se B é um subespago vetorial de A fechado por
multiplicagdo, i.e para quaisquer a,b € B, temos ab € B.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de algebras.
Exemplos 2.1.2. Sao exemplos de algebras:

1. Seja K um espago Hausdorff compacto. C(K) = conjunto de todas as fungoes f : K — C
continuas é uma algebra comutativa com unidade se considerarmos as operacoes usuais. Além
disso, a aplicagao || - ||x : C(K) — [0,00) definida por ||f||x = sup,cx |f(2)| ¢ uma norma
em C(K) que torna C'(K) uma algebra de Banach.

11
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2. O conjunto dos polindémios com coeficientes complexos C[z] é uma &lgebra comutativa com
unidade. Em particular, se K C C é um compacto, C[z] é uma algebra normada com a norma
| - |k definida acima. Entretanto, ndo ¢ uma algebra de Banach.

3. Ro(K) = fungdes racionais com polos fora de K é uma algebra normada, quando munida da
norma || - ||k, onde K C C é um compacto. Nao obstante, ndo é uma algebra de Banach.

4. Seja 2 C C um aberto nao vazio. Vamos denotar por H(f2) a algebra de todas as fungoes

holomorfas f : Q@ — C. Se Q é limitado, considere A(Q) = H(Q) N C(Q) que é uma algebra
de Banach quando munido da norma do sup em §2.

Caso Q=D ={z€C: |z| <1}, A(D) ¢ chamada de algebra de disco.

Aproveitando a defini¢ao de A(2) acima, apresentaremos dois resultados importantes na teoria
de fungoes analiticas que serao utilizados na dissertacao.

Teorema 2.1.3. (Principio do Mddulo Mdazimo) Sejam 2 C C um aberto limitado de C e f € A(Q).
Entdo, | f|lg = sup.con | f(2)]-

Demonstra¢ao. Sugerimos [10], pg. 128. O]

Teorema 2.1.4. Seja f € A(D), entao existe uma sequéncia de polinémios (py) que converge
uniformemente para f em D, i.e ||p, — f|lp — 0.

Demonstragao. Sugerimos [30], pg. 16. O]

Neste trabalho, estamos interessados em algebras que sdo comutativas e com unidade. Desse
modo, no que segue desta secdo, salvo mengdo contraria, A denotard uma algebra comutativa
com unidade. Em algumas situagoes, vamos precisar que A seja uma algebra de Banach, neste
caso, também vamos supor que A seja comutativa e tenha unidade. A seguir, apresentaremos as
defini¢oes de elemento invertivel numa &algebra, espectro de um elemento numa algebra e do raio
espectral.

Definigao 2.1.5. Seja a € A.

1. Se a # 0, dizemos que a é invertivel em A se existe b € A tal que ab = 1. Neste caso, b é

chamado de inverso de a e denotado por a™.

2. O espectro de a em A é dado pelo conjunto

o(a) ={A € C : a — A1y nao é invertivel}.

3. O raio espectral de a em A é definido por
r(a) =sup {|A] : A€ o(a)}.

Exemplo 2.1.6. Seja K um espago Hausdorff compacto. Entao, para toda f € C(K), temos
o(f) = J(K).

De fato, se A € f(K),dz € X, A= f(z) = 0= f(z) — A = a funcdo f — A1 se anula em K,
logo nao é invertivel. Reciprocamente, se A € o(f), f — A1 nado é invertivel, i.e deve se anular em
algum ponto de K. Dai, A = f(x) para algum z € K.

Vamos mostrar no Teorema 2.1.8 que o conjunto dos elementos invertiveis em uma algebra de
Banach com unidade é um conjunto aberto e nao vazio. Antes disso, precisamos do seguinte Lema:

Lema 2.1.7. Sejam A uma dlgebra de Banach e a € A tal que |14 —al| < 1. Entao, a € invertivel.
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Demonstragdo. Sejaa € A. Uma vez que ||14—al| < 1, segue que a série geométrica Y oo [[14—al*
& convergente. Mas como A é Banach, temos que > 7 (14—a)® € A. Sejab = 14+> 5o, (la—a)* €
A. Dai, usando que a = 14 — (14 — a), obtemos:

ab=a- 1A+Z(1A—a)k

(e.9]
=a+ (14— (14—a)) ZIA—a
k=1

o0 o0
:a—I-Z(lA—a 2 k'H
=1 k=1

Logo, a é invertivel.
O

Teorema 2.1.8. Sejam A uma dlgebra de Banach e G o conjunto dos elementos invertiveis de A.
Entao, G € aberto nao vazio.

Demonstragao. Como 14 € G, temos G # (). Seja ag € G com inversa by. Vamos provar que
B(ao, 1/]|bo]]) € G. Com efeito, seja a € A tal que |ja — ap|| < 1/||bo]|. Dai,

”boa — 1AH = Hbga — bo(loH < HboHHCL — a()H <1l= boa e€qg.
Entao, existe ¢; € A tal que 14 = ¢1(bpa) = (c1bo)a. Logo, a € G. O

O Teorema 2.1.9 que serd enunciado a seguir é um conhecido resultado no tépico de algebras de
Banach. Destacamos a Formula do Raio Espectral que seré utilizada no capitulo 3.

Teorema 2.1.9. Sejam A uma dlgebra de Banach e a € A. Entao,
1. o(a) € um subconjunto nao vazio de C, compacto e estd contido em {X : |A| < ||a]|}.
2. (Férmula do Raio Espectral) Temos que

",

r(a) = nh_)r{)lo lla

Demonstragao. Sugerimos [22], pg. 23. [
Agora vamos definir homomorfismo de algebras.

Definigao 2.1.10. Um homomorfismo ¢ : A — C é um funcional linear multiplicativo, i.e

p(ab) = p(a)p(b), Ya,b € A.

Exemplo 2.1.11. Sejam K um espago Hausdorff compacto e A C C(K) uma subalgebra. Para
cada x € K, defina ¢, : A — C por ¢, (f) = f(z). Temos que ¢, é um homomorfismo nao nulo de
C(K) chamado de avaliagao de A em x.

Proposigao 2.1.12. Seja @ um homomorfismo nao nulo de um dlgebra de Banach . Entao,
1. o(1y) =1.
2. Se b € invertivel, p(b=') = p(b) 1.

3. @ € continuo e ||p| = 1.
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Demonstra¢iao. Como ¢ # 0, existe a € A, p(a) # 0.
1. Sejaa € A, p(a) # 0. Assim,
pla) = plala) = p(a)p(la) = 1 = ¢(1a).
2. Se b € A é invertivel, temos

1=p(1a) = @(bb™") = p(b)ep(b™") = ¢(b™") = ¢(b)".

3. Sejaa € A, p(a) # 0. Pelo item 1, temos que 14— ﬁ € ker . Do item 2, segue que 1 4 — ﬁ
néo é invertivel. Assim, pelo Lema 2.1.7,
la/e(a)|| = [[1a = (1a —a/p(a))|| = 1= |p(a)| < |lal = ¢ é continuo.

Além disso, como p(14) = 1, temos ||| = 1.

O

Para enunciarmos o conhecido Teorema de Gelfand, precisamos estudar ideais em &lgebras de
Banach.

Definigao 2.1.13. Um ideal / em uma algebra 4 é um subespago vetorial de A satisfazendo:
ac A bel=abel.

Se I # {0} e I # A, dizemos que I é um ideal proprio. Além disso, um ideal proprio é dito
maximal se nao existe ideal proprio J tal que I C J e I # J.

Exemplo 2.1.14. Em C(K) para K Hausdorff compacto, todos os ideias maximais sao da forma
Jo={f€C(K): f(x) =0}, z€K.
Proposigao 2.1.15. Em uma dlgebra de Banach A, temos:

1. Se I é um ideal proprio de A, I também o é.
2. Todo ideal mazximal € fechado.

3. Todo ideal préprio estd contido em um ideal mazximal.

Demonstra¢ao. Note que o item 2 é consequéncia imediata de 1. Com efeito, se I é um ideal
maximal, I é um ideal préprio tal que I C I. Assim, I = I. O item 3 é uma aplicacio do Lema de
Zorn e tera sua demonstracao aqui omitida, sugerimos [27], pg. 122. Provemos, pois, o item 1.
Seja I um ideal proprio em A. Em particular, I é um subespaco vetorial de 4. Além disso, se
a€ Aeb eI, existe (by) rede em I convergindo para b. Assim, (aby) é rede em I convergindo para
ab, logo ab € I. Pelo Teorema 2.1.8, o conjunto dos elementos invertiveis de A, G, é um aberto nao

vazio. Entdo, A\ G é um fechado e I C A\ G. Portanto, I C A\ G # A. O

Sejam A uma algebra e J um ideal proprio fechado em A. Definimos o quociente de A por J
pelo conjunto

A/J={a+J :a€ A}, ondea+J={a+b:be J}, Vac A

Considerando as operagoes canénicas de soma, multiplicacao e multiplicagdo por escalar, temos
que A/J ¢ uma algebra. Além disso, se ||-|| 4 ¢ uma norma para A, |la+J|| = inf {|ja + 2[4 : = € J}
define uma norma em A/J.
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Teorema 2.1.16. Sejam A uma dlgebra de Banach comutativa e com unidade e J um ideal pro-
prio fechado em A. Entao, o quociente A/J € uma dlgebra de Banach comutativa e com unidade.
Ademais, a proje¢ao canonica w: A — AJJ € um homomorfismo sobrejetor.

Demonstra¢ao. Sugerimos [27], pg. 122. O

Em uma algebra de Banach A, vamos denotar por M 4 o conjunto de todos os homomorfismos
nao nulos em A. Este conjunto é chamado de espectro de A. A seguir, estudaremos dois importantes
resultados sobre M 4.

Teorema 2.1.17. Em uma dlgebra de Banach A, para todo o € M4, ker o € um ideal mazimal
em A. Reciprocamente, dado um ideal mazimal I em A, existe p € My tal que ker p = 1.

Demonstragao. Sugerimos [27], pg. 124. O

Teorema 2.1.18. Seja A uma dlgebra de Banach. Entdo, M 4 € w*-Hausdorff compacto.

Demonstragiao. M 4 é w*-Hausdorff, pois é subespago topologico do espago (A’ w*) que é Hausdorff
(Proposicao 1.3.7 - 1). Como todo homomorfismo nao nulo é continuo e tem norma 1 (Proposigao
2.1.12 - 3), temos M 4 C B. Por outro lado, By é w*-compacto (Teorema de Banach-Alaoglu-
Bourbaki - 1.3.8), assim é suficiente provar que M 4 é fechado.

Com efeito, seja () uma rede em M4 convergindo para ¢ na topologia fraca-estrela. Dados
a,be Ae aekK, temos

pa(ab) = p(ab) e pa(ab) = pa(a)pr(b) = w(a)p(b) = (ab) = p(a)p(b).

ea(aa+b) = p(aa+b) e pr(aa+bd) = apy(a)+r(b) = ap(a)+¢(b) = p(aa+b) = ap(a)+¢(b).
Dai, ¢ é um homomorfismo. Mas como, 1 = px(14) — ©(14), temos ¢(14) = 1. Portanto,
p € My ]

Para cada a € A, defina a : M 4 — C da seguinte maneira:

a(p) = p(a), Vp € My.

Em particular, @ é uma fungdo continua em M 4. Dizemos que & é a transformada de Gelfand
de a. Desse modo, definimos a transformacao de Gelfand de A pela aplicagao I' : A — C(My)
tal que I'(a) = a. A seguir, enunciaremos, sem demonstrar, o conhecido Teorema de Gelfand.

Teorema 2.1.19. (Teorema de Gelfand) Seja A uma dlgebra de Banach. A transformagao de
Gelfand de A é wum homomorfismo continuo entre dlgebras de Banach. Além disso,

lallay = 7(a) < laf} e D] = 1.

Demonstra¢ao. Sugerimos [27], pg. 133. O

2.2 Algebras Uniformes

Nessa se¢ao, introduziremos os conceitos de algebras uniformes e fecho uniforme de uma élgebra
de funcoes. Também apresentaremos exemplos importantes e resultados que serao utilizados no
proximo capitulo. Para um estudo mais detalhado sobre o tema, sugerimos o livro [15].

Doravante, salvo mencao contraria, o conjunto K denotaréa um espago Hausdorff compacto.
Dizemos que um subconjunto nao vazio A de C(K) separa pontos se dado z € K, existem

f,g € Atais que f(x) # g(z).

Note que é imediato da definicdo que se um conjunto separa pontos, ele nao pode ser unitéario.

Definigao 2.2.1. Seja A uma subéalgebra de C(K). Dizemos que A é uma algebra de fungoes
em K se A é uma subalgebra de C(K) que separa pontos e contém as constantes. Além disso,
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1. se existir uma norma || - || 4 para a algebra A, dizemos que A é uma algebra normada de
fungoes em K. Ademais, se A, munida de tal norma, for Banach, dizemos que A é uma
algebra de Banach de funcgoes em K.

2. Uma algebra uniforme em K é uma élgebra de fungoes em K que é fechada com a norma
do sup em K.

Exemplos 2.2.2. Seja K C C um espago compacto. Temos que:
1. Ro(K) ¢ uma algebra de fungoes em K que nao ¢ uniforme.
2. A(D) é uma algebra uniforme em D.

A seguir, apresentaremos uma classe de exemplos de func¢oes derivaveis que motivou a defini¢ao
das algebras de Dales e Davie que serao apresentadas no capitulo 3.

Exemplo 2.2.3. Seja X C C um conjunto compacto e perfeito, dizemos que uma fungao f : X — C
¢é derivavel em zp € C se existe o seguinte limite:

Neste caso, f'(z0) é a derivada de f em z.

Dizemos que uma funcao f : X — C é derivavel em X se f é derivavel em todo ponto de X.
Em particular, toda funcdo derivavel é continua. Denotaremos por D'(X) a algebra das funcdes
derivaveis em X com derivada continua em X.

A algebra das fungoes com n—ésima derivada continua em X é denotada por D™(X), enquanto
que a algebra das fungoes com derivadas de todas as ordens sera denotada por D*°(X). Para cada
k € N, denotaremos a k-ésima derivada de f por f).

Além disso,
n

1
[ £lln =D 51, vf € D"(X),
k=0

define uma norma em D"(X).

Proposicao 2.2.4. Seja A uma dlgebra de fungoes em K. O fecho uniforme de A, i.e
A={feC(K) : Ifn) sequéncia em A tal que | fn — f|lx — 0},
€ uma dlgebra uniforme em K.

Demonstragio. Note que A C A. Logo, A#De0c A
Sejam f,g € Ae X € C. Entao, existem (f,) e (g@sequéncias em A tais que || f, — fllk = 0e

llgn—gllxx — 0. Vamos mostrar primeiro que Af+g € A. Com efeito, dado € > 0, existem nq,ng € N

tais que
1 1
”fn_f||K< m67 vn2n17 € ||gn_g”K< 567 vnan

Assim, para todo n > max{ni,ns}, temos

(A fn+gn) = (Af + 9l < [Alfn = fllx + llgn — 9llx < €= [|(Afa+gn) = (Af + 9)llx = 0.

Veremos agora que fg € A. Se g = 0, temos fg = 0 € A. Desse modo, suponha que g # 0. Uma
vez que a sequéncia (f,,) é convergente, existe M > 0 tal que || f,,|| < M, ¥n € N. Desse modo, dado
€ > 0, existem ni,no € N tais que

1
e,Vn>ny, e |lgn—9llxk < =€, Vn > no.

4= Tl < o

1
2|lgllx
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Dai, para todo n > max{ni,na},

[fngn = follx < Nl llgn — gl + 11fn = fllx l9llx < €= [|fagn — follk — 0.

Portanto, fg, \f + g € A. Logo, A ¢ subalgebra de C(K). Além disso, como A é fechado em
C(K) com a norma induzida, segue que A é algebra uniforme em K. O

Exemplos 2.2.5. Seja K C C compacto. Entao,
1. P(K) ={f € C(K) : 3(pn) C C[2] tal que |[p, — f|[x — 0} ¢ uma algebra uniforme em K.

2. R(K) = {f € C(K) : 3(rn) C Ro(K) tal que |Ir, — f||x — 0} é uma algebra uniforme em
K.

Proposicao 2.2.6. Seja (A, || - ||4) uma dlgebra de Banach de fungées em K. Entao, Vf € A,

£l < 1l < N Fas
onde f € a transformada de Gelfand de f.

Demonstracao.

£l = sup | f(2)] = sup | (/)] < sup |o()] = | Fllag < [1f]a-
zeK zeK pEM 4

O

O proximo resultado apresenta uma condigao necesséria e suficiente para que M e M 4 sejam
homeomorfos.

Teorema 2.2.7. Seja A uma dlgebra de Banach de fungoes em K. Entdo, a restricao F': Mz —
My, F(p) = ¢|a, € um homeomorfismo se, e s6 se, ||fllm, = |fllx, Vf € A.

Demonstragao. Em particular, a restrigao F' : M5 — M4 € sempre injetora e continua. De fato,
seja 1y “y Y em M. Assim, ¥p(f) — 9(f) em C para toda funcao f € A. Em particular,

Ve A n(f) = ¥(f). Logo, F(¥y) % F(s) = F é continua. B
Para verificarmos a injetividade, sejam 1, o € M tais que F(¢) = F(p). Se f € A, existe
sequéncia (f,) em A tal que || f, — f||lx — 0. Dali,

o(f) = (NI < le(f) = e(fa)l + [0(fn) = (N < 2/f = fullk = 0= ¢ =1

Suponha agora que || fllm, = [If]lx; Vf € A, vejamos que F é sobrejetora. Com efeito, dados
© € My e f € A, existe sequéncia (f,) em A tal que ||f, — fllx — 0. Em particular, (f,) é
sequéncia de Cauchy em C(K), assim Ve > 0, ANy € N, Yn,m > Ny, || fn — fml/x < €. Dai,

lo(frn) — p(fm)] < ||fn - f;rLHMA = | fo = finllx <€ ¥n,m > No.

Portanto, (¢(f,)) é sequéncia de Cauchy em C, logo existe A = lim ¢(f,) € C. Se (gp) é uma outra
sequéncia em A tal que ||g, — f|lx — 0, temos p = lim (g, ). Provemos que A = p.

A= pl < A =o(f)l + lo(fn) — @(gn)| + lo(gn) — p
<A =o(fn)l + ||fn - gAnHMA + |o(gn) — 1l
<A =@(fo)l + [ fn = gnllx + 1¢(gn) — 1
SN =o(f)l + 1fn = fllx +11f = gullx + 10(gn) — p
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Como cada um dos termos do lado direito converge para zero quando n — oo, temos A = u.
Assim, ¥(f) = lim o(f,), Vf € Ae (f,) sequéncia em A convergindo uniformemente para f em K,
estd bem definida. Em particular, ¢ € M4 e F(¢) = .

Reciprocamente, suponha que F' seja um homeomorfismo. Assim, pela sobrejetividade de F,

Y € My, 3¢ € My, F() = ¢. Dai,

(N =1 < 1fllcs VF € A= [ flma = sup [o(H)] < [ fllxe, Y € A,

pEM 4

A outra desigualdade decorre da Proposigao 2.2.6.
O

No capitulo 3, vamos mostrar que o conjunto D'(X) definido no exemplo 2.2.3 esta contido em
R(X). Para isso, precisaremos de um teorema de [15].
Para apresentarmos tal resultado, necessitamos dos seguintes operadores:

9 _1(9 oy 9 _1(0 .0
0z 2\ox oy 0z 2\ox oy’
Além disso, segue das equagoes de Cauchy-Riemann que g é holomorfa num aberto 2 C C se,

e s se, % = 0. Neste caso, % =g.

Teorema 2.2.8. Sejam X C C compacto e f € C(X). Se existem Q C C aberto contendo X e
F :Q — C fungao com derivada continua tal que F|x = f e %|X = % = 0. Entao, f € R(X).

Demonstragao. Sugerimos [15], pg. 26. O]

2.3 Algebras Naturais

Nesta secao, vamos introduzir o conceito de algebras naturais. Algumas técnicas que serao
apresentadas aqui serao utilizadas no proéximo capitulo.

Seja J 1 K — M4 a aplicacao definida por J(z) = ¢g, isto ¢ J(x)(f) = wz(f) = f(z),
para todos z € K e f € A. Vamos mostrar que J é uma aplicagdo injetora e continua. De fato,
se J(x) = J(y), entdao f(x) = f(y),Vf € A. Como A separa pontos de K segue que z = y.
Por conseguinte, J ¢é injetora. Seja (z)) rede em K convergindo para x € K. Por continuidade,
f(x)\) — f(l’) € (C,Vf € A Logo, ‘Pﬂc,\(f) - Sox(f)v Vf € .A, dat Pxy w_>* Pxs Le J(x)\) w_>* J(x)

Portanto, J é continua.

Definigao 2.3.1. Seja A uma &lgebra de Banach de fungées em K. Dizemos que A é natural se
a aplicacao J definida acima é um homeomorfismo, i.e K e M 4 sdo homeomorfos.

Tendo em vista a Proposicao 1.2.4, para que A seja uma algebra natural, é suficiente verificar
que J é sobrejetora. A seguir, vamos mostrar que C(K) e A(D) sao algebras naturais. Mas, antes
disso, precisamos do seguinte Lema:

Lema 2.3.2. Sejam ¢ e v dois homomorfismos nao nulos numa dlgebra de Banach A. Entao, se
ker ¢ = ker v, temos ¢ = 1.

Demonstra¢ao. Suponha ker ¢ = ker ). Entao, para todo a € A, a — 1 - p(a) € ker ¢ = ker ). Dai,

0=1(a—1-¢(a)) =1(a) = pla) = P(a) = p(a), Va € A.

Exemplo 2.3.3. C(K) é uma algebra natural.
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De fato, suponha, por absurdo, que existe ¢ € M (k) tal que ¢ # ¢, Vo € K. Do Lema 2.3.2,
temos ker ¢ # ker ¢, Vo € K. Como nicleos sao maximais, ndo pode haver uma inclusao prépria.
Desse modo,

Vo € K, 3fz € ker o, ¢u(fa) #0, ie fo(x) # 0.

Por continuidade, existe uma vizinhanga V, de x em X tal que f,(y) # 0,Vy € V,. Em
particular, {V,, : x € K} é cobertura aberta para o compacto X, entdo existem x1,---,x, € X
tais que K = (J;"; V4,. Definindo g = 3 | fu, fz:, temos que g é estritamente positiva em K, logo
invertivel em C(K). Entretanto, ¢(g) = > 1 ©(fz; fz;) = 0, contradicao.

Exemplo 2.3.4. A algebra de disco A(D) ¢é natural. B
De fato, seja ¢ € M g(py. Seja © = ¢(id), onde id(z) = z, Vz € D. Pelo item 3 da Proposigao
2.1.12, temos ||¢|| = 1. Dai,

|lz| = [e(id)| < [le[l |lzd]| = 1 sup |id(z)| = 1.
z€D

Para cada n € N, seja q(z) = > I, a; 2%, onde a; € C, Vi =1,--- ,n. Assim,
n ) n .
p(q) =D aiplid) = ai’ = q(x).
i=1 i=1

Como toda func¢ao em A(D) pode ser aproximada por uma sequéncia de polindmios (Proposigao
2.1.4), segue que para cada f € A(D), existe uma sequéncia (p,) de polinémios tal que ||p, — f|lz —
0. Em particular, p,(z) — f(x). Além disso,

[(f) = pn(@)] = [0(f) = e(pn)| = [o(f = pn)l <[l If = pullp = 0.

Logo, pn(z) = ¢(f). Pela unicidade do limite, p(f) = f(x),Vf € A(D), i.e p = @,.

O proximo resultado apresenta condi¢bes para que o espectro de uma algebra de funcoes A
seja homeomorfo ao espectro de A. Demonstrado por Honary em [18], esse resultado foi utilizado
para encontrar o espectro de uma importante subalgebra das algebras de Dales-Davie que serao
introduzidas no préximo capitulo.

Proposicao 2.3.5. (Honary, [18]) Sejam A e B dlgebras de Banach de funcoes em K tais que
1. ACB.
2.3C >0, [fla<Clfls, Vf € A
3. B € natural.

Entao, Mg = M. Além disso, se A = B, entio A € natural.

Demonstracao. Pelo Teorema de Gelfand 2.1.19, pela Formula do Raio Espectral 2.1.9 - 2 e pelos
itens 2 e 3, segue que:

17 =ralf) = lim 14" < dim V)"
< Tim V7 T || £l = rs(f) = 1l
< I/l
Dai, pelo Teorema 2.2.7, M 4 & M. Além disso, se A = B, temos
ACBC A= MzCMgCMy.

Como My = M5z e Mp = K, segue que My = K.
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No que segue desta segdo, vamos estudar os espectros de P(K) e R(K) quando K C C é com-
pacto. Primeiramente, veremos que o espectro de P(K) é homeomorfo a sua envoltéria polinomial
convexa que serd definida a seguir:

Definigao 2.3.6. Seja K C C limitado. Definimos a envoltéria polinomial convexa de K em
C pelo conjunto

K= {z € C : |p(z)| < sup |p(w)], Vp € (C[z]}

weK
Além disso, K ¢é dito polinomialmente convexo se K = K.

A envoltoria polinomial convexa pode ser definida de modo mais geral em C™. Entretanto,
abordaremos apenas o caso apresentado acima nesta dissertagdo. Para um estudo mais aprofundado
sobre o tema, sugiro o capitulo 3 do livro [15].

Exemplos 2.3.7. 1. Um compacto K C C ¢é polinomialmente convexo se, e s6 se, C\ K nao
é convexo ([15], cap. 3, Lema 1.3). Como consequéncia, temos que bolas fechadas em C sao
polinomialmente convexos.

2. O conjunto S' nao ¢ polinomialmente convexo, sua envoltéria polinomial convexa é D.

De fato, como todo polindmio é uma fungao analitica, o principio do médulo méximo garante
que sup, 3 |p(2)| = sup,cg1 [p(2)], logo Sl =17.

O proximo Lema mostra que toda fungao em P(K) pode ser estendida continuamente para uma

funcao em P(K).

Lema 2.3.8. Se K C C é compacto, entao toda fungao em P(K) pode ser estendida continuamente
para K.

Demonstragao. Sejam f € P(K) e (pn) C Cl2] tal que [|p, — f[[x — 0. Como, (p,) & sequéncia de
Cauchy e [(pn = pm)(2)| < [P0 = Pmllx, V2 € K, temos que [[pn — pmll g < [lpn — pmllx; isto ¢ (pn)

converge uniformemente em K para uma extensao continua de f. O

A seguir, apresentaremos a demonstragao de que Mp(g) = K.

Proposicao 2.3.9. Se K C C ¢é compacto, entio o espectro de P(K) ¢ K.

Demonstragio. Pelo Lema 2.3.8, se zp € K, podemos definir 0z (f) = f(z0), Vf € P(K). Assim,
identificamos K como um subconjunto do espectro de P(K).
Por outro lado, se ¢ € Mp(xy e 29 = p(id), temos

o(p) =Y arp(id)* = p(z0), Vp =D arz* € C[2].
k=0 k=0

Assim, [p(z0)| = |e(p)| < |Ipllx, ¥p € Clz] = 2 € K. Se f € P(K), existe sequéncia (p,) de
polinomios tal que ||p, — f||x — 0. Dai, ¢(pn) = pn(20) = f(20) e p(pn) = @(f). Portanto,

¢(f) = f(20), Vf € P(K) = Mp) 2 K.
Por continuidade, temos que p,(z0) = ¢(pn) — ©(f).

Vamos precisar do proximo Lema para estudar o espectro de R(K).

Lema 2.3.10. Seja K C C compacto. Entao, temos as sequintes igualdades de conjuntos:

{zeC: |r(z)| < |rlk, Vr € Ro(K)} = {z € C : f(2) € f(K), Vf € C[e]} = K.
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Demonstragio. E imediato que K C {z € C : |r(z)| < |r||x, Vr € Ro(K)}.
Veremos agora que

{z€C :|r(z)] <|rllk, Vr € Ro(K)} Cc {z€C : f(z) € f(K),Vf € Clz]}.

De fato, seja zp € C tal que f(z) ¢ f(K) para algum f € C[z]. Dai, r(z) = m € Ry(K) e
F00 = lim; .z [r(2)| > [|7]|x-
Para concluirmos a demonstragao, é suficiente provar que

{zeC: f(z) € f(K),VfeC]z]} CK.

Com efeito, se zp € C é tal que f(z) € f(K), Vf € C[z], temos, em particular, que zy = id(zp) €
id(K) = K. Logo, 2z € K. O

Utilizando o Lema 2.3.10, vamos demonstrar que Mpx) = K, i.e R(K) ¢ natural.

Proposicao 2.3.11. Seja K C C compacto. Entao, o espectro de R(K) é homeomorfo ao conjunto
K.

Demonstragao. Dado ¢ € Mpky), seja zo = ©(id). Vimos na demonstragao da Proposi¢ao 2.3.9
que se p € C[z], temos ¢(p) = p(20). Assim, se r = p/q € Ro(K), segue que

o(r) = w(p/q) = ¢(p)/v(q) = p(20)/a(20) = (20).

Dai, |r(z0)| = |p(r)] < |||k, Vr € Ro(K) = 20 € K (Lema 2.3.10).

Desse modo, se f € R(K), existe (r,,) C Ro(K), ||rn — f|lx — 0. Portanto, ¢(r,) — ©(f) e
rn(20) = @(rn) = f(20). Pela unicidade do limite, concluimos que ¢(f) = f(20), Vf € R(K). Logo,
Mpir) = K.

O
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Capitulo 3

Algebras de Dales-Davie

O objetivo deste trabalho é estudar certas dlgebras de fungoes infinitamente derivaveis. Essas
algebras foram introduzidas por Dales e Davie em [11] e, posteriormente, denominadas de algebras
de Dales-Davie por Abtahi e Honary em [2]. Tais algebras podem ser consideradas como uma
extensao das algebras D™(X) e D*°(X) definidas em 2.2.3.

Recordemos que D"(X) ¢é a algebra das fungoes f : X — C com n-ésima derivada continua em

X munida da norma
n

1
1 £lln = 17 lx

k=0

No entanto, se f : X — C ¢ infinitamente derivavel em X, isto é f € D*(X), a série
ZZO:O %Hf (%) ||x ndo é necessariamente convergente. Uma pergunta natural é se o espago vetorial

o

Fep=(x) 3 P <o (3.1)
k=0

¢ uma élgebra normada de fungdes em X com a norma || f|| = 3°7% o & [ F*) || x < 0o. Em [11], Dales
e Davie mostraram um resultado mais forte como veremos neste capitulo.

3.1 Introdugao

Nesta se¢ao, apresentaremos a definicdo dessas algebras e mostraremos que sao de fato algebras
normadas. Primeiramente, vamos definir as sequéncias de algebras:

Definigao 3.1.1. Uma sequéncia (M,,) de nameros reais positivos ¢ dita sequéncia de algebra
se satisfizer

M, n
My=1 —0n > =0.1,--- ) 2
0 MM <k>’ vk =0,1, ,n,Vn e N (3.2)

A seguir veremos alguns exemplos.

Exemplos 3.1.2. 1. Sejam My = 1e M, = an!, onde 0 < o < 1. Entdo, M = (M,) é uma

sequéncia de algebra. De fato,
M, - l n S n
Mnkok N a\k) — \k '

2. My =1, M, =n!* a > 1, define uma sequéncia de algebra.
M, nl® n\ n
= > > .
Mn—kMk (n - k)!ak!a —\k —\k

23
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Usando as sequéncias de algebra definidas em 3.1.1, Dales e Davie puderam generalizar o con-
junto 3.1 como veremos no préximo Teorema.

Teorema 3.1.3. Sejam X C C compacto e perfeito e (M) uma sequéncia de dlgebra. Entao,

A= en=(x): o Ifx < o0 53)
n=0 n

é uma dlgebra de fungées em X. Além disso, || f|| = oo 7= | f™||x define uma norma em A.
Demonstracao. Note que A separa os pontos de X e contém as constantes, pois os polindmios estao
contidos em A. Dados f,g € A e n € N, temos:

SR RPN SN FER

Sl

<> 3 [l + Hg““)H)J
<> 0+ 2w Il
171+l < e

Fazendo n — oo, segue que y p- Mk

particular, | f +g|l < [[f[| + (gl
Agora, dados fe A, AeCeneN:

‘(f—I—g) HX < 00, 0 que implica que f + g € A. Em

iz 100 =305 @
'A' i 170
:wimwux
k=0
< |A|Zjék [
k=0

<A < oo

Fazendo n — oo, temos Y po M%c

()\f)(k)‘x < 00, implicando A\f € A Dali,

1Al = M\ W[ =AY o |09 =M,
k=0
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Por fim, dados f,g € Aen €N, segue que

~ 1 O 5= LIS (R 0 k)
kZ_OMHUg) Hx_k » ;(J.)f g

k
=0

I
o

X

Gl o1,

k
D05l Tl M Tl W

k
1 _ _
L,
= ZM-Mk Hf x 19 x

—J

n

1

=0 k]

1

IN

E

n k n
5 1 Hf(j)H Hg(kfj)H ||f(0)||X ||9(0)||X lg™]lx o g™l x N
50 j=0 Mij_j X MD 1 Mn
||f(1 HX ||9(O)HX Hg HX lg"Vllx
My + -+ M, +
e Hf(")HX lg™lx
M, M,
0
3 ) PRI
< i,
1=0
Hf(j Ix — llg"lx
< WX -
< ]go 7 ; Y7 11 gl < oo,

=0

podemos concluir que:
TL

>3, ~o®]. <nsna

Para n — 00, Y o ﬁk

(fg)(’“))x < 00, e concluimos que fg € Ae || fgll < |If] g

Pelo feito acima, segue que A é uma &algebra. Ademais, concluimos que ||f + g| < ||f]| +
lgll, 1A= Al fl e I Fgll < [1£] lgll- Ainda falta verificar que [|f]| = 0 <= f = 0. Com efeito,

o=s1= 3 o], o= [l =0 = g0

Portanto, A é uma &algebra normada.

Tendo em vista, o Teorema 3.1.3, podemos definir as Algebras de Dales-Davie.

Definigao 3.1.4. Sejam X C C um compacto perfeito e M = (M,,) uma sequéncia de algebra. A
algebra
[e.e] 1
_ : E ( (n)

n=0
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normada com || f|| = "7, ﬁn\‘f (|| x, serd chamada de Algebra de Dales-Davie e doravante

denotada por D(X, M).

Uma vez que (n!)pen, € uma sequéncia de algebra, temos que 3.1 é um caso particular das
algebras de Dales-Davie. O proximo resultado apresenta uma sequéncia de inclusoes entre D (X, M)
e as algebras definidas em 2.2.3.

Note que se X C C é compacto e perfeito e se M = (M,,) é uma sequéncia de algebra, temos as
seguintes inclusoes:

D(X,M) c D®(X) c D"(X) c D'(X). (3.4)

3.2 Completude em D(X,M)

Os resultados estudados nesta segao fazem parte dos artigos [7, 11, 19]. Nesta segdo, vamos
estudar a completude das Algebras de Dales-Davie. Cronologicamente, em 1973, Dales e Davie
apresentaram condigdes a respeito do conjunto X que garantem que D(X, M) seja uma algebra
de Banach. Mais precisamente, Dales e Davie mostraram que se X se escreve como uniao finita de
conjuntos uniformemente regulares, a algebra sera Banach [11].

De modo geral, essas algebras nao sao completas. Em 2005, Bland e Feinstein mostraram que
se X C C é compacto, perfeito e possui uma quantidade infinita de componentes conexas, entao
D(X, M) nao é completa [7].

No que segue, salvo mengao contraria, X denotard um subconjunto compacto e perfeito de C
e M = (M,), uma sequéncia de algebra. Iniciaremos a se¢ao apresentando a demonstragao de um
resultado de Dales e Davie [11]. A partir deste, Dales e Davie reduziram o estudo da completude
de D(X, M) para estudar a completude em D!(X). Recordemos que em 2.2.3, consideramos em
D'(X) a norma

£l = Ifllx + 1 x, ¥f € DH(X).

Teorema 3.2.1. (Dales-Davie, [11]) Se DY(X) € dlgebra de Banach, entio D(X, M) também o é.

Demonstragao. Seja (fn,) C D(X, M) sequéncia de Cauchy. Dados k € Ny e € > 0, existe ny € N
tal que Yn,m > nyg, temos

o0

1 . . €
_ - E L () _ £0) -

Em particular,
€
£ — £ 0|x < > Vn,m > ng.
Para cada k € Ny, seja My, = max{ng,ngy1}. Assim,

£ — £SO + [ £ — fED) ¢ <€, Vn,m > M.

Isto ¢, para todo k € Ny (fr(f)) é sequéncia de Cauchy em D'(X). Como D' (X) ¢ &lgebra de Banach,
para cada k > 0, existe g € D'(X) tal que

1ER = gl = £ = gllx + 11L£8FTD = gillx — 0.

Em particular, ( fékﬂ)) converge uniformemente para g1 em X, logo, g;. = gr+1, Vk > 0. Portanto,
fn converge uniformemente para gg e fr(Lk) converge uniformemente para g(()k).

Resta verificar que go € D(X, M) e que (f,) converge para gyo em D(X,M). Com efeito, se
Y o ﬁk]]fék) — g(()k)HX = 400, entdo, para cada L > 0, existe K € Ny tal que

Ko
Z ﬁ”fr(bk) - g(()k)HX >L, VYneN.
k=0 K
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Por outro lado, como Hfr(Lk) - gg()k)HX — 0 quando n — oo. Para cada k = 0,1,--- , K, existe

ng € Ny tal que
1

K
ijLo 1/Mj

Desse modo, se N = max{ng, n1,--- ,ng, }, temos

179 — g8F )5 < L.Vn > ng.

oL ) oL 1 1

(k
Z*Hﬂ(ﬁ) — 9 lx < Z* == - L=1L,
=0 M = M j=0 L/M;

contradigao. Portanto, > 7 ﬁk\\fék) - g(()k) | x < o0.

Em particular, existe N € N tal que fy — go € D(X, M), como D(X,M) é algebra e fn €
D(X, M), go € D(X, M). Além disso, || fn — go|| — 0 quando n — co. Desse modo, concluimos que
D(X, M) é algebra de Banach. O

A partir do Teorema 3.2.1, se D*(X) é Banach, entdao D(X, M) também o é. Desse modo, Dales
e Davie apresentaram um condi¢do suficiente para garantir a completude de D*(X) [11].

Teorema 3.2.2. (Dales-Davie [11]) Suponha que para todo zg € X, existe Cy > 0 tal que

|f(2) = £(20)| < Colz = zol(llfllx + [Ifl|x), V= € X, ¥f € DY(X).
Entao, D*(X) é Banach.

Demonstracdo. Seja (f,) sequéncia de Cauchy em D!(X) com a norma || - ||;. Entdo, dado € > 0,
existe ng € N tal que

| fr = fmllh = 1fn = Fllx + |1 f5 = [rallx <€ Vn,m > ny.

Portanto, (f,) e (f},) sdo sequéncias de Cauchy em C(X). Desso modo, existem f,g € C(X)

tais que ||fn — fllx — 0 e |If), —gllx — 0 em C(X). Dados zp € X,e > 0 e h # 0, tome
1

0 = elhl somerame - Se 12 — 20l < e

flz+h)—f(2) flzo+h)— f(20)

* = - - - ,
temos
*zzwm@&+m—ﬁ@ymmnm+m—h%m
< ;L‘ lim | fu (2 + h) — fu(2) = (fa(20 + B) — fa(20))]
< }1‘ tim [|fu(z + 1) — fulzo + W) + 1fu(2) = ful0)]] -

Aplicando a hipétese do Teorema, segue que

1 .
* < mhm%}'@]z — z20l(|| fullx + Hf;LHX)

L%

=Tl |2 = 2o (im [| £l x + L [|£7 [ x)-

Pela continuidade da norma e a convergéncia uniforme de f,, e f), para f e g, obtemos
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2Cy

* < T 2ol ([[fllx + llgllx)
2C,
< W%(WHX +llgllx) =€

Desse modo,

|f/<2)_f,(250)’ S}ILIE}% f(Z'i‘h}z_f(Z) _ f(Z()—Fh}?L—f(zO) ce

Portanto, f’ é continua em zg € X. Além disso,

f'(z0) = lim f(2) ~ () = lim lim fu(2) = fnl20)
2—20 Z — 20 Z—r2() N—00 zZ— 20
N—00 2—+20 Z— 20 nyoo
= 9(20)-

Como zp € X ¢é arbitrario, f' = g € C(X). Logo, f € DY(X). Mas como ||f, — fllx — 0 e
17 = f'llx — 0, segue que || f = fll1 = 0. O

Aproximadamente 26 anos depois, Honary e Mahyar mostraram a reciproca do Teorema 3.2.2
utilizando o Teorema da Aplicacdo Aberta como veremos a seguir.

Teorema 3.2.3. Se D'(X) é Banach com a norma || - ||1, entdo para cada 2o € X, existe Co > 0
tal que

£ (2) = £(20)| < Colz = zol(llfllx + [If]x), V2 € X, ¥f € D'(X).

Demonstracao. Dado zg € X, nao é dificil verificar que

1l = £l + [1Fl1x + sup L Z) =)

2#20 ’ - ZO|

,Vf € D'(X),

define uma norma no espaco D'(X). Por definicdo, temos que ||f|lo < ||f|l1, ¥f € D*(X). Desse
modo, o operador identidade

i+ (DY Ih) = (DY), 0 o)

é uma bijecao linear continua entre espagos normados.
Vamos mostrar a partir do Teorema da Aplicagdo Aberta 1.3.2 que a inversa também é continua.
Desse modo, como (D'(X), || - [1) ¢ Banach, ¢é suficiente verificar que (D'(X),|| - [o) também o é.
Com efeito, seja (f,) uma sequéncia em D'(X) de || - [[o-Cauchy. Entdo, dado € > 0, existe
ng € N tal que para todos n,m > ng, ||fn — fmllo < €. Em particular,

||fn - fm”l - an - fm”X + ||fT/L - fqln”X <€, Yn,m > ny,

isto ¢ (f,) € || - ]1—Cauchy. Mas como D!(X) ¢ Banach com a norma || - ||1, existe f € D(X) tal
que || fn — fll1 = 0. Desse modo, f, converge uniformemente para f em X. Dai, se z € X tal que

z # z0,
[(Fn(2) = £(2)) = (fnl20) = F(20))] _ [fn(2) = () + [ fn(20) = F(20)]

|z — 2o |z — 2o

< 20| fn — fllx
|z — 2o

— 0.
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Dali,

— 0.

sup |(fn(Z) — f(Z)) - (fn(Zo) — f(Zo))|

2#20 ‘Z - ZO’

Por conseguinte,

|(fn(2) = f(2)) = (fn(20) — f(20))]

Ilfn = fllo = [[fn — fll1 + sup — 0.
27#20 |z — 20|
Logo D'(X) & espaco de Banach com a norma || - ||o. Assim, temos que i 7! : ( LX), o ) —
( LX), ) é um operador continuo. Entdo, existe Cy > 0 tal que || f|lo < Col/f|l1, V.f € DY(X).
Isto é,
J(z) — f(20
1Al + sup L=l gy
2#20 ‘ - 0|
Donde,
f(z) — (=
sup LEV =Gl o
z#z0 ’Z 20 ’
Portanto, |f(z) — f(20)| < Colz — 20l fl1, V2 € X, Vf € D}(X). O

O Lema 3.2.4 que seré apresentado a seguir foi demonstrado por Dales e Davie em [11]. Dales e
Davie o utilizaram para provar dois resultados importantes que serao apresentados nesta dissertacao,
que sao os Teoremas 3.2.5 e 3.3.2 deste texto.

Lema 3.2.4. (Dales-Davie, [11]) Sejam X wum conjunto uniformemente reqular e zop € X, entdo
existe C' > 0 tal que

f(2) = f(20)] < 8(2,20) 1 /' x < Clz—20lllf'l|x, Vf € DN(X), V= € X.

Demonstracao. A segunda desigualdade é imediata da defini¢ao de conjunto uniformemente regular.
Vamos provar, pois, a primeira. Sejam z € X e a a curva em X de comprimento §(z,z9) que
liga z e zp. Para cada f € D'(X) e para cada = € «([0,1]), defina a funcdo h, : X — C por

ha(y) = ‘f”) 1y ‘ Dai, limy s he(y) = |f'(2)]. Portanto, fixados f € D'(X) e z € a([0,1]), dado
€> 0 existe 0, > 0 tal que se y € X e 0 < |z — y| < dy, temos hy(y) < |f'(z)| + ¢, i.e
[f(z) — f(v)]

<f(@)| + € <1 f laqoy + €
] |/ ()] 1 Nao.

Logo, [£(x) ~ FW)| < |z — vl (I lagoa + ). Yo € Us = Bla.d,) N X
Em particular, {B(z,d,) : © € a([0,1])} ¢ cobertura aberta para «([0,1]) que é compacto.
Entao, existem z1,. .., zm € ([0, 1]) de modo que se z,4+1 = 2, a([0,1]) C UmJrl B(zi,05,) €

’f(zi-i-l) - f(zl)’ < ’Z’H-l - Zl’ (Hf,”a([O,l]) + 6) ; Vi = 07 17 cee, M
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Dai,

1F(z) = f(z0)l < D 1 (zie1) = f(z0)]
=0

S

-
I
o

\zi+1 - Zz‘ (Hf/”a([O,l]) + 6)

IN
11):

(211, 70) (17 ooy + )

2, 20) (IIf'Ha([o,ﬂ) T 6)
z,20) (I Ilx + ).

Como € > 0 ¢é arbitrario, tomando € — 0, temos

|f(2) = f(20)] < 6(z, 20) | f'l| x-

IN
= S
—~ o~~~

<

O

A partir do Lema 3.2.4, Dales e Davie mostraram que se X se escreve como unido finita de
conjuntos uniformemente regulares, entdo D'(X) sera uma algebra de Banach, como veremos a
seguir.

Teorema 3.2.5. (Dales-Davie, [11]) Se X C C for uniao finita de conjuntos uniformemente regu-
lares, entdo D*(X) € dlgebra de Banach. Consequentemente, D(X, M) também o é.

Demonstragio. E suficiente provar a desigualdade do enunciado do Teorema 3.2.2. Com efeito,
escreva X como unido disjunta de conjuntos uniformemente regulares Ay, --- , Ay - podemos supor
dessa maneira, pois a unidao nao disjunta de dois conjuntos uniformemente regulares é conjunto
uniformemente regular (Lema 1.2.17).

Dado zg € X, escreva X = X1 U Xs, onde X7 é a componente uniformemente regular de X que
contém zg e Xo = X \ Xj. Pelo Lema 3.2.4, existe C; > 0 tal que

/(2) = f(z0)| < Cilz = zolll 'l x,, Vf € DY(X1), ¥z € X
Como X; C X, se f € D}(X), temos f € D'(Xy) e | f|lx, < | |lx- Assim,
£ (2) = f(z0)] < Chlz = zl[lf'l|x, Vf € DY(X), Vz € X1
Defina C = C1 + 2sup,¢x, m, dai Vz € X7,
f(2) = f(z0)] < Clz = 2ol(Ifllx + I f'llx), Vf € DM(X).
Por outro lado, se z € Xa,

|z — 2]

£(z) = f(20)| < |F(2)| + 1 (20)| < 2| fllx

1
< 2 sup
2#20 |Z - ZO|

< Clz = zol(IfIx + I1f'llx), ¥f € D'(X).

|z — 2o

|z — 2o | fll x

Em suma, para todo z € X,

f(2) = f(z0)] < Clz = 20l(I fllx + I f'llx), Vf € DM(X).
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O

A partir do Teorema 3.2.5, temos que se X se escreve como unido finita de conjuntos uniforme-
mente regulares, entao D (X, M) é Banach. Em particular, cada conjunto uniformemente regular é
conexo por caminhos em C, logo é conexo. Desse modo, um conjunto que se escreve como uniao
finita de conjuntos uniformemente regulares possui uma quantidade finita de componentes conexas.

A partir disso, Bland e Feinstein mostraram em |7], quase 30 anos depois, que se X possuir uma
quantidade infinita de componentes conexas, D(X, M) nao serda uma algebra de Banach. Antes de
apresentarmos este resultado, demonstraremos um Lema auxiliar.

Lema 3.2.6. Se X C C possui quantidade infinita de componentes conexas, entio existe sequéncia
(Fy) de subconjuntos em X satisfazendo:

1. F,, € nao vazio, aberto e fechado de X, Vn € N.
2. F,NFE, =0,Yn+#m.

Demonstracao. Uma vez que X possui quantidade infinita de componentes conexas, X nao pode
ser conexo. Logo, existem Fi,F} C FEy nao-vazios, disjuntos, abertos e fechados de X tais que
Ey = E1 U Fy. Sem perda de generalidade, podemos supor que E7j possui quantidade infinita de
componentes conexas. Analogamente, temos que E7 nao é conexo, entao, existem Fs, F» C FEj
nao-vazios, disjuntos, abertos e fechados de E; tais que E1 = Fo U F5. Sem perda de generalidade,
suponha que Es possua quantidade infinita de componentes conexas. Além disso, em particular, Ey
e I sao abertos e fechados de X, e Fy N Fy = (.

Indutivamente, suponha que existam Ey,---, F, e Fi,---, F, nao-vazios, disjuntos, abertos e
fechados de X tais que E; = F;+1 U F;11 de modo que cada F; possua quantidade infinita de
componentes conexas. Mas como E, nao pode ser conexo, existem F,i1, F,+1 C E, nao-vazios,
disjuntos, abertos e fechados de E, tais que E, = FE,11UF, 1. Sem perda de generalidade, admita
que FE, 41 possui quantidade enumeravel de componentes conexas.

Em suma, mostramos que existe sequéncia (F),) de subconjuntos de X satisfazendo a condigao
1. Para verificarmos a condi¢do 2, considere n # m naturais. Sem perda generalidade, suponha
n <m. Assim, F,, C E,,_1 C E, e E, N F, = (. Concluimos que F,, N F,,, = 0, Vn # m.

O

Teorema 3.2.7. (Bland - Feinstein, [7])
Se X possuir quantidade infinita de componentes conexas, entao D(X, M) nao € dlgebra de
Banach.

Demonstragao. Segue do Lema 3.2.6 que existe uma sequéncia (F,) de subconjuntos nao vazios de
X que sao abertos e fechados em X e F,, N F},, = (), Vn # m. Assim, dado n > 0, existe z, € F},, pois
F,, & nao-vazio. Desse modo, (z,) ¢ uma sequéncia em X e, por compacidade, existe subsequéncia
Zn, — Z € X. Além disso, como F,,, é aberto de X, z ¢ F),,, Vk, pois F,, N F,,, = (), ¥n # m. Seja
f X — C definida da seguinte maneira:

z se z € F,
flz)=4q™ e
z sezeX\A
onde A =Jp2, Fn,.
Vamos mostrar que f € C(X). De fato, dados k > 1 e 29 € F,,,, como F,,, ¢ aberto de X, existe
V C F,, vizinhanca aberta de zg. Logo, f|v = f(z0) que é constante e por conseguinte f é continua
em z9. Como zp é um ponto arbitrario em F,, , segue que f é continua em F),, , para todo k > 1.
Dado € > 0, existe kg € N tal que |z, —Z| < €, Vk > ko. Seja U = B(Z,¢) N (U’,zozl X\ Fnk)
Como cada F),, ¢ fechado de X, X \ F,, ¢ aberto. Assim, U ¢ aberto de X que contém Zz. Logo,
existe 6 > 0 tal que B(%z,d) C U. Dai, para todo z € B(Z, ),

1f(z) = f(Z)| < sup |zn, —Z| <.
k>ko
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Portanto, f é continua em Z.

Dado zp € (X \ A)°, existe V' C X \ A vizinhanga aberta de z tal que f|y, é constante. Logo,
f & continua no interior de X \ A.

Como X \ A ¢ fechado, resta verificar a continuidade de f em 9(X \ A). Com efeito, sejam zg €
I(X \ A) e (z,,) sequéncia em X convergindo para zg. Passando para subsequéncias se necessario,
suponha, sem perda de generalidade, que (z,) C A ou (x,) C X \ A. Se (z,) C X \ 4, f(z,) =
zZ—Z = f(20).

Caso (zn,) C A, defina A, = U<, Fn,- Suponha, por contradi¢do, que exista m € N tal que
(,,) possui subsequéncia contida em A,,. Como A,, é fechado de X, pois ¢ unido finita de conjuntos
fechados de X, e x,, — 2z, segue que zg € A,,. Uma vez que X \ A ¢é fechado, temos

0 €XN\A)CX\A= 26 A4, N(X\A) CAN(X\A) =0,

uma contradi¢ado. Entao, dado m € N, nao existe subsequéncia de (x,) contida em A,,, i.e existe
N, € Ntal que x, € A\ Ay, Yn > Ny, Assim, dado € > 0, existe ko € N tal que |z,, —Z| < ¢, Yk >
ko. Por outro lado, existe Ni, € N tal que z,, € A\ Ag,, ¥Yn > Ny,. Dai, f(z,) € {an k> ko}.
Logo,

[f(xn) = f(20)] < sup [zn, — 20| < €= f(zn) = f(20)-
k>kq

Portanto, f é continua em zg. Em suma, provamos que f é continua em todo ponto de X.
Vamos provar agora que f ¢ D!(X). De fato, como f é constante em cada aberto e fechado F,,
sua derivada é igual a 0 em A. Desse modo, se f € D}(X), como 2, — Z, f'(20) = lim f’(zn, ) = 0.

Nao obstante, % = 1. Logo f ¢ D'(X).

Em seguida, vamos construir uma sequéncia de Cauchy (f;) em D(X, M) que converge unifor-
memente para f em X. Para cada i € N, defina

z sezel, ek <z
fi(z) = ,nk " i :
z  sezeX\Ui Frp

Como F),, é aberto e fechado de X, para cada i € N, temos fi/|Fnk =0, Vk <. Além disso, X \

Ui_, F,, também é aberto de X, logo f/(z) = 0 em X \U,_, F,,. Entao, f/ = 0. Dai, fi(k) =0, Vk >
1. Logo, f; € D(X, M), Vi € N. Em particular, também temos que || f; — f;|| = || fi— f;llx, Vi, 5 € N.
Dai,

0, sezGFnk,l{:giouzeX\Uilen}C
i — fill = sup | fi(2) — fi(2)| = ) =1" "
I = £l = sup | () = () {|Z_znk|, O R
Desse modo, dado € > 0, existe kg € N tal que [Z2—z,, | < €, Yk > k. Isto é, para todos 4, j > ko,
temos k > kg e, portanto,

1fi = fill = L Sup Z — 2| <

=i+1,- ’j

Para concluir, vamos mostrar que (f;) converge para f em C(X). Como

' _ 4 _ 0, sez2€ Fy,,,k<iouzeX\U_F,
Ifi = flix _fg?'f’(z) F)l = {|an —Z|, se z€ Fy,, ondek>i+1 ’
temos || fi — fllx = sup,ex |fi(2) — f(2)| = SUPg>i+1 |2n, — 2| = 0 quando i — o0, pois zp, — Z.
Em suma, (f;) é uma sequéncia de Cauchy em D(X, M) que converge uniformemente para
f € C(X), entretanto f ¢ D(X, M). Conclusao: D(X, M) nao é algebra de Banach.
O

A seguir apresentaremos um exemplo de um subconjunto de C que é compacto, perfeito e possui
quantidade infinita de componentes conexas.
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Exemplo 3.2.8. O conjunto

1
X:{az+iy€(c: <x200u$€N> eyE[O,l]}

é compacto, perfeito e possui quantidade infinita de componentes conexas.
De fato, nao é dificil ver que X é compacto e perfeito. Além disso, temos que

X ={0}yx[0,1)u | [ J{1/n} x[0,1] |,

neN

i.e X é uma uniao enumeravel disjunta de conexos.

3.3 O Espectro de D(X,M)

Antes de estudar o espectro de D(X, M), veremos alguns resultados importantes provados por
Dales e Davie em [11]. Nesta se¢do, M = (M,,) denotard uma sequéncia de algebra. Além disso,
vamos considerar a seguinte notagao para uma sequéncia de algebra M:

Primeiramente, iniciamos a se¢ao com um resultado envolvendo fungoes de Whitney que podem ser
encontrados no livro de Malgrange [28].
Sejam X C C compacto e f € D'(X). Dizemos que f ¢ uma fungao de Whitney em X se

Ve > 0,35 >0, |f(y) — f(x) — f'(x)(y — z)] < |z — yle, para todos z,y € X tais que |z — y| < 4.

O proximo resultado é chamado de Teorema da Extensao de Whitney cuja demonstragao pode
ser encontrada no capitulo 1 do livro [28].

Lema 3.3.1. (Teorema da Extensao de Whitney) Sejam X C C compacto e f : X — C uma fungao
de Whitney em X. Entdo, existem um aberto 2 C C que contém X e uma funcao F : Q@ — C com
derivada continua tal que
oF oF
F =/ a_ = /7 = =0.
Ix=f Slx=F Hlx

Dales e Davie usaram o Teorema 2.2.8 e os Lemas 3.2.4 e 3.3.1 para demonstrar o seguinte

Teorema:

Teorema 3.3.2. (Dales-Davie, [11]) Se X ¢ uniformemente reqular, entio D'(X) C R(X).

Demonstra¢ao. Como X ¢é uniformemente regular, existe C' > 0, 6(z,w) < Clz — w|, Vz,w € X.
Sejam f € DY(X) e g.(y) = f(y) — f(z) — f'(z) (y — 2), 2,y € X.

Dados z,y € X, seja a : [0,1] — X curva que liga z e y de comprimento d(x,y) e considere
Y = «([0,1]). Pelo Lema 1.2.16, temos que Y é uniformemente regular. Desse modo, pelo Lema
3.2.4:

|92(y) = 9a(2)| < (2, y)l|g;lly < C'la —yl igglf'(Z) = f'(@)l.

Como g,(x) = 0, segue que

192(y)| < Cla —y|sup |f'(z) — f'(x)].
z€eY
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Dai, pela continuidade uniforme de f’, dado € > 0, 36’ > 0 tal que se |z — w| < ¢, temos
|f'(z) — f'(w)]| < ¢/C. Tomando § = ¢'/C, se |z — y| < d, obtemos
|z — 2| <d(x,2) <o(z,y) < Clz—y|,Vz €Y.
Assim, sup,cy |f/(z) — f'(z)| < ¢/C. Como consequéncia obtemos
lgz(y)| < €lx —y| quando |z —y| <.

Desse modo, segue que f é uma fungdo de Whitney em X. Pelo Lema 3.3.1, existem 2 C C um
aberto contendo X e F':  — C uma fungao com derivada continua tal que F|x = f e %|X =0.
Assim, aplicando o Teorema 2.2.8, concluimos que f € R(X). O

O proximo Teorema, provado por Dales e Davie em 1973, apresenta uma condi¢ao necessaria e
suficiente para a algebra Ro(X) esteja contida em D(X, M).

Teorema 3.3.3. (Dales -Davie, [11]) Sejam X C C compacto e perfeito. Entao,

n 1/n
Ro(X) C D(X,M) <= d(M) = lim () =0.

n

1/n
Demonstrag¢ao. Suponha que d(M) # 0, i.e a sequéncia ((%") > é limitada. Seja C' > 0 tal
[ASI

1/
que (%) " < C,Vn € Ny. Dado fu(z) = aiz, z€ X, a¢ X, temos fo(ék)(z) = %, vk > 1.
Vamos provar que para algum o, fo ¢ D(X, M), isto & Y 72, ||f,§k) | x /M, = +o00. Com efeito, seja
1 k! k+1
= —|lf®)x = — VEk € Np.

Para cada k € Ny, temos que a fun¢ao [« € C\ X — <supz€X

a—z

k+1\ /K
> tende para +oo

quando d(«, X) — 0. Entao, existe d; > 0 tal que

sup
zeX

Como C\ X é um aberto, se 6 = min {d; : k € Ny}, existe « € C\ X tal que d(«a, X) < 9.

Portanto,
1/k
1k k! )
a =-— su
( k) (Mk: <z€)€

Assim, limsup (ay,)"* > 1. Pelo Teste da Raiz, temos 3" ay = +0o. Donde, fo & D(X, M).
Reciprocamente, suponha d(M) = 0. Como D(X, M) é uma algebra que contém os polindmios,

é suficiente provar que 1/q¢ € D(X, M), Vq € C[z], q(z) # 0, Vo € X. Desse modo, é suficiente

verificar que - € D(X, M), Vo ¢ X. Com efeito, dado a ¢ X, seja fo(2) = =1, z € X. Como

a—2z)

1

o —Zz

k+1\ /K
) > 2C, quando a € C\ X e d(a, X) < d.

1

a—z

k+1\ V/F 1
—20=2>1.
> > c C >

fa € continua no compacto X, f, ¢é limitada, logo existe C' > 0 tal que sup,¢x ’ﬁ’ < C. Dai,

1/k
1 1/k Kl 1/k 1 |EtT k! 1/k
(ak)l/k:(mﬂfék)HX) :<Mk;> su)Ig §<Mk> Cl+1/k,
zE

a—z
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Como d(M) = 0 e limg_, CYk = 1, segue que limk%oo(ak)l/k = 0 < 1. Pelo Teste da Raiz,
segue que Y ag < oo. Portanto, f, € D(X, M). O

A partir dos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3, temos o seguinte corolario:

Corolario 3.3.4. Se X € uniformemente regular e d(M) =0, entao D(X, M) = R(X).

Demonstragdo. Pelos Teoremas 3.3.2 e 3.3.3, segue que Ro(X) C D(X,M) Cc DY(X) C R(X).

Desse modo, concluimos que

R(X) = Ro(X) C D(X, M) C R(X).
O

Agora, podemos apresentar um resultado de Dales e Davie que mostra condigbes para que
D(X, M) seja uma algebra natural.

Proposicao 3.3.5. (Dales-Davie, [11]) Se X é um conjunto uniformemente regular, d(M) =0 e
[ fllx = Il flIMpxan: VI € D(X, M), entio D(X, M) € natural.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.2.7, segue que Mm = Mpx,m)- Por outro lado, a Proposicao

2.3.11 implica que X = Mpx). Mas como D(X, M) = R(X) (Corolario 3.3.4), concluimos que
X = Mpxm)- -

Denotaremos os fechos de C[z] e Ry(X) em D(X, M) por Dp(X,M) e Dr(X, M), respecti-
vamente. Ja vimos que se D'(X) ¢ uma &lgebra de Banach, D(X, M) também o é. Neste caso,
Dp(X,M) e Dr(X, M) também sao algebras de Banach, pois sao fechadas em D(X, M). Os Teo-
remas 3.3.6 e 3.3.7 apresentam resultados a respeito espectros dessas algebras. O proximo resultado
utiliza uma técnica de demonstragdo analoga a 2.3.11.

Teorema 3.3.6. (Dales-Davie, [11]) Se X é uniformemente reqular e se M = (My,) € uma sequéncia
de dlgebra tal que d(M) = 0, entao Dr = Dr(X, M) é natural.

Demonstra¢ao. Como X é uniformemente regular, Dg é Banach. Por outro lado, como d(M) = 0,
temos, como consequéncia do Teorema 3.3.3, Ry(X) C Dg.

Sejam ¢ € Mp, e zo = ¢(id), onde id(z) = z, Vz € C. Vamos provar que ¢ = ¢,,. Analo-
gamente & Proposigao 2.3.11, temos que ¢(r) = r(29), Vr € Ro(X), e zp € X. Além disso, dado
f € Dg, existe sequéncia (r,) em Ry(X) que converge para f em D(X, M). A continuidade de ¢
implica em r,,(29) = ¢(ry) = @(f) em C.

Mas, por outro lado, como ||r, — f|| = 0, temos ||, — f||x — 0. Logo, rn(20) — f(20). Assim,
pela unicidade do limite, ¢(f) = f(20), Vf € Dg. O

O proximo teorema foi provado primeiramente por Dales e Davie em [11]. Quase 20 anos depois,
Honary [18] provou, de forma mais simples, o mesmo resultado utilizando 2.3.5, como veremos a
seguir.

Teorema 3.3.7. (Dales - Davie, [11] / Honary - [18]) Sejam X C C uniformemente regular e
M = (M,,) uma sequéncia de dlgebra tal que d(M) = 0. Entao, o espectro de Dp = Dp(X, M) é
homeomorfo a X.

Demonstra¢ao. Uma vez que X é uniformemente regular, Dp e Dg sao algebras de Banach tais que
Dp C Dg. Como, pelo Teorema 3.3.6, Dp ¢ natural, segue da Proposi¢ao 2.3.5 que Mp—= Mp,.

A~

Mas como C[z] C Dp C P(X), temos Dp = P(X). Daf, Mp, = Mp(x) = X. O

Em 3.3.5, 3.3.6 e 3.3.7 uma das hipdteses era que d(M) = 0. A seguir, mostraremos uma classe
de sequéncias de algebras que satisfazem esta condigao.
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Exemplo 3.3.8. Seja My = 1 e M,, = n!® onde o > 1. Dai, M = (M,) é uma sequéncia de
algebra tal que

n 1/n 1 1/n 1 1y
7' _ _ . . | n __ . . _
<Mn> = (n!a—1> = 7@!1/”)&_1 — 0, pois limn!™"™ = oo, implicando d(M) = 0.

Devido a dificuldade para apresentar exemplos de algebras de Dales-Davie que satisfazem a
condicao ||f||x = || fllmp, Abtahi e Honary foram buscar condigdes sobre M = (M,,) de modo que
a igualdade seja valida. No que segue deste capitulo, apresentaremos os resultados do texto [2].

O proximo resultado foi demonstrado por Abtahi e Honary em [2]. Ele sera importante para
demonstrar o Teorema 3.3.12.

Lema 3.3.9. (Abtahi - Honary, [2]) Sejam K > 0 e (€y,) sequéncia em Ry tal que €y, — 0 quando

m — oo. Entao,
1/p

o0
lim sup Z (p>epr_m < K.
m

p—>00 =0

Demonstracao. Dado € > 0, existe Ng € N, ¢,, < €K, Vm > Ny. Em particular, se p > Ny e
m=20,1,---, Ng, temos

p p! p! N
<m> ml(p—m)! = (p—m)! pp—1)---(p—m+1)<p
Assim,
o D No D p »
2 (=2 (w32 (1)anr
m=0 m=0 N1
No » )
<pNo Y MK 4y < )epr
m=0 m=No+1
No b/,
<pMo S emgrm g ke Y ( )m
m=0 m=0
No
<pMKP> enK " 4 KP(1+€)?
m=0
No . )
< 2pMKP(1 4 ¢)? MK + .
mgo : 214 gpNo 370 ek
Temos que 2(1i6)p < % para todo p. Além disso, existe pg € N tal que ﬁ < Z%(,:O emE-m,
0
Assim,
1 1
N <5 VP > Po-
2pNo SN0 JemE—m T 2

Dai, se p > max{ Ny, po}, segue que

D No
b m —m N m ro—m
E KP™™ < 2p™"0 KP(1 p E K
m_0< >€m Y ( +€) €m

m=0
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/p
Mas como, limy,_, <2pN° 2%0:0 E%K_m) = 0, concluimos que

1/p

o0
lim sup Z(p>e%Kp_m <K(1+¢€), Ve>O0.
P—00 =0 m

Como € > 0 é arbitrario, podemos tomar ¢ — 0 e obtemos:

o 1/p
lim sup Z<p>e%Kpm < K.
m

p—>00 =0

O]

Em 1973, Dales e Davie definiram uma sequéncia (P,) para uma dada sequéncia de algebra.
Mais precisamente, dada uma sequéncia de algebra (M,,), vamos considerar P,, = M, /n! para todo
n > 0. A seguir, mostraremos algumas propriedades dessas sequéncias que serao necessarias para o
decorrer desta dissertagao.

Lema 3.3.10. Sejam M = (M,,) uma sequéncia de dlgebra e P,, = M,,/n!, para todo n > 0. Entao,
1. PPy < Py, Vi j > 0.
2. (P)™ < P, para inteiros positivos i e n.
8. Dados inteiros positivos ai,- - - ,ay tais que 22:1 kap =n, temos

n

H(Pk)ak < Pn

k=1
Demonstracao. 1. Dados 4,5 > 0, considere n =¢+ j e ¢t = k, dai
PPy MM (i+j)!  MyM,y  nl
Py Mgy iljl M, Kl(n—k)! —

2. Se i = j, do item 1, temos Pf < Py;. Dado n, suponha que P < P,;. Entao,

P = PP Py < Py Py < Py

3. Dados inteiros positivos a1, - - ,a, tais que > ;_; kay = n, temos

n n
TT®E)™ < TI Prar < Py way < P
k=1 k=1

O

Tendo em vista o item 3 do Lema 3.3.10 e o conjunto S(m,n) definido em 1.1, dados n > m e
(a1, ,a,) € S(n,m), segue que

n
;n kHl (P)™ < 1.
Desse modo, podemos definir:
1 n
Ay, = sup N H (Pp)™ :n>m, (a1, ---,ap) € S(n,m) p. (3.6)
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Proposicao 3.3.11. Com a notagio acima, se M = (My,) € uma sequéncia de dlgebra, temos que

lim AY™ =0 = d(M) = 0.

m—r00

Demonstracao. Dado € > 0, existe Ny € N tal que A,I,{m < €P;, Ym > Ny. Em particular, se
n=m2>Nypea =n,a = --=a, =0, temos

A | 1 \Y" 1
<M> = W = (PnPf’) P, < A}L/”/Pl < €, o que implica que d(M) = 0.

O

Em [2], Abtahi e Honary mostraram que se X é uniformemente regular e se a sequéncia (4,,)

1/m

definida em 3.6 é tal que Ay, — 0, entdao D(X, M) é uma algebra natural.

Teorema 3.3.12. (Abtahi - Honary, [2]) Sejam X uniformemente regular, M = (M,,) sequéncia

de dlgebra e (Ap,) sequéncia definida em 3.6. Se limy, oo Al/m =0, entao D = D(X, M) € natural.

Demonstra¢ao. A Proposigao 3.3.11 implica em d(M ) = 0. Assim, pelo Teorema 3.3.5 e a Proposigao
2.2.6, é suficiente provar que || f|lr, < ||If]lx, para toda funcio f € D.

Com efeito, seja F(y) = y*, p € N. Dai, como F(™)(y) = m'( ) yP~™ pela Férmula de Faa di
Bruno (1.1.1),

n n. - (k) "
(Fof)™(z) =Y F™(f(2)) > |7'al I] <fl<:'>
m=0

(a1, ,an)ES(M,n) L " k=1

min {p,n} » - n n f(k) ak
= > w(f) e X |

m=0 (a1, san) €S (m,n) k=1

Logo,
oo 1 N
12 = 1F o fIl = ZﬁII(FOf)( x
n=0 n

00 min {p,n} n i ak
1 p p—m n! ”f( )HX
SIS oI (T SR P (B

al!
m=0 (a1, san)eS(mm) | 1

Trocando a ordem da soma, temos

1£7]] < z”: <:@>”pr mo Z 3 —¥ Mli[ <Hf(’f )

m=0 ™ (a1, ,an)€S(m,n)

p p—m 1 Hk (Pp)” & k)HX
(2 )i m'Z > e 5p H( Pkk:!>

m (a1, ,an)€S(mn) | P

I1F 5|
e K () |

<

- i

(D)t a3

0 n=m (ay,,an)€S(m,n)

3
Il
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pois m%f’“)% < Ay e My, = Py, k!. Segue do Corolério 1.1.4 para By = || f®||x /My que

D u D p—m . Hf(k)HX
7<) o NI A ZiM
m=0 k=1 k
p m
< 3 (D) (sl - 1))
m=0

Aplicando o Lema 3.3.9 para €, = A}n/m(HfH — | fllx) e K = ||fllx, segue que

1/p
p
li PP < 1 <p> pm ( g1/m — " < .
1;3}8;;pr |77 < llryriigp mz:o . 1 £1I% ( m (L Hfo)> < | fllx

Portanto,
1Fllamp = limsup [ /27 < | flx
p—00
O
A partir do Teorema 3.3.12, temos que se X é uniformemente regular e (Am)l/m — 0, entao
D(X, M) sera uma algebra natural. No que segue deste capitulo, apresentaremos condigoes que
garantem (Am)l/ ™ — 0. Nessa dire¢ao, comegamos apresentado um resultado de Abtahi e Honary

2]
Proposicao 3.3.13. (Abtahi - Honary, [2]) Seja (Py) sequéncia de nimeros reais positivos tal que
PP,

K = sup < 0. (3.7)
i,jEN Li+j—1
FEntao,
n
H(Pk)ak < Km_l Pnferla Vm € N, Vn > m, v(ala T 70%) € S(n7m) (38>
k=1

Reciprocamente, se (Py) € uma sequéncia que satisfaz a inequagao 3.8 para alguma constante
K >0, entao

P P;
sup — < K.

ijeN Litj—1
Demonstrag¢ao. Suponha que (Py) satisfaga 3.7. Vamos provar a inequagao 3.8 por indugao em m.
Caso m = 1. Para todo n > 1, se (a1,--- ,an) € S(1,n), temos > ;_jap=1e > ;_  kap =n.
Entao, a, =1ea; =---=ap_1 =0. Dal

n
H(Pk)a’“ = (P,)" = P,, implicando na inequagao 3.8 para o caso em que m = 1.
k=1

Dado m > 1, suponha a inequagao 3.8 verdadeira para dados n > m e (ay,--- ,a,) € S(m,n).
Sejam, pois, n > m+1e (ar, -+ ,a,) € S(m+1,n). Entao, >} _jar =m+1e >} kax = n.

Em particular, se a; = - -+ = ap—1 = 0, terfamos a,, = m + 1 = n(m + 1) = n, o que implicaria
m = 0, contradi¢ao. Logo, existe i € {1,--- ,n — 1} tal que a; > 1. Assim,

4t a4 (@i — 1) a4t ap =m
ap+---+ (i —1)aji—1 +i(a; — 1)+ (i + Dajp1 + - +na, =n—1i’

Consequentemente, n — i > m.
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Além disso, se existisse algum j > n — i tal que a; > 0, terfamos n = Y ,_ kay > i+ j >
i +n — 1 = n, uma contradi¢ao. Portanto, ap = 0, Vk > n — i. Desse modo, se by = aj, para

k=1,---,i—1,i+1,--- ,n—ieb;, =a; — 1, temos
Zbk—me Zkbk—n—z Donde, (b1, ,bp—i) € S(n —i,m).
k=1

Pela hipotese de inducao, segue que

n—i

[P0 = (PO)™ - (Po) ™ (P)™  (Piya) 5 - (Po)™ < K™ Py,
k=1
isto é,
n
H Pk ak -1 S Km_lpnfifm+1a
k=1

o que implica que

n
H Pk ak<Km 1Pn i— m+1P
k=1

Mas, por hipotese, Pp—;—m+1 P < K Py,—p,. Logo,

H(Pk)ak S K"Pyym = K(m+1)71 Pn*(erl)*l‘
k=1

Reciprocamente, suponha que (Py) seja uma sequéncia que satisfaga a inequagao 3.8 para algum
constante K > 0. Entao, dados i, € N, considere m =2en =1+ j.

Caso ¢ # j, considere a; = a; = 1 e a = 0 para k # ¢,j. Dai, (a1, - ,a,) € S(2,n) e
[Ti=y(Pr)™ = FiPj < K Pigj.

Caso i = j, considere a; = 2 e ay, = 0 para k # i. Nesse caso, temos [[}1_; (Pg)% = PZ-2 < K Py 1.

Portanto,

PP
< K, Vi,j€eN,

i+j—1
isto é,

P,P;
sup ——— < K.

ijeN Litj—1
A partir da Proposicao 3.3.13, temos o seguinte Corolario:

Corolario 3.3.14. (Abtahi-Honary, [2]) Seja M = (M,,) sequéncia de dlgebra tal que d(M) = 0.
Suponha que a sequéncia P, = My /k! seja tal que

P, P;
K = sup — < .

3,J€N Li45—-1
Entio, se (Am) € a sequéncia definida em 3.6, temos (Apy)Y/™ — 0.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.3.13, segue que

n
P,
|| Pp)* < K™~ 1%, Vn > m, Y(ay,- - ,a,) € S(m,n).
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Entao,
P Km—l
A, < sup K12 mtl < , Vm e N,
n>m Pn m—1
pois Py—m+1Pm—1 < P, (Lema 3.3.10 - 1)
Uma vez que d(M) = 0, temos W — 0. Por outro lado, como A,, <1, Vm € N, e pelo
fato da fungao ( € (0, ) ) , 0 < a <1, ser decrescente, segue que
1/(m—1)
KMt K
Al/m < Al/(mfl) < - o
me-om a mel (Pm—l)l/m_l

O Corolario 3.3.14 nos permite mostrar o seguinte resultado:

Corolario 3.3.15. (Abtahi-Honary, [2]) Seja M = (M,,) com d(M) = 0. Se P, = My /k! € tal que
(Py)? < Py_y Pyy1, Yk € N. Entio, se (Ap) € a sequéncia definida em 3.6, temos (Apy)Y/™ — 0.

Demonstracdo. Por hipotese,

Pl o o By,
Py P; Py P
Se j >1i>1, existe [ tal que j =i+ [ — 1. Daf,
b < Pt 7
P17 Py
implicando que
P < Pj+1.
P4 P;

Logo, P; P; < P;_1 Pj41, Vi,j > 1, pois o caso ¢ = j € a hip6tese do corolario. Assim,

PP <P, 1Pjy1 <P oPjio<--- < PPy 1.

Portanto,
PP
sup Y <P < oo
ijeN Piyj—1
Concluimos do Corolario 3.3.14 que (A,,)"/™ — 0. O

A partir do Corolario 3.3.15, conseguimos apresentar exemplos de sequéncias de algebras que
satisfazem a condigao (A,,)Y™ — 0.

Exemplo 3.3.16. Sejam My = 1 e M, = n!® onde a > 1. Dai, Py = 1 ¢ P, = n!®"!. Como
n <n+1, temos

(n—Dnn!'<(n—-D!In+Dn=n?<(n-1D(n+1)=@0P<((n-1(n+1)H°
Portanto, (Py)? < Py_1 Pyy1, Yk € N.
O préximo Lema seré utilizado para apresentar o Exemplo 3.3.18.

Lema 3.3.17. Seja (Py) sequéncia de nimeros reais positivos tal que
Py=1 ¢ (P)? < Py_1 Ppya, Yk

Entao, se M = (n!P,), M € sequéncia de dlgebra.
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Demonstracao. Assim como no Corolario 3.3.15, temos P;P; < P;_1Pj1, Vi,j > 1. Dali,
PP <P _1Pjy1 << PyPij = Pyj.

Assim, se n =1+ j e k = 1, temos

D > 1.
Py Pk

M, S (n
MM, — \k/)’

Exemplo 3.3.18. Sejam My =1 e M, = n! [log(n+1)]". Assim, Py =1e P, = [log(n+1)]".
Queremos provar que 52— < P]’;—:l,
Derivando f duas vezes, temos

Donde,

O

Vn € N. Com efeito, considere a fungao f(x) = xlog(log(z+1)).

1

(@) = (z + 1)2(log(z + 1)) (

(z+2)log(z+1) —z) >0, Va > 0.

Logo, f é convexa. Dai, 2f(n) < f(n—1)+ f(n+ 1), i.e
2nlog(log(n + 1)) < (n — 1) log(log(n)) + (n + 1) log(log(n + 2)).

Utilizando propriedades bésicas de logaritmo, segue que
(log(log(n + 1))2”) < log ((log(n))”*l(log(n + 2))”“) )

Usando que a fungdo log é crescente, segue que (log(n + 1))?* < (log(n))™ !(log(n + 2))"*L.
Entao (Pk)2 < Py_1 Pyyq, Ve € N
Dai, pelo Lema 3.3.17, temos que M é uma sequéncia de algebra. Além disso, como

1/n 1
lim ———
n—oo log(n + 1)

= 5

. 1
0= [og<+1>>

concluimos pelo Corolario 3.3.15 que A},{m — 0.

Os Exemplos 3.3.16 e 3.3.18 s@o exemplos de sequéncias de algebras que satisfazem A%m — 0.
Por conseguinte, se X é uniformemente regular, teremos, nesses casos, que D(X, M) serd uma
algebra natural.

Recordemos que se (a,) uma sequéncia limitada de nimeros reais positivos. Entao,

a
lim inf < lim inf(ay, )™ < limsup(a,)"/™ < limsup “ntl (3.9)

n—=oo ap n—00 n—00 n—oo  On

an+1

A desigualdade acima é estudada em cursos de nivel de graduacao de analise real cuja demons-
tracao pode ser encontrada em [24].

A seguir, apresentaremos uma outra condicao apresentada por Abtahi e Honary que implica em
A™ .
Proposicao 3.3.19. (Abtahi - Honary, [2]) Seja (Py) sequéncia de nimeros reais positivos tais que
P;P; < P;yj, Vi,j € N. Defina, para cada n € N,

Bn_max{P’“ﬁ”“:lgkgn—1}. (3.10)

n

Se B, — 0 e se (An) € dada como em 3.6, seque que (Ay,)Y™ — 0.
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Demonstrag¢ao. Como (A,,) é uma sequéncia limitada de nimeros positivos, temos

An
lim inf L < lim inf(A,)"™ < limsup(A,)"™ < limsup aly

n—0oo n n—00 n—00 n—oo  An

Assim, é suficiente verificar que A,+1/A;, — 0. Uma vez que B,, — 0, dado € > 0, existe N € N
tal que B, <€, Vn > N. Dali,

PP,_;
L ce, Yn>N,Vi=1,---,n—1.
P,
Sejam n > m+1e (ai, - ,a,) € S(m+1,n). Entdo, Y ;_jar =m+1ed , , ka =n. Se
ay = -+ = ap—1 = 0, teriamos a, = m + 1. Logo, n(m + 1) = n, que implicaria que m + 1 = 0,
contradi¢ao. Logo, existe i € {1,--- ,n — 1} tal que a; > 1. Desse modo,

ar+--+ai1+ (1) +aip1+- - +ap=m
a1+ -+ (= Dai-y +i(a; = 1) + (i + a1 + - +nap =n—1

Em particular, temos que n — 7 > m.
Se para algum k > n—1, ak > 0, teriamos n > i+ k > n, contradi¢do. Assim, a; = 0, Vk > n—i.

Dai,se by, = a, parak=1,--- ,i—1,7+1,- —i,eb; =a;—1, temos (b1, -+ ,by—;) € S(m,n—1).
Entao,
n—i
(P < A,
TL 7 k=1
No entanto,
1 n— n
bk — P ak
k
Poi k:l( 1;[
Assim,
1 PP, 1
— | [ (B = == P (P)~! < eA,,.
p, I === — [T ()7 < e
Isto é,
1 n
5 [L(P)™ < eAm, ¥n = m+1,¥(a, - an) € S(m + 1,n).
" k=1
Logo,

Apy1 < €Ay, Ym > N.

Portanto, A,,4+1/Am — 0.

A partir do Teorema 3.3.12 e da Proposigao 3.3.19, temos o seguinte resultado:

Corolario 3.3.20. (Abtahi-Honary, [2]) Sejam X uniformemente regular, M = (M,,) sequéncia de
dalgebra, P, = My /n! e B,, dado em 3.10. Entao, se B, — 0, D(X, M) € dlgebra natural.

A Proposigao 3.3.21 mostrara quais tipos de sequéncias satisfazem B, — 0.

Proposicao 3.3.21. (Abtahi-Honary, [2]) Se M = (M,,) é uma sequéncia de dlgebra tal que d(M) =
0 e P, = M, /n! satisfaz P2 < P, _1P,11, ¥n € N. Entdio, B, — 0.

Demonstra¢ao. Como P, /P11 < Py—1/Pp, ¥Yn € N e d(M) = 0, temos Pﬁ/n — 00. Por 3.9, segue
que P,/P,_1 — oo, logo P,_1/P, — 0. A partir da demonstragéo do Coroléario 3.3.15, concluimos
que K = sup; jen PP+ < oo.Daf,paraneNek=1,- n — 1, temos

PP, PPy P, PPy Py

K > — n o :
o Pn—l Pn—l Pn Pn Pn—l




44 ALGEBRAS DE DALES-DAVIE 3.3

o que implica que
Pn—lK S PkPn—k_
Y

Logo, B, < K(P,—1/P,), ¥Yn € N. Em suma, concluimos que B,, — 0. O

A partir da Proposic¢ao 3.3.21, concluimos que as sequéncias de &dlgebra vistas nos exemplos
3.3.16 e 3.3.18 sao tais que B,, — 0.

Tendo em vista o que foi feito nesta segao, temos que se X é uniformemente regular, M = (M,,)
é sequéncia de algebra e P,, = M, /n!, entao:

L. se d(M) =0 e sup; jen % < 00, temos que D(X, M) é natural.
s, i4j—

— 0, temos que D(X, M) é natural.

PP,
2. se By = maxp—i... n_1 —p—
3Ty n

Além disso,
d(M)=0e P?< P, 1P,;1,Vn €N, o que implica que D(X, M) é natural.

Em [2], Abtahi e honary deixaram o seguinte pergunta em aberto:

Problema 3.3.22. Se X ¢ um conjunto uniformemente regular e se (M,) ¢ uma sequéncia de
algebra tal que d(M) = 0, entao a algebra D(X, M) é natural?

Como vimos nessa sedo, Abtahi e Honary mostraram que se d(M) =0 e P2 < P,_1P,,1, entdao
D(X, M) sera natural. O Lema 3.3.17 mostra que se (P,) é sequéncia de nimeros reais positivos
satisfazendo P? < P,,_1 P, 1, entdo a sequéncia M = (M,,) tal que M,, = P,n! é uma sequéncia de
algebra. Entretanto, essa relagao ndo implica em d(M) = 0 como mostra o proximo Exemplo:

Exemplo 3.3.23. Se M,, = n!, temos P, = 1, Vn € Ng. Assim, P2=1= P, 1 P,;1 ed(M)=1.

Uma pergunta natural é se d(M) = 0 implica na relacio P? < P, 1 P,.1. Caso a afirmacio seja
verdadeira, o Problema 3.3.22 estaria respondido.



Capitulo 4

Lineabilidade e Algebrabilidade em um
Subconjunto da Algebra de Disco

Se X =De M = (M,) é uma sequéncia de algebra, temos que D(D, M) esta contido em A(D).
Uma pergunta natural é quao distante algébrica e topologicamente estao estas algebras.

A resposta para esta pergunta estd dentro do tema de algebrabilidade e residualidade sobre
determinados conjuntos. Com este enfoque, Lourengo e Vieira estudaram a diferencga entre esses
conjuntos nos textos [25, 26]. Neste capitulo, vamos estudar os textos cientificos [25, 26].

Recordemos que

feDDM) <= feD*D)e Y Minf(n)n5 < .
n=0 n

No que segue, vamos estudar o conjunto:
H(M) = A(D)\ D(D, M). (4.1)

Estaremos interessados em sequéncias de algebras tais que d(M) # 0, pois, neste caso Ro(D)
nio esta contido em D(D, M) e, por conseguinte, H (M) # (). Quando M,, = n!, escreveremos H ao
invés de H(M).

Os resultados abordados neste capitulo podem ser encontrados em [3, 25, 26].

4.1 Preliminares

Nesta secao, trataremos a respeito dos pré-requisitos para este capitulo. As defini¢oes e resul-
tados encontrados nesta segdo podem ser encontrados no capitulo 1 do livro [3].
A seguir vamos definir lineabilidade de um subconjunto num espaco vetorial.

Definigao 4.1.1. Sejam E um espago vetorial, S C E e p um ntmero cardinal. Dizemos que S é
p-lineavel se S U {0} contém um espago vetorial de dimensao u. Caso o respectivo espago vetorial
contido em S U {0} tenha dimensao infinita, vamos nos referir simplesmente como lineével.

Recordemos que um espago vetorial topolégico é um espago vetorial munido de uma topologia
tal que as operacoes de adicdo e de multiplicagdo por escalar sao continuas. Em subconjuntos de
espagos vetoriais topoldgicos podemos definir o conceito de espagabilidade.

Definigao 4.1.2. Sejam F um espaco vetorial topologico, S C E e p um nimero cardinal. Dizemos
que S é u-espagavel se SU{0} contém um espago vetorial fechado de dimenséo u. Caso o respectivo
espago vetorial contido em S U {0} tenha dimensao infinita, vamos nos referir simplesmente como
espagavel.

45
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E imediato das definicdes que se S é um subconjunto espacavel de um espaco vetorial topologico
V', entao S é lineavel.

A nocao de algebrabilidade segue da mesma ideia da lineabilidade, s6 que para algebras. Antes
de apresentarmos a defini¢do de algebrabilidade, precisamos falar a respeito de sistema de geradores
de uma &lgebra e independéncia algébrica.

Se S é um subconjunto de uma algebra (unital) A, definimos a algebra gerada por S, denotada
por A(S), pela intersecgdo de todas as subalgebras (unitais) de A que contém S. Um conjunto
S = {z :ie€I} é um sistema de geradores para A se A = A(S). Além disso, se para todo
ig €I, ziy ¢ A(S\ {i0}), S é um sistema minimal de geradores.

Ademais, o conjunto S é dito livre ou algebricamente independente se

(P(Zil,'-- ,Zin):0:>P:0),VPE(C[Zl,-" ,zn],Vzil,'-- s Zin € S.

Em particular, se a e b sdo algebricamente independentes em A, a aplicacao @ : C[zq, z2] —
A({a,b}) dada por ®(P) = P(a,b) é um isomorfismo. De fato, é imediato que ® é um homomor-
fismo de algebras. A sobrejetividade segue do fato de todo elemento de A({a,b}) ser da forma
Z;’szl ajkaj b*. Enquanto a injetividade é consequéncia do fato de a e b serem algebricamente
independentes.

Exemplo 4.1.3. Sejam gi(2) = €* e ga(2) = €%, onde B € R\ Q. Vamos mostrar que gi e g
sao algebricamente independentes. Com efeito, seja P(z1,22) = Z?k:o ajkz{zé“ um polinémio em
Clz1, 22] tal que P(g1,g2) = 0. Dai,

m m m
0= Z aji(e®) (P7)F = Z etz = Z et V2 € C, B = j+ Bk.
3,k=0 J:k=0 k=0

. ~ . . _ m r . _

Derivando a equagao acima r vezes e aplicando em z = 1, segue que ZM:O ajkﬁjkeﬂfk = 0.
[ustraremos aqui o caso m = 2, o caso geral é analogo. De fato, como Spy = 0, temos o seguinte
sistema:

5016501 Bo2€502 . 5226/322 ap1 0
5(2]1 eBo1 6826602 . 5%26522 Qo2 0
5(8)16501 5326602 - 5326ﬁ22 a9 0

O determinante da matriz dos coeficientes do sistema acima é

Po1phoz . 6522&)1502 -+« Bao H(/B]k‘ - erq)’

onde j,k,p,q =0,1,2, (j,k) # (p,q), (4, k) # (0,0), (p,q) # (0,0).

Como os efik #£ 0 e Bjr # 0, temos que o determinante é igual a zero se, e s6 se, Bji = Bpq
para certos (j, k) # (p,q). Nao obstante, teriamos j + Sk = p 4+ q. Assim, pela irracionalidade de
B, (4, k) # (p,q), uma contradicao. Entao, a;, = 0, Vj,k e (j, k) # (0,0). Logo, P = agp € como
P(g1,g92) = 0, concluimos que P = 0.

A partir das observagoes acima, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 4.1.4. Sejam A uma algebra de Banach, M C A e a e 8 dois cardinais. Dizemos que
M é

1. algebravel se existe subélgebra C de A contida em M U{0} tal que cardinalidade de qualquer
sistema de geradores de C é infinita.

2. (a, p)-algebravel se existe subalgebra C de A contida em M U {0} tal que dim(C) = « e
card (S) = 3, onde S é um sistema minimal de geradores para C.
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3. fortemente a-algebravel se existe uma subalgebra C de A contida em M U{0} que admite
um sistema de geradores livre com cardinalidade .

Existem outras definicoes dentro dos topicos de lineabilidade e algebrabilidade. No entanto,
enunciamos apenas as que serao utilizadas neste trabalho. No livro [3], os autores enunciam todas
as defini¢oes nesta area.

Na literatura, encontramos algumas técnicas que auxiliam na demonstracao de que um conjunto
é lineavel, espacavel, algebravel ou fortemente a-algebravel. A seguir, enunciaremos alguns resulta-
dos, sem apresentar a demonstracao, que serao utilizados neste capitulo. O proximo resultado foi
originalmente enunciado para Espacos de Fréchet em [12] e utilizado por Kitson e Timoney em [21].
Como nao abordaremos esses espacos nesta dissertagdo, enunciaremos o resultado para espagos de
Banach, uma vez que todo espaco de Banach é um espaco de Fréchet.

Teorema 4.1.5. Sejam E e F espacos de Banach e T : F — E um operador linear continuo cuja
mmagem nao € fechada. Entao, existe um subespaco vetorial fechado de E com dimensao infinita
contido em (E\ T(F)) U{0}, isto é, E\ T(F) ¢ espagdvel.

Denotaremos por £ a familia das fungdes de C — C da forma
m
p(2) = aje’?,
j=1

onde aj, -+ ,am, b1, -+ by € C\ {0} e os b;s sdo dois a dois distintos.
Com a notagao acima, apresentamos um Teorema cuja demonstragao pode ser encontrado na
péagina 270 do livro [3].

Teorema 4.1.6. Sejam ) um conjunto ndo vazio e F uma familia de fungoes de Q — K, onde
K =R ou K = C. Suponha que exista uma funcao f € F cuja imagem f(2) € nao enumerdvel e
pof e F, Vo€ &. Entao, F é fortemente c-algebravel. Mais precisamente, se H C (0,00) € um
conjunto com cardinalidade ¢ e linearmente independente sobre o corpo Q, entdo

{expo(rf) : r€ H}

é um sistema de geradores livre para uma dlgebra contida em F U {0}.

4.2 Lineabilidade e Espacabilidade

Nesta se¢ao, vamos estudar a lineabilidade do conjunto H (M) definido em 4.1. Mais precisa-
mente, considerando M,, = n!, temos que d(M) # 0 e, pelo Teorema 3.3.3, segue que Ro(D) nao
esta contido em D(D, M). Desse modo, veremos que H é nio vazio.

E imediato que espacabilidade implica em lineabilidade, entretanto como os resultados foram
provados utilizando técnicas independentes, vamos apresentar os resultados de [25, 26], onde Lou-
rengo e Vieira mostraram que H é Ng-lineavel, c¢-lineavel e espacavel.

O proximo Lema apresenta uma classe de fungoes que esté contida no conjunto H.

Lema 4.2.1. (Lourengo - Vieira, [25]) Sejam w = 2¢¥, onde 0 < 6 < 27, e f(2) = Ziw, Vz € D.
Entao, f € H.

Demonstragio. Por definigao, f é uma fungio racional com polo fora de D, logo f € A(D). Além
disso, pelo Principio do Maximo - 2.1.3:

1 . 4
max ————— = min |/ —2e¥| =1,
0<a<2m |ei® — 2e|  0<a<2r

1fllp = sup [f(2)] =

z€D



48 LINEABILIDADE E ALGEBRABILIDADE EM UM SUBCONJUNTO DA ALGEBRA DE DISCO 4.2

Como f(™ = (=1)"n!f"*+1(2), 2 € D, temos ||f™||5 = n!||f||%Jr1 = nl. Entao,

> a1l = Z 1= +oc.
n= 0 =0
Donde, f € H. O

Se f € C(K) en €N, define-se a fungao f" : K — C por f™(z) = (f(2))", para cada z € K.
Utilizando esta notagao, vamos apresentar a demonstragao de que H é Ng-lineavel.

Proposicao 4.2.2. (Lourengo - Vieira, [25]) O conjunto H € Wy-linedvel.

Demonstragio. Pelo Lema 4.2.1, temos que f(z) = -5 € H. Considere S = {f" : n € N}.

Como f € A(D) e A(D) é uma algebra, f* € A(D), ¥Yn. Logo, S C A(D) e, por conseguinte,
[S] € A(D). Vamos provar que [S] € HU{0}.

Vejamos primeiro que S é linearmente independente. Com efeito, sejam Sy, -+, 0, € C tais
que Z?:l ijj = 0. Em particular, dados z1,---,2zr € D NR dois a dois distintos, temos que
f(z1), -+, f(zr) € R sao dois a dois distintos. Logo, Z§:1 Bifi(2) =0,Vi=1,--- k. Em notagio
matricial:

f1) f=)? - f2)F] | B 0
flz2) flz2)® - f(22)F| | B2 0

FCr) f)® - fa)™| | Br 0
A matriz dos coeficientes do sistema acima é uma matriz de Vandermonde e portanto tem determi-
nante igual:

flz) () [ (i) = flay) #0.

1<i<j<k

Assim, temos um sistema homogéneo possivel e determinando, logo 51 = --- = [ = 0 e, conse-
quentemente, S é linearmente independente.

Queremos agora mostrar que [S] C HU{0}. Para isso, seja g € [S], veremos que se g # 0, entao
g € H. De fato, se g # 0, existem S, -+, 8 € C nao todos nulos tais que g = Z?Zl ijj. Mas
como,

()™ = (=)™ + 1) G +n—1) e f(1) = -1,

segue que
g™ (1) = iﬁj(—l)“j(ﬂ 1) (f+n—1)(-1)t" = ZBJ ”]f;”
j=1
Logo
g(”;(l):_ﬁ1 +52n+1 63(n+1)2(!n+2)+ +(_1)kﬂk(n+1)('k;._(nl)-i!-k—1)
Por outro lado, se Y 9(72,( I oo, temos que lim, o M — 0, entdo B = --- = B =0,

contradi¢ao. Logo, g € H e, por conseguinte, [S] C H U {0}. Em suma, H é No-lineavel.
O

Com a mesma notagao da Proposicao 4.2.2, temos, em particular, que a &dlgebra gerada pelo
conjunto S coincide com o espago gerado por S, i.e A(S) = [S]. De fato, é imediato que [S] C A(S).
Por outro lado, [S] também é uma subalgebra de A(D) que contém S, logo A(S) C [S].

Desse modo, como dim(A(S)) = dim([S]) = Np e {f} ¢é um sistema minimal de geradores para
A(S), temos o seguinte Corolario:
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Corolario 4.2.3. (Lourengo - Vieira, [25]) O conjunto H é (N, 1)-algebrdvel.

Na Proposicao 4.2.2, Lourengo e Vieira apresentaram um espago vetorial de dimensao Ny contido
em H. Em [26], Lourengo e Vieira demonstraram que H contém um espago vetorial de dimensao c.
Para isso, fixaremos algumas notagoes. Dados a € (0,1) e f € A(D), definimos a fungio f, : D — C
por fo(2) = f(az), para todo z € D. Uma vez que f, ¢ a composicao das funcoes f e (z € D — az),
segue que f, € A(D).

Vamos utilizar o préoximo Lema, na demonstracao de que H é c-lineavel.

Lema 4.2.4. (Lourengo - Vieira, [26]) Se f € A(D) nao € um polindmio, entio o conjunto
{fa : 0 < a < 1} € linearmente independente.

Demonstracao. Sejamcy,--- ,cy € Ce0 < ay,---,ay <1 tais que Zszl ¢k fa, = 0. Sem perda de
generalidade, suponha a; < as < -+ < ay. Por hipotese, como f € A(D), entao f(z) =D 2 anz"
uniformemente em 6D = {6z : z € D}, onde 0 < § < 1. Dali,

N

N
0= chfak chf agz) Zc i (ag2)" Z G chak 2", Vz € dD.
k=1 n=0

n=0
Como a série converge uniformemente em dD, segue que
ap(ciaf + -+ cenaly) =0, Vn € Ny.

Por outro lado, como f ndo é um polinémio, exite uma sequéncia crescente (n;);en, tal que an; #
0, Vj € Ng. Em particular,
010/1” + -+ CNOéan =0, Vy € Np.

Se ¢y # 0, temos:

Nn; n; N-—1
cray” + -t enyo1an cr [ ok
CNOA c
NGOy k=1

"
Tomando j — +o00, segue que n; — +o00. Donde, (%’;) g 0,Vk=1,---,N — 1, uma vez que
ap < any,Vk=1,--- N — 1. Entao,

~ o (o)
= (27 20, contradicio.
Slim Z: <aN> contradicao

Entao, cy = 0 e cla?j + -+ CN—1OZX;,1 = (, para todo 7 € Ny. Repetindo o argumento para
CN—1,CN—2, " ,C1, segue que ¢ = 0, Vk =1,--- /| N. Logo, {fa : 0 < a < 1} & linearmente inde-
pendente. ]

O préximo Lema apresenta uma ferramenta de calculo que seréa utilizada na demonstracao da
Proposicao 4.2.6.

Lema 4.2.5. Seja f(2) = entio (fo)™ = a"(f),.

z— 3/2’

Demonstracdo. A prova serd por inducao em n. Com efeito,

(fa)'(2) = (f(a2)) = af'(ez) = (fa) = &(f)a-
Dado n € N, suponha (f,)™ = a™(f™),. Como

10 = (Ciratte (7)) = a0, = at+ D=1 (174)
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temos

/

A (Gl
— o™ (=1)"n! <f"+1);
= o™t (1) 1))

— ot <f(n+1)>

(67

«

O

Proposicao 4.2.6. (Lourenco - Vieira, [26]) Seja f(z) = 2_7%,)/2 Entio, [fa:3/4<a<1] C
HU{0}.

Demonstragio. Uma vez que f é uma fungao racional com polo fora de D, segue que f € A(D).
Vejamos agora que f € H. Com efeito, a partir do Lema 4.2.5, temos:

92 n+1 92 20 n
(n)) — ol £ 7 = ol — p|
(f aHD ol fallp™ = an (3—2a> "3 oa (3—2a> ’

. R
POIS SUp| ;<1 az—3/2‘ = la=3/2] =~ 3-2a°

Como a > 3/4, temos 3 — 2a < 3 —2(3/4) =3 — 3/2 = 3/2. Dai,

I (fa)™ |5 = a"

2 3/2
3 _O;a > 2§3 =9/4 > 1, o que implica que (

2
3 — 2«

n
) — 400, quando n — oo.

Logo, 2o i1 fa” Il = +00, i.c fo € .
Seja g € [fa 3/i<a< 1]. Vamos mostrar que se g # 0, entdo g € H. De fato, se g # 0, sejam
Bi,-++ B € C\{0} e 3/4 <, -+, <1 tais que g = Y5, B; fa,. Dai, pelo Lema 4.2.5,

k k n+1
g <z>—j§1@fuj <z>—j§ﬂwl< D <ajz_3/2) -

g™ (1)

Para concluir que g € H, ¢ suficiente mostrar que lim;, o | =

= +00, pois

9™ ()|

Tl = Sl — § = |, _
n! +oo ‘ n! lg™ Iz = ‘ n! ‘g (1)‘ = oo
n= =

Sendo assim, escreva

g™ _

Qs .
@ eD;, = 25;
n!

20 —3 7 2a; -3

k
(—1)”D]’(Cj)n, onde Cj =
j=1

Sem perda de generalidade, suponha Cy > Cy > --- Cy, dai

g(’zl(l) — (C))*(~1)" <D1 + Dy (gi)n + Ds (g?)n 4ot Dy <g’;>n> :
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Uma vez que C1 > Cj, j = 2,-- -k, temos

nlggo<D1+D2(C?) +D3<Ci’> +---+Dk<C’;> >—D1.

Entao, como |C1| > 1, segue que

lim [(Cy)"(—1)"| = +o0, implicando que lim

n—oo n—oo

O
A partir do Lema 4.2.4 e da Proposicao 4.2.6, Lourengo e Vieira mostraram que H é c-lineavel.
Corolario 4.2.7. (Lourengo - Vieira, [26]) H € c-linedvel.

Demonstragao. Como f(z) = ﬁ € A(D) nao é um polinémio, pelo Lema 4.2.4, o conjunto

{fa : 0 < a< 1} é linearmente independente. Assim, o conjunto {fa 34 <a< 1} é base de
V = [fa 13/d<a< 1] que esta contido em H U {0} pela Proposigao 4.2.6. Mas como dimV =
card ((3/4,1)) = card (R) = ¢, concluimos que H ¢é c-lineavel. O

Vimos em 4.2.2 e em 4.2.7 que o conjunto H contém espagos vetoriais de dimensoes infinitas.
Como aplicagdo do Teorema 4.1.5, podemos mostrar que o conjunto H é espagavel. Ainda que o
conceito de espagabilidade implique lineabilidade. Apresentamos aqui todas as demonstragoes, uma
vez que elas apresentam técnicas diferentes.

Corolario 4.2.8. H ¢ espagdvel.

Demonstragdo. Sejam M = (n!)pen, € D = D(D, M). A inclusdo i : D — A(D) é um operador
linear continuo entre os espacos de Banach, pois

O ™=
iPlls = 1715 < S0 = 7y, wp e .
n=0 ’

Por outro lado, imagem (D) = D nao é fechada em A(D). De fato, se f = ﬁ, pelo Lema 4.2.1,
f € H. Mas como f € A(D), pelo Teorema 2.1.4, existe sequéncia de polinémios (p,) tal que
lpn — fll3 — 0. Em suma, (p,) é sequéncia em D que converge para f ¢ D. Assim, pelo Teorema
4.1.5, concluimos que A(D) \ i(D) = A(D) \ D = H é espagavel. O

Note que se M, <n!e f € H, entdo

Z HfHDZZ i1fllm =

Portanto, temos H C H(M). Assim, os espagos vetoriais de 4.2.2, 4.2.7 ¢ 4.2.8 também estao
contidos em H (M) U {0}. Desse modo, temos o seguinte resultado:

Corolario 4.2.9. Se M = (M,) € uma sequéncia de dlgebra tal que M, < n!, para todo n € N.
Entao, H(M) é Ry-linedvel, c-linedvel e espagdvel.

As sequéncia de dlgebras apresentadas no item 1 de 3.1.2 sao tais que M,, < n!, Vn € N.
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4.3 Algebrabilidade

Nessa secao, vamos estudar a algebrabilidade do conjunto H. Os resultados desta secao podem
ser encontrados em |25, 26]. Em [25], Lourengo e Vieira mostraram que o conjunto é algebravel.
Enquanto em [26], aplicaram o Teorema 4.1.6 para mostrar que H é fortemente c-algebravel.

O proximo resultado foi provado por Lourenca e Vieira em [25]|. Lourengo e Vieira utilizam o
Lema nas demonstragoes dos Teoremas 4.3.2 e 4.3.4.

Lema 4.3.1. (Lourencgo - Vieira, [25]) Sejam >0 en € N. Para cada v =1,--- ,n, considere

0 = :'; @ (=) s(s+1) -+ (s +n— 1),

Entao,
1. Se K €N € tal que 1 <r < K, en € par, temos lim, o 8775 = +00.
rar _ ).

Demonstra¢ao. Primeiramente, note que:

a 1 (7
—= = (=) 5t"s(s +1)--- (s +n—1)
n!  nlr! ; <s)

XT: 7! _1),,_S+ns(s+1)---(s+n—1)

(r— S)!S!( nlr!

s=1
— . r—s+n (S+n_1)'
- ;(_1) " (s — Dl(r — s)lsIn!
_ - - r—s+n(n+1)(n+2 (s+n—1)
= (-1 ( .

(s = Dl(r —s)ls!

s=1

Desse modo, cada termo da soma acima é um polindémio em n com grau s — 1, logo a,/n! é um
polinébmio em n com grau r — 1. Seja, agora, K um inteiro positivo tal que 1 < r < K. Assim,
BT < B & limitado. Além disso, se n é par, o termo de maior grau de a,/n! é

n+1)---(n+r—1) (+1)---(n+r—1)

—_1)" = 0.
(=1) rl(r —1)! rl(r —1)! ~
Entao,
lim a— = 400 = lim ﬁr = +o00.
Para provar o item 2, observe que:
: . r(__1\r—s+n (S+n_1)' 1 T n(r+n—1)'
Yl 7 (=1 R = D A Y e
2n —1)!

nln!(n — 1)
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Se b, = ﬂ”(—l)”%, Vn, temos:
bnt1 2(n+1)—1)! nlnl(n—1)!
by _ﬂ(n—i— Dl(n+ Dn! (2n —1)!
B (2n+ 1)Inl(n —1)!
- _ﬂ(n—l- Dl(n+1)!(2n —1)!
(2n +1)(2n)
n+1)(n+1)n
dn + 2
n?+2n+1
B n(4+2/n)
B _Brﬂ(l +2/n+1/n?)
B 44+ 2/n
T nl+2/n+1/n2

n—o0
= 0.

- -8
= -8

Assim, pelo critério de D’Alembert, segue que b, converge absolutamente e portanto b, — 0.
Dati,

. . a
lim lim g"— =0.
n—socor—n' n!

O]

Em [25], foi apresentada uma certa classe de fungdes contidas em H U {0} como veremos no
proximo resultado.

Teorema 4.3.2. (Lourengo - Vieira, [25]) Sejam g1(2) = €% e ga(2) = €5%, Vz € C, onde B € R\ Q.
Sejam P € C|z1, z2] um polinémio nao constante, f(z) = eh = P(g1,92). Entao, hof € HU{0}.

1
z+2

Demonstracao. Pelo Lema 4.2.1, f € ‘H. Além disso, pelo Principio do Médulo Maximo - 2.1.3,

= sup = min |2+ 2| = 1.
115 = sup (2)| = max 5y = min |z 2

Seja P(z1,22) = Z;"k:(] ajkz{zé“ um polindémio nao constante. Assim,

h(z) = P(g1,92) Z a; ke(j+ﬂk Z ajpe’i"* Yz € C,
J,k=0 7,k=0

onde B, = j + Bk. Pela Formula de Hoppe (Proposigao 1.1.2),

n (T) z T 7”
(ho i =3 ) 5 ( >(—f(2))’"‘s(fs)(”)(z).

r! s
r=1 s=0

Mas como (%)™ = (=1)"s(s +1)---(s +n — 1)ft", f(=1) = 1 e (1) = > k=0 Ozjkﬂ]’fkeﬂjk

temos:

n m T

(ho f)™(-1) = Z % Z Oéjkﬁ;'keﬁjk Z (Z) (1) "s(s+1)--- (s +n—1).
r=1"" \j,k=0 5=0

Desse modo, com a notacao do Lema 4.3.1,

n m
(hof) Z Z ajkﬁgke'gj’“ar.

r=1 j,k=0
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[(ho )™ (= 1))

o = +o00. Em caso afirmativo, teremos

Vamos provar que y .~

(h
ZH °f ”D Z| (hof —1) = 400, 0 que implica que ho f € HU{0}.

Com efeito, para cada n € Ny, sejam

ho f)m(—1 moo
H, = (f)n'() e L, = kz ajk‘ﬁjk;eﬂjk-
j,k=0

Assim,
" a
-
n:
r=1

Veremos que Ly, # 0 para algum Ny. Para melhor compreensao, ilustraremos aqui o caso em que
m = 2. Se, por contradi¢ao, L, = 0, Vr, como [yg = 0, temos o seguinte sistema:

5016&)1 BOZSBOQ . 5226522 Qo1 0
5(2)1 ebo1 5(2]26602 - 5%26522 o2 0
5(8)16501 ﬁ&eﬁm - /3326522 Q99 0

Pelo mesmo argumento utilizado no Exemplo 4.1.3, concluimos que «;; = 0, V(i,j) # (0,0). Entéao,
P = «qgp é constante, uma contradi¢do. Para o caso com m arbitrario, terfamos um sistema com
(m + 1)% — 1 variaveis e obteriamos a mesma conclusio.

Portanto, existe Ng € N tal que Ly, # 0, i.e

a a a
Hy=—tLi+- -+ —CLyy+ 4 — Ly, ¥n > N,
Dado n > Ny par, temos:

hmB ——i—oo,VTzl,---,No,Lr#O e lim hmﬁ —0 Yr > Ng.

n—oo n—oo r—n
Por conseguinte,

lim |Hy| = Z Qj keﬁj’“ hHm < ]ka,',> = +00, implicando que Z\Hn\ = +00

n—o0
7,k=0

Agora, apresentaremos a demonstragao de que H é um conjunto algebravel.
Teorema 4.3.3. (Lourengo - Vieira, [25]) H € algebrdvel.

Demonstragio. Sejam g1(z) = € e ga(2) = €%, onde f € R\ Q. Vimos no Exemplo 4.1.3 que g; e go
sao algebricamente independentes, assim A({g1, g2}) e C[z1, 22| s@o algebras isomorfas. Considere
o conjunto

S={q195 : n € No}.

E imediato que B = A(S) € A({g1,g2}). Vamos provar que S ¢ um sistema minimal de ge-
radores para B. Com efeito, dado i9 € Ny, veremos que g195° ¢ A(S \ {gi,})- Caso @i 9195 +
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Z‘I; la](gng) _O Comm;,élo’le

k k
eI To0)z Z ;eI BAmIZ — (0 consequentemente a;,eio® + Z a;efi? =0,
j=1 J=1

onde B;, = 14 Big e f; =1+ [(mj). Derivando a equagao r vezes e aplicando em z = 1, temos:

aw”%+ZaT@_&w

J=1
Em notagao matricial:
Bipelio  Breft o B | |y, 0
ﬁ?oeﬁio BZefr ... Bieﬂk ar| 0
gl gitlen o gition| (x| o
Com o mesmo argumento utilizado no Exemplo 4.1.3, segue que o, = a1 = -+ = o = 0.

Sejam f(2) =1/(z+2) e W = {(q195) o f : n € No} . Entao, como S é minimal, W também o
é. Além disso, F = {ho f : h € B} = A(W). De fato, se g € F, existe h € B, g = ho f. Mas como
h=>3",ai(g195)" para algum j € N, temos

n n

g=> [(glgé)i o f} => [(919%) o fr € A(W).

i=1 i=1
Portanto, F C A(W). Por outro lado, se g € A(W), segue que

n

QZiO@ {(glg%)ofrzz {(9192 } Zaz (9193)"| o f € F,
i=1

i=1

concluindo que A(W) C F.

Assim, pelo Teorema 4.3.2, dado h € A({g1,92}) \ {0}, ho f € H, pois h = P(g1,92) e P €
Clz1, 22] € nao constante. Caso, h = 0, temos ho f = 0. Entao, F C H U {0}. Em suma, F é
uma subalgebra de A(D) gerada por um sistema minimal de geradores infinito que esta contida em
HuU{0}. O

Em [26], Lourengo e Vieira mostraram, a partir do Teorema 4.1.6, que H ¢é fortemente c-
algebravel, melhorando, pois, o Teorema 4.3.3, obtido em [25].

Teorema 4.3.4. (Lourengo - Vieira, [26]) H € fortemente c-algebrdvel.

Demonstragao. Seja f(z) = Z+2 Pelo Lema 4.2.1, f € H. Se ¢ € £, existem al, <L am € C\ {0}
e existem by, -+, by, € C\ {0} dois a dois distintos tais que p(z) = 37T, a;ebi* ¥z € C. Desse

modo,
z) = Zajebjf(z) € A(D).
j=1

Aplicando a Formula de Hoppe e prosseguindo de modo analogo & demonstragao do Teorema 4.3.3,

segue que
(po /™M (= ZZ% bjetiay,

r=1 j=1
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onde .

1

ar = — Z <T> (=) s(s+1)--- (s +n—1).

rl = \s

Para cadaner=1,--- ,n, sejam
(n )

Hn (QOOf) eLT_Za]bTb.

Isto é, Hy =3 " | %L,

Suponha, por contradigdo, que L, = 0, Vr. Assim, temos o seguinte sistema matricial:

biePt  byet2 ... p,ebm a1 0
blebt  bZeb2 .. bEZebm| | 0
b{”ebl bg”eb2 e b%ebm Qy, 0

A matriz dos coeficientes do sistema acima é uma matriz de Vandermonde cujo determinante é

by e et T (b —by) #0,

1<i<j<m

pois os b;-s sao nao nulos e dois a dois distintos. Dai, terifamos o = - - - = a,, = 0, uma contradigao.
Portanto, existe Ny € {1,--- ,m} tal que Ly, # 0, logo

Hn:afllL1+-~+afV'OLNO+---+a—7‘LLn, Vn > Np.
Aplicando o Lema 4.3.1, se n > Ny par, temos:

hmbTT——i-oo Vr=1,---,No, L, 20 e lim hmbrr—O Vr > Np.

nooo I nl n—oor—n Jnl

Por conseguinte,
lim |H,| = g aet lim (052 )] = +oo.
n—oo J n—o0 J n'

Logo, Y |H,| = +oc e, portanto, ¢ o f € H. Por outro lado, se 21,22 € D com 21 # z2, entdo
21 +2 # 23 +2, o que implica que f(z1) # f(22), e portanto, f ¢ injetora em D. Dai, como D é nao
enumeréavel, f(D) também é ndo enumeravel.
Em suma, H ¢ uma familia de fungdes de D — C e f € H é tal que f(D) é nao-enumerével e
po feH, Ve Logo, pelo Teorema 4.1.6, H é fortemente c-algebravel.
O

Vimos na segao anterior que se M,, < n!, temos H C H(M). Desse modo, a as algebras de 4.3.3
e 4.3.4 também estao contidas em H(M). Obtémos, pois, o seguinte Corolario:

Corolario 4.3.5. (Lourenco - Vieira, [26]) Seja (M,,) sequéncia de dlgebra tal que M, < nl, ¥n €

N. Entao, H(M) € algebrdvel e fortemente c-algebrdvel.

4.4 Residualidade

Para concluir este capitulo, apresentaremos a demonstragdo de que H é residual em A(D).
k)
Recordemos que f € D(D, M) se, e s6 se, f € D®(D) e > 12 7! !”D < 00
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Nos resultados provados anteriormente, ndao importava se f € D*>(D) ou f ¢ A(D). Nao
obstante, as fungoes utilizadas para encontrar subespagos e subéalgebras eram da forma f(z) =
1 oo ()
5w € D*(D).

Para mostrar a residualidade, precisamos fazer a seguinte distingao:

© (k)
fet — feDX)e Zka'HX—-FOO.
k=0 ’

No que segue vamos considerar
oy . N ISP x
H=1_ feD®D): ZT:—I-OO C A(D).
k=0

A Estimativa de Cauchy é um conhecido resultado do tépico de anélise complexa cuja de-
monstragao pode ser encontrada em livros bésicos, e.g. [10]. Vamos utilizar este resultado para
demonstrarmos o Lema 4.4.3.

Lema 4.4.1. (Estimativa de Cauchy) Sejam zy € C, R > 0 e f uma fungao holomorfa em B(zp, R).
Suponha que |f(z)| < L, Vz € B(z0, R), entao para cada k € N,

k'L
k
¥ < -

Segue do Principio do Médulo Maximo que se f € D*°(D) é tal que || f||z > L, entdo existe um
ponto Z € 9D tal que || f||z = |f(Z)| > L. No proximo resultado, vamos demonstrar que podemos

encontrar zg € D tal que | f|lz > |f(20)| > L.

Lema 4.4.2. Seja f € D*°(D) tal que ||f|l5 > L. Entao, existe 29 € D tal que |f(z0)| > L.

Demonstrag¢ao. Em particular, f é uma fungao analitica em D, entdo existe z’ € 9D tal que |f(2)| =
| fllz > L. Por outro lado, temos que a funcao h : [0,1] — R definida por h(t) = |f(t2')] é
uma funcdo continua tal que h(1) = |f(2')| ¢ o seu valor méaximo e h(1) > L. Vamos dividir a
demonstracao em trés casos.

Caso h(t) > L, Vt, temos, em particular, para tg = 1/2 que zo = 32’ € D e |f(20)| > L.

Caso exista t; com h(t;) = L. Como L < h(1), existe d € R tal que h(t;) < d < h(1). Assim,
pelo Teorema do Valor Intermediario, existe tg € (t1,1) tal que h(tyg) = d. Isto é, se zg = tp2’ € D,
|f(20)] > L.

Caso exista t; com h(t1) < L. Como L < h(1), pelo Teorema do Valor Intermediario, existe
ta € (t1,1) tal que h(t2) = L. Desse modo, pelo caso anterior, existe ty € (t2,1) tal que |f(20)| =
h(to) > L, onde zy = tpz’ € D.

Em suma, existe zg € D tal que |f(z0)| > L. O

Pela Observagao 1.2.10, para concluir que H ¢é residual em A(D) é suficiente mostrar que H
se escreve como intersecgao enumeréavel de abertos densos em A(D). No proximo Lema, vamos
construir uma familia de abertos em A(D).

Lema 4.4.3. Dados n,m € Ny, temos que o conjunto

m

o 1
k=0

¢ aberto em A(D).

Demonstragio. Cason =0, f € Smo <= S it &llf* |5 > 0. Assim, o complementar de Sy,
¢ o conjunto unitario {0}. Logo, Sy, 0 é um aberto. Caso m =0, f € So, <= |/ f||3 > n. Logo, o
complementar de Sy, € a bola fechada de centro na origem e raio n. Entao, Sp, ¢ aberto.
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Dados m,n € N, como o vazio é um conjunto aberto, vamos supor que Sy, # ). Suponha, por
absurdo, que S, ,, nao seja um conjunto aberto. Dai, existe f € Sy, tal que para todo € > 0, existe
ge € B(f,€) com g ¢ Sy, . Por um lado, f € S, ,, entao Z?:o%”f(k)uf > n. Em particular,
Ifllg > n— >y %Hf(k)”ﬁ. Pelo Lema 4.4.2, existe z9 € D, |f(z0)] > n — Y ;-4 %Hf(k)ﬂﬁ.
Podemos repetir o argumento acima mais m vezes de modo a encontrar z1,--- , 2, € D tais que
S o mlf®(2)] > n. Para cada k=1, ,m, defina rj, = (1 — [ry]).

Por outro lado, como B(zx, ) C D, temos que f — ge € holomorfa em B(zg, %) e |(f—ge)(2)] <
|f = 9ellm, V2 € B(2k, ). Assim, pelo Lema 4.4.1:

1F®) () — o (2 ol I ~ o

|
k! Tk

HD,Vk:Lm,m

Dai, pela desigualdade triangular e pelo fato que g ¢ Sy, 5, temos:

(k)

(k) (5 (k)z 6 m & (2
Z\f %) Z|f k) (k)|+z\g k(l k)|

k=0

<|f - glln (1 F1/rt (1) (Ur)™)

<e (1 F 1/ 4 (1/r9)? ---(1/rm)m) +n, Ve > 0.

(k) .~ ,
Tomando € — 0, terfamos ) ;" w < n, uma contradigao. Portanto, S, , ¢ aberto.

Com o auxilio do Lema 4.4.3, podemos apresentar a demonstracao de que H é residual.
Teorema 4.4.4. (Lourengo - Vieira, [26]) H € residual em A(D).

Demonstracao. A partir da Observacao 1.2.10, é suficiente provar que H pode ser escrito como
intersegao enumeravel de abertos densos de A(D). Com efeito, dados m,n € N, defina

m
1
Spm = { f € D®(D Zz? Pl >ns eSy=|J Smn
k=0 m>n
Pelo Lema 4.4.3, cada conjunto Sy, , C D*(D) C A(D) ¢ aberto em A(D). Logo, Sp = U, Smin

é aberto em A(D), para todo n.
Veremos, agora, que H = (), Sn. Com efeito, se f € H, como Y 72 %Hf(k)Hﬁ = +o00, dado
n € N, existe m € N tal que

1
k .
Z g”f( )Hf >n, le f€ Sm,n-
k=0

Sem perda de generalidade, podemos supor m > n. Logo, f € S,, Vn € N e, por conseguinte,
f € Nyen Sn- Por outro lado, se f € (), cy Sn, temos f € S, ¥n € N. Entao, dado n € N, existe
m > n tal que f € Sy, 5, isto é,

1 N |

Z k‘i 1f®]5 > n, o que implica que Z HHf(k)Hﬁ = +o00.

k=0 k=0
Logo, f € H. Em suma, provamos que H = (), cy Sn

Provemos que cada S, é denso em A(D). De fato dados n € N, g € A(D) e € > 0, & suficiente

provar que B(g,€) NS, # (). Com efeito, se g € H, g € Sy, e portanto B(g,e) N Sy, # 0. Por outro

(k) ||~
lado, se g ¢ H, entdao y 7 lg Z!”D = r < oo. Considere f(z) = 5 (z) = EQ. Pelo Lema
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4.2.1, temos h € H. Além disso, || f)|5 = %Hh(k)H@. Entao,

€

1 €
feHel|fls==sup =-<e
Pr2alz—2 2

) )—
Dai, como f € H, existe m € N tal que Y ;" I/ k!HD > r + n. Portanto,

"5+ gPlls 1Pl N 1Pl
S Wt aTle o s I s I e
k=0 k=0 k=0

Entao, f + g € Sp,. Por conseguinte, f + g € B(e, g) N Sp,.
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