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Resumo

DE PAULO, N. V. Sistemas de segoes transversais préximos a niveis criticos de sis-
temas Hamiltonianos em R*. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemadtica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

Neste trabalho estudamos dinamica Hamiltoniana em R* restrita a niveis de energia
proximos a niveis criticos. Mais precisamente, consideramos uma funcao Hamiltoniana H :
R* — R que possui um ponto de equilibrio do tipo sela-centro p. € H~1(0) e assumimos que
p. pertence a um conjunto singular estritamente convexo Sy C H~'(0). Entdo, mostramos
que os niveis de energia H'(E), com E > 0 suficientemente pequeno, contém uma 3-
bola fechada Sg proxima a Sy que admite um sistema de secoes transversais Fg, chamado
folheagao 2 — 3. Fp é uma folheacao singular de Sk com conjunto singular formado por
duas 6rbitas periddicas Po p C 0Sg ¢ Py g C S\ 0Sg. A érbita Pa g ¢é hiperbdlica dentro
do nivel de energia H!(E), pertence a variedade central do sela-centro p,., tem indice de
Conley-Zehnder 2 e é o limite assintotico de dois planos rigidos de Fg que, unidos com
P, i, constituem a 2-esfera 0Sg. A érbita Ps p tem indice de Conley-Zehnder 3 e é o limite
assintético de uma familia a um parametro de planos de Fg contida em Sg \ 0Sg. Um
cilindro rigido conectando as érbitas Ps g e Po g completa a folheagao Fr. Uma vez que
Fp é um sistema de secoes transversais, todas as suas folhas regulares sao transversais ao
fluxo Hamiltoniano de H. Como consequéncia da existéncia de uma tal folheagao em Spg,

concluimos que a érbita hiperbdlica P, r admite pelo menos uma 6rbita homoclinica contida

Palavras-chave: Fluxos Hamiltonianos, conjuntos singulares estritamente convexos, pontos
de equilibrio do tipo sela-centro, curvas pseudo-holomorfas em simplectizacoes, sistema de

secoes transversais.
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Abstract

DE PAULO, N. V. Systems of transverse sections near critical levels of Hamiltonian
systems in R*. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2014.

In this work we study Hamiltonian dynamics in R* restricted to energy levels close to
critical levels. More precisely, we consider a Hamiltonian function H : R* — R containing
a saddle-center equilibrium point p, € H~1(0) and we assume that p. lies on a strictly
convex singular set Sy C H~'(0). Then we prove that the energy levels H~!(E), with E > 0
sufficiently small, contain a closed 3-ball Sg near Sy admitting a system of transverse sections
Fg, called a 2 — 3 foliation. Fg is a singular foliation of Sg and its singular set consists of
two periodic orbits P, p C 0Sg and P3 p C Sg\ 0Sg. The orbit P, g is hyperbolic inside the
energy level H™!(E), lies on the center manifold of the saddle-center p,, has Conley-Zehnder
index 2 and is the asymptotic limit of two rigid planes of Fg, which compose the 2-sphere
Sg together with P, p. The orbit P; p has Conley-Zehnder index 3 and is the asymptotic
limit of a one parameter family of planes of Fg contained in Sg \ 0Sg. A rigid cylinder
connecting the orbits Ps; p and P, p completes the foliation Fp. Since Fg is a system of
transverse sections, all its regular leaves are transverse to the Hamiltonian flow of H. As a
consequence of the existence of such foliation in Sg, we conclude that the hyperbolic orbit

P,  admits at least one homoclinic orbit contained in Sg \ 9Sg.

Keywords: Hamiltonian flows, strictly convex singular sets, saddle-center equilibrium points,

pseudo-holomorphic curves in symplectizations, systems of transverse sections.
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Introducao

Uma abordagem classica para estudar um sistema Hamiltoniano autonomo em uma vari-
edade simplética (W, w) é analisar o fluxo restrito a determinados niveis de energia H~!(c),
¢ € R, da funcao Hamiltoniana H : W — R que define este sistema. Quando lidamos com
um nivel de energia de contato, ou seja, uma hipersuperficie S transversal a um campo de
Liouville Y definido em uma vizinhanga de S em W, o fluxo Hamiltoniano restrito a S é
equivalente ao fluxo de Reeb gerado pela forma de contato A = (iyw)|s em S. Neste caso,
os resultados da geometria de contato e da teoria de curvas pseudo-holomorfas se tornam
poderosas ferramentas para entender o comportamento da dinamica Hamiltoniana sobre um
tal nivel de energia.

O conceito de curvas pseudo-holomorfas em Geometria Simplética, introduzido inicial-
mente por Gromov [20] em 1985, foi inserido no contexto da dinamica de Reeb em 1993 por
H. Hofer com a finalidade de demonstrar a famosa conjectura de Weinstein em casos bem
gerais em dimensao 3. Para isso, H. Hofer [24] definiu a nogao de curvas pseudo-holomorfas
de energia finita em simplectizagcoes de variedades de contato e mostrou que a existéncia
de tais curvas esta intimamente relacionada com a existéncia de érbitas periddicas do fluxo
de Reeb. Posteriormente, Hofer, Wysocki e Zehnder desenvolveram o alicerce da teoria de
curvas pseudo-holomorfas em simplectizacoes, explorando suas principais propriedades em
(25, 26, 28, 29, 30].

As aplicagoes desta nova teoria na area de dinamica Hamiltoniana sdo vastas. Em [33],
Hofer, Wysocki e Zehnder provam que qualquer nivel de energia estritamente convexo S C R*
difeomorfo a S% admite uma 6rbita periédica P, com indice de Conley-Zehnder 3 e ntimero
de auto-enlagcamento —1, que é bordo de uma sec¢ao global do tipo disco D, ou seja, D é um
disco mergulhado em S, cujo interior D = D \ 0D é transversal ao fluxo Hamiltoniano e
satisfaz a seguinte propriedade: toda érbita em S, exceto aquelas que recobrem P, intersecta
D infinitas vezes em tempos positivos e negativos. A secio global D, obtida em [33] como a
projecao em S de um plano pseudo-holomorfo de energia finita na simplectizacao R x S, faz
parte de uma familia parametrizada em S' de secoes globais do tipo disco, conhecida como
decomposicao em livro aberto, que folheia o complementar de P em S. Assim, o estudo da
dinamica Hamiltoniana restrita ao nivel de energia convexo S se reduz a compreensao da
dinamica da aplicacio de retorno do disco aberto D e, devido a um resultado de J. Franks
[16], chega-se a surpreendente conclusao de que o fluxo possui duas ou infinitas érbitas
periédicas em S.

Outra referéncia que ressalta a grande importancia das curvas pseudo-holomorfas no es-
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tudo de dinamica conservativa é [27], na qual Hofer, Wysocki e Zehnder garantem a existéncia
de sistemas de secoes transversais em niveis de energia estrelados e nao-degenerados de R*.
Um tal sistema é construido em [27] como a proje¢do de uma folheagao estavel de energia
finita na simplectizagao do nivel de energia e, em particular, cada uma de suas folhas é obtida
como a projecao de uma curva pseudo-holomorfa. No caso fracamente convexo, isto é, quando
o fluxo Hamiltoniano restrito ao nivel de energia nao possui o6rbitas periddicas com indice de
Conley-Zehnder menor que 2, um sistema de secoes transversais ¢ uma folheagao singular F
para o nivel de energia, com conjunto singular P formado por um nimero finito de érbitas
periddicas do fluxo Hamiltoniano, todas com numero de auto-enlacamento —1 e indice de
Conley-Zehnder em {2, 3}, de modo que cada folha regular F' € F é transversal ao fluxo e
tem como componentes de bordo elementos distintos de P, chamados limites assintéticos de
F, e uma das seguintes possibilidades ocorre: F' é um plano rigido com limite assintético
dado por uma orbita peridédica com indice de Conley-Zehnder 2, ou F' é um cilindro rigido
tendo como limites assintoticos uma orbita periddica com indice de Conley-Zehnder 3 e ou-
tra com indice de Conley-Zehnder 2, ou F' é um plano com limite assintético dado por uma
orbita peridédica com indice de Conley-Zehnder 3 que aparece em uma familia a 1-parametro
de planos com o mesmo limite assintético. Se o conjunto singular P do sistema de sec¢oes
transversais F € constituido por uma tunica oérbita periddica P, entao P deve ter indice de
Conley-Zehnder 3 e F\ P é uma decomposigao em livro aberto para o nivel de energia, como
10 Caso CONvexo.

A existéncia de singularidades em um nivel de energia cria muitas dificuldades para a
analise global da dinamica. C. Grotta-Ragazzo e P. A. S. Salomao estudaram fluxos Ha-
miltonianos em R* restritos a niveis de energia homeomorfos a S® que admitem uma tnica
singularidade, dada por um ponto de equilibrio do tipo sela-centro do sistema, e tém a propri-
edade geométrica de ser estritamente convexo no complementar deste ponto critico. Em [22],
mostraram que estes niveis de energia singulares contém uma orbita periddica com indice
de Conley-Zehnder 3 e nimero de auto-enlacamento —1 e, mais ainda, no caso particular
em que o fluxo Hamiltoniano é integravel e o sela-centro admite uma 6rbita homoclinica do
fluxo, os mesmos autores provaram, em [23], que estes niveis criticos estritamente convexos
possuem uma secao global do tipo disco. Salomao introduziu os conjuntos singulares estrita-
mente convexos em [52], onde apresentou exemplos concretos da existéncia destes conjuntos
no caso especial em que a funcao Hamiltoniana é da forma “energia cinética mais energia
potencial”.

Em [12], a autora desta tese N. V. de Paulo e seu orientador P. A. S. Salomao estu-
dam sistemas Hamiltonianos em R* restritos a niveis de energia imediatamente acima de
um conjunto singular estritamente convexo. Mais precisamente, consideramos uma fungao
Hamiltoniana H : R* — R admitindo um ponto de equilibrio do tipo sela-centro p. € H~1(0)
que satisfaz duas propriedades essenciais: a primeira delas é uma condicao local que garante
a integrabilidade do fluxo Hamiltoniano em torno do sela-centro p. e a segunda é a hipdtese
de que p. pertence a um conjunto singular estritamente convexo Sy C H~1(0). O principal
resultado deste trabalho mostra que os niveis de energia H '(FE), com E > 0 suficiente-

mente pequeno, contém uma 3-bola fechada Sg préxima a Sy que admite um sistema de
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secoes transversais Fg, chamado folheagao 2 — 3, com as seguintes caracteristicas particu-
lares, veja Figura 2.20. O conjunto singular de Fgz é formado por duas orbitas periddicas
Pyp C 0Sg e Psp C Sg\ 0Sg com indices de Conley-Zehnder 2 e 3, respectivamente. A
érbita P, p é hiperbdlica dentro do nivel de energia H~'(FE), pertence a variedade central
do sela-centro p. e é o limite assintdtico de dois planos rigidos U; g, Us p € Fg que, unidos
com P, g, constituem a 2-esfera 0Sg. A folheagao Fp contém um cilindro rigido Vg conec-
tando Ps g e Py e, além disso, contém uma familia de planos D, g, com 7 € (0, 1), todos
assintoticos a 6rbita Ps g, que folheia Sg\ (0SS UVEU P; ). Uma vez que Fg é um sistema
de secoes transversais, todas as suas folhas regulares sao transversais ao fluxo Hamiltoniano
de H. Como consequéncia da existéncia desta folheacao 2 — 3 em Sg, podemos concluir que
a orbita hiperbdlica P, g admite pelo menos uma érbita homoclinica contida em Sg \ 0Sg.
Este resultado se aplica aos exemplos tratados em [52].

O objetivo desta tese é discutir detalhadamente o trabalho desenvolvido em [12]. Para
isso, organizamos a exposicao em trées capitulos e dois apéndices.

No primeiro capitulo, recordamos defini¢oes e resultados necessarios para um bom enten-
dimento do restante do texto. Nas duas primeiras se¢oes deste capitulo preliminar, aborda-
mos pré-requisitos da geometria simplética e da geometria de contato, bem como discutimos
algumas propriedades dinamicas de fluxos Hamiltonianos em variedades simpléticas e de flu-
xos de Reeb em variedades de contato, explorando especialmente o caso em que estes fluxos
sao equivalentes sobre niveis de energia da funcao Hamiltoniana. Na terceira se¢ao, apresen-
tamos conceitos relacionados as o6rbitas periddicas de um fluxo de Reeb, entre eles, o niimero
de auto-enlagamento, um invariante topolégico de noés transversais a estrutura de contato,
e o indice de Conley-Zehnder, um invariante dinamico que descreve o comportamento de
orbitas préoximas a uma dada solucao periddica do fluxo. Na quarta segao, introduzimos a
nocao de curvas pseudo-holomorfas em simplectizacoes de variedades de contato, enfatizando
sua relevancia para o estudo da dinamica de Reeb.

O capitulo mais importante deste trabalho é o segundo, no qual apresentamos nosso re-
sultado principal. Em sua primeira secao, definimos as folheagoes estaveis de energia finita e
os sistemas de se¢oes transversais, como em [27], e abordamos alguns casos particulares. Na
segunda secao, elaboramos as hipoteses do resultado principal utilizando ferramentas desen-
volvidas em [22, 52]. Com este intuito, falamos sobre propriedades geométricas e dinamicas
dos conjuntos singulares estritamente convexos em R* e fornecemos uma descricao local de
um fluxo Hamiltoniano em torno de um ponto de equilibrio do tipo sela-centro. Finalmente,
na terceira se¢ao enunciamos e demonstramos o resultado principal da tese, além de discu-
tirmos algumas de suas aplicagoes. Por tratar-se de uma longa demonstracao, dividimos sua
apresentacao em passos intermedidrios, que sao enunciados no decorrer da demonstracao do
resultado principal, porém sao provados nas secoes do terceiro capitulo.

Para descrevermos brevemente estes passos intermediarios, precisamos dar uma ideia
sucinta da demonstracao do resultado principal. Como comentamos anteriormente, consi-
deramos uma funcao Hamiltoniana H definida em R* admitindo um ponto de equilibrio do
tipo sela-centro p. que pertence a um conjunto singular estritamente convexo So C H~1(0).

Para cada E > 0 suficientemente pequeno, encontramos uma 3-bola fechada Sy C H™'(E)
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préxima ao conjunto Sy, cujo bordo 9Sg é uma 2-esfera contendo P, g como equador, onde
Pyp C H'(F) é uma drbita periédica que pertence a variedade central do sela-centro p...
Os hemisférios da esfera S sao denotados por Uy g e Uy . Assumimos a existéncia de co-
ordenadas locais especiais (q1, g2, p1, p2) em torno do sela-centro p., nas quais Sg se projeta
no plano ¢;p; em {q +p1 > 0} e p. corresponde & origem 0 € R*. Utilizando estas novas
coordenadas, construimos um conjunto Wx = S| | Sk difeomorfo a esfera S*, onde S}, é
uma cépia de Sg que se projeta no plano ¢;p; em {q1 + p; < 0} e satisfaz 0Sg = 057, veja
Figura 2.23. A estratégia da demonstracao é construir um sistema de secoes transversais Fg
em Wg que se restringe a uma folheagao 2 — 3 em Sg para todo E > 0 pequeno.

O primeiro passo, provado na primeira se¢ao do terceiro capitulo, é demonstrar que, para
cada E > 0 suficientemente pequeno, a 3-esfera Wg admite uma forma de contato tight
A = (ix,wo)|wy, cujo fluxo de Reeb associado é equivalente ao fluxo Hamiltoniano de H
restrito a Wg. Aqui wy é a forma simplética canonica de R*. Para a construcao do campo
de Liouville X, transversal a Wg, usamos a técnica de interpolagao de campos de Liouville.

Na segunda segao do terceiro capitulo, mostramos que a 6rbita periédica P, g ¢ hiperbdlica
em seu nivel de energia e tem indice de Conley-Zehnder igual a 2. Além disso, obtemos
uma estimativa para o fluxo linearizado ao longo de érbitas que passam proximas ao sela-
centro p. e, com isso, demonstramos que a forma de contato Ag é fracamente convexa e que
P, i ¢é a tnica oOrbita peridédica de Ag com indice de Conley-Zehnder 2, para cada £ > 0
suficientemente pequeno. Mais ainda, provamos uma propriedade de enlagamento afirmando
que P p nao estd enlacada com nenhuma érbita periédica de Ag que tenha indice de Conley-
Zehnder igual a 3.

Na terceira secao do terceiro capitulo, construimos uma estrutura complexa Jg com-
pativel com d\gle na estrutura de contato { = ker A\g, para cada E > 0 suficientemente
pequeno, de modo que a estrutura quase-complexa Jg, induzida por Ag e Jg na simplec-
tizacao R x W, admite dois planos pseudo-holomorfos de energia finita assintéticos a P g,
cujas imagens sao projetadas em Wy sobre os hemisférios U; g e Uy g da 2-esfera 0Sg. Este
par de planos é obtido explicitamente em termos de solucoes de equagoes diferenciais or-
dinérias.

Prova-se em [27] que dada uma forma de contato A nao-degenerada na 3-esfera tight,
existe um conjunto denso Jreg(A) de estruturas complexas compativeis com d|ier » tal que,
para qualquer J € Jie(A), a estrutura quase-complexa J induzida por A e J na simplec-
tizacao admite uma folheacao estavel de energia finita, cuja projecao na 3-esfera produz um
sistema de secoes transversais. Este resultado é essencial para obtermos o sistema de secoes
transversais Fp desejado sobre a 3-esfera (Wg, Ag). Entretanto, é possivel que tenhamos que
perturbar a forma de contato Ag e a estrutura complexa Jg para alcancarmos as hipoteses
genéricas assumidas em [27]. Por esta razao, consideramos uma sequéncia de formas de
contato nao-degeneradas A, em W e uma sequéncia de estruturas complexas J,, compativel
com d\,|¢ na estrutura de contato £ = ker \g = ker \,,, com A\, = Ag e J, = Jg quando
n — oo, tais que a estrutura quase-complexa J, induzida por A, e J, na simplectizacao
R x Wg admite uma folheagao estavel de energia finita ]-N"n que se projeta em Wy sobre um

sistema de segoes transversais F,,, para cada n € N. Pelas estimativas obtidas na segunda
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se¢ao, concluimos que o sistema JF,, possui propriedades muito particulares para n suficien-
temente grande. O conjunto singular de F,, é formado por trés orbitas periddicas Ps,, P p

/
e Py

regulares um par de planos rigidos assintéticos a P, ,, um par de cilindros rigidos, um deles

., com indices de Conley-Zehnder 3,2 e 3 respectivamente, e F, admite como folhas
conectando Ps,, e P, e o outro conectando Py, e P, e um par de (0, 1)-familias de planos,
a primeira formada por planos assintéticos a P, e a segunda por planos assintéticos a Py,
que folheiam o complementar das folhas rigidas e das 6rbitas Ps,,, Po, ¢ P3,, em Wg. Um
sistema de secoes transversais com estas caracteristicas é chamado de folheacao 3 — 2 — 3,
veja Figura 2.6.

Nas duas 1ltimas se¢oes do terceiro capitulo, demonstramos enfim que a folheagao estavel
de energia finita j—zn associada a J,, converge, quando n — oo, para uma folheacao estavel de
energia finita F 1 associada a Jg, para todo F > 0 suficientemente pequeno. Mais ainda, a
projecao de F r em Wg é uma folheacao 3—2—3 Fg que contém a Orbita periddica hiperbodlica
P, i em seu conjunto singular e contém os hemisférios U; g e Us g de OSE como folhas rigidas.
De modo mais preciso, na quarta segao obtemos érbitas periédicas P3 g e Pj p, ambas com
indice de Conley-Zehnder 3, que compoem, juntamente com P, g, o conjunto singular da
folheacao 3 — 2 — 3 Fgr. As orbitas Ps g, Pop e Pé}E sao, respectivamente, os limites de
Py, Poy e Py, quando n — oo. Na quinta segao estudamos a convergéncia das curvas
pseudo-holomorfas de ]T"n que se projetam sobre folhas regulares de F,, utilizando para isso
técnicas modernas e avancadas de topologia simplética. Devido as suas propriedades, vemos
que a folheagdo 3 — 2 — 3 Fp em Wg = Si| | Sk se restringe a uma folheagao 2 — 3 em Sg.

Nos apéndices deste texto, apresentamos alguns resultados fundamentais para a demons-
tracao da compacidade das curvas pseudo-holomorfas da folheacao J'En No Apéndice A,
analisamos primeiramente a agao das érbitas periédicas de Ag, provando que P, g ¢ a 6rbita
periédica com agao minima em Wpg para todo E > 0 pequeno. Em seguida, obtemos a
seguinte propriedade de enlacamento de drbitas periddicas em Sg, para E > 0 pequeno: se
@) é uma érbita periddica de A contida em Sg\ (0SgU Ps i), cuja agdo nao excede a agao de
Ps i, entao () deve estar enlagada com P; . No Apéndice B, usamos a teoria de intersegao
de curvas pseudo-holomorfas, desenvolvida por R. Siefring em [54], para obtermos resultados
de unicidade para planos e cilindros rigidos assintéticos a drbita hiperbdlica P p. Além
disso, provamos algumas propriedades de intersecao para semi-cilindros Jg-holomorfos que
sao assintdticos a algum recobrimento de P» g e se projetam em Wy dentro da 3-bola aberta
Sk \ 0Sg. Para isso, utilizamos a férmula de Siefring [53] que descreve o comportamento
assintotico da diferenca de dois semi-cilindros pseudo-holomorfos distintos convergindo ex-

ponencialmente para uma mesma Orbita peridédica do fluxo de Reeb.






Capitulo 1
Nocoes basicas

Neste primeiro capitulo apresentamos conceitos e resultados preliminares essenciais para
o desenvolvimento deste trabalho. Inicialmente, introduzimos nogoes de geometria simplética
e de geometria de contato, explorando a relagao existente entre estas geometrias. Discutimos
ainda algumas propriedades da dinamica de fluxos Hamiltonianos e de fluxos de Reeb, além
de definir dois consideraveis invariantes associados as érbitas peridédicas: o indice de Conley-
Zehnder e o numero de auto-enlacamento. E, para finalizar, apresentamos a teoria de curvas
pseudo-holomorfas em simplectizagoes, ressaltando sua grande importancia para o estudo da
dinamica de Reeb. Para uma exposicao mais detalhada destes topicos, diversas referéncias
podem ser consultadas como, por exemplo, [1, 8, 10, 17, 25, 26, 28, 29, 30, 34, 41, 43, 44, 46].
O leitor familiarizado com as nocoes aqui tratadas, pode optar por omitir este capitulo

introdutoério, caso julgue conveniente.

1.1 Geometria simplética e fluxos Hamiltonianos

As equagoes de Hamilton aparecem naturalmente em varios ramos da ciéncia como, por
exemplo, na mecanica celeste, em sistemas épticos, no estudo de reagoes quimicas classicas
e quanticas, etc. Como simples motivacao para o estudo da dinamica Hamiltoniana, vamos
considerar o movimento de uma particula de massa m no espago R"™ submetida a uma forca
conservativa F'. Neste caso, F' é um campo vetorial definido em R™ que independe do tempo
t e, além disso, pode ser escrito como F' = —VV para alguma funcgao escalar V', chamada de
energia potencial, que depende apenas da posi¢ao ¢ = (qi, ..., q,) da particula.

A energia cinética T' é definida por

n .9 n 2
mq; b;

T = =
izl 2 i=1 2m’

1=
onde p = mq é o momento linear da particula. Entao, a partir da equagao de Newton
F=mj=p

e do fato de F' ser um campo conservativo, vemos que a energia total do sistema, dada pela
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soma da energia cinética T" com a energia potencial V| é de fato conservada ao longo da

trajetéria da particula, pois

T+V Zplpraqlvql_ q) + (VV,4) = 0.

Além disso, obtemos o seguinte sistema de n equacoes diferenciais de segunda ordem descre-

vendo a trajetéria q(t)

mg(t) = =VV(q(t)),

que pode ser reescrito na forma de um sistema com 2n equacoes de primeira ordem como

. p(t)
) = =2
att) m (1.1)
p(t) = =VV(q(t))
O espago R" = {q¢ = (q1,.-.,qn)} de posi¢oes da particula é conhecido como espago

de configuragoes, enquanto o espaco R** = {(q,p) = (q1,...,Gn,D1,--.,Pn)} consistindo de
posicoes e momentos, é chamado de espaco de fases.

Considere H : R?*™ — R a energia total deste sistema conservativo dada por

n 2

H(q,p)zzggl (15 - Gn)- (1.2)

i=1

Pelo que vimos anteriormente, H é constante ao longo das solugoes (q(t), p(t)) de (1.1).

Com o auxilio da fungdo H, (1.1) pode ser visto do seguinte modo
Lo (13)
pi - _anH

Um sistema de 2n equagdes diferenciais de primeira ordem do tipo (1.3), obtido a partir
de alguma funcao suave H : R?" — R, é chamado de sistema Hamiltoniano e suas equacoes
sao conhecidas como equacoes de Hamilton.

A nocao de sistema Hamiltoniano se estende para espacos de fases mais gerais que o

espaco Euclidiano R?", a saber as variedades simpléticas.

Definicao 1.1.1. Sejam W uma variedade diferencidvel e w uma 2-forma definida sobre W.

Dizemos que w € uma forma simplética se:
e w ¢ nao-degenerada, isto é, ker w, = {0} para todo x € W;
e w € fechada, ou seja, dw = 0.

Quando munida de uma forma simplética w, W € chamada de variedade simplética. Neste

caso, costumamos usar a nota¢ao (W,w).

Como exemplos de variedade simplética podemos citar:
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Exemplo 1.1.2. R?" com coordenadas (qi,...,qun,P1,---,Pn) munido da forma simplética

= i dp; N dg;.
i=1

Exemplo 1.1.3. A esfera S? munida da 2-forma

canonica

we(u,v) = (z,u x v), Vo € S% u,v € T,S*.

Exemplo 1.1.4. O produto W = Wy, x Wy de variedades simpléticas (W1, wq) e (Wa,ws)
munido da forma produto

W= MW + Tyws,
onde miw; € o pull-back da forma simplética w; pela i-ésima projecao m; - W — W;, 1 = 1,2.

Exemplo 1.1.5. O fibrado cotangente T*M de qualquer variedade diferencidvel M™ munido

da 2-forma dada localmente, em coordenadas cotangentes (T*U, (x1,...,xn, &1y ..., &n)), pOT
Wean = Z df@ A dwia
i=1

onde U C M € um aberto com coordenadas (x1, ..., %,).
Note que a forma simplética Wee, € primitiva da 1-forma tautoldgica definida localmente
em T*M por

n
Qtaut = E gzdxz
=1

Vejamos que as defini¢oes de Wean € Ququr independem da escolha de coordenadas e, sendo

aSSIM, Wean € Quaur €Stao globalmente definidas em T*M. Para isso considere coordenadas
!/ / ! / ! /

cotangentes (T*U, (x1, ..., %0, &1, .-, &) e (T*U' (2, ... 20 &L, .0 ,&0) comUNU #0 e

sejam Qugur = Y oy §idT; € Ay = Yooy £dx as 1-formas tautoldgicas associadas a cada

uma destas coordenadas. Sabemos que para todo x € U NU’ vale a rela¢ao

(dxj), Za /x]

onde {(dx1)y, - ., (dzn).} e {(dx))s, ..., (dx)).} sao bases de T: M. Entao, dado & € TXM
podemos escrever

n

Zf;(dl‘;)w == Zgj(dmj):v Z (Zf} ’xJ ) dl‘ )

donde seque que

&= onu(a), i=1,...,n.
j=1
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Concluimos deste modo que em T*U N'T*U’ vale

n n

allfaut = Zg;dl’; = Z (Z gjax;x]) dl’; = Zg_] (Z ax;x]dx;> = Z&jdxj = Qtqut
7=1 7=1 =1 7=1

i=1 i=1

e, portanto, ... € Quau coincidem nas intersec¢oes dos dominios das cartas cotangentes.
Como wean = Y 1y dé&iNdx; e W, = > dEINdx), associadas respectivamente as coordena-

das (T*U, (x1, ..., xn, &1y, &) e (THFU' (2, ... 20, &, ... L)), satisfazem wWean = dotau

/ — / 4 . * *TT7/
e W, = doy,,., obtemos também que weq, = W, em T*UNT*U".

can n

A dimensao de uma variedade simplética é sempre par. De fato, seja (W, w) uma variedade
simplética de dimensao n e fixe x € W. Considere A a matriz que representa a aplicacao
bilinear w, : T, W x T,,W — R. Como w, ¢ nao-degenerada e anti-simétrica, o determinante
da matriz A satisfaz det A # 0 e det A = det A* = det (—A) = (—1)"det A, donde segue que
n deve ser par.

Além disso, toda variedade simplética (W?" w) é orientével, pois o fato de w ser uma

2-forma nao-degenerada em W implica que a 2n-forma w™ é uma forma de volume em W.

Definigao 1.1.6. Duas variedades simpléticas (M,w) e (N,n) sdo ditas simplectomorfas
se existe um difeomorfismo p : M — N tal que p*n = w. Neste caso, ¢ é chamado de

simplectomorfismo.

O teorema de Darboux abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [41, Teo-
rema 2.12], nos garante que quaisquer duas variedades simpléticas de mesma dimensao sao

localmente equivalentes no sentido simplético.

Teorema 1.1.7 (Darboux-Variedades simpléticas). Sejam (W?", w) uma variedade simpléti-
ca ex € W. Entao existem vizinhancas 0 € U CR?" ex € V. C W e um simplectomorfismo
0 : U — 'V centrado em x tal que ¢*w = wy, onde wy € a forma simplética canénica de R*"

apresentada no Exemplo 1.1.2.

Esta propriedade de inexisténcia de invariantes locais é algo particular da geometria
simplética. No contexto de geometria Riemanniana, por exemplo, duas variedades Rieman-
nianas de mesma dimensao nao sao necessariamente localmente isométricas.

Outro fato contrastante entre a geometria simplética e a geometria Riemanniana é que
toda variedade admite uma estrutura Riemanniana, porém nem toda variedade admite uma
estrutura simplética, mesmo as de dimensao par. Entre as esferas S?", por exemplo, a tinica
que admite uma forma simplética ¢ S?. De fato, se n > 1 entdo H3z(S5?") = 0, onde HEg
denota a k-ésima cohomologia de De Rham. Por esta razao, se w for uma forma simplética
em S?", w deve ser uma 2-forma exata, ou seja, w = do para alguma 1-forma o definida em

S?m. Sendo assim, w™ = d(w""! A @) e entao, pelo Teorema de Stokes, obtemos

/ w":/ WA =0,
SQn 85’271
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contradizendo o fato de w™ ser uma forma de volume em S?*. Note que este mesmo argumento
vale para qualquer variedade fechada W?" satisfazendo HZg (W) = 0 para algum 1 < i <
n— 1.

Agora estamos em condigoes de definir um sistema Hamiltoniano no contexto mais geral

de variedades simpléticas.

Definigao 1.1.8. Um sistema Hamiltoniano é uma tripla (W,w, H), onde (W,w) é uma

variedade simplética e H : W — R € uma fung¢ao suave, chamada de fun¢ao Hamiltoniana.

Neste trabalho, nos restringimos ao caso autonomo em que a funcao Hamiltoniana H
independe do tempo. A cada sistema Hamiltoniano (W, w, H) podemos associar um campo

vetorial em W, denotado por Xy, que é definido unicamente pela equacgao
iXHw = —dH. (14)

Este campo recebe o nome de campo Hamiltoniano. Observe que a existéncia e a unicidade
do campo Hamiltoniano Xy se deve a nao-degenerescéncia da forma simplética w.

E associado a um campo Hamiltoniano Xz, temos o seguinte sistema autonomo
#(t) = Xu(2(1)), (1.5)

também chamado de sistema Hamiltoniano. Vamos sempre assumir que o fluxo de (1.5),
conhecido como fluro Hamiltoniano, é completo.
E simples verificar que o campo Hamiltoniano associado a um sistema (R?", wy, H), onde

wp ¢ a forma canonica de R?", é dado por

0 I
Xy = JoVH, com Jy = < o ) . (1.6)

Aqui I representa a matriz identidade e 0 a matriz nula, ambas de ordem n.
Portanto, o sistema Hamiltoniano (1.5) se reduz as equagoes de Hamilton (1.3) no caso
da variedade simplética padrao (R*", wy).

Vejamos alguns exemplos de sistema Hamiltoniano.

Exemplo 1.1.9. Considere a variedade simplética (R* wy = dp A dq) munida da funcao
Hamiltoniana:

1. H(q,p) = —qp

Neste caso o campo Hamiltoniano € dado por Xy(q,p) = (—q,p) e entao o sistema

{? - e (L.7)
p = D

Hamiltoniano fica da forma
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Aqui o campo Hamiltoniano € dado por Xy (q,p) = (p,—q) e assim o sistema Hamil-

{? -7 (1.8)
p = —q

toniano € o sequinte

Xy
!
' p
VH
VH
\\ F’ > q
a) Espago de fase do sistema (b) Espaco de fase do sis-
Hamﬂtomano (1.7) tema Hamiltoniano (1.8)

Exemplo 1.1.10. Considere a esfera S* C R3 com coordenadas (6,h), onde, para cada
p=(z,y,h) € 5%, 0 € (0,27) representa o dngulo formado pelo projecao (x,y) com o eixo T
e h € (—1,1) representa a altura do ponto p. Vamos munir S? com a forma simplética dada,
nestas coordenadas, por w = dh N\ df.

Seja X = 0y campo vetorial definido sobre S*. Temos que
ixw = ig,(dh A dO) = dh(0y)d0 — dO(0p)dh = —dh

e, portanto, o campo X satisfaz a equacio ixw = —dH para H : S*> — R dada pela funcdio
altura H(0,h) = h. Por unicidade, concluimos que o campo Hamiltoniano Xy associado a
funcao altura H € dado por Xy = 0y. Os polos sul e norte da esfera S? sao singularidades

de Xy e o restante de suas orbitas sao todas periodicas nao-constantes. Veja Figura 1.1.

Figura 1.1: Fluxo Hamiltoniano da funcao altura em S?

Podemos obter diretamente da equagao (1.4) que os pontos de equilibrio de um fluxo
Hamiltoniano sao justamente os pontos criticos da funcao Hamiltoniana que o define. Mais

precisamente, sejam (W, w, H) um sistema Hamiltoniano e {1;,t € R} o fluxo Hamiltoniano
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associado ao campo Hamiltoniano Xg. Um ponto de equilibrio de 1, ¢ um ponto x € W tal
que
Y (x) =z, Vt < Xy(x) =0< dH(x) = 0.

A forma simplética w é invariante pelo fluxo Hamiltoniano v, isto é, 1;w = w para todo
t € R, pois
‘CXHW = diXHw + iXHdw = —ddH = 0.

Aqui Lx,, representa a derivada de Lie com relagao ao campo Xpy. Consequentemente, o
fluxo Hamiltoniano preserva volume (Teorema de Liouville), ji que a forma de volume w™
na variedade simplética W?2" também é invariante pelo fluxo .

Temos ainda que o fluxo Hamiltoniano 1); preserva os niveis de energia H!(c), ¢ € R,

da funcao Hamiltoniana H, pois
Lx,H =dH(Xg) = —ix,w(Xy) = —w(Xg, Xg) =0.

Em outras palavras, a funcao Hamiltoniana é constante ao longo das solugoes do fluxo
Hamiltoniano. Por esta razao, o estudo de um sistema Hamiltoniano sobre uma variedade
simplética se reduz a analise do fluxo restrito aos niveis de energia da funcao Hamiltoniana
que o define.

Muitas vezes, a partir de condi¢oes geométricas sobre um dado nivel de energia, é possivel
obter conclusoes sobre o comportamento dinamico do fluxo Hamiltoniano. Em 1978, A.
Weinstein mostrou em [57] que todo nivel de energia convexo de R*" admite pelo menos
uma 6rbita periddica do fluxo Hamiltoniano. Este resultado foi generalizado em 1979 por
P. Rabinowitz [50] para niveis de energia estrelados de R?*", sobre os quais vamos discutir
posteriormente. Ainda em 1979, Weinstein [58] notou que os niveis de energia convexos e
estrelados de R?" tém a propriedade de serem transversais a um campo de Liouville, e isto
é exatamente o que caracteriza as hipersuperficies de contato que definiremos na proxima
secao. Weinstein entao conjecturou que toda variedade de contato compacta, cujo primeiro
grupo de cohomologia H'! é trivial, sempre admite uma dérbita periédica. A hipétese sobre
H' foi futuramente abandonada e esta conjectura ficou conhecida como a conjectura de
Weinstein. Em 1987, C. Viterbo mostrou em [56] que a conjectura de Weinstein é vélida
para qualquer hipersuperficie de contato de R?" e, no ano de 1993, H. Hofer verificou a
validade desta conjectura para situagoes bem gerais de dimensao 3, mais especificamente,
Hofer provou em [24] que uma variedade de contato compacta M de dimensao 3 admite uma
érbita periddica contratil nos casos em que M coincide com a esfera S2, ou seu segundo grupo
fundamental 75 (M) é nao trivial, ou entao a estrutura de contato em M é overtwisted. Na
secao que vem a seguir, definiremos todos estes conceitos. E finalmente, em 2007, C. Taubes
generalizou o resultado obtido por Hofer, provando em [55] que a conjectura de Weinstein é
valida para qualquer variedade de contato compacta de dimensao 3.

Quando nos restringimos a um nivel de energia da funcao Hamiltoniana que é uma
hipersuperficie de contato da variedade simplética, todos os resultados da geometria de

contato e da teoria de curvas pseudo-holomorfas, tratados respectivamente nas Secoes 1.2
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e 1.4, podem ser utilizados como ferramentas para entender o comportamento da dinamica

Hamiltoniana.

1.2 Geometria de contato e fluxos de Reeb

A geometria de contato é o andlogo da geometria simplética para variedades de dimensao
impar. A relagao entre estas duas geometrias surge quando falamos em hipersuperficie de

contato.

s

Definigao 1.2.1. Dizemos que uma hipersuperficie S de uma variedade simplética (W,w) é
de contato se existe um campo vetorial Y, definido numa vizinhan¢a aberta U C W de S,

que satisfaz as sequintes propriedades:
1. 'Y € um campo de Liouville, ou seja, Lyw = w.
2. Y € transversal a S.
Considere os seguintes exemplos de hipersuperficie de contato:

Exemplo 1.2.2. Seja R*" com coordenadas (q,p) = (q1, - - qn; P15 - - - , Pn) munido da forma

simplética canonica wy e seja’Y o campo radial em R*™ definido por
1 n
i=1

E simples checar que

1 n
' :_E idgi — qidp;
lyWo 2¢:1pq q;ap

e, portanto, Lywy = diywy = wy, ou seja, Y € um campo de Liouville em R?".
Observe ainda que Y, por ser radial, é transversal a esfera S*"~'. Logo S*! é uma

hipersuperficie de contato de (R*",wy).

Exemplo 1.2.3. Considere M™ uma variedade diferencidvel e T*M seu fibrado cotangente
munido da forma simplética canonica Weqyn definida no Exemplo 1.1.5. Seja’Y o campo radial
ao longo das fibras de T*M dado por

Y(2,8) =) &,
i=1
onde & = Z &i(dxy), € T M. Podemos verificar que iyWean = Qgqut, ONAE Qauy € a 1-forma

i=1
tautologica em T*M, definida também no Exemplo 1.1.5, que satisfaz dogy = Wean. Logo
Ly Wean = Wean € assim Y € um campo de Liouville em T* M.

Fize uma métrica Riemanniana g em M e defina o fibrado unitdrio cotangente

UM = {(x,6) € T"M/ g.(&,€) = 1}.
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Em cada fibra T)M do cotangente, temos que Y (x,-) € transversal a fibra UM, por ser
radial. Portanto, o fibrado unitdrio cotangente U*M €é uma hipersuperficie de contato de
(T*M, wWean)-

Vimos na secao anterior que uma forma simplética é uma 2-forma definida sobre uma
variedade de dimensao par que gera uma forma de volume sobre esta variedade. O analogo

para variedades de dimensao impar é dado pela seguinte definicao.

Definicao 1.2.4. Sejam M uma variedade diferencidavel de dimensao impar 2n —1 e A uma
1-forma definida em M. Dizemos que A\ é uma forma de contato em M se X A (d\)"! é
uma forma de volume em M. Quando munida de uma forma de contato \, M ¢é chamada

de variedade de contato e pode ser denotada por (M, \).

Uma consequéncia imediata desta definicao é que as variedades de contato, assim como
as variedades simpléticas, sao orientaveis.

Como simples exemplo de variedade de contato, temos:

Exemplo 1.2.5. O espaco Euclidiano R*"™' com coordenadas (z1,. .., Tn, Y1, - - Yn, 2) MU-
nido da forma de contato .
A= Z xidy; + dz.
i=1
Podemos obter varios outros exemplos utilizando a proposicao a seguir. Segundo este
resultado, qualquer hipersuperficie de contato de uma variedade simplética (W, w) é um caso
particular de variedade de contato, cuja forma de contato estd intimamente relacionada com

a forma simplética w.

Proposicao 1.2.6. Sejam S uma hipersuperficie de contato de uma variedade simplética
(W,w) e Y um campo de Liouville, definido numa vizinhan¢a aberta U C W de S, que é
transversal a S. Entdo a 1-forma definida por A = (iyw)|s € uma forma de contato em S

que satisfaz
d\ = w‘s.

Para uma demonstracao deste fato, consulte [41, Proposicao 1.6]. Entendemos a restri¢ao
w|s como o mapa que, a cada x € S, associa a aplicagao bilinear w, : T,,S x T,,.S — R.

Pela Proposicao 1.2.6, toda esfera de dimensao impar S?*~! ¢ uma variedade de contato
quando munida da forma de contato Ay dada pela contracao da forma simplética canonica

wp de R?" na direcao do campo radial Y definido no Exemplo 1.2.2, ou seja,

. RS
Ao = lywp = 5 Zpid% — qidp;.
=1
Da mesma forma, o fibrado unitario cotangente U*M de qualquer variedade diferenciavel M
torna-se uma variedade de contato ao ser munido da 1-forma tautolégica ay,,: definida no

Exemplo 1.1.5.



16 Secao 1.2 ¢ Geometria de contato e flurxos de Reeb

Assim como na geometria simplética toda variedade simplética de dimensao 2n é lo-
calmente equivalente & variedade simplética padrao (R*" wy), na geometria de contato a
variedade de contato (R?*"! )), definida no Exemplo 1.2.5, descreve localmente qualquer
variedade de contato de dimensao 2n 4+ 1. Consequentemente, variedades de contato de

mesma dimensao sao localmente iguais.

Teorema 1.2.7 (Darboux-Variedades de contato). Sejam (M*"*! «) uma variedade simplé-
tica e x € M. Entao existem vizinhancas 0 € U C R*"" ex € V. C M e um difeomorfismo
0 : U —V centrado em x tal que o*a = X\, onde X é a forma de contato em R***1 dada no
Exemplo 1.2.5.

Uma demonstragao do Teorema 1.2.7 pode ser encontrada em [41, Teorema 2.14].
Cada variedade de contato (M?"~1 \) carrega consigo uma distribuicao de hiperplanos

tangentes &, conhecida como estrutura de contato, definida por
& =ker A\ C TM.

Dizemos que A é uma forma de contato que define £ e podemos denotar a variedade de
contato (M, \) também por (M, ) ou por (M, = ker \).

Observe que a 1-forma A definindo £ nao é tnica, visto que ker A = ker(f\) para qualquer
fungao f : M — R\ {0}. Todavia, se o é uma outra 1-forma que define £ = ker A, isto é,
¢ = kera, entdo a = fA para alguma funcao suave f: M — R\ {0}.

Definigao 1.2.8. Duas variedades de contato (M;,& = ker A1) e (Ms, & = ker \9) sdo ditas
contactomortfas se existe um difeomorfismo o : My — My tal que p.& = & e, neste caso,
p € chamado de contactomorfismo. Se o contactomorfismo ¢ satisfaz g A\ = Ao, entao

recebe 0o nome de contactomorfismo estrito.

Se v = fA é uma forma de contato em M?"~! que define £ = ker \, entdo
a A (do)"t = [P (AA (@)

Logo, no caso em que n é par, o sinal da forma de volume fA A (d(fA))"~! nao depende de
f, ou seja, nao depende da escolha da forma de contato que define a estrutura de contato &.
Nesta situagao, a prépria estrutura de contato induz uma orientagao natural na variedade
M que é dada pela orientacao positiva induzida por alguma e, portanto, por todas as formas
de contato que definem &. Se M ja tem uma orientacao pré-fixada, dizemos que £ é uma
estrutura de contato positiva ou negativa conforme esta orientagao coincide ou nao com a
orientacao induzida por £ em M. Neste trabalho vamos lidar com variedades de contato de
dimensao 3, ou seja, n = 2, e sempre consideraremos a orientacao induzida pela estrutura
de contato sobre a variedade.

A condicao de X ser uma forma de contato em M é equivalente a dizer que

dA|ker x € ndo-degenerada.
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Sendo assim, a estrutura de contato & = ker A admite uma estrutura de fibrado vetorial
simplético sobre M, no sentido de que cada fibra (&, d\;|¢,) € um espacgo vetorial simplético.

Vejamos um exemplo de estrutura de contato.

Exemplo 1.2.9. Considere a variedade de contato (R3,\), onde X\ € a forma de contato
definida no Exemplo 1.2.5 paran =1, isto €, A = xdy+dz. A estrutura de contato & = ker A
¢ dada, em cada ponto (z,y,z) € R3, pelo plano

) = {(u,v,w) € R?/ zv +w = 0} = span{(1,0,0), (0,1, —z)},

cujo vetor normal (0, x,1) depende apenas da coordenada x. Veja Figura 1.2, obtida em [17].

7
\%/ 77

Figura 1.2: Estrutura de contato & = ker(zdy + dz) em R3.

Seja (M, & = ker \) uma variedade de contato de dimensao 2n — 1. O fato de A A (d\)" !
nunca se anular nos garante que ker d\ C TM ¢é um fibrado de linhas transversal a estrutura

de contato £. Veja Figura 1.3. Assim, podemos definir:

Definicao 1.2.10. O campo de Reeb associado a forma de contato A em M é o campo de

vetores X unicamente determinado pelas sequintes equagoes

0

1.9
Z.XA)\ = 1 ( )

—N—
~.
»
Q
>~
Il

Note que as equagoes em (1.9) dizem simplesmente que o campo de Reeb X, é uma secao
do fibrado de linhas ker d\ que satisfaz a condigao de normaliza¢ao A\, (X, (z)) = 1 para cada
r e M.

E usual decompor o espaco tangente de M como soma direta da estrutura de contato &

com a direcao do campo de Reeb X, isto é,

T.M =&, @ RX)\(z) Vo € M.
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X\ ker d\

Figura 1.3: Representacao da estrutura de contato £ e do campo de Reeb X,.

Sendo assim, ao considerarmos a projecao w : TM — £ ao longo do campo de Reeb X,

podemos escrever cada vetor tangente a M como
v=m(v) + A\ () Xa(x) YveT,M.

Um campo de Reeb X, em uma variedade de contato (M, \) gera um fluxo {¢:,t € R}

sobre M, conhecido como fluro de Reeb, que vem da seguinte equagao
B(t) = Xa(x(t))-

Vamos sempre assumir que o fluxo de Reeb é completo.
Assim como o fluxo Hamiltoniano em uma variedade simplética (W, w) preserva a forma
simplética w, o fluxo de Reeb em uma variedade de contato (M, \) possui a propriedade de

preservar a forma de contato A, pois
Lx A=dix, N+ ix,d\=0.

Consequentemente, a estrutura de contato & = ker A também é preservada pelo fluxo de
Reeb, isto é, ¢;¢ = £ Vt. Além disso, assim como o fluxo Hamiltoniano, o fluxo de Reeb
também preserva volume, ja que a forma de volume A A (d\)"~! na variedade de contato
M?"=1 & invariante pelo fluxo de Reeb.

Apresentamos a seguir dois exemplos de campos de Reeb, um deles definido no espago

Euclidiano e o outro na esfera.

Exemplo 1.2.11. Seja R*™1 com coordenadas (x,1,2) = (T1, ., Tn, Y1, - - s Yn, 2) munido
da forma de contato \ definida no Exemplo 1.2.5.
O campo de Reeb

X)\(Qf, Y, Z) = Z a’i(£7 Y, Z)axl + Z bz(xa Y, Z)ayz + C(ZE, Y, Z)az
i=1 =1
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associado a A deve satisfazer ix,d\ = 0, donde seque que
0=1ix, <Z dx; N dy,-) = Z a;dy; — bydx;
i=1 i=1

e, portanto, a; = b; = 0 para todo i = 1,...,n. Além disso, X\ satisfaz ix, A\ =1, logo

1 = AX\) =dz(c0,) = c.

s

Concluimos assim que o campo de Reeb X associado & forma de contato X em R?"~1 € o
campo constante dado por
X\ =0..

Veja Figura 1.4.

A

A

ye

4

Figura 1.4: Fluxo de Reeb associado a A = zdy + dz em R3.

Exemplo 1.2.12. Considere a esfera S*"~1 C R*® munida da forma de contato
1 n
Ao = B ;Pid%’ — qidp;.

O campo de Reeb

n

X)\O = Zazﬁqi + bzﬁ i

=1

satisfaz 0 = ix, d\o = S bidgi — aidp;. Logo, para todo (q,p) =(qi,- -, qn,P1,---Dn) €

S e (u,0) = (Ut ooy U, V1, -, V) € Tgp)S*" 1t temos que
Z%’Ui +pvi = 0 (1.10)
i=1

i=1

Dado (q,p) € S*"7', temos que algum q; ou algum p;, i = 1,...,n, deve ser ndao-nulo.
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Suponha, sem perda de generalidade, que p; # 0. Entao de (1.10) obtemos

P\ =2

Substituindo (1.12) em (1.11) e reagrupando os termos, ficamos com

n

Z (bi + ﬂ%‘) u; + Z (—ai + ﬂpi> v; =0, Y(u,v) € TigpS™ 1,
i=1 P i=2 P

donde seque que

a a
P1 D1

Temos ainda que o campo de Reeb X, satisfaz 1 = iX)\OAO = %Z?zlpiai — ¢;b;. Sendo

- aq aq
sz‘ (—p2> + ¢ (—%) =2
i—1 D1 D1

e, portanto, obtemos a; = 2py, visto que (q,p) € S 1.

assim,

Com isso concluimos que o campo de Reeb X, associado a forma de contato Ny na esfera
S2=1 ¢ dado por

XAU = 2 Zpla‘h - qiapia
i=1
ou seja,
Xy (q,p) = 2(p, —q), V(q,p) € S* ' C R*™.
Veja Figura 1.5.

p

A
/X o

S

Figura 1.5: Fluxo de Reeb associado a Ay = %(pdq — qdp) em St.

Observe que o campo de Reeb X, em S* C R?, obtido no Exemplo 1.2.12, ¢ um miltiplo

do campo Hamiltoniano Xy restrito a S* = H~! (%), com Xy sendo o campo associado a

fungao Hamiltoniana H(q,p) = %(q2 + p?) definida em R? como no Exemplo 1.1.9. Veremos
agora que este fato nao se trata de uma simples coincidéncia. De fato, sempre que um nivel

de energia regular H!(c) de uma fun¢ao Hamiltoniana H é uma hipersuperficie de contato
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da variedade simplética em questao, é possivel reduzir o estudo do sistema Hamiltoniano em
H~'(c) a andlise do fluxo de Reeb neste nivel de energia.

Seja (W, w, H) um sistema Hamiltoniano e suponha que S, contido num nivel de energia
regular H~!(c), seja uma hipersuperficie de contato de (W,w). Neste caso, pela Proposicao
1.2.6, o par (S, = (iyw)|s) é uma variedade de contato, onde Y é um campo de Liouville
transversal & S, e A é uma forma de contato que satisfaz d\ = w|s.

Sendo assim, temos definidos sobre S dois campos de vetores: o campo Hamiltoniano Xy
restrito a S e o campo de Reeb X, associado a forma de contato A\. O campo Hamiltoniano

Xy satisfaz a equagao ix,w = —dH e, como ¢ € R é um valor regular de H, obtemos
we(Xpu(z),v) = (ix,w):(v) = —d,H(v) =0

para quaisquer z € S e v € T,.S. Disto segue que Xy|s é uma se¢ao do fibrado de linhas
ker(w|g) = kerdA. Por outro lado, o campo de Reeb X, satisfaz ix,d\ = 0 por definicao,
logo X, também é uma secao do fibrado de linhas ker dA\.

Concluimos entao que os campos Xpg|g e X, diferem apenas por um fator multiplicativo
nao-nulo e, sendo assim, suas érbitas sao as mesmas a menos da velocidade com que sao
percorridas. Em outras palavras, o fluxo Hamiltoniano restrito a uma hipersuperficie de
contato S C H™!(c), com c¢ valor regular de H, coincide com o fluxo de Reeb em S a menos
de uma reparametriza¢gao no tempo.

Vimos no Exemplo 1.2.2 que o campo radial em R*" = {(q1,...,¢u, D1, ---,Pn); Gis i € R}
definido por

1 n
Y(e.p) =3 > 4i0y + DiDy,
=1

¢ um campo de Liouville, pois Lywy = wp, onde wy é a forma simplética canonica de R?".
Entao, como a esfera S?~! C R?*" ¢ transversal ao campo radial, pudemos concluir que

(52771 X\g|s2n—1) é uma hipersuperficie de contato de (R*",wy), com

. BN
Ao =iywo =5 > " pidg; — qudp. (1.13)

i=1

Porém, S?"~! nao é a tnica hipersuperficie de R?*" que é transversal ao campo radial.
Existem muitas outras hipersuperficies de R?"® com esta propriedade como, por exemplo, os

conjuntos estrelados que apresentamos a seguir.

Definigao 1.2.13. Dizemos que uma hipersuperficie S C R*" difeomorfa a S~ € estrelada
(ou star-shaped) em relacdo ao ponto x € R**\ S se toda semi-reta partindo de x intersecta

S em um unico ponto e essa intersecao € transversal. Veja Figura 1.6.

Sendo assim, todo conjunto estrelado S em relacao a um ponto x = (ayq, ..., apn, b1, ..., by)

€ R?" ¢ uma hipersuperficie de contato de (R*",wp) e a 1-forma

n

) 1
Ao = lywy = 5 Z(pz - bi>in - (Qi - Clz‘)dpu

i=1
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Figura 1.6: Conjunto estrelado em relacao a origem em R2

restringe-se em S a uma forma de contato, chamada de forma de contato padrao, onde o

campo de Liouville Y é dado pelo campo radial centrado no ponto x:

n

Y(gp) =23 (g — a)dy + (01 — b0

25

Portanto, pelo que acabamos de comentar, se H : R?® — R é uma funcao Hamiltoniana
que tem um conjunto estrelado S como nivel de energia regular, entao para entender o
comportamento das érbitas do fluxo Hamiltoniano de H restrito a S basta analisar a dinamica
do fluxo de Reeb em S gerado pela forma de contato padrao Ao|s.

Mais que isso, veremos no resultado a seguir que o fluxo de Reeb em um conjunto estrelado
S associado ao campo de Reeb X | ¢ conjugado a um fluxo de Reeb sobre a esfera S?"~!
gerado por uma forma de contato A que é multipla da forma padrao Ag|gz«—1. Este miltiplo
vai depender da “proximidade” da esfera S?"~! com o conjunto estrelado S.

Seja S uma hipersuperficie estrelada em relacao a um ponto p € R??, que suporemos
sem perda de generalidade ser a origem. Pela Definicio 1.2.13, para cada x € R*~1\ {0}
é possivel associar um tnico valor real h(z) > 0 de modo que h(x)z € S. Sendo assim,

podemos definir o seguinte difeomorfismo:

P Sl S

r +— hx)x (1.14)

Veja Figura 1.7 abaixo.

Proposicao 1.2.14. Sejam H : R*™ — R uma funcao Hamiltoniana e S uma hipersuperficie
estrelada de R*™ contida em um nivel de energia reqular de H. Entdo o fluzo Hamiltoniano
de H restrito a S € equivalente ao fluzo do campo de Reeb Xy em S**~! associado d forma
de contato X = (h?Xo)|s2n-1, onde Ny € a forma de contato padrao dada por (1.13) e h ¢

como acabamos de definir.

Demonstragao. Observe primeiramente que h%)\ restringe-se de fato a uma forma de contato

em S?"~1 pois sabemos que A\g|gzn-1 é uma forma de contato, h nunca se anula e

W2 X0 A (d(h2 X)) = B2 (Ao A (dAo)" ") .
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Figura 1.7: Representagao da aplicacdo v definida em (1.14).

Como )\ = iywy, onde wy ¢ a forma simplética canonica e Y o campo radial de R?",

obtemos que

Xo() - v =idywo(z) v =wo(Y(x),v) = %wo(m,v) Vr,v € R*™

Com isso, temos para todo x € S?"" 1 e v € T, 5?1

(6 20) (&) v = Xofub(a)) - diba(v) = o (¥(), d0(v)) =

= %wg (h(z)x,dhy(v)x + h(z)v) = %h(x)2wo(x, v) = h(z)*Xo(x) -v = \(2) - v.

Sendo assim, ¥* (A\g|s) = A e, consequentemente, o campo * (X ol S) satisfaz as equacoes

dA = 0
A =1

Zw* (X)‘O‘S)

ZW (Xko\s)

que definem o campo de Reeb X, em S?*~!. Da unicidade, segue que

U (Xyls) = X,

ou seja, X),|; € X) sao campos de vetores conjugados.

Mas ja sabemos que o fluxo Hamiltoniano de H restrito a S é equivalente ao fluxo de
Reeb gerado por X, em S, visto que S é uma hipersuperficie de contato transversal ao
campo radial Y de R?". Portanto, o campo Hamiltoniano Xp|gs em S é equivalente ao campo

de Reeb X em S?"~1, como queriamos. O]

A demonstragao deste resultado segue as linhas de [41, Proposigao 1.11].

As formas de contato na esfera S® do tipo fo|gs, para alguma fungao suave f : S —
R\ {0}, sdo amplamente estudadas em dinamica de Reeb. Estas 1-formas geram uma
estrutura de contato & em S®, chamada de estrutura de contato padrdo, que, a menos de
isotopia, ¢ a tnica estrutura de contato tight em S®, segundo o Teorema de Classificacao de

Eliashberg [13, Teorema 2.1.1]. Lembre-se que estamos considerando apenas estruturas de
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contato positivas * em S3. Para que o enunciado deste teorema de classificacao fique mais
claro, precisamos discutir alguns conceitos.

De modo geral, dizemos que uma estrutura de contato & numa variedade de contato M
de dimensao 3 é tight se £ nao admite um disco overtwisted, isto ¢, um disco mergulhado
D C M tal que 9D é uma curva Legendriana de (M, £) (ouseja, T(0D) C §) e T, D # &, para
qualquer z € 9D. Veja Figura 1.8. No caso em que £ admite um tal disco, ¢ recebe o nome
de estrutura de contato overtwisted. Se A ¢ uma forma de contato que define uma estrutura

de contato & tight (ou overtwisted), entao A também é chamada de tight (ou overtwisted).

Figura 1.8: Disco overtwisted D em uma variedade de contato (M3, ¢).

Em [9], Bennequin mostra que a estrutura de contato em R? definida pela forma de
contato A = xdy+dz é tight, veja também [2, 41]. Mas, dado p € S, existe um difeomorfismo
@ S3\ {p} — R3 tal que *\ = \g|gs, onde \g é a forma de contato padrio em S* dada
por (1.13) para n = 2. Portanto, a estrutura de contato padrao & = ker \g|gs na esfera
3-dimensional também é tight.

Agora vamos relembrar o que significa duas estruturas de contato serem isotépicas.

Definigao 1.2.15. Sejam (M, &) e (M, &) variedades de contato, M fechada de dimensdo 3.
As estruturas de contato & e & sao isotopicas se existe uma familia suave de difeomorfismos
o M — M, t€|0,1], tal que po = 1d, & = (¢1)«&o € uma estrutura de contato em M para
todo t € [0,1] e (p1)«&0 = &1

Podemos concluir do Teorema de Classificagao de Eliashberg que, a menos de um dife-
omorfismo, uma forma de contato em S® é tight se, e somente se, ¢ da forma f)g|gs para
alguma funcao suave f: 5% — R\ {0}, com \g sendo a forma de contato padrao.

A principal fonte de exemplos de estruturas de contato tight sdo as estruturas de varie-

dades de contato preenchiveis (ou fillable).

Definicao 1.2.16. Uma variedade de contato (M,&) de dimensdo 3 é chamada (simpleti-
camente) preenchivel se existe uma variedade simplética (M,w), com bordo OW = M, tal

que:
o wle # 0, ou seja, para todo x € M a aplicacdo restrita w, : & X & — R € nao-nula;

e a orientacao de M induzida pela estrutura de contato & coincide com a orientacao de

M como bordo da variedade simplética (W,w).

*0 caso negativo é tratado analogamente
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Eliashberg mostra em [14] que a tnica estrutura de contato que faz de S* uma variedade
de contato preenchivel é a prépria estrutura padrao {, = ker A\g|g3, que ja sabemos ser a
tinica estrutura de contato tight em S3.

Ainda nao se sabe se as nogoes de preenchibilidade (fillableness) e tightness sao equivalen-
tes. Todavia, devido a Eliashberg [15, Teorema 3.2.1] e a Gromov [20, 2.4.D}.b|, j& sabemos

que
Teorema 1.2.17. Se (M3, £) é uma variedade de contato preenchivel, entio & € tight.

Seja M? uma hipersuperficie de contato da variedade simplética canonica (R*, wy) dife-
omorfa & esfera S® e considere Y um campo de Liouville definido numa vizinhanca aberta
U C R* de M que é transversal & M. Afirmamos que a estrutura de contato & definida pela
forma de contato A = (iywp)|y € tight. De fato, como A é uma primitiva de wy|ys € € é um
fibrado vetorial simplético sobre M, a restricao wple = dA|¢ é ndo-degenerada e, portanto,
nunca se anula. Sendo assim, com uma escolha conveniente de orientagao, (M, &) é uma

variedade de contato preenchivel e, consequentemente, & é tight pelo Teorema 1.2.17.

1.3 Dinamica préxima a uma orbita periddica

A existéncia de dérbitas periddicas é uma questao frequentemente abordada em dinamica
Hamiltoniana e pode ser encontrada em abundancia na literatura. Além da conjectura de
Weinstein que, como comentamos, afirma que toda variedade de contato compacta possui
pelo menos uma orbita periédica do fluxo de Reeb, temos uma conjectura devida a Hofer,
Wysocki e Zehnder [27, Conjectura 1.13] que diz que qualquer fluxo de Reeb associado a uma
forma de contato tight na esfera S® tem precisamente duas ou infinitas érbitas periédicas
geometricamente distintas. Esta ultima conjectura foi provada para um conjunto denso
de formas de contato tight em [27]. Além destas, muitas outras referéncias que tratam de
orbitas peridédicas poderiam ser citadas, desde os trabalhos de Poincaré e Birkhoff até os
tempos atuais.

Nesta secao, vamos definir alguns conceitos relacionados as orbitas periédicas de um fluxo
de Reeb. Entre eles, destacamos o nimero de auto-enlagamento, um invariante topoldgico
de nés transversais a estrutura de contato, e o indice de Conley-Zehnder, um invariante
dinamico que descreve o comportamento de orbitas proximas a uma dada solugao periddica
do fluxo de Reeb.

Seja {¢ther 0 fluxo de Reeb associado ao campo de Reeb X, sobre uma variedade de
contato (M, \). Uma drbita periddica do fluro de Reeb é uma solucao w(t) = ¢:(w(0)) da
equagao w = X, (w) que, para algum T' € R*, satisfaz w(t + 1) = w(t) Vt € R. Representa-
mos uma orbita periédica como um par P = (w,T’) e o nimero 7', que assumiremos sempre
ser positivo, recebe o nome de periodo da orbita periodica P. Note que o periodo T' coincide

com a acao de P que, por sua vez, é definida por

A(P) ::/PA:/OTw*A.
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Dizemos que uma 6rbita peridédica P = (w,T') do fluxo de Reeb é simples se T' é o menor
periodo positivo de P. Se, além de ser simples, P pode ser vista como o bordo de um disco
mergulhado D C M, entao P é chamada de nao-nd ou de né trivial.

Vamos identificar duas érbitas periddicas P = (w,T) e @ = (z,R) do fluxo de Reeb
quando seus periodos T e R coincidem e, para algum ¢ € R, w(t) = x(t + ¢) Vt € R.
Denotamos por P(A) o conjunto das 6rbitas periddicas do campo de Reeb X, médulo esta
identificagao.

Vimos na se¢ao anterior que o fluxo de Reeb ¢, tem a propriedade de preservar a estrutura
de contato & = ker ), isto é, ;¢ = £ Vt. Em particular, se P = (w,T') é uma 6rbita periédica
do fluxo de Reeb, entao

dior(w(0))(€uw(o)) = Eprw0) = &w) = Ew(o)-

Assim, uma 6rbita peridédica P = (w,T) é dita ndo-degenerada se a aplicagao linear restrita

dpr(w(0)) : Ew(o) = Euw(o)

nao admite 1 como autovalor. Caso contrario dizemos que P é degenerada. A forma de
contato A é dita nao-degenerada se qualquer orbita peridédica do campo de Reeb X, é nao-
degenerada.
De agora em diante, vamos supor que (M, \) é uma variedade de contato de dimensao 3.
Neste caso, Hofer, Wysocki e Zehnder mostraram que a forma de contato A em M pode
sempre ser aproximada por formas de contato nao-degeneradas em M. Este fato segue como

consequéncia da seguinte proposicao.

Proposicao 1.3.1 ([33], Proposicao 6.1). Seja (M, \) uma variedade de contato fechada de
dimensao 3. O conjunto Oy formado pelas fungoes suaves f : M — (0,00) tais que fX\ €

uma forma de contato ndo-degenerada em M é denso em C*(M, (0,00)) na topologia C™.

Seja P uma orbita periddica do fluxo de Reeb associado a X. O préximo resultado nos
diz que é possivel introduzir novas coordenadas numa vizinhanga tubular de P de modo que
P possa ser vista dentro de S* x R? como S* x {0} e a forma de contato A passa a ser um
muiltiplo positivo da forma de contato xdy + dd nas novas coordenadas (9, z,y) € S' x R
E usual considerar o recobrimento R de S! e trabalhar com coordenadas (0, z,y) € R3 ¥
mod 1.

Lema 1.3.2 ([28], Lema 2.3). Sejam (M, \) uma variedade de contato de dimensdo 3, P =
(w,T) uma orbita periddica do fluro de Reeb e T o menor periodo de P. Entdo existem
vizinhangas U C M eV C S' x R? de P e de S' x {0} respectivamente e existe um
difeomorfismo ® : U — V de modo que:

o O(w,(t)) = (t,0,0) € S* x {0}, onde w, : R/TZ — M € dada por w,(t) = w(7t);

e cziste uma funcgdao suave g :V — (0,+00) tal que

A= ®*(g- (zdy +dv)), 9 €S, (z,y) € R?
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e, além disso, g(19,0,0) =7 e dg(19,0,0) = 0 para todo ¥ € S*.

As coordenadas (9, z,y) obtidas no Lema 1.3.2 sao conhecidas como coordenadas de
Martinet e a vizinhanga U da érbita periddica P, ou até mesmo o difeomorfismo & : U — V),
é chamado de tubo de Martinet. Note que nas coordenadas de Martinet, a estrutura de

contato £ ¢ a distribuicao de planos gerada pelos campos vetoriais 9, e 9, — x0y.

1.3.1 Numero de auto-enlacamento

Suponha que (M, £ = ker \) seja uma variedade de contato fechada de dimensao 3 com
segundo grupo de homologia Hy(M) trivial. Lembre-se que estamos considerando em M a
orientacao induzida pela estrutura de contato &.

Seja v : ST — M um né transversal & estrutura de contato &, isto é, v é um mergulho tal
que 7' (t) & &) Vt. Suponha também que v é um né orientado e homologicamente trivial
em M, ou seja, [y] =0 € H;(M). Nestas condigoes, existe uma superficie de Seifert 3 para
~v que, por definicao, é uma superficie mergulhada em M, compacta, conexa e orientada
satisfazendo 9% = (S!) (como variedades orientadas). Este resultado independe do fato
de ~y ser transversal & estrutura de contato e sua demonstracao pode ser encontrada em [17,
Proposigao 3.48].

Outro fato topoldgico importante é que X, por ser uma superficie compacta com uma
componente de bordo, tem como retrato de deformacao um buqué de 2¢g cépias de S*, no
caso em que o genus g de Y é diferente de zero. E como o tnico 2-fibrado orientavel sobre
St é o fibrado trivial S x R?, concluimos que &|s é um fibrado trivial sobre ¥. Se g = 0,
entao Y é um disco mergulhado e, neste caso, também ¢é possivel encontrar uma trivializacao
de &|y. Confira referéncia [17].

Podemos entao considerar X : 3 — ¢|y uma segdo nao-nula. Deslocando o né v na
direcao de X|gx—(s1), obtemos um novo né ¥ disjunto de v que, a menos de uma pequena
perturbacao, pode ser assumido transversal a superficie de Seifert X. A orientacao em v
induz uma orientagao em 7. Veja Figura 1.9.

O nimero de enlagcamento (linking number) entre os nés v e 7, denotado por v e 7, é
definido como o ntimero de intersegao orientada entre 4 e a superficie de Seifert > para ~.
Mais especificamente, para cada ponto de interse¢ao x = J(t) € (S') N ¥, associamos um
sinal sgn(x) € {—1,+1} do seguinte modo: para qualquer base positiva {vy, v} de T,%, se
{¥(t),v1,v2} é uma base positiva de T, M entao sgn(z) = +1 e se {7¥/(t),v1,v2} é uma base
negativa de T, M entao sgn(z) = —1. O numero de enlagamento =y @ 7 realiza a contagem

das intersecoes entre 7 e X considerando seus sinais, isto ¢,

ey = Z Sgn(l’).

zey(SHND
Assim podemos definir o nimero de auto-enlacamento de ~.

Definig¢ao 1.3.3. O numero de auto-enlagamento (self-linking number) do nd transversal
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¢ dado por
sl(y) ==~ e7,

onde 5 € o no obtido pelo deslocamento de v na direco de uma se¢io nao-nula X|, g1y da

estrutura de contato &, como acabamos de definir.

Figura 1.9: Construc¢ao do niimero de auto-enlagamento de um no transversal ~

O ntmero de auto-enlagamento sl(y) independe da escolha da segdo nao-nula X : ¥ — |5
e é invariante por isotopias de nés transversais. Além disso, como estamos supondo Hy(M) =
0, sl(y) independe também da superficie de Seifert escolhida para . Essa afirmagoes estao
demonstradas em [17].

Seja P = (w,T) uma Orbita periddica ndo-né do fluxo de Reeb sobre uma variedade de
contato fechada (M, ¢) de dimensdo 3 cujo Ho(M) é trivial. Considerando a identificagao
St ~ R/Z, seja wr : S' — M dado por wr(t) = w(Tt). Definimos o nimero de auto-
enlagamento de P, denotado por sl(P), como sendo o nimero de auto-enlagamento do né
wr, orientado pelo fluxo de Reeb, que é transversal a &.

Observe que se M é uma variedade de contato difeomorfa a esfera S3, entdo o ntimero de
auto-enlacamento estd bem definido para qualquer 6rbita periddica do fluxo de Reeb, visto

que neste caso M é fechada, Hy(M) = 0 e toda drbita fechada é homologicamente trivial.

1.3.2 Indice de Conley-Zehnder

Existem diversos modos equivalentes de definir o indice de Conley-Zehnder de uma érbita
periédica do fluxo de Reeb. Vamos apresentar aqui duas formas: a primeira, um pouco mais
abstrata, que caracteriza o indice a partir do espectro de um determinado operador auto-
adjunto e a segunda, mais geométrica, que analisa o comportamento do fluxo linearizado ao
longo da érbita periddica.

De um modo geral e intuitivo, o indice de Conley-Zehnder de uma solugao periédica P
nos diz o quanto érbitas préximas a P giram em torno de P, com relagao a um referencial.

Seja (M,& = ker \) uma variedade de contato compacta de dimensao 3 com segundo
grupo fundamental mo (M) trivial e seja P = (w,T) uma 6rbita periédica contrétil do fluxo

de Reeb ¢; associado ao campo de Reeb X.
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Considere entao uma aplicagao v do disco unitario D = {z € C/ |z] < 1} em M satisfa-
zendo v(e*™) = w(Tt) Vt € [0,1]. O fibrado simplético (v*&,v* (dA|¢)) sobre D é trivial, ou

seja, existe um isomorfismo de fibrados
U :v*é = D x R? (1.15)

tal que, para cada z € D, U(z) : §,(;) — R? é um simplectomorfismo.
Construimos um caminho de aplicagoes simpléticas {®(t) : R* — R?},cp077 do seguinte
modo:
O(t) = U (37”'%) o digi (w(0)) ] © ¥(1) . (1.16)

Note que este caminho é dado essencialmente pelo fluxo linearizado dy,; ao longo da érbita

periddica P restrito a estrutura de contato & e, além disso,
©(0) = ¥(1) o digo(w(0))]g),,, © T(1) ™ = (1) 0 ¥(1)™" = 1d. (1.17)

Sendo simplética, a aplicacio ®(t) : R? — R? pode ser representada por uma matriz de

ordem 2, denotada novamente por ®(t), que satisfaz
d(t)T Jo®(t) = Jo, (1.18)
onde ®(t)T é a transposta da matriz ®(t) e
0 -1
Jo = :

A um caminho de matrizes simpléticas {®(¢)}+cjo,r), podemos sempre associar um arco

de matrizes simétricas {S(t)}+cpo,r da seguinte forma
S(t) == —Jy®(t)®(t) L. (1.19)
A matriz S(t) é de fato simétrica para cada t € [0, 7], pois a partir de (1.18) obtemos
St = (@) HTo() Ty = (2()))LJy® ()L = Jo@(H) (1)L = —Je® (1)) = S(1).

Observe que, pelo modo como S(t) foi definida em (1.19) e também por (1.17), o caminho

®(t) pode ser visto como solugao do seguinte problema de valor inicial

d(t) = JoS(t) D(t)
{(D(O) I (1.20)

Finalmente, ao arco de matrizes simétricas {S(t)}+cjo,r], associamos um operador Ap :
L?*(S',R?) — L*(S', R?) que, sobre o dominio W1?(St R?), ¢ dado por

Ap - n(t) = —Joi(t) — S(E)n(t)
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Aqui consideramos a identificagao S ~ R/TZ. A aplicagdo Ap que acabamos de definir a
partir de uma dada érbita periddica P do fluxo de Reeb é chamada de operador assintotico.
Cada autovetor n € W12(S1 R?) do operador assintético Ap correspondente a um auto-

valor u realiza uma equacao diferencial dada por

—Jon(t) — S(t)n(t) = pn(t)

e, portanto, n : S* — R? satisfaz n(t) # 0 para todo t € S'. Sendo assim, podemos associar

ao p-autovetor n de Ap um winding number wind(u,n) € Z definido por
wind(u,n) = a(T) — a(0),

onde a(t) é um argumento continuo da curva n(t) € R?, isto é, a : [0,7] — R é uma fungao
continua que satisfaz n(t) = |n(t)|e2™*®7 vt.
Vejamos algumas propriedades do operador assintético Ap e do winding number associado

aos seus autovetores. O resultado a seguir foi demonstrado em [29, Segao 3].

Teorema 1.3.4. O operador assintotico Ap € fechado, ilimitado e auto-adjunto. Seu es-
pectro, denotado por o(Ap), é um conjunto discreto de R que se acumula apenas em £oo.

Além disso,

1. O winding number wind(u,n) independe do autovetor n associado a p € o(Ap) e, por

esta razao, vamos denotd-lo simplesmente por wind(iu).

2. Para todo k € Z, existem exatamente dois autovalores T,pu € o(Ap) (contando com

multiplicidades) de modo que

wind(T) = k = wind(p).

3. A aplicacao sobrejetora que associa cada p € o(Ap) ao winding number wind(p) € Z

€ crescente, ou seja,

T<p = wind(t) < wnd(p) Vr,u e o(Ap).

4. Sen e sao autovetores de Ap respectivamente associados a autovalores T e pu tais que
T#p e wind(t) = wind(w),

entao n e ¥ sao ponto a ponto linearmente independentes.
5. A drbita periodica P é ndo-degenerada se, e somente se, 0 ¢ o(Ap).

Denote por wind<°(Ap) o winding number assumido pelo maior autovalor negativo A<° do

e s .. . > . . .
operador assintotico Ap e, similarmente, denote por Wlnd—O(A p) 0 winding number associado
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ao menor autovalor nao-negativo A= de Ap. Em outras palavras, visto que a funcao u

wind(u) é crescente, definimos

wind<*(Ap) := max{wind(p), u € o(Ap) N (=00, 0)},

(1.21)
wind=%(Ap) :=min{wind(u), u € o(Ap) N[0, +00)}.

Sabemos que existem precisamente dois autovalores de Ap (contando multiplicidades)
com winding number coincidindo com o valor wind<"(Ap) € Z. Um deles é negativo, dado
exatamente por A<°. O outro pode ser nao-negativo, e neste caso coincide com A\=°, ou pode
ser negativo. Definimos o nimero p € {0, 1} que basicamente nos diz qual é a situagao deste

outro autovalor:

e { 0, sedpu € a(Ap)NJ0,+o0) tal que wind(u) = wind<’(Ap)

1, caso contrario

Observe que p pode ser visto, de modo mais simples, como a diferenca
p = wind=’(Ap) — wind<’(4p).
Definicao 1.3.5. O indice de Conley-Zehnder da orbita periddica P € dado por
CZ(P) = 2wind~’(Ap) + p = wind™(Ap) + wind="(Ap).

Este indice, definido em termos do operador assintotico Ap, € conhecido também como indice

de Conley-Zehnder generalizado de P.

A exigéncia inicial de que o segundo grupo fundamental da variedade de contato M seja
trivial nos permite afirmar que a definigdo do indice de Conley-Zehnder CZ(P) independe
da trivializacao W escolhida para a estrutura de contato e também independe da aplicacao
v: D — M satisfazendo v(0D) = w([0,T]). Observe que se M é uma variedade de contato
difeomorfa & esfera S®, entao m (M) = m(M) = 0, logo o indice de Conley-Zehnder esté
bem definido para qualquer 6rbita periddica do fluxo de Reeb.

A definicao do indice de Conley-Zehnder generalizado, apesar de abstrata, é extrema-
mente 1util na analise do comportamento assintético de curvas pseudo-holomorfas, como
veremos posteriormente.

Agora vamos caracterizar o indice de Conley-Zehnder de um modo mais geométrico.

Considere novamente (M,{ = ker ) uma variedade de contato compacta de dimensao
3 tal que m(M) = 0 e seja P = (w,T’) uma 6rbita periddica contrétil do fluxo de Reeb ¢,
associado ao campo de Reeb X,.

Seja ¥ uma trivializacao da estrutura de contato £ ao longo de P que se estende a um
disco cujo bordo é P, como em (1.15). Entao defina o caminho de aplica¢oes simpléticas
{@(t) : R? = R?}4¢p0,77 que, a menos da trivializagao ¥, ¢ dado pelo fluxo linearizado restrito
a &, exatamente como fizemos em (1.16).

Para cada z € C\ {0}, vamos observar como o arco de matrizes ®(¢) transforma o vetor
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z conforme ¢ varia no intervalo de tempo [0,7], ou seja, vamos considerar o caminho de

vetores em C definido por

2(t) = (1)z.

Vimos anteriormente que o caminho de matrizes simpléticas ®(t) satisfaz o problema de

valor inicial (1.20). Sendo assim, z(t) é solugao de

{z’(t) = JoS(t) 2(t)
2(0) = =z

e, consequentemente, satisfaz z(t) # 0 para todo t € [0, 7], j& que z = z(0) # 0.
Seja p(t) um argumento continuo para z(t), isto é, p : [0,7] — R é uma funcao continua

2mp(t)7 7t Estamos interessados na variacao de argumento realizada

que satisfaz z(t) = |z(t)|e
por z(t) quando t varia de 0 até o periodo T da érbita periédica P. Em outras palavras,
nosso objetivo é analisar a variacao angular sofrida pelos vetores da estrutura de contato &
devido a acao do fluxo linearizado ao longo da érbita periddica P, usando para isso uma

trivializagao de £. Veja Figura 1.10.

‘Z(tl)

Figura 1.10: Fluxo linearizado ao longo de P = (w, T') restrito a estrutura de contato &.

Com este proposito, definimos a fungao continua dada pela variacao de argumento

A:C\{0} >R
A(z) = p(T) = p(0)

Note que se u,v € C\ {0} sao vetores linearmente dependentes, ou seja, u = av para

algum o € R\ {0}, entao os caminhos u(t) = ®(t)u e v(t) = ®(t)v satisfazem
u(t) = d(t)u = @(t)av = a®(t)v = av(t) Vt € [0,T].

Sendo assim, as variagdes de argumento de u(t) e v(t) no intervalo [0, 7], dadas respectiva-
mente por A(u) e A(v), sdo as mesmas.

Podemos associar ao caminho de matrizes simpléticas {®(t)}sco,r) 0 seguinte conjunto

I? .= {A(2);2 € C\ {0}}.
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Como a variagdo A é a mesma para vetores linearmente dependentes de C\ {0}, concluimos

que

I* = A(C\ {0}) = A(S")

e, portanto, I® é um intervalo fechado da reta, por ser conexo e compacto.
Afirmamos que o comprimento deste intervalo é estritamente menor que % Para provar
esta afirmacao, basta verificar que
Au) — Av) < Vu,v € C\ {0} (1.22)
Sejam p(t), o(t) argumentos continuos de u(t) = ®(t)u e v(t) = ®(t)v respectivamente,
com u,v € C\ {0}. Considere os angulos 6(t) = 2mp(t) e ¢(t) = 2mwo(t) e a diferenca entre

eles dada por

alt) = ¢(t) — 8(t), te[o,T).

Uma vez que a variacao A é igual para vetores linearmente dependentes, podemos assumir
que 0 < a(0) < 7.
Mostrar (1.22) é equivalente a provar a desigualdade 27(A(v) — A(u)) < 7 que, por sua

vez, OCoITe se e somente se
a(T) = a(0) = (¢(T) = 0(T)) — (¢(0) — 6(0)) = 27 (a(T) — 0(0)) — 27 (p(T) — p(0)) < .
Suponha, por absurdo, que «(7T) — «(0) > 7. Entao obtemos
a(0) <7 <7+ a(0) <a(T),

donde segue que existe ¢ € (0,7 tal que ¢(t) — 6(f) = a(t) = m. Neste caso, v(t) = \u(t)
para algum A\ < 0 e, portanto, ®(t)v = A®(t)u = P(¢)Au. Como P(t) é inversivel, concluimos
que v = Au com A < 0, mas isto contradiz o fato de 0 < «(0) < .

Logo, o intervalo I® tem comprimento menor que %, como afirmamos.

Dado € > 0, defina o intervalo transladado

IP=1%—e

€

Como o comprimento de I® é menor que %, temos duas possibilidades: ou I estd contido
entre dois nimeros inteiros consecutivos para todo € > 0 pequeno, ou I* contém algum

nimero inteiro em seu interior para qualquer ¢ > 0 pequeno. Sendo assim, definimos:
Definicao 1.3.6. O indice de Conley-Zehnder da orbita periodica P € dado por

CZ(P) =

2k +1 , selI® C (k,k+1) para todo € > 0 pequeno
2k, sek e I®\OI? para todo € > 0 pequeno

Este indice é conhecido também como indice de Conley-Zehnder geométrico de P.

Da mesma forma que o indice de Conley-Zehnder generalizado, o indice de Conley-
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Zehnder geométrico nao depende da escolha da trivializacao ¥ para a estrutura de contato
e nao depende da aplicacao v : D — M satisfazendo v(9D) = w([0,T]), j& que estamos
supondo my(M) = 0. Além disso, as Definigdes 1.3.5 e 1.3.6 do indice de Conley-Zehnder de
uma Orbita periédica sao equivalentes, veja [36, Segao 2.1].

Para mais detalhes sobre a constru¢ao dos indices de Conley-Zehnder generalizado e
geométrico, sugerimos as referéncias [29, 32, 36].

Ja sabemos que o fluxo de Reeb ¢; sobre a variedade de contato (M,£ = ker \) tem a
propriedade de preservar a estrutura de contato ¢, isto é, para qualquer solugao x(t) = ¢(zo)

do campo X, temos

dpi(20)(§xe) = Eprwo) = Satry Yt ER. (1.23)

Além disso, uma vez que Lx, X\ = [X), X,] = 0, o fluxo de Reeb também preserva o
campo de Reeb, ou seja,

dp(zo) - Xa(zo) = Xa(pi(mo)) = Xa(x(t)) Vt € R. (1.24)

Pela construgao do indice de Conley-Zehnder geométrico, vemos que CZ(P) estima a
variacao angular dos vetores nao-nulos da estrutura de contato £ sob a acao do fluxo lineari-
zado ao longo da érbita periddica P, de acordo com um referencial de €. Logo, considerando
(1.23), (1.24) e a decomposigao TM = ¢ @ span{ X, }, podemos dizer, grosso modo, que o
indice CZ(P) nos fornece uma estimativa do saldo de voltas dos vetores de TM \ span{X,},
devido a agao do fluxo linearizado, em torno da érbita periédica P.

Sejam z um ponto da orbita periédica P e y € M um ponto préximo o suficiente de x

de modo que, em coordenadas locais, possamos escrever

ei(y) = () + dpi(z) - (y — ) +r(y — 2).

Esta expressao nos diz que, localmente, érbitas do fluxo de Reeb passando por pontos
proximos a orbita periédica P podem ser aproximadas por érbitas do fluxo linearizado ao

longo de P.

Concluimos entao que, de modo intuitivo, o indice de Conley-Zehnder CZ(P) nos diz
o quanto Orbitas proximas a solucao periddica P giram em torno de P, com relagao a um
referencial.

Para finalizar esta se¢ao, vamos apresentar um modo pratico de calcular o indice de
Conley-Zehnder geométrico de uma orbita periédica contida em um nivel de energia de

contato de uma funcao Hamiltoniana definida em R*.
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Primeiramente veremos que o fibrado tangente de qualquer nivel de energia regular de
uma funcao Hamiltoniana de R* é trivial, assim como qualquer estrutura de contato definida
sobre um tal nivel de energia.

Sejam H : R* — R uma fun¢ao Hamiltoniana e S = H~!(c) um nivel de energia regular

de H. Considere as matrizes de ordem 4 definidas por

A0_<I o) A1_<0 J> A2_<J 0>A3_(o I>’ (1.25)
0 I J 0 0 —J 70
I:(1 o) J:<0 1) O:<O 0>_
01 10 00

As matrizes A;, com ¢ = 0, 1,2, 3, sao ortogonais e satisfazem as relacoes:

onde

AlAQ = A37 A2A3 = Al) A3A1 = AQ;
AAy = —A3, AsAy=—Ay, AjA3=—A (1.26)
A= _1d,  AZ=-1d, A2—_1d

E possivel mostrar que o subgrupo {Ag, —Ag, A1, — A1, Ag, — Ay, A3, — Az} C My(R) é iso-
morfo ao grupo dos quatérnios.

Uma vez que S = H !(c) e ¢ é um valor regular de H, temos que VH (x) # 0 para todo
x € S. Sendo assim, podemos definir os seguintes campos vetoriais em R*:

Ni(w) = A9 (1.27)
[VH(z)|’ T

Para cada z € S, {Xo(z), X1(z), Xo(z), X3(2)} constitui uma base ortonormal para R?* tal
que Xo(z) é ortogonal a T,.S = span{X;(z), Xa(x), X3(z)}. Aqui estamos considerando o
produto interno usual (-, -) de R* e a norma induzida |- | = \/(-, -).

Usando o referencial {X;}i—1 23, podemos construir uma trivializagdo para o fibrado tan-

gente T'S do seguinte modo:

Brs: TS — S x R

(x,v) = (z,a1(x,v), as(z,v), az(z,v)),

onde v = 3% ay(x,v) X, () € T,S.

Suponha agora que o nivel regular S = H!(c) seja uma hipersuperficie de contato de
(R*,wp) e considere & C TS a estrutura de contato definida pela 1-forma A\ = (iywy)|s,
onde Y é um campo de Liouville transversal a S. Nosso préximo objetivo é construir uma
trivializagdo para o fibrado vetorial £ sobre S, fazendo uso novamente do referencial {X;}
que acabamos de definir.

Sabemos que o campo Hamiltoniano Xy, associado a funcao Hamiltoniana H : R* — R,
restrito ao nivel de energia S é um miultiplo do campo de Reeb X, obtido a partir da

forma de contato A, e X, por sua vez, é transversal a estrutura de contato £. Além disso,
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comentamos na primeira se¢ao deste capitulo (equagao (1.6)) que o campo Hamiltoniano em

R* assume a forma Xy = JyVH, onde J, de ordem 4 coincide com As. Logo,

VH

e, portanto, X3 é transversal a estrutura de contato.

Assim, os fibrados vetoriais £ e span{X;, X5} definidos sobre S sdo ambos transversais
ao mesmo campo vetorial X3 que nunca se anula e dai, para cada v € £, nao-nulo, podemos
escrever v = S0 a;(x,v) Xi(x), com ay(z,v)? + as(z,v)? # 0. Considere, para cada = € S,
o isomorfismo linear ¢, que projeta os vetores de &, sobre span{X;(x), Xs(x)} ao longo da
direcao Xj(x), isto é,

Te, + & — span{Xi (), X2(z)}
2 (1.28)
v Zai(x,v)Xi(fr:).
i=1
Agora defina a base {Xl (x), X'Q(x)} para &, de modo que ¢, (Xl(:c)) = X;(z) para cada

i=1,2¢ex e S. Este referencial de £ nos permite construir a seguinte trivializacao para &

Be:€— S xR

1.29
(z,0) = (z,a1(x,v), ag(z,v)), ( )

onde v =327 ay(z,v) Xi(z) € &,

Concluimos entao, como haviamos afirmado, que 7'S e £ sao fibrados vetoriais triviais
sobre S sempre que S for um nivel de energia regular de contato de uma funcao Hamiltoniana
H:R* = R.

Gostariamos de utilizar a trivializagao {X;} para descrever o fluxo linearizado restrito a
estrutura de contato & C T'S, como foi feito na referéncia [22].

Sejam ¢, o fluxo Hamiltoniano gerado por H em R*. Como os niveis de energia de H sao
invariantes pelo fluxo ¢;, podemos considerar as restricoes ¢; : S — S e Xy : S —TS5. O
fluxo ¢y em S induz o fluxo d¢; no fibrado tangente 7'S, conhecido como fluzo linearizado,

que satisfaz a seguinte equagao:
d d

Em coordenadas locais temos que, para cada (xg,v9) € T'S, a solugao y(t) do fluxo linearizado

satisfazendo y(0) = (xg, vg) é dada pelo caminho

13 'i> (¢t(x0)7 d(bt(w()) ' UO) € T¢t($0)S

que descreve como a diferencial do fluxo Hamiltoniano carrega os vetores de T'S ao longo da

érbita x(t) = ¢¢(xy) do campo Hamiltoniano Xp. Veja Figura 1.11.
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Figura 1.11: Fluxo linearizado ao longo de x(t).

Se x(t) = ¢1(xg) C S é uma solugdo do sistema Hamiltoniano
(t) = Xy (x(t)) = AsVH(z(1)), (1.30)
entdo o fluxo linearizado ao longo de z(t) deve satisfazer a seguinte equacao diferencial
y(t) = dXu(x(t)) - y(t) = AsHessH (2(1))y(t), (1.31)

onde y(t) € Tyu)S para cada t € R. J4 que o fluxo preserva a dire¢do do campo, vamos
considerar apenas solugoes y(t) do fluxo linearizado tais que y(0) ndo é um maultiplo de
Xu(xo), ou seja, tais que a projecao de y(0) sobre span{X;(z¢), Xa2(zo)} ao longo de X3(x¢)
seja nao-nula.

Usando o referencial {X;}i—1 23 que trivializa T'S, definido em (1.27), podemos escrever

y(t) = Z a; (1) X, (z(t)).

E uma vez que X; = A; Xy, 7 = 1,2, 3, obtemos

3

i(t) = Z s (1) Xi (2 (1)) + i (£) Ad Xo(z (1)) - i (t). (1.32)
VH
Mas como Xy = m, temos que
dXo(z (1)) - i(t) = HessH (x(t))2(t) <VH<x(t))’HeSSH@(t))i(t»VH(x(t)).

[VH(x(t))] [VH (1))

Além disso, de (1.30) segue que

) z(t)) = Xs(x
N H (D) = A3 Xo(z(t)) = X3(z(?))

e, portanto,

dXo(x(t)) - (t) = HessH (2(t)) Xa(2(t)) — (Xo(z(t)), HessH (x(£)) Xs(2(1))) Xo(z(#)). (1.33)
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Substituindo (1.33) em (1.32) ficamos com

3

y(t) = Z a; (1) X (z(t)) + i (t) A;HessH (z(t)) X3(x(t))

=1

— a;(t) (Xo(x(t)), Hess H (x(t)) Xs(x(t))) Xi(x(t)).

(1.34)

Visto que {X;(x)}i=123 ¢ uma base ortonormal de 7,5 para cada x € S e que as matrizes

A; i = 1,2, 3, sao ortogonais e satisfazem as propriedades (1.26), a equagao (1.34) implica

que
(9(t), Xa(x(t))) = (t) + aa(t) (HessH (x(t)) Xs(x(t)), Xs(x(t))) (1.35)
— a3(t) (HessH (z(t)) X3(x(t)), Xo(z(t)))
Por outro lado, a equagao do fluxo linearizado (1.31) nos diz que
(y(t), Xa(x(t))) = <A3Hessﬂ( ()y(t), X1 (z(1)))
(1.36)

- _ Zal ) (HessH (z(t)) Xi(x(t)), Xa(z(1)))

Portanto, (1.35) e (1.36) nos fornecem a equagao diferencial

Gy (t) = — an(t) (Hess H ((1)) Xa (x(t)), Xa((t))) — aa(t) (HessH (x(1)) Xa(2(1)), Xa(2(1)))
— ag(t) (HessH ((1)) Xs(x (1)), Xa(x(1)))
(1.37)
Ao analisar o produto (y(t), X2(x(t))) obtemos, de modo analogo, que

Go(t) = (t) (Hess H (x(t)) X1 (x(1)), X1 (x(1))) + an(t) (HessH (x(1)) X3 (2(1)), X3(2(1)))

+ ao(t) (HessH (x(1)) X1 (x(t)), X2(2(1)))
(1.38)

Concluimos entao que os dois primeiros coeficientes a4 (t) e as(t) do fluxo linearizado

y(t), com relacdo a trivializagdo {X;}i—123 de T'S, devem satisfazer o seguinte sistema de

( Z;EZ ) — oM (z(1)) ( Z:Eg ) | (1.39)

0 —1
onde Jy = < 0 ) e M é a matriz simétrica

equagoes diferenciais

1

k() kKio(z)

M(z) = ( Ko1(z) Koz () ) Frslofh (140

com I sendo a matriz identidade de ordem 2 e

kij(x) = (HessH (2) X;(x), X;(2)) 4,5 € {1,2,3}. (1.41)
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Costumamos nos referir & a(t) = (ay(t), aa(t)) satisfazendo (1.39) como uma solug¢do
do fluzo linearizado transversal, visto que a(t) representa a projecdo do fluxo linearizado
y(t) sobre a distribuigdo de planos span{X;, Xo} que é transversal a diregdo do campo
Hamiltoniano Xy || X3.

Observe que, para qualquer solucao z(t) C S do fluxo Hamiltoniano, se a restri¢ao
HessH (2(t))|r,,

todo t. De fato, neste caso, os menores principais da matriz M (x(t)) sdo positivos:

s é positiva definida para todo t, entdao M (xz(t)) é positiva definida para

k11 () + ka3(z) > 0
det M (z) = k11 () koo (1) — Kig(x) + K33(z) (k11 (1) + Koa() + Ka33(z)) > 0.

Disto segue que, ao considerarmos uma solu¢ao nao-nula «o(t) = (ai(t),as(t)) do fluxo

linearizado transversal ao longo de x(t), temos que
aq(t)ca(t) — ag(t)dy (t) = a(t) M (z(t)a(t) > 0 (1.42)

e, portanto, a(t) C R? gira em torno da origem no sentido anti-horério. Veja Figura 1.12.

Escrevendo a(t) em notagdo complexa ay(t) + iax(t) = 7(t)e™®, para algum argumento

Figura 1.12: Se HessH (x(t))|r,,,s ¢ positiva definida para todo ¢, entdo uma solugao nao-nula
a(t) do fluxo linearizado transversal ao longo de x(¢) gira no sentido anti-horério.

continuo 7(t), e derivando em relagdo a t obtemos
Qq + il = ;(oq + i) + N(—ag + iay),

donde segue
ap = 5041 — nas
dy = Lag+nm
Multiplicando a primeira equagao por —as, a segunda por «; e somando as equacoes obtidas,
podemos concluir, juntamente com (1.42), que
Ofl(t)dg(t) — Oéz(t)dl (t)

0= ran "

Com isso, deduzimos a seguinte proposicao de [22] que serd extremamente ttil mais

adiante.
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Proposicao 1.3.7. Seja W C R* um subconjunto compacto de um nivel de energia de H.
Suponha que, para todo x € W, H é reqular em = e HessH(x) € positiva definida quando
restrita a T,H *(H(x)). Entio existe 7 > 0 tal que se x(t) C W é uma solucio do fluzo
Hamiltoniano associado a H, entao

() > 1,
para qualquer solu¢do nao-nula at) = a1 (t) + iay(t) € R e"i do fluzo linearizado trans-
versal ao longo de z(t). Em particular, a(t) C R* gira em torno da origem no sentido

anti-horario.

Vejamos agora de que forma o sistema (1.39) nos auxilia no célculo do indice de Conley-
Zehnder. Suponha que P = (w,T) seja uma érbita periddica contratil do fluxo de Reeb
contida em um nivel de energia regular de contato S = H!(c) de uma fungao Hamiltoniana
H:R*— R.

Comentamos anteriormente que o campo Hamiltoniano Xy|g difere do campo de Reeb
X por um fator multiplicativo f : S — R\ {0}, isto é, Xy(x) = f(z)X,(x) para todo
x € S. Neste caso, as solugoes do fluxo Hamiltoniano ¢; e do fluxo de Reeb ¢, em S diferem
apenas por uma reparametrizacao no tempo e, consequentemente, 0 mesmo ocorre para os
fluxos linearizados d¢; e dp;. Em particular, a érbita peridédica P do fluxo de Reeb pode ser
vista como uma solucio periédica P = (z,7T) do fluxo Hamiltoniano, onde z(t) = w(k(t))
para alguma reparametrizagao do tempo k(t) satisfazendo k(0) = 0 e k(T) = T. Quando
projetados na estrutura de contato £ ao longo da direcao de X, os fluxos linearizados
associados a Xy e a X, possuem a mesma variacao angular ao longo da orbita periodica P,
com relagao a uma dada trivializagao de &.

Como vimos, o indice de Conley-Zehnder de P analisa justamente a variacao de argu-
mento dos vetores da estrutura de contato £ devido a acao do fluxo linearizado ao longo de
P, utilizando para isso uma trivializacao ¥ de £&. Uma vez que S é um nivel de energia re-
gular de contato de uma funcio Hamiltoniana H : R* — R, a estrutura de contato ¢ admite
automaticamente uma trivializacao global f¢ sobre S, definida em (1.29), que foi obtida a
partir do referencial {X;, X5} de €. Observe que, do modo como foi definida, fe nao é uma

trivializacdo simplética considerando a forma simplética canonica wy = dp A dg de R?, pois

Btwo(X1, X2) = wo((1,0), (0,1)) = —1
d/\(Xl,XQ) = wo(Xth) = <A3X1,X2> = 1.

Entretanto, para o calculo do indice de Conley-Zehnder geométrico, este fato nao é essencial.

Ao expressarmos o fluxo linearizado restrito a estrutura de contato & com relagao ao
referencial { X1, X;}, obtemos os mesmos coeficientes o (t) e a(t) que foram utilizados para
escrever o fluxo linearizado projetado em span{X;, X»}, pois a projegao m, definida em
(1.28) é um isomorfismo entre &, e span{X;(x), Xy(x)} satisfazendo 7¢, (X;(z)) = Xi(z),
1 = 1,2, para cada x € S. Portanto, para estimar a variacao de argumento dos vetores
nao-nulos de ¢ em virtude da agao do fluxo linearizado ao longo de P, basta analisar as

solugoes a(t) do fluxo linearizado transversal regidas por (1.39).
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Vejamos um exemplo de cédlculo do indice de Conley-Zehnder geométrico.

Exemplo 1.3.8. Considere o elipsdide E = H™'(1), onde H : R* — R € a func¢io Hamilto-

niana dada por

2, .2
QG +Dp
H(q1,q2,p1,P2) = q; + P} + 27,,2 2

e r? é um numero irracional maior que 1.

O sistema Hamiltoniano associado a H em R* € o sequinte

a1 . 0 2 0

(5) = (52) () c
g2 _ 0 2a [

(1) = (53) () -

onde, por conveniéncia, denotamos a = %2

Usando coordenadas polares qi, + ipy = mpe'%, k = 1,2, os sistemas (1.43) e (1.44) se

91 = =2 92 = —2a
7”'1 - 0 7”'2 - O

Assim, todas as solugoes de (1.43) sdo periodicas com raio ri constante e varia¢io angular

reduzem a

linear e decrescente, ou seja, 01(t) = —2t + ¢ para algum ¢ € R. O periodo T) destas drbitas

periddicas € tal que 01(Ty) = 61(0) — 27 e entao Ty = w. Analogamente, as solugoes de (1.44)

sao todas periddicas com raio Ty constante e periodo Ty = = = r’m.

2 ¢ irracional, as orbitas periédicas do fluro Hamiltoniano associado & H em R*

Comor
sio somente aquelas com condigdo inicial da forma (0,q2,0,p2) € R, com ¢35 + p3 # 0, ou
da forma (q1,0,p1,0) € RY, com ¢ + p? # 0. Porém, destas drbitas periddicas, apenas duas
pertencem ao elipsdide E: aquela com condigdo inicial (0, qs,0,ps) satisfazendo g3 + p3 = r?

e aquela com condigdo nicial (q1,0,p1,0) tal que ¢? + p? = 1. Vamos denotar por

P = (z1,T1)
Py, = ($2,T2)

(q1,92,p1,p2) ERY/ G +pi =1 e qo=py =0}
(q1,q2,p1,02) ERY @3 +p3 =1 e q1 = p1 =0}

=
=
as solugoes periodicas do fluro Hamiltoniano contidas em E.

Observe que E é uma hipersuperficie de contato de (R*, wy) por ser estrelada em relacio a
origem. Vamos utilizar o sistema (1.39) para entender o comportamento do fluzo linearizado
restrito a estrutura de contato & = ker X em E, onde A = (iywo)|g e Y € o campo radial
centrado na origem 0 € R*. Neste caso, a hessiana de H é a matriz diagonal constante

Diag(2,2a,2,2a) e a trivializagao {X;}i—01,2,3 ao longo das drbitas periddicas Py e Py € dada
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por

Xo(z1) = (1,0, p1,0) Xo(x2) = %(Oa%,()?]b)
Xi(z1) = (0, =p1,0, —q1) Xi(x2) = %(P%Oa%,o)
Xy(71) = (0, —q1,0,p1) Xo(x2) = %((h,o, —p2,0)
Xs(z1) = (1,0, —q1,0) Xi(z2) = %(072?270, —q2)

Apds alguns cdlculos, vemos que a matriz M da equagao diferencial (1.39) € a mesma

sobre as orbitas x1(t) e xa(t):

M(z,(t)) = M(zo(t)) = ( 2a0+2 2a0+2 )

e, portanto, com relagao a trivializa¢ao { X1, X2}, a restri¢ao do fluzo linearizado a estrutura

de contato & ao longo de ambas as orbitas periodicas Py e Py satisfaz o sequinte sistema

<a1>:( 0 —(2@—1—2))(041)' (1.45)
dg 2a—|—2 0 (6D)

Seja p(t) um argumento continuo para uma solucdo a(t) = (ay(t),as(t)) de (1.45). A
partir de (1.45), obtemos que o angulo o(t) = 2mwp(t) satisfaz a equagdo o(t) = 2a + 2 e,
assim,

o(t) = (2a +2)t + 0(0).

Para calcular o indice de Conley-Zehnder geométrico de P;, precisamos analisar a va-
riagao do argumento p(t) de a(t) no intervalo de tempo [0, T;], com i = 1,2. Estas variagoes

sao dadas por

~o(Ty) —o(0) 20+ 17

Ay = p(T1) — p(0) = o =————=a+l
Ay = p(Ty) — p(0) = ”(TQ)Q; °(0) _ 2e Z;)MZ =(a+1)r2=1+12

Observe que, neste caso, as variagoes Ay e Ay independem da condigdo inicial a(0) e entao
os intervalos I(Py) = A1(C\ {0}) e I[(P2) = Ax(C\ {0}) sdao ambos formados por um inico
ponto.

2

Como r* € um niumero irracional maior que 1 e a = %2, temos que 1 < a+1< 2 e

kE<1+7r?<k+1 para algum inteiro k > 2, logo

CZHP)=2-14+1=3 e CZP)=2k+1>5,
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1.4 Curvas pseudo-holomorfas

A nocao de curvas pseudo-holomorfas em Geometria Simplética foi introduzida por Gro-
mov em [20] no ano de 1985. Em poucas palavras, estas curvas sao aplicagoes diferencidveis,
definidas entre uma superficie de Riemann e uma variedade quase-complexa, satisfazendo
uma equagao diferencial parcial do tipo Cauchy-Riemann.

Com os trabalhos de Hofer, Wysocki e Zehnder, a teoria de curvas pseudo-holomorfas
tornou-se uma poderosa ferramenta no estudo de propriedades globais de fluxos de Reeb. Em
[24], Hofer introduziu as curvas pseudo-holomorfas de energia finita em simplectizagoes de
variedades de contato e mostrou que a existéncia de tais curvas estd intimamente relacionada
com a existéncia de orbitas peridédicas do fluxo de Reeb. Com isso, Hofer provou a conjectura
de Weinstein em casos bem gerais de dimensao 3, como comentamos na primeira se¢ao deste
capitulo. Nas referéncias [25, 26, 28, 29, 30|, Hofer, Wysocki e Zehnder desenvolveram o
alicerce da teoria de curvas pseudo-holomorfas em simplectizacoes, explorando suas principais
propriedades e algumas de suas relagoes com a dinamica de Reeb.

Estes mesmos autores obtiveram resultados dinamicos ainda mais profundos fazendo uso
desta nova teoria. Em [33], construiram segdes globais do tipo disco para determinados
fluxos de Reeb sobre a 3-esfera tight e, em particular, garantiram a existéncia de uma secao
global para qualquer fluxo Hamiltoniano sobre um nivel de energia estritamente convexo S
de R*. Como veremos posteriormente, uma secao global do tipo disco trata-se de um disco
mergulhado D, cujo bordo é uma orbita peridédica do fluxo Reeb, cujo interior é transversal
ao fluxo, e com a propriedade de que toda 6rbita de S\ OD intersecta o interior de D infinitas
vezes em tempos positivos e negativos. Neste caso, a andlise do fluxo de Reeb em S pode
ser reduzida ao estudo da dinamica da aplicacdo de retorno do disco aberto D \ dD. Mais
adiante definiremos precisamente os conjuntos estritamente convexos e explicaremos como a
analise da aplicacao de retorno nos leva a conclusao de que o fluxo de Reeb possui duas ou
infinitas 6rbitas periédicas em S. J& no artigo [27], Hofer, Wysocki e Zehnder consideraram
uma classe mais geral de fluxos de Reeb sobre a 3-esfera tight, que nao necessariamente
possuem uma secao global, mas admitem um sistema global de se¢oes transversais ao fluxo.
Discutiremos estes resultados com detalhes na Secao 2.1.

O objetivo da presente secao é apresentar o conceito de curvas pseudo-holomorfas em
simplectizacoes, bem como alguns dos resultados que fazem de tais curvas ferramentas tao
importantes para a dinamica Hamiltoniana. Para isso, iniciamos com a definicao de uma
estrutura adicional que podemos associar a um fibrado simplético, a chamada estrutura

complexa.
Definicao 1.4.1. Seja E - X um fibrado vetorial de classe C*.

e Uma estrutura simplética em E € uma 2-forma w ndo-degenerada sobre E, isto €,
para cada x € X, w, : E, X E, — R € uma aplicacao bilinear, anti-simétrica e nao-

degenerada. O par (E,w) € chamado de fibrado vetorial simplético.

e Uma estrutura complexa em E € uma aplicacao suave de fibrados J : E — E sobre a
identidade de X satisfazendo J* = —Id. O par (E,J) é chamado de fibrado vetorial
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complezo.

o Uma estrutura complexa J € dita compativel com uma estrutura simplética w em E se

9(2)(,-) = wa (- J)
define um produto interno na fibra E, para cada x € X ou, equivalentemente, se

i) we(Jp(u), Jp(v)) = we(u,v), para todo x € X e para quaisquer u,v € E,,

i) wy(u, J,(u)) >0, para todo x € X e para todo u € E, nao-nulo.

Neste caso, J é também chamada de estrutura complexa w-compativel em E e o espago

de tais estruturas é denotado por J(E,w).

Quando o fibrado vetorial em questao € o fibrado tangente de uma variedade diferencidvel
W, uma estrutura complexa J em TW ¢é conhecida como estrutura quase-complexa em W e
o par (W, J) € chamado de variedade quase-complexa. No caso em que a variedade W estd
munida de uma forma simplética w, uma estrutura complexa w-compativel em TW recebe
o nome de estrutura quase-complexa w-compativel em W. O espaco das estruturas quase-
complexas w-compativeis em W serd denotado por J(W,w) ou simplesmente por J(w) ao
invés de J(TW,w).

Sejam E um fibrado vetorial sobre uma variedade diferencidvel X e w uma estrutura
simplética em FE. Para cada métrica em X, é possivel associar uma estrutura complexa
J : E — FE compativel com w e, portanto, J(F,w) é nao-vazio. Além disso, podemos
mostrar que o espaco J(F,w) é contratil. Veja [41, Proposi¢ao 3.27].

Dada (M, = ker \) uma variedade de contato, o par (£,d\|¢) é um fibrado vetorial
simplético sobre M, ja que dA|¢ é ndo-degenerada. Costumamos denotar simplesmente por
J(A) o espago nao-vazio e contratil J(§,d\|¢) das estruturas complexas J : & — & com-
pativeis com dA|e.

Vejamos dois exemplos de variedade quase-complexa.

Exemplo 1.4.2. Considere o espaco Euclidiano R*" munido da forma simplética canénica

wo =Y. dp; Ndg;. A aplicagio Jy : TR*® — TR?*" representada pela matriz constante

0 I
Jo =

¢ uma estrutura quase-complexa wy-compativel em R®*™, pois wy(-, Jo-) coincide com o produto

interno canonico (-,-) de R*".

Exemplo 1.4.3. Toda variedade complexa é uma variedade quase-complexa. De fato, seja
W uma variedade complexa de dimensao complexa n. Para cada p € W, podemos definir
uma transformagao linear J, : T,W — T,W tal que Jz = —1Id, fazendo uso de coordenadas

holomorfas (z1 = x1 + Y1, ..., 2n = Tp + 1y,) em torno de p, do sequinte modo

A - e Jy-0,=-0,, k=1,.n
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A definicao da estrutura quase-complexa J em TW independe da escolha de coordenadas.
Em particular, temos que as superficies de Riemann (isto €, as variedades complexas de

dimensao complexa 1) sio variedades quase-complexas.

Apresentada a definicao de estrutura quase-complexa, temos condicoes de introduzir a

definicao de curva pseudo-holomorfa.

Definicao 1.4.4. Sejam (X, j) uma superficie de Riemann e (W, J) uma variedade quase-
complexa. Uma aplicagao diferenciavel u : 3 — W é chamada curva pseudo-holomorfa, ou
curva J-holomorfa, quando satisfaz as equacoes (nao-lineares) de Cauchy-Riemann

- 1

0y(u) 2(du + J(u) -du-j)=0. (1.46)

Dito de outra forma, cada diferencial du, : T, — T,,,)W preserva multiplicagoes complezas,
1sto €, para todo z € X,

Como simples exemplos de curvas pseudo-holomorfas, temos as fungoes holomorfas defi-
nidas entre superficies de Riemann.
Estamos particularmente interessados em curvas pseudo-holomorfas cujos contradominios

sao dados por simplectizacoes de variedades de contato.

Definigao 1.4.5. A simplectizacio de uma variedade de contato (M, \) € a variedade R x M
munida da forma simplética exata d(e®X), onde a denota a coordenada real e A € vista como

uma 1-forma em R x M considerando o pull-back pela projecao canonica de R x M em M.

Seja (M, £ = ker \) uma variedade de contato. Dada J € J(A) uma estrutura complexa
d\|¢-compativel na estrutura de contato £, podemos definir de modo natural uma estrutura

quase-complexa J na simplectizacao R x M determinada por
j|§:J (§ j'ﬁa:X)\ (147)

ou, equivalentemente,

Saw) (0 k) = (=Aw(k), Ju - T (k) + hX (),

onde (a,w) € Rx M, (h, k) € Tiqu)(Rx M) en:TM — & é a projecao ao longo do campo
de Reeb X, isto é, mu(k) = k — (k) X, (w) para todo w € M e k € T,M. Observe que .J
¢ R-invariante, ou seja, T:j: jpara todoceR,onde T, : Rx M — R x M é a translacao
na coordenada real dada por T.(a, w) = (a + ¢, w). Muitas vezes denotamos J = (X, J).

Sendo assim, a simplectizacao de uma variedade de contato torna-se naturalmente uma
variedade quase-complexa ao ser munida da estrutura quase-complexa J induzida por uma
estrutura complexa J na estrutura de contato, como em (1.47).

Veremos que a existéncia de uma curva J-holomorfa na simplectizacao de uma variedade
de contato com energia finita, como definimos a seguir, esta intimamente relacionada com a

existéncia de érbitas periddicas do fluxo de Reeb.
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Definicao 1.4.6. Sejam (M, € = ker \) uma variedade de contato e J € J(\) uma estrutura
compleza em . Considere (3, j) uma superficie de Riemann compacta e conexa, I' C ¥\ 0%
um conjunto finito e denote Y= \ I'. Dizemos que uma aplicagio suave & = (a,u) : >
R x M € uma superficie de energia finita (ou uma curva pseudo-holomorfa de energia finita)

na simplectizacdao R x M quando satisfaz:
1. ué j—holomorfa, onde J € a estrutura quase-complexa em R x M dada por (1.47)

2. a energia de u, definida por

E(a) = sup/ w*dAy
YeEA S

onde A = {1y € C*(R,[0,1]) : ¢/ > 0} e A\p(a,w) = Y(a)\(w),V(a,w) € R x M, € tal
que 0 < E(0) < 00.

Note que, pelo Teorema de Stokes, se @ : 3 — R x M ¢é uma superficie de energia finita
com Y sendo uma superficie de Riemann fechada, entao I # ().

Neste texto, a superficie de Riemann Y considerada serd sempre a esfera S? ~ C U {oo}.
No caso em que #I' = 1, a curva @ é chamada de plano de energia finita e costumamos
identificar o domfnio S? = S2\T com C. J4 no caso em #I' = 2, @ recebe o nome de cilindro
de energia finita e identificamos seu dominio $2 = $2\ T’ com R x S*.

Quando lidamos com uma curva J-holomorfa & = (a,u) na simplectizagdo de uma vari-

edade de contato (M, ), a equagao de Cauchy-Riemann (1.46) se reduz a

u*A-j=da (1.48)
J-m-du=m7-du-j, '

onde 7 : T'M — & é a projecao ao longo do campo de Reeb X),.

Para cada z € ¥\ 0%, consideramos coordenadas holomorfas ¢, : (D,i) — (U,j) em
torno de z, onde D C C é o disco unitario centrado na origem e 7 é a estrutura complexa
canonica em C. Deste modo, as equagoes (1.48) assumem, em coordenadas s + it € D, o
seguinte formato

AMug(s,t)) = as(s,t)
AMug(s,t)) = —ay(s,t) (1.49)
mus(s,t) + J(u(s, t))mu(s, t) = 0.

Note que, por conveniéncia, denotamos a composigao @ o ¢,(s,t) simplesmente por @(s,t) =

(a(s,t),u(s,t)).
Em torno dos pontos z € I' C X'\ 9%, é conveniente considerar coordenadas cilindricas
positivas
[0,00) x R/Z > (s,t) = ¢, (e~ =T)

ou coordenadas cilindricas negativas

(—00,0] X R/Z > (s,t) > ¢, (") .
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E, como anteriormente, ambas as composigoes @ o ¢, (e"¢*) e G o ¢, (e*7) sdao denotadas

simplesmente por @(s,t) = (a(s,t),u(s,t)).

Definigao 1.4.7. Os pontos de I' sao chamados furos da superficie de energia finita 1 =
(a,u) : X — R x M. Sejam (s,t) coordenadas cilindricas positivas em torno de um furo

z € I'. Definimos a massa de z por

m(z) = lim/ u*A.
s—+00 {s}x 51

Um furo z é chamado positivo se m(z) > 0, negativo se m(z) < 0 e removivel se m(z) = 0.

Préximo a cada furo z € ' de uma superficie de energia finita @ = (a, u) na simplectizagao,

temos as seguintes possibilidades para a componente real a:
e ¢ ¢ limitada se z é um furo removivel
e ¢ ¢ ilimitada, porém limitada por baixo, se z é um furo positivo
e ¢ ¢ ilimitada, porém limitada por cima, se z é um furo negativo

O nome removivel para os furos z € I' satisfazendo m(z) = 0 se deve ao fato de que, neste
caso, é possivel utilizar o teorema de remogao de singularidades de Gromov [20] para estender
suavemente a aplicacdo @ : ¥ — R x M ao domfnio ¥ U {z}.

Para maiores detalhes, nos referimos a [29].

De agora em diante, vamos sempre assumir que todos os furos de uma superficie de
energia finita na simplectizacao sao nao-removiveis, ou seja, possuem massa diferente de

zero. Consideramos entao a decomposicao
r=r,url_,

onde 'y ={zeT':m(2) >0tel'_={zel:m(z) <0}
Vamos entender agora a relagao existente entre as superficies de energia finita na sim-

plectizagao de uma variedade de contato e as érbitas periddicas do fluxo de Reeb.

Exemplo 1.4.8. Seja P = (w,T') uma drbita periddica do fluxo de Reeb sobre uma variedade
de contato (M, )\). A aplicagdo i = (a,u) : R x S' — R x M definida por

a(s,t) =Ts e u(s,t) = w(Tt)

¢ um cilindro pseudo holomorfo com energia finita tgual a T'. De fato, para mostrar que
@ é uma curva J- holomorfa basta wutilizar as equagoes (1.49). Além disso, como u*\ =
TAw(Tt))dt = Tdt, obtemos que

/ ard\y = Y'(a)da A\ +(a)d /w
RxS1 Rx St
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e, consequentemente,

E(a) = Sup/ wrdly = Tsup/ Y (a)da =T.
peA JRxS! pen JR
O cilindro de energia finita u € conhecido como cilindro trivial ou cilindro sobre a orbita

periodica P.

A partir do exemplo acima concluimos que a existéncia de uma érbita peridédica do
fluxo de Reeb implica a existéncia de uma superficie de energia finita na simplectizacao da
variedade de contato. O préximo resultado, provado em [24], mostra que a reciproca desta
afirmacao também é verdadeira. Em outras palavras, o teorema a seguir nos diz que curvas
pseudo-holomorfas de energia finita em simplectizacoes de variedades de contato sao, grosso

modo, superficies que buscam orbitas periédicas do fluxo de Reeb em seus fins.

Teorema 1.4.9 (Hofer). Sejam (M, \) uma variedade de contato e i = (a,u) : ¥ — R x
M uma superficie de energia finita. Fize z € T' um furo nao-removivel de u e considere
coordenadas cilindricas positivas (s,t) € [0,+00) x S' em torno de z. Entdo, dada uma
sequéncia s, — 400, existem uma Orbita periddica P = (w,T) do fluro de Reeb e uma

subsequéncia s,, de s, tais que

lim {t — u(s,,,t)} = {t — w(mt)}

k—+o00
na topologia C=(S', M), onde m = m(z) € a massa de z e o periodo T € dado por |m(z)| > 0.

Nas condigoes do Teorema 1.4.9, nos referimos a orbita peridodica P como limite as-
sintotico de u no furo z € T'.

Se um limite assintotico P em um furo z € I' da superficie de energia finita o é uma
6rbita periédica nao-degenerada do fluxo de Reeb, entao @ se aproxima do cilindro trivial
sobre P de um modo exponencial e, neste caso, o limite assintético P em z é tinico. Esta

afirmagao se deve ao seguinte resultado de [28].

Teorema 1.4.10 (Hofer, Wysocki, Zehnder). Seja z € T' um furo positivo de uma superficie
de energia finita U = (a,u) na simplectizagao de uma variedade de contato (M, \) e considere
coordenadas cilindricas positivas (s,t) € [0, 4+00) x ST em torno de z. Sejam P = (w,T) um
limite assintotico de u em z e k € N satisfazendo T = kT, onde Ty € o menor periodo de P.
Considere (¥, z,y) C S' x R? coordenadas de Martinet definidas em uma vizinhanga U C M
de Py = (w,Ty) como no Lema 1.3.2. Se P é uma drbita periddica nao-degenerada do campo
de Reeb X, entdo u(s,t) € U para todo s suficientemente grande e, nas coordenadas de

Martinet, a curva @ € representada por funcoes
(a(sa t)a 19(57 t)a .1'(5, t)? y(s, t))? (37 t) € R x Sl> 5> Oa

para as quais temos duas possibilidades: ou (x(s,t),y(s,t)) = 0 e, neste caso, u € um cilindro



Capitulo 1 ¢ Nocoes bdsicas 49

sobre P, ou entao existem constantes sg, A, 19 > 0,a0 € R, tais que

D(a(s,t) — (Ts + ag))] <A,e™™*,
DV(9(s,t) — kt)| <A,

(w(s.),y(s. 1)) =elo DU (e(t) + R(s, 1)),
IDVR(s, )], | D7 (u(s) — )| <Aje™,

(1.50)

para todo s grande e v € N x N. Aqui pu(s) — p < 0 quando s — oo, onde p € um autovalor
do operador assintético Ap, a aplicacao e : S* — R? corresponde a um p-autovetor de Ap
representado em coordenadas induzidas pelo tubo de Martinet e V(s,t) é vista como uma
funcao sobre o recobrimento universal R de S*.

Uma afirmacgao similar vale no caso em que z € I' é um furo negativo. Neste caso,

—Tr0S8

utilizamos coordenadas cilindricas negativas em torno de z, e ¢ substituida por €"° em

(1.50), s = —o0 € o autovalor u de Ap é positivo.

Sempre que o comportamento assintotico de 4 proximo a um furo z € I' é exponencial
como em (1.50), dizemos que @ tem decaimento exponencial préximo a z, até mesmo no caso
em que o limite assintotico P de @ em z é degenerado. Neste caso, é comum dizer também
que u ¢ assintotica a P no furo z.

Apresentamos na Figura 1.13 uma ilustragao, encontrada em [27], de uma superficie de
energia finita na simplectizacao da esfera S com os respectivos limites assintéticos em cada

um de seus furos.

Figura 1.13: Superficie de energia finita em R x S® com um furo positivo e dois furos
negativos.

Seja @ = (a,u) : X — R x M uma curva J-holomorfa de energia finita na simplectizacao
de uma variedade de contato (M, = ker A) e suponha que @ tem decaimento exponencial

proximo a todos os seus furos. Seguindo [29], definimos o indice de Conley-Zehnder de @ por

=Y CZP.) - ) CLP)

zel'y zel'—
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onde P, é o limite assintético de @ no furo z € I'. Supondo ainda que 4 é um mergulho,

definimos o indice de Fredholm de u por
Fred(a) = CZ(a) — x(X) + #I,

onde x(X) é a caracteristica de Euler da superficie de Riemann X.

O decaimento exponencial de 4 = (a,u) nos permite concluir que a aplicagdo m o du nao
se anula proximo aos furos de u, onde @ : TM — £ é a projecao ao longo do campo de
Reeb X,. Além disso, a partir da terceira equagao de (1.49) deduzimos que 7 o du satisfaz
uma equacao de Cauchy-Riemann perturbada na estrutura de contato. E entao, fazendo uso
do Principio da Similaridade Generalizado [34, Apéndice A.6], mostramos que o conjunto
formado pelos zeros de 7o du é finito e ainda associamos a cada um destes zeros uma ordem
que é sempre positiva. Para mais detalhes sobre esta construcao consulte [29, Proposi¢ao
4.1]. Denotamos por wind, (%) a soma finita das ordens dos zeros de 7 o du.

Definimos também um winding number para cada furo z € I' de u do seguinte modo: seja
P o limite assintético de @ em z e considere o p-autovetor e : St — R? do operador assintético
Ap, representado em coordenadas locais na descri¢ao assintética (1.50) do Teorema 1.4.10.

O winding number de @ em z é definido como o winding number do loop e(t) em R?:
windu(z) := wind(t + e(t),t € S1).

Esta definigao independe da trivializagao da estrutura de contato £. Observe que, no caso em
que z é um furo positivo de @, o autovalor i é negativo e, portanto, wind.,(z) < Wind<O(Ap),
onde wind<°(Ap) foi definido em (1.21). Analogamente, se z for um furo negativo de i, entao
o autovalor p é positivo e, assim, wind.,(z) > wind="(Ap), com wind=’(Ap) também definido

em (1.21). O winding number de @ é dado por

windao (@) = Y winds(2) — Y windy(2).

Z€F+ zel'—

A relagao existente entre wind, (@) e wind. (), provada em [29], é a seguinte:
0 < wind, (@) = wind (@) — x(2) + #I. (1.51)

Vamos fixar, de agora em diante, a superficie de Riemann ¥ como sendo a esfera de

Riemann S%. Neste caso, o indice de Fredholm de 4 e a relagao (1.51) se reduzem a

Fred(u) = CZ(u) — 2 + #I,
(@ (@ (1.52)
0 < wind, (@) = winds (@) — 2 + #I.
E importante dizer que o indice de Fredholm de uma superficie mergulhada de energia finita
o= (a,u): S\ T' = R x M corresponde a dimensao do espago de superficies mergulhadas
de energia finita (médulo parametrizagoes) proximas a @ com mesma quantidade de furos e

mesmos limites assintéticos. Os detalhes desta afirmacao podem ser encontrados em [30].



Capitulo 2
Resultado principal

Neste capitulo, enunciamos e demonstramos o principal resultado deste trabalho. Na
primeira se¢ao, definimos os sistemas globais de se¢bes transversais para fluxos de Reeb
sobre a 3-esfera tight, lidando especialmente com os casos em que a forma de contato é di-
namicamente ou fracamente convexa, como abordados nas referéncias [27, 33]. Na segunda
secao, fornecemos uma descricao local de um fluxo Hamiltoniano em torno de um ponto
de equilibrio do tipo sela-centro e apresentamos a definicao de um conjunto singular es-
tritamente convexo, discutindo resultados fundamentais obtidos em [22, 52]. Ainda nesta
secao, elaboramos as duas hipdteses essenciais que sao assumidas em nosso teorema princi-
pal. A primeira delas diz respeito a integrabilidade local do campo Hamiltoniano préximo
ao equilibrio do tipo sela-centro, enquanto a segunda trata-se de uma condi¢ao geométrica
global sobre o nivel de energia singular que contém este ponto de equilibrio. Finalmente, na
terceira se¢ao analisamos o comportamento da dinamica Hamiltoniana em niveis de energia
proximos a um conjunto singular estritamente convexo, cumprindo o objetivo deste trabalho.
Em poucas palavras, mostramos que os niveis de energia de uma funcao Hamiltoniana de
R*, que se encontram imediatamente acima de um conjunto singular estritamente convexo,
contém uma 3-bola admitindo um tipo particularmente especial de sistema de se¢oes trans-
versais, a chamada folheacao 2 — 3 . Como consequéncia, garantimos a existéncia de pelo

menos uma orbita homoclinica & variedade central do sela-centro.

2.1 Sistemas globais de secoes transversais

O conceito de curvas pseudo-holomorfas em simplectizacoes de variedades de contato
vem sendo de grande importancia no estudo da dinamica de Reeb. Além dos Teoremas 1.4.9
e 1.4.10, que, como vimos, relacionam superficies de energia finita na simplectizagdo com
solugoes periddicas do campo de Reeb, as curvas pseudo-holomorfas foram usadas também
para garantir a existéncia de sistemas globais de secoes transversais para fluxos de Reeb
associados a formas de contato nao-degeneradas na 3-esfera tight. Como casos particula-
res destes sistemas, temos a decomposicao em livro aberto, obtida no caso dinamicamente
convexo, e a folheacao 3 — 2 — 3, obtida como uma das possibilidades do caso fracamente

convexo. Nesta secao definiremos um sistema global de secoes transversais, destacando as

o1
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consequéncias dinamicas de sua existéncia, e veremos que um tal sistema folheando a esfera
S3 pode ser construido a partir de uma folheacao estével de energia finita da simplectizacao
R x S3.

Vamos iniciar com a defini¢ao geral de secao global para um fluxo.

Definicao 2.1.1. Seja X um campo vetorial suave definido em uma variedade M de di-
mensao 3. Uma secdao global para o fluro de X € uma superficie compacta N mergulhada em
M, cujas componentes de bordo sdo orbitas periddicas do fluxo, cujo interior N=N \ ON
¢ transversal ao campo X e com a sequinte propriedade: toda orbita de X passando por um
ponto xy € M\ ON intersecta N em tempos positivos e negativos. Veja Figura 2.1. No caso
particular em que N € um disco mergulhado em M, dizemos que N é uma secdao global do

tipo disco para o fluzo de X.

Zo

- -

Figura 2.1: Segao global para o fluxo de X

Lembre-se (Proposicao 1.2.14) que estudar a dinamica de Reeb sobre a esfera S* munida
de uma forma de contato tight A = fAo|gs, onde f : S — (0,00) é uma fungio suave
e Ao ¢ a forma de contato padrao definida em (1.13), equivale a analisar o fluxo de Reeb
sobre o conjunto estrelado Sy = { flz)z; x € 53} munido da forma de contato Als, e,
consequentemente, equivale a entender o fluxo Hamiltoniano de uma fungao Hamiltoniana
de R* que possui Sy como nivel de energia regular.

Entre os conjuntos estrelados de R*, chamamos a atencao para aqueles tém curvatura
positiva. Tais conjuntos se enquadram na definicao que apresentamos a seguir de conjunto

estritamente convexo.

Definicao 2.1.2. Sejam H : R* — R uma funcdo Hamiltoniana e S uma hipersuperficie

contida em um nivel de energia reqular de H. Se
1. (HessH(x)v,v) >0, Vo € S,v € T,,S
2. T,SNS ={x}, Vx €S

entdo S € chamada de hipersuperficie estritamente convexa. No caso em que S € difeomorfa

a esfera S3, S recebe o nome de ovaldide.
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Note que, na condicao 2. da Definicao 2.1.2, estamos considerando uma identificacao do

espago vetorial 7,.S com o espago afim {z} + T,.S. Visto que VH(z) # 0 para todo = € S,
VH(x)

a aplicagao normal de Gauss N em S pode ser definida como N(x) = WH—<>| Assim, o
x
operador de Weingarten satisfaz
1
(dN,(v),v) = —=—=— (HessH(z)v,v), Yx € S,v € T,S,
[VH(z)]

donde segue que a condicao local 1. da Definigao 2.1.2 é equivalente a S ter curvatura positiva

em todos os seus pontos. Veja Figura 2.2.

Figura 2.2: Representacao de uma hipersuperficie estritamente convexa S.

Como exemplo de ovaléide, podemos citar o elipséide £ = H~!(1) C R*, onde

2 2 2 p
H(q1,q2,p1,02) = q_12 + q_22 + p_; + p—;, com ay, as, by, by € RT.
ap  a; by by

Todo ovaldide S é, em particular, um conjunto estrelado de R*. De fato, para qualquer
ponto wy pertencente & componente limitada de R*\ S, temos que os raios partindo de wy
intersectam S transversalmente em um unico ponto, veja [22, 33, 52]. Consequentemente, o
campo radial Yj centrado em wy induz uma forma de contato em S dada por Ao = (iy,wo)|s,

onde wy é a forma simplética canonica de R*.
Muitas propriedades dindmicas de um fluxo Hamiltoniano definido sobre um ovaléide sao
conhecidas gragas a Hofer, Wysocki e Zehnder. Um dos grandes resultados de [33] afirma
que o indice de Conley-Zehnder de todas as 6rbitas periddicas contidas em um ovaldide deve

ser no minimo 3, como enunciamos a seguir.

Teorema 2.1.3. [33, Teorema 3.4] Seja S C R* um ovaldide e considere g = (iy,wo)|s a
forma de contato em S induzida pelo campo radial Yy centrado em um ponto wqy que pertence
a componente limitada de R*\ S. Se P = (w,T) é uma drbita periddica do fluro de Reeb
associado a X, entao CZ(P) > 3. Mais ainda, se P nao é simples, entao CZ(P) > 5.
De modo mais preciso, se T = k'Ty, onde Ty € o menor periodo de P e k > 2, entdo

CZ(P)=CZ(w,T) > 2k +1.

Motivados pelo Teorema 2.1.3, Hofer, Wysocki e Zehnder introduziram o conceito sim-

pleticamente invariante de convexidade dinamica.
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Defini¢ao 2.1.4. Uma forma de contato \ definida em S* ¢ dita dinamicamente conveza

se, para toda drbita periddica P do campo de Reeb Xy, o indice de Conley-Zehnder CZ(P) é

maior ou igual a 3.

De agora em diante, vamos fixar nossa variedade de contato como sendo a 3-esfera tight,
tendo em vista que assim estaremos indiretamente estudando fluxos Hamiltonianos em con-
juntos estrelados de R*.

Uma 6rbita periédica ndo-né P = (w,T) do fluxo de Reeb em S é dita geometricamente
distinta de uma curva fechada Q@ C S% se w(R)NQ = (). Neste caso, Q determina uma classe
de homologia [Q] C H,(S*\ P,Z) = 7Z. Dizemos que a 6rbita periédica P e o lago Q estao
enla¢ados quando a classe [Q] é nao-trivial em H,(S®\ P,Z).

Ainda em [33], os autores provaram que toda forma de contato dinamicamente convexa
sobre a 3-esfera tight admite uma secao global do tipo disco. E o que afirma o préximo

resultado.

Teorema 2.1.5. Se a forma de contato X = fo|gs em S* é dinamicamente convera, onde
f:8%— (0,00) € uma fungio suave, entdao existe uma drbita periddica Py do campo de Reeb
Xy, com periodo minimo Ty e indice de Conley-Zehnder CZ(Fy) igual a 3, satisfazendo as

sequintes propriedades:

s

e Py ¢ 0 bordo de um disco mergulhado compacto D C S3, cujo interior D = D \ oD é

transversal ao campo X .
e D ¢é uma secao global para o fluzo de Reeb.

d\|p € nao-degenerada, positiva e a drea de D ¢ dada por

/d/\:TO.
D

A aplicagao de Poincaré (aplicagdo de primeiro retorno) W : D — D ¢é simplética, ou
seja, V*dA|p = d|p.

Toda orbita periodica de Xy geometricamente distinta de Py esta enlacada com F.

Na verdade, o disco D obtido no teorema acima faz parte de uma familia parametrizada
em S de segoes globais do tipo disco que folheam S3 \ P. Esta familia, representada na
Figura 2.3, é conhecida como decomposi¢ao em livro aberto (open book decomposition) e a
érbita Py, neste caso, é chamada de binding (ou encaderna¢ao) da decomposigao.

A teoria de curvas pseudo-holomorfas é essencial na demonstragao do Teorema 2.1.5. De
fato, cada um dos discos D da decomposicdo em livro aberto construida em [33] é a projecao
em S de um plano de energia finita na simplectizacao R x S3.

Observe que, com a aplicacao de retorno W : D — D do Teorema 2.1.5, o estudo do fluxo
de Reeb associado & forma de contato dinamicamente convexa A = \g|gs em S® se reduz

a compreensao da dinamica de um difeomorfismo do disco aberto que preserva area. Em
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B

Figura 2.3: Corte de uma decomposigdo em livro aberto na esfera S3 (vista como R3 U
{o0}). O par de pontos azuis representa a érbita peridédica Py, enquanto cada linha tracejada
representa uma folha da decomposi¢ao em livro aberto.

primeiro lugar, tais aplicagoes sempre admitem um ponto fixo. De fato, se ¥ nao tivesse
pontos fixos, entdo pelo Teorema da translacido de Brouwer, existiria U C D aberto e nio-
vazio tal que os conjuntos W*(U) seriam dois a dois disjuntos. Isto levaria a uma contradicio
pois, como a medida m(U) do conjunto U é estritamente positiva e U preserva area, teriamos
que
: 00 0
0o > m(D) >m (UWU)) =Y m(THU) =) m(U) = oc.
keN k=1 k=1
Note que os pontos periddicos da aplicagao de retorno ¥, em particular seus pontos fixos, cor-
respondem a orbitas periddicas do fluxo de Reeb. Portanto, como consequéncia do Teorema
2.1.5, temos que o fluxo de Reeb X em S® possui pelo menos duas drbitas periédicas.
Porém, com um resultado de John Franks [16] para homeomorfismos do anel que preser-
vam area, obtemos uma conclusao ainda mais surpreendente: se o fluxo de Reeb associado
a uma forma de contato tight dinamicamente convexa em S® tiver mais que duas drbitas
periédicas, entdo este fluxo admite infinitas érbitas periddicas. Com efeito, seja z € D o
ponto fixo de ¥ obtido a partir do Teorema da translacao de Brouwer. Ao considerarmos o
difeomorfismo restrito ¥ : D\ {z} — D\ {z} que preserva érea, temos condicées de utilizar
o teorema de J. Franks que garante que se tal restricao admite um ponto peridédico, entao

admite infinitos. Obtemos assim o seguinte resultado de [33].

Corolério 2.1.6. Se a forma de contato X = fXg|gs em S® € dinamicamente convexa, onde
f:8%— (0,00) é uma fungdo suave, entao o fluzo de Reeb X, admite exatamente duas ou

infinitas orbitas periodicas.

Ressaltamos que as conclusoes do Teorema 2.1.5 e do Corolario 2.1.6 valem, em parti-
cular, para fluxos Hamiltonianos definidos em ovaldéides de R*, pois, nestes casos, o campo
Hamiltoniano é equivalente a um campo de Reeb na 3-esfera tight associado a uma forma de
contato dinamicamente convexa, de acordo com o Teorema 2.1.3.

Em geral, uma forma de contato tight na esfera S® nao admite uma decomposicio em
livro aberto como no caso dinamicamente convexo tratado no Teorema 2.1.5. Entretanto, se
a forma de contato A em S3, além de tight, for nao-degenerada, entao A admite um sistema

global de secOes transversais como definimos a seguir.
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Defini¢ao 2.1.7. Seja A\ uma forma de contato tight em S®. Um sistema global de segoes
transversais para o fluzo de X € uma folheacao singular F de S com as sequintes proprie-

dades:

e O conjunto singular de F, denotado por P, é formado por um nimero finito de orbitas
periodicas nao-nos de Xy, com numero de auto-enlacamento —1 e indice de Conley-
Zehnder em {1,2,3}. Cada elemento de P é chamado de binding da folheagio F.

o F\'P éuma folheagio suave de S*\Upep P. O fecho de cada folha F € F\'P é uma
2-esfera mergulhada em S3, com um nimero finito de discos abertos removidos, e suas
componentes de bordo, chamadas de limites assintoticos de F, sao elementos distintos

de P. Além disso, para cada F € F\ P, temos as sequintes possibilidades (veja Figura
2.4):

1. F possui precisamente um limite assintotico com indice de Conley-Zehnder 3 e um
numero finito arbitrdrio (possivelmente zero) de limites assintdticos com indice de
Conley-Zehnder 1. Tais folhas aparecem em uma familia a 1-parametro de folhas

com 0s mesmos limites assintoticos.

2. F possui precisamente um limite assintotico com indice de Conley-Zehnder 3,
precisamente um limite assintdtico com indice de Conley-Zehnder 2 e um nimero
finito arbitrdrio (possivelmente zero) de limites assintdticos com indice de Conley-
Zehnder 1.

3. F possui precisamente um limite assintotico com indice de Conley-Zehnder 2 e um
nidmero finito arbitrdrio (possivelmente zero) de limites assintoticos com indice de
Conley-Zehnder 1.

Nos casos 2 e 3, dizemos que a folha F € rigida.

e O campo de Reeb X, € transversal as folhas de F \ P.

Figura 2.4: Possiveis configuragoes para as folhas regulares de um sistema global de sec¢oes
transversais.

A Figura 2.5, obtida em [27], representa um possivel sistema global de se¢oes transversais
na esfera S3.
O fato de que toda forma de contato tight e nao-degenerada na esfera S° admite um

sistema global de secoes transversais, como na Defini¢ao 2.1.7, foi demonstrado por Hofer,
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Figura 2.5: Corte de um sistema global de segoes transversais na esfera S® (vista como
R3 U {co0}) contendo cinco érbitas de binding. Os pares correspondentes de pontos azuis,
vermelhos e verdes representam bindings com indices de Conley-Zehnder 3, 2 e 1 respectiva-
mente. Observe que, nesta figura, a notacao adotada para os bindings tem como sub-indice
o correspondente indice de Conley-Zehnder. As linhas tracejadas azuis representam folhas
com um limite assintotico de indice 3, os pares correspondentes de linhas tracejadas cin-
zas representam folhas com limites assintoticos de indices 3 e 1, as linhas continuas pretas
representam folhas rigidas com um limite assintético de indice 2 e, por fim, os pares corres-
pondentes de linhas continuas cinzas representam folhas rigidas com limites assintoticos de
indices 3 e 2.

Wysocki e Zehnder, novamente fazendo uso da teoria de curvas pseudo-holomorfas em sim-
plectizacoes. De fato, um tal sistema é construido em [27] como a projecao sobre S* de uma
folheacao estdvel de energia finita na simplectizacao R x S®, que serd definida logo abaixo.
Em particular, cada uma das folhas de um sistema global de se¢des transversais é obtida

como a projecao em S* de uma superficie de energia finita em R x S3.

Definigao 2.1.8. Sejam A\ uma forma de contato tight em S* e J € J(\) uma estrutura
complexa. Uma folheacao estdvel de energia finita para J = (X, J) € uma folheagdo suave F

da simplectizagcio R x S com as sequintes propriedades:

e Cada folha FeFéa imagem de uma superficie merqulhada de energia finita u =
(a,u) : S2\T — R x S3. Chamamos de furos e limites assintdticos de F, respectiva-
mente, os furos e os limites assintdticos de i tal que w(S*\T') = F. Definimos o indice
de Fredholm de F como Fred(F) := Fred(@).

e [xiste uma constante uniforme C > 0 tal que 0 < E(u) < C para toda superficie
mergulhada de energia finita @ : 5>\ T — R x S satisfazendo 4(S?\T) = F € F.

e Para toda F € F e todo ¢ € R, temos que Tc(ﬁ) € j-:, onde T, € a translacao na
coordenada real dada por T.(a,z) = (a + ¢,2),V(a,z) € R x S3. Além disso, para
quaisquer ﬁl, LeFece R, Tc(ﬁ’l) NEy,=10 ou TC(Fl) = Fy.
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e Todos os limites assintoticos das folhas de F sao orbitas periddicas nao-nos de X, com

nimero de auto-enlagamento —1 e indice de Conley-Zehnder em {1,2,3}.

e Cada F € F tem precisamente um furo positivo e um nimero finito arbitrdrio (possi-
velmente zero) de furos negativos. Se T,(F)NF = 0,Yc # 0, entdo Fred(F) € {1,2}
e u € um merqgulho transversal ao campo de Reeb X). Se Tc(ﬁ) = F,Vc € R, entio
F tem precisamente um furo negativo e ambos os furos de F , 0 positivo e o negativo,
estao associados ao mesmo limite assintotico. Neste ultimo caso, Fred(ﬁ) —0eF ¢

um cilindro sobre seu limite assintotico.

J& mencionamos anteriormente que o indice de Fredholm de uma superficie mergulhada
de energia finita u pode ser interpretado como a dimensao do espago local M de superficies
mergulhadas de energia finita (médulo parametrizagoes) préximas a @ com mesma quanti-
dade de furos e mesmos limites assintéticos. Sendo assim, as defini¢oes de furo, de limite
assintético e de indice de Fredholm de uma folha F da folheagao estavel de energia finita F
nao dependem da escolha da superficie mergulhada de energia finita @ : S? \T' — R x S3
satisfazendo @(S2 \ I') = F. Além disso, se F € F ¢ tal que T,(F) N F = 0,Vc # 0, entao
as translagoes T, c(ﬁ ) produzem naturalmente uma dimensao de M. Logo, se Fred(ﬁ ) =1,
o espacgo local M é dado por {Tc(ﬁ);c € R} e, consequentemente, sua projegao em S* é

sempre a mesma. Por esta razao, dizemos que as folhas satisfazendo Fred(F') = 1 sao rigidas.
Ja no caso em que Fred(ﬁ ) = 2, além da familia local dada pelas translagoes de F em R,
temos uma segunda direcdo dada pelo campo de Reeb X, e, portanto, M se projeta em S3
como uma familia a 1-parametro de superficies mergulhadas.

Usando a defini¢ao do indice de Fredholm, fornecida em (1.52), podemos obter algumas
conclusoes sobre os limites assintoticos de uma folheagao estavel de energia finita FdeRx S3.
Seja F e F tal que Tc(ﬁ) NE = 0,Ve # 0, e considere a decomposicao do conjunto I' dos
furos de F como

=r,ulr_=r,urturzur?,

onde I'" denota o conjunto dos furos z € I'_ para os quais o indice de Conley-Zehnder do
limite assintético de F em z é igual a i € {1,2,3}. Seja CZ" o indice de Conley-Zehnder do
limite assintético associado ao unico furo positivo de F. Como Fred(ﬁ ) > 1 pela Defini¢ao

2.1.8, obtemos que

Fred(F) = CZ* — #T1 — 2412 — 34T — 24 1+ #T + 412 4+ #I?
= CZT — #I? —241° — 1> 1,

donde segue que
0 < #T% 4 24I° <CZt -2 (2.1)

e, portanto, CZ* € {2,3}. Neste caso, (2.1) nos diz ainda que

CZT =3 = #I2 42413 € {0,1} = #I? =0e #I%2 € {0,1}
CZt =2 = #2243 =0 = H#HT2 = #I3 =0
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Observe que nao hé restricoes quanto a cardinalidade do conjunto I'! .
Considerando as possibilidades obtidas em (2.2), podemos dividir as folhas F € F satis-
fazendo T.(F) N F = (), para todo ¢ # 0, em trés tipos:

Tipo CZ* | #It | #I% | #I | Fred(F)
(3,11,....1x) 3 N 0 0 2
(3,2, 11,...,Ix.1) | 3 |N—1] 1 0 1
(2,11,...,1x) 2 N 0 0 1

Nesta tabela, N é o nimero de furos negativos de FeFena notagao (CZ*,CZy,...CZy),
usada para representar o tipo da folha F , a primeira entrada CZ* é o indice de Conley-
Zehnder do limite assintoético associado ao unico furo positivo de F e as outras entradas CZ, ,
com k € {1,..., N}, sdo os indices de Conley-Zehnder dos limites assintéticos associados aos
furos negativos de F , ordenados de modo que CZ, > CZ,_ ;.

Em [27], Hofer, Wysocki e Zehnder garantem a existéncia de uma folheagao estavel de
energia finita para estruturas quase-complexas genéricas na simplectizacao da 3-esfera tight.
E mais ainda, provam que a projecao desta folheacao em S* produz um sistema global de

secoes transversais para o fluxo de Reeb.

Teorema 2.1.9. [27, Teorema 1.6, Proposi¢ao 1.7 e Coroldrio 1.8] Seja A = fXo|ss uma
forma de contato naio-degenerada em S3, onde f : S* — (0,00) é uma fungdo suave. Entdo
existe um subconjunto denso Jre(A) C J(X) na topologia C* tal que, para qualquer J €
Treg(N), a estrutura quase-complexa J = (A, J) admite uma folheagao estdvel de energia
finita F na simplectizagcao R x S®. Além disso, a projecdio de F em S3, wia a projecdo
p: R x 8% = S no sequndo fator, é um sistema global de secoes transversais para o fluzo
de X,.

Para finalizar, vamos comentar sobre o caso particular em que a forma de contato A\ =
fo|ss em S3 é fracamente convexa, como na definigao a seguir. Este é o caso que estaremos

interessados ao longo deste trabalho.

Definicao 2.1.10. Uma forma de contato )\ definida em S® € dita fracamente conveza se,
para toda drbita periédica P do campo de Reeb X, o indice de Conley-Zehnder CZ(P) é

maior ou igual a 2.

Suponha que A seja uma forma de contato nao-degenerada e fracamente convexa sobre
a 3-esfera tight. Assim, podemos descrever com mais detalhes a folheacao estavel de energia
finita F e o sistema global de secoes transversais JF := p(j-: ) obtidos no Teorema 2.1.9, uma
vez que os limites assintéticos com indice de Conley-Zehnder 1 sao excluidos. Neste caso, as
folhas F' € F podem ser:

Do tipo (3): F éum plano de energia finita em R x 52, assintético a uma 6rbita P de indice
3 em seu furo positivo, e sua projecao F' € F pertence a uma familia a 1-parametro

de planos em S® com o mesmo limite assintético P.



60 Secao 2.1 e Sistemas globais de se¢oes transversais

Do tipo (3,2): F é um cilindro de energia finita em R x S3, assintético a uma érbita P de
indice 3 em seu furo positivo e a uma orbita () de indice 2 em seu furo negativo, e sua

projecao F' € F é um cilindro rigido em S® que conecta P e Q.

Do tipo (2): F é um plano de energia finita em R x S3, assint6tico a uma 6rbita P de indice
2 em seu furo positivo, e sua projecao F' € F ¢ um plano rigido em S cujo bordo ¢é
dado por P.

Cilindro sobre uma orbita periédica: F' possui um furo positivo e um furo negativo,
ambos associados ao mesmo limite assintético P de indice 2 ou 3, e sua projecao
F € F em S? é dada exatamente por P.

Desta descricao segue, primeiramente, que o conjunto singular P do sistema de se¢oes
transversais F = p(j-: ) contém pelo menos uma 6rbita periédica com indice de Conley-
Zehnder 3, ja que F deve folhear toda a esfera S®. Se P contém apenas uma érbita periédica,
que denotaremos por P3 para indicar seu indice de Conley-Zehnder, entao F \ P é uma S'-
familia de planos assintéticos a P3 que folheia S®\ P3. Neste caso, cada folha de F \ P é
uma secao global do tipo disco para o fluxo de Reeb em S® e, portanto, Ps é o binding de
uma decomposicao em livro aberto. Reveja Figura 2.3.

Agora vamos descrever um dos principais objetos deste trabalho, o qual chamamos, como
em [12], de folheagao 3 — 2 — 3. Nesta denominagao, os nimeros correspondem ao indice
de Conley-Zehnder dos bindings da folheacao. Acompanhe a construcao tendo em vista a
Figura 2.6. Suponha que o conjunto singular P do sistema de secoes transversais F = p(]? )
seja formado por mais de uma érbita periddica. Nesta situacao P, além de conter uma érbita
de indice 3, certamente contém uma orbita peridédica P, de indice 2 e, além disso, o sistema
de secoes transversais F contém um par de planos rigidos U' e U?, ambos assintéticos a
Py, tais que U := U' U P, U U? é uma 2-esfera topoldgica mergulhada que separa S® em
duas componentes disjuntas M e M’, ou seja, S\ U = MUM’. Cada uma destas duas
componentes contém um binding de F, Py C M e P; C M’ ambas de indice 3, e contém
ainda um cilindro rigido de F, V. C M e V' C M’ conectando respectivamente P3 com P,
e P; com P,. Suponha que P, seja a unica orbita peridédica em P cujo indice de Conley-
Zehnder é 2. Neste caso, P; é o tnico binding de F contido em M, P§ é o tinico binding
de F contido em M’ e, mais ainda, F contém familias de planos D, e D, 7 € (0,1),
assintoticos respectivamente a Py e a P4, que folheiam respectivamente M \ (P U V) e
M'"\ (P;UV’). Nos pontos extremos 0 e 1 do intervalo de parametros (0, 1), a familia D,
se quebra respectivamente sobre U' U P, UV e U> U P, UV e a familia D, por sua vez,
se quebra respectivamente sobre U U P, UV’ e U? U P, UV'. A nocao de quebra de uma
familia a 1-parametro ficard mais precisa na Subsecao 3.5.3. Para maiores detalhes sobre

estas afirmagoes, veja a referéncia [27].

Definicao 2.1.11. O sistema global de se¢oes transversais F que acabamos de descrever é

chamado de folheacdo 3 — 2 — 3 para o fluzo de X, em S3.

Uma consequéncia dinamica extremamente interessante que segue da existéncia de uma

folheacao 3 — 2 — 3 para o fluxo de X na esfera S® é que o fluxo de Reeb admite pelo menos
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Figura 2.6: Corte de uma folheacao 3 —2 — 3 em S®. Nesta ilustracao temos, mais uma vez,
que pontos representam os bindings da folheacao, linhas tracejadas correspondem as folhas
que aparecem em familias a 1-parametro e linhas continuas representam as folhas rigidas.
As setas pretas apontam na direcao do campo de Reeb X,. As variedades estavel e instavel
locais do binding P, também estao representadas nesta figura.

duas érbitas homoclinicas a P5, uma delas contida em M e a outra contida em M’ seguindo
ainda as notagoes da Figura 2.6. Este fato, devido a Hofer, Wysocki e Zehnder, segue de
[27, Proposicao 7.5].

2.2 Conjuntos singulares estritamente convexos

Diversos trabalhos na area de dinamica Hamiltoniana mostram que, a partir de condig¢oes
geométricas sobre um dado nivel de energia, é possivel obter conclusoes sobre o comporta-
mento dinamico do fluxo Hamiltoniano. Na Secao 2.1, vimos que niveis de energia regulares
estritamente convexos difeomorfos & esfera S?, os chamados ovaldides, admitem uma decom-
posicao em livro aberto, cujo binding é uma orbita periédica nao-né do fluxo, com niimero de
auto-enlacamento —1 e indice de Conley-Zehnder 3, e cujas folhas sao seg¢oes globais do tipo
disco para o fluxo. Este resultado, como comentamos, foi provado por H. Hofer, K. Wysocki
e E. Zehnder em [33] no ano de 1998 com o auxilio da teoria de curvas pseudo-holomorfas
em simplectizagoes. Alguns anos depois, C. Grotta-Ragazzo e P.A.S. Salomao passaram a
analisar niveis de energia nao-regulares homeomorfos a S3, que admitem um tnico ponto de
equilibrio do tipo sela-centro, com a propriedade geométrica de ser estritamente convexo no
complementar desta singularidade. A existéncia de um ponto critico, neste caso, cria muitas
dificuldades para a analise global da dinamica Hamiltoniana. Em 2006, Grotta-Ragazzo e
Salomao [22] provaram que estes niveis singulares também possuem uma 6rbita periédica
nao-n6 do fluxo com nimero de auto-enlacamento —1 e indice de Conley-Zehnder 3. Mais

ainda, no caso particular em que o fluxo Hamiltoniano é integravel e o sela-centro admite
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uma érbita homoclinica do fluxo, os mesmos autores mostraram, em [23], que estes niveis
criticos estritamente convexos também possuem uma secao global do tipo disco para o fluxo.

E, dando continuidade a este segmento, N.V. de Paulo e P.A.S. Salomao estudaram, em
[12], a dinamica Hamiltoniana em niveis de energia imediatamente acima de um conjunto
singular estritamente convexo contendo um ponto de equilibrio do tipo sela-centro, como
vamos detalhar no restante desta tese.

Na presente secao, descrevemos localmente o comportamento do fluxo Hamiltoniano em
torno de um ponto de equilibrio do tipo sela-centro. Em particular, vemos que as variedades
estavel e instavel de uma singularidade deste tipo sao ambas 1-dimensionais, enquanto sua
variedade central, de dimensao 2, é folheada por érbitas peridédicas do fluxo, cada uma delas,
por sua vez, tendo cilindros de dimensao 2 como variedades estavel e instavel. Questoes
envolvendo a existéncia de érbitas homoclinicas a um sela-centro, ou entao homoclinicas
a sua variedade central, sao frequentemente investigadas na literatura. Entre intimeras re-
feréncias, podemos citar, por exemplo, [3, 5, 6, 21, 42, 47]. Apresentamos também a defini¢ao
de conjunto singular estritamente convexo e discutimos brevemente algumas propriedades
geométricas e dinamicas que tais conjuntos satisfazem. O objetivo primordial desta se¢ao é
elaborar as hipdteses que serao assumidas em nosso resultado principal, cujo enunciado se
encontra na Sec¢ao 2.3, fazendo uso das ferramentas desenvolvidas em [22, 52].

Iniciamos com a definicao de um ponto de equilibrio do tipo sela-centro. Para isso,
considere H : R* — R uma funcao Hamiltoniana e wy a forma simplética canonica em R*
definida por 2?21 dy; A dx;, onde w = (1, %9, Y1,y2) sao coordenadas de R*. J4 vimos que,

neste caso, o campo Hamiltoniano associado a H é dado por

0 I
Xy =JoWVH, Jo = .
H 0 com  Jo (_[ 0)

Definicao 2.2.1. Dizemos que um ponto de equilibrio p. € R* do sistema Hamiltoniano
w(t) = Xp(w(t)) € do tipo sela-centro se a matriz JoHessH (p.), que representa dXp(p.),
possui dois autovalores reais o e —a e dois autovalores imagindrios puros wi e —wi, com

a,w > 0.

Uma boa fonte de exemplos para este tipo de ponto de equilibrio pode ser encontrada na
classe dos Hamiltonianos que tém a forma “energia cinética mais energia potencial”:
ity

H(xq, 20, y1,y2) = 5 + V (21, 22). (2.3)

Como vimos na Secao 1.1, estas funcoes Hamiltonianas representam a energia total de uma
particula em R?, cuja massa ¢ igual a 1, submetida a uma forca conservativa F' = —VV. De

modo geral, temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.2.2. Seja H : R* = R uma funcio Hamiltoniana dada por

9, y)

H(z,y) = =3

+ V(x),
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onde g é um produto interno de R?, y = (y1,y2) € R* e V € uma fungdo potencial suave
em r = (z1,12) € R?. Se x, = (z},2?) € R? € um ponto critico do tipo sela para V, entdo

pe = (z!,22,0,0) € R* € um ponto de equilibrio do tipo sela-centro para H.

Demonstragdo. Se z. = (x!,z?) um ponto critico do tipo sela para V, entdao VV(z.) =0 e

det HessV (z.) < 0. Partindo destes fatos, vamos analisar V H (p.) e os autovalores da matriz

JoHessH (p.). Primeiramente observe que

VH(z,y) = (0:,V(z), 0,V (), 9(y, (1,0)), g(y, (0,1)))

e, portanto, VH (p.) = (VV(x.), (0, (1,0)),¢(0,(0,1))) = 0, ou seja, p. é um ponto critico
de H.

Além disso, a matriz hessiana de H é dada por

HessV(z) 0
0 G )

HessH(x,y) = (

onde G = (g“);;—12 ¢ a matrix que representa o produto interno g com relagao a base
canonica de R%. Sendo assim, apds alguns cdlculos, vemos que o polindémio caracteristico

q(\) associado a matriz JyHessH (p.) é o seguinte
qg(A) = X'+ X2 (" 00,0, V(20) + 292002,V (3) + 6720000,V (2)) + det G det HessV ().

Note que, se g fosse o produto Euclidiano de R?, entao o coeficiente de g(\) acompanhando \?,
que denotaremos por B, se reduziria ao trago da matriz HessV'(x.) e o seu termo constante,
que chamaremos de C, seria dado pelo determinante de HessV (x..).

Como g é uma aplicagao bilinear positiva, temos que det G > 0. Portanto, o termo
constante C' deste polinomio caracteristico é negativo, visto que det HessV (z.) < 0.

Seja B = A% Assim o polinomio caracteristico q()\) se reduz ao polinémio de grau 2
p(B) = 8%+ BB + C. Uma vez que C' < 0 e, consequentemente, B2 — 4C > 0, o polindémio
p(B) possui duas raizes reais com sinais opostos, digamos f; = a? > 0 e f, = —w? < 0, onde

a e w s@o numeros reais positivos. Neste caso, as raizes de ¢()\) sao dadas por

M= VBi=a, o= —VBi=—a, A= /B =wi, A= =/ = —wi.

Logo, p. ¢ um ponto de equilibrio do tipo sela-centro do sistema Hamiltoniano associado
a H segundo a Defini¢ao 2.2.1. O]

Considere H : R* — R uma funcao Hamiltoniana que admite um ponto de equilibrio p,
do tipo sela-centro. Ao longo deste trabalho, assumiremos duas hipoteses essenciais sobre H:
a primeira delas, enunciada logo abaixo, ¢ uma condicao local que garante a integrabilidade
do campo Hamiltoniano Xy em torno do sela-centro p. e a segunda, apresentada mais
adiante, trata-se de uma condicao geométrica relacionada com a curvatura do nivel de energia

singular de H que contém p.. Em poucas palavras, a primeira hipotese admite a existéncia
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de coordenadas canonicas em torno do sela-centro, nas quais a funcao Hamiltoniana H pode
ser escrita de um modo especial, possivelmente apds uma troca de sinal de H e/ou uma soma

de constante.

Hipétese 1 (Coordenadas locais). Existe uma mudanga de coordenadas simplética ¢ : V. —
U centrada em p., onde V,U C R* sdo vizinhancas respectivamente de 0 e p,, tal que, nas

novas coordenadas (qi1,qz, p1,p2) = ¢~ (1,9, Y1,Y2), a forma simplética em V ¢ dada por
2

Wy = Z dp; N\ dg; e a funcao Hamiltoniana K := H o ¢ assume a sequinte forma normal
i=1

K(q,q2,p1,p2) = K(I1, 1) = —ady + wly + R(14, 1), (2.4)
sendo que
% + 3 2, 72
I1i(q1, g2, p1,02) = @ip1, I2(q1, G2, p1,p2) = 5 Ry, 1) = O([l + [2)

e« ew sao os numeros reais apresentados na Definicao 2.2.1.
A motivagao para a Hipétese 1 vem da seguinte observacao.

Observagao 2.2.3. J. Moser mostrou em [49] que se H for uma fun¢ao real-analitica em
torno do sela-centro p., entao existe uma mudanca de coordenadas real-analitica ¢ de modo
que as solucoes do sistema Hamiltoniano associado a H sdo dadas, nas novas coordenadas
(q1, G2, p1,D2) = @0 H(x1, 2, Y1, y2), pelas solugies do sistema Hamiltoniano associado a K. A
principio, a mudanca de coordenadas ¢ pode nao ser simplética. Entretanto, H. Rissmann
provou em [51] que a existéncia de uma mudanca de coordenadas real-analitica ¢ tal como
garantida por Moser, implica a existéncia de uma mudanca de coordenadas real-analitica
simplética @ que coloca H na forma normal (2.4) em torno de p.. Esta questao foi abordada
também nas referéncias [11, 19]. Concluimos desta observa¢ao que uma condi¢ao suficiente
para que a Hipdtese 1 seja satisfeita é que a funcdo Hamiltoniana H : R* — R seja real-

analitica proxima ao sela-centro p..

Por ser uma aplicagao simplética, a mudanca de coordenadas ¢ da Hipodtese 1 fornece
uma conjugacao entre os campos Hamiltonianos Xy e Xpy|y associados respectivamente a

K e a H|y. De fato, pela defini¢do de campo Hamiltoniano, temos que
ixgwo = —dK = —d(p*"H) = —p"dH = @ ix,wo = lurx, 9 Wo = lprx,Wo,

donde segue que ¢*(Xg|v) = Xk. Sendo assim, podemos usar a forma normal K, dada por
(2.4), para analisar o comportamento do fluxo Hamiltoniano de H em torno do equilibrio do

tipo sela-centro p..
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O sistema Hamiltoniano associado a K é dado por

G =0, K =0,Kq =—(a—9,R)qa

Go = 0p, K = 01, K py = (w + O, R) p2
pr=—0,K=-0Kp = (a—0,R)p
Po=—0,K = —0p,K go = —(w+ 0, R) g2

(2.5)

Usando este sistema, mostramos facilmente que as fungoes I; e I, sao integrais primeiras
para o fluxo de X, isto é, I; e I, sdo constantes ao longo das solugoes de (2.5). Além disso,
uma solucao z(t) = (q1(t), g2(t), p1(t), p2(t)) do sistema Hamiltoniano (2.5) satisfaz

( @ (t) ) _ < et 0\ [ @)
p1(t) 0 e p1(0)
(2.6)
@)\ cos(wt)  sen (wt) 72(0)
pa(t) —sen (wt) cos(wt) p2(0) )
onde @ = a — O R(I1, 1) e w = w+ 0, R(I1, I5) sdo constantes ao longo das trajetdrias.
Concluimos entao que a projecao do fluxo sobre o plano ¢;p; tem um comportamento de

sela, enquanto sua projecao sobre o plano gops se comporta como um centro, justificando

assim a sua denominacao. Veja Figura 2.7.

.
N

Figura 2.7: Projegoes do fluxo Hamiltoniano em torno de um equilibrio do tipo sela-centro.

P2

O nivel de energia K ~*(0) contém o sela-centro 0 € V', bem como suas variedades estével

e instavel dadas respectivamente por

W#(0) = {(q1,42,p1,p2) €V/ p1 = @2 = p = 0}
W*(0) = {(q1,q2,p1,p2) €V/ q1 = 2 = p2 = 0}.

Uma vez que K(0,0) = 0 e 0,K(0,0) = —a + 9, R(0,0) = —a # 0, podemos usar o
Teorema da Fungao Implicita para afirmar que, nos pontos do nivel de energia K~1(0), I;

pode ser vista como uma funcao de I, para valores de I e I proximos de zero. Além disso,

8I2 K(0,0) w

Li(0)=0e0,L(0)= 5. K00) — a © portanto, para valores pequenos de I; e I5, temos

w
L(L) = EIQ +r(ly), com |r(ly)| < m[22
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para algum m > 0. Disto segue que, em K~1(0), vale a desigualdade

L(L) = ‘E"IQ + (L) > EJQ —mI2>0 (2.7)

para valores de I; e Iy > 0 proximos de zero. Como I, = @ > 0e I} = ¢1p1, concluimos
de (2.7) que a projecao do nivel de energia K~1(0) sobre o plano ¢;p; se d4 nos 1° e 3°
quadrantes.

Da equacao

w
—aqipy + 5(Q§ +p3) + O (¢ipi + (65 +p3)°) = E, (2.8)

satisfeita pelos pontos (qi, ¢, p1,p2) € K~ '(F) para alguma energia E, percebemos que o
nivel K~1(E) ¢ invariante pela agao de S! sobre o plano g,ps e também é simétrico sob a
involugao (qi,p1) = (—q1, —p1) no plano q1p;.

Na Figura 2.9, representamos os niveis de energia K !(F) numa vizinhanca do sela-
centro para valores pequenos de |E| e, na Figura 2.8, apresentamos uma descri¢ao local
destes niveis de energia projetados no plano ¢;p;. Vemos que, para E < 0, K~}(FE) contém
duas componentes que se projetam respectivamente no primeiro e no terceiro quadrantes de
q1p1 e, quando E = 0, estas componentes se encontram no sela-centro. Para F > 0, K~ !(FE)
contém apenas uma componente que corresponde topologicamente a uma soma conexa das

duas componentes do nivel de energia para £ < 0.

h 41 41
A

A

E <0 E=0 E>0

Figura 2.8: Projecoes dos niveis de energia K '(FE) no plano q;p;.
A variedade central do sela-centro 0 € V', dada por

We0) = {(q1,q2,p1,p2) €V/ ¢1 = p1 = 0},

é folheada por uma familia a um parametro de orbitas periddicas Pr do fluxo Hamiltoniano,
cada uma delas contida num nivel de energia K ~'(E), com E > 0 suficientemente pequeno.

De modo analogo ao que foi feito anteriormente, podemos usar o Teorema da Funcao
Implicita para escrever I, como uma fungao do par (I, E) no nivel de energia K !(F), para
valores pequenos de F, I; e I5. De fato, definindo a fungao C(1y, s, F) = K(I1,1,) — F,
temos que C(0,0,0) = 0 e 0,C(0,0,0) = 0,K(0,0) = w # 0. Logo, encontramos uma

funcio I, = I(Iy, B) satisfazendo 15(0,0) = 0, 9y, 1(0,0) = — 520008 = 2 e 9p15(0,0) =
2 »
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_ 95C(0,00) _ 1
9,00000) — w’ donde segue que

1
L(L,E) = gll +—E+0 (I} + E°) (2.9)

para valores de E, I; e I, proximos de zero. Sendo assim, para cada E > 0 suficientemente
pequeno, podemos descrever a érbita periddica Pg, contida na variedade central do sela-

centro, da seguinte forma:
Py ={(q1,q2,01.02) €EV/qp =p1 =0 e ¢? +p> =20,(0,E)} c {K = E, E >0}, (2.10)

onde V C V é uma vizinhanca pequena da origem. Observe, por (2.9), que I5(0, E) — 0
quando EF — 0 e, portanto, Pg se aproxima do sela-centro 0 quando a energia £ > 0 tende
a zero. Costumamos dizer que Py estd situada na “regiao de pescogo” do nivel de energia
K~Y(E), E > 0. Veja Figura 2.9.

E>0

E=0

Figura 2.9: Descricao local dos niveis de energia K ~'(E).

Localmente, as variedades estavel e instavel de cada érbita periddica Pg, representadas

na Figura 2.10, sao cilindros de dimensao 2 dados respectivamente por

Wi(Pg) = {(q1,q2,p1,p2) €EV/pr=0¢ ¢ +p2 =2L,(0,E)} C{K =E, E >0}

) (2.11)
WE(PE) = {(ql,qg,pl,pg) € V/ g1 = Oe qg +p§ = 2.[2(0,E)} - {K = E]7 E > 0}

Figura 2.10: Representacao local das variedades estavel e instavel da orbita periddica Pg.
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Para cada F > 0 pequeno, Pg pode ser vista como o equador da 2-esfera definida por
N2 = {q1 +p1 = 0} N K" (E). Para compreender esta afirmagao, vamos primeiramente
mostrar que, de modo geral, os cortes de um nivel de energia K !(FE) ao longo de planos
da forma {¢; + p1 = 0}, para E,|§| > 0 suficientemente pequenos, sdo de fato esferas de

dimensao 2 contidas em K ~1(FE) quando E e § nio se anulam simultaneamente.

Lema 2.2.4. Para quaisquer E,|0| > 0 suficientemente pequenos satisfazendo E* + 62 # 0,
Ny =A{q +p =} NK(E)

¢ uma 2-esfera mergulhada em K= (E).

Demonstrag¢ao. Substituindo p; = 0 — ¢; em K(q1, g2, p1,p2) = E, dada por (2.8), obtemos

w
—aqi(0 — @) + (@5 +p3) + O (66 — 01)* + (63 +13)°) = E.
Completando quadrados, vemos que —q1(d — q1) = (C_Il - %)2 — % e, portanto, a equagao
anterior se reduz a
\? w ad?
a(n-3) +5@ OO ar @R =B+ (1)

Seja k = /FE + O‘T‘SQ. Devido as hipoteses feitas sobre os valores E e ¢, temos que k£ é um

nimero estritamente positivo. Considerando novas variaveis definidas por

; %5( 5) VW W

Ch:T CI1—§ QQ:kﬂQ2 pzzkﬂpg

a equagao (2.12) pode ser reescrita do seguinte modo
G+G+p+OR @ +G+p+1) =1

Se fixarmos qualquer dominio limitado para as coordenadas (g, G, p2), esta ultima equagao
assume a forma

G+ G +ps+ Ok =1,
que descreve uma 2-esfera mergulhada nas coordenadas (i, G2, p2), quando F,|6| > 0 s@o

suficientemente pequenos. O

Vamos descrever a 2-esfera N§ do Lema 2.2.4 de um modo mais intuitivo. Acompanhe a
construcao a seguir tendo em vista a Figura 2.11, que ilustra o caso em que £ > 0e 0 = 0.
Vimos em (2.9) que, no nivel de energia K ~'(E), é possivel escrever I, como uma fungao

de (11, E'), para valores pequenos de E, I e I3, da seguinte forma

«a 1
L(I,,E) = “ht—E+ O (I} + E?).



Capitulo 2 e Resultado principal 69

Entao, fixado E > 0 suficientemente pequeno, vemos que existe I; (E) < 0tal que Ir(I; (E), E) =
0 e I > I (F) para valores pequenos de I; e I, > 0. Fixe agora |[0| > 0 suficientemente pe-
queno de modo que F e § nao se anulem simultaneamente. O conjunto {q;+p; = 6 }NK ! (E),
que denotamos por N, se projeta no plano ¢;p; sobre um segmento I5 i, cujo ponto médio
corresponde ao circulo determinado em K~ !'(E) por ¢ = p; = % e g3+ p3 = 2L, (0, F),
onde I (8§, E) := I, (%, E) Cada ponto (g1, p1) no interior do segmento Is s corresponde
ao circulo determinado em K~Y(E) por I = ¢1p1 = (6 — q1) e [, = L,([1, E) < L7 (6, E).
Tais circulos se colapsam nos extremos de Iz em pontos de K '(FE) que correspondem a
I =I; (E) e I = 0. Obtemos assim a 2-esfera N2,.

Observe que, no caso descrito pela Figura 2.11, o equador da esfera N2, com E > 0
suficientemente pequeno, é dado exatamente pela orbita periddica Pg que esta contida na
variedade central do ponto de equilibrio do tipo sela-centro. Denotamos por Uy g e Us g 0s

hemisférios da 2-esfera N = {q; + p1 = 0} N K~ (E) dados por

Ug={qn+p=0q¢<0}NnK(E)

1 (2.13)
Usp ={q1 +p1=0,¢1 >0} N K (E).

Uik

. Us e
q+p=9

Figura 2.11: Na terceira figura representamos a 2-esfera Ny C K '(F), E > 0 pequeno,
com seus hemisférios Uy g e Uy g e seu equador Pr. Na segunda figura temos a projecao Iy g
de N no plano ¢;p; e, na primeira figura, vemos a relagao entre I e I; sobre os pontos da
esfera N2, para E > 0 fixado. Para um bom entendimento, ¢ importante fazer a associagio
de cores correspondentes em cada uma das trés figuras.

Discutiremos agora a segunda hipétese com relacao a funcao Hamiltoniana H : R* — R
que sera assumida no decorrer deste trabalho. Para isso, continuamos supondo que o fluxo
Hamiltoniano associado & H admite um ponto de equilibrio do tipo sela-centro p, € R* e
que a Hipdtese 1 é satisfeita, de maneira que ainda possamos utilizar a forma normal (2.4)
para estudar a dinamica Hamitoniana de Xy em torno de p..

Pelo Lema 2.2.4, temos que NJ = {q1 +p1 = 6} N K~(0), com § > 0 suficientemente
pequeno, é uma 2-esfera contida no nivel de energia singular K~1(0) que ¢ bordo da 3-bola

topoldgica fechada dada por

By :={0<q+p <6nK0).
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Note que Bj contém uma singularidade em seu interior que corresponde ao ponto de equil{brio
do tipo sela-centro z = 0.

Fixando § > 0 pequeno, assuma que a 2-esfera o(NJ) C H~'(0), onde ¢ é a mu-
danca de coordenadas da Hipdtese 1, seja bordo também de uma 3-bola mergulhada fechada
Bs € H7(0) que contém apenas pontos regulares da fungao Hamiltoniana H e tal que, em
coordenadas locais (q1, g2, p1,p2), Bs se projeta em {g; + p; > d} no plano ¢;p;. Neste caso,
©(B) e B; sao 3-bolas fechadas que se intersectam ao longo da 2-esfera ¢(NJ) em H~1(0)
e, portanto, Sy C R* definido por

Sy := @(BY) U Bs ¢ H™*(0) (2.14)

é homeomorfo & esfera S® e contém o sela-centro p, como tinica singularidade. Veja Figura
2.12.

(Ny)

Pelx . ( B;

)

w(B))

Figura 2.12: Ilustragdo do conjunto singular Sy definido em (2.14).

Estamos particularmente interessados no caso em que o conjunto Sy tem curvatura posi-

tiva em seus pontos regulares. Por esta razao definimos:

Definicao 2.2.5. Sejam H : R* — R uma funcio Hamiltoniana que satisfaz a Hipdtese
1eS C HY0) uma componente invariante do fluro Hamiltoniano. Dizemos que S é um

conjunto singular estritamente convexo se as sequintes propriedades sao satisfeitas:
1. Existe um homeomorfismo h : R* — R* tal que h(S) = S3.

2. H admite uma unica singularidade p. em S, a qual é um ponto de equilibrio do tipo

sela-centro.

3. Para todo ponto reqularw € S := S\{p.}, a restricio HessH (w)|y, ¢ € positiva definida.

Veja Figura 2.183.

Pe s

Figura 2.13: Representagao de um conjunto singular estritamente convexo.



Capitulo 2 e Resultado principal 71

A segunda hipétese que assumiremos neste trabalho é que o subconjunto Sy C H~1(0),

definido em (2.14), é singular estritamente convexo.

Hipétese 2 (Convexidade global). O ponto de equilibrio do tipo sela-centro p. pertence a

um conjunto singular estritamente convexo do nivel critico de energia H'(0).

Salomao introduziu os conjuntos singulares estritamente convexos em [52] e analisou cui-
dadosamente suas caracteristicas geométricas. Foi demonstrado no Lema 10 desta referéncia
que todo conjunto singular estritamente convexo S é bordo de um subconjunto convexo de
R* e, além disso, para todo ponto regular w € S =5 \ {pc}, a intersecdo do espago afim
{w} + T,,S com S é dada apenas pelo ponto w. Sendo assim, a hipersuperficie S é estrita-
mente convexa no sentido regular dado pela Definicao 2.1.2. Vimos, logo apoés a Definicao
2.1.2, que a condicao local de HessH (w)|;, ¢ ser positiva definida para todo w € S equivale &
hipotese de S ter curvatura positiva em todos os seus pontos. Uma das consequéencias desta
propriedade geométrica ¢ que, para qualquer ponto wy pertencente a componente limitada
de R*\ S, os raios partindo de wy intersectam S em um tnico ponto e, nos pontos regulares
de S, esta intersecao é transversal.

Para os casos em que a funcao Hamiltoniana H é da forma “energia cinética mais energia
potencial”, como em (2.3), o principal resultado de [52] fornece um modo prético e eficiente
de decidir se um subconjunto de um nivel de energia de H é estritamente convexo. Veja o

teorema a seguir.

Teorema 2.2.6 ([52],Teorema 1). Seja H : R* — R uma fung¢io Hamiltoniana dada por
(2.3), onde V : R? = R € uma fungdo C*, com k > 2. Suponha que S C H™'(E) é homeo-
morfo a S3, invariante pelo fluzo e tem no mdzimo uma singularidade p.. Seja B := m(S)
o disco dado pela projec¢io canénica de S no plano x1xo. Entao S € (singular) estritamente

convexo se, e somente se,
2(E — V) det HessV + 0,04,V (02, V)2 + 04,00,V (00, V)? — 20,V 0,V 0,,0,,V > 0 (2.15)

para todo ponto em B\ m(p,).

A desigualdade (2.15), deduzida por Salomao, é uma condi¢ao equivalente a .S ter curva-
tura positiva em todos os seus pontos regulares. Note que um resultado analogo ao Teorema

2.2.6 no plano R? seria falso. Como contra-exemplo, considere a Figura 2.14, obtida em [52].

Figura 2.14: Curva fechada em R? com curvatura positiva em todos os pontos, exceto em
um ponto singular, que delimita um subconjunto nao-convexo do plano.
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Em [22], Grotta-Ragazzo e Salomdo estudaram a dinadmica Hamiltoniana sobre um con-
junto singular estritamente convexo S de R*. Primeiramente, constataram que a curvatura,
positiva de S garante que qualquer solucdo nao-nula do fluxo linearizado transversal ao
longo de uma trajetéria Hamiltoniana contida em S gira sempre no sentido anti-horrio com
relagao ao referencial { X7, Xy} definido em (1.27). Reveja Figura 1.12 e a Proposigao 1.3.7.
E entao, apés uma andlise minuciosa do fluxo linearizado transversal ao longo da variedade
estavel do sela-centro p., Grotta-Ragazzo e Salomao obtiveram uma estimativa do indice
de Conley-Zehnder das érbitas periddicas de S que passam préximo ao sela-centro p.. Em
poucas palavras, mostraram que, quanto mais proximo uma érbita periddica P C S passa

do sela-centro p., maior é o seu indice de Conley-Zehnder.

Teorema 2.2.7 ([22], Teorema 2). Sejam H : R* — R uma fun¢io Hamiltoniana e S C
H_l(O) um conjunto singular estritamente convexo. FEntao, para cada N € N, existe uma
vizinhanca W de p. em S tal que se P é uma orbita periodica de Xy que intersecta W,

entdo o indice de Conley-Zehnder de P ¢ maior que N.

Vimos anteriormente que, como consequéncia do Teorema 2.1.5, todo ovaldide admite
uma orbita peridédica nao-né, com indice de Conley-Zehnder 3 e niimero de auto-enlacamento
—1, que é binding de uma decomposicao em livro aberto. Deste fato, juntamente com a
estimativa do Teorema 2.2.7 e com um resultado de Ghomi encontrado em [18] (que garante
que toda hipersuperficie compacta estritamente convexa pode ser estendida a um ovaldide
C*), Grotta-Ragazzo e Salomao puderam concluir que todo conjunto singular estritamente
convexo admite uma orbita periédica nao-né6 do fluxo Hamiltoniano que, como no caso
regular, possui indice de Conley-Zehnder 3 e niimero de auto-enlagamento —1. E exatamente

o que afirma o corolario a seguir.

Corolario 2.2.8 ([22], Coroldrio 3). Seja H : R* — R uma fun¢io Hamiltoniana. Se S é um
conjunto singular estritamente convezo de H='(0), entio S contém uma dérbita periddica do
fluxo Hamiltoniano associado a H que é nao-no, tem indice de Conley-Zehnder 3 e numero

de auto-enlagamento —1.

Para finalizar esta secao, vamos apresentar dois exemplos de funcoes Hamiltonianas de R*
que atendem as Hipdteses 1 e 2. Estes exemplos sao discutidos com detalhes na referéncia
[52]. Em ambos os casos, os Hamiltonianos sao fungoes reais analiticas e, portanto, pela
Observacao 2.2.3, satisfazem a Hipdétese 1. Uma vez que estas fungoes sao da forma “energia
cinética mais energia potencial”, como em (2.3), podemos usar a Proposi¢ao 2.2.2 para
garantir que os pontos p. sugeridos nestes exemplos sao equilibrios do tipo sela-centro e
podemos utilizar o Teorema 2.2.6 para provar que os conjuntos Sy apresentados sao de fato

singular estritamente convexos, de acordo com a Defini¢cao 2.2.5.
Exemplo 2.2.9. A funcio Hamiltoniana H : R* — R, definida por

2 2 2 2
+ ]+ kx 1
Hwy ooy pn) = 22 4 om2 4~ (ad + )2, (2.16)
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admite um ponto de equilibrio do tipo sela-centro p. = 0 € H~(0) para qualquer k < 0. Neste
caso, p. pertence a um par de conjuntos singulares estritamente convezros Sy, S| C H*I(O)
que tém p. como unico ponto em comum. As projecoes de Sy e S| no plano x1x4 sao dadas por
discos topolégicos Dy e Dy contidos, respectivamente, nos semi-planos {xo > 0} e {xy < 0}.
Veja Figura 2.15.

) ) i)
A N A
<> §
» T1 ) P
<> Dy
E <0 E=0 E>0

Figura 2.15: Projecao dos niveis de energia H~1(E) sobre o plano z;x,, onde H é a funcao
Hamiltoniana dada por (2.16).
Exemplo 2.2.10. Considere a fun¢do Hamiltoniana H : R* — R, dada por

2 2 2 2 3
+ 7+ x
H(%Jz;@/n?h) = SRS — 2 + bx%@ - 327 (2'17)

2 2

onde 0 < b < 1. O caso b =1 corresponde ao conhecido Hamiltoniano de Hénon-Heiles,

cujos niveis de energia se projetam no plano x1xs como na Figura 2.16. O Hamiltoniano

2

Figura 2.16: Curvas de nivel do potencial de Hénon-Heiles.

H definido por (2.17), com 0 < b < 1, possui um ponto de equilibrio do tipo sela-centro
em p. = (0,1,0,0) € H™! (%) Este ponto de equilibrio pertence a wm conjunto singular
estritamente convexo Sy C H™* (%) que se projeta no plano x1xe sobre um disco topoldogico
Dy contido em {—% <xy < 1}. Veja Figura 2.17.



74 Secdo 2.3 ¢ Demonstracao do resultado principal
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Figura 2.17: Projecao dos niveis de energia H~1(E) sobre o plano z;x,, onde H é a funcao
Hamiltoniana dada por (2.17).

2.3 Demonstracao do resultado principal

O principal objetivo deste trabalho é analisar a dinamica Hamiltoniana em niveis de
energia imediatamente acima de um conjunto singular estritamente convexo que, como vimos
na secao anterior, trata-se de um subconjunto S; C R* homeomorfo & esfera S®, que admite
um ponto de equilibrio do tipo sela-centro p. como unica singularidade e tem curvatura
positiva em todos os seus pontos regulares. Assumindo que a funcao Hamiltoniana H de R*
satisfaz as Hipoteses 1 e 2 enunciadas na Secao 2.2, vamos mostrar que os niveis de energia
H7Y(E), com E > 0 suficientemente pequeno, contém uma 3-bola fechada Sg préxima a
Sy € H7'(0) que admite um sistema de segoes transversais Fg, chamado folheagio 2 —
3, com caracteristicas muito especiais. O conjunto singular de Fg é formado por duas
érbitas periddicas Pop C 0Sg e Psp C Sg \ 0Sg com indices de Conley-Zehnder 2 e 3
respectivamente. A drbita P, g é hiperbélica dentro do nivel de energia H~*(F), pertence a
variedade central do sela-centro p. e é o limite assintético de dois planos rigidos U; g, Us g €
Fr que, unidos com Ps g, constituem a 2-esfera dSg. A folheagao Fp contém um cilindro
rigido Vi que conecta os bindings Ps g e P, g e, além disso, contém uma familia de planos
D, g, com 7 € (0,1), todos assintéticos a érbita P g, que folheia Sg \ (0Sg U Ve U Ps g).
Como Fg é um sistema de se¢oes transversais, todas as suas folhas regulares sao transversais
ao campo Hamiltoniano de H. A partir da construcao da folheacao 2 — 3 em Sg, vamos
obter a existéncia de pelo menos uma érbita homoclinica a P g contida em Sg \ 0Sg.
Nesta secao, enunciaremos e provaremos o principal resultado desta tese, assumindo como
verdadeiros alguns resultados intermediarios, cujas demonstracoes serao deixadas para o
préximo capitulo.

Seja H : R* — R uma funcao Hamiltoniana que admite um ponto de equilibrio do
tipo sela-centro p. € H~1(0). Suponha a existéncia de coordenadas canonicas (q1, g2, p1, p2)
em torno de p. de modo que H, nestas coordenadas, assuma a forma normal (2.4), como
afirmado na Hipotese 1 da Secao 2.2. Suponha ainda que a Hipdtese 2 da Secao 2.2 também
seja satisfeita, isto é, o sela-centro p. pertence a um conjunto singular estritamente convexo
So do nivel critico de energia H~'(0). Lembre-se que, nas coordenadas locais (q1, qa2, p1, P2)

centradas em p., o nivel de energia H!(0) se projeta nos primeiro e terceiro quadrantes do
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plano g p1, reveja Figura 2.8. Daqui em diante vamos assumir que a projegao de Sy C H~1(0)
em ¢ip; se da no primeiro quadrante.

Considere uma pequena vizinhanca U C R* do conjunto singular estritamente convexo
So. Pela definicao de Sy, encontramos, para cada E > 0 suficientemente pequeno, uma 3-
bola fechada Sr C U mergulhada em H~!(FE) tal que, em coordenadas locais, Sk se projeta
no plano ¢;p; em {q¢ + p1 > 0}, veja Figuras 2.18 e 2.19. O bordo da 3-bola Sg dentro
do nivel de energia H~'(F) coincide, em coordenadas locais, com a 2-esfera N definida no
Lema 2.2.4, isto é,

0Sg={q +p1=0yNK YE).

Vimos anteriormente que N2, e portanto 0Sg, tem como equador a 6rbita periédica Py

da variedade central do sela-centro p., dada em coordenadas locais por
Pp={q =p1=0eq;+p;=20L(0,E)}.

Provaremos mais adiante que Pg é hiperbdlica dentro do nivel de energia H~!(E) e, além
disso, seu indice de Conley-Zehnder é 2. Por esta razao, ao invés de denotar o equador da

2-esfera 0Sg simplesmente por Pg, vamos denoté-lo, de agora em diante, por P, . Vamos

Figura 2.18: Representacao da 3-bola fechada Sp € H™Y(F), E > 0 pequeno.

continuar chamando de U; g e Uy g 0s hemisférios da esfera N 9 = 0Sp, definidos em coor-
denadas locais por

Ug={ga+p =0,¢1 <0}NK ' (E)

Usp = {1 +p1 =0,q1 >0} N K (E),

como vimos em (2.13).

A esfera dSg ¢ dada pela intersegao G~1(0) N K~'(E), onde G : R* — R é definida por
G(q1,q2,p1,p2) = ¢1 +p1 e, portanto, VG = (1,0, 1,0) é ortogonal ao plano tangente de Sg
em todos os pontos de dSg. Uma vez que o produto (VG(z), Xk (z)) é positivose z € Uy g e
negativo se z € U, g, podemos dizer que, dentro do nivel de energia, o campo Hamiltoniano
é transversal aos hemisférios Uy g e Uy g de OSg, apontando para dentro de S em U, g e
para fora de Sg em U, g. Veja Figura 2.19.

As variedades estavel e instavel do equador P» g de Sk, E > 0 pequeno, sao cilindros

de dimensao 2 contidos em H~!(F) dados, em coordenadas locais, respectivamente por

Wioe(Pop) = {p1 =0e ¢ + p3 = 21,(0, E)}
Wg,loc(PlE) = {ql =0e qg +p% - 212(07E)})
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como em (2.11). Reveja Figura 2.10. As variedades W3, (Por) € Wg,  (P,r) sdo trans-
versais a esfera dSg dentro de H !'(F) e ambas tém ramos dentro de SE = Sp \ 0Sg. Veja
Figura 2.19.

VG

\\\/

b1

A

- q1
\X/\/‘/ .

// / X Us e
Xr //

G=0

Figura 2.19: Representacao da 2-esfera S = G~1(0) N K~!(E) e de sua projegao no plano
¢1p1, com seus hemisférios Uy p e Uy p e seu equador P»p. As setas vermelhas apontam
na direcao do campo Hamiltoniano e as setas azuis na direcao do vetor gradiente VG. As
projecoes das variedades estavel e instavel locais de P, i estao representadas na cor preta.

Como ja comentamos, a finalidade deste trabalho é garantir a existéncia de um sistema de
secoes transversais muito particular para o fluxo Hamiltoniano restrito a 3-bola fechada Sg,
com E > 0 pequeno. Este sistema que buscamos é chamado, como em [12], de folheagao 2—3.
Nesta denominagao, os nimeros correspondem ao indice de Conley-Zehnder dos bindings da
folheacao.

Definicao 2.3.1. Seja H : R* — R uma funcdo Hamiltoniana que admite um ponto de
equilibrio do tipo sela-centro p. € H=1(0) e satisfaz as Hipdteses 1 e 2 enunciadas na Se¢do
2.2. Seja Sy € H7Y(0) o conjunto singular estritamente convexro que contém o sela-centro
pe €, dado E > 0 pequeno, considere Sg C H™Y(E) a 3-bola fechada mergulhada prézima a
So, como explicamos logo acima. Uma folheacdao 2 — 3 para o fluxro Hamiltoniano em Sg é

uma folheagao singular Fg de Sg com as sequintes propriedades:

e 0 conjunto singular de Fg € formado pela orbita periddica hiperbdlica P g, equador da
2-esfera 0Sg, e por uma orbita periddica nao-né Py p C Sp = Sg\0Sg. Estas orbitas
periddicas sao chamadas de bindings da folheacao Fg e seus indices de Conley-Zehnder

540 CZ(PQVE) =2e CZ(P&E) = 3.

o Fp contém os hemisférios Uy g e Uyp de OSg definidos, em coordenadas locais, por

(2.13). Ambos os hemisférios sao chamados de planos rigidos.

o Fp contém um cilindro aberto mergulhado Vi C SE \ Ps g, cujo bordo € dado por

Vg = Py p U Ps . Este cilindro é chamado de cilindro rigido.

o Fg contém uma familia suave a um parametro de discos abertos mergulhados D, C
S'E\(VEUP&E), com 7 € (0,1), tal que o bordo de cada D, g é dado por 0D, g = Ps .
Esta famdlia folheia Sg \(VEUPsg) e D;g — Vg U Pog UU g quando 7 — 07 ¢
D.p—VgUP,gUUy g quando 7 — 1.
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e o0 campo Hamiltoniano Xy € transversal a todas as folhas regulares Uy g, Us g, Vg e
DT,Ea T € (0, ].)

Posteriormente, vamos descrever melhor o comportamento assintético das folhas D, g, 7 €
(0,1), e Vg préximo a componente de bordo Ps g. Além disso, vamos explicar mais precisa-
mente a convergéncia da (0, 1)-familia D, g para Vg U P, g UU; g e para Vg U Py p U Us

quando 7 — 0" e quando 7 — 17, respectivamente. Veja Figura 2.20.

Us e

Uik

Figura 2.20: Corte de uma folheacao 2 — 3 na 3-bola Sg. Os pares de pontos azuis e de
pontos vermelhos representam os bindings da folheagao com indices de Conley-Zehnder 3 e 2
respectivamente. As linhas continuas em preto correspondem aos hemisférios Uy g e U g da
2-esfera OSg, o par de linhas continuas em verde representam o cilindro rigido Vg e as linhas
tracejadas em cinza correspondem aos discos D, g, com 7 € (0,1). As setas pretas apontam
na dire¢do do campo Hamiltoniano Xp. As variedades estavel Wy, . e instavel Wy, . do
equador P, p também estao representadas nesta figura.

Finalmente estamos em condigoes de enunciar o principal resultado desta tese.

Teorema 2.3.2. Seja H : R* — R uma funcdo Hamiltoniana que admite um ponto de
equilibrio do tipo sela-centro p. € H~'(0). Suponha a existéncia de coordenadas candnicas
(q1,q2,p1,p2) em torno de p. de modo que H, nestas coordenadas, assuma a forma normal
(2.4), como afirmado na Hipdtese 1 da Segao 2.2. Suponha também que a Hipdtese 2 da
Secao 2.2 seja satisfeita, isto €, o sela-centro p. pertence a um conjunto singular estritamente
convero Sy do nivel critico de energia H(0). Considere Sg C H™'(E), com E > 0 pequeno,
a 3-bola fechada mergulhada proxima a Sy que definimos acima. FEntao, para todo E > 0
suficientemente pequeno, existe uma folheacao 2 — 3 Fg para o fluxro Hamiltoniano em Sg.
Além disso, a orbita periddica Pop C 0Sg, binding da folheagio Fr com indice de Conley-
Zehnder 2 que pertence a variedade central do sela-centro p., admite pelo menos uma orbita

homoclinica contida em SE =S\ 0SE.
Temos uma importante observacao a fazer sobre o Teorema 2.3.2.

Observacao 2.3.3. E possivel que a funcio Hamiltoniana H : R* — R, satisfazendo as
Hipoteses 1 e 2, admita um ponto de equilibrio do tipo sela-centro p. pertencente a dois

conjuntos singulares estritamente convezos Sy e S§ do nivel critico de energia H(0), que
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se intersectam apenas em p.. Neste caso, o nivel de energia H™'(E), com E > 0 pequeno,
contém duas 3-bolas fechadas mergulhadas Sk e S%, prorimas respectivamente a Sy e a

0, tais que OSp = 0S% em H Y(E). Em coordenadas locais (qi,qs2, p1,p2) em torno do
sela-centro p., Sg se projeta no plano ¢ipy em {q +p1 > 0}, Sy em {¢1 +p1 < 0} e
o bordo 0Sg = 0S, em {q1 + p1 = 0}, como vemos na terceira ilustra¢ao da Figura 2.8.
Fazendo uso do Teorema 2.3.2 e da simetria da funcao Hamiltoniana com relagao a involugao
(q1,q2,p1,D02) — (—q1, g2, —p1,P2), obtemos duas folheagoes 2 — 3 para o fluro Hamiltoniano:
Fr em Sg e Fy em S, para E > 0 suficientemente pequeno. Deste modo, SpUSy C H'(E)
¢ difeomorfo a esfera S* e admite uma folheagdo 3 — 2 — 3, como na Defini¢io 2.1.11, dada
por Fg U Fg, cujos bindings sio a orbita periddica hiperbolica Pop C 0Sgp = 0S%, com
indice de Conley-Zehnder 2, e duas orbitas periddicas nao-nos P p C SE = S\ 0Sg e
Py C Sy, = Sy \ 0S4, ambas com indice de Conley-Zehnder 3. Reveja Figura 2.6. Mais
ainda, concluimos que existem pelo menos duas orbitas homoclinicas ao binding Ps g, uma

delas contida em Sg e a outra em St.

Como aplicacao do Teorema 2.3.2, podemos considerar novamente as funcoes Hamiltoni-

anas fornecidas nos Exemplos 2.2.9 e 2.2.10 da se¢ao anterior.

Exemplo 2.3.4. Seja H : R* — R a funcao Hamiltoniana dada por (2.16) que admite
pe = (0,0,0,0) € H71(0) como ponto de equilibrio do tipo sela-centro para qualquer k < 0.
Como comentamos no Exemplo 2.2.9, H satisfaz as hipoteses do Teorema 2.3.2 e, além disso,
encontra-se nas condigoes da Observacao 2.3.3, isto €, o nivel critico H='(0) contém dois
conjuntos singulares estritamente convexos Sy e S|, que se intersectam apenas em p.. Sendo
assim, para todo E > 0 suficientemente pequeno, existe um par de 3-bolas Sg, Sy C H '(E)
prozimas respectivamente de Sy e S{, com 0Sg = 0S%, tais que Wg = Sp U S, € uma
3-esfera que admite uma folheacao 3 — 2 — 3.

O sistema Hamiltoniano associado a H ¢ dado por

T =1

o (2.15)
hr = —a1 (1+2 (a7 + 23))
G (2.19)

Yo = —x2 (k+2 (27 + 23))
A simplicidade deste sistema nos permite realizar alguns cdlculos de modo explicito. Consi-
derando x1 =y = 0, solugao nula de (2.18), as equagoes (2.19) se reduzem ao sistema
Ty = Yo

(2.20)
y2 = —k’l'g — 2$§,

onde k < 0. Analogamente, se xo = yy = 0, entdo as equagoes (2.18) assumem a forma

T1 =
Lo (2.21)

. 3
Y1 = —x1 — 227,
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Os planos de fase dos sistemas (2.20) e (2.21) sdo dados na Figura 2.21.

Plano de Fase Plano de Fase

084
054
044
034
024
054
0.14
. =
0.5+
0.24
034
0.4+

0.6

T T T T T T T T T T T J 26 T T T T T T T T T T T T T d
12 08 08 04 02 0 02 04 08 08 1 12 14 12 1 .08 .06 04 02 0 02 04 08 08 1 12 14

Figura 2.21: Planos de fase do sistema (2.20), & esquerda, e do sistema (2.21), a direita.

O binding Po. p C 0Sg da folheacao 3 —2 — 3 em Wg, que pertence a variedade central

do sela-centro p. = 0, é dado neste exemplo por
P27E = {H(‘Tlaoayho) = E} = {y%_’_‘r% +I'A11 = 2E7I2 = Y2 = O}

Pelo Teorema 2.3.2, para cada E > 0 suficientemente pequeno, P» g admite pelo menos duas
orbitas homoclinicas do fluxo Hamiltoniano, uma delas contida em SE = S\ 0SE e a outra
em Sjg = S\ 0S%. Observe, pela Figura 2.21, que o proprio ponto de equilibrio do tipo sela-
centro p. = 0 admite duas drbitas homoclinicas neste caso, uma contida em Sy = Sp \ {pe}
e a outra em S = S)\ {p.}.

Ainda neste exemplo, podemos ver que o campo radial Y (w) = 5 em R*, que é de Liouville
conforme o Exemplo 1.2.2, € transversal ao nivel de energia H*(E) para E > 0 pequeno.

De fato, dado w = (z1, T, y1,Y2) € H '(E), temos

2(VH(w),Y (w)) =23 (142 (27 +23)) + 25 (k+2(2F +23)) +v7 + v5
:xf+kx§+2(a:f+x§)2+yf+y§ =2F + (xf+:1:§)2 > 0.

Portanto, o fluro Hamiltoniano na 3-esfera Wg C HY(E), com E > 0 pequeno, € equivalente

ao fluzo de Reeb associado a forma de contato (iywo)|w, em Wg.

Exemplo 2.3.5. Considere H : R* — R a funcio Hamiltoniana definida em (2.17), com
b e (0,1), que possui um ponto de equilibrio do tipo sela-centro em p. = (0,1,0,0) € H* ().
Comentamos no Exemplo 2.2.10 que H satisfaz as Hipoteses 1 e 2 e, por esta razao, pode-
mos concluir do Teorema 2.3.2 que o nivel de energia H™'(E), com E = % +eee>0
suficientemente pequeno, contém uma 3-bola Sg, proxima do conjunto singular estritamente
convexo Sy contendo p., que admite uma folheagao 2—3. Mais ainda, o binding Po p C 0SE,
que pertence a variedade central do sela-centro p., admite uma orbita homoclinica do fluxo

Hamiltoniano contida em SE = Sg \ 05k.

Em seguida, vamos demonstrar o Teorema 2.3.2, principal resultado deste trabalho. Por

tratar-se de uma longa demonstragao, optamos por dividir a sua apresentacao em alguns
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passos intermediarios, que serao enunciados no decorrer desta demonstragao e provados ao

longo das secoes do proximo capitulo.

Demonstracao do Teorema 2.3.2. Seja ¢ : V — U a mudanca de coordenadas simplética
centrada no sela-centro p. tal que, nas novas coordenadas (qi, o, p1,p2) = @ Hx1, T2, Y1, ¥2),
a fungao Hamiltoniana H assume a forma normal K dada por (2.4) na Hipétese 1.

Em coordenadas locais, a 2-esfera dSg, dada por Np = {¢1 + p1 = 0} N K~*(E), com
E > 0 pequeno, pode ser vista também como bordo da 3-bola topolégica fechada definida

por
BY = JA{a+pm=0nK ()= [J N
0<c<E 0<c<E
Vimos no Lema 2.2.4 que N? é uma 2-esfera mergulhada no nivel de energia K~!(c) para todo
¢ > 0 pequeno e, para ¢ = 0, convencionamos que N = {0}. Sendo assim, ¢ (Bé;) ¢ uma
3-bola topoldgica fechada contendo o sela-centro p. em seu interior e a uniao Sg U ¢ (BéE )
¢ uma 3-esfera topolégica em R* que é bordo de uma 4-bola topolégica fechada Ug. Veja

Figura 2.22. Em coordenadas locais, Ug se projeta no plano ¢ip; em {q; + p; > 0}.

Figura 2.22: Representagao da 4-bola Ug e de seu bordo, a 3-esfera Sg U ¢ (Bf).

Considere Uy uma coépia da 4-bola fechada Ug. Seu bordo é uma 3-esfera topolégica
oUp =95,Up (Bgy), onde Sy ¢ BY' sio cépias de Sp e B respectivamente. Por meio da

involugao T': V — V| definida por

T(Q17q27p17p2) = (—(11>Q2a—p1>p2)> (222)

podemos identificar os pontos de Uy, em coordenadas locais, com pontos que se projetam
no plano ¢;p; em {g; + p1 < 0}. Assim, a 3-bola B[;E/ ¢ dada exatamente por B} e, conse-
quentemente, 957 coincide com 9Sg.

Agora, unindo as 4-bolas topolégicas Uy e U, considerando a identificacio BY ~ B’

via a aplicacao identidade, obtemos uma variedade suave de dimensao 4

Ug=Ug || U

E_ pE'
By ~Bj

cujo bordo

We:=5Sg || Sk (2.23)
0Sp~dS!,

é difeomorfo a esfera S3. Veja Figura 2.23.
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A aplicagao T' definida em (2.22) pode ser naturalmente induzida sobre a variedade Ug
que acabamos de construir. E, uma vez que T"wy = wy e K o T = K, a forma simplética
canonica wy e a funcao Hamiltoniana H também sao induzidas de modo natural sobre Ug. Por
simplicidade, vamos continuar denotando T', wy e H em Ug pelas mesmas letras. Portanto,
podemos dizer que p. € Ug para todo E > 0 pequeno e a forma normal K, dada na Hipdtese
1, representa a funcao Hamiltoniana H numa vizinhanca de p. em Ug. Observe ainda que
se 0 < ' < E, entao temos uma inclusao natural de Uy em Ug.

Seja S) a copia correspondente de Sy em Uy, E > 0 pequeno, onde Sy C H~'(0) é o
conjunto singular estritamente convexo contendo p.., fornecido pela Hipdtese 2, que se pro-
jeta no primeiro quadrante do plano ¢;p; nas coordenadas locais (g1, g2, p1,p2). O conjunto
Sy € H~'(0) é singular estritamente convexo, intersecta Sy apenas em p, e se projeta, em
coordenadas locais, no terceiro quadrante do plano ¢;p;. Note que Sy e S, sdo bordos de
subconjuntos fechados Uy C Ug e U} C Uy respectivamente, ambos homeomorfos a 4-bola
fechada. Definimos, por fim,

Wy := Sp U S,

Veja Figura 2.23.

Figura 2.23: Representacao da 4-bola Ury = Ug| | U, de seu bordo Wg = Sg| | S}, que
é difeomorfo a esfera S3, e de Wy := Sy U S).

Vamos fixar, de uma vez por todas, as seguintes notagoes:

So =S \ {pc}7 '6 = 56 \ {pc}, WO = 50 U S(/) =W \ {pc}v
Sp:=S8p\ 98y, Si:=S,\0Sy Wg:=85US,=Wg\dSk.

O primeiro passo é mostrar que, para todo F > 0 suficientemente pequeno, a 3-esfera
Wg definida em (2.23) admite uma estrutura de hipersuperficie de contato. Deste modo,
todas as ferramentas da geometria de contato e da teoria de curvas pseudo-holomorfas na
simplectizacao da 3-esfera tight podem ser utilizadas para estudar a dinamica Hamiltoniana
em Wg.

Proposicao 2.3.6 (Demonstrada na Segao 3.1). Eziste E* > 0 tal que, para todo 0 < E <
E*, existe um campo de Liouville Xg definido em uma vizinhanca de Wg em Ug+ que €
transversal a Wg. Mais ainda, Xg € invariante pela involugao T definida em coordenadas
locais por (2.22), ou seja, T.Xp = Xg. Consequentemente, a 1-forma ix,wy se restringe a
uma forma de contato tight A\g em Wg e seu fluzo de Reeb é uma reparametrizacao do fluzo

Hamiltoniano de H restrito a Wg. Em coordenadas locais (g1, o, p1,D2), A\g coincide com
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a forma de contato padrao \g = %Z?Zl pidq; — qidp; prozimo a 2-esfera 0Sg = {q1 + p1 =
0} N K-YE). Além disso, existe um campo de Liowville Xy definido em uma vizinhanga
de Wy em Ug- de modo que Xy € transversal & Wy e, para qualquer vizinhanca pequena U
do sela-centro p. em Ug-, temos que Xp = Xo fora de U, para todo E > 0 suficientemente

pequeno. Em particular, \g = (ig,wo)lyip, € uma forma de contato em Wo.

Em segundo lugar, buscamos uma estimativa para o indice de Conley-Zehnder das érbitas
periddicas contidas em Wg. Como consequéncia do resultado a seguir, temos que, para cada
FE > 0 suficientemente pequeno, a forma de contato A\ em Wg obtida na Proposicao 2.3.6
é fracamente convexa e seu fluxo de Reeb possui uma tunica orbita peridédica com indice de
Conley-Zehnder 2, dada pela 6rbita hiperbdlica Py C 0Sp = 0Sj que esta contida na
variedade central do sela-centro p.. Além disso, obtemos uma propriedade de enlagamento
para £ > 0 pequeno afirmando que P, nao estd enlacada com nenhuma drbita periddica

do fluxo de Reeb associado a Ap que tenha indice de Conley-Zehnder igual a 3.

Proposicao 2.3.7 (Demonstrada na Segao 3.2). Se E > 0 € suficientemente pequeno, entdo
o sequinte ocorre: seja A, uma sequéncia qualquer de formas de contato em W satisfazendo
A — Ag em C quando n — co. Se n é suficientemente grande, entao o fluxo de Reeb
associado a \, em Wg admite uma inica orbita periddica Py, com indice de Conley-Zehnder
2, a qual é nao-no, hiperbolica e converge para Ps p quando n — oo. Mais ainda, qualquer
outra orbita periodica de N\, tem indice de Conley-Zehnder maior ou igual a 3 e, além disso,

as orbitas periddicas com indice de Conley-Zehnder igual a 3 nao estao enlagadas com P, .

Nossa meta é construir um sistema global de secoes transversais Fp em Wy com de-
terminadas propriedades especiais. Entre elas, queremos que os hemisférios Uy g e Uy g da
2-esfera 0Sg, definidos em coordenadas locais por (2.13), sejam folhas regulares rigidas de
Fr. Uma tal folheagao Fg sera obtida como a projecao em Wg de uma folheacao estavel
de energia finita na simplectizacao R x Wg. Primeiramente, precisamos de uma estrutura
complexa Jg em J(Ag) de modo que a estrutura quase-complexa Jg induzida por Jg e
Ag na simplectizagdo R x Wg, como em (1.47), admita dois planos de energia finita cujas
imagens se projetam sobre os hemisférios U; g e Us g respectivamente. Enunciamos entao

Nnosso préximo passo.

Proposicao 2.3.8 (Demonstrada na Segao 3.3). Se E > 0 € suficientemente pequeno, entao
existe Jp € J(A\p) tal que a estrutura quase-compleza Jz = (Ag, Jg) na simplectizagdo

R x Wg admite um par de planos de energia finita
g = (a1, E),lr = (a2pu,r): C—RxWg

de tal modo que as imagens uy g(C),us, g(C) C Wg sdo ambas assintdticas a Pap e coinci-
dem, respectivamente, com os hemisférios Uy g e Us g da 2-esfera 0Sg, definidos em coorde-

nadas locais por (2.13).

O principal resultado que vamos utilizar para obter o sistema de secoes transversais

desejado em Wg, E > 0 pequeno, é o Teorema 2.1.9 provado por Hofer, Wysocki e Zehnder
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em [27]. No entanto, é possivel que tenhamos que perturbar a forma de contato Ag e a
estrutura complexa Jg, obtidas nas Proposicoes 2.3.6 e 2.3.7, com o intuito de alcangar as
hipéteses genéricas deste teorema.

Devido a Proposicao 1.3.1, para cada E > 0 pequeno, existe uma sequéncia de fungoes

suaves f, : Wg — (0,00) tal que f,, = 1 em C* quando n — oo e
)\n = fn)\E

é uma forma de contato nao-degenerada em Wpg. Observe que, assim como Ag, A, € uma
forma de contato tight sobre a 3-esfera Wy pois a nocao de tightness depende apenas da
estrutura de contato £ = ker \,, = ker A\g.

Como dA,|¢ = fndAgle e f, é uma fungao positiva para todo n € N, temos que o conjunto
J(\,) das estruturas complexas d\, |¢-compativeis em & coincide com o conjunto J(Ag) das
estruturas complexas dAp|e-compativeis em £. Logo, pela densidade do conjunto Jreg(An) C
J(A\n) = J(Ag) na topologia C'*°, obtido no Teorema 2.1.9 para cada n € N, podemos
considerar uma sequéncia de estruturas complexas J,, € Jreg(Ay,) satisfazendo J,, — Jg em
C* quando n — oc.

Portanto, o Teorema 2.1.9 garante que a estrutura quase-complexa J, = (An, Jn), definida
por (1.47), admite uma folheagao estavel de energia finita .7?” na simplectizacao R x Wg que se
projeta em W, via a projegao p : R x W — Wg no segundo fator, sobre um sistema global
de secoes transversais J,, para o fluxo de \,,, para cada n € N. Entretanto, a Proposicao 2.3.7
afirma que, para n € N suficientemente grande, a forma de contato A\, é fracamente convexa
e seu fluxo de Reeb em Wy admite uma tnica érbita periédica P», com indice de Conley-
Zehnder 2, a qual nao esta enlagada com nenhuma oOrbita peridédica de A, que tenha indice
de Conley-Zehnder igual a 3. Sendo assim, pela descricao dos sistemas globais de segoes
transversais, fornecida no fim da Secao 2.1, no caso particular em que a forma de contato
¢ fracamente convexa, concluimos que F, é uma folheacao 3 — 2 — 3 para o fluxo de \,, em
W, como na Definicao 2.1.11, que admite P, como o binding de indice de Conley-Zehnder
2.

Nosso 1ltimo passo, o mais arduo deles, é provar que ]?n converge, quando n — oo, para
uma folheacao estavel de energia finita fE associada a jE = (Ag, Jg) na simplectizacao
R x Wg, com E > 0 pequeno, tal que a projecao Fg = p (]T"E> ¢ uma folheacao 3 —2 — 3
para o fluxo de A em Wg que contém a orbita hiperbdlica P, g C 0SE como o binding de
indice de Conley-Zehnder 2 e os hemisférios U; g e Uy g de OSE como folhas regulares rigidas.

Na préxima proposicao, obtemos bons candidatos para os bindings da folheacao 3 —2—3

FE que buscamos para o fluxo de Reeb associado a A\g em Wg, E > 0 pequeno.

Proposicao 2.3.9 (Demonstrada na Secao 3.4). Para E > 0 suficientemente pequeno, ocorre

0 sequinte:

i) Existe uma sequéncia de formas de contato fracamente converas e ndo-degeneradas Ay,
em Wg satisfazendo ker \,, = ker Ag para todon e A, = \g em C*™ quando n — oo e

existe uma sequéncia de estruturas complexas d\g-compativeis J, € jreg()\n) C IJ(\g)
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satisfazendo J, — Jg em C* quando n — oo tais que, para todo n suficientemente
grande, a estrutura quase-compleza J, = (An, Jn) admite uma folheagdo estdvel de
energia finita j-:n na simplectizacao R x Wg que se projeta em Wg sobre uma folheagao
3—2—-3 F, para o fluxo de Reeb associado a N,. Sejam Ps,,, P, € Péﬂ 0s bindings nao-
degenerados da folheagdo F, com indices de Conley-Zehnder 3,2 e 3 respectivamente.
Entao P,,, = P» g quando n — oo e existem orbitas periodicas nao-nos Py p C SE e
Py C S do fluro de Reeb associado  \p, ambas com indice de Conley-Zehnder 3,
tais que Py, — P3p e Py, — Py p em C* quando n — oo. Veja Figura 2.24.

Figura 2.24: Os bananS P37E C SE, P27E C 8SE e P?i,E C Si[?

i1) Apds uma conveniente mudanga de coordenadas por contactomorfismos C*-préximos
da identidade, podemos assumir que, para todo n grande, Py, = P3p, P, = Pop e
Py, = P3p como conjuntos de pontos em Wg e, mais ainda, que existem sequéncias

de contantes s, Cap, Cy,, — 1 quando n — oo tais que

An’P&E =C37n>\E\P3,E,
A?’L|P2’E :CQ,n)‘E|P2,Ea

A"’P§,E :Cgm)\E‘Pé’E-

Para E > 0 suficientemente pequeno, a folheacao estavel de energia finita F,, na simplec-
tizacao R x Wg contém, para cada n, as seguintes superficies de energia finita associadas a

estrutura quase-complexa J, = (A, J,):
e um par de planos rigidos
al,n - (al,na u17n>7a2,n = (a27n7 u2,n) :C—Rx WEa (224)

ambos assintéticos a P ,. A 2-esfera topoldgica mergulhada uy,(C) U P, U ug,(C)
separa a 3-esfera Wg em duas componentes, denotadas por S, e S,’L, que contem Fs,,

e Pj, respectivamente.

e um par de cilindros rigidos

On = (bus o), B, = (0, 07) R x S = R x W (2.25)

n’-n
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tais que v, (R x S1) C S, e ¥, é assintético a Ps,, e & P, enquanto v/, (R x S) C S,Q

e ), € assintético a P;, e a P ,.
e um par de familias a um parametro de planos

Wy = (A, Wr ), 0y, = (d,,wy ) : C = R x W, 7€ (0,1), (2.26)

T,n?

tais que w,, ¢ assintético a Pj, para todo 7 € (0,1) e a familia de planos D, :=
w,,(C), 7 € (0,1), folheia S, \ (v, (R x S') U Py,,), enquanto W, é assintotico a Py,
para todo 7 € (0,1) e a familia de planos D’ := w. ,(C),7 € (0,1), folheia S\
(v, R x SHYUP;,).

Finalmente, enunciamos nosso ultimo resultado que analisa a convergéncia das curvas

Jn-holomorfas de energia finita @y ,, tia n, Un, U, Wy, € Wy, quando n — oo.

Proposicao 2.3.10 (Demonstrada na Secao 3.5). Se E > 0 € suficientemente pequeno,
entdo ocorre o sequinte. Seja ]?n a folheacao estavel de energia finita na simplectizagcao
R x Wy associada a estrutura quase-compleza J, = (An, Jn), como na Proposicio 2.3.9,
que contém as superficies de energia finita U1y, Uz p, Un, Uy Wrp, WS, T € (0, 1), definidas em
(2.24), (2.25) e (2.26), e que se projeta sobre uma folheag¢iao 3 —2 — 3 F,, para o fluzo de \,
em Wy com bindings Py, Pan € P3,,. Entio, a menos de reparametrizagoes e R-translagoes
de tais curvas J,-holomorfas, temos que:
i) Para cada i € {1,2}, 4;, — U p em Cpo quando n — oo, onde U p = (a; g, Ui p)
¢ o plano Jg-holomorfo de energia finita, obtido na Proposicio 2.5.8, tal que u; 5 (C)
coincide com o hemisfério U; g de 0Sg. Dada uma pequena vizinhan¢a U C Wg da
2-esfera 0Sg = w1, g(C) U Py g Uug g(C), existe ng € N de modo que uy,(C) U Py, U
U2, (C) CU sen >ngy. Veja Figura 2.25.

Usp

/
PB,E P

Uie

Figura 2.25: Os bindings Ps g C Sg, Pyp COSp, Pyp C S}E e o par de planos rigidos Uy g e
Us, g assintoticos a P p.

ii) Ezistem cilindros mergulhados Jg-holomorfos de energia finita

g = (bg,vg), Uy = (M, vf) : Rx ST = R x Wg
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tais que vy e vy sao mergulhos, Ug € assintotico & Psp em s = +00 e 4 Pop em
s = —00, Uy € assintdtico & Py em s = +00 e & Pop em s = —o0, ¥, — Up €
v — Uy em C2 quando n — oo. Denotando Vi := vg(R x S1) e Vi = vj,(R x S1),
temos que Vg C Sp \ Psp e Vi C Si\ Py p. Além disso, dadas pequenas vizinhangas
UU CWg de spUVEU Py e de Py UVE U Py g, respectivamente, existe ng € N
de modo que v,(R x Sy CU e v/ (R x SY) CcU' sen >ngy. Veja Figura 2.26.

Usp

/
¥ P g

Uig

)

Figura 2.26: Os bindings Ps g C Sk, Pyp C O0Sp, Pyp C S};, o par de planos rigidos U; g
e U, p assintéticos a Po g e o par de cilindros rigidos Vi e Vi conectando, respectivamente,
Pg’EE\lPZEePé’E Z\iPQ’E.

i11) BExistem familias suaves a um parametro de planos merqulhados Jg-holomorfos de ener-
gia finita

U~)T,E = (dﬂE,wT,E) W' E = ( ;jE,w;.’E) :C—=Rx WE, T E (0,1),

Y T,

tais que wy g e W, i sio mergulhos, W, g € assintdtico a Py g e W, p € assintdtico a Py .
A familia de planos D, = w,5(C),7 € (0,1), folheia Sp \ (Vg U Psg), enquanto a
familia de planos D] p = w] p(C), 7 € (0,1), folheia S\ (VpU P; ). Dadas pequenas
vizinhangas Uy,Uy C Wi de Psg UVE U P,p UU g e de Psg U Vg U Pop UUspg,
respectivamente, existem 0 < 1 < 1 < 1 tais que D,y CUy se T € (0,71) e Dy p C Us
se T € (19,1). Uma afirmagdo andloga vale para a familia de planos D, g7 € (0,1).
Mais ainda, dado py € Sg \ (Vg U Psg), encontramos uma sequéncia 7, € (0,1) e um
7 € (0,1) tais que py € wy, ,(C) para todo n grande, py € wr 5(C) € Wy, , = Wrp em

> quando n — co. Uma afirmagio andloga ocorre se py € Sy \ (V4 U Py p). Veja
Figura 2.27.

As curvas jE—halomorfas Uy,p, o, g, Vg, U, We,p, W, g, T € (0,1), e os cilindros triviais
sobre Psp, Pop e Pé,E determinam uma folheacao estdvel de energia finita JEE para jE =
(A, JE) na simplectizagao RxWg. A projecdo de Fr sobre Wg, via a projecaop : RxWg —
WEg no sequndo fator, € uma folheacao 3—2—3 Fg para o fluxo de A\g em Wy, cujos bindings,
com indices de Conley-Zehnder 3,2 e 3, sao dados respectivamente por Py p, Pop € Py p. Em
particular, a folheacao 3 —2 —3 Fg em Wg se restringe a uma folheacao 2—3 em Sg, cujos

bindings, com indices de Conley-Zehnder 3 e 2, sao dados respectivamente por Psp e Py .
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Uo kg
P P E
Urg
Figura 2.27: A folheacdo Fp em Wy = Sp U S} estd agora completa, com os bindings

Psp C Sg. Pyp COSp, Pyp C SjE, o par de planos rigidos Uy g e U g assintéticos a P g, 0
par de cilindros rigidos Vg e Vi conectando, respectivamente, Psp & P g e P§7 paPygeo
par de familias a um parametro de planos D, g e D’ j assintéticos, respectivamente, a P g
a P p.

Com a descri¢ao local das variedades estavel Wi (Pa ) e instdavel Wi(Ps g) da 6rbita
hiperbdlica Ps g, que fornecemos anteriormente, vimos que Wy (P g) e WE(P, g) possuem
ramos dentro de Sg e de SjE A existéncia da folheagdo 3 — 2 — 3 para o fluxo de Ag na
3-esfera Wg, E > 0 pequeno, dada pela Proposicao 2.3.10, forca uma intersecao entre os
ramos de W(Pyp) e de W(Pyp) em Sg e em Sy, produzindo assim no minimo duas
6rbitas homoclinicas a P, g, uma delas contida em S £ e aoutra em SjE A existéncia de tais
orbitas homoclinicas segue, como haviamos comentado, de um argumento de preservacao de
area encontrado em [27, Proposi¢ao 7.5]. Em particular, obtemos pelo menos uma érbita
homoclinica a P p em Sg, como querfamos. Reveja a Figura 2.20 que representa a folheagao
2—3 em Sg, juntamente com os ramos das variedades estavel e instavel de P, g contidos em
Sp. m






Capitulo 3
Resultados intermediarios

Ao longo da demonstracao do nosso resultado principal, o Teorema 2.3.2, enunciamos
alguns resultados intermediarios, cujas demonstracoes foram postergadas. O tltimo capitulo
desta tese é dedicado a prova de tais resultados. Para isso, continuamos seguindo as notacoes

estabelecidas na Secao 2.3.

3.1 Demonstracao da Proposicao 2.3.6

Nesta secao, vamos provar que a 3-esfera W admite uma forma de contato tight, para £ >
0 suficientemente pequeno, cujo fluxo de Reeb associado é equivalente ao fluxo Hamiltoniano

restrito a Wg. O objetivo é demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.6. FEzxiste E* > 0 tal que, para todo 0 < E < E*, existe um campo de
Liouville Xg definido em uma vizinhanca de Wg em Ug« que € transversal a Wg. Mais
ainda, Xp € invariante pela involu¢ao T definida em coordenadas locais por (2.22), ou seja,
T.Xp = Xg. Consequentemente, a 1-forma ix,wy se restringe a uwma forma de contato
tight A\ em Wg e seu fluxo de Reeb é uma reparametrizacdo do fluxo Hamiltoniano de H
restrito a Wg. Em coordenadas locais (q1,q2,p1,p2), Ag coincide com a forma de contato
padrdao \g = %Z?:lpidqi — qidp; préoximo a 2-esfera Sg = {q1 +p1 = 0} N K~ 1(E). Além
disso, existe um campo de Liouville Xo definido em wma vizinhanca de Wy em Ug. de modo
que X, € transversal a Wo e, para qualquer vizinhancga pequena U do sela-centro Pe em Upg-,
temos que Xp = X, fora de U, para todo E > 0 suficientemente pequeno. Em particular,

Ao == (ig,wo)lyi,, € uma forma de contato em Wo.

Considere novamente a mudanca de coordenadas simplética ¢ : V — U centrada no
sela-centro p. € U tal que, nas novas coordenadas z = ¢ }(w), onde z = (qi, g2, p1,D2) €

w = (x1,%2,Y1,Y2), a funcdo Hamiltoniana H assume a forma normal
K(]l, IQ) = —0[11 + CUIQ + R(Il, IQ),

com Iy = qipy, Iy = 232 ¢ R(Iy, ) = O (I2 + I2).
Seja Uy C Ug, EF > 0 pequeno, a 4-bola topoldgica fechada que tem como bordo o

89
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conjunto singular estritamente convexo Sy C H~1(0). Dado um ponto wy € Uy \ Sp, 0 campo

radial centrado em wy, definido por

Xo(w) = , (3.1)

¢ um campo de Liouville, pois Lx,wy = wp, € é transversal a Sy = So \ {p.} devido as
propriedades geométricas de Sy, como comentamos na Secao 2.2. Consequentemente, X é
transversal a 3-bola Sy C H~!(E) no complementar de uma vizinhanga fixada do sela-centro
pe, desde que F > 0 seja suficientemente pequeno.

Assuma que wy € U e denote zg = ¢~ (wy) € V. Vamos supor que z, ¢ da forma

1

V2

onde dy = |zp| > 0 serd determinado posteriormente, de acordo com nossas necessidades.

20 (5070750a0)7 (32)

Para garantir a transversalidade da 3-esfera Wgr = OUE com o campo de Liouville X
que pretendemos construir, o termo [0, K + 1,01, K assume um papel importante. Por esta
razao, vamos obter a seguir algumas estimativas que o envolvem.

Vimos em (2.9) que podemos utilizar o Teorema da Funcao Implicita para escrever I,
como uma funcao de (I;, E) no nivel de energia K 1(E), para valores pequenos de E, I e

I, do seguinte modo
1
L(L,E) = gll +—E+0 (I} + E°).

Sendo assim, obtemos

Lo K + 1,0, K = I (—a+ 0, R) + I (w+ 01, R)
— E—R+1,0,R+ L,O,R
=E+0(}+13) (3.3)
= E+ 0O (I} + E?)

> 2o (1),

se |I;| e E > 0 sao suficientemente pequenos.
No caso em que I1 < 0 e E > 0, é possivel garantir a positividade estrita de 10, K +
L0, K para z € B;,(0) N K~Y(F), com &, > 0 suficientemente pequeno, como segue:

[1(9[1[( -+ 12812[( =—ali +wl + [18[1R + [2812]%
=—al +wh+ 0O (I} + 1) (3.4)
>0.

Observe que, se a energia E é nao-nula, entao I; e I, nao podem se anular simultaneamente.
Aqui Bs,(0) denota a bola fechada centrada na origem dada por Bs,(0) = {z € R*/ |z| < do}.

Para finalizar, estimamos o termo 1,0, K + 501, K no caso em que a energia E ¢ estri-
tamente negativa. Note que, se F < 0 e z € Bs;,(0) N K~(E), com & > 0 suficientemente
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pequeno, entao
Lo K + LK =—ali +wl + O (I} + 1)

>gz2 +O(I) (3.5)

>0(1h),
A desigualdade estrita de (3.5) é obtida diretamente quando I > 0. Se I, = 0, entao I; # 0,
ja que E < 0. Neste caso, para obter a desigualdade estrita, basta substituir o termo O([;)
por um termo estritamente menor, ainda da ordem de I;.
Fazendo uso novamente do Teorema da Funcgao Implicita, expressamos [; como uma
funcao de (I, E) no nivel de energia K ~'(E), para valores pequenos de E, I; e I, da seguinte

forma 1
(I, E) = 212 —SE+0(B+E). (3.6)

Assim, temos que
(1 +p1)° =¢¢ + pi + 214

w 1
=q; +p] +2 (—12 — EE) + 0O (I3 + E?)

«
FE
> min {f, 1} 22— 22 + O (|2 + E?) (3.7)
o «
. (w EIR 2
Zmln{—,l}—— —
« 2 o
w0 P
> _71} )
_Hlll’l{a 1

a

16
52
positiva. Fixado d; > 0 pequeno, note que se a energia E é tal que 0 < E < %, entao todo

se |z| é suficientemente pequeno e 0 < E < ¢|z|?, onde ¢ = £ min {£,1} ¢ uma constante

ponto z que pertence ao anel By, (0) \ Bs, (0) C V satisfaz a desigualdade 0 < E < ¢[z[%
2

Portanto, se dy > 0 é fixado suficientemente pequeno, obtemos a seguinte implicacao a partir

da desigualdade (3.7):

5 5
S >zl > 2= q+p > =, (3.8)
2 Co

para todo z € Bs,(0) N {1 +p1 > 0} N K~Y(E) e E > 0 suficientemente pequeno, onde a

constante ¢y é dada por
4

— >4
y/min{ 1} =

Defina agora o campo vetorial Yy := ¢* Xy em V, onde X; é como em (3.1). Uma vez

(3.9)

Cy =

que Xy ¢ um campo de Liouville e ¢ : V' — U ¢é uma aplicacao simplética, temos que Yy é

um campo de Liouville. Embora o campo Y; nao seja necessariamente radial como X, para
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cada z = p~H(w) € V, vale que

2
_ _ _ 1
o7 w) — o (o) + Ry (7 (w)) (3.10)
2
zZ— 20
= 9 + RZO(Z)7
com o resto satisfazendo
Ry (2)] < clz = 20f (3.11)

para alguma constante ¢ > 0 que nao depende de zp, se ambos z e 2z, pertencem a bola
Bs,(0), com dp > 0 suficientemente pequeno.
Seja Y; o campo de Liouville em By, (0) dado pelo campo radial centrado em zy, ou seja,
zZ— 20

Yi(z) = 5

Neste caso, (3.10) nos diz que Yy = Y] + R, e, assim,

d (iRZOwO) =d (iYOWO — iyle)
=Ly,wo — Ly,wo (3.12)
=Wy — Wo ‘

=0

Visto que a bola fechada Bs,(0) ¢ simplesmente conexa, (3.12) implica que ig, wo ¢ uma

forma exata, isto é,

iR.,wo = —dG (3.13)
para alguma fungao suave G, : B;,(0) — R. Observe que, pela equagao (3.13), R, ¢ o campo
Hamiltoniano associado a funcdo G., e, portanto, escrevendo R, (z) = 3.7 m(2)0, +
ni(z)0p,, temos que

G =-n; e e =m;, i=1,2. (3.14)
9q; Ip;

As fungoes m; e n;, i = 1,2, dependem de zj e, devido a (3.11), satisfazem
Imi(2)], |ni(2)] < ¢z — 2, (3.15)

para quaisquer z, zg € Bs,(0), onde ¢ > 0 é uma constante que nao depende de 2.
De (3.14) e (3.15), segue que

VG, (2)| < 4clz — z]?

e entdo, assumindo G,,(0) = 0 e aplicando o Teorema Fundamental do Célculo a curva
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7(8) = G4 (20 + (2 — 20)), obtemos a seguinte estimativa para G, :

1
|G, (2)] = / VG, (20 + s(z — 20)) - (2 — 20)ds
0
1
§|z—20|/ 4es?|z — zo|*ds (3.16)
0
:%\z — 20)?,

para quaisquer z, zg € Bs,(0), com Jy > 0 suficientemente pequeno.
Seja 01 1= i—g > 0, onde ¢ > 0 é a constante definida em (3.9). Consideramos uma fungao

de corte f:[0,00) — [0, 1] satisfazendo as seguintes propriedades:

fity=1,sete {O, é}

3
20
f(t)=0,sete {?1,00) (3.17)
6 y 01 20,
—5—1<f(t)<0,set€ (3, 3 )
Veja Figura 3.1.
A

5t

Figura 3.1: Fungao de corte f : [0,00) — [0, 1] satisfazendo (3.17).

Note que as escolhas feitas em (3.17) implicam que f também satisfaz

6

0<1-f(t)<5t, V20 (3.18)
1
, 18
[f'@ < 5t V=0, (3.19)
1

Agora, utilizando a fun¢ao G, : Bs,(0) — R, definida em (3.13), e uma funcao de corte
f :[0,00) — [0, 1] satisfazendo (3.17), vamos interpolar os campos de Liouville Yy = ¢* X
e Yy, sendo X, o campo radial centrado em wy = ¢(zp) e Y o campo radial centrado em
zo- O objetivo desta interpolagao é produzir um novo campo de Liouville Y, definido em
Bs,(0) N {q1 + p1 > 0} com §y > 0 pequeno, que coincida com Y; em B%(O) N{q +p1 >0}

e com Yy em <350 (0)\ Bsy (O)) N{¢ + p1 > 0} quando E > 0 é suficientemente pequeno.
2
Veja Figura 3.2 abaixo. Em seguida, vamos mostrar, entre outras coisas, que Y ¢é transversal
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a Bs,(0) N {q +p1 > 0} N K~Y(F) para § > 0 suficientemente pequeno, ou seja, Y é
transversal a Sg em coordenadas locais. A escolha do valor %1 é devida ao fato de que se
z=(q1,q2,p1,P2) € B%l (0) entd@o sua projegao no plano q;p; satisfaz ¢; +p; < %1 e, portanto,
f(q1+p1) = 1. Observe também que se z pertence ao anel By, (0)\ Bs, (0), entdo, por (3.8), a
projecao de z no plano ¢p; é tal que ¢ + p; > 91, para todo £ > 0 s&ﬁcientemente pequeno,
e assim f(q1 +p1) = 0.

Definimos entao o campo vetorial Y em Bg,(0) N {q1 + p1 > 0} por

Y = Yb - YfG (320)

E

onde Yjg, ¢ o campo Hamiltoniano em Bs,(0) N {q1 + p1 > 0} associado a fungio z =

(q1,G2,p1,p2) = flqu + p1)G(2). Note que, se z € Bs,(0) N {q + p1 > 0} é tal que
flgr +p1) = 1, entdo Y(z) = Yo(2) — R, (2) = Yi(z), ao passo que se f(q1 + p1) = 0,
entdo Y (z) = Yp(2). Além disso, por ¥ ser um campo de Liouville e Yyg. ser um campo

Hamiltoniano, concluimos que
Lywo = Ly,wo — CYfGZO Wo = Wo;,

isto é, Y é um campo de Liouville.
Vamos analisar a intersegao dos niveis de energia K~!(F) com a diregao do campo inter-
polado Y. Uma vez que

inGZO Wo = _d(fGZO) = _Gzodf - fdGzo = GZOinWO + fiRszo = Z’GZOYf+fRzow07

onde Yy é o campo Hamiltoniano associado a funcao z = (g1, g2, p1, p2) — f(q1 + p1), temos
que
Yia., = GoyYs + [Ra,. (3.21)

Portanto,
dK -Y =dK - Yy — G,,dK - Yy — fdK - R,

3.22
=(1— f)dK - R., — G, dK - Y; + dK - ;. (3:22)

Vamos estimar cada um dos termos da tltima linha de (3.22) nos trés lemas a seguir.

Lema 3.1.1. Existe uma constante Ay > 0 tal que, para todo oy > 0 suficientemente pequeno
e para todo z € Bs,(0) N{q1 + p1 > 0}, temos

(1= f)dK - Ry (2)] < Ardg(ar + pa)-

Demonstragao. Visto que dK(0) = 0, podemos escrever |dK(z)| < ¢g|z| para alguma cons-
tante ¢cg > 0 e z € Bg,(0), com dy > 0 pequeno. Entao, como 6; = i—;’, |20 = 0o > 0 e
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|z — 20* < |2|* + 2|2]d + 62, obtemos a partir de (3.11) e (3.18), que

(ee
0
6cgee
< Occer

(1= f)dE (2) - Ry (2)] <——]zllz — 20> (¢ + p1)

2| (J2I* + 2[2]60 + 63) (@1 + p1)

<24coeeady(qr + pr)
para todo z € By, (0)N{q1+p1 > 0}, com &y > 0 pequeno. Basta considerar A; = 24cyccy. O

Lema 3.1.2. Eziste uma constante As > 0 tal que, para todo 09 > 0 suficientemente pequeno
e para todo z € Bs,(0) N {q1 + p1 > 0}, temos

|G dK - Yi(2)] < Asdg(q1 + p1).

Demonstragdo. O campo Hamiltoniano Y} associado a func¢ao z = (q1, g2, p1, p2) — f(q1+p1)
é dado por Y¢(2) = (f'(¢1 +p1),0, —f'(¢1 +p1),0) e o gradiente da funcao Hamiltoniana K é
dado por VK = (—ap1,wqe, —aq1,wps), onde & = =05, K = a—0,Rew = 0, K = w+9J, R.
Logo,

dK - Yi(z) = alq — p1) f' (¢ + p1)- (3.23)

Observe que, considerando |z| suficientemente pequena, podemos assumir que § < & < 2a.
Entao, como d; = i—g, 120l = b0 > 0, g1 — 1| < |qa| +[pif < 2J2] e |z — 2] < [2]° + 3|2[200 +
3]2|02 + 63, obtemos a partir de (3.16), (3.19) e (3.23), que

24c
|GzodK ) Yf(z)| S?Oék]l —p1||2 - 20!3(% +p1)
1

96¢
§7a|z||z — z|* (1 + 1)
1
96¢c2
< 5 2oz|z| (|Z|3 + 3|2|%60 + 3|z\5§ + 53’) (¢1 + p1)
0

<768cciadi(qr + p1)
para todo z € Bs,(0) N {q + p1 > 0}, com &y > 0 pequeno. Basta tomar Ay = 768ccsar. [
Lema 3.1.3. Para cada 0y > 0 suficientemente pequeno, ocorre o sequinte:
i) se 0% 2z € Bs,(0)N{q1 +p1 >0} N K E), com E >0, entdo

5004

dK - Yi(z) > (¢ +p1)m-

(3.24)

it) existe 0 < 8y < &g dependendo de &y tal que, se z € B;, (0) N {q +p1 >0} N K~ (E),

com E <0, entao
50(1/

dK -Y1(z) > (¢ +p1)ﬁ-

(3.25)
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Demonstra¢ao. Assumimos em (3.2) que o ponto zg é da forma zy = \%(50, 0, do, 0). Entao,

como VK (z) = (—apy, wqe, —aqi,0ps) e Yi(z) = =52, obtemos que

22

Podemos supor que & = o — 0p, R satisfaz § < & < 2a, se |z| for suficientemente pequena.

dK -Y1(2) = L0, K + 1,01, K + (q1 + p1) (3.26)

Vamos considerar primeiramente o caso i) para energia E estritamente positiva. Se I; > 0
entao, como ¢; + p; > 0, temos que g1, p; > 0. Neste caso, de (3.3) e (3.26) segue que
dK -Yi(2) > (¢ +p )50@ +0O(I7) > (q +p)50a
- Yy 1 1)—= 1 1) —F=,
4N/2 ! 8v/2
se dp > 0 é suficientemente pequeno e z € B, (0) N {q1 +p1 > 0} N K (E) N {l; > 0}, com
E > 0. Agora, se I; < 0 entdo, por (3.4) e (3.26), obtemos diretamente que
500&
dK -Yi(z) > (¢ +p1)8—\/§,
para &y > 0 suficientemente pequeno e z € B, (0) N {q; +p1 > 0} N K~YE)N{I; <0}, com
E > 0.
Vejamos o caso z') para energia £ = 0. Como ¢; +p; > 0 e z # 0, temos que ¢q;,p; >0 e
¢1 > 0 ou p; > 0. Sendo assim, podemos concluir, novamente de (3.3) e (3.26), que
dK -Yi(z) > (g1 +p >50_Oz+o(]2) > (qu+p )50—&
1 1 1 NG 1 1 1 ok
se 0y > 0 é suficientemente pequeno e z € Bs,(0) N {q + p1 > 0} N K71(0).
S6 nos resta analisar o caso i), no qual a energia E é estritamente negativa. Nesta
situacdo, ¢; + p1 > 0 implica que ¢, p; > 0. Logo, a partir de (3.5) e (3.26), temos que
AK - Yi(2) > (g1 + )22+ O(1) > (qn + p1) 228
. Z —_— _7
1 1 T™P1 4\/§ 1 qG1 TP 8\/§
se 0 < 8y < dp sao escolhidos suficientemente pequenos e z € Bj, (0)N{q+p1 > 0}NK(E),
com E < 0. Note que, neste caso, como a estimativa obtida para I10;, K + I[,0, K em (3.5)
envolve um termo da ordem de I}, nao mais da ordem de I? como em (3.3), foi necessério
escolher 0y > 0, suficientemente pequeno com relacdo a & > 0, para ser possivel controlar o

termo O([;) na tltima desigualdade. O

A partir dos Lemas 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3, que fornecem estimativas para os termos que

compoem dK - Y em (3.22), podemos provar o seguinte resultado.

Proposicao 3.1.4. Seja Y o campo de Liouville definido em Bs,(0) N {q + p1 > 0} por

(3.20). Se 89 > 0 € suficientemente pequeno, entao ocorre o sequinte:

i) se 0 # z € Bs,(0)N{q1 +p1 > 0} N K~YE), com E > 0, entio o vetor Y(z) ¢

positivamente transversal ao nivel de energia K~'(F), isto é, dK - Y (z) > 0.
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i) existe 0 < & < & dependendo de &y tal que, se z € Bs,(0) N {q +p1 > 0} N K~Y(E),

com E < 0, entdo o vetor Y (z) € positivamente transversal ao nivel de energia K~'(E).

Demonstracao. Seja dy > 0 suficientemente pequeno satisfazendo os Lemas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3
e a desigualdade a seguir

6006

—— > (A1 + A)d;.

8\/§ ( 1 2) 0

Assim, pela equagao (3.22) e pelos Lemas 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3-i), concluimos que

A Y (2) > [ 22X _ (A, + 45)5 1) >0,
(9> (5%~ (v + A483) (4 1) 2
se 0# z € Bs,(0) N {q1 +p1 > 0} N K Y(E), com E > 0.

Seja 0 < &y < dy como no Lema 3.1.3-ii). Neste caso, também obtemos que

dK - Y (2) > (;50\_[042 — (A + A2)5§) (@1 +p1) >0,

se z € B;, (0) N {q1 +p1 >0} NK'(E), com E < 0. O

Em suma, fixado §y > 0 suficientemente pequeno, construimos um campo de Liouville Y’
definido em By, (0) N {q1 + p1 > 0} que interpola os campos Yj e Y;, sendo que, para E > 0
suficientemente pequeno, Y coincide com Yy = ¢* X em (B(;O(O) \ B&(O)> N{q +p1 >0},
onde Xy é o campo radial centrado em wy = ¢(29), e coincide c02m o campo radial Y;
centrado em 2y em By, (0) N {g1 + p1 > 0}, onde &, = & = 65702. Mais ainda, o campo de
Liouville Y é transversal & (Bs,(0) \ {0}) N {q: + p1 > 0} N K~'(E), para E > 0, e existe
0 < 8y = do(dp) < dp de modo que Y é transversal & By, (0) N {q; + p1 > 0} N K~(E), para
E <0.

Considere o campo de Liouville X, definido numa vizinhanca de Sy = So \ {p.} pela con-
catenacao dos campos de Liouville .Y e Xy, isto é, Xo = ¢.Y em ¢ (Bs,(0) N {q1 + p1 > 0})
e Xo = Xo no complementar de ¢(Bs,(0)). Observe que, pela construcao de Y, os campos
Y e X coincidem em ¢ ((Bgo(O) \ B%O (O)) N{q +p1 > 0}) para energia £/ > 0 pequena.
Além disso, como Y ¢ transversal & Bj, (0) N {q +p1 > 0} N K~1(0) e X, é transversal & S,
devido as propriedades geométricas do conjunto singular estritamente convexo Sy, podemos
concluir que o campo X é transversal & Sp.

A Figura 3.2 a seguir ilustra a interpolacao que acabamos de realizar em coordenadas
locais.

Agora vamos efetuar uma nova interpolacao de campos de Liouville. Para isso, fixemos
0<dy = 65702 < dp suficientemente pequeno satisfazendo a Proposicao 3.1.4 e fixemos uma
energia F/ > 0 suficientemente pequena, como considerada até entao, de modo que a 2-esfera
0Sg, definida em coordenadas locais por 0S5 = {¢ + p1 = 0} N K~1(E), esteja contida na
bola aberta Bs,(0) \ 0Bs,(0).

Seja Y3 o campo de Liouville em Bjg,(0) dado pelo campo radial centrado na origem
0 € R, ou seja,

Ya(:) = .
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) 0
Figura 3.2: Interpolagao entre os campos de Liouville ¢, Yy = Xg e ¢, Y7, onde 65 = gl = 6—0,
Co
w — Wo eYi: Z—Zg'

2 2

wo = ¢(20), Xo =

Queremos interpolar os campos radiais de Liouville Y; e Y5 em Bs, (0)N{q1+p1 > 0}NK~1(E),
para todo F > 0 préximo de F, produzindo assim um campo de Liouville Y, definido numa
vizinhanca Vi C By, (0) N{q1 +p1 > 0} de 0S5, que coincide com Y3 préximo de 955 e com
Y; fora de uma pequena vizinhanca de 0S5. Em seguida, mostraremos que o campo Yz é
transversal & VN K~1(E), para todo E > 0 préximo de E, ou seja, em coordenadas locais,
Y é transversal a Sg dentro da vizinhanga Vj.

Em virtude da positividade estrita obtida na estimativa (3.4) para pontos z € Bs,(0) N
K~YE)n{Il; < 0}, com d, > 0 suficientemente pequeno e E > 0, podemos afirmar que

existe Ii 7 > 0 pequeno tal que
10, K + 1,0, K >0 (3.27)

para todo z € By, (0) N {q1 +p1 > 0} NKHE)n{, < IfE} e todo F > 0 suficientemente
préximo de E. Observe que este conjunto de pontos contém uma vizinhanca aberta Vg C
Bs,(0) N {q1 + p1 > 0} da 2-esfera 0S;. Entao, podemos escolher €5 > 0 de modo que
{0<q+p1 <ep}NKYE) C Vg para todo E > 0 préximo de E e, além disso,

ep — 0 quando £ — 0. (3.28)

De modo analogo ao que fizemos na primeira interpolacao, consideramos uma funcao de

corte fz :[0,00) — [0, 1] satisfazendo

fet)=1,sete [O, %}
fe(t)=0,sete [%@, oo) (3.29)

[5(t) <0, para todo ¢ € [0, 00)
e definimos o campo de Liouville em Vi C Bs,(0) N {q1 + p1 > 0} por

Y=Y - Y, (3.30)

E
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onde a funcdo G, : Bs,(0) — R ¢é agora determinada por i_zwy = iy,-y,wo = —dG, e

G.,(0) = 0. Neste caso, sabendo que zy = \%(50, 0, do,0), obtemos que

Gi(2) = Q%(m —p1)- (3.31)

Assim como antes, Yy c., e Yy, sao usados para denotar os campos Hamiltonianos associados,
respectivamente, as fungoes z = (g1, g2, p1,p2) = felq +p1)G2(2) € 2 = (q1, 92,1, p2) =
f&(q1 + p1). Note que, proximo a 2-esfera 9Sg = {q1 +p1 = 0} N K~Y(F) C Vi, o campo Yj
é dado por Yz = Y] — (—‘%0) = 5 = Y, enquanto na regiao {%E <q+p < GE} NKYE)C
V&, E > 0 préximo de E, o campo Yz coincide com Y.

Vamos verificar a transversalidade de Yz com o nivel de energia K ~!(F) nos pontos da
vizinhanca Vg, para energia F > 0 préxima de E. Considerando as definicdes de Y e
G, dadas por (3.30) e (3.31), as equagoes (3.21) e (3.23), com f substituida por fz, as

propriedades da fungao de corte fz em (3.29) e a estimativa (3.27), obtemos

dK - Yy =dK - Z— 20 ~ G dK Y}, — fpdK - (_%)
=(1— [z (-2 L :
=(1— fp)dK ( 2)+dK 5 — Gad Yy,

—(1—f—)i07( +p1) + Lo K + Lo, K (3:32)
EZ\/Q q1 D1 101, 207,

do _ .
— (¢ —pl)QﬁOéfE(Ch +p1) >0,

para todo z € V5 C By, (0) N {q1 + p1 > 0}. Portanto, em coordenadas locais, o campo de
Liouville Yz é positivamente transversal a Sg dentro da vizinhanca Vg, para E > 0 préximo
de F.

A Figura 3.3 ilustra nossa segunda interpolacao de campos de Liouville.

Figura 3.3: Interpolagao entre os campos de Liouville ¢,Y; e ¢.Y5, onde V) = : _220 e
z
Y, = 5

Tendo em vista as duas interpolagoes realizadas, construimos um campo de Liouville, que
ainda denotaremos por Yj, definido numa vizinhanca de Bs,(0) N {q; +p1 > 0} N K~Y(E)
tal que Yj ¢ transversal a Bs,(0) N {q; + p1 > 0} N K~'(E) para todo E > 0 préximo

de E. Considere entdao o campo de Liouville Xz definido numa vizinhanca de Sz em Ug,
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com E > FE suficientemente préximo de E, que é dado pela concatenacao dos campos de

Liouville ¢,Yg e Xy = “5*. Neste caso, Xp coincide com .Y, préximo de 0Sg, onde

Y5 = £, e coincide com .Yy = Xy no complementar de ¢ (B 5 (O)) Mais ainda, como X é
transversal a Sg no complementar de ¢ (B, (0)) para E > 0 suficientemente pequeno, devido
as propriedades geométricas do conjunto singular estritamente convexo Sy, concluimos que
Xp é transversal a Sp.

Podemos estender o campo Yz para uma vizinhanca de Bs,(0) N {q +p1 <0} NK~Y(E)
definindo

YE(Z) = DTT_(IZ) : (YE © T(Z))7

para todo z € Bs,(0) N {q +p1 <0}NKY(E) e todo E > 0 suficientemente préximo de F,
onde T é a involucao dada por (q1, g2, p1,p2) — (—q1, G2, —p1,p2). Obtemos assim um campo
vetorial, novamente denotado por Yz, definido agora em uma vizinhanca de Bs, (0)N K ~(E)
tal que Yz é um campo de Liouville, pois T' é uma aplicacao simplética, e Yz é transversal
A Bj,(0) N K~Y(E) para todo E > 0 préximo de E. Assim como antes, a extensdo Yp
induz naturalmente um campo de Liouville, denotado ainda por Xz, definido agora numa
vizinhanca de Wz = SpU ST em Uy = Ug U U, com £ > E suficientemente préximo de £,
tal que Xz é transversal a W.

Portanto, W5 é uma hipersuperficie de contato e a 1-forma
Ap = (iXEwo) W

define uma forma de contato em Wg5. Uma vez que Wz é bordo da variedade simplética
(Up,wo) e dA\g = wp, a variedade de contato (Wp,& = ker A\g) é simpleticamente pre-
enchivel, segundo a Definicao 1.2.16. Sendo assim, pelo Teorema 1.2.17 e pelo Teorema de
(Classificacao de Eliashberg, a estrutura de contato ¢ definida pela forma de contato Az em
W é difeomorfa a estrutura de contato tight padrao & = Mg|gs na esfera S3. Além disso,
o campo Hamiltoniano de H restrito & Wz € H~(E) é um multiplo positivo do campo de

Reeb X associado a Az em Wy, pois em coordenadas locais,
)\E - Xy = iyEwO - Xg = iXKiYEWO = _iYEiXKWO =dK - YE > O,

devido a Proposicao 3.1.4 e a desigualdade (3.32). Note ainda que, como X coincide com
Y3 proximo a 0S5, onde Yy é o campo radial centrado na origem, a forma de contato Az
coincide, em coordenadas locais, com a forma de contato padrao \g = iy,wy = % Z?:l pidq; —
¢:dp; préoximo a 2-esfera 05.

Concluimos assim que existe E* > 0 tal que, para toda energia 0 < F < E*, é possivel
definir um campo de Liouville X préximo & 3-esfera Wy C H'(E), invariante pela in-
volugao T e transversal a Wy, tal que a forma de contato Ag induzida por Xz em Wg é tight
e coincide com a forma de contato padrao préximo a dSg.

Finalmente, podemos também refletir o campo de Liouville X;, obtido logo apds nossa
primeira interpolacao, que foi definido numa vizinhanca de Sy e que é transversal a Sp.

Deste modo, obtemos um campo de Liouville, ainda denotado por X, definido agora numa
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vizinhanga de Wy = Sy US| que é transversal a Wj. Este campo induz uma forma de contato

em Wy, dada por
Ao = (ix,w0) |y -

Observe que a propriedade (3.28), assumida na construgao da segunda intepolacao de campos
de Liouville que realizamos, nos permite afirmar que, para qualquer vizinhanca pequena
U C Up- do sela-centro p., 0 campo Xp coincide com o campo X, fora de U, para todo
E > 0 suficientemente pequeno. Com isso, completamos a demonstracao da Proposicao
2.3.6.

Vale observar que a técnica de interpolacao de campos de Liouville utilizada nesta de-
monstracao pode ser encontrada também na referéncia [4], na qual P. Albers, U. Frauenfelder,
O. van Koert e G. P. Paternain constroem um campo de Liouville para o problema restrito
circular e planar dos trés corpos, que é transversal aos niveis de energia imediatamente acima

do nivel critico contendo o primeiro ponto de Lagrange.

3.2 Demonstracao da Proposicao 2.3.7

Considere £ > 0 suficientemente pequeno satisfazendo a Proposicao 2.3.6 e seja A\g a
forma de contato definida na 3-esfera Wg obtida nesta proposicao. Nesta secao, vamos
demonstrar o resultado a seguir que, em particular, garante que A\g é uma forma de contato
fracamente convexa em Wg que admite P, p C 0Sg como unica 6rbita periédica com indice
de Conley-Zehnder 2, para E > 0 suficientemente pequeno. Além disso, provaremos que
P, i nao esta enlacada com nenhuma 6rbita periédica de Ag cujo indice de Conley-Zehnder
¢ igual a 3.

Proposicao 2.3.7. Se E > 0 ¢ suficientemente pequeno, entao o sequinte ocorre: seja A,
uma sequéncia qualquer de formas de contato em Wg satisfazendo A\, — A\g em C* quando
n — 00. Sen é suficientemente grande, entao o fluro de Reeb associado a A\, em Wg admite
uma unica orbita periodica P,,, com indice de Conley-Zehnder 2, a qual € nao-nd, hiperbdlica
e converge para Py p quando n — oo. Mais ainda, qualquer outra orbita periddica de A, tem
indice de Conley-Zehnder maior ou igual a 3 e, além disso, as orbitas periodicas com indice

de Conley-Zehnder igual a 3 nao estao enlagcadas com Ps,,.
Mais especificamente, provaremos o resultado a seguir que implica a Proposicao 2.3.7.
Proposicao 3.2.1. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) existe E* > 0 suficientemente pequeno tal que, se 0 < E < E*, entdo a drbita periddica
Py p C Wg, além de ser nao-né e hiperbolica, € a unica orbita periodica de A\g com
indice de Conley-Zehnder 2. Mais ainda, qualquer outra orbita periddica de A\g tem

indice de Conley-Zehnder maior ou igual a 3.

i) dado um nidmero inteiro M > 3, existe Epy > 0 tal que, se0 < E < Eyy e P C Wg\Pyp

¢ uma orbita periddica de A\g enlagada com Py, entao CZ(P) > M. Em particular,
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se 0 < E< EyeP CWg\ Pyg € uma drbita periddica de \g com CZ(P) = 3, entdo

P nao estd enlacada com Ps .

iii) existe uma pequena vizinhan¢a Us, C Up~ do sela-centro p. tal que, para todo E > 0
suficientemente pequeno, o sequinte ocorre: seja A\, uma sequéncia de formas de contato
em Wg satisfazendo N\, — Ag em C™ quando n — oo. Se n € suficientemente grande,
entdo N\, € fracamente convexa e o fluro de Reeb associado a N, admite uma unica
orbita periodica P, com indice de Conley-Zehnder 2, a qual € nao-no, hiperbélica
e converge para Psp quando n — oo. Além disso, as orbitas periddicas de A, com
indice de Conley-Zehnder igual a 3 nao intersectam Us, e, consequentemente, nao

estao enlagcadas com Ps,,.

Seja ¢ o fluxo Hamiltoniano associado a funcao K : V' — R, onde K ¢é a forma normal
dada na Hipdtese 1 que representa a funcao Hamiltoniana H : U — R em torno do sela-
centro p. € U em novas coordenadas simpléticas z = (q1, g2, p1,p2) € V em torno da origem

0 € V. De modo andlogo ao que fizemos na Segao 1.3, consideramos o referencial ortonormal
{Y;}i:071,2,3 definido em V \ {()} Cc R4 por

Y, = é; i=0,1,23, (3.33)
onde as matrizes A; de ordem 4, i = 0,1,2,3, sdo como em (1.25). Deste modo, para
cada ponto regular z € V de K, temos que o vetor Yy(z) é ortogonal ao espaco tangente
T.S, = span{Yi(z),Y2(2),Y3(2)}, onde S, := K~!'(K(z)) denota o nivel de energia de K
contendo z.

Seja z(t) = ¢y(z0) uma trajetéria nao-constante do fluxo Hamiltoniano de K e considere
v(t) = dy(z0) - vo, com vy € T,,S,,, uma solucao do fluxo linearizado ao longo de z(t), escrita

em termos do referencial {Y;}i—1 23 em T'S,, como

Zﬂz Yi(2(t)) € Tet)Sz- (3.34)

Denotamos a projegao de v(t) sobre span{Y7(z(t)), Y2(z(t))} ao longo da direcao Y3(z(t)) por

T1a(v0(t) = Bi(t) Yi(2(1)) + Balt) Ya(=(1)):

Analisando a equagao diferencial v(t) = AsHessK (z(t))v(t) satisfeita por v(t), concluimos,
como na Segao 1.3, que os coeficientes 51(t) e fa(t) da projecao m2(v(t)) devem satisfazer o

seguinte sistema de equagoes diferenciais

3 (t t
i) ) _ —JoM (2(t)) Aill) , (3.35)
Pa(t) Pa(t)
onde M ¢é a matriz simétrica definida como em (1.40) e (1.41), substituindo HessH por
HessK e X; por Y;, i =1,2,3.
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Para cada solucao 5(t) = (Bi1(t),P2(t)) do fluxo linearizado transversal satisfazendo
B(0) # 0, podemos escrever f31(t) + ifa2(t) = p(t)e® para algum argumento continuo
6(t), com p(t) > 0 para todo t. Sendo assim, dados zyp € V \ {0}, vg € T,,5,, tal que

m12(vg) # 0 e nimeros reais a < b, definimos por
Af (20, vo, |a, b]) = 0(b) — 6(a)

a wvariacdo de argumento no intervalo de tempo [a,b] da solucdo B(t) = p(t)e®®) de (3.35)
que corresponde a projecao da solugdo v(t) = d¢y(zo)ve do fluxo linearizado ao longo de
2(t) = du(20) em span{¥i(=(1)), Ya ()}

No lema a seguir, estimamos a variagao de argumento Af das solugoes do fluxo lineari-
zado transversal ao longo de segmentos de érbitas do fluxo Hamiltoniano de K que passam
préoximos ao sela-centro 0 € V', mas nao pertencem as variedades estavel e instavel do sela-

centro p. ou da érbita periddica P g.

Lema 3.2.2. Eziste 6 > 0 suficientemente pequeno tal que o sequinte ocorre: seja zy =
(¢10, 920, P10, P20) € Bs(0), com qropio # 0, e considere o intervalo maximal [t~,tT] contendo
t =0 tal que z(t) = ¢¢(20) € Bs(0) para todo t € [t,tT]. Sewvy € T,,S,, satisfaz ma(vy) # 0,
entao

A (20,00, [t,t1]) > S (tt —t7) — .

Mais ainda, dado N > 0, existe 0 < oy < & tal que se zg € Bs,(0) C Bs(0) e vy € T35,
a0 como acima, entao
Ad (Zo,’Uo, [ti,tJr]) > N.

Demonstracao. Pelo comportamento local do fluxo Hamiltoniano em torno do sela-centro,
pela maximalidade do intervalo [t~,¢"] e pela hipdtese de que giopip # 0, temos que existe
t* € (t7,t") tal que

G (t") =b==%p(t*), com b#0,

onde z(t) = ¢4(20) = (q1(t), g2(t), p1(t), p2(t)). Podemos supor que t* = 0, j& que a variagao
de argumento Af independe de reparametrizacoes no tempo de solugoes linearizadas, isto é,

A9(207 Vo, [t_7 t+]) - AQ(Zh U1, [t1_7 tf])? (336)

se 21 = ¢y (20), v1 = dpy=(20) - v, t; =t~ —t* e tf =T —t*. Observe que, por simetria, se

t* = 0 entao ¢~ = t*. Vamos assumir que
2o = (b, g20, b, p20) € Bs(0), com b > 0,

pois os outros casos sao completamente andlogos. Neste caso, a solucdo z(t) = ¢:(2o) do

fluxo Hamiltoniano de K ¢ dada, como vimos em (2.6), por

2(t) = (be™, rsen (@ (t + ), be™, 7 cos (@ (t + ())) (3.37)
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onde (a0, p2o) = (rsen (w(y), r cos(@wlp)) e

2

a:—%K<&%)=a+owﬂw%

T’2

2

(3.38)

) 612K<b2, >:w+(9(b2+r2)

sao constantes ao longo das trajetorias. Por simplicidade na notagao, vamos assumir que

G =0.

Primeiramente, calculamos o referencial {Y;};—01.23, definido em (3.33), ao longo de z(t):

onde

Yo(z(t)) =g(t) (—abe™, wr senwt, —abe™ ", wr coswt)

Yi(2(t)) =g(t) (@r coswt, abe™ ", orsenwt, abe™) 59
Ya(2(t)) =g(t) (wr senwt, abe™, —wr coswt, —abe™ ™),

Y3(2(t)) =g(t) (

1 1
VK@) /23202 cosh(2at) + w22

g(t)

A matriz hessiana de K ao longo da solucao z(t) é dada por:

HessK (2(t)) =

onde as funcoes

11

—a + 11 b? riobre ®senwt 1y b*e 2 r1abre= cos wt

b2e2at r12bre™ sen wt —a + 111 b? ri2bre®* cos wt

rigbre® sen@t @ + roor?senwt  risbre % senwt reor?sen wt cos wt

riobre® coswt  roor?senwt coswt riobre ™ coswt @ + rogr? cos? wt

,’,,2
rij = 8IinR (bz, 5) ,i,j = 1,2,

sao termos de ordem zero, constantes ao longo das trajetérias. Podemos assumir que |r;;| < ¢

em V para alguma constante uniforme ¢y > 0. Calculamos entao os seguintes produtos:

(HessK (2(1))Y1(2(t)), Ya(2(1)) = g(t)*( — aw®r? sen 2wt + 2wa’b® cosh 2at+
(

(HessK (2(t))Y1(2(1)), Ya(2(t))) = g(t)

cosh 2at — senh 2at cos 20t + sen 2t)),

aw?r? cos 20t + b*r*7(— cos 2wt + sen 2wt senh 2dt)),

(
(HessK (2(t))Ya(2(t)), Ya(2(t))) = g(t)* (a@®r? sen 2wt + 2wa”b® cosh 2at+
(

(HessK ((t))Ys(2(1)), Ya(2(t))) =g(t)

cosh 2at — senh 2at cos 20t — sen 2wt)),

amn

20°0° + @°r?),

onde 7(b, 1) = r110? + 2r12@ + rop@? satisfaz

I7(b, )| < 4 (3.40)

para alguma constante uniforme ¢; > 0.
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Portanto, dado vy € T,,S,, tal que m2(vy) # 0, a projecao da solugao linearizada v(t) =
do(20)ve ao longo da trajetéria z(t) sobre span{Yi(z(t)), Y2(2(t))} é representada por uma
curva 3(t) = (B1(t), B2(t)) € R?*\ {0} satisfazendo o sistema de equagoes diferenciais (3.35)

que, neste caso, se reduz ao seguinte:

(51@ ) _ ( —m(t)  p(t) = n(t) ) (@(t) ) (3.41)
Bat) p(t) +n(t)  m(1) Balt)

onde
m(t) = g(t)* (aw?r? cos 2wt + b*r*F( sen 2wt senh 2at — cos 2wt))
p(t) = g(t)* (b°r*F — aw’r?) sen 2it, (3.42)
n(t) =g(t)* (b*r*r(cosh2at — senh 2at cos 2wt) + 2a’wb® cosh 2at + w*r* + 2a°b?) '
=w + g(t)* (2a°b* + b*r*F(cosh 2at — senh 2at cos 20t)) .
Denotando a curva 3(t) em notacio complexa £i(t) + ifBa2(t) = p(t)e?®®, para funcdes
continuas p(t) > 0 e 6(t), obtemos de (3.41) e (3.42) que
i) _Bu)Ba(t) — Ba() (1)
Pi(t)? + Pa(t)?
=n(t) + p(t) cos 20(t) + m(t) sen 20(t)
=w + g(t)*{2a°0* + (>r*F — aw®r?) sen (2wt — 26(t))+
b*r*F( sen 2wt senh 2at sen 20(t) 4 cosh 2at — senh 2at cos 2wt) }.
Defina a fungao G(t,0), m-peridédica em 6, por
G(t,0) =0 + g(t)*{2a°* + (b*r°F — aw®r?) sen (2wt — 260)+ (3.43)

b*r*F( sen 2wt senh 24t sen 26 + cosh 2at — senh 2t cos 2t) }

e, assim, 0(t) = G(t,0(t)).
O argumento inicial 6(0) da solugao (t) pode ser expressado como 6(0) = kom + § + fi0,
para algum ko € Z e algum g € [0, 7). Veja Figura 3.4. Definindo a funcao

G(t) = ot + % + ko,
vemos, por (3.43), que

G (t, e(t)) e <t, ot + %) — @+ g(t)2{2a%? + aw*rt _
3.44
b?r?7( sen 20t senh 2at cos 20t + cosh 2at — senh 2at cos 2wt — 1)}.

Visto que a solugao z(t), dada por (3.37), pertence a bola fechada Bs(0) para todo
t €[t ,tT], temos que 0 < be™™ < § e 0 < be™ < § para qualquer t € [t7,¢]. Disto segue
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que
b? cosh 2at §252,
(3.45)
b% senh 2at <262,
para todo t € [t~,t7].
Usando (3.40) e (3.45), obtemos de (3.44) que
G (t, é(t)) =w+g(t)* {22°0* +1° (aw® + O (6%)) } .
Sendo assim, basta escolher § > 0 suficientemente pequeno para concluir que
G (t, 5(15)) > @ para todo t € [t,t7]. (3.46)

Seja A(t) := 6(t) — 0(t). Note que A(t) satisfaz a seguinte equagao diferencial
A(t) =G(t,0(t) —o =G <t, A(t) + é(t)) — .

Logo, se A(t) = km para qualquer k € Z, entao, pela m-periodicidade de G(t, #) na segunda
varigvel e por (3.46), obtemos que A(t) = G (t, km + é(t)) —w > 0. E, uma vez que A(0) =

1o > 0, chegamos a conclusao de que
A(t) > 0 para todo t > 0, (3.47)

ou seja, 6(t) > é(t) para todo ¢t > 0. Veja Figura 3.4.

o
B0y 4 “~

[ )
\

0(0)b\0(0)

Figura 3.4: Representacdo da condicao inicial B(0) = p(0)e®, onde 6(0) = 6(0) + po e
o € [0,7), e da semi-reta determinada pelo argumento 6(0) que gira no sentido anti-horario
com velocidade é(t) =w > 9 >0, para 0 > 0 suficientemente pequeno.

Segue de (3.47) que

6(t) —0(0) = A(t) + wt — po > wt — m, para todo t > 0, (3.48)

e, ja que a variacao Af independe de reparametrizacoes no tempo, como afirmamos em
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(3.36), a estimativa (3.48) nos fornece que

A0 (20, v, [t7,t1]) =A0 (¢4 (20), ddy-(20) - vo, [0, 87 — 7))
> (tt—t7) -7 (3.49)

w
>—(tt —t7) —
2( ) 7T7

se 0 > 0 ¢ fixado suficientemente pequeno.

A segunda afirmacao do enunciado é uma consequéncia direta de (3.49). De fato, pelo
comportamento de sela que observamos na projecao do fluxo Hamiltoniano de K sobre o
plano ¢ip1, vemos que o comprimento do intervalo de tempo maximal [t7,¢] cresce ili-
mitadamente conforme b — 0. Sendo assim, dado N > 0, podemos escolher dy € (0,9)
suficientemente pequeno de modo que, se zy € Bs, (0) entdao t* —¢~ > %(N + 7). Neste caso,
(3.49) implica que

Al (zo,vo, [t‘,tﬂ) > N.

]

Considere agora o fluxo 1, associado a funcao Hamiltoniana H nas coordenadas origi-
nais w = (x1, 22, v1,Y2) = ©(q1,q2,p1,p2), onde ¢ : V. — U é a mudanga de coordenadas
simplética centrada no sela-centro p. dada na Hipétese 1. Seja {X;}i—0123 0 referencial

ortonormal de R* definido em (1.27) para pontos regulares de H e seja

w(t) = dipy(wo) - ug = Z o (1) X; (w(t)) (3.50)

i=1

uma solugao do fluxo linearizado ao longo de uma trajetdéria nao-constante w(t) = ¥ (wy),
com Uy € TyySuy, onde Sy, := H '(H(wp)) denota o nivel de energia de H contendo wy.
Vimos na Segao 1.3, que os coeficientes v (t) e a(t) da projecao ma(u(t)) = ay(t) Xy (w(t))+
as(t) Xo(w(t)) satisfazem o sistema de equagoes diferenciais (1.39). Assumindo que mi2(ug) #
0, podemos escrever a curva «a(t) = (a1(t), az(t)) em notagdo complexa ay(t) + ias(t) €
R+ para algum argumento continuo 7(t). Assim, dados ntimeros reais a < b, denotamos
por
A (wo, uo, a, b]) = n(b) —n(a),

a variacdo de argumento no intervalo de tempo [a,b] da solugdo oy (t) + iay(t) € Rte®
do fluxo linearizado transversal que corresponde a projegao da solugao linearizada wu(t) =
dip (wo)ug ao longo de w(t) = 1y (wo) em span{ X (w(t)), Xao(w(t))}.

No préximo resultado, verificamos que estimativas similares as do Lema 3.2.2 podem ser
obtidas quando consideramos a funcao Hamiltoniana H em suas coordenadas originais. Para
isso, analisamos a variacao de argumento An das solugdes do fluxo linearizado transversal
ao longo de segmentos de érbitas do fluxo Hamiltoniano de H que passam préximos ao

sela-centro p. € U.

Lema 3.2.3. Dada uma vizinhanga VW C U do sela-centro p., existe uma vizinhan¢a U, C VW
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de p. de modo que o sequinte ocorre: seja wo = (T1g, T20, Y10, Y20) € Us tal que o~ (wy) =
(G105 G20, P10, P20) Satisfaz qiopio # 0. Considere o intervalo mazximal [t~,t"] contendo t = 0
tal que w(t) = ¥y (wo) € U, para todo t € [t~,1]. Se ug € Ty, Su, satisfaz ma(ug) # 0, entdo

An (wo,uo, [t~, 7)) > = (tt —t7) = C,

SRS

onde C > 0 € uma constante uniforme que depende apenas da vizinhanc¢a U,. Mais ainda,
dado N > 0, existe uma vizinhanca Uy C U, de p. tal que se wy € Un e ug € TS, SG0
como acima, entao

An (wo,uo, [t‘,tﬂ) > N.

Demonstragdo. Seja & > 0 tal que Bs(0) C ¢ '(W). Considere o referencial {)?Z}
definido em Bs(0) \ {0} por

i=1,2,3

Xi(2) = 9" Xi(2) = dp™(p(2)) - Xilp(2)), i = 1,2,3.

Denotamos por 75 a projecao sobre span{)? 1, )~(2} ao longo da diregao )23. Como vimos,
Xs || Xy, 0" Xy = Xk e Ys || Xk, logo X; || Ya. Entdo, definindo

Yi = ,7?12<Yi)a 1= 172a

temos que wo(i,ffg) = wp(Y1,Ys) = (A3Y1,Ys) = |Y5|* = 1 e, portanto, {}71,}72} é uma base
simplética de span{X 1, Xz}

Escrevendo Y1 como combinacao linear de X1 e X2, isto é, Yl( ) = ai(z ))?1( ) +
a2(2)X2(2), com z € By(0) \ {0}, encontramos uma funcio continua ¢ : B;s(0) \ {0} — S
dada por z — M Como Bs(0) \ {0} é um dominio simplesmente conexo em R*,

(a1(2),a2(2))]"
existe um levantamento continuo

¢:Bs5(0)\ {0} = R

da funcao ¢, que mede o angulo formado entre 371( ) e )NQ( ) na trivializacao induzida por
{)?1, )?2} Em notacdo complexa, temos ay(z) 4 ias(z) € RTe () para todo z € By(0) \ {0}.
Pela compacidade de dBs(0) e pela continuidade do levantamento ¢, fica bem definida a

constante
Cy= sup ((z1) — C(22)] < 0. (3.51)

21,22€0Bg (0)

Dados wy e ug como no enunciado, seja u(t) = dip(wy) - ug a solu¢do do fluxo linearizado
ao longo de w(t) = vy (wp) escrita em termos do referencial {X;};—1 23 como em (3.50). Uma
vez que a mudanca de coordenadas simplética ¢ : V' — U é uma conjugagao entre os fluxos
Hamiltonianos ¢; e ¢, associados respectivamente as fun¢oes K e H |y, ou seja, pod, = 0,
os fluxos linearizados satisfazem dy - d; = diby - dp. Sendo assim, z(t) = ¢ ' (w(t)) =
é¢ (¢ (wp)) é uma solucao de Xg, com zy := @ (wo) = (qi0, q20, P10, P20) satisfazendo
qiop1o # 0, e v(t) := dp~H(w(t)) - u(t) = doy(20) - dp™ (wp) - up é uma solugao linearizada ao
longo de z(t), com vy := dp~'(wp) - ug satisfazendo m12(vg) # 0. A solugdo linearizada v(t)
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pode ser escrita tanto em termos do referencial {Y;};—1 23, como em (3.34) com coeficientes
Bi(t), i = 1,2,3, quanto em termos do referencial {Xi}z‘:1 55 COm 0s mesmos coeficientes
a;(t), 1 =1,2,3, que aparecem na representacao de u(t) em (3.50). Logo, a projecao de v(t)

sobre spany X1, Xo} se escreve como
9

F1a(v(t)) =BL(t)Y1(2(t)) + Ba(t)Va(2(1))
=0 () X1 (2(1)) + an(t) Xa(2(t)),

onde 5(t) = (B1(t), B2(t)) satisfaz o sistema (3.35) e a(t) = (a1 (t), aa(t)) satisfaz o sistema
(1.39).

Sejam 0(t) o angulo formado entre ma(v(t)) e Yi(z(¢)) na trivializagdo induzida por
{Y1,Y5} e n(t) o angulo formado entre ma(u(t)) e Xi(w(t)) na trivializacdo induzida por
{X1,X5}. Em notagio complexa, Bi(t) + iBe(t) € R* et e ai(t) + iax(t) € Rtem®,

Considere

0(t) = n(t) — C(2(1)), (3.52)
que corresponde, por sua vez, ao angulo formado entre 715(v(t)) e Y(2(t)) na trivializacao
induzida por {)?1,)?2}. Veja Figura 3.5. Uma vez que 72 leva a base simplética {Y;, Ya}
X,

A

T12(v)

Y

=X1

Figura 3.5: Representacao dos angulos (t), 6(t) e n(t) com relacio & trivializacdo induzida
por {XI,XQ}.

na base simplética {5;1,3;2} de span{)N(I,;(Q} e, portanto, é uma aplicacao que preserva

orientaciio, temos que 6(t) — (t) € R\ (2Z + 1)7. Podemos supor que
—m < 0(0)—0(0) <7
e entéo, pela continuidade da funcio 0(t) — 0(t), segue que
—m < 0(t) —0(t) <, V. (3.53)

Considere ¢ > 0 ainda menor de modo que o Lema 3.2.2 seja satisfeito e defina U, :=
©(Bs(0)). Desta forma, se wy € U, entdo zy = ¢ '(wy) € Bs(0) e dai, por (3.51), (3.52),
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(3.53), pela maximalidade do intervalo [t7, 1] e pelo Lema 3.2.2, concluimos que

A (wo, g, [ tﬂ) —(t*) = n(t")
(t) = 0()) + (C=t) = C=))
( (t+) - ot >)+<6<t+>—e<f>)

+ (67) = 00)) + (S = E0))
>A9(z0,v0,t ) =2 —

Yty —
>2(t t7) —C,

™

(3.54)

onde C' =37+ C > 0.

Para finalizar, dado N > 0, podemos escolher dy € (0,9) suficientemente pequeno de
modo que, se zy € Bs,(0) entdo tT —t~ > 2(N + C). Seja Uy := ¢(Bs,(0)) C U,. Assim,
segue diretamente de (3.54), que se wy € Uy, entao

An (wo,uo, [t‘,tﬂ) > N.

O

Considerando E > 0 suficientemente pequeno, vamos analisar o indice de Conley-Zehnder
das drbitas periédicas do campo de Reeb X}, na 3-estera Wg que, como vimos, ¢ um multiplo
positivo do campo Hamiltoniano X restrito a Wy C H'(E).

Primeiramente, vamos averiguar as propriedades da érbita peridédica P, p da variedade

central do sela-centro p., que esté situada na “regiao de pescogo” de Wg, com E > 0 pequeno.

Proposicao 3.2.4. Para cada E > 0 pequeno, seja Pop = (zE,TfE) C K~Y(FE) a drbita
periddica contida na variedade central do sela-centro, dada em coordenadas locais (q1, G2, p1,P2)
porqg =p1 =0 e Iy = I,(0, FE), como em (2.10). Entao P, € nao-nd, hiperbdlica em seu

nivel de energia e CZ(Ps ) = 2.

Demonstragao. Primeiramente, observe que P,y é o bordo do disco mergulhado U, p =
{g1 +p1=0,¢1 <0} N K YFE) CV, para E > 0 pequeno, logo P, g é nao-no.
Assumindo, sem perda de generalidade, que zg(0) = (0,0,0,rg), onde o raio rg é dado

por

25(0,5) — /22 + 02,
w

vide (2.9), temos que a solugao do fluxo Hamiltoniano representando P, g ¢ da forma

zp(t) = (0,rgsenwt, 0, rg cos wt),

2
de P, 5 é dado por Ty, = 2

w

2
onde w = w+0LR <TE> = w+ O (r%) é constante em ¢. Neste caso, o perfodo Hamiltoniano
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Calculando o referencial {Y;},—01.23 ao longo de zg(t), obtemos

Yo(ze(t)) =(0, senwt, 0, cos wt)

Yi(ze(t)) =(coswt, 0, senwt, 0) (3.55)
Ys(2zp(t)) =(senwt, 0, — cos wt, 0)

Y3(zp(t))

zp(t)) =(0,coswt, 0, — sen wt),

e, além disso, a matriz hessiana de K ao longo desta solucao é dada por

0 0 —Q 0
0 o+ 2 sen?wt 0 2 sen wt cos wt

HessK(zE(t)) _ - w 7’227’6@ n-w . T22TR Ilow w ’ (3.56)
0  rogrisenwtcoswt 0 @+ reri cos? Wi

2 2
constantes em ¢t. Com (3.55) e (3.56), calculamos os seguintes produtos:

2 2
onde r9y = I, R (—E ¢ um termo de ordem zero e @ = a — 0, R <T—E> = a+ 0O (r%), ambos

(HessK (zg(1))Y1(2p(t)), Yi(zp(t))) = — @ sen 2t
(HessK (zg(1))Yi(z6(t)), Ya(2p(t))) = a cos 20t
(HessK (zg(t))Y2(2£(t)), Ya(2p(t))) = @ sen 2t
<HessK(zE(t))Y3(zE(t)),Yg,(zE(t))> =0.

Portanto, se v(t) é uma solugao linearizada ao longo de zg(t) tal que m5(v(0)) # 0,
entdo sua projegao sobre span{Y;, Y2} ao longo de zg(t) é representada por uma curva
B(t) = Bi(t) +iBa(t) € RTe?®) satisfazendo o sistema de equacdes diferenciais (3.35) que,

neste caso, é da forma:
( ﬁ:l(t) ) _ ( —acos2wt  —asen 2wt — @ ) ( b1(t) ) . (3.57)
Ba(t) —asen 2wt + w & cos 2wt Ba(t)
Definimos novas coordenadas 3(t) = £, (t) +ifx(t) € RTe?® de modo que
B(t) = e ™ B(1),
ou seja, 5(t) é dado pela rotacio de 3(t) pelo angulo —@t e, portanto,
O(t) = 0(t) — wt. (3.58)
Apoés alguns calculos, vemos que o sistema (3.57) nestas novas coordenadas se reduz sim-
)G
Bo(t) 0 a Ba(t)

cujo fluxo se comporta como uma sela.

plesmente a
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Visto que (0) = €”3(0) = B(0) e B (T4) = e*™ 3 (T4;) = B (T4), podemos usar o
sistema (3.59) para analisar a aplicacdo de primeiro retorno do fluxo Hamiltoniano definida
na segao span{Y;(zg(0)), Ya(zg(0))}, transversal a diregdo do campo Hamiltoniano Xk || Y3
em zg(0), e assim concluir que P, p é uma 6rbita periédica hiperbélica.

Além disso, o comportamento de sela do fluxo associado ao sistema (3.59) nos permite
concluir também que existem condigoes iniciais zg, z; € C* para as quais os angulos formados
entre os vetores /3 (0) e 6 (TQHE) tém sinais opostos. Sendo assim, o intervalo formado pelas
variacoes de argumento Af (2(0),v(0), [0,T5%]), com a condigao inicial v(0) satisfazendo

m12(v(0)) # 0, deve conter o valor 0 em seu interior. Consequentemente, ja que, por (3.58),

A6 (25(0),v(0), [0, Ty5]) = 0 (Tylz) — 0(0
0 (1)) +2m — 9(0)
2T

+ Af (2(0),0(0), [0, T4%,])

o intervalo formado pelas variagdes de argumento A6 (zg(0),v(0), [0, 75%]), com v(0) sa-
tisfazendo m2(v(0)) # 0, contém o valor 27 em seu interior. Disto segue que o intervalo

transladado I, = I — ¢, onde [ é dado por

1= U 5 {80 (x0),00).[0.7])}

m12(v(0))#0

contém o nimero inteiro 1 em seu interior para todo € > 0 pequeno e, portanto, pela Defini¢ao
1.3.6 de indice de Conley-Zehnder geométrico, CZ(P, ) = 2. n

Usando o Lema 3.2.3, podemos mostrar o resultado a seguir que estima o indice de
Conley-Zehnder de drbitas periddicas distintas de P, p em Wy passando proximas ao sela-
centro p. e, além disso, analisa a possibilidade de enlagamento entre as érbitas periddicas de

Wy com a o6rbita hiperbdlica P» g, para energia £ > 0 suficientemente pequena.
Proposicao 3.2.5. Sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:

i) existe Ey > 0 suficientemente pequeno tal que, para cada inteiro M > 0, existe uma
vizinhanga Uy do sela-centro p. de tal modo que, se 0 < E < Ey e P C Wi\ Pogp €

uma érbita periddica intersectando Uyy, entdo CZ(P) > M.

i1) dado um inteiro M > 0, existe 0 < Eyy < Ey, onde Ey > 0 € como no item i), tal que
se 0 < E < Ey e PC Wg\ Pyg estd enlagada com Py g entao CZ(P) > M. Em
particular, se 0 < E < E3 e P C Wg\ Pog € uma orbita periédica com CZ(P) = 3,

entao P nao estd enlagcada com Py .

Demonstracao. Sejam Uy C U, C U vizinhancas de p. como no Lema 3.2.3, onde Uy é obtido
a partir da escolha N = 0 na ultima afirmacao deste lema.

O ponto de equilibrio do tipo sela-centro p. pertence & Wy = Sy U S§ € H(0), onde Sy
e S; sao conjuntos singulares estritamente convexos que se intersectam apenas em p.. Por
definicao, temos que (HessH (w) - u,u) > 0 para todo w € Wy = Wy \ {p.} e todo u € T,
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nao-nulo. Sendo assim, podemos encontrar Fy > 0 suficientemente pequeno e uma constante
ko > 0 tais que, se 0 < E < FEjy, entao (HessH (w) - u,u) > ko para quaisquer w € Wg \ Uy
eu € T,S, com |u| = 1. Neste caso, pela Proposicao 1.3.7, existe 7 > 0 de tal modo que,
se uma solugao w(t) do fluxo Hamiltoniano de H estd contida em Wg \ Uy para t € [a,b] e
at) = ay(t) +ias(t) € RTei representa uma solucio linearizada transversal u(t) ao longo
de w(t), entao

n(t) >n>0,Vt € [a,b]. (3.60)

Em particular, a(t) C R? gira em torno da origem no sentido anti-horario quando ¢ varia no
intervalo de tempo [a, b].

Dado um inteiro M > 0, defina M = 2m(M + 1) e considere Uy; C Up a vizinhanca
de p. obtida no Lema 3.2.3 que satisfaz o seguinte: se w(0) € Uz é tal que ¢ (w(0)) =

((J107 q20,p10,p20), com qiopio # 0, € U(O) € Tw(O)Sw(O) satisfaz 7712(U(0)) # 0, entao

—~

An (w(0),u(0), [t,t7]) > M, (3.61)

onde [t~,t%] é o intervalo maximal contendo ¢ = 0 tal que w(t) € U, para todo t € [t~ t*].

Note que, pelo Lema 3.2.3, a vizinhanca U, tem a propriedade de que qualquer segmento
da érbita w(t) intersectando Uy e contido em U, contribui positivamente para a variagao de
argumento An.

Agora, suponha que a trajetéria w(t) corresponde a uma érbita periddica P = (w,T') em
Wy distinta de P, . Neste caso, temos que o~ (w(0)) = (q10, 920, P10, P20) satisfaz qiop19 # 0.
Logo, se P intersecta Ug; entdo, por (3.60), (3.61), pela propriedade da vizinhanca Uy obtida
no Lema 3.2.3, pela definicao do indice de Conley-Zehnder geométrico e pela escolha de M ,

obtemos que

N Qm(fw(o),u(o), [t:#])J - 1) - QQEJ - 1) SV

27 s

Portanto, basta tomar a vizinhanga Uy, = Usz, com M = 2x(M 4 1). Isto prova o item i).
Dado um inteiro M > 0, existe 0 < E); < Ej tal que 9Sg C Un para toda energia
0< E < Ey,onde Eg >0e ﬁM sdo como no item i). Sendo assim, se P C Wg\ P, g é uma
érbita periédica enlacada com P, g, com 0 < E < E)y, entdo P deve intersectar 0Sg \ P g
e, consequentemente, deve intersectar U - Veja Figura 3.6. Isto implica, pelo item i), que
CZ(P) > M, provando ii). O

Como vimos no Teorema 2.1.3, o indice de Conley-Zehnder das érbitas periddicas contidas
em um ovaléide (hipersuperficie estritamente convexa difeomorfa & esfera S3) ¢ limitado
inferiomente por 3. Temos um resultado semelhante para conjuntos singulares estritamente

convexos, provado na proposicao abaixo.
Proposi¢ao 3.2.6. Dada uma érbita periddica P C Wy = Wy \ {p.}, temos que CZ(P) > 3.

Demonstracao. O conjunto W,y é dado pela uniao dos conjuntos singulares estritamente
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Uik
0Sg
S P
. Py g
D %5
Us e

Figura 3.6: Uma drbita periédica P C Wg \ P» g enlacada com P,  deve intersectar 0Sg \
Pyp=U, g UUyp C Uy para energia 0 < £ < E)y.

convexos Sy e 5, que tém o sela-centro p, como tnico ponto em comum. Podemos assumir
entdao que P C Sy, pois o caso em que P C S(’) é completamente analogo.

Seja Bjs(p.) uma bola centrada em p, com raio § > 0 pequeno o suficiente para que
m N P = (. Por um teorema de M. Ghomi em [18] (afirmando que toda hipersuperficie
compacta estritamente convexa pode ser estendida a um ovaléide C*°), podemos estender a
hipersuperficie estritamente convexa Sy \ Bs(p.) a um ovaldide So. Uma vez que P C SyNS,
e o indice de Conley-Zehnder de P independe do fato de P estar contida em Sy ou em Sy *,

concluimos que CZ(P) > 3 pelo Teorema 2.1.3. O

A partir das Proposicoes 3.2.5 e 3.2.6, podemos mostrar que, se a energia £ > 0 é
suficientemente pequena, entao toda érbita periédica de Wg, com excecao de P»p, tem

indice de Conley-Zehnder maior ou igual a 3.

Proposicao 3.2.7. Eziste E* > 0 tal que, se 0 < E < E*, entdo CZ(P) > 3 para toda
orbita periodica P C Wg \ P g.

Demonstracio. Sejam Ey > 0 pequeno e Us vizinhanca de p, como na Proposicio 3.2.5-1),
ou seja, tais que se 0 < £ < Ey e P C Wg \ Po g ¢ uma 6rbita periddica intersectando Us,
entdo CZ(P) > 3. Assim como fizemos na demonstragao da Proposicao 3.2.5, podemos usar
a convexidade estrita de Wy para encontrar 0 < E; < Ey de modo que, se 0 < F < Ej,
entdo (HessH (w) - u,u) > 0 para todo w € Wg \ Us e todo u € T,,S,, niao-nulo. E entéo,
pela Proposicao 1.3.7, obtemos 77 > 0 tal que

i(t) > 7 >0 (3.62)

para qualquer solucdo linearizada transversal ay(t) + ica(t) € R*e™® ao longo de um seg-
mento de érbita contido em Wy '\ Ug, se 0 < F < Ej.

Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia F, — 0 quando n — oo, com 0 <
E, < Ei, tal que Wy, C H '(E,) admite uma 6rbita periddica P, = (w,,T},) do fluxo
Hamiltoniano, distinta de P, g, , satisfazendo CZ(P,) < 3. Neste caso, pela propriedade da
vizinhanca Us de p., sabemos que P, C Wg, \ Us; para todo n. Como em Wg, \ Us vale a

estimativa (3.62), a limitacao superior dos indices de Conley-Zehnder C'Z(F,) nos permite

*Para uma demonstracao desta afirmagio, consulte a quarta se¢ao da referéncia [22].
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concluir que a sequéncia de periodos Hamiltonianos 7;, é uniformemente limitada. Sendo
assim, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia de FE,,, que continuaremos
denotando por E,, tal que T,, - T > 0 e w, — w quando n — oo, onde P = (w,T) C
Wo € H~'(0) é uma érbita periédica. Observe que, de fato, T # 0, pois P, C Wg, \ Us
para todo n e a tunica singularidade do fluxo Hamiltoniano contida em W, é o sela-centro
p. € Us. Entretanto, pela definicao geométrica do indice de Conley-Zehnder, vemos que
CZ(P) <liminf, .., CZ(P,) < 3, o que contradiz a Proposi¢ao 3.2.6.

Portanto, podemos afirmar que existe 0 < E* < FE; tal que, se 0 < F < E*, entao o

indice de Conley-Zehnder é maior ou igual a 3 para toda dérbita peridédica em W\ Py p. O

Note que as Proposicoes 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.7 implicam os itens i) e ii) da Proposigao 3.2.1,
restando-nos apenas o item iii), que vamos demonstrar logo em seguida.

Considere, para E/ > 0 suficientemente pequeno, a forma de contato A em Wy obtida na
Proposicao 2.3.6 e a 6rbita periddica P p C Wg que, segundo as Proposigoes 3.2.4 e 3.2.7,
¢ nao-nd, hiperbdlica em seu nivel de energia e, além disso, é a tnica 6rbita periddica de
Ag com indice de Conley-Zehnder 2. Lembramos que as solucoes do campo de Reeb X,
coincidem com as solugoes do campo Hamiltoniano Xy em Wi C H'(E), a menos de uma
reparametrizagao no tempo que também reparametriza as trajetérias do fluxo linearizado
transversal.

Seja A\, uma sequencia de formas de contato em W satisfazendo A, = Ag em C* quando
n — o0o. Como P, g ¢ nao-né e hiperbdlica, temos que, para n suficientemente grande, A,
admite uma unica érbita periédica P», C Wg, também nao-né e hiperbdlica, satisfazendo
CZ(Py,) =2e Py, & Pop em C™ quando n — oo. Observe que, neste caso, o indice de
Conley-Zehnder igual a 2 é uma informacao que se preserva para pequenas perturbacgoes de
Xy, € P g, pois o intervalo I formado pelas variagoes de argumento das solugoes nao-nulas
do fluxo linearizado transversal ao longo de P, g, construido na demonstracao da Proposicao
3.2.4, contém o valor 1 em seu interior e, portanto, o mesmo deve ocorrer para X, e Ps,
para n grande.

Da mesma forma que utilizamos o referencial {X;, Xo} C TWg, que é transversal a
diregao do campo de Reeb X,,, para estudar o fluxo linearizado transversal ao longo de
orbitas de A\ em Wg, podemos usa-lo para analisar o fluxo linearizado transversal ao longo
de trajetérias de A\, em Wg, para n suficientemente grande, visto que X, — X, quando
n — oo. Mais ainda, como o fluxo de Reeb associado a A, converge para o fluxo de Reeb
associado a A\g em Cf, quando n — 00, obtemos estimativas semelhantes as do Lema
3.2.3 para o fluxo linearizado de \,, quando n é suficientemente grande. Portanto, podemos
afirmar que existem vizinhangas Us, C U, C Ug-+ de p, tais que o argumento 7(t) de qualquer
solucao linearizada transversal nao-nula, ao longo de um segmento maximal de érbita de A,

contido em U, e intersectando U,,, satisfaz
An > 27 (3.63)

para todo n grande.
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Argumentando como na demonstragao da Proposicao 3.2.7, encontramos 7 > 0 tal que
nt)>n>0 (3.64)

para qualquer segmento de trajetéria de A, contido em W \ Us,, para E > 0 fixado sufici-
entemente pequeno e n suficientemente grande. E assim, podemos mostrar que, para todo
E > 0 fixado ainda menor, o fluxo de A, em W ¢ fracamente convexo e P, ¢ sua tnica
6rbita periddica com indice de Conley-Zehnder 2, para todo n grande. De fato, suponha
por absurdo que, para todo n grande, ), admite uma drbita periédica (), distinta de P,
satisfazendo C'Z(Q),) < 3. Neste caso, por (3.63) e (3.64), temos que @, C Wg \ Uy, e
dai, pela estimativa (3.64), obtemos uma limitagdo uniforme para os periodos das drbitas
Q.. Dai segue, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, que ), — () para alguma subsequéncia
denotada novamente por @, onde @ C Wg \ P, g é uma drbita peridédica de Ag com indice
de Conley-Zehnder CZ(Q) < 3, contradizendo assim a Proposigao 3.2.7.

Para finalizar, como P, — P, quando n — 0o, se P é uma Orbita periddica de A,
contida em Wg \ Ps, e enlagada com P, e se a energia E > 0 ¢ suficientemente pequena,
entao P deve intersectar a vizinhanca Us, para n suficientemente grande, o que implica
CZ(P) > 3.

Com isso, completamos a demonstracao do item iii) da Proposicao 3.2.1.

3.3 Demonstracao da Proposicao 2.3.8

Nesta se¢ao, vamos escolher uma estrutura complexa conveniente Jg € J(Ag), para ener-
gia F > 0 suficientemente pequena, de modo que seja possivel construir explicitamente um
par de planos Jg-holomorfos de energia finita na simplectizacio R x Wy, ambos assint6ticos
a orbita periddica hiperbdlica P» g, cujas imagens se projetam em Wpg sobre os hemisférios
Ui g e Uy g da 2-esfera 0Sg, respectivamente. Por construgao explicita, queremos dizer que
tais planos pseudo-holomorfos serao obtidos em termos de solugoes de equacoes diferenciais

ordindrias. Vamos demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.8. Se E > 0 € suficientemente pequeno, entao existe Jp € J(A\g) tal que a
estrutura quase-compleza Jg = (Mg, Jg) na simplectizacao R x Wg admite um par de planos

de energia finita
g = (a1p,uE),lUr = (a2p uzp) : C— R x Wg

de tal modo que as imagens uy g(C),us g(C) C Wg sdo ambas assintdticas a Pap e coinci-
dem, respectivamente, com os hemisférios Uy g e Us g da 2-esfera 0Sg, definidos em coorde-

nadas locais por (2.13).

Demonstracao. Sejam (qi, 2, p1,p2) € V as coordenadas locais em torno do sela-centro da-

das pela Hipotese 1. Nestas coordenadas, a forma de contato Ag em Wpg, construida na
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Proposicao 2.3.6 para E > 0 suficientemente pequeno, coincide com a forma de contato

padrao Ag|w, proximo a 2-esfera dSg = {q1 + p1 =0} N K (E), onde

2
1
Ao = 5 Zpid%' — qidp;.

i=1

Sendo assim, como o campo Hamiltoniano associado a funcao K = —aly +wly + R(I1, 1) é
dado por Xy = A3VK = (—agqy,wps, apr, —w0qs), com @ = o — I, R e w = w + J1, R, temos

que o campo de Reeb associado a A proximo a 0Sg é da forma

1 1
Xae = XN = T v on 0w ©p2, apr, —Wga). 3.65
AE >\E<XK> K _O_éjl + (ZJIQ ( aqgi,wWpa, &Py, wq2) ( )

Considere o referencial {ey, ey, 3} C TWg definido por

€1 = AIVK = (@p% 07(117@(]27 dpl)a
€2 = AQVK = (ajq% C_Ypl, _(Dp% _@QI)7 (366)
es = AsVK = (—aqy, wps, ap1, —wq2),

onde as matrizes constantes A; de ordem 4, i = 1,2,3, sdo como em (1.25). Observe que
e; = |VK|Y;, para cada i = 1,2,3, sendo que {Y7,Y5,Y3} é o referencial utilizado para
descrever o fluxo linearizado ao longo de érbitas de X, dado em (3.33). O campo e3 = X é
paralelo ao campo de Reeb X, e a estrutura de contato & = ker Ag é isomorfa a span{e;, e},
como distribui¢oes de planos tangentes, via a projecao m¢ : & — span{ej, e2} ao longo da
direcao e3. Seja {€1, €2} C & o referencial determinado por m¢(€;) = e; para cada i = 1,2.

Definimos a estrutura complexa Jg : £ — &, em coordenadas locais, por
Jg - & = é. (3.67)

De acordo com a Defini¢ao 1.4.1, Jp é compativel com a estrutura simplética dAgle = wole,

pois

d)\E<JE . él, JE . ég) - d)\E‘(éQ, —él) - d)\E(él, ég)

d/\E(éi, JE . éz‘) = d)\E(él,ég) = wo(el,eg) = <A3€1,€2> = <627€2> = |€2|2 > 07 Z = ]_,2

Usando uma métrica Riemanianna auxiliar conveniente, podemos estender Jg suavemente
em todo Wg.

Seja Jg = (Ag, Jg) a estrutura quase-complexa induzida naturalmente na simplectizacao
R x Wg por Ag e Jg, como em (1.47). Queremos construir um par de planos Jg-holomorfos
ﬂl,E = (CLLE, ULE‘), 'l’ZQ’E = (a27E, U,Q,E) . C — Rx WE, ambos assintéticos a P27E = (5E27E, T27E)
em +00, que se aproximam de P p em diregoes opostas.

Assumindo, sem perda de generalidade, que 25 5(0) = (0,75,0,0), onde o raio rg > 0,

com E > 0 pequeno, é tal que 1 = 215(0, E) = 2£ 4 O(E?), vide (2.9), temos que a solugio
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do fluxo de Reeb representando P, i ¢ dada, em coordenadas locais, por

13 t
xz,E(t) = <O,rE cos QWE,O, —rg sen27rm> ,

sendo que o periodo de P, g, com respeito ao fluxo de Reeb de Ag, ¢ igual a

To B To B 2 o' E
Top = / Ap = / 5 Ao = / ;ﬁ dt = % = 77 4 O(E?). (3.68)
Pg 0 0 2,E w

Note que T g difere do periodo Hamiltoniano TfE = 2w—”+(9(E ) considerado na demonstragao
da Proposigao 3.2.4.

Os planos de energia finita 4y g = (a1 g, u1.g) € Uap = (a2,5, Uz, r) devem ser tais que as
imagens u; g(C) e uy g(C) coincidam, respectivamente, com os hemisférios Uy g = {q1 +p1 =
0,0 < O}NKYE) e Uyp = {1 +p1 = 0,¢1 > 0} N K1(E) da 2-esfera 9Sg. Vamos
apresentar a construgao de @ g, usando a notagao i = (a,u) ao invés de @y g = (1,5, U1,5),
e 0 caso Uy p ¢ completamente andlogo devido a simetria de nossas coordenadas.

Por simplicidade, definimos @ sobre o cilindro R x S, tendo em vista a mudanca de
coordenadas R x S 3 (s,t) — ¥ ¢ C. Considerando as propriedades que desejamos
que @ = (a,u) satisfaca, vamos assumir u(s,t) = (a(s,t),u(s,t)) : R x ST — R x Wg com u
da forma

u(s,t) = (q1(s,t), q2(s, 1), pa(s, ), pa(s, 1))

(3.69)
= (—=h(s), f(s)cos2nt, h(s),—f(s)sen2nt),

onde f: R — (0,00) e h: R — R\ {0} sdo fungdes suaves a serem determinadas. Em (1.49)

vimos que, para ser uma curva Jg-holomorfa na simplectizagao, @ = (a,u) deve ser tal que

mus + Jg(u)mu, = 0
As() = a, (3.70)

/\E(Us) = —Qy,

onde 7 : TWpg — £ é a projecao ao longo da dire¢ao do campo de Reeb X, . Vejamos quais
condigoes as fungoes h(s) e f(s) tém que satisfazer para que a primeira equagao de (3.70)
seja valida.

Restringindo o referencial {é1,é;} C £ a esfera 9Sg, onde p; = —¢qy, obtemos a partir de
(3.65) e (3.66) que

e =e1 — Ap(e1) Xy,

1qi(ge+p2)(@— @)
2 al -l

= (wp2, g1, wq2, —0q1) — (—aqy, wps, —aqy, —wqs),

(3.71)
€y = ey — Ap(e2) X,

191(@2 — p2) (W — @)
2 al, —wl

= (Wqo, —q1, —Wp2, —0q1) — (—aqr, wp2, —aq1, —wqo).
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Além disso, de (3.69), temos que

= (=h'(s), f'(s) cos 2xt, h'(s), — f'(s) sen 27t) ,
up = (0, =27 f(s) sen 27t 0, =27 f(s) cos 27t),

donde segue Ag(us) = 0, Ag(u;) = wf(s)?. Portanto, as projegoes de u, e u; na estrutura de

contato £ sao dadas por

us =us — Ag(us) Xy, (u) = (=1 (s), f'(s) cos 2wt, ' (s), — f'(s) sen 27rt),

mty =ty = Ap(ur) X, () = (0, 27 () sen 2t, 0, 27 f ) cos 2 (3.72)

(—ah(s),wf(s)sen2nt, —ah(s),wf(s) cos2nt)

Apés alguns calculos usando as equagdes (3.71) e (3.72), escrevemos €; e é; como com-

binagao linear de wug e Tu; em & como

_ W(g2 —p2) @ — N(w — a)ah(s)®
€1 Ton(s) T ( ONTf(s)2ah(s) (g2 +P2)> U, -
SR N (5[ IS ) |
2 21/ (s) ° 2N7f(s)2ah(s) 2 v
onde
1 _ - _ 2 W 2
N Ae(Xg) = —al, + @l = ah(s)* + Ef(s) . (3.74)
A primeira equacao de (3.70) nos diz que
Jg(mus) = muy
3.75
Jp(mu) = — mug (3.75)
Sendo assim, de (3.67), (3.73) e (3.75), obtemos que
@(q2 — pa) @ — N(w — a)ah(s)®
Tom(s) T ( N (s 2ah(s) 2 ”’2)) s
@(q2 + p2) @ — N(w — a)ah(s)?
e (o gy o)
que, por sua vez, implica as equagcoes
w W+ N(w —a)a ( )2
@ _—cD—f—N(cD—’)dh( 5)2 '
2h,<8) (‘JQ "‘]92) - 2N7Tf( ) h( ) (Q2 +p2)'

Note que, para todo (s,t) € RxS1, temos que qa(s, t)—pa(s,t) # 0 ou qa(s, t)+pa(s, t) # 0,
pois, caso contrario, ¢o(s,t) = pa(s,t) = 0 para algum (s,t) e, consequentemente, f(s) = 0.
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Deste modo, (3.74) e (3.76) nos levam a seguinte equagao diferencial

_ 2mawh(s)f(s)?
W2 f(s)2 +2a2h(s)?

Vimos em (2.9), que é possivel escrever [5 como uma funcao de (I;, F') no nivel de energia

K~Y(FE), para valores pequenos de FE, I} e I, como
1
I, = L(I,E) = gll +=E+0O(I} + E?). (3.78)

Entao, fixado £ > 0 pequeno, encontramos I (E) = —£ + O(E?) < 0, vide (3.6), tal que
L(I] (E),E) =0e I, > I] (F) para valores pequenos de I e Iy > 0.
Uma vez que u(s,t) € Wy C K~ Y(F) para todo (s,t) € R x S, (3.69) e (3.78) nos

fornecem uma relagao entre as fungoes f(s) e h(s), dada por
2 20 2, 2 4 2
f(s)? = —Uh(s) +-E+0 (h(s)*+ E?), (3.79)

para cada E > 0 fixado pequeno e para todo s € R. Logo, a equacao (3.77) pode ser vista
como uma equagao diferencial do tipo h'(s) = G(h(s)) para cada E > 0 suficientemente

pequeno, onde G = G(h) é uma funcdo suave definida no intervalo [—h};, h};], sendo que

hy=+/—I7 (E) >0

é o menor valor positivo de h para o qual f se anula em (3.79). Assim, a fun¢do G(h) se
anula nos valores h = 0 e h = +hj;, é positiva no intervalo (—hj;, 0) e é negativa no intervalo
(0,h%). Consequentemente, qualquer solu¢ao h = h(s) de (3.77), com h(0) € (0,h}), é
estritamente decrescente e satisfaz

lim A(s) =hy e lim h(s) =0, (3.80)

§——00 s——+400

donde segue, por (3.79), que

SEr_noof(:s) =0 e SEIEOOf(S) =rg > 0. (3.81)

As equacoes (3.80) e (3.81) implicam que os loops S' 3 ¢ + u(s,t) convergem para

St 3t xy p(Ty pt) em C quando s — 400 e que u(s,t) — (—hi, 0, b, 0) uniformemente
em t quando s — —o0.

Agora, quanto as duas ultimas equagoes de (3.70), relacionadas com a coordenada real

da curva @ = (a,u), basta definirmos

a(s,t) = /0 P, (3.82)
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dependendo apenas de s € R, e entao

)
-+
—~
W

~
~—

I

0= Ag(us(s,t))
as(s,t) = 7f(5)" = Ap(w(s, 1))

para todo (s,t) € R x S'. Observe que, por (3.81), as(s,t) = nf(s)? — 7ry = Ty g quando
s — 400 e ay(s,t) = 7 f(s)* = 0 quando s — —oo.

Seja u(s,t) = (a(s,t),u(s,t)) : R x S' — R X Wg, com a(s,t) definida por (3.82) e
u(s,t) como em (3.69), onde h(s) é uma solugao da E.D.O. (3.77) satisfazendo h(0) € (0, h%;)
e f(s) é determinada, em termos de h(s), por (3.79). Sendo assim, pela construgao que
realizamos, @ satisfaz (3.70) e, portanto, é uma curva Jg-holomorfa. Considere a 1-forma
As(a,u) == p(a)\g(u) definida na simplectizacao R x Wg, onde ¢ : R — [0, 1] é uma fungao
suave satisfazendo ¢’ > 0. Como u*Ag = Ag(us)ds + Ap(u)dt = 7 f(s)?dt, obtemos, por
(3.81) e pelo Teorema de Stokes, que

w*d\, = lim / w*d(pAg)
/]Rxsl ¥ Rooo [-R,R]xS!

= REIEOO |:/{R}><Sl U (pAp) — /{—R}XSI ﬂ*(@)\E)}
= din_|o(a(R) [ w2 plat-R) [ f(-ral

R—+o00

= (+00) 7.

Disto segue, pela Defini¢io 1.4.6, que E(u) = 7r% = Ty g e, portanto, & = (a,u) é um
cilindro pseudo-holomorfo de energia finita na simplectizacao R x Wg. Neste caso, pelo
fato de u(s,t) — (—h},0,h%,0) uniformemente em ¢ quando s — —oo, podemos usar o
Teorema 1.4.9 para concluir que a singularidade s = —oo é um furo removivel de @. Entao,
depois de remover este furo, obtemos finalmente o plano Jg-holomorfo de energia finita
U p = (a1,p,u15) : C— R x Wg que ¢ assintético a Py g em seu furo positivo s = 00 e,
por construcao, satisfaz ui g(C) = Uy g.

Escolhendo agora uma solugdo h = h(s) de (3.77), com h(0) € (—h};, 0), construimos de
forma andloga um plano Jp-holomorfo de energia finita na simplectiza¢io R x W, assintético

a P, g, cuja imagem projetada em Wx coincide com o hemisfério Us g. O

3.4 Demonstracao da Proposicao 2.3.9

No decorrer da demonstracao do nosso resultado principal, o Teorema 2.3.2, vimos que
é possivel perturbar a forma de contato A\p em Wy e a estrutura complexa Jp C J(\g),
obtidas respectivamente nas Proposicoes 2.3.6 e 2.3.8 para E£ > 0 pequeno, com o intuito
de alcancar as hipoteses genéricas do Teorema 2.1.9. Mais precisamente, argumentamos que
existe uma sequéncia de formas de contato tight e nao-degeneradas \, = f,Ag em Wg, com

fn: We — (0, 00) suave satisfazendo f,, — 1 em C* quando n — 0o, e existe uma sequéncia
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de estruturas complexas J,, € Jreg(An) C J(Ag) tal que J,, = Jp em C* quando n — oo,
de modo que a estrutura quase-complexa J,, = (A, Jn) na simplectizagdo R x Wx admite
uma folheacao estavel de energia finita j-:n que, por sua vez, se projeta em Wpg sobre um
sistema global de se¢oes transversais JF,, para o fluxo de \,, para cada n € N. E entao,
com o auxilio da Proposicao 2.3.7, observamos que, para E > 0 suficientemente pequeno e n
suficientemente grande, \,, é uma forma de contato fracamente convexa e F,, é uma folheacao
3 — 2 — 3 para o fluxo de A\, em Wpg, cujo binding com indice de Conley-Zehnder 2 é dado
por uma Orbita peridédica hiperbdlica P ,, que satisfaz P,,, = P» p quando n — oo.

O resultado a seguir, cuja demonstracao é o enfoque desta secao, afirma a existéncia desta
folheacao 3 — 2 — 3 F,, em Wg, para £ > 0 suficientemente pequeno e n suficientemente
grande, e, além disso, garante que, por um simples processo de limite aplicado aos bingings de
Fn, podemos encontrar candidatos para os bindings da folheagao 3 —2 — 3 Fg que desejamos

construir para o fluxo de Reeb de A em Wig.
Proposicao 2.3.9. Para E > 0 suficientemente pequeno, ocorre o sequinte:

i) Eziste uma sequéncia de formas de contato fracamente convexas e nao-degeneradas \,
em Wg satisfazendo ker \,, = ker Ag para todon e A\, — A\g em C* quando n — oo e
existe uma sequéncia de estruturas complezas d\g-compativeis J, € Treg(An) C T (AE)
satisfazendo J, — Jg em C* quando n — oo tais que, para todo n suficientemente
grande, a estrutura quase-complexa J, = (An, Jn) admite uma folheagao estdvel de
energia finita ]?n na simplectizagao R x Wg que se projeta em Wg sobre uma folheagao
3—2—-3 F, para o fluxo de Reeb associado a \,. Sejam Py, P, € Pin 0s bindings nao-
degenerados da folheagdo F,, com indices de Conley-Zehnder 3,2 e 3 respectivamente.
Entao P,y — P» g quando n — oo e existem orbitas peridodicas nao-nos Py p C SE e
Py C St do fluzo de Reeb associado ¢ \p, ambas com indice de Conley-Zehnder 3,

tais que P3,, — P3p e Py, — Py p em C quando n — oo.

ii) Apds uma conveniente mudanca de coordenadas por contactomorfismos C'*-prdzimos
da identidade, podemos assumir que, para todo n grande, Ps, = Psp, Pon = Pogp €
Py, = P35 como conjuntos de pontos em Wg e, mais ainda, que existem sequéncias

de constantes csp, Can, s, — 1 quando n — oo tais que

/\n |P3’E :C3,n>\E‘P3,E 9
)\n’PzE :CQ,n)\E‘PQ’Ea

)\n |P3,>,E :Cé,nAE|P§,E'

Demonstracao. Para o item i), s6 nos resta mostrar a convergéncia dos bindings Ps,, e
Py, de F, quando n — oo. De acordo com a Proposigao 3.2.1-iii), para todo £ > 0
pequeno e todo n grande, as érbitas periddicas P, = (3, T3,) € Py, = (75,,T3,) nao
intersectam uma certa vizinhanca Us, do sela-centro p., sendo que cada uma destas orbitas
estd situada em uma componente distinta de Wg \ Ua,. Logo, Ps,, e P:,:,n estao contidas

em componentes distintas de Wg \ dSg, para E > 0 pequeno e n grande e, portanto,
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podemos assumir que Ps,, C Sp = Sg \ dSp e Py, C Sh = S\ 0S5, Mais ainda, pela
convexidade estrita de Wy = Sy U 5’6 e pela Proposicao 1.3.7, existe 7 > 0 tal que, se a
energia F > 0 for suficientemente pequena, entdo o argumento 7(t) de qualquer solucdo
linearizada transversal nao-nula ao longo de x3,, ou ao longo de 3 ,, satisfaz 7 > 7j para n
suficientemente grande. Disto segue, como ja argumentamos outras vezes, que os periodos
T3, e Ty, sao uniformemente limitados em n, ja que CZ(Ps,) = CZ(P;,) = 3 para todo
n, e entao, usando o Teorema de Arzela-Ascoli, encontramos érbitas periddicas Ps p C S
e Pyp C S, de Ap tais que Ps,, — Py e Py, — P3p em C* quando n — 00, a menos
de extracdo de subsequéncias. Além disso, CZ(Psp) = CZ(Ps ) = 3, visto que Ap é uma
forma de contato fracamente convexa que admite P, p como unica 6rbita periddica com
indice de Conley-Zehnder 2. Pela mesma justificativa, temos que P3p e P; 5 sdo drbitas
periddicas simples, pois, caso contrario, seus indices de Conley-Zehnder seriam pelo menos
5. Consequentemente, como P, e Py, sao nao-nés para cada n, podemos concluir que P3 g
e P3 i sdo nao-nds.

Agora, para demonstrar o item i), denote por P qualquer uma das 6rbitas periddicas
Py g, Psgp ou Py de Ap e seja P, a sequéncia correspondente de 6rbitas periddicas de A,
convergindo para P em C'* quando n — oo. Considere Y C W uma pequena vizinhanca
tubular de P. O fato de P, — P em (' nos permite concluir que existe uma sequéncia de
difeomorfismos )y ,, : Wg — Wg suportados em U satisfazendo v ,,(P) = P, e 1, — ldw,
em C* quando n — oo, veja [39, Lema 4.2]. Para cada n, defina a forma de contato
pn = Y5, A, em Wg. Note que p, — Ag em C* quando n — oo e, além disso, P ¢ a
imagem geométrica de uma orbita periédica do fluxo de Reeb associado a u,, em Wpg, para
todo n.

Fazendo uso do Lema 1.3.2, podemos considerar coordenadas de Martinet (¢,x,y) €
St x R?* em U em torno de P = S' x {0}, possivelmente trabalhando no recobrimento
universal R x R? de S' x R? com ¥ € R, ¥ mod 1. Nestas coordenadas, \p assume a
forma ¢(9,z,y) - (zdy + df), onde g é uma funcao suave e positiva. Nosso préximo passo
¢ modificar a forma de contato pu,, utilizando as coordenadas de Martinet, de modo que

tenhamos o seguinte:
ker pu,|p = ker \,,|p = ker A\g|p = span{0,, 0, }. (3.83)

Uma vez que o campo de Reeb X, |p é transversal a span{0d,,d,} para n suficientemente
grande, pois X, — X, em C* quando n — oo, a restrigao de ker u,, a drbita periédica P

pode ser escrita como
ker :un|(19,0,0) = Span{an(ﬁ)aﬁ + aacy bn(79>819 + 8y}7 V) € R:

onde a,(?),b,(9),9 € R, sao fungoes suaves 1-periédicas. Observe que a,,b, — 0 em C*>
uniformemente em ¥ quando n — oo, pois u, — Ag. Fixe uma fungao de corte f : U —
[0,1] que seja independente da varidvel ¥, seja constante igual a 1 préximo & P e seja

constante igual a 0 no complementar de uma pequena vizinhanca tubular de P. Definindo
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o difeomorfismo ¢y, : U4 — U por

V1n(0,2,y) = (0 + f(I,2,y)(an(P)z + ba(V)y), 7,y),

vemos que diyn ,(9,0,0) - 0, = a,(9)0y + 0y € dipy ,(9,0,0) - 0, = b,(9)0y + 9y e, portanto,
a forma de contato fi,, := ¥7 , pu, satisfaz ker fi,|p = span{0,, d,}. Note que 1, — Idy em
C> quando n — oo e, consequentemente, fi, — Ag em C'* quando n — oco. Mais ainda, a

aplicagao 1, fixa a érbita periédica P. Por simplicidade, denotaremos fi,, novamente por
Hn -
Vamos realizar mais uma modificacao em p,. Desta vez queremos que pu,, além de
satisfazer (3.83), seja tal que
i (19,0,0) - Oy = ey Ap(19,0,0) - 9y, VI € S*, (3.84)

para alguma constante ¢, que converge a 1 quando n — oo. Tendo em vista que ker u,|p =

ker Ag|p, podemos definir uma funcao h, : S' — R de modo que
tn(9,0,0) = h, (9)Ag(9,0,0). (3.85)

Para cada n, considere a solugao T, (¢) da equagao diferencial ordinaria separavel

(3.86)

satisfazendo a condi¢ao inicial 7,,(0) = 0, onde ¢, := fol hy(T)dr. Ou seja, a funcao T,(0) é

T, (9)
/ hy(T)dT = €,9.
0

Observe, em (3.85), que h,, — 1 em C* uniformemente em ¥ quando n — oo, pois p, — Ag.

determinada por

Disto segue que ¢, — 1 e, consequentemente, T,, — Id em C* uniformemente em v quando
n — oo. Considerando novamente a fungao de corte f : U — [0,1] construida acima,

definimos um novo difeomorfismo v, : 4 — U por

¢2,n(197$7 y) = (19 + f(ﬁ,a:,y) (Tn(ﬁ) - 19) y Ly y) :

Neste caso, a forma de contato fi,, := 3, i, satisfaz ker ji,|p = ker \g|p = span{d,, 9,} e,
mais ainda, usando a equagao (3.86) vemos que i, (9,0,0) - Oy = ¢, Ag(¥,0,0) - Og. Além
disso, s, — Idy em C* quando n — oo e, consequentemente, ji, = Ag em C* quando
n — oo. Note também que a aplicagao 15, fixa a orbita peridédica P. Mais uma vez, vamos
denotar fi,, simplesmente por pi,,.

Concluimos de (3.83) e (3.84) que, apds as modificagoes realizadas, a forma de contato

tn € tal que p,(9,0,0) = ¢, Ag(0,0,0) para todo ¥ € S!. Portanto, podemos substituir a
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sequencia inicial de formas de contato A, por uma nova sequéncia u, que, além de satisfazer
Unlp = cnAg|p, com ¢, — 1 quando n — oo,

é tal que os campos de Reeb X, admitem P como imagem geométrica de uma orbita
periddica, para todo n. Uma vez que os difeomorfismos 9 ,,, i = 0,1, 2, sao suportados em
uma pequena vizinhanca de P, a troca de A, por u, pode ser realizada simultaneamente
para as orbitas periodicas Pg’E,P:;E e P» p, obtendo assim constantes cgm,cgm e capn que
convergem para 1 quando n — oo.

Para finalizar, vamos utilizar o conhecido truque de Moser para efetuar uma tultima

modificagao na sequéncia p,, com a finalidade de garantir que
ker u,, = ker Ag, Vn.

Para cada n € N, definimos a familia de 1-formas p} := tu, + (1 — t)Ag, com t € [0, 1],
que satisfaz pyj = Ag e uf = p,. Como p,, = Ag quando n — oo, temos que py € uma forma
de contato para todo t € [0, 1], se n for suficientemente grande. Fixado um tal n grande,
vamos omitir a dependéncia das fungoes em n daqui em diante para simplificar a notacao.

Nosso objetivo é construir uma isotopia p; : Wg — Wg, com t € [0, 1], tal que

Pl = i\, (3.87)

onde g; : Wg — (0,00) é uma familia de fungoes suaves, com t € [0, 1], satisfazendo gy = 1.
Para isso, vamos buscar um campo de vetores X; em Wg, dependente do tempo, que gere a

isotopia p; procurada, no seguinte sentido

d
Ept = Xiop
Lo = IdWE

Visto que djtt|ker u, € ndo-degenerada, podemos escolher um campo de vetores X, C ker y

unicamente determinado pela equacgao

ix,Afttlker e = (AE = pn) lier i - (3.88)

Desta forma, como p; = Ag + t(p, — Ag), temos que

d , . d

Pt =P Lx,pu + it
=pi (ix,dpe + dix, pe + pin — M) (3.89)
=py (aufir)

=(a o pt)p; phe,

para alguma funcao suave a; : Wr — R\ {0}. A peniltima igualdade se deve a X; C ker
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e ao fato de que ambas as 1-formas ix,du; + p, — Ag € py definem a estrutura de contato

ker p;, por (3.88). De (3.89), concluimos que

p;ﬁk:ut = efot(a’sops)dspaﬂo — ef(f(asops)dS)\E'

Sendo assim, para cada t € [0, 1], basta considerar a funcao ¢, : Wr — (0,00) dada por
g = eJoasops)ds para obter (3.87) e go = 1.

Para cada n grande, definimos o difeomorfismo 3, : W — Wg por 93,, = p; e a fungao
suave f, : Wg — (0,00) por f, = ¢gi. Lembramos que, assim como a familia de 1-formas
L, a isotopia p; e a familia de fungoes g; dependem de n. Observe que, pela equagao (3.88),
o campo vetorial X; converge para o campo nulo em C* quando n — co, pois p, — Ag,
e entao Y3, — Idy, em C* quando n — oo. Portanto, a forma de contato A, = w;nun
satisfaz A, — Ag em C* quando n — oo e, além disso, por (3.87), temos que A\, = f,\g,
donde segue ker A, = ker \g. Uma vez que ker u1s|p = ker y,|p = ker Ag|p = span{0,, 0, },
onde P pode ser qualquer uma das drbitas periédicas P3 g, Py p ou P g, a equagao (3.88) nos
diz que X;|p = 0 para todo t € [0, 1]. Por esta razao, P continua sendo a imagem geométrica
de uma 6rbita periédica de )\, para todo n, e ainda temos que 5\,1\ P = CyAg|p, com ¢, — 1
quando n — oo.

Note que, assim como a sequéncia inicial de formas de contato \,, a sequéncia \, =
(Yo © Y1 © Yo, 0 1P3,)* A, que acabamos de construir também é constituida por formas
de contato fracamente convexas e nao-degeneradas. Mais ainda, os periodos das drbitas
periédicas de \,, cujas imagens coincidem respectivamente com Pj g, Py p e Py p, sao dados
por 3, T3p,¢5, T35 € c2nTop. Isto se deve ao fato de que Alp = cuAp|p, para cada
P = P37E,Pé7E,P27E e cada ¢, = c3p,C3,,C2, correspondente, e os perfodos das drbitas
periddicas Ps g, PéyE e P, p com respeito ao fluxo de Reeb de A\ em W sao T g, Té’E el p
respectivamente.

Para finalizar, seja v, : Wrg — Wpg o difeomorfismo v, := g, © Y1, © Y2, © U3,
suportado préximo a P3p U Py p U P p e considere a aplicagao P Rx Wi = R x Wg
definida por v, (a,u) = (a,v,(u)). Podemos verificar que se @ = (a,u) é uma curva J, =
(An, Jn)—holomorfa de energia finita na simplectizacao R x W, onde a forma de contato
A\, e a estrutura complexa J,, sao como no item i) desta proposigao, entdo @ = (a,u) :=
(m)_l o@ = (a,v; ! owu) é uma curva Ty = (An, Jn)—holomorfa de energia finita, onde
A = (E)*/\n e J, = (%)* J,. Portanto, Z = (E)_l (]T"n> ¢ uma folheacao estavel
de energia finita para jn na simplectizagao R x Wg que possui as mesmas propriedades da
folheagao j-:n_obtida no item i) para a estrutura quase-complexa J,. Ao invés de utilizar

My oy Iy € Fon, vamos manter as notacoes A, Jy, jn e .7?” O

3.5 Demonstracao da Proposicao 2.3.10

Antes de relembrar o enunciado da Proposicao 2.3.10, apresentamos uma breve relacao

dos objetos construidos até o momento. Para cada E > 0 suficientemente pequeno, temos:
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e uma forma de contato A em Wy = Sp U Sy que admite drbitas periédicas nao-nés

P37E = (x3,E7T37E), com ‘/L‘3,E(R) C SE;
P}y = (25T} ), com zj 5(R) C S,

P27E = ($27E7T2,E)a com 1’27E(R) C 8SE = 8S’E,
com indices de Conley-Zehnder CZ(P3 ) = CZ(Py 5) =3 ¢ CZ(Pyg) = 2;

e uma estrutura complexa Jg € J(Ag) tal que a estrutura quase-complexa Jp = (Mg, JE)

na simplectizagao R x W admite um par de planos rigidos
fble = (al,E7u1,E)7a2,E = (CLQ’E,UZE) :C -2 R x WE,

ambos assintoticos a P, g, de modo que uy g(C) = Uy g € ug g(C) = Us g, onde Uy g e

Us g sao os hemisférios da 2-esfera 0Sg;

e uma sequeéncia de formas de contato nao-degeneradas A\, = f,Ap em Wg, com f, €
C*(Wg, (0,00)) satisfazendo f, — 1 em C* quando n — oo, cujo fluxo de Reeb

possui érbitas periddicas nao-nos
/ / /
Py = (230, T3n), Py, = (3, 15,,) € Pon = (22,0, To)

com indices de Conley-Zehnder CZ(Ps,,) = CZ(Py,,) = 3 e CZ(P,,) = 2. Mais ainda,

Py, =Psp, Py, = Pipe P, =P, como conjuntos de pontos em Wy e

fn|P3,E = 637717 fn|P§’E - Cl3,n7 fn|P2’E s 62771

dfn|P3,E = dfn|P§E = dfn|P2,E =0

para todo n, onde as constantes cs ,,, 5 ., 2., — 1 quando n — co. Consequentemente,

T3, =c3 135 — T3 E,
ro_ / /
Ty, =c¢3, 155 = 15 g,

Ts, =conTo g — To R,
quando n — oo;

e uma sequéncia de estruturas complexas J,, € Jreg(An) C J(Ag), satisfazendo J, — Jg
em C* quando n — oo, de maneira que a estrutura quase-complexa J, = (A, Jn)
na simplectizacao R x Wg admite uma folheacao estavel de energia finita .7?” que se
projeta sobre uma folheacao 3 — 2 — 3 F,, para o fluxo de A\, em Wpg, cujos bindings

sao dados por Ps,,, P, e Pé,n‘ A folheacao .7-"n em R x Wg contém:

* um par de planos rigidos

Uy = (G1,m Ul,n)7 Uy = (a2,n7u2,n) :C = R x Wg, (3.90)
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ambos assintoticos a Py, tais que U, := u; ,(C) U Py, Uug,(C) é uma 2-esfera
topoldgica mergulhada que separa Wg em duas componentes S, e 57’1, contendo os
bindings Ps, e Py, respectivamente, cujos fechos .S, e S}, sdo 3-bolas topoldgicas
fechadas satisfazendo 05, = 9S], = U,. O campo de Reeb X, ¢é transversal aos
planos uy ,,(C) e us,(C), apontando para dentro de S, em u1,(C) e para dentro
de S/ em uy,(C).

* um par de cilindros rigidos

Up = (bp,vn), 0, = (0),0)) : R x S* = R x Wg (3.91)
tais que v,(RxS') C S, e, é assintético a Py, € & Py, enquanto v/, (Rx ") c S"
e U, ¢ assintético a Py, e a Py,

* um par de familias a um parametro de planos

Wy = (drp, wT,n),ID’Tm = (d! w’Tn) :C—>RxWg, 7€(0,1), (3.92)

T,

tais que w,, ¢ assintético a Ps, para todo 7 € (0,1) e a familia de planos
Drp = w,,(C), 7 € (0,1), folheia V, := S, \ (v, (R x S') U Ps,,), enquanto wr,
é assintGtico a Py, para todo 7 € (0,1) e a familia de planos D!, := w, ,(C), 7 €
(0,1), folheia V}, := i\ (v, (R x SHU Pj,).

Agora, vamos analisar a convergéncia das folhas (3.90), (3.91) e (3.92) de F,, quando n —
oo para, enfim, obter uma folheacao estavel de energia finita F 7 associada a J = (\g, Jg)
em R x Wg que se projeta sobre uma folheacao 3 — 2 — 3 Fg para o fluxo de A\g em Wpg
contendo os hemisférios Uy g e Uy g como folhas regulares e as érbitas periddicas Ps g, Ps g

e P;  como bindings. Com este intuito, vamos demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.10. Se E > 0 € suficientemente pequeno, entao ocorre o sequinte. Seja j-:n
a folheacao estdvel de energia finita na simplectizacio R X Wy associada a estrutura quase-
compleza J, = (An, Jn), como na Proposicao 2.3.9, que contém as superficies de energia
finita Uy, o, Op, 0y, We, Wy, 7 € (0,1), definidas em (3.90), (3.91) e (3.92), e que se
projeta sobre uma folheagao 3 — 2 — 3 F, para o fluzo de N, em Wg com bindings Ps,, P,
e Py ,. Entdo, a menos de reparametrizagoes e R-translagoes de tais curvas J,,-holomorfas,

temos que:

i) Para cada i € {1,2}, 4;,, — ;g em Cpo. quando n — oo, onde U p = (a5, Ui p)
¢ o plano Jg-holomorfo de energia finita, obtido na Proposi¢io 2.5.8, tal que u; 5(C)
coincide com o hemisfério U; g de 0Sg. Dada uma pequena vizinhanca U C Wy da
2-esfera 0Sg = uy p(C) U Py g Uug g(C), existe ng € N de modo que uy,(C) U Py, U
Uz, (C) CU sen >ng. Veja Figura 2.25.

ii) Ezistem cilindros mergulhados Jg-holomorfos de energia finita

v = (bg,vg), ¥y = (b, V) : R x ST — R x Wg
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tais que vg e vy sao mergulhos, g € assintdtico & Psp em s = +00 e 4 Pop em
s = —o0, U € assintdtico a Pgl,E ems =+o00 ed Phg ems = —oo, U, — U e
0 — Uy em C5° quando n — oo. Denotando Vi := vg(R x S') e Vi := vj(R x S1),
temos que Vg C Sp\ Ps.p e Vi C Si,\ Py . Além disso, dadas pequenas vizinhangas
UU CWg de pUVEU Py e de Py UVp U Py g, respectivamente, eriste ng € N
de modo que v,(R x Sy CcU e v/ (R x SY) CU' sen >ng. Veja Figura 2.26.

iii) Existem familias suaves a um pardmetro de planos mergulhados J-holomorfos de ener-

gia finita
Wy = (dT,vaT,ELw;,E = (d;,E7w;,E) C—o>RxWg, 7€ (O’ 1)7

tais que wr g e w, i sao merqulhos, W, g € assintdtico a Py p e W, € assintdtico a Py p.
A famidlia de planos D, p := w,5(C),7 € (0,1), folheia Sg \ (Vg U Psg), enquanto a
familia de planos D! p = w, 5(C),7 € (0,1), folheia S\ (VLU Py ). Dadas pequenas
vizinhangas Uy, Uy C Wi de Psp UVE U P,p UU g e de Psp U Vg U Pop U Usp,
respectivamente, existem 0 < 11 < 1o < 1 tais que D, g CUy se T € (0,71) € Dy g C Us
se T € (12,1). Uma afirmagdo andloga vale para a familia de planos Dz, 7 € (0,1).
Mais ainda, dado py € Sg \ (Ve U Ps ), encontramos uma sequéncia 7, € (0,1) e um
7 € (0,1) tais que py € wy, »(C) para todo n grande, py € wr g(C) € Wy, , = Wrp em
2 quando n — oco. Uma afirmagio andloga ocorre se py € Sy \ (Vi U Py ). Veja
Figura 2.27.

As curvas Jg-holomorfas Uy, Ug, g, Vg, U, Wep, Wy 5, T € (0,1), e os cilindros triviais
sobre Py g, Pop e Pg’E determinam uma folheacdo estdvel de energia finita ﬁE para jE =
(Mg, Jg) na simplectizagao Rx Wg. A projecao de j-v'E sobre Wg, via a projecao p : RxWg —
Wg no sequndo fator, é uma folheagcao 3—2—3 Fg para o fluxo de A\p em Wg, cujos bindings,
com indices de Conley-Zehnder 3,2 e 3, sao dados respectivamente por Ps g, Pop € Py . Em
particular, a folheacao 3 —2 —3 Fg em Wg se restringe a uma folheacdo 2—3 em Sg, cujos

bindings, com indices de Conley-Zehnder 3 e 2, sao dados respectivamente por Psp e Py .

Apresentamos a demonstracao de cada um dos itens da Proposicao 2.3.10 nas Subsecoes
3.5.1, 3.5.2 e 3.5.3 abaixo, cada uma delas correspondendo aos itens i), ii) e i) respectiva-
mente. Nestas demonstragoes, utilizaremos algumas propriedades de regularidade e compa-
cidade de curvas pseudo-holomorfas que podem ser encontradas com detalhes nas referéncias
(1,7, 41, 45, 46].

3.5.1 Demonstracao da Proposigao 2.3.10-i)

Nesta subsec¢ao, vamos lidar com a convergéncia dos planos rigidos 1, = (a1, u1,),

Uy = (A2, U2p) : C = R x Wg de F,. O objetivo é mostrar que, apds reparametrizagao

[ee)

> quando n — oo. Por

e translagao na diregao real, @, — U1 p € Uz, — Uz p em

simplicidade, denotaremos @;,, = (@jn, Uin), @ = 1,2, pOr Gy, = (an, ).
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Uma vez que 4, é um plano de energia finita assintético a orbita periédica hiperbdlica
P, ,,, cuja acao Ty, — T p quando n — oo, temos que

2k
E(u,) = / widh, =Ty — Top = WT + O(E?) quando n — oo. (3.93)
C

Este fato se deve ao Teorema 2.2 de [33], cuja demonstragao foi apresentada em [24, 28]. Apds
uma reparametrizacao holomorfa do tipo z +— [z, com [ > 0, seguida de uma R-translacao

de u,, podemos assumir que

zeC

a,(0) =0 =mina,(z) e /Du;;d)\n =Ton—" (3.94)

para todo n, onde 0 < 7y < Ty g é uma constante fixada e D = {z € C: |z| < 1} é o disco
unitério fechado em C.
Para cada n, o par (\,, J,) induz uma métrica Riemanniana na simplectizagao R x Wg
definida por
(u,v), = da(u)da(v) + A (w)An (V) + dN, (u, J,, - v),

onde )\, é vista como uma 1-forma em R x Wg considerando o seu pull-back pela projecao

no segundo fator p : R x Wg — Wg. A norma associada a esta métrica é dada por |ul, =

V/ (u, u), . Entao, denotamos
Oy,

Viin(2)],, = mx{‘ i (2>‘ i,

5 2)

5 } . (3.95)
n n
De modo andlogo, o par (Ag, Jg) também induz uma métrica Riemanniana em R x Wg, cuja
norma associada serd denotada por | - |g.

Para demonstrar a Proposi¢ao 2.3.10, vamos precisar do seguinte resultado topologico de

[24], conhecido como Lema de Hofer.

Lema 3.5.1. Sejam (X,d) um espaco métrico completo e f : X — [0,00) uma fungdo
continua. Dados z € X e e > 0, existem 2/ € X e 0 < ¢ < e de modo que d(z,2") < 2¢,
€f(Z) >ef(z) e fly) <2f(2) para todo y € X tal que d(y,z') < €.

Iniciamos com a convergéncia dos planos de energia finita ,,.

Proposicao 3.5.2. Para todo E > 0 suficientemente pequeno, temos que |V, (z)|, € uni-
formemente limitado em z € C e em n € N. Mais ainda, existe wm plano Jg-holomorfo

de energia finita u : C — R x Wg assintotico a Po g tal que, a menos da extracao de uma

o

> quando n — oco.

subsequéncia, t, — u em C

Demonstracao. A demonstracao desta proposicao segue as mesmas ideias utilizadas por Ho-
fer, Wysocki e Zehnder em [33, Lema 7.1]. Suponha, por absurdo, que existam uma sub-
sequéncia de u,, ainda denotada por u,, e uma sequéncia de pontos z, € C satisfazendo
|V, (2,)|n — 00. Seja €, uma sequéncia de ntimeros positivos tal que €, — 07 quando
n — oo e, além disso,

€n|Vin(zn)|n — 00. (3.96)
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Aplicando o Lema 3.5.1 ao espaco métrico (C, |- |c) e a funcdo continua |Va,(-)|,, para cada

n, podemos assumir que
|V, (2)]n < 2|V, (2z,)|, para todo |z — z,| < €, (3.97)

substituindo as sequéncias z, e €, por novas sequéncias 2/ e €, se necessario.
Definimos entao uma nova sequéncia de curvas J,-holomorfas w, : C — R x Wg do

seguinte modo

Bn(2) = (ba(2), wa(2)) = (an (zn + Rin) — an(2n), tn (zn + R%)) ,

onde R,, := |V, (2,)|n. Observe que

z

z e Bean(O) <= Zn + R

€ B, (zn) (3.98)

para todo n, sendo que €, — 07 e, por (3.96), €,R,, — co. Mais ainda,
W, (0) € {0} x Wg (3.99)

e, devido a (3.97) e (3.98),

1

|V, (2)]n R,

< 2 para todo |z| < €, R,. (3.100)

n

- z
Vun (Zn + R_n>

Tendo em vista que cada w,, ¢ uma curva pseudo-holomorfa e, portanto, satisfaz as equagoes
(nao-lineares) de Cauchy-Riemann, veja (1.46), as condigbes (3.99) e (3.100) sao suficientes
para garantir uma limitacao C%. para a sequéncia w,. Neste caso, ja que C =, B, g, (0),

encontramos um plano Jg-holomorfo w = (b,w) : C — R x Wg tal que, a menos da extragao

o0

de uma subsequéncia, w, — w em Cp%

quando n — oo. Note que, pelas propriedades de
Wy, 0 plano W deve satisfazer w(0) € {0} x Wg e |V@(0)|g = 1, donde segue que w é nao-
constante. Vale ressaltar que este procedimento que acabamos de realizar é padrao e ainda
sera utilizado varias vezes no restante deste trabalho.

Pelo Lema de Fatou e por (3.93), obtemos que
C

Como P g = (22, 1o p) ¢ uma Orbita hiperbdlica e, além disso, para £ > 0 pequeno,
P, i é a tnica drbita periddica do fluxo de Ay com acao menor ou igual a T g, segundo a
Proposigao A.0.1, podemos aplicar os Teoremas 1.4.9 e 1.4.10 para concluir de (3.101) que

w € assintdtico a P p em 0o. Sendo assim,

B() = /C Wy = Top. (3.102)
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Afirmamos que lim |z,| = 1. De fato, caso contrédrio, para qualquer € > 0 existiria uma
n—oo
subsequéncia de z,, ainda denotada por z,, satisfazendo |z,| > 1+ € ou |z,| < 1 — € para

todo n. Entao, por (3.94), terfamos que, para qualquer R > 0,

/ w*d\p = lim wrdAy,
Br(0)

n—oo

= lim sup / uy d,
n—oo Bm (Zn)

<limsup max{vy, T, — Y0} = max{o, To.6 — Y0} < T2k

n—oo

< lim sup / wy dAy,
Bﬁan (0)

Disto segue, pela arbitrariedade do raio R > 0, que fc w*d\g < T g, contradizendo (3.102).
Portanto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que z, — z, € JD.
O ponto z, é chamado de ponto de bubbling-off da sequéncia w,. Devido a equagao (3.102),
dizemos que o ponto de bubbling-off z. “rouba” T, p da energia d\g, no seguinte sentido:

para qualquer € > 0 fixado, existe ng € N tal que, se n > ng, entao

/ urdX, > /
Be (Z*) B,

pois z, — zi, €, — 0 e W, — w em C2 quando n — oco. Aqui B.(z,) esta orientada no

widh, = / widA, > Top — €, (3.103)
(Zn) Béan(O)

€n

sentido anti-horario.

Uma vez que z, ja “rouba” T, da energia d\g, nao podem existir outros pontos de
bubbling-off para a sequéncia ,. Com efeito, para cada ponto de bubbling-off de 1u,,, podemos
repetir o procedimento realizado acima e produzir um plano Jg-holomorfo de energia finita
assintético a P . Deste modo, vemos que cada ponto de bubbling-off deve acumular uma
energia d\p igual a T5 g, no sentido de (3.103), e, portanto, a existéncia de mais de um

ponto como este contradiria (3.93). Sendo assim, concluimos com (3.94) que a sequéncia i,

(&)

> em C\ {2} e, consequentemente, passando a uma subsequéncia

admite uma limitagao
de 1, se necessario, obtemos que @, — 0 em C2(C\{z.}) quando n — oo, onde v = (d, v) :
C\{z:} = R x Wg é um cilindro Jg-holomorfo. Observe que, por (3.94), v é ndo-constante,
pois

/ v\ = lim ur Ay > lim Up Ay =To.p — 0 > 0. (3.104)
{lz|=2}

Além disso, pelo Lema de Fatou e por (3.93), temos que

E(@) <limsupTs, =T g (3.105)

n

e, mais ainda, como z, “rouba” T p da energia dAg, obtemos que

/ v\ = 0. (3.106)
C\{z«}
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Usando (3.104) e (3.106), vemos que z, é um furo negativo e, portanto, nao-removivel de 0.

Em [29, Teorema 6.11], Hofer, Wysocki e Zehnder fornecem uma caracterizacao para
superficies de energia finita com energia dAg igual a zero. Aplicando esta caracterizacao
ao cilindro de energia finita v, encontramos uma érbita peridédica P C Wg de A\ de modo
que a imagem de ¥ é dada por R x P. Em particular, devido a (3.105) e a Proposicao
A.0.1, temos que P = P, p. Entretanto, por (3.94), a coordenada real de v deveria ser
limitada inferiormente por 0, ja que @, — 0 em C2(C\ {z.}) quando n — oco. Com esta
contradigao, concluimos que |V, (2)|, é uniformemente limitado em z € C e em n € N, como
gostarfamos. Neste caso, com (3.94), obtemos que a sequéncia ,, possui uma limitacao C2.
e, portanto, a menos da extragao de uma subsequencia, %, — @ em C}. quando n — oo,
onde @& = (a,u) : C — R x Wg é um plano Jg-holomorfo. Por (3.93) e (3.94), temos que
0 < E(u) < Ty e entdo, pelos Teoremas 1.4.9 e 1.4.10 e pela Proposi¢do A.0.1, @ deve ser

assintotico a érbita periddica hiperbélica P p. Sendo assim,

C

]

No préximo resultado, abordamos a segunda afirmagao da Proposigao 2.3.10-i), que diz

respeito ao comportamento uniforme da sequéncia u,, préximo a drbita periédica Ps g.

Lema 3.5.3. Seja @ = (a,u) : C — R x Wg, como na Proposi¢ao 3.5.2, tal que 4, — U
em C° quando n — co. Dada uma vizinhanga S*-invariante W da curva fechada S* > t
zo g (T pt) em C°(S', W), existe Ry > 0 tal que, para todo R > Ry e todo n grande, a curva
fechada t — u,(Re*™) estd contida em V. Consequentemente, dada qualquer vizinhanga

pequena U de u(C) U Py em Wg, existe ng € N de modo que u,(C) CU sen > ny.

Demonstracao. Esta demonstracao segue os mesmos passos do [33, Lema 8.1]. Iniciamos
provando a seguinte afirmacao.

Afirmacao I: Para todo € > 0 e para qualquer sequéncia R, — 400, existe ng € N tal

/ urd, < e
C\Bg,, (0)

Suponha, por absurdo, que existam ¢ > 0 e uma sequéncia R, — 400 que admite uma

que, se n > ng, entao

subsequéncia, ainda denotada por R, satisfazendo

/ urdX, > €, Vn.
C\BRry, (0)

Neste caso, como a energia d\,, de @, é igual a T5,, por (3.93), concluimos que, para todo

/ updh, <Th, — €.
Br(0)

R > 0 e todo n grande,
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E, uma vez que %, — @ em Cf. quando n — oo, esta tltima desigualdade nos leva a seguinte

/ u*d)\E S T27E' — €.
Br(0)

Disto segue, devido a arbitrariedade de R > 0, que |~u*d\g < Ts g — ¢, contradizendo o fato
) ) C s )
de que a energia d\g de u é igual a Ts g, como vimos em (3.107). Com isso, a Afirmacao I
PR 9 1

esta demonstrada.

Agora, para provar o lema, assuma por absurdo que existam uma sequéncia R; — +00 e

9 ) 7

uma subsequéncia 1, de i, tais que as curvas fechadas t — Un, (RjeQ’T“) nao estao contidas
na vizinhanga V. Vamos denotar as sequéncias R; e u,,, com j € N, respectivamente
por R, e u,, com n € N. Definimos entao uma nova sequéncia de curvas .J,-holomorfas

Un : R x S* = R x Wy do seguinte modo
(5:8) = (5,01, 0n(501)) = (0 (Ra59) — (o).t (R 40 ).

Observe que b,(0,0) = 0 e, para todo t € S*, v,,(0,t) = u,(R,e*™) ¢ W. Além disso, para
qualquer R > 0 temos que

(s,t) € [-R,R] x S' & R,e* ¢t ¢ By 2:r(0) \ Bg,o-27r(0). (3.108)

Usando a afirmagao provada no inicio desta demonstragdao, podemos garantir que a

o0

. De fato, suponha que exista uma sequéncia limitada

sequéncia v, possui uma limitacao
de pontos (s,,t,) € R x S satisfazendo |V, (sp, t,)], — 0o quando n — oco. Aplicando o
mesmo procedimento realizado na demonstracao da Proposicao 3.5.2, vemos que a sequéncia
de pontos (s,,t,) “rouba” T, g da energia d\g. Mas isto contradiz a Afirmagao I, pois a
sequéncia limitada (s,,t,) € R x S corresponde, por (3.108), a uma sequéncia de pontos
z, € C tal que ILm |zn| = +00. Sendo assim, a menos da extragdo de uma subsequéncia,
temos que 0, —>nf) gom > quando n — 0o, onde 0 = (a,v) : R x S' — R x W é um cilindro
Jg-holomorfo.

A Afirmacao I e a equivaléncia (3.108) nos permitem concluir também que, para qualquer

R > 0 fixado e todo € > 0,

/ v'dAgp <lim sup/ vrd\,
[-R,R]x St n [-R,R]xS1

<lim sup

/ A,
n BRne2"R(O)\BRn572ﬂR(O)

n

<e

Y

para n suficientemente grande. Disto segue que fo g1 V" dAg = 0. Além disso, pelo Lema de

Fatou e por (3.93), temos que E(?) < limsup,, 15, = 15 g e, mais ainda, de (3.94), obtemos
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que ¥ é nao-constante, pois

Top > / v\ = lim vr A, = lim ur Ay > To g — 70 > 0.
{0}x St =00 J {0} xSt =0 J9BRg,, (0)

Nestas condicoes, podemos usar novamente a caracterizacao das superficies de energia finita
com energia d\g igual a zero (Teorema 6.11 de [29]) e a Proposi¢ao A.0.1 para concluir que
a imagem de ¥ é dada por R x P . Entretanto, isto contradiz a suposicao de que as curvas
fechadas t +— v,,(0,t) = u,(R,e*™) nao estao contidas na vizinhanga W para todo n. Com
esta contradicao, provamos a primeira afirmacao do enunciado desta proposicao.

Note que a segunda afirmacgao da proposicao segue diretamente da primeira, visto que

U, — u em Cf quando n — oo. O

De acordo com a Proposigao 3.5.2, a sequéncia de planos rigidos @, = (a1, u1,) : C —
R x Wg converge, a menos da extracao de uma subsequéncia, para um plano Jg-holomorfo
de energia finita & : C — R x W assintético a P» p quando n — oo. Pela unicidade de
tais planos Jg-holomorfos, provada na Proposicao B.0.2, podemos afirmar que @ coincide
com 1 p Ou com Up g, possivelmente apds reparametrizacao e translagao na direcao real,
isto €, existe j; € {1,2} tal que @ = @, p. Pela mesma razao, encontramos j, € {1,2} de

modo que a sequéncia de planos rigidos s, = (agn,u2,) : C = R x Wg converge, a menos

o0

o quando n — 0o, possivelmente apds

da extracao de uma subsequéncia, para i, g em
reparametrizagao e translagao na direcao real. Queremos mostrar que j; =1 e jy = 2.

Seja U C Wg uma pequena vizinhanga da 2-esfera 0S5 = uy g(C) U Py g U us g(C) tal
que U nao intersecte as érbitas periddicas Ps g e Py . Para cada n, denote respectivamente
por iy, € Uz, as extensoes continuas de u;, e ug, sobre o circulo St em oo de modo
que iy ,(S') = U2, (S") = Pop. Pelo Lema 3.5.3, se n for suficientemente grande, entdo
U1,,(C), 42, (C) C U. Mais que isso, note que qualquer homotopia entre 4, ,, € ts,, em Wg
que mantenha o bordo P, fixo nao pode estar suportada dentro da vizinhanca U e deve
intersectar P p U Ps , para todo n grande.

Agora, considere U, Us C U pequenas vizinhancas tubulares de uy g(C)U P, g e ug 5(C)U
P, g, respectivamente. Se j; coincidisse com ja, entdo, pelo Lema 3.5.3, 1y ,(C), u2,(C) C Uj,
para todo n suficientemente grande. Neste caso, como (U, ) = 0, seria possivel encontrar
uma homotopia entre u,, entre sy, em U; que mantém o bordo P, fixo, para todo n
grande. Esta homotopia, por estar suportada em U}, , nao intersectaria Ps; pU P:; 5, chegando
assim a uma contradicao. Portanto j; # j.

Vamos relembrar alguns fatos. A 2-esfera uy,(C) U P, U ug,(C) separa Wg em duas
componentes S, e S, contendo os bindings Py, e Py, respectivamente, cujos fechos S,
e S) sao 3-bolas topoldgicas fechadas satisfazendo 05, = 95!, = u1,(C) U Py, U ug,(C).
Como conjuntos de pontos em Wg, P, = Pyp, Pan = Pop e Py, = P;p para todo n
grande. O campo de Reeb X, ¢ transversal aos planos uy ,(C) e uz,(C), apontando para
dentro de S, em u; ,(C) e para dentro de S’ em uy,(C). Analogamente, o campo de Reeb
X

UigU P, g UUyp = 055, apontando para dentro de SE em U g e para dentro de SjE em

, ¢ transversal aos hemisférios u1 g(C) = Ui g e ugyp(C) = Uy g da 2-esfera 0Sp =
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Us g, sendo que Sk = Sk \J0SE e S’E = 5% \ 05 sdo as componentes de Wg \ 0Sg contendo
Py g e P;p respectivamente. Sendo assim, como X, — X,, em C* quando n — oo e,
além disso, @y, — U, g € U2, — Uj, p em C quando n — 00, a menos da extragao de
subsequéncias e apos reparametrizacoes e translagoes na direcao real, podemos afirmar que
n=1leja=2

Concluimos deste modo que, a menos da extracao de subsequéncias, i, — U1 g € Ua, —
U, p em Cpe quando n — 00, possivelmente apds reparametrizacoes e translagoes na direcao
real. Na verdade, temos mais que isso. Pela compacidade e pela unicidade obtidas nas
Proposicoes 3.5.2 e B.0.2, respectivamente, podemos aplicar o mesmo procedimento anterior

para deduzir, para cada i € {1,2}, que qualquer subsequéncia (;, Jken de (Ui n)nen admite

o0

o quando j — oo, a menos de

uma subsequéncia (@;,, )jen convergindo para @; p em
K J b
reparametrizacao e translacao na direcao real. Disto segue que a prépria sequéncia (@, )nen

deve convergir para u; p em Cp° quando n — 0o, possivelmente apés reparametrizacao e

loc

translacao na direcao real.

3.5.2 Demonstracao da Proposigao 2.3.10-ii)

. . . e .. o o
Nesta subsecao, vamos lidar com a compacidade dos cilindros rigidos ©,, = (b, vy,), U, =

(b,,0) : R x S* - R x Wg da folheagao estdvel de energia finita JF,, na simplectizacao
R x Wg. Na verdade, vamos abordar apenas o caso 9, = (b,,v,), tendo em vista que o
estudo da convergéncia de v/, = (b),,v!)) quando n — 0o é completamente analoga.
Iniciamos reparametrizando e R-transladando convenientemente o cilindro de energia
finita v, da seguinte forma. Fixe uma 2-esfera mergulhada em Wy que separa as érbitas
periddicas Ps,, e P, para todo n. Em coordenadas locais, podemos escolher, por exemplo,

a 2-esfera N2, definida por
Np:={aq +p1 =} NK(E),

onde F,§ > 0 sao suficientemente pequenos como no Lema 2.2.4. Para cada n € N, seja
(80, tn) € R x S tal que v,(8n,t,) € N& e vn(s,-) N NS = () para todo s > s,,. A existéncia
de um tal ponto (s,,t,) se deve & compacidade da esfera NZ e ao fato de que @, é assintético
a P, ems=4ooea P, ens= —oco. Definimos entao uma nova sequéncia de cilindros

J,,-holomorfos @, = (dy,wy,) : R x S' = R x Wg por
’lIJn(S, t) = (bn(s + Sp, b+ tn) - bn(l + Sn, tn)a Un(s + Sp, b+ tn)),V(S, t) € R x Slv
a qual serd denotada novamente por o, = (b,,v,). Sendo assim, podemos assumir que

7,(0,0) € R x N,
vn(s,t) € UL, Vs > 0,t € S* (3.109)
9,(1,0) € {0} x U},

para todo n, onde UZ é a componente de Wg \ N& que contém P; p.
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No resultado a seguir, analisamos a convergéncia dos cilindros rigidos ,.

Proposicao 3.5.4. Para todo E > 0 suficientemente pequeno, temos que |V, (2)|, € unifor-
memente limitado em z € R x S' e em n € N. Mais ainda, existe um cilindro Jg-holomorfo
de energia finita 0 = (bg,vp) : R x S* = R X Wg tal que v, — vg em C2, quando n — oo.
O cilindro vg € assintdtico a Py p em seu furo positivo 400, € assintotico a Po g em seu furo

negativo —oo e, além disso, a imagem vg(R x S1) estd contida em Sp \ P 5.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que existam uma subsequéncia de v,,, ainda denotada
por ¥,, e uma sequéncia de pontos z, = (s, t,) € R x St tais que |V1,(z,)|, — oo quando
n — oQ.

Afirmamos, primeiramente, que limsup,, ., s, < 0. Caso contrario, seria possivel en-
contrar ¢ > 0 e uma subsequéncia, ainda denotada por s,, de modo que s, > ¢ para todo
n. Agora, aplicamos o mesmo procedimento de reescala realizado na Proposi¢ao 3.5.2 em
torno dos pontos z, = (sp,t,). Considere R, := |V0,(z,)|, — oo e escolha uma sequéncia
€, — 0% tal que ¢,R,, — oo quando n — oo. Usando o Lema 3.5.1, podemos modificar as

sequéncias z, e €,, se necessario, para que satisfacam ainda a seguinte desigualdade
VU, (2)]n < 2|V0,(2n)|n para todo |z — z,| < €,.

Entéao, definimos uma nova sequéncia de curvas J,-holomorfas @, : B, r,(0) — R x Wg por

B (2) = (dn(2), 100(2)) = (bn <zn + Rin) by (), (zn + Rin)) ,

que satisfaz w,(0) € {0} x Wg e |Vw,(2)|, < 2 para todo |z| < €,R,. Neste caso, temos

o0

uma limitacao Cp para a sequéncia w, e, como C = J, B g, (0), encontramos um plano

Jg-holomorfo o = (d,w) : C — R x Wg tal que, a menos da extragdo de uma subsequéncia,

o0

> quando n — co. Por construcao, o plano w é tal que w(0) € {0} xWg e, além

W, — W em
disso, |Vw(0)|g = 1, donde segue que W é nao-constante. Pelas propriedades assintéticas
dos cilindros @, e pelo Lema de Fatou, obtemos que E(w) < limsup,, 75, = 15 g e, mais

ainda, para qualquer R > 0 fixado e todo n grande,

/ w*dAp <lim sup/ wrdA,
Br(0) n Bey,rp (0)

=lim sup / vy d\,
n Ben (Zn)

<lim sup / vy dA,
RxS1

n

=limsup (T3, — Ts,)

=T3p—ToE.
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A arbitrariedade do raio R > 0 nos permite concluir que
/ w*d)\E S T37E — T27E. (3110)
C

Devido ao Teorema 1.4.9, para qualquer sequéncia r,, — +00, existem uma Orbita periodica
@ = (z,T) e uma subsequéncia de 7,,, ainda denotada por r,,, tais que w (e*"+) — z(T't)
quando n — oo. Por (3.110), vemos que T' = fc w*d\g < T3 g, logo () é geometricamente
distinta de Ps; p. Além disso, como estamos supondo que, a menos da extracao de uma
subsequéncia, z, = (Sn,t,) € (g, +00) x S, para algum € > 0 e para todo n, (3.109) nos
garante que @) deve estar contida em UY, componente de Wg \ N& contendo P g. Sendo
assim, () ¢ geometricamente distinta de P, . Temos ainda que v,, ¢ um mergulho satisfazendo
(R x SY) N Py = () para cada n. Em particular, a imagem de qualquer curva fechada
contratil em R x S por v, nao estd enlagada com P3p e disto segue que a imagem de
qualquer curva fechada por w nao estd enlacada com Pj;p. Portanto, () nao pode estar
enlacada com Pj g, contradizendo assim a Proposi¢ao A.0.3, desde que E > 0 seja escolhido

suficientemente pequeno. Concluimos entao que

limsup s, <0. (3.111)
n—oo

Agora vamos descartar a possibilidade da existéncia de pontos de bubbling-off da sequéncia

U, em (—00,0] x S*. Seja T’y o conjunto dos pontos z = (s,t) € R x S! para os quais existem
uma sequéncia de pontos z; — z e uma subsequéncia @, de ¥, tais que |V, (z;)]n, — o0
quando j — oo. Por (3.111), sabemos que I'y C (—00, 0] x S e nosso objetivo é mostrar que
[y = 0. Suponha, por absurdo, que existe z € I'y e denote novamente por 0, a subsequéncia
¥y, satisfazendo |V, (z;)[n, — 00, onde z; — 25, quando j — oco. Considere o conjunto I'y
formado pelos pontos z = (s,t) € R x S'\ {z} tais que, para uma subsequéncia @y, de 0y,
existe uma sequéncia de pontos z; — z satisfazendo |V, (2;)|n, — o0 quando j — co. No
caso em que I'y = (), segue de (3.109) que v, — 0 : R x S'\ {2¢} = R x Wg em C° quando
n — 0o, a menos da extracao de uma subsequéncia. Se I'; # (), entao procedemos da mesma
forma: escolhemos 2] € I'y e denotamos outra vez por v, a subsequéncia Up; satisfazendo
|V, (2))|n, —+ 00, com z; — z{, quando j — oo. Indutivamente, definimos o conjunto I';;;
constituido pelos pontos z = (s,t) € RxS*\{z, ..., 2} para os quais existem uma sequéncia
de pontos z; — 2 e uma subsequéncia o,; de U, tais que |V, (z;)|n, — 00 quando j — oo.
Se I'y;1 = 0, entao, por (3.109), temos que ¥, — v : R x ST\ {2f,...2/} =& R x Wg em
Cre quando n — oo, a menos da extragao de uma subsequéncia. No caso em que I';11 # 0,
repetimos mais uma vez o procedimento. Observe que cada um dos pontos de bubbling-off
¥ estd contido em (—o00,0] x S! e acumula uma energia d\p de pelo menos Ts g, ou seja,

para qualquer € > 0 pequeno fixado temos que
/ vrdh, > Th g — € (3.112)
Be(2})

para todo n grande, onde B.(z]) estd orientada no sentido anti-horario. De fato, assim como
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fizemos anteriormente, podemos reescalar a sequéncia v,, préximo ao ponto z; para obter um
plano de energia finita que é assintotico a uma orbita periédica, cuja agao é maior ou igual
a Ty g devido a Proposicao A.0.1, para E > 0 suficientemente pequeno. Tendo em vista
que ocorre um tal acimulo de energia em torno de cada dos pontos de bubbling-off de v, e
que limsup,, fo g1 UndAn = T3 p —T5 p < 00, concluimos que o procedimento indutivo acima
deve terminar apGs um ndmero finito de passos, isto é, existe i € N* de modo que I';, # () e

;11 = 0. Com isso, encontramos uma curva Jg-holomorfa & = (b, v) : (Rx S)\I' = Rx W

o0

i quando n — 0o, onde

tal que, a menos da extragao de uma subsequéncia, v,, — v em
I':={z,...,2}. Usando o Lema de Fatou, vemos que £(?) < limsup, T3, = T3 .

Como T, < f{s}xsl vy A, < T3, para todo s € R e todo n € N, obtemos que

T27E S / U*AE S T37E (3113)
{s}xS1

para todo valor de s € R onde esta integral estd definida, incluindo s > 0 e s < 0, ja que v
possui um numero finito de furos, todos contidos em (—oo,0] x S*. Com (3.113), podemos
analisar as massas dos furos s = oo de ¥ e concluir que s = 400 é um furo positivo e
s = —oo é um furo negativo. Além disso, por (3.112), temos que cada um dos furos z; € '
é negativo. Portanto, todos os furos de © em I' U {—o00} U {+00} sdo nao-removiveis, sendo
que +0oo é o unico furo positivo.

Decorre de (3.109) que v((0, +00) x R) C UZ, logo nenhum recobrimento de P, g pode ser
limite assintético de © em s = +00. Se v admitisse um limite assintotico geometricamente
distinto de P3 p em s = 400, entdo (3.113) e a Proposi¢do A.0.3 implicariam que, para
todo E > 0 suficientemente pequeno, as curvas fechadas t — v,(s,t) estdo enlacadas com
P; i para todo s,n grandes, uma contradi¢ao. Sendo assim, P3 ¢ o inico limite assintético
possivel para ¥ no furo s = +00 e, portanto, v(s, ) — x3 (T3 -) em C* quando s — oo,
onde Psp = (w3, T5 ). Mais ainda, temos que bs(s,t) — T3 quando s — +00, como
provado em [29, Equagdo (6)]. Entao, tendo em vista que P3p é uma O6rbita periédica
simples, concluimos que v é somewhere injective, de acordo com a Definicao B.0.3.

Vamos mostrar agora que ¥ ¢ assintética a um p-recobrimento de P, p em cada um
de seus furos negativos. Observe primeiramente que, devido a (3.113), a acdo dos limites
assintdticos de 0 em seus furos negativos ¢ limitada superiormente por 73 p. Temos também
que a imagem v((R x S') \ T') nao intersecta a 2-esfera dSp = Uy p U Pap U Uz . De fato,
caso houvesse intersecoes, elas seriam isoladas pelo Principio da Similaridade de Carleman. E
entao, por positividade e estabilidade de intersecoes entre curvas pseudo-holomorfas, teriamos
que v, (R x S1) intersecta a 2-esfera u ,,(C) U Py, Uz, (C) para todo n grande, contradicio.
Seja @ = (z,T) € P(Ag) um limite assintético de © em qualquer um de seus furos negativos
pertencente a I' U {—oo}. Sabemos que, para E > 0 suficientemente pequeno, To p < T <
T5 5. Mais ainda, pela Proposicao A.0.3, P, g é a unica orbita periddica geometricamente
distinta de P; p em Sg, com agao menor ou igual a 75 g, que nao estd enlagada com Ps p.
Sendo assim, podemos concluir que () coincide com P; i ou com algum recobrimento de P, g,

cuja agdo nao ultrapasse T3 . Se Q = P3 p para algum furo negativo de © em I' U {—o0},
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entao
/ V'd\p <Tsp—Tsp —Top <0,
(RxST\T

ja que estamos supondo I'y # (). Isto é uma contradigao e, portanto, ) deve coincidir com
algum recobrimento de P, g para cada um dos furos negativos de .
Com isso, obtemos que v é assintética a Ps g em 400 e é assintética a um p-recobrimento
*
RxsIN\T ¥ dAg > 0. Conse-

quentemente, a imagem de v nao intersecta a 6rbita periédica P . De fato, se intersectasse,

de P» g em cada um de seus furos negativos, donde segue que f(

pelo Principio da Similaridade de Carleman, estas intersecoes seriam isoladas e, entao, por
positividade e estabilidade de intersecoes entre curvas pseudo-holomorfas, teriamos que a
imagem de v, intersecta Ps, para todo n grande, contradicao. Logo, a imagem de v estd
contida em Sg \ Py .

Baseados na suposicao de que 'y # (), temos que ¥ possui pelo menos dois semi-cilindros
contidos em Sy assint6ticos a recobrimentos de Py . Assim, pela Proposicao B.0.4-i)-ii),
concluimos que v admite auto-intersecoes, isto ¢, existem 21,2, € (R x S1) \ T" distintos
satisfazendo v(z;) = v(z). Em particular, ¢ intersecta a curva Jg-holomorfa @, := (b+ ¢, v)
para alguma constante ¢ € R. Visto que v é somewhere injective e nao é um cilindro sobre
6rbita periddica, as intersegoes entre as curvas pseudo-holomorfas v e . devem ser isoladas
pelo Principio da Similaridade de Carleman, implicando a existéncia de intersecoes entre v,
e Uy := (bn+c¢,v,) paran grande, por positividade e estabilidade de intersegdes entre curvas
pseudo-holomorfas. Mas isto contradiz o fato de v, ser um mergulho para cada n € N.

Portanto, I'j = I' = (), ou seja, a sequéncia v, nao possui pontos de bubbling-off em
(—00,0] x S'. E, como mostramos no inicio desta demonstragio, o, também nao possui
pontos de bubbling-off em (0, +00) x S'. Sendo assim, por (3.109), encontramos uma curva

Jg-holomorfa o = (b,v) : R x S — R x Wg tal que, a menos da extragao de uma sub-

o0
loc

v satisfaz (3.113) para todo s € R, donde segue que s = +00 é um furo positivo de 0, enquanto

sequéncia, v, — U em quando n — oco. Argumentando como anteriormente, temos que
s = —oo é um furo negativo. Além disso, usando (3.109), (3.113) e a Proposi¢ao A.0.3, ve-
mos que ¥ é assintética a Py p em s = 400 e entao, como Ps g é simples e by(s,t) — T3 p
quando s — oo, concluimos que v deve ser somewhere injective. Novamente, pelo Principio
da Similaridade de Carleman e por positividade e estabilidade de intersecoes entre curvas
pseudo-holomorfas, obtemos que v(R x S!) nao intersecta a 2-esfera 9Sg = UrgUP, gUUs .

Vamos analisar o comportamento assintético de © no furo s = —oo. Seja Q = (z,7T) €
P(Ag) um limite assintdético de © em s = —oo. Observe que a agdo de @ satisfaz Th p <
T < T3 . Mais que isso, de acordo com a Proposicao A.0.3, P» g ¢ a unica drbita periddica
geometricamente distinta de Ps; p em Sg, com acao menor ou igual a 73 g, que nao esta
enlagada com Ps g, para £ > 0 suficientemente pequeno. Portanto, () certamente coincide
com P g ou com algum recobrimento de P» g, uma vez que v, é um mergulho satisfazendo
(R x S) N P3 g = 0 para todo n. Se Q = P g, entao

/ VA < Typ — Ty p = 0
RxS1t
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e, consequentemente, v é um cilindro sobre a érbita periédica Ps . Mas isto contradiz o fato
de ©(0,0) € R x N3, que segue de (3.109). Logo, @ deve coincidir com um p-recobrimento
de P, g e, em particular, obtemos que foSl v*dAg > 0. Afirmamos que p = 1. De fato, se
p > 2, entao, pela Proposi¢ao B.0.4-i), v admitiria auto-intersegdes, implicando assim que
¥ intersecta a curva Jg-holomorfa @, := (b 4 ¢,v) para alguma constante ¢ € R. Como ¥ é
somewhere injective e nao é um cilindro sobre uma orbita periédica, as intersegoes entre v e v,
seriam isoladas, pelo Principio da Similaridade de Carleman, e portanto, por positividade e
estabilidade de intersegoes entre curvas pseudo-holomorfas, @, intersectaria 0, . := (b, +c, vy,)
para n grande, contradizendo o fato de v, ser um mergulho para cada n € N. Deste modo,
temos que v é assintdtica a P p em s = —o0.

Assim como antes, ja que foSl v*dAp > 0, a imagem de v nao intersecta a Orbita
periddica Ps g, pois, caso contrario, usando o Principio da Similaridade de Carleman e posi-
tividade e estabilidade de interse¢oes entre curvas pseudo-holomorfas, teriamos que a imagem
de v, intersecta Py, para todo n grande, contradigio. Segue que v(R x S') C Sg \ P .

Precisamos mostrar ainda que a sequéncia v, nao possui pontos de bubbling-off con-
vergindo para —oo. Por absurdo, suponha que existam uma subsequéncia de v,,, ainda
denotada por 7, e uma sequéncia de pontos z, = (s,,t,) € R x S! tais que |V, (z,)|n — 00
e s, — —oo quando n — oo. Como vimos, ¥, — 0 em Cf quando n — oo, onde

v é um cilindro Jg-holomorfo assintético a Psp e a Pop em s = 400 e em s = —00,

respectivamente. Sendo assim, dado 0 < € < T22‘E pequeno, podemos escolher R > 0
grande o suficiente de modo que f[_ RR|xS! v*dA\gp > T3 p — Ty g — € e, consequentemente,
f[f R.R]xS! vrd\, > T3 g — T, p — € para todo n grande. Além disso, utilizando o mesmo pro-
cedimento de reescala em torno dos pontos z,, como no inicio desta demonstracao, vemos
que, para qualquer ¢y > 0 pequeno fixado, fBeo(Zn) vrd\, > Ty p — € para todo n grande.
Como s, — —oo quando n — 0o, temos que B, (z,) N[—R, R] x S' = () para todo n grande

e, portanto, obtemos
T3’E — T27E = lim (Tg}n — Tg’n>
n—oo

= lim vy dA,
n—0o0 RxS1

vidA\,

> lim sup M

n—00 /([—R,R]xSl)UBEO(zn)
>T3p —Top+Top — 2¢

>Tsp—Tog

para todo n grande, uma contradicao.

Com isso, concluimos finalmente que |V, (z)|, é uniformemente limitado em z € Rx St e
em n € N, como querfamos. Mais ainda, provamos a existéncia de um cilindro Jg-holomorfo
de energia finita v = (b,v) : R x ST — R x W tal que 0, — © em C{ quando n — oo, a
menos da extragao de uma subsequéncia. Mostramos também que o cilindro v é assintotico
a P; p em seu furo positivo 400, é assintético a P, g em seu furo negativo —oo e, além disso,

a imagem v(R x S1) estd contida em Sk \ P3 g. Como P ¢ uma 6rbita hiperbdlica, temos
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que o comportamento assintético de v proximo ao furo s = —oo é exponencial, no sentido de
(1.50) da Proposicao 1.4.10. Nas Proposicoes 3.5.5 e 3.5.8 a seguir, provaremos que ¥ também
tem um decaimento exponencial proximo ao furo s = 400, que é descrito por um autovalor
negativo do operador assintético Ap, ,, com winding number 1. Neste caso, podemos utilizar a
unicidade, obtida na Proposi¢ao B.0.2, e a limitagao uniforme de |V, (2)|, para concluir que,
na verdade, qualquer subsequéncia de v,, admite uma subsequéncia convergindo sempre para
um mesmo cilindro J. p-holomorfo, que vamos denotar por g = (bg,vg) : R x S — R x Whg.

Disto segue que a prépria sequéncia v,, deve convergir para vg em Cpr. quando n — co. [

ocC

No proximo resultado, vamos descrever de modo mais detalhado o comportamento as-
sintético no furo positivo de um cilindro de energia finita que, como na Proposicao 3.5.4, é

obtido como o limite Cf2 de uma subsequéncia dos cilindros rigidos 9, satisfazendo (3.109).

loc

Proposigao 3.5.5. Seja vp = (bg,ve) : Rx ST — R x Wg um cilindro jE-holomorfo, como
obtido na Proposi¢cdo 3.5.4, que é assintdtico a Py p = (235,15 ) em seu furo positivo +oo,
€ assintotico a Pop em seu furo negativo —oo e, além disso, € o limite C}%. da sequéncia
Up = (an,v,) : R x S = R x Wg de cilindros J,-holomorfos satisfazendo (3.109), com
E > 0 suficientemente pequeno. Considere coordenadas de Martinet (9,z,y) € St x R?,
como no Lema 1.3.2, definidas em uma pequena vizinhanga tubular U C Wy de Ps g, nas
quais a drbita periddica Py € vista como S* x {0} e a forma de contato A\p assume a forma
ge(dY + xdy). Entao vg(s,t) € U para todo s suficientemente grande e, nas coordenadas de

Martinet, o cilindro vg € representado por funcoes
(be(s, 1), 9(s, 1), 2(s,1), y(5,1)), (s,) € R x ST, 5> 0,
que satisfazem

|D7(bE(S t) (Tg E$—|—CL0))| <A e TOS,
|DY(9(s,t) —t — )| <A Le

2(5,1) = (a(s, 1), y(s, 1)) =elo"O¥ (e(t) + R(s,1)),
IDYR(s,t)], | D7 (u(s) — 8)| <A,

(3.114)

para todo s grande e todo v € N x N, onde A,,rog > 0,9y e ag sao constantes reais. A
fungdo V(s,t) € vista como uma aplicagao em R e satisfaz ¥(s,t + 1) = V(s,t) + 1. Aqui
p(s) = 6 < 0 quando s — +o0, onde § € um autovalor do operador assintdtico Ap, , e a
aplicacao e : St — R? corresponde a um d-autovetor de Ap, ,, representado em coordenadas

induzidas pelo tubo de Martinet.

A Proposicao 3.5.5 é provada essencialmente como o Teorema 7.2 de [33]. Devido a
pequenas diferengas, vamos apresentar aqui os principais passos de sua demonstracao. Para

isso, iniciamos com o seguinte resultado, andlogo ao Lema 8.1 de [33].

Lema 3.5.6. Seja vp = (bg,vg) : R x S — R x Wg um cilindro jE-holomorfo, como na

Proposicao 3.5.4, obtido como limite C°

loc

da sequéncia v, = (an,v,) : R x S* = R x Wg
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de cilindros J,-holomorfos satisfazendo (3.109), com E > 0 suficientemente pequeno. Dada
uma vizinhanga S*-invariante Wy da curva fechada S*' 3 t — x3 p(T3 gt) em C*®(S', Wg),
existe so > 0 tal que, para todo s > sy e todo n grande, a curva fechada t — v,(s,t) estd

contida em W.

Demonstracdo. Comecamos provando a afirmacao a seguir, que é similar a Afirmacao I
contida na demonstracao do Lema 3.5.3.

Afirmacao II: Para todo € > 0 e para qualquer sequéncia s, — +o0o, existe ng € N tal

/ vrdA, < e
[sr,00)x ST

Suponha, por absurdo, que possamos encontrar um ¢ > 0 e uma sequéncia s, — +00

que, se n > ng, entao

satisfazendo f[s vrd\, > € para todo n. Neste caso, como a energia d\,, de v, é igual a

n,00) X S1

15, —1T5,, obtemos que f(_ L undN, < T3, —T5,, —€, para todo Sy > 0 e todo n grande.

OQS()}XS
Uma vez que v,, — 0 em Cp, quando n — 00, esta ultima desigualdade nos permite concluir
que f(foo,So]XSI vpdAp < T3 p— Ty g — ¢, implicando assim que [ o vydAg < Ty p—Th g —e.
Mas isto contradiz o fato de que o cilindro 0g tem energia dAg igual a 15 p — T5 g, pois é
assintético a Py p em +00 e a P, p em —oo. Com isso provamos a Afirmacao II.

Agora, assuma por absurdo que existam uma sequéncia s; — 400 e uma subsequéncia
Uy, de ¥y, tais que as curvas fechadas ¢ — vy, (s;,t) nao estdo contidas na vizinhanca Wj.
Vamos denotar as sequéncias s; e vy, com j € N, respectivamente por s, e v,, com n € N.

Defina uma nova sequéncia de curvas jn—holomorfas w, em R x Wg por
Wn(8,t) = (dp(s, 1), wn(s, 1)) = (bu(8 + Sn,t) — bp(Sn, 0), V(s + S, t)). (3.115)

Observe que, por construgao, b,(0,0) = 0 e, para todo t € S, w,(0,t) = v,(s,,t) & Wh.
Portanto, pela Proposi¢ao 3.5.4, a sequéncia w, possui uma limitagao C. e, a menos da
extragao de uma subsequéncia, temos que w, — w em CX quando n — 0o, onde W =
(d,w) : R x S* = R x Wg é um cilindro .Jg-holomorfo.

Devido a Afirmagao II, para qualquer Sy > 0 fixado e todo € > 0, obtemos que

/ w*d g <lim sup/ wrdAy,
[—SQ,S()]XSl n [—So,So]XSl

<limsup / vy d\,
n [$n—S0,8n-+S0] x S

<e

para todo n grande e disto segue que fosl w*d\g = 0. Além disso, E(w) < limsup,, T5, =

T3 i e w é nao-constante, pois

{0} xSt

=00 J{o}x st "0 {5 xSt

Sendo assim, podemos utilizar a caracterizagao das superficies de energia finita com energia



144 Secdo 3.5 ¢« Demonstracao da Proposicao 2.3.10

d\g igual a zero (Teorema 6.11 de [29]) para concluir que @ é um cilindro sobre uma 6rbita
periddica @) = (x,T) € P(Ag). Por hipétese, temos que @) é geometricamente distinta de
Ps p. Mais ainda, por (3.109), as curvas fechadas t — w,,(0,t) = v,(s,,t) estdo contidas na
componente U, de Wg \ N§ que contém P; g, para n suficientemente grande, e, portanto,
() também é geometricamente distinta de P, . Logo, @ C S £ \ Ps g e sua agao satisfaz
T < T3 por (3.116). Neste caso, usando a Proposigao A.0.3, concluimos que @ deve estar
enlagada com P; i para 2 > 0 pequeno, contradizendo assim o fato de que a curva fechada

t +— v, (sp,t) ndo estd enlagada com P p para todo n grande. O

Ideia da demonstragao da Proposicao 3.5.5. Em decorréncia dos Lemas 1.3.2 e 3.5.6, o es-
tudo do comportamento assintético dos cilindros J,-holomorfos @, préximo ao furo positivo
+o0 pode ser realizado dentro de uma vizinhanca tubular & C Wg da érbita periédica Ps g,
onde temos coordenadas de Martinet (9, z,y) € S! x R? que transformam a forma de contato
Ag em gg(dY + xdy) e a érbita Py p em S' x {0}. Nestas coordenadas, as formas de contato
An = faAp assumem o formato g,(dd 4+ xdy), onde g, = fogr — gg em C*°(Uy) quando
n — oo e Uy C S x R? é uma pequena vizinhanga de S* x {0} = P p.

Usando uma nova notagao, vamos escrever os cilindros pseudo-holomorfos vz e v, nas

coodenadas de Martinet, como

E(s,t) = (a(s,t),ve(s,t)) = (a(s,t),¥(s,t), x(s,t),y(s,t))
Un(s,t) = (a"(s,t),v,(s,t)) = (a™(s,t), 9" (s,t), 2" (s, 1), y"(s,1)),

para todo n grande, onde (s,t) € [sy, +0o0) x S, com sy > 0 dado pelo Lema 3.5.6. Por
tratarem-se de curvas pseudo-holomorfas e, portanto, satisfazerem equagoes como (1.49),

podemos ver que as coordenadas de vg e v, realizam as seguintes equagoes

as = ge(ve) (Vs + zy;)
a; = —gp(ve) (Vs + zys) (3.117)
zs + M(s,t)z + S(s,t)z =0

ag = gn(va) (U} + 2"yy')

ay = —gn(va) (U5 + 2"y (3.118)

zd + M"(s, 1)z + Sp(s,t)2" =0,
onde z = (z,y), 2" = (™, y") e S = S(0g), S = Sn(Un), M = M(vg) e M" = M"(v,) sao
matrizes de ordem 2, suaves em (s, t). As matrizes M e M" correspondem, respectivamente,
as estruturas complexas Jg, J, : £ — £ na base {0,,0, — 20y} da estrutura de contato
¢ = ker A\ = ker \, e satisfazem M? = —T e (M")? = —1.

Podemos assumir que M e M" coincidem com a matriz

0 -1
Jo = .
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De fato, assim como foi feito em [28], basta modificarmos as curvas o, e Up como segue:

definimos novas variaveis ( e (" por

2z =T (m)C
=T )"
onde m € Uy e
T (m) =(=JoM(m))~"/?
T"(m) =(—=JoM"(m))~"/?

sao matrizes simpléticas e simétricas satisfazendo T 'MT = Jye (T") "' M"T™ = Jy. Assim,
obtemos de (3.117) e (3.118), que

Cs + Jole + 5(s,1)¢ =0

3.119
&t oGl 4 5y (s,1)¢" =0, (G4

onde 8" =T YT+ MT;+ST) e S, = (T")"N T + M"T,* + S,,T") satisfazem as mesmas

propriedades de S e .S,,.
Agora, defina b™(s,t) := %—’Ea”(s,t). Devido ao estudo do comportamento assintético

desenvolvido por Hofer, Wysocki e Zehnder em [28] para o caso nao-degenerado, sabemos

)

que, para cada n fixado, existem constantes ¢, € S* e d,, € R tais que 9*[9"(s,t) —t—¢&,] — 0
e 0%la"(s,t) — Tyns — d,] — 0 quando s — oo, para todo a € N x N. Sendo assim, para
todo a € N x N, temos que

o9 (s,t) —t — ] = 0
o[ (s,t) — Ts.ps — d,] — 0

Tsp 7 .
quando s — oo, com d,, = %Edn € R. Considerando

6/(3’ t) = (a(‘S? t)7 19(3’ t)7 4(87 t))
0, (s, 1) = (0" (s,1),9" (5, ), ¢"(5,1)),

vemos que ], — ¥’ em Cp° quando n — oo, pois 7" — T em C™(Up), 15, — T35 € U, — Up

)
loc

Em [28] e [33], mostra-se que cada S (s,t) converge, quando s — oo, para uma matriz

em quando n — oo.

simétrica Sp°(t) que depende da dinamica linearizada de A, ao longo da drbita periddica
Ps ... Do mesmo modo, S'(s,t) converge, quando s — 0o, para uma matriz simétrica S*°(¢)
dependendo da dinamica linearizada de Ag ao longo da drbita peridédica Ps; . Como a
sequéncia ¢, estd contida em S', podemos usar novamente que 7" — T em C®(Up) e

T3, — T3 5 quando n — oo, para obter que

En—>190

(3.120)
Sp(t) = 5%(t)
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quando n — oo, a menos da extracao de subsequéncia. Sejam A° e A* os operadores
auto-adjuntos sobre W12(S* R?) C L*(S*,R?), associados respectivamente a S e a S,
definidos por

AXn = —Jon = 5.0,

A®n = —Jyn — Sn.

Observe que, por (3.120), A2 — A* quando n — oc.
Uma vez que as imagens de vy e de v, nao intersectam P p = S' x {0}, podemos definir

as fungoes
_st) gy o S
D= ¢ Y= laEn

onde |((s)] e [¢"(s)| denotam a norma L? das curvas fechadas t + ((s,t),("(s,t), respecti-

vamente. Derivando em relacao a variavel s, obtemos de (3.119) que

d e LalCP , ,

550) == o = €= S = e =S¢ = (=& = 568

d n n ! ¢n 1(%’(”‘2 n n !l ¢n n ! ¢n n n
% (S) :_Jogt _Snf - 5 |€n|2 § = _‘]Ogt _Sng - <_J0§t _Sn€ 7€ >£ .

Introduzimos entao as seguinte funcoes

uls) = (-~ 56,6) = LT
inle) = (~ugy - 5667 = Sl
Assim, temos que
C(s)] = el DTIc(s0)] e [ (s)] = oD ¢n (5. (3.121)

Como Pj,, é nao-degenerada para cada n, segue dos resultados de [28] que p,(s) —

d, quando s — oo, onde d, é um autovalor negativo de A, isto é, A%, = d,e, para
um autovetor e, com |e,| = 1. Em [33] encontramos uma demonstracdo para o seguinte
resultado.

Proposigao 3.5.7 ([33], Lemas 8.4 e 8.5). Existe uma subsequéncia de 0,, ainda denotada
por 0,, satisfazendo: 6, — 0 quando n — oo, onde § € um autovalor negativo de A™®, e
en — ¢ em WH2(S1 R?) quando n — oo, onde € € uma §-autovetor de A® com || = 1,
isto é, A€’ = 0e’. Além disso, para cada € > 0 tal que 6 + € < 0, existem s1 > sg € ng € N

de modo que pi,(s) < § + € para todon > ng € s > s1.

Com este resultado, podemos obter uma estimativa exponencial uniforme para as normas
|C"(s)], como em [33]. Com efeito, seja r := —(d+4¢€) > 0 como no Lema 3.5.7. Entdo existem

s1 > so e ng € N tais que, por (3.121),

[C"(s)] < e7ET|¢" (s0)|



Capitulo 3 e Resultados intermedidrios 147

para todo n > ng e s > s;. Portanto, como (" — ( em CY° quando n — oo, concluimos que

loc

[C(s)] < €777 ¢ (s0)]

para todo s > s;. Tendo provado esta estimativa para a norma L? de ((s), podemos
prosseguir como na demonstracao da férmula assintética para o caso nao-degenerado em [28]

para, enfim, mostrar as propriedades assintdticas desejadas para . Deste modo, temos que

IC(s)| = el “(T)dT|C(so)|, onde u(s) = d < 0 quando s — oo,

¢(st)

&(s,t) = == — €'(t) quando s — oo, onde A™e = je'.

<)
Nas coordenadas z = T, o autovetor €’ é representado por e(t) = T (t + vy, 0,0)e’(¢). ]

Para que o cilindro Jg-holomorfo de energia finita o5 = (bg, vg), obtido na Proposicio
3.5.4, seja uma das curvas pseudo-holomorfas integrantes da folheacao estavel de energia
finita j-:E que desejamos construir em R x Wg, conforme enunciamos na Proposicao 2.3.10,
é preciso verificar que vg satisfaz mais algumas propriedades importantes, as quais listamos
no resultado a seguir.

Proposicao 3.5.8. Para cada E > 0 suficientemente pequeno, existe um cilindro Jg-

holomorfo de energia finita
Vg = (bE,UE) ‘R x Sl — R x WE,

com um furo positivo em +0o0 e um furo negativo em —oo, de modo que

i) op € o limite C° da sequéncia de cilindros J,-holomorfos de energia finita 0, =
loc
(b, vn) @ R x ST — R x Wg, satisfazendo a normalizagdo (3.109), sendo que cada

o, € parte integrante da folheacio estdvel de energia finita F, em R x Wp.

(i1) g € assintotico a Py p em +00 e assintotico a Py em —oo. Em particular,

/ UEd)\E > 0.
Rx St

(iii) A imagem de vg estd contida em Sg \ Ps 5.

(i) Os winding numbers de vy em £oo sdo ambos iguais a 1.
(v) vg € transversal ao campo de Reeb X, .

(vi) g e vp sdo mergulhos.

Demonstracao. Os itens (i), (ii) e (iii) j& foram demonstrados na Proposigao 3.5.4.
Em virtude da Proposicao 3.5.5, da hiperbolicidade da érbita P, p e do Teorema 1.4.10,
o cilindro vg tem decaimento exponencial proximo aos seus furos oo e, portanto, pode-

mos considerar os winding numbers wind.,(0g) e wind,(0g) definidos na Secao 1.4. Como
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CZ(Psg) =3¢ CZ(Pyg) =2, temos que

winda (+00) < wind<*(A4p, ) =1
wind (—o0) > wind=*(Ap, ,) = 1.
Logo, pela segunda equagao de (1.52), obtemos que

0 < wind,(0g) = windw(0g) = wind (+00) — wind,(—00) <1 —1 =0,

donde segue que wind, (+00) = winde (—00) = 1 e wind, (0g) = 0. Por definigao, wind,(7g)
é dado pela soma das ordens dos zeros da aplicacao 7o dvg, sendo que cada ordem é sempre
um numero positivo. Lembramos, mais uma vez, que 7w : TWg — £ = ker Ag é a projecao
ao longo do campo de Reeb X, .. Sendo assim, de wind,(9g) = 0 podemos concluir que vg
¢ uma imersao transversal ao campo de Reeb X, .. Com isso, provamos os itens (iv) e (v).

Pelo comportamento assintético de v proximo aos furos oo, vemos que v é um mer-
gulho préximo ao bordo, no sentido de D. McDuff [43], isto ¢, existe R > 0 suficientemente
grande tal que o (Op({|s| > R} x S')) = {|s| > R} x S' e Ug|{s>r}xs1 ¢ um mergulho. E
como Ui ¢ o limite Cp2 dos mergulhos v, segue dos resultados de D. McDuff em [43] que
vg também é um mergulho.

Agora, s6 nos resta mostrar que vy é um mergulho. Para isso, vamos verificar primei-
ramente que 9g(R x S') # g (R x S') para qualquer ¢ # 0, onde g .(s,t) = (bg(s,t) +
¢,vp(s,t)). Suponha, por absurdo, que exista ¢ # 0 tal que as imagens (R x S') e
Up.c(R x S') coincidam. Neste caso, dado (b,z) = 0g(so,to) = (br(so,to), ve(so,to)), en-
contramos (s1,%1) # (so,%0) de modo que Ug(s1,t1) = (bp(si,t1) + ¢, vp(s1,t1)) = (b, 2) e,
consequentemente, Up(s1,t1) = (b — ¢, z). Iterando este argumento, obtemos uma sequéncia
(Sn,tn) € R x S! satisfazendo 9g(s,,t,) = (b — nc,z), para cada n € N. Se ¢ > 0, entao
bp(Sn,t,) = b—nc — —oo quando n — oo e dai, pela descrigao assintética de U préximo
ao furo —oo, obtemos que vg(s,,t,) se aproxima de P, g quando n — co. Mas isto é uma
contradigao, visto que vg(sy,t,) = z para todo n e vg(R x S1) N Py p = 0. Analogamente,
se ¢ < 0, entdo bg(sp,t,) = b —nc — +oo quando n — oo e disto segue, pela descri¢ao
assintética de 0 préximo ao furo +o0o, que vg(sy,t,) se aproxima de P p quando n — oo.
Novamente uma contradigao, pois vg(s,, t,) = 2z para todo n e vg(R x S')N Py g = 0. Sendo
assim, as interse¢oes entre as imagens Ug(R x S') e 0p (R x St), ¢ # 0, devem ser isoladas
pelo Principio da Similaridade de Carleman. Entretanto, por positividade e estabilidade de
intersecoes de curvas pseudo-holomorfas, a existéncia de uma tal intersecao implicaria que
Up(R x SY) N0y o(R x S') # () para n grande, onde 0, .(s,t) = (b,(s,t) + ¢,v,(s,1)). J& que
isso nao ocorre, pois cada v, é um mergulho, concluimos que (R x S) N g (R x S1) =0
para qualquer ¢ # 0. Por isso, e também pelo comportamento assintético de vg proximo aos
furos 00, por vg ser um mergulho e por vg ser uma imersao, podemos inferir que vg é um

mergulho, finalizando assim o item (vi). O

No Lema 3.5.6, vimos que a sequéncia de cilindros v,, possui um comportamento uniforme

proximo a érbita periddica P; p. O lema a seguir garante que o mesmo ocorre préximo a
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P g.

Lema 3.5.9. Seja vp = (bg,vg) : R x S* — R x Wg o cilindro Jg-holomorfo obtido
na Proposi¢io 3.5.4 como limite C{°, da sequéncia 0, = (an,v,) : R x ST = R x Wy de
cilindros J,-holomorfos satisfazendo (3.109), com E > 0 suficientemente pequeno. Dada
uma vizinhanga S*-invariante Wy da curva fechada S* 3 t v 9 p(To gt) em C=(S*, Wg),
existe s1 < 0 tal que, para todo s < s; e todo n grande, a curva fechada t — v,(s,t) estd

contida em WW;.

Demonstracao. Para demonstrar este lema, vamos utilizar a seguinte afirmacao.

Afirmacao I1I: Para todo € > 0 e para qualquer sequéncia s, — —oo, existe ny € N tal

/ vrd\, < e.
(—o00,8n]xS1

Vamos omitir a demonstracao desta afirmacao, devido a sua grande semelhanga com a prova

que, se n > nq, entao

da Afirmagao II, contida na prova do Lema 3.5.6.

Suponha, por absurdo, que existam uma sequéncia s; — —oo e uma subsequéncia vy,
de 0, de modo que as curvas fechadas t — v,,(s;,t) nao estdo contidas na vizinhanca W;.
Vamos denotar as sequéncias s; e Up;, com j € N, respectivamente por s, € 0,, com n € N.

Sejam 1, : R x S* — R x Wy as curvas .J,-holomorfas definidas como em (3.115). Para
cada n € N, temos que b,(0,0) = 0 e w,(0,t) = v,(s,,t) € Wi, para todo t € S'. Pela
Proposicio 3.5.4, encontramos um cilindro Jg-holomorfo @ = (d,w) : R xS = R x Wg tal
que, a menos da extragao de uma subsequéncia, w, — w em C%. quando n — oo.

Usando a Afirmacao III, vemos que, para todo rq > 0 fixado e para qualquer € > 0,

/ w*d g <lim sup/ wyrdAy,
[—To,To]Xsl n [—To,To]Xsl

=lim sup / vy dA,
n [sn—T0,8n+T0]x ST

<e

para todo n suficientemente grande. Disto segue, pela arbitrariedade de ro > 0, que

fo g1 W'dAp = 0. Além disso, com a Afirmacao III, obtemos também que, para qualquer

€ >0,
Ty, < / wr A, = / v, <To g+ €,
{0} xSt {sn}xSt

e}

para todo n grande, pois v, — U em C,

quando n — o0, ¥, é assintético a s, em —oo,
Up € assintético a P p em —o0 e s, — —oo quando n — oco. E como 15, — 15 r quando
n — oo, podemos concluir que

{01xS1 7

Mais uma vez, pela caracterizacao das superficies de energia finita com energia d\g igual a
zero (Teorema 6.11 de [29]), temos que w é um cilindro sobre uma érbita periédica de Ag,

que, devido a (3.122) e a Proposigdo A.0.1, deve coincidir com P, . Mas isto contradiz a
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suposicao de que as curvas fechadas t — w,,(0,t) = v,(s,, t) ndo estao contidas na vizinhanca
W, para todo n. n

Considerando os Lemas 3.5.6 e 3.5.9 e o fato de que v, = v em C}2 quando n — oo,
vemos que, dada uma pequena vizinhancad C Wx de Py pUvgp(R x SY)U P, g, existe ng € N
de modo que v, (R x S') C U, para todo n > n.

Como mencionamos anteriormente, o estudo da convergéncia dos cilindros o/, = (¥, v),)

¢ completamente analogo a andlise que acabamos de realizar para a sequéncia de cilindros

Uy, = (b, vy,). Assim finalizamos a demonstracao da Proposigao 2.3.10-ii).

3.5.3 Demonstracao da Proposicao 2.3.10-iii)

No item i) da Proposi¢ao 2.3.10, construimos um par de planos rigidos @y g = (a1 g, U1 g)
e Us g = (as g, us,g), ambos assintéticos a érbita periédica hiperbdlica P, g, de modo que as
imagens u; 5(C) e ug 5(C) coincidem com os hemisférios Uy g e Us g da 2-esfera 0Sg = 05%.
J& no item 1ii) desta proposi¢do, obtivemos um par de cilindros rigidos o = (bg,vg) e
U = (b, V) que sao assintGticos em seus furos positivos a Py g e a P; p, respectivamente,
e sao ambos assintdticos a P, p em seus furos negativos. Além disso, vimos que as imagens
Vi = vp(Rx S e Vi = v (R x S1) estdo contidas, respectivamente, em Sg\ Ps g € SjE\PéE,
onde Sg = Sp\dSp e Sy = S1,\ S}, Considere os conjuntos Vi C Sp e V), C S, definidos
por

Vi =S5\ (VeUPsp) e Vip=55\(VaUP;p),

ambos homeomorfos a 3-bola aberta. Nesta subsecao, vamos folhear cada uma destas bolas
com uma familia a um parametro de planos assintéticos a Ps g, no caso de Vg, ou assintéticos
a Py p, no caso de Vy. Lidaremos apenas com Vg, pois a construgao para Vi é completamente
analoga.

Relembrando as notacoes necessarias, a folheagao estéavel de energia finita ],:_n contém um
par de planos rigidos @y, = (a1, U1,) € U2y = (G24, Us2,), ambos assintéticos a P, € um
cilindro rigido o, = (by, vs,), que é assintético a Ps,, em seu furo positivo e a P, em seu furo
negativo. A 2-esfera U,, = uy,(C) U Py, U uy,(C) separa Wg em duas componentes S, e
S!, contendo as érbitas Ps,, e P; , respectivamente, e a imagem v, (R x S') estd contida em
Sn \ Ps,. A folheacao fn contém também uma familia suave de planos ., = (drpn, Wry) :
C = RxWg, com 7 € (0,1), tal que w,,, é assintético a Ps,, para todo 7 € (0,1) e a familia
de planos D..,, := w,,(C), 7 € (0,1), folheia a 3-bola aberta V, := S, \ (v, (R x S*) U Ps.,).

Fixe um ponto py € Vg. Devido as convergencias uy, — U1, U, — U2E € Uy — Vg,
obtidas na Proposi¢ao 2.3.10-i)-ii), temos que py € V, para todo n grande. Portanto, pelas
propriedades da folheacao fn que acabamos de comentar, para cada n grande, existe um
tnico 7, € (0, 1) de maneira que o plano J,,-holomorfo Wry o = (o, Wry ) € .7?”, assintético
a Pj,, satisfaz py € w,, ,(C) C V,. Para simplificar a notagdo, denotamos cada plano
Wy, = (dyyy s Wr,y ) POT Wy, = (dp, wy,). No préoximo resultado, analisamos a compacidade

da sequéncia w,,.



Capitulo 3 e Resultados intermedidrios 151

Proposigao 3.5.10. Para todo E > 0 suficientemente pequeno, ocorre o sequinte: seja
po € Vg e considere, para cada n grande, o plano J,-holomorfo de energia finita W, =
(dp,wy) € fn assintotico a P, tal que py € w,(C). Entdo, a menos de reparametriza¢dio
e translagdo na dire¢do real, [N W, (%), € uniformemente limitado em z € C e emn € N e

existe um plano Jg-holomorfo de energia finita wp = (dp,wg) : C = R x Wg assintdtico a

o0

e quando n — oo. Mais ainda, Wg e wg

Ps g tal que py € wg(C) C Vg e W, — wg em C

sao mergulhos e wg € transversal ao campo de Reeb X, .

Demonstragdo. Para cada E,d > 0 pequenos, sabemos que a 2-esfera N3 C Sp, definida em

coordenadas locais por N& = {q; +p1 = 6} N K~(E), separa as 6rbitas periédicas Ps,, e

P, ,, para todo n. Denotamos por Ug C SE a componente de Wg \ Ng contendo Ps .
Temos duas possibilidades para a sequéncia de planos w,, = (d,,w,). A primeira delas é

que existe 0 > 0 pequeno tal que, para todo n grande,
w,(C)N Ny = 0. (3.123)

Neste caso, reparametrizamos e R-transladamos w,, = (d,, w,) de modo que

zeC

/ wrdh, =7 e d,(0) =0=mind,(z) (3.124)
C\D

para todo n, onde 0 < vy < T5 g é fixado e D = {z € C: |2| < 1} ¢ o disco unitario fechado.

Suponha, por absurdo, que existam uma sequéncia de pontos z, € C e uma subsequéncia
de w,, ainda denotada por w,, tais que |Vw,(z,)|, — +00. Assim como fizemos na de-
monstracao da Proposicao 3.5.2, podemos reescalar a sequéncia w, em torno dos pontos
zn para produzir um plano de energia finita assintético a Ps p em +o0o. De fato, considere
R, := |V,(z,)|n — o0 e escolha uma sequéncia €,, — 07 tal que €, R,, — 0o quando n — oo.
Usando o Lema 3.5.1, podemos modificar levemente as sequéncias z, e €,, se necessario, para

que a seguinte desigualdade seja satisfeita
IV, (2)]n < 2|V, (2,)|n para todo |z — 2z,| < €,. (3.125)

Consideramos entao a sequéncia , : C — R x Wy de curvas J,-holomorfas, definidas por

fn(2) = (bn(2), un(2)) = (dn (zn + Ri) — dy(20), wn (zn + Ri>) , (3.126)
que satisfazem @, (0) € {0} x Wg e, devido a (3.125), |V, (2)|, < 2 para todo |z| < €,R,
e para todo n. Assim, por regularidade eliptica usual, obtemos uma limitacao CfX para

a sequéncia de planos @, e, portanto, encontramos um plano Jg-holomorfo @ = (b,u) :

[e¢)

C — R x Wg tal que, a menos da extracao de uma subsequéncia, 4, — @ em CY,

quando
n — oo. Por construgao, o plano @ é tal que u(0) € {0} x Wg e, além disso, |Va(0)|p = 1,
donde segue que 4 é ndo-constante. Lembramos que |- |g é a norma induzida pela estrutura

quase-complexa Jp = (Ag, Jg) na simplectizagdo R x Wg, como em (3.95). E, visto que
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E(u,) < E(w,) = T;,, para todo n, obtemos pelo Lema de Fatou que
0< /u*d)\E < B(@) < Typ.
C

Observe que a condicao (3.123) e o comportamento assintético dos planos de energia finita
W, implicam que a imagem w, (C) est4 contida em UZ para todo n grande. E, segundo a
Proposigao A.0.3, nio existem érbitas periédicas em UZ \ Py g com agio menor ou igual a
T3 g que nao estejam enlagadas com Pj . Sendo assim, como w,(C) N P; g = () para todo

n, podemos concluir que P3 g é o tnico limite assintético de @ em +o00 e, em particular,
C

Afirmamos que lim |z,| = 1. De fato, caso contrério, para qualquer € > 0 existiria uma
n—oo
subsequéncia de z,, ainda denotada por z,, satisfazendo |z,| > 1+ € ou |z,| < 1 — € para

todo n. Entao, usando (3.124), obteriamos que, para qualquer R > 0,

/ uw*d\gp = lim uy d,
Bgr(0)

<limsup / urdA,
n—00 B€7LR7L (0)

= lim sup / widA,
n—o00 BEn (Zn)

<limsup max{yo, T3, — Y0} = max{yo, T35 — N0} < Ts 5.
n—oo
Isto implica que fc w*d\g < T3 g, contradizendo (3.127). Logo, passando a uma subsequéncia
se necessario, podemos assumir que z, — z, € JD. Por (3.127), temos que o ponto de
bubbling-off z. “rouba” T3 p da energia d\g e, entao, nao podem existir outros pontos de
bubbling-off para a sequéncia w, além de z,. Portanto, usando (3.124), obtemos uma li-
mitacao C{2, para a sequéncia 0, em C\ {z,} e, passando a uma subsequéncia de w,, temos
que W, — v em C2(C\ {z.}) quando n — oo, onde 0 = (a,v) : C\ {z.} - R x Wg é um

cilindro Jg-holomorfo. Observe que @ é nido-constante, pois, por (3.124),

n—o0

/ v* A = lim / w;;)\n > Tg}E — Y > 0. (3128)
{lz|=2} {|z]=2}

Além disso, pelo Lema de Fatou, temos que E(0) < limsup, T3, = T35 e, por (3.127),

obtemos que
/ vidAg = 0. (3.129)
C\{z+}

Usando (3.128) e (3.129), vemos que z, é um furo nao-removivel de . Logo, aplicando a
caracterizacao de superficies de energia finita com energia d\p igual a zero [29, Teorema
6.11], encontramos uma o6rbita periédica P C Wg de Ag tal que a imagem de ¢ coincide

com o cilindro trivial R x P. Todavia, por (3.124), a coordenada real de ¥ deveria ser limi-
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tada inferiormente por 0. Com esta contradigao, provamos que |V, (z)|, é uniformemente

limitado em z € C e em n € N. Sendo assim, por (3.124) e regularidade eliptica usual,

[e.°]

obtemos uma limitacao C},

para a sequéncia w, e, portanto, a menos da extracao de uma
subsequéncia, temos que W, — W em C°, quando n — 0o, onde W = (d,w) : C - R x Wg
é um plano Jg-holomorfo. Por (3.124) e pelo Lema de Fatou, temos que 0 < E(w) < Ty p e
entdo, devido a Proposi¢io A.0.3 e ao fato de que w,(C) C U \ Ps g para todo n grande,
concluimos que w ¢ assintético a érbita periddica Ps g em +oo0.

Agora, vamos considerar uma segunda possibilidade para a sequéncia de planos w, =
(dy, wy) € F, satisfazendo py € w,(C). Ao invés de (3.123), vamos assumir que, para todo
n grande,

w,(C) NN £ () (3.130)

para algum dg > 0 pequeno.

Fixe 0; > 09 > 0 pequeno e seja g : [0,+00) — [0,1] uma fungao suave satisfazendo
g(t) = 0 para t € [0,0¢], g restrita a [do,d;] é estritamente crescente e g(t) = 1 para
t > 6;. Observe que g induz uma funcao suave G : Sg — [0, 1] que, em coordenadas locais
x = (q1,q2,p1,p2) € V, é dada por G(z) = g(q1 + p1), onde V é a vizinhanca do sela-centro
dada na Hipdtese 1, e G = 1 no complementar de V. A funcao G se estende a uma fungao
suave em Wy = Sp U S%, também denotada por G, declarando que G|533 = 0. Veja Figura
3.7. Para cada n, considere a funcdo suave G, : C — [0, 1] definida por G, (z) = G(w,(2)).

) 01
L‘T;i‘l NE

Figura 3.7: Tustracao da fungao suave G : Wy — [0, 1]. Aqui representamos um corte da
3-esfera Wy = Sp U Sy, (vista como R? U {o0}), com Psp C S, Py C Si e Pop COSp =
Sy = N2. A fungao G, quando restrita a componente de Wg \ Ngo contendo P g, é igual
a 0 e, quando restrita a componente Ugl de Wg\ Ngl que contém Ps g, é igual a 1.

Por (3.130) e por w, ser assintético a Pj, em —+oo, para cada n, temos que a imagem de
G, coincide com [0,1] para todo n grande e, mais ainda, G, (z) = 1 se |z| é grande. Pelo
Teorema de Sard, encontramos uma sequéncia (yy,), contida no intervalo (%, 1) tal que, para
cada n, y, é um valor regular da funcao G,,. Sendo assim, K,, := G, 1(y,) C C é um conjunto
compacto de dimensao 1 formado, portanto, por um nimero finito de circulos mergulhados.

Para cada n, seja

r, = inf{r > 0 : 3 um disco fechado D, C C com raio r satisfazendo K, C D,}.
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Como K, contém pelo menos dois pontos, temos que r,, > 0 e, mais ainda, existe um disco
fechado D,,, com raio r, tal que K,, C D, . Apés uma mudanca de coordenadas do tipo
C > z+ az+0b, com a,b € C, podemos assumir que D, coincide com o disco unitario
fechado D C C e que —i € K, para todo n. Além disso, pelo modo como o raio r, foi
definido, podemos assumir também que, além de —i, a intersecao 0D N K,, contém um ponto
z tal que Im(z2!) > 0.

Com as consideragoes acima, vemos que € possivel reparametrizar e R-transladar a

sequéncia w, = (d,,w,) de modo que

| \]D)>yn:>wn((c\D)CUg7

G = UYp = Wp(—1 EN‘S",

~ = = 5E (3.131)
Gn(2)) = Yn = wy(z,) € Ny, com z, € ID e Im(z;,) > 0,

d,(2) =0,

onde &, = g '(y,) pertence ao intervalo (dy,d;) para cada n. Observe que, por (3.130) e
(3.131), temos necessariamente que

32/ €D\ 0D tal que w,(2!) € N. (3.132)

A seguir, vamos mostrar que, com a renormalizagao (3.131), |V, (2)], ¢ uniformemente
limitado em z € C e em n € N. Para isso, suponha por absurdo que existam uma sequéncia
zn € C e uma subsequéncia de ,,, mais uma vez denotada por w,, tais que |V, (z,)|, — oo.

Afirmamos, em primeiro lugar, que limsup, _,. |2,| < 1. De fato, caso contrario, en-
contramos ¢ > 0 tal que, a menos da extracdo de uma subsequéncia, |z,| > 1 + € para
todo n. Assim como fizemos na primeira parte desta demonstragao, podemos reescalar a
sequéncia w, em torno dos pontos z, para produzir um plano Jg-holomorfo de energia finita
assintético a P3 p. Com efeito, usando o Lema 3.5.1, escolhemos uma sequéncia ¢, — 07 tal
que (3.125) seja satisfeita e, deste modo, os planos J,-holomorfos i, = (by,u,), definidos
como em (3.126), admitem uma limitacao C{.. Disto segue que, a menos da extragao de
> quando n — oo, onde @ = (b,u) : C - R x Wg é um

loc

plano Jg-holomorfo tal que 0 < Jeu*drg < E(a) < Ty p. Por (3.131) e pela suposigao de

uma subsequéncia, u, — @ em

que |z,| > 1+ ¢, temos que w, (B, (2,)) C Ul C UY para todo n grande. E, uma vez que
qualquer érbita periddica contida em U2\ Ps 5 com acio menor ou igual a T  estd enlacada
com Ps g pela Proposigao A.0.3, podemos concluir que P; i é o tnico limite assintético de u

em +oo e

C

Suponha que |z,| é limitado. Neste caso, podemos assumir que z, — z, € C quando
n — 0o, com |z, > 1 +¢e. Por (3.133), vemos que o ponto de bubbling-off z. “rouba” T; g
da energia dA\g e, portanto, nao pode haver pontos de bubbling-off para a sequéncia w, em
C\{2}. Sendo assim, com (3.131), obtemos uma limitacao Cy%, para wy|c\ (.}, possivelmente

apés um translacao apropriada da sequéncia w, na direcao real, caso ocorra z, = 2. Logo,
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encontramos uma curva Jg-holomorfa de energia finita o = (a,v) : C\{z,} — RxWp tal que

o0

> (C\ {2«}) quando n — oo, a menos da extracao de uma subsequéncia. Pelo

W, — U em
fato de z, acumular uma energia d\g igual a T3 g, obtemos também que f(c\ (=) v*dA\p =0e
que z, ¢ um furo negativo de v. Entao, pela caracterizagao das superficies de energia finita
com energia dAg = 0 [29, Teorema 6.11], concluimos que a imagem de ¢ coincide com um
cilindro trivial R x P, onde P ¢ uma érbita periédica de A\g com agao menor ou igual a T3 g.
Considerando (3.131) e a Proposigao A.0.3, que garante que qualquer érbita periédica de Ag
em S £ \ P3 p com agdo menor ou igual a T3  deve estar enlacada com Pj g, concluimos que
P = P; p e, portanto, v(C \ {z.}) = Ps . Entretanto, por (3.132), deveria existir algum
ponto em C que é mapeado por v na 2-esfera Ngo, contradizendo o fato de Ngo NPy =0.

Suponha agora que |z, — oo. Do mesmo modo que antes, temos que a sequéncia
2, “rouba” Tj g da energia d\g por (3.133) e, consequentemente, nao existem pontos de
bubbling-off para a sequéncia w,, em C. Com isso, obtemos uma limitacao CX, para w,,, devido
a (3.131), e encontramos um plano Jgz-holomorfo de energia finita & = (a,v) : C = R x W
tal que w,, — v em C}X. quando n — oo, a menos da extracao de uma subsequéncia. Uma
vez que |z,| — 0o e a sequéncia z,, “rouba’ T3 g da energia dAg, obtemos que fC v*dAg =0e
disto segue que v é constante. Mas, por (3.131) e (3.132), deveriam existir pontos z, 2o € D
tais que v(z) € N2 e v(z) € N2, onde 4 satisfaz g(5) > 2> 0=g(6) =6 > 6. Assim,
N% N NS = () e, portanto, v(z;) # v(z), contradizendo o fato de ¥ ser constante.

Com estas contradigoes, mostramos finalmente que

limsup |z,| < 1. (3.134)
n—oo
Seja 'y o conjunto dos pontos z € C para os quais existem uma sequéncia de pontos
zj — z e uma subsequéncia w,; de w, tais que |Vi,,(z;)|,, — oo quando j — oo. Por
(3.134), sabemos que I'y € D. Apds um procedimento indutivo, como aquele realizado

na demonstracao da Proposicao 3.5.4, encontramos uma curva Jg-holomorfa & = (d,w) :
C\T — R x Wg tal que

w, — w em Cpy, quando n — oo,

a menos da extracao de uma subsequéncia. Aqui, I' C I'y é um conjunto finito de pontos,
pois limsup,, fc wrdX, = T35 < 00 e, devido ao Lema 3.5.1 e a Proposi¢ao A.0.1, cada
ponto de bubbling-off pertencente a I" acumula pelo menos 75 p da energia d\g, para £ > 0
pequeno. Por (3.131) e (3.132), temos que @ é nao-constante e, pelo Lema de Fatou, E(w) <
limsup,, T5, = T3 . Mais ainda, todos os furos em I' sao negativos e, em decorréncia de
(3.131) e do fato de que toda érbita periddica em Ug“ \ P3 g com acdo menor ou igual a
T i deve estar enlacada com P; g, veja Proposicao A.0.3, obtemos que P; g é o tnico limite
assintotico de w em seu furo positivo +o00. Por P;p ser uma Orbita periddica simples,
concluimos que w é somewhere injective, de acordo com a Definigao B.0.3. Observe ainda
que a imagem w(C \ I') estd contida em Sg. De fato, caso contrdrio, pelo Principio da

Similaridade de Carleman, as intersegoes entre w(C \ I') e 0Sg seriam isoladas e assim,
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por positividade e estabilidade de intersecoes de curvas pseudo-holomorfas, terfamos que
w,(C) N AS,, # () para todo n grande, uma contradigao.

Nosso objetivo é mostrar que I'y = I' = (). Suponha entdo, por absurdo, que I" # 0.
Afirmamos que, neste caso, I' deve conter um tnico ponto z* € D e que w é assintotico
a Py p neste furo. De fato, como w,(C) N P3x = () para todo n e w, — w quando n —
00, a propriedade de enlacamento dada pela Proposicao A.0.3 nos permite concluir que os
limites assintéticos de w em cada um de seus furos negativos coincidem com P3 p ou com
algum recobrimento de P, . Se w for assintética a Ps;p em algum furo z, € I' entao,
necessariamente, z, é o unico furo negativo de w, pois, caso contrario, fC\F w*dA\p < Ts p —
Ts p = 0, uma contradi¢ao. Sendo assim, devemos ter f(C\{z*} w'd g = Tsp — T35 = 0 e,
como W é nao-constante, w é um cilindro sobre a 6rbita periédica Ps . Sejam z, e d,, como
em (3.131), escolhidos de modo que 2, € S*, Im(z,) > 0 e g(0,) = y» € (3, 1) para cada n.
Podemos assumir que z, — 2’ e §, — ¢’ quando n — oo, com 2’ € S, Im(z') > 0 g(¢§') €
[%, 1]. Deste modo, 2z’ # —i e, portanto, mesmo que o ponto de bubbling-off z, coincida com
—i ou com 2/, ainda podemos usar (3.131) para concluir que w(C \ {z.}) N Ng # 0. Isto
contradiz o fato de w ser um cilindro sobre a drbita periédica Ps g, pois Ng NPp=10.
Com isso mostramos que, em cada um de seus furos negativos, w é assintética a algum
recobrimento de P, . Uma vez que @ é somewhere injective ¢ w(C\ I') C Sp, se ocorresse
#I' > 2 ou se, para algum furo em I', w fosse assintética a um p-recobrimento de P g com
p > 2, entdo w admitiria auto-intersegoes segundo a Proposigao B.0.4-i)-ii). Isto implicaria
que W intersecta a curva pseudo-holomorfa @, := (d + ¢, w) para alguma constante ¢ € R e,
mais ainda, como w é somewhere injective e nao é um cilindro sobre uma érbita periodica, as
intersecoes entre w e w, seriam isoladas pelo Principio da Similaridade de Carleman. Logo,
por positividade e estabilidade de intersegoes entre curvas pseudo-holomorfas, teriamos que
W, intersecta Wy, . := (d,+c¢, w,) para n grande, contradizendo o fato de w,, ser um mergulho
para cada n € N.

Portanto, o conjunto I' é formado por um tnico ponto z* € D e a curva Jg-holomorfa
de energia finita @ : C\ {z*} — R x W, satisfazendo w,, — @ em C2 quando n — oo, é
assintotica a P» p em seu furo negativo z* e assintética a Ps g em seu furo positivo +-00. Em
particular,

/ w*d)\E = T37E - T27E. (3135)
C\{z*}

Vamos precisar da afirmacgao a seguir, cuja prova segue os mesmos passos da demonstracao
do Lema 3.5.6.

Afirmacao IV: Para E > 0 suficientemente pequeno, ocorre o sequinte: dada uma vi-
zinhanca S*-invariante W, da curva fechada S* 3 t v~ x3 p(Ts gt) em C°°(S, W), eziste
Ry > 0 tal que, para todo R > Ry e todo n grande, a curva fechada t — w,(Re*) estd
contida em W;.

Para demonstrar essa afirmacgao, vamos mostrar primeiramente que, para qualquer € > 0
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e qualquer sequéncia R,, — 400, existe ng € N de modo que, se n > ng, entao
/ wrd, <e. (3.136)
C\Bkr,,(0)

Suponha, por absurdo, que possamos encontrar um € > 0 e uma sequéncia R, — +oo
satisfazendo f(c\ Br. (0) wrd\, > € para todo n. Neste caso, como a energia d), do plano w,

¢ igual a T3, para cada n, obtemos que
/ wydA, <Ts, —€ (3.137)
Br, (0)

para todo Ry > 0 e todo n grande. Além disso, como z* é um furo negativo de w, dado

qualquer ry > 0 suficientemente pequeno, temos que
€
/ wydA, > Thp — = (3.138)
B Z* 2
ro (2%)

para todo n grande. Tendo em vista que w,, — @ em C°, quando n — oo, (3.137) e (3.138)

implicam a seguinte desigualdade

€ €

/ w'dA\g <Tsp—e€— (Tz,E — —> =T3p—"Top—
Brg (0)\Brg (%) 2 2

para todo n grande. Disto segue, pela arbitrariedade de Ry e rg, que
€

/ wd\p <Tsp—Top — = <Tsp—Thg,
C\{=*} 2

contradizendo (3.135). Com isso, mostramos (3.136).

Agora, vamos assumir que existem uma sequéncia [?; — +o0o e uma subsequéncia Wy,
de 0, tais que as curvas fechadas t — wy,(R;e*™) nao estao contidas na vizinhanga W.
Denotamos as sequéncias R; e w,,, com j € N, respectivamente por R, e w,, com n € N.

Considere as curvas J,-holomorfas o, : R x S* — R x Wy definidas por
(s, t) = (bu(s,1),vn(5, 1)) = (dn (Rae®™ ™) — dp(Ry), wy (Rne®™ 1))

Para todo n, temos que b,(0,0) = 0 e a curva fechada S* > t — v,(0,t) = w, (R,e?™) nio

estd contida na vizinhanca W;. Além disso, observe que, para qualquer R > 0,
(s,t) € [-R,R] x S* & R,e*™* ) ¢ By 2:1(0) \ Bp,e-2-r(0). (3.139)

Por esta razao, podemos garantir que a sequéncia v,, possui uma limitacao Cpy.. De fato,
qualquer sequéncia de pontos (s,,t,) convergindo a um ponto de bubbling-off em R x S*
“rouba” pelo menos T, p da energia d\g, devido ao Lema 3.5.1 e a Proposicao A.0.1, e
corresponde a uma sequéncia de pontos z, em C satisfazendo nh_r)lolo |zn| = +o0, por (3.139) e

pelo fato de R,, — +00. Mas isto contradiz (3.136). Portanto, a menos da extragao de uma
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subsequéncia, temos que 0, — v em Cf°, quando n — oo, onde ¥ = (b, v) : Rx ST — RxWpg é
um cilindro Jg-holomorfo. Além disso, (3.136) e (3.139) também implica que, para qualquer
So > 0 fixado e todo € > 0,

/ v*d g <limsup / vrd\,
[—S0,S0]x 51 n [—S0,50] xS1

<limsup

/ wid\,
n B orsgp, (O\B_—2rs Rn (0)

n

<e

Y

se n for suficientemente grande e disto segue que fo g1 V*dAg = 0. Usando o Lema de Fatou,

vemos que E(0) < limsup,, 15, = T3 g e, mais ainda, temos que ¥ é ndo-constante, pois

n

T37E Z / U*/\E = lim ’U*)\n = lim U):L/\n Z T27E.
{0} xSt

Sendo assim, pela caracterizacao das superficies de energia finita com energia d\g igual a
zero (Teorema 6.11 de [29]), © é um cilindro sobre uma drbita periédica @ = (z,T) € P(Ag).
Por construcao, () é geometricamente distinta de Ps; g e sua acao 7' é menor ou igual a
Ty . Por (3.131) e pelo fato de R,, — +oo, as curvas fechadas ¢t — v,(0,t) = w,(R,e*™)
estao contidas em Ugo, logo () também é geometricamente distinta de P» p. Além disso, Q)
nao estd enlacada com Pj g, pois, caso contréario, as curvas fechadas t — v,(0,?) também
estariam, para n suficientemente grande. Mas isso contradiz a Proposicao A.0.3 se £ > 0
for suficientemente pequeno. Assim, concluimos a prova da Afirmacao IV.

E possivel mostrar também que w tem um decaimento exponencial proximo ao furo
400, que é descrito por um autovetor e associado a um autovalor negativo § do operador
assintético Ap, ,, no sentido de (3.114). A prova deste fato segue os mesmos passos da
demonstracao da Proposicao 3.5.5 e, por esta razao, optamos por omiti-la. Mais que isso,
pelos mesmos argumentos apresentados na demonstragao da Proposi¢ao 3.5.8-(iv), obtemos
que o winding number de e ¢ igual a 1. Observe ainda que, além de estar contida em Sg,
a imagem w(C \ {z*}) ndo intersecta a dérbita periddica Pj g, pois, caso contrario, usando
(3.135), o Principio da Similaridade de Carleman e positividade e estabilidade de intersegoes
entre curvas pseudo-holomorfas, concluiriamos que w, (C) intersecta Ps,, para todo n grande,
uma contradi¢ao. Portanto, pela unicidade obtida na Proposicao B.0.2, w deve coincidir com
o cilindro rigido v = (bg, vg) construido na Subsegao 3.5.2, a menos de reparametrizagao e
translacao na direcao real.

Logo, pela Afirmacao IV e pelo fato de w,, = w em C}% quando n — oo, chegamos a
seguinte conclusao: dado qualquer Ry > 0 e dada qualquer vizinhanca aberta V; C Wg de

ve(R x ST U Ps p, temos que
wy, (C\ Bpg,(2")) C Vi, Vn grande. (3.140)

Nosso proximo passo é analisar o comportamento das curvas w,, = (d,, w,) préximo ao
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ponto z* € D, utilizando para isso um procedimento conhecido como soft rescaling. Para
uma exposigao mais geral sobre este procedimento, recomendamos as referéncias [27, 37, 40].

Uma vez que @ ¢ assintético a P, p em seu furo negativo z*, podemos escolher € > 0
suficientemente pequeno de modo que

Thk

0 < / wAp — Top < “2E (3.141)
9B.(=*) 4

onde 0B (z*) estd orientado no sentido anti-horario. Agora, definimos uma sequéncia z,, — z*

da seguinte forma: sejam z, € B.(z*) e 0 < 0, < € tais que

dn(zn) < dn(€),V¢ € Be(2"),
Trp

/ wrdA, = —=.
Be(2*)\Bs,, (2n) 2

A existéncia de 0, satisfazendo a segunda equagao de (3.142) segue de (3.141). Observe que,

(3.142)

como z* é um furo negativo, a primeira equacao de (3.142) nos diz que z, — z* quando
n — oo. Além disso, temos que 9, — 0 quando n — oo. De fato, supondo o contrario,
podemos assumir que 6, — d > 0. Entdo, por (3.141) e (3.142), dado 0 < € < §, obtemos a

seguinte contradicao

T
== > lim / wrdA, > lim / whd\, = 22E
4 n—oo Be(z*)\Bg(Z*) n—o00 Be(z*)\Bgn(zn) 2

Seja (R,)nen uma sequéncia de nimeros reais satisfazendo R,, — +oo e

Su Ry < % (3.143)

Para cada n, considere a curva jn—holomorfa Oy : Bg,(0) = R x Wg definida por
On(2) = (bp,vn) = (dp(2n + 0n2) — dp(2n + 20,), Wy (2, + 0,2)). (3.144)

Observamos que 7,(2) € {0} x Wg e, pelo modo como a sequéncia z,, foi definida em (3.142),
vemos que z = 0 é ponto de minimo da funcao b,, para todo n. Na afirmacao a seguir,

analisamos a convergéncia da sequéncia v,,.

[e.9]

> quando n —

Afirmacao V: A menos da extracdo de uma subsequéncia, v, — v em C
00, onde v = (b,v) : C — R x Wg € um plano Jg-holomorfo de energia finita assintdtico a
Py g em +oo0.

Para provar a Afirmagao V, mostremos primeiramente que |V, (z)|, é uniformemente
limitado em z € Bg,(0) e em n € N. Suponha o contrario, isto é, que existem uma
sequéncia de pontos (, € Bg,(0) e uma subsequéncia de v,, ainda denotada por ¥, tais

que |V9,,(¢y)|n — 400 quando n — co. Por (3.142) e (3.143), temos que

T
/ vidA, = / wid\, < 2L
Br,, (0)\D Bi tn (2n)\Bsy (21) 2
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para todo n grande. E ja que cada ponto de bubbling-off da sequéncia v,, deve “roubar” pelo
menos 15 p da energia d\g, devido ao Lema 3.5.1 e a Proposi¢ao A.0.1, podemos concluir

que limsup,, . |¢,| < 1. Além disso, para qualquer R > 0 grande fixado, temos, por (3.141),

5T:
/ Vi, = / Wy A, < / wy A < 2.5 (3.145)
0BR(0) OBRs,, (2n) OBc(z*) 4

para todo n grande.

que

Apd6s um procedimento indutivo, como aquele realizado na demonstracao da Proposicao
3.5.4, encontramos uma curva .Jg-holomorfa de energia finita o = (b,v) : C\ I = R x W
tal que v, — v em C}X. quando n — oo, a menos da extracao de uma subsequéncia, onde
[ € D é um conjunto finito de pontos de bubbling-off da sequéncia 7,,. Note que aqui estamos
usando o fato de 0,(2) € {0} x W para todo n.

Visto que cada ponto em I'" acumula uma energia dAg de pelo menos Ts g, (3.145) garante
que I pode conter no méaximo um elemento. Suponha que #IV = 1 e denote por z o tnico
ponto em I”. Neste caso, temos que z é um furo negativo de o e, consequentemente, v é
nao-constante e z = 0, pois z = 0 é ponto de minimo da fungao b,, para todo n. Por (3.145) e
pela Proposicao A.0.1, concluimos que v ¢ assintética a P, p tanto no seu furo positivo 400,

quanto no seu furo negativo z e, portanto, ¥ é um cilindro trivial sobre P; g. Por (3.142)

T:
L= [ wn= [ - B
oD 0Bs,, (zn) 0Be(z*) 2

para todo n. Consequentemente, como z = 0, podemos usar (3.141) e obter que

temos que

T T T 3T
/ U*)\E = / w*)\E — —27E S —2’E + T27E — —27E = 2,8 < T27E.
oD OB (2*) 2 4 2 4

Mas isto contradiz o fato de © ser um cilindro sobre a érbita periédica P, . Com esta
contradigao concluimos que IV = () e, portanto, |V,(2)], é uniformemente limitado em z e

em n.

o0

Sendo assim, uma vez que 0,(2) € {0} x Wg para todo n, obtemos uma limitacdo CF2

para a sequéncia de curvas jn-holomorfas O : Bg,(0) = R x Wg. Como R,, — 400, segue
que U, — v em CY. quando n — oo, a menos da extra¢ao de uma subsequéncia, onde
o = (b,v) : C = R x Wg é um plano Jgz-holomorfo de energia finita que, por (3.145) e pela
Proposicao A.0.1, é assintético a P, p em 4o00. Com isso, finalizamos a demonstracao da
Afirmacao V.

Observe que, pela unicidade obtida na Proposicio B.0.2, o plano Jg-holomorfo & = (b,v) :
C — R x Wg deve coincidir, a menos de reparametrizagao e translagao na dire¢ao real, com

Uy,p Ou com Usg g, 0s planos rigidos construidos na Segao 3.3. Assumindo que seja com 4y g,

o0

> nos permite concluir que, dado qualquer R3 > 0 e qualquer

a convergencia v, — v em
vizinhanca Vo C Wy de uy g(C), as imagens v, (Bg,(0)) estdo contidas em V, para todo n
grande. Disto segue que

Wy, (BRrys, (2n)) C Vo, Vn grande. (3.146)
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Agora, considere W, uma pequena vizinhanca S'-invariante da curva fechada S' > t
zo p(Ty pt) em C®(ST, Wg). Sabendo que P, p é uma 6rbita periddica hiperbdlica, podemos
assumir que nao existe nenhuma outra érbita periddica além de P, i contida na vizinhanca
W,, médulo S'-reparametrizagoes. Como w,, — w em Cf2, quando n — oo e w é assintGtica

a P p em seu furo negativo z*, encontramos 0 < ¢y < € pequeno tal que, fixando 0 < p < ¢,

a curva fechada ¢ — w, (zn + pe%”) estd contida em W, Vn grande. (3.147)

Do mesmo modo, como v,, — ¥ em C?°. quando n — oo e ¥ é assintética a P, p em seu furo
) loc ’
positivo 400, podemos encontrar Ry, > 0 grande tal que, fixando R > Ry, a curva fechada

t — v, (Re*™ ) estd contida em W, para todo n grande e, portanto,
a curva fechada t — w,, (zn + R5n62m) estd contida em W, Vn grande. (3.148)

Ainda pela convergéncia 9,, — ¥ e pelo fato de v ser assintético a P g, podemos assumir que

T.
/ Wi, = / vEA, > 22 > 0 (3.149)
OBs, ry (2n) 9By (0) 2

para todo n suficientemente grande.
Para cada n € N, definimos o cilindro jn—holomorfo C’n : [m hﬂ] x ST = R x Wg

2r 27

da seguinte forma
Cr(s,t) = (ca(s,1), Cp(s,t)) = Wy (zn + 627T(S+it)) . (3.150)

Observe que s € [%, %] se, e somente se, 2™ € [Ryd,, €]. Por (3.147) e (3.148), as

curvas fechadas t — C), (%, t) et— C, (lgfro,t) estao contidas na vizinhanca W, para

todo n grande. Além disso, usando (3.141), obtemos que

E(C,) =s C*d\
( n) wlg/[l“’jﬂé"a“;?]xsl n@An1p

PeA \ JOBe, (2n) OBRys,, (2n)
5Tr g

< wy A, <
/é)Be(z*) 4

para todo n grande, onde A = {1 € C*(R,[0,1]) : ¢/ > 0} e A,y = ¥A,. Mais ainda, por
(3.142) e (3.149), temos que

T.
/ CrdN, = / widh, < 2L (3.152)
[fefign tnco ), g1 Beg (20)\Bros, (2n) 2

T: In Ryd,, 1
/ c:;Anz/ w;‘l)\n>£,Vpe{n 0 ﬂ]
{p}x St OBarp(zn) 2 2 2

para todo n grande. Sendo assim, estamos em condicoes de usar a seguinte afirmacgao, que

(3.153)
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¢ essencialmente equivalente ao Lema 4.9 de [27].

Afirmagao VI: Seja Wy, C C*(S*, Wg) uma pequena vizinhanga S*-invariante da curva
fechada S* 5 t v w9 5(To pt), onde Py g = (22,5, To i) € considere uma sequéncia de cilindros
J,,-holomorfos @, = (AnyUp) @ [rny Ry] X ST — R x Wg satisfazendo

E(un) < =, (3.154)
T
/ widh, < =2 (3.155)
[rn,Rn] xSt 2
* T g
ur A, > —= Vp € [ry, Ry). (3.156)
{p}xs1 2

Entdo, existe h > 0 tal que cada curva fechada S* > t — u,(s,t) estd contida em Wy para
todo s € [r, + h, R, — h].

Para demonstrar essa afirmacao por absurdo, podemos assumir que existe uma sequéncia
de cilindros .J,-holomorfos @, = (@nytup) @ [rn, Ry] X ST — R x W, satisfazendo (3.154),
(3.155) e (3.156), de modo que

a curva fechada S* 3t — u,(s,,t) nio esta contida em W (3.157)

para algum s, € [r, +n, R, —n] e R, —r, > 2n. Neste caso, definimos uma nova sequéncia

de curvas J,-holomorfas E,, : (7 — Sn + €1, Ry — 5, — €1] x ST — R x Wg da seguinte forma

E.(s,t) = (en(s,t), En(s,t)) = (an(s + Sp,t) — an(Sn, 0), un(s + sp, 1)),

onde €; > 0 é qualquer numero real suficientemente pequeno. Note que, para todo n,
en(0,0) = 0 e a curva fechada t — E,,(0,t) = u,(s,,t) ndo estd contida em W, por (3.157).
Devido & propriedade (3.155), temos que |V E,(s,t)|, é uniformemente limitado em (s, )
e em n. De fato, se existissem uma subsequéncia de E,,, novamente denotada por En, e
uma sequéncia de pontos z, = (Sp,t,) € [rn — Sn + €1, Ry — Sp — €1] X St satisfazendo
|V£77n(zn)|n — oo quando n — oo, entdo a sequéncia z, “roubaria” pelo menos T5 p da

energia d\g, pelo Lema 3.5.1 e pela Proposigao A.0.1, contradizendo assim (3.155). Portanto,

[e.°]

o e, por esta razao, encontramos um cilindro Jg-

a sequencia E, admite uma limitacao
holomorfo F = (e, E) : Rx S — R x Wg tal que, a menos da extracio de uma subsequéncia,
E, — E em C quando n — oo.

Tendo em vista as propriedades de u,, em (3.154), (3.155) e (3.156) e, consequentemente,
propriedades similares de E,, concluimos que E satisfaz

3T, T T
E(E)gﬂ,/ E*dig < =2E ¢ / Ep > 22 ¥peR,
2 Rx St 2 {p}xSt 2

Logo, £ é um cilindro de energia finita, nao constante, com um furo negativo em s = —o0

e um furo positivo em s = +o0o. Mais que isso, em s = +o00, E é assintético a uma dérbita
3Ty
2

periédica de A\g com ac¢ao menor ou igual e, portanto, o mesmo ocorre em s = —oQ.
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Sendo assim, segue da Proposicao A.0.1 que, se E > 0 for suficientemente pequeno, entao
P,  é o limite assintético de E em ambos os furos s = o0, implicando que E é um cilindro
trivial sobre P, . Mas isto contradiz o fato de ¢t — E,(0,t) néo estar contido em W, para
todo n, pois E, — F em o quando n — oo. Com isso, finalizamos a demonstragao da
Afirmagao VI.

Uma vez que a sequéncia de cilindros J,-holomorfos C,, = (Cn, Cy) : [%, lg%} x St —
R x Wg, definida em (3.150), satisfaz as propriedades (3.151), (3.152) e (3.153), podemos
usar a Afirmacao VI para encontrar h > 0 de modo que, para todo n grande, a curva fechada
St >t C,(s,t) esteja contida na vizinhanca W, para qualquer s € [% + h, h;dfr — ]

Disto segue que

27rti)

a curva fechada S' 5t — w, (zn + pe esta contida em W,

para todo n grande e para todo p € [e*™ Ry, e > ¢y]. Consequentemente, para qualquer

vizinhanca V3 C Wg de P, g, temos que
Wi (Be-2mhey (2n) \ Bezrngys, (2n)) C Vs, ¥n grande. (3.158)

Escolhendo 0 < Ry < e 2 ¢y e R3 > e*™ Ry, podemos usar (3.140), (3.146), (3.158) e o
fato de que z, — z* quando n — oo, para concluir que, dada qualquer vizinhanca pequena
V C Wg de uy 5(C)U Py g Uvg(R x SY)U Ps g, as imagens w, (C) estdo contidas em V para
todo n grande. Lembre-se que os planos J,,-holomorfos de energia finita w, = (d,,w,) € j-:n
sao tais que py € w,(C) para todo n grande. Portanto, basta tomar uma vizinhanca V
suficientemente pequena de modo que py ¢ V para, finalmente, encontrar uma contradicao.

Com isso, chegamos a conclusao de que |V, (z)|, é de fato uniformemente limitado em
z € Ceemn € N e, sendo assim, usando (3.131) e regularidade eliptica usual, obtemos
uma limitacao C}Y. para a sequéncia de planos w,. Em particular, encontramos um plano
Jg-holomorfo & = (d,w) : C — R x Wg tal que, a menos da extracao de uma subsequéncia,
W, — w em C quando n — oco. Por (3.131) e (3.132), @ é nao-constante e, pelo Lema de
Fatou, E(iw) < T . Devido a (3.131) e ao fato de que toda érbita periédica em U \ Ps g
com acao menor ou igual a 75 i deve estar enlacada com Ps g, segundo a Proposicao A.0.3,
obtemos que w ¢ assintético a érbita periddica Ps g em seu furo positivo +oo.

Recapitulando, baseados nas condigoes de intersecao (3.123) ou (3.130), dividimos esta
demonstracao em dois casos. Em cada um deles, reparametrizamos e R-transladamos a
sequéncia de planos J,-holomorfos @, = (d,,w,) € F,,, satisfazendo p, € w, (C) para todo
n grande, de modo que (3.124) ou (3.131) se cumprisse. Em ambos os casos, concluimos que
W, — w em C quando n — 0o, a menos de extracao de subsequéncia, onde w = (d,w) :
C — R x Wg é um plano Jg-holomorfo de energia finita assintético a P; p em +oo. Pelo
Principio da Similaridade de Carleman e por positividade e estabilidade de interse¢oes entre
curvas pseudo-holomorfas, vemos que w(C) nao pode intersectar uy g(C), ug g(C), vg(C), Po.g
ou Pj p, pois isto implicaria interse¢oes de w,(C) com uy,(C), us,(C), v, (C), P, ou P,

para todo n grande, uma contradicao, logo w(C) C Vg C Sp. Além disso, podemos argu-
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mentar como no Lema 3.5.6, veja também [33, Lema 8.1], para concluir que, dada qualquer
vizinhanca V4 C Wi de Ps g, existe Ry > 0 tal que w,,(C\ Bg,(0)) C V, para todo n grande.
Escolhendo Vy suficientemente pequena de maneira que py ¢ V,, obtemos uma sequéncia de
pontos ¢, € Bg,(0) que satisfaz w,({,) = po para cada n. Sendo ¢, uma sequéncia limitada,
podemos assumir que (¢, — 2o quando n — oo e, como W, — w em C° quando n — 00,
devemos ter que w(zp) = po.

Podemos mostrar também, seguindo os mesmos passos da demonstracao do Teorema 7.2
de [33], que o plano @ tem um decaimento exponencial préximo ao furo 400, no sentido de
(3.160) da Proposigao 3.5.11 enunciada logo abaixo. De fato, existem um autovalor negativo
0 e um d-autovetor e do operador assintético Ap, , tais que, em coordenadas de Martinet
em torno de Ps g, temos @ (e*™+) = (d(s,t),9(s,t),z(s,t),y(s,1)),s > 0, satisfazendo
as estimativas exponenciais dadas em (3.160). Neste caso, podemos considerar os winding
numbers wind () e wind, (@) associados ao plano de energia finita w. Como CZ(Ps ) = 3,
temos que winde(+00) < wind<*(Ap, ) = 1 e, entdo, pela segunda equagio de (1.52),
obtemos

0 < wind,(w) = wind(0) — 1 = wind(+00) =1 <1—-1=0.

Disto segue que winde(+00) = wind(e) = 1 e wind,(w) = 0 e, portanto, w é uma imersao
transversal ao campo de Reeb X,,. Mais ainda, pelo comportamento assintético de w
proximo ao seu furo 400, temos que w é um mergulho préximo ao bordo e, por ser limite
oo dos mergulhos w,,, podemos concluir que w também ¢ um mergulho.

Para mostrar que w é um mergulho, vamos proceder como na demonstracao da Proposicao
7.3 de [33]. Primeiramente, afirmamos que w(C) # w.(C) para qualquer ¢ # 0, onde
W, = (d 4 ¢, w). De fato, suponha por absurdo que exista ¢ < 0 tal que as imagens w(C) e
w.(C) coincidam. Nesta situagao, dado z € C, encontramos 2z’ € C que satisfaz w(z') = w.(z)
e, consequentemente, d(z') = d(z) 4+ ¢. Iterando este argumento, obtemos uma sequéncia
zn € C tal que d(z,) = d(z) + nc para cada n € N. Como ¢ < 0, temos que d(z,) — —00
quando n — oo, contradizendo o fato de que a funcao real d é limitada por baixo. No caso
em que ¢ > 0, basta construir uma sequéncia z, € C satisfazendo d(z,) = d(z) — nc e,
assim, chegamos a mesma contradigdo. Portanto, as intersegoes entre as imagens w(C) e
w.(C), ¢ # 0, devem ser isoladas pelo Principio da Similaridade de Carleman. Todavia, por
positividade e estabilidade de intersecoes de curvas pseudo-holomorfas, a existéncia de uma
tal intersecao implicaria que w,(C) N W, (C) # () para n grande, onde W, . = (d,, + ¢, w,).
J& que isso nao ocorre, pois cada w,, é um mergulho, concluimos que w(C)Nw.(C) = () para
qualquer ¢ # 0. Por esta razao, e também pelo comportamento assintético de w préximo
ao furo +o00, por w ser um mergulho e por w ser uma imersao, podemos inferir que w é um
mergulho.

Agora, pelo Teorema 1.4 de [29], obtemos a seguinte propriedade de unicidade: se w; =
(dy,wy) e Wy = (dg,wq) sao planos Jg-holomorfos de energia finita assintéticos a P; p com

decaimento exponencial como em (3.160), entao

w1(C) = we(C) ou w1(C) Nwy(C) = 0. (3.159)
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Na verdade, o Teorema 1.4 de [29] assume que o limite assintético ¢ ndo-degenerado. Entre-
tanto, sua demonstracao faz uso apenas do decaimento exponencial dos planos Jg-holomorfos
de energia finita préximo ao furo +oo e, sendo assim, podemos aplica-lo em nosso contexto.

> w = (d,w) da sequéncia w,, = (d,,, w,), apés convenientes

Segue de (3.159) que o limite
reparametrizagoes e R-translagoes, satisfazendo py € w(C), é tnico. Vamos denoté-lo por

Wg = (dg, wg). O

A proposicao abaixo descreve detalhadamente o comportamento assintético préximo ao
furo +o0o de um plano Jg-holomorfo que, como na Proposicao 3.5.10, é obtido como limite
de uma sequéncia de planos J,-holomorfos w, = (d,,, w,) satisfazendo p, € w,(C) para

1oc

todo n.

Proposicao 3.5.11. Sejam py € Vg e 0 = (d,w) : C — R x Wg um plano Jg-holomorfo
de energia finita assintdtico a Py p = (x3.p,T5r) em +0o que € obtido como limite C}Y,
da sequéncia de planos J,-holomorfos de energia finita w, = (dp,wy) satisfazendo py €
w,(C) para todo n grande, como na Proposi¢io 3.5.10. Considere coordenadas de Martinet
(0, 2,y) € S* x R?, como no Lema 1.3.2, definidas em uma pequena vizinhanca tubular
U C Wg de Ps g, nas quais a drbita periddica Py p € vista como S' x {0} e a forma de
contato \g assume a forma gg(dd + xdy). FEntdo, usando coordenadas cilindricas em C,
temos que w(s,t) € U para todo s suficientemente grande e, nas coordenadas de Martinet, o

plano w € representado por fungoes
(d(s,t),9(s,t),2(s,t),y(s,1)), (s,t) ER x S s> 0,
que satisfazem

|D7(d(s, 1) — (Ts.p5 + ao))| <A,e™",
[D7(0(s,) =t = Do)| <Ase7",

t)

d)

) =elo MO (e(t) + R(s, 1)),
| SA,Y(Z*TOS,

3.160
2(5.8) i= (2(s,), (3160

[DYR(s, )], |D7(pu(s) —

para todo s grande e todo v € N x N, onde A,,ry > 0,9y e ag sao constantes reais. A
fungao V(s,t) € vista como uma aplica¢io em R e satisfaz 9(s,t + 1) = V(s,t) + 1. Aqui
p(s) = 6 < 0 quando s — 400, onde § ¢ um autovalor do operador assintético Ap, , e a
aplicacdo e : S* — R? corresponde a um d-autovetor de Ap, ;, representado em coordenadas
induzidas pelo tubo de Martinet. Seu winding number com respeito a uma trivializagao global

¢ igual a 1.

A nao ser por pequenos ajustes, como aqueles realizados na demonstragao da Proposicao
3.5.5, a prova da Proposicao 3.5.11 é dada essencialmente pela demonstracao do Teorema
7.2 de [33].

Denote por M3 g o espaco dos planos Jg-holomorfos de energia finita w = (d,w):C—
R x Wg tais que w ¢ um mergulho assintético a Ps g em 400, com decaimento exponencial

descrito por um autovetor associado a um autovalor negativo do operador assintético Ap,
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com winding number 1, como na Proposi¢ao 3.5.11. Os planos de energia finita com tal
comportamento assintético foram chamados por U. Hryniewicz em [35] de planos rapidos.
Vimos na Proposicao 3.5.10 que, se £ > 0 for suficientemente pequeno, entao, dado qualquer
ponto py € Vi = Sg \ (Vg U P53 ), encontramos wg = (dg,wg) € Msg tal que py €
wg(C) C Vg. Disto segue, pela propriedade de unicidade (3.159), que w(C) C Vg para todo
w = (d,w) € M3 g.

Em [30], Hofer, Wysocki e Zehnder desenvolveram uma teoria de Fredholm com pesos
para descrever localmente espacos como Mj . Usando o comportamento assintético expo-
nencial dos planos Jg-holomorfos em M3 g, podemos demonstrar o resultado a seguir, que

é essencialmente o Teorema 2.3 de [35]. Veja também [30, Teorema 1.5].

Teorema 3.5.12. Considere um plano Jg-holomorfo @ = (d,w) € Ms g. Entao existem

e >0 e um mergulho

O =(a,P):(—€,6) xC—RxWg
tais que
(i) ®(0,2) = w(z) para todo z € C.

(ii) Para qualquer 7 € (—¢,€), a aplicagio ®, = (a,, ®,;) = &(1,-) : C — R x W
pertence a Mg g, isto €, ®, € um plano rdpido mergulhado assintdtico a P g que
satisfaz ©,(C) C Vg para todo T.

(iii) A aplicagdo
d : (—E,E) x C— WE\P&E
¢ um merqgulho.

o0

i quando n — 0o,

(iv) Se uma sequéncia W, = (dn,w,) € Msg satisfaz W, — w em C
entdo, para cada n grande, encontramos A,, B, € C, ¢, € R, 7,, € (—¢,€) de modo que

A,—1,B,—0,¢,—0er, =0 quando n — oo e, além disso,

W (2) = Cs, e (Anz + By) = (ar, (Anz + By) + ¢n, @1, (Anz + By)).

O Teorema 3.5.12 nos fornece uma familia suave maximal de planos W, g = (d, g, w, g) €
M; g, com 7 variando em um intervalo (7_, ), que satisfaz w,, g(C) Nw,, g(C) = 0 para
todo 71 # 7. Note que esta familia nao pode ser compactificada a uma familia com
parametros em S!'. De fato, uma S'—familia de tais planos proporcionaria uma decom-
posigao em livro aberto em Wy com binding (ou encadernacao) Ps g, 0 que nao ocorre, pois
Ar admite drbitas periddicas em Wg que nao estao enlagadas com P; g, como Ps e P§7 B

Finalmente, vamos analisar a convergéncia da (7_, 7,)—familia de planos Jg-holomorfos
Wy p = (d: g, w, ) quando o parametro 7 converge aos extremos 7_ e 7. Mais especifica-
mente, veremos no proximo resultado que a familia de planos D, gy = w, g(C) se quebra em
Uy gUP, pUVE quando 7 — 7_ e se quebra em U pUP, pUVE quando 7 — 74.. Relembrando

as notacoes, Uy g = uy g(C) e Uy p = us 5(C), onde os planos rigidos @y p = (a1.p, u1,) €
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g g = (ag.p,us i) sd0 como na Proposi¢ao 2.3.10-1), Vg = vg(R x S), onde o cilindro rigido
g = (bg,vE) é como na Proposigao 2.3.10-ii), Pop = (2o, Top) € Psp = (v3.p, 15 ) sao
as orbitas peridédicas de A\g com indices de Conley-Zenhder 2 e 3 respectivamente. Podemos

assumir a seguinte normalizacao
_=0, 74=1 e Xyglu,, 7>0, (3.161)

ou seja, o parametro 7 cresce na direcao apontada pelo campo de Reeb X .

Proposicao 3.5.13. Para E > 0 suficientemente pequeno, ocorre o sequinte. Se 7, € (0,1)
¢ uma sequéncia satisfazendo T, — 07 quando n — oo, entdo, apds reparametrizar e R-
transladar convenientemente as curvas W, g, Vg € Uy g, obtemos que w,, g converge para
U @ Uy,p quando n — oo no sentido SFT [1, 7], isto €,

(i) existe z* € D tal que C,, = (cn,Cp) : R x S = R x Wy, definido por Cy(s,t) =

Wy, 5 (2° + T | satisfaz

Cn — v em C}). quando n — oo;

(i1) existem sequéncias z, — z*, 6, — 07 e ¢, € R tais que P, = (P, P) : C = R x Wk,
definido por P,(z) = (dr, 5(2n + 0,2) + Cn, Wy, 5(2n + 0,2)), satisfaz

- o '
P, = 15 em C},, quando n — oo;

(iii) dada uma vizinhanca S*-invariante Wi da curva fechada S' 3 t — x3p(Typt) em
C> (S, Wg), existe Ry > 0 tal que

a curva fechada t — w;, g (z* + ReQWit) esta contida em YWs

para todo R > Ry e todo n grande;

(iv) dada uma vizinhanga S'-invariante Wy da curva fechada S* 5 t — zop(Topt) em
C>(SY, Wg), existem ¢, > 0 pequeno e Ry > 0 tais que
27rz't)

a curva fechada t — w,, g (zn + pe esta contida em W

para todo 0 < R16,, < p < € e todo n grande.

Em particular, dada qualquer vizinhanga Vi C Wg de Uy g U Vg U Py g U Py g, temos que
D, g = w,, g(C) C Vi para todo n grande. Uma afirmagio similar é vdlida para qualquer

sequéncia T, — 17, substituindo Uy g por s k.

Demonstracao. A prova deste resultado segue as mesmas ideias da demonstracao da Pro-
posicao 3.5.10 e, por esta razao, vamos apresentar apenas os passos principais. Embora nao

seja um fato relevante para a analise, observamos que, nesta proposicao, a estrutura quase
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complexa Jp = (\g, Jg) estd fixada, enquanto na Proposicio 3.5.10, tivemos que lidar com

uma sequéncia de estruturas quase-complexas J, = (An, Jn) convergindo para Jg em C™.
Assumimos, primeiramente, que existe dp > 0 tal que w,, z(C) N Ngo = () para todo

n grande, onde Ngo é a 2-esfera definida em coordenadas locais por N§ = {q + p1 =

6} N K~Y(E) que separa as 6rbitas periddicas P3 g e P, p. Neste caso, apds reparametrizar e

o0

R-transladar as curvas ., g = (d,, g, Ws, g) como em (3.124), obtemos uma limitagao C2.

para a sequéncia W, g €, consequentemente, encontramos um plano Jg-holomorfo w € Mj g

o

> quando n — oo. Entretanto, como 7,, — 0% quando n — oo,

satisfazendo W, p — W em
isto contradiz a maximalidade da familia @, p parametrizada no intervalo (0, 1).

Portanto, a imagem w,, 5(C) deve intersectar a 2-esfera Ng para § > 0 arbitrariamente
pequeno. Nesta situacao, reparametrizamos e R-transladamos os planos ., g de modo que
satisfacam propriedades como (3.131) e (3.132). Provamos entdo que o conjunto I' formado
pelos pontos de bubbling-off da sequéncia w,, g estd contido no disco unitério fechado I e,
devido & maximalidade da (0, 1)-familia w, g, concluimos que I' # ). Mais que isso, usando
as propriedades de auto-intersecao da Proposicao B.0.4 e as propriedades de enlacamento
da Proposicao A.0.3, obtemos que I' = {z*} e que o limite da sequéncia @,, p em Cp2(C\
{#*},R x Wg) é um cilindro assintético a Ps g no furo positivo +oo e assintético a P g
no furo negativo z*. Pela unicidade obtida na Proposicao B.0.2, vemos que este limite deve
coincidir com v, a menos de reparametrizacao e translacao na direcao real. Isso prova o item
(i). Agora, realizando o procedimento de soft rescaling em torno do furo z*, encontramos

sequéncias z, — z* e 0, — 07 tais que as curvas P, = (py, P,) definidas em (ii) convergem

e8]
loc

na Proposicao B.0.2, este plano limite deve coincidir com 4; g ou com gy g, a menos de

em para um plano assintético a P, p em 4o00. Mais uma vez, devido a unicidade obtida
reparametrizagado e translagdo na dire¢ao real, e considerando a normalizagao (3.161) e o
fato de que 7, — 07 quando n — oo, chegamos a conclusao de que coincide com 4y g. Com
isso, mostramos o item (ii). Enfim, apés uma andlise delicada préximo as dérbitas periédicas
Ps e Po g, similar as Afirmagoes IV e VI contidas na demonstracao da Proposicao 3.5.10,

provamos os itens (iii) e (iv). O

Como mencionamos anteriormente, todo o procedimento realizado nesta subsecao para os
planos pseudo-holomorfos assintéticos a Ps g C Sg € feito de modo completamente analogo
no caso dos planos pseudo-holomorfos assintéticos a Pj , C S%. Assim, finalizamos a de-

monstracao da Proposigao 2.3.10-iii).



Apeéendice A
Propriedades de acao e enlacamento

Este apéndice tem dois objetivos centrais. O primeiro deles é analisar a acao das dérbitas
periddicas do fluxo de Reeb associado a A na 3-esfera Wy = Sg U S, provando especial-
mente que P, g C 0SE ¢ a dérbita periddica com agao minima em Wy, para E > 0 pequeno.
Em segundo lugar, apresentamos condigoes para que duas Orbitas periddicas geometrica-
mente distintas de A\p em S £, ou analogamente em S};, estejam enlacadas entre si. Estas
propriedades de agao e enlacamento de orbitas peridédicas foram utilizadas fortemente na
demonstracao da Proposicao 2.3.10.

Com relagao a acao das orbitas periédicas em Wg, temos o seguinte resultado.

Proposicao A.0.1. Para cada E > 0 pequeno, seja A\g a forma de contato em Wy obtida
na Proposicao 2.5.6 e considere P, p C Wy a orbita periddica na variedade central do sela-
centro p. dada, em coordenadas locais (q1, g, p1,p2), por ¢t = p1 =0 e I, = I,(0, E), como
em (2.10). Se E > 0 for suficientemente pequeno, entao Py g é a drbita periddica do fluzo de
Reeb de A\ com acao minima e, exceto por seus recobrimentos, todas as orbitas periodicas
de \p em Wg tém acao limitada inferiormente por uma constante T, > 0 que independe
de E > 0.

Demonstragao. Pela Proposigao 2.3.6, a forma de contato Ag coincide, em coordenadas locais
(q1,q2,p1,p2), com a forma de contato padrao A\g = %Z?zl pidq; — q;dp; préoximo a 2-esfera
0Sg = {q1 + p1 = 0} N K7'(E) que contém P, como equador. Logo, a agao da drbita

periddica P g, calculada em (3.68), satisfaz

2rE
APy g) = / Ag = WT + 0O (EQ) — 0 quando E — 07.
P g

Suponha, por absurdo, que existe uma sequéncia E, — 0 tal que, para cada n, a forma
de contato \g, admite uma érbita periddica ), C Wg, que nao é um recobrimento de P, g,

e cuja agao A(Q,) > 0 satisfaz
A(Q,) = / Ag, — 0 quando n — co. (A1)

Assuma, primeiramente, que existe um raio ¢ > 0 pequeno de modo que, em coordenadas

169
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locais, @, C Wg, \ Bs(0) para todo n. Devido a Proposicao 2.3.6, Ag, — Ag em C* quando
n — oo fora da bola Bs(0), onde Ay é uma forma de contato definida em Wy = S U S(’)
Neste caso, aplicando o Teorema de Arzela-Ascoli e tendo em vista (A.1), encontramos uma
subsequéncia de @,, convergindo para uma 6rbita constante do fluxo de Reeb de Ay em Wo
quando n — oo. Isto é uma contradic¢ao e, portanto, podemos afirmar que, fixado um ¢ > 0
pequeno, a orbita periédica @, deve intersectar Bs(0) para todo n grande. Uma vez que
(), ndo é um recobrimento de Pop, = {¢1 = p1 = 0,1, = 1,(0, E,)}, o comportamento
local do fluxo em torno do sela-centro nos diz que @),, contém um ramo ¢, dentro do anel
As := Bys(0) \ Bs(0) que vai de 0Bs(0) ao 0Bss(0), para todo n grande. Sendo assim, como
Mg, — Ao em A; quando n — 0o, é possivel encontrar uma constante uniforme ¢ > 0 de

maneira que

A(Qn):/ AEn>/ A\g, >¢€

n qn
para todo n suficientemente grande, contradizendo (A.1).

Com isso, concluimos que existe uma constante T;, > 0 tal que, para todo £ > 0
suficientemente pequeno, a a¢do das érbitas periédicas de Ag contidas em Wg\ Py g ¢ limitada
inferiormente por Thy,. Visto que A(P, g) — 0 quando E — 0 e que Ty, > 0 independe de
E > 0 pequeno, podemos considerar energia E > 0 ainda menor de modo que A(P, g) < Tiin
e, assim, A(Ps,r) ¢ menor que a agao de qualquer érbita peridédica de Ag que nao recobre
P p. m

Agora, vamos investigar as propriedades de enlacamento de érbitas periédicas em ambas
as componentes de Wg \ 0Sg = Sg U S%. Veremos que, neste quesito, as orbitas periédicas
nao-no, com indice de Conley-Zehnder 3 e ntimero de auto-enlagamento —1 desempenham

um papel de grande importancia. Vamos precisar do seguinte resultado, demonstrado por
Hofer, Wysocki e Zehnder em [33].

Teorema A.0.2. [33, Coroldrio 6.7] Seja X uma forma de contato dinamicamente convera
na esfera S3. Se Py é uma drbita periddica nio-nd de \ satisfazendo CZ(Py) = 3 e sl(Py) =
—1, entdo qualquer orbita periodica de A\ geometricamente distinta de Py estd enlacada com
P.

Motivados pelo Teorema A.0.2, enunciamos:

Proposicao A.0.3. Para todo E > 0 suficientemente pequeno, ocorre o sequinte: seja
Qr = (yg,tr) C SE uma orbita periodica nao-no de Ag, com indice de Conley-Zehnder 3
e miimero de auto-enlacamento —1, e seja Q' = (Y, ts) C Sp uma drbita periddica de \p
geometricamente distinta de Qg tal que thy < tg. Entio Q' estd enlagada com Qg. Uma

afirmacao similar é vdlida para S%.

Demonstrac¢ao. Suponha, por absurdo, que existe uma sequéncia F,, — 07 quando n — oo
tal que, para todo n, a forma de contato A\g, admite uma o6rbita periédica nao-né Qg, =
(yg, tr,) C S, com indice de Conley-Zehnder 3 e nimero de auto-enlacamento —1, e
admite uma orbita periédica Q% = (v, ) C Sp,, geometricamente distinta de Qp, e

nao enlagada com Qg,, satisfazendo t};, <tg,.
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Pela Proposigdo 3.2.5-1), temos que Qg, nao intersecta uma determinada vizinhanca
Us C Up- do sela-centro De, para n suficientemente grande, onde £* > 0 é como na Proposicao
2.3.6. Entao, usando a Proposigao 1.3.7, vemos que existe 77 > 0 tal que o argumento 7(t)
de qualquer solucao linearizada transversal nao-nula ao longo de yg, satisfaz 7 > 7, para
n suficientemente grande. Disto segue, pelo fato de CZ(Qg,) = 3 para todo n, que os
periodos tg, das érbitas (Qg, sao limitados superiormente por uma constante que independe
de n. O mesmo pode ser dito dos periodos tf; de Q7% , visto que tf; < tg,. Mais que
isso, temos que os perfodos t; sao limitados inferiormente por uma constante positiva que
independe de n. De fato, suponha que t, — 0 quando n — oo. Se existir um raio § > 0
pequeno de modo que, em coordenadas locais, @ nao intersecta a bola Bs(0) para todo
n, entdo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia de Q% convergindo para
uma orbita constante do fluxo de Reeb de Ay em 50, quando n — oo, onde Ay é a forma de
contato obtida na Proposicao 2.3.6. Isto é uma contradicao e, portanto, podemos afirmar
que, fixado um ¢ > 0, a érbita Q' deve intersectar Bs(0) para todo n grande. Neste caso,
como Q. C S £, €, consequentemente, @ mnado é um recobrimento da dérbita periédica
Pop, ={q =p = 0,1, = I,(0,E,)}, o comportamento local do fluxo em torno do sela-
centro nos diz que Q% contém um ramo ¢, dentro do anel A5 := By5(0) \ Bs(0) que vai de
0Bs(0) ao 0Bys(0), para todo n grande. Sendo assim, como Ag, — Ao em As quando n — 0o

pela Proposicao 2.3.6, é possivel encontrar uma constante uniforme € > 0 tal que

t%n:/ /\En>/)‘En>€
a

para todo n suficientemente grande, contradizendo o fato de t; — 0 quando n — oo.

/
En

Chegamos entao a conclusao que existe uma constante uniforme ¢ > 1 satisfazendo
1 /
E < tEn < tEn <, Vn. (AQ)

Como Qp, C Sg, \ Us para todo n, uma das consequéncias de (A.2) é que, usando
o Teorema de Arzela-Ascoli e a Proposicao 2.3.6, encontramos uma orbita periddica Qg =
(yo, to) de Ao em 50 e uma subsequéncia de F,, novamente denotada por E,,, tais que yg, — vo
etg, — to > 0 quando n — oco. Como CZ(Qy) < liminf, ,,, CZ(Qg,) = 3, obtemos da
Proposigao 3.2.6 que CZ(Qy) = 3. Além disso, a Proposigao 3.2.6 nos fornece ainda que Qg
¢ uma Orbita periddica simples, pois, caso contrario, seu indice de Conley-Zehnder seria pelo
menos 5. Disto segue que @y é nao-né e sl(Qy) = —1, haja visto que Qg, — Qo quando
n — 0o e cada Qp, é um nao-né satisfazendo sl(Qg,) = —1.

Agora vamos analisar a sequéncia () . Assuma, primeiramente, que ()% fica longe do
sela-centro p., isto é, existe uma vizinhanca U de p. tal que Q% C Sg, \ U para todo n.
Nesta situacao, obtemos da desigualdade (A.2), do Teorema de Arzela-Ascoli e da Proposicao
2.3.6 que existe uma 6rbita periédica Q) = (y),ty) de Ao em Sy tal que Qf, — Qyem C™
quando n — 0o, a menos da extra¢ao de uma subsequéncia de E,,. Observe que Q)f tem que

ser geometricamente distinta de ()p. De fato, em caso contrario, () seria um recobrimento
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simples de Qq, por (A.2), e, como CZ(Qg,) = 3 para todo n, o comportamento do fluxo
linearizado transversal ao longo yg, nos diria que Q7% estd enlagada com Qp, para todo n
suficientemente grande, o que nao ocorre. Considere uma pequena vizinhanca Uy C Ug- de
Pe que nao intersecta Qo U Q. Como ja argumentamos anteriormente, a convexidade estrita
do conjunto Sy \ Up nos permite estendé-lo suavemente a um ovaldide 5’0 C R*, devido a um
teorema de Ghomi em [18]. Sendo assim, estamos nas hipdteses do Teorema A.0.2, ou seja,
temos uma drbita peridédica ndo-né @y, com CZ(Qy) = 3 e sl(Qp) = —1, que estd contida
em um ovaléide Sy, onde o fluxo é dinamicamente convexo pelo Teorema 2.1.3. Como Q€
uma érbita peridédica geometricamente distinta de (), concluimos do Teorema A.0.2 que Qg
e y devem estar enlacadas, o que nos leva a uma contradicao, uma vez que Q% nao estd
enlacada com (g, para todo n.
Assuma agora que Q) se aproxima do sela-centro p, quando n — oco. Neste caso, fixado
d > 0 pequeno, temos que a drbita Q)% intersecta o anel As, determinado em coordenadas
locais (q1, g2, p1,p2) por As = Bas(0) \ Bs(0), para todo n suficientemente grande. Sejam
v a intersecao da variedade instavel local de p. com o anel As, dada por {qg1 = ¢2 = ps =
0,6 < p; <26}, e y; aintersecao da variedade estavel local de p. com o anel A, dada por
{PMr=q=p=0,0 <q <26}. Pelocomportamento local do fluxo em torno do sela-centro,
vemos que cada componente de ()% intersectando As se aproxima de 7§ ou de ;. Uma
vez que f,yg Ao, fv}; Ao > c; para alguma constante ¢; > 0 e que Ag, — A em As quando
n — oo pela Proposigao 2.3.6, obtemos que cada componente v, da intersecao Q5 N As
satisfaz f% Ag, > ¢ > 0 para n suficientemente grande. Portanto, como a agao de Q7% ¢é
uniformemente limitada, de acordo com (A.2), concluimos que o ntimero de componentes
da intersecao Q% N As é uniformemente limitado em n. Podemos assumir, passando a uma
subsequéncia se necessario, que o nimero de tais componentes é constante igual a 2py, com
po > 1, sendo que p, delas se aproximam de v§ e as outras p se aproximam de ~y§. Assim,
para cada n grande, a drbita @ possui exatamente p, componentes no complementar
da bola Bys(0). Como Ag, — )g fora de Bys(0) quando n — oo pela Proposicio 2.3.6,
podemos usar a limitacao uniforme do periodo t%; , dada por (A.2), e o Teorema de Arzela-
Ascoli para encontrar uma subsequéncia de F,, denotada de novo por E,, e uma orbita
homoclinica vg C Sy ao sela~centro p. de modo que, apds uma reparametrizacio conveniente,
', converge em CY para um pp-recobrimento da curva fechada simples 7y := U {p.} C Sy
quando n — oo. J4 que () nao estd enlacada com Qg, para todo n, temos que a curva
fechada 7y nao esta enlagada com @y, contradizendo a Proposi¢ao A.0.4 que provamos logo

abaixo. Com isso finalizamos a demonstragao da Proposi¢ao A.0.3. m

Proposicdo A.0.4. Assuma que o sela-centro p. admite uma drbita homoclinica vy C Sp.
Se Qo C Sy € uma drbita periddica nio-né com indice de Conley-Zehnder 3 e nimero de
auto-enlagamento —1, entdo a curva fechada 7o := v U{p.} C So estd enlagada com Qy em

So. Uma afirmagao similar € vdlida para Sy .

A estratégia para demonstrar a Proposicao A.0.4 é regularizar o conjunto singular estri-
tamente convexo Sy proximo ao sela-centro p. de modo que Qg e 7y correspondam a érbitas

periddicas de um fluxo de Reeb dinamicamente convexo sobre uma hipersuperficie de contato
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difeomorfa a 3-esfera tight. E entao, com o Teorema A.0.2, poderemos concluir a propriedade
de enlacamento desejada.

Seja 0, > 0 pequeno e considere uma fungao de corte f : [0,00) — [0, 1] satisfazendo
f'(x) < 0 para todo = € [0,00), f(x) = 1se x € [O, %] e f(z) = 0sex € [0,0). Seja
Uy C R* uma pequena vizinhanca de p. que nao intersecta a érbita periédica Qy. Dado € > 0
pequeno, definimos uma hipersuperficie S, C R* da seguinte forma: S, coincide com Sy no
complementar de Uy e, dentro de Uy, S, é dado, em coordenadas locais z = (q1, g2, p1, P2),
por K-1(0), onde

Ke(2) = K(2) +ef (@1 + p1)-

Pelo modo como definimos a funcao de corte f, vemos que S. também coincide com Sy
nos pontos w = ¢(z) € U para os quais z = (qi,q2,p1,p2) € V satisfaz ¢; + py > 01,
onde ¢ : V — U é a mudanca de coordenadas da Hipdtese 1. Além disso, nos pontos
z = (q1,q2,p1,p2) tais que 0 < ¢ + p; < %1, K.(z) = 0 se, e somente se, K(z) = —e < 0.
Assim, a hipersuperficie S, é difeomorfa a esfera S® e, em coordenadas locais, sua projecao
sobre o plano ¢;p; nao contém a origem e se da no primeiro quadrante. Mais ainda, observe
que S, — Sy em C° quando € — 07 e, fora de qualquer vizinhanca fixada do sela-centro p,,
S. — Sp em C* quando € — 0.

Lembre-se que, ao longo da demonstracao da Proposicao 2.3.6, construimos um campo
de Liouville X, numa vizinhanca de Sy dado pela concatenacao do campo radial X, centrado
em um ponto conveniente wy = ¢(z9) € U com um campo de Liouville .Y, onde Y é o
campo de vetores obtido pela interpolagao dos campos de Liouville ¢* X e o campo radial

centrado em 25 € V. No lema a seguir, mostraremos que X, é transversal a S, para € > 0

suficientemente pequeno e, mais ainda, veremos que a forma de contato (ixg,wo)|s, induzida

por Xy em S, é dinamicamente convexa.

Lema A.0.5. Para todo € > 0 suficientemente pequeno, o fluxo Hamiltoniano em S, é

equivalente a um fluzo de Reeb dinamicamente convexo na 3-esfera tight.

Demonstracao. Considerando a mudanca de coordenadas simplética ¢ : V' — U da Hipdtese
1, definimos o conjunto ge = o }(S.NU) que, como observamos anteriormente, se projeta no
plano ¢1p; em {g > 0,p; > 0,¢> + p? # 0}. Sejam Jy > & > 0 como na Proposicdo 3.1.4 e
considere o campo de Liouville Y que, como acabamos de comentar, foi definido no decorrer

da demonstracao da Proposicao 2.3.6 como a interpolagao dos campos de Liouville Yy = ¢* X

e Y] = %52, onde Xy = “5, wy = ¢(z) €U e z = \%(50,0,(50,0) € V. Podemos assumir
que d; > 49y, com 07 > 0 como acima. Neste caso, se z = (q1, 2, p1,P2) € Bs,(0) C V, entao
g1+ p1 < 200 < %1

Uma vez que S, — ¢~ 1(SoNU) em C* no complementar da bola B, (0) quando € — 0%,
podemos usar a Proposicao 3.1.4-1) para garantir que o campo de Liouville Y é transversal a
S. fora de B;,(0), se € > 0 for suficientemente pequeno. Agora, para todo z € Bj (0) N S. C
Bs,(0) temos que f(q1 + p1) = 1 e, portanto, K(z) = —e < 0. Sendo assim, pela Proposi¢ao
3.1.4-ii), Y é transversal a S, dentro de Bj (0). Deste modo, como o campo radial X, é

transversal a Sy, concluimos que o campo de Liouville X, dado pela concatenagao de X
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com ¢, Y, é transversal a S, para todo ¢ > 0 for suficientemente pequeno. Logo, a 1-forma
definida por A := ig wo|s, é uma forma de contato em S, que gera um campo de Reeb
paralelo ao campo Hamiltoniano restrito a S.. Mais ainda, como S, C R* ¢ difeomorfo &
esfera S3, temos que S, é bordo de uma variedade simplética e, consequentemente, a estrutura
de contato ker A\, é tight pelo Teorema 1.2.17.

Resta-nos mostrar que A, é dinamicamente convexa. Para isso, vamos utilizar novamente
o referencial {X;, Xy}, definido em (1.27), para analisar o fluxo linearizado transversal,
assim como fizemos na demonstracao da Proposicao 2.3.7. Aplicando o Lema 3.2.3 para
W = ¢(Bs,(0)) C U, encontramos vizinhangas Us, C U, C W do sela-centro p. tais que a
variacao de argumento An de qualquer solucao nao-nula do fluxo linearizado transversal, ao

longo de uma trajetdria em U, NS, C H'(—¢) que intersecta Us,, satisfaz
An > 2. (A.3)
Visto que S, — Sy em C fora da vizinhanga U, quando € — 07, podemos assumir que
n>n>0 (A.4)

fora de Us, para algum 7 > 0 e para todo € > 0 pequeno. Note que aqui estamos considerando
a parametrizacao induzida pela funcao Hamiltoniana K, que coincide com a parametrizacao
dada por H fora de Uy e nos pontos w = ¢(q1, g2, p1,p2) € Uy tais que ¢; + p1 > 4.
Suponha, por absurdo, que existe uma sequéncia €, — 07 e existem Orbitas periddicas
P, C S, satisfazendo CZ(P,) < 3 para todo n. Neste caso, (A.3) e (A.4) garantem
que P, nao intersecta a vizinhanca U,, para todo n e, portanto, a limitacao superior dos
indices de Conley-Zehnder CZ(FP,) e a estimativa (A.4) implicam que os periodos de P,
sao uniformemente limitados. Fazendo uso do Teorema de Arzela-Ascoli, encontramos uma
érbita periddica Py C Sy \ Us, tal que, a menos da extragao de uma subsequéncia, P, — Py
em C* quando n — oo e, sendo assim, CZ(Fy) < liminf, ,,, CZ(P,) < 3, contradizendo
a Proposicao 3.2.6. Concluimos deste modo que, se € > 0 é suficientemente pequeno, entao

CZ(P) > 3 para toda érbita periédica P C S, finalizando a demonstragao deste lema. [

O 1ltimo passo para demonstrar a Proposicao A.0.4 é construir um homeomorfismo h
entre o conjunto singular estritamente convexo Sy e a hipersuperficie de contato S, € > 0
pequeno, de modo que h fixe a 6rbita periddica Qy C Sy \ Uy = S \ Uy e associe a curva
fechada 79 = 70 U {p.} C Sy a uma 6rbita periédica Py C S, do fluxo de Reeb de A, que seja
geometricamente distinta de (0. Neste caso, como A, é uma forma de contato dinamicamente
convexa em S, pelo Lema A.0.5, estaremos em condig¢oes de aplicar o Teorema A.0.2 para
concluir que Qg e Py estao enlacadas e, portanto, o mesmo ocorre com )y e 7y, visto que a
propriedade de enlacamento é preservada por homeomorfismos. Este é o contetido do lema

a seguir.

Lema A.0.6. Considere as hipoteses da Proposicao A.0.4. Para cada € > 0 pequeno, existe

um homeomorfismo h : Sy — S com as sequintes propriedades:
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e h € a aplicagcao identidade fora de uma vizinhanga de p. em Sy que nao intersecta Qo;

e a restrigio de h & hipersuperficie Sy é um difeomorfismo suave;

e h(%) = Py, onde Py C S, € uma drbita periddica geometricamente distinta de Q.
Em particular, 7y estda enlacada com Q.

Demonstracao. Para definir h : Sy — S, vamos impor, primeiramente, que h coincida com a
aplicacao identidade em Sy \ Uy = S, \ Up € nos pontos w = ¢(q1, g2, p1,p2) € SoN Uy tais que
¢1 +p1 > 01. Lembre-se que a vizinhanca Uy C R* do sela-centro p, foi escolhida de modo
que nao intersecte a érbita periédica Qp C Sy. No restante dos pontos w € Sy N Uy, para os
quais temos z = ¢ (w) = (g1, q2, p1, p2) € K~1(0) satisfazendo gy, p; > 0e 0 < gy +p1 < 61,
definimos h em coordenadas locais da seguinte forma, veja Figura A.1. Seja ¢ > 0 tal que
q@p1 = @126, Note que (q1, g2, 261, p2) € K_(0), pois K(qi1, g2, 201, p2) = K(q1, G2, 1, p2) =0
e f(q1 +2061) = 0. O campo Hamiltoniano associado a fungao K., dado por

Xk (2) = Xk (2) +ef'(qu +p1)(1,0,1,0),

é linearmente independente do vetor (1,0,1,0) para qualquer ¢ > 0 pequeno e ¢ + p; >
0 com ¢} + p? # 0. Sendo assim, o fluxo Hamiltoniano negativo de Xy, passando pelo
ponto ({1, qa, 201, p2) intersecta o hiperplano {(¢i,p1) + A(1,1), A € R} em um tnico ponto
(G1, G2, D1, P2) € KZ1(0). Como Kc(Gi, g2, P1,p2) = Ke(G1, Gz, D1, P2) = 0, ©(G1, 42, P1,2) € Se
e, entao, definimos h(w) := ©(q1, g2, P1, p2). Por construcao, h fixa as coordenadas (gq, p2) €,
além disso, uma vez que as aplicagoes definidas acima sao suaves nas coordenadas (qi, p1),

concluimos que h é continua em Sy e suave em Sjy.

A . (G1,2601)
20, J/
5
51 (ql7ﬁ1>
S
X !
(q1,p1)

Figura A.1: Construgao da fungdo h em coordenadas locais.

Vamos definir agora a inversa h=' : S, — Sy. Nos pontos de S, \ Uy = Sy \ Uy e também
nos pontos w = p(qy, q2, p1, p2) € Se N Uy tais que q; + py > 1, a aplicacdo h~! é dada pela
identidade. Para os outros pontos w € S, N Uy, onde temos z = ¢ (w) = (q1, g2, p1,P2) €
K71(0) satisfazendo q;,p1 > 0 e 0 < ¢ + p1 < 01, definimos A~' em coordenadas locais do

seguinte modo. O fluxo Hamiltoniano positivo de Xk, passando por (g1, g2, p1, p2) intersecta

o hiperplano {p; = 24;} em um tnico ponto (qi, G, 201, p2) € K 1(0), com g > 0. Seja
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A € R a raiz da equagao de segundo grau q;20; = (¢1 + \)(p1 + A) dada por

(g1 +p1) + V(@ — p1)?+ 801

A= 9

(A.5)

Note que K(q1 + A, g2, p1 + A, p2) = K(q1,q2,261,p2) = Kc(q1, @2,261,p2) = 0, pois f(q1 +
201) = 0, logo o(q1 + A, q2,p1 + A, p2) € Sp. Definimos h™H(w) := o(q1 + A, g2, 1 + \, pa),
onde A é como em (A.5). Observe que h™! fixa as coordenadas (g2,p2). E, mais ainda,
as aplicagoes que utilizamos para definir A~! em coordenadas locais sao suaves em (qi, p1),
exceto quando ¢; = p; e g; = 0, como vemos em (A.5). Se w € S, N U, satisfaz ¢, = p; e
71 = 0 em coordenadas locais, entdo w é mapeado por h~! no sela-centro p, € S, e, neste
ponto, obtemos apenas a continuidade da aplicacao h~!.

Portanto, a aplicacdo h : Sy — S. é um homeomorfismo que se restringe em Sy = So\{p}
a um difeomorfismo suave. Note que h(Qg) = @, pois a érbita periddica @)y pertence ao
conjunto Sy \ Uy onde h é dada pela aplicagao identidade. Vamos analisar a imagem da curva
fechada 79 = v U {p.} C Sy por h. Por defini¢do, h(w) = w para todo w € 7y que estd
fora de Uy ou que satisfaz ¢; + p; > 0; em coordenadas locais. Préximo ao sela-centro p.,
Yo € dada por Yoroc == {q1p1 = 0,¢2 = p2 = 0,0 < ¢4 + p1 < 01} e podemos assumir que,
em coordenadas locais, 7o N {0 < ¢; + p1 < 01} = Yo10c. Pelo modo como a aplicacao h foi
construida e também pela simetria do campo Hamiltoniano X, com relagao a {q; = p1},
vemos que a imagem de 9pjoc por h, em coordenadas locais, ¢ uma trajetéria de Xg, que
estd contida em {g, = p» = 0} N S, comeca no ponto {g; = d1,¢> = p1 = p» = 0} e termina
no ponto {p; = 91,1 = g2 = p2 = 0}. Portanto, Py := h(%y) é uma 6rbita periddica em S,
que, por construgao, é geometricamente distinta de Qo C S, \ Up.

Pelo Lema A.0.5, o fluxo Hamiltoniano em S, é equivalente a um fluxo de Reeb di-
namicamente convexo na esfera S*, para € > 0 suficientemente pequeno. Além disso,
Qo C S \Uy = Sp\Up é uma 6rbita periédica nao-né satisfazendo CZ(Qy) = 3 e sl(Qo) = —1.
Neste caso, podemos concluir do Teorema A.0.2 que Fy esta enlagada com @)y e, consequen-

temente, pelas propriedades da aplicacao h, 7y esta enlacada com Q). O

Com isso, finalizamos a demonstracao da Proposigao A.0.4.
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Unicidade e intersecao de curvas

pseudo-holomortfas

Na Proposi¢ao 2.3.8, construimos uma estrutura complexa Jg € J(\g), para E > 0
suficientemente pequeno, de modo que a estrutura quase-complexa Jp = (Ag, Jg) na sim-
plectizagdo R x Wg admite um par de planos de energia finita @y g = (a1,5,u1.5), U2.gp =
(a2, u2.p) : C — R x Wg, ambos assintéticos a drbita periddica hiperbélica Ps g, cujas
imagens se projetam em Wy sobre os hemisférios Uy g e U, p da 2-esfera 0S5 C Wi, respec-
tivamente. Na Proposi¢ao 2.3.10-ii), mostramos que Jg admite um par de cilindros de energia
finita o = (bg, vg), ¥y = (M, v)) : R x S' — R x W, satisfazendo vg(R x S) € Sp\ Ps.p e
V(R x ST € S\ P; 1, sendo que 9 ¢é assintotico a Py pem s = +0o e a Py pem s = —o0,
U € assintético a P3  em s = +00 e & P p em s = —o0 e, mais ainda, 0 (respectivamente
0%) tem um decaimento exponencial préximo ao furo s = +oo descrito por um autovetor
associado a um autovalor negativo do operador assintético Ap, ,; (respectivamente AP?/’YE)
com winding number 1, como vimos nas Proposicoes 3.5.5 e 3.5.8. Neste apéndice, vamos
usar a teoria de intersecao de curvas pseudo-holomorfas, desenvolvida por Richard Siefring
em [54], para garantir a unicidade dos planos rigidos u; g € ug g e dos cilindros rigidos vg
e vy na 3-esfera Wg. Além disso, vamos provar algumas propriedades de intersegdo para
semi-cilindros Jp-holomorfos assintéticos & érbita periédica hiperbdlica P, g, utilizando para
isso a férmula obtida por R. Siefring em [53], que descreve o comportamento assintético da
diferenca de dois semi-cilindros pseudo-holomorfos distintos convergindo exponencialmente
para uma mesma Orbita periddica do fluxo de Reeb.

Iniciamos com a definicao a seguir que estabelece quando duas curvas pseudo-holomorfas
na simplectizacao R x Wg se aproximam de uma oOrbita periddica nao-degenerada de A\g na

mesma direc¢ao, ou em diregoes opostas.

Definigao B.0.1 (Siefring [54]). Sejam v, e ¥y curvas J-holomorfas de energia finita em
R x W, assintdticas a uma mesma orbita periddica nao-degenerada P € P(Ag) em determi-
nados furos zi de vy e z3 de Uy. Dizemos que U1 e Uy se aproximam de P na mesma direcao
em zi e zy, respectivamente, se 1 = cny para uma constante ¢ > 0, onde 1n1 e Ny Sao o0s
autovetores do operador assintotico Ap que descrevem o comportamento assintotico de v, e

Uy proximo aos furos zy e zi, respectivamente, como no Teorema 1.4.10. No caso em que

177
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m = cne para uma constante ¢ < 0, dizemos que U1 e Uy se aproximam de P em direcoes

opostas nos furos zi e z;.

O resultado que diz respeito a unicidade dos planos rigidos e dos cilindros rigidos em Wg

é o seguinte.

Proposicao B.0.2. A menos de reparametrizagoes e translagcoes na dire¢ao real, iy g € Us g
5a0 0s unicos planos jE—holomorfos de energia finita em R x Wg assintdticos a P p em +oo.
Do mesmo modo, vy € o unico cilindro Jg-holomorfos de energia finita em R x Wg, cuja
mmagem se projeta em S \ Ps.g, que € assintdtico a Py em s = —oo e € assintotico a
P;p em s = 400 com decaimento exponencial descrito por um autovetor associado a um
autovalor negativo do operador assintdtico Ap, , com winding number 1. Uma afirmagao

similar € vdlida para o cilindro Uf.

Demonstracao. Vamos lidar primeiramente com a unicidade dos planos rigidos. Para isso,
suponha, por absurdo, que Jg admite um plano pseudo-holomorfo de energia finita @ =
(a,u) : C — R x Wg que ¢ assintético a P, p em 400, mas nao coincide com o plano
g = (a1, u1 ) Ou com o plano Uy g = (ag,p, Uz g) a menos de reparametrizagoes e R-

translagoes. Neste caso, temos que
u(C) #u1 g(C) e u(C) # uy g(C). (B.1)

Uma vez que o limite assintético de @ é uma orbita peridédica hiperbdlica, nao-né e com
indice de Conley-Zehnder 2 do fluxo de Reeb associado a forma de contato tight A\g em Wg
e, além disso, Wg satisfaz my(Wg) = m2(S?) = 0, estamos em condigoes de usar o Teorema

1.3 de [29] para concluir que u é um mergulho e
uw(C)N Ppp = 0. (B.2)
Sendo assim, podemos aplicar o Teorema 1.4 de [29] e obter, a partir de (B.1) e (B.2), que
w(C)Nup(C)=0 e u(C)Nugp(C)=10. (B.3)

Em [54], Siefring introduziu o ndmero de interse¢io generalizado entre duas curvas
pseudo-holomorfas 0; e ¥, denotado por [01] * [Us], que, além de contar o nimero de in-
tersecao algébrica entre estas curvas, leva em consideracao também o nimero de interse¢ao
assintotica entre elas, no caso em que v; e U admitem limites assintoticos recobrindo uma
mesma Orbita periédica. Vamos analisar o nimero de intersecao generalizado entre as curvas
Jg-holomorfas @ e Uip, t=1,2.

Seja n o autovetor do operador assintético Ap, ,; que descreve o decaimento exponencial de
@ proximo ao furo +o00, como no Teorema 1.4.10, e denote por wind(n) o winding number de
n calculado com respeito a uma trivializagao global da estrutura de contato £ = ker Ag. Visto
que 7 estd associado a um autovalor negativo de Ap, ., temos que wind(n) < Wind<0<Ap27 =)
pelo modo como wind<*(Ap, ,) foi definido em (1.21). Além disso, como CZ(Pyp) = 2,
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segue que Wind<0<Ap2’E) = 1. Logo, pela segunda equagao de (1.52), obtemos
0 < wind, (@) = winde (@) — 1 = wind(n) — 1 < wind<*(4p, ,) —1 =0
e, portanto, wind, () = 0, wind.(a) = wind(n) =1 e
do (i, +00) := wind<*(Ap, ) — wind(n) = 0. (B.4)

Assim como u(C), os planos u; g(C) e ug (C) nao intersectam o limite assintético Po g. Mais
ainda, os autovetores e; e ey, associados a autovalores negativos de Ap, ,, que descrevem
o decaimento exponencial préximo ao furo 400 de 4 g e Uy g, respectivamente, também
possuem winding number 1 e, consequentemente, do(y g, +00) = do(tle,p, +00) = 0. Neste

caso, o Coroldrio 5.9 de [54] (condigoes (1) e (3)) nos permite concluir que
[a] % [t1 5] =0 e [U] * [tg,r] = 0. (B.5)

Por outro lado, pelas propriedades do operador assintético Ap, ,, dadas no Teorema
1.3.4, e pelo fato de CZ(P ) = 2, existe um tnico autovalor negativo § de Ap, ; com
winding number 1 e, mais que isso, a multiplicidade algébrica de § ¢ 1. Sendo assim, 7, e;
e ey pertencem todos ao autoespaco 1-dimensional associado ao autovalor ¢ e, portanto,
é possivel encontrar uma constante ¢ > 0 tal que n = ce; ou n = ces. Sem perda de

generalidade, supomos que 17 = ce;, com ¢ > 0, ou seja,
@ e Uy g se aproximam de P p na mesma dire¢do em + oo, (B.6)

de acordo com a Defini¢ao B.0.1. Entao, (B.3), (B.6) e o Teorema 2.5 de [54], nos dizem que
[@] * [t1 g] > 0, contradizendo (B.5).

Com isso, mostramos que, a menos de reparametrizagoes e translagoes na direcao real,
Uy, € U, sa0 0s Unicos planos J p-holomorfos de energia finita em R x Wy assintéticos a
P, . Observe ainda que 4 g e Uy g se aproximam de P p em direcoes opostas.

Agora vamos provar a unicidade do cilindro rigido og. Seja © = (b,v) : R x S —
R x Wg um cilindro Jg-holomorfo de energia finita satisfazendo v(R x St C Sg \ Ps.p,
que € assintotico a P p em s = —oo e ¢ assintético a Pz p em s = 400 com decaimento
exponencial descrito por um autovetor e* associado a um autovalor negativo do operador
assintético Ap, , com winding number 1. Suponha, por absurdo, que © nao coincide com o

cilindro o = (bg,vg) a menos de reparametrizacoes e R-translagoes, isto é, assuma que
v(R x S') # vg(R x SY). (B.7)

Usando o Principio da Similaridade de Carleman, que pode ser encontrado em [34, Apéndice
A.6], concluimos de (B.7) que nao existe vizinhanga do furo s = —oo onde as imagens de v
e vy coincidam.

Do mesmo modo que fizemos para o caso do plano, vamos analisar o niimero de intersecao
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generalizado [0] % [0g]. Para isso, considere e~ o autovetor associado a um autovalor positivo
do operador Ap ue descreve o comportamento assintético de ¢ préximo & s = —oo.
2,FE
. , . . _ >
Como estamos supondo wind(e*) = 1 e, além disso, temos que wind(e™) > wind=%(Ap, ) =

Wind<0(Ap2,E> =1, pois CZ(Py ) = 2, a segunda equacao de (1.52) nos diz que
0 < wind,(?) = wind(9) = wind(e™) — wind(e™) < 1 — wind<*(4p, ,) = 0.
Disto segue que wind(e™) = wind(e™) = 1 e, portanto, como CZ(Ps g) = 3, obtemos

do (8, +00) := wind<(Ap, ;) — wind(e™)

do (0, —00) 1= wind<*(Ap, ,) — wind(e")

" (B)
0. '

Observe ainda que as imagens v(R x S1) e vg(R x S) nao intersectam os limites assintéticos

P, g e P3 p, uma vez que, por hipdtese,
U(R X Sl),UE(R X Sl> C SE \ P3’E = SE \ (UI,E U P27E U UQ’E U P3,E) . (Bg)

Denote por e]” o autovetor associado a um autovalor negativo do operador A Py que descreve
o comportamento assintético de vg proximo a s = +o0o e denote por e; o autovetor associado
a um autovalor positivo do operador Ap, ,; que descreve o comportamento assintético de vg
préximo & s = —oo. Vimos na Proposi¢do 3.5.8 que wind(ej) = wind(ef) = 1, logo
do(0g, +00) = do(Ug, —00) = 0. Sendo assim, estamos em condigdes de aplicar novamente o

Corolério 5.9 de [54] (condigoes (1) e (3)) para concluir que
[8] * [55] = 0. (B.10)

Entretanto, pelas propriedades do operador assintdtico Ap, , e por CZ(Py ) = 2, sa-
bemos que existe um tinico autovalor positivo de Ap, , com winding number 1 e, mais que
isso, o autoespago associado a este autovalor tem dimensao 1. Logo, existe uma constante
c tal que e~ = cej. Note que, por (B.9), a constante ¢ deve ser positiva e, entao, podemos
afirmar que

U e U se aproximam de P, g na mesma dire¢cao em — 00. (B.11)

Deste modo, usando mais uma vez o Teorema 2.5 de [54], vemos que (B.7) e (B.11) implicam
[0] % [0g] > 0, contradizendo (B.10).

Com isso, provamos que 0 é o dnico cilindro Jg-holomorfo de energia finita em R x W
com as propriedades assumidas no enunciado desta proposicao, a menos de reparametrizacoes

e translagoes na dire¢ao real. Analogamente, obtemos a unicidade do cilindro v%. O]

A estratégia de utilizar o nimero de intersecao generalizado para garantir a unicidade de
superficies de energia finita, como fizemos na demonstragao da Proposicao B.0.2, pode ser
encontrada também na demonstracao do Lema 4.4 de [38].

Para finalizar este apéndice, vamos discutir algumas propriedades de intersecao para semi-

cilindros Jg-holomorfos na simplectizacao R x Wg que sao assintoticos a algum recobrimento
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de P» g e se projetam em W dentro da 3-bola aberta Sp=28 £\ 0SE. Propriedades anélogas
sao validas também para semi-cilindros assintéticos a recobrimentos de P, g que se projetam
em Wg na 3-bola aberta S’E = S\ 05%. Antes de enunciar estas propriedades de intersecao,

vamos definir quando uma curva pseudo-holomorfa é somewhere injective.

Definicao B.0.3. Uma curva pseudo-holomorfa @ : ¥\ T' — R x Wg € dita somewhere

injective se existir um ponto zo € X\ I' tal que

dii(z) #0 e @ *(u(z0)) = {20}
Neste caso, zy € chamado de ponto injetivo de u.

Proposicao B.0.4. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

i) Seja = (d,w) : (—o00,0] x ST = R x W um semi-cilindro Jg-holomorfo de energia
finita, somewhere injective e assintotico a um po-recobrimento de Py p em seu furo ne-
gativo —oo, com py > 2. Se w((—o0,0] x S') C Sg, entio w admite auto-intersecies,
isto €, existem 21,29 € (—00,0] x St distintos satisfazendo w(z1) = w(z3). Em parti-

cular, existe ¢ € R tal que W(z1) = W.(22), onde W, = (d + c,w).

i) Sejam Wy = (di,wy), s = (do,ws) : (—00,0] x St — R x Wg semi-cilindros Jp-
holomorfos de energia finita, ambos assintdticos a P no furo negativo —oo. Se
wy((—00,0] x SY), wy((—o0,0] x SY) C Sk, entdo w; intersecta wy, ou seja, existem
21,29 € (—00,0] x St satisfazendo wyi(z1) = wo(29). Em particular, existe ¢ € R tal

que 12)1 (Zl) = /LDQ,C(Z2>7 onde 12)276 = (dQ + ¢, ’UJQ).
Afirmagoes similares sao validas para semi-cilindros em S.

Demonstragdo. A essa altura, ja sabemos que o operador assintético Ap, , admite dois au-
tovalores 4 < 0 e 6 > 0, ambos com winding number 1, cujos autoespagos associados sao
1-dimensionais e contém, respectivamente, um par de p-autovetores e; e e; e um par de
d-autovetores e_ e € que descrevem, nesta ordem, o comportamento assintético dos planos
rigidos 1 g € @y p proximo ao furo positivo +00 e dos cilindros rigidos g e 0% préximo ao
furo negativo —oo, de acordo com a Defini¢ao 1.4.10. Mais ainda, pelo Teorema 1.3.4 (item
4.), os d-autovetores e_ e e’ sdo transversais a 2-esfera 0Sg = Uy g U Py p U Uy g nos pontos
de P, e, além disso, e_ aponta para dentro de S, enquanto ¢ aponta para dentro de S’E

Um pp-recobrimento de Pop = (225,12 5), representado por P;% = (zo.m,poToE),
também é uma orbita periddica hiperbolica e seu indice de Conley-Zehnder é C'Z (P§ %) =
2pg. Mais que isso, o operador assintético Apg% admite um autovetor ¢, dado pelo po-
recobrimento de e_, que esta associado ao autovalor positivo 670 := pyd com winding number
po. Note que todo autovalor positivo de ApéooE maior que 0P° deve ter winding number
maior que pp, ja que, entre os autovalores poéitivos de APQP(}E , 0P é 0 menor e é o unico
com winding number py. Pelo Teorema 1.4.10, o decaimento exponencial do semi-cilindro
w = (d,w) : (=00, 0] x ST — R x W préximo ao furo negativo —oo, no qual @ é assintético

a Py, é descrito por um autovetor n associado a um autovalor positivo 7 de A PrO.- Como



182 Apéndice B o Unicidade e intersecao de curvas pseudo-holomorfas

estamos assumindo w((—o0,0] x S') C Sg, 7 deve coincidir com 67, pois caso contrario,
wind(7) > po, forgando assim uma intersecao entre w((—oo,0] x S*) e a 2-esfera 9Sg. Con-
sequentemente, 1 = ce? para alguma constante ¢ > 0, que pode ser assumida igual a 1 apds
uma translacao conveniente na coordenada real do dominio.

Considere coordenadas de Martinet (J,z,y) € S* x R? préximo a Pop = S' x {0},
como no Lema 1.3.2, de modo que 9, seja um multiplo positivo de e_ nestas coordenadas.
Sendo assim, o winding number de e_, com respeito ao referencial {0,,0,}, é igual a zero.
Pela descricao assintotica de w préximo a —oo, temos que a intersecao da faixa conexa
Fy := w((—00, 0] x S1), s9 < 0, com cada plano {¢ = t} contém py ramos de curvas que
variam suavemente em ¢ € S! e convergem ao ponto (¢,0,0) quando s — —oo. Mais ainda,
os pp ramos desta interse¢io sao tangentes a 9, em (t,0,0), para cada t € S', e, portanto,
Fy C {z > 0} nestas coordenadas. Se assumirmos que w nao possui auto-intersegoes, entao
os po ramos de Fy N {¢¥ = t} seriam disjuntos e admitiriam uma ordenagao natural em
R? = {¥ = t} que independe de ¢, contradizendo a conexidade da faixa Fy, j& que py > 2.
Concluimos entao que w deve se auto-intersectar, provando o item i) desta proposigao.

Para demonstrar o item i), vamos utilizar a descricao assintética de Siefring [53] para
a diferenca de dois semi-cilindros pseudo-holomorfos que convergem exponencialmente para
uma mesma orbita periddica, no nosso caso, a 6rbita hiperbdlica P, g.

Por hipétese, 0y = (dy,wy), Wy = (da, ws) : (—00,0]x ST = Rx W séo semi-cilindros Jg-
holomorfos de energia finita, ambos assintéticos a P, g no furo negativo —oo. Os trabalhos
de Hofer, Wysocki e Zehnder [28, 31] e Mora [48], mostram que, apés uma mudanga de

coordenadas no dominio (que converge a identidade quando s — —o0), podemos escrever
wils, 1) = XDy, o1, oy € (0(E) +1i(s,1)), 5 <0, (B.12)

para cada i = 1,2, onde d¢; é um autovalor positivo do operador assintético Ap, ,, 7; ¢ um
;-autovetor r T 1 exponencialmente rapi juntamen m su Tiv.

d;~autovetor e o resto r; decai exponencialmente rapido, tamente com suas derivadas,
quando s — —oo. Aqui, exp é a aplicagdo exponencial associada a métrica Riemanniana

usual induzida por Jg = (A, Jg) em Wg, isto é,
(U, 0) == Ap(W)Ag(v) + dA\g(m(u), Jg - 7(v)),

onde 7 : TWg — £ = ker Ag € a projecao ao longo do campo de Reeb X, ,,. Da mesma forma
que argumentamos no item i), a suposicao de que wy ((—o0, 0] x 1), wy((—00, 0] x S*) C Sk
nos leva a conclusao que ambos os autovalores positivos d; e o de Ap, ;, devem coincidir com
9, onde d é o menor autovalor positivo de Ap, ., ¢ o tinico autovalor positivo com winding
number 1 e, juntamente com o d-autovetor e_, descreve o comportamento assintotico do
cilindro v proximo ao seu furo negativo —oo. Mais ainda, os autovetores 7 e 1, sao
multiplos positivos de e_, ou seja, w; e Wy se aproximam de P p na mesma dire¢ao que

Ug, segundo a Definicao B.0.1. Apds uma translacdo conveniente, podemos assumir que

771 :772:6_.
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Para cada ¢ = 1, 2, defina
V[/Z'(S,t) = 65i8<7h‘(t) + Ti(s>t))7 s <0,

conhecido como representante assintotico do semi-cilindro pseudo-holomorfo w;. Pelo que
acabamos de discutir, temos que W;(s,t) = e*(e_(t) + ri(s,t)), para i = 1,2. Se W,
coincidir com Ws, segue imediatamente de (B.12) que w; intersecta wy. Suponha entdo que
os representantes assintoticos Wy e Wy diferem. Neste caso, o principal resultado de [53]
(Teorema 2.2, adaptado a furos negativos), garante a existéncia de um autovalor positivo d
de Ap, , e de um d-autovetor € tais que Wi (s, t) — Wa(s,t) = % (&(t) 4 r(s, 1)), onde r decai
exponencialmente rapido, juntamente com suas derivadas, quando s — —oo. Sendo assim,

obtemos
e (ry(s,t) — rals,t)) = Wi(s, t) — Wals, t) = €2 (e(t) + r(s, ), s < 0. (B.13)

Tendo em vista o decaimento exponencial de 71 e 75 quando s — —o0, concluimos de (B.13)
que § > §. Como 4 é o tinico autovalor positivo de Ap, , com winding number 1, temos que

wind(d) > wind(d) = 1 e, portanto, existem infinitos pontos de intersecao entre w; e wy para

|s| arbitrariamente grande. Veja Figura B.1. O

w1 W9

Figura B.1: Comportamento assintotico da diferenca dos semi-cilindros w; e wy. A repre-
sentagao ¢ feita, & esquerda, nas coordenadas de Martinet em torno de P, p = S' x {0} C
St x R? e, a direita, nas coordenadas originais em Wg.
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