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l N T R O D U C Â O

Ra presente tese ostudamoB um método ou processo pélõljjÜ
qua.l obtemos, a partir de uma topologi.a dada, novas topolog+as mais-fi-

nas; do que a pri-Beira.(refinmento) ; ..consi.ste .êste métodoÇem aches(Ln-*

tar &o anel].de conjuntos fecham.os de uma topos.agia '( , dada! um anel

1.)"L de conjuntos sem C'-i.üterior} As novas topologi.aa 'êa'? ê assim ob
tidas .sao,em geralgteratopologias permitindo formar de modo muito si.m-

Pieo exemplos e contra-.exelóploB de muitas situaçoes. topológi(ias; a im-

portância pri.mordiam deste método reside, .porémp no fato de que êle vai

servil' para estabe].ecer re].açoe3 exi.utentes ente.e determinadas tipolo-

gias (entre tipologias quaisquer e topologias. gemi.-regulares) g vai ca-

ractere.zar comp].etainente determinadas topologias a partir ;de outras mais

si.mp].es- (as: topologi-as absolutamente fechadas a partir dás topo].ogias

amparadas mi.nimais; as topologia6 separadas extremamente desconexas a

paz'tir das topologiã3 Completamente regulares e extremamente .deseonexa8);

aeguc-se também a existência -de, topo.Logo.as i.rresolúveis.

\

Neste trabbalho usamos as notações dos nElléments de Âlathé

matiquett do apupo ]30urbbaki, em Pal'titular, de aua Teoríb dos Con;juntos

((B Ena.)) ('9.) e de sua !Pop'logra Geral ((.B 1, ou B it,e B :lX)) :cujo

c(mteudo aüstmimoü como conheci.do, em especia]. os .parágrafQO l ã 6 e

10 do capítulo l e parágrafo 5 do capítulo IX da Topologi-a .Geralp cujos

resultados Usamos constantentente e sem venci.oná-los explicitamente a
maior pal'te das vezes.

Os par8nteais duplos (( )) referem-se.à bibli. '
. no fiüi do presente trabalho. .grafia que se encontra
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pried'des 'ia Teoria dos Cona-«tos (SZ9), Topologia Ger'l' ($pey"b Cona-p-«.JÜ
tcs Ordenados (i9) que na o se enéontrw nos oi.tadoB ].ivros: d.ê Bourbàk

j'J *.

No capítulo l desenvolvemos brevemente aB nQÇoea
' . '

'Q ,} 'PB-P -- ]
11

llo $1g do capítulo ]]. expomos 'os resultados principais
. ' ;. -,"5:'' :i ..--,

do processo '(l ---+ ?.À ; mostramos (teorema 2 e corolhio 2) que o

tos fechados da topo].ogi.a 'el. '! sempre pode ser tomado de modo que todo

conjunto. €1l..R--aberto seja da forma On(A, onde O :e' e" . abberto e

ACJ{ :. Indicando com <nC.> o conjunto das 'Eopoloéi.as i=.R obti-
das a partir de Z: pelo processo .?.' -'"t 'Z:.R . ,.mostramos (teorema

3 .e, corola'i0 9) que <'Z:) é uma parte ordenada indutiva, iní'-reticu-

lada,. ínf-completa e convexa do rebiculado de todas as tipologias e por

tanto tem elementos táxi.mais, topo].ogias em que todo conjunto sem inte-

rior é fechado (corolário 2 do :teorema 3)

}ío $2g estudamos as topologías gemi-regulares; dizemos

que um conjunto aberto O é reau],ar se O = O e que uma tipologia

e .Eg11Lj=:lggular se seus conjuntos abertos regulares formam tuna base de

conjuntos abert03; lnostranios que oo c(injuntos abertos regulares de uma

topologia ;( . formam uma base de .p.adjuntos abertos de uma topologi.a sa

mt-regulam' t " (teorema 5) que chamamos de llgpglogia gemi.:.regular as-

soci.ada à ].gEgl.ga::a C ; se C' é .separada ou comp].etamente separada

sua. topolo.gia gemi:-rego.lar associada Z:'t também o é (teorema 6 e coro-

lário 1) donde se segue- que as topologi.as separadas minimal.3 sao sêmi-

regu[m'eB (coro].ária 2 d-o teorema 6) .

A noção de gemi-regulará.ande foi. destacada por Stone

0



((s [! p.442, def.19)) e & noç;o de topo].agia gemi-regue-ar assooiiga;.á" ) élSllê

uma topologi.a e o teorema 5 tmbém se enoontrain em Eewitt ((He, "semi.l '!h!!qll!

iiil:l.li::i:i ::::.',:::,=r=:::',:ii,::::::i'iT;.l;:.:=::il'i;l'=i;!r $
(ver també;m páginas X5 e ].6 desta tese); a noç;o d.e gemi-regularidade

também foi usada por Katetov ((K 1,2,3 e 4)),eRamanathan ((R l e 2))

e outros. Queremos deixar aqui. os nossos agradeci.mentes ao prof. Leopo}.

do Kaotibin que nos chamou a atenção ao citado trabalho de Hewitt e que

poa a nossa disposição separatas de trabalhos de Katetov

Reunindo êsses resultados com os do parágrafo lg demons-

tramos que para uma tipologia gemi-regulam 't:]. o conjwito <. 'CI/ e
juntamente o conjunto das tipologias cuja gemi-regular associada é 'C'.

(teoremas 7 e 7t) e temos assumi

O conjunto das topologias que tâm uma mesma topologia s.g

mi-regular associada é lema parte i.n.f-reticulada e inf-completa, convexa

e ordenada indutiva do reticulado das topologias; tôdas estas topolo-

gias t8m as mesmas funçoeo numéricas con-bÍnuas e aao caracterizadas por

terem os mesmos conjuntos abertos regulares; se uma delas for separada

ou completamente sopa!'ada todas as outras também o será;o; estas topolo

aias também sao caracterizadas pelo fato de serem .obtidas a partir da

topologiansemi--regue-ar acrescentando ao anel de conjuntos fechados des

ta um anel de conjuntos sem interior

-+'

{

q
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}io $1g do .capítulo 111 aplicando o processo .a: ----"> i:ln.

ao e studo das topo].ogias &bSO]utameHtu fechadas e por mei.o de].e conse-

guimos caracteriza-las completamente; mostramos que luzia topológia C' é

absolutamente fechada se, e semente se, sua topologla gemi-regular asse
\
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dada é separada mini.mal (temi'ema lot) o que com o teorema '7 ou ?il'b noá.

dá o tea'ema IOs tôda topolr-gi.a atbsolutamente fechada é da forma T.ç? ,

onde 'Zi' é uma' tipologia separada iÊinimal e tJ} um anel- degoonjunt0.3

sem Z: -j.ntorior; e reciprocamente, tôda tipologia deita forma é abso].u

taménte fechada.

Segue-se então que uma condição necessária e suficiente

para que uma topologi.a absolutamente fechada soja separada minimal, é

que e].a seja gemi-reWlm' (corolário l do teorema :lO) e uma conaiçl;o ng

cessária e sua.ci.ente para que a topo].ogia êi'# semí-regular associ.ada

a uma tipologia absolutamente fechada. 'C. seja compacta, é que ?'

seja çompl-etamente separada (corclári.o 2 do teorema. ]O).; oom o auxí].io

do teorema 3 demonstramos. então a exist8nci.a de topologias absolutamen-

te fechadas e conpletamente. separadas maximais (corolário 4 do teorema

10) .0 corolário ] do teorema ].O também foi- c.bti-d.o poz' Ramanathan ((R2))

e por Katetov ((K 3.,. teoremas 1.15 e i.4)); mas êles nl;o. Obtiveram a con

diçao sufici.ente do teorema 10 que completa a .caractere.zaçao das topos.g
gi-as absolu-Lamente fechadas .

\

4
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J

}!o parágrafo 29 estudaJnos as topologi.ãs extremamente des

conexos (a ad-er8ncia de. tod.o conjunto abert.o é um conjunto aberto); êste

parágrafo teve sua origem na seguinte questão proposta pelo prof. Leo-

poldo. Nachbin: se nosso proccéso nos permi.te resolver se toda topologia

separada extremamente desconexo l$ regular ou nao.

Hoatramos que para topologi.as extremamente desconexas a

semi-r'gul-idade, ' .xi.om. (Oill) e ' axi.ma (OIV) sl;o equi.-lente;
(teorema. 12 e coro].ária ].) e que a situaçl;o do teorema 7 se ap].ica às

topologias ext:Femamente d.esconexas (teorema 11) ; segue-se então o teo-
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rema lj58 as tipologias separadas extremamente desooneKas sao as '.tbp91óz

aias obtidas a partir das topo]ogias oomp]etamatte regu].ares e extrema-

,a
':&

Damos en seguida um exemplo de uma bopologia separada eZ''

treuamente Idesconexa que nao é regular, respondendo assim pela negativa

a questão do prof. Leopoldo Rachbin.

mente desconexas (topo[ogias quase. stonianaB) pe].o processo 'T#:--'+11iÂI

l

}io $39 aplicamos. õ processo 't ""H Z.Ali para demons-

trar a exist8noia de topologiaa irresolÚveio e para construir topologias

irresolÚveis a partir de; uma tipologia t' qual-quer. Hewitt ((He, teo-

I'ema 39)) foi o primeiro a.estudar espaços irresolÚveis e demonstJ:ou a

existência do espaços completamente regulares densos em si e irresolú-

veis. ])iremos que um espaço topos-ógico é j:llgesolúvel se ele nao. pode

ser decomposto .ein dois corLjuntos complementares .densos en todo o espaço;

é imediato que se num espaço tipológico todo conijunto .sela interi.or é fÊ.

alado ent;o êste .espaço é in'esolÚvel (Lema 8); segue-se ent;o que as

tipologias maxlmais do corolário do teorema 3 sao irreao.Leveis; mais

ainda, (corolário do teorema ].5) 8 Dada qualquer topologi.a separada e deE:

sa C existe uma tipologia separada densa e irresolúvel ? l2P C' . que
tem a mesma tipologia seini-regular associada que (. .

}Ío capítulo IV damos outras aplicaçoeg do processo

(' '--"-i e''a. . lío $19 eformamos espaços topológicos sem sequências çu

convergentes; demonstramos que dada wna topologi;a 'Z:' separada densa

em si, existe uma tipologia separada e densa em si (l.A.; C tal que

T.n nao tenha sequências convem:gentes e tenha a mesma topo.logra semi-

"emular a6soci-acta q.ue a topologia 'C(corolário cLo teorema i6) .

d-F+'q'l



n';- yú= ualaus z'apzaamen'üe um con'cra-ex.einp.LO na teor;a dos

caractere g de Ater.androff.

No $39 mostramos que se nc) teorema do prolongamento de

'""' 'mç;o oontínu, ((:B 1, p.3S, I'ec.rema 1)) o e.paço s';p"''i' E' n:o

satiaNzê:Ú o axi.oma (0111), ent;o existe uma topologi-a C.A sabre E
(,i.ndi.amos CQh. 't' a topo].agia o.ri.gina]. aâbbre E.) t:q. -.f é contínua

de E ,á. eü al ([Éeàrem. 17).

Xo $4g esboçados ràpidamente..outros exemÓ].os, contra-e:-

xemplos je teratobólogias.

No apêndice l ábord2mos a l?elaçao entre o Ci .-hoiàeamór:

filmo de 3'0mi.n e as topologías gemi-l'egulai'ea; .mostramos (Teorema .L8)

que duáÉ .tc~pologias que t8m a mesma topologia Bebi-regular associada

sao . (11) -homeomorfas . A recípi.oca. ='óceb.eü apenas l,um.a i'espoéta parcial

'(Teorema.19 e. observaç8ea)

\

j
' '!: ::+

Xo atD8ndico ll eotboçamos resultados que obtivemos no e.g

tudo da i.mersao .de és.p.açor se.parados em espaços amparados; mostramos

como o pr.océspo . i?;á.. permite. formular e obçer muitos.resultados de mo.

do .müi..t.o si.mplea .

No apêndice. ]E].l damos alé#uns dos $gsultaaos que obti.vemos

no éétudo de um problema que é .uma general.izaçao nàtür al de um dos aspe.2

tos da presente .terei. dália uma tol)o].ogia qualquer achar um .pr.oceaso que

nÓs permita )éter a .a.ua tüpoJ-ç)gj-a OTTT-associada. (a mais fina.das to-
po].ogias que-satíafazem o axi.ama o... "ÇI . ,..

111 e qúe sao menos finas do que a t2

pologia dada); e recipz'.ocaaiente, achar'um processo: que a partir de uma
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boPologlas .cuja. . 0111.-associada . Beija & topologia 'ZI

Terminando . esta introduQao queremos dei.xü' aduz
: ' ' . 'q

08 nos s os

pgradec.iilmptoÉ .aopl professores. E.Faraó; Gandidc L. d? $ilva Di.ãs, l,aiz

ljentique jaõy Montejro..:e .l)popcldc. Xachbinp.. pelo .al) oio. e'l es.tímuló ;que

.sempre...deram nãs üossab Pbéauizas
q



-G A P l T U L O l.

ggggSaP preliminwes

$19 - !ga=j;e. AgE, oonjuntg!.

Como iiá dissemos na i.ntroduçaol seguia'amos aa dotaçoes

da teoria .d.os cona.tantos de Bowbaki- ((B Bns.)); afastado-nos d.e].a'em

dois pontos. ..quando um conjunto B é uma parte de lum õonijunto A es-

cr.evel'erros às vezes . A + B'. para indicam: Ah CS. Dada uma família

(li).j.,( l de c.on.jmtos suprimiremoé, en geral, a referência ào conjmto

l de Índices da.família, desde que .nao haja posaib.ilidade de confusão,

e esOreve['emoe s]mp].esmente na.família X. tf .

Defi.n j:ç ç? g s .

])ado um conjunto E. dizemos que uma parte Jq... ,ao

'P(a) 'é .« .gp:91. gg ::'a«te.'g:g g ou sim$1esmente'»« a.el d.e coniunt..

ou aindàun anel, . seguintes propriedades:';. .Â têl.{ ;, ' ' '

(AI) '-: A fe-i.;o flui.ta de .o«j«:to, de ..Q. é u« :«njW

to de tll.; em. particular, & reluníao vazia, que é

o'con.junto vaza.o, pertence a. .:.(n.

(A2) - Uma intbbaecç;o qualquer, aãg UZI

d.e Â é «- eo«j..lo' de .R.

IJm ideal il} . dê partes do E é um anel de par:tes de E
que.tem a propriedade:

(1) -.Toda parte de;'um conjunto de :l pertence, a .J
Exemnloa -: l) Os subconjuntos. enumerâveis de um conjunto

E qualquer é um ideal

de cona unt os

+

J
.+

n/ VH, vv+AtJUAXV\li? -L(X& L/D G 'le:lJ

toP'lógico qualquer .f«-m«- «m anel ((:B IX, P.73)).



i.dual ((lo.:.i.t.))
. E7-': /\ . -

Dado.izm anal \)'t de partes. de 8 dize.mos que um conjuB

tál: .($.'. d.e pÚ't'ó d'ÊE é -' lâW « -.l a. ,. 'R é o «nj-to
ãas .i.lítefpeaç.oes dos. .conjwltos :de (Ç3 .'

Dada umã família. {5a.: . de anui.s chamamos 'de anel!,soma

do; Údj.'. A;:;lÀp mano; . àpei':'ã'e kart.l? db. ,:E
'- .3:-: ' '.'-' ..

que . contêm t.o dos::l os àQeis

.J\..; é im.di.atcl átíe l(i üüel: goma, dos 'dnei.s.' .:Q.: -: é. :formado pelam
, . .l .intefse

qçi5.e.a - quaigqtx.ãr, ãe ..reuní8es finitas'l de êk)nõüntos 'de .: .l.:.J ;.A
Ç).. ideal 8ei.ado pof' tim .anel é .ç)'.idem'l 'formado por bodas

o.s. subo onj.unt.:os . &ó ;e.omj unt.os . ã.o .. ahe}

3) Os c onjuntos de topo].Ógj.coraros formanespaço

i

l

$ 2q .- Pbpolpgi.a;l

Na par.te de. topolog.ia também segui.remos .as potaçóea. ol

.dqfini.çl;eb.: dé .Botubakil :(.{B. 11; B ' l='. q "B IX) ) j:. fardada algümà.s .poquehaa

mo.difícaçoea dê ]iotaQâlo que serão .+aaas a....seguir.,.?.. '..

Sêhpi'Q que naü .h.ouvéi; nençgo 'explícita do %ontrário- con-

si.deraremos ,.tâaàã' áa, t..opolbg aã . como ' defipidd81 aâbÉç',um .:meünl'ó conjunto

E; papa ind+cd .a'ponjmtó: .E,.. .muÚi.aÓ .da .tópololgj-à 1. C i.üb.i.cwenoé o

. . . Z. coT-?. ET f ae não h.óüver .póabíbí]..l+ade de!.confusão 'D-esfaço .toi)ol.élgic ' . .' . -.. ' ''

«it:t-emo' 'a çeí'e,ân.i,.i iQb.logo. .:e ai:;.l.-,l -. áj.üpl''h'üle; d eLb-ço t.g

po16&ioo E. Em geralf porém; ;considerar.amos.. un 'çopjunto . E.' muiii.do dé

naaiR de- liiia esbFutura. Çopológica' d ' sempre que fa'. está. Q cabo; teramoa

a9' eêpeéifilcax'. gii I'elaçao & +ue tobologj.a 'à6bÍ'ã = .' E ié 'Ve'riflcam ' deterá

n4daa . ptÉ)príedqdoa .-'topológi.caa ; &gai.ii diz'ecoa. que. uh :conjunto.. é al'.:.

.. ... ..;. ,.. . . UÚa ..'C:'.'-viziilbanQdl b.té.:,''ae estasabez:to; .',' .'r-fe.ceado',:' ê-fato;

sao Éz'opP.i.e.danes do eohjunto. d:ado .no espaço tdpo].Ógíc.õ EZ..; .Do mesmo

!

:

P



modo temos do eÉpecifioar eiü relação & que topologia tomamos as. Qpera-

cujo significado é:.evidente; também nesse caso, suprimiremos a referên

cia..a.topo.IQgiã desde que nao haja perigo de oonfusao.

Dizemosl:que uma parte!)A::: de E:..}g óao tem, t:-i.nterior

é''? .»..lé:.«- .iàLuaÉ w ' ;.gzb&g=U, ';iS .g: : #.

Dadas dt;ús to.pologiab .'C.-]. ' pll 't:':l. (sabre um .cohjllnto

1:),,: tai qqé. :T(.Í?= loja menos. t'inàqdõ que - 'Cá, Qsér';vemg.s est;.relaç;o

cblüo :..lalPZ .(. le:'2's.l ou'P. Z'. '2 >p Z':X"i. : pe . , 'e.]..'''l'or,: e'str.it.Éden.te üeioa. 'fi.na

do..qtié 'C2'':ebor.çver'emós='. :: 1-<. 'C 2' .ou, -SZ:'2.> Z:'ii;

- . .. ' . asrelaçoés du.dis..deNesta: tece-usarepoé .aeguidÊ®entei, ' '

=elaç.oes demonstradas. é. a teor-%mãã duais.;assimjobtídcs naó àerao,. em

gera]. , . nénoi onadoi . e.xpli.c i.tamen te ?.t

l)ua].mente .'à, noção de ba.sé' de :conjuntos afere:õ.a :definimos:

uma. faiüíl.í-a.l ã:6 .de conjuhbos .fechados dg tina topoloéxa e' '.. uma .base

de g.gEiiullt08 f'echàdos d&. t'opol.ogia: . ' Zll' ; ,Bé:.'t.odo 'conjunto e; -fechado

pode :.sor expresso coco'.i.litor9ecçao' de.'é.onjuhtób , de .'..'fe)

)

/

/

4

q

Dizemos que uma .:topglogia: 'C .. á - ó'onpletamente!.separada

ae .bontbs distintos têm. .v;i.z i.üülançaB . íecbadq.s ãlsjuntaa;.

Dj.qeúos quê uma ..topologíà ."(' s, s.bre , E, 'é. géparada mi.-

niúal se gla.. é. IDm elémên'bo 'mini.mal no conjunto das topologí8s separadas
sôbre E.

S

'g

?

Q\irado 'um conjunto .A é.denso fio espaço' topólógi.ó.o E



dizemos, simplesmente, que .À É. !ig! oon:inato denso, ou ainda, que A É.

gÊn:U. ("putout pense-' segundo :B l).
#

q

Seja E.; um co]

x< (X uK y)8

Dizemo.s que.uma parte .A'.]de ]l é inf:rgÇ;çylq$$, se

para qual.squer oieméntos x .e y de A existe um elemento z =

: inf (x,y) .em E e , 6.A.

Dizemos. que wna parte A de :E .': e .j;Be=gggEJ;glB9 s.e pa'

['& qualquer famÍ].ia . x].. de .elementos de.'i'; existe um elemento.' z u

= Inf k,. em E e . z él A.
l . . -

IJma parte inf-

o' e].evento .

Dizemos que .uma parte. A:.de .E é convexa, se para qual.g

qual' elementos. x: e y de A,.com x .{y, a relação- xç< zs< y, com

z em .E, implica .z C A

9 Cõn

relação deJU ordempor

que e s cr evemos

completa evidentemente inf reli.cu].adae e

tem primeir
B

ordenados.

nto ordenado
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C A P l T U L O ll.

!929J:99ig:g. t . .g &gZgJ;ggj:S:g gemi.-regulares.

$ 19 processo ti ---"» Zi,q

Sejaíq'C. uma topologia sôbre um conjunto Es Õ' aeu
conjunto de conjuntos abertos; seja t.q.' un ane]. de partem d.e E sem
Z:-i.nterior. Consi.detemos 8 família de todos .os conjuntos da forma
Orx.(IA, onde Oé. C7 .o A(l.A ; é .ímeãlato que & intersecção de um

número fi.Rito de conjuntos desta famíli.ü ai.nda pertence a ela e, pol'
tantos podenos considerar êsses conjuntos OA 6.ü Godo base de con-

juntos abertos de uma top.ologia que indicaremos com 'r.
Como # ei-.q.. segue-se que todo conjunta C.-aberto é

Z'lH-:aberto, .i.é.i

Teorema l -'.' 7Ú2 C' j C#..} 'C .gg. Ê. aàBenté .ge.

existo W. co«j«+! -.à C...A

Zl-fechado.

t

+

também

ue nao e

])ada.uma topo].agia C' inda.Gamos com. '(C > .: . o oonjun.
to das tipologias Z.Á\ li que podem ser obtidas .a partir de 't: :l pelo
método acima-, isto é, o conjunto das tipologias Z'. ,.onde çA.
percorro ó conjunto dos aReIa sem '(l -interior.

Há tbpologi.as t"Ê em que todo.conjunto sem interior é
fechado e, portanto, para qualquer anel ..ÉI. de. conjuntos aem (l -
i«t«ior tens' IZ:.ã - Z' ,;.j.-to é, <t'.> H.IC'} («, oo«lá,j.o do
teorema 3). J ., ." : '.' '

Sao equivalentes as .segui.ntes condiçoes:
a) tod.o conjunto sem interior é fechado;
b) todo conjunto denso no espaço todo é aberto;
c) todo 'conjunto é reunião de um oonjuntó. aberto Q do

um con.j unto fechado;
d) todo comi:junto ó intersecção do um oonijunto aberto e

de um conjunto fechado.
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Dualmente, podemos considerar a tipologia Zl:n.

como obtida a partir da topologia 'e.l acrescentando ao anel de

conjuntos fecundos desta o amei t.R. . ]im gera]. nem todo conjunto

Z;R'-aberta é aa i'arma OÕ(IA :coú AC.R e oétCr Eras va-
mos: ;ostras..(corolário ],;do. teorema 2) que exi.ste.um anel .Jq de

oonjuhtoa 'àem ''Z,' -intoí.i.or t'.q.. .n' ) hla-' , . 'ZI.Ât : 'ea ./.'e t.q.. to-

do.. .oonjuntÓ aber'bo de Z.b..'3-'.Z' € seja dà'fa'ma4 Qa.d AÍ onde

0 é. O' l e A'C.R' .' ' .; ~

Neste trabalho in.ficaremos sempre dom:as letras Jq. ,
-.Jq. ' iB...,'R i. .'g .l -J::LI ;. etê. aJieis dç oonjunbos sem Z..

pior dç um& topologza..'t dada,' rZ'.â l:l.B ., .Z' .Á indicar'a0 8. 'bo

pólogia obbtida .pelo pr-oce.s:se acima,. +,;L! ; sendo. sempre tzm anel .de

conjuntos sem. 't. ;-i.nteri.or, respectivamente, aem l 't '.ou '=:1. -íB

terlõr, Chamaremos.êatp rroc.essa .de processo . '<.1 L'"'+ ?l..r .' ou

ainpleapente prqceslg 7.n.+.
Dizemos que un conjun:to Z:a-amei'to da fa'ma

Ot' ê O (IA é' 7.â -associado oia si.mplesmenté 2999ciado ao con

juzito 'Z'i...aberto O.

+

l OI . :e:' 02 sao dõi.s oonj uhtos ''r -abe11
tos .cuja intersecção nâo é vazia, a'i.utor-
seoçao de do.is seus .r.Â. i.após tam-
bém nao é vazia.

Pggeng$=êíã9 - $é'jan : Oi - Oln ( AI ' Q', 02 - O2à (l A2

os. conjuntos . 'ZP.R.' abertos, t.n -associados( p...'.O]. .e .02i .='eapec'

uva«mte.; do: Oi.nOà : O].nO2 n C(Aiu:A2) H # '..se@i.ri.a

Olr\ 02 ( AI vA2P . contra a hipótese lie. :\Ét . ser um' anel de cónjun-
t os sem C .i.nt.::.i., e

\
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liem& 2 - Seja O um conjunto C-aberto e OÍ um seu

CÂ -«-..j.,a.. ©'ca. 6t

Êenengl=agEg ' De O! ( O' 4 ?a à. <p segue-se i.me-

di.atamonÉe,qBd 3TcÂ'( õt ,eja'%ât;o x é.6 ; i.sbo quer di.zer qub

0x Ó O / # Pua' qualquer. vi.zi.nhmça .C.. opta. O, ge.'. x; .do ].ema l

.-'g".-,. à.".$.:;''-9: 'é # p"e q«.lqu-' ti,j.ÚÚÇ'.l 0:;' d. . *' ra'
ada de Ox (eBbas forma.m um sistema fundamental. de viz.inhançàs

dé lx ha topolbgia ?.A pala os conjtxntos abertos da forma O'n(iA

foFüam una base .dé.-conjuntos. abertos aeillg't.a) i.é.:Í x €1 T' e'R
'.: - ' .

.o que

ração"do lema.terütina a demons '

Lema '2, -' Dado uln conjuntos 't'.n. -aberto Of,
' ' - .:

exi.ste uln

.ónj«nto:l. Z. ....ábê,b.. O ; t.q.. , ÕZ . F'ta :

'EPsgenEiE=ssiga - Os. conjuntos : ?la .caber:too da folha

Ó n C A :Formando urra. bale .de êonjiEntos. abertos da top.oloéia :. rR e

portanto existe .lema. família de. conjuntos . Z.;l.:abertosg O! J O. f\ C .A.

t.q . ,l.}'Pt H l.-J(Oi. A (l.tj.). romanos o n'\..-Jói; de .Ói :C O é ''* 'ra'4 '(
s6@ê-"8e qué -:Tira Ç 6q kPoiprocúMte, seja x .('6e ; l:ogo

OxÓQ / #5 pua qualquer C',:vizinhança abri'ta .O, de x; nas
. ~' .ezitao

existe um .-:.i( 1. t.q.. OxnOi / #.l Do ]éna ]. cegue-se então
' :

que

0; f\ O:. / #ll! pax'a qualquer'. 'e'n +vizinbança . O; Cdo x, t.n -aa80.fiada

a. Ox ..o poz'tanto O;aOt./ P pax'8 qual.quer ?'.A i,zinhânça O.: de
x, j..é.;'. x ( Õ'T 'a

!99:99g gl -. Dada Dirá tipologia'..'t ' 'ê.q'i. 't'.e 'C'Í'6 't.A
eli.ate un anel a3 .lde oonjlmtos sen 't=in-
terior t.q. 't' H ZÕ e t.q. todo conjunto
Z6-:aberto .seja da forma' OóC B .onde

0.e Õ' Q B (
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..J'-''vv V'*. qUe 0.'' Ç, ''-aDeT'GQ

é também: IZ:bq;-aberto e pelo lema 3 exi.ste um conjunto '0 'C-aberto

0'6.Ó, t.q. Õe.ÕT'n e ..mo tóm« 'Z g 't:'4 C'Ja ;'gue-se que

B:,: a'? ::a':* . '"::'--'. .: '-:::l, .'' "::,«:*';
. -':' .

da forma

B'n O'..'. -01 - (O' .perco<reend.o ;08 00nj«:tos 'C ,-àbe:-'t06); êles élons

'êl. í-rato:s 'e fechados 8 todo .conjuntosituem o .anel .(la d08 conjüntoél '

de (!3 é froótei.ra dé .um cõnjuntogi'C.í .aberto e.é portanto C ' -rar .

e fechados reçiprocamehte:, todo conjunto '?:.t-raro..e fechado R é da

'?-'Ê:a''' :.'., :»"'. .*.-, .' 1- c«':l: ..«..I'.- 4 t.:' ;;:.' .'';..
tos também lia.o .t8m} '(I';üinterior .e de 0 =1 0t,. da defi.ni.çao deÊ#B e de

õ'z : m Z' .'©'"?..a-é (i' = Oh(IB., (B.0.n.).

Observemos que sendo:'. OÍ . também '7.q. .abeiito e

F-r'. : Õ'% t.:l...i-j«:t. t. .«d. ; íl.h'a' é tm».- 't5i ;-ry-o e
fechêtclo . Portanto:

g9=s1ll:áz=lg .L - Seja. 'r ( 'Z'.é 't' : . Qpt.a o tod.o conjun
to.. Z t-FATO é fechado é 'também ''Z".- -ra-
ro.' J'echClo. ' '

gg=1.Ê!].arz0 2 , Dada a topos.ogi.a .'Zh. existe um anel CÁ}

de .conjuntos' sem 'C -i.nteri.or t.q.L,/qf.x.ÉI,''la' E 'p'''B'+

(..Q T- C'(A! e t..q. fado cohjuntó 'rn.
aberto seja da forma . OÍ & O n (IAt; . çlq.IÓ

Q ane.l dos conjuntos 't, l-raros e fecha-
dos.

gsânga;E.E=e;gag - EÍ o que fi:cou demohstradb iio te.Drama 2

.tomai.do .'C' t i '2-..K q çA. 'B ; çonsid-arando conjuntos abertos .da for

h, .G". .''.;"';. .». ..n.:''A' .p':; A :''ê'i.:'d«.: ';'-d.A.
ge=91á:=i;g 3. - Oo cc,n3untõs :dõ anel il/q. são con:juntos ra

ros e fechados üa tipologia ê".

DeHlon g tra Todo lCGn

'?'

?

<



Todo conjunto -fechado é da forma

FUA', onda F ' é ?l: -fechado Q At(.;R.'

O ideal dos conjuntos 'Z'., -raros é o

ideal gerado'apelo anel.i,/l.'

g.g=gl.é=ig É. - Seja © um mel dõ conjuntos sem eh
interior, então exi.ste um anel C. de
conjuntos sem 't -interi.or. t:qf, çÊ.uQ C(
e gl('ra)© : -.Zt.

B9neEEiEiasag: + Tomando c gIRo anelü. ' :C. o anQ Z:l (B.Í .l.:
. . . 'do co

oi.L'io 2 tino, ..(?.q )© #:Jlei'h )ã':. P (©' ;' é;; "nj-"t.; de .n.

si.o 'l.Riraros. e. féohlados ...(corolári.o' 5) e. pol'tanto. :de . ,.? 'C.À 4i. . ?.R $

?i'.oe e f chaosl j.,.Éo é, .R,C:63 .:' (cwolâ i'O 2); P&t«ito,''' : ('?.n )®.n
'z..,.{

Corolário a

Coro].ári.o !

Ê.9=giéÜi9 i'-: ;..j,l '(' $ T ' .É CÁ : .*j,;4;ó «« 'ã.i ®
do conjwztos sem Z: 't-ii.ntdri.or...t .q.:

ra - .(;Z'')©
ê991egÊi!:iggg.g -; E 1 - imediata que o. próprio anel tÉq

condições.

Corolário

sa

J

ti.afaz' est

2 -:u anel \J"(ü (do coro].apto 2)áé..t.q.
'( {' ''Ç© $ Z'.a'..l:'j.«pit" .À'i .

geneagilre;gag. + Os . oonjuntoé' de (Í3 .sao 7n fe-

chadosl=Ccorolú'i0 3),: .põrtMtci; Z3.' -r.ro s ç i'achados (oü'Diário; 1) e

poz'tanto perteic.om a] {A'. '(Coro.].apto.. 2)

Col'olaria .2' -. <: C' > ..é uúa pbX'tol inf=retiçulada,; ínf-
completa;ê coü;vóxa do retioulado .das . top.g

logias!

ElEgE;e&=g:agg - Sej:a . 'tj. ';.'T..R . üam'conjuJitõ de.. topo].o-

gias. d.e < t >''.; temos T 4. Z ,' (teorema.l) .e portanto a'( 'C'



+. inf tj. (o reli-Guiado de t6d.as a8 topologiaü é Completo) mas

'C { C '.« tlR i.mp].i.ceÊ. : .t''( <'t'> Ccoro].áz'j.o 7) e.portanto
<. 't >liêó. i.nf-retibulado e inf-comp].eto.

])idas dual bopo].ogias '?'.Â4 e(B da <?i 1> seja e.'í

wa.topológíã.t.q. C.n.KC'4 ?® '; temos '(4 ?1.n e p''tanto

'Z' x< Z1' 4 't© segui.üdo então do corolário .7 qüe Z.:'€1 ;<'C >áii.ó
g't > .ó ..-õió:.

Teorema

10

á

\

i

9

Q Ç9=ãl!=B. '. <'C > .É. !U qg!!;iW+o ordenado
j:nd.utj.v o ;

Ps29nEili:e:ga2 - Se:ja. :'Z" . .= ;ê\n . uma família .t(5ta].men .

~ ' qup os. anel-d cR,te .Ordenada de topo].ogias de <it' ) ; podeuoé àupâ

sejam os danos pelo teorema 2 e:.seu coz'olário 8, de. mõdç) .que.ê].es for

maxi uma famíli.a total.mente ordenada .isomorfa à rabi,lia "êlü ; :Êe;ja el'/=

u. aup Z«..i :.e.indiquenos com 3 .o- ahe]. dos gon:j@óbll:fdéh#d:as''de' 'C' i
ent-ab ] !d.,iq. i e o an9]. doa cohjlzlltõb féohadoa. da topoloêía' ~le'' +e

' 3 .\J \'-Jç,R.i ':.é um si.#tema. dó geradores. de conjuntas fechados -dà.to-.l

.pologia.'''ÇI ! todos o s conjuntos de l-ú+.JLâ,.i sao sem Zi -interior

e, uma reunião finita de conjuntos de ' t..J''Q,j. ainda pertence a êste
cona\anta .p:óis os ...'n-i estão totalmente ordenados; portanto

'' .
as inter-

secções qçzaigquer de conjuntos de {...'"')Jii Í formam .um anel .:ÇI. de

conjuntos aem .?: ;-intetjíor é 3 \J c./it. é lma base. dç conjuntos .fecludos
de 't'..i.ó. 'C' . Z'Ú

Segue-se
--'Q wv 'ç-'-tuinu. Q.o óorn que <1 '1: /. tem e].ementas

maxi.mai.s e que:

gg=2lÉ=i9 I'- Para;qualquer topologia '?'l . de < PZ' .>

existe .pe].o men08 um elemento maxim]n].

'z. »'&'
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L

.t: é -« eles-to -axi.nal de <'?,>
então todo conjunto sem 'EI'.-interi.or é
C l-fechado .

29nen:1l=e:g& - . 't: dono elege-to dó <'t' >
d& faxina Z']. - 'ai.A e ae houvesse ulü anel (''* de'conjwitos sém

Z'l-intez'ior tal que :Ti© > ?1.]. seguir-se-i.a do coro].apto 6 do

toórema 2 a êxistêücia .de um anel 'e. de conjlmtos aem 'ZI.-i.nte-

:", *::,-.'?:® ' '. '-"*-*' '('::% ' ':.,
( ruge ç] nao aePI.a um elenento naxima]. de < ?.> . Pol'tan-

to para todo ane]. (B. de conjuntos sem 'tlll-interior temos

e'l6 : 'a']. seguindo-se..ent;o do teorema l que todo conjunt
't].-interi.or é 't: l-fechado.

0 teorema 3 noa perdi.ti.rá & construção de topologias

i.rl'esolúveis (ver teorema l5 do $3g, cap.lll) a partir de uma ti-

pologia qualquer; também nos permiti].á demonstrar a exist8nci.a de

toPologj.as absolutamente fecham.as maxi.mai.a (n;lo mi.ni.maist) (ver
corolári.o 4 do teorema IO).

!29=gglg 3 - Dado um conjunto E mini.dC) de duas topou

logias 'C e 'a'.,R , e um espaço .bopológj.co

regular F as aplicaçoes contínuas de B]

em F sao as mesmas nas duas topo].ogias.

Ê999=g:Ê=gÊg=g do 'C'« 'lça Ségud-ae que tôda

aP].icaçao contínua de E,[ em F é também contínua de Bl?. em F.Se.

2oro aria

0 sem
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ja reciprocamente í uma apli.cação contínua de .Bt.n en i'; então
.dado qualquerê x ( E e qualquer vizinhança fechada .V de f(x) em

F exi.ate «üa rá-vi-linha«ça Oi H OXO(IA d.e x .t.q. f(O*)(v';
sendo;ilf .'tlÀ -contínua pegue-se .que f(Õt'ZA) (. 7 o pelo lema 2 to-

mo:Í OJtú..6xtge p'i't'ito f(O*) <:Í? il,é., f é, 'C. -contínua om

x e:aéndo. .xÇ.qualqtaer segue-se a 'tl: =c;ontinui.dado de, f em E.

-'- E,r e E2.-. têm' a8 mesmas funçoe.s numéricast ' 't'.R
c'ont i. nua s .

Veremos no .paragr'afo seguinte qué .as t:o.pol.õgias 't'.p.

sáo o que ,se .costuma' chamar, em gera]., teratop.o].ogias; as.aim se

eR / C. : ente;o. f.A. nem siqubi é. Bebi:rogu].ar'. (c'oto,].âz'io14 do teo-
rema .}, ) .

10Corolár

$ 2g - IPoPologlas gemi-regulares.

Di.gemas quel=um conjunto.aberto O .é =g&ular se : 0=0.

Dizemos que ün conjlznto.fechado F.; :é =Êgilalg=i se. $;=.P. O CPihplemen:

taz' de um conjunt.o. fechado regular' é. üm conjwitcl ab.er'to tegulat e. re-

cibfó'm«:te; ve::' {(aà,)) Ê.3n, .teo-ema.3).

A intersecção ãe um número finito' dé .con:juntos abertos

regulares é.Im conjunto...aberto regulàxi pois para con.juntos abortos
;' ' ' .:' . -' b .; ') o''. '-*..*o l.o

temos:' 0].n Õ2 = .Oln 02 6 . portam'Üo '01h02 w. O].h a2.'. de modo. que

se 0]:. e .02 forem regulares a .ãua -intérsecçao também o será.
])iremos que uma tipologia é gemi-z'emular se os seUS oon

juntos abertos regulares forra'am unia base de conjuntos abertos, ou,
dua].mentem' se os seus conjluntós f.achados regulares foz'mam uma cabe d
cona entoo .feolndos

0

e



l cona unto aberto da f arma O é regular

Êgl291i!.E:afaz -. Seja OI n OÍ queremos demonstrar que

fl: 1,1..:. ü.. ,.,*ã.*. ..ã : .:, .".; ''':, :''', .: .ã.
.y.. g ' ': o ':li 11-;:; o

(:.OI'; pol' .ou'bro .lado, temos. O ( 0 donde O H O. C Q logo
0. :'',0,+B '' @g;;. ? 11 :;.: '. a-

OIC:' 0:.u OI que ..eom a relàçao de: inclua;o em sentido' contrár

tomos logo 'agia.a demonstra 'a.bossa relação

ggJ'olálio 1 - A amei'ência .de um conjunto. aberto é. um

conjunto fe.ceado regular, isto é,

ijuhto fe6hãdo regu].ar éO ü. Oi. e todo co

desta forma.

O i.n't;erior.de um conjunto
c on:j unto aborto regular

gg=91é=& 2 - gB@ .E92el:ga&-a.u .grei!ew. .a.ZEi;gw
(Ol::.) .(B. :l. p'30) .ê g«::inegular

l991Sl=g&=e:gÊg -; Seja . : O um .conj]znto, .aberto qua].quer.;, p&

!.a.todo p;nto, x € O, O contém-üma vizinhança fechada . ]'x .'de x; p.2

io. cÓroláricl .2 : $1x' ' é 'um conjunto. aberto regue-ar e pór.tanto .O
- : .

pode

seJ' .escrito como reunião de cbnjllntos abertos r.oguláres .i.é.. estes .fo;l.
mam uma' base . de., conjunt08 abertos .

Dada fina to2o&:agia . e: .Qonsid.ez'.erros. a tob'bloéi.a; .'t 'KI

que é. obtida tomando como base' dç conjuntos ;abe3'boó 'oa conjuntos 't -
abertos regulares, OR) dualmente, tomando -como base de conjuntos'fe-

cha.dos óg conjlíntos 1l'C' dos e regulares; é inedíato (jtxe;

'C'*.,Ç C ; 'Ci-- C wb. aàÚak ê, .'C É. w .IgEgi;eM w-
8:!.:regu].ar.

0

0

10 que

i

Coro].ária 2 fechado e

+
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Teorema B e Toda tipologia da f03'ma t '+ é gemi.-regular

Pgy.9ngi!=g;gg:g » Os- conjuntos :l 'e:; üfechad.os re@lmes 6

a .baãê' de conjuntos fechado.s da to-(córolári.o l:do' lema 4) forram um :':; "

pologia 'e''» ; se denónstlarmos que âstçs conjtint'õs. sl;o :t fechados re

gl:lares..têi'enjoa demonstrado o 'te or9ma.. . Bddta mostrar., que
-"z',$:1 ' ;J.-.» l ;'gr,r ;: J ã ? Êl:i=;= ..ãfgç13%: ã-'«+
..= ..': ãÊ ';.;;a l; :<$E:. ; j ?"e-i ; #g :+i..' 'eÇ ', ;g=q ':-rgn

O ü O; poj.ã, do co=olárib 11. do lena 4 alegue-Éo due O'gl;. .caído a,derên-

cj.á & :.« .onj]«!3.. 't+:;b'rt:. é - li&Ç.-fi;chl;àó ,eWZã3. Démonst;,é;o
--'.'; '.'Í; ;;:::; %+?#tl' ; .: it ,li --'c«'

.Ú iÚqió.,d.. = :'ãgl'':i :, :J.i:)- '; 'r:.ê C"' --+ Si..8' 5
lá-io l do ie«a '4); ã) se.jü x <. Õ; ontãb existe -ha vizinhança Z:-
:'.::'*:']: oüÇ ':$':1.: :'': }'*" ? 1'; e; '''-a. «i«] õ*Ü; #l.- :.:li,
:<:''' - /; "'f«á.+':Ú:l&l 8 -:;ó,.':.+., * { $ ' =;; 'g..

: '.
e ono

conjunta aberto re@la3:' (lema 4)' é ma t.7'".:vivi.nhahçà de x: t...-- 't k
0 .'

portanto, - Õ ' H a

$e .defi.ni.mos: o conjunto abert.o -.Õ .; colho .9 .g911i]4Dto aber-

gab de .g, vemos que :demonsüranos no teóréma © o

g2=19i.á:Q - . se ' a intepl;ecçl;o de d:oi.;l :o:i:i.{o. 'l::.certos

é 'fazia a;.intersecça:a de céus aberto.s regu-
larizados ..também o é .:

l)i'zemós que' .a torlÓlógia Bebi.-3:emular . '(' '+ que
' . .

-associa-

mç,s Ê toPologii 't' é .g l9Z919aig; ISggi:::Êgi1l3= g:Eg.©ciada à
-' . . ' ..'
topólogia

'C. . . e' á i.zidicarénos. aehppe'l)or ' 't

!Ê.9=ÊU É Í' !® 'EgE.9198B : é € gl9EgB@: W e. !à=g:@
.g-e gW: qglJ==ggU}W' qg92aj;.g@ 'tã' tÉg!@P

Pgglgngl=e:929 - SQ' k e . y t8m 'Z: -vi.zi.nha.nças aber.

0Sp

0

.b ularizre

+



].5

tas que nao se encontram então pelo corolário do teorema 4 os abbertos

regularizados . destas fizi.nhanças também têm i.ntersecçao vazia; mas êa

tes 'abert06 regularizados sao "C+ vizinhanças de ]ç e y respecti

lamente.qA recíproca. pegue do fato de toda .t.opologia :Haja fi.na que u
md topologia reparada ser separada.

an2L®agd.çg üE2rwCofollário l

gg Ê. sòmente. .W 3 .11a3 .qÊei:;i9813;3;=. Wlgg}.
ag;9 -T ;' 9 '.

gSn9ag=k=g:S.ge ] Sejam .F e .]';5: ''t= -vivi.nhanças fecha

e disjuntas' de x e: y, respee.tivamento, ent;o $... e :${.' dl;o 't -

vi.zi.nhançao abertas de : x e y lé'do'coro]âri0 2 do ].ema 4, cegue-ae

que estes conjuntos também sao '''Cl+.:vizinhanças abertas. de x e N.

Blntão' $iX 'e #y '.sao '"C'+-=vizinhanças . de t x. .b . y,' respectivamente ê

coral-ária.l do lema 4 segue:-se que elas sao 'e'+ -fechadas; de

q:, $x. ; .; ',. \ ..;".-" ,.« .:;;;:ãb 4:J '««*".
. opologi.a mai.a fina queA recíp=olca vem do.fato do toda t

uma topo[ogia comp].etamentbe ' soprada ser . CQmplél$an8a&ean#Qp@ra'da..

Corolário 2 senaradqo hinimais sao Be-
ge;..r e gul gr e s .

Pen9ngÊ=áig:g ü [Pe«aos .aenpro Z #& t e sendo . e: cepa-
Fada minima].9 o teo].ema 6 .i.mpla.ca que. .' C H Z''K

Hewi.tt (He., Teorema 5) tmbém demonstrou o'teorema $,

mas ao ebvez dos teorema êi e coroa.apto '].9âle apenas. demonstrou .qué &

topa)logra aemj-regular associada a uma topo]ogi.a comp].etamente
' .. -
cepa-'

Fada é .separadape,a associada a. unia' topos.ogia separaria é separada T.



(todo conjunto :finito é fecham.o) (He., Teoremas 5 e 6). Os teoremas

$ e corolari.o l aap essenoiaiq para a aplicação dos resultados dêste

pai'ágrafo o do precedente ao estudo das topos.ogias absolutamente fe-

chadas ($1g, oaÉ.lll)

!99E992 g -l.(!gg=gW: f«idament al) gga.a#l 'e;i liga--iggEg-
.llaj;a q?pl=!çgLüar Ê "C J499; tonoloai.a

-al.uá:': .? "t, é. B: to-olhai., Wpb;'gp-
lz 3;gE.ggj;Z@ .à &9Eglgab 1, C' w Ê gênu-
Is. w szig&g. w ênd: ..q IÍe. 99=ã.ya;Êw ÊW

tl-j;pterio, . 3.+a:. , 'C "J .:'t ;.R

Pgngn1l:agW. T Seja '("p - T] ; ''n;+der.mós o' anel .n.

formado pelos .éonjuntop A = O -- O onde O percorre os oonjun'bos

'C-abertos; êste' é! o anel dos conjuntos .tl raros.o: fecundos e sóü

do C']. ' .'Z'# { C' é. .também UEi ane]. de conjuntos sem- t.-interior'.
õ9- '-. : . , ;; - : ':';> :=., '

e'como .' O! = 'Õ'..#.. m .conjunto .aberta regula' em' 'r"' 8' em Z#n Z:l
então'ao' o].=).o e da definição de .Â''vem que o = 'o14h(IA p..'i'.é. ,

;:.':''l.A '

Reeiproaaménte.:'.bê.ja 't':-.. ZI.R ocde 'ZI é : oni..-re-

.zulu' e -.A tam anel de- conjuntos .sem nCa-interi.or;: uàmdo. o corolâ-

ri.o 2 do teorema. 2 p'Qdemos a'upêr que tq. '.. é''b.q. qualquer c.onjunto

'Z::..aberto .seja d& folha . O i: O. I'S C A - onde O.Éi é Z'.-aberto .e

.àé.Q. :.Pel: 1.« 2 É.««.-6':: 6'l . ;p-tWt. .5't'; g:! (d«d.dó

[eiüa 2.) e ântep Ú].tipos qqo, conforme o ]eW 4t '!(l q.: '(]-pbQTÇoq

reg141arei, isto é, os. conjuntos 'ãi -a:berros relgl;lares b os conjuntos

?:-,»ç-t.; ;.w:hk;. .;. b; ...'".;, :l;;.,'' t*-,Ct
GO,olá,i'o 1 - 'Z 'be 'C+ tê« õs .esm.-

toa regue:ares
cona unt os ater
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CoJ'olá:Éio 2 - Uma condição .necessária e sufici.ente para
que duas topologias tenham a mesma topo12
gia gemi.-regular associada, é que elas tÊ.
nham os mesmos oónjuntos abertos regulares

C:arolário 3 Seja:. 'C :.' uma tipologia sâbz'e um conjunto
gboB C»a .sua topo].ogia sehipregulqr as-

sociada; ae.ja 1l F -..um espaço .topol.ógico rÊ

guiar; as apito.açoea#contÍnuaa de ;: E ; em

D' -.:aáo' as àiesmas nas dual topologias.

Segiie:-s e imediatamdhte do teorema acimaDgB!!gpptFaçak)

e' d.o teorema 41

g:nJ;âlü 4 ;.:. bê: :'C .# 'ruq- .Ptâ'>'.Z:À: «;. .;
soez-=e' ''

guiar.

Êgn92:e.Ê=à:S& .:.: Do . t..-el«q i,-s'gF'T;' q";. - :'t < - Za
teorema 7 teüoa:.'C + t h@ e do co#õi.brio. 6 da teorema 2 vem

7a n'Z''K .; e' pol'tanto 'C.'+#' 'e' < Çnln. ..: 'ZI C.....e..ent:ao ainda p elo +e(nÊ

ma @ aeguQ-se que TIRE nao é. gemi.=-regular

IJsãndo .ç) conjunt:o <.C:.> .. .podemos dar outra fórm.a ào

tcorGrna.. /:

't: ê'®.tu2bQ üatág$uu
<'tli > .1 .é eglnà& Êgb .'b.n:l«:t. g:W -ç.gU-
l:caiu ÇUj3 &gEgjg©:a ggqi:=rqg-J;Ú QgSKEb.
@ .é.9 'E9ÉUSÉb Z'.i

0 teorema g nos:mostra ém. que. sentido as olleraçoe s
7' -$t%' 'bã. iá«e,;às «-. d- 'ut.a.'

Resuma.ndo os resuILtados. dêste. oapítulç) temor:

g g.9nj.B=b 4w &gEÊl9aiu aw 'lgn !!u n9ÊW laEÉI.99ig;

.Egg.}É=Ê8ular ass'ecítldà é' llgg: .Ba:rte . inf Guiada. .g inf-coEple+a Sgü-

!9w .g=gÊ=g:gg: s. j;ngy:tj:w g;9 =s..Ej:Sy:]g:@ .ga. ].Sag;gal;w;' &$g:K ÊÊ.E© &É:

't -H ta e.
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pólogias têm as me.amas funções numéricas contínuas e sao caracteriza--

gaÊ EU &g=SB ÊE nggnW. .agE:J]U&.gg. alES=&U =ggliLg=W.; â9. ]Ug: g;gl:ag gU.

Ê922;i3gâ .gy: comoleibaménte ÊÊ2a=ê:gg: &êgag. g: .9y;$=u. &anEén. 2 âg=29; Êg-

Sw &9E9L9ai2é. &anlbén gã;2 sa=29.Es;l.ag:gw Egl.a gg;b g;a lg=w .9E&j;Êw

.al tir da ilgZplpgi!:g ggyj:::;lggulge, acrescentando ao anel . de. .conjuntos

chatos desta um anel !dé conjuntos;sem'interior

:



C A P:l T U L O :lll..

llspaços absolutamente feçhadgg ; ggnacos

extremamente degçonçxQg;: esnacoo irreso].aveia

$lg . Çgrw$szBgçãp @:g }gpgl:ggj:W absolutamente gg-

chadàs e

Dizemos que tln espaço -bopo169i:oo e.aparado gE. : é. 2lhg.olu-

tam( nte Eggb2ê2. sg êie Bati.si'az : imal.das *.quatro.condiç8gs eqRiva].entes:

.(ÂFI) - O..espaço.' . E ,:é .:fechado em qualquer. éapaç o seEia-

rado do: Qual ele8é üub--espaço..

(.Wii) - N;' p'd-em'.1l. ac,:'e.;.ent« , .BI ;t-« nQç. p'-b' üão

iso[a'do t ..q. i.g espaço'resu].tarte : ainda soja tdeparado.

(AF:Lll) .l+ Qualqüe$ recobrimehÇo abefbQ d.e:. b ;=conEém ma

8ub;-família finita. cujas aderências ':cobrem, B;

.(AFIV) .: Qualg'er 'f$.1tro.sàbDe E 'l-qu

conjuntos abertos tem pelo. meloa -um ponto a.a.evento..

A equivalência. das três priiüeiras oondiçoes fo.i'demona-

traà.d. pc>r .Â].exandroff e Urysohn.. ((AU.,PP: 26r--262)) ! é. i.mediano pol'

(AF]..ll) que qual.quer. espaço, e.ompactó, ó abóolutamento fecludo q :lm .e-
xemplo' de .Urysblln ((U. ,p.260) úlostra. qüe:a reoíprooa npé) é. verdadeira;

êste . exemplo . é o que hoijo lchamamõs.de 'e.apaço separado minimal;E:Bailnbâli&

«Bç$b$ ..fdobil+c'defi.hiç;o; (.kFIV) Q mostróul que t(idQ eÉpaç.o sopa;'ado. mi-

nimal é ab.solutamente fechado:'é deran um. exemplo. .de Alexandroff e. l;opf

(.(Aa-l, p'jlP .le exemplo)) 'de um .espaço absolutain.ente fechado que n&o. .é

separado mi.final

Vamos usar' & seguinte çaraoteríza

dos mini.nata fei.ta por .Boui'.baki(.(lo:c.cit.))i

tem bale dee uma

+

f

dos espaços separaçao



20

@P 9.SW. 'tooolÓaico. slÊEg:g:@ é.' P.eZgi=gg9 eia;inê! g9 9.

eêngaB B gy:giw- eãJ:!u çw kaW @. .nEãyBtu êlbS=tW aBg. Çên n
!99Z22g !!g pgB$o3aderento é convergente.

ilgna .ã - Seja; 'e: lh.a télpologia .absolutamente fechada e

e"l uma,topo].ogi.a separada)':<1 € Ci ; enbao
't'/ é. também absolutamente fechada.

.:0emon-traí;o - Seja. (0j.)3. € 1 g Ú reoobriméntó 't '-:abe:b-

to de 'ü.H.' sendo iC' l 4, '?:# bates conjuntos Bao também. 'C -:abertos ê

p.br (A in). existe uma eub-famíli.a finita d& (O.l), quá i.ndicu'enjoa

.i.-;l'i,'.',I'i '.}-Í .«à q-". i::. qt' :"; .d. :'e '.$:+.:; -4
qc'' ) õ;.t' é. p':;t'-.t. .q'.t''ü.'....B.k'::..

!P g o]ogia.atrai.-regu].ar associada 'tX & uma

toPo[ogia absó].utamente fechada.; 'ti. , é cepa
Fada :minimal.:'\

p9n.9ÊE:g:agãg é Senão (+ 4. ,iB aeWe-ée do. teorema 6 do

tema 5 auey 't#. é absoluta«ante fechada." S.4do 3 l .'lü«, nxti# que' tem

iiüa base .lie conjuntos . C.ã-abél'toã êle terá pelo'nibnoa um pozító , 'C -

amei'ente. x (AFivj;:jse-tomarmos '3« t.q.''' xl' Gaja seu úníoo ponta '(+.

aderente .e :duoHonstT&bHos que .:3+'. converge' 'para x então sééuirâ do too

rema aci.ma citado de .Bourbb$ki que. a tbp.ologi.a 'C+.-o .reparada minima]..

lama bale de Conjuntos C :abertos poi.s3'' tem talabêm ' : '
.C# e'Z.'Ó .;x. é taübén ''(.-adez'ente .a 13 pois sendo. 0i unia -

'4' -

t -vj. -:

éi.nhança.àbe.I'tà. de x '.é. Ox 'sau:aberto. regula;i.gado, cl,' O é.'3 ... um

conjunta Ç'+-aberto eiit;o. OxfhO / # i.aplica O::AO / # .(i)or. .causa d.o

t.eorema 7 podemóa ap]icar. o. ].ema 1).. Se X+ não cohvergisse para x

ein 'r.». ,. exiatíriá uha vizinhança aberta rega.lai! ãe. x,
.' ' . ' '.

vizinha.nça esta

que pelo-.lema 4 e peia ca'ovário ]. do teorema 7 podemos escrever O!:

+

h



*.i.':'«;; .» :....* t''',"«*. .:é y. *.::#g ..#': : '.l,.oons2
. '

ài.nt. Od Õ;'C;. ent;.,ob ...nj":t.f 0-..l. Óe(l O:;'C<O .p-'--ndo oe
aoüjunbbos àbeftõs iie 13. .j.i f.wmaniam uma .base de filtro. de

' . .

o onjunt os

.t'.,t,irão; i13 >, 3k-l .'::i .;. :lóhçio é 't :..a..,.nt.:.:3'1. (p.i'
0;n. Ot :'= #) 13 ./ liõó 'te;i,d'pt)ntgiàderent!; êontr.a a iÊótese , de 'T.''Éer
aba olu.'ba;nela-bé. fe chadli.

[[!eorenla 2: -;i Se à topo.]::ogi.a. '?:\ e .qbs;o].utàment.e fechada)
t f, . a.tdp.ol$gia,.?''ÚÊ .t bé ,o .:ê.

2SngE:ZÊ=agaÉ:l :: Sej'a .. .(.Q{) - .lü ràb ot,i:'imeH !J. . Z.Ü ;T.abb.u'to

aej:. E} .pele' .lema: 3.:para càdal líi Ci.i; -éxi.stQ M ooqãunÍo l 't :dbetto .O:
/9V -'" '+Bi-+

t:.q;q (ii- ÇI Oi. l.;e ;»;6i'.(4.- .Oi;Ç ; 'eizt;o. ó.s..l. O ''.ffoxmam .tim rêbóbl'inijeneo

'!: rabért.o .qe E . e- senão 'e:- . abso].ixtanente fechado., . .existe ,.baia spb
' ': '.'!e' 6 :.-' 'lqU ''' ' ..b..

.::, }j.-'j:.'Ü : .ói+ ;:. :.l;o:, '' :.$ i .l.'e..:,..,e«.::+',!''ç*.- : l:4i 1 . õiq' ,'.5 z
segue-.se' :entoo. qüe ag.''?lg.= .:ãderênQta's de. oi'::...} i, oi}. cobreai:\E

Oé..teotemãs.?; .8 é. 9fnçs. dão j:mediataúê.h+e. .cl

lg .... .Ü@ l9ZgUaÜ ;d' : é". @sQiy:tà«ante glsêbe:@ '

w .à e.àÜazG.' .w.'.éÜ. .iz $' eZÉü: ;:'e i'. t 3.
gd@ 1; 't " .é esEgib;gg..ni;ai:nd: ; l 't *, .â B: kg&.

!:gala . seüi.-regra\&' .aes]esj:g=g:g: .â.'.t.9É9]:eéiz. 'C

É.odemop.;táinbbém :folmu]ar' .o .]teoreüa . ].O,; do qeguintp modo;

"e«.- lg=.- @g tg.Égluib êl:!gbju8:31Êanén.& 'egSb:Z@ W Ê
Éên9nl9 W a lê semí:l'egulai qag.gs.ja4ã Ílgr
sepaJ'ada.üii.üimal.

0 ;teorema 8 e, o..corolário..?' ã.e teorema' '6. nob 'dao.;o

Corolário l.'-.: uha .!922J;9giá. abso].utamentg. ,:E fachada & .ggEg

=p:g:p minimal: se e .gemente 'se etál'fer a.emi.

21
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Teorema

e

É

8sbe. :oç)r.olaria general.iza o teorema 'de Alexandroff e

Urjaólm ::((AU.', ..teoFemàl 5) ) . que: d.i..z' qtae .um espaço -abso].ütánénte fechado.



' ' ' ' (I" :'' ';V

Uryáohn ((AU.,teorema 5)) que diz que um espaço absolutanente fechado

é compacto se e semente Ée êle fol' regular.

g.e=a&.é=i2 2. -:! !9p.gl:99jB 'C'N 'ggn.l=:ggELl:x 'àge.Égj:e4© g.

uu taÊ9lgaB '( g:qwlP+"p:çyy@ {aQbgg;g é
compacta se .g sòmente se 'CI for comoleta-
mente separada.

ggUgng.E=299:g .- Bombaki. demonstrou ((B.l)) que «mà tóp.g

logra separada minimal é comp.apta se .o sàmenté' se. ola for completamente

separada; uaahdo o oórolário .l do te.orema. 6 segue--Be q nossa afi.rmaçao.

. )adjunto das topologi.as. absolutamente fgC oro].ano 3 '= O -'

chapas e comi)lebamente separadas é induti

Bgng=:ÜIZgU : seja . ' ( 'C. )8 uma fanília: totalmente bode .

nada de tipologias ãb80lutamente fechadas e completamente '.reparadas.

neama topo].ogia gemi-regular .'ass ooi.ada1.- Tâdãs= estas topologi.as têm a. '' '

Doía &. topologi.a 'tl:x' gemi- regular.associada 'a üma topõlogia 'e+j ab

solut.cimento I'echãda e completamente separada é .compacta e poz'tanto rega

lar; mas .:o conjunto. das .t..õpologias que satisfazem o axi.oma 0,.. é um

sub-reticulado completo .do. meti.culàdo de :b8.das. as .topolo-aias e e' k é,

neste oàéo, a mais fina- das tipologias regulares menos fi.nas qixé. :e; e

bata. estas..topb].ogias regtí].ares t.erros ?ixK '('.i ' ;} ja' .í'C 'a. e
n . -;eJ (l -L .. - .)

estas.últi.mas sendc' topologias compactas oóilncidem.((V. ,N. ,p.41,nota 3)).
2. -i Todas as.. IZ'i... tendo. a mdsna topo].og'la Bebi-regular associada 'e' #
estão ..ntida, em <lr"'> , Úa- êste .onj«:tç,' é i.d-ti- (!eoie-. 3 e

6

}.{'E
vo

8

7) e

.Hvut+ \vv{3wv vv lfvl&n VÇ&L& VV BCC Qdl.LD UÇll\)J.(Z\ \AU l/L/n

pologias absolutamente fechadas e oomp].e:comente separadas maximais e

portanto temor o

]yo teoralla /\



Coz'Diário 4 - Dada qualquer tipologia absolutamente fe-
chado e completamente separada 'e: existe
uma topo[ogia abso].utamente fechada e com-

p].etcmente [ãgparada maximal 'e'' ' 2Z 'e..

$2g - Topologi.as extremamente desconexas.

Dizemos que um espaço topológico E . é extremamente Agg:-

Conexo se & aderêncí.a de todo conjunto acerbo for' um c.onjunto abertos

ou, dualmente, se o enter.ior de todo conjunto fechado for,um conjunto

:fecham-o: Ver.((He,p.1526,d.ef.16)),((D)y ou((S))

l Uma condição necessária .e sufici-ente para que
uma topologia seja oxtremamuite desconexo, é
queÊtodo conjwlto fechado regular seja aberto
(e portanto aberto regu].u)

29919ng.k=agag..r. Seja F H F.. um. canil.unto fechada.' regular,

então F é aberta).por .aer. aderência de um conjunto aberto, $. Recipro-

camente o coro]ário ]. ,do lema 4 di.z. que ajladei'ência de tôda conijunto

aberto é um conjunto i'echado regular e portanto ae todo .conjunto fecha:-

do regular fol' aberto, . a topologia é 'extremamente deFconexa.

As topologias extremamente desconexas aao portanto.;as' t.g

pologias para as qual.s os conjuntos abertos ..regulares e' os. conjuntos .fÊ

chadoa .regu].ares coincldemp SabeíJoa' dos corolários. l e 2 do' teorema 'P

que uma tipologia qualquer''e .a .gua sem$-regular. associada óao oaracterl

fadas. por tlereú os mesmos. conjuntos abettós regulares e pol'tanto os Ineã

mos conjuntos fechados .regu].ares, de nodo que usando o .te(trema 'Ê temos#

Teorema. 3a - As tipologias extremamente desconexas sao

aa topolbgias obtidas a parti.r das tipolo-
gias extremamente deBconexaa Bebi-régularea
!tr)'PC3clf'\n'n'hn'nela na n.p.-\n.l a,.' ,.,.... .i,..;.-b,-. ,. .Ci,.,.'L,. .3

4

os
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destas um anel .de conjuntos sem interior

Se uma topologi.a 'Zl:,? é extremamente descong.

xa, a sua topología gemi-:regular associada Zlb
e aa t$pologiase"rC] }l tambbém cl.: s;lo.

Te(nemq: 12 - As ideologias Qxt=oHMienteç'desconexas semi-
regüares satisfazem lo axioma (O.,) ((B $X,

p.9))'(õ portanto o axila OllÜ:)
Dons? g$rqçao - Sendo 'C uma topo].ogia gemi-í'emular,

qual.quer vizinhança ' V... de um ponto x. contém um& vizinhanç.a aberta

regular Olr de 'x e sendo 't' extréiúamenté dêsaonexa.do dual do le-

ma 6 segue-se que Ox . é-também um conjunto fechado. Então a função.nB

méi,i.ca definida como igual' a zero em O.r e igual & !i11. no seu .óomplemeE

t@ é contínua e 8atis:íaz es cona.çÍ;es d.o mioma (OIV)

CoJ'olâz:ilo .L - Para .tipologias extremamente desconexas, a

gemi-=-gulmid,de; o -i.opa (O..:..) e o axi.-
oma. (OTV) sao . equivalentes.

aeng::giE=agâlg -. Pelos qemp'' (OIV) --> (0111) -"'}

regulatidadé e no"teorema acima dénonatramos a i.mpl i.cação

Corolário

ml----'} jl sé

in.versa.

corolário 2 : Para. tipologias extremamente desconexas áÊ

paradas as condições de gemi-regularidade,
regular'idade e regularidade completa sao
equivalent e s .

ht.B.Stone .((S, teor'ema. 14)) d.emonstrou que para topolo-
gias cohpletanénto regulares sao equivalentes as aondiçoes de derem ex-

tremamente desconexas e de terem uma álgebra completamente reticulada

de f«iç;es nméricds. contíhuaa (i-.sto é, qualquer' família limitada de
funçoe8 numéri.cas contínuas admite.. um extremo sugeri.or) . O mesmo ainda



vale para topologiaB qué apenas satisfazem o axila (OIV) .

Di.xmier ((D p.t53)) d.efiniu como ÇBpaço stonimo UE- es-

paço compacto extremamente desconexo; se definirmos como esoaco gy;29i.-

stoniailo un . esb:açõ extrenamente de.sooneko completamente regular segue-

se 'do teorema iü2 e:ído seu corola;io 2 o

!gasw ]g'- :© !gela:gÊi!:u. s9Pe:2gw sg.E=929usa@. 4eÊw:
39319:E .gB:g gg. t onÓlo aj.as. .911ib.ig:ZP. a 2a=iEZ:
Êãg tonoloaias RIB;ãi-stonianas 2932 nroces-

w 'C',.-""+ va '

Para dar um: exemplo de espaço separado extremamente des-

"nexo nl;o reWlm (ou b q- é o me,mb, «;ló .ompi't'"'nt. ,eWI«) b--

ta achar wn espaço quase-stoni.ano ou stoniano pm que ex.lotam conjuntos

sem i.nterior que üao sao fechados;. 'tomando um anal (,P., 'dêstes c,onjun-

tos a. topologi.a Tra '\ ?l: êitibí'az as coam.çl;es I'eq.ueridab (corolário

4 do .teorema (7 e corolário ! acima).; obs.errando que. ê) compactíficado de

cech ((c)) êa dé u« espaço qqasi.-stoàiano E é «L'esbaêo'
'

stoniano

(pbib. o &ompactificado Êi É de ;Cear de um espaço.. completamente regular

E, . tem uma.álgebra de funções numéricas c'onbínuas isomorí'a à .álgebra

das funçõe, n--«é,i..a, .ontínu«- ê limo.tad:as ((ã)): de E): cegue-se qüe o

compact.ifiéadQ @ N . de um espaço di.screto i.nfini.to numerável N é um

espaço. stoniano{. . .&..L l3K - N é .= aubbconjunto, feclhd.ó (logo OQmpacto)

dé l3x (P.oig H] é} ].oca].mental compacta é portanto aberto em qual.quer

espaço deparado no qual é .denso) 'e sem. interior e nem todos:'oa subcon-

ijuntos'de... Á n.'êX - N sao fechados, poça 8enao, indicando c om t/l! o

i.leal f'(A) e õom . 'Ç a topologiq dé Px terá.anda 'Z..P.:e
. . ; '

;. mas

a tipologia induzida. por '(..q sôbre ' A ê á tipologia.di.screta e por

outro lado .A é '<1 :-compacto e. portanto . A seria {ltm conjunto fi.ni.to;

f



mas sabemos ((E)) que @X teh a potênci.a 2z e poz'tuta. .& n;o p.9

de ser finito, sendo portanto T.A #Z.' : ({3X)P-,. é ent;o um espaço
deparado extremamente desconexo nao regular

O prooess,o 3:'C -:--''} : 'e:l,n. tambbém nos mostra fàcilmente
qüo..todo stíb-espaço demão de um espaço extremamente desconexo é extre

maiüente deaconexol o que ó. .importante pelas suba aplicaçoesi

No

l cona unto aberto de. .um espaç o extremamente

desconexo é um sub-espaço .extremamente descole

2Sa:gli2:y=g:gaa u Seja A w.m sub-espaço de um espaço =E e

seja X uma parte de.. Â; indicamos com ãlÀ a aderência de..:X em A
e-oom XT'. a.aderência de~ X Qm E; sê A.'for aberto :temos

iIA ilUnÂ . e,bodo aubbconjunto abbertq. O de Â .é também aberto em E

e portar'Uo. 6a u ÕEa.A .. é abeJ:'Eo polo' OE 'é .aberto' por # .Ber extrema
mente desconexo.

Xlo.

+

Teorema lã odo subb-espaço de un espaço extremamente
desconexo é extremamente desconexo.

2Sn.9aÊili=gSa2 .& um . 8ubb-espaço denso (llé .um espaço

extremamente desconexo B; então : (IA . é um conjunto sem interior o coB

síderando o anel \.q:' u 1, À, #l;' & top ol.agia induzida poi'. t<JI sabre
A é a mesiha que a tipologia induz.ida pór 't' sabre A e A é um c

-e.spaço abberto 'de E,ç6 que pe].o corolári.o l do teorena ID é oxtrÊ
mamenbe desconexo e do lema 7 cegue-ae. que A é também extremamente

desconexo.



\

- 27:g-

$ )g - IEg.pagos }gpçJ:gg;çgp irresolúveis:

Dizemos qué um espaço. topológico E é J'esolÚvel se pode

moa dedonp6r . E eú dois oónjunbõs complementares densos em E; Qm cabo

contrário dizemos que ':ll . é. irresoly:.ygl; Gamo todo espaço com pontos

isolados é irreao].Úvel, apenas espaços bopo18gicos densos em ai podem

.aez' resolúveis. AÜ definições. acima sao inspiradas nas defina.çoes .de

Hewitt. ((X, p\3.22p d.ef.12)) que#déüonatrdu & existênci.a d.e .êspàçoa (coE

:jpiel'"ent. «Wlu.,) deh9.á e«. ;i. i-,;e;ólú-i-. V;«" ,pli'" ' pf"'â
se ''t' . --'+ 't'(A. } pal'a & formação ãe ..topo.IÓgias irresolúveia , mostram.

do que: dada. uma tipologia 'C qualquer existe uma topos.ogiã t<R à 't l

tA irroso[Úve.].; observ;amos (iue se I'r for 8eparadap .}:'e: e ti/q ..tem

os meados pontos:.isolados, po.is entaó êsses sao .c(1)njuntos abertos re-

gue.ares..(corolário l do teorema 7) ,e portmto, se ,'t. for,d.essa om si.

a tipologia ?JI também o é.

l topoloéia em que t odo c.onjunto ' sém interi or

é fechiado .(ou, dualinente, todo oónjunto denso é

-be,to) é i.r,e;ólú«el

Pglg.glLli1=299:g -qSendo X denso':m E;;iÇ X'- nãÓ tem iate

anão é fechado,. logo naQ denso..

0 'corolário.2 do teorema 3 nos mostra então..que

IPeoreina. ]ã '- se . ZI .-é um elemento maxi,mal de ' '<1 'e' >
ent;o à toP.o].ogi.a el . á i.rresolúvel.

E2g2 gBg:I.gB= &gE.9lg&b .EÊ22=âgg; 2 .ggB@ C
existe .uma tclpologia separada densa e ;írreso

lél91 't : ) tl aw l@ g: nggw .E929199Ü
gemi:-x'emular associada alia 'e'

+
poste

Coroa.brio



C A p'l T U L O ülV.

!2=ng;s:ãa gÊ te,atopolpgiW e. gy;:E=U Self;.ga:gãa

$i9. - lggEaÊW IBÊelÉaigw .gw g9aBênsl= g.eal9=89zlw .

])ado umt.espaÇO 'bQPo16gicoli:lE e uma sequência xn de

sequência convergente é :!=jvial se existe tiln Fno.: t.+(it pai'a n }, üb . tÊ
nos x. = x. l)ízemos que um espaço topológic.(2 +E =gg tem gga.!aêns:.ag.

convêrgeútes se tôda sequência convergente for; trivial

Da .dpfiniçao de .sequênci.a. convergente seg imediataue se
Ç

mente .o

Lema 9 L pejam .'Z". ê C'. duas topólogiao. sabre. im

cbnjmto.:'B ..tl.:q.: 'Ci c<.''r 2j: tôda aequênciá
a''2 convergente é$ Cl-oonvdrgente

IDizemos que .num ponto x: de um espaço toÉólêgioo E "vlg

le .o 19 axioma de enumerabilidade se x admite um sistema fundamental

enume.rávelÓde .vizinhanças.. Dizemos que ..em E vale o 29 2ZigBa {le
'enu-

merabilidade se E admi.te alma base enulnerâvel de oonjunbÓs abertos.

Dizemos que - E é -de g3=g;crer . Ê111291g=êle] 'ae -.existe üm .donjubto enumera

vel, .denso em E.. Bt .imediato 'que se num 'espaço ideológico velo o .2g

axioma de enumerab]]idade então va]e o ].g...em todo ponto 'de E, e, E é

d';.. Oaraotêr enu-erávol (ver qualquer li-vro que trata .de .espaç'' "étni-

cos) . O p:Éócesso . (' . '--+ Zln. :també.m üod .permitirá & forinaçao de eg.

paços elü..qu.e & recíproca nao é. verdadeira.

Lema .IO - Se x é.um ponto 4aó:'isolado de um espaço to-
polê)Bico .:i E e se .em 'x .vale o l9 axioraa de

enumerãbilidade j então exis-be uma sequência .xn

(le pontos de .E que converge para. .x e que
ntio é trivia]..



PS:ie.!!ag.l!::g=9a9 ' Sejam Vn' um si.stema fundamental :a,entmerá

ve.l de vi;zihhanças de ' x; podemos s.upâr .as Vn embutidas, .Isto é,

Vh. )V +l e senão x nao iso].&do em.toda;j:Vj . existo um ponto.. x /x

é i.medi.ato que &. sequência Xn: ,conte:çge para x.

No res.to dêste parágrafo consideraremos -.li.»g' como um ea

paço toWologíoó êeparudo denso. em si} i.sto el üm espaço topo]..óg:Lco sepâ

ratio seio :lpoqtoa isoladgsj &; partir..da topologi.a .'t' IÊvamos cohstr'uir uma

tóbologi'a .ltri.C lb:q.I'. EC'x-% nao: telha séquênciaa 'convergentes; para ís

to. baFtá, :alias., 'que- KE ,t-:./satisfaça .o' axioma éfe 'appaFaçaó piais :fraco

(Vi): $od.o OonjuntQ'oon;ti.tuid.o d.e um união :poü$o ê' fgcMdo.

, .Indíquemoa cop. )r" 8 pú'te .de à).(Ê). fó riba'ia pelos
. ' ' -

co3:

.juntos enumerávéis due tem' apenas um número. fi.mito dé pontos 'de acumula

l:i. ü": TI'.):

\

9

]:emaema. ll g .' X é.;um ideal:de 'conjuntos 'áem '?"-interior

29b.g;gg:l!lagar B] l imédi.ata.que . 'g é. uin ideal; 'lendo

E.-Z::'censo em ,si, todo ..conjunto aberto. é bens.ó 'elh' si):: isto é? nao. tem

:pontas isolados .e senda a].éq dis-bo' IE,ç ':separado todo..conjunto aberto

é infi.Rito é tem. É)ortaneo' infi.Ritos .pontos de acumülà.çào; ohtaoõ tód-o

;.5nj:üt.Q: g.e ' $1'' ,, 'tem lutei:'ilo::: vazio.

!gg=Êg[g .i6 + Seja' ;'C' :..uná topo].agia.. separada densa: em

'C' X+ nâo .e.xisbem.aeãuência convergentes e
portanto nao vale o .lg ' Elxi.oma de enumerabi.-
].idade .nem o 2é .

; . ~. Sé.j.a xn uma :seqüânc ia de . pontos de,. E

çr.;convergente para o ponto ..x;; de' .E; dó, lema' l següeóée' (jue ã:se-

áuênpia ]ln. '.táÚbém é ;l'ç -o(mvergen.te .pai'a: :x., .Oonsi.derem08 0. -conjunto

X fõrmaã.o pelo.s xh / x:' êste éonjunt;o teü no máximo. um único ponto de



'.;...: ' n; : .. . nõbhum XnjzXê(l xll;:ó uma l?y.'i-vivi.nhança de. ]çêlqu9.,nao contém. ::':

:como: xn - ..-C r.noonverge para :x .. t6aã vizinhança de. ..x éoiitém todos

.]Cn:' excebQI wn.núm.ero ;flui.to; no náximo d.onda segue-se que a éeguência

,: '- :n . . . .donyetgente{ i . é trivi.át, Õl:r.eito do teorema 'seguç=-sé do lema 2

g.e=alá=ü -: Pg9 :áy:3]aws! }ebÊl:gu: !gpÊl2%. e. ]9Éw e
9Z3E&S .=tglg. tópoloaia. separada g qSaea. tr
'tã-: ->'.c' bal' i.w.'tÉ' nÜ nÜ '!991i9B-

çjaX Ç.elu:g=aÊblgt. e. :ÇÊli®. à: n9w.ê t922l9©.p
:eÊgú=:=9alJn. êEe.2s.La@: à®. : g: t92blgÉig: Ç'

gue-dé :.:também do .]eaa].9 quq .dlíalq.uêr .topo.loÉla . 'TÚt

'Zh&;t.g t.« ,- Ú.à-;, i-:'lip:'j'''f.à.é q-.i . t'.pé:':'':';.: e'V'.' .$ ' . 'aciHia;

t'r é d i-enoe.,fi.nn das toliol-o gi.as úai.s :êi.nag qué' t qu;l'n;o t;m ';e
qu6nc .ia.s . .: ó onvergent e s .

Aplicando o procgssó .''Z g: :à topologia.habituãlt 'e: .da

='dta I'noi.?nal obtemos :lum espaço bn«nefáveí,;, L ,. porta"t o,-. .dg .c,.raêtei.

inumerável ; eü. gtíe nenhum ponto admite .um sistema 'fundamental enAumerâ-'

-vel de. vízinbançap l e ém (iue 'n;o .exi.étém .aequ8$ciaa .convergen+-gs .

30

$2g - .f gg=g:gigS=igg gn Êg]!g:.ggg ]oPol ógi.c osi;separados .

S.eja -: Et y um espaço top.ilógico .separado; .Z].exandroff

:((A, p.-lZ69)) deü às 8bguinjteé dali.Úí ?o9.a: Cu'acter : 'l..It(4> 1 de. iú pon

.to Üx de: ..E.a-. 'e a.menor potência de lm. áiõtema. funddmaita]. .do vivi;:

'h-ÇT: '' x; ,.SS=aSllU gg j:&&9=EggÊâjÉI'de' wq+.. (x) .é; & :Â.h.', ,ótai.ià
.- .-.. .. .. .)çaose-reduzaõ$pó,.de'üm conjunto .4ê yizi:nbançag de . x cuja..iate;sé '

Frio pôrto x

Et .imediato. qu.e di.zer que x é'.um;ponto nao iaolad.o em

(iue .i'aje o i)í'iméiro axioma .dd enuine;'agilidade equivale á .. 'l..Ç:(x)ülly.;

:



+

*emoB éntl;o ]tex) - ":lEt(x) ': 8.. T'm'' s'mp": J«(x) x& 'lFC(x)

. Z <; C' --Q: 13.=(x) uK .3C'(x)

Apli..Bando- a processo .Z à,~ a-uma topolo8xa separada

densa em Bi em .que o lg axioma:'de .enumerabili.jade vala em todo ponto

t.Ü 8 '')t;(x) { .'l-Etk.(x): p'iÉ' ''"tãÓ )ri,(x)'{ J:C(x)' : \J;(x)
- & .:; .< '1..J\:J;:): gom'l ;'güe. d.o.,te«ema do $ .pte,ior

$ 3ç : E=19=agns=B g;ê. {ug;alã= Êe=$i;nuas..:.

Sabéüios .(:(B 1, p..38P Teorema'l õu B li., p.55, corolário

teorema 1)) q\xe sendo ...A üma.parte densa de um.espal?o topo].ógiçó. Ee'

e g umã ap.ligação do: .&.: num espaço reg.ralar ;jÍPj$t;q. para..todo ponto

a do. $E#exi.Bta. o .li.mire l 'i. m .l:g(xy; então índ.içando .êom:' f(a) âsr-)ã,xCA
[te li.Dita; f é waa ap].icaçao contínua de Ec em . F que dizemos estes

qu prol.ónga & aplicação contínua g de A;'em F & lama aplioaçao

contínua de. , ECI eü F. Neste $eorelãá nao podemos preac;ndir da regula-

ridade de 'F; o processo' ?:A. noé permito dar éxemplog fáceis de empa--

ç08 separados F nao regulares em que a extensão:..f da.ftnnçao g nao
contínuae

- 31 .-.

Seja Et.F um espaço 'topológico separado e ' X.:'fum conjun-

to sêm 'a -interior nao ..'C -feoh.ado; seja IX. = .1.x,/l.; do teorema l .se-

regular. (corõlári.o 4 .do tea'ema 7. e córolárilo 3 do temi 4). ;A aplicação

.ídânti.ca .g de -A.w (;X em F satisfaz às CQndiçoes da função .g..do

[sao .f, que 'é & àb].idaçao idêntica deprincípi.o dêste $, mas a' qua ente '

EI . sabre F nao''é contínua,pois ' 'Ç.p> C ..' Neste caso,'porem! ex i.s t e

uma topologi.a 'ê".. ) 't: sôbre E t.q.. :f seja contínua de E.l.s:.ó
ul . ' . ' ' .\+rl

ém Fi qualquer .topologia . 'Z"cQ. } '.)!.. Vamos mostrar (lue ç.sta si.tuaçao

+



3P

sempre 8e verifica!

qleorema 37 - Seja . À lEiRa parte densa dê: um espaço tppo-

IÓgi.co E.C.: e gV tm espaço topológiço. se.:

parado; sejaEg: uma.aplicação de. A i;em F
t.q. .para qualquer$ .p.(. . exista :o. limite
n-«l m$il<g g(x) $ que .üdicamol bór .If(á) ; ei
x+ &, a ( A

ÇacL:;ÊJjs-té mâ toPologít', -'C.R >v ;Cg tl;a.
f'.. seja8contínua de :E,;-;lg em F.

gS 9agiE gglâg.: A?senil.o .denso em 'E, pnt;ó Pu .ÂS é uh

.ãnjmlto s.m i.«t;-i:ó ; tõ«l:mo;.o.mo u.í .Ja. 1,. iae't Fed.i) 'l;l«mél

ar qtg a topologia .'alÀ..oatiaraz .às 'gondiçoes do teorema,. l=1(n e

propri.a.. definição). çontínua. en todos os contos, do conjuntojg ?l'a -aberto

A; seja' 'la .(l E-A;. pela defina.çao.,de 't f; .dada qualqiler 'vizinhança V de

f(d.) . em1l I', exi.ste Ú&. Z: :-vizinhança aborto O d.9 ;; . t..'q..

. - .".: . . !"-se,à\i.gf({..}(.(.on.à)).e..V;'ha;g(On'A)CV?.êooúo.i'(a)IC q'.a; ' ' '

l a} Ü.(O''{.a) - é -a 't'À -vizinhança ãe . q-. (p'ià: l agiu (On.À) .:'

-;?.- :ÍC'" ;: : ''} ;. .:.-'. .;( A :-. ''' « ..':lS«:'i' ' r.A -,..«,.ó
t.-.. ,,. .a. ). . p-i,i'''t', .:p. é =a :à.Ütl-- .« - ':

S

pois per

+

$,4g - Êbgg:]!gçç?es e$outros exemn].os .

A) ggEaÊ.® gw w én:iu bgnÜ 8Ü légulu

Dizemos que .uyi ponto x.' de um espaço toPológi'cQ.. E 't é

irregular '.se. para' as vi.zinhançag. de ;x à;o vale o axioma (Ojl!) ; b pr.g

ceágo C': ---.} t.4 :. .'nos.pebmit.e en oêrtos éáaos formar topologilas

.'({Jq a parti.i. de umB tipologia.regular '(= .: t.q:. um pon;to x loja o
único ponto irregu].ar de .E,C l Basta, por exemp.lo+ tomar como ane].

r cujo úhioo; ponto de acumulação sejalm ideal de conjuntos.sem ínterio ~



ol:ponto LX (desde que tais conjuntos existam). Na Teta real, por exem-

plo, podemos tomar como anal ..P. 'Q ideal gerado por um conjunto nl;o vg

zio .de sequências .hao triviais convergentes. para x. ..Se {fi. contém.tô-

das as sequências 'donvergentes para x9:. em'êx deixará de valer o pri-

méJ.i'o axioma. de.'enumer.agilidade, mas em (lll x } . temos & .topologia habi-
tual d.alreta.

B)' 89z2zu a929:ÉE .g Iggaln9=.Eg Êga91w ãsgy

g nao gemi-11pgulares

ndo: caminhos

])iremos que .um espaç.o topológico é conexo: segundo cami-

nhos. ae para dois .pontos x e yÜ qual.squer de ..E .existe uma aplicação

contígua :f (camiühb) 'ie'(O,]J em E'.t.q. f(©) = x e f(]-):= y.
])i.zelos. que' um .espaço é localmente conexo. segundo comi-lhos se toã-o bon.

bo admite um sistema fundamental de vizinhanças conexas .segundo caminhos

Tomando-no p].ano numérico um ideal url. de conjuntos t.q.

pax'a.dada A .ÉI c.q apenas um .número fiel.td de. 'Tetas paralelas ao .eixo

dao abscissas tem inteJ'secção nao vazia com -A, ê imediato que a topolg.

gia 'ZlS=t satisfaz às .conde.çóes requeridas.

C) Qbgervaça o sôbre os espaços de;paire

O processo :el.A permite mostrar I'àditmente que a propriÊ

date de um espaço .bopológzcc, de .sér um. espaço de paire nao .depende ape--

nas das ftinçoes numéricas óontíhuas des:te espaço; asse.m a Teta oom a t.g

pologià habitual é um ospaçõ de.Bai.I'e poi,s :é ]oca].daühe compacta, mas

passando a considerar o. conjunto doo números irracional-s como fechado

obtemos uma top.ologi.a 'qln. em que a Teta é 'ulíi oonjlmto- mag:!:po (reuni.;o

do cona.unto mag?o dos números racionais 00m o conjunto e::q '-fechado e

.em ante::'ior, isto é, r«'o, do. números ir-acionais)
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D) Esnacos W gy:9 lggg con:junto j:g®:ado é enumerável

Dizemos que un espaço topológi.co é.hereditàriamente de

Cai'ábqefeBlà\irei'ável se todo seu .eubb-espaço 'for .dó carácter. enumeFáVel;

é sabido que 'bodo .espaço metric(i de cgractar e numerável é hereditàri.á.

mente de :carácter enumeráve].. Et i.mediano .que num espaço heredi.tàriamen

te.. (ie: carácter enumeráie] qual.quer conjunto imolado (i.sto é,-.cujos pon-

tos qe acuqu],açao nao pertencem a âle). é enunbtávol.i pois é im bub - esp2

ço. di6cl;eto e estio é de ,carácter: enumerâve]. ée e semente' Éé far enizme-
rável.

Considerando na Teta.. real o Ideal 'G. dos c.onjuntÓs 'enu

merávei.s a topo].o94..a . l X.t., nos'dá..um,exémpl.o do um espaço em que tido

conjunto ia.olado é enumerável mas que nao é .de çàracter enunerável+:. to-

' ;do conjunto ehumez'ável é ?, ã.7ü'Trato .e fechada o 'portanto nl;o denso na

teta a da. te-orla d.os pontos de coüaensl;ção: ((H&, Ê.23)) s ewe:ée que t.g

'' jçaníj«:to nâo.en«qerá+el d Teta é n;ajisot.:do em .?Y,...(E,bo.émoé

tàpi.damonte a demonstração. dq que todo; conjitnto .isolado em 't'VL é énB

mérávell seja A um con:junto n40 ante.meráve].; considerem'os o. conjunto

enumerável dê interva].os. abertos . de extremidades rabi.onai.B e . seja O a

reuni.ao daqueles interva].os que contêm apenas uiú conjunto enumerâvel de

pontos de A; então O contém.apenas um.conjunto enumel'étkel de pontos

de A e '(.l:O. é nao.vazio e tal que.toda ?l'.-vi.zi.nhanç.â' de
.\ "'l
un ponto

de r' O., e, em pattiéular;. dos.boh.tos dé A ;contidos em (..{0, contém

uma i.afinidade.nao eniumez'áve]. de pontos .de A; mas então a.s C,,.-üizj.-

t6m esta .propri;edade e portanto .A n;o ó í-solar.o.)

3



g;g.IW. esn&co g& carácter gpumerável ern aue

s=!iEÊ=alj;J;igaÊa Ê Ên alia na2 !a-vale Q le axi.oma de. enumerabi.lida '

Ig. .2 segundo Bg]igna de . enumerabbi].idade

Consideremos b segui.ntg subconjunto do plano coh:. a topo

ogía :ynduzi.da.bor êste. ((Ha,p.].'J-3,$2))i ..E .n'\'(]i,y) 'l.. y=O e'

0 4 x ( l,l.ou;tjy n 1/2n e'. ,x &. m/2n, mü0,1,2,....,2n, n. (N } .. Os

''"l"te- -w.; a. E . ;;. .'g b-')..o«j«-b:',lgP':' :,A : l ê-:,x);l @o,o<* Ói}.
.e passando .a considera-los cona conjuntos féchadós temo.s uma topologia

nas cohdiçoes. citadas; en E. oóm a nova topologi.a nao vale o 29 axio-

.na de enumerabi.líãade .pois senão valieria no :sub-espaçof$A mas êste é

di.screto e temi.a potânci-a do cõntínyo.:. (Em'- E, mini.do êom esta cova ti-

pologia, 'também vale .o 12 axioma dõ enumerábí].idades' çls pontos.'dé EhA

sao: isolados. e se x l Ó um.post.o.de: A, .senão: V.$1 um si.aterra fundamen-

tal enumerâvel dei izillhançag de . x na ;t=opologia .pri.meti.va, então'

Vi H { x'l U (.IVn â( A) . é um sistema, fundamental. ehuüerável' 'de .vizinhanças
de x; na cova topologid.)

F) 8g.pqç., totalmente d.sc&ãexo,.

0 exercício i.i do $iig, caP.l; p.?7 de ((B 1)) ou exerc.{

cio. 9,. P.].22 ,((B I')) a:E'ü'ma due to.do espaço.no qua]. á intersecç;ó de
yi:zinhanças..ao .mesmo .tempo .abertas ê 'fechadas de t.odo ponto sé reduz a

é8te ponto, .'e .homguníJj:go a um Büb-espaço .de -lzm espaço;compacto, .produto

de ebpaêos di.scretoo: com doi.s .elementos, e feria portanto çompletanente

X'emular e pi)r conseguinte a.emi-regu]af. A.3topq].agia '?' \» da Teta ra-

bi.anal (ver $19 dêste capítulo) mostra que a anrmãçâo ü;o ê oorreta

(corolário:.'4 d,o teores 7); é necêssári.o supôr ainda que o espaço seja
éomp].otamente regiilat

E ]gxem ].0

+

J
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[Popologias ggg:i-reau]ares e. g

o . . ê :hoineomorfismo do Fome.=

Fo-i.n ((F)) de- a .eg-ii:t. den«i-Ç;o; -«a apli."ç;' :f

de ;t]m espaço' topó].ógicol1lE.g num éopaço. topológic.oi:F é Q ÇQp:tinha

a9 reli.B. Z: se para qualqu$7 vizinhança fechada V' de :'f(x) existe

-«a ;'i,inhq«çalv d.e. -3: tal qü. f(v) e:ç'; :É$ é: Q..:=.g=:EÍ=U.W g

se .é ço0-contínua em fado ponEo$ k: de E. Sê no espaço topológico F

está' «satisi'eito o axioma (o].ll) b.6da aplicaç;o O -Gentinha: do' li$jem

F 'é também contÍnÍza. .Unia ,aplicaçaó bi.unívoca f :. de ijm espaço t.opoló-

gico ;E .8âbre um espaço topológi.ooÊ.F:, .é uui +(l>.:b:989om ortExamo se f e

sua apl i.cação re .. ontíiítibs .' íproca aaó Q :o . : . :

Teorema lg - Se duas topos-ógía;3'CI e .'eõo) sôbre E9
t8mea mesna tipologia'semi=-regular associa
da' e.I'áa.'. saó '.e> --hom.e omorfas i.

Pen9n:.l1=39a2' s se 'C,l e ."C2 tâm à meamà top.elogia

gemi.-regu]ar associa.da e].as têü os aiesmos conjuntos abertos l:.egulares é

os .mesmos con.juntos fechados. regulMeá .(co].o.Latia 2 do teorema 7 e -dual)

e portanto a apli.cação idêntica dé EZ. . á8bré 11?.., e.Fua recíproca sao

'-«-*'-,.:'il!'; .; .:b :, t:l:.:,;«-.«,,' à*.:l:: É.'l *l'- e: : i ..«.

k:* : ',.:.;*;.it': Úi;::'C:-«:,i»-ç; '"Ó::.t,...l. :: . (': ( Õ,FO

Dada um.a topólogia 'Z. +- seja 'Zr. .[ll q. maia. fina. das

: , . . . '' .' - . . Ü +A'topologias menos {'inaé que8C, que Bati:sfazem o àxi.oma (Oll.l); está t.9

pologia: bati.s:faz o axi.ama (ÓJI.[l):. (o conjunto d.ás tQpologiaà que satis%

zem o axioma (0111) é uln sub:ret.iculado completo do reli.Guiado das top.g

].ogias; ver .também p.22 desta tese, coro].ári.o 3 do teorema 10) e.a cha-

+
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manos de &gpglogia O.,,-aasocíadã à toPo].unia '(.. T emo s g

Teorema 12. u Se, dual -bQpo].ceias .'e']. e. 'Z'b; sâbr.e E!,N /\: qã+ '' +b

sao (1) omeómorfaa, elas t8m a mesma topo-
.].agia . 'OTTT:-aés ciciada..

Eg119=giE::alga - EÍ imediato que a qp.l i.caç?ao idenbica f

EZ'OZiZ é'ta«bêm ®:-contínua .e p"tuta contínua, polo

'Cgnl'.à,tisna, o axi-.Im= (Onl) \ portÚE';' '(:: 2, C'ni, :il,go,

c::",; z:'-:; '' "-. -.. .**.«'; , ;:i:,i. :.""-, '. "«' " '.
gue a igua].date 'destas dual topologias

Irão sabeiüos se ó e) -homeomorfismo entre duas tipologias

i.mp].i'.êa sempre :& i.güaldade de suas t.opologias gemi. egulares associ.adab ;

em casos párticularea BabemoàldeüQnah áfü ; para topelogias extremamente

desconexas.,. poi' exeoiplol .i.sto é uma consequência do .'teorema 19 (e do te.g

rema 12) j Temi.n:.também a demonstrou para topologilas absolutanente fecha-
Ud.Ej 8
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:4 p E ]! ]) l c E : : ll

Ing=gg;g Ên esnacos reparados

DizemQg .que um espaço topollogico separado #E ç....}l! está imer

ao'no. espaço topo;logo.oo EIÜr se..g;E',Z .ã um 8ub':espaço de E'lC.f li); ae E

pombo.. x-'de ]it- . Podem(is então o.onsiderar b traço' a6bre . .8,. do
' . ' '
fi.ltro

ii.zi.nhançaF. de x . em, :*Ht . '; êste. traça é: .um .filtro Bâbre B. que

en umajbase. (de.. fil-üo) de Joàilmtoa C' .àber.tos '(}x; se x €1 É ;êste
traço é o fi-ltx'9 dqs. .'C' -.=vizihhançãs de. # Qm E,; - E.C- wcom esta :fama...

liP (.lãx)x(]'Er . é o. que ohà,mwemos'de .ggali;s].9b.'gg ];nê=gg;g g;a xti . Êg.

E. . . lied.Fracamente, dado E,t. é -uma família de. filtros..'; (21q. cõm base

''. ''-j:"'*"l .:l.':'?,T' h.:' ,.«'.- i'-+-';: ;' *.:: ,"' ,-' ':' q:f / . g;
eii.ste oí é. (li j. -, e. oj (I' qijp com Ói rh .0;j'. H #) p.odemçs .f.armar .:tlig esp2

çÓ .E'C';'..tal jqué Et' oatej'a.imerso 'bm.. Bi6r.ç t&l que a faníli.a. q
junto com..a9 bbases de fi.l.tpo de vi.zinhançao abertas dos pontos .x ' da

Et: ae.ja o eaque].eto' de ''imersão de . E ?e 'oHs' E.i.

: q + '' : Em geral., poréml podemos ter muitas tobol.ogj.ãs s8bl'e . Et
todas elas. dando. lugar áo:.me mó esqtleleto de iãiergao. Entre estas .topo-=

à fi.na Cli '.e .Ma.méné)s fina .Ct
logo-as.(e8bre Elyexisteüúamai : '

que 'podem .ser definidas di?etamente"a parti.r do esqueleto ou então a

parti.r de uma top.ól già (dual'quer: e' db E i(bal que E:f esteja
j.m"-o ''i'' E;.).l

Seja .Z..t.W & toPologià..a.emi.-regular a.saooiadà à
.
toPolo-

gi' 'C';-te«o- (teorema.7) 'Z' -- (t'9')R ; '«i, iB o t,aço do

'
anel

'Â. ;',::'' "! t.«óé . lã' 'zi - (c'.'b® -..L:':ei ; ( ep#i-.-©

l
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\+ n ' . 'Z:f semí-regular se e s(3mente se liç é Bebi-regula'
Para qualquer.tipologia '(.l:! a8bre Ei tal quê

z":l.í t'a.I'ci ..'"«.; -.& :. *;':'""?? 'T "%.:; :.*;''l:
estas toPolo-

. illÜ+ , ... -.--.

aias dao lugu ao nepmo eoqueletQI d:e'i.üQrü;o (e raoiprocamente,
qualquer

gB .'- ' :

AI..=. R. ' nulo tenha aquele eÉ;queletQ .de imÓi'sl;o',(está ent.retopo.Ideia sôbre

<L '...ICi).
+

abbso

Com eocoltia a.deqtlada dos q.i PO ... . .-;'+ WP .
" densa obter um espaço E'

te fechado .

Oproceaso :. ta nos permite de:fiel.r de bodo nuibo
simf-

'

pies .os di.gerentes t.iPos.. do iaeropol do sêúi-te'gul ..idade relativa) etc.;
t,.:.;l:.;:l.,.jll;, :. t.p':'Ú.' !, .. k;tl:t.« {tt',;p'::7-l }''f'-- '3..m é

«-, t.p'i9g:' Cii. . 't.J'ió$1i?, . ''''p . '(l.'.'.'''b:.i*.'«« 3.2) é '"'. 'b''

pologia' 'Z:à.

seacimaente.n.damosdo queaçoes

1..+

-.A maior pa:Éte dos . tesa.Ltadod que enunc.i$mós.Boina sao

- ' cónhe.id..., .". .:. lü o-*,a.'l'--) .dos u.ito: l,'b,tho' q.-e 'xist'n

,;»;. t.«i,, ó..:j.«"';'';' «.; «d),..«K' j :J, D);l'((ê m., ( m, .*.

sultadoa de hiodo mais simp].es ê claro? .al'ém..de result.aços novos. Os
de-

r;lo .publicados num tr&
tálhed e demonstr

bfl].ho Uosteri of
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4.E E q:n ] c E :. .i].l.

Notam: Bâbre bópoloRias assóciadaa

â: topologiqq :egüates,

O .processo Z1' -'"'} '6cã.lli} noa .pebm-ite obter a i)artir
de uma topologi.:a 3emjuregulat ; '?. ' :'t8dàs as topolo94.-as '; Z.'' =cuja topo.

].agia gemi-reW:late-associ.adb' é à. tipologia '( . (tQõrema 7)

'O"profesBõ'';.'e:;'..=.--$ :(X- 'p isto.: é, 'a fõJ'mação.' de tuna t-o-

po.lbogia ' 'Üà' que tem como tlgde de conjuntos..'abeJ'tos os conjuntos àber-

tós r.egü]area . de uma outz'a'topó].OÉjía'j 'e- P.;nos permite formar à i)arte.r de

qua].que.r. toPoltogia 'd sua tópolçgia. Be'mi-regular associ.adà.

EÍ pois .üiui.to .natural. l)rocutar re.sf)lvei, o mesmo problema

para:to$ológips qúe SQtiáfazém'J axioiiá '('O] ll).9 ÍÉb.o é, dada uma topos.g

gi.ã '..IC . :que sàti8faz o axi?ha .(Olil) i)roouk'al'..um. proce$6ó .que hoa pef-

miltali'ormat. tôda ab topa].ogias Z'.t. : adia topos-ogi-a .(0r.rT:):associada

s'9. achar um processo que noa permitaseja.a.eopologia=. Z ;basta,alia ' '

obt.er as 'topologi.aa aeúd.-i'eázla!'es cl;i':la (Oi].l) =assoéíad.a seja 'C.. ', po

as topa[ogias ..z]ao gemi-re.gu].aresÜserao obtidas à pal'tir dlaquela8.pelo

prpcesso. 'Z,. '':"} t<n'' segundo pi'oblema oei.ia achei uüi pr'ocesé-o PÊ

lo qual a partir de uma topQIQgia . 'C'. achamos. a. suâ topolo$ia .(O.r:rT)-
as 8 0 ci. ada .

e

IS

e

]lo estudo-do primeiro d6s-be.s prob].empa b autor obteve 08

seguintes. resul.tadoa parciaisi

Sendo 'Zl; .umattopoJ-ogia.qualquer e ' ÀI) .uin anel .dual

(Temi;o qualquer ' e intersQcç;i) nni.ta. n;l5 vaza.a de (conjuntos do. J<)

pertence a dD ) .de. conjuntos seú interi-or e d.enjoa em oodjmtos aber-
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,n <. O.Í ÕS ..n.i.d.eremos a topologi.a 'C - óbtiAa acrescentando ao anel

üal d.oa 'conjuntos abertos de 'C o anel dual ç$D ;: temosi 'C d 'Z '19

têm à. àeoma topologià .(-0111).-associada.. Impondo mai.s Bl@mãa cóndiç8ea

obt'm" 4;'pói.ej.« X:t''O : .e-i.--é;Ü]."'s.

Exoiúp.lo '= Seja B "xo iübelvalo' l. O,ii3,! c9h. a dua topolo-

éia' habitua]. 'Z: ; 'à'eáa Qi '. ó çonjuntp'das í'taçoe.a i.rre.dutíVeía de B

aom numerador. par e Qi Q. das fraçoed irredutíveis dohl numerador . ímpar;

tomamos. .S9 i. .{ .#tQppq:i\ '. ent;o ?]:'19, é uma .topo.]..agia .aeni.-regulam . cuja

tipologia .(OliJ:)-dbsa.alada é & tipologia baba.tu.a] . aà ü.tervã].ó (O,{

Para' abordar;lo lsegundo problema indicados; orou } .IA '. O con

junto dos bom;os x.'do E tais qüe toda .('-vizinhança,feoliada de .x

encontra qualquer, 't', zinhanças .fechada .de A; os eon'juntos'' A 'w A

. ..g fechados, definindo asse.m uma. topolosatisfazem os axiomas de oonljwitg '

gj.á 'C4. Z''.- ; Z' ,Z ae e üàmentà s e "Z aatiofa.
'. ;.. . ' .
o axi.omà

(0 111

sem restríçoee ulte[:iorós subi'e à topo].agia '?l. ,.'que 8B

tíBfaz ó.'l&íona (Ólii), ' o.IP.rocesBq 'a. ....b.i C'© li;b üóé permite porém

obter todas as topologiaB sdmi-regulares que t8m uúà abana topologi.a

(0111)'-associada. X;lo cabemos ao: a, tbpoloéia - ('0...):abbaci.ada i l«a Eo

pología 't .é obti.da éom ]:::2 ap.ligação apenas ao processo. 'e. --.....>. '(

As demonotrcaçoes .e outros rçsultadosl .dop processos

t .....>t.'U . s' ,<''' fZ : à-;. p-bU'aabá
1 . ' l. : .

nuü.tl'abalho poste.

F

pior.

O mesmo problema para topologi.aa que satisfazem o axi.oma
(OIVy .l)abece-nos bem baia di.fácil;. o:.. que htiáa é . natmal ,. p.di-o, pouco

se cozüece aêbre topologiaB que Bati.sfazeÚ o axioma '(O..,) e na o satis-
fazem o .«::toma (O..,).. :
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