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Na presente tese estudamos um método ou proceéso pélbv“
qual obtemos, a partir de uma topologia dada, novas topologias mais,fi;'
nas do que a primeira.(refinamento); consiste &ste método em acroscen-.
tar ao anel de conjuntos fechados de uma topologia ¢ , dada,‘um anel
;gl de conjuntos sem ‘zf—interior; As novas topologias Z%ig:g'assim ob
tidas sgo,em geral,teratopologias permitindo formar de modo muito sim-
Ples eiemplos e contra-exemplos de muitas situagges topblégicas; a im-
portancia primordial ddste métédo reside, porém, no fato-de que 8le vai
servir para estabelecef reiaQSes exisfentés entre determinadas topolo-
gias (entre topologias quaisquer e topologias semi-regulares) e vai ca-
racterizar compietamente determinadas topologias a partir de outras mais
simples (as topologias absolutamente fechadas a partir das topologias
Separadas minimaisj; as topologias éeparadas extremamenﬁg desconexas a

~partir das topologias complctamente regulares e extrémamente desconexas);
Segue~-se também a exis£§ncia de topologias irresoltveis.

Neste trabalho usamos as notagSes dos "Eléments de Mathé

hatique" do grupo Bourbaki, em Barticular de sua Teoria dos Conjuntos ‘
. o

((B Ens.)) (2) ¢ de sua Topologia Geral ((B I, ou B I' e B IX)) cujo

conteudo assumimos como qonhecidb, em especial os paragrafos 1 a 6 e

10 do capitglo I e parédgrafo 5 do capitulo IX da Topologia Geral, cujos

resultados usamosvconstantemente e sem menciona-los explicitamente a

maior parte das vezes.

(2)

Os paréntesis duples (( )) referem-se 3 bibliografia que se encontra
no fim do presente trabalho. ‘ <
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No capitulo I desenvolvemds brevemente as nogges exppb—
priedades da Teoria dos Conjuntos (§12), Topologia Geral' (§22) e Congun—r;

tcs Ordenados (3 ) que nao se encontrum nos citados livros de Bourbakl.

No §1¢2 do capitulo II expomos os resultados principais
do processo G — E:ﬁl ; mostramos (tcorema 2 e corolario 2) que o/
anel kglv de conjuntos $eghinterior,que acrescentamos ao anel de conjun
tos fechados da topologia Ef', sempre pode ser tomado de modo que todo
conjunto E&i,—aberto seja da forma 0ACGA, onde 0 e ¢ -aberto e

A& A . Indicando com < ?f;> o conjunto das topologias E&? obti-

das a partir de 7. pelo processo: e ?le ; mostramos (feorema
3 e oorolériq 9) que {T & uma parte ordenada indutiva, inf-reticu-
lada, inf-completa e convexa do reticulado de t6das as topologias e por
tanto tem elementos méximais, topologias em que'todo conjuﬁto sem inte-
rior é fechado (qorolério 2 do teorema 3). i

No §22 estudamos as topologias semi-regulares; dizemos

. 0
que um conjunto aberto © ¢& regular se 0 =0 e que uma topologia

é soml—regul Ir se seus conjuntos abertos regulares formam uma base de

conjuntos abertos; mostramos que os conjuntos abertos regulares de uma

; /
topologia “. formam uma base de conjuntos abertos de uma topologia se

X J o e . o=
mi-regular (] (teorema 5) que chamamos de topologia semi-regular as-

o~

gociada & topologia < ;'se C § separada ou completamente separada

. s . oo A 2
sua topologia semi-regvlar associada ¢  também o & (teorema 6 e coro-
lario 1) donde se segue que as topologias separadas minimais sao sémi-
regulares (corolério 2 do teorema 6).

A nogao de semi-regularidade foi destacada por Stone
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((s 1, p.442, def.19)) e a nogao de topologia semi-regular associada a
‘uma topologia e o teorema 5 também se encontram em Hewitt ((He, ot
regular contréction" e seu teorema 5)) que, porém, nao achou os teorema
6 e corolario 1 e sim formas mais fracas deles ((He, teoremas 5 e 6))
(ver também pagitas 15 e 16 desta tese); a nogao de semi-regularidade
também foi usada por Katetov ((K 1,2,3 e 4)),9Ramaﬁathan ((R1e 2))
e outros,. Quefemos deixar aquli os nossos agradecimentds ao prof. Leopol
do Nachbin que nos chamou a atenggo a0 citado trabalho de Hewitt e que
pds a nossa disposigao separatas de trabalhos de Katetov.

ReEnindo éstes resultados com os do paragrafo 12 demons-
tramos que para uma topoiogia semi-regular 2:1 o conjunto ( ?;L> é

Justamente o conjunto das topologias cuja semi-regular associada é 5»1
4

5

(teoremas 7 e 7t) e temos assim:

0 conjunto das topologias que tém uma mesma topologia se
mi-regular associada € uma parte inf-reticulada e inf-completa, convexa
e ordenada indutiva do reticulado das topologiass t8das estas topolo-
gias tém as mesmas fungges numéricas continﬁas é sao caracterizadas por
terem os mesmos conjuntos abertos regulares; se uma delas for separada
ou completamente separada t0das as outras também o sergo; estas topolo-
gias também sao caracterizadas pelo fato de sefem obtidas a partir da

topologiassemi-regular acrescentando ao anel de conjuntos fechados des-

ta um arel de conjuntos sem interior.

-

No §12 do capitulo III aplicamos o processo .{  — Z@,
ao estudo das topologias absolutamente fechadas e por meio dele conse-
guimos caracteriza-las completamente; mostramos que uma topologia Ef' é

absolutamente fechada se, e somente se, sua topologia semi-regular asso-

Ay
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ciada é separada minimal (teorema 10') o que com o teorema 7 ou 7% nos

da o teorema 10: t8da topolngia absolutamente fechada é da forma CLQ )

)

onde C é uma topologia separada minimal e JQ un anel de conjuntos

sem ¢ -interior; e reciprocamente, tdda topologia desta forma é absolgr
tamente fechada. |

Segue-se entao gque uma condiggo necessaria e suficiente
para que uma topologia absolutamente fechada seja separada minimal, é
que ela seja semi—reéﬁlar (coroldrio 1 do teorema 10) e uma condiggo ne
cessaria e suficiente para que a topologia Efx,semi—regular associada
a uma topologia absolutamente fechada T seja compacta, é q@e e
seja completamente separada (carolério 2 do teorema 10); com o auxilib
do teorema 3 demonstramos entao a existénecia de topologias absolutamen—
te fechadas e completamente separadas maximais‘(carolério 4 do teorema
10). O corolario 1 do teorema 10 também foi obtido por ‘Ramanathan ((R2))
e por Katetov ((K 3, teoremas 1.3 e 1.4)); mas 8les nao obtiveram a con
digao suficiente do teorema 10 que completa a caracterizaggo das topolo

gias absolutamente fechadas.

No paragrafo 22 estudamos as topologias extremamente des
conexas (a aderéncia de todo conjunto aberto é um conjunto aberto); 8ste
paragrafo teye sué origem na seguinte questgo proposta pelo prof. Leo-
poldo Nachbin: se nosso processo nos permite resolver se toda topologia
separada extremamente desconexa é regular ou nao.

Mostramos gue para topologias extremamente desconexas a
semi-regularidade, o axioma (OiII) e o axioma (OIV)' saq equivalentes
(teorema 12 e cofolério 1) e que a situagao do teoremd 7 se aplica as

topologias extfemamente desconexas (teorema 11); segue-se entao o teo-
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rema 133 as topologias separadas extremamente desconexas S80 as topolo-
gias obtidas a partir das topologias completamente reéulares e extrema-
mente desconexas (topologias quasi stonianas) pélo processo T:'——éZ;{.

Damos em seguida um exemplo de uma topologia separada ex

treniamente desconexa que nao & regular, respondendo assim pela negativa

- a questao do prof. Leopoldo Nachbin.

No §32 aplicamos o processo & — ?;ﬁ para demons-
trar a existéncia de topologias irresoluveis e para construir topologias
irresoliveis a partir de uma t0p010gié ?f qualquer. Hewitt ((He, teo-
rema 39)) foi o primeiro a estudar espagos irresollveis é demonstrou a
existéncia de espagos completamente fegulares densos em si e irresola-
veis. Dizemos que um espago'topolégido & irresolivel se dle nao pode
ser decomposto'gm dois conjuntos complementares densos em todo o espagos
é imediato gue se num espago topoldgico todo conjunto sem interior é fe
chado entao 8ste espago € irresolﬁ§91 (Lema 8); segue-se entao que as
topologias mﬁximais do corolario do teorema 3 540 irresollveis; mais
ainda, (corolario do teorema 15): Dada Qualquer topologia separada e den
sa U existe uma toﬁologia separada densa e irresoluvel 2']_2 < que

i o
tem a mesma topologia semi-regular associada que ( .

No capitulo IV damos outras aplicagSes do processo

N

e - L] .
Crlie—t Q\ﬂ . No §12 oformamos espagos topolégicos sem sequéncias cu

convergentes; demonstramos que dada uma topologia &+ separada densa
3 03 . - ’:“ = o
em si, existe uma topologia separada e densa em si CJ;¢ & tal que
LYy

o G- A . : : .
Z]Q nao tenha sequencias convergentes e tenha a mesma topologia semi-

I3

regular associada que a topologisa \4(oorolério do teorema 16).



No §2¢ damos rapidamente um contra-exemplo na teoria dos
caracteres de Alexandroff.

No §3¢ mostramcs que se no teorema do prolongamento de
uma fungao continua ((B I, p.38, Tecrema 1)) o espago separddo B! :hgo.
Satiéfizef‘o axiéma (OIII), entao existe uma topplogia faﬂ sdbre B
(indicamos com ‘€ a topologia original sdbre E) t.q. "f 46 continua
de B .- em R (Tebrema/l7}. |

No §4¢ esbggémos rapidamente outros exemplos, contfa—e»

1

xemplos e teratopologias.

No apéndice I abordamos a relagao entre o (3 —homesmor-

fismo de Fomin e as topologias semi-regulares; mostramos (Teorems 18)

.que duas tecpologias que tém a mesma topologia semi-regular associada

sao E)—homeomorfas. A reciproca recebeu apenas uma resposta parcial

(Teorema 19 ¢ observacoes).

‘No apéndice II esbogamos resultados que obtivemos no es
tudo da imersszo de espagos separados em espagos separados; mostramos
COmo O processo ?;ﬂ permite formular e obter muitos resultados de mo-

do muito simples.,

ﬂo apéndice D damos alguns dos resultados que obtivemos
no estudolde um probiema que ¢ uma generalizaggb natufal de um dos aspeg
féé da preéehte tese:'dada uma topologis qual quer échar um processb que
nos pérmita sbhter a sua tupologia OIII—associada (a mais fina das to-

pologias que satisfazem o axioma O

III e que 8420 menos finas do que a tg

pologia dada); e reciprocamente, achar um processo que a partir de uma



t0pologia E: que satisfaz o axioma OIIIVnos permita obter t8das as

topologias cuja Oppp-@ssociada seja a topologia 7 .

‘Terminando esta introdugao queremos deixar aqui os nossos
agradecimentos a0s professores E.Farah, Candidc Le da Silva Dias, Luiz
“Henrique Jacy Montelro e Lieopclde Nachbln, pelo ap010 e estlmulo que

'sempre deram na.s noqsas pcuqulzas.,
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N095es preliminares .

§12 - Teoria dos conjuntos.

Como ja dissemos na introdugao, seguiremos as notaQSes
da teoria dos conjuntos de Bourbaki ((B Ens.)); afastamo-nos dela em
dois pontos. Quandp}um conjunto B é uma parte de um conjunto A es-
cneverémos as vezes A - B' para indicar A# (B, Dada uma faﬁilia
(xi)i€ I de conjuntos suprimiremos, em geral, a referéﬁcia ao conjunto
I de indices da familia, desde que_ngé'haja possibilidade de confusgo,

e escreveremos simplesmente "a familia Xi"J

 Definigoes.

Dado um conjunto E dizemos que uma parte uﬁl de

VXQ(E) é um anel de partes'de B ou simplesmehte um anel de conjuntos
.ou ainda um anel, se Jl tem as seguintesvprOpriedades:
(A1) - A reuniao finita de conjuntos de S 6 um conjun
to de J{; em. particular, a reuniao vazia, que é
o conjunto vazio, pertence a A .
(A2) ; Una intersecggo gqualquer, gég vazia, de conjuntos

de R & um conjunto.de .

Unm iéggl v de partes de E & um anel de partes de E .
que_temvé propriedades |
(1) - T6da.parte de um conjunto de pertence a ‘J ‘g
Exemplos - 1) Os subconjuntos enumeréveis dé um conjunto
E qualquer é um ideal; | |
2) 0s conjunfos féros e feohados de um espago

~ topolbgico qualquer formam um anel ((B IX, p.73)).



3) Os conjuntos raros de um espago topoldgico formam um
ideal ((loc.cit.)).
| ‘Dado um anel JQ. de paites de E dizemos que um conjun
to (B de partes de E ¢é uma base do anél A ose &§{ é o cOnjgnto
‘das'inte#seGQSQS doé conjuntos de = Q. |
| Dada uma famllla »d%i de aneis chamamos de anel soma
‘dos aneis ‘fk a0 menor‘anel'de partég de B éﬁe»contém‘todbsﬂos aneis
dqi; é imediato'que © anel sdma«dos'aneis' Jii' é. formado pelas 1nterse
cgoes qualsquer de reunloes flnltas de conguntos de ‘ ia.J Jq
| 0 1deal gerado por um anel é o 1dea1 formado por todos.

os subconguntos de conauntos do anel.

8 29 Topolpgia;gt
~ Na parte de topologla tambeé seéulremOS és notagoes é
'deflnlgoes de Bourbakl ((B I, B I' e B IX)), faremos algumas pequenas
'j ;mod1f1cagoes de notagao que serao dadas a segulr;, :
Sempre que nao houver mengao exp1101tabdo contrarlo.con-
81deraremos todas as topologlas como: deflnldas sobre um mesmo congunto
 E; para indlcar 0 gongunto E munldo da t0polog1a 'é: 1ndlcaremos 0

veépago topolégico como E~—;Ase nao houver p0591bllidade de confusao o—-

-“mltlremos a referen01a a topologla e dlremos, slmplesmente, 0 espago to

'pologlco E. Em geral, porem, con81deraremos um congunto E munido de
mais de uma, estrutura topologlca e sempre que for este o caso teremos
"de espe01flcar em relagao a ‘que t0polog1a sobre B se verlflcam deter-
‘mlnadas propriedades topologlcas' asslm dlremos que um conaunto é Zf-'
aberto, '.?f-feohado,' Cf-raro, uma ?:'—v1z1nhanga, etc., se estas'

'sao proprledades do congunto dado no espago topologlco EZ. Do mesmo



modo temos de especificar em relagao a que topologia tomamos as*npera-
~ Ao 4.5 . - -z o, 2¢

‘¢oes de aderencia e interior; esoreveremos assim A , A , A7, etc.,

oujo significado é evidente; também neste caso, suprimiremos a referdn.

cia a topologia desde que nao haja perigo de confusao.

<

' Dizemos .que uma parte A de E, nao tem E:—interior,

. ’ '-. A, . Xt: »
ou, que e, um congunto sem Ct-lnterlor, se = ¢.

Dadas’ duas topologlas .. e . (sbbre um conjunto

1 =12
B) tal que '2:1 seaa menos flnd-do que. Zfz, escrevemos esta relaggo
como Z’1$ ?2, ou,, 3'22/ Zl; se.. El - for estritémente ﬁle;'los fina

do,qﬁe 2:2, escreveremos ,Effl<1*2f2, ou, E?Q'>

Nesta tese usaremos seguldamente as felaQOes.duals de
'relagoes demonstradas e os teoremas duais assim obtldos nao serao, em
geral, mgnclonados expllcltamente. |

Dualmente a nogao de base’ de conjuntos abertos deflnlmcs:

uma familia 3%3 de conJuntos fechados de uma topologla C, é uma base

'.de oonauntos fechados da. t0polog1a 2:, se todo conJunto (4 —fechadd

'-pode ser expresso como 1ntersecgao de conguntos de fQD

DlzemOS que uma topologla 2: e oompletamente separada

se pontos dlstlntos tem v121nhangas fnchadas diSJuntas.

DiZemos que uma topologié ?: sSbre E é. separada mi-
nimal se ela ¢ um elemento mlnlmal no conaunto das t0polog1as separadas

i

sobre E. Lo

Qﬁandé-umiconjunto 1A é denso no espagb topbiégiéo E
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dizemos, simplesmente, que A & um conjunto denso, ou ainda, que A &

~ denso ("partout dense" segundo B I).

§ 32 - Conjuntos ordenddos.

Seja E um conjunte ordenado por uma relagao de ordem
que escrevemos < (x & y)s

', Dizemos que uma parte A..de E é inf—reticﬁlada, se

para quaisquer elementos x e y de A existe um elemento z =
= inf (x,y) em E e z G A,

Dizemos que uma parte A de B & inf-completa, Se pa-

© ra gualquer fémilia Xy deieiementos de A »exigte um.elemento,'z -
= inf x; em B e z€ A,
Uma parte inf—qompleta é‘evidentéﬁente iﬁf—reticuiada e
tem um primeiro-elemento.‘ | |
I Dizemos que uma parte' A de .E é‘convexa,'sg pera quais
quer elementos x e y de A, com x £y, a relaggo x & zfé s bom

2 em E, implica z & A.’



CAPITT U L0 Il

Topologiasg ﬁ‘vq e topologias semi-regulares.

§ 12 - 0 processo ¥ — Ty
Seja ¢ uma topologia sbbre um conjunto &, O  seu
conjunto de conjuntos abertos; seja A um anel de partes de E sem

C-interior. Consideremos a familia de todos os conjuntos da forma

" 0n(4, onde 06 @ e AEA 3 6 imedfato que a intersecgao de um

niimero finito de conjuntos desta familia ainda pertence a ela e, por-
tanto, podemos considerar &stes conjuntos OAC A como base de con-
juntos abertos de uma topologia que indicaremos com '7:&. ‘
’ Como @& A segue-se que todo conjunto 7 -aberto &

também Z:q -aberto, i.&.s -
Teorema 1 -~ Tp2 T 3 ¢ se ¢ sOlenteé se

existe um congunto Ae A que nao é
€ —fechado.

Dada uma topologia Z_’ indicamos com (t’} 0 conjun-
to das topologias 7', que podem ser obtidas a partir de T pelo.

, onde J:\ y

método acima, isto é, o conjunto das topologias Z_:q
percorre o conjunto dos aneis sem ¢ -interior,

Ha topologlas . em que todo conjunto sem 1nter10r &
fechado e, portanto, para qualquer anel SN de conjuntos sem 'C -
interlor temos ?"'H =T , isto é, £ (,.) ={ﬁ'} (ver corolario do

teorema 3).

Sao equivalentes as.seguihtes coﬁdigges:

a) todo conjunto sem interior & fechadoj

b) todo conjunto denso no espago todo & aberto;

¢) todo conjunto & reuniao de un conjunto aberto e de
‘um conjunto fechado; :

d) todo conjunto é interéecggovde*um conjunto aberto e

de um conjunto fechado.
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Dualmente, podemos considerar a topologia Z:R
‘como obtida a partir da topologia Z: acresbenfand@ ao anel de
conjuntos fechados desta o anel A . Em geral nem todo conjunto
'C:q..-aberto é da forma 0(\(: A com A eR o 0€ () mas va-
mos mostrar--(co:é'ola',rio 1l do teé"rema 2) que existe um anel Lﬂ’ de
conjuntos sem 'Z—lnterior bt ﬂ ,D.ﬂ al= T . e t.eq. to- |
do conjunto aberto de /Z", = & 'seja da forma O(\C,A" onde
0EEr o aref . | »
Neste trabalho indica:remos sempre com'as 1‘etrés vq ’
ﬂ (B (?\ ¥ va Hl’ et¢. aneis de conjuntos sem C -inte-
rior de uma topologia & dada. Tg\ " T 5 tw\ indicarao a to
pOlOgla obtida pelo processo acima, S se‘ndq semp:é um ahel‘de
: conjuntos sem T, ’—-interior, ,respe.ctivamehte, sem -'"C*'ou 2’1 -in
terior. Chamaremos . éste processo de pzocesso T — Z:FL
51mp1esmente processo 'Z«H
Dizemos qué .um conjunto ‘Z:R—.aberto da forma
L 0rta 0 nGa & 'Z:A‘—assoc:iado ou simplesmente asslc.'ci'adoao con-
junto '&'-abei'to 0.
Lema 1 - Se 0, S 0, 580 dois'oonjuntos T -aber
tos cu;a 1ntersecgao nao é vazia, a inter-

.seogao de dois seus 23;{ —assoc1ados tam-—

bem nao é Vaz1a.

Demonstracao - Sejam 0 = O; M QAl e 0) = ozn(; A,

os conjuntos ’Z':R ‘-aBertos, 'C:R -associados a .0, e 0,; respec—
‘tivamente; de. 0fn0Y = er\ 0, m C_(.Alu,Az) = ) seguiria
Olﬁ O2 o AlvAé, contra a hipotese de J:l ser um anel de conjun—

tos sem ¢ -interior.
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Lema 2 - Seja O wum conjunto ¢ -aberto e 0O' um seu
IC:A -associades '(-)_'a.ﬂa at».

Demonstragao -De O0'CO0 e 'E’A }1 C segue-se ime-

.dia’c.amente que OFf “a C. 0 ; seja entao x € 0 j isto quer dizer que
O (”\ 0 ,é ﬂS para qualquer vizinhanga T -aberta O de x; do lema 1
segue-se que .Ol'cr\O' £ P para qualquer vizinhang:a O}'{'_ de x 2,':/_1-
associada é.e 0y (estas formam um sistema'ifundainental ag vizinhangés
de'“,x na topoldgia )Cﬁ pois os cénjuntos -aberto‘s; da forma O0NCA
formam uma base’lidé conjuntos abertos de Z‘ﬂ) 1805 x 66—"6‘& .'o'gue
tei"mina a d_emgn's.tragg.o' do lem_a.‘ -

. Lema 1 —V])ado un conjunto Z'R —aberto O', ex1ste um

oconjunto T -aberto 0 t.q.s B o z-‘f'{

-Demonstraqgo - Oé con,)u.ntos Ziﬂ —abertos da forma

onCA formando ‘uma base de conauntos abertos da topologla 'C‘\Fl e
portanta exlste uma familia de conjuntos Ta-—abertos O' = Oi(\CAi
te q. 0! =u(o AQA ) Tomemos  0- =\_Jo. ;3 de 0' ¢ 0 e."t'A‘,} (@
segue-se que - O o7 b ¢ ¢ 0 ' rec:.procamente, seja x € Ot; logo~‘
0, no 4. ﬂS para qualquer Z’ -v1z:.nhanga aberta O de x3 mas enta§
existe um i € I t.q. 0, (\O AR Do lema 1 segue-se entao que
O’f\O' # § para qualquer Ta —v121nhang,a 0! de x, Ty -associada
. a O, e portanto 0!n0' 4 ) para qualquer '( A -v'izinhaﬁga 0l de
_x,'i.é.5'- ch'STTﬁ, ‘
Teorema _2_>- ,i)ada ama topologia T ' t.q. T ¢ t‘é ?'dq
 existe um anel B de conjuntos sem T —in-
’(:e:rivo:lt"t.qf &= Tas e t.q. todo conjunto

Ug-aberto seja da forma OAC B onde
0ED e BEB .



Demonstracac - Todo conjunto 0! que & - T t-aberto

é também Tq —aberto e pelo lema 3 existe um conjunto 0 C-aberto,
v
. P i

i 5 L s

OF 605 “toge -6 = O 2 & oomo tomos &8 T % Grn segue-se que

= —T - =7 . o o :

0 =.0' = 0"t , Consideremos a familia dos conjuntos da forma

Lt : .
‘ . - . A

B=20'" -0' (0' percorrendo os conjuntos “C '-abertos); éles cons—

tituem o anel ﬂjl dos conjuntos ¢, '-raros ‘e fechados: todo conjunto
. () L ’ " " s | } - t'
de O ' é fronteira de um conjunto 7 '-aberto e & portanto - '~raro
e fechado; reciprocame’nte, todo conjunto 7. '-raro. e fechado R é da
et ' . . :

— ; (s :f
forma _O'@-O', basta tomar 0' = (R, Como- T & T éstes conjun-

tos também nao .tém C -interior & de 0 O', da‘definigao de B e de

T ot ~ .
Q= O = segue~sge .que 0O' = Om{: B. (C.Q.D.).

Observemos que sendo 0'. também T‘fq_ -aberto e
——t‘ i ’ -
or - zﬂ todo ednjunto 7 '-rarc e fechado & tambem Tp -raro e

fechado . Portanto:

Corolario 1 - Seja. T € € £ ?:(9;. entao todo conjun
; to. L '-raro e fechado & ‘também ’CQ ~ra-
. LE

ro e ;E‘echado. i
Corolario 2 = Dada a topologia CR existe um anel uq
de conjuntos sem T -interior 4. g LA S A y

Th = C"(ﬂ' e t.q. todo conjunto '(_'(Q_ v
aberto seja da forma 0Of - on CA'; H s
. © anel dos conjuntos - T '-raros e fecha-

dos.

Demonstragao - B' o que ficou demonstrado no teorems 2

. g o ]
tomando ’C' = Z:y e gck =B H cons1deranc’o conjuntos abertou da for
3 :
- ik,
ma C‘A sSegue-se que ,fq (:J;L pois A = (4 - A = Bt (“ A,

Corolario 3 - Os conjuntos do anel f‘l sao conJuntoc ra

ros e fechados na t0polvg1a ? 5



Corolario 4 - Todo conjunto ’C:ﬂ: ~-fechado é da forma
FuA', onde F é ¢ -fechado e A'€ A’

 Corolario 5 - O ideal dos conjuntos 'Z‘.ﬁ’ -raros é o

ideal gerado pelo anel A‘ .

-Corolarlo 6 - Se;]a B um anel de conjuntos sem f
1nter10r, entao existe um anel & de
conjuntos sem C. —1nter10r e q Au@
e (TJ-I)Q = Ce.. '

. LT
Demonstragao - Tomando como anel ’C o anel (B . do co

rolario 2 temos .'(Q;A )63 2 {88 )or 8 @)c@ ; os conjuntos de JU

sao0 '“C‘R-raxjos e fechados (coroldrio 3) e portanto de .. 'C $ C«R’s

] (/tcﬂ)@ seg_ue-sé (corolrio 1) que éles 250 Aambein _ ( AC'A)@»_I?-'
) . ‘ : -
ros e fechados, isto &, tﬂC@ (corolario 2); portanto, (’C"&) =
Corolarlo 1 - SeJa T ¢ Z—,,q s existe um anel 63
- de conauntos sem Z -interior t.q. .
?,q (T)g -

Demonstragao - E' imediato que o proprlo anel Ln sa-

tisfaz estas condlgoes. _
Corolario 8 - O anel ﬂ (do corolério 2) & t.q.
S 'Z' (3 Ta implica B.C Ay .

Demonstragao - Os oonguntos de @ 880 7’@-—raros e fe—

" chados (corolarlo 3), portanto, T, -raros e fechados (corolarlo 1) e

portanto pertencem a Al (corolarlo 2)

Coroldrio 9 - <4 T ) é uma, p’érte inf-reticulada, inf-
completa ¢ convexa do reticulado das topo
loglas.

Demonstraqao -~ SeJa ti = Tnﬂ um conjunto de topolo-

gias de ('C> ; temos 'Z‘ £ Zl (teorema 1) e portanto & & T’ .



POl
= inf ;Ci (o reticulado de tddas as topologias é completo) mas
Wigl = % Tcﬂi implica E‘:i@ (’t‘) (Acorolério 7) e portanto
{T)» §é inf-reticulado e inf-completo.

Daldas duas topologias ?J{,i ?@ de <’(_'> seja '
una tovpologia‘t.g. Z:ﬂ. <C'& ?(B ; temos T « ?"ﬂ e portanto
T LT £ ’zf@ seguin%io enﬁ'éq ‘do corolario 7 que Z:"é <% ) ‘i_.é.
g > ‘é convexo. | -

Teorema- 3-0 g’g‘njunté LTy & um conjunto ordenado

' . indutivo. )

Demonstracao - Seja, ’Z'i = uma familia totalmen-

Ry
te _ordenada de topologias de (Z"}‘; podemos sup6r que és aneis ‘Ri

‘ seJam os dados pelo teorema 2 e. seu corolarlo 8, de modo que éles for
mam uma famllla totalmente ofdenada 1somorfa a fam111a Z\i’ seja '
= sup C - e-indiquemos com- :} o _anel dos con;juntos """ fechados de Z ';
entao :} b ; © o anel dos conJuntos fechados da topologla '. fti. = e
= 3 @ L.J,fli € um sit;tema de geradores de conjuntos fechados da t_o—
pologia l’C” 3 todos os conJu.ntos de L—Jﬁ 820 sem 1) n'interior,
e, uma rétmiao finita de con,]untos de UA ainda pertence a éste
>,conjunto pois os \.Al estao totalmente ordenado 83 portanto as infer—
.seches quaisqder de conjuntos de L)ﬂ formaiﬁ um anel ,.F-L de
' ~conjuntos sem ¢ -interior e 3 LJ U’:{ ¢ uma base de conguntos fechado.s
de T’ i.é. T =g -
Segue—lse do teorema de Zorn que ('E_’} tem elerﬁentos
maximais e ques. . -

Corolario 1 - Para qualquer topologia 7' de {T>

existe pelo menos um elemento maximal

!
T, P
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Corolario 2 - Se Tl ¢ um elemento maximal de {T)
' entao todo conjunto sem ¢, 1-interior &
¢ 1-—fechado .

Demonstracao - tl como elemento de <? > é

da forma ?1 = ?A- e se houvesse um anel @ de ‘conjuntos sem
Zl-inte‘rior tal que ?165 > Cl seguir-se-ia do corolario 6 do
~ teorema 2 g existéneia de um anel ¥ de conjuntos sem 'C—inte—

. 7 ¥ A : s . :
rior tal que 'Z'I(B ® Cf e portanto ¢ « Z’l =Cp £ 3”1(3
= ? loge nao seria um elemento maximal de T >. Portan—

e %8 1 7
to para todo anel (B de con;;untos sem: t -interior temos
2’1@ = ?"‘l seguindo-se entao do teorema 1 que todo oonjurito sem

'Cl—lnterior é 'C‘,l—fechadd.

0 teorema 3 nos permitirs g construggo de topologias
irresoluveis (ver teorema 15 do §32, cap,III) a partir de uma to-
pologia qualquer; ta.mbe"am nos permitira demonstrar g existéncia de
topologias absolutamente fechadas maximais '(ngo minimaisf) (ver

corolario 4 do teorems 10).

Teorema # - Dado um conjunto R munido de duas topo-
logias 'C e Z:ﬂ » € um espago topoldgico
regular F gag aplicagoes continuas de E
em F sao as mesmas nas duas fopologias.

Demonstracao - Sendo T« td‘\ Segue-se que t8da

aplicagao continua de By em F & também continua de EF‘V.R em F,Se-



=, Tt e,

ja reciprocamente f uma éplicaggo continua de ETQQ em TF; entao

dado qualquer x € E e qualquer vizinhanga fechada V de f(x) em
F oxiste uma T -vizinhanga 0! = 0, OCA de x t.q. £(0}) € Vs
sendo f ZJR -continua segue-se que f(O' *9 Q:V' e pelo lema 2 te-
mos 5; = GQF- e portanto f(OX) &V, i.é., £ & T —cont;nua em

X e sendo .x . qualquer segue-se a ( ~continuidade de: £ em E.

Corolario -~ Ef: e Eé&. tém as mesmas fungoes numéricas
continuas.
Veremos no paragrafo seguinte que as topologlas ?Ty
880 0 ue se costuma chamar, em geral, teratopolo ias; assim se
o} ’ g & 5
Z;ﬂ.% 2: entao C<H, nem siquer ¢ semi-regular. (corolario.4 .do teo-

rema %),

§ 29 - Topologias semi-regulares.

Dizemos”que um conjunté aberto O  é regular se . 0=0.

Dizemds que um'eonjunto fechado F @ regular se S O'complemen—
tar de um conJunto fechado regular ¢ um conjunto aberto regular e re-

- ciprocamente; ver {(He,)}p.311, teorema 3)

A intersecgao de um nﬁmero finito de conjuntos abertos

regulares e um congunto aberto regular' pois para conguntos abertos
A0

‘temos Ol('\O2 C\O e portanto - O Hho, = Olf\O de modo. que

2 2

se Ql e O2 forem regulares a sua 1ntersecgao tambem 0 sera.

Dizemos que uma topologla é seml—regular se 0s seus con

Juntos abertos regulares formam uma base de conJuntos abertos, ou,
dualmente,. se os seus conjuntos fechados regulares formam uma base de

conjuntos fechados.
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: e
Lema 4 - Todo conjunto aberto da forma 0 é regular.
O 3
Demonstracao — Seja 'Ol = Oi queremos demonstrar que
0 )
61 =03 0€C o portanto O C o - 01’ donde 0 Col, logo, 0, = 0 ¢
(2 D R CHg
: C,Oi; por outro lado, temos O_C O donde O = 01<Z 0 logo

) : ; :
'olc: 0 = Ol que com a relagao de inclusao em sentido contrériq que

lo

temos logo acima demonstra a nossa relagao.

Corolario 1 -4 aderen01a de um congunto aberto é um
congunto fechado regular, isto é,

0

=0 e todo congunto fethado regular &

desta forma.

Coroldrio 2 - 0 interior de um conjunto fechado é um

conjunto abérto regular.

Corolarlo 3 - T6da topologia:que satisfaz o axiona

(OIII) (B I. p. 38) é semi-regcular.

Demonstraggo - Seja 0 um conjunto aberto qualquer; pa

ra.todo ponto, x & 0, O contém uma vizinhanga fechada Ex ‘de k; pe
io cdrolério.2 ﬁ & um conjunto aberto regular e portanto 0 pode
ser escrlto como reuniao do conguntos abertos regulaces i.é., 8stes for

mam uma base de conjuntos abertos.

x
e

'béda ume topo&ogialz: éonsidergmos a topologiaw?:ﬁ’
que é‘obfida tomando como bése dé oonjﬁntos'abertos'os conjuntos C -
abertos regulares,.ou, dualmente, tomando como base de conguntos fo-
chados (o] conJuntos‘ ' ~fechados e regulares; ¢ imediato gues;’

ey (o A s0'e sémente so T § uma topologia se-
- ' ni-regular. ' v
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Teorema § -~ Tdda topologia da forma 2:“% é semi-regular.

Demonstracao — Os conjuntos T -fechados regulafes 0

(cbrolério 1 do lema 4) formam uma base de conjuntos fechados da to-
2 % = A oo ‘ rad ’\‘ e
pologia ?T '3 se demonstrarmos que éstes conjuntos sao & -fechados re

gulares teremos demonstrado 0 teorema. Basta mostrar que

X ‘ = e
s A iy . W . 5 _
0= O, p01s, do corolario 1 do lema 4 segue- se que 0  ° como aderen—

e 5%
cia de um conjunto (f%-aberto & T -fechado regular, Demonstragao
s

e o =)

O . - 0

- g 3 : = e
da igualdade 0 =073 "1)+ CTRT" 3 0 - 0=0 (coro-
lario 1 do lema 4); 2) seja x Ei(% entao ex1ste uma, v121nhanga e =

aberta 0O, de x t.q. 0, r\o = (3 donde vem O MO = ﬁ, logo

¥

OI

o k- o ~0' 0 0

iaxﬂ\o = ﬁ; édppmésm@omoﬂgb_ O a%) ='¢,‘i.é.,‘x d 0 pois 0, como

1

L e
conjunto aberto regular (lema 4) é uma (0 =vizinhanga de ‘'x; temos,
-7 : NEP ;
8 E
‘portanto, 0 =0 .
' 0

Se deflnlmos o conjunto aberto 0 como o conjunto aber-

to regulurlzado 48 .10, vemos que demons&ramos no teorema g 0

Corolario -~ Se'a 1ntersecgao de dois conJuntos abertos
e vazia a 1ntersecgao de seus abertos regu—

larlzados tambem o é.
. ., ; = i . . N*’ ..
Dizemos que a topolqgla seml—regular, C. que -associa-
mos & topologié ?T é a tOpologia semi-regular ass@ciada é topologia

T ‘o' & dndi; =
. @ a indicaremos sempre-por & .

-Teorémal§_— Uma topologia T ¢ separada se e sdmente

5 . f\g;, o
S¢ sue semi-regular associada ot também

0 €.

~ ru.'« -
Demonstragao -~ Se- x e y tém (- ~vizinhangas aber-



e

tas que nao se encontram entao pelo coroldrio do teorema 4 os abertos
regularizados destas vizinhangas também tém 1ntersecgao vazia; mas &g

X L
tes abertos regularlzados sao T —vizinhangas de x e y respecti
vamente. A reciproca segue do fato de t0da -topologia mais fina que u-

ma topolbgia separada ser separada,

Coroldrio 1-4 topologia 't"é compl etamente separada
se e sdmente se
ads  T¥ o 4.

sua semi-regular associ-

Demonstragao - Sejam F e Fy T -vizinhan§as fecha

das e dlsauntas de x e y, respectlvamente, entao ﬁx e’ ﬁy 820 T <

vizinhangas abertas de x e y e do~c¢rolério 2 do lema 4, segue-se

) . . ’ o = -"X" ’ v & .
que éstes conjuntos também sao- 7: -vizinhangas abertas de x e TVa

> (0] o TN e » 0
Entao Fx e ﬁy s5a0 2:*—v1z1nhangas de x e y, respectivamente e

do corolario 1 do lema 4 segue-se que elas 880 ?:*'-fechadas; de
- - ' o L 5 ¢
F&'B'ﬁxr e F&j}_§y< Segue-se que elas sao disjuntas.

A re01proca vem do fato de t0da topologia mais flna que

uma topologia completamente seprada ser complem&méntensepurada.

Corolarlo 2 - As topologlas separadas minimais sao se-

ml-regulares.

Demonstracao = Temos sempre ?;"*é ¢ e sendo  C. sepa-

rada minimal, o teorecma 6 implica que & = Y

Hewitt (He,, Teorema 5) também demonstrou o teorema §,
mas ao envez dos teorema § e coroldrio 1,8le apenas demonstrou que a
topologia semi-regular associada a uma topologia completamente sepa--

rada é separada,e,a associada a uma’ topologia separada & separada T,
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(todo conjunto finito é fechado) (He., Teoremas 5 e 6). Os teoremas
$ e corolario 1 880 essenciais para a aplicagao dos resultados d8ste
pardgrafo e do precedente ao estudo das topologias absolutamente fe-

chadas (§1¢, 'oap.III) i

Teorema 8 - (Teorema fundamental) Seja ’Cl uma topo-

logia gemisvegular e 't uma topologia

qualquers ’El é a topologia semi-regu-

~lar associada a topologia ¢© se e sOmen-

te se existe um anel A de conjuntos sem
Z’lflnterlor t,q'. 'Cf = 'C’_l,ﬂ 5

Demonstracdo - Seja T¥ = 'Cl; consideremos o anel A |

'formado pelos E:on,jﬁntos A=0 - O onde 0 percbrre 08 conjuntos
t—abert'oé; éste é! o anel d'os‘conjuntos' t-rwos.e fechados e éeg :
do tl = Z < ¢ também um -anel de conjuntos sem C’l—inﬁerior
e como .~ 0y % ¢ um conjunto aberto regular em ¢ e em '@"‘: 2:1
entao de 0,20 e da definigao de A -vem que O = 016'\\(_1 A‘,_'i.é..,
CT=lyq | - _. |
Rec1procamente. seja '?:':: tlﬂ onde ’Zl é semif—re—
.gular e ﬂ um anel de congun’cos sem "(*:i—interior;'u‘sando o corola-

rio 2 do teorema, 2 podemos supﬁr que «H &' ¥eq. qualquer congunto

T-aberto seja da forma =0 f\(,A onde 0, § Zl-aberto o
o S L O

Aéuc\ + Pelo lema 2 temos 0 = 0;' e portanto 0 = 0; (dual do

lema 2) e eates ultlmos uao, conforme o lema 4, t e ’Cl—abeftoa

regulares, isto e, 08’ con,]untos 'C -abertos regulvares e o8 conjuntos o
o - 2 i .x.‘ .
Z‘.l-—abertos regulares sao os mesmos, 1,ogo, ik 2 C. .

Corolario 1 - & "e T* tém os mesmos conjuntos aber-

tos regulares.



=17 =

Corolario 2 -~ Uma cendigao necessaria e suficiente para
que duas topologias tenham a mesma topolo
gia semi-regular associada, & que elas te

nham os mesmos conjuntos abertos regulares.

Corolario 3 - Seja Z: uma topologla sébre um conjunto
' rBbes ?fka sua topologia seml—regular as-
T um espago topologlco re

E em

sooiadas seja
gular; as apllqagoeo continuas de
F .sac as mesmas nas duas topologias.

Demonstragao - Segue-se imediatamente do teorema acima

. e do teorema 4.
Carolarlo 4 -8e T % Z‘Cl entao ( a nao é semi-re—

gllluro

Demonsfraggb,— Do.teoremq 1 segue-~se que ¢ < Z&Q 3

do teorema T temos. T =‘Z @ © do corolario 6 do teoréma 2 vem
T«f\ -.=Z_"’V‘_C » e portanto é t < (J.;‘ atf e entaa alnda pelo teowe
ma @ segue~se que ?:H nao é seml—regular. '

Usando o congunto <(Z:>- podemos dar outra forma ao

"téorema:7;
‘uma topologia semi-regular -

 Teorema 1" - Se ;2?1 é
é

{:Zil> formédo'gglorconjunto das topo-
logias cuja topologia semi-regular associa-
o .
14

da ¢ a Eggologia g
6] teorema ? nos mostra em que sentido as operagoes
_7: i 22R_ e e —3C sao inversas uma“da outra.
~Resumindo os resultados déste cabitulo temos:

O, oonJunto dag topologias gqu 48m uma mesma tAgplogla

semi-regular assoolada e uma parte 1nf-retlcu1ada e 1nf—compleua con-

vexa ordenada e indutiva do reticulado das topologias; t8das esta to-
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- o~ : ~ : -
pologias tém as mesmas fungoes numéricas continuas ¢ sao caracteriza-

das por terem 98 mesmos conjuntos abertos regulares; se uma delas for

geparada ou complebamente separada t0das as outras também o seraoc; .es-

tas topologias também sao caracterizadas pelo fato de serem obtidas a

partir da topologia semi-regular acrescentando ao anel de conjuntos fe-

chados desta um anel de conjuntos sem interior.
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CAPITULO TIII.

Espacos absolutaménte fechados; espacos

_extremamente desconexos; espagos irresoluveis.

§1e - Carﬁcterizaggo das topologias absolutamente fe-
chadas.

DizemOS'qué um espago topolbgico separadd £ ¢é absolu-

 tamehté'feqhado'se_§le.sétisfaz uma. das quatro:condigagé equivalentes:

(AFI)‘- 0 eépago B é fechado em qualquer: espago sepa-
fado dd-quél éle é sub-espago. | A |
| (AF&I) - Nao podemos acrescentar a E um novo ponto nao
; 1solado t.q. © espago: resultante ainda seja separado. .

(AFlII) -~ Qualquer recobrimento aberto.de B, contém ., uma
sub~ famllla flnlta quas aderen01as cobrem E,

(AFIV) - Qualquer ‘filtro s8bre E que tem uma base de
. conjuntos abertos tem pelo mén&s um ponto aderente. .,
| A équlvalenola das tres prlmélras oondlgocs foi demons—
trada por AleYandroff e Urysohn ((AU;,pp 261-262))3 ‘¢ lmedlato por |
(AFIII) que qualquer espago compacto, & absolutamente feohado:e um e-
'~xemplo de Urys@hn ((U.,p 268) mostra, que a re01§roca nao e verdadelra°
este exomplo ¢ o que hoae chamamos de espago sepaxado mlnlmal Bohnbaki
({B l}) fduu avdeflnlgao (AF V) e mostrou que todo espago separado mi~
nimal é absolutamente feohado e deram um exemplo de Alexandroff e Hopf
 ((AH., p.31, 12 exemplo)) de um espago absolutamente fechado que naove
separadq'minimél. | |

Vamos usar:a seguinte caraéferizagao dos espagos separa-

dos minimais feita por Bourbaki ((loc.cit.))s
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Um espago togolégico separado é separado minimal se e

somente se qualguer filtro com base de conjuntos abertos que tem no

maximo un ponto aderente & oonvergente.

Lema 5 - Seja Q uma topologia absolutamente fechada e
8:' uma topologia separada, 'C/if Z ; entao
s é também absolutamente fechada.

Demonstragao - Seja (Qi)ie_ [ um recobrimento ' -aber-

to de Bj; sendo ' & C éates cbnjuntos 880 também T -ab.ertos e
- por (APp7) existe uma 'sub—fami.lia finita de (O'), que 1ndlcaremos
com O]’.,.-.,Or'l' tal que Oi W ee ol O'E‘ = E de t‘ ‘s"{: vem .

el e e
' iL 2 Oic e portanto Z‘U...(,)O'Cfam}i:.
Toorema 8 - A topologla semi-regular associada tx & uma
topologla absolutamente fechada o sepa~
- rada minimal.

' Demonstragao - Sendo a’ t‘,’ segue-se do teorema 6 do

lema 5 que 2:* é absolutamente fechada. Sendo :f um flltro que tem
uma, base de oon,]untos 2:' -abertos elc tera pelo menos um ponto t’*—
aderente x (AFIV); se.tomarmos '3)* t.qs X s8seja seu tnico ponto 'C'— '
éde;‘ente _.e. demonstrarmos que }X c'onverge para x entao se’gu'iré. do teo
‘Tema aoima'ci.tado de Boﬁrbaki que a topv;_lo'gia ?*,é'.separada minimal,
3% tem também umé base de éonjuntos ¢ -abertos pois
: ’ij g_'?:"e‘-'x é também . -aderente a 3’}( potls sendo "O' ade C-vi-
zinhanga a‘bert_a. de x e Ox ‘seu aberto regularlzado, 8y 0 6_3* um
iconjuntvo "E:“'%-aberto entao O N0 # @ implica O'(\O ;4 ﬁ'(por causa do
teorema 74 podemos apllcar 0. lema 1). Se \3* nao converglsse para X

em ’C’A‘" - ex1stir1a uma, v121nhan9a aberta regular de. x, v121nhanga esta
: : Y,

que pelo lema 4 e pelo coroldrio 1 do teorema 7 podemos escrever O;: .
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t.q. para qualquer L -abertc 0 & 3 tertamos Oq:O}'{ € por oconse

guinte Oqtqz"; entao o's conjuntos O! = O/\C,T);';('(O percorrendo os

! . % ; : ,
conjuntos abertos de 3 ) formariam uma base de filtro de conjuntos

{
-?f'-—abertos 3‘ >, 3—* e X nao sendo a ‘C -aderente a 3’ (pois

-O'f\ O' = [25) 3 nao terla ponto aderente, contra a hlpotese de T ser

. abs olu“t,amente fe chada. ‘

‘ Teox‘ema 9 - Se a topologla 'Cf é absolutamente fechada,

a topologla a‘ﬁ 'bambem o &,

‘Dé,m’onstx:aqa‘o, - Seja _(E)') um, recobrlmento ’CR —aberto
- de " B3 pelo' lema 3. para cada 1 E_ i e:nute um oongunto t -a_berto -Oi‘
tig. 0 €O, e 0O A= Olc" entao os .Oi 'formam um recobrimento

'r-'

: 'Tl%éberto. de B e sendo o abuolutamente fechado, ex1ste uma, sub—faml ‘
: - LS e ally ‘ @
1lia finita. O ,...,O ‘ecujas _'C:—aderenclas cobrem E de O' "ﬂ

1 ; ~ = 1-- :

'; seguo 8@ entao que as 'Z:Q -aderen01as de Oi, ...,O : cobrem E.

Os tooremas i 8 e 9 nos dao 1med1atamente o X

Teorema lO =~ Uma togolog___a '?: e absolutamente fechada

se e sdmente se ela for da forma B e =,v(_°q

" .onde ’C% e separada mlnlmal- Hky) e a to E"o-

. logia seml—regular assocnada a topologla Tk

Podemos tambem formular o) teorema lO do segu.lnte modo'

Teorema lO'A '-'Uma tbpolegiafé absolutaménte 'fech_gda e e

somgg ¢ se a sua soml—regular assoclada fo:p

separada mlnlmal.

0 teorema 8 e o corolarioc 2 i teorema: 6 nos dao ©

_ Corolario 1 - Uma topologia abéolutamente féchad@ é sei)a-.

. + O . AL 0}
. rada minimal se e ‘'somente se ela for semi-
- regular '

."Es’ce corolarlo generallza 0 teorema de’ Alexandroff e

Urysohn ((AU., “teorema 5)) que diz que umn espago absolutamente fechado
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Urysohn ((AU.,teorema 5)) que diz que um espago absolutamente fechado

.. & compacto se e sémmnte se &le for regular.,

Corolarlo 2 - A topologla 2:%‘Semi-regular associada a

uma topologia T abgolutamente fechada é
compacta se ¢ somente se ¢ for completa-

mente separada.

 Demonstragao - Bourbaki demonstrou ((B.1)) que uma topo
logia separada minimal é compacta se e sOmente se ola for completamente
separada; usando o corolario 1 do teorema 6 segue-sc a nossa'afirmaggo.

Corolario b - 0 conjunto das topologias,absolutamente fe

..Chadas e completamente separadas é induti-

b it

VOe

Demonstraqao - Seja '(Z?l) uma familia'totalmente-orde—

nada de topologias absolutamente fechadas e completamente separadas. - -

1l.- T8das estas topologias tém a»mesma topologia semi-regular associada:

pois a topologia Z:#‘ semi-regular.associada g uma topologla '?:i ab-

solutamente fechada e completamente separada é compacta e portanto regu

lar; mas o congunto das topologias que satisfazem o axioma O e um

ITI

sub—retlculado completo do reticulado de tddas as topologlas e af* é,

' neste caso, a mais flnardau topologias regulares menos flnas que.‘zr. e

i
. P o X ,-,\4
para- estas topologias regulares temos Tl < ’C,j g 'Z' ;WS. t 3

-estas Gltimas sendo topologias compactas coincidem.((VJ,N.,p.4l,nota 3)).

2. - Tddas as ?fi tendo a mesma topologia semi-regular associada '?f%%

estao contidas em (ﬂfﬂf), mas &ste conjunto é indutivo (Teoremas 3 e

7).

Do teorema de Zorn segue-se portanto a existéncia de to-
pologias absolutamente fechadas e completamente separadas maximais e

portanto temos o



= D5t

Coroldrio 4 - Dada qualquer topologia absolutamente fe-
" chada e completamente separada ff existe
uma topologia absolutamente fechada e com-

2l
pletamente separada maximal IR G

gt §29 - Topologias extremamente desconexas.

Dizemos que’qm'espago tobolégico B é extremamente des-
oonexo se a aderéncia de todo conjunto abefto for um conjunto aberto,
ou, dualmente, se o interior de todo conjunto feohad6 for um conjunto
fechado. Ver ((He,p.326,de£.16)), ((D)) ou ((5)).

Qggg 6 - Uma condigao necegsaria e suficiente para que
» uma topologia eeJa extremamen te desconexa, &
que todo congunto fechado regular seja aberto
(e portanto aberto regular)

Demonstragao = oeJa F = F um conjunto fechado regular,

entao F & aberto por ser aderéncia de um congunto aberto, ﬁ Recipro-
camente 0 corolarlo 1l do lema 4‘diz que a aderéncia de todo copjunto
aberto é um odnjunto fechado regular e portanté 86 todo_conjunto fecha-
do regular for aberto, a'toﬁologia é'extremamente desconexa.A

As tobologias extremamente desconexas sgo portanto ‘as to
pologias paré_as quais os cohjuntos abertos regulares e os conjuntos fe
chadoé regulares coincidem; Sabeéos dos coroldrios 1 e 2 do téorema P
que uma topologia qualquer e a sua semi—regulaf assoqiada $80 caracteri
zaﬁas por terem os mesmos conjuntos abertos reguléres e portanto 0s mes
mos conjuntos fechados-regﬁlares, de modo que usando o teorema P témos:

Teorema 13 - As topdlogias extremamente desconexas sgo

as'togolbgias obtidas a partir das topolo-

glas extremamente desconexas semi-regulares

acrescentando ao anel de conjuntos fechados



destas um anel de conjuntos sem interior.

Corolario - Se uma topologia ¢ ' é extremamente descong
. . X o o g '-’K
xa, a sua topologia semi-regular associada (.

e as tbpologias AEBQ também dzsgo,

Teorema 12 - As topologias extremamente desconexas semi-
' regulares satisfazem o axioma (OIVy ((B X,

p.?))‘(e portanto o axima OIII)'

Demonstraggo - Sendo fj ums, topologia semi-regular,

- qualquer vizinhanga Vi de um ponto x contém uma vizinhaﬁgé aberta
regular Ox de x e.sehdo < Vextremamente desconexa-do dual do le-
ma 6 segue-se que OX' & também um conjunto fechado. Entao a fﬁnggo nu
mérica definida 6qmo igual a zero em O e igual a um no seu.cdﬁplemeg
tar é continua ¢ satisfaz as condigbes do axioma (OIV);

Corolario 1 - Para topologias extremamente desconexas, a

) e o axi-

semi-regularidade, .0 axioma (OIII~

‘oma (OIV) sa0 equivalentes.

Demonstracao - Temos sempre (OIV) = (OIII) e

—3  semi-regularidade e no teorema acima demonstramos a implicagao
inversa.
Corolario 2 - Para tbpologias extremamente desconexas se
paradas as condigoes de semi-regularidade,
: . SO . regularidade e regularidade completa sao
' equivalentes.
M.H.Stone ((S, teorema 14)) demonstrou gue para topolo-
‘gias completamente regulares sao equivalentes as condigoes de serem ex-
tremamente desconexas e de terem uma algebra completamente reticulada |
de fungoes numéricas continuas (isto é, qualquer familia limitada de

fungoes numéricas continuas admite.um extremo superior). O mesmo ainda

\
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vale para topologias que apenas satisfazem o axima (.OIV)'

Dixmier ((D p.153)) definiu como espago stoniano um es-

pago compacto extremamente desconexo; se definirmos como espaco quasi-

stoniano um espago extremamente desconexo completamente regular segue-—

se do téorema TP e do seu corolario 2 o

Teorema 1P - As topologias separadas extremamente de'sco-‘

nexag 820 as topologias obtidas a partir

das topologias quadi-stonianas pelo proces-
so T —3 ??«.F{ o '

Para dar um exemplo de espago separado extrémam.ente. des-
ooﬁexo nao regular (.oﬁ 0 que € o mesmb, nao chpletqﬁente regu_lar) bas-
ta achar.um espégo quasi-stoniano ou stoniéno em qué existam conjuntos
sem ir;teriof que nao sao fechados; fomando um anel (ﬁ déstes conjun-
to.s aAtoPovlfogia Z-;R\)' T satisfaz as condigges requeri_aas (corolério
4 do teorema €l e corolério 'l“acima)n; observando que o compactificado de

gegh ((8)) .@E de um espago quasi-stoﬁiénc E. é um-‘espago stoniano -
(pois o compactificado @E de Cech de um espago compietamente regular
E, tem uma 4lgebra de fungoes numéric;s continuas isomorfa & algebra

das fungoes numéricas coﬁtinuas e limitadas ((6)) 3 E) segue-se que o
: coﬁpactificédo BN de um eépago discreto in.finité numeravel N é um
espago. stonianol._ A= (3% ~-N & un subconjunto fochado (logo compacto)
de @N (pois N & localmenfe compacto e portanto aberto em qualquer
espe'agc; s‘,eparado. no qual é denso) e sem interior e nem todos os subcon—
juntos de A =@N - N sao fechados, pois senao, indicvando com 6
{deal ?'P(A) ° com ‘(C a topologia de @N teridamos ?:,Fl = 2: ; mas
a topologia induzida .por' Z:H sbbre A é a topologia discreta e por

outro lado A & < -compacto e portanto A - seria um conjunto finito;
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A , , ‘ g“o
mas sabemos ((B)) que C5N tem a poténcia 2 e portanto A nao po

de ser finito, sendo portanto T‘A 742' . (@N),(:,, & entao um espago
L A A

B

separado extremamente desconexo nao regular.

O processo (A —— ?:J% também nos mostra facilmente
que todo sub-espago denso de um espago extremamente desconexo é extre-
mamente desconexo, o0 que é importante pelas suas aplicagSes:

Lema 7 - Todo conjunto aberto de um espago extremamente

desconexo é um sub-espago extremamente descone-

X0,

Demonstraégo - Seja A ﬁm éub—espagb de um espago E e
~seja X uma parte de A; indicamos com iA.'a aderéncia de_:X em A
e com EE a aderéncia de X em Ej; se A for ébertb temos
'iA = KE(\A e todo subconjuﬁﬁo éberto 0 de A é também aberto em E

e porténto, 64

= 5EC\A é aberto pois OE é aberto por E ser'extremg

mente desconexo.

Teorema 14 - Todo sub-espago de um espago extremamente
desconexo é extremamente desconexo.

-Demonstraggo - Seja A um Sub—espago denso de‘um espago

vextremamente desconexo Bs entao (:A € um conjunto sem interior e con
‘sideiando o anel xﬁ{ = { A, ¢§; a topologia induzida por ﬁf;Q sdbre
A é é mesma que a topologia induzida por T sbbre A 5 A .8 uﬁ e
sub—espago aberto de Ezaﬂ que pelo corélério i do teorema 10 ¢ extré
mamente desconexo e do 1e£a T segue-se que A é também extremamente

desconexo, -



§ 3% - Bspacos topoldgicos irresoliuveis.

Dizemos que um espago topolbdgico E €& resoluvel se pode
mos decdmpﬁr E em dois conjuntos oomplementéres densos em Hj; em caso
contririo dizemos que E & irresolvel; como todo espago com pontbs
isolados é irresollvel, apenas espagos topolbgicos densos em si ﬁodem
ser resoliveis. As definigSeS-acima SEO'inspiradas nas=definigSes‘de‘
Hewitt ((H, p.322, def.12)) que demonstrou & existéncia de espagos (cog
pletamente'regulares) densos eﬁ,si iriesélﬁyeis. Vémbs'aplicar.o proces
éo g ——%AZTJQ ~ para a formagao de t0poi0gias irresollveis, mostran-
do que dada‘uma topologia {4 qualqﬁe: existe uma topologis Eiﬁ Z'Zf .

T irresolivel; S eVenTs que se T ‘fof sepafada, T e Ty tem
0S mesmos pontos:isolados,lppis entao 8stes sao conjuntos abertos re-
gﬁlares,(corplério 1 do teorema 7) e pgrtanto, se Qi .fof denéaAem’si

a topologia '?%Q também o &,

Lema 8 - Uma topologia em que todo conjunto'sem interior

é fechado (ou, dualmente, todo conjunto denso €

aberto) & irresolivel.

Demonstragao - Sendo X denso em B, (, X nao tem inte

rior e portanto é fechado, logo nao denso.

0 corolario 2 do teorema 3 nos mostra entao que

Teorema 15 - Se ?fi & um elemento maximal de < T )
FEELE - A

entao a topologia ¢ . ¢ irresolivel.

Corolario - Dada gualquer topologia separada e densa e:

existe uma topologia separada densa e irreso-

livel 7 1 2T que tem a mesma topologia

semi-regular associada que ?f.



CAPITULO 1IV.

Formaggo de teratopologias e outras aplicagoes.

§le - Bspagos topologicos sém SeQuéncias convergentes.
Dado umvespago'topoiégico E e uma séquéncia X, de
pontos de E que converge para um ponto x de E, dizemos que esta

sequéncia éonvergente é trivial se existe um n =~ t.q. para n3 ng te

mos X_ = x. Digemos que um espago topologico E nao tem sequéncias

n

coﬁvergehtes se t0da sequéncia conve;gente for‘triviai.’
“ Da-&efinig;o de sequéncia conve;gente segue-se imediata
menfe o | : . ; ; '
Lema 2;—'Sejam '?fl e 2?2 duas t0pologias'83bre.um
' conjunto iE wgdgs ?:1 T g;tﬁda sequéncia

2
Zfz;convergente é ffl—oonvergehte.

Dizemos que:num ponto X de um espago topologico B va

"le o 12 axioma de enumerabilidade se x admite um sistema fundamental

enumerével de vizinhangas. Dizemos que em E vale o 22 axioma de enu-

merabilidade se E ‘admite uma base enumeravel de conjuntos abertos.

Dizemos que -E & de caracter enumeravel se existe um conjunto enumera-—

vel, denso em E. B imediato'Que Se num espago toﬁolégioo vale o 2¢

axioma de enumerabilidade entao wvale o 12 em todo pqﬁto'de E, e, E é

' de caracter enumerdvel (ver gqualquer livro que trata de espagos métri-

' L~ , ) y 1 '
cos). O processo -f—%'?:Ei © também nos permitira a formagao de es

pagos em que a reciproca nao é verdadeira.

Lema 10 - Se x &é.um ponto #a6 isolado de um espago to-
1 polégico I E e se em x vale o 1¢ axioma de
enumerabilidade; entao existe uma sequéncia x,
de pontos de .E que converge para X ‘e que

nao & trivial.



Demonstracao - Seja Vn' um sistema fundamental “enumers
vel de vizinhangas de =x; podemos supdr as Vn embutidas, isto &,
V. 3V e sendo x nao isolado em t6da V_  existe um ponto x_gx;
i ot n+l n n
é imediato que a sequéncia X, oonverge para X.

No resto déste pardgrafo consideraremos E,. como um es
'pago topologlco separado denso em s:., isto &, um espago topologlco sepa
rado sem pontos 1solados~ a partlr da topologla 'C vamos constr'uir uma

=

topologia ’{g.)/’c t.q.' E(:?S' naoc tenha sequéncias convergentes; pai’a is-_-
. to basta, alias, 'que E’C,’ satisfaga o ax1;>ma de separagao mais fraco
(Tl) todo congun’co constltuldo de um unico ponto e fechado. ‘
Indlquemos com z(m a parte de 6—-’ (E) formada pelos con
Juntos enumeriveis que tém apenas um namero finito de pentos de acumu.la
gao (em Et_) . .
_L_GE_&_.__]_._l_ % }; é um ideal- de conjuntos sem 'Z"l'—.interior.

. e ‘- 0 3 ! ‘h " .' 3 .
‘Demonstracao - B! imediato que . 8" e um ideals ‘sendo
( - A

E4 densoc em si, todo coﬁjunto aberto é denso em si, isto é, nao tem
'~pon1;os isola'dosve sendo além disto E’Z’ separado todo~c6njunto aberté
é 1nf1n1to e tem portanto 1nf1n1tos pontos de acumulagao= entao’ todo
congunto de }fﬂ tem 1nterlor vazio.
Teorema 16 -‘. S.e,ja' "C ~uma %opologia se'parada dehsa: em
"(:'Xn ‘nao _eXistexh sec’lu'e‘ncig convefgentes e

portanto nao Vale o 12 axioma de ‘enumerabi-

11dade nem o 2

Demonstraqao - SeJa X, uma sequéncia de pontos de B
'_C'X.i -convergente para o ponto x de BE; do lema 1 segue-se que a se-

quéncia x, também é 7 -convergente para . x. Consideremos o conjunto

X formado pelos X £ xs Bste conjunto tem no médximo um tnico ponto de
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acumulaggo, X, e portanto X 6“5& & é portanté ZJ‘A"" ~fechado; entao
: (:.X & uma Z}« ~vizinhanga .de‘ Zaade. nao oontéxh nenhum  x ,é X é

como‘ Scn Ty—converge para X toda v1zmhanga de x. contém todos
-xn._-' exceto um numero finito no méximo donde segue- se que a seguéncia

convergente xn é trlmal 0 resto do teorema segue»se do lema 2.

‘Corolério ot qualquer topologia separada e .densa [0

ex1ste uma topologia separada e densa L v

(.3 2 G tal que- "C?{"_ nao tenha seguen—

“cias convergentes e, tenh@ a megma topologia

semi-regular. associada que a topologia ¢ .

. Seguej-fse t'ambém: (,1.'0 .lema3;9 qﬁé q'g';alqﬁer ,‘tbpovlogj.ia 'ﬁ"(ﬂ
Z}-]?,Z‘.bé tem as mesmés, pl;opriedédes que a .'tvopblogia ‘- "C‘y"'&e‘acima;
?‘{- € a ‘menos flna das tonologlas mais finas que ? :q'ue néc; tem se
quenc1as convergentes.
Aplicando o procersso ?‘-Mb' ‘a Vtopqlogia‘habit'ué‘ti T da
reta racibnal ’obtemos.um .espago enumer'ével e, portéﬁto, de ca;:'acter

enumeravcl, em. qu.e nenhum ponto adm:Lte um s:Lstema fundamental enumeri—

vel de v1z:thangas e en que nao eXJ.stem sequen01as convergen es.

§29 - Caracter,es em espagos topoldgicos sepai'ados.

SL.,)a E“L‘. um espago topologlco separddo' }lexandroff
((A, P 269)) deu as sa.gm.ntes deflnlgoes' Caracter A 'Lf (x) de um pon-

to x de’ E~' é a menor potenc:.a de um.sistema funaamental de vizi-

nhangas de xj. caracter de 1ntersecgao de C’Lﬁ (x) e a mezfxor poténcia
de’ um conjunto de vizinhgngaé de x éuja intersecg¢ao se-reduz ao'pr-é.-
- prio ponto - X |

. E!' imediato que dizer que x € um poubo nao is olado em

que vale O primeiro ax:.oma de enumerabllldade equivale a "'L_;,(,., (x)=gU,O,



S

il

‘temos entao j,c (x) = ’U%(x) :
T R

Aplicando o processo ZJX* a uma topologia separada

&+ Temos sempre Jz:(x) & U}: (x)

densa em si em que o 12 _aXi-oxﬁa de enumerabilidade vale em todo ponto
temes Stf (x) ¢ 'U:CK(X)': pois entao DZ‘X-(X) £ JC(X)' = U,C(x) =

- N . & L‘:Z',gx) como segue do teorema do § anterior.
. o i : : = -5

§ 32 - Prolongamento de fungoes continuas.

Sabemos ((B I, p.38, Teorema 1 ou B!, p.55, coroldrio
do ¥eorema 1)) que séndo. A uma parte densa de um espago topologico E‘C"
e ‘g uma ap_licag:do de A num espago regular F t.q. para todo ponto

a de E exista o limite 14im g(x), entao indicando com e T
XJa,xEA .

. te limite, f é uma aplicaggo continua de Epem F que dizemos esten
de ou prolonga a aplicég:gp continua g de A em F a uma aplioagévo
continua de E'C em F. Neste teorema hgp podemos presivc,indir da regula-
» ridade de F; o.procvesso 'C;q 'nos permite dar exemplcs faceis de espa-
gos'separados F- nao regulares em que a extensao f da funggo g nao
é continua.

Seja EZS’ um espago topoldgico separado e X um conjun-
to sem ¢ 4interior nao e ~fechado; seja X =57\X,ﬁ5}; do teorema 1 se-
gue-se que 'E*)L;; T 5 tomemos T = EFE.X 3 B é um éspago sepa;‘adé nao |
reguiar (corolér.ifo 4 do teorema T e corﬁo-lério 3 do lema 4). A apliéac;aNO
idéntica g de A = C,X em F satisfaz as condigSes da fungz’io g do
principio déste §, mas a sua extensao f, que € a apli'cagg_o idéntica de
B sGEre F nSO é continua,p'ois "C;)(») o, Neste. caSo,'porém,‘eXiste
uma, i;opologia' ?::ﬂ > ’C sObre B t.q. f seja continua de E?:&

em F: qualquer topologia ‘/Ziﬁ );, 'Ef’\/ » Vamos mostrar que esta situaggo
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sempre se verifica:

Teorema 17 - Seja A uma parte densa de um espago tppo-

légico B~ e F um espago topolégico se-
parado; seja g uma aplicacao de A em T
t.q. para qualquer a ¢ E exista o limite

Tid m - g(x) que indicamos por f(a); en-
X~ a,a ¢ A .

“tao existe uma topologié_ t,_Q)/ C t.q.

£ seja continua de E'«”a . em F,
! 5 vy T x 3

.

Demonstragcao - A sendo denso em K, entao QA e um

cOn,junt@‘ sem intéripr; ‘tomemos como anel gﬂ_ 0 ideal ‘W(\: A) ‘e vamos
mostrgr que ‘a tépélogié 'é‘&,sétisféz .as -oondigges do t‘éoren'xa. ;C:Fi e
e induzem a mesma topologia sé‘br_e A de modo que f é (pela sua
: préprigdefiniggo) continua em todbs‘ 08 pont_os do éonjuntb Z:Q—aberto
A; seja a € E—A, pela definigao_de f, dada qualquér ‘vizinhang-a V de
f(a) em F, existe ilma. € -vizinhanga aberto 0 dé ‘a 't."q.‘ =
g(O.ﬁ:A) CV e como. f(a) €T segue-‘sev qﬁe f(lalu (‘O ni)) c V; mas
: {a’i u’(va‘\A) 'é uma T&L —vizinhanga de "a‘ (pois- ﬁla} J (O.ﬁ 4) =

=0 = {CA - a} sendo ’{jA - "a um conjunto T . -fechado pois per-

\‘ALH

tence & -l ) e portanto £ & ’C}{ ~continua em a.

§ 42 -~ Observacoes ¢ outros exemolos.

A) Espagos com um Gnico ponto nao regular.

‘Dizémos que um ponto x de um eséaéo topollégico. Eo &
irregular se para'as vizinhangas de x nao vale o axioma (OIiI); 0 pro
cesso = (. = Z:Q 'nos 'pe'rmi‘te em certoav casos _fofmar topologias
'_’?:'LR a partir de uma tbopo'l'ogia‘regular “C: tq umrpo_n:to' X seja o

tnico ponto irregular de Bz ¢ Basta, por exemplo, tomar como anel A
e 1]
(S

un ideal de conjuntos sem interior cujo unico: ponto de acumulagao seja
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”

o ponto x (desde que tais conjuntos existam). Na reta real, por exem-
plo, podemos tomar como anel J{ 0 ideal gerado por um conjunto nao va
zio de sequéncias nao triviais coﬁvergentes para x. Se contém t6-
’.dé; as sequéncias convergentes para x, em x deixard de’valer 0 pri;

meiro axioma de enumerabilidade, mas em [H.x} temos a topologia habi-

tual da reta.

B) Espagos conexos e localmente conexos segundo caminhos

e nao semi-regulares.

- Dizemos que i espaco topoldgico é conexo'ségundo‘cami-
nhbs se para dois pontoé X e' y qﬁaiSquef de E éxiste uma, aplicaggo
continua £ (caminho) de (0,1] em E t.q. £(0) =x e £(1) = y.
Dizemos que um espagé é localmente conexo segundo caminhos'se‘todo pon-
to admite um sistema fundamental de vizinhangés conexas segundo caminhos.

Tomando no plano numérico um ideai S deAcpnjuntos t.q.
para dada A Elﬁ{ apenas um nimero finito de retas paralelas ao -eixo
das abscissas tem intersecggo na0 Yazia com -A, € ihediato que a topolc

+

Lad . e Qi .
g8la ( satisfaz as condigoes requeridas.

’

C) Observagao sdbre 0s espagos de Baire.

0 processo ’QJ( permlte mostrar facilmente que a proprle
dade de um espaco topologlcc ée Ser um espago de Baire nao dépende ape-
nas das fungoes numéricas continuas d8ste espago; assim a reta com a to

pologia habitual & um espago de Baire pois é localmente compacta, mas

passando a considerar o conjunto dos nlmeros irracionais como fechado

AT Y 2 ‘ 2 il

obtemos uma topologia L,Q em que a reta é um conjunto magro (reuniao
; A2 I Ep 7
do conjunto magro dos numeros racionais com o conjunto le—fechado e

sem 'interior, isto é, raro, dos nlmeros irracionais).
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.D) Espagos em que todo éonjunto isolado & enumerédvel.

Dizemoé'que um espago topoldgico é hereditariamente de
Oaréb%ﬁreﬁﬁﬁmerével se todo seu sub—eépago for de caracter enumerivel;
é sabido que todo espago métrico de caracter enumeravel é heredltarla—
mente de caracter enumeravel., E!' imediato que num eSpago hereditariameg
te de caracter enumerivel qualquef conjunto isolado (isfo é, cujos pon-
tos de acumulagao nao pertencem a 8le) & épumerévelz pois é um sub-espa
go discreto e entao & de caracter enumeravel se e somente se for enume—
_ ravel.

Con51derando na reta real o ideal Yl dos conJuntos enu
meraveis a topologla C Yt nos da um exemplo de: um espago em que todo
conjunto isolado & enumeravel mas que nao é .de caracter enumersgvels to-

?*67—raro e fechado e portanto nzo denso na
-

do conjunto enumeré&el é
reta e da teorla dos pontos de condensagao ((Ha, §.23)) segue-se que to
“do ¢ conjunto nao enumeravel da reta é nao isolado em & YL . (Bsbocemos
rapldmnente a demonstragao de que todo conjunto 1solado em ZTKC é enu
merdvels seJa A um conjunto nao enumeravel' con51deremos 0 congunto
enumeravel de 1ntervalos abertos de extremidades raclonals e SGJ 0 a
reuniao daqueles 1ntervaloé que’ contem apenas um conJunto enumeravel de
pontos de As entao 0 contem _apenas um congunto enumeravel de pontos
de A é ‘C 0 & nao vazio e tal que t6da T~ —v1zinhanga de um ponto
de Q 0, e,'em particﬁlar; dos pontos de A contidos em C;O, contém
uma infinidade~n50‘eﬁumerével de pontos de A; mas ehtgo.as Zf%&-vizi—
nhangas déstes pontos, e, em particular, dos pontos de Ar{,0 também

tém esta propriedade e portanto A nao & isolado. )
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E) Exemplo de um espago de caracter enumerdvel em gue

vale o 18 axioma de enumerabilidade o em gue nao va-

le o segundo axioma de enumerabilidade.

Con31deremoé o seéulnte subconjunto do plano com & topo
logla induzida, por és te ((Ha,p.115,§2)): E = I(x,y) [ y=0 éi_
0&x41, ou, y=1/2" ¢ x=n/2® 00,1,2,...,2%, n en)

' conjuntos raros de E s80 os bubconjuntos de  A.a {(x,y)l ¥=0, Ol<x é1~}
. € passando a con31dera-los como conguntos fechados temos uma topologia
nas condlgoes cltadas em E com a nova topologia nao vale o] 2? axio-
ma de enumerabllldade pois senéo valeria no sub—espago A mas este é
'Zdlscreto e tem a poténcia do contlnué.A(Em E, munido com esta £ova to-
pqlogla,‘tambem vale-o 12 axioma de.enumerabilidade; os-pontos de E-A
sao0 isolados e se x & um ponto‘de A,_sendo‘ Vn um sistema fqndamen-
tal enumerdvel de vizinhahgas de x na topologia.primitivé,ientgo

Vﬁ = {xz u(Vh n(:A) é um sistemg fundamental enumerévei de-vizinhaﬁgas

de x na nova topologia.)

F) Espacos totalmente descbnexos. ‘

0 exercicio 11 do §11¢, cap.I, p.77rde ((B i)) ou exerci
“cio 9, p;léZ,((B»I')) afirma que todo espago no qual é intersecgao de
vizinhéngas a0 mesmo temp§ ébeftds e fechadas de todo pbntb ge réduz a
_ésté pbhto, é homemmérgoba um Sub—eSpagb de um espago compacto, produto
_de eépagos discretos com dois elemenﬁos,‘e.seria portanto complétaﬁeﬁte
'regular € por conseguinte seml—regular. A% t0polog1a JZ'V’ da reta ra-
cional (ver §1° déste capltulo) mostra que a afirmagao nao é correta
(corolarlo 4 do tborema 7), € necessario supor alnda que o espago seja

completamente regular.
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APENDICE I.

Topologias semi-regulares e

o .8 -homeomorfismo de Fomig. -

Fomin ((F)) deu a seguinte definngoi uma, aplicaggo £
de um espago topologico E num espago topoldgico F & 6>5continua
no thto X, se para qualquer vizinhanga féchada V' de f(x) existe

uma vizinhanga V de x tal que (V) € V'; £ é B -—continua em E

se & coB-continua em todo ponto x de E. Se no espago topolégico F

LT

F ¢é também continua. Uma aplicagao biunivoca f de um espa¢o topolo-

estd satisfeito o axioma (0...) t8da aplicagaq' ® -continua de’ E em

gico .E sObre um espago topoldgico F & um © _nomeomorfismo se £ o

sua aplicagao reciprocs sao € —continuos.

‘Teorema 18 - Se duas topologiaé_ ?:1 e vfiz, sébre &,
t8m a mesma topologia semi-regular associa-
da’ elas sao (9 -homeomorfas.

Demonstraqgoi—.Pois se ?:l e ?:2 t8m a mesma topologia

. . . N 3 i . r .
semi-regular associada elas tém os mesmos conjuntos abertos regulares e
os mesmos conjuntos fechados regulares (oorolério 2 do teorema 7 e dual)

. © portanto a aplicagao idéntica de E,~ sébre E,. e sua reciproca sao

. 1 i A o<
€ -continuas (se OX € uma 2:2—vizinhanga dberta . de x, Ox‘2 é uma
X% : T g o o, T,
‘C'—¢ portantc uma’ ?:l—vizinhanga aberta de.. x e O 2 ¢ o, 2).

: . = 0 . .
Dada uma topologia (- , seja R T
LIl

) (o conjunto das topologias que satisfa

topologias menos finas que (. que satisfazem o axioma (0. . ); esta to

pologia satlsfaé 0 axioma (OTII
zem o axioma (OIII) é un sub-reticulado completo do reticulado das topo

-1ogias;;ver também p.22 desta tese, coroldrio 3 do teorema 10) e a cha-
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. mamos de topologia OIIi—associada-é topologia 2: . Temoss

Teorema 19 - Se duas topologias ?fl e 2?2, sbbre R,
sa0 C)—homeOmorfas, elas tém a mesma topo-

logia OIII—assoolada.

Demonstragao - B! imediato que a aplicagao idéntica f

de Egi s6bre E?TSIII & também © —continua e portanto continua, pois,
. o L

2:0111 satisfaz o axioma (OIII) e Portéhto.tzj]!z Z:QIII’ 10605

,vO
11T III
¢om s, g 0m,

) ~
do mesmo modo obtemos a relagao inversa, de onde se se

gue a igualdade ‘destas duag topologias.

Nao sabemos se o ()—homeomorfismo entre dﬁas topologias
implica sempre a iguaidade de suas tbpologias semi-regulares associadas;
em casos particulares sabemosléeﬂemsﬁs&fin; para topclogias extremamente
desconexas, por exemplo, isto € uma consequen01a do teorema 19 (e do teo

rema 12), Fomin também o demonstrou para, t0polog1as absolutamente fecha-

das.
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APENDICE IT.

Imersao ‘em espacos separados.

“ . Dizemos que um egpago topolégiéo éeparado E?: e_sté imer-
80 1o, espago t'o.polic')glico E',t' se E"Z.' & unm sub—espago de E"C' s Se E
é derisb enil' E'z' e se E',(:. é um espd‘§o tbpolégico separado. Para cada
ponto x de W' podemos entao considerar o trégo sbbre B, do filtro ,
das _Vizinhangas de x em "B' Sate trago ¢ um filtro sbbre E: que
tem uma base (de. filtro) de OOHJUIltOu (3 —aber'ktos 'OA,X; se x 6 E  éste

.o

trago é o flltro dus f-v1mnhangas de x em B; Es com esta fami-

li@ (G}x € R € o que chamaremoo de esqueleto de imersao de Bz em
Blars Reciprocamente, dado E e uma famllla de filtros @1 com ‘base
de COIlJLlIltOu dbertoo (sem pontos aderentes e tal que para . qi ;4 @j
ex1ste 0, ¢ OA e O & (B. com 0, (’\ Oj' = f) podemos formar um espa
¢co "C" tal que E4 'esteJa imerso em- E' . @ tal que a familia (21
Junto com,as bases de flltro de v121nhangas abertas dos pontos x ' de
E~', ‘so‘)a o} esqueleto de imersao de E—C ‘em E!,

Em geral, porém, podemos ter muitas topologias s8bre - E!
todas elas dando. lugar ao mesmo esqueleto de 1mersao. Entrel estas topo-~

i}

C**l e uma menos fina

o~

Co

que podem ser definidas dlretamente a partir do esqueleto ou entao a

loglas (sobre B') existe uma mais flna

‘partlr de uma ‘topologia qualquer C' de E' (tal que E'C' esteja
\_ 1mer'so en E?':,)z | | |

Se ja t'% a topologia-éemi—regﬁlar a.ssociadaim a topolo-
gla 7 's temos (teorema 7) Ch - ('C'*LR 3 seJa B o tArago. do anel

Jl sébre E; temos entao T! = ("""‘”)(‘)2 e T}-= (Cé)’(’w(E'—E)
, o -
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% 4 semi-regular se e somente s6 B - & semi-regular.

Para gualquer topologiea 7! slbre E'. tal que
’Z’éé 2_"\(.'?:'1 temos E’?.'. egté imerso em EV'C_' & _té‘das estas topolo-
gias dgo lugar ao mesmo esqueleto de imersao (e reciprocamente, qualquer
topologia S8bre’vE' que tenha aquele esqueleto de imérsgﬁ‘esté entre
T e i) |

Ggm escolha adequadg dos égi podemos obter um.espago B!
absolutamente fechédo. . | ’

O processo ?iﬂ. ﬁos permite definir de modo muito sim~
plesyos diferentes tipes de'imersgo, de'semi—feguiaridade relativa, etc.;
por‘exémplé, a topologia‘ 'CP. de Katetov ((K 3,p,27, toorema 3.1)) é
uma topologia T 1, @ topologia_,‘t'P (1oc.oi£,,teoreﬁa 3,2) é uma to-
pologia “T.!. ‘

A ﬁaior pérte dos resultados que.enunciambS~acima sab
beﬁ.qonhecidos, s0b uma guloutra forma; dos muitos trébalhbs que'existem
‘ gbbre a teoria da imersaos vef ((C)), ((x 3 e 5).) ((S )5 ((F)), etCi s
Parece-nog que O pfocesso ?iﬁ permifa obter a maior parte déstes re-
sultados de modo mais simples e.claro, éiém dé resultados novés. Os de-
talhes e deménétraggeé do que enunéiamos acima serao publicados num tra

balho posterior.
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APENDICE  III.
ST | - 2

‘Notas s0bre topologias ass001adas

' a tOpOlOglau regulares.

0 processo . -;“% tf nos pérmite obter a partir
de uma topologla semi-regular 'E., todas as topologlas (o cuja topo~—
loglavseml—re"ular asooolada é a topologla o (tQOrema 7).

0 processo'.?L - ?j‘ s isto'é,'a;fOrmaggo de uma to-

po,lfogia i 7R *

que tém como bage de conguntou_abertou 08 conJuntos aber-
 tos reguiares de uma outra‘topologla 8? ‘nos permlte formar.a partlr de
'quaquer‘{OPOLOgiaka-sua topolégia»sem;-regular assoc1ada.  |
| E! pois.muito'naturai pfoéurar résplver O-mesmo'prbblema

para‘topolovias que sa tlufazem o axioma (0 isto é, dada uma topolo

gia ‘C ‘que satisfaz o axioma (OlII) procurar um processo que nos per—-

mita formar t8das as topologias f:" cuja topologia )—ﬂSuOClada

‘ (OIII
'seja'a topclogia 70 3 basta, allas, achar um processo que nos permita

obter as topologies seml—regulares cuja ( )-a gsociada seJa G pois

III
.as {opologigs nao scmi- regulares Sbrao obtidas a partlr d'aquelas pelo
- précesso ?: == Z;Q-A. O‘ undo probluma seria achar um processo pe
1o qual a pdrtxr de uma topolovla 7: achamos a sua topolo ia (OIII
associada.
| 'No estudb do primeiro déstes problemas o autor obtgve 08
séguintes resultados parciais:}A B i »

Sendo >Z: unattopologia qualquer e * IO um anel dual
'(reuniao qﬁalquer e intérsecgéo finita‘ngo vazia de conjuntbs de 40

pertence a &) ) de conjuntos sem interior e densos em corijuntos aber-

tbsr(isto 6, se DE D existe um conjunto T -aberto 0 tal que



.

DL 0L 5?) consideremos a topologia E: obtida acrescentando ao anel
dual dos conjuntos abertos de ?: o anel dual'dp s temos: < T 4

tém a mesma topologia- (OIII) ~agsociada. Impondo mais algumas condlgoes
obtemos topologias (_49 seml—regulares._j

Exemplo - SeJa E o intervalo (»0 il, com a sua topolo-
gla: habltual 2? 3 seja- QQ‘ 0 conJunto das fragoes 1rredut1vels de B
com numerador RAT e Qi o das fragoes irredutiveis com numerador impar;
tomamos 7&) { ,Q ,Q } entgo Zfég-é uma topoloéla seml—regular cuja
“topologia (OIII)—asso01ada ¢ a topologia habitual do intervalo {C 1

Para abopdar ¢ segundo problema indicamos' com . A o con
Junto dos ﬁonﬁos x 'dé E tais que tdda 'Cf—vizinhaﬁéa fechada de x
.encontra qualquer- ?f -vizinhangas fechada de A; bs cénjUntos A=A

satisfazem og ax1omas de conjuntos fochados, definindo assim uma topolo

find ‘ ;
gia Zf 3 C =TZ: se e sdmente se & satisfaz o axioma
’(OIII)‘ | .
Sem restrigges ulteriores sdbre a topologia € , que sa
tisfaz - ax1omu (OIII), 0 processq 2: —s T nao nos permite porém

obter todap as topologlas seml—regulares que tem uma mesma topologia

(OIII) aSSOC1ada. Nao sabemos se a topologla (OIII) assoc1ada a uma to
L

; . o
.pologia ?:_ é obtida com uma apllcagao apenas do prooesso C. i (S R
'As'démdnstraQSes_e outrcs resultados dos processos
e S P 2 "’ ‘ ) . ’ . V
G 2:. e ¢ — serao publicados num trabalho poste-

O mesmo problcma para tﬂpologlas que satisfazem o axioma
(OIV) parece-nos bem mais dificil, o que allas ¢ natural, pois, pouco
se conhece sCbre topologias que satisfazem o axioma (OIII) e nao satis-

fazem o axioma (OIV)
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