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INTRODUggO

Para introduzirmos a medida de Lebesgue no espaço. 
Rn, dÇ, iodo construtivo e sentar, surgiu-nos a questSo de 
ferroar uma classe de partes do '.n, para as quais a medida - 
fosse definida de maneira expontânea* mas que todas as possl 
veis reuniões finitas de conjuntos (interiormente disjuntos) 
da referida classe constituíssem o que se chama um anel 
sôbre o R1"1. Essas condições 3ão preenchidas pela classe 
que definimos no primeiro parágrafo do capítulo segundo dês- 
te trabalho. (0 fato de que o conjunto das reuniões finitas 
de conjuntos de 3õ* interiormente disjuntos, 4 um anel,es­
ta assegurado pelo corolário do primeiro dos teoremas relati 
vos a essa ciasse).

Quanto à defini oSo de conjunto mensurável-L, para o 
caso de L-medida finita, mos.;, amos que a nossa definição 4 £ 
quivalente à habitual (na qual se empregam sòmente os conjun 
tos abertos e os fechados). Estendemos, também, por melo das 
sequências de 3^, a L-mensurabilidade a certos conjuntos do 
Rn, vindo, assim, os conjuntos mensuraveis-L de L-medida In­
finita; a a extensão 4 feita de tal modo que os conjuntos - 
mensurávels-L do R” formam uma tribo perfeita nesse espaço.

No primeiro capítulo dêste trabalho recordamos al­
gumas noções relativas aosoespaços topolágicos, começando ,

(l) - Um conjunto ^ de partes de um conjunto fixo B, se diz 
um anel sôbre E, quando são verificadas as seguintes 
condições: ^

a) - a reunião finita de conjuntos de /pertence a/;
b) - se A.B<s3^* então Art t .*



naturalraente, por introduzir as notações c definiçbes com”-., 
mente empregadas na teoria dos conjuntos, e que o leitor en­
contrará, principalmente, no livro "THEORIE DES EN3EMBLES " - 
(Fascicule des résultats) de N. BOURBAKI. Quanto aos espaços 
topolágicos, ocupamo-nos, quase que exolusivamente dos espaços 
métricos, e mais particularrr.ente ainda, dos espaços euclidia­
nos, pois sSo £stes que interessam ao assunto prftpriamente des 
ta tese. Os conjuntos s3o trotados nç» § 19, e, os espaços top$ 
lágiqos, no § 29.

No § 19 do segundo capítulo iatamos dos Intervalos no 
R*\» e introduzimos a noçKo dc divisão do um intervalo I (fecha 
do), gerada poi* um número finito de intervalos fechados conti­
dos em I, noijíio essa, utilizada frequentemente no que ae segue. 
Ainda nesse parágrafo, que terminamos com a noçSo de tribo s£ 
bre um conjunto, introduzimos as classe J q9 
as suas principais propriedades. No § 29 definimos a medida pa 
ra os conjuntos dc- y* t que 6 obtida por prolongamentos -
sucessivos, a partir do medida sbbre a classe dos intervalos - 
fechados (limitados) do Rn. Finalmente, no fc* 39, tratamos dos 
conjuntos mensurávels-L, demonstrando as propriedades que per­
mitem considera-los como formando uma tribo perfeita sòbre o 
Rn .

y e y ' , dando

E.F.
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CAPITULO I
==a=rsss=s

CONJUNTOS DE ELEMENTOS QUAISQUER. ESPAÇOS TOPOLOGICOSseassssss zz — = = == = = ====: aaa=ssa=ss ======= =s=ss=aaa==

81.- NOTAÇOES E DEFINIÇÕES RELATIVAS A TEORIA DOS
CONJUNTOS.

1.- Relação cie pertinência.- Para Indicar que o elemento a per­
tence ao conjunto A, Isto é, que â 

é elemento de A, escrevemos: a ( A; a negação de â A é i ^ A. 
Para exprimir que os elementos _a, b_, ..., jn pertencem, todos
ao conjunto A, escreveremos: .a,b, ...,m € A; assim, a,b €a si.g 
nlflca que a e b pertencem, ambos a A.

Conjunto vazio. 0 chamado conjunto vazio. Isto é, - 
conjunto sem elementos, que é familiar na teoria dos conjuntos, 
será Indicado, aqui, pelo símbolo
Nota: - Indicaremos por ^.â, b £• ...* m } o conjunto formado 

pelos elementos a, &, c, ..., n»; em particular, Jâ j de­
signará o conjunto formado pelo dnico elemento a .

*
&

X

w

Relação de Inclusão . Dizemos que o conjunto A d uni 
sub-conjunto, uma parte, ou um conjunto parcial do conjunto B, 
se A d vazio ou se,não sendo vazio, todo elemento de A perten­
ce a B. Para exprimir que A é sub-conjunto de B escrevemos 
A <C 3 ou BI^A. Quando AC B dizemos, também, que A 
contido em B. ou que êste contém A.

Se AC B e BCA, os dòls conjuntos A e B coincidem. 
Isto é, são iguais; neste caso escrevemos A a B. As negacpes de 
de A^B e A = B indicam-se, respectivamente, por *.

• • •
está
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A ^ B .v
E claro que se jCb e B Cc( então A d. C (propri 

edade transitiva da inclusSo).
Quando ACB e A / B dizemos que A é uma parte prá 

pria de B (conjunto parcial ou sub-conjunto prdprio de B).

Nota:- 0 conjunto dos elementos x€E que gozam de uma certa - 
propriedade P será designado, aqui, por

i -1x € E

Assim, por exemplo, se E é o conjunto dos ndmeros inteiros, e A 
é parte de E formada pelos inteiros compreendidos entre 10 
1000, escreveremos:

e

AejxeEllO^X^ 1000 |

(A propriedade P do elemento x 6 A está expressa pela relação
10 £ x ^ 1000).

Conjunto complementar. Dados os conjuntos A e B,ACB, 
chama-se complementar de A em relação a Bp ao conjunto dos ele- 

• mentos de A em relação a B, ao conjunto dos elementos de B que 
. não pertencem a A. 0 complementar de A em relação a B indica-se 

^ A. Verifica-se fàcilmente que:por B a*' P
= t ;19) - Se A = B, tem-se:-

-t t -29) A ;

CB ( Eb A= A3<?) -

cíA: ■49) - Se ACB CE, tem-se:

Nota:- Quando, num certo estudo, se convenciona que o complemen­
tar de uma parte qualquer, A, de um certo conjunto fixo, 
E, é'sempret&mado em relação a E, escreve-se, simplesmen­
te, Ca ao invés de P A.v E



Conjuntos de partes._______________ Dado ura conjunto B, indicar.fi
mos por V (E). o conjunto de tòdas as partes de E. Será, pois , 
T (E)* um novo conjunto era que os elementos são sub-conjun - 

tos de E. 0 conjunto Y(S) possui, sempre, pelo menos um ele -
-

mento, precisam-nte a parte vazia de E.
Se ?C Y(E), diremos, ts vezes, quando nos referir 

3F: "os conjuntos de em lugarmos aos elementos de 
elementos de 7* ",

de
"os
"B é um conjunto de equivale à " B é uras parte de B per -
tencente a

ficando, assim, entendido, que a frase

FUNC0E3=asá=as

2.- Sejam E e F dois conjuntos não vazios (distinr 
tos ou não), x variável em E (1) e y variável em P. Se f é uma 
correspondência entre os elementos de E e os de uma parte de P, 
que associa a cada v3lor a da variável x ura e somente um valor 
(que se designa por f(a)) da variável- y,dizemos que f é uma fufl 
çâo definida em E, com os valores era F: mais brevemente, dire­
mos que f é uma aplicacSo de E em P. 0 elemento f(a) € P é o va 
lor da função f para o valor a de x; e se chamarmos de "pontos" 
aos elementos de E, diremos que f(a) é o valor da função f no 
ponto a. As variáveis x e y dlzem-se, respectivamente, variável 
independente e variável dependente.

Duas funções f e g, definidas em E, dlzem-se iguais 
(f = g), se f(a) = g(a) para todo a€E.

^ y
Y

Nota:- Se f é uma função definida em E, com os valores em P (u-
ma aplicação de E em P), e x é um elemento genérico de E 
costuma-se dizer, também, "a função f(x) (ou, y = f(x), 
ou ainda, x f(x)", em vez dc " a função f".

(1) - Em outras palavras: x designa ura elemento genérico de E. 
Cada elemento a 6 E é um valor da variável x.



Se f é m
ma aplicação de E em F, e A é uma parte não vazia de E, a apli 
cação g, de A em F, tal que g(a) = f(a) para todo a € A, chama 
-se restrição de f à parte A de E. A aplicação f se diz, por 

prolongamento de g a E.

Restrição e prolongamento de uma função.

sua vez,

Imagem direta e imagem inversa de um conjunto 
Seja f uma aplicação de E cm F e tomemos uma parte A de E. Chia' 

imagem direta de A (ou simplesmente: imagem de A), pelama*’se
aplicação ?, o conjunto de f(x) € F tais que x € A; se B é u- .. 
ma parte de F, o conjunto dos elementos xfE tais que f(x) £ jp 
se diz a imagem inversa (ou recíproca) de R, pela aplicação f.
A imagem direta de A d E q a inversa de
nam-se, respectivamente, por f(A) e f X(B). 0 conjunto de^todos 
os valores de f é, pois, f(E); por outro lado, tem-se: f (F)«
= E0 E claro que f(A) = 0 quando é sòmente quando A =
Para a imagem recíproca tem-se f-1(^) = 0» porém, pode acontjg

B d F, pela f,desig

fi.

cer que f"l(B) = 0 sem que B = 0 (basta considerar, por exem-px do conjunto dos inteiros relativos -pio, a aplicação x 
nesse mesmo conjunto e tomar a imagem inversa da parte constitu 
ida pelos inteiros negativos).

Nota:- Se f é uma aplicação de E em F, e f(E) = F, dizemos que 
f 6 uma aplicação de E sôbre F. Neste caso, qualquer que 
seja a parte B, não vazia, de F, tem-se f”1 (B) / 0 .

Aplicações biunívocas . Uma aplicação .f de E em (sô­
bre) P se diz uma aplicação biunívoca de E em (respeet. sôbre) 
P, se f(xi) s f(x) (x, x« é E) sòmente quando yi

Seja f uma aplicação biunívoca de E sôbre F e consi­
deremos a aplicação *p , de P em E, tal que 'p(y) = x, onde 
y = f(x)B Vêmos, então que *p é uma aplicação biunívoca d<" P 
sôbre E, 'a qual chamaremos de aplicação inversa (ou recíproca) 
de f e designaremos por f

Se existir uma aplicação biunívoca de u~ ccnjunto A 
sôbre o conjunto B diremos que A e B estão em corresponóèncj c.
biunívoca.

•ç

= x .

:

M
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Punção composta. Sendo f uma aplicação de B em P, g uma. aplica­
ção de P em G, podemos considerar a aplicação h, de E em G,de- 
flnlda pela Igualdade h(x) = f(g(x)), x € E. Dizemos, então , 
que h é a aplicação (ou função composta de g e f, e indicamo- 
la por g.f . E fácil vêr que se f e g são aplicações blunívocas 
respectlvamente de E sôbre P e P sôbre G, então h é uma aplica­
ção biunívoca dé E sôbre G.

7~ um conjunto (não va­
zio) de partes de um certo conjunto E. Se f é uma aplicação de 
7“ num outro conjunto Q, isto é, um» função definida em 7“ t 

com os valores em G, dizemos que f e uma função de conjunto.As- 
por exemplo, tomando para 7o conjunto das circunferências

Punção de conjunto. Seja

sim,
de um plano Cí , para G, o próprio OC, e, para f, a aplicação 
7“ em G que faz corresponder a cada circunferência de 7, o 

respectivo centro, f será uma função deconJunto.

<M

FAMÍLIAS DE ELEMENTOS
sscsisasnioacaasi

3:- Seja f uma aplicação de E em P e designemos por 
A ' '•''nJunto dos valores de f, isto é, A = f(E). Este conjunto,
associado à aplicação f, é o que 3e chama uma família de elemen
tos de P; o conjunto A diz-se, então,conjunto dos elementos da 
família. Sendo X um elemento genérico de E f designando por 
x^ o valor da aplicação f para o elemento X € E, indicaremos
por (x a família acima definida; o conjunto B (onde es-
tá definida a função f) se diz, então, conjunto dos índices da 
família.

A
)

Duas famílias (x _ )_ e (y_ ) (com o mesmo ^ *» ÊT \ \€ Jconjunto de índices) são iguais, quando e sòmente quando ; 
qualquer que seja \€i. Pode acontecer que duas famílias (com 
o mesmo conjunto de índices) nãq sejam iguais, embora o conjun­
to dos elementos de um: se*i o lesmo que o da outra; assim, as 
famílias (r‘\)X€l e (y^ ) . onde I é o conjunto dos

161
2 4niímeros reais, e x^= \ , = não são iguais, não obstajj

te o conjunto dos elementos da primeira (precisamente o conjun
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to dos mímeros reais não negativos) seja o mesmo que o da se^- 
gunda. Por ai vemos que o que caracteriza a família (x^) ^ 
é a aplicação X-^x X *

Sub-famílla. Se (x x ) é ’ma família de elemcc 
tos de um conjunto FeJC.I(J^)íí), dizemos que a família ...>*Iv

de elementos de P é uma sub-família de (x ^ .
contém a sub-família

(x. )X ' X 6 T Diremos então, que a família (x ) X€i(x x ) \U *

Famílias finitas, infinitas e enumeráveis .- Uma fa­
mília (jx ^ se diz finita ou infinita segundo seja, o cofl
Junto I dos índices, finito ou infinito. Se o conjunto I é enu- 
meravel (2) dizemos que a família (x ^ ~ ^ j é enumeravel,
neste caso, (x ^ 
uma sequência finita^ou infinita segundo seja, I, finito ou in- 
flnito.

toma o nome particular de sequência;será

Se I é o conjunto dos inteiros de 1 a n, ou de todos
os inteiros positivos, escrevemos às vezes, para designar a fa­
mília (a1)4 ,

)(v v
A família (a^, a^

também uma 11 n-pla ordor.ada " de elementos de E; em particular, 
ura par ordenado de elementos>le E ú uma família (a^.a^) de ele - 
mentos de E. Segur.do a deunição de igualdade entre famílias,du 

i as n-plas (a3, a2# .an) e (b^, bn, ...,bn), de elementos E,
^ serão iguais quando Jsòmente quando a£= b^, a^b^,.. .> a^* b^.

a ), ou respectivamente,(a. ,a.,a_ n 1 o y , • •M*l

a ) <5 o que se costuma chamar,.. •,
Ia

Família de conjuntos. Pode ocorrer que F seja um coq
Junto de partes de ura certo conjunto Q. Neste caso, se (2.^ )^T 
4 uma família de elementos do P ( os X ^ são, pois, sub-conjun~ 
tos de G), dizemos que (X\)^T é uma família de conjuntos.

(2) - Recordemos que un conjunto não vazio, se diz ag*^&sfov.el
quando está em correspondência biunívoca com uma parte do 
conjunto dos mímeros naturais. Em particular, todo conjun 
to finito, não vazio, á enumeravel.
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Nota;- Quando não houver necessidade de se' especificar o conjun 
to dos índices, pode-se empregar, em lugar de (x^)^6i , 
a notação mais cômoda; (x^). Esta notação se utiliza,a- 
inda, quando, numa certa consideração ocorre que tôdas 
as famílias que nela interveem, possuem, para conjunto 
de índices, um mesmo conjunto fixo.

AS OPERAÇOES "RE^NIRO" E "INTERSECÇRO" == ========= ======== = =============

4,'- Seja 7^ um conjunto (não vazio) de partes de 
um certo conjunto E, e consideremos o conjunto G dos elementos 
de E que pertencem a pelo menos um dos conjuntos de T . Dize - 
mos, então, que G é a reunião dos conjuntos de 7(isto é, das 
partes de E pertencentes a J ), e designarao-la por

u*
onde
X d um elemento (conjunto) genérico de 7. •

|■ 0 conjunto N dos elementos de E que pertencem a to­
dos os conjuntos de 7*é a lnterseccão dos conjuntos de 7“ e de­
signa-se por n.xer
onde X é uai elemento (conjunto) genérico de 7%

A reunião G seré vazia quando e sòmente quando em 7 
não houver outro conjunto senão o vazio. E se entre os conjuntos 
de 7 figurar o conjunto vazio, en.tão a intersecção H 3erá, ne­
cessariamente vazia; porém, é claro que a intersecção H pode ser 
o conjunto vazio sem que nenhum dos conjuntos de 7o seja.

i



ReunlSo e intersecção de uma família de conjuntos.
uma família de partes de um conjunto E e for-Seja (A ^)

memos o conjunto A dos elementos x € E tais que x € Ampara al 
\ÉI, 0 conjunto A, assim definido, se diz reunião da faguia

) e designa-se pormflia (A

A \
I

0 conjunt dos elementos x £E tais que x 6 A^ qual 
quer que seja\%t, se diz intersecçgo dá família (A 
Índica por

e se

A 1
Ui

E facil vêr que, sendo o conjunto dos elemento, 
da família ( isto it o conjunto das partes X de E pa­
ra as quais existe ura índice I tal que X A 
e a intersecção da referida família coincidem, respectivamente, 
com a reunião e a intersecção dos conjuntos de . Porisso, a 
reunião e a intersecção de uraa família de conjuntos depende uni 
camente do conjunto dos elementos (conjuntos) da família.

^ ),a reunião

TéNota:- Se um conjunto finito ou enumeravel de partes de 
um conjunto E, costuma-se dizer que a reunião dos conjujj 
tos de t é uma reunião finita, 
numerável. de partes dc E. (Análogamente para a interses. 
çâo). E claro, então, que a reunião de tôda família fini 
ta (enumeravel) de sub-conjuntos de E d uma reunião fini 
ta (enumeravel) de partes de E, o mesmo acontecendo com a 
intersecção.

>;»
i

ou, respectivamente,e-

Proprledades da reunião e intersecção de famílias. Ci­
taremos agora algumas propriedades relativas à reunião e lnter - 
secção de famílias de conjuntos, que o leitor poderá verificar 
fàcilmente. São as seguintes:

a) - Se JC1I (J / ), tem-se



- q

1/ uíl
■ - ~v Kj \ex

;
\€ 1

b) - o;;

(Aasoolafclvldade da i\ -u.v ) 3o5

u*« - u(u*jW Kei '* i
;

\eU\

c «) - (Assoclatlvldade da lntersecção);

nia-)n H =
\€i/r

ã<SLA

d) - Se_ \ 
-se:

\i é uma aplicação biunfvooa de I sftbrc I, tem-.

A ^ = |^J A/C AV /A ^ eae Ve i\« iXe*W
(comutafcividade da reunião e lntersecção, respectlvamente).
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Outras notações para x rcuniggs e IntersecçSes flnl?
bas ou infinitas snuaeravels.

Quando a famflia (A _ ) d finita', isto í-, © conjunto I fi-\ Ul
p}X - {3,2nito, digamos , sntSc eBcreveiaos

U U Au ,fu ..ÓU "3
L=1

para a reunião © analogamente para a tnfcerseoçSo, bastando tr& .
/ \ oU U por A .car por

Quan<5o 0 conjunto d infinito, mas enumerada!, ■Uigamos, 
0 conjunto dcs niíaero** naturais, i, 2, -í
reunião.

, ft&orfrv-srônios, para9 • • •

k , U A, UOU • O * -J.

U por O U por O •bastando, para a infef.rscc'w-ooar v-

Fiaal&icntc, s© X for- 0 conjunto dos inteiros i; 1 & P» 
ou o conjunto de todos y« 'ntcivor: positivos, esci’avwícaoE, às Vfi
ses, simpj esneut©

v

A 1

I P
designar

GG

A s anrflogs., rsrrp.octivasiantepara
i

mente para a intarsocç&o.

Prop.vi-sda.lt»diste; .M -ks C-' v .■ -- ••'■»-
Dadas as famílias

'Al\ 'ici, ’ Ue\5l«ip0 a • o p



II

01
dfc partes de E, e sendo S o conjunto das p-plas s .-= (\1#

\ é V Y € I„,verifIcaa-se as propriedades:-

UA ) 
PV

“

íproprleaade distributiva da reunlgo em. relaç&a l infcerscc-

(propriedade distributiva da InbersecçSo era relaçSo a reuni.
ao).

Recobrimentos e partiUma família (A ^ ) de .
p.vrtes de um conjunto E, cuja reunido contém 6 conjunto A,se diz [j 
ur« ro o obr imanto de A. (0 recobri monto serd finito, In/ ini to, 
inumerável, sc o mesmo acontecer, respectivamente, com o conjun­
to I). 0 recobriraento acima dlr-se-é uma particSo de A quando se 
verificarem , -o mesmo tempo, ac tr8s seguintes condições:

Oli

9> vJ s *■ A'v'

; qualquer que seja \.€I**>)

A^ O q* , onde

P ao

-

\ - c*E ao



12 -

Nota:- Quondo se verifica a condição c) dizemos que os A^são 
disjuntos, (j? comum também, diser-se, neste caso, que 
os A^ -So dois a dois disjuntos).

5.- Seja U-vfJ-xjej uma sequência de partes de E,cu 
ja reunião 4 A, e suponhamos que I designe ou o conjunto dos - 
inteiros de 1 a n ou o conjunto de todos os inteiros positivos.

uma outra se­
de partes de E, de modoque sua reunião 

Br n = BrO R,s , isto é,

Vamos construir, então, a partir de (A 
quência (B -g) 
seja, também, A, e ainda: 
com os B disjuntos. Para isso ponhamos

= < Cv n A (l Vx» n®1 = *1 • “TtB • • •

(D
( V £ 2 ,

(Os complementares são tomados em relação a E),E claro, então
que

B A B = 0 r s
pois, supondo r > s, se 2 £ teremos, em virtude de (1), -
x 6 A . e portanto, x <£ B , visto que B d I A . Por ou s * ? r w §
tro lado,qualquer ue seja p <S I, verifica-se a Igualdade

, para r / s ,
I

o: !
(2)

V»1

Be fato, o primeiro membro de (2) está contido no segundo, una
"P £l. Para aoctrar a inclusão -O Ampara todovez que

contrária, tomemos um elemento qualquer, x, do segundo membro 
(deixamos de lado c caso trivial em que êste é vazio); seXCA^, 
então x £ B1 e, pois, pertence ao primei ro membro de (2); se

(1) - 0 Significado do símbolo Ers é. o - dado ao final do náhe- 
ro precedente, isto-é: E^s *= 0 se r ^ s, e ErS = E se

s.r
‘
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x € A e m é o menor inteiro tal que x €r A , x não pertencerá 
i _ nia nenhum dos conjuntos A , .... A , e, portanto,1 m-l

x € b = ( (Y)n ... n ( fA ) n am U 1 v m-l m ;

como in , x pertence ao primeiro membro de (2), Pica, portanto 
demonstrada a igualdade (2). Pondo, agora. U Aa» = A' e no*P •

Ap (o que é quase imediato),A» =tando que PPÉI

vem
B A A .VVvei

REGRA DE DUALIDADE
SBSÍSB SC SSSSBSSSS

6,- Se (A ^^
conjunto E, em relação ao qual suporemos se&m tomados os comple­
mentares de suas partes, verifica-se que

é uma família qualquer de partes de um

ciy-) ■ o (DA
*\

donde, substituindo-se os A pelos respectlvos complementares e tq 
mando-se os complementares de ambos os membros da igualdade 
resulta, vem:-

que

(10

As relações (l) o (10 nos permite? e lunelar a seguinte 
regra,chamada regra de dualidade;
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Se o con.lunto Q se deduz dos p sub-conjuntos A*,
.......... A. de E e das m famílias (B. ), ............ (B^ ) de partis

de Ep pela aplicação unicamente das operações £, ‘
, numa certa ordem, então, para se obter o complementar

de Q substituem-se ^ conjuntos ..... A assim co^o os
pelos respectlvos complementares e trocam-se as1

.UU » O

...., os __________
operações {j , D . KJ $11 » respectlvamente por A 9i_\J ,
f \ , (^J , conservando a ordem em que elas figuram na expres 

são de Gt e sem modificar as reuniões ou lntersecções a que, e-
ventualraente, estejam submetidas partes dos conjuntos de índi­
ces das famílias que figuram na aludida expressão.

Assim, por exemplo, se

[u(n-.)l.
AíUl/ UI 71

<J*gS à

q « [ (a u b) n c I n

tem-se, iesignando-se por G«, A», B«, C«, Ai^ 
res de G,

os corapleraenta-
A, B, C, A^ , respectlvamente s

a;* [(a« n B«) U c« ] uG •

AGUXq- Mel
Q^CrS X

A fórmula c•) do n9 4, por exemplo, pode deduzlr-se 
da fórmula c) aplicando-se a regrá^ de dualidade, e recíprocaraeja 
te. Porisso dizemos que c) e c >)' são duais (cada uma dual da ou 
tra).

.
.Ti

I 7.- Seja \ um elemento^, genórico de um conjunto I 
I e desinamos por ^a família (A ■\G'* ^

de um conjunto fixo E. Pondo então,
de elementos a(T*<£ S

s »

t >;.

i

,
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consideremos a fe^flia (a ç.
entâ^ a ç.= a^. . Dizemos, então que os elementos 

das famflias j“x foram dispostos na família unlca ( a^-)
Um caso partlcularmente Importante é o em que o con­

junto I, assim como cada um dos Sx , é enumeravel. Neste ca-» 
so, em virtude de um conhecido teorema sôbre conjuntos enuraerâ 
veis, S será, também, enumeravel, o mesmo acontecendo, pois , 
com a famflla (a ^

de elementos de E, tal que.
<T“ €sse l *

G*€S *

) ires •

PROPRIEDADES DAS IMAGENS DIRETA E RECIPROCA
'nasnssJsssBeis;

8 - Seja f uma aplicação de E em F e designemes pelas
letras maiusculas A, B, C, etc, afetadas ou não de fndice3 i«-

cora ou sem fapartes de E, e por á», B«, C«, etcferiores, i
dioe.3 inferiores, as partes de F. Verifica-ss, então, facilmen­
te, as seguintes propriedades para a imagem direta:

• 9

ACB, tem-se f(A) C f(B) 5 

f ( ax) = r(Ax)

a) Se

b)
\€I \€I

fÍA,l 
VI X

f(Ax)c) f (

Como vemos acima, a imagem direta da reunião coincide com a re­
união das imagens diretas, enquanto que a imagem direta da in- 
tersccção está contida na intorseeção das imagens diretas. 
to ponto, são nxais interessantes as propriedades da imagem re­
cíproca, pois a operação pela qual se determina tal imagem não 
3Ó conserva a reunião, como também 03 eomplementares, c, por­
tanto (por dualidade), a interaecção, no sentido em quo:

. ut-‘ ( u ».)
X I V

t 1 (A^ ) i\ei
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■ £,'*■'íTf ) f1 ( A> )

f-1 (0 f'1 (a. ) . (Conse-A« ) 1

quência de y?) e T) ,

Verlfica-se tambára a propriedade análoga à a), ou
seja:

K) f ”X (A *) C f?Bi) , A' C Bi .sempre que

PRODUTO CARTESIAHO DE COHJUIITOScacasas csrriazr csass a: sza cssaosssa

8.- Seja (A ^ ) uma família de partes de um coa 
junto E. Chama-se produto cartesiano (ou, simplesmente, produ­
to) da família (A ^) \çz 
elementos x € E, tais que

ao conjunto das famílias (x% ) 
x.^ £ A..J para cadalSl.

,de

k ^ \€I
Tal produto indica-se por

TT\ (d
Vcl

e os conjuntos A ^ dizem-se fatores do produto. E claro que se 
um do3 fatores for vazio, o produto também o será.

Quando (A^)^ 4 uma família finita, ou infinita a
numerável, onde 1 4 o conjunto dos inteiros de 1 a n, no pri­
meiro caso, e o conjunto de todos os inteiros positivos, no s£ 
gundo, designaremos o produto da família (A^) ^ J

i

por

A_X • • • X ^ *i nAi ou

no primeiro caso, e por:
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WS*A OU
11=1

no segundo.

0 produto cartesiano da família (A^) se diz um pro 
duto finito ou Infinito, segundo seja, essa família, finita ou 
Infinita; será um produto enuneravel sc a família for enumera- 
vel.

Observação.- Contrariamente ao que acontece com a reu 
nlão e a intersecçâo, o produto cartesiano de uma família de - 
partes de E não depende unicamente do conjunto dos elementos - 
(partes de E) da família. Assim, se E é o conjunto dos inteiros 
as famílias ( {l}, ^2 | )e ( {2} , {l} )
mesmo conjunto de elementos (precisamente {lj e

possuem o 
e noW ).

entanto.

{l} X {2) - (1.2) / {2jX\ll = (2.D
Sendo (A^ .,A ) uma família de partes de B, diremos»• • nàs vezes que

X A A n• e • •

é o produto cartesiano dos conjuntos A^,,..,, A considerais na 
ordem escrita. Se A. = A = ... = A„ « A , diremos que o produto 
acima é o produto de A por sl pr<5prlot tomado n vezes como fator 
e escreveremos An em lugar de A X A X •••• X A (n fatores A).

AXIOMA DA ESCOLHA:-

Vamos admitir aqui, como verdadeira, a seguinte proposição, co­
nhecida por axioma da escolha (ou axioma de Zermelo):

, de partes de B, e tal que" Se uma família (A ^
/ ff qualquer- que seja \ fel, então

TT *x **
\€I
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PROJEQOES:-

Seja (R y) uma famíVn de partes não vazias de 
E, e tonemos um sub-conjunto não vazio, J, de I. Pode-se veri­
ficar, sem dificuldade, que a aplicação

z' = (x„ )z = (xm)V\£I V\€ J

do conjunto

€' =TTg-TT E eo1

é uma aplicação de sôbre aplicação, que será de­
signada por pr^ se denomina projeto sôbre (ou projeção de 
índice J). 0 valor de pr^ para o elemento z <5 "S 0 isto é, 
pr (z), se diz projeção de z sôbre S'i a imagem de uma parte 

OÍ<Z C. pela aplicação prJ# se chama projeção de sôbre 
fS «. Quando J se reduz a um'« conjunto formado por um \lnico e- 

lemento, digamos \ , escreveremos simplesmente pr^ em vez
, e pr^ será a projeção sôbre . Neste caso t£ 

^vz) = x , que é a coordenada de índice \ de z. 
Quando <S é um produto finito, como

• • •

de pr 
mos pr

*1* • • •
n

pr^, respectivamente sôbre E^,as n projeções ri%, pr2,
E , dizem-se siraplemente, respeitando a ordem, 19, 2? 

n-3sima projeção. 0 elemento prg(z) 6 Eg (l 4 s 4 n» 
z € €) é a sésima projeção de z, e a parte prs(c/á) de Eo

á.a sá si ma projeção de ç/Ç . (Estas considerações se 
estendem, naturalmente, aos produtos enumeráveis).

• • • t
9 • • • •• • • •

• e •

• • •

PROPRIEDADES DO PRODUTO CARTESIANO.
=s=:ax3sssaa sssssaxs —==———

Verificam se as seguintes propriedades do produto ca£ 
te si ano, oncie as letras A, B, afetadas ou não de índices inferi;

i ;

. L
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ores,designam partes de um conjunto fixo E:

a) àl A^C-B^para todo \€. it tcm-se

TT TT (2)B \ í
\€I\€I

e se o primeiro membro de (2) € nSo vazio, a verificação de (2)
A^C B^para *-odo\€:I (Era particular, se

s -
tem por consequência 
em (2) se verifica a igualdade, tem-se:- 
que seja t^I).

B^qualquer

*

j

1 sp

»n(rTv) n(n\j
\€i «"es <re s Mt i /

UlC^ A“rn• •
n

<n)‘TT Sn
r=l

e) (Assoclatlvldade do produto). Seja (I 
ma partiçdo de I e ponhamos A. > u-A€L

s B =TU*
.\€L
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Se 0 , então (pelo axioma da escolha) 0 para
todo AGL, e, pois, Ji / 0 . Consideremos a aplicação de

<Á íu „3 ,

(y ^ )z A AGL

€ <4 e yÀ= (^x)>6Ia6 o^,. Ve- 
aplicação biunfvoca de c/a sôbre B

onde z = (x^) 
rifica-se que y d 
A existência de tal aplicação se exprime dizendo que a operação 

TI é associativa.
No caso de produtos finl-tos, digamos

uma

jí . (n > 2)Al* X .• • • n

J3 = (A X X * X A *tomando, por exemplo,
(1 ip<,n), a aplicação blunívoca jerá:- P

• • • • • • •PH

(X1 xn^ ((x x ),(x 
P p+1 • V1*»••••» » • • 0 , # • • • •1

xn) 6onde (x^ »• •«t

5 29 «- ESPAÇOS T0P0L0GIC0S=s===aas=asoaú=as==sss3=3S=B

1.- Seja E um conjunto não vazio e consideremos a apli 
cação r de E em Y* ( )P (B)) de modo que o valor ^ (x) de lí , 
para cada x £ E, satisfaça às seguintes condições:

= i

V1

V Se V € *l) (x) e se W d uma parte qualquer de E, 
contendo V, então W € *0 (x) ;

, Quaisquer que sejam V, W 6 (x), tem-se
V O W € «tf (x) 5

VII
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V
III Paro i- lo r. ;: «£■ V ;

*$>:) existe u.' W é 1? (;;)4 
rer ^ .e sej' 1 £ V.', tem-se V <: 7/(y).

V . rra cada V tal que,TV

Dize-irc-, enfcâo, r've sibre 8 esté? de Tini dn una estruti» 
ra topoldg c , ou :s*»rrlesuiente, uui* to olo.~lr., ror» meio c$ v- 
lír -»?o V . Cr '.rte v de E, pertencente, e \J (x)-, é 0 
»•* te c:.p.na ir,:/ vizln^rn- p de x nesr.y touolofrle. -s condirdes 

r»' j conhecida::, também, uor axiomas dasy v:;- vnr e v~,-
vlglnirruas ôe ^

Duos to-ologlas sftbrc o tp.osw. conjunto E, G
i? e lP , respectivamente.di

T *
.-jO •

e ,d£
finldas -or .eio das a»<lt cacôes 
rem se igual3 ( ‘f s ) quando e somente quando » Ls ,i5. 
to d, para x lL, o conjunto dss vizinhanças de x em ^ , co­
incide con o conjunto das vizinhanças ie x em 2? . Pelo axi.fi

r
ma V, dar- v?rinh: n:ar de x ve-se oue £ = & quando e sòmente

j

*.usnflo sc verifica o seguinte:

Iara cada x& F., t^d- viztnhanc?* de x, em £ , contém 
uma vizinhança ic cm JV e td*';- vir.lnh-noa de x, em 
oontcu ’-i.u vlelnh; nqa de x eir 'Ç' .

Rf _ ^0 TC • TVJEIC :: - IJns conjunto E, : ss aciado a uma to 
; ologJ? cunlcuer sôbre *«, se clz u-n

esr.aco to. oij^iro Jc suporte os elementos dêste dizem-ae , 
então, .«•anuo n?> 3jov«?er possibilidade de confusão,ntos.
nor exemplo, quando for b.íeto de nossas conslderaçõc

TS sbbre E, designaremos pelote unr. 5ad~ topologia 
símbolo H o còraço torològico cue se obtera associando-se *5 a

mesmo

E; \nrr eliminar, orém qual. v.er ambiguidade diremos "o con - 
Junto í ou 'rs .oQ-) E” (011 e::-ressoes eruivalentes) segun­
do S scj: considerado como conjunto, slnulesmentc, ou como es 
paço tojoldsico. Finclmente, 'rara r*>r em relevo o fato de que 

ue se considera sobre E é uma dada torologia o,a to.‘Olo"la
diremos, vezeu,. q; 0 E «é-Jjip. espaço-topoloaico com a topolo-
fis CS . \

NOTÀs- Duou* or diante, quando fixarmos nossa atençSo sôbre 
ura dado espaço tooolápico, de suporte E,(tados os con-
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Juntos que considerarmos, serão, salvo menção em con­
trario, supostos partes de Ej os complementares dessas 

partes serão tomados, então, sempre em relação a E.

CQS3T0UTOS ABERTOS E CONJUNTOS FECHADOS
cssticEaea aesaass s =s===s39B =:s=s====si

t.2.- Soja E um espaço topoldgico, com o topologia 
Um oonjunto A (ACE) 3e diz aberto se A ou é vazio ou é vlzl - 
nhança de cada um dos seus pontosj um conjunto B se diz fechado 
se o seu complementar é aberto. Da definição segue-se que o coa 
Junto vazio, assim como o prdprio E, é ao mesmo tempo aberto e 
fechado.

* i

NOTA:- Na definição acima está implícito que as vizinhanças são
topologia to i pode bom acontecer que umconsideradas na 

conjunto aberto (ou fechado) quando se considera E com a 
topologia ts , Isto á, cm relação à topologia (T , n*0

» o seja cm relação a outra topologia sôbre Ej a proprieda 
de de A ser aberto (ou fechado) depende, pois da topolo­
gia adota&a- Em geral, tôda propriedade do conjunto A - 
que depende da topologia sôbre E se diz uma propriedade 
topologiaca de A. Quando, numa dada consideração, inter­
vier mais de uma topologia, e houver possibilidade de - 
confusão a respeito da topologia era relação à qual 
considera uma propriedade de um conjunto, diremos expli- 
citamente qual a topologia ou espaço topologico a que se 
refere a aludida propriedade.

se

TEOREMA I - Para que a parte V de E.seja vizinhança do ponto m •í
x é E, é necessário e suficiente que V contenha umaTOvizinhança aberta de x.I

i
Condição, necessária: - Seja V uma vizinhança qualquer de x, e -

consideremos o conjunto dos pontos . 
y E tais que V:ré vizinhança de y. 0 oonjuto tila não é vazio,

(1) - Uma vizinhança aberta de x é qualquer conjunto aberto ao 
qual x pertença.

5 j
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pois x(XL ; por outro lado, dado um ponto qualquer , e- 
zistc, pelo axioma Vjy, uma vizinhança W de y tal que V é vi­
zinhança de todo ponto de W; portanto WCál*, o que, em virtji 
de do axioma slginlfica queXLá vizinhança y; como 8ste é 
ura ponto qualquer de^Cli , fica provada a condição necessária.

Condição suficiente:- Imediata.

For.to interior e ponto aderente a um conjunta; nm con­
to x do espaço topologico E se diz interior ao conjunto AC E 
se.A é vizinhança de x; é claro, então que se x é interior a A 
x Ía. Um ponto x se diz aqrente ao conjunto A se era cada vizl 
nhànça de x existe pelo menos um ponto de A.

//

OB.SERVACAO: -
s= =B =3 a ZS = T= 3 = Do teorema anterior segue-se que, para que o_ pofl 

to x seja interior ao conjunto A é necessário e 
3uflclente que exista uma vizinhança aberta de x
contida em A; analogamente, gra que x seja ade - 
rente a A é necessário e suficiente que em tSda
vizinhança aberta de x exista pelo menos um pon- 
to de A. —-——1 "

Interior e aderência de um conjunto, 0 conjunto dos 
pontos de E interiores ao conjunto A se denomina interior d9 
A e designa-se por 8; o conjunto dos pontos de E adíentes a A J 
se chama aderência de A e se indica por "K. B claro que..........

= jt) - $ e E = E - E .

Fropriedadg do interior e da aderência de um conjunto»

a) Tem-se, qualquer que seja a parti. A de B:

(2 . t* U)

De fato, o primeiro membro de (1) está contido no 29
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(o que é imediato se aquele for vazio), pois se x ^ X, isto 
significa quedem qualquer vizinhança de x existem pontos de (,A, 

por outro lado, 6 £a, então, qualquer 
£a ^ e, pois, x não

ou seja: 
que seja a vizinhança V de x 
é interior a A, isto é, x ç

se x 
tem-se V

•i~k> ■'

b) - Tem-se, quaisquer que sejam as partes A e B de Es

o^c A AB = (2)A

Com efeito, se x é um elemento qualquer do 19 membro de 
(2) existem duas vizinhanças V e W de x tais que V C A, W4£*B,e, 
pois, V /%V k /*\ Bi como V <T\ W é vizinhança de x (axioma VJT) 
conclui-se que x pertence ao 29 membro de (2)$ portanto o 19 mem­
bro de (2) está contido no 29. A inclusão contrária é imediata,pj2 
is se x ê um elemento qualquer do 29 membro, existe uma vizinhan­
ça V de x contida em A Bj portanto V A e VCB, o que mos­
tra que x pertence ao 19 membro*de (2).

b») Quaisquer que sejam as partes A e B de E, tem-se 1

(20A B = A W B .

Para demonstra-lo basta substituir, em (2), A e B pelos res- 
pectivos complementares, tomar os complementares de ambos os membros 
da igualdade que resulta, e aplicar a relação (1).

■

Demonstremos agora os seguintes teoremas:-— :

TEOREMA II:- Para que um conjunto A seja aberto é necessário s su-
= I Dficiente que A

:

[
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Condição necessária. Se A é aberto, excluindo-se o caso trivl 
al A = 0, A é vizinhança de cada um 
to AC 8 ; e como, em qualquer caso

m dgs seus pontos, e portarj 
, A C A, segue-se que A =A

Condição suficiente. Deixando de lado o caso Imediato em que 
A = f69 a cada x € A corresponde uma vizinhança aberta V contJL 
da era A;, como V é vizinhança de cada um dos seus pontog,estes 
serão todos, interiores,a A, isto é, V C X; portanto, A é vi­
zinhança de cada ura dos'seus pontos, ou seja, é um conjunto a 
berto.

TEOREMA II' - Para que um conjunto A seja fechado é necessário
e suficiente que A = A :

Este teorema é o dual do precedente; para demonstra-1% basta a 
plicar o teorema anterior e a igualdade (1) (propriedade a)).

TEOREMA III.- (A , .,.,Ap) é tuna família finita de partes de 
E, cujas aderências não possuem pontos interio - 

.res, a reunião da família e» também, um conjunto cuja aderência 
não possui pontos interiores. ~~ —

Demonstração:- (por recorrência). Para paio teorema é imeui 
ato. Suponhamo-lo verificado para p *= m % 1 e 

i.Dstrenws que êle se verifica para p « m + 1. Pondo, cora efei-
tOj

se x fosse um ponto interior a

A, U = A,• • • •1 *

A V A A \J A
m+l *

deveria pertencer à intersecção de Ã com do contrário, se
haveria uma vizinhança de 

o e, pois, x seria interior 
, ou existe uma vis, 

c rue é absurdo (pois

m+l

x não pertencesse, digamos, a A , 
x sem ponto comum com êsse conjuntc
a A, contra a hipdtesi de indução. Então,
nuança aberta de x contida era AO A ,

m+l
a -<r\ a

« «

« /ÍJ^ou* em qualquer vizinhança de x existam pontos 
; mas neste segundo c- so, sendo V ym+lde A não pertencentes a Am»J.ma vizinhança de x, contida em A SJ A haveria um ponto

m+l
vizinahnça W de y contida em V,

^ donde y seria interioi- a A, contra a hi
y€ Sov„ Ã t 
pontos comuns com a

seme uma

m+lpótese.
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A ) é uma familia finita de partes de ECOROLÁRIOSe (A^,
* cu ,1a ____________ . _ _ .

*k & aderente a pelo menos um conjunto A, (1 ^ 1< p) cu-
aderência nossul pontos interiores.

• • • i
tminigo é um conjunto aberto, A, então cada pofl

to x
t)a

Se cs *t. forem, todos, não vrsics, o corolário é 
Imediato. Suponhamos, então, que existem entre os 

conjuntos cujas aderências não possuam pontos interiores; d£ 
signemos por A" a reunião deles e, por A», a dos que possuem ade 
rências de interiores não vazio$.Se existisse um ponto x £ A,não 
pertencente a X» (lembremos de que a reunião finita das aderên­
cias é a aderência da reunião), poderíamos determinar uma vizi - 
nhança aberta V, de x, contida em A, e tal que V n A* « 0O Teriâ 
mos, então:

Demonstração,-

V

VAA" = Vfl(A' u A") = V tH\ A t= V ,

o que é absurodo, em vista do teorema anterior.

3." Reunião e intersecção de conjuntos abertos e de coj? 
juntos fechados.

Seja E um espaço topologico ao qual vamos nos referir 
neste número. Verificam-se, então, os seguintes teoremas:-

TEOREMk I„- a reunião ue uma família qualquer {._0_0 de ooga-------- ------------------------------------------- ——----- v \tl
juntos abertos é um conjunto aberto; a intersecção 

de uma família finita qualquer
4 ura conjunto aberto. ~~

de conjuntos abertos
i 6 J

= \J SLi
\€I >-

Demoastração.- Ponhamos JCL Se {6 está verlflO£1
:

do c teorema; se «ÍL ?í jô e se x 4 um ponto qualquer 
de*£Xí , existe um \ & I tal que vizinhança de x; eomoáfL
(jTL« 4 vizinhança do x, o que demonstra a primeira parte do teor^
ma,

Pondo, agora, %OJ = e deixando de lado o caso
icJ 1

trivial em que SL = se x £ , bem-se x G St* , qualquer
que seja i £ J; como os (i 6 vizinhanças de x , e
são em número finito, a intersecção tfl» 4 tambéxvizinhança .so

i

i
‘
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de :s { consequência imedia ta de v 
parte dc teorema.

v 7*ío p«';:!Vr.rr*

TEOREMA I» - A lntcrseoçgo i*.» ama farnll!» qualquer de conjuji 
tos fechados 4 ura conjunto fechado; a reunigo de 

uma família qualquer, finita, do conjuntos fechados 4 um o.on
Junto fechado.

teorema, que £ o du i ;i precedente {* recfpro- 
ionstra^sá por dv*lidade, a partir do teorema a&

Est

nerl.‘vr.
V • .o>:oira uv. conjunto. Dado u^ esnaço topoldgico 

E„ © ,;c\v: • a u.rtvi parte dc E, chama-se fronteira (ou contêrno) 
de A ao ooojunto dos ronboe de v que sito, ao mesmo tem«"»o, n- 
derenteo o í». ■ «.íccistíIementar de Aj em outras palavras,a frontal 
ra rir k d' o conjunto A A[.t Em virtude dos teoremas IIj do 
ivv anterior e I* dêsta nrimero, a fronteira de um conjunto 
qualquer é, sempre» um conjunto fechado.

4.- 3UB-E^rAÇ0S 'J/OPOLflíVrCOS.- Seja E um espaço topo-
logico, com a topologia 

Ç » $ coneidoromoí uma p?.rtn nSo vazia, At de E. Vamos d£ 
flnir, sêbre A, «ma topologia *2 , na qual um conjunto qual­
quer, V», é vizinhança do ponto x 6 A quando e sòmente quando 
V» a lnterseeçSo cie A com alguma v3zinlv\nçi de x na topolo­
gia . Verifica-se que as vizinhanças. 7», assim definidas.
satisfazem, efetivanenta, aos quatro a* .ornas dac virinhanças,

0 espaço A, como a top-rj.ogla *£ 9 é oVT. V, VIII ... 7TI* IV *
.ruí* se chama u»;t sub-espaço topoldglno (ou, simplesmente, sub- 
Qfspaço) de E.

Espaços separados.- Um espaço E se diz separado se E 
possui um sd ponto, ou se goza d<. 

seguinte propriedade, que chamaremos (lí); "Dados dois pontos 
quaisquer de E, x e y, x ^ y, existe uma vizinhança d® x e à 
ma vizinhança de y, sem pontos comuns'^ Os espaços topoldgicos 
discretos (espaços era que todo conjunto é aberto) s5o espaços 
separados. Outra classe de espaços separados é a dos espaços 
métricos, dos quais trataremos mais adiante.

a

m
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Um exemplo de espaço não separado é o seguinte:fixa-, 
mos, num plano , um ponto 0, e chamemos de vizinhança de um 
ponto M s^uCy-qualquer , tôda parte da reta 0M que contenha o
segmento OH; e, para vizinhança de 0, tomemos todo o conjunto 
de pontos de (X. que contenha 0. Verificam-se, então, fácilmen-

(n9 1), e, portanto, temos.te, os axiomas VT, V__, V __TI III jv
efetivaraente, ur..a topologia sôbre QC , que as vizinhanças de 
cada ponto são definidas dessa maneira; porém, o espaço topolo

e V

gico assim definido não é, evidentementç, separado.
E claro que todo sub-espaço de um espaço separado é 

um espaço separado. E, também,ébvío, que um sub-espaço de 
espaço E pode ser separado sem que E o seja.

um

NOTA:- A propriedade (H) é o chapado axioma de Hausdorff.

IR0DUT0 DE ESPAÇOS T0|0L0GIC0S

5." Sejam E^ 
definidas as topologias

E n conjuntos sôbre os quais estão 
., ‘Sn$ respectivamente. Pondo 

consideremos a topologia "5 , sôbre E„de-

» o 0 o I>

E = h* tf E* • O

finida da seguinte maneiras uma parte qualquer, V, de E, é vl
x ) 6 E quando e sòmente quando 

respectivamente dos pontos 
Ey., tais que

zinhança do ponto x = (x^ 
existem n vizinhanças V^, 

nos espaços E1

> o o o ,
® « • 9

P o o o pV (oeoo
i

vDv^ *Vn •o O o

e VIV Ín91)E fácil vêr que os axiomas V^, V v VII * VIII
são, efetivamente, verificados pelas vizinhanças V acima defi­
nidas; basta, com efeito, levar em conta as propriedades a) , 
b) , c) e d) do produto cartesiano.

A topologia que acabamos de definir sôbre E é o prod& 
to das topologias 7?.'t? (topologias fatores), na or-

J. 11 /JS3dem escrita, e o espaço E, com a topologia o , e o produto -

I
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E (espaços fatores)f na ordars escrita.dos espaços E^,

OBSEHVAÇAG:- E facil ver que o espaço produto, 2, 4 separado, 
quando e sòmente quando cada um dos espaços fatq 
res é separado.

o • o n

NOTA:- Pode-se dar uma definição mais ^eral do produto de es­
paços tcpoidgicos, que abrange o caso de um família - 
qualquer (finita ou não) de espaços fatores, o que, no

I* ff^r. «?, caso as uma família finita, coincide- com «
eiraa (vdr, por exemplo, N. Bourbaki8n20?9L00X5 íiBNKRÁLEiT 
Chapitre I). Como aqui nos interessam sòsiente os prody 
tos de espaços constituindo uma família finita, ê ex- 
clusivamente destes que trataremos neste trabalho.

CONJUNTOS COMPACTOS
í-osiuscsus esssassss

£?.- Seja E um espaço topoldgico e A urna parte não va­
zia de B, 0 conjunto £ se diz, então,compacto, r>a * sub-espa­
ço A, de £, é separado, e, alem disso, todo reo oh pimento abeg 
to de A, em SUi í contém um frwr-^ecobrlmento finito de A. 0 
conjunto vazio também 'se - y v.cto. Se A 4 $ ê um conjun- 

•“■otn, diremos que o sub-espaço a, de E 'e um espaço - 
compacto* As partes finitas de um espaço discreto, por exem­
plo são, tocas, conjuntos compactos.

to

TEOREMA .- Num f.- -o reparado, ^ todo conjunto compacto é
f eoh--

eje.jcom efeito* A uma parte .qualquer, compacta, de 
E. Se A » ou Ac E o teorema estsí verificado. Suponhamos, 
entào A jfc jA, e tomemos um ponto qualquer y C B» não perten»- 
cente a A. Como & é ura espaço separado, podemos assoeím-, 
cada ponto x € À, uai par de vizinhanças abertas VT, vixinhan- 
ça de y, vizinhança de x, tais-que ¥xOw « £ (x # A). 0-

(I) - Um recobr.imento (41,) C.é A, sc diz um rççobrd mento 
1, file- conjua— v \C ^

óío ç\c£3 - ted.:s os
ccs abertos no espaço E.
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é um recobrimento aberto de A, e como "§ste é comrra» (VxéA
pacto, tal recobrimento contém um recobrimento finito de A» <3*.
gamos (W, W )0 Tomando a intersecção. x.=1 9 o • o p

2

A VX
V . V o • c o

1
e a reunião

U W ^ xW = W o o o o

*1 n

n, teremos:e atendendo a que V W « <3, 1 = 1,
X1 *iVAW « jÓ . Como V é vizinhança de y, e W^A, podemos concluir 

que y ^ A. Portanto, todo ponto de E que pertença a deve per- 
tencer a A, o que mostra que A é fechado, como queríamos provar

»p»»

. Isomorfismo entre dois espaços topolégicos. Dois espa** 
ços topologicos E e E» dizem-se isomorfos se existe uma aplica­
ção biunivoea f de E sôbre Ei tal que a imagem direta de todo - 
conjunto aberto de E pela f, é um conjunto aberto de E» e a ima 
gem inversa de todo conjunto aberto de E* 4 um conjunto aberto 
de E^ isto equivale a dizer que a imagem direta, pela f, de tô- 
da vizinhança le um ponto qualquer x £ E é vizinhança do ponto 
xi = f(x)<£ E», e a Imagem direta, pela f"1, de tôda vizinhança 
de ura ponto qualquer x* 6 E« 4 uma vizinhança do ponto

f"1^») £ E. A aplicação f se diz, então, um .isomorfismo *n 
tre os espaços topologicos E e Ei.
X cr

mmm mmmm..
7.” Neste ndraero vamos introduzir uma particular clas­

se de espaços topolégicos, a dos chamados espaços métricos,que,d 
dado o ponto de vista sob o qual nos coloamos neste trabalho, são 
os que nos interessam. Antes porém, queremos observar que o sím­
bolo R+ a que nos referimos na definição da distância, designa 
o conjunto dos niimeros reais não negativos . Aliás, adotare-

•
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mos aqui, sistematicamente, as notações R, R+, e ít+, onde

R = conjunto dos ndraeros reais;r

R+= conjunto dos ndmeros reais não negativos;
/sV* ft sa conjunto dos ndmeros reais e os elementos ■ oo e 

+ oo;
A
ft = conjunto dos ndmeros reais não negativos e o ele-

+ mento + oo .

DistánciaS, Dado um conjunto E, não vazio,diz-se que uma 
função 6 , definida em EXE* com os valores em R+ é uam dlstâp 
cia sdbre E, se & goza das seguintes propriedades:

o(11 , X,y £ E, quando e sòmente quandoa)
x => y ;

S(x$y) « S(y»x), quaisquer, que sejam x, y £ E;b)

c) Quaisquer que sejam x, ff, z 6 E, tem-se:

á (*,y) < £ (x,z) + & (z,y). (propriedade triangular 
da distância).

então, que sôbre E eats*defilida uma radtrica porDizemos, 
distância &{x,y).meio da

Pondo-se, por exemplo, S(x,y) = jx-yj, onde x e y percorrera o 
conjunto R dos ndmeros reais relativos, vâ-se que a função á(v.,y)
assim construída, é uma distâncl sòbrt R*

(1) Se quiséssemos atender, a rigor, às notações, deveríamos 
escrever f((x,y)) a fira de designar o valor dt função f 
para o elemento (s,y) do produto SX£$ond* r esta defini 
du. Por comodidade, entretanto, escrevemos simplesmente 
f (x,y).
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Espaço métrico.- Seja S uma distância sêtore o con.ju& 
to E. Dado então» um elemento qual­

quer x € K, •? sendo r um námero real positive» chamaremos 
•í^fero aberta. de centro r. e raie r 20 conjunto dos pontos 
y€ 8 tais que S(x^r) <4 r. Posto isto» diremos que uma par­
te * Ce 2 £ vizinhança - de x quando e sòmente quando V contém 
uaa esfera aberta de centro x. "Verifica-se, então, fàcilmente, 
que os conjuntos assim definidos, satisfazem aos quatro axL 
caras ?IP ,VXII e ^n93-) das vizinhanças de x. De fato,
os três primeiros axiomas sSoAj^diacos; quanto ao dl timo, bas­
ta nctar, aplicando-se a propriedade triangular d* distância,

de
• O «

T *>

que todo ponto y pertencente a uma esfera aberta, de raio r e 
centro x» é_centro de uma esfera de raio r — 5 (x,y), contida 
r*a precedente àr

Pica, poiSf dêste modo, definida, sObre E, uma topol£ 
gia em que 4 vizinhança de um ponto x, qualquer, todo conjun 
to V que contenha uma esfera aberta de centro :< . 0 espaço E
com essa topologia, 4 o que se chama um espaço métrico; e a t.Q 
pologia TS se diz uma topologia de espaço métrico, dada pela 
distância 8 sâbre E.

CB8BHVâqOB3H-

Pelo raciocínio de há pouco, deduz-se que tôda esfera abeje 
ta num espaço métrico é um conjunto abert o 
nv-e Justifica a denominação de jiesfora aberqa".. dada a wprl 
orl”.

2*" Todo espaço métrico é separado, pois, deixando de lado o - 
caso trivial em que o espaço contém um sé ponto, se x e y 
3ão dois pontos de tal espaço* x £ y» as esferas de centro 
x e yi e ralos iguais à metade da distância entre x e y , 
não possuem nenhum ponto comum. (Para prova-.lo, utilisa-se 
a propriedade triangular da âlretânela)*

Espaço euclidiano. Consideremos o conjunto

n fatoresn
O?1 « R )71?R R X • «•
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e ponhamos

Vi 'W2& (x,y) (raiz aritmética) (1)
í=l

,yn) são dois elementos (n-onde x = (xlP...,xn) e y = (y.^
-pias de ndmeros reais)quaisquer de Rn. Verifica-se que a fuh_ 
ção S(x,y) dada pela relação (l) é uma distância sôbre Rn.Es­
te, associado à topologia dada por essa distância é, pois um 
espaço métrico, ao qual chamaremos espaço euclidiano, de n di 
mensQes (ou n-dimensional)j o ponto 0 = (o,..,o) de Rn se diz 
origem de Rn. Se n » 1, teremos &(x,y) = |x-y| (x,y 6 R)* e, 
ao espaço R (espaço euclidiano de uma dimensão) chamaremos -

$ • * o

também, de reta real.

OBSERVAÇÃOo-

Todo espaço euclidiano Rn pode ser considerado ca 
rao 0 produto da reta real R por si prépria tomada n vezes como 
fator. De fato, sendo x = (x^.cX ) um ponto qualquer do es­
paço euclidiano Rn, e V uma vizinhança íx, V contém uma certa -
esfera aberta, £ y, de centro x e raio r. Pondo, para cada i 
entre 1 s nf

■ { I (xl‘yJ2< pZ/n 1 •Vi

Xvn CL d V; como V^ é vizinhança devemos que Vj X
a (1 4 i 4&tí) no espaço uni-dimensional R, segue-se que V é 
vizinhança de x na topologia do espaço produto da reta real R 
n vezes por si prdprla. Reclprocamente, dada uma vizinhança V« 
de x, nesse espaço produto, teremos,

0 » •

onde V , V são, na reta real, esferas abertas de mesmo1 nralo r e centros x^,...,x^, respectivamente; portanto, o 29 mejs 
bro de (2) contém a esfera aberta de centro x = (x^,...x^) e

X v• • • n
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do ecr>3oo euclidiano R . Km resumo, a fcopologl do ejj 
paço produto da reta.1 real E r* vese6 por sim prdpría, coincido 
com a topologia do espaço euclidiano Ra. Podemos, então,dizer 
que o espaço euclidiano R?i, 4 o produto da reta real R por si 
prdpria, tomada n vezes como fator,

Mais geralmenb, pode-se verificar que o produto de 
um ndhiorc finito de espaços euclidianos é m espaço métrico 
isomorfo ao espaço euclidiano cuja dimensão d a soma das di~ 
mensttcs dos espaços fatores. Assim por exemplo 
se dois espaços euclidianos R e R2, e pondo-se

raio r

, consj derando-

T»V(vV2 + ufy?]'+ {x3”y3)2S (x*y) =

'*1 * fx2,x )) e y (y. Ay2>V,)) *So dois elemea 
conjunco RX R , ve-se quo £{x,y) C uma

onde x «
tos quaisquer do 
distância s3bro R K s ainda, a topologia de espaço métri­
co dada por essa distância coincide com a topologia do espaço 
produto R X R2 . Este, porémynao 4 um espaço euclidiano,pois 
cada ponto x Ç R X R.nâo é uma n-ple ordenada de mímeros r£ 
ais, ruas sim um par* ordenado de elementos, em que o primeiro 
é um minero real, e o segundo, um par de números reais, Levajj
do, entretanto, em conta a associatlvidade do produto carbesi 
ano (n9 8 do § 19, propriedade d)) e a definição de laomorfi^ 
mo entre dois espaços topoldgicos, vfc-se fâolliaente que os es 

R X R2 e R5 sSo isomorfos.paços

DIAMETOO DE UM.ÇONJUNTO NUM ESPADO MÉTRICO

CONJUNTO LIMITADO
==C3=S=Z== =

8.- Seja E um espaço métrico cuja topologia 4 dada pela 
distância fi , e consideremos um conjunto A, n2o vazio, de pon 
tos de
8(*,y

Um conjunto do espaço E se diz limitado, se ó vazio ou se, nSo 
sendo vazio^seu diâmetro é finito.

t 0 extremo superior do conjunto dos mímeros reais 
(x,y) percorrendo A X A denomina-se diâmetro de A.

:
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Fixado um ponto qualquer x £ Et vê-se que c conjunto 
A é limitado nuando e sòmente quando existe uma esfera aberta 
de centro xf contendo A.

OBSERVAÇÃO,-

No espaço euclidiano Rn, um conjunto A será limi­
tado quando e sòment 3~quortdo cada um?- das suas projeções 3Õ- 
bre R for, neste espaço uni-dimensional, um conjunto limitado 
De fato, para que A seja limitado no Rn 4 necessário e sufici
ente que exista uma esfera aberta, cora centro na origem 0 =

o) do Rn, que contenha A; portanto, deixando de lado o 
cr.~o trivial era que A 4 vazio, sendo x = (x^,.., x ) um pon­
to qualquer de A, e levando em conta as desigualdades.

(o »«• •

yí \ £ í Kl,kl ^ i 4s 4*n»5 1=1

segue-se nossa afirmação.

Distância de dois conjuntos,- Seja»nA e B duas partes 
não vazias de E e çonsideremos o extremo inferior do conjun­
to das distâncias áíx,y), onde íx,y) percorre o conjunto 
A X B. extremo inferior A o qae seccb&!na distância dos

>. d* um pon
•por definiç?.o, a distância dos conjuntos JxJ « A,

SEQUÊNCIA DE PONTO-S NUM ESPAÇO MÉTRICOaaísssrsa == taasissfll =.«=:s3irss=::aÃ^ =:======

cénjuatos a * B, ao con.lunto A 4

9,- Sequência limitada. Uma sequência (x^) de pon - 
tos de um espaço métrico E, se diz limitada, se o conjunto A 
dos-elementos de (x^) é limitado.

Sequência convergente. Uma sequência (x^) de pontos 
de E se diz convergente para o ponto x£E se, para cada £ ?0 
se pode deteriíiinar um índice V0 tal*.que

6 x) < £
qualquer que seja$£2£. 0 ponto x se diz, então limite da
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sequência (x^), e se escreve, do mesmo modo que para as seque© 
cias numéricas:

lira x „ ou v X
OD

D- fato do que o espaço E é separado, e da proprled© 
de triangular da distância, segue-se que se (x^ } converge taia

. béra para x», então x» = x (unicidade do limite). Verifica-se r 
/ também, que se (xp) é convergente, (x /) é, necessáriamente,u. 

ma sequência limitada.

Sequências de Cauchy. Espaço métrico completo. Diz-se 
que a sequência (x^);; de pontos do espaço métrico E, é uma se 
quência de Cauchy, se 'dado arbitrariamente o número real £ > 0, 
existe ura índice tal que, quaisquer que sejam os Índices . 
m ^ Vq e p £ se tenha.

«<V xp)< e
T8da sequência convergente é, certaraente, uma sequência de Ca© 
chy, como é fácil verificar; mas a recíproca nem sempre é verda 
deira, como mostra 0 seguinte exemplo: Seja Q o conjunto dos nú 
meros racionais, £(x,y) » |x-y| a distancia sôbre Q, 
ior número de V casas decimais, cujo quadrado é menor que 
verifica-se aue a sequência (x^5>) assim definida, de pontos do 
espaço métrico Q, é uma sequência de Cauchy, mas não é conver - 
gente.

e x o ma-
> 2;

Quando, num espaço métrico E, tôda sequência de Cauchy 
é convergente, dizemos que E é ura espaço métrico completo.Assim 
a reta real R, é como se sabe da análise (critério geral de cnri 
vergencl% de Cauchy) um espaço métrico completo.

Ponto limite de uma sequência. Um ponto x do espaço E 
se diz ponto limite da sequência ÍXj>), de pontos de E, se es­
ta contém uma sub-sequência convergente para x« Quando existe 
um ponto de E que é ponto limite da sequência ( x^ ) dizemos - 
que esta possui ponto limite (sem, com isso, querermos dizor 
que êste pertença ao conjunto dos elementos da sequência).
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Na reta real R, por exemplo, a sequÂncia ........... ,....
í^(l+ v ) + (-1)V ]/2V .)possui, para pontos limites,OOe*!,
enquanto que a sequência ((-1)VV ),nSo possui nenhum ponto 
limite.

10.- Conjuntos oompactos nos espaços métricos. No caso 
de um espaço métrico completo. E, pode-se estabelecer uma condJL 
ção necessária e suficiente para que um conjunto não vazio A se 
Ja compacto, por meio das sequências de pontos de E.
Para isso vamos demonstrar dois lemas, começando, porém por es­
tabelecer a seguinte convenção:

Sendo E um espaço métrico, e A uma parte não vazia de 
E, diremcs que “A goza da propriedade (P) se têda sequência in­
finita de pontos de A possui um ponto limite pertencente a A ” 

Vejamos, agora, os lemas a qu.e. nos referimos:

0- Se E é um espaço métrico oompleto, e A é um
sub-conJunto fcchafo não vazio, de E, então,
para que A goze da propriedade (P) é neces­
sário e suficiente que dado arbitrariamente

Lema I

o niímero real £ ^ 0, o recobrimento . 0 0 0

d^A. onde £ ) deslg-x £ A’
na a esfera aberta de centro x e raio £ ,
cont-enha um sub-recobriírento finito de A.

Condição necessária. Suponhamos que A goze da proprie­
dade (P). Se, então, não fosse verificado o que afirma o teore 
ma, tomando o ponto de A, haveria, certamente, uma infinid^

X ( £ )» sendo x um outro ponto
*-*x^( ^ ® haveria uma infinidade de 

ZT (£ ) £*(£)> continuando as-

de de pontos de A, fora da
de A, nflo pertencente a 
pontos de A, fora de
sim, e levando em conta que êsfce processo não termina, constru 
iremos uma sequência infinita (x^) de pontos de A, e a sequêfl_ 
cia correspondente { T\ ( £ ) ) de esferas tais que, para ca
da V % 1, o ponto x^ , centro da.e-stera Ai^(c), está fera da 
reuni a o das esferas precedentesy Como (x^ ) dífve admitir um pes- 
to limite x <£. A, haveria uma infinidade de Índices ^ para cs 
quais os pontos x ^ pertencem à esf eraJS^Í £/4) ,o que é absui-

x2*1



- 38 -

visto que, para dois valores quaisquer b e p de P , a dlstan
ola entre x e z 6 superior ou Igual a §/2. Portanto m pbrlmento dado de A contém necessariamente, um sub-reoobrlmento 
finito de A, o que demonstra a condição necessária.

o reco-

* ? o
contenha um sub-recobrimento finito de A. Então,

Condição suficiente. Suponhamos que, para cada

dada uma sequência infinita qualquer, (y^), de pontos de A, e
tomando-se £ = 1, exite uma esfera (1), (x^éA), conten
do c- conjuntos dos elementos de uma sequê&cia parcial infini*’
(y v) de (y^), pois todos os pontos de A estão na reunião de
um certo námero finito de esfera ÍC (1) (xdA); pela mesma ra-x ^
zão, tomando-se £ = £, existe uma esfera £,_(£) (x £ A)

x2 2
tendo o conjunto dos pontos de uma oequência parcial infinita

x<2 A

coa

(y2»-p) de (y^ )• continuando assim, tomando-se para £. , os 

valores l/3, etc 3^ *y4*>
cada uma sendo sub-sequêncla da precedente. Consideremos ,

); como, para todo

obteremos as sequências (y• • • • *
• • •»
agora, a sequência (y^, y2#2, y^, 

m £ M, onde M é um Índice arbitráriamente grande, bem-se

se que:

• 0 •

6 £« (1/H), qualquer que seja = 1, 2, 3, segue• • •,

) < 4r .^tym,ra* yp#p H

para m \ M, p H, o que, dado o abitrarledade de M, prova que
a sequência (y ) é uma sequência de Cauchy;1,1® y2.2* y3,3" 

suposto-. completo* essa sequência converge p&
o • •

écomo
ra um ponto y£ B, ponto êste9 necessariamente da aderência de 
A; porém sendo A um oonjunto Ichhado, por hipótese, tem-se 
y 4 A, e como (y^ p ) é uma sequência parcial de (y^ ), fica 
demonstrada a condição suficiente.

• •

COTA:- Ka demonstração da condição necessária não foi utiliza­
do o fato de que A é fechado; aliás, todo conjunto que 
goza da prprledade (P) é, como se vê sem dificuldade, ne 
cessariamente fechado.

'1
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Lema II. ~ Se E é um espaço métrico qualqucy, e A é - 
um sub-conjunto de E„ satisfazendo à pro­
priedade (P)# então dado um recobrimento â 
berto qualquer, (j^^) de A existe um g>0 
tal que, para cada x t A, Ç ) está cop 
tida em algum ^ .

Demonstração.- Suponhamos que não se verificasse 
que diz o teorema. Então, a cada ntlmero l/p , V = 1, 2, 3,
..., corresponderia um ponto A tal que a esfera 2^ (
não estivesse contida em nenhum dos conjuntos JÉl^do recobri- 
mento; como A goza da propriedade (P), a sequência (yy ) pos 
sulria um ponto limite y £A, ponto êste, interior a um dos 
conjuntos digamos, o qual, portanto, conteria a
ma esfera aberta de centro y e de um certo ralo .Sendo, y, 
ponto limite de (y^), haveria índices arbitràrlamente gran­
des, para os quais y^ç E ( ) 5 tomando um tal índice de
modo que ~ < -Ç, teríamos?.

L (èc Z <«-) c_ JTLx v y

o

2?

contra a hipótese. Portanto, o lema é verdadeiro.

Podemos, agora, enunolar o seguinte

TFOREHA:- Num espaço mótlioo completo, E, para que um conjup 
to A, não vazio, seja compacto é neoessário e sufi 
ciente que A gose da propriedade (P).

Condirão necessária. Basta levar era conta que, sendo 
A compacto, êle é, necessàilamente, fechado (teor. do n9 6 ) 
e raciocinar como na demonstração da oooidlção suficiente do
leraa I.

Condição suficiente. Suponhamos que A goze da proprl
recobrimento aberto qual-edade (P), & seja ( ^

quer do A, em E. Pelo Lema II} existe ura OO tal que*para
ura
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cada xfcA, r esfera 2LX( £) esta' contida num doe conJuntos.£L^ 
pelo Lema I (condição necessária) existe um número finito de 
esferas £ (£), digamos £«,. (£).... 7L (£) Que consti-

7 "'-ituem um recobrimento de A. Como existem, em 1, os Índices i
1 , tais que:

i’

r
^ o 9 • • • •

£ UJCZXL
s s

( S = 1, 2, 3, .» P) ,

segue-se a condição suficiente. 0 teorema lica, pois demons­
trado.

ÍISSSSU 51 I9K5§ NOS Eg.^CS EUCLIDIANOS

11.- Seja (xr^) uma sequência infinita de pontos do
Ui^n, a í-é-esp$go euclidiano Rn e chamemos de 

sima coordenada de
*

x .( y =1, 2, 5, ...). Teremos, então
para cada i> :

(xl.y 1 )7 * Xn S

â cada i entre 1 e n, corresponde a sequência (x^, x, 0,. 
de pontos da reta real R; é a sequência das i-ésimas coorde­
nadas dos pontoo' x y', , 
os seguintes teoremas:-

v' = 1. 2, 3, Vamos demonstrar© • • •

TEOREMA I.- Para que (x^) seja limita_dô é necessário e sufi 
ciente que cada uma das sequências de números r.ç

) o 3e,1a .3.1* ]* ■ U• • •
<

De fato, ja observamos(observação >do n?5) ;ue o con­
junto A dos pontos x # é limitado quando c sòmente quando - 
cada uma das suas n projeções é um conjunto limitado na reta 
real R. Como a i-ásima projeção de A é o conjunto dos pontos

) de R, segue-se o teorema.( & = 1, 2, 3,\í> • • •

I
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TEOREMA II.- A sequência (x ,) converge pa» o ponto*

yn> € R"y - (y1.

quando e sòmentc quando» para cada i entre 1 e n, a sequência
(x^ ) das 1-éslmas coordenadas converge para a 1-éslma coorgfl 
nada, , de y.

De fato, considerando-se as desigualdades

{t
I 1*1

i

)? (l*s<n;>>- 1,2,3,..)lyS ' X3V I ^ (yi ' zi»

(D

<yi -
v i-r

£. l?l ’ *iy I .2f( >> - 1,2,3 )*1»' 1-1
(2)

condição necessária segue-se de (1), e a suficiente, de (2\a

COROLÁRIO: 0 espaço Rn é um espaço métrico completo.

De fato, a desigualdade (1) mostra que a sequência
(x^) é uma sequência de Cauchy, então as sequênolas das pr^

n) Sao sequências de Cauchyjeções 1-éstmas ( 1=1, 2, 
na reta real R; como esta é um espaço métrico completo(pols , 
era R, tôda sequência de Cauchy é convergente), segue-se, pelo 
teorema acima, que (xy) é convergente.

Vejamos, agora, uma aplicação do teorema II, que será

• • • • f

utilizada mais adiante. Chamando-se de ponto racional um pon­
to qualquer do Rn cujas coordenadas são, tddas, niimeros raci£ 
nais, verifica-se o seguinte:
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conjunto aberto qualquer,» nSo vazio, nc espaço.
é o limite de uma se-

Dado um_____________
Rnp todo ponto x = (x^»...pX5 6 »£1* ______________ _____ _
quênoia de pontos racionais pertencentes a «Cl* „

De fato, dada uma vizinhança V de xe no espaço Rn , 
contida em«Q* , existe, para cada i, uma vizinhança V de x±, 
na rota R, de modo que

* ▼„ C v ,VV2 * o c •

como se sabe, um número real qualquer pode sempre ser consi­
derado como o linrifè de uma sequência de números racionais®c® 
portanto9 para cada i entre 1 ® st8 existo uma sequência (y^) 
de pontos racionais sôbrc R, os quais podem ser supostos®ai&
da, pertencentes a 7^9 convergente para o ponto de R0 Pe­
lo teorema II s a sequência í } d« pontos racionais perten­
centes a JX, ® onde

7i> “ *yxv } • > * - 1. 3#O O O O p OOP

converge para o ponto x 6 úTL 0

TEOREMA III,?3e a , . , . ^ j de ponte- . do ft*‘0 a limita­
da® eia possui ui» ponto limite no Rn0

Demonstração.- Raciocinemos por rosorr^uelfr ■ n. Para n
- X, o teorema <é verificadop como h® sabe por ^ 

ma propriedade dos números reais. Supoxíhamo-lo verificado pasa 
noa e provemos que o é para n « m + 1. De fato® seja

<

= íx j. Pa 1, 2, 3® o.Xm V 6 sH l VTv IV 0 O 9 O p

o levemos em conta qu«® pela hipótese de indução® exista uma 
sequência (rp ) de número» inteiro?: porá tive.;-» ay ® com
rl< r2^r3<

o t o o Q O

® tal que® para cada i entre 1 e m® a
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sequência (x.ir.
a sequência (x'^) é limitada, (x 0), e portanto (xK m+l i v m+l,ry
é também limitada (teorema I), e, pois existe uma sequência

) converge para um
), sequência parci- 

) conver-

) converge para um certo ndmero real y^. Como
*

)

parcial (s^) de (rp) tal que (x 
certo ntfmero real y

ro+l.sp 
. Sendo, cada (x

m+l isy
m, segue-se que (x

ISO
m), donde, pelo teorema anterior

). i = 1. 2, .al de <*llv 
ge para y^ ( i a 1, 2,
(x^) converge para o ponto

• •»;
«• • •»

m+l
V W ^ R(y1» .X 3 • • • »

o que demonstra o teorema.

SS^Juntos compapjos nos espajos euclidianos.

12.- No espaço euclideano Rn, que, como sabemos, é um 
espaço completo, se impuzermos a condição de que o conjunto - 
fechado A seja limitado, então A gozará da propriedade (P), e 
será, portanto, compacto. Mais precisamente, no R*1 verifica- 
se o seguinte

TEOREMA:- Pai a que um conjunto limitado, A, do espaço euclldje 
ano Rn. seja compacto, é necessário e suficiente que 
A seja fechado.

Condição necessária .- Teorema do n9 6 deste parágrafo.

Condição suficiente .- Coro Aré limitado, tôda sequência de -
pontos de A possui um ponto limite x£B 

(naturalraente, deixamos de lado o caso imediato em que A é va­
zio); do fato de que A é fechado segue-se que x £ A, e, pois ,
A goza da propriedade (P); então, pelo teorema do n9 10 dêste 
parágrafo, A é compacto, o que demonstra a condição suficiente.
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IÇ INTERVALOS. CLASSES

1.- Intervalos,'Ha reta real R* ou seja, no espaço 
euclidiano unidimensional, um intervalo de extremos:a e b , 
a< b (a e b designando ntfmeros reais ou os elementos - oo 
g + oo) , é todo conjunto compreendido entre.os conjuntos

1*É 8 ;l •
Designaremos por lo,b) qualquer intervalo ds R. de eytrfeH.õs 
a e b, o, para Indicar a inclusão ou nao dos extremos -ídotâ 
remos as notações empregadas por N. Bourbakl:

li|x 6 R | a < x < h-} e

£a,b( o ]a,l)J ,) a»l>( ,0*b)
que correspondem, re3pectivamente,.aos casos em que a e b - 
estão incluídos, « e b excluídos, a inclúido • b excluído , 
a oxeluirôo o b incluído.

No espaço euclidiano de n dimensões, Rn, um lnterya 
lo é o produto cartesiano de n intervalos da reta real R,ou 
melhor, todo conjunto de forma

XITi *

,1 3Ao. intervalos de R.
' n •.
Para o assunto que vamos expôr d conveniente esten-

»..• • • n

onde I.
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der a noção de Intervalo, considerando, também como Interva­
lo no espaço de uma dimensão (reta real), todo conjunto for­
mado por um dnlco ponto (ndmoro real). Um tal Intervalo dlr- 
oe-á, então, degenerado;os seus extremos coincidem com o poja 
to que £ constitui. Para indlca$?-lo utilizaremos as notaçOes 

|| mencionadas acima; assim o Intervalo (a,b) será degerado 
quando a «*■ b. No espaço R , todo conjunto da forma j£ln»

j onde os Ir(r = 1, 2, n) cão intervalos de R, degelados
ou não, se diz, também, um intervalo de Rn; será, por defini­
ção um intervalo dogGneâaáò^e o for pelo menos um dos inter­
valos I

4

V1
As propriedades topoldgicas dos conjuntos dos espa­

ços euclidianos se aplicam, naturalmente, aos Intervalos;as­
sim, um Intervalo do Rn é aberto ou fechado 3egundo seja 
conjunto aberto ou fechado de Rn. Por aí \rô-3e que lun Inter­
valo de R cerá aberto quando e sòmente qiiando não contiver

um

1 nenhum dos extrema* e, 3e pelo menos um do3 extremos por fl- 
Unlto, o intervalo será fechado quando e sòmente quando os es 
1 tremos finitos pertencerem ao intorvalo.

P.or outro lado d facil vêr que um intervalo 
Xlg dò Rn será aberto (respectivamente fechado) quando e

forem, tp8das,lfí 
dc R; daí resulta 

que um Intervalo degenerado não possui, nunca, ponto Interior.

• •
c a «

j sòmente quando ao suas projeçãe3 I I.
tervalos abertos (respectivamente fechados)

Nota. Se I *= I "í * ... d um intervalo limitado
não degenerado, do Rn, fechado (ou aberto), onde

- )a*'brfrn ( ou Irr » 1,Ir

n), diz-se tambdm que I ura paralelepípedo dor ■ 1» 2, j;í}i
R11, ou"n-paralelepipedo ", fechado (ou respectivamente aber­
to). Em particular, se b^^ - a-^ = b2 * a2 « «,*. » bn - aft ,
I se diz um cubo do R*1, ou "n-cubo", fechado (respectivamen­
te aberto), 0 ponto de coordenadas (ar+br)/2 
é o centro de I.

Um ponto (x^,
i. f v f n designa ou ar ou b 
de I. Cadãum dos conjuntos 

aa %

• i

, r « 1 0•••P

xft) de I (ou de ?), onde cada , 
r, d o que se cliama um vdrtiee

»•••*

X A• * • • n
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de pontos de I (ou de 8), onde uro certo A^Cl^r^n) designa o 

enquanto que cada AgP com ® / r (1 ^ s 4 a) in- 
ou ^b | , se chama aresta de I. Finalmente, 

apenas ura certo Ar(l^.r4.n) designa ou {&T.\ ou {l)r|,ao passo 
que cada A , cora s / r„ designa o intervalo 1^, o conjunto

O d

intervalo I 
dica ou

s*K! se

A X *Anp o o o • o >

1

é o quo se chama uma fáce de 1. E facil vêr que um n-paralele 
pipedo possua 2n vértices, 11.2a"* arestas e 2n faces.

Os vértices do n-paralelepípedo I estão ao igual dis-
x ) um vértice
§ a„ ou é b , r r

tância do centro de I, pois sendo x = (x^
qualquer, e levando-se em conta que cada x ourtem-ses

!•••»

a + b a “ bk-.-VT - •
donde a distância de x ao centro d© I és

íVí
v «»i

■&

(a - b )2 r r

. í fechada ^ cujo centro é o 
centro de n-paralelepipedo aberto (respectivamente fechado)
I, se diz circunscrita a I, e êste, inscrito nessa esfera,Em 
particular, se I é um n-eubo cujas arestas têm comprimento a, 
o raio da esfera circunscrita é e/^fn/Z . E claro que os 
pontos de um n-paralelepipedo qualquer I, são, com exceção das 
vertice$fiinteiores à esferas,circunscrita.

A esfera aberta

*

2.- Intersecção de intervalos. Se I e J Sao dois in­
tervalos do Rn (degenerados ou não), a intersecção IDJ ou é 
vazia ou é um intervalo (degenerado ou não) do Rn, De fato, 
(l) ver nota em página seguinte.
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consideremos primeiramente o caso em que I e J são interya- 
los de R e ejàuamos, desde já, que seja IPS J = j6. Então,se 
pelo meneô um dos intervalos I e J for degenerado, IOJ con­
terá um ánico ponto, e portanto será um intervalo degenerado 
Se nenhum dos intervalos I e J for degenerado, sendo I =(a,b) 
e J =» (c,d), e supondo a ^ c, a intersecqão será um interva­
lo de extremos c e d, se d^Cb; será um intervalo degenerado 
se c « b; finalmente será um intervalo de extremos c e b se b 
b < c e c < d. Passando, agora, aos intervalos do Rn, e sendo

I - I1 X X !n . J - JxX *Jn*• • • • • •

onde os Ip e os ( r » 1, 2, 
ta real R, temos

n) são intervalos da re-• • • 0

Un O Jn> 5
74

como cada conjunto (l&r^n) ou 61?azio, ou
é um Intervalo do R , IH Cf ouv seráX vazio,
será um intervalado RrXo intervalo êsse, dogonoaflàlo, quando 
e sòraente quando pelo menos um dor> o for„~Pelá assooiativl 
dade da intersecqão, vê-se que a Intersecqão de um roímero fi­
nito de intervalos de Rn, ou'á vazia, ou é um intervalo do Rn.

IO J = (IjTI J )X • • •

HOTA:- Daqui por diante, a menos que se indique o contrário, 
todo intervalo fechado será suposto, sempre, limitado.

3.- Divisão de um intervalo. Seja I « ^a,b) um in­
tervalo de reta R (degenerado ou não) e tomemos, sôbre I, 
pontos aQ » a, a

os
a a ab, de maneira que .p-1 p ° ^ 1

• ••£a_ , a e que os pontos correspondentes a mai3 de doP * pis índices quaisquer não sejam, todos, coincidentes. Dizemos, 
então, que o conjunto dos p intervalos 1^

!• • « • p

“ (a°’al)
•C ‘ A

s:(1) - Nudl espaqo mátrico qualquer, E, uma esfera fechada de
P> 0 é o conjunto dos pontos he 

6 (x,y)£ f .E facil vêr que uma es-
centro x e raio 
y £ E tais que 
fera fechada é um conjunto fechado.
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)V» ( a é us\a divisão de I nos p intervalos p9£ao»*| p-1* P
ciais X,,.a.,1^. X>uss divisQes 4D o S)’ do mesmo Intervalo 1 
são iguais quando constam do mesmo mímero de intervalos orde-i
nado/j Iguais, Cada um dos intervalos Z^,..,,I que constituem
uaa divisSo is :: não possui nenhum ponto que saja^ihterior a
a iguai dos outros, ou, dito d»? outro modo; I O í ® $ ,r s
r / p, 14x*4p P I4s 4 p .A reunião dos Xr (Ur 4. 9}
€, evidontemente, I,

Sousideresscs, agora, no Bn, ura intervalo fechado ,..
X í » Sendo 2>o. Cl ^ r 4 uma divisão don

intervalo I de 9, nos w intervalos parciais I -»...I r r ri
teremos?

X 1 x «0003
war

U I ) *...*< I „ ox , (Xnu ) =U 1• «I •hlIra^

X 'o.,,‘s X t « »

®l])C ••• A ^l»2j nJ -onde F‘ * ^1, 2, 
lo 1 fica, pois, decomposto na reunião de

0 interva-<«i»|• • • f
interv^

lo;, pardais fechados, do Rn, e dada um deles nSo possui ne-
• • •

aívur.1 ponto que se,ia interior a algum dos outros. Pisemos en­
tão, que fcsses intervalos formam uma divisão á) do intei
valo Ip e escrevemos:

*>»>*> -l*i....
Vae. outra divisão/i, St)' «( 2)^ 

a 2) ( £D*« © 5 quando e sômenta quando » 50 , r = 1
<% *4

- ,»•

©fn), será igual ji

»•••
• *

V W*n resultado que será de utilidade para a noção que Yâ 
mos introduzir no número seguinte, é o expresso pelo

K
ZBP PEHA. ! Se © é uma divisão do intervalo I ^ (a,l^ de R,nos 

P intervales parciais ^a^,a,^# C3p-l*ap)
Ca w a . s » b ) q se J ■ fo.dft é um qualquer in- 

O p — \> w r ■■■■■■ ■

torvaio fechado contido em I, existe usa divisão
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(vbD--(jw\)de I, nps q Intervalos parciais 
ii (bQ = a , = b), onde p^q ^ p+ 2 , tal que, cada
|1 um dos Intervalos (a0,aj)

(vbs)- r<a •
coincide

‘cora um intervalo

De fato, suponhamos, priraeiraraente, J degenerado*/’Se’- 
= d, para ura certo r entre 1 e p

mas 

bp+l=

tivermos, então, ay-1 = c, af 
basta tomar, para , a própria divisão S) ; se ar=c = d, 

as £ tomaremos bQ «=

« âp j se, finalmente, a^ < o = d < ar, faremos bQ

* br+l =br Vet aa o • •O O o 0O*

bp+2br-l,aP7l*Br*9#br+l ° d 0 br+2 - 
Suponh&nos, agora, J não degenerado, e designamos por (&,c) 
a propriõ divisãocDse o coincide com algum ar, ou a divisão 
de r»formada pelos intervalos fé*.]., c,^ i =. 1, 2, ..,p+l,
onde **

= a oar, .= a o a B• • • • • Po

r= aVi=5 aco e a = V °r+l = c, cr+2 Ppo9 0 ° ° 0 0r+1r

ar+l° Ponâo* então, «*-'-'(£) 5c), basta tomarse a <£ c

á =
r

(áap d).

OBSERVAÇÃO. Pela formação da divisão ® , vemos ques 3e entre •■'•fr -;P 
os intervalos pertencentes a & não houver nenhum ■**-' 

degenerado,, e J não for, também, degenerado, então nenhum dos 
lntervalos^âe será degenerado„

+

i

4.- Divisão gerada por um certo ndmero do lnterva^. 
Dado o intervalo I - i a,bj, da reta real R, e sendo V*'’?’
m intervalos de R* fechados, e contidos era I* vamos eon _ 
uma divisão© de I, "ar) 11Tomada pelos p Intervalos

p (aQ= a , ap = b) de maneira que cada um dos
^•••«,1 coincida com um certo 

cedamos por recorrência 
trução é possivel, 
pelo prdprio I,

r-1
* - 1. 2, 
intervalos I

• • •»

Car>a3
sôbre o míraero ra. Para m t2 1 

pois basta partir da divisão de I formada 
s aplicar

r s.Pro 
tal eoní^-^ ;

° teorema ariterior* Supondo, então, : I
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construída a divisão para os Intervalos I ...........i e s„,0
Vl ™ outr° intervalo fechado contido À I, obt^emos a dl- 
visao de I com as propriedades desejadas, para os Intervalos 

9 m* m+1* aPllcando» ainda o teorema anterior (nêste - 
caso, à divisão eD e ao intervalo I

r
i....i

* ).m+l
A divisão £ de I, obtida a partir dos intervalos I 

^m» cu3a construção, como vimos, é 
gerada pelos intervalos I 
tervalo Ir ( r = 1,

Vsempre possível, se diz
E útil notar que cada 

rc) é a reunião de um certo número deo • • 0

intervalos consecutivos, pertencentes a # , formando, êstes, 
uma divisão do intervalo De fato, Iy = £aq,ag) ,

0 £ Q 4^ 5 ^ portanto, os intervalos ^aq»aq+^*................

, que pertencera a 2) , formam nessa ordem, uma■ 6S”1 0 
dix^isão de Ir*

Seja, agora, I um intervalo do R , fechado, contendo
I de Rs. Designando por Qos intervalos fechados I

1*“° m
(l í n) a divisão da r-ésima projeção de I gerada pelas 
r-ésimas projeçSes dos intervalos diremos que
divisão n) de I d a divisão gerada pelos

intervalos Tomando, então» um qualquer dos inter­
valos IlP...pl , digamos 1^, cada uma das divisSes $ ^2*

3) contém um certo número de intervlos de R, os quais 
n

eonáâLtuem, respectiva^.ente, uma divisão d® 1$, 2$ »

a

r -• < i
esrtos is“ésima projeção de T pegcanfeo: reunj. íõ.de

. teVváíos^de. á). iP osquais formam uma divisão' de_I.,« 0 rae5_
■i

acontece, naturalments, com cada um dos intervalos • •mo
i õ* * o 0 m

Se entre os intervalos I1»«*«Im.do * ”So

é consequência imediata da observado análoga, do n9 3. P 
da reta real.

Observação^-

. i
*

ra o caso

JcA CLASSE
A do B‘"J o conjunto*® partes5.- Designemos por
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tais que cada A 6 Jq esteja contido num intervalo fechado. 
Ho Rn ? contenha o interior de I. Ao intervale I oharoare ~ 
mos, então, de suporte de A.

E claro que todos os intervalos limitados de F.n, e o 
conjunto vazio, pemtencera a CT0 .Alem disso, se 
sui ponto interior, c-xists sòmente vm intervalo fechado I que 
seja çupos^te de A, pois, da relaçSo ! C A C 1, resulta

te J0 poe-

X = ? CA Cl * I, U5

donde A « I, o que mostra que se J é outro Intervalo fechado 
para o qual se tenha também J C A C J0 então J a I. Por 
outro lado, se I é suporte de A, e é nSo degenerado, c Jíite- 
rior de A d n3o vazio coroo decorre da relação imediata A Dl 

Verifica-se, ainda, que se A, B 6 70 , então 
A O B (5 7o » pois, sendo I e J suportes de A e B, respecti- 
vanente, segue-se, das relações

♦ • • •

o C)I c A <C I J <C B d J 7e

estas outras:

i n j c a o b cioj ,

in j =
C. A n B C I A J 0 

Coroo I J ou é vazio o\i á ura intervalo fechado do R , con­
clui-se que AOB$ 3^ .

Vejamos, agora, uma importante propriedade dos con­
juntos de 3^ , que expressaremos pelo seguinte

o

ou, levando-se era conta que I O J .

j

TEOREKA. - Se A,B £ a lntersecção A O £b é igual
de ura certo rolraero finito de conjuntos de 3 , inte
——————mtmm—— ■   — - ■ — ——■ m ■ ■■ — ■ ■ ■ iwrm Q 11 1 r

rlona ente disjuntos.(1)

à reunido

_______Vamos demonstra.-lo por etapas, começando por examinar
(li/zOs conjuntos de una família (A^) ^ de partas da um espa­

ço topologico E, dizem-se Interlormente di8juatos0 qg os
ds. família 89o disjuntos,•
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os casos

A n [iin[J e

onde I e J são dois Intervalos fechados quaisquer (limitados) 
do Rn, enquanto que A é um conjunto qualquer de 0ío .

19) (I O fr). Se m J - /í, vem in£r « 
do-se, pois o teorema. Se I /"\ J / fi9 consideramos a divisão 

2) de I gerada paio intervalo k = I J C. I* tal divisão 
4 formada por um certo niimero p de Intervalos fechados 1^

. ,Ip, dos quais K é um deles, tendo-se ainda.

I, verifican

»• •

PU *r o
n $ para r / s.= I, com I I 

r sr=l /
Como

tK - U d n [rtj
r»l

ar que os conjuntos A^ = , r = l»...#P*per-
o e são intariormente disiuntds. Excluindo-se o ca­

so trivial 1^ = K (neste caso, tem-se, por ser

i r\

basta raos 
tencem a 5
O
irrtK - :

\ - Sr n ÍK C Ap 4=1 xv •
e*

e portanto A 6 J0, r 
monte disjuntos (pois A

tpj como os A são Interior - 
I » r - 1, ...,pT e

= 1* • • • •

r

0 = \j dpn(> j - Q 4
B»1 r»l * c

= IA

Gonclue-se que é verdadeiro o teorema neste oaso, j

29) (A nfl). Sendo H um intervalo fechado contendo
AO{l a (H/>{l )Aâ e o fâA, vem, utilizando-se arelação



Eri C1 - U B
3& r

3 € X. r °to de que e interiormenr, eom os

te dispjuntos (caso anterior):

AnC1 = O Br ; ;
rftl

B C\ A 6 Jo 
r (r= l#

tos, segue-se o teorema neste segundo caso.
Verifica-se ainda, que se H e* suporte de A, H O I A 

é, tambám, reunião finita de conjuntos de JQ , interiormente 
disjuntos. De fato, tera-se

q) e são interiormente disju£como os • • • p

[i 2) [a D 0 H O[h, donde ;

excluindo-se o caso imediato em que H é degenerado (neste ca­
so, o019 membro da 2$ relação acima coincide com H), vê-se queHr>0
te as 2 n faces do n-paralelepipedo H), e portanto,

é a reunião de 2n intervalos degenerados (preolsamen-

H°í> = ["ofSjntH n[A)

é reunião de 2n conjuntos de 0 0̂i interiormente disjuntos. 
Finalmente, sendo A e B dois conjuntos quaisquer de 

J0 ■, e J um suporte de B, tem-se

[(j n £b),b = j n donde

[b- a [(J rt [b) u £j] = (Ao[j) u AO (jo(b);
como Já verificamos,

\



.
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fr-Q £» -0 
V S=1

A e JOA n B
8r

onde os A^ são conjuntos Interiormente disjuntos pertencentes a 
, o mesmo acontecendo com os Bs. Pondo B£.» A ,

q (or também serSo interiormente disjuntos e per­
tencerão a ), podemos escrever

S a

" I

A [b - tú a>^ (ú b^)& r=l * S=al V
A ;

como cada um dos Ap nSo possui pontos coimms com cada um dos B» 
(pois ^TCL £j enquanto que cZL J# r * 1» 

q), segue-se o teorema.
,P5 s = 1 9 • • •

• • • 9

Bq j3âo^3nJunto* ,coSCOROLÁRIO^- Se A^ v ®i
os A^ interiormente dls.lunjjggfr a integsjgggo^

*••*** »•••

(tf *M(& s) //
d igual a reuniSo.de um mimero finito de conjuntos de » lnfo 
riormente disjuntos.

Provemo-lo por recorrência sôbre q. Para q - 1, tem-se

(tf \)n(*, - Ç) 4^(0.
onde cada um dos conjuntos (r 13 ••••#?) é* pelo
teorema anterior* a reunião de um numero finito de conjuntos de
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T« . interiormente disjuntos» segue -se o corolário par** 
q « 1. Supondo-o, agora» verdadeiro pax’a q - 1, q > 1, e 
utilizando a igualdade

B *M(w')=[(-
recaímos no caso ha pcucc verificado; portanto* fioa compis 
tamente demonstrado o corolário.

y*rAS CLASSES

de à classe formada pelas partes X 
do P. , que ÉSo reuni3es enumeráveis (finitas ou n3o) de cou 
junto, pertencentes a t> intoriorraentc disjuntos. Sm par­
ticular, os conjuntos do ^ pertcncorao, tedos, alT.

Vejamos algumas propriodadoo da classe .

ó.- Chamamos

' a) .J d "enumeravolmente aditiva n» isto é, se 
( ) d uma sequência de conjuntos pertencentes a J
sua reunião também pertence a .

Demonstração. Cada^jd reunião enumeravel dc conjuntos de 
, interiormente disjuntos, isto d,

a4= U * n Ão = 0 para*9r A yrV r V o p tfr i ir
r / r« .

Dispondo os ( *> = 1, 2, 3,
ifriica sequência (B ^ )#pqmfaaraos*qoma no n95; do cãp. I, 8 19:

) numa» r 8 1» 2, 3,• • • • • •

^> = ( CB!)n b% ) n b1“ V *>1S• • • 9 99-1
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como

Cv° <Cv n B» =
- ‘V'[V"- <V>CViK

( • • •

e os (i « 1, .-1) são reuniões de um niímero fi­
nito de conjuntos de Jô , interiormente disjuntos (teor. do n9 

5), segue-se que cada é a reunião de um ndraero finito de -
conjuntos de 3^ , interiormente disjuntos; portanto, levando em 

em conta que os são disjuntos, resulta

Uv U
» v i>

, Cjé JQ o o
, r\ Cg =0 para r / s

Como a reunião que figura no primeiro membro é igual à'reunião 
dos , a propriedade a ) fica demonstrada.

b) J é_ "finitamente multiplicativa", isto é, a lnter- 
secqão de um mímerc finito qualquer de conjuntos de J perten-

J .cen a
Basta demonstrar que para dois conjuntos quaisquer e 

Jj de propriedade se verifica. Sendo, então

(A ) em m C M s- s es

duas sequências de conjuntos de J< 
tivamente, ±A. ç Ti , os A , assiiu como os B 
disjuntos, tem”se9 pondo Mk^S

cujas reuniões 3ao, respe£ 
interiormente

o o

s»
53 Po :

1

U O BJ ;sm(m,r.) é P

^ e são interiormente di^como os conjuntos AmO £s pertencem a 
Juntos, segue-se a propriedade bj. ■
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aberto de vf1 pertence a .c) Todo conjunto

Para demonstra-la, provemos, princi^aím/ ente, o se-.
gulnte

- Todo conjunto aberto de Rn» não vazio, é reunião enu* 
meravel de oubos abertos do R «

LEI-IA.

Seja, com efeito, X“k» um conjunto aberto qualquer,, 
não vazio, Se Xl« = Rn, o leraa se verifica, pois basta tomar 
a sequência de oubos abertos I ^ 
origem 0 do Rn, de nodo que a distância de 0 ao contôrno de 
I, se4*’ igual a . Suponhamos, então, X\» Rn# •«•••<, 

e, considerando a sequência (x^ 
pontos racionais do JT&»,associamos a cada o cubo bberto

, do Rn , inscrito na esfera aberta de centro x 
io igual à metade da distância de js: 
vemos que

, cada um com centro na

) dosXV••••••• p • • •

XP e ra-
£ ao contorno de «O* .Pro

oo- U 1XL (D
0=1

De fato, o segundo membro do (1) est- , evidentemente 
contido no primeiros por outro lado, sendo x um ponto qualquer 
de XX , e G- a distância do x ao contorno de XX» , podemos 
determinar um tal que a distância de a x seja infe­
rior a (Cap. I, §29, n9 11 , aplicação do teorema

II )oomo a distância do x .y à fronteira de XX é9 cortamen- 
maior que 2 <T /3, segu^se que a de x p ao contorno de 

Ip é superior a «r/íi/n? s mas ( (T/3 iTn ) > <T/3n 
tanto x <c Ip , e, pois, o^primeiro membro de (l) esta conti­
do no 29. Logo > e como o conjunto vazio também per -
tence s J , fica demonstrada a propriedade c) .

OBSERVAÇftO Do lema acima segue-se um resultado U* muita a- 
plicação na teoria da medida nos espaços eucli­
dianos. K e seguinte:-

te.
»PO£

Todo con.1unto aberto, XV» 9 não vazio, de Rn , é reu- 
nlâo enumeravel de intervalos fechados dp R , não degenerados, e
e ínteriormente disjuntos.
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Cem «feitOf sande I ^ ) a sequência do» aubos constr^
Idos nc lama antoyio?, « p. :.„«•!<

(2)
i

o; C1- ( [ix) n
tf > * ,

) n 19X1 " X1 e '-y O 0 v
1^-1

*

°S Xi> ^ ~
:•;j do J P lAwlças finita» âs conjuntos da J0 , interiorment.* ^ 
disjuntos:» S^ndc* x u% ponto .qualquer â9^ , x parte-noerá a um 

•\? portantop a

afie® rtwae se ofcssrrou na demonstração da propri-sdada d%

' ' T’ *

-■' 0

- O *Q* 3
s*»! svX

Ccy.k. ãÇ agft&pc dessa igualdade á rauaiftc fiai ta fia ooajusatoa
í1í?í 3>0p o «•• X? a&sÈrv t5 739 «onJu&$$, aberto não rsalo, 3«gus-sa 
d ot&.do Se©r02XI aÇ’2 0 *ap. i„ § t;9 qu® «?; 6 adim^ a um 
õoftc kvé Jc , irt suporta não daganaradOf $ que fw 
da aaqutnoift (Ay) d : «oaJUatos d? , iateriormanto discos 
toáp ev:Ja 9 saqiaâneiap assa 0 daduaida (eoao na
ppop. :à)í ,*.»? raladas {2)« Sendo* onfc&o (A*y ) a saqudaola

;.-1^ á^mvd-* paios -3« suportes aSo degenera -
-• ««''o jàftmMite pelos da aixportoa deg^nerades* repultu

pí.y,j5i£.' 
&03*

.§ ;nti<s© nu» sarto a-eubo 2 cuja -idor-%3i In Ay
cis* poy sua 7x?.;ff «astá obtida p e«0Ufi^^ãjrqvlç..rv

V (Z Uâ> d£L f
tf ,

•£!»• -

doada A praoiaamor.ts o rosultado anu&olado, p»vis\b
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os Ãj são Intervalos fechados não degenerados, e iateriorraea 
te disjuntos;

A classe 3* • Designemos por 7* a classe das paj: 
fces de En, que ::ão complementares dos conjuntos de 7 .A 
classe • à qual chamaremos de dual da J , goza de três
propriedades, respectivamonto duais de a), b) c), e que 
demonstram simplesmente pela passagem ac complementar.
São as seguintes:

a») - 7* 4 enumeravolroente multiplicativa**, isto ét a lntog 
secção enumeravel de conjuntos de 3T'pei»tenc© a

se

b») - J 4 ''flnltameni adlÃS-Ua v, _______________
de conjuntos de Jf pertence a ;

n o? *c») - Todo conjunto fechado do R pertenço a J .

isto 4, a reunião finita

IMS SS» S9 SMBBS

íí 7.- Um conjunto 
se diz uma tribo sôbre E se jT goza das seguintes proprleda *
des:-

do partes de um'certo conjunto E

19) J 4 numeravelmente aditiva;

29) V 4 enuweravslwente multiplicativa; 

3?) 3e á^B 0 £ então “ o [3«/.
A tribo J se diz perfeita ae 2 Ç T. 0 conjunto - 

das partes de um sub-conJunto de E, por exemplo, 4 uma tribo
sêbre E; será uma tribo perfeita se B1 » E.

E fácil vêr que 3e ( J y ) 6 uma família de tribos s5- 
bre 0 mesmo conjunto E, a intersecç&c O « / á, tarabám,u- 
ma tribo sôbre B, /*« #

Se f 4 uma aplicaçfo d© E eiu 1% e / 4 uma tribo sôbre
?, o conjunto J das partes f-^(Ai)f A»<£ J** , á uma tribo
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sôbre Empara verifica-lo basta utilizar 
magem recíproca citadas no final do n9 8

/as propriedades da x 
• caP. 1,919.

Tribo gerada por um conjunto de partes. Seja JT____ ura coc
Junto de partes de um conjunto E. A tribo intersecção de
tôdas as tribos que^contôm £", se diz gerada pelo conjunte £ 
de partes de Es J é, pois a menor das tribos, sôbre E, 
contêm J0 .

que

‘Tribo de Borel. Se E é um espaço topoldgico, a tribo 
sôbre E, gerad pelos conjuritos abertos de E, se denomina tri­
bo de Borelg tal tribo 4 perfeita, e seus conjuntos são os châ 
mados boreiianos de E.

- MBDIDAS PARA OS CONJUNTOS DE Ju 7*29.
SSSaaeis aa

1.- Este capítulo será dedicado ao estudo de uma parti 
cular função de conjimtoj , com os valores em R+ , definida 
numa tribo perfeita, J , sôbre o espaço Rn. Tal função, que 
será construída por prolongamentos sucessivos, a partir de uma 
determinada função de conjunto definida numa certa classe sim­
ples dw partes de Rn { a dos intervalos fechados), 4 o que se 
chama u»a medida sôbre £~ , precisamente a tedida de Lebes •» 
guo sôbre £~ „ Todo conjunto Et 7"dir-se-á, então, mensuravel- 

_Iebe3gue, e o valor jLC{E), da função JU. , para o conjunto E, 
é à medida (segunde Jbabesgu*) de E. Veremos, ainda, que a tri- 
b ’7c ontem a tribo ds Borel sôbre Rn, e que a raedida^tgoza das 
seguintes propriedades:

0C) E jjenumeravelmente aditiva", no sentido em que: dada uma 
sequência qualquer (E ^ ) de conjuntos pertencentes a J , com
Er A Eg => j0 , para r / s, tem-se:

;

e2£ r . . /i(ej < + oo , tem» se:
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[e,) /aW - /*<e£> •ss

A fim de chegarmos à função JJL , teremos que consi­
derar, nas diversas etapas do prolongamento, cortas funções 
de conjunto?*, definidas, sucessivamente, na classe dos intex 
valos fechados de Rn, como já dissemos, nas classes X * 3" e 

CíuCT , o que será feito neste segundo parágrafo. Antes po­
rém, vamos estabelecer algumas convenções e notações que s.g 

rão utilizadas no que se segue. Sào as seguintes:

1$) Sendo (a^) u.na sequência de elementos de R+ , poremos

ZL ^ = + °°
9

se entre os elementos a^ houver pelo menos um igual a + oo* 
no caso contrário, o símbolo a^fc^m o sentido habitual.

2?) Se (a0) 4 uma sequência infinita e mono tônica, de elemexi
a ytos de R+ , contendo uma sequência parcial infinita de olemea 

tos de R+J cujo limite seja A , poremos

1 i m = À, l3v

no caso contrário convencionaremos que

1 í m 
s> oo

+ ooai> =

3$) Sendo f *oma função definida num conjunto qualquer, E, to­
mando os valores era R, e A uma parte de E tal que #(A)tfZRa o
extremo superior (inferior) de f(A) será designado pxjo

{respect.: íU) )sup f(x) 
zéA

inf
X €*A



z4$) Designaremos por 
(1^ ) de intervalos d© Rn , tais que;

19) a origem 0 do Rn pertençe a cada 1^ 5

29) sendo a distância At 0<ao eontôriao de Xy , tojo

o conjunto -das sequências infinitas

se:

1 i m Sy =» * 00

1> 00

5^) Se cc dosigna o elemento + 00 ou - 00, e {3 
"" qualquer, poremos

é um ndmero rs.

0C-/3 = *
st-Medida para oc intervalo© fechados R

.XI 'um intervalo fechado der R®, onde2,- Sendo I = h* n

.)• (I*1 ,b 3n’
S3• • • • 9 n

são intervalo» dá reta real R, chamaremos de medida de I ao nd- 
mero real nSo negativo.

(b -a 3 n nm(I) « (bj - a^) • • •

Rica, dêste saodo, definida uma função de conjunto, m, na classe 
dos intervalos fechados de R*. Ter-seá m(I) «= 0 quando e sômente 
quanto I fos» degenerado. No espaç# euclidiano de uma dimensão. 
Isto d, na reta real R, a medida do intervalo I = (a*b) 
b - a . S '

é

Vejamos algumas propriedades 0a função m, que serão 
pressas p®!os seguintes teoremas:

TEOREMA I . - S© & - ( & 5) ) rf uma divisão do inter­
valo fechajU í, catão m(?) é Igual à 
das dos intervalos de D .

Irsoma das mec&

• í
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Com efeito, sendo I = pr_(I), e5 & Isl* • • • , X °S qs

intervalos de R que formam a divisão de Is [1 ^s^n), e, 
designando-se, respectivamente, por cg,

Isl»

s%

csl* ----- - c as

medidas dos intervalos I 
tem-se, evidentemente:

I , na reta real R,s' • • • • $ sq s

(s = 1, n);+c = <3 + 6• • • • • • 9sl . *qs s

por definição, m(I) ^como, cn, segue-se que9 • • •

2L«m(I) = (1)o
lrl 9nrn

onde o somatório é estendido a tôdas as n-plas (r^ 
com

,rn)(S M,p • • •

•|!,2 ••^ífXM - I 0• • 9 • • « «

Levando-se em conta que (ainda pela definição)

m(I_ X XI ) = . c• • t nr ^ 111 n
o •

lri lrinrn

e que os intervalos do Rn, pelos quais é formada a divisão $ , 
são, preclsamente, os produtos cartesianos

I. Xlri X I (rl ..r ) € H ,• • • P • •nrn n

segue-se, de (1), o teorema que se queria provar.

TEOREMA II. Se I I . Ji J são intervalos fechados
1 qp

do Rn, os_ p primeiro?; interiormento disjuntos, e se
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Q
VJ

P
U ir c J3
Sal S«1

então,

£ q

£ (2)m(Jg) 5a(I ) ^pr=l s=l

além disso, se os J sãc, também interiormente disjuntos, e ---------------- ----------- s ---- -----------------------------------------------------

PLJ IP =" qu JS >
r=l s=l

(2) verifica-se a igualdade.

Demonstração.- Supondo, priraeiramante, que entre os Ip e os Js
não figur nenhum intervalo degenerado, e ercex 

rando-os nura línlco intervalo fechado K, seja £) a divisão de K
PJ Sal, q).(r a 1,gerada pelos I e J 

r s
A divisão JD não contém intervalos degenerados (8 19, n9 4,

• • o• • • P

obsv.) e cada um dos intervalos intervaloes Ip ,assim como ca­
da um dos Jg, tem por medida a soma das mediáis de certos intex 
valos de <£> , precisamos aqueles que constituem uma sua divisão 

Considerando conjunto dos intervalos que formam u-
raa divisão de um certo intervalo I 
tituem uma divisão de outro intervalo I 
hq que cada intervalo do primeiro conjunto é diferente de cada 
um do segunde conjunto, pois, do contrário, não sendo êles dege- 
rados, lr e IpJ, posuiriara pontos interiores comuns, contra a 
pofeese. Por outro lado, todo intervalo I• de que esteja conti­
do em algum Ip os tá, certamente, contido ©m algums Jg, ou melhor 
pertence ao conjunto dos intervalo* de «D que constituem uma di­
visão de «7 De fato, tomando um ponto xé!' » teremos

(l,<r 4 p) e o dos que oons 
r'/ r (14 r» 4 p),vj*r«*

q
X fi Jg J. > .(pois HCIC r s

Sal
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donde x pertence a um certo J_, e, portanto» a um Intervalo5 '*•

J'C J , com 8
segue-se que li a Jt ,

li /*\ J«Ji€ S& = $ , para I• ^ J»f; como
\

P
Em resumo| m (I ) é igual à soma das medidas de r

certos intervalos de 2) , interiormente disjuntes (e, portanto 
depois a dois distintos), digamos, I|,

r=l

, Ijj , enquanto que• r.

q
2 m (J ) é igual à soma das medidas de certos intervalos

3S=1
( que poderão não ser d -is a dois distintos),

pertencentes a & , sntre os quais , iguram, certamente, os in­
tervalos I-f,

Ji- • • •»

I«. Portanto0 * 9 p lí

£ * l ( 2 bis)m(Js) 0
r-1 s=l

Se entre os Ire houver degenerados, basta conside­
rar, como se compreende fàcilraenfco, o caso era que os"l são,to_ 
dos, não degenerados. Sendo, então, Ijç um qualquer dos intorva 
los Ir {r = 1, 2, 
união A^ de certos Intervalos não degenerados entre o* J, (co- 
rol. dn taor0III8do n92, cap. I, § 29) 5 como os Jg Suo focados 
ter-se-á : I ' A^ 5 portanto, a reunião dos Ir estará conti­
da na reunião A de certos intervalos não degenerados entre os 
Jgt recaindo-se, assim, no primeiro caso.

Finalraente, se forem satisfeitas as condiçdes da 29. 
parte do teorema, poderemos substituir, em (2), o sinal ^ por 
^ , vindo, então,a Igualdade. E 0 teorema fica demonstrado.

Medida para os conjuntos de «J^.

p), o sou interior ostará contido na re• • • p

3.- Vamos definir um primeiro prolongamento da função m, 
definida para os intervalos fechados do Rn; ês3e prolongamento, 
que indicaremos provisoriamente por m^p é uma função de conjun-
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to definida na classe da seguinte maneira:

m^A) = m(I) A €

onde I é suporte de A, Por esta definição vemos que a cada cou 
Junto A6 3o corresponde um tínico ndmero real m^(A), pois 
não possui poni o interior, todo intervalo fechado, I, que seja 
suporte de A, é, certamente, degenerado, donde (a) = 0;

se A

e se
A possui ponto interior, existe um tínico intervalo fechado I que 

*4 suporte de A. Aldm disso, a função m^ é efetivamente, como d£ 
corre da própria definição, ura prolongamento de m, razão pela 
qual indica-la-emos, daqui por diante, pelo mesmo símbolo m.

Demonstremos, agora, os seguintes teorema3 relativos à 
função m definida na classe 3"0 : '

TEOREMA I . Sc ...,A são p conjuntos de interiormente - 
disjuntos, contidos num mesmo conjunto B de j£,tem-
se:

E m(Ar) (1)m(B) ,><
r=l

De fato, supondo m(Ar) ^ 0, r <= 1 
feta a generalidade) temos

j> (o que não a-9 • • • f

o o
*, °rClr o, e JC-B CL J ,, r » 1, •

onde os I e J são intervalos fechados não degenerados. Como 
os Ap gão interiormente disjuntos, o mesmo aoontece com os Ip;
além disso, os Ip estão, todos, contidos em J, pois

Ê
O

j c a abci /'aj ,oui a jc.a cir r r r *

L
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donde (unldlcade do suporte) I J = I , ou seja: I Cl J »r r rportanto, do teor. II do n9 2, resulta:

ZL “(Ir> 4- m (J) ;
r=l

como m(A ) = m(I ), r r r
relação (1), como queríamos provar.

TEOREMA II.- Sendo A um conjunto qualquer do ^ , 
e dado arbitrariamente o ndmero real 
xistem dois Intervalos J o J», respectivamente
aberto e fehhado, o primeiro contido em A, o sg

p, e m(J) = m(B), segue-se a= 1 , • • •,

não vazio,
£?0, e-

-.mdo contendo A, tais quo

m(J) y m(A) - £ e m( J ') <£ m(A) +é

De fato, seja I un< intervalo fechado, suporte de A,
ponhamos

pri(I> - h = (ai- bi) 1 = 1,

e consideremos os intervalos de reta real R,

• (•> â * t) ■I^x) (1 4 1 ^ n)> h
< + °o

A = min (b^- a^), i = 1,
Intervalo de Rn, produto cartesiano dos intervalos I^íx) 

In(x), na ordem escrita, teremos:

n. Designando por I(x) oonde » « * 9

• • o p

(x % -A).m(I(x)) s (x + b1~a^) (x + b - a }• • • n n
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A função m(I(x)) da variável real x áQcontfnua e toma o valor 
m(I) quando x = 0. Como m(I(x)) = m (I(x)), e, para x > 0, .. 
?(x) O I, torna-se dbvia a existência do intervalo J» com as 
condiç<5es desejadas. Por outro lado, se I não é degenerado, - 
tem-se I(x) CT I <Z A, para <0, seguindo-se, pois,fa
cilraente, a existência do intervalo J com as condiçOes exigi­
das; se I é degenerado, basta tomar, para J, o intervalo dege_ 
rado formado por ura ponto qualquer de A.

TEOREMA III . Se (A ^) e (Bp) são duas sequências quaisquer
de conjuntos de J£, os A ^ lnteriorraente disjun- 
tos, e se

U** cU
V *

B

tera-se

^ m(A.p ) m(By ) (2)
Vtf

Demonstração. Podemos supôr, sem perda de generalidade, que eu 
tre os A .j e os B ^ não figura o conjunto vazio. 

Se, então, o primeiro membro de (2) fosse, digamos, maior que o 
segundo, haveria um Índice p tal que

P
£ ra<Ay ) > ZL m(By* ;
=i V

mas, pelo teorema anib*rlor,dado arbitrariamente o mfmero g > 0 
podemos determinar para cada >> , um intervalo fechado J^C-A 
e um aberto J ^ B, tais que

€~~ > m<Av > e 
2V

ZL( e/z*)4£ .

®(B, ) > )m(J^ ) + T'
donde, por ser­ vem:

V
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21 m(J . ) + £ > 2Lro(A . ) 
V V »

> 21 m(B,j) > Zm<) -í;
tf

(3)

tomandop então, £ menor que a semi-diferença das duas soma­
tórias intermeidas que figuram era (3)P resulta: >

m(jv ] > L 
$

(4)m(J^ ) .

Como os constituem, evidentemente, um recobrlmenfco aber­
to do conjunto p

L_/ J., que é limitado e fechado,
£ «1*

e portanto

compacto, podemos determinar (teorema do n9 12, eap. I, § 29) 
um ntfmero finito de índices r 
dos intervalos J» , 

ll
valos fechados J»

de modo que a reunião 
, e cor* maior razão, dos inter-V1# « • • p

Jl

• l4 . contenha a dos intervalos J^,

J , Estes são, evidentemente, interiormente disjuntos, 
donde, pelo teorema II do n9 2,

ri'
• • •

q

t q
JL )mjt) v< 5

r;r=l 3=1

como o 2â membro da$ desigualdade# acima é9 obvlaraentç, não 
superior ao 29 membro de (4), chega-se a uma contradição com 
(4), o que, enfim, mostra que é absurdo supor o 19 membro de 
(2) maior que o 29, ficando, pois demonstrado o teorema.

Uma consequência imediata do teorema acima 4 o se -
guinte

COROLÁRIO,- Se (A^ ) e (By) são duas sequências cie conjuntos- 
de JQ , 03 Ajj interiprmente disjuntos, assim 
como os B

.

-i
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Ub» »UAV =
9

tem-se:

= m(Bj| ) •L m(A^>J 
* y=<-

Medida para os conjuntos de .

4.- SeJa ura conjunto qualquer, pertencente a 3 e 
que, portanto, pode escrever-se:

o o A com A OA = p, r s= {J ^
p

J0 lf 2-, onde • • • *

r £ s .

Pondo, então,

) = 21 ra(Av ) , (1)
V

fica, dêste modo, construída a função de conjunto, U. , 
nida na -lasse jf , e tomando os valores em

defi- 
R . Em virtude+

do corolário do teorema III do ntfmero precedente, vemos que
JJLiiA.) não depende dos conjuntos A^ de , lnterlormeja 

te disjuntos, cuja reunião é sJt ; portanto, a cadacíí^cor -
jX{Jt ). Por outro lado, 

fliJí) = ra(c/£ ), o que mos- 
à elasso tf ,.

e?ponde, pala (1), um tfolco valor 
, temos, pela (l),

jji efetivamente, um prolongamento de m
sa
tra que

OBSERVAÇÃO. - Da definição de fX. e do teorema III do nÇ anteri
JÍC, «0 f iAt 3G , tem-seor, segue—se que : so

p.ltA ) é JJ-K S } .
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Os teoremas seguintes resumem as principais propri£ 
dades da função :

TEOREMA I. A função fX é ^enumeravelmente aditiva”, isto éa 
se ( ) é uma sequência qualquer de conjuntos
de 7 , disjuntos,tem-se: «c

De fato, se () for uma sequência finita ( t) = 1, 
p) poremos (sòmente para a demonstração) , \

v' = P+l $ P + 2,............. Como, então,
• • •» • •

co
Ji, - LJ

' r=l
€ Je tP B 1, 2, 3,AV r » r• • « 9

s ns = $ para ( tf^r') £ (^,r), dispondo ose
numa dniea sequência teremos

2?r
/ A yr

co

b? = O ^ 
>'=1 *

e, pois, por definição,

(2)

mas o segundo membro de (2) 6 uma série simples associada á s£ 
rie dupía do têrmos não negativos, £ A ) j portanto, sua
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soma é igual à soma por linhas da referida série dupla, ou S£
Ja:

!

o que, em virtude de (2), demonstra o teorema.

- «^) é uma sequência infinita de conjuntosTEOREMA II .
de 3 t monotonlca não decrescente (isto é,

), tem-se

De fato, como

qualquer que seja i> , resulta, para todo £ 1 (observação
anterior);

donde se conclui que o 19 membro de (3) não é inferior ao 29 
Por outro lado, para cada $ ,

JoA # 4tf rA
Vrr
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( y) = 1, 2, 3, 
) numa sequência dnica, (B^), e pondo

1 r ■ 1, 2,3escrevendo, entSo, os A f • •• • •y)v
• •

4= < CBi)n (Cv°
1>>1, vemos que os Q$ (l>= 1, 2, 3, . ) pertencem a e 

sSo disjuntos, o que (teor, anterior) permite escrever

Bx = B1 • • • o

(4)

Designando-se, agora, por s ^ o primeiro índice tal que

3 dr

vem:

1^8) 4 imJ
r=l v

) ,

41
donde, passando-se ambos os membros ao limite para )} -*> oo , e a- 
plicando-se depois, a igualdade (4), resulta

i ■ (S*J (5)<1 1 i m
)) -£» OO

. Levando-se em conta que

e 1 i m U( Jí ) <
oo ' si> ?

1 i m
í) oo
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conelu-se, em virtude de (5), que o primeiro membro de (3) não 
é superior ao segundo; como Já mostramos que êste não supera a 
quele, segue-se o teorema.?•

TEOREMA III. Sc jC f <3 £ 3 , tem-se:

JUiiM + /*(») = JJLioí U X ) + /í(^5).

(6)
Com eleito»

00no

V * - U By • Av B*e J-- w ■jj =1

assim como os , interiormente disjuntos. Pondo-se ex*os ,
tão,

e. ■zr Ub ,B1U^Ar. sJ- Axi/ r

vem;

jU-< ^r> “/*< ír) =

= ,u(írA^r) + ^ ;

ortanto,

/*■> -Ç> + -M €r) - ^ru £pj ♦ ju á n £j. (7 í

formam uma sequência monotônica não descrescerste. *>
/f , e levando-se em conta que w r

Como os 
mesmo acontecendo com os

Q<-u. CH -xZl ' r*l
# . Q (£0 t: fuk

1-1
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3
s ainda*

oo „ ^O (trn tr)
1*5=1

oo)resulta* do teorema II, passando-se ao limite (para r 
ambos os membros de (Y)© a igualdade (6), como se queria pr£ 
var.

Ut3 Ju TMedida para os conjuntos de
/

5." Antes de prolongarmos a função jx. ao conjunto 
7o7, de partes do Rn, vamos definir uma medida para os
conjuntos de (Classe dual de ‘J”). Seja então, ' ,
conjunto de que suporemos, Inicialmente, limitado, e,poj:
tanto, contido num intervalo limitado I, do Rn. 0 conjunto *4' 
é o complementar de ura certo i pondo* então* por defini
ção,

um * -

)\{oC) - /MI) - /t(/ni),

vemos que o ndraero real \lA) depende exolusivamente deiA! 
e não do intervalo I (limitado) que o contém* pois se J é um 
outro intervalo nessas condições, temos, por ser

i = d n £j) u d f\ Jj e (i n £j)r>(i n j) = ,o :

)jl(i) -}JUXr\i) = -jX(Ur\ir\^j) -

- juUm r\ j) f
ou, levando em conta que

1
.

S j •
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/MD - fMiXrs i) = jji(i A J) - jUA* I/NJ):

se, nessa igualdade, trocarmos, entre e J, o 29 membro, e
portanto, o 19, não muda, resuxuando, assim, o que queriafmos 
provar. Se, ainda j!r\ J*' , teremos = /LC(yC),
pois, aendo <Á% e I ura intervalo (limita­
do) contendo <✓£', vem:

JÚÍI^^! + JjiiJl') =^L(I),

donde

JJUkA’) = /MU - JJL{ JL ) a /A^ ) #I n

Supondo, agora, que JL « não seja limitado, e tomando 
sequência (I^ ) de , poremos, por definição:uma

(iX') - lira fjLx(Z^r\jt) (1)
* co/H (1)

0 limite que figura no 29 membro da Igualdade-acima, existe,£ 
fetivamente, e s além disso, fÀ.±{%A.') não depende da sequên­
cia (1^ ) de De fato, sendo

/*i ^r\<A),A- 1 1 m 
jl—* oo

dado arbitrariamente o n9 real ./^^^.«podeinos determinar um 
índice p para o qual /C, Up(\ *A') > y\2 ; e como distância

da or.tg«m do ao contôrno de Intende para oo, existe um fij 
dlce q, superior a p, a partir do qual I T> Ipf e* portanto, 
para todo ^^q,

" Se J» Já vimos que (l^/O^) = /J-ÍX^ H À).(1)
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/X1(IV f> J!) > A.1 ,

resultando, pois, a primeira parte da nossa afirmação. Por 7
outro lado, sendo. (J^ ) outra sequência de cf&, é possivel
determinar uma sequência parcial (J ) de (J_) ), tal que / .. Py v
I^C J , = IV 2» 3# assim como uma subsequência
(I ), de (1^), para a quaí J,) C-Is , í) = 1, 2, 3,
seguindo-se, portanto, a segunda parte da nossa afirmação.

• •
• • •

Se 7n 7\ tomando os 1^ de modo que 1^ C I?C 
CZ Ij C_ .... ( o que sempre podemos fazer, em virtudo da 

observação de ha pouco), vem (n9 4 teor. II):

co
H-KoL') = /L( U » lim lUl^uC) =

1^=1 > 00

A^(i9oÁ\ = u (of) *= 1 i m
l) —?• CD

Portanto, era qualquer caso, se c/£r<& Jo Jf, tem-se (</£') *

Observação.- A igualdade (l) vale também no caso em que dj é 
limitado, pois, em tal ca>o, a partir de um certo 
índice, tem-se

o j:. oc1» , donde lim 
l) —3> 00

Podemos, agora, prolongar a função )Xà classe Ju7/ 
truindo uma nova função de conjunto, definida

R+ , da seguinte maneira:

con&
em Ju J~f ,com

os valores em
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Se7

ZéT
y. ( í ), se 

), seíyyi)- i

Procedendo como anteriormente, vamos adotar c mesmo -
para designar o prolongamentocirabolo em 

que acabamos de definir.
Quando consideramos a função JJL aplicada aos conjuntos 

de 7 » podemos, é claro, lançar mão dos teoremas I, II, e
III do n? 4, sempre que o desejarmos; restringindo-nos, ao íjq 
vás, à classe y1, há os segiUntes teoremas que serão utiliza 
dos mais adiaie:

logar de

XJ3'<r,

y<X) + /uH&) =- + jji(J2nJ$).- (a)

TEOREMA IIIj. Se tem-se;

Com efeito, se o£ ' eJ3 forem limitados, ambos oonti- 
sendo J3 os 

teremos:
conjuntos de Jdos no intervalo limitado I, 

tais que I JL • cX'

+juí JJ') =, 2^l(i) - [^U^ÍOx) - fjL( 'O n U] , 

fjU^off) „ ^.cr.) - y(Jin J3f\i) ,

ju.<D - y(i (UuBjj ,

d.ndo, aplicando-se c teorema III do n</ 4 para os conjuntos 
yí Hl e J? I# resulta (2) «

No caso gorai «3* limitados ou nSo), basta pvs-
3ar ao limite, para }>-,•> co , aiubos os membros da igualdade

) + yLu i„ ) =y(i^'u 3W,, 

+ ju.( kA'r\ ) ,

)+
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) é uma sequência de .onde (I P

.... são p conjuntos de J\ disjuni C
TEOREMA li

tos, tem-se ;

r-v
'

ZL /xt<~ÁT) = jx(<d.T
r=l r

(3)
r=l

De fato, aplicando a fdrmula (2) do teorema anterioi 
aos dois primeiros conjuntos <A-! e <y/7, temos, por ser 

= * , 1 2

fl(^) + = jJ, (iÀ‘LU l

e a igualdade (3) pode estabelecer-se então, por recorrência.
0 teorema que daremos agora, e que envolve conjuntos 

de 7 e J1 , nos.permite assegurar, como veremos mais adiante, 
que a tribo yK a que nos referimos no nS 1, contém, efetiva- 
mente, a classe E o seguinte:

TEOREMA III . Se é um_ _____ conjunto de J ,de medida finita,
do £ > 0 arbitrário, existeum %A’ d «Ã.’cj(r
tal que

da-

JA{U)-JX(d'} 4 £ ;

e se Ç > com JX. ( £) ) < oo , existe um Rd ,
tal que

'

JXi 3) - /U 3') < £

Com efeito, com um reciocfnio semelhante ao empregado 
na demonstração do teorema III do n9 3, podemos determinar um 
conjunto fechado {igual à reunião finita de intervalos fe 
chados), contido em lAj , e cuja medida seja árbitràriamente

.1
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jÀ.c A).
Consideremos, agora, o ccnjunto 36 *J9 e suporíamos, 

prineireaenfce* que B C. I, onde I é ura lnter7alo limitado do 
si^i tesos, poíse por ueiiniqão:

próxina de

= JUL(I) jUin£9l.

3j6 J, Bjd^^^tal que

=u

Tonando-se então, o conjunto

^(«[3') ■ )iLí S',Kí .

c leyando-sees conta que, sendo

3\ ^2y .8^7, /M B^) = fiu) -fi(iníj),tem-se

resulta:

jA íx - pl( 8') = JJLím £ 3) - JM 

xn 8 •

5

..uegue-se o teorema.como

.Suponhamos, .Agora, que .33' n3c* se.ja, necessariamente, limitado, e 
'Miemos a sequG.noia (1^ ) de *f& . Pondo,

#1 - V ' CV'’1 ../* fo.jJOi, ,i>i,

veraos que os ^ A* pertencem a 7* » s5o disjuntos e limita­
do,'i, .ior.i* , pelo teorema T* f I

D
a^na') - ^iipAB\

\>=i
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qualquer que seja p ^ 1, e, pois, passando ao limite, para
P oo,

oo
L fJL( &') = jx( 31) (4);
tf=i

conjunto 3 0',mas, para cada tf £ 1, existe um 
tal que

£n V) < 21>+1

donde, por ser

L >,
oo

/•‘■(UX)
=1 0=1

e verificar-se (4)5 resulta:

oo co
lu\JX)-LH$)$ Ji 

0=1 0=2 - 4!£
2 tf KL

como a reunião que figura no 19 membro é um conjunto ecja
tém JB » o teorema fica completamente demonstrado.

V»

--000OOO000--

-■1
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* - mmLmjãmm
1.- Dado o conjunto E ^ Rns designemos por <s • ,r*.s
.pexs timamente, a classe dos eonju&lós 7 tala que «X^2 g 

JJL í iX ) < .4 ao# e a dos <X*£ 7 tais que X*CE„ Supondo s

i7^ ís5 já o ãiréfflos que E £ nensura-ei seguido Lebcsgae»
x> '

simplvivTnente„ aenauraveJ -Lebesgue {abreviadaraenfces men^usrave-r- 
■-!•)•. nc restrito., se

.»
* o »j o

cu

/
/l Xj a ( jt) d 5Inf * « 5s u p

XVI’Xê7.£
e o ^alor comum dos dois raerafcros da igualdade acima é a medida 

Lcfcgygac, ou eejas I- mo d ida do £,

Da definição acima resulta que se E^ e E sSo mensura- 
Vviia-Is hg sentido rosfcrito* S,Ç E^a L-medida de 
a do Er;C Por c^tro ladc*ç se

% não supera

i
£ fi 3iJ 1’ < + oo ,

híãV.íc E 5 ttsa&úpsrfèl -L »;o contido restrito* s £ME) -1 a eua 
I .-.vidida. Isto decorra da definição acima e do teorema III do 

vSào pard^r* £«- OAt-i-ioic
vivv.o&, piwisorjaraesrite. por o L-medida

do v.ju .v o 6, mesura* el-i» x»c seni-ído restrito.

o

• •
S<*r& 5 -

.-_5•" tfiaaafl>va»/oigrfIi no sentido restriCo ,•Lv-vMi,' S.iJ ?■; ►> fc(

:;o-;uo xcostiiC.e co>n os conjuntos E., ij E7. <? S^fiE^
- 'viidí.v

JÀlS^: «ptfSjU S,.} + J..UÍE., A Bk>.p.lEli tr)•s

E« .v-íí-Oj exiftteà os conjuntos
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JÍ€3 e ^7’3 J3eJ fp
E E2 E E21-1

tais que

jjLÍ^ ) “ JÀ.( JC ) < £ , JJL(^) “ jul ( < £- *

dondef adicionando-se membro a membro & aplicando^so os teore­
ma .a III c III» dos a$£ 4 •*» 5 » respecti7amentep vem;

í^lC^uB' - jul<u£'u $')]+[ jjLí.UnH) j s

como as diferenças entre colchetes são não negativas, cada uma 
delas ^ menor que 2 £ *donde, notando que

e J.'0 B'í^í u .B , -B’ i

pertencem, rospeotivamençe, a

7x e r1 h u 2, •• 1Bin E, í; a e -•

segue-se que os eoi .Ju.itc-3 R, vj R 
»o sentido restrito, Ponâr< 'ãgova«

-• R A S-, .•í»-jSi«i.-va7'ij r*-i;
i 1

•* í

y.'' JL ! ■ p.OS.1 +JA.IJÍ ■ íL- k ) < r e ,oc =í
! t V

P - - y.i&. y H.) < ? S- ,!

tf - jJLi.J.nb; - fx iExn ii,) < 2 é I

1 ‘



•> A?'.

resultas
tfU c%, * por < bZ t 

-X*X - 1/Z.CH^} +jl(E2; -pS^USg; -pL{S,ns )k2' =

f < Ô € 9

resultando, da aribitrariôdado de £ , .«. içuãldade .\2K

2«- X‘-?nsdida ix?píi,%~... ?«Ja S uai sub-ccníynfco do R*\ 3* 
•vrli-mr* m sequência (a ? > de S& tal que os fcon.juntos X^OS,

todos, mensurareis-L, no sentido res*- 
"••■•** -*odtresos* 3iapie'sao^te, que £ d s^suraTe:».---!;, * que e
?* « *9 2, .33 >•07

l i rn JjLd^n E) e 
V> —> eo

(1)

'•••••': Vvdu set» finito ou &ao? íaas <B.~iofeô cezt-saiené (basta raoiocl 
:•' i' o.:,c> r<o a* 5 * 29}s é a ?.-:oeti3 :U. da 2, Tfcriíica-se, entâõ*
*3U?ã .

Á)o‘i« E 6 iraBsuravcl-L,, s ) »? uaa se^fiênolA qualquer1 de 
1 ^^jug.tos» (Y£ c-Zo, tedo.s flessura^ela-Ii, nc sentido 

•-• estrito» e o Umir.e (l) é se-ftpre. o a^sao, isto ér a L-rediãa 
doposde os oeqa3;acjL_ã } escolhida eia- . 

i>« taro* •«?*■ {l^j > v vrr; sequência d/ % 
ca s&o, todos, 2 ,̂.stmyel&'*I* :^ó Osr.tide restrito* é

• Jsusra sequência -quelquex ó« 3S
•J o ■••••. -çj tal que ,fv ^ :• pelo ttecj^wca 'precedente e

■-•■-• i^ro :í.e qv.t; 'isi.iio «ioí jisatc- d?» «ie **&&» visai tc, »í àes>
-Y■ : -V *io sçr.tido rs&i?rito., o priaeiro K&eubrc- d;, igualdade.

do E não
p»:*;: a qual es

.jiisás* para. catiu

V- ur/> £/ r- Vv. A s

•v. ■:,rs *<?!-& su* siratico restrito* e :poerôa&tq o segundo &*?&&
•*:u: j :-. que i.*#* ^ , Vera o resto0 batvio. ■ráf-ict? rs>.y c-^c ?<•. ..
tc •• --Vo
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(a?) . jSe E é mensurável-L no sentido restrito, pod& 
se afirmar que E é, também mensurável-L, e a sua L-medlda coa 
siderada como o limitfr (l) coincide com a expressa pelo valor 
comum ds membros da igualdade (l) do n9 precedente.

Com efeito, sendo (I^)uma sequência de %e tomando 
conjuntos \A. e ^'degfg e , reapeotivamente,

j

-se os

de modo que

jX(Jl) - JJL (< £ (2)\ 9

\
onde 6 um numere real positivo arbitrário, e levando-se om 
conta que, para cada $ ,

vem, pasãando-se ao limite, para \> —> oo:
\v;

JUL (JL) £ 1 i m jx uv n e) ^ jue) ^ jx ( l/í; "}•
r; ' ■ â

*• •
;

0 —> oo

§§
então, em virtude de (2), segue-se que •v

í

I■ jd(E) = 1 i m Jx(I^nE) , 
f->oo

como queríamos provar. *

(aj - Se então E d mensurável-L£<*>•
-j

De fato, pelo que observamos no n9 anterior, temos:

e a L- Jè-medida de coincide cora

1pLd^flE) = p.(I^OE),

dnnde, passando ao limite para V segue-se (a^J.«>,
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OBSERVAÇÃO. Vê-se facilmente que se E^ t s2.o mensurarei s- 
-L, e Cl então a L- niedida de não supe­

ra a de E o
2

3.- L-medlda no Rn „ Designemos por 7a ciasse dos co*i 
Juntos mensuráveis L „ contidos no R11, e seja a função de 
conjunto definida em J*p com os valores em R+ cujo valor/^(E) 
para ».» conjunto E é a L-medlda de S. Pelo que observamos, há
pouco.

?

€ JuTU, <B) / - juush se E ;

entSo y~{j ep efetivamente, um prolongamento d<s fX} e para sim­
plicidade nas notações vamos designar a frunção /J. (L-mmdida

, tendo porém, presente que 
se considera definida era J .

sôbre j* } polc mesmo símbolo jJl 
de agora cm diante a função

MOTA:- Daqui por* cUante , salvo quando houver possibilidade - 
de confusão,'diremos, simplesmente, que um conjunto 
é ^ensuravel quandv. Çle for mensurável-L, e, á sua L- 
medida diremos, apenas, medida.

Teoremas sObre conjuntos msmuraveis
c= rr = =: — n: — —

4 0.*rsmoSp agora, alguns teoremas afibre 
< ■'v mensurávell-j começando por generalizar o teorexa do numero 
o-.te-prsceàente. Assira,

os conJun­

co» juntosTísOREMA J S- i.. e Tí„'n2o mensuráveis,
— .1 c ' ' " ■'■ ■

e E Afi- 1 2

os

são, também Pisnauraveis r - g

• jXiZJ
i " ^

« lA-v-E.. VJ -iy) *}• jx ÍSX a *3). «: 1 :•
/

Com efeito, sondo (I , ) uri» sequência -s 7o, •-OÍ.1" •'
y
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^ (*U »;■> ev:v

i^r»E,-nu9 ok i^nÊ.PvE: ’

- aa civ-'.iniqilv do nv antoriox se- 
iíu xei■ :\i? =ve * :•; aiém 33 sso,

•,a-:i-t

••.<i.ãc„ao occrema d**» r> 
iUc-ie £■■» í< • . ai ; E.

virtude ao do i- - ri, poâ '• '- • s p-or.

. 1bp rwz.v e/* **s •

C^AEaOE;]‘

uoude* p&fcsarác-s* ao iludi o para *> —f> x. > i - soiva (1) #

- Sfe os coii.VanLos S ? . . . r E f.-io ner. surgíeis, a r*£ 
aniTo Ej .E é tambérn um conjunto me asa- 
ravel, e

COROLÁRIO,

P

(2)ilk^u *. uy ^ + •• : /AiEp) »
,p; v£c disjuntor; _an (2) vsri.'*2LE< (i s 2»

íica-se a igualdade (Rfeocri Suei a õbv o p),
c, aiAãòr

TECREtik IX . So (E.^ ) o ''uma o.aquC:=cia qualquer dfe cornuft-.o-v 
m^asuiavais, di$ Juntos > -a sua rounl8o E, tam­
bém, mer.suravf?! •J-

£>«* (£).v ;*.
y.

I- amons trl q 5o: - (15 claro qu P* raaeaonstraçao, pocUmjc 
çèraprc que a .e.quOr.i ia (E^ ) seja infinita* 

pois basta^no caso cor.trário» tomar E^ - J& a partir de um

. POV■=»



................... : ' .
l?G 1?

«*nve: v_ o >'* «.aior ct* f 
'-.riSo seja um cor.Ju..;tc j Xíi! :

Dado.
íorair.a? p-.r rada t> . ut»

poúvy.,£'/ ' ... • ' /r.*-r>: à c-.lir-ir. adc
- 7'.(jíp £ .J ** .* * I;V

j(yC T< V =• .. C .

,ii' 4'. < £LjL-X’ -/*--v< -A
r > \ú/JÇâC, • -••' rí; '■. .- - L .1J »'

PcV * ^
ZL ^ “V £ ■;<£

V
•=1-V - iv» j

(5)

Feudo-tí
!

' 00«TO
! /S * £ • 3y )

‘ )) -1

Ç1 í yJL.) > e/* »cC' 4-
>> -1

t
o-:.c o

/"CU ‘A’
<V) ~ i

: - F =h I »CL ;

fi1 3o òi • uriro?)j vê-se, p13 33 d es iguaIdades ( V),
fl-°c'£.í > 

t . CC. /3 (X,'. J-a;

{pí. 03
qw- oc’í cC < ^ cc t e :»3.<ím disso, 
dcráf», fd -/írtude úz : ro: iraeleci'. i-

,os para p 3iu: rient-í^eivi-e grande

P
te -«c'< £
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segue-se que

(4)

<
dondefpor serem respeetivamenfce de e 3g 
figuram nessa desigualdade, conclui-se qu E 2 mensurável0 Lg. 
vando em conta que jjiE] está compreendido entre as duas me­
didas que ficuram no primeiro membro de (4)9 ©, portanto,en~ 
tre cC e oc." £? resulta, da arbitrariedade de £ ^ 0?

as reuniões que

00

t *<■„>~ oc - -■
v)=l

Suponhamos, agora, que E não seja, neoessáriamente, 
limitado, Sendo, enfío, (T^ } uma sequência dc^5 e atendend 
a quo, para cada ?> , os conjuntos limitados

2, 5,
pouco, que 1^, C\ E é mensurável (no sentido restrito) j âomo j) 
é qualquer9 o conjunto E, d, por definição mensurável,. Por o.u
tro lado, tc-^-so, para cada ,

, V«
são mensuráveis, segue-so5 pelo que provamos háo o • 9

- 21 ul<v ,
' r»l

lldvn2)

dondet passando-se ao limite, para p oo.

oo
U!E) * r /A.USr) (?)$

r=l

e cojao, para cada s„ ce verifica,» qualquer que sôja p =•• rr 2,
3, -•• • • * 5

s s)= Z
r=l

> /*.(U
r=l

jAÍ^nE) JVASr
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(Grol. do teor. anterior), tem-se, passando-se ao limite para 
>> -*• a> :

/

*

s
(E) >, £ ^ V*/*■

r«=--l
qualquer que seja s=> J, 2, 3, 
desigualdade

S portanto verifica-se a• • • •

qus, comparada com (5), estabelece o teorema.

E) £ r>

TEOREMA 111 c- Se e_ E2 sao mensuráveis e d , então 

E-. n é mensurável; e se ^/.(Ej) <

tem-se '

^(E2^tEl> - /«E2> “ ^(El> •
Para demonstra-lo verifiquemos, primeiramente o se - 

guinte; se I é um intervalo limitado contendo o conjunto mes 
suravel, E, então I A j^E é mensuravel~~ê

+ oo ,

(6)

I

jjl( i n fa) = jm(d - yx(E)
De fato, dado, arbitrariamente o numero real £ > 0,e-

i^í'€ Í71 tais quexistem os conjuntos ^ e

!
fJLlJ) - |A(/XÍ ,

I., Portanto,ondo podemc supor, sempre,&

[^.(D -yuL(v/;)] - [Jj.il) - y>i^) ]<í (7)s
R

1
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demos substituire em (7)p*8£ diferenças eafere colchetes res? 
pec-Vivamente por jMsnÇjftô 
que IA [e ^ mensurável. Tos1 outro lado® ainda pelo .teorema

doadfe so de&us
c-

II 0

f-lh n (V) » jÀttS - JXíB),unj^l + j«s> « !*.(«.
como queríamos provas?»

So ja® agora® (X%x ) ima sequência de 0 Gomo o oqb

<rdonde

junto

-V n (E2 n tEI} - n e?<o [ipn[c2„ n *.>]
E2^CE!ê' mensurável® qualquer que seja j) * eegue-se que 

é xEensuravel® B se < 4 .«* te»-8e

psa n()v :i t a u [i n íe2 n t^)] -
V -o (£ '

ti:

lAUy r\ S?Í - 1 5. a
V —a <»

*= 2.Is
>) CO

«• U (KgJ ^ /**V "•
íi-eando® peia® demonstrado c- teoreoo XXX 0

aeastge.velB fraftfc&i e é’„0GHti.'fe:c3 &e £ r" j

[e ••- e B32 £ mensurável.Se fafce :

i Se_ (E ^ ; é uga segaSa-oia qoalqv:-. ;-• .n;... . ■•;:•
;*’ena:írawis# -:s co;;.jts$tos

a», r*

i.



i

“93 “

P a E y■ V E»*E

sSOp também, mensurávels, e?
(8)(E); f*T TDemonst*. çSo. Pondo

i
t Vi>n -»CEi,ni í( EE 'H * Ei » r c o o o

1, podemos 3firmar, por aerein, os E^ , mensuráveis e dis 
E «Ei é mensurável , * ainda

V V

“ £* M-(IV 3
V J

Juntos (teor. II), que

Jjiír, - jx (U *y,

como, para cada v> p

t

Ey.c y.(poisJ*-"V í
sogue-ae a de igualdade (8),

Provemos, agora, que a interaecqao F 6 mensurável. De 
£e^ d mensurável, qualquer que -sej.. >) (cfcrol* dofato, como 

teor, anterior), então

,j Ç' ev "u < c *tf 3 íi
•*’ /• :<zuiav<i'J „ 0 teorema fiea, pois, complefcameate demonstra®
do.

0-, teorom-.. U, XIX « X9, que acabaMO* de demonstras4, nea pev 
inHom confirmar ■; q»K* jí foi dito no iníoio dc segando pará­
grafo díL-it* capítulo, i.-. to 4i

:• - J d-sr. • ou iuv>tc-c; mer^noaveis-L 0* uma crlbo per^
rol ta *$bre c R" $
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•2$) A L~meaida jX atbre T 
«f

39) Se sj 1Le2 pertencem & J t E, C. \ , ^A(E } < 
te^.-se ’

« enumer-avelmente adi friva §

+ oc,

|XÍE, O ÇB2> - (E3 ) " f^ÍE?} .

Por outro lado, oemo tpdcs os conjuntos abertos do 
F- pertencem à tribo J~ t sogue-ue que esta contém a tribo 
do Borel sôbre o lP0

5a“ DefinlqSo de conjunta mensura vc-l-L {no sentido 
restrito) por meio dos conjuntos abertos e dos fechado^

Comò o raciocínio empregado na demonstraç&o do too- 
rema III dc n9 3 & 29, dado xim conjunto qualquer l/L é J° de 
medida finita, podemos, sempre, construir um conjunto aberto 
*0* , contendo JC0 de modo que

jJLíA») ~ jjLi, JL ) < t ,

onde £ <? um odacro positivo arbitrário* Por outro lado, - 
JL* •' u» conjunto qualquer de T\ dc- medida finita, é p*' • 
Pi vai determinar um fechado F, oontiãc em *y£f , de maaeir;:
que

U(J*) - JM F } < g

<>€ limitado ,Com efeito, supondo, primeirâraente, 
contido no .intervalo fechado I, existe um aberto
j-í-íJ) xn CA', 

éypis’-^) - pL(ir*. Ç,>4* > = fx(J') -

tal quo.

5
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como If\ÇxL é fechado e está contido em «Xl segue-se a nossa 
afirmaçao. Je JC não for limitado podemos tomar um IntervaloI
fechado I de modo que

/juU!) - jjLdn JL') <

e um conjunto fechado F, contido em 1C\JL§ tal que

i
y. (in jC) - jUL(p) < -|-

jjl(u4‘) - p) <£ .

■!

donde

Gomo as classes 7 e conteem, respectivamente,to­
dos os abertos e todos os fechados do Rn, segue-se, do que o& 
servaraos ha pouco, que se existir um conjunto aberto, de medi 
da finita, contendo E, éste será mensurável-L (no sentido re.g 
trito) quando e sòmente quando o extremo inferior do conjunto 
das medidas dos abertos que conteem E coincidir com o extremo 
superior do conjunto das meuldas .dos fechados contidos eir E ; 
e o valor comum dês se s extremos será, entaò, a L-medida de B.

j
í

••
Essa condição pode, pois, servir de deCIniçSo de con­

junto mensuravel-L (no sentido restrito).

-—oooOOOooo—

■

/
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