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I N T R O D U Ç l O 

A finalidade desta tese~ o estudo dos funcionais ana 

lÍticos n-lineares, dos funcionais homogêneos que se podem def! 

nir a partir destes e de várias questões dos fundamentos da te~ 

ria dos funcionais anal!ticoso 

A primeira fórmula que exprimia um funcional analiti

co bilinear, sob forma de integral dupla complexa, foi dada pe
+ 

lo prof. Fantappié ([7], pg. 512). Quanto às curvas de integr! 
... , .. # 

çao que aparecem na referida formula, aquela sobre a qual e fe! 

ta a primeira integração é variavel,dependendo da segunda var! 

aval de integração. 
+ 

Em (2, §2, I) + damos uma caracterização dos abertos 
. , 

do produto de um espaço topologico por outro compacto e utili-

zamos o teorema (3, §5, I) para associar biunívocamente, a cada 

conjunto n-linear do produto de n espaços funcionais analÍti

cosi um aberto do produto de n esferas complexas. 

Generalizando e conceito de curva separatriz na esfe

ra complexa, damos no ( 53, I) a definição de n-separatriz qu, 
, 
e o produto cartesiano de n contornos .fixos, ·, convenientemente 

escolhidos. 

•e .. , , . ' omo 8 habito, os numeros entre colchetes referem ... se a biblio·-
grafia. 

+ 
+Para nos referi~ a um teorema desta tese, coloca~emos em pri-
meiro lugar o qumero do teorema depois o do paragrafo e final 
mente o do capí\ulo. Quando nãoghouver ambiguidade, omitiremoã 
alguns destes numeroa 0 

) 

{ 

1 
1 



No ( §2,II) damos a forma integral de um funcional 

analítico 
Ç6 

n~linear, com variedade de integragao igual a uma 
-

n- separatriz, e caracterizamo• as funções que são indicatrizes 

de tuncionai's analíticos n=lineares" 

Achamos importante o estudo dos funcionais anal!t; 

cos n~lineares, pois vários destes aparecem na anál1•• i • 

. ' 
wronskiano de n funções _anal!t1ca1 que $Xprimimos sob · f orma 

de integral e o produto aiaétrico de duas funç@ese 

Quanto ao s funcionais analÍticos homogêneos que se 

podem definir a partir dos funcioriais analíticos n-iineares, a 

sua ~e.f'i nição f'oi apenas esboçada pelo proi"o Omar C~tund~ ([6], 
, 

Achamos, porem mais natural definir tuncional homo -

... ... ' geneo a partir da restriçao de um funcional n=linear a inter -

secgão de seu campo de definição Jtn com a diagonal b n 

do espaç~ _ onde se encontra X n º 

No (§4,I) estudamo s os -campos de definigio dos 

funcionais homogêne~s , e provamos (§4, II) que os mesmos 
.. 

ªªº 
equivalentes (a menos de ua prolongamento) aos de mesmo noae, 

estudados pelos profs. Fantappié, Pellegrino e Haefeli, quando 

definidos em reuniões de regiões linearesº 

O presente trabalho se inicia com as principais de~ 

finiçÕea e teoremas da teoria do espaço funci onal analítico e 

al1umas modificações de teoremas , pela introdução da região li

near vaziaC) 

No (§4.,I) damos uma detin:l.~a'.o mais natural de linha 

analítica e provamos a equivalência desta com a de FcPellegri~ 



no e D oDel P«;squa ( [13] , pg º 15) e Aproveitando um corolário 

do teorema (2, §2 , I) demonstramos a possibilidade de •unirª 

duas funções do espaço funcional anal!tico por uma linha anal{ 

tica conexao Provamos, também, a possibilidade de •unir• duas 

funções de uma vizinhança fundamental , por meio de uma poligo

nal anal!t ica conexa i de três ladoso Por fim ~ demonstramos a 
A # Ot.• 

equivalenoia das definiçoes de eonexao de um conjunto aberto no 

espaço funcional, por poligona.is anal ! t i caa conexas, por arcos 

contínuos e por cadeias de vizinhanças fundamentais. 

A definição de linha analítica adotada pelo profo 

Fantappié (linha F) é mais restritiva que a de FoPellegrino e 

DoDel Pasqua (linha quase anal~tioa), portanto todo funcional 

"hiperanal! tico" isto é anal! tico sÔbre as linhas quase anal! t_! , ·· -· 
, f .. 

cas, sera analitioo sobre as linhas Escrevem então os autci, 

res F.Pellegrino e D.Del Pasqua (([15], pgo58) - ([21] 9 pg.966))s 

n resta da conosoere quali funzionali analitiei sono iperanali

tici"º Demonstramos no e1,II) que todos os funcionais ana1Ít1-

cos são hiperanaliticoso 

Para melhor compreensão deste trabalho, intercalamos 

aqui e acolá definições e teoremas de teoria dos funcionais 

analÍtioose 

Preferimos usar o espaço funcional analítico segundo 

Fantappié ao espaço estudado pelos profse J.Sebastião e Silva 

[20] . e Candido L.de Sil'9a Dias [19] 0 Justificamos isto pelo 

exemplo do produto funcional simétrico dado no (§3,II)~ 

Como na definição de integral múltipla no campo com-
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~ - # plexo, apareoe o jacobiano relativo a representaçao parametri-
# # 

oa da variedade de integraçao, preferimos dar a formula funda-

mental doa funcionais analíticos lineares sob forma de integral 

extendida a um contorno, e não extendida simplesmente a curvas 

de Jordan teohadas e rectiticaveia. 

A maioria dos sÍ■boloa e definições da teoria doa º41!. 

junt6a e da topologia, que adotamos, são de RoBourbaki ([2] e 

[s]) • 

Consignamos aqui os nossos agradeciaentoa à •FondaziA?, 

ne Amerigo Rote11iniq que nos conóedeu uma bolsa de eatudos 

junto ao • Istituto di alta aatematio~ ª de Roaa, onde tive

mos a oportunidade de iniciar o estudo dos funcionais anal!ti-

coa. 

' ·, 
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C A P I ! U L O I --
§1 T O P O L O I I 1 DO E S P i Ç O F U li C I O B A L 

1 1 A L I T I e o 

1 F u D f Õ e s 

P•tipiçã.Ll 

Chama=se função anal!t101 biregular, uaa tun9ão T(t) 

analítica num aberto M da eatera oompleza S • dietint~ de s, 
tal que y(eo) = o 

Se ooeM e :,(Get / o diremos que • 
, 

oo e 1ingular 

para 7(t) o 

Indicaremos com o s!mbolo (7(t),H) uma fungão bi• 

regular; quando nãe houver ambiguidade, .simplesmente por 7(t) 

OU 7e Muitas veses usaremo, os aÍmbolo1 H para indicar • 
7 

oampe de definição de y(t)a • 1
7 

ou I para o conjunto da• 

1ingularidades, isto é 

Dado (y(t) 9K) biregular 9 ae M -.::::,A, diremo• •~• 

7(t) é biregular sÔbre Ao 

Pela detinigão, a ftu1ção nula aÔbr a esfera ooa -

1 - ~ ~ P exa nao • biregular, poie esta definida num aberto ,u• ooi~o! 

de ooa S$ 



e, 6 .., 

2 

~efinição 2 

Dada uma função biregular (y09 M
0
), um conjunto t! 

ehado não vaz io 
(A ,ü) 

~ A e H e um numer ~eal posit ivo a, ohama..,se o 
vi zinhança de indica=se por (A 8 cr ) 7 o conjunte o 

tungoes biregula~es (7,M) ~ ç,:, 

que g;atlB!azem a.a condigoes : 

A ex V t E ~ 

das 

A cada (y 9M) fi ca entao associado UJl sistema de o o 

vizinhanças 1.Y(y ) , que satisfazem às seguintes propriedades o 

( [ 8] ,pg.,23 "' [ 9] Bpgo659 = [ 11] ,pg. 504 "' [6] ,pgo22) o 

1) 

2) dada5 vl e v2 E V(,-º) =;. 3V3 rV"(yo)lv1nv2::::>V3; 

5) dada V EV"(y
0

) e y s V ==;, 3W' EV"(7)I W e= V. 

Dada {y .,M ) e um fechado não vazio A = M , chama.., o o o 

remos vizinhança linear e indicaremos por {A)y , o conjunto o 

das funções biregulares aÔbre Ao 

f claro queU(A,u)y a (! )7
0

• Poremos então 
<r> o o 

(A,oo)y
0 

= (A)y
0

º 

Consideremos o con j unto (j das partes R do con -

junto das funções biregulares que gozam da propriedade s 

3 V e: R 
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_Pode-se verificar ( [17], pgo 60) que {!) define Ullla 

.estrutura topolÓgiea no conjunto d~s funções biregulares o Mui., 

tas vezes usaremos o termo região para indicar um conjunto abet 
+ toº 

O conjunto das funções biregulares, munido desta toP!. 

logia, será chamado es_paço funcional anal!t·1co e será represen

tado pelo s!mbolo fJ. 

3 R e g i Õ e s 

Definifig 3 

1 i n e a r e a 

Chamaese região linear, uma região 

propriedades a 

Re que goza das 

V (71 ,M1 ~ ,(72 ,M2) E Re 

_V (y ,M) ~ Re . , « E TT 

Obatrvação 1 

~ . (yl +72, Ml () M2) t Re 

~ tx.(y 11H) E Rl 

Evidentemente a região vazia de 'J é linear. 

Teorema 1 

t 

Se uma vizinhança (A, cr)7, está contida puma região o 

linear ªe : então tangbem a vizinhança linear (A)70 

, 
gstara 99P.. 

tida em Re ([a], pg. 24, teorol) o 

+Aa vizinhanças, que definimos 11 formam um sistema fundamental 
de vizinhanças abertas. 

t Chama-se s•de (y1 ,M1 )e(72 ,M
2

)a função ouja re•gião de detini 
ção é M1 n M2 e que em oãda -t E R

1 
íl M

2 
tome o valor 71 (t)+t2(t)'; 

Evidentemente supomos H n M2 F li. ,,., 
Chama-se produto de a \rr(corpo complexo) por(7,M} a tungao 

cujo campo de definição é M, e que 'em cá1da t € M toníe o valor 
(X y(t) o 



.. 
Utilizando-se este teorema 9 pode =se demons t rar o 

segui nte teorema fundamental de Fantappi~ ([e] pg o25 ) o 

conjunj;o f~cha_~ A I s n;:Q__];,,4J5..~~º-' .w:J.1.1J.d~fl- .1?....V-.JL.i.!!.:t~.ffi-C Ç..~.Q 

pa.s regiões de definição _das funçÕ.~.it.JLç_ Re g -~--r;i,.Q...4.,ú gue cad~ 

fun~âo _x.,ltl, E ~ i !>J.reruLl_qr _ _ sÔbt,,~ A 9 .1-]e1:_t_~11_ça_-ª R e ~weciprg 

Usand o~se a observação 1 , podemos evit ar a hipóte

se Ref ~ o Com efeito se Re; ~, teremos & 

n M 
yfRe y 

s 

que é fechadoo Rec i procaraente, como não existem em j funções 

biregulares sÔbre s, o conj unto das funções biregulares sÔbre 
, 

Se vazio o 

, 
Fica então generali zad o o teorema do profo Fantappie 

com o 

I...~.orema 2 

~ cada região line~ " Re.!t.J2.ossivel ass ociar um Ç.2.!= 

junt,u3ch ad.,2 A não ''l.!!.~Jo, definido pela inte~ç__ç_~p das_r~ 0 

giÕes de definição das funçõ~s_c:!J! Re, de modo ~ue -~~§a t!~n.~ê':.O. 
ri t) de ~ , biregular sÔbr~ A , ~ ;-j;__eE..,ç_~ Re.~..!ª~·E!.0~~:..~0 

Indicaremos, de agora em diante, uma r egiio linear 

pelo simbolo (A) 0 

4 I n t e r s e e ç ã o ~-
d e r e g i ~ e e 1 i n e a r a ~ 

GoAruffo e De Gallarat i ([1] ,pg6) demonstraram um 
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teorema sÔbre intersecção de regiões lineareà, sob a hipótese 

que esta não seja vaziá. Usando a observação l, podemos demo~ 

strar o teorema mais geral 1 

Teorema 5 

Para que a intersecção jQ.,{Aj) 
... 

seja uma regiao 11-
, # , u 

near e condiçao necessaria e suficiente que je~j seja fecha-

dat: J i </.> . 

Provemos que se 
, 

sera e 

' _reciproc~mente. 

Com efeito, seja i 

I) 

1) jÇ1(Aj) :::::, (A), e teremos, 

(Aj) ~ - (A) V je.J 

Aj e A V j!J 

2) u jeJ Aj e A 

, ... 
Percorrendo o caminho contrario, vemos que a relaçao 

2) tem como consequ;ncia -1) .• 

II) 

Seja, 

5) j/Jr(Aj) e (A), donde 

V y e· jÇh(Aj) ~ y i (A) 

y E (A) 

V o fechado Ic:Bj, vjEJ~ I cB 



donde 

4) u i -jlJ . j ==> A 

. , 
Pe~corr•~do o oam~nho contrario, vemos que a rela -.., 

4) tea • S)o ça~ coao oonsequencia 

5 R e U D 1 ã o 4 • -r e g i o e 1 

l i n e a r • a • 

Outro teore•a, demonstrado por Aruffo • Gallarati 

( [1] ,pg.8), importante para a teoria dos operador•• linear•• 
, 
• o seguinte a 

'l'eoreaa i 
Para que uma reupiãO de regiões 11near11 3½,CAJ) 

j 1- /1 N , ª'ªuma res ªºlinear,• oopdicao neeessaria e aut101e1t• 9M 
/J 1

3 r - , que qualquer aberto a 9»• contém /J A3 

contenha algum .13 (JiJ). 

Daremo• a -seguir uma oondigão suficiente para ClUI 

• 3t,JJ'(A3) aeja Ull& região linearº 

· Teorema § 

Para au1 3Y1<.a.3> 1131 uma r11ii2 11n1ar é oud! 
cão 1ut1o1epte au1 53 • [ .a.3] Jr 1 se,1a uma bape de r11tro e 

Seja ':f' o filtro oom base v3. Pela eompac1da4e 

de S , tere•o• ( [ S] 1 pg.81) a 
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Ii) 

Seja · · 

lo.go 

.. 11 -

n -
Af.:FA ; ~ 

n A . , = n Ã :::::, nÃ 
j tJ j jeJ j ' A r.'T 

logo n Aj I - • 
jEJ 

n 

n 

n 

.n 

· n A 
:=,jtJ j 

:::, n 
AHT 

= A 

= Aj 

Ã 

, teremos 

(A E~) 

( j e J) e 

!l :::, Aj (jeJ). Coa efeitos 

Segue~se de · I}e II)e pelo teorema 4, que 

será uma região linear ( n Aj) º 
jsJ 

§ 2 O A 1 A C T E R I Z A Ç 1 O D E A B E R T O S N O 

PR O D u. ·T O D E UM ESPAÇO T 8 P O LÓ -

G r C O POR · OUTRO C 0 .H"P AC TO• 

1) 
Sejam E e F dois conjuntos e H c:E ~ F. Se

jam H(«) • H(t) os cortes de H, segundo ex t B e te l re

spectivamente ( [2] ,pgol7). 

$ão imediatas as proposições a 
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1) Se A M B = H ~ B c::: n H(t) ou Bc::H(t) VteA. 
tEA 

2) íl H(t) 1C A e::: H 
tEA 

Daremos agora um teorema importante para o que se

gueo Em virtude deste poderemos este~der o teorema (2, §1) m 
, -prof o Fantappie aos campos de detiniçao doa funcionais 

rea. 

2 Teorema :i, 

' , 
ço topologico e B conjido no produlg E X F o .fara que H 

~ ... p 

seja aberj;o e .e oandiçao neces saria e suficiente gµe se:lam abet 

,tu n A(t) 
t E-I 

( V I fechado de E) e B fil ( V ex e P') º 

I) - # # A condiçao e neoeaaaria a 

Seja ()°H(t) = j. A condição é evidenteo 
teI 

SejatÍJn(t) , j (I fechado em E) e ,- ar. pert·ell- · 
o .. 

cente # 
2) { ªº 1 

# então a esta. Sera por X Ic:::H. Existira -uma 

familia de vizinhangas [Vt( ex. ) X V(t)] ttI doa pontos de 
o 

{ ao} X I cont!dos em H e cobrindo {ao} X Io Seja a 

familia Cile Tizi_nhançaa [V ( t)] t H que cobrem I. Pela compa

cidade de E, existirá 1 
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D 

U V(\j) ::::, I . 
j •l . 

• 
Teremos então a 

n n n 
4) n vt(ao)x I e: n V ( «o) X Uvctj> 

j•l j j•l tj j=l 

Polido . 

, será por S) • 4) 

e por 1) 

V( a. ) :>< I e: H, 
o 

V(cx
0

) e::: nlt(t) 
ttl 

o que demonstra ' que n H{ t) é aberta. Que H(a.) ( V « E F) 
tEI 

-é aberto, é conhecido ( [s] ,pgo66). 

... , . 

A oondigao e suficiente a 

Se H • ~ 
, 

o teorema e evidenteo 

Seja H I; e (ci ,t ) r H, teremos t eB(a. ). Pela o o o o 

regularidade de E( '[s] ,pg.92), existe uma vizinhan§&. fecha• 

da ·Y(t
0

) ial ~~~ 

V ( t 
O

) e:: H ( «
0

) 

logo {~J 'xv(t
0

) c=H. 

, . . · · ·; Por: 1), teremos a . . . . 

(l ! 
o n H(t) 

t,v(t) 
o 
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p p 

que e aberto por hipotese. Colocando 
# 

•era por 2) . 

· .. ~ V(« ) X V(t
0

) e:: H 
' o 

noe di• H 
# aberto. o que que e 

3 Seja ~ o conjunto 
.. 

das partes abertas nao . va• 

1ias de E+º Podemo• munir este ~ ' de uma topologia analoga a 

do espaço funcional áf ~ Dado M E t o 
fechado e 

contido em H0, chamaremo• vizinhança de M
0 

s 

Este 1istem• de vizinhangas torma um sistema 

fundamental de visinhangaa abertasi define~ portanto, uma t~ 

logia em '&º 

Teorema 2 
Sej~ H ~' contido no produto \opolÓgico de 

~ um · esp.aco compaot9 E po1~ um espaço jtcn1ologico F e Para gue 
p ... # H B seja aberto, e oondioao neoessaria e suficiente que pr1 

e H(«) ( V a: E F) pej,m abertos e a &;Qlicacã2a. ➔H(oc) E <fó 

( ex. E pr1 B) 1ej§ contínua. 

I) "" , ! condiçao e suficienteº 

Evidentemente H ( a) ( V a E prF B ) e prl!l B 
... 

aao aberto■• 

· Seja cx
0 

e prE H º Mostremos que a aplicagão 

~ ~H(«) é contínua ea ~
0

• Seja A teohado, não vazio, con

tido em A( <X
0
). Pelo teorema l , n H( t) • V( «

0
) é aberta. 

t,A 
+ Supomos E regular c 
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Pela relagão 2) será a 

V(Cl) X A e:::: B 
o 

logo por 1), se :#- EV(a
0

) ~ H(a.) => Ao Isto nos dis que 

a aplicação ex ~ H(ct) 

mero) . 

é contínua em ti.. ( ver inicio deste nú-o 

II) "" p A condiçao e suficientes 

ridade de 

Seja ( a
0
,t

0
) E H9 será t

0 
t. H( a.

0
). Pela regul.B:., 

E existirá uma vizinhanga fechada V(t) tal que 1 
o 

V( t
0

) = H( «
0

) • 

Pela continuidade da aplicagão a ➔ H(a.), eziati_ 

rl. V(a
0

) e::: prE H tal que & 

•• 
isto & 

donde segue-se que B 
p 

e aberto. 

1 s ESTUDO DE e O N J U R T O s 1 B B R T o s 

10 PR .O D U T O DO E S P 1 ç o F UI C I O • 

ll 1 L A 1 A L f T I C o POR UH B S P A 0 o 

T O p o L ó G I C o o 

1 ~ 

Sejam El' E2'ººº' ED D espages · topologicos 

(n > 1). Indicaremo■ por g[j] o ~ 

produto topologieo dos espa-

90• dados, na ordem natural, exc~tuado E j ( 1 ~ j e n) º Designa-

remos por x [ ,j] um elemento de E[j] ( 1 .s j ~ n ). 
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Definicão _l 

Sejam os espaços E1 , E2,. º. ,En e um ~bertó 

H = E1 X E2 X •• >< En (produto topolJgioo). Se o corte H(x(j]) 

( V x [j] E E (j]) ( 1 ~ j -ió n) tôr um.a parte prÓpria. de Ej, 
, , . , 

diremos q~e H e :eroprio segundo .Ejº Se H for proprio se -

gundo EJ ( V 1 • j ~ n), diremos que H é totalmep.te próprio, 
" 

Quando os ·espaços forem as esferas complexas 

Sj de varS.~vel tj ( 1 ~j ~n), indicaremos o produto destas, 

na ordem natural, por 

Quando os espa~os forem os espaços g'j de ftu1° 

çÕes biregulares y(tj) (tj = variávet da esfera complexa 

S j) { 1 ~ j -' n), indicaremos o produto dêstes por t n. 

Dado 1 = {11 (t1 ),ooo,7n(tn)) e t n' 
indicare., 

mos por . êJ ou êJ.,. o produto cartesiano das singularidades 

Il, I2 , o o ., I n' respectivamente de Y1, • •" ,Yn=l ,que cha ... 

maremos conjunto das singularidades de Yo Indicaremos o pro= 

Seja lf Q espaço funcional anal! tico e I um 

espaço topol~gioo. Consideremos o espaço topolÓgico · ~X E. 

Seja Jt um conjunto contido em ~XE tal que 7l (x) ( V lt e E) se., 

ja uma região linear de tf. Designá-la .. eaos por (A{x)) 

( A(x) , ' 
e o conjunto fech~do da esfera complexa associado a 

região linear:Jíe(x)). Teremos: 
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a) ~~y,M}+ s~ depende de M, ou de I = ~M o que e 

o mesmo• 

Com efeito, 
( 
~ X : E 

= ;,, X f E 

(A(x}} ~ (y,M) \ = 

A(x} ~·· M ·1 
, . .., , , 

Como na ultima expressao ao intervem M, e claro que 

'~J. (y ,M) só dependerá de M. Poremos então '.~,P(y ,M} = r ·E (M} • 

b) Se {y,M} e (y
01

M
0

) 

r~ por a) 1- (M) -==';tP.(M
0

} • 

teremos 1 

H(x) = B(x) 
·, 

o que e evidente; e 

í ) pertencem a , e 

(B(x) = A(x))p 

( V X é E}' 

H(t) m: J,(S-t) .· ( ' t é: S) 

pois H ( t) = t x l E l B (x) J t ) = } x t E l A( x) e S-t ., = 

= \i (S-t) 

Temos além disto H 
, 

proprio segundo S. 

d) Podemos também obter, ãl(M) a partir dos cortes 

de H • 

Com efeitos 

"1V, (M} • ) XE.E A(x) ,.,_ M 
1 = i X f. E 1 B(x) :;:,, .M t = 

= ~ x ~E t f. [M ~ t t~B (xH = 1 X .~ E 1 t ~. fM = ·;>- X f H ( t )_}. 
' 

Teremos 1 

~ Ml = n t f.[ M H(t} 

•, _(y ,M) 
,, 

~ segundo (y,M} ê ~p e o corte de 
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e) Se o conjunto Jtc~xE f~r aberto, dado {y
0
,x

0
)E "cJ,e, , 

existirá (A) y x V(x ) e 1t. Com efeito existe : o o 

(A,cr)y x V(x )= 1.f,. 
o o · 

Pela propriedade 1) teremos g 

XtV(x) ⇒ 
o 

(A,cr)y e:: (A(x)) 
o 

Pelo t e orema (1,§1) teremos s 

x E. V(x ) ⇒ (A)y o o (A(x)) 

Pela propriedade 1) teremos: 

(A) y x V (x ) e= 1f- . o o 

As propriedades a) e b) foram obtidas por F.Pellegr! 

no e F.Succi, no caso em que E= S (llSI ,pg.12).As propriedades 

c) e d) foram obtidas por F.Pellegrino e D.Del Pasqua, nas hiP2 

teses em que E = S e~ é o campo de definição de um funcional 

analitico misto ([15] ,pg.16 e seg.). 

2 Teorema 1 

Seja~ um conjunto do produto do espaço~ por um es

paço topolÓgico E • .2§. °Ji(x) = (A(x)) V x e E .!1 ~(y,M) rôr aberto 

V {y,M)l ~, ~ 
, 

sera aberto. 
, 

~ ~ . O teorema e evidente se = 

Seja 'dif/~ e (y ,x )é.~- Teremos (y ,M) E,, (A(x )) i 
o o o o o 

portanto M :::> 
o 

A(x ). Cons i deremo s A fechado de modo que 
o 

o 

M = A ==> A = A( x ) • o o o 
o ... 

(yo,Mo) Seja (yo,A) a restriçao de a A, teremos tam -, 
bem 

ê (A(x )) o , 
donde viras 

, , 
que e aberto por hipotese. 



, 
sera 

Se 
r , 

sera 

,. 

':fie (Ky) :::> j{ (i) 

Pela propriedade b)-

Em resumo, y e(A){y
01

M
0

) =>~(H
7

) = d'l'(i) 
, 

isto e, 
(A)y X di cX) e ~ 

e o 

Este teorema foi demonstrado por F~Pellagrino e F. 

Suoci no caso de E= S ([15]~ pgo lB)o Generalizamos o mes~ 

mo para um espaço topolÓgico E, para aplicá-lo aos conjuntos 

n-lineares, o que veremos em seguida. 

Def'ini~ã2 2 

Um conjunto ;}{ e}: satisfaz ' condição a que a n n 

O corte ;;e \j .,.[jJ ~ [j] (1 ~ j ~ n) 
, 

de segundo € e 
n .. 

uma regiao linear de ~j' 
I> 

chamado conjunto sera n"'linear o 

Utilizando o teorema 1 
,. 

deste 
, 

§, veremos que e Pº! 

sÍvel dispensar a hipótese de que · o campo de definição de um 

funcional n•linear seja uma região (como aparece em ((6},§5)), 

poia esta condição é consequência do rato de o campo ser n-11-

near. 

Teorema 2 

um conjunto D"'linear de E n 
""' Demonstraremos o teorema por induçao $ Com efeito ,se 

e, 

ja Jif, 2 e:: ~ 1 X if 2 um conjunto bilinear o Pelo teorema. 1, 
1\./J) , r., " 
~v 2 e uma regiao de L..J 2 º 
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Suponhamos demonstrado que os conjuntos (n ... 1) .. 

lineares d'fn~l e tn=l sejam regi~es dêste espago 9 de•onstra~ 

remos que qualquer conjunto nclinear de 

Seja o espaço 8
1 

x :,[l] 

t · . é uaa regiãoº D . 

hÔmeomorfo a E n e 

O eeu corte segunde 

" e 
j · 

um conjunto (n..-1) ... linear q11e pfla hipotese 
e:, ~ ... 

de indugae e uma reg1ao~ O corte segundo :r(l] € 3(1] . é uaa 

região linear de 81 , l ogo, pelo teoreaa 1, · 

Pelo hÔme~aorti1mo tambéa ';j{!n · será uaa 

3, · é ua região. 
D 

região de E Do 

Um conjunto n-linear., sendo taab~m uma _região, 

será chamado região 1~lipe1ro 

Levando em conta o teorema e) e procedendo-
~ · 

se por indução como no teorema 2, podemos tambem demonstrar 

que a 

Observação · 1 

Se 'Jln é uma região n=linea:r de En, . dado 

(A1 , cr 1) 7, X º º º X (An, crn):rn e: ';Jf, n' também 

( Al) 71 X • • • X (AD) y n e:: ';Jl. D º 

[A] 7 • 

Estamos agora em condições de demon~trar a 8!88 

ralização do teorema (2 9 §1), que permite reduzir o estudo. das 

regiÕes D•lineares de En às regiões t otalmente próprias do 

ea.pago~n' 'mi.ia â~eesÍvele 

Teoreaa 3 
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ciar uma região totalmente prÓpria Hn = 6n formada pela 

reunião das singularidades dos elmentos de1- , de modo que n 

~ y = Hn , será y t ~n ~ reciErocaca> y E'B 
, 

tal ~ e que n 

mente. o 

Seja. H = 

I) * Se <i t H , n 

u 
y é~ n 
existe com s ingularidade~ 

, * so em ex. • 
Com efeito existe com singularidades 

Existirá * oSeja y com singularidades 

, * so em ex 

II) 

, 
oSera 

O conjunto 

* 

* donde y E. ~n o 

é uma região de (S 
n • 

Seja ~ E Hn • Existe um elemento 

gular em ex,* o Existir~ tamb~m [A~ y*=~n + º Seja 

sin-

y f, .E n 
, * * * * com singularidades ao em C( é B :::: B

1 
x B2x •••• xBn 

,t, , 
+ l sera 

, portanto ct ~ H , n donde * B e:: Hn , o que nos diz 
, 
e aberto • 

III) 
... , 

A regiao e totalmente 
, . 

propria no espaço (0 
n 

(Def. 1) º O corte segundo 
, 
e s 

+ 
"Sien 

, , , 
por hipotese e aberto o 

+ Temos [A*] * * * * * * * + y = (Al)yl ~ (A2)Y2~••••t(An)yn e 

* LA; (1 ~jf:: n) Bj = o 
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Hn( :t[j J ) ={ ªJ t Sj 1 (a1 , ••• ,a3,eo•, «n ) f- Hn } (1-.j.;;n) • 

Seja :,e~n coa singularidades só ea 

« = t-1 ,. • • • , a n) t Hn, teremos 7 J t: (A(:, [ J.1)) + , donde 

o:j e B c,lJl) e reclprocamente • Teremos portanto 1 

e pela definição Hn será totalmente própria em·· ~ n • 

IV) 

tais que 

A região 

J c. H • 7 n · 

é formaaa pelo conjunto_ das funções y 

Seja :, • (71 , ••• ,yn) 

Mostremos que 7 :'. 'JI! • Sejam a[jJ 

de modo que J • 11x ••• x I cH ~ 
7 D D 

variavel em 1UJ t e as fun-
D 

y [j] singulare111 só em cc,[,j .J (l~ j <,n) o 
... 

çoea 

Teremosa 

portanto, 

· 1~ I e: H (« L 1 D 

segundo Il.I) • 
, 

Desta ultima teremos s 

:,1 e(A(72, ••• ,7n)) , donde 1 

72 E(.l(:,1,731 • • ,7D)) 

+ 7[j] indica 
ral excepto 

a ~-1)-pla formada por 
7 J (l~ j~n) • 

l I [ j] indica o produto de 

I j ( 1,J lf.;n) • 

1
1

, ••• ,In ( na ordem natural) excepto 
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doade 

e 

. I 2 e B ( yl , y S , º º º , 7 D) 

Y2 e (A(71,Y'3,ººº117n)) 

Continuando assim, faremos desaparecer as funções asaina

ladaa, nas relações do tipo da Última, e obteremo• a 

p 

isto e a 

V) Reclprocamente, demonstremos que se 

mente própria, o conjunte :itn das tungÕes 

:Í e: H é UD&a região n--linear. 
~ 7 D 

Ooqodo 

B e: S' é total
D n 

7 tail 411e 

e jt ,,. [j]) 
D 

(1 ~ j 4 n). 

Teaos a 

Jl>n(7(j]) • [ 7j l d
7 

e:: Hn} 
+ 
s: 

Para provarmos e1ta Última igualdade é suficiente 11t! 

lisar aa relaç;e• 1) e 2) do J 2e 

+J 
. .,. 1 

indica• produto das singularidades das funções de 
e de 7J, na ordem naturalo 
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Pelo teorema (1 ., 12), o oon j1111t o B(7[j)) é t.berto ·

• diferente de s
3

., porque oada H(t[j]) ~ Sj {Bn é to't•~lm•n .. 

te própria por hi pótese). Pelo teorema fundamental (2., §1), 

~(7[jJ) • (A(7[j])) aerá uaa região linear (A(7 (j]) • 

CB (7(j])) • 

Existe , portant o, uaa correspondência biuní voca 

entre regiÕea n• linear ea ;/l,
8

c::. ED e aa r egiÕea pr ópri as 

BD e:: G° n• 

5 Adotaremo a no II oapÍ tulo as seguinte• detini9Õea· a 

Contorno m Chaaa-ae contorne., na eatera coaplexa., ua conjunto 
, 

d• 1111 nUJ1ero finito de eurvaa de Jordan fechadas 1em pon• 
, 

toa ooaune1 oompoataa de um. numero finito de arooa regu~ 

rea. 

Separatris • Chama 0 se aeparatriz entre doie conjuntos fechados 

disjunto• I • .l da eatera comp~exa., ua contorno C 

de ■odo que uma daa partea liaitadaa por C contenha I 

e a ou1ira .l. 

C limitará uma parte aberta da esfera coaplexa que , 

conte• I 
, 

• eatara contida ea 

.l existên~ia de uaa ••paratri• entre dois fechado• 

diajuntoa da ••tera ooaple~• foi demonstrada pelo proto 

Fantappie- ( [a] ,pg. 40) º 

n-1eparatr11. Seja BD aberto ea s1_x, ". x sn e 

d -= I1x ••• xI11 fechado contido-- em llnº Chama 0 ae 

n r separatriz entre êJ e CuD o produt o .· r .ae . c~iit~r 0 
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nos e, e: s
3
_ ;~ (lc;j<n) que liaitaa doainios + Dj que oon"" 

têm Ij (1 e j < n), · d•l• •do que o produto D1 x º º º x D j este• 

ja contido em · B º . n 

Quando BD é ·uma região totalmente própria de <s., 
• 1 • 

a exiatênoia de uma ·n°eeparatri• é facilmente demonatrável,ut! 

lizando o teorema anterior 1 

Sejam Il x •oo x ID e: BD eªª tu~Õ•• 11,··•,Tn 

1ingulare1 em 11 ,.ºº' 1• reapeotiv&J11.ente. Ser• (11 •••• ,y8 )t 

E~- {região n~li~ear correspondente a B ). lzistirl 
• . D 

{~1)11 x ••• x (A.>1n e: 'Xa , e pela priaeira parte 4a 4emens• · 

tra9ão do teorema S), ser• 1 

1) Bl X B2 X º º ~ X Bn e: BD• 

Se CJ 

(A3 • Ca
3
), 

(1, j ~n) tore• sepatri11ea entre Ij • AJ_ 

·21~. • C1n. 

Qbaerya9ão· 2 
Se ,j:ct i11 c:. .B existe B8 tal que I 11 c::Bnc::B .(I 

11' . D 

fechado .t B ab~rto) • 
.r. 

j aut1o1ente substituir na relagão. 1) ac~a, os Bj 
. ·. a ·. 

( 1 < j < n.) por B • n B j • 
. . j•l -

+ 
doaÍnio • aderência de llJll ab,rtoo 
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Como 
... 

consequenoia, dado 1t';Jlnfl 
D n , existe 

(A(;r o) )n e: ;Jf,n, sendo y e (y-oi 1' ,e oQ ,1' )e o o 
Poderemos 

, 
as sepatrizes cj sj tambem tomar e:: 

(l~j ~n) iguais e teremos um.a n=separatriz CDº 

-lo capítulo · II), usaremos sepatri zes entre as singu~ 

laridadea I e A · de fungÕes y( t) E f/ e u(t) t: fl re--

spectivamenteo Orient"1.as=emos de modo a deixar I ' a direita. 

Para ori'entarmos uma n°separatri~ r •. Cl X o•• X CD, 

entre ~ • Il X I 2 X ou X In 

orientaremos cada contorno 
~· a direitao 

e Cun ( ':J fechado e Hn aberto), 

c3 (1 ~ j ~n) de modo a deixar Ij 

4 Ho segundo capítulo estudaremos os funcionais analÍt! 
.. 

coa homogeneos que se podem definir a partir dos funcionais an! 

lÍticos n""lineares . F [y-1 ,ººº'Yn] º A maneira maia natural de 

tazer isto~ a de igualar as funções variáveis independentes. 

Isto, do ponto de vista · da teoria doa conjuntos, significa cone 

siderar a intersecção entre uma região n=linear de Ln com a 

diagonal deste ~eamoG 
A # 

Como o func ional homogeneo que estudaremo• devera 
, ' 

estar detinid.o numa região do espaço de Fantappie, projetaremo• 

a interaeogão consider .ada, aÔbre um qualquer doa fator•• de E n· 

.• 

+ · ~n • diagonal de E n lt 
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Estudaremos em seguida a intersecção de uma região 

n - linear com a diagonal de E n• 

Seja R = LJ (Aj) º Consideremos Y
0 

t :f e 
j t J 

J = o { j tJ (Aj ) 3 y
0

} 

Se LJ (Aj) e:: {A ) 1/ 7 t R ( (A ) região li 
j€ J o o o -

o 

near depo de 7 ), dir emos que em R 
o 

, -e s t a satisfeita a çond19!f 

Teorema 4 

A projeção da intersecção de uma região n-linear de 

En oom a diagonal, pÔbre qualquer doe fatores dé '·~-~n, 

união de vizinhapçaa lineares que satisfaz à condição 

, 
• UJI& z:•-

I) Seja 'X íl~ • i, será pr d'l íld • , que é uma regis> n n n n 
lineare 

, 
Existira 7 E R = pr 'J(, n /jn · e o n 

(A, ~)y e R • Provemos nue o '1. 

1 ( 

{A)y
0 

e:: R. Para isto provaremoa 

antes que Bn = Hnº 

Seja («l'ººº'«n) E Bn º 
, 

Sera a. t B 
s 

A restri ção * y de o com os novos pontos aingul! 

res , 
pertencera a {A , a ) y

0
, port ant o a R, l ogo a 

e 

, 
isto e 1 

1) 



... 28 "' 

Finalmente (A) e R, porque se y e (A}, será I e B · e 

e y ê R. Poderemos colocar o con= 

junto dos (A) t ais q 1e (A)7
0

c R {fazendo variar y-
0 

numa fami ia (Aj)j EJ º Fica ntão demonstrado que 

, 
I I) A condição P esta satisteita. 

, 
e evidente . 

Seja 

Teremos por 1) : 

donde 

Pelo teore a (1, §2) 

rent e de s . 

Concluimos que 

portanto, 

V j E J 
o 

E. J 
o 

; ; 
B sera a er t o e tambem dite e 

o 

V j E r 
o 

Vice - ver a podemos demonstrar o teorema que, de cer

to modo,: o recíproco d~ te ~ltimo i 

Teorema 5 

~W R = LJ (Aj) 
j E J 

, -onde esta satisfeita a condi9ao 
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1• Então R 
, N -

esta contida na proje9ao de intersecçao de uma 

região n-linear com a diagonal AD de tnº 

I) Seja 

Mostremos que Hn é totalmente própria em 8 nº Seja 

H ( aJ r J ) (1 :e r 1; n) º 
D 

Teremos 1 

Hn ( a. [r ~ ) 

BD {a. L~) 

, 
sera 

Teremos 

! 

Hn \ s: l tX r ', ( ª1' o. •' ª n) E, 

u J 

Bj r:=. u Bj (K /= r) - Bj i « k 
Bj ~7c - , Quando uaa !unçao aingular so sm a:kº 

reciprocamente. Tt E. R e 

t_J (A ) 
B j 3a k j 

e. (A
7 

), por hipÓteae, 
k 

e aerá também 

e.:.. s. 

ConcluÍaos que Hn ( a [r]) r S (1 .... r ..., n) • O que prova que 

Hn é totalmente própria em G;n• 

II) Provemo a que Jl e. pr X n l. , sendo ;:Jf a região 
. n D D 

n-linear correspondente .a BD. 

Seja 7 t R, teremos 1 

7 ~ (Aj) (j ~J) 

portanto I e:: B 
j 
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In e:: Bn e::: H 
j n 

(y, º oo ,y) e d'fn e 

isto é :a e: pr 

,.. , 
Em geral nao e verificada a igu~ld&de 

poisp para isto, deveríamos demonstrar que: 

p 

i~to e, i ndicando I as singularidades de y a 

In e LI Bn ~ I B 
j t.J j e j 

{j eJ) 

.. 
O exemplo seguinte nos mostra. qne esta implicagao :um 

, 
sempre a Terdadeira a 

14 

1 

Sejam três pontoa P1 , Pz, P3 da esfera complexa ~ 
A ~ 

tres abertos que contenham cada par .ilea·tea pont-os 

• 

Entretanto, não temos 2 

• 

! N A L f T I C A S E C O N B X 1 O NO L I N H A S 

E S P A Ç O F U I C I O N A L A B A L f T I C O • 

L 1 - n. h a a a n a l i t i e a a 
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idéia de linha analitica, introduzida pelo prot.F~ 

tappié, é a e uma funçao de àuas variaveis y(~,t), de modo 

q e dado a num a 
o 

to .O. de esfera complexa, a funçao y{~
0
,t) 

seJa biregular num a erto M ~ ú A em disto, fiado t
0

, a 
o 

funçao y(a, ) deve ser regular e~ introduzida a noção de de! 

io + entre dois conjuntos fechados de S a aplicação 

oc --+ Ia. • (. \J. l.H oc campo de àe iniçào d y((Ã., t) como 

!unção àe t) deve ser cont!n a [a]ipg 27). 

Posteriormente F~Pellegrino e DcDel Pasqua introduzi= 

ram o espaço (5t ds.s partes fechadas parciais não vazias de S, 

tomando como vizinhança undamental abe~t a de 

to dos I € (!l cujas distanc as à seus pon t 

o conj~ 
, 

a I
0 

e menor 
, 

que um numero p > o e Segue'°-. daqui a de i içeo de continuida-

de da aplicação a. ~1 • A definiçao de linha analitica de 
{X 

FoPellegrino e D~Del Pa■qua, é obtida substituindo-se esta de~ 

finiçâo de continuidade aquela dada ante1iormente pelo prof. 

P'antappié. f "' ' Esta definição àe l nha anal1t1ca, e equivalente a 

de uma funçao anal!tica d d as var·á s (~,t)t de~inida num 

aberto H e: Sª X S " propr o segundo S 1 biregular com relação 
t 

a to Est nova linha é des gnada pelo autores "linha quase 

anal!tica" ( [15 ,pg 15)., 

Pre erimo adotar, ne- a tese, um der· n1çâo de linha 

analitica semelhante a d& J Se asti .. o e Silva [ 20 ) • Provare-

+ 
Dados 11 e I 2 fechados nao vazios de S define- se desvio entre 

11 e I 2 i sup[ (x1 ,r2 ), (I ,xtl (x
1 

EI
1 

x 2 E. I 2 ), se do _(x1 ,r2)s 

dist. entre x 1 e I 2 e (I
1

,x2 ) dist entre r
1 

x 2 
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mos ser eata definição equivalente à de FoPellegrino e Do Del 
~ ~ , 

Pasqua, e portanto nao equivalente aquela do prof o Fantappie, 

onde a defini ção da continuidade de apli~agã@ 

mais restrit iva ([13]opgo 2)o 

Definição..! 

Chama=se llllha an~lÍtigA~ um.a aplicação 

' 
{) 

e 

de 

D ,j- f6 ( aberto em ~) em & 9 que em ~ada ix0 e :i,fl ea.ti1f'a2i à con= 

dição de h,olomorfia g 

1) l i m 
IX. ➔ tXo 

y (t) e, y (t) 
d. o(,º 

+ 
sendo M rJ.. a região de definição de y rL ( t) e ( CD ( t) ,Mtt ) df º 

o o Teto o 

, 
Isto e,dado 

de modo que , . 

(A 9 ~)<0 (t), podemos determinar 
/c(o 

Na definição de holom~rtia, fixamos a região 

da função limite 9 para obtermos a unicidade do limite, oomo V! 

remoa em seguida~ Pode- se verificar que deixando indetermina-

+ Como habitualmente, ~(t) será holomorfa no ponto CIO ' 
ae 

cjl/3(t) • ::· .1.<t) 
a, 

for holomorta n origemo 
f3 y(<1 ·,t) =y(oc~,t) 

t Isto equivale a dizer que 

te a cp Gte, ( t) em qualquer 



da a . região de definição de função limite ~ toda restrição desta 

pertencente a 8 g também será limiteo A razão disto está no 

fato de que o espaço !J , Q 

simplesmente um espago 
... 

e na.o 
o 

um espago separado segundo Hauadorft [10] º 

Uma linllt analítica será d~signada pelos s!mboloa 

2) 

o < 

sendo 

ou 

Teoi:ema 1 

Toda l•nha analítica é contÍnuao 

Como nas funç ões reaes, oonsideraremoa ,t"jlentidade 1 

'1' (t) ... .,. oc (t) 
a. o 

a: 

A definição 1) 

M = max 
teA 

==> 

.,. {t) ... .,. (t) 
IX • <X.o 

(X. ., (X. 
o 

Q 

nos da: 

( V t €A)' 
(X. .. (X. o 

Desta Última rela~ão e de 2) segue=se facilmente a 

continuidade de linha analítica em cada ex E Q" o 

Teorema 2 

Para que uma aplicação (:rcx(t), Ma) de O(aberto emSa) 

.!!JB ~, §&ja uma linha analítica. é oondição necessária e sufioi= 

ente que H = «~ (a:}x Mlll seja abe:tita e y(a:,t): y<X.(t) J!,!.-

ja anal!tica em cada ponto (a,t) e H9 

I) A condição é necessáriaº 

. , 



Com efeito, na definição l está implicita a conti-

nuidade de aplicação - ex. ~ M E 'e, + º Pelo teorema ( 2, § 2 ) o 
0t 

conjunto e:: S xS · 
tt. 

# 

e aberto. 

Por construção, 7(~,t) é analítica com relação a t • 

Provemos a analiticidade com relação a~º Fixemos · t
0 

eprt H 

e oc. e B(t ) • Teremos t e: H( rJ.. ) = M o o o o oc 

( { t
0
}, a-) 'fix. (t) , teremos a 

o 

º <I ª"" oc 1< õ o 

ou 
ll "' a. 

o 

o 
Dado 

cp (t) < u 
~ 

lato é, 7(i:x,t
0

) é holomorta em cada a.
0 

e B(t
0
). 

A função 7(~,t) está definida num aberto 

• 

e sendo analítica separadamente, em relação 

a oc e t, será, pelo te0rema de Hartog, analítica no p~r 

( a., t) o 

IJ) - # A condigao e suticienteo 

Seja y( ~,t) analítica em cada («,t) e H aberto. 

Seja á
0 

€ O.º Consideremos um fechado não vazio A e M • 
cto 

Pela c«i>mpacidade de Soc x s , poderemos determinar uma visi-

nbança circular V( ix,
0

) de raio R, tal que 1 

+ t i~dioa o conjunto dos abertos não vazio• de Soc. 
detin~ção de uma topologia em t no inÍcio do nÚmero 

V~r a 
5 do§ 2. 



V( o. ) X A e: H o • 
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. Seja C a oircunf'er.ência de V( «.
0

) 9 orientada de m! 
' do a deixar ~o a ~squerda o Para cada t EA e ~ tal qu~ 

l (X.cm \ 1 < r < R, será g 

' 

7{<X.,t) = . _:_ f y-{z,t) d1 
2'1l'i j Z 0 0C. 

e 

( 
ô 7 l • -== [ 7( z a t) dz 
~ <X•oc

0 
2'1ti J

0 
z ... (l(. 

Terem.os entã , quando ct r °'o ll 

Por oouaeguinte, sendo 7 {z ,t) contínua em B a 

7 ( a, t) .. 7 ( a
0 

, t) _ 

ex .. et 
o 

(K = max ly{z,t)I) 
(z,t ) eCxA 

uniforme de 

* ~ 
Desta( ult)ima d(esigu)aldade segue=se(~;o)nverg~nci: 

Y a.,t ... Y <X. ,t a cp {t) sobre 
a. - «.o o- / a.o =. 3 iJi. (X. =a.o 
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11 

º A aplicagão 
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(711 (t)] /"'\será então uma linha analÍti-
oce~.,_ 

Seja uma função à.nalÍtica de duas variáveis y(G(,t), 

definida num aberto 
, 

proprio segundo 

lar com relagão a t, qualquer que seja a. e pr IX Ho Podemos de-

f i nir, em virtude do teorema 2, uma linha analítica 

[ y <X ( t)] « e íl , tomando 

mos que esta linha está associada a y(«,t)o 

2 'fll e o n • :ir: a o 

P•t1n1cio 2 

C~am~-s., li;ha ênal!~i9ª c9pexa~ uma linha analítica 

[y«. (t)] a. ea onde O 4 conexa~ 

Se y(t) • 7 « (t) 
o 

[y4 (t)] a E.O passa por y(t) G 

Teorema s 

( « t .0), diremos que o 

Dadas duaa tunszões C:r1 Ct).M1 ) e C7eCtl,le) de ~, 

existe sempre wn1 linha ana1!t1ca conexa que passa Po.t 11 Ct) 

J! .Y2Ct) G 

I) Suponhamos M1 íl H2 • , & 

Sejam c
1 

e c2 . ,dois abertos de modo que o1 íl c2 r ,. 
Seja a fungão analítica de duas variáveis complexas 1 



y(a,t) = 
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( tX., t) e cl X Ml - Rl 

(«,t) e c2 X M2 = R2 

Pela definição 2, a linha [y0Jt)]oc eO (Q • c1 UC2) 

associada a y(cx.,t), é anal!tica, conexa, e passa por (y1 ,M1) 

e (y2,M2)• 

Seja um aberto Me M1 n M
2 

de modo que (~M)n M
2 

; ; • 

Sejam c1 , e e c2 o!roulos abertos de modo que c
1 
n c2 _I ; , 

C nc2 ; ; e cln c2 11 ~o 

Sejam ª1 = c1 X Ml 

R = e X M 

ª2 = C2 X M2 

( ~RiUR) e n ª2 = R o 

Consideremos a função ·anal! tica 1 

(a., t) s R
1 

U R 

y( «, t) = 
( cx.,t) € R

8 

- , ciada a esta funçao e c~nexa~ 

Nos pontos 
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Nos pontos a€C2 e fora de e, temos Y«(t) = y2{t). 

segundo tte.ênc2 é (~M)nM2 

e y 2 e t > , (C ii)n M2 ) Q 

O corte de R1 U R UR
0 

e a fungão correspondente será 

Teorema i 

,ª1 {y,M)t~ · e {ypM1) E.~ é uma regti,ic;ão de primeira, 

existe sempre uma lipha analítica conexa que passa por elas. 

Com efeito sejam C e c1 dois círculos abertos di! 

tintos, tais que Consideremos em $ex_ X St OS &bet 

y{oc,t) -= tos R • C X M e R1 = Definamos 

y(t) ( ( «, t) e. R U R1) o A linha anal!tica c~rrespondente a esta 

função é 09nexa e passa por {y,M) e {y1 ,M1 ) • 

• 1Jet1n1çao s 
Chama-se poligonal anal,tica conexa, um conjunto de 

um número f'ini to de linhas anal{ ticas conexas [y j,,. ( t)] d. € íl 
- j (1 ,s j ~n), de modo que oada uma tenha alguma tunçao comum com 

a anterior (a partir da segunda) . 

# net1n1c;ao 4 
Um conjunto Cf, e~, se diz conexo, se quaisquer que 

sejam (7
0

,M
0

) e (y-,M) pertencentes a <f! 1 exis·te uaa poligo• 

nal anal! tica ~one_xa (7 j a ( t)] oc E .(l 
j 

7
0 

~{t) • 70(t) e 7n f!..n(t) = y(t) 

Teorema 5 

(o ~ j , n), de modo que 

(oc tO, oc E.O). o o n n 

Uma vizinhanoa 
, 
e um oonjunto conexo. 

Sejam (v M ) e (v1 ,M1 )_ duas tunriÕes quaisquer de 
"o' o " :s 



(A,cr)yº Consideremos a linha analítica [y
0

+ Q(Y1°7
0

)]~ê~ 

( ~ = plano complexo) º As funções correspondentes a oe(o ~ ex. ,l) 

estio contidos em (A,a)7,pois 8 

= \yo=Y 7 ~[yl~y=(yo-y)] \ 

= a; (f = (J V t E Âo 

contem A. 

Sendo [y
0

+d(y1-y0)}oce~ uma apli cação contínua de 

oc ê ~ em &f (teorema 1), a imagem inversa de (A,~) por esta 

aplicação é um aberto .O. que contém o intervalo [0,1) º Pode-
# 

remos tambem determinar um aberto conexo C tal que 

[0,1] e C = Üo A linha anal!tica conexa [y
0

+ a(y1-7
0

)) oc ec , 

da
# 

para ex = o nos 

Pelo teorema anterior podemos determinar duas linhas anal!ticas 

conexas Lv0 oc(t)]o: e c
0 

e [,-1 cx(t)] ex E c
1 

vamente (y
0

,M
0

) com (y
0

,M
0

nM
1

) e (,-
1

,M
1

) 

que ligam reepeati 

oom (y
1

,M
0

('\ M1 ) o 

,. 
t evidente que estas linhas estão contidas em (A,o)yo As tres 

linhas [Yoa:<t)] <X.EC , [y (t)] CXEC e reaol--
o 

vem o problema em virtude de definição 

Chama=se cadeia, um conjunto ordenado e fin i to de V! 
zinhanças fundamentais, cada uma tendo uma função comum com a 

anterior (a partir da segunda) Q 
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Se uma região R goza de pr opriedade que quaisquer 

que sejam as funções y
0 

e y, exist e uma cadei a cont i da em 
, 

R, cujas vizinhanças extremas contem as mesmas, diremos que R 
; 

e conexa por cadeias. 

Teorema 6 

~e· uma região é conexa, ela é conexa por cadeias e 
reolprocamente 1 

de R. 

sa por 

Seja R a região e y
0 

e y duas 

Existe uma poligonal (y. (t)] ~ 
JOC IX.€ uj 

y
0 

e y, correspondentes a valores 

~n+l f. !ln, respecti.vamente. 

Seja em cada .(1j 
.. 

o parametro aj 

funções quaisquer 

(O ~j._n) que Pª! 

~ E. .Oo e 

; 

que da o cruze.men-

to da linha 3U com a anterior (1 ~ j < n) Q Existirão poligo

nais ( aj, ªJ+l) e nj ( o 4 i ~ n) Q Seja tx. = a. (x), uma representação 

contínua de [0,1] sobre J;!o(xj,~j+l),de modo que a
0 

= ~(o) e 

ªn+l = ~(l). Obteremos por substituição uma aplicação contí~ 

nua ~(x) de [0,1] em Rcff. Designemos por yx{t) esta aplica.., 

ção. Para cada função xE[O~l], existe um entorno 

contido em R. 
, 

Existira por consegui nte para cada (Ax, o-x)yx 

X E [0,1) + um intervalo aberto contido na imagem inver sa de 

(Ax,~x) 7x (pela continuidade de aplicação yx(t)). Pelo te2 
, 

rema de Borel•Lebesgue, poderemos determinar um numero finito 

destes intervalos que cobrem [0,1]. 
, 

Poderemos ordena-los de 

+Intervalo aberto na topologia induzida sobre [0,1] pela reta , 
numerica. 



modo que cada um corte o anterior (a partir do segundo)o 

~ " " Em correspondencia teremos em R uma cadeia que passa por 

• 
A recíproca deste teorema é evidente em virtude do 

teorema 4& 

Definamos conexão por intermédio de aplicações con-

tínuas: 
_, 

R Uma regiao se diz conexa, quando quaisquer que 

sejam y (t} e y(t) 
1 o . de R, existe uma aplicação contínua 

<Ji(x} de [ O ,1] em R tal que <P(o) = yo(t) e IP(l)= y(t} 

f fácil ver que, prod.edendo.., se como no teorema 6, a 

defi~ição de conexão, de abertos deJI, por aplicaçi•s cont!

nuas é equivalente à definição de conexão por cadeias e, por• 

tanto, equivalente à definição por poligonais anal!ticaa. 

Em resumos as definições de conexão de um aberto dtSP 

Jl.Qrpoligonaie analíticas, por aplicações contínuas e porca

deits são. equivalentes. 

O estudo da conexão do espagoJI, depois de sistemati~ 
. p ' 

zação dada pelo pror. Luigi Fantappie a teoria dos funcionais 

analitioos, em 1941 [9], foi iniciada por Le Calab1[4] e 

M.Carafa [s] º 

Com relação~ conexão por linhas anali'ticas, foi dec:, 

monstrado por LaCalabi que: 

i) Dadas duas funçoes quaisquer de~, existe sempre uma 

poligonal analÍtioa com cinco lados que passa por elaso 
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b) Dada uma função e um de seus prolongamentos, existe 

um.a linha analítica que passa por elas. 

No texto demonstramos o teorema 5 mais forte que 

a) e demos outra demonstração do teorema b)o 

Dada uma regiãoRc~, introduzamos a seguinte relação 
~ 

de equivalencia, 

em R, diremos que y1 
, 
e equiva • 

lente a y2 , se existir uma poligonal analítica contida em R 

e que passa por y1 e Y2 • 

As classes de equivalência desta relação, serão cha

madas compenonteg conexas ªe Ro 

Tendo em vista o teorema 
p 

4, e claro que: cada com0 

~ p 

ponente conexa de uma regi ao sera aberta 9 

• 
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C A P I T U L O II 

§1 F U N C I O N A I S ANAL f TI e os.+ 

1 

Dafinição 1 

Chama-se funcional analitioo uma aplicação F[y(t)) de uma · 

região R e 8 em ~, satisfazendo às seguintes propriedades: 
, 
e um prolongamento de 71 s 

b) se r(«) (« E.O) é uma linha anal!tica (det.1 (§4,I)) 
t ~ ~t ' 

que penetra em R , F [r (IX)] é uma função anal:Í tica de "' t f (R). · 

Um funcional analitico segundo esta definição é chamado 

por F.Pellegrino e D.Del Pasqua ([13],pg.38) hiperanal:Ítico. 

A definição de linha analítica (linha F), dada pelo prof. 

Fantappié, é mais restritiva que a de F.Pellegrino e D.Del Pas

qua (linha quase analítica, ver inicio do (§4,I)~ R claro então 

que todo funcional hiperanalÍtico ser~ analitico sobre as li -

+ Para este§, ver ([e},pg.31 e se~ . ) ([9] .pg. 652 e seg . ), 
( [11] .pg. 21), ( [12] .pg. 575-382), ( (s] ,pg.42-48), ( [13] ,pg.38) 

t Diz-se que uma linha analítica r(~) (« E.O) penetra numa 
região R e ~ , se f'(!l) n R r , . 
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Ilhas F([13] ,pg. se). Porém tambem a reo!proca é verdadeira, 

isto é todo funcional analitico é •hiperanalitioo. Para demon-

" strarmos isto, e suficiente determinar uma linha do tipt F, 

que penetre na regiio de det~nigio do funcional, e que seja 

"formada" por restriç;es das rung;os de uma linha quae• analí

tica. 

Seja F[y(t)], definido em R e:~, anal!tico sÔbre 

as linhas F que penetram em R. 

( (J. E n) uma linha quase anal!
-1 

tica que penetra em R. Seja «0 e f (R), será então 

(A,a)7 rx. a R. Pela continuidade da 
o 

y °' 
0 
(t) e R e exietirá 

linha analítica (teorema (l,§4,I)) existirá uma vizinhança abe! 
-1 

ta v1 (1X
0

) e:::: f(R), de modo que 

l) · se 

" Teremos tambem { « 
0

} x A e:: B. Pela compacidade de 

S« x St' poderemos determinar uma vizinhança aberta 

e que contem A·, de modo() 

que ·V
2

(a
0

) x M c:H, isto é 1 

2) se /j, ê v2 (a.
0

) 
•,', 

Seja a linha (j=a,(t))tx: tV 

• campo de definição de " ,\ 



- 45 -

a M. Evidentemente esta nova li -, 
nha é do tipo F, .porque a aplicação e constan~ 

portanto continua segundo a definição do profo Fantappié (§4, 

I). Por 1) e 2) 
, 

sera: y (t) e (A,cr)y rv (t) e R , 
a. ..... o 

= fX E V(a ) 
o 

e 
-1 

f(R) 

+ 

Isto nos diz que 
-1 

F[ya(t)] é analítica numa vizinh8.J!, 

ça à.e cada ponto x
0 

€ · f {R), isto é 

co. Teremos então o 

Teorema 1 

F(y(t)] é hiperanalÍt! 

As definiçÕes de funcional analÍtico e hiperanaliti-

#'# 

co sao eguivalenteso 

Em virtude desta equi val;ncia, poderemos utilizar t<?, 

dos os resultados de teoria dos funcionais analíticos do prof. 
, 

Fantappie. 

De agora em diante chamaremos funcional anal!tico, 

" N todo funcional que satisfaz a definiçao 1. 

2 
Definição 2 

Chama-se funcional analítico linear, um funcional 

analítico definido numa regiio linear (A), satisfazendo~ se-

guinte propriedade: 

e) 

+Um funcional analitico assume o mesmo valor nos prolongamentos. 



A propriedade: 

' V (X. E.7[,y E (A) 

, 
imposta geralmente aos funcionais lineares, e deduzida das pro-

priedades b) e e) ([8] ,pg. 34 )_. 

A fórmula central da teoria dos funcionais analíticos 
,. ,, 

lineares do pr~f. Fantappié, é aquela que dá o valor de um fun

cional analitico linear sob forma de integral de Riemann 1 

onde 

1) F[y(t)] = 1 u(cx.) y(a,) dlÃ. V y(t) t (A) 

e 

u(«) = F [_.!_] é uma função analítica biregular em 
t - OI. 

, B = CA, chamada indicatriz do funcional linear F[y(t)] e C 

é uma separatriz entre os conjuntos fechados A eI (I = conj~ 

to das singularidades .de y(t)). 

Reciprocamente, se u(t) rôr uma função analítica bJ 
~ ~ ~ 

re,ular numa regiao propria B e Sg associando ~se a cada funçao 

y(t) E (A) (A= CB) o número complexo dado por 

F[y(t)) = J.._ 
2-x: i J u(t) 

e 
y(t) dt 

e sendo C uma separatrfz entre A e I, obteremos um funcional 

analítico linear cuja indicatriz é exatamente u(d). 

Pode-se demonstrar que se ê for outra separatriz 

entre A e I, a integrai acima não muda de valor, qualquer que 

seja a posição do - ' oo com relaçao as separatrizes e e õ (pe-

la biregularidade de u(t) e y(t)). 
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§ 2 F U N C I O N A I S A N A L Í T I C O S 

n - L I N E A R E S 

1 

Definição 1 

Chama-se funcional analítico n =linear, uma aplicação 

F [y 1 , •• º, y n] de uma região n- linear ':Jen e .Ln em 1[ , com a 

seguinte propriedade i 

- [j] 11..f.P ( ) Fixado qualquer y r pr3' [j] d'L n 1 ..;;_ j" n , o fun-

cional F[y1, ••• ºyj,••••Yn] é analitico e linear em ~n(y[j)). 

2 F O
, 1 r m u a 

c i o n a i s 

f u n d a m e n t a 1 

a n a 1 Í t i c o s 

d o s f' u n -

n - 1 1 n e a r e s 

Seja F(y1 ,.º•,Yn} um funcional analítico n-linear ~ 

finido numa região n- linear. Fixemos y -= ( y1 , ••• ,Y n) t'. ';Jl, n • 

Existirá [A] y = (A1 )y1 x (A.2 )72 X ••• X (An)yn e: ~n. A restri

ção de F[yl'ººº'Tn} a [A]y continuará a ser um funcional 

analitico n-linear. O valor de F[y1 , ••• ,yn) como funcional 
, , 

linear de y1 , sera dado pela formula (1,§1) s 

F [yl' • • º 'yn] =....L 2'iri J r[,,1 ~ti"z• ... ,.J,.1 (,tl)dOCl 
Cl 
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Calculando o valor de 

mula (1, §1), obteremos g 

F(a
1 
:t

1 
,Y 2 , º º º ,Y'n1, pela fÓr.,. 

1) Ff l y ºº º y ]=_j_ 
2 la. = t ' 2 f n 21r 1 

1 1 

sendo c2 uma separatriz entre I 2 e A2 • 

Continuando 1 obteremos g 

l F l 1 ' •• ' 1 1 Y' ( d, )d(,( ' 
ix1:•t1 a;n ~t~J n n n 

e n 

sendo C uma separatriz entre I e A. 
n n n 

Fazendo as substituições necessárias, obteremos a fÓr 

mula: 

2) F[y-1, • • • ,Y'n] = 

= (2i1)n J · · · J Fl«- :t , .... , «- :t )71 (~l). ••Yn(~Jd~ ·••ª"'ti' 
1 1 n n 

0
1 °n 

F r 1 , .... , 1 .l é uma função anal! tica de _ (al, •• ,ltn)' 
La: -t a =t J 1 1 n n 

onde 

em B1 X B2X ••• xBn' no sentido de Osgood, evidentemente biregu-

lar com relação a cada variávelº 

Mas a função F[ 1 , . . .. , 1 ]est~ definida tambán 
ª 1 -tl a.n c, tn 

se ( ll1 , •.. ,a.n) E Hn (regi.ão totalmente própria de (S n associa.,. 

da a ~ ) • n 

Esta função será chamada indicatriz do funcional ana-
, N 

Sendo analitica com relaçao a 
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cada variável separadamente, será anal!tica no sentido de Os

good. Isto ptQ·vém do fato de que um funcional de n funções an~ 

liticaa é n=linear ~ quando rôr linear separ adamente com rela~ 

ção a cada funçãoº 

Observando que r = c1 x º º º x Cn é uma n=separatriz entre 
+ 

pois D1 x º º º x Dn e B1 X •• x Bn e Hn, LH n e 

p 

teremos a seguinte formula fundamental: 

5) F [Y 1, º H y Jl) = 

= ( 2 1 i \n j F [ a, 1 t , 000 ' /J.. 1 t ) Y 1 ( ª1) ••• Y. ( a.n) d~ ••• d a:n. 
'1t I r 1"' 1 ll- ll . ll 

Reciprocamente , seja u(t1 , .• º,tn) uma função analíti

ca no sentido de Osgood, numa. região totalmente prÓpria Bt<ES n' 

biregular com relação a cada variávelº A cada (y1 ,$ ºº '1n)E';Nn 
, 

(região n-linear associada a 

ro complexo . : 

H ), façamos corresponder o num! n 

4) F(y1 , 0 oe, Yn] = 

= ~Ju(t1,•· •,tn)yl( tl) ,. ,yn(tn)dt1•·• ªtn' 

r 
onde r é uma n- separatriz entre I 1 x • º º ,< I e 

· ll 

+Dj = dominio limitado por 
, 

Cj e que contem 

C H º n 
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Mostremos que a formula acima define um funcional ana 

lÍtico n-linear com campo de definição 'Jfn. 

I) Mostremos em primeiro lugar que se trata de uma apli-

- , caçao, isto e, se r r· forem duas n- separatrizes entre 

d e 

e 

ÍH · o valor de integral acima é o mesmo. n' 

Sejam n1 ,o •• ,Dn os domínios limitados pelos contor

nos c1 , c2 ,ooo 1 Cn der, e que contêm I 1 , ••• ,In' respectiv~ 

mente. Sejam D1 , D2 , •o•, Dn os do~Ínios análogos der•~ 

' É suficiente demonstrar a proposição quando D j e D j (1 ~ j .;.n) ·e 

Consideremos um produto R = R1 x. º. x Rn (Rj aberto , 

1 ~j ~ n) de modo que : 

e: H • 
ll 

A restrição de •Ct11 e •• ,t) a Ré analítica e biregu_ ..,_ . n 

lar com relação a cada vari:vel, e o produto u{t) y[j]·+é bir~-

gular em relação a cada variável no produto (na ordem natural) 

A integral 

J 
u(t) y[j] dt[j] 

c[JJ . 

+ Quando 'não houver ambiguidade y[j] representará também o pr~ 

duto das funções y1 (t1 )~~. yn(tn) exceto yj(tj). 
! Os símbolos 

J u(t)1tjJ(t[j]) dt[j] e J u(t) y(t) dt 
c[jJ r 

representam ;s integrais de u(t1 , •.• ,tn) multiplicada por y(j] 
e y1 (t1 ) .... yn(tn) respectivamente sÔbre c(j] e r (l~j~n). 
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sera uma funçao biregular de tj eRj. Pela parte final do §1, 

teremos i 

= _( 2 ~ i)n J u(t)y(t) dt = 
. C1x ••• xCn 

= (/1<1Jn J { J u(t) 
. o;l cll) 

• (2\1)n J [ 
ºi 

J u(t) 7(l] dt(l] }7l (t1) 

C [l] . . 

~ (/,r i)n J u(t) 7(t) dt • 

c•1xc2x ••• xcn 

dt = · l 

Substituindo sucessivamente ·os contornos Cj pelos 

C'j, obteremos : 

( 2 ; i)Íl J u(t)7(t)dt = ( 2~ i)D J u(t)y(t)dt 

r r' 

c.q.d. 

II) Mostremos que a aplicação é um funcional n-linear. 

Sejam ,-(j] E 'pr . }e y e 'Jle (y(j]) e y t':l (,-[j]) 
~ljJ n' j · n _ j n + 

(1 < j, n). Seja r uma n-separatriz entre J LJ J e (Hn •. 

Teremos 1 

+;J. r1x •• • xI.x • •• xI 
J n ••• XI 

n • 
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(2'1i)n J (;,j•jj) 
cj 

I u(t)y [Jldt[j]dtj = 

e [jJ 

, 
isto e 1 

= c2!1 )n J ,- j f u( t),-[j] dt (j] dt j + 

o e [jJ 
j 

+ ( 2~1 )n J jj J u(t)7 j dt j dtj, 

cj e j 

F~T1,··•,1'3•Yj, ••• ,7n1. F[71,•u,)"j'H•,7nl+F[T1•··,,j·••1'n]. 

III) Mostremos que. a aplicação é um funcional D-linear an! 

lítico. 

Dado f (jJ t pr dlf 
j n (1 ~ j (; n), precisamos demonstrar 

que o funcional de uma só função yj, 1[11 ,ºº•,1'j'ººº'Yn1, é 

analitico. Para isto é suficiente demonstrar que a restrição 

deste funcional numa vizinhan~a conveniente de cada função 

- t ~ (=i7· [j] ) é anali tica. )"j n ., 

Seja [A] f e ;ln• Teremos t1x ... )( I e: B1x ... xB e: B • A n D Jl 

restrição de u(t) a B1 x ••• xBn será biregular com relação a 

cada variavel, e a integral 

u ( t j ) = í u f [j] dt [jJ 

e (jJ 
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será função biregular de tj B. • 
J 

O funcional {21ri)n J u(tj);rj(tj)dt·j restrição de 

cj 

F[y1 ,. 00 ,Yj,• 00 ,Yn] a (Aj)yj e: ~n(y(j]) será analítico em 

virtude das considerações de parte final do §1. 

IV) A indicatriz do funcional analítico n-linear co~ 

struido a partir de 
, 

Com efeito, levando em conta a formula de Cauchy das 

funções biregulares com relação a 
, 

n variaveis, teremos: 

• 1 
T2'J[i )D 

Existe portanto uma correspondência biunívoca entre os 

funcionais analíticos n-li~eares, e as funções definidas em regiÕes 
, 

totalmente proprias de <S ,biregulares com relação a n variáveis. n_ 

• 
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5) o w r o n s k i a n o de n -:f u n ç o e s 

a n a 1 i t i e a s b i r e g u 1 a r e s a o b :f o r -

m a de i n t e g r a 1 
, 

m u 1 t i p 1 a • 

Como aplicação da fórmula 3), demonstraremos uma fÓr 
, 

mula que representa, sob forma de integral multipla, o wronski-

ano de n funções anal! ticasn biregulares Cr j ,Mj) (1 ~ j ~ n) , 

calculado num ponto t
0 

e fJ1 Mj. Está fórmula estabelece, ao 

mesmo tempo, uma relação entre o wronskiano e o determinante de 

Vandermonte. 

Com efeito, o determinante wronskiano: 

= 

Y1(to) •..•.•••• º yn(to) 

y~(to) ••········ y~(to) 

• • • • o • • • • • o • • • o • o • • o • • • • 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
(n-1)( ) (n-1)( ) Y1 t ••••.•• 7 t o n o 

está definido para cada n-pla de funções biregulares no ponto 

t t S, e vê-se ràcilmente que é um funcional ~nali tico n-linear 
o 

na região ({t
0

})n. 
, 

Sua indicatriz sera 

= 

l . . . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . 

1 
a -t n o 

1 
( a: -t ) 2 

n o 
o • • • • • • • • • • • • • • • • • • • o • • • • • • 
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, 
Efetuando os calculos, teremos s 

+ 
(n-1) ! ! [ 1 1 1 

= ( ) ( t ) V «i-t ' º º • ' "' · -t ' «.i. - t • • . o a. - .., ""' º . no o no 

onde o segundo fato r representa o determinante de Vandermonte · 

relativo a 1 1 
(X -t ' .. . .. ' {X -t 

1 o n o 

, 
Prosseguindo os calculos, teremos t 

que é uma função biregular nas variáveis (a1 , •• º,an)' n~_região 

1\, complementar aos hiperplanos a1 = t
0

, ••• ,~n = t
0

o 

Se C • • for uma circumferencia com centro 

deixa fora as singularidades de 71Ct1),ooo,7n(tn), 

uma n-separatriz entre d =. I 1x º •• x In e ~Ha º 

Podemos escrever, levando em conta a tÓrmula 3) s 

l,n 

(n-1)( ) (n-1\. ) 
Y.1 t ·••Y. \t o n o 

= +-n __ - __ 1,_t ___ !j J!s ( <ta-<Xr) ~ ~) ... ;,: (~ )d'í_ ··•ª\ 
2 1 n c~l-toW.lct.n-tJn n n 

d1 . 

. + O s!mbolo (n-1)!! significa l ! 2! ••• (n-1)! 
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4) o p r o d u t o r u n e i o n a 1 
,. 

s i m e t r i e o 

e o m o f u n c i o n a 1 a n a 1 ! t i c o b i -

l i n e a r º 

,. 
define~se produto funcional simetrico, da seguinte maneiras 

6) F[:r1 (t1 ),y2(t2)} = y1 (t) y2 (t) = ~ ty1 (!)y2(t)dt o o ] 

e 
Em 6) e 

, 
e uma separatriz entre as singularidades de 

.. . 
e :r

2
(t), orientada, por exemplo, de modo a deixar adi-

reita as singularidades de :r2 (t)e fste funcional terá signi

ticado toda a vez que :r1 (t) e y2 (t) não tiverem singularidades 
+ 

reciprocas pois :r1 (t) e · y2(t ) são biregulares no oo • 

Fixando :r1 (t1 ) e designando 11 as singularidades 

-
e designando I 2 as singular! 

. dadas de :r2 (½, ) , teremos um funcional analitico linear definl,:"j; 
2 

O funcional 6) será então analitico bilinear, defi

nido na região 'Jt:2 e E 2 dos pares y1 (t1 ) e :r2 (t2) cujas 

singularida~es nio são rec!procas. 

+Invertendo o ~apel das ~unções que comparecem em 6), o valor 
do funo\onal na9 muda, o que justifica o nome de produto tuncio 
nal simetrico (L8],pg. 52). -
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Evidentemente df 2 não pode estar contida num produto 

de regiões l i near es , pois pr1 ){2 = ~ l e pr2 JÍ2 = 'if2 • 

A indi cat r iz do f uncional 6 ) s erá dada por: 

r[~:t1' °2:t) = -L I ! 21Ci 

e 

_ l J. l - - 2~i t ~ ~ 

=C 

§ 5 F U N C I O N A I S 

G E R A L 

l l dt = ~ .. ! ~ -t 
t 

1 dt = 1 
a
1 

t ~l Ol l C(.2=1 

A N A L f T I C O S E M 

1 D e s e n v o 1 v i m e n t o e m 
, 

s e r i a 

u m f u n e i o n a 1 a n a 1 1 t i e o • 

d e 

Seja F[y(t)} um f uncional analitico definido numa 

região R e: ~ e y
0 

e R. Existirá então (A,cr)y
0 

e Ro Pode-se 

demonstrar (([a],pg~86) e ([12},pge 456)) que o funcional pode 
, , 

ser desenvolvido em serie de Fantappie: 

Na f~rmula 1) pusemos · : 

• 



.. 
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Esta função de n 
, 
e uma fun -

ção analitica no sentido de Osgood , simétrica em Bn e biregu~ 

lar com relação a cada variável~ 
* . * 

b) F ( n) [ y o ' a:l ' º • • ' « n] 'f ( a 1) º º • cp ( a: n) = 

* * 

= (2~1),i J ... I F(nl[yo,ªl'° ºº •ªnJcf(dl) dal ••• dan 

e e 
sendo C uma separatriz entre A e a s singularidades de cp ( t). 

O desenvolvimento 1) ~ válido p~ra as tunç;es 

y O + Cf ·8• vizinhança Daremos em seguida um desen-

volvimento válido para cada componente conexa da região de de

finição R de um funcional~ 

Mais precisam.ente ter emos o 

Teorema 1 

Em cada componente conexa de uma regiã2 R =jYJ(Aj'~"°oj 

(y
0

j = função nula no seu campo de definição VjeJ), um funoi~ 
, , , 

nal analitieo tem um unico desenvolvimento de Fantappie. 

Seja R1 = }tJ l ( A j , O"j ) y 
O 

j 

conexa de R. 

mula 1), o seguinte desenvolvimento a 

( J 1 e J) uma componente 

, , , 
sera valido, pela for-

00 

F(y(t)] = F[;r
0
j] + ~ 1 

1 ( ) * * 
n ! F n [ Y ' rx.1 ' ••• ,· a 1 Y ( ª1 ) ••• Y ( a: ) 

o n * *n 

I) Provemos que F[y
0
j] não depende de j tJ1 • 
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Sejam (y M ) e (y ,M ) em R1 º Sendo op' op oq oq 

nexa, existirá pelo teorema (6, §4 1 1), uma cadeia 

(Ai., o-i..)y t. , ••.......•. • . ,(Aj , <J . ) y . 
"l "l 0 "l m J~ ºJm 

q ue "passa" por y - v e y = v op ~ Joj' oq Joj m 

Teremos B . nBj I f6 ,oo• oo j Bj n Bj I f6. 
J 2 m=l m 

Escolhamos um ponto ex E Bj
1
n Bj

2 
e a função (y

0
jM

0
) 

singular em oc e nula nos outros pontos 3 teremos: 

Mas F[(y j Mj )] 
o l' · l 

e (Aj Í °jl) yojl 

E (Aj , aj ) 
2 2 Yoj 2 

e F[(y
0

j
2 1

Mj
2
)] = F[(y

0
j

2
jM

0
j

2
nM

0
)]= F[(y

0
,M

0
)] , 

donde F[ (y j ,M j )] = F[ (y j ,Mj )] • Prosseguindo assim demon-
0 1 o 1 o 2 2 

straremos que F[(y j ,M j )]= F((y . ,M j )l = r 1 [o] 
0 1 ° 1 ºJm O m 

II) Seja 1 ~ n e a família de funções de n variaveis: 

(r,s eJ). 

Com efeito, seja (y
0

,M
0

) uma função singular em 

a. E Brn B
8 

e nula nos outros pontos e Como {y
0
r,Mor) e 
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(yos' M
09

) s ão funçõ es nulas, será y e(A , cr )n(A ,a). o r r s a 
À 

Teremos em consequencia: 

5) 

= F [ ( y M íl M ) + e l + · · · +~1 = F Í ( '1T , M ) +...:.L+ •··· +~ 
or' or o a. - t a: - t L "o o « - t ~ 

1 n . 1 n · 

Tomamos os ee suficientemente pequenos para assegurar 

que as funções consideradas pertençam à vizinhança (A,cr)y
0
r• 

Da mesma forma provariàmos que: 

De 3) e 4) segue- se que : 

F í y +-=..L+ .... +___:!L) = F l y +--=.L+ .... +...:!L] l or « -t a. -t os a. -t IX - t 
1 n 1 n 

Derivando com relação aos eEno ponto zero, teremos i 

,(n)[y 
or' f1.1' º • ' a, ] = F ( n) [y , ª1, •• , a 1 n os n 

Poderemos então considerar a função de 
, 

n variaveis 

5) 

U n definida em jeJ Bj e igual a 

(n) [ ] 6 ) F y 
O 

j , a.1 , ••• , ex. n se jtJ. 



Levando em conta o que foi visto em I), teremos o 

desenvolviment o 
CD 

7) F[y(t)l = F1 [o] + Ei 
, 

valido em cada componente conexa de R. 

Observação l.; 

A funç ão 5) não está ligada às componentes conexas 

de R; portanto , se por hipótese tivermos F[y
0

j]= F[o] VJ ~J, 

o desenvolvimento '7) será válido para qualquer função y( t) e Ro 

O teorema 1) foi demonstrado por FoPellegrino e 
, 

S.Varsano sob as hipoteses mais restritivas da região do funcio 

nal analítico ser R = j~J(Aj) e além disto 

( [ 16] , pg. 4) • 

~ema 2 

r:1Bjl~ 

Dado um funcional analítico F[y(t)] não localmente 

constante+ , definido numa região funcional R e y eR, a intero 
... 

secçao dos conjuntos A t ai s que (A,a-)y c:R 
o 

Com efeito, temos: 
CXl 

a) F[yo+y] =F[yo]+E1 

V y +y e (A,o-)y 
o o 

- , nao e vazia. 

, 
+ Diz ~se que um funciona e localmente constante, se existe uma 

viz i nhanç a contida na região de def inição, onde o funcional é 
constante . 
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onde a função F(_n)[y ,a1 , º .º'ª ]éanalitica em Bnc.S, x °'" xS. 
. o n + n 

Coloquemos os conjuntos mencionados no •nunciado,nu

ma familia (Aj)jeJº 

Consideremos a função u(~1 ,o••,ªn) definida em 

= U n (n) [ ] · n V H jtJ Bj , igual a F y
0

,"í_, ºº 'ªn em Bj ( jiJ)o 

Para mostrarmos que /J· Aj /~,mostraremos que 

jY.r Bj / S. 

Se , por absurdo , tivéssemos jYJ Bj = S, para cada 

«n €. S, teríamos um Índice j eJ de modo que ~ e B j. Poderiamos 

afirmar que, dado (a.1 , •• º, ªn~l) e Bjn-l, seria 

:i uj(a.n) = u(~1 , ••• ,c<.n =l ' ªn) uma função biregular de án em Bjº 

Teríamos, então, uma familia de funções de a, cuja reunião n 

dos campos de definição cobrir ia a esfera complexa. Isto não 

nos autoriza a dizer que cada função 

pode definiçâoo 

u. ( it ) é nula no seu cara.~ 
J n 

, 
Podemos, porem, raciocinar assim a 

Seja, por 

9) I n ,,. l S 
o X 

pois, dado 

ª1,ª2, • ·•,ª 2'ª 1 e I n- n - o 

Teremos: 

(I • singularidades o 

I n-l x S, será: 
o 

e a E S • n 

de y ) o 

Mas, dado 

a €. Bj . 

a n pertencente 
, 

a S, existira ~ e S o de 

modo que n o Sendo I e: B. 
o J 

n 
(ocl, •. • ,a 1'ª ) E Bj n - n o 

( V j E J), teremos : 
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O conjunto I~-l x Sé fechado no espaço compacto 

dado pelo produto de n esferas complexasG Poderemos, pelo teo 

rema de Borel=Lebesgue, determinar 

10) 

Provemos que o corte de 
n°l 

•• nB -c) éa 
,lm 

= 

H segundo .qualquer 

esfera complexa S. n 

Temos = S , levando em n 

conta lO) o 

ou 

Segue-se daqui que o corte de H1 , segundo 
n-1 

(~1 ,-º º •,ªn--l) e(Bj
1
n .. ºn Bj~' é a esfera complexa Sn• Como co~ 

sequência u(.xl'°º·'ªn=l'a.n) = o quando (a:1 ,a2 ,ºººªn-l) e 
n =l 

e. (Bj n B. n º • • n Bj), em virtude da biregularidade com relação 
1 J2 m 

a~ e do teorema de Liouvilleo 

Seja, então, (A,~)y
0 

com A = Aj U Aj U ••• U Aj 
1 2 m 

o-= min ( o-j
1

, ••• , a-jm) º Teremos : 

(A,a)y = (Aj , <r )y n ... íl (Aj 
o 1 jl o 

,a-j )y
0 

e R 
m m 

Considerando o desenvolvimento 8), teremos: 

F(y +y] = F[y l o o 

e 
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, 
contra a hipotese do funcional considerado não ser localmente 

constante o Como conseque•nc1·a U B ~ S je.J j r e 

§ 4 

1 

F U N C I O N A I S 

Definição 

H O M O G Ê N E O S 

Diz-se que um func i onal anal,tico F(y(t)], definido 

numa região R, ~ localmente homog;neo de grau n em R (ou 

homogêneo de grau n em cada (A,~)= R), se não fÔr localmente 

constante e satisfãze:r ; condição : F[ky(t)] ~ knF(y(t)], se 

y( t), ky( t) t R. 

Seja Fn[y1 , •. ,yn] um funcional analítico n-linear,d2 

finido em 'dtn. Suponhamos que a intersecção ~n íl /).n seja dif2 

rente do vazio. Consideremos o funcional F[y(t)] definido em 

R == pr 1eníl '1n, -igual a t Fn[y(t1), ••• ,y(tn)], isto J, are~ 

ção de F [y1 , ••• , y ] a 1e íl ~ . 
n n n n 

Pela observação 2) do (§3,I), poderemos tomar iguais 

as separatrizes que comparecem em (3,§2). O funcional F[y(t)] 
, 

tera a forma t 

1) 

a) 

F[y(t)] = -
1

-
(2"'i)n 

Pro12riedades 

O funcional 

Com efeito, 

tioa que penetra em R. 

J u(t1 , ••• ,tn}y(t1) ••• y(tn)dt1 ••• dtn 

cn 

F[y(t)] 
, 

analitico em R. e 

seja f(cx.) = yC((t) {oltü) uma linha anali-

F[yit(t)] 
, 

função Mostraremos que e uma 



r 

anal i tica de ot. em f ~l {R). 

e 

Pelo teorema, 4(§5,I), temos R = J-iJ( Aj). 

Seja ct
0

é.,f~
1 (R); teremos y a. (t) t. R, e portanto s 

o 
y ( t) E 

ct. o 

I o = 
Podemos t omar C e. B. º Se ja H aberto, de modo que 

Jo 
I e H e H contido na região limitada por C e que contem 

o 

Teremo s Cc:Bj - H e cn-={Bj - H)n=B1 = Hnº 
o o o 

Pela continuidade de [Y«(t)] , poderemos deter_ 
oi f o. 

minar V(ct
0

) de modo que , se o1tV (ct
0
), tenhamos IO(=H. Por co~ 

seguinte, y(~,t) = y~(t) se r ; analitica em V(~) x(B. - H) e 
o Jo 

u(t1 , .•• ,tn) y(~, t 1 ) ••• y(oc,tn) 

será analítica em V(~
0

) x (Bj - H)n. 
o 

Poderemos escrever ~ pela regra de derivação sob si-

nal de integração s 

b) F[ky{t)] = knF[;r(t)] se y(t) e ky(t) pertencem a R. 

Isto 
, , ~ 

e , o funcional e homogeneo, de grau n possivelmente, em R. 

c) Cálculo das derivadas funcionais º 
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Seja y l R e (A,cr)y = R,. Façamos o cálculo da o o 

derivada funcional de ordem n de 1) pela definição: 

Como temos Bn = Hn (B = CA) 1 será a 

F(n)(y 'ªl'ººº'ª] = o n 

_ ~ Z)D l 

-{ot1 •• oEn (211i)n 1 u(t) [y (t)+~+• • 0 +~] dtj1 
o á

1
-t a. ~t s: - =e - 0 n n (..i-. • • <.-n -

e 

"' Os termos da expressao entre colchetes~ segundo a 
N A 

convençao da pg. 50, provem da matriz & 

yo{tl) 
t1 tn 

o • o o • • o o o o o 

cxl~tl ct "'t n l 

yo(t2) 
ti én 

•••••e• o• o e-~--

<11-t2 a'. n-t2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
• • o o • o • • o • • • o • • • • • • • o • • 

Cada termo provem do produto de elementos pertencen

tes a n linhas distintas. 

Os termos que contêm o fator y 
o 

nula com relação aos EE e 

têm derivada nma 
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A A A ~ 

Os ·termos que tem fa tore s numa mesma coluna, terao 

derivada nula. 
H 

Rest am os termos provenientes de l inhas distintas e 

colunas distintas ( a partir da segunda coluna.), que dão somas 

o o o o o e o o • o • 

# , ' fV ! onde a somatoria e estendida as permutaçoea dos ndices 

Calculando a derivada, virág 

F(n) [v d 
"o' l' e, •• e " •• C) o ' ct.n ] :::: 

, , 
Pela formula de Cauchy, vir as 

o. º •• , ~ nJ 

tn) ~ 1 t ... l i 1 

Se supuzermos esta soma não idênticame-rd;e nula am 

nenhum Bn e Hn, (B aberto ) , o funcional F[y{t)] não s erá local"" 

mente constante em nenhum (A, cr- ) e. R { ver demonstro (4, § 3, I) 

onde temos {A,o-)c::R~Bnc: Hn, sendo B ~ tA)o 

Podemo s então diz er , resumindo o que foi vist o em 

a), b) e e )s 

D __ a_d_o_u_m_f_u_n_c_i_o_n_a_l_a_n_a_l_i_t_i_c_o_n_·_· ""_l_in_e_a_r F [ Y 1 , º • o , Y' nJ 



definido em~ , de modo que 
n 

não seja idênticamente nula em alg1!_~ Bnc Hn-l.J3 aberto). o f'u:q-

cional definido em R = pr (1.e nó com valores iguais à da res 
n n -

trição de F (y1 , .... u ,Y n] ! ~n íl tin, .i, anal!_tico .!! R • jYJ(Aj) 

e homogêneo de grau nem cada (A,~)c R o 

2) Reciprocamente, seja F[y(t)] um f~ncional analítico 

em R = jYJ(Aj) e homogêneo de grau n em cada (A,cr) e: R. Mostr! 

remos que o mesmo é restrição de um funcional do tipo visto ea 

1) o 

Desenvolvendo F[y( t)] numa vizinhança linear (Aj) 

(jEJ) , teremos 1 

5) IP~y(t)] • F[o] + ~ ~ (j)[ * * ) ... 
jel j ! F o , al, .. o.' C\i] y(~l) • • .y(~D 

4) 

F[y(t)] 

V kt'1C, 

V kt'llo 

' Comparando 5) com 4) , teremos z 

= ( 2,ci)'l J F (n) [ o ,Oll' ••• ,a1,,] i(<11 ) •• y(Oln) d!(l • ,.d<ln 

cn 

Pelo teorema {1,§5) teremos um desenvolvimento 

Único em toda a região R = jYJ {Aj)ít. 

P'[y{t)] = (2;i)n Ju(cx1 ,o••,cxn)y{a1 ).ooY(CXD)d<X
1 

••• dd
9 

, 

cn . 
sendo ~(«1 ,•o•••,~n) definida em JtJ Bj 0 

+ F[ol indica o valor do funcional numa função nula qualquer 
de lAj) 
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Como F[y( t)} é homogêneo de grau n em cada 

(A,~)cR, será tambem não localmente constante O Teremos, 

então, pelos teoremas (2 9 §3,II) e (5,§5,I) , que a região 

H = n 
u 
jt.J 

, p ~ 

e totalmente propria e 9 se OI{. 

n°linear associada a 
, 

, serai 

R e:: pr~ n ô 
D D o 

n for a região 

Seja o funcional Fn[y1,eoo,Yn] n-linear , cuja re-
~ ~ , ~o 

giao de definiçao e C7'l. n e indica triz u(ct1 , º. º i°n_) • O funci2 
e, .. , 

nal homogeneo associado a este sera a 

2~1 1 u(ocl'ººº'ªn)7(a1)oooY{~n)aa1 ,,º 0 dan 
cn ... , 

e a restriçao deste a R sera exatamente o 

dado o 

y ( t ) f pr ~ íl A · n n 

funcional l[7(t)] 

Finalmente, temos u(a 1,o•o,á
8

) m 

a 01:r [ à l --,-000•,---i~ .}í4i porque u(a
1
.,eoo,<In) é -simé -

ll! n i1ºt1 ~º¾ 
trica em Hn o Como F [;rtt)] não é localmente · constante , 

0 r[ • --~,ºººººo ,.___,,l -- ] não aerá 1.denticamenta nula em 
~i1ªtl OC1l=tl 

nenhum BD e: H (B aberto) i caso contrário, teriamos n 

u(a.1 , ººo 9d.ll) nula em Bnn Bj p (, ( jtJ') 9 e F [;r( t)] nula 

em { A U A. j ) e: R { A ., ( B e A j = ( B j ) o 

Podemos , entao , dizer g ~UJ.Jj,n,J.çao de func~onat 

pal.Í;ticp_ lottlmente lrnmogêpJ;to_.slL€.Q:"..Jl\! n Úl natural ) ,_a py

llr.. de um funcional analttieo n-linear 8 ~_equivalente (a m~

.ILQJL~lrJ!UÜP--1.. à de func~9inal.Í.tl,_ç_Q_ ge%inido 

, , ~ .,, 
+ A somatoria e extendida as permutaçoes dos lndices 1,2,,,,n 
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em jltJ(Aj) e localmente homogêneo de grau n ( n natural). 

" A forma geral dos funcionais estudados sera: 

1 
(2 i)n 

J u(t1, ••••• ,tn)y(t1) ••• y(tn)dt1 ••• dtn 

. cf 
Quanto ao funcional visto no número 1, y(t) é toma

da de modo que I n c:.H e cn é uma neseparatriz entre In e n 

(Hn (Ia singularidades de y(t) e Hn = região de definição de 

u(t1 ,•o•ot) , totalmente própria em 0 ) • n n 

Quanto ao funcional visto no número 2, y{t) é tom! 

da de modo que I e: B j ( jtJ ) e C é uma separa triz entre I e 

Aj ( y l R = jYJ<Aj) ) • 
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r U D C i O D a i s 

, 
Ã3X 

AUB 

jQrAj 

{ x} 

A - B 
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A p i N D I e E 

d a t e o r i a d o s e o n j u n 

o 1 o g i a e d o s e s p a ç o s 

8 D a 1 1 t i C O B o 

simboliza i a pro~osição A iaplic~ na pr2 
posiçao Bo 

" 
D 

• 
• 

• 

• 

• 
• 
li 

.. 

lt 

qualquer que seja. 

tal que. 

conjunto vazio .. 
, 

x e elemento do conj"unto A 

o conjunto A contem o elemen
to x. 

o conjunto A 
conjunto B. 

, 
esta contido no 

o conjunto A 
to Bo 

contem o conjun 
'"' 

reunião dos conjuntos A e B • 

intersecção dos conjuntos A e B0 

reunião da familia de conjuntos 
(Aj)jE.J • 

intersecçao da familia de con
juntos (Aj)jtJ. 

complementar do conjunto 
pode- se retirar o Índice "' , quando nao houvar duvida 
o conjunto B::::, A. 

, 
conjunto formado_ por um unioo 
elemento x. 
A: 1AB (B A)• 



{ x e EI x satisfaz P} simboliza : 

-1 
r (A) 

o 
A 

i 

X (j] 

H(x (j] ) 

pr H 
1 [j] 

1í 

s 

I • I y 

lt 

• 

n 

• 

• 
" 

• 

• 

• 
• 

D 

conjunto dos elementos de E 
que satisfazem uma certa pro= 
priedade P .. 

{ x e E\ f (x) f. A} (f = aplicação 
d e E em F 11 A e: F) º 

interior de um sub-conjunto A 
" de um espaço topologicoo 

"' aderencia de um sub=~onjunto 
A de um espaço topologico o 

produto cartesiano dos conjun~ 
tos El' º º º ' En ou produto to-

, , 
pologico doa espaços topologi-
cos E1 , º º º , En . 

produto cartesiano doe conjun
tos E1 , • •• , Bn sendo Bj = 1 
VjrJ º 

produto de El'º º• ,Bn na ordem 
natural, excepto Ej (1 < j ~ n) 0 

elemento de B [j] (1 ~ j "n) • 

corte de H e: B.1x ••• xln segun
do X [jJ f. &f [j] º 

projeção de H c.J .x ••• .xi solre 1 n 

projeção de H e 11x ••• xln sobre 

Ej {l~j~n). 

corpo ou plano complexo . 

esfera complexa . 

conjunto das singularidades de 
{y,M) isto é CM e 

uma vizinhança fundamental da 
função biregular Y

0
° 



g; 

(.l) 

(A(x)) 

~ n 

'Jen 

Hn 

[y l1, ( t)] tX E .n 

r(a) ( {X e n) 

simbolizas espaço das funções biregulares. 

vizinhança linear da função 

lt 

lt 

n 

" 

1t 

• 
.. 

" 
lt 

ft 

yo • 

região linear com conjunto ca
racteristico A. 

região linear com conjunto ca
racteristicoA(x) dependente de 
Xo 

corte de 
{y,M) 

segundo 

produto das esferas complexas 
s

1 
de variavel t j (1 <: j ~ n). 

, 
produto dos e ~paços topologieos 
8 1 , º ... '~n de funções (y j ( tj),Mj) 
(l~j~n) .. 

produto das singularidades Ij 
das funções y i (l ~ j ~n) da 
li=pla {y1 ,u . , Y'n) e Ln• 

produto das vizinhansas linea• 
res (Aj)yj (1 ~j ~n) aendo 

y = {yl'ººº 'yn)º 

diagonal de ~n• 

região n-linear de ~ . n 

região de G ,totalm.propria. 
n 

linha anal:Í tica . 

linha analítica. 
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E R R A T A 

Na 6ª linha, depois de: função analitica biregu

lar, inserir i ou simplesmente função biregular• 

14 Depois de, 12ª linha , inserir i O conjunto t, ,mu-

nido desta topologia , ser~ indicado pelo simbolo i?: o 

16 No fim da 2ª linha, inserir s um aberto• 

20 

24 

54 

56 

68 

71 

Substituir pr1 din, por ~l, na 6ª linha• 

Na 7~ linha, substituir regiões próprias , por: 

regiões totalmente próprias º 

Na 16ª linha, depois de: uma das partes, inse

rira abertas • , 
No rodape, substituir: de uma topologia, pors 

da topologia ê'G • 

Na lª linha . , depois de A=Mq , inserir IA de-
N o 

monstraçao pode ser repetida no caso em que~= oo con 
o , -

siderando- se a função y(1,t) • 

Na 7ª linha, de pois de t de grau n, inserir: 

(n natural) • 

Antes da 1ª l inha pÔr: 3, simboliza & existe• 




