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§ 1. r: o ~,'"'º s co~1siclcraçõe s serão basca<~ os num si. :::;te1.10. n_:;.._i_o:n ', Jc i co e' éJ _;
1

ecn ia 

.. 

ele L.,ermelo - 1? aenkel, naturalmetJt e s0!11 o Axior.10 do. :1;~jcoJ.l10. (o. , a:cio

mas ele r~e gularidade e a e Substi tuiç[t0 ~r oc1 endo, também , ucr e.·~c luÍ ,~or_;), 

con,o a!!arcce em (1) (pa: . 8-J 1) . 1\s r!oc:Õc .. ; :iTü:.:i ci ·12.s r:uc .s..d.1:iti1nos 

s3.o a de _ç_op_.::_)-l_nt o e a _1~e_lacão de __ ._C)_i,~Lix1ê:~1r i_~ _0;1_i. r g '.l_oi._r~. _ç_on_jun_Lq..:~ . • 

A •)o.rtir da noção de incluso.o (o con junto Z e jtf.l con~ü;_o no cui1junto 

Y, em s í mbolos X C Y, se e s6ra~ntc se 

( V t)C t E X~t EY) ), 

cl.ef ine-•, a i c;ual drJdc Z .. y nor : 11 X ( Y 8 y Í 
r li 

.J\ • 

, I " 
" - l 1 

entüo 1 6 ,ar~e prbprin de Y e scrcvcmos .. C Y. IÔs co i s to, os meio 

-1 

~a~ do sistema a que nos referj_rnos c~o : 

t,I - :~e o conjunto x fÔr 1-.Eiu.~~1 o._o _c_o~:i_j\l.I.1.G.2 y (~ ;:,t-0 Y)r;rtencer ao con 

ju__!2_"~0 A, -~n~~j.o x :2_e_:i;:_-t_ep_c_e_;rá ao ~o_n_ju_!'.lt o . .\ . 

~II - PQ.çi.os S?_q co.!1j)-l!Jy_g_~ "' __ . J , _Q_A)._s~.e ~ c_o 1. prnto , . . c~_u_j_ç,s 

s_~-~ :_:çe_cJ_s_~l!,l_c.9.:_t_e_ x e y • 

;?, - füciste um con ·iunt o 0 , 
III - -·•---- ··- ----· :...... - ·· . ...1. 

sem nenhum el mc~to . 
_., ____ .. ·· -- .-

gIV - Dada vmn classe 0ual<1ucr i , S0_i.§..~.Q ~I~ ... ~nju_r tg_ f·l cyjg§. _ç_l e_m_qn-_ 

.:!:s?__..=. são o.ouGles e §_OQ')..q2].tq
_ §:.9.U~l_e_~ nue '~~-rtencem a Dclo m1;_1_1_q_.§. ~m d_.9_~ con 

'l.v - _:Q. do um_ conjunj;_Q g_1:1.Q.l_g_uc_:r: A, ex)~_t_Q ~lJíl. c0. 1_j~~ .. 1:.9. '.., _c_y_j o~ e_~e_rn_q_!1= 

tg§. __ ão p_f~q_i_~_a_m_<2.n.,t~ -º-~ _s~.!:!. _ç_o_nj _u_n_t_~-~ .(~ A. Indj_c o.L-cmos B ;>ela notação 

~') (A) • 
:,VI - Ax·_oma de Scp_a_:raçnQ _Scnd_o, I' U)TC'! p_ro,,r:i ci:n_<l_C .0. o. cJ..crn_ro_ü_to ,_en_éij._-

.Ç_Q x do con:iunt o E c:>eis te um q_onj~ ~n to_ A (.!_e_ t_aJ :11_9-4.C?. qu~ x :'..)_9r_t,0_~~~~ a 

-- ___ .... ~--· -- ' . .... - - -· 

. _ .. - -- .. 

(] ) A 
" 1 " !. 11i· c-·i· r1o"" ni· mo ele 

11 co n J· u11to 
11

• 

palavra e o.D' 0 " , ac' , ,J • 

(?) An noc õ 
8 

metamatemá tica d Jj.:asc e :i.r. .. oJ?_ri_q_d _a __ clc 
1
-•ncont, am-se 

déJS ~ (1) ( _06 . <)-lo) cm corno cr11 ( j] ( paf . 3 ) . 
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;;VII - :\.~_i.9-..'.~-~ d?J: }).1_fJAJdade - Ex:i_c.;tc um _ç_o_n_jun_;; __ J , p._o _ _ r1\~;:l ~_c.L'l~cn_-· 

c e 0 , Q _ç~ e _t~.1., _r_i:l_()_d o s e x ::_; e r:.t :.P e_~ -ª L , ent ão x u { x) s L • 

Os conjunt os 0 , (0}; { f , {0}) 1{0, \0}, -{0),(~}}}, ,.e-=-=:::: nuc -SGO 

r espectivamente, , t . o s num eros na-urais 

que dcsi[~naremos por .N , contido cm L. 

§ 2 . nes te parágrafo, bem como nos sc:·uintcs dÔ~3tc ca::-i í. tulo nos limita 

remos a dar a l gumas dcfiniç~e . , ' e teorcraas n,cessarios o nos ~a exposiç5o. 

f'ara os teoremas adr:ütido s sem d.ernonstraçõo , citarci1 o~, sem_ r · ª·" rontcs 

onde s uas dcmonstraç5cs podem ser ncontradas , 
J 

1. Sendo F um a clas se de onjuntos, is 
, 

to e , o , onju 11to I dos cle~cnto s ~u e pertencem a todos os cotl juntos du 

' . d 1 · t ' ' . C 1 , rc1cJ'l a e o.sr;c , exis e e e muco . coEjunto sera j_•,àicor~o ro, n .. • 
./\.E.F 

8cndo E um con j unto e 1\ ur:1 sutcon _iun.t o de E , o C'.::>r11,1 l c::·o;;tar -::e A 

rclaçõ.o p isto 
, 

conjun t o l ô.os c l c1.1entos e: e T' ~ 
'JCI' Cl;í1CCL'. cm a 

.!..J ' 
e o J..', f1_Ue nao 

,, , , 
I 

, 
indicado E ' CEA. él • e l c ~::i ste e e unico . sera por - J~ ou 

2 . Re lação . Dados O"' con,~untos E e Ti' , chama--cc rclacão _Q.n_~EQ ___ 18mcn-

,to s de --... - --· E e e l emen tos de F a todo subconjunto fi cJc ,:> ( l't) (E u li')) formci -... -· ~- ~-- - -.. -·•-- ·- .,,. 

do por con j untos do tipo [ {x J {x•1) com X E ~,' e y e J.;• . rro Cél.CiO '-.;ffi ' 
1_; 

fi 
, 

r e lação sÔbrc E. Em lu de = F diz emos ciuc e um o. ·ar -·- .. --
fi e c rcvercrn os x ft y; n nc ~·:aç&o d,; x J. y 

., 
ncra in.clicada 

rclo.çã.o , ntre elementos d.e E e o1cmeiitos de JT, tul que ~lara toê.o x e 1~ 

8Xi ·te um o um s 6 y E F tal que x fi y. O f a to de que ~fi y se r~ indica

do , 11cr-t0 caso , por y ==- fi (x) . E fi : E ➔ F indicnrá N 1 c fi é uma função 

e. e 1'. cm F . 

Direm os uc a função fi é -~-º-12r_c_je_t_~;ra se p ra toc, o : e F cxL·tu 

% E ]~ t ~ 1 que y = fi ( x ). E diremos c,uc a funç ã o fi 
, 
e ~n -~--' _t_o_rn S\.J , ~,e ,1r:o " 



_ .·., -

·· z c J mcntos di s tintos de E , cn t G.o ncr,cs ..., àr i amcnt(: , t c: rn - sr fl ( x) /fi (z ).. 
1 

/i na l n:(:nt c , se a função fi fÔr so br cjc tora e in(i c t ora (~j_rcmo s o_ucfi é bi 

3 . ]cg_l, a ç_ã_o d e .Q_CJ..U_i __ v: a_l _ên_c~~ . Uma rclélção fi s Ôbre um conjunt o E , n?'.o 

. , ~ ,.._ ,.._ , , 
V 1 d U ·va l n . . ~,o·orr, J,', pn o.z10 , e uma f_g__ a_ç_a_Q __ q _E? _ _g_ ___ :L_ _ _í __ c_1i~ , ~ ~-..: fi f Ôr r (:;f l cxi _va, :3 llf1C -

trica e transitiva 
.. -- - --· --- .. ------ . --- ' 

. r 
isto e se 

a) x fi X paro.. toei o X e E , 

b) se X fi y 
' 

c;n tõ.o :I fi X quo.. i squcr 1uc se j am 

X e y do E l 

c) S8 X } y (; yj. ~ ent ã o xfi ~ q_uai s que;r e; uc 

' " se j am de T,' 
X y e z , .J 1. 

3c fi f5 r umo.. r e l Qç~o de onu i va l Bnc i~ sÔ bre o c on j unt o E , o f a to de 0ue 

, 
sora i ntic ado por (mod fi ) e 

A r 
le-sc " x e coui val cntc a 

Y sczund o fi li 

üm subconjunt o A d e E é uma classe à.e c quiy~l_ê_n_c_:i_~ 2_C[}.lJ1_d.9- se j x cE 

t a l ~uc A 6 o conjunto de todos os a lcmonto s de E 0u e s~o oquival cn

t c s s ecun~o fi a x. O conjunto das c l asdes d e L;~uiv u1:0cia se[undo fi 

d ,.., r 1- , E/ -t. • 
'" 10 v élúO por Jt 

L1 . • ~:O..~flia . Ge jam E e I dois conj unt os e f umu funçõo dv 1 un }; • 

rara c adu i s I , ponh amos f ( i) .- 1~i • :teste c.::t:,o , comd dcr ando--uc 

Um a var i~vc l qualquer , di ramos i 1 f ser& indi c □d~ p~ l o s í mb olo 

(xi) i e I e rec eberá a àonomi noc;no dC; .. (~r.1{l_i a c u jo c q_n_j_~p. t o de_ 2:..l'!__c.~J:-:: 

, 
e r . 

No c as o particular cm ~u c E 
, 
e uma cl a 8sa de conj untos di r emos 

(x: · ) • é uma f nmf lia do._ cq_p_j]1nto~. 
1 l S I 

5 . Produto cartesi ano _c;i..Q ll.'12~. f.~m_Í_lJ.Q !:1G con_j_~~_t_o_,.,. Seja (Ei)i E I 

llm ;:i f ~mÍlia do conjuntos, c he.mo.r (;n~o s produto c n.r_-~ _ _s?_c-?..i ono d:-1 fnm fl ü:i. 

p ) 
'i j_ e I a o conjunto da s famil ias (xi) i c 1 t a i s qu 
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todo i e I. , 
Sera denot ado por 

rr E. 
i e; I l 

ho cas o particular cm su e 
(

T'.' ) , , 

~ - . 1 e t a l ouc E. e 
l l · - l um 

, 
certo conJ·unto A e E2 o um certo conJ·unt o u i ndi curcmos .~

1
E. 

.u , lc, l 
( 

s1mbolo 
pe l o 

mo s 

.., antor. 

6. Se j am A e n dois conjuntos , dirum os que A 

~~~iotir um a função bij_c:t ora de A cm L . tstc fat o se r á i ndic e.do por 

A z: B. 

Um e onjun to A se dirá J)_nj. to s e a. f Ôr vaz io ou, se c:~i s t i r lUn nú 

mero natural n maior ou i ~ual a 1 t a l QU C A 0c j n cquipotcntc a 

(1,2, .. . , n') . 
"' . 

I'7 o u · t
1
1do da cquipotencia entre conjunt os dcscmT>onh;:,'- um pnpcl .rr.Q 

:9 ondcrnn te o t orem a de Dcrnst ci n-Cantor. Um a dunonstr.:ição dÔr; te 

t uor rna ' cnc ntra.do. cm G) o (4) . Cumpre no t ar - c•e que essa de 

monstro. ção não depende do 11.:;;j orna da :C.sc ol ha . 

uou·n,L •nL o a uma nart c de B 
·--- --- .. - - - ···· - - - - - J::__ ___ ,,_ -

A, então A é couipot cnt o Q D. 
"'DR fÔ r co ui r,ott:n tc a ~G. nurt1.; ele: --... --- -- -

Uma con~ cqu8ncia d8st 
, 

Teorema 0 a SCGUint c 

(1) N x N ~ cquipotonte o N. 

Sendo , uGora , X um conjunto qunl~u er, indico.rem os por p ( X) 
0 

con 

nto dDs .:7artc finitas do X. FÔsto i s to , 
" ·nc1· 

o Tuo1· l- ma cJ Bernst 
t em-s e ma i s a "'cr;uint ) con.,v 



(2) p (N) 6 equipotcnt e a N. 

Como n conscqu3nci a ( 2 ) scrb usada muitas v3zas no texto cntüo 

th: .::w;ora cm di "nta a 1 t · d · ' ~ 
,. · , e. e ra c:rcgc. y in icara um a funçn.o bijotora LW 

p(P) <]m N tal quG Y,(0) = o • 

1~. Rq__l_Q._ç__Õ._2 de -º-~·d_um. Conjunto tot: lmcnt1,; orde:nc'.:ldo . Co_pju!!.:CO b0m or 

du ado • - .. - -· 

7. Ur.ic. relação fl , 

E SL: fÔr rc,fl c~::i va, o.nt:Lsim,' trica e tro.nsitivo 
-·- . - - - --- -----·--· ... •-- -- ' isto e, s0 

a) xfi X ~aro. todo x E~ ; 

b) su xfi y o y fl X ' e;ntõ.o X = y ' <:,UO.i S(~Uc, r 

que s0jam x e y de E 

e) se xfl y e y fi 5 ntão 

xft s , quaisquer q_uc sc.jc..m x , y e z de E , 

Umo. r0lnção d e ord C;m , fi , sÔbr, um c onjunto E é time. r0lo.çÕ.o t~C 

.9. __ dcm :tQ..:_t; a l s9_b_re E s e par a todo}~ C; y pcrtcnc,.ntc.s G. E tl:m - sc xfi y 

OU y fl X 

rclo.çÕ.o ft "' conjunto í,' 
, 

r1,; la_ç_.ã_o_ 

Uma d<:: ordem sobru um l.J (, Ui:1 é.~ de 

])_o..:~ sÔbrc 
toclo sub conjunto , 

- V i.J.?,.Í. O, 
~ de E 

orde: m E SG para 
no.o ,. 8:•:iD-

---· ----- .. - ----

t 

eft X 
pnr a todo x E A. 

Um con junt o no quu. l cs Ln d(.finid~ ur.12 r,JL10Õ.o dr, ordem total 

fl ( de boo. ordem) se cliz iotnlrncntc orcl,_ilo.do ( r,:,~1 1...,cLiv,~1.uüv, bc:1n 

Dnriui por clinnte omiti rumos tt p8.lo.vr 
11
rclnçõ.o 

11
; d· rcmn,.. 

Plaamantu , ordem, ordem to t al , boa ordum , conjunto tot almc~tc ordenado 

Mais ainda , se n5o houver p ossibil[dtdc clc confu 

P(.)la ordem fi I e te . 

Duo nunnto ~ ordem fi 

ordenado pe la or cm fl 

. , 

que cs Lamoc considerando, no invcs de conjunto l', 

dirumos 11 conj ur. to :E ordcnndo 
11

• f.nàloco.mcn tl! nos 



·r, •m ~-r, r •·t l -,-,r, r•·, J-' nd1· CDI7 r · 1 .-, co~ e, (
7 o,..,_ dc.m llt 1· 11· ',',. lj_ ,.,,1() ,',' or. <;1' 1,•1't>o] 0',.', ~ 

1" 6 \.) e. ;_1 '- - e.. - . . . ,.; e., : \... ,.) .. \_; - • " • "J "J ... 

u . ;~---.,-jo. E um conjunto ord lJ.i.1r'cJ o p c l t1 o ·d (:m 
con,junto orrL..:fL'. 

d.o polc: orclum ~ • Diremos ClllC umc•. func~?,o f -~ .... .. -.. . ..... _ ... .. 

_g_r_e:_r~c_u_n_~_ 00 pc.rn todo x , y e E , co1•1 x:<· ,/, t em -:.,, f(:~) < f (y). 
F s~o a ois conju~to s 

tora estritamente crcsc cnt ~ du -· - - . . ... .. - . " . ,.._ 

bcs . 

Jo E 0 1? são do i s conjw1tos 

h. cm or:knétc1os L; -·-• - - -·- -- - . - - -

crc s~_cçi_:t~. de E cr.1 J; , quo tran1' forma ·. 'LoJ o 
mcn Lo do 1'', en tão f, ouo ,. , . 

C l lllJ CQ , obvi o.mc:ntc: 
~ 

SQ 1rc:i nc _iJl.G. l uc E om F . 

9 . Conjuntos bem .QE~_(;l?:..l?:.º os 

f' , 

L l, l!JT] ' ! 

C1 Ue; 

, 
f e 

, 
c;cr::1 e, , ;10,:üü,-:.clo. &n] jc ::· --. --· . - - . 

O qu e diremos El'."Oro. , na.do. mc-i ,. ~ ci o riu um rc suri10 dor: n.: sul tetr~ o.., 
QUL ~ cilcontram no capítulo III de CD , 

(petgs . 39- 1!11) • . 'l.(]t.Ü nos l .i.rn.i-
tt~rcrnos .'.:l cit c.r um processo de cons cruç3o d\ ; um,-;. Lo,.:. orc1c:71 :iÔb.fc um con 
junto p~-rticu1o.r, bem como D.l~uns b .... or l:mo. , qu ~ etdr.li tii··. noF s 'rn d.c,í:ions -
truç~o . Como j b ficou dito acima , " , : _ , ; : , e:; r,, •J u 1 t cl o~; :..i ,: cncon'L rnm cm CD ' , no capitulo I I I. 

'-J~jo. J,, U in conjunt o infinj to , incJisuc rno._, por Jl o co11_iw.1 co \.lrt; i 
0

-
1
:, 

O l "b t d E1 • 
rcr.:n"' ' 'O 10 :10.r cs e 

0uiv~1Cncio , ílU C indicnr um on por fl: 

sendo E..q e 1~W2 s _n , w 
1 

;;W2 

l h.:::n te e. E~ • ( Po. r l., e o.da w s ..fl , 
(}li.( l w é bo.J. ordem). 

(m od } ) 0t.: e 

dcsi c;nn 

o conjunto ouocic11 te: ; cm H in :;1 o-ln,, i 1·c ·ir, · 'tlfJ'' 
1

. l· .. 
• ~tJ .. L 1.... . ..,. -
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~ 
ç a o de 01-tlcm tlo ooruinto modo 

u < v , onde ti, v E /-/ , . e e s om ente s 0 , s ci 11 d o ~ 1 E u o 

w 2 s v , c:~i sto o. , p l icclçÕo princi-nn1 de .l~wl um E\iv;2 . '11c:rt;íllü', (]lW 

/ / , ( cn ( , -) rr e bem or dcnaclo nG l o. ordem < -!::.! , C,'Jn tu l e IJ I , tl;OL'vm, .. 2, po.:· . L\ :;. 

( Vc;j,1 -~ se L d c-: mon :::;traçno do Jv~rI (, itl CD ' no. p;_irL(. d:·. pÓ.[:ino. 57 . ) 

Além d <.;stns con s idoro.çÕct; , ~1é 1 ra c:s 1 c,ss ts clcmoi.1s;~1·1.ço01; nocl:.::;,rüt-:-.. -

rc~rnos do s e:;ui nt c l ema ( ( J) , . ' r. F ) l VJ
0 

cl r " '1.1 /., J !, IJ I,.- l pé.1.[~l ll cl ;, _; , (. C _ . D ,.. • 

I_J .,-, 11.1 A e• .• 'l /1 -,, a • _ ,, 1·1 - ::J..Q.J.L m ., 9. .L, nc1 G con ... tmto _ 

tor.womorfi sr110 . Gorn0~cidu.t 1 ,; • -.. .. - -~· .. . -

;_; c j ci. E um conjunto e {um s ubc onjtmt o d e :J)(E) . 

1 ) 0 E {, ~ E t ; 
2 ) r c uniêio qu n lCJ.u c r de c on<-; u ntos c3c ( pcrtc ncc é"'.. ( 

3 ) i ntersocçõ.o fi n i ta c'lo con j uiitos de ( portcflc~ é, ( . 

J\i· , r-- t s c ondiç ões ' à. dup la ord cn:1det o~: , t ) C11Lllllé1I'\,li10S _c_~'DClCO COJ?_~ 

JÓ_ci _~-°- de s 1:-1_p_o..:.r:.tc E 8 0.J~_ql_?_Gi .~ t . l'!O duco~ r'--'J:· dc:rLl. tr~bi. 1 110 C.irc--

mo 0 , sir;1p lcsmc i1 t u , o 11 cspa ço topoló c:ic o ( E , t )''. 
Q, con,junt oc de t S GO chnmLd o s uLartos cm e or, conjuntos 

du form( E - X, onde X E t , ce c~ j _zcm f(; ChncJ o s C;m ( 
,, 
: 1 ' 

t ). 
,)o j a m (E , ( ) e ( .L', ' 1 t ' ) d ois csncç o s to i)o lÓ ~'ico:..; e: f uma fun 

ç .:i o l c E c m E ' . Diremos qu e f é um n _.tu_1:i-_ç_~_<? 5:.ontJx~u n d o cspo.ço t opolÓ,.ico 

(E , t) no espaç o topol6Gico (E ', {' ) 0C e s ; mcnto 
t od o J E t , . ( 1 ) 

~-1 
l cn e t > para 

- Sendo 

todo A, 

t o. i !.., oue 

X e Y dois conjuntoP 
- 1 s ubc onj unto de Y, g 

C (x ) E A • . 

e 
( A) 

ur1a plica c ,::;.o ele X l!ITI Y, p:-ir.1. 
dos i o;n n o conjunto dnr, x s X 



1 jcto]~a de E c,1 ~ ,. Dil' e--os que f é n11 J_1_0;:,1c_o_1.~,.r:,f_i_::;;.2_;_9_ r10 c::ro i:.:o t0po

l 1 ó G i e o e~' t ) ~; ô b I' e o e~: i)8 (_,'. o top o 1 ó e; i e o C:, 1 
' t 1 ) se (? :.i ~ . 1(; n te s (? : 

1 ) f ·-l (X) e t , p éJr a -~ o e) X e t 1 : 

? ) f C~ ) e \ 1 , iX~ 1~ 8 to el o Y r. t • ( 1 ) 
, . 

Uli1 (; C'l"lé.' (50 tí) )O l 1J.' lCO G 

Di:c c,'o s r.nc ( .f\_)i cI 
, 

E' llj1 

rcco b:cir 1en to a;J ,~' rto e~•> 
.:. ... · . . ----•-·--- .... -- -- es 18 co , 

l) i~IJl_i ::: P. ' 

? ) J1 i E t ~ 10 r r1 to e~ o i e I • 

( ·i ,..) _ ... 

I co e , p.'.':cr.:t ·coLlo r .. :co; j1~ii·0;1to 

J e I ,finito,tnl ~ue 
u 

is J 

,., ) 'r .L' ·t O ( Jl • ) .· e· -
' ,,. J. lu l 

_()_ , = lj' ) 
l J.:J • 

de C:~, t) , c:~isto 

,... "1 · fü !D 18i1l lD C (' 

e 

t é D clDSS C c)í) S s n bconjl ntou el e l'.. 0l1(: S20 ,'r.t11iiÕc!", c'.c• COt1Jlll1tO~, rJo t:L.10 

n -r · X ·, ' ' 
i e 

1 
Xi , onde Xi s , i pv :ra ·co cl o :L e I e i = .i!,i , e xc c·co ·x .• ' .'.' tn nul'1r: 1·a :r ini-

to elo {ncHccs i s I. 

... ___ ___ ..._.. .. _.. 

(1) Pi:.1I'r.:t ·coco sn conjnnto B ele X, r. ( B) cJe·s i c;ne o ,0~1J1.1n-co cl !:; ,~ ( y) ri 1 ;,,rn 

do y porcorTc B . 



CAP f'T li LO II 

~, 

t; not; ,c;r_; ob,~ctivo rno±rr1r que a.s sc:tc 2fi ... rc.':.çÕu; 2-baixo , 

Com o intui to du sir.1p l ific:ir os onunci:'dos vctmos introduzir 2. l c1 . dS 

notncõ0~ . ..., . 
~- [""] , 

8L:j[tm ,: e Y dois conjunto .s qu:.is<JU1..:r . 1•:nt?io , 

' o o conjunto d~s 

j· [[,dJ , 
i..' o conjunto d.':.s fUJ,,_:ÕC:s r e 

u X 0 f(x) = f(y) I O, ont~o x=y ; 

" ~Y indicG que ll_i _é, cr~uipotcntc [! mi2. pci.rt.J du Y ou Y 

( l) 

(2) f',-, I'.'> t l 

••-. ·--- __ ..Q!~ e 011j_ u rJ. to 

cnt.3o .A. ~ D • 

~ nr:o v --:z io node: 

, 
í... 1.,C}UÍJ)O tl-nt , i, 

bdn or-d,;:-1:;clo . 
--·· . .~ ··---

(Li.) Toe o e' · t ~ · voc·ic.' ser tnt~~lmu;1_t_·, __ o _ _r __ d_, __ n __ r_·_c'_~ ~ , _q~:::J_is,___~ 1\ C' 

----- -~-o_n_Jun o nno x_0._z_1_(?, ..... ______ .... - - - - - -- - -

D .9_9_i~ c_2_n_jupto_: _tn(i_n_j _-t'.oq _(!_1.:7·t_:_V,.C2l~L)}._'. , :?_C:_ p( 1~) ~ !l(íl) ~ A - 2 , ~_r!_t;~ 

,, 
j J ..... ' 

-r_; ·10 

, 
: ... e.: 

do , tem-no p(l u D) : p(A) u p(D) • 

(?) ;2~ ( (:': , t _i) )icI f _UJ!l<-' fç_rn_f.}i_'' to~o16 icon , m~tuamcni;c 
·-. - . ... ...,__ - . . . - . - . . 



~ 
ocs 

, 
e: ... ~ cl o ( ] . ,.. c: 1 _;,.t. tu .o I , 'J 3, n. 6 . 

Po.ra 

-~-'-'J!l(?}1St_r_0:ç_~_o __ : Su j ~.'1. A um conjuntG (~un lcp.-11..::r l; ii1diq uu,10s por y ,: 
(::3.o eh, p(N r/',.) om N [A] que asso ,ici. e: c;,:.1dn l p,)rtonc'--ntc D. D(IíxA) o 

n: nto cL. n [A] o.ssim definido : 

Y CO ( Y) ,= f1 ( { rn: H l ( n , "j) E ~~} ) 

;~ funçco -~ Ó bij ctoro. pois )2 ~ bijctoro. , 0onc}.(; p(füc'.) ;; F [A]~/ 

~J'_s:mos i _çêio .. 2 .. : Pnrn todo conjunto ;\ ' N [[!,]] l ;quipotcntc a N II 

1-y : l\: [[A]j ➔ 11r I_TAxA]] .". f ~ u L: ;.:. unçno que o.ssocin o. cndo. f 
r; [ 'I.]] o c1(Jmcnto y ( f) de, N lÍ!,x!J] o.sr j_m dcfinic~o: 

j f (x) se x=y 
Y (f) ( (x , y)) - \ O cm coso contrÓ.rio • 

!~ fun .,.~o -'t' é inj c tor:i . Por outro l r'do, vo.mos d.cf inir umo.. funç21.., r 

d o I,T [\_i,xfJ] ,·jc-t oro. , ~ orn 1J 

lo 

• Pnro. o. dcfiniç~o de G pro e ode rcrr.o ;3 1 ,~ , ,.,. etapns . 

1) Tomemos f E o rionhnmos 

xf = { (f(( x , y )), x ) (x,y) E f-l 
( N - (P ~ e 

V 
= (( f( ( x , y )) , y ) (x , y ) e f-l ( N -(0) )) . ·" 

J. 

2 ) Indin_ucmos por .r1 o. fun e;êio de, !t cm 111 tc.l (]U C 

e; per f , l f unç;;,o 
de A um N tnl nuc 

I 2 ( t) = lO ( { r EN / ( r ,t) E Yf) ) • I 
3) f·;o r; tru1noo C}UC f l e f2 pc.:rt \._;nc m o. N [[J'l. ]1 provemo~, , T)Or c:rl;mp} que fl p,:rtcnc o ..., N {[JJJ • '-• 

1 

j' 



-11 

1 

O CD)º f e- IiJliAxi'J] v , . , r · . ,_ 1 f 1r [:.] 1 
ra, o . e., • '"f u um COD Jt1n·c o :.lDlGO, o:o , 1 E' 

Sc jnm x e z pertencentes n J, tnis que 

f ( ( rcN I (r,x) e xf) ) = 7o ( {r e I,! 

f 1 (x) ~ f 1 
( z) J O 

1 ( r , 2 ) s x r) ) . 
Logo , existe r e~ tal quo (r,x) e Xf e ( r,z ) s Xf , consoquc 

te:monte x = z • 

1\.nÕ.lo[50.mcntc se dcinonc'tra TJé1.rc1 f~: .Dcfíi.1ir.1os 9 (.f) = ( f
1

?.r
2
). 

É ' . e t G ' · · >-- 11 . t .f necossc..rio mo~, ro.r Qllc e inJCuoro. • .,_- aro. lGDO, ornemos _ o g , 

pertencentes o. f diferente d, e; ; cntno oxisto (x,y) 

E AxA t nl que f((x,y)) / IT ((x,y)) . Vamos Gupor, sem 9erdn d~ 

rnlidc.de , que f((x,y)) /O. Por absurdo , veunos admit ir (1UE:: G (.f) l 

= (f1 ,f2 ) ::;=G ( g ) = (g1 , r.;2 ) • Oro. , x E Xf e d(;vcmos tcr 

f 1 (x ) =j.!J ( {r EN 1 (r,x) e Xf j ) = g1 (x) =>9 ( ( r e N 1 (r, x) 

e xG } ) , donde se conclui <1uc (f((x,;y)),x) e XS isto ~ , c::x:i . 

te u pertencente a A tal ~ue f((x,y)) = c((x,u) ) • 

Por outro l ado, procedendo clu r10 .o rm/tloco , t(;l \.,mos que oxi ~ t E 

v e A t a l que f((x,y)) = ~(( v, y )). Como g partcnco a N[C ~xAJ ] 

sccuc - sc que x = v e y = u, donde , s( (x ,y) ) = f((x,y)), o que con~ 

traria a hi,6taso inicial. Concluimos , pois, que G ~ injetora, 

. t f ~ . . t d,' Tl,T [[.".)::JJ '·líl Tl.i [LJJ 
Provamos que cxis e umn. unçao inJc ora '"'11 '"' 1, 

o 0uc , juntam0nt0 com o foto de quu }xN ~N (capítulo 1, 

§ 3, n. G) 

lÜ(U N 

1 · · · r ~ · · t a r, (Ck)~,\JJ , , imp ica que cxi~; ·Gc umn unçc.o lllJ L; -ora _(..; , '"' 

Aplicundo-sc, agorn, o t ao r ama do Dornstcin-C~ntor , fica dcmonstr~, 

da a proposiçno ./ 

Dcmonstraçno - ·--- ·---· --

Se f. e B sno dois conjuntos 9-_i._Gj~n_t;_os _c_n_t~?. 

p( A U B) ~ p(A) X p(B) • 

com efei t o , considur0mos n funç;o 

1u: p(! .. U D) -) p(:.) x p (B) 
I 
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a cada X pcrtcnc0nt e a p( A u B) o elemen to (1 n J, X n B) • 

:\ funçÕ..o ..,,r Ó bijotoru, lo c_:o , :p(:l. u 13) é cc1uir,otcmte: o. p(J.) x 

p(J3) ./ 

1_;nt20 

, 
e i_;(!1Jinotuntc a N [.J • 

Damonstrac5o : t f&cil ver-s e 0u u se 
, 

,. e: um cc,njun to toto.l.m -n cc ur 
- •-•··-- - ··~· ·-··· '~.w~-

denudo , cnt5o existe uma. ordem total 

total sabre ~xA e in ligucmo-la pelo s f mbo l o { • P3sto isto, so X 

, 
e um subconjunto finito, n5o vaz io, ~l o admite uma fnica 

r cprescntaç~o da formG 
, , 

... onde r e um numa ~ 

ro no.tural, maior ou i gua l o 1, t(..l que X :::: 

( x1,Y1) < Cx2 , Y2) < • .. < (xr,yr) 

Primeiramente v amos definir umc funçfio inj etora de 

N [j.xi.] cm p( NxNxNxA) . 8c ja 

. •. ' r) (, 

G : Nf/.xA) .. , -, p(Nxh ~l'bc.~ ) dcf i nj_da do sccuintc ~o 

do 
[J.x:1\] •r -1 ( I '- ) ' t ~ r,c ) 

1 ) tom emos f e N ; se A = f N- tJ e ~ cn -.:10 t':' f = 0 , 

2) cc X I 0 , suponhOJi1OS X r c...nr csont9.do como cm e·.); neste CCl. 

(i.), h.i I 'J.d J 

so , G(f ) = { ( 1 , 1 , cl , xl) ,v (l , 2 , :::;2 , x2) ' (2,2,s2,Y2 ) ' 

• • • , ( 1, r , sr , xr ) , ( 2 , r , sr , Y r)} 

onde sj = f ((xjtYj)) pe1ra todo 1 ~ j ~ r • 

/, função g ass im d efinido. é in jetora í por outro l o.elo, como NxNxl~ .. ,N 

t em -se que p(NxNxNx!c ) ;; p ( füc~) (, ' jn vimos na proposiç?.to 1 0Ui2 

( 
[ r ]- . < · N r.tJ ' . t 

P N r ) 1\- ,. D e p·uo se o. tese , pois - e oa_uipo·-·unto a 
Xi. ;:: l'I • lll 08 ) - ( _ 

parto do N [ilxt.J ./ 
, ( 

Com um racibc:Íni o somclho.ntu , possivc l prov2.r a 



então 0°uipotant~ a N~J -- .. -----. --- - . 
Finalmente vamos dcmonstrir o. 

, 
JJroDosicêlo 6 : ------ - "'-·- .. -·- e urr. _0_~nj~r~t_c~ VtlZiO orckno.c1o 

--·--· ·- - . ·- -- ' , ·ntõ.o 

p ( ,\) p_o_ck sc:r O(;m ordonctdo . 

Dcmonstro.cÕ.o Seja~ um conjunto , n5o vazio , b~n ordene.do por u 

boo. ordem , que indicc.rcr:10s re lo símbo l o ~ • "::m p(;,.) vnmos 

um a ordem que indico.rc os p e lo símbolo ~ • Po.rn si;,1"0li fic.:J.r éJ.S 

to.çõos , se X 

no conjunto 

~ um subconjunto , 

{1, 2,3, .. . ,r) 
não v az i o , finito de~ e:quipotunt 

, -
de: nrn7lc:ros nnturo.i s , poroe1or3 .7.: "' r 

Pôs to isto, po.ss(,mos à. definição de'. ord<.;m ~ • Sojnm l e: Y dois 

e l ementos de p(l) o ponhamos 

X ·- y ou ' 

"\T rf. 
.1\.. -· 'P ou , 

= 

xi Y s e 
, 

X e ostri t o.mcnto menor do que Y , ou 

= -
X ::. Y e existe xcX t rü nue: x ~y poro_ todo 

y E ( Xíl r Y) U (Yíl l, 1n C: , o.lér1 c..ü,so , X e (iíl t_ Y) 
,,. " 

( Yíl e, X) 
,l 

É fbcil vu1if ic o.r que e. ordem ~ C um · bo~ ordem sÔbro p(;.) . / 

Esta.mos , agora , um condi_ç õc s dei cll.,monstro.r a,.., cqui vo.lcnt ,r• r.1ulc 

( ,.. ( 

no.das no inicio doctc co.pitulo . 

Dv_n~qn_s~_l'._D:.Ç_~o : É bum conhcciclo que ( 1) implico. ( 2) ; por isso ; Q 

nos limi taremos a mostrnr quo ( 2 ) implic o. ( 1). PodL: .,os ,)u·;1or cl 

do jÓ. que ,. I ri, , 
11. ';) • ~s~ im sondo , Nx~ 6 um conjunto infiniLo . ,, 

1.1 



- J. À 

zendo-so no pr oc esso do cupftulo I,§ 4, n . 9 , E= P·~ e chnraunctc 1 

l-1 o.o conjunto /-/ construí.do petro. :S = tix,·., ponhcimos 

Por hinÓt...,sc turios QUO 

Nx (U U V) : ílx(U u V)x(U u V) , isto~, 

rJxU u V ;:: NxUxU u NxUxV u 11xV).U u NxV~~'J 
Loro . . , 0xiutc uma nJliccç~o injetora de cm 

-~ 
HxU U V. 1 or 01 1 1 , tro lo.do , como /-1 e b(;m orckn 'do e: }; 

, 
be:111 orcll)n □do, v.-:rific,'.,·· 

NxU V 
, 

oc:i_uil)ot ·:ntc parto de r~xOxV . Loco, 
so CJUO u G o. uma 

C:Til VÍl' 
de do t e:o r orn.::i do Lcrnstc in- Cantor , tt;m-sc r~xU u V .. ( NxU ) xV . E!l ,.. 
vist o. ' I ,§ 4 , 9 rxu , 

bcc1 ordu1, d e 
elo lema do c □nitulo n . , corno e 

( introduzimos umn boD. ord vm cm H:xU D. :rnrtiJ.' do.s bons ordon..., du 
f inido.o 0m 

1 
fl e N) o r,xU n V = 0 , dc..:v...,nos ter que ou , , 

, e . cquipot1..,ntc a ur!H.l. Detrtc d(.. V ou , V o oquir•Jt...,nt ·. C1. umo. netrt(, 
do NxU . Neste ~ltimo c o.so , V (o , portanto b) podo sur bem orduno.d Pn.ro. mostrar o teor,.mn , é r·uf.:_cie;nto provar CJlk NxU nêio pode; ~j,• . 

' . d V cquipotvnte o. umu pn te prorrio. ~ • Com cL.,.i.to, se kdJ 
1 n uir.o. parte própri a de V , <;ntõ.o Nx: /-1 serie. C:CJllipot o11to :---

te prÓpri a ck Ex,. , u quo não Ó posui vcl ( cor,Í I u lo I , § L~ , n . (' \ 
,/ J • 

"o 1 · 
d ,.:i / 

~ nc u wo~ a □ slm qu~ ~ nol. ser bom or cnPtio, 

Te ( ) ' · 1 (-í) , 
-~9_r_cJ1l~ ? _: J .fl. Q_9.U_1_vn. ___ .. ntg_ o .,, 

D ~ ( ) , ✓ 
l\ LL'J J . t d . t 

_C_!11:_9_n_"'t_ra.ç,- _~ : Se 1 o vol ido , tum-so d ~ ,. r),'.1ru o o conJun · 1 

inf ini to ~ o , portnnto , (1) iDnlica. (3) • 
Por outro ludo , admitindo-se que ( 3 ) se vcriric~ , cm vistn d~ pro · Po iç~ o ') , paro. todo conjunto i nfini Lo .. tc1.1-sc ,.x:1. ~ ;,. , dond0.. 



Dc:-r1onstro.ção : \dm i tindo-so que (1) 
, , . . 
e vo..licJo, ·,) ''I'et tr;do conjunto 

- •·. . .. ...~. ---

UE1 COlljllf to 

1 , (4) i mplico. (1),/ 

'i'cc-rcmn Li : 
' --- - ... -· ...... ·- (1) 

, 
~~.: .e. e, 11). y ~_J (_; !.1_ ~- 1.1_ .·1 

D_(.;_i:1_o_nst:rc,.ç}7.5.2. ;Jc ( 1) é v/'lliclo , c21t~o 1)0TO. to<fo cc,n.ju.1.-i-Lo i,1f init 

:. , t em-se :9 ( N[1.J ) ~ HG-J: p(/L ) ~ i'c , d.oncJ.c, (1) ir.mlico. (5), 

lfoc Í µroc :-·.r:1e:Ltc, suponho.r.10s q_uc (5) 36 vcrific c• . ;Jejo. .A um conjunto 

infinito quo.lquor. ror ( '..> ) e ~1clo. prono:üc_;:i_o 1, Lc í:1-sc 

(
TIJ {:.] l p 1, / 

, mos , c0no rr<. ,.. ' ' 

~uc -s c que n [:J ~ l:x.l • 

Dé' r D. todo conjtmt o iní'i:t1ico .·, , cr:1 virtu(lc rlr) t<~OI'ci7l3. 1, tc;w,· oL 

Dcr.10nstrncÕ.o t 
. ........ ... .. ,,._ ·--

So (1) 
, , . 
8 V [I J. J. ( '. n , 

,'e te n - se p ( A) : } • ; que mo q t r a c1 u \.; ( 1 ) i, 1 li e , .. ( G ) • 

Por outro 1, do , suponhamos cp.1u (G) su vcrifi.q_uc· . ~Jt·lj(.l U ur:1 çor 

junto infinito qunl~uor; rnostrcmor ~uc U nodL s0r b m ordcnudo , 

Fo proc es so closcnvolvido no c,tpÍLulo I , § L~, n. ~,. , fnc;~.1t.1or; F:=-~i(U) 

1 

e , cho.mcmos H ao con,11..mto H , obtido f, zon(lO-Gl: ·E p(U) • Po -

nho.rnos 1. = H ' x {1} e 

tc:;i:10s que p ( A u J~ ) : p (_ . ) u p ( T',) ;;; p ( ) .,:p ( 13) • (1) 
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Pe l o l c 1~1C1. do co..p Í t ul o I , § 4, n . S', cm virtud,; cl r.~ Jl r onr.1 slç2,o 

:_,,u e; -"' C qu o ou , p ( .. , ) é e qui~,o t e;n t c o. ur.1:. _0 nrtG de p( D) ou, n ( B) é 
-- . 

fG sse c quipo t cnt c 

un :.i. p 2..rt c própri o. du :n (l~) , cn l:.no , C i:'. :;io.rt i cl1 l ci.r , :_ sGx- i o. c0ui no -

, • ,7 

t cnt 0 a unn p nrtc proµr i n uo 

~ , ' 
~u c n~n u ~OSG l VC l • Lo: . o , 

nccc.: sso.ri o.ncnt e , p ( B) é 1..,qui :,, >tl·,1t1..: r Uf.:é".. pnr-c 0 de p (;.); dond,; 

' 
U é cquip ot crntc Cl ur,1,'.. T)O. r l:,, e o c ~,nj imto bcr1 ordc· riac1.o p(/-1 )./ 

~.cx1 __ o_n_str_a ç_r~Q : C f nto d e: qu e (1) i n·, l i c :'- ('?) é r.rn i to c onhc. ciclo • 

.. qui nos limi to.remos o. mo s trar qu e ( 7) i r:ipl ic t:: ( 1). i :s p c cific i...,UC;íl -

t a vamos mostrar ouc (7) implic n o. s c~uin t c pro~ns i 0Üo: 
~ 

li r , e··-, ) ' f ' 1 · ~ . ·, · 
e uma o.mi i r , n~o v nz1 0. , nc c snJ unt os i.18.0 

00 .t,i ü -: I 
( E ) 

do i s G dois di s j untos , cnt~o i :I 1
\ I 0 • '' \ 

Ge j a ( Ei)iEI uma f ami li a , n~o v0ziu , do conjuntos n5o v c zi os , do is 

.:i do i s di s juntos . De i xando de l ndo o c·1. so tri v iétl eEl oue I nüo no s 

sui mni s d e um e l cnwnto , ponh ~'..mos 

s c j .J. 
F r) 

ExN ·', (E- Ei ) :;~N ~ 

E - 11. V 
ü :I ·' 'i 

e , po.ro c ad ~ i s I , 

Cano p~r c qua isquer i e j , p0 r tcnc \ntG ~ n I , t~hl OS ( pe lo t eorc -

ma de Berns t e i n -Cantor ) 

(E- ~i) xNE = (E- Ej)xNE = Ei xJ~ 

r; • 
- J~;~r~·__, 

, 

c m virtud e do (7), concluimos qu0 o •spcç o Jroduto t opo l oci co de. 

( , 1 7 , 1 

fé1m1 l i c. ( ( F.:x:I-f' § 'i) )i c I o c: omp:1c \;o . 

P 
. t rr T 

ur n c ~<lc i cI , o c onJ un ,u Ui = j c I Aj , onc~ e 

F 
== ExN _, T)nro. tod o j I)C I' ~c nc .. nt c o. 

, !' .E 
.1. . = .'., . X J 

l l 
e X . = 

J 
, 
é f c c h~do no cspo.ç o 

top olÓ c;i co p rodu t o . Po l o q_u c fo i vi sto no c.1.p Í t ulo J, § 5 

- .. - -· ·--.. .. ·- -· .. .. . -- ·- -·· ..... - -·· ·- ·- --~- ---
N] ,' , _, e o c onjun t o d ".S .runç e- R d ) E vr1 N. 

\, 
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n u. = n (E. xNE ) .1 r1, • Do.Í r esul t o. que .n: 1 .E . /- O 
i c I 1 ir::I 1 ,- 'f..l - 1E 1 · 

Como (E) é c qui valente n ( 1) ( O.J , pé.gin~ 50 ), t urnos que (7 :, 

h1 p 1 i e a ( 1 ) • / 
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