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INTRODUÇÃO

Depois da completa axiomatisação do cálculo de
probabilidades por Kolmogoroff, em 19339 "toda discussão
se desviou para a questão de saber se certas proposições
devem ocupar o lugar de axiomas ou de teoremas" (WoFeJ~er)?

, .havendo completo acordo quanto aos ~atos matematlcos prQ
priamente ditos.

Considerada como aplicação do cálculo de probª
bilidades9 a estatística não tardaria a ser encarada, p~
los formalistas7 como um campo a ser esquematisado. Nª

,turalmente 9 o instrumento mais indicado seria a algebra
de Boole. Todavia? somente com a introdução de uma ope-
ração que correspondesse à palavra "8e" (IIifll),poder-se-
ia pretender a aplicação da álgebra booleana a esse cam-
po. Foi o que procurou fazer Copeland, em seu trabalho
liA Postulational charac t er-Laa t í.on of at atLstlcs!', Univer
sity of California Press, 1949.

Em seu sistema, os elementos fundamentais
variaveis. Se x e y sno variaveis, tambem o são

-sao

x+y xoy -x
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"Uma observação de uma variavel é um nÚmero~ e a observ,â
ção da variavel ,

x+y e a soma das correspondentes obse~
vações feitas sobre x e y. Do mesmo modo para o produto
e a negativa". Não se define o quociente.

... )(*) e'A resultante da operaçao xly ( "x se y"

uma variavel idempotente, desde que x e y tambem sejam
I' 1\idempotente. Introduz aã.nda Copeland o operador X atra

vés da relação
(xj y ) I z = x I (yXz)

Tendo definido a disjunção de xe y por
x V y = x+y - x.y

constroi, a partir de um anel R com elemento unidade (di
ferente de zero), utilisando algumas consequências do teQ

,rema de Stone, uma algebra de Boole (B). Depois de apr~
sentar os postulados que definem o operador ti I I1 '}

constroi um corpo (a classe N de Copeland), de onde pa~
te para demonstrar que o espectro de um elemento de R ,

e

(*) Copeland usa a notação x<:y, que modificamos para
evitar confusão.
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A ,uma sequencia de numeros comp.Lexox; def'Lne , em seguida, a
, ..•periodicidade de elementos de R~ passa as definiçoes de

ti t 't' \I d IIf ..• d d í t í b ' ...1\ desperança ma ema lcn? e unçao e lS rl ulçno e e-
fine integrais de 8tieltjes em termos de esperança mate-
mática.

Mostra~ em resumo~ que um anel comutativo com
elemento unidade (diferente de zero) constitui uma base
adequada para a estatistica.

Julgamos~ entretanto~ que a consideração de fg
A ,nomenos estatisticos, tais como nos apresenta a observa-

ç::;.oconcreta, exige a formulação de um esquema matemáti-
co capaz de servir de base para a definiç~o de relaç~es
est~tisticas e sua medida.

Ora~ em alguns casos particulares~ mais con-
veniente que a noção de condicionalidade, para a formu-

... , ,laçao de um "esquema" matemo.tico? e o estudo das conse-
Aquencias da introduçno dos postulados de indiferença e

escolha, para a descrição de certos problemas concretos.
É o que procuramos fazer, introduzindo a noção de "espª,
ço preferencial t1 o

Servimo-nos para isso da parte fundamental dos
postulados de Copeland, o que nos levou a reproduzir rg
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~sumidamente a segundél~ terceira e quarta secçoes de seu
.,trabalho Ja citado.
3eduzimos propositadamente a dimensão de nosso

trabalho~ para evitar a apresentação de noções que~ embQ
ra pudessem levar a efeitos mais brilhantes~ nos parece-
ram complicações formalisticas não desejaveis na linha de

. ' , .simplicidade que malS convem a um trabalho metodologlco.
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PARTE I

1.1 - As classes :q e B e os operadores + , ~ 9 - ? V ? "\j •

,Postulado 1 - R. e um anel comutativo com uma unida-
de (diferente de zero). Os elementos de R são inte~

. ' .pretados como varlavelS.

Definiçiio 1.
,Se x e um elemento de TI e x.x == x? en-

,tão x se diz idempotente? ou x e um elemento de B.
Os elementos de B são interpretados como eventos ca-
suais.

Defini20 2.

-x == 1 - x

xVy == x+y - x.y

Teoremª-..1.o

Teorema _2. Se x e y são elementos de B, então
x.y 9 NX ? e xVy são elementos de B.

1eorema :s. Se , entãox e um elemento de B,
X.Nx == O e xV rv x == 1

/

A emtão , ,Ve-se que B e uma algebra booleana. Os operado-
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res • ~ V 9 rI.) são definidos relativamente a todos os
elementos de R mas são interpretados somente para el~
mentos de E.

1.2 - O operador

PostulCldo 2. Se x ~ um e.lement.ode R, y um elemento
de B9 e y *0 ? então xly ,e um elemento de R.

Sempre que aparecer uma expressão como xly
,entende-se que x e um elemento de R 9 Y um elemento

de B , e y ~ O •

Postula<i<L2. (x+y)lz = (xlz) + (ylz)

Po s t.u.l.ado 4. (x·y)lz = (xlz) • (ylz)

Postulado 5. x\y = (x.y) Iy

Postulado 6. x] (y s z ) = (xly) I (zly)

Postulado 7.. Se x ]z = yl z , então Xoz = y.z

Teore~. Se x é um elemento de B 9 então
xly é um elemento de B.

Teorema 20 olx = O



8

1.3 - As classê1L N L...!

Definição ,.,3,. Se xly = x para todo elemento y de B ?

não nulo? então se diz que x pertence a N.

Teorema6. Se - elementos de N entãox e y sao s

- ,x+y s x.y e -x sao elementos de No Tambem O e
um elemento de No

Postulado li. , elemento de N =1=0Se x e um e x s

então existe um elemento y de R tal que x.y = 1.
O elemento y , 1se escrevera x •

Postulado .,52. Se x e - ,z sao elementos de N 9 Y e
'um elemento de ::~9 z =f= O e xv z = s , Z 9 então x=y.

Teorema I!.. Se x pertence a N e a B? então x
,
e

1 ou o.

D~finiçã9 ls. fie xla ,e um elemento de N para todo
elemento x de TI , então se diz que a pertence a A.
Os elementos de A se chamam átomos e o elemento xla
é interpretado como uma observação de x.

Postulado 100 -Se x e y sao elementos de R e
xla = yla para todo a de A~ então x = y.
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._8. - , vasia.Teorema A classe A nao e

TeQ..r..êlll~~9...!. O elemento 1 pertence R N.

Teorema ~Ch llx = xix = 1

- (x Í y) = (-x)ly

rJ (x Í y ) = (M x ) Iy
(xVy)lz = (xlz)\f(ylz)

Teore~~~~~~ Se x é um membro de N e x ~ O ,
então y = ~ é um membro de N.x

Postulado_lI. ,A classe N contem uma sub-classe ordg
nada de elementos chamados reais que satisfazem ao
postulado de Dedekind e ~s leis usuais de sinais.

,N contem tambem um elemento i tal que i.i = -1.
Teorema 12. , ,

N e a clQsse de todos os numeros com-
plexos.

, ,8e x e um membro de B e a e um mem-
bro de A ? então x.a = a ? ou x.a = O

Teorema.llL. 8e a é um elemento de A ? então a não
é a disjunção de dois elementos distintos não nulos
de B.
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pARTE 11

2.1 = Relação de pre~~

Defini~o 10 Se x e y
_ H

sao elementos nao negativos
de um conjunto S diremos que entre x e y existe uma
relação de prefer~ncia9 que indicaremos com '--7 se

1) x --~ y implica Y -/-7 x
2) x -=7 y e Y ---? z implica x ----1z

isto G a relação ._-...,.., ,
G assimetrica? transitiva e irrQ

flexiva.

!2.ªf.Jnj...Çs:i9~• Se - elementos - negativosx e Y SélO nao
de um conjunto ~ e x ---j y == x então x perten

,ce a classe P. Em outros termo s 9 o resultado de uma
preferência x---; y o 8 uma verificação de x. (x.y?

x+y são elementos de 8)0

P9~ __1· :xov -~..) z == x.y
"

x+y --~Z = x+y
xy ", y == xy---"7

x+y -7 Y == x

se x 9 y E: P
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Teoremra..l. (x+y ) ~ z = (x--;) z ) + (Y'-1 z)

Segue imediatamente da definição 2 e do postulado 1 o.

Teorema 2. (x.y) ~ z = (x---1 z ) • (Y--1 z)

Segue da definição 2 e do postulado 1 o

Teorema -::s. Se x e y são elementos de P e
se x~ z = y-> z

Segue da definição 2 .
então x = y

Teorema 4. Se x e y pertencem a B 9 e x pertence a P 9

então (x ---1 y) pertence a B •.

Porque x--} y = x = x. x = (x ~ y) (x---;) y)

Teorema-5.. Se x ~ y = (x.y) ~ v e x =1= O
então y = 1

Porque peln definição 2 e pelo postulado 1
(t.er Lamos x = xy e x s L

Teorema 6. Se x ._) y = (x+y ) ---~ y então y = O
Porque pela definição 2 e pelo postulado 1

(terlamos x = x+y e y = x-x = O o

Corolár_:!.ol,_~_são incompatfveis as relações
x -) Y = (x, y) ~ y

x--) y = (x+y ) -7 y
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Teorema 2.
,

8e x pertence a B e x e elemento de P ,
então x ~-7(y s z ) = (x--j y). (x---j z )

Teorema 8. Dndo um x ~ O de P existe um y de S
tal que xy = 1 •

Segue do postulado 1 e teorema 5

8e x pertence a P e y pertence aS,
f(x·~ y) = f(x) ~ f(y) = f(x)

2.3 ~ O conjunto Vo

Seja V um conjunto de elementos~J, com componentes
não negativos ai (i = 1 , 2 ? 0.0 ? n) o Para maior
clareza, abandonaremos a indicação indicial e denotare
mos os elementos de V com letras gregas minúsculas di

,
f erentos e os respectivos componentes com letras mí.nug

culas latinas. Por exemplo ?

(;\ :::("i ? a2 ' • o. ? an)

(3 = (bl ' b2 s .00 ,bn) e tc ,

Postulado ..20 •• o + f1 b )'n n

Postulado 4. Se k pertence a N e o( ,;3 E V
k (O( +j.J) = k o, + k /3 <:. V
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Postulado • .2. ko( = (kal s ka2 ' ••• , kan) E V

O conjunto V se chama espaço preferencial.

Definiç.ª9.J±. Se c/; pertence a P
c/. =: (3 = (a1--> bl ' aZ -> b2 ' ••• , an ---> bn)

Teorema...2.. Se d. 8 /3 pertencem a P ,

«()!. + !;~') .-----.., y- = ..-j + I/::t
• J .J / (J'~ \ ..j

De ~ato, temos, pela definição 3, postulado 2 e
e tGorema 1

(al+bl~ R2+b2i ..., an+bn) -7 (cl' c2' ..., cn) =

= (aI +bl +» cl' aZ+b2 =» c2' a +b ~. cn) =..., n n /
= (a1----:7 c1 + b1-""1 c1' a --.-,> cn + b ----:>. cn) =..., n / n /

Teorema 10. Se cJ.- e f3 pertencem a P

Temos, de fato

(C-< -7;r) (P ._) ,r) =( a1'-1cl' • • • , an-) cn) (b1=> c1' •••,bn-~)cn )=o Ii
=(a1 ~ a2 s .00' an)(b1 ' bZ ' ••• , bn) =0«(1

Teorema li~ Se o< +: c,t = /J -7I então 01. = (3 d./JéP
/
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Teorema 12. Se~. pertence a B e /'9 per t.ence a S~

então (o~-7 /3 )(01,. '-7 jJ) = d.

(~--7 /3 )(<< --7 fo) =porque

Postulado 6.

Teorema 13. Se o< '--} (J = (0<./3) '--;J' (3

então /3 = 1 e o< "F O

Teorema----1l!.. Se ~ pertence a p~

f (O<+» fi ) = f (tX ) ---7 f «(3) = f (~ )

2.4 - Funções

Postula~. Se f (r) é uma função linear dos compç,

nentes de r E V,
,J

f (o(. +fi) = f (01'.) + f (;3)

cf(O() = f(c 00e c E~ N

,
2.5 - Classes de indif.Qr..ença

Introduzamos, entre os elementos de V, a relação
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~ com as tr3s propriedades das relações do equiva-
" ,lencia, isto e

1) para cada elemento o( de V?
o( < --) o(

Z) se d". e /3 são elementos de V,
o< (--7 /3 implica /J f---7 o(

"3) dados tres elementos o/; ,;-:.:.: , ! de V,
d..~-~;:i ' j3 ~ Jimplica ç/ ~'-7rf

Definição 5. Chamaremos classe de indiferença a todo
sub-conjunto de V, entre cujos elementos se possa es-
tabelecer a relação ~. Se VI e Vz são classGs de
indiferença, VI ri Vz = o •

Definição 6. 0<. 1 ? o( Z ? ••• , cl n são elementos de
uma classe de indiferença VI ' se
c..,( i = kl(Xl+kZC>(z+·oo+ki_lO(i_1+ki+1 O(i+1+0 oo+knO<n

Definição 7. Chama-se conjunto de representantes
das classes de indiferença de V, a qualquer conjun-
to que contenha um elemento de cada uma dessas cla~

.. ,ses. Suporemos sompre que essas classes sao em nu-
mero finito e as indicaremos com letras maiúsculas



16

-1atinas~ VI ' V2 ' .00 , Vn• Seus elementos serao
representados por o<. ,(3 , ... ?)) respectivamente.

Definição 8. Se o: ---t (3 s então

Definição 9. Para cada classe Vr denotemos com ~ro

o elemento para o qual dado um }í'=(Pl' P2?.0,Pi,.ooPn)
, r .e um mlnlmoo Ao elemento ~~ro chamaremos

elemento minimisante. Temos assim N elementos minimi
santes~ 0\ cx cx10' 20 '0.. Noo

2.6- Consideremos o conjunto das funções

(1)

-Formemos a expressao

(j.l = c f + c2f2 + + c fJ 1 1 .0. m m (2)

e determinemos os coeficientes cl ' c2 ' 000 cm'
de modo que

LC/-1 . (.seJa mlnlma

sendo /1 uma função linear dos componentes de o< r
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Para que n crndiç~o (3) seja satisfeita, basta

Consideremos dois elementos quaisquer

que tenhamos

c/. 9 /3 pertencentes a V. Associemos ao par d. 9 P 9

,
um mumero «(:1\ ?(3) chamado afastamento entre o-. o (3?

dado por

Propriedades de (Ç'Á q !? ),

2. para (-:J....::f= I::'

(O', ? /J' ) = O para ;:;,4~ = /i]

DefiniÇ.ãQ.._llo

que (o'-- s ; )

diremos que /4

Se existe um elemento 1-1 de V tal

atinge um mínimo fini to para f =/-1 ?

, - (e uma posiçao tlpica de ~
l ·
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Defini~ão 12. Ao extremo inferior de (o( fé )2
,'( ? ao

(

variar ,0 ?
J\

chamaremos var í.anc í a de o( •

DQ.f..tni~ão U.

tal que

,
diremos que o'-.. e um "elemento normal í.z ado"

Defini~ão lt!.
( -)

Seja S = < "" o< ••• s o( n.JI I? 29

onde c/. = (ali? a2i 9 • • • 9
ani)i

e p = )7' }T29.'.9
),

19 n

onde os rr são "elementos nor-ma.l í aado s'",

Se a cada elemento c/: . de S associarmos um elemento
1

)
~ A ,
I i de P de modo que haja um2 correspondencia biuni

voca entre os componentes de ~'i e os de l1i, ao

par r:;I... i 9 rr i
,

associaremos um numero

a que chamaremos "valor médio" de o< i.
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