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INIHODUqgQ

Êste trabalho trata do problema geral da caraoteriza- 

ção dos espaços que -têm o mesmo tipo de homotopia dos poledros, e 

apresenta uma contribuição para a solução deste problema.
Um dos objetivos originais da Topologia Algébrica foi 

o de exibir um sistema completo de invariantes topológicos que por 

mitisse a classificação do tipo topológico dos espaços. Diante das 

enormes dificuldades já constatadas pelos pioneiros, substitui-se 

gradualmente aquele objetivo por outro mais modesto, embora ainda 

dificil, de classificar os espaços segundo seu tipo de homotopia. 
Diz-se que dois espaços X e Y são do mesmo tipo de homotopia, se 

existirem aplicações contínuas f: X-->Y e g: Y~~>X tais que 

go f 1j e fp g ~i~ ly, onde ly e ly denotam, respectivamente,
as aplicações idênticas de X e Y,

Historicamente, os poliedrcS foram os espaços estuda - 

dos inicialmente na Topologia Algébrica, Tem êles definição geo - 

métrica simples e intuitiva por meio da colagem de simplexos. No 

entanto, não se conhece uma caracterização topológica intrinseoa
4 m

desta classe de espaços. Joutra parte* teve aplicação ampla 

teoria da homotopia a classe dos ANR de K. Borsuk, classe ampla 

de espaços que tem definição topológica intrinseoa e que inclui 9 

como casos particulares, os poliedros looalmente finitos. Um dos 

objetivos deste trabalho é o de esclarecer precisamente, do ponto 

de vista da teoria da homotopia, a relação existente entre estas 

duas classes de espaços. Temos como resultado geral ser todo ANR 

do mesmo tipo de homotopia que um poliedro localmente finito (ve—
4

ja § 13).

na

0 principal resultado deste trabalho é a caracteriza
ção dos espaços oonexos por caminhos, simplesmente conexos, 
têm o mesmo tipo de homotopia que um poliedro finito (veja § 14), 
Em consequência, segue-se, por exemplo, que um ANR compacto, sim-

que

■
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plesmente conexo, ê do mesmo tipo de homotopia que um poliedro fi 
#

nito.
Antes de passarmos a um breve resumo dos capítulos 9

julgamos oportunas algumas observações de ordem geral. Exceto no

que se refere a teoria dos ANR, para os resultados de Topologia ,
#

Geral reportamo-nos ao tratado de N, Bourbaki (4) 

ainda certa familiaridade com os elementos da Teoria da Homotopia
é

(ll) e da teoria da Jiomologia singular (/Lj,
\

0 Capítulo I limita-se a uma exposição sucinta 

resultados da teoria dos ANR, necessários no curso deste traba - 

lho. Tem isto o intuito de informar o leitor acerca dos resulta - 

dos principais, de modo a tornar menos penosa a leitura, com inú

meras referências á literatura. Contudo, enviamos o leitor á lite 

ratura no que concerne as demonstrações acessíveis e satisfató - 

rias dos resultados recapitulados, especialmente as mais longas .
v 4

Esta observação aplica-se igualmente aos demais capítulos,

A teoria dos ANR, exposta no Capítulo I, é essencial

mente criação de Karol Borsuk, que a desenvolveu (para espaços mé 

tricôs compactos) numa série de artigos publicados no Fundamenta 

Mathematioae. durante a década 1930-1940, A generaliâaçEo para e_s
paçoe métricos separáveis, não necessariamente compactos foi ela-

• , • /
borada principalmenb e por C.Kuratoltwski, R»H, Fox e 0, Hanner. Es.

ta versão revela-se bastante adequada às aplicações na Topologia

Algébrica, No sentido de simplificar os enunciados, modificamos

ligeiramente a definição usual de ANR, exigindo aue o espano seia 
4 ^ 

conexo.

(D', Presupõe-se

dos

Uma breve exposição sobre os OW-complexos de J.H.C, 
Whitehead encontra-se nos §§ 5 e 6 do Capítulo II, Enumeramos,sem 

demonstrações, os principais resultados para posteriores referen-
4

0» •
cias. No § 7 recapitulamos os teoremas fundamentais de Whitehead 

e Hurewicz, que constituirão o principal instrumento nas demons —

(1) - Os nfaeros entre colchetes são referencias à bibliografia.
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trações dos resultados dos §§ 13 e 14. No § 8, apresentamos as

m •

seguintes aplicações dos resultados do § 7* generalização de al
9 4 «*

guns resultados conhecidos (Teoremas 8.1 e 8.5); caracterização
„ # •

homotopica do espaço projetivo complexo (Teorema 8.3) e, também 

a dos AM compactos asférico,s em dimensão ^n e açiclicos em di-
é 0

mensão > n, onde n é um inteiro^ 2 (Teorema 8.8).
Os §§ 10 e 11 do Capítulo III são dedioados a uma

breve exposição sobre os complexo semi-simpliciais, sua realiza
00 0 \ çao geométrica e, em particular, as propriedades do politopo sòn

- * # ^ • 4 / # # # * # ^

guiar de um espaço topologico. A aplicaçao canónica• •

X é a ponte que liga espaços quaisquer a CW 

complexos ( o politopo singular ]S(X)| é um CW-oomplexo), permi 

tindo então a introdução de todo o eficiente mecanismo da teoria
• 4

dos CW-complexos. Certos resultados conhecidos (11.2) e (12.2 ) 
cujas demonstrações não encontramos na literatura, tiveram que 

ser tratados mais detalhadamente. Na medida do possível, simpli
4 4

ficamos as demonstrações de outros resultados (por ex.,(ll.3) ) 
No §12 são introduzidos os subcomplexos minimais de Eilenberg e 

e examinada sua ligação com o problema da realização 

geométrica. Um resultado essencial para as demonstrações dos teo
ê

remas do §13 é nosso Teorema 12.4, que rião nos parece ter sido
formulado na literatura sobre complexos minimais e politopos sin 

0

guiares.

|S(X)j;P*!

Zilber

Os principais resultados deste trabalho &cham-se e 

nunciados e demonstrados no Capítulo IV, No §13, encontra-se a 

caracterização homotopica dos poliedros localmente finitos. Co
mo corolário, segue-se que todo ANR é do mesmo tipo de homoto - 

pia que um poliedro localmente finito. 0 §14 ooupa-se da cara - 

cterizaçao homotopica dos poliedros finitos simplesmente cone —
xos. Para este fim, tomamos como ponto de partida um resultado

» • * •
importante de J.P.Serre (Teorema 14*1) e como instrumento prin—
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pal nosso Teorema 14.6, cuja demonstração emprega essencialmen-
0

te a técnioa dos CW-complexos. Um dos teoremas preliminares
((14.3)) foi demonstrado por Whitehead ^25^j no caso dOB CW-com-
plexos. Fornecemos aqui uma demonstração no caso geral que en -

*

quadra-se inteiramente no espírito dos métodos do Capítulo III#
0

A caracterização obtida (Teorema 14.8) pode ser expressa de ma
neira bem simples, no caso dos ANR quaisquer, em termos de homo 

logia: Um ANR simplesmente conexo 4 do mesmo tipo de homotopia 

que um poliedro finito se, e somente se, os grupos de homologia 

forem finitamente gerados e nulos a partir de certa dimensãojem 

outros termos, se os grupos de homologia do ANR forem, grosso ma
4

do, como os de um poliedro finito. Em particular, todo ANR com
pacto, simplesmente conexo, 4 do mesmo tipo de homotopia que um

4

poliedro finito. Os métodos que empregamos permitiram, ainda,de, 

monstrar a recíprooa (Teorema 14.12) do teorema de Serres Num ea 

paço simplesmente conexo, se os grupos de homotopia forem fini-
4 9

tamente gerados, os grupos de homologia também o serão. Ao con-
#

trario do teorema de Serre, que impõe condições maie estritas so 

bre o espaço, a recíproca supõe simplesmente que êle seja cone-

«•t

xo por caminhos e simplesmente conexo.
No §15, fazemos algumas aplicações dos resultados

• 4

dos §§13 e 14. Uma consequência imediata do Teorema 14.8 é a se,
guinte: Toda variedade topológica conexa, compacta, simplesmen-

*
te conexa, é do meamo tipo de homotopia que um poliedro finito# 

Como aplicação do Teorema 13#2> mostramos que se ••###•##•«*#•«
é uma sequencia qualquer de grupoa a- 

belianos enumeráveis, existe um poliedro localmente finito P f 

que admite estrutura de H-espaço, tal que Tf^íP) to
do q. > O.

TTn» * • *7T i' 7*2»

Por razões evidentes, desempenhou um papel iaportan
4

te neste trabalho a classe de espaços (§7)# Esta pode ser
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descrita como a classe dos espaços conexos por caminhos que sao

do mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo (§13)* Os teore

mas de Whitehead (§7) e òs resultados do Capítulo IV sugerem
sao o que poderiamos denominar deque os espaços da classe 

“lisos11, do ponto de vista da teoria da homotopia* A finalida

de do §16 é a de exibir um exemplo de um espaço B, razoavelmen

te “liso11 do ponto de vista homologico (métrico, compacto, lo-
*

calmente contraível) que não pertence a classe * Para este 

espaço B, a aplicação canónica (§ 11) ^ : |s(B)í ^ B é uma 

equivalência de oo-homotopia, mas não é uma equivalência de
homotopia.

Ao encerrar esta Introdução, dosejamos expressar ao 

prof. Cândido ^ima da Silva Dias, o nosso reconhecimento pela 

maneira como incentivou e acompanhou este trabalho, lembramos 

com prazer ter sido um curso seu, ministrado em 1950, que des
pertou em nós o interesse pela Topologia Algébrica.

Apresentamos também no3so sinceros agradecimentos

aos profs. Ornar Catunda e Edson Farah pelo estímulo o apoio qpe
\ « #

nos deram o, particular mente, ao prof# Chaim S*Hflnig pelo seu 

valioso concurso em inúmeras disoussoes sobre assuntos trata - 

dos neste trabalho*

0 prof* Aziz Simao, num assunto remoto as suas preq 

cupaçoes intelectuais, auxiliou-nos, em partes da redação ori 
ginal, a conseguir que obscuridade de expressão não concorres
se para aumentar a dificuldade inerente ao assunto* Êgte tiraba 

lho não teria sido terminado a tempo sem a colaboração de mi - 

nha esposa, Leda Lyra, que se incumbiu da exeoução datilogrâfi 
ca dos originais*

As pesquisas que tiveram por resultados a elabora- 

çao deste trabalho tornaram-se possíveis graças ao apoio finan 

coiro do Conselho Nacional de Pesquisas, de cujo Setor de Mate 

rnatica o autor é Pesquisador Associado,
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AlgumasYobservacões sobre Terminologia e Notação

1, Seja f:E —í>3? uma função definida num conjunto com valores 

num conjunto E. Dia-se que f é injectiva se x ^ x1
f(x) f(X'); sur.ieotiva se f(E) = E; e bi.iectiva se 

fôr injectiva e surjectiva.

2. Neste trabalho, entendemos por aplicação f :X—»Y de um es
paço X com valores num espaoo Y uma função contínua de X em

f

Y.

3» A teoria da homologia empregada sistematicamente neste tra

balho é a teoria da homologia singular (7;Ch VIII)*

Os grupos de homologia com coeficientes inteiros são denota
4

dos por H (X), H (X,A),
» » M. */4* Se £:X—í>Y e uma aplicaçao, denotaremos por

: (X)---- ^ (Y) o hoiaomorfismo induzido entre

grupos de homologia e por £# : "f}^(X)— 

mo induzido entre os grupos de homotopia.

** 08

o homomorfis-



CAPÍTULO I

Retractos Absolutos de Vizinhapa

Neste capítulo supomos todos os espaços topologi-

cos metrizáveis e, separáveis» salvo menção - explicita em contra-» 
#

rio»
§1 - Definições e propriedades elementares»

4 4 +

Def.l - Seja A um conjunto, BcA ui subconjunto. Uma função 

fvA —> A diz-se uma retração sóbre B, se f (A) CB e f (x) = x 

para todo x £. B. B*é denominado retracto de A. Se A é um espaço
9

f M IV / ^topologico,então uma retraçao sera sempre suposta continua. •

Se f é uma retraçao de A sobre B, temos f f B = i-

dentidade de B; donde, uma retração pode ser considerada como

um prolongamento ao conjunto A, e relativo a B, da aplicação i-
dentica de B, Se A é um espaço e B um retracto de A, é imediato

/
verificar que B é fechado em A,

• V «tf

Def. 2 - Seja X um espaço e A um subespaço de X* Dizemos que 

é um retracto de vizinhança em X, se existir uma vizinhança 

de A em X e uma retração de U sobre A.

Def,3 - Um espaço conexo X e dito um ANR 

ço Y onde X estiver imerso como subescaco fechado. X fôr retra
cto de vizinhança em Y.

*
Def ,4 - Dizemos que um espaço conexo é um AR 

oto de todo espaço Yf onde X estiver imerso como subespaço fe -
4

ohado.

A

U

(1) f se para todo espa-

d) f se X for retra

Ser um ANR e evidentemente uma propriedade topolo 

gioa» Todo AR e um ANR» Os ANR formam uma classe bastante lata 

de espaços» Veremos adiante que os poliedros e as variedades tc)

(1) - Nomenclatura - Usamos aqui as seguintes abreviações quasi universaimente adotadas: ANR, Babso-* 
lute neighborhood retract”; e AR, Mabsolute retract", Os equivalentes em português'destas ex - 
pressões são, respectivamente, retracto absoluto de vizinhança e retracto absoluto.
Os números entre colchetes são referendas a bibliografia que se encontra no fim deste traba -
lho*
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pológicas são ANR,
Entendemos por um par de espaços (Y,B), nesta capí,

tulo, um par constitui do de um espaço Y e um subespaço fechado

BrY.
Teorema 1*1 - Um espaço conexo X e umJUflR, se, e. somente se, pa

ra qualquer que se.ia £ par (Y*B), toda aplicação
•^X admite um prolongamento f • : V —>X a uma 

vizinhança V de B em Y*

Teorema l*lf- Um espaço conexo X é um AR, se, e somente se, para 

qualquer que seja £ par (Y,B), toda aplicação 

f jB—^X admite um prolongamento a Y.

Demonstraremos estes teoremas conjuntamente. Para

demonstrar que as respectivas condiçoes são suficientes, tomemos
é

u

um espaço Y qualquer contendo X como subespaço fechado. Assim sen 

do, (Y,B) é um par de espaços. Consdremos a aplicação idêntica i 

de X em X. No primeiro caso, i pode ser prolongada a uma vizinhan 

ça U de X em Y, relativo a X do que decorre ser X um ANR. No se
gundo caso, i pode ser prolongada a Y, relativo a X, sendo conse 

quentemente X um AR.

f:B

Para demonstrar que a condição é necessária,

o paralelotopo de Hilhert. Q é um espaço métrico 

separável, compacto ("universal" para a imersão de espaços métri, 

cos separáveis). Seja Q1 = TT [0>l/nj » então Q = ^0,lJxQ^» e 

e também paralelotopo de Hilbert. Segundo o teorema de imersão

seja

-irMOQ

Urysohn ( ^18^ , OhapI,p.39), X pode ser imerso em Q-^. 

Z = {o}xx xq1#
de Seja

Oomo é fechado, segue-se que !? D (Z-X) = jÓtonde

X a a aderencia de X em Q, Z é métrico separável e X é fechado
em Z; isto é, temos um par (Z,X).

Consideremos um par qualquer (Y,B) e f :B —X uma

aplicação qualquer. Como Xc 2 Q Q, a aplicaçao f pode ser repre 

sentada f & ronde fQ:B—^1 q- dada porfQ(b)=0
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para todo b £ B. De acordo com o teorema de Tietze 
44

( (jL8l , Chap.I, p. 28), pode ser prolongada a uma aplioa- 

ção f£ ; Y--^Q^* Façamos f£■ = d(y,B) / (l+d(y,B)), onde d é 

uma métrioa para o espaço Y, e d(y,B) denota a distancia do 

ponto y ao conjunto B. A aplicação tem as seguintes pro - 

priedades: f^ (y) }> 0 para y £ Y-B, e £^ prolonga fQ. Fazendo 

£• = é imediato verificar que )
f1 (Y)c{oj yx ujo,i) X Q1 = z.

Consideremos, agora, ambos os casos:
(a) Seja X um ANR. Então, existe, por definição 

« - «
uma vizinhança U de X em Z e uma retração r:U-^X, A imagem in 

versa W = f1 1(U) é uma vizinhança de B em Y. Definimos uma
• • t

plicação g:W—>Z por meio de g(y) ■&'£*.(y)- parS^jFÃ*. W, . Então 

f11 «i r o g s W—»X é um prolongamento de f sobre VY, relativo a

• *

a-

X.
(b) Seja X um AR. Neste caso existe uma retra - 

ção r*»Z— >X e f" = r* 0 f1 prolonga fíB—}X sobre Y, relati-
4

vo a X.
* «*

Observações - (l) Esta demonstração é es3encialmente devida a
• * ~ 4

R*H*Fox Cf3ji e apoia-se sobre sua construção do par (Z,X). Ve-
• é

ja também S.T.Hu £15}.
(2) Os AR compactos se identificam aos retractos

do parelelotopo de Hilbert, pois, neste caso, um AR pode ser
>

imerso oomo subespaço fechado de Q« Analogamente, os AHR com -
pactos se identificam aos retractos de vizinhança em Q. 

k
Teorema 1.2 (Hanner) - Todo subespaco aberto conexo de um ANR

£ ANR
Sejam X um ANR, U um aberto de X, (Y,B) um par 

qualquer de espaços e f:B—>U uma aplicação qualquer. Como X 

e um ANR, f pode ser prolongada sobre uma vizinhança V de B em 

Y, digamos, f1 :V—>X. Assim sendo, W t* e aberto em Y
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e contem B, e, portanto, W e uma vizinhança de B em Y. Definimos

a aplicação g:W—>U por meio de gCy) = f*(y) para todo y £ W.Con

forme o Teorema 1*1, U é um ANR*
*

Teorema 1.3 - Sejam X um MR e A um subespaco fechado conexo de 

X, Então A é ug ANR se. e somente se. A fôr um re- 

traõto de vizinhança em X.

Evidentemente, a condição é necessária. Suponha -

mos, por outro lado, que A seja retraoto de uma vizinhança U de
é

A em X, Sem prejuizo da generalidade, podemos supor U aberto em
ê ê

X# Portanto, conforme o Teorema 1*2, U é um ANR* Sejam (Y,B) um

par qualquer e f uma aplicação qualquer de B em A. De acordo com
o Teorema 1*1, f pode ser prolongada a uma aplicação f1 :Y-~?U ,

onde V é uma vizinhança de B em Y. Seja rsU—)A uma retração de

U sobre A (que existe por hipótese); então, g = rof' ;V--^A
um prolongamento de f sobre V, relativo a A. Conforme o Teorema 

/ •
1*1, A é um ANR*

e

Segundo o Teorema 1*2, se X ê um ANR, todo ponto 

x é X tem uma vizinhança que e ANR. É natural indagar se, recí

procamente, um espaço conexo X em que cada ponto tem uma vizi - 

nhança ANR, não ê ele proprio -íNR* 0. Hanner respondeu afirmatjL 

vamente a esta questão. A propriedade de ser um ANR é pois, uma
propriedade local.

• w

Teorema 1.4 (Hanner) - Um espaço conexo, no qual togo ponto tem
úma vizinhança ANR. e um ANR*

- <
Sua demonstração se encontra em ([12] )•

Def*5 - Dizemos que um espaço X é localmente contraível no oon- 

to x^X, se, para toda vizinhança V de x, existir uma vizinhan-
“ é

ça U de x que e contraível em V para o ponto x. Diz-se que X e 

localmente contraível quando for localmente contraível em cada 

um dos seus pontos.

Def*6 - Dizemos que um espaço é francamente localmente contraí -
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vel no ponto x£ X, se, existir uma vizinhança V de x que é con -

ê

traível em X para o ponto x, Diz-se que X é fracamente localmen- 

te contraível, se fôr fracamenbe localmente contraí vel em cada um
4

dos seus pontos.
/

Teorema 1.5 - Todo ANR é looalmente contraível. Todo AR £ contraí 

vel.
#

Deve-se a K* Borsuk este teorema no caso compacto#
- 4

Para o presente caso, ver a demonstração de R.Fox ([8]).
4

Observemos çue todo ANR é conexo por caminhos. De

fato, um ANR é conexo e localmente conexo por caminhos.

Ê imediata a inferência de que todo espaço local -
mente contraível é fracamente localmente contraível. A recíprooa,

porém, não I verdadeira, como mostra o exemplo seguinte:

Exemplo - Construamos um espaço métrico compacto, fracamente lo -
oalmente contraível, que pelo menos

num ponto não seja localmente contraí
3vel. Consideremos o espaço R . No pia 

no x^ = 0, seja 0^ 0 círculo de raio 

l/n e centro (l/n,0,0) Seja X 

X = LJ C ; v = (1/2,0,1);
•f. =■ 1 Ai

ne constituido de todos os segmentos
de reta unindo v aos pontos de X«

espaço X é compacto, mas não e localmente contraível, como se ve-
$

rifica facilmente considerando o ponto 0 = (0,0,0)»- 0 cone'X' é,no 

entanto, fracamente localmente contraível. De fato, num ponto 

x £ X" em que $ não seja localmente contraível, qualquer vizinhan^ 

ça pode ser contraída ao ponto v, e, em seguida, deformada por um
4

caminho de volta ao ponto x. É claro que X, embora fracamente lo
calmente contraível no ponto 0 (0,0,0), nao ê localmente con -

4 _

traível neste ponto. Observemos, finalmente, que o espaço^ 

contraível ao ponto v.

% 0 co-e

0

4 * 4

• • «

e
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é *

Teorema 1.6 - IJm produto cartesiano finito de SsSSSSSÍS. S. AffS sjSj-
oada fator e. um ANR,

Isto e facilmente demonstrável aplicando-se
ã. somente 'se#

o

Teorema 1.1.
Def, 7 - Dizemos que um espaço X satisfaz à propriedade do pro

longamento das homotopias, quando para todo par (Y,B) e toda ho 

motopia ft:B—>X, 0 < t < 1, tal que fQ se prolonga a f^:Y->X^ 

a homotopia se prolonga a uma homotopia f^:Y—)X, 0< t 1.

Teorema 1.7 - Os AM satisfazem à propriedade do prolongamento 

das homqtopias#

Para demonstrar este teorema, precisaremos pri - 

meiramente de um lema, devido a H. Gartan. Neste lema, os espa^- 

ços não precisam ser metrizáveis.
Lema 1.8 - Se.jam X um e-spaco normal. A C X fechado em XfU

vizinhança de A em Xt £ f :U X I U X X i.9 i 2 uma a- 

plicação com valores num espaço Z qualquer. Então, £ 

xiste uma aplicação continua Ç*:X X I —>Z, que coinoi 
f sobre A X I U X X { 0.^

/ *w /Gomo X e normal, existe uma função continua ....

uma

de com

e*-x—> (o,ij
£ U. Segue-

mente em U / I U X X [Ò.] Portanto, F(x,t) » f(x,t,©(x)) é 

aplicação procurada*

de tal modo que © (x) == 1 para x ( A, e 8(x) = 0 pa 

se que (x,t)- ->(x,t.0(x)) aplica XXI continuara x
a

Para demonstrar o Teorema 1.7, tomemos um AMR X:: 
e observemos que, dado um par (Y,B), Y X I é metrizável e 

B )( I U Y / ^oje fechado em Y XI. Uma homotopia f^.:B—->X e 

prolongamento f^ de fQ sobfe Y dados definem uma aplicação 

^ ;B X I L/ Y )< [oj—>X. Gomo X 4 um AMR, •
aplicação ^ definida sobre uma vizinhança W de .....

B ^ I U Y X \0\ em Y X I. Agora, mostremos que existe uma vizi

nhança U de J5 em Y tal que U X I C W. De fato, dados y £ B 

t í I quaisquer, existem vizinhanças TV, e V| de y em Y e t em 1 

respectivamente, de raodo que V^. )< C W. Como I é compacto

• • • * *

um

• 9*9

■P pode ser prolongada
a uma

et

f 9 9 9
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XI pode ser recoberto por um número finito de tais vizinhan
ças: elementares . Fazendo V = ( IV., temos V X * ^ Final-

*1 x y y
= i__l V o uma vizinhança de B em Y tal que U I C. W.rf£

f ° y
mando a restrição de^aU/lUY / joje aplicando o Lema 1«8 , 

temos uma aplicação F:Y I —> X que prolonga a aplicação j- • 3? 

é precisamente a homotopia prolongada f.j.:Y —^ X«

Uma consequência imediata da propriedade do pro - 

longamento das homotopias é a seguinte: Se f:B—=>X pode ser pro

longada a Y em relação a X, então qualquer g:B—=>X homotopica a 

f pode ser igualmente prolongada.

Teorema 1.9 - .Se,222 AM X é. contraível a um -ponto, então X ó, um

♦ t

mente- 0

AE.
Be fato, suponhamos que X seja contraível ao pon- 

« ~ < •
to x £ X. Consideremos ura par (Y#B) e uma aplicação qualquer .. 

f-B—»X. Gomo X é contraível, f —- f* sB~^X de modo que .......
£’ (B) Ora, f' pode ser prolongada a uma aplicação

f":Y—}X satisfazendo a condição f"(Y) =* {x„£ Conforme a obser- 

vação que precede este teorema, f pode também ser prolongada so

bre Y. Do Teorema 1.1* segue que X é um AR.
Para os espaços métricos, compaotos de dimensão 

finita, Borsuk mostrou qtie a contractibilidade loeal caracteriza 

os AMR.

Teorema 1.10 (Borsuk) - Todo espaço conexo, compacto, de dimen -
são.finita, localmente contraível é um 

AMR.

Para demonstração, veja (íl] ,p.240).
Observação - Borsuk mostrou, por meio de um exemplo, que a hipó
tese dim X <^co I essencial no Teorema 1,10. Oonstruiu ele um es
paço métrico, compacto, de dimensão infinita, localmente oontraí

. <
vel, que não ê um AMR. (Veja [3] ).
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§ 2* Poliedroa looalmente finitos e variedades topologicas.
Uma importante classe de espaços ANH, como vere

mos abaixo, 4 constituida de poliedros localmente finitos cone
xos, Esta classe contem, em particular, os poliedros finitos co 

nexos. Os poliedros localmente finitos são definidos como reali 

zações geométricas de complexos simpliciais abstratos localmenr 

te finitos. Topo poliedro finito e um espaço métrico, compacto 

(e, portanto, separável), localmente contraível*
Quanto aos complexos localmente finitos, lembre -

mos algumas de suas propriedades. Seja ( K (T) ) um complexo sim-
W / 'V

plicial abstrato localmente finito. Uma realizaçao geométrica K 

pode ser definida a partir do subconjunto do cubo IK dado por :

{k|7\ k>o}«$- s
se, e somente se 2k = 1 e 

Para cada simplexo S C S idontifica-se a um simploxo geomé

trico de Para K, uma métrica pode ser definida por ................

( * k) t K

d( h I* = k~í^k^* Sol3;re caâa simplexo S de Z, esta mé

trica induz a topologia natural de S.Z é um espaço localmente
compacto, pois os = | ^| > 0^ , 1c percorrendo os vérti-

-•v/ »—

ces de Z, constituem um recobrimento de Z por abertos relativa-

S, que e compacto, logomente compactos. De fato, U^ q

Uk é compacto. Por outro lado, se K é conexo, é facil mostrar 

que 3£ tem um conjunto enumera vel do vertices e, portanto,

cS

de

simplexos. 0 recobrimento aberto (U^) é enumerável e cada U^ e
f f / /um espaço separavel. Portanto IC e um espaço métrico separavel.
A topologia fraca em 3C é definida da seguinte ma 

neira: um conjunto P é fechado em 'K se, e somente se, para todo
*- j ^

simplexo S, FílS for fechado na topologia natural do simplexo
T* >----* /

:S—> K a inclusão. A topologia fraca e a topologiaS. Seja
mais fina sobre IC que torna continuas todas as aplicações

v i

Sobre um poliedro localmente finito, esta topologia coincide co>

f
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a topologia metrizável acima referida.
«

Teorema 2»1 - Todo poliedro conexo f inito e> um ANR+
De fato, todo poliedro finito e um espaço compacto* de

dimensão finita e, claramente, localmente contraível» 0 resulta
» •

do decorre do Teorema 1*10.
Teorema 2» 2 — To do poliedro conexo.» ^ocalmente finito» e, um ANR 

Um tal poliedro é um espaço metrizável e separável» Oo 

mo cada ponto tem uma vizinhança que e um poliedro finito e,pqr
~ , i

tanto, um ANR, resulta do Teorema 1»4 que o poliedro e um ANR»
Seja X tima variedade topologica conexa, isto e, um esi

paço de Hausdorff conexo tal que cada ponto tem uma vizinhança h
/ * *

liomeomorfa ao espaço Rn» 0 espaço X é localmente compacto» Um 

argumento análogo ao que empregamos acima, no caso do poliedro 

localmente finito, mostra que X e metrizável e separável se, e 

somente se, a variedade X for paraoompacta (ou, equivalentemen-
r » -

te, enumerável no infinito). Como cada vizinhança homeomorfa a
0

Rn é um ANR, temos o seguinte teorema.
Teorema 2.3 - Uma variedade tonológica. conexa, paracompacta, e, 

um ANR.
0 m 0

§ 3* Relação entre A RR e* poliedros»
Def.8 - Sejam X e Y espaços quaisquer (não necessariamente me - 

trizáveis)* Dizemos que X é dominado por Y (ou que Y domina X) 

se existirem aplicações f:X—fL e g;Y—>X tais que *’ •
- t

gc f — 1^ = aplicação idêntica de X»
4

Teorema 3.1 (Dower, Hanner) Todo ANR ei dn^rinadn por um polie —
dro localmente finito.

Para demonstração veja (Hanner £12} ).

Corolário 3.2 - Todo ANR £ dominado por um ANR localmente com
pacto.

Teorema 3.3 d (Borsuk) — Todo ANR compacto é. flnm-i naiín por ut*
poliedro finito.

Demonstração, veja ( ^2j ).
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Seja X um ARR compacto* Conforme o Teorema 3»3f exis
te um poliedro finito P que domina Xj isto é, existem aplica -
« 4

çôes f :X—7P e g:P~)X tais que g »f - lx* Passando aos homo 

morfismos induzidos em homologia, temos g* « f# = L ® fácil 
verificar, então, que p = f * ° g# é um projetor nos grupos de

que os grupos H.(X) são isomor- 
> ■*

homologia H^(P), para i > 0, 
ficoa a fatores diretos dos grupos H^(P)# Portanto os H^(X)

e

são finitamente gerados e nulos para i >dim P*
Observemos agora que o espaço X, definido no exemplo

do § 1, não é um ARR, pois X não é localmente contraível. Em
pregando a observação acima, poderiamos também demonstrar isto
por um argumento de natureza global. De fato, suponhamos que 

#
0X seja um ARR. Como X e subespaço fechado de X e retracto da 

vizinhança U = XORXRx|o,l/3(f (a retração é dada por proje - 

ção a partir do ponto v), segue-se do Teorema 1.3 que X é um 

ARR (compacto). Isto leva a uma contradição com a observação a 

cima sobre os grupos de homologia de um ANR compacto, pois 

H^CX) não é finitamente gerado, como se verifica facilmente * 

Observemos ainda que 2 é um espaço métrido, compacto, contraí~
4

vel que não é um AR.

Ra classe dos espaços conexos por caminhos, a relação 

"Y domina X" é transitiva e reflexiva. Em geral, porém, não é
4

verdadeiro que X domina Y e Y domina X acarrete que X — Y. Ve
remos no Capítulo IV que isto ocorre, no entanto, para certas
classes de espaços»

* . * *
§ 4* Espaçosde laços de um ANR,

- Sejam X um espaço conexo por caminhos e x um ponto fi « o
xado em X, 0 espaço , H,(X) de laoos de X, com ponto de base xQ, 

é o conjunto de todos os caminhos fí(I,Í)—>(X,xQ), munido da 

topologia da convergência compacta.

* * *

• 44

Def.9
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Se X é um espaço métrico separável, então J"l (X) é me- 

trizável e separável, Uma métrica para X pode ser definida da 

seguinte maneira: se f,g( Jl (X), p (f,g) = Sup d(f(x),g(x)) ,
onde d é uma métrica para o espaço X. Se u'.(X) *= 0, fi(X) ; é co 

nexo por caminhos.
Teorema 4*1 - Se, X e, um ANR simplesmente oonexo íl(X) £ um ANR* ^

Dado um par arbitrário (Y,B), seja

:BX I—>X a aplicação associada, is- 

(b,t) = >p (b) (t)£X, A continuidade de tp* é equiva - 

ip (Veja p9j ), A aplicação vp pode ser prolonga

da continuamente a B X IU Y X [oj U YX {lji fazendo ..

^. (y,o)= '^*(3^1)
(Y X i,B X I 'J YX [oj U Y X {lj ). Como X é um ANR.ip* pode 

ser prolongada a uma aplicação \j/"* de uma vizinhança W de 

B X I U Y X |0MJ Y X ^lj em Y X I, com valores em X, Segundo

:B-~}«A(X) uma a
plicação qualquer; seja '• 
to é, j* 

lente a de

f para todo y £ Y. Consideremos 0 par= x

»•»»

0 argumento já empregado na demonstração do Teorema 1,7, exis
te uma vizinhança U de B em Y tal que U X I C W, Seja

# . * | - _ ,
(j 2. = fjJ |U X I, A sua aplicação associadavp^rU--*/L(X) e con^-
tínua e prolonga Segundo o Teorema 1,1$ Jí, (X) é um ANR.f-

* * # **

(1) •* A restrição JJj (X) »J) 6 necessária para assegurar que-Q. (X) seja conexo visto que exiginos 
conexidade na definição de ANR (Def.3).



CAPÍTULO II

Complexos Celulares

§ 5 - Complexos celulares

A teoria dos CW-complexos de J.H.C.Whitehead, cujas
propriedades principais resumiremos nos §§ 5 e 6, constitui a
técnica geométrica essencial para a demonstração dos resulta -
dos do Cap. IV. Citamos no §7, os teoremas principais de
Hurewicz e J.H.C.Whitehead, que serão utilizados posteriormen-
te, e apresentamos algumas aplicações no §8. Uma exposição por
menorizada sobre os CW-complexos encontra-se no artigo [25] de 
... *

J.H.C.Whitehead. Veja também, Hilton [ll], Cap, VII.
Os complexos celulares, abaixo definidos, constituem

una generalização da noção usual de complexo simplicial geomé
trico, sendo, porém, mais adequados às necessidades da teoria 

• •
da homotopia»

W.

Por uma n-celula aberta (resp.fechada) entendemos um
homeomorfo qualquer do subespaço do Rn definido por ..............
X. x? < l(resp. 1).

i*»1 — | s i J-

Lef.10 - Um complexo celular K é um espaço de Hausdorff forma 

do pela reunião de células abertas, duas a duas disjuntas, sa 

tisfazendo às seguintes condições:
(a) A adêrencia en de cada n célula en em I é imagem

de um n-ximplexos fechado <rn (fixamos, um simplexo para cada 

dimensão n) por uma aplicação f: crn—£>ên, de tal modo que 

f I (crn - <*n) seja um homeomorfismo sobre enj
b) Fazendo õen «= f(o"n), exige-se que, para cada ce~ 

^ en Cl K?1'"'1', onde Xa 1 é o (n-l)-esqueleto de K, isto

4 0 4

• # •

lula en,
a reunião das células de E de dimensão <: n-1. 

A aplicação f: crn. -n 'e denominada uma aplicação ca-» 
Eâgtgrística para a célula de IC* Ao contrário do que ocorre

e

nos complexos simpliciais, da presença de uma n-celula em K não



- 19 -

decorre a presença de r-celulas para todo r < n.
Se K é um complexo celular, empregaremos, a exemplo 

do que faz Whitehead [25] , o mesmo símbolo K para denotar 

espaço do complexo e a coleção das células que constituem 

Seu sentido preciso ficará claro, em cada caso, pelo contexto

o

E.

em que ele se inclui, Conforme esta convenção, têm sentido am

end X.~ nbas as relações e € K
Seja K um complexo celular. A dimensão de K, denota

da por dim K, e definida como sendo o menor inteiro que limi-

e

ta superiormente as dimensões das células de K. Se a dimensão 

das células não fôr limitada superiormente, definiremos
4

dim E = oo .

Def.11 - Uma parte L de um complexo celular K diz-se um sub - 

complexo, se 1 for reunião de um subconjunto de células de K,
- i

satisfazendo à condição e dl êcl,

• * • •

Exemplo - Seja K um complexo celular. Para cada inteiro r^O, 

o r-esqueleto K1* e um subcomplexo de K. Temos, então,.......
4

dim i? r, mas podemos ter dim ^ < r.

A definição de complexo celular acima, é demasiada -

mente lata para ser útil, como se vê no seguinte exemplo. Se-
2 2 ja K = S e consideremos cada ponto x £ S como uma O-celula.

*
Temos K° *= K e qualquer subconjunto L CK é um subcomplexo. À
estrutura celular nada nos diz neste caso. Para aproximar a 

noção de complexo celular da de poliedro, Whitehead [253 consA 

dera duas restrições a mais.

Def.12 - Um complexo oelular diz-se de fecho finito. se, para 

toda célula e £ E, ê estiver contido num subcomplexo finito 

de E.
4

Def. 13 - Um complexo celular K diz-se munido da topologia fra
(1) ... *■*,, se estiver satisfeita a seguinte condição: uma parteC8

(1) - A topologia fraca sSbre K 6 a topologia «ais fina ouo toma as inclusões 5 continuas 
para Vi g K,



- 20 -

X de E é fechada, se, e somente se, Xnê fôr fechada para toda 

célula e de K.

A interseção de uma família qualquer de subcomple -
4

xos de um complexo celular K e, evidentemente, um subcomplexo • 

Dada uma parte X de K, definimos K(X) como a interseção dos sub 

complexos de K que contem X# Em termos desta notação, um comple 

xo celular K é de fecho finito, se K(e) for um subcomplexo fini 

to, qualquer que seja a célula e £ K* Temos ainda, claramente ,
4

K(tr) s= K(e) para toda e
Para um complexo celular K de fecho finito, a defi

nição da topologia fraca pode ser expressa eçuivalentemente da 

seguinte maneira: X é fechado em K se, e somente se, X.^L 

gechado para todo subcomplexo finito L de (Veja [25p. 225) 

Def , 14 - Um complexo celular K é denominado CW-complexo se for 

de fecho finito e munido da topologia fraca#

Exemplos, (l) Todo complexo celular com um número finito de cé
lulas é um CW-complexo. De fato, um complexo celular finito 

é evidentemente de fecho finito. Por outro lado, sua topologia 

é a topologia fraca, pois, se Xo>ê é fechado para toda célula 

e, X =l_Jx n è é fechado, visto se tratar de uma reunião fini-

for

K

ta.

(2) Todo poliedro finito ou localmente finito e um
CW-complexo.

(3) A esfera S51 pode ser decomposta como um CW-oom- 
plexo constituido de duas células, Sn = e°^en. De fato, fixe - 

mos um ponto e° Sn e consideremos o complemente Sn-e°, que e
uma n-celula aherta en. Como aplicação característica, tomemos 

qualquer aplicação f:( cfn, <Tn) —^(ên,e°) tal que
f j ( 0'n - cn) seja um homeomorfismo sobre en,

(4) Seja K um CW-complexo, I = 

moa a seguinte decomposição do espaçc de Hausdorff KyI em oélu
e considere-
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las: para cada célula ené-K, consideremos as n-celulas 

enX{0], en x{l) e a (n+l) -célula e11 X ])0,l(. , A reunião de 

todas as células destes tipos dá o espaço .KXI e as aplica - 

ções características são facilmente definiveis em termos das
m 4

aplicações características das células e • Por exemplo,

f: <rn--^ên é uma aplicação característica para en e

1:1 —>1 a aplicação idêntica, (f,l): C"nXI
=ênX I é uma aplicação característica para a célula enx)o,l[ 

*

de K XI*
Def«15 - Um complexo celular K diz-se localmente finito se 

cada ponto p ÇK tem uma vizinhança contida num subcomp}.exo 

finito de K*

se

n )o,l( =-s>e x

Verifica-se facilmente que todo complexo celular 
• * »

localmente finito é um CW-complexo. Veja [25] , p. 225,
Se K é um CW-complexo localmente finito conexo , 

não é dificil verificar que o número de células de K é enuntô 

rável. Verifica-se igualmente sem dificuldade que um CW-com
plexo localmente finito conexo K é a espaço localmente com

pacto, enumerável no infiíiito e localmente metrisável. Argu

mento análogo ao que empregamos no caso dos complexos local
mente finitos conexos (§2), mostra que um CW-complexo local - 

mente finito conexo K é um espaço metrisável, separavel (lo - 

calmente compacto),
Def,16 - Sejam e Kg CW-complexos, Uma aplicação fsK^-^Kg

diz-se oelular se, f(K^) cz para todo n ^.0.
Exemplo - As aplicações simplieiais entre poliedros são exem

pios de aplicações celulares.
Enumeramos a seguir as principais propriedades

dos CW-complexos que utilisaremos. Para as demonstrações das
, • * •

propriedades (5,1) a (5.8), veja-se o artigo [25] de J.H.C.
# I

Whitehead, pp,224-230.
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(5.1) Se.iam Ií um OW-complexo. X uma parte fechada de E,Y um- 
espaço qualquer e_ f :X —>Y uma função. Então. f £ conti- 

somente se. f ) X /\ ê fôr contínua para todanua se 

célula 9 é E.

Seja K tun CW-complexo. Se a reunião de um subcon

junto de células de E fôr uma parte fechada de E, evidencia - 

a partir da difinição, que esta reunião é um subcomplexose,

de E. Reciprocamenfce temos,
/ - 

(5*2) Um subcomplexo L de um CW-complexo K £ um subespaoo fe
chado £ a topologia induzida por K em L é a topologia 

fraca de 1,
/

(5#3) Se um. CW-complexo K £ conexo# X?1 £ conexo para todo 

n > 0#

(5«4) Se X e uma parte oompacta de um CW-complexo Kf K(X) o,
, um subcomplexo finito de K.

(5#5) S£ K £ um CW-complexo, o espaço K £ normal»
*

(5.6) Se .ia K iam OW-complexo. L um subcomplexo de E,f^:E—?Y 

uma aplicação com valores num espaço Y qualquer. Então. 
dada uma homotopia f^:L ~>Y tal que ff^ | I, existe ji- 

uma homotopia f^:K-?Y tal que | 1 ® para O^t^l.

(5.7) Se.iam E £ P Off-complexos. L um subcomplexo de E 9
f :E —>P uma aplicação tal que f 1 I» seja celular. En-

O * 1 11 O j f
tao existe uma homotopia f^sK—^-P rei# 11, tal que f^ £ 

celular#
(5#8) 0 espaço de um CW-complexo £ jlo calme nte contráível#

§6 - Relações entre CW-complexos £ poliedros# Cilindro de £-
4

ma aplicação.

Diz-se que um CW-complexo E é enumerável (respe -

ctivamente finito). se fôr constituido de um número enumera -

vel (respectivamente finito) de células. JT.H.C.Whitehead [25]
• *

p.239 demonstra o seguinte resultado.
Teorema 6.1 - Qualquer CW.complexo enumerável (resp.finito ) 

de dimensão p, p^ 00, á do mesmo tipo de homo
topia que um poliedro localmente finito (resp. 

finito) de dimensão p.
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Os CW complexos enumeráveis desempenham um papel
. 4

central nas demonstrações do Capítulo IV. A enumerabilidade 

desempenha um papel importante na caracterização do tipo
4

homotopia dos poliedros localmente finitos.
Seja E um CW-complexo enumerável, conexo e p0€ K

de

um ponto fixado,
Teorema 6.2 - Os grupos de homotopiaTL (E,p ), o >1, de. um ÇW- 

plexo enumerável. conexo E tem um numero enumera 

vel de elementos.
4

Segundo o Teorema 6,1, E tem o mesmo tipo de homo 

topia que um poliedro (conexo) localmente finito P. Como os 

7^(E,pQ) são invariantes do tipo de homotopia, é su - 

ficiente demonstrar o resultado para o poliedro P que, sendo 

conexo, tem um número enumerável de simplexos. Portanto, o
4

conjunto dos subcomplexos finitos finitos de P á enumerável. 
Pixemos um vértice péP, e fixemos um inteiro q 0. Os ele - 

mentos o< 6 7r^(P,p) têm como representantes as aplicações 

f:(S<1,x0) —>(P,p), onde podemos supor que a esfera esteja 

triangulada uma vex por todas e que xQ seja um vértice desta 

triangulação. Como a imagem f(S^) é compacta, está contida num 

subcomplexo finito P^d P (propriedade (5.4)). Conforme o teo 

rema de aproximação simplicial [7,] , existe uma subdivisão ba 

(gqj(h) £e or(jem k ^ o do e uma aplicação sim - 

pllcial f ’: (Sq)^—^ tal que f atx (por uma homotopia can 

valores em Pp). SejaOlo conjunto (enumerável) dos subpoliedros 

finitos de P e 0 conjunto (finito) das aplicações slm-
(gq)(k) em o enunciado resultará facilmente do

OQ

fato de ser l__J( [ J enumerável, fato este que e
claro, pois se trata de uma reunião enumerável de conjuntos £

4

numeráveis. Cada classe de homotopia de aplicações 

f: (S^jXçj) (P,p) tem um representante no conjunto prece -

grupos

ricentrica

pliciais de
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dente (segundo o teorema de aproximação simplicial); portanto
/

é enumerável.s
Qotolario 6.3- Se, um escaco conexo cor caminhos X e dominado

-por um CW-complexo enumerável K, então os. grjir
£Os TT (X,a) são enumeráveis para todo q > 1.

Q.
De fato, seja K um CW-xompleso enumerável dorai - 

naodo X; então, 77 (X) é isomórfico a um subgrupo de TT (K),gru 

po este que ©enumerável segundo o teorema precedente.
Def 17 - Sejam X,Y espaços quaisquer e f:X—*Y uma aplicação.Po 

demos supor, sem prejuizo da generalidade, que XXI ^ Y = 0* 

Consideremos a topologia soma em X/IVY o, neste espaço, iden 

tifiquemos (x,l) e f(x)£Y. 0 espaço quociente Z = Cf(X,Y) e 

denominado o cilindro da aplicação f.
Seja Z o cilindro da aplicação f: X-*Y. 0 espa-

%
ço X á identificado ao subespaço fechado' X X {tf de Z pela imer 

são x—>(x,0). Y e identificado ao subespaço fechado de Z,ima 

gem de Y pela aplicação canónica X X I^Y—>Z definida pela 

identificação. A propriedade fundamental do cilindro da apli
cação f e a seguinte: Y e um retracto de deformação de Z (Ve -

• 0

;ja Hilton [Xl] , Ch.VII), Esta propriedade acarreta que a in -

clusao j:Y->Z e uma equivalência de homotopia e, portanto,
0

Y a z*
A importância do cilindro da aplicaçõ para a teo 

ria da homotopia é permitir a substituição de uma aplicação 

qualquer fsX—^Y por uma inclusão i»X—->Z, onde Z é do mesmo 

tipo de homotopia que Y (mais precisamente, Z contem Y oomo
4

retracto de deformação).

Teorema 6,4 - Se e Kg são CW-complexos e f:K^—>Kg é
aplicação celular de em Kg, então o cilindro 

da aplicação f £ um QW-complexo.
• f

Para a demonstração, veja [25], p# 238.

uma
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Se P é um poliedro' finito de dimensSáv; no fato 

de coincidirem sobre P os grupos de homologia singulares com 

os grupos de homologia simpliciais, segue-se que H^(P) =* 0 pa 

ra <iyn9 0 mesmo resultado valerá se P fôr um CW-complexo fi

nito de dimensão n, pois* segundo o Teorema 6.1* P e do mesmo 

tipo de homotopia que um poliedro finito de dimensão nf e
4

grupos de homologia são invariantes do tipo de homotopia.

leorema 6,5 - Seja K um CW-oomplexo qualquer de dimensão n ; 
então, H (z) = 0 para q>n.

Ê suficiente mostrar que para todo q-ciclo

de K, existe um CW-complexo finito K^cK tal que
homologia z de z está contida em i#(Hç(K^)), onde isK^—é

a inclusão. De fato, z =Ia.Ij, onde e são
q-simplexos singulares. Como o suporte Ul!( An) de Z | um

i- \ q
conjunto compacto (reunião finita), este esta contido num sub

os

z
a classe de

complexo finito de K (propriedade (5.4)). Os simplexos 

Tj podem ser considerados como simplexos singulares de K^.Se 

ja z Entãei o, ciclo z considerado como ciclo de 1L.
4 —

)é i.CH^ÍK^)). Como dim dim K, 

gue dá observação que preoede o teorema.

o resultado se -Z s>

§ 7 - Principais teoremas a serem utilisados.

Recapitularemos abaixo, para ulterior referên-
• I #

cia* os conhecidos teoremas de W.Hurewicz (7il) a (7#4)f bom
* • § •

oomo os teoremas fundamentais de J.H.C.Whitehead, que permi . 
tem a passagem de isomorfismos realisados geometricamente, en 

tre grupos de homotopia, para equivalências de homotopia.

Consideremos um par (X,A), A CZ, dd espaços co 

nexos por oaminhos. Como é bem conhecido, 7T^(X) opera sobre 

os grupoe para n ^ 1 e 7T^(A) opera sobre os grupos
1T^(X,A) para n ^ 2» Dizemos que o espaço X é n-simpíe s (resp. 
que o par (X,A) é n-simples), se TT^(X) operar trivialstente
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• /

em 7Tn(X) (resp, se TT^X) operar trivialmente em t^CXjA) ).U

tilizaremos adiante os homomorfismos canónicos,
<pn: TT^(X)—>Hn(X) para n ^ 1 e ^n' 7Tn(X,A) ~i>Hn(X,A) para 

n ^,2, dos grupos de homotopia nos grupos de homologia singula
res (homomorfismos de Hurewicz); para maiores detalhes, bem co-

• * *
mo para as demonstrações dos teoremas de Hurewicz (7.1) e (7.3),

/ /
que seguem, veja [22J ,Ch.II,§5.

Teorema 7.1 - Se 7J (X) = 0 para q«£n, n ^ 2? então H (X)=0 pa 

ra q<n e <f>ns 7rn(X) ^ H^(X). Se 7]T(X) = 

tao H^(X)íií 71^/ £71"^, TT-j^ 3 *
Corolário 7.2 - Se 7T-. (X) * 0 e H (X) = 0 para 2^q<n, então

7^(X) = 0 para q < n, e (pn: 7rn(X) Hn(X),

0 oorolario segue facilmente aplicando -se

O en-

repetidas vezes 0 Teorema 7.1.

(X.A)fôr n-sim -Teorema 7.3 - Se 771 (X,A) = 0 para l^qcn
71

pies, então H (X,A) « 0 para e

0

q.
. *.* 7Tn(X,A)^ H^CX.A).

Corolário 7»4 Se Tf^(X)« 77^(A) = 0 e H^(X,A) =■ 0 para 2^q<n,

então 7r(X,A) = O para q<n eq.
^n5 TTn(X,A)^ Hn(X,A).

A partir do Teorema 7.3 e do Corolário 7*4,
s 0

J.H.C.Whitehead chegou ao seguinte importante resultado, cuja 

demonstração apresentamos abaixo, visto se tratar de um exem - 

pio típico do emprego do cilindro de uma aplicação.
Teorema 7.5 - Sejam X e Y espaços conexos por caminhos. simples 

mente conexos. e f:X —>Y uma aplicação de X em Y,
, Untão. as seguintes proposições são equivalentes;

(a) f * 7T_ (X) —>7Tjg(Y) éjbijeotiva para q<n 
^ H * Isurjectiva para q«£n

(b) f* : H (X)—(Y) eCbijectiva para q<n 
* u leurjectrva para q^n

Seja Z o cilindro da aplicação ,
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: f:Z—>Y, i:X~>Z a inclusão de X em Z o r:Z-e>Y a retração dc Z 

sobre Y (que o uma equivalenòia de homotopia), Como Z dJY, Z e
simplesmente conexo* De acordo com a definição do cilindro da

Como r e umaaplicação í, temos f =r9i, donde ^ ° ♦
equivalência de homotopia, r,, e bijectiva em todas as dimensões*

fl* •

Para mostrar que (a) (b), observemos que as condiçoes sobre

tyç acarretam que o homomorfismo i^ é bijectivo para q-<n 

surjectivo para q ^ n* Considerando a sequencia exata de homoto. 

pia do par (z,X),

e

â
-^Ti-gU) Jb^ 7Tq(Z) —? 7^(35,X)

concluimos facilmente que as condições dadas sobre i

valentes às condições 771 (Z?X) »
«. *

Teorema 7*3* temos H (Z,X) = 0 para q^.n* Considerando a sequen

oia exato de homologia do par (Z,X),
Hq(X) _4>Hq(Z) ->H (Z,X) ■£* H^X(X)

facilmente que i#:H (X) —(Z) é bijectiva para q <n 
/ * *

e surjectiva para q^Ln. Finalmente, como o r*p bijecti

va para 0, seguo-so a condição (b). 0 argumento e claramcn -
é

te reversível, empregando-se o Corolário 7«4 para demonstrar

■^-i.(x) • • •• • •
•**sao equi 

0 para q <1 n* Aplicando-se o

*«/ / /
• • • f• • •

segue-se

(b) =>(a)*
precisaremos também, da noção de n-homotopia

[25^introduzida por J.H.C.Whitehead 
* ^

Def* 18 - Sejam Z e Y espaços quaisquer e f,g:Z—^Y, aplicações*
Dizemos que f e g são n-homo tónicas ^denotando esta relação por

se para todo CW-complexo K do dimensão ^.n e qualquer a-f ^nejf
plicação lf;K~-5>X tivermos goij>:K—>Y. Dizemos que
f:X—>Y é uma equivalência de n-homotonia se existir uma aplica
ção gsY—-í>X tal que gf<2^jjl e fgo^nl. Usaremos também a nota - 

ção X CzL nY para este caso.

Seguindo J.H.C.Whitehead, denotamos por ©< a

-
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olaBse dos ospaços topológicos X que gozam das seguintes proprie 

dades: (l) X é conexo por caminhos, (2) X o dominado por um CW- 

complexo. Se X £ oi, denotamos por AX o menor dos inteiros dim
4

K, onde K e um CW-complexo dominando X.
Caso não haja CW-complexo de dimensão finita domi -

é

nando X, definiremos Z\X = Os poliedros localmente finitos 

e os CW-complexos conexos pertencem, evidentemente, a classe
4

d . De acordo com o Teorema 3.1, todo ANR pertence também a 

classe o< »

Os seguintes resultados, devidos a J.C.H.Whitehead
• 4

são fundamentais. Para as demonstrações, veja [25] e [24].
4

Teorema 7.6 - Se.iam X,Y td , N = max ( AX, AY) o f :X-»Y 

aplicação que induz os isomorfismos.

f# ! 77'qC2) ^ 77^( Y) para.q ^ N, então f é 

uma equivalência de homotopia.

Corolário 7»7 - Sejam X,Y eo( espaços aimolesmento conexos,

f :X —>Y uma aplicação que induz os iaomorfis -

>

uma

e

mos,

f* : H (X) ^ H (Y) para todo q > 0, então f
q q «

£ 01110 equivalência do homotopia.

Empregando-se o Teorema 7.5, a demonstração de (7.7)
. té

reduz-se imodiatamente a uma aplicação do Teorema 7.6.
• 4 ^

Teorema 7*B - Se.iam X,Y C • Então f :X—>Y e uma equivalência

d^e n-homotonia qef o, somente aer

f#! V30 7T^(Y) para q n. 
gbservacão - Em geral X /v ^ Y não acarreta que X cy Y (veja §

16)# De acordo com o Teorema 7*6, isto ocorre, no entando 3e
X,Y 6oi . .
§8 - Algumas aplicações. ■

Para ilustrar o alcance dos resultados de J.H.C. 

Whitehead, resumidos no § precedente, daremos abaixo algunas a~

L
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plicações, Os Teoremas (8.l) e (8.5) generalizam resultados
bem conhecidos*
Def*19 - Um espaço conexo por caminhos X e denominado tuna n~

#
esfera homoloaica se H (X)í^H (Sn) para todo q"^ 0.

Teorema 8.1 - Se .ia X é o< 3321 esnaco simplesmente conexo. Então

X oi se, e. somente se. X for uma n-esfera he
*

mológica (n ^ 2).

A condição é trivialmcnte necessária. Suponhamos, por 

outro lado, que X seja uma n-esféra homolágica. Conformo 0 Co

rolário 7.2, TT_ (X) = 0 e H (X) - 0 para q<n acarretam
x 4

7T(X)«;H (X) íí Z, Seja .n nTL (2) = 0 para q < n e 

Seja t:(SnfpQ) —5» (X,xo) ^ representante de um dos geradores 

de rri(X) ^ Z. Deduz-se imediatamente que f : 77l(Sn) ^ 77l(X) 

para q ^ n. Como Sn o X são simplesmente conexos, conforme o

Teorema 7.5 jremos, í#tH (Sn)^ H (X) para q< n o
4 . 4

tf^H^ÍS11) —^H^X) é surjectiva. Do u'a maneira geral, observe
mos que se HG^ e Gg são dois grupos abelianos livros de mesmo 

posto finito, então todo homomorfismo surjoctivc (^íG^—?Gg I 

bi.jectivo.Em particular, f**Hn(Sn) ^ H^X). Considerando que 

H^(X) = H^(Sn) = 0 para q>n* segue-se que f* ó bijectiva para 

todo q^O. Segundo o Corolário 7.7, isto impiica, finalmente,
que f é uma equivaloncia de homotopia.

/
Corolário 8.2 - JJa ANR simplesmente ooqexQ £ jfc. mospio t;Lpq jla

homotopia que uma n-esfera se* £ somente se,
0

for uma n-esféra homólogioa.
Be acordo com o Teorema 3.1, todo ANR pertence à elas-

8© d, .
. • / ’

Observação - S.T,Hu [l3], demonstrou, por outra via, o Corola- 
* *

rio 8.2, ma supondo X um AHR compacto de dimensão finita.
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• ’ «

Teorema 8.3 - 2a esmoo conexo t>or caminhos X é da mosmo tino 

de homotopia que o escaco pro .letivo complexo

rn<0)
simultaneamente as seguint os condicoes:

(1)

(2) 71^ (X) = 0,

(3) 7T2(Y)^Z,

(4) TT^OO «= 0 para 3<cq$2n,

(5) H^íx)^ Z e H^(X) = 0 para q."^ 2n.

As condições (l) a (5) são evidentemente neoossárias,
* /

(Veja por exemplo, [ll],p.53)* Por outro lado, suponhamos 

tisfeitas as condiçoes (l) a (5)* 0 subespaço P^(C) de Pn(C) é 

homeomorfo a S , e feita a identificação de P^ a S , a inclu - 

são i:P^-—^P^^ pode ser considerada como representante de 

gerador de TTp(P )«-Z. Seja f:Pn—5>X um representante de um 

gerador de T£>(X) ca. Z. Como X satisfaz às condições (2) e (4), 

q possível, aplicando a teoria da obstrução (veja Apendice I), 

prolongar f:P,—-^X a uma aplicação f • sP —>X. É imediato a ve-
X XI ^

rificação de que f’ induz f* í 771 (P„) ~ítl(X) para q ^ 2n.Como
•#t 4. u y.

H^(Pn) = H^(X) = 0 para q.p>2n, um raciocíoni, análogo ao empre

gado na demonstração do Teorema 8.1, mostra quo

f# : H (P ) H (x) para todo q V 0, donde ?•—X, conforme o
'A ** 4 * M. '

Corolário 7#7#
Corolário 8.4 - Um ANR e, .do mesmo tino de homotonia qqe o espa-

co nro.ietivo complexo sg> e, somente se» satis-
» 4 4

fizer às condicoes (2) a (5) do Teorema 8,2»
- té „ 4

Observação - 0 Corolário 8.4 acarreta a Proposição (l.l) de
nossa nota, n0n the Homotopy Type of a Pactor Spaoe11, Anais da

* /
Academia Brasileira de Ciências, 30(1958), pp. 37-41.

/ M
A unica observação que se precisaria adicionar ao §3 

da nota para aplicar o Corolário 8.4 ê a soguinte: sendo M um

se, e somente so, estiverem satisfeitas

sa -

um

s_
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AHR compacto de dim 2n,H (M) = O para q >2n,
* - *

Teoroma 8.5 - Ba es-paco conexo t?or caminhos X o contraívol §e, 

o somente se, estiverem satisfeitas as seguin - 

tes condicoes:

(1) Xéoi ,
(2) -TT-jU) « 0
(3) H (X) = 0 para q^2.

Se X é contraível, então X é do mesmo tipo de homoto -

pia que um espaço reduzido a um ponto e, portanto, pertence à 
/ • •

classe o< . As condições (2) e (3) são consequências imedia - 

tas da contraetibilidade. Reciprocamente, suponhamos satisfei 

tas as condições (l) a (3). As condições (2) e (3) acarretam
4 •

TT^Cx) — 0 para todo q 0, segundo o Oorolario 7»2. Seja P

o espaço constituído de um único ponto e f;P—>X tuna aplica -
*

çao qualquer. Então é claro que f: ?7l(P)c4 JTn (X) para todo 
. •;* h y* . *

q ^ 0. Como P,X éc* , temos P<y X conforme o Teorema 7»6. Se -
*

gue-se imediatamente que X é contraível.

Corolário 8.6 - Uma condicão necessária e suficiente para que

um AHR X seja oontraível é que TJ^(X) - 0 

H (X) = 0 para q ^,2. Um AHR que satisfaz a es 

ta condição jé um AR.
Observação - Re inicio W.Hurewicz demonstrou o seguinte teore -
mas todo poliedro localmente finito, simplesmente conexo, para
o qual H(P) = 0 se q ^ 2, é contraível. Antes dos teoremas 

# *
(7.6) e (.7.7) de Y/hitehead, S.T,Hu [14] demonstrou 0 Corolário 

• <
8.2 no caso em que X ó um AHR de dimensão finita.

Suponhamos uma familia finita do espaços topológieos se-

e

• •é

A^, dois a dois disjuntos, e fixemos um pontoparados A^ • • •»

a. 6 A. para l^.i.<k, 0 espaço obtido, identificando os pontos

edpáço. ,i?oma 'Aq- W
* * U

Ag è denotadôcjjorpor .,

A»lv AgV *.v V-A^-Câda^ é. identificado de maneira evidente a
,ak no

um subespeço de A^v AgV vA, .• • • k
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Peorema 8.7 - Se.ia n um inteiro ^2, Um espaço conexo nor oa 

minhos X 4 do mesmo tino de homotonia que 

V S^, k^ 1, se, £ somente se, 
rem satisfeitas as seguintes condições:

(D xeot,
(2> 7T^(X) = 0 para q < n,
(3) TTn(X) Zk,
(4) H(X) = 0 para q > n.

Para verificar que as condiçoes são necessárias, ob -

Sjv estive• • •

servemos primeiramente que (l) 4 uma decorrência imediata de 

Sn
< / /

s£. Ê fávil verifi -V SJ. Façamos Y = 

car que 7f, (Y) = 0, Os grupos de homologia de Y são facilmen 

te caloulaveis: Hq(Y) & Z,H^(Y) = 0 para l^q<n e H^CY) Z « 

Empregando o Corolário 7.2, conclui-se que
f

(X) (X)«J J5*.

V • • • • M
1

7T^(X) = 0 para l<:q<:n e 

4 obvio, por razões de dimensão, que H (Y) => 0 para q>n.Por
•4 * í

tanto, as condições (2), (3) e (4) são também necessárias.
Suponhamos satisfeitas as condições (l) a (4). Sejam 

h^t S^ —?> Sn f 1<^ i <Ç k, homeomorfismos que levem o ponto 

fixado de S^ num ponto dado pQ é Sn. Sejam f^:(Sn,p0)->(X,x0). 

1 ^ i $ k, representantes de elementos de uma base de 

Tfn(X) & ZK. Consideremos Y = S^v... vS^ e definamos uma a - 

plicação fsY—pX por meio das condições f | S^=f^ * h^, l^i^k, 

Vimos acima que TTn(Y)H^Y) Z* e mo 4 dificil verifi - 

que h£^": Sn—>S^ C Y são representantes dos elementos 

base de 7Tn(Y).Portanto, f^ l n^(-Y)^. T^(X) para'q ^ 

doma TT^(J)af f^(X)=0, temos ~£#< :H^(Y).^.Hq(X) para qò<n; (ve
ja demonstração d©’ (8*1)) , como ij^( Y) ^ .H^(X)=0 parácq,^ n,
4 bijeétiva para- tod© <£>' (V^Segue-se d© 4«*»

• »
$>'-ujaa equivalência de homotopia*

Pinalmente,^n

9 4 s4k

oar
de uma



- 33 -

Consideremos o caso de um áNR compacto X, Sabemos que,
• *

neste casO| AX é finito. Pagamos AX = n e suponhamos n^l. 

Se puzermos aincfe. que TC(X) = 0 para q <n, é facil verificar
vsL

que X é aciclico em todas as dimensões, com a possível exoe- 

pção da dimensão n. Nestas condições, o tipo de homotopia de
X fica determinado pelos inteiros n,k da seguinte maneira. 
Teorema 8.8 - Se.ia X um ANR compaoto; AX = n > 1 e TT.(X)=0

tL

para q.<n# Então, ou Z é contraível, ou temos
4 4 9 4

XOl sjv ...v Sj para um certo inteiro k^.1. 

Basta mostrar que se X não for contraível satisfaz as
. • / .4

condições do Teorema 8.7. Como X é ANR, segue-se que X é'o( , 
Seja K um CW-complexo de dimensão n dominando X. Existem,por

Comotanto, funções f:X—5>E e g:E~;>X tais que g o f^l 

X é compacto, de acordo com a propriedade (5.4), f(X) está
4

contido num subcomplexo finito K. Seja f• sX—^E^ a apli
cação definida por f*(x) « f(x) para todo x 6 X e façamos

ã

g* = g | E^. Então g1 c £» = g o f) sg«fo/ ljj, e, portanto E^ 

domina X, Como dim E^ < dim E e dim ÂX - n ~ dim E, se
gue-se que dim *s n. De aoofdo com o Teorema 6.1, 4 do
mesmo tipo de homotopia que um certo poliedro finito P de di
mensão n. Temos pois, um poliedro finito P? de dimensão n , 
que domina X, Disto se conclui facilmente que H^X) e isomor 

fico a um fator direto do grupo H^P). Como Sste grupo é um 

grupo livre, se for^O* segue-se que temoss H^X) = 0 ou H^X) 

* grupo livre com número finito de geradores.
Se H^ÍX) = 0, então X é contraível. De fato,

7|” (X) — 0 para q< n acarreta (Teorema 7.1) que H (X) * 0
» < t 'i

para q< n. Por outro lado, H^X) = 0 para qy n. Portanto ,
T-,(X) ® 0 e H (X) = 0 para todo q> 2 e X é contraível, de

** * 4 4 *

aoordo com o Corolário 8*6. Se# portanto, supusermos Z nao

X1
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contraível, teremos H^X) Zk, onde k é um inteiro 1* Apli 
Teorema 7.1, temos 7Tn(X) H^X) ^ Zk, Estão pois, sa 

tisfeitas as condições (l) a (4) do Teorema 8.7 e consequen-
ê 0 0 4

temente, X d S?£v ••• vs£#
Observação - Áb contrario do que possaT^sugerir os exemplos 

precedentes, oá grupos de homotopia não determinam em geral
f

o tipo de homotopia de um espaço. Nao e suficiente que 

grupos de homotopia sejam isomórficos, 7í^(X) 7TqC^) 

todo q-^, 0. Ê essencial que os isomorfismos sejam realizados 

geometricamente, isto é, induzidos por uma aplicação fsX-7>Y. 

Deve-se a H.C.Wang o seguinte contra-exemplo, empregando va-

= S5XS2. É fá-

cando o

os
para

7

riedades compactas. Sejam X =» Pg(C) X e Y 

oil verificar que 7T (XjíSíT^ÍY) para todo q ^ 0. No entanto, 

empregando-se a fórmula de Etaneth, constata-se que
Hj(X) çjt Hj(Y), o que acarreta que X e Y não tem o mesmo tipo 

de homotopia. Neste caso, os isomorfismos algébricos entre 

os grupos de homotopia não podem ser realizados geométrica - 

mente,
§9 - Homologia dos CW-complexás (finitos).

Citamos aqui doi3 resultados sobre a homologia dos CW-
oomplexos, de que precisaremos mais adiante. Como teremos o -
casiao de empregá-los somente no caso finito, limitar-nos- e-

mos a este caso. Seja X um CW-complexo finito de dimensão n
«

e AcK um subcomplexo de K (possivelmente, A = (á). Façamos
ê •

Lm = AUE?1, Para cada 0, lm é um suboomplexo de K, Para
maiores detalhes, bem como as demonstrações dos Teoremas 9.1 

* * «
e 9.2, veja George Whitehead [22] , pp.76-81,
Teorema 9*1 - Seja p 4 H.Então H ■= 0 para q < p £

Tlp(TPplP^) czi Zk, onde k é o número de p-oelu- 

las em K - A.
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Empregando a homologia singular, podemos definir um
#

complexo âe cadeias associado ao par (K,A). Seja C_(K,A) =
4 / 4 '1

= Segundo o Teorema 9#1* C^(KfA) e um grupo li
vre, cujos geradores podem ser identificados às p-celulas con

*
operador bordo ^,

mos a seguinte sequencia de homomorfismos,
Crt(K,A) = H^(Lq,Lí1-1) ^ Hq-1(La"1,Lq“2) =

(K,A) onde ~è> 4 o operador bordo da sequencia exata do par 

(LV1) e j4>_1*!H(1_1(L<1“1)-?Hq-1(la”1,l.<1”2) é induzido pe- 

inclusao (i/1”"1,#) ~=> (Lq-“1,L<1“2). Façamos ^ = j#^. Cal
culando diretamente, temos

t ^ “(^^q-l^V^V ' °» Í>0ÍS ^

tidas em K - A, Para definir o considere-

<1
=C<1-1

la

= 0 ,- í<1-1*
tendo em vista a sequencia exata do par (lr*,“\l£“2).

q—1

Portanto, (Cq(K,A) , ^ ) é um complexo de cadeias «
Os grupos de homologia, calculados a partir deste complexo,se,

/
rão denotados por Hq(K,A). A significação topológica desta 

construção deriva do seguinte resultado [22] ,
4 4

Teorema 9.2 - Hq(K»A) ^ B^-(KjA) para todo q ^0.



CAPITULO III

O Politopo Singular

§10 - Complexo semi-simpliciais.

0 objetivo deste capítulo é apresentar a noção de po
litopo singular. introduzida por J.B.Giever [ío] , e de demons 

trar certos resultados relativos a suboomplexos minimais. 

melhor maneira de situar, na sua devida generalidade, o proble 

ma da realização geométrica do complexo singular é considerar, 

primeiramente, a noção de complexo semi-simplicial de S.Eilen-
• * 4

berg e J*A#Zilber [6^*0 complexo semi-simplicial e uma gene
ralização da noção de complexo simplicial abstrato, sugerida 

pelas propriedades do complexo singular de um espaço topolõgi- 

co. Para uma exposição detalhada, veja 

Pef,20 - Um complexo semi-simplicial A e uma coleção de elemen
- 4

tos {cr}, chamados simplexos, e de duas funções* (l) A primeira 

associa a cada simplexo (f um inteiro dim cr ^ 0, denominado
4

dimensão de CT , Um simplexo de dimensão q é denominado um q - 

simplexo. (2) A segunda função associa a todo q-simplexo <T

A

[6],

a

, q. > 1, e a cada inteiro i, 0 i < q, um (q-l)-simplexo 

de A, denominado a iésima face de CT 4 Exige-se da cor-
(T-9 (f^ que ela satisfaça à seguinte proprieda-respondencia

de. Para q > 1, i j, jVCj) J (i)
A definição acima não exclui a possibilidade de haver 

dois q-simplexos distintos <f, T £A tais que 0^ = para

0 ^ i q , Por iteração da operação face, define-se faces de
* * *

dimensão < q-l de um q-simplexo. Se Ci1»i2»*•• i ) são intei -
ros satisfazendo às desigualdades Oái^ < ig < 

ne-se
defi -• ••

» • /

0"(il^Í2f • • —jo ^2f • • •,
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4 4 4

S©3&|.30, ♦•♦,3 <. q, o conjunto de intei-n-q } ’ °^o < 

ros complementar de {i^,
cá• • • n-q.

i } no intervalo (de inteiros)|0,n].• • • t

Denota-se o (n-q)-simplexo precedente por
/«

' 4 4 4 '

) = cr (*!»••»»in)°Oo d n-q.
Em particular, GT^, O^i^q, é um O-simplexo que se denomina 

0 i-és imo vértice de <T* A ordem natural dos inteiros define ,
assim uma ordem nos vértices de CT .

De um modo geral, diz-se que um simplexo CT é face de
cT = in)

4i^# Denota-se esta relação

• yum simplexo ré A se (T= T oú 

família de inteiros <: ig< 

por <T< T #

para alguma

»* *

Uma parte B C. A de um complexo semi-simplicial A se 

diz um subcomplexo de A se, qualquer que seja (TéB, acar

reta ré b,
4

Exemplos. (l) Seja (E, Q ) um complexo simplicial abstrato. Va- 

a partir de (E, ) um complexo semi-simplicial E .

Para cada inteiro q;>0, definamos q-simplexo de E
4 « 4 '

mos definir,
* como.uma fa-

a^) de elementos de E, tal que os a^ pertencem amilia (aQa^ . • •

ma conjunto de & . A operação face é definida por
' ' ' / . N ' * '

um mesmo

<Vi
* * ,Ye-se imediatamente que E e um complexo semi-simplicial.

A
i* * *aq)*(ao a• •.

(2) Seja S(X) o complexo singular de um espaço X, isto
/

e, o conjunto de todos os simplexos singulares de X. (Ver [7]
44 •

Chap.VIl). Com as noções usuais de dimensão de um simplexo e a 

operação face da teoria singular, S(X) é um complexo semi-sim -
plicial. Se X fôr, por exemplo, um poliedro, é facil achar dois

q > 1, tais quesimplexos singulares distintos ^ q—* 2C,
m(i> „ «(D
Tí. . 2 para Oéiè. q#

Def. 21 - Sejam A-^ e A^ complexos semi-simpliciais. Diz-se
aplicação A2 I semi-simplicial se: (l) enleva q -

que

uma
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simplexos em q -simplexos; (2) Para qualquer q-simplexo
cr ,4>(cr(i)) = Ccf>((T ))

diz~ee um isomorfismo semi-simulioial se for 

bijectiva e ambas e forem aplicações semi-simpli -
4

ciais.

(i) para O^i^q, Uma aplicação

As seguintes propriedades são evidentes, A aplica 

ção idêntica de um complexo semi-simplicial é uma aplica - 

ção semi-simplicial. Se^sA^—-7> Ag e l^sAg—? Aj são apli
cações semi-simpliciais, então ^cj?:A^~^ A^ 4 também semi- 

simplicial.
Exemplos, (l) Se (E,(^>) e (E*, c£>') são complexos simpliciais 

abstratos e t^jE-^E' é uma aplicação simplicial, isto 4 

^ (S) g * para todo S£<j;, então a aplicação
t^(a^)) 4 uma aplicação semi -V“> < f(a0>»(“0a! • • • •••>

simplicial de E em E* #

(2) - Sejam X e Y espaços topológicos, f;X~J>Y uma 

aplicação do X em Y* A aplicação f induz uma função
9

7:S(X)-->S(Y), definida por 7(2?) = f ° 2? para todo T£S(X)# 

Verifica-se imediatamente que 7 ó uma aplicação semi-simpli
4

ciai de S(X) em S(Y).
* 9 é, 

§11 - Realização geométrica de um complexo semi*simplicial.

Correspondendo a cada complexo semi-simplicial A. 
será definido de maneira canónica tua espaço topológico |A^d,e 

nominado a realização geométrica de A. Veremos adiante que |A| 
4 um CW-complexo de tipo especial, para o qual a aderência de 

cada célula pode ser munida naturalmente de uma estrutura de
9

simplexo geométrico.
Seja A um complexo semiacimpliclal e Ap o seu p-es-

queleto (=subcomplexo de A constituido dos simplexos de di -
4

5“1. Então Ap é o conjunto< p). Façamos Ap = Ap - Amensão
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dos p-simplexos de A, No espaço euclideano Rp+\ consideremos 

o p-simplexo padrão A|, cujos vértices são os pontos ft- 
d±«= ( £ ±.) OSÍ<V, de Rp+1,

cker. Introduz-se coordenadas baricentricas em A

<F.é o simbolo de Erone-onde

em relação
P

aos pontos d^, 04- i<; p. Seja wp o conjunto dos pontos internos 

de A^, isto é, o conjunto dos pontos ^=2..yK^d^ onde )^> 0
1« 0 subespaço wp de é uma célula aberta. Se p = 0, 

faz-se w° = A 0= {dQ) .

e

Consideremos o conjunto LJa X víp e façamos 
* P ~ 0 P

wp = í<5} « Como p = dim cr , podemos esorever simplesmente
»

= U w - # De-
■c<-r

função bijectiva> Cl#w da seguinte manei -

<Cjq, 1 ^P, seja 

d y a restrição ao simplexo
u.

# Para cada p-simplexo CT de Am seja Cl.w^ 

fine-se uma
T * <r jv 3°4?ií

d. ^> de A da aplicação baricentrica uni 
j q P

0<i<q# entre

ra: se
VT:<d d 

Jq
(aberto) <(d. d,

J0 *>1
vocamenfce definida pela correspondência d.*->d

(• • • > • • •

• • • • # •

• • •

i >h0 4 é

os vértices. Define-seM, <çl. d ,,, d 'y , que aplica d 
. Jo n Jq. . . J -1

\dj d.. ... dj ^ sobre , por % ) = 01 f^C 4 )), qualquer

seja?(-<d, d. ### d. / # Verifica-se imediatamente que M'• 
J0 31, Jq

A —^ Cl w e uma aplicação bjjectiva» Suponhamos A munido 
j■ ^

que

de sua topologia natural, e para cada (TéA, dotemos Cl da
topologia transportada de A por Nesta topologia, P CC1 w

fôr fechado em Ap.é fechado se, somente se,
topologia em Cli/v^- A_~^ Cl w^- é um homeomorfismo e Cl é

. 0 conjunto Li A.Xwp e então munido da tq-
p

Com esta

uma p-celula fechada 

pologia fraca» topologia esta na qual uma parte P do conjunto
e fechada se, e somente sef P D Cl for fechado em Cl pa-

JA | o espaço topologico assim cbti- 

entao realização geométrica
ra todo (Té A* Denota-se por

)a| denomina-se 

complexo semi-simplicial A#
dodo# 0 espaço
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(1)Não e dificil verificar que o espaço 1 A) é decom-
• .

posto pelas células , rréA, num CW-complexo. Temos 01 w 

e uma aplicação característica para a p-celula

w0- de | A|. Quando necessário, suporemos transportada também pa

ra Cl a estrutura afim de Algumas vezes usaremos

a notação w -K
Se B C A e um subcomplexo de A, então B C. A para to- 

. O*. PP
e 1_) B y vr se identifica naturalmente a um subes -

r-i — O P
do p ^ 0,

paço de l_) A X wp, isto é |b \ <Z | A | • Como CW-complexo |B I é
um subcomplexo de A. Com esta identificação, o p-esqucleto 

Ap de A tem como realização geométrica o p-esqueleto de CW-cdim- 
plexo |Aj . Em outras palavras, jAp j=r |a|$

Sejam A,B complexos semi-simpliciais e ^ :A—?>B uma a- 

plicação semi-simpliciai de A em B. A aplicação semi-simplicial 
induz uma aplicação contínua entre as realizações geométricas 

dos dois complexos (veja [l6 ] ).
Teorema 11,1 - Uma aplicação ssmi-simplioial

univocamente uma aplicação celular 

v]/*: |a|-?)b| , que goza da seguinte proprieda

de: 'vj/’ j w^, aplica W(f

determina

baric entricament e sobre

Ww
A aplicação é definida por indução sobre o esque

de )A | . Para a dimensão 0, w° e =leto |Aq| = |A | 

se reduzem a um ponto, Façamos ^ ^w0) = ^(o//jtw0 para todo

<1

<r e A°. Tendo definido Aj/p: ]A )°—« )b 1 , suponhamos definida uma
1b | , satisfazendo à condição do teo- 

. Para todo q-simplexo (Té A,
: |a| 9-1aplicação Vjy q-1

Ital que vj/^ | |A|q“2= vj/rema e

seja Br (fa ^ ( <T )) a aplicação (baricen -

trica) (fa} ,y)-^ Ui} ,y) qualquer quo seja y€ Define-se

q-2

0) - C necesSÍrfo verificar que o espaço topoMgico |A| ê separado, Veja Apendice 8, caso ),
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então,

(t.i <*> 0 Xt | A|q_1se'k <=> = <

^ B_ (x) se x é- ,cr

facilmente ([lõ L pp.587-89) que cada aplicação
t * /

Vj.>q e contínua para todo q 0. Portanto a junção ^ |A |—>\B ( 
definida por vj' é uma aplicação contínua que satisfaz

ã condição do teorema, Ê claro que vj/ é univocamente determina-

Verifica-e e

f

da pela aplicação semi-simplicial V^jA—t>B#

As seguintes propriedades das aplicações induzidas por 
• #

aplicações semi-simpliciais sao facilmente, verificáveis.
4

(1) Se vj--é ai aplicação idântica "do complexo semi - 

simplicial A, então vj/é a aplicação idêntica de |A| .

(2) Se
ciais, então () = vp o ç;> • Ja)~^)c|

Def.22 - A realização geométrica js (X)] do complexo singular 

S(X) de um espaço topológico X, considerado como complexo semi-

l/:B -pC sao aplicações semi-simplie
/

simplicial, denomina-se politopo singular do espaço X,

jff t |s(X) | —? X, do
•4*

X, da seguinte maneira 5
Define-se uma aplicação canónica 

politopo singular |s(X)|
Seja T : X um q-simplexo singular e w^c|s(X)l a célula

correspondente do politopo singular# Seja p^ s a aplica

çaq (baricentrica) definida por f onde 0
a aplicação característica definida acima. Façamos então

no espaço

>i X 85 T 0 f T £ facil verificar que as aplicações 3' * f y
* #

função | S(X)|—-?X. Esta sendo contí-
4

nua sobre cada célula \ > ' cont{nua sobre |ff(X) | *

Seja f :X—^ Y uma aplicação contínua e ?:S(X)—í>S(Y) e 

aplicação semi-simplicial induzida por f# De aoôrdo com o Teo-

definem de fato uma
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rema 11*1, ? induz, por sua vez, uma aplicação f1: i S(X)|~^|S(Y)|* 

A aplicação canónica, definida acima, goza da seguinte proprie*- 

dade.

Lena 11,2 - 0 seguinte diagrama é. comutativo»

f»|s(x)| |s(Y)I
Yy

V f
X £

lato ^ 0 f' = f 0 fx-
i

Observemos’ primeiramente que a aplicação B^»

na demonstraçSo do teorema precedente, satisfaz à seguinte rela 
• 0 0

ção: Pj = f f i ° para todo T 6 S(X), Então,

° I *fy «

definida

Bqj

Kf (^yj V}
,=(f B^daílni^ão j%) ^ •

(T^T)j|r (yisto que^^j» B^)
Portanto f o lfx = lfy » f1 , f

Tratamos, brevemente, a seguir, de duas classes impor

tantes de Cw-complexos: (A) Os comnlexos sim-pliciais. ou no lie, -
#

dros (não necessariamente localmente finitos); (B) Os politopos.
(A) Um complexo simplicial é usualmente definido como 

a realização de um complexo simplicial abstrato (não necessaria

mente localmente finito). Num complexo simplicial abstrato 

(E, $ ), a familia de partes finitas
condições; (GSj) Para todo k € E, {k) í $ ; (CS^) Se A £ e 

BC A, então B€$. A realização geométrica (canónica) de(E (J) 
pode ser definida a partir do subconjunto ^ de I2 

dos pontos (Àg)^
^ (sendo, portanto, finito) eX/\k =

) "> B~
f\ ±i-^í’o do i)«

=5 f O

de E satisfaz a duas

constituido
conjunto{kée| / o j perten- 

1, Consideremos os
tais que o<£ E

oe a



- 43 -

pontos d. = ( fr ) j
X J A /

simplexo geométrico gerado pelos vértices d^# k £ S. Cada S é 

munido de sua topologia natural, sendo o conjunto E = t—) S

de E# Para cada simplexo S £ , S é ojé E

_ mu-
nido da topologia fraca, 0 espaço topológico E denomina-se rea
lização geométrica (canónica) de (E, <£ )#

Suponhamos agora o conjunto E totalmente ordenado♦As
sociemos a (E, ) um complexo semi-simplicial A bem determina
do* Os q-simplexos de A são 

tos distintos de E tais que kQ<: k^
A operação face é definida por (k0k^...k^)

Verifica-se facilmente que A é um complexo semi-simpliciai* En 

tão, a realização geométrica A £ canonicamente homeómorfa a

as familias (k0S^é#«k ) de elemen-

6 lkokl***k<iV?*• • •
(D A

• • * • * •

E* de Pato, segue-se imediatamente da definição de A que, qual-

de <T são todosquer que seja(Té:A, os vértices 6

distintos e existe um único (T c^om oestes vértices. Para todo 

k E, seja (k) o O-simplexo correspondente de A 

lula de A a ele associada. A correspondência |k|—^d^., pro - 

longada linearmente sobre os simplexos de j A | nos fornece uma 

aplicação contínua 9s )A |—>E que goza das seguintes proprieda
des: (i) 6 é bijectiva e contínua; (ii) Se (Té A é associado a 

S€ Qf 0 : é um homeomorfismo baricentrico. Como E tem
a topologia fraca e D’"'1* é evidentemente contínua sobre cada 

simplexo S, é contínua sobre E. éoncluimos que, feitas as 

devidas identificações, todo poliedro pode ser obtido como rea

lização geométrica de um complexo semi-simplicia,
(B) - Um CW-complexo se dis um politopo se (i) para 

toda célula e é K, e é um subcomplexo de K; (ii) a aplicação 

característica ^(e): de cada célula é um homeomorfis
: ZL(i)-^ e, 0^ iéq.» são aplicações 

vi •
características de células do subcomplexo ê de K.

*•••» ^Cq)(o)

|k|a 0-ce-

(i)mo oelular, isto é /• t
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Todo poliedro é um politopo# De um modo mais geral, a 

realização geométrica de um complexo semi-simplicial qualquer e 

um politopo» Reciprocamente, mostraremos a seguir que todo po ~ 

litopo e isomorfico a realização geométrica de um complexo se - 

mi-simplicial adqquado»
ê

Seja K um politopo, e <í K pma célula qualquer de K * 

Consideremos a aplicação característica fx(e): e da cé
lula e como uma aplicação fA(e): —^E, isto c um q-simplexo

singular de E. Então a condição (ii) acima assegura que A
E | e £ E éum subcomplexo do complexo sin -A x f f''(e); Á ÇL

guiar S(K). A restrição da aplicação |s(K)|~>K ao subcom

plexo )A | é um homeomorfismo de ] A] sobre E» De fato, a cada ce 

lula e £ E é associada uma unica célula w |Alede w h(e)
sobre e# Gomo ^ |a é claramente

^(e) •
é um homeomorfismo de w Ia (e)
bijetiva e se trata <fe topologia fraca em ambos os espaços, se

que If K | A é um homeomorfismo de |a| sobro E*gue-se

Lema 11»3 - Sepa um Qpolitopo .e f:Q~>£ uma aplicação de Q em
X. Então existe uma« e uma unica, aplicação
f |ã(X) |, baricentrica sobre cada célula de Q

*
o f ■» = f.0. tal que

íara cada célula w de consideremos a aplicação ca-
oomo um q-simplexo singular

e um subcomplexo de S(Q). Vi -
racterística w

Então, A* = {j^s A q—? Q I 
mos acima que a restrição de ao subcomplexo |A* | é um homeo- 

|A* j sobre Q. Eaçamos h = | A♦

q] éW 6

, Então o se -morfismo de
guinte diagrama e comutativo (Veja Lema 11»2)•

________ > |a(x)|£•| A* | 
h l

XQ 9
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= f' 0 h1 : Q-*|s(Z)| . Então ff"*Q-*S(Z) 4 imaDefino-se f,f 

função contínua
0 f I» _

a comutatividade do diagrama acarreta
4

f^ A unicidade de f,f segue-se da de ff.

e

X
Sejam \ :Q -»|s(Z) | aplicações de um poliedro Q em

|soo!.
;£oore^nu 11,4 Se , então 'h^^ .

Este teorema e devido a J.H.G,Whitehead, Veja-se [283 

p. 102, Theorema 21) para demonstração, que é bastante longa e 

complicada.

Se X um espaço conexo por caminhos, |s(X)l seu polito- 

po singular e l|= lfaz |S(X)|-^>X
|s(x) |

Teorema 11,5

a aplicação canónica de
em Z,

- (Giever) - 7^ ( t S(Z)|)«, 7Tq(X)
Observemos, primeiramente, que7^(X) pode 

como classes de homotopia de aplicações
0)Ê h5+2

para todo q>0.
ser definido

9

Q e um ponto de base em X, 0 ho- 

jpoctivo. De fato, seja Aq*x* A0)~-MXf§0) 

representante de# é ^q(X), Então, X112 ( Áq+x» A Q)^ ( |S(X)| *p) 

onde pé |S(X) | e o ponto correspondente ao 0-simplexo x0> ©

onde A0- (1*0 e x

C|^ e surmorfismo

um

representante de um elemento [h é 7T( j&(X) | ) tal 

tendo em vista que =/\ . Por outro lado, seja
q+1* ) S(X) | f p) o representante de um elemento

que

g:( A
(UTTgC |S(Z) | ) tal que ^(ò= 0. Seja g1* Aqsl-^P a aplicação

constante. Por hipótese, (J? g CY (f g1. Aplicando o Teorema 11.4 
• « *

g , Seja o laço -traçado pela imagem de /iQ durante 

formação,. De acordo com a definição da operação de 77^ em 7^ , 
{g^ = {w]* {g^ = {»)* 0 = 0, Isto é (S= 0 e jP^.4 injoctiva.

Empregando-se subcomplexoe minimaia (veja J^19 ^ Propo -

a de-gY

sição (1,1) pode-se demonstrar que se uma aplicação f de um es-
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paço A num espaço B induz f 

então f*: H„(A)
: TT^CA^^ÍB) para todo q ^ 0,

^ qualquer que seja q ^ 0. 0 seguinte re
* # #

sultado decorre, portanto, do Teorema 11,5,

■ #

q

11.6 ííiever)- l/*:H ( ]S(X) | ) çJ, H (X) para todo q ^>.0. 
§12 - Subcomplexo s minimais,

A introdução dos subcomplexos minimais de Eilen^erg e 

permite passar do complexo singular total a um sub 

complexo Mc S(X), que contem, grosso modo, toda a informação 

homologica de S(X), mas do qual tudo que é siperfluo do ponto de
é m

vista da homotopia, foi retirado. Para uma exposição detalha - 

da, veja [6 ,

Teorema

Zilber [6 ] ,

Diz-se que dois q-simplexos singulares Tq,T^jX
são compativeis se T^^ = T^^ para 0.<lé?q. Se, alem de serem

compactiveis existir uma homotopia T^.sTo—^T^ tal que todos
os T. sao compatíveis, diz-se que T o T-, sao homotópicos. Em

♦

outras palavras, T^jT^T^ rel./^.

Def. 23 - Seja X um'espaço conexo por caminhos e fixemos um
£•

ponto de base a £ X, Um subcomplexo M CS(X) diz-se minimal se:

(l) Para todo q 0, o q-simplexo constante T:>d^-?x

pertence a M.
(i)€ M, 0-élé q, então M contem um(2) Se Té S(X) e T 

único q-simplexo singular T* compativel com T e homotópico a

T.
A existência de um subcomplexo minimal MCS(X) e de -

4 *

monstrada por indução sobre a dimensão q ( [t] ,p,502). Dois

de S(X), construidos relativamente a ponsubcomplexos minimais 

tos de base distintos ou não, são semi-simplicialmente isomór -

Demonstra-se ainda que a inclusão M-^S(X) induz isomor

fismos Hq(M) 23 Hq(X) para todo q ^ 0.
ficos
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tio (<1+1)-prisma singular é uma aplicação P: I~^X»

aplicação y—$-(y»t), façamos P(t) = P» 0^.. 
0 resultado que se segue é um dos teoremas fundamentais de 

Eilenberg e Zilber [õ] sobre
4

demonstração, veja [õ"] , p. 503-4.

Teorema 12.1 - Se.ja X um espaço conexo por caminhos e Mug aub-

complexo minimal de S(X), construído relativamen
*te a um ponto de base x é Z» Então existe 

função T —que associa a cada g-simplexo 

T é S(X) um (q+l)-prisma sin,eular P^ satisfazen
do às seguintes condiçoes;

(Pjif
(ii) PjCO) = T, qualquer que 3eja T£S(X),

(iii) Pj(l) 6 M, qualquer que seja T €S(X),

Se 9t« é a

os subcomplexos minimais, Para a

•ama

(i)(i)

(iv) Se TéM, Pj(t) = T para O^tál.

Seja A um complexo semi-simplicial e consideremos o 

politopo Q .=» | A). Os vértices dos simplexos (células) de Q são 

ordenados de modo natural, pela operação face. Consideremos o 

CW-complex© Q/I (veja §5, Exemplo 4). É possível decompor oa- 

da prisma w/I em simplexos sem acrescentar novos vértices. Se

ja ^
são os vértices de Aqt façamos p±= fif(d..) para 0 ^i^ q. Sejam

p± fe (pjL,0) e Pi = (p±»l).
(q+l)-simplexos (fechados) jp0«»»PiPi*

a aplicação característica <fe célula w^. Se d^

0 prisma w, XI pode ser então decom.
V * . 4 4 4 . f

• •PqJ* O^i^q.posto em
Os vertices de ron tal simplexo sao ordenados da seguinte manei- 

0 0 0

— — — ,ra, PQ<# • V^C

assim decCimpostoya um politopo» -

*<TPq* Kao e difícil verificar que QVI#•«

;(!•’ »r

Seja X um espaço conexo por camn&GB*. M um:subaómpla-
a função cuja existência e assegurad:

. j

xo minimal de S(X) e
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polo Teorema 12.1, A construção de EilenJjerg e Zilber [6 3 per

mite dizer algo mais preciso sobre o par ( jS(X) | , |M)j» Veja 

também [l6], (4.2).
#

Teorema 12#2 - |Mj <3 um rctracto de deformação de |s(X) | #
Para todo T €S(X), seja , onde /Xj é a

aplicação oaracteri3tica da célula w^ de JS(X)|. Denotando por 

1 a aplicação idêntica de I; (pT,l) íw^X 0 um homeomor-
fismo# Conaderemos a familia de aplicações ~

*•

*= Pip 0 CpT,l) !Wj_^ I-íK, onde T percorre.S(X), A propriedade 

(i) do Teorema 12*1, mostra, então queíjlw^dixl 5= P^uj,
Portanto, podemos definir uma função-^: jS(X)|XI-^X fazendo

é «

WjX I - qualquer que seja TÇS(X), A função ^ sendo
tínua sobre cada célula do politopo |s(X)|xi (decomposto da

/ «

neira indioada em seguida ao Teorema 12#l)f ê uma, aplicação con
# *

tínua de |S(X)l.Xl em X. De acordo com o Lema 11#3, temos o se-
• • #

guinte diagrama comutativo (veja (11.3))#

con-
ma-

^ i««iJ,Tx
■> X1S(X)| ^ |S(X)1 X i —

V/ ^

onde i (y) = (y,0) e i, (y) = (y,l)è Como Pm(0) = T para todo
O X . ^ t

T <■ S(X), é claro que\J>o± = aplicação idêntica de |S(X){ , Pora
outro lado,a aplicação semi-simplicial r:S(X)-*S(X), definida
por r(JP) ** Pm(l), é uma retração de S(X) sobro M. Isto é,

= r. Seja r': |5(X)|-^S(X)| a retração de |s(X)|
• 6

r (Teorema 11,1), Então é fatil verifi-
r(S(X)) s= M e r o r

sobre )M | induzida por 
n

car que r' = Yoii*
i. Definamos a aplicação r^t |S(X)|->|M| por rjXy) = r'(y) 

y^S(X) | . Seja is |M|->|s(X)|a inclusão. Por defini -

A aplicação i£" nos dá, então, uma homotopia

para todo
çao, io T{ * r* e oomo rVvl, resulta i#» r = 1, Como
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rl#S 'V)S(X)\)->7£(jM|) I
<lue 6 'wna aplicação bijectiva para todo q 0, ou seja

8 |M|) ^TJ^( |S(Z) |) para todo q^Q. Observando que

1Ml e jS(X)| pertencem a classe cxf (§7)> o Teorema 7.6 assegu
/

ra que i t 1m|-~^|s(X)| e uma equivalência de homotopia. Esta
afirmação ja seria suficiente para as aplicações que faremos 

*

nos §§ 13 e 14» Apezar de aparentemente mais fraca, ela im ~
*

plica o enunciado do teorema*
Considerando a sequencia exata de homotopia do 

par (|S(X)| |M|), os isomorfismos i s ?r( jMl)^ 77- ( |S(X) 1 )
-tf **

acarretam que 7T^(|S(X)I # | M|) = 0 para todo q^l* Lembrando
que IM\ e |S(X)| são CW-complexos um resultado bem conhecido 

* /
jll j Chapt. VIIf Theorem 1.7} nos assegura que# se 

Tf ( |S(X) | f )M|) e 0 para qSl, então )m| é um retracto de 

deformação de |S(X)| . lato é, existo uma aplicação 

F(y,t): |S(X)lX I |S(X)| tal que«(a) F(y,0)=yj v 

(b) F(y,l) & rg(y) é uma retração de (S(X) j sobre \VL\'} 
c) f(y,t) » y qualquer que sejam y e\l&\ e O^t^l.

Sejam S = ^ (x-^»-£g, * * * 8"*n+l^ ^ ® 1 SFi = ^ ^ t

e claramente surjectiva, segue-se

^+1»0) , # ={.esn| 0}
i

gXi-1 -EjniP = |xé Sn j «n+1]= 0 , definem

decomposição da esfera Sn em dois hemisférios cuja interseção 

I a (n-l)-esféra "equatorial" S1*”1. Dflas aplicações f:E^—=*X

| s11-1

e

uma

g:E^—$>X tais que f j Sn 1 = g

vi dente, uma aplicaçao (f*g)s S ~^X.
* ~ ^

Lem 12.3 - Se.iam-f ,fy :E. *^>X aplicações tais que .=
‘ / 4

f | S15'"1 = f’ j SÍT1. Então, (f ,g)^(f • ,g) rel.S 

se, e, somente se. f f * rei S*1”1.

definem, de maneira ee

n-1

n-1Suponhamos f ££ f’ rei S seja dada por
* —>

PsEaX I—Então, definamos <jXx,t) tSnx I ~^X pelas condi - 
* t
008
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g(x) ae (x,t) é E^XI<§(x,t) S
F(x,t)

^ e vuna aplicação oontínua,

$ (x,t) = f(x) = g(x), para 0^t<Çl, <$>(x,0) = (f,g)(x) e
Heciprocamenfce, dada <í> , $jE^X I defi-

(x,t) é E^X I.se
n-1pois se x é ^ = S p temos

£ (x,l) = (f’,g)(x}.
n-1 :En—>X coincidem sône f f1 rei S

, então gc^g 

(f,g)<^ (f',g) rei S11”1.

• Analogamente, se g,g* 

n-1n-1bre S rei S se, e somente se,

Teorema 12.4 - Seja Z um espaço conexo por caminhos e suponha
mos nue os grupos jf (X) sejam enuiaerãveis para

'A ™5^’

todo q>. 1. Então, se U ó um subcomplexo minimal 
de S(X), II q enumerãvel.

A demonstração se faz por indução sobre a dimensão 

dos simplexos de M. De acordo com a notação do § 11, M denota
M

o conjunto dos q-simplexos de li. Aplicantio a"condição (2) 

definição de subcomplexo minimal a O-simplexos (operação face é
N / *vazia), concluimos que ha um unimo 0-simplexo A0~>x

*
complexo H, onde x indica o ponto de base que se adota na cons

7Tq (X)* Con - 
* *'

: • Co

da

no sub-

trução do subcomplexo M e na definição dos grupos
Entãosideremos um 1-simplexo T £

"^1^^ é enumerãvel, por hipótese,mo o conjunto dos l^sim - 

plexos de M e enumerãvel, tendo em vista a condição (2) na defi

seja enumerã-nição de subcomplexo minimal. Suponhamos que I^1

vel, onde n>l Iu Consideremos dois simplexos compativeis

Il»T2 fc Mn, isto é,
h,:(E*,Sn“1) ( A n, Á n) e H2:(E” ,S

n-1

para 0^i<ín. Sejam 

n-1 )~K.án> /'■ n) homeo - 

♦ Suponhamos que os grupos demorfismos que coincidem sobre S
homotopia 7Tn(X) sejam definidos por classes dc aplicações 

(Sn,po) ~MX,x*). Então (IjO hg) : (Sn,po)—>(X,x*) defi.

ne um elemento de 7Fn(X). De acordo com o Lema 12.3 se
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V*i*S(X) sâo liomotópicos, então (T^ h^, (T^h^^Tg^h-g)
n ’*’• íor outro lado, dados 1^6 e c<é7^(X), segue-se ims- 

diatamente àe uma propriedade elementar da teoria da obstrução 

(f5], propriedade (8.4)) ';ue oxiste um n-aimplexo TgéS(X), 

patível com T^, tal qus (T^« h^,T2« hg) seja um representante de 

c>C . De acordo com a definição de subcomplexo mininal, existe " 

xmico 3implexo ko^otopico a T^, Portanto,
(I1oh1,T2oh2)c^(TlJh1,T^h2)re<l S11”1 e (T^ h^T^hg) 6 d, . 

mo, por hipótese,

rei S

com

um

Co-

7Tn(X) é enumerável, acabamos de mostrar que
Oii^n, é amueis»o eonjunto dos simplexos de com faces 

rável. £ claro que o conjunto das famílias de (n-l)-simplexos
de provenientes de faces de um n-simplexo é um subconjunto
do produto • ••)' (n+1 vezes)^ conjunto este que e enu
merável, Portanto como reunião enumerável de conjuntos enu
meráveis, é enumerável. Segue-se que o subcomplexo minimal 

it »LJ !£, e eiuuneravel.
Íi — t n

Corolário 12.5 - Nas condições do Teorema 12.4, se M é um sub -
complexo minimal de S(X), então, o, CW-complexo 

| M|1 enumerável»



CAPITULO IV

Resultados Principala

§-*•3 - fiaracterizaçãn dos espaços que sâo do mesmo tipo de homo- 

-QU.e^ p o li e dr 05 lo ca Ime nt e finitos.

Seja X um espaço conexo por caminhos e )S(X)| seu 

polxtopo singular. De acordo com 0 Teorema 11.5, a aplicação ca 

nônica ip: | S(X)|~*Z induz, 

mos entre os grupos de homotopia. Como |S(X)| é um CW-complexo, 

pertence a classe c* que foi definida no §7> isto é, a classe 

dos espaços conexos por caminhos que são dominados por CW-com - 

plexos. Portanto, 0 Teorema 7.6 assegura que, sc Z e o( , então tp 

e uma equivalência de homotopia. Reciprocamente, se iPe uma e - 

quivalencia de homotopia, é evidente que X €o( • Pica assim de - 

monstrado 0 seguinte teorema.

Teorema 13.1 (Whitehead) - Seja X um espaço conexo por caminhes

então : |S(X)|-~>X £ uma eguivalen - 

cia de homotopia se, £ somente se 

X Cr C\ •
A

Como consequência ime dita deste Teorema, a cias - 

se cá pode ser descrita como a classe dos espaços conexos 

caminhos que são do mesmo tipo de homotopia que um CW-complexo*
Os CW-complexos não são em geràl localmente fini 

tos* Interessa-nos agora caracterizar a subclasse de cá consti - 

tuida dos e spaços do mesmo tipo de homotopia que poliedros lo - 

calmente finitos.
Teorema 13.2 - Se.ja X um espaço conexo por caminhos. 5?itao

seguintes condiçoes são equivalentes:
(a) X £ cio mesmo tipo de homotopia £ue um polie

dro localmente finito;
(b) X £qí , £ 7Tq)00 sao grupos enumeráveis para to 

do q^O;

para todas as dimensões, isomorfis -

por

as
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(c) X .dominado por um CW-complexo enumerável»

A implicação (a)^~>(c) é imediata e (c)"==r(b) scgue-se 

do Teorema 6»3» Demonstremos que (b)z^r>(a). Seja II um subcom* 

plexo minimal de S(X), De acbrdo com o Corolário 12.5> jM} é

um C'./-complexo enumeravel. A inclusão jIl|—^js(X)j é unia equiva

lência de homotopia (Teorema 12.2) e cps jS(X)\—^IC também, visto 

que X . Seque-se que a restrição :|m|->X q uma equivalên 

cia de homotopia. Como !m) q um C\7-corrplexo enumeravel, o Teo

rema 6.1 assegura ruo jli| é do mesmo tipo de homotopia que um 

poliedro (conexo) localmente finito P. Conclui-se que P£^ X . 

Observações - (l) A equivalência (a)<£^(c) foi demonstrada por 

J.H.Whitehcad [28] .

X q um AIcompacto, então X é do mesmo tipo de homotopia que 

um poliedro localmente finito. Veremos abaixo que s e pode gene 

ralizar e precisar 'este resultado.

(2) A subclasse oO de c< constituida dos espaços, 

que são do mesmo tipo de homotopia que um poliedro localmente

Conclui Whitehead deste resultado que, se

finito, pode ser especificada por meio de uma condição sobro

é a classe dos espaços Xotais quetos grupos de homotopia: c\

7P (X) são grupos enumeráveis para todo q. ^ 0»

Os AITH são dominados por poliedros localmente fi 

nitos, de acordo com o Teorema 3.1. Da condição (c) uo Toorema 

13.2 segue-se o seguinte corolário.

Corolário 13.5 - Todo AIIP £ dg. mesmo tino de homotopia que um

•poliedro localmente finito.

Precisaremos, posteriormente, do seguinte lema»

- .Se um esnaco X£c\ £ compacto, então X £ dominado 

por um CW-complexo finito. Se,que-se. on -particular 

que £X< 06 •

Dg fato, seja K um CW-comploxo que domina X. E
#

xistem aplicações e g:Z-?X tais que

Lema 15.4

Como



- 54 -

a Propriedade (5*4) assegura que existo um
*

K tal que f (X) C. Definimos 

f^:X—por meio da condição f^Cx) = f(x) para todo x £ X, Q 

§1 = Então, as relações g^ o

X e dominado pelo CY/-complcxo finito K^,

Corolário 13#5 - jSe XCc< £ compacto,

de homotopia que um poliedro localmente fi - 

nito.
0 Corolário e consequência imediata do Lema 

13*4 e da condição (c) do Teorema 13.2, Sm particular, todo 

ANR contacto é do mesno tipo de homotopia que um poliedro lo
calmente finito,

§14 - Caracterização dos espaços simplesmente conexos que sao
/

do mesmo tipo dc homotopia que poliedros finitos.

As construções empregadas para demonstrar os 

teoremas principais deste § apoiam-se de maneira essencial num
• 4 é

importante resultado de J,P,Serre ( [2lJ , Chap, V, Proposition 

l). Para a utilização que faremos deste resultado e suficien
te enuncia-lo quando o espaço X c um ANR,
Teorema 14,1 - Soja X U£1 ANR simplesmente conexo tal que os

grupos H^(X) sejam finitamente gerados para 

q^ 2, Então os grupos dc homotopia 7T^(X) são 

finitamente gerados para q.^ 2,

Corolário 14.2 - Se X 6 um ANR compacto simplesmente conexo ,
ê

então TTqW £ finitamente gerado para q^2, 

â suficiente lembrar que, para um ANR compacto, 

os grupos de homologia H^CX) são finitamente gorados para 

q ^ 0, 0 Corolário 14*2 mostra, cm particular, aue os grupos 

de homotopia de um poliedro finito, simplesmente conexo, são 

finitanente gerados.

f(X) é compacto, 

subcomplexo finito

f^ = g o f d 1^ mostram que

então X o do mesmo tipo

Seja 7T^(X)—>H^(X) o homomorfismo de Hurewicz

façamos (X) » <f> (;Tq(X)) ^ Hq(S). Zq00 g denominado sule
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grupo das classes de homologia 11 esféricas”, 

aplicação f:X-~$>Y# Uma das propriedades de "naturalidade" do 

honomorfismo de Hurewicz e expressa pela comutatividade 

diagrama,

Consideremos um

do

á>
_ -----> Hq(X)

Ii f ! f*
TV

Ti^CY) ----- H (Y) .
*

Segue-se que f *( T a (X)) £ ^L^(Y). Por passagem ao quociente, 

f* define um hononorfismo (que designaremos pelo mesmo simbo.
lo f*) de Gq(X) = Ha(X)/2q(X) en Gq(Y) = HJyVZ^Y). Ob - 

servemos que G (X) = O c equivalente ao enunciado de que o
Sa.

homomorfismo : 77^(X)é surjectivo#A.
i <1
0 teorema abaixo foi demonstrado por J.H.C.Whi 

tehead no caso em que os espaços X e Y são CW-conplcxos. Ve-

217-218 e [29j* pp*49-51« 0 teorema especifi-[25]
ca a maneira pela qual 0 n-tipo de homotopia influencia 0

5a t PP*

grupo de honologia em dimensão n+l#

Teorema 14«3 - Se.iam X e Y espaços 00nexos por caminhos tais

que XO/_Y, f:X—^Y um equivalência de n-ho-
_ n ~11 j" ■ ■ ■ r - - - ■ -1^r_" ■ “    ■

notopia. -Jntão. f*:<?n+1(X) ^ G-n+1

De fato, seja f:X—>Y una equivalência de n - 

honotopia. A aplicação f define una aplicação semi-sinplicial 

f:S(X)—>S(Y) da naneira usual. De acordo con o Teorena 11.1 

f induz una aplicação continua f» : |S(X)|—>|s(Y)j e o seguinte 

diagram é conutativo (Lena 11.2):

(Y).

f > }S(Y>) 
!>

[S(X)1
lfx 1

f ^ Yx
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. Comoipx._e y Y,._ sio bijoctivas para todo q> 0 (Teorema 11*5) 

para q<.n, do aoordo com a hipótese do! 7rq(Z) 7^(Y)e f
=t

ser f ima equivalência 

7«8, segue—se que
de n-homotopia e aplicando o Teor o: .a

para q ó n* Em 

jS(X)ic^n |S(Y)j. Como o teore-

C }S(X)!, T^( jS(Y) | )f * • Tf.•7? q
outras palavras (Teorema 7*8),

ma c valido para CW-complexos [25], 

somorfiano f*: G
segue-se que temos um i- 

( ! S(X)j ) ç*í. Gn+1( j S(Y)j )* Por outro lado 

aplicações e sao bijectivas para todas as dimen

sões (Teorema 11*6) Nao e dificil verificar que

n+1
as

fx*\ViS(Z)Í ^ Gq(Z) Y*s Gq(íS(Y); )Z'Gq(Y) para todo 

q.‘>0# Do diagrama procedente, deduzimos então o seguinte dia-

. re
!

grama comutativo,

Sn+1( iS(X)l > W!S(T>7
f

U' * i
W«

U*z M
f*00 .Gn+1 —>

A comutatividade do diagrama acarreta, finalmente, que

(Y), terminando, assim, a demonstração*(X) ;>> Gf*--G n+1
Nas constrições que so seguem, precisaremos da

n+1

de juntar ou colar uma célula a um CW-complexo de maoperaçao
neira a obter um CW-complexo* Damos uma breve descrição deste

processo de colagem, devido a JiHiCiWhitehead (Veja, por e -

.67). Seja K um CW-complcxo, En uma n-celula 

comum com I e Èn sua fronteira. Seja
xernplo, Í27j> P 

fechada sem pontos em
fCÈ11) <T. K11*1. Sejaf-Én—> K uma aplicação qualquer tal que

Ev.7En o espaço topológico soma de K e En.Con-n = En - En ee
função vEn^Kl/en definida da seguinte 

neira: vp|e\< en = identidade e lf(p) = f{p) para PéÉn.

n munido da topologia da "identificação" por y , isto é, 

unis fina sobre K^e11 quo torna ^ contínua, Eos-

ma -sideremos a
Seja

Ea' e
a topologia
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ta topologia, AcK^e31 ê fechado sof e somente se ‘^^(A)

/ »
for fechado em KjE*1. Não é dificil verificar que Kue11, 
com esta topologia, e um CW-complcxo^^, en •'e uma célula

aberta e K um subespaço fechado de E ^ en# Piz~se que E'Jen

e21 ao. complexo E pore formado colando-se a célula aberta 

fflg-i.o da aplicação f :Í3n-^K*

Seja E um CW-complexo finito, simplesmente cor.

conexo, de dimensão4n, onde n é um inteiro >1* Considere -
4

• • • 9 oí £ h 7Tn(K) » Consimos uma familia de elemento s 

deremos k (n+l)-celulas E^

juntas de E. Sejam 9j_sÈn’hL—^ Sn homexnmorfismos, l^i<k.

y_ I ~1

, duas a duas disjuntas e dis-

Pe acordo com a descrição acima, consideremos a colagem das 

células e?+1 = E*+1 - in+1
— J* A A

caçoes g^^ = f^« E, onde f^sS^-^E são represen

tantes dos elementos o; respectivamonte. Pefine-se assim 

um CW-complexo E == Ev de dimensão
*9f 1 " '

±:E~>E a inclusão e 0 subgrupo de 77^(E) ge

rado pelos elementosof^, •••,£< Verifica-se imediatamente 

que a seguinte sequência, constituida de um trecho da se* -t 

quencia exata de homotopia seguida de um zero a direita, e 

uma sequencia exatas

ao complexo K por meio das apli-

n+1* Seja

* ^ ^ v *
*..^ 7Tn+1(E.,z)->7rnCz) _4‘irnCK )~> (d).

4 0 4 /

que 73^(E.) = TT^CE)^ 

= E# Aplicando-se 0 Teorema 9#1* vemos

Perna 14.4 - Núcleo do i# =

Observemos, inicialmente,
**n+l = E , E

*
que H^(K ,Z)=:0 para q^n, e do Corolário 7.4 segue-sc que 

7Tq(K*,E) =

Hurewicz em dimensão n+1 é um isomorfismo,

e E

0 para q<ln. Concluimos que o homomorfismo do

(1) - Veja Apendice B, Lema do Caso )(•
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:7rn+l(K*»K)^Hn+l(K*»K^ Sejag>: <Tn+1

plicação característica da célula e?+} Considerando

os gj como

Si elementos^. = {g! } e7Tn+i(K*>K)

n+l - n+1

? -n+l ..
-*®in+l

*n+1, <r n+1aplicações g^j((T ) (K.,K), definem os 

tais que = o(i»

) de maneira adoouada ,

Esco

lhendo um gerador 6>é Hn+1( 
teremos

,<r
gj_*(to ) para líi^k. Por outro lado.

gj_*vW ) é Hn+1(E »K), 1^ i<: k, formam um sistema de geradores

de Hn+1 

va, os

os

(K*,k) (Veja [22], p# 78)# Portanto sendo bijecti-
^ forman um sistema de geradores do/^+^ (K*,K). Temos

finalmente,

■# ^ 77n+l^K. fK^

= • • • 9~à 7'*^)

Nucl. i

= Z(oílf
Seja li un CW.complexo simplosraente conexo e e°

uma O-celula fixada em K« Suponhamos que sejam coladas a K, m 

n-celulas disjuntas e?(n^.2), léi^-n, por meio de aplicações 

constantes 8^:^~H®°) • CF-complcxo L = KuUe^, é 

n-esfera S^ contendo 0 ponto e° do K,-isto é, L = KuÇ)S^*

Lena 14#5 - 7Tn(^)^ 7Tn(K) + G (soma direta), onde G e un gru - 

po abeliano livre com m geradores» Podemos tomar, 

como gera dores cie G, as classes de homotopia de apli 

cações ^:Sn—> cie grau ±1,

Este Lema õ un caso particular de ( f23j),(Theo

una

rem 19).

Seja X un espaço conexo por caminhos, simples - 

mente conexo, tal que os grupos 7?^(X) sejam finitamente gera - 

dos para q^ 2. Empregando os lemas acima, construiremos, 

seguir, um CF-complexo K tal que E11 õ finito para todo n ^ 0 , 

e uma aplicação f : K—>X, que e uma equivalência de co-homo -

a
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topia*

Teorema 14*6 — Se.ja X um espaço conexo por caninlios, sinplos.

monte conexo, tal quo os grupos 77^(2) sejan 

finitanente gorados para q^, 2. Então, existe 

un CW-complcxo K, una aplicação c una

sequcncia (Kn) de subcomploxos finitos de K 

satisfazendo ãs seguintes condiçoess 

(l) \ ^+2» K?1 d para todo n>- 0 o

dia Kj^ii+1; (2) f# 

q>0; (3) f j

n-homotopia para todo n^ 0.

Observemos, inicialmentc, quo a propriedade

:77^(K)^ 7^(2) para todo 

X c uma equivalência dc

(l) acarreta que í c un subconplcxo finito para todo n^O e
©o oo
U K11 = LJ K=K.

D ^
que

v - u
A demonstração e inspirada na construção de

Whit4heacL \26\ , para a realização de espaços con grupos
é

homotopia dados#’ 0 CW-complcxo K e a aplicação f serão defi

nidos por indução. Seja X un espaço satisfazendo ã condição
* .

do teorema e fixemos un ponto xQ £ X. Façamos KQ:rruna única 

O-celula e°, • definindo fo:K-~^X pela condição f0(e°) = .xQ • 

Suponhamos, para r>l, construido un CW-oor.plexo finito

do

K^if de dimensão4r, e una aplicação f^^K^^X ^uo

0 fr-l 1 ^r—2~ fr-2* 

Por hipótese, 7T (X) c finitanente gerado. Es-
4 • *

r % i

colhamos un sistema finito do geradores.c^f ••• * de

7Tr(X)• Sejam gi:(Sr,p)

fr-l4- ! /Tq^-1^ 77ã(X) J®*0, <1'r“1

■>(X,x0) representantes dos o< i res- 

pectivamente. Consideremos o CW-conplexo (finito)

X^=Er LJío^, onde as células e?, supostas duas a duas dis

juntas e disjuntas de K^, são coladas pela fronteira ao por
O *rr 88 ~J'to .e é Para cada i, e e una r-esfera. Sejam
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h;j_!(Sr,p)-j>(er>e0) homeomorfismos, l^i-^k, Prolonguemos
_ h-l ' = g±* \ .a 'uma aplicação f^íL^- ->Z fazendo } e~r 

De acordo com o Lona 14,5, TrCl<r)-+ Z' Zth^s (so- 

dirota), onde ^h^ 4 a classe do honotopia de • v» 
h^:$Sr,p) ^(i^e0). Portanto o homonorfisno

TT^Cír^T^CX) é surjectivo* Uma verificação simples no£ 

tra que a inclusão induz isomorfismos '77^íi^Cl^) para 

K-r-1. Considerando que a composição de —P I>r o
f^, * Dr- v> X dá fr-1^ a hipótese de indução acarreta que

ma

77^(1^);^ 77^(2) para q<r-l, Vimos acima que

f *r^: ^ j,(l'r)-'^7r(X) ® surjectiva. Observemos que 7T^(Lr)=0,
Sendo D um CW-complexo finito, c um OT com 

/ / *
pacto* 0 Corolário 14.2 assegura, portanto, que 77^(1^) o 

finitamente gerado. Seja ^,...,.3^ um sistema de geradores

do núcleo do homomorfismo f* : >7' (li ) —~> 7«T (X). Para cada. . , r,r r r r
m, escolhamos un representante ^:(Sr,p)->(Iíri,e0) 

do elemento Sejam células fechadas, duas a duas
disjuntas e disjuntas de 1^, h^:Ê^+1—>Sr honeomorfismos e

f/\

1 'V I 1 o. • o CY/-conplcxo obtido colando-se as cclu -
r+^ = - Éf+'1- por moio das aplicações

1 , X

ifi'’

1-1ffft

las e±

Por hipótese, £.*, 3^) *= 0, isto é,

0 ^ > X é homotópica a umaf« o ip . Od 0, Portanto, 
r i 1

aplicação constante, podendo, pois, ser prolongada a uma a-
4

plicação g| :E^+1---r> X, Definamo s fr \

A função fr—>X é claramonte contínua sobro cada cÇ+1

t | r+l'Lr+1 -Ar-1 e r . i '/Pi _EiV^r

Trata-so, portanto, de uma aplicação fy detambém sobre Lr.
em Z. Seja j^I^*—>a inclusão. De acordo com o lena

14.4,
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■MV . fr £

KW
- 2( 3Nncl. j *»>•^F •• *F

Por construção, tonos

v=
r—

* ^

jrff I
W -

•s5• /

z( 3i ✓**
f*„ • 3? >> .:-X r9 • • • F

Por outro lado, a igualdade f^ = fr o acarreta f^ 1

Una verificação simples nostra que a inclusão L - K in -
duz os isonorfismos j : 7/1(Il,)^7L(IL) para q ^ r-1* Con -

'i y. ^ ✓

cluinos daí que fr : //^(K^) i/^CX) para q-jr-1. Cono 

f-J,_s /7r(lr)~?"Ç(X) c surjcctiva e Nucl. = Nucl*jr,
lação f • . = f.r?r

a re~

2 Tp (Kr /ip (Z) • Cono»• 3^, acarreta que f 
*#* r '■ 

foi suposto un OW-complexo finito e só colamos un nú -
mero finito de células para obter K^,, segue-se que este e 

também un OW-conplexo finito* À dimensão de ^ e<; r+1 ,

Kr-l^ *r
tra que fr induz isonorfismos fr : .^(K^) -

C*<*
Seja E = ■—j K. munido da topologia mais fina

y - o *
que torna as inclusões K ->E contínuas. Nosta topologia -E* 

é fechado cm K se, e somente se, P f\ K^, fõr fechado em 

para todo r^O. Ê facil verificar que E é um CW-complexo^ 

simplesmente conexo. Cono E51 = = L^, segue-se que

para todo n >0, donde, os E11 são subconploxos finitos para

e f^ j = ^r-l* ® raciocinio que precede mos-

\W para q_r.

todo n 0, Define-se a aplicação f:E X fazendo-se fjK11=fr,

Verifica-se facilmente que a inclusão K^~>K induz isomorfis-

(Er)-^7Í^CK) para q_.-r. Portanto f í^(E)c^ ,£(X) para

todo q.>0, conluindo-se assim a demonstração do Teorema 14.6 
• / <

Teorema 14*7 - Se.ia 7L± x1 (§13>0bs* (2)) un espaço si neles nen

te conexo* Então, X e do mesmo tipo do hono- 

topia que un poli edro FINITO se, £ somente 30, 

estiverem satisfeitas as seguintes condições;

mos 7Za

(1) - Veja Apendice B, Caso II,
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(1) H^(X) £ finitanente gorado para todo q^, 0#

(2) Existo m inteiro n> 0 tal que H^(X) = 0 pa- 

£a q>n*

As condiçoes sao evidontenonte nocessarias «
$

Resta, pois, mostrar que são suficientes* Como X é T, de acor 

do com o Teorema 13# 2> X é do mesmo tipo de homotopia que um 

poliedro (conexo) P localnente finito* Portanto

sao finitanente gorados para todo q^. 0 •‘/|^(P) = 0 e H (P)

0 poliedro P sendo um ANR, segue-se do Teorema 14.1 que os 

grupos 7*' (P) são finitanente gerados para todo q>0. Por - 

tanto, os ;ía(X)'-o /I (P) são finitanente gerados, qualquer que 

seja q 0*

0 Teorema 14*6 assegura a existência do un

CW-conploxo K tal que Xa 0 finito para todo n*p 0 e uma apli

cação gsK >X que induz isomorfismos g 
/

todo q*J 0. Soja f :Kn+—> X dada por f = g j Kn+^# Reportando-

nos à demonstração do Teorema 14.6, vemos que Kn+’*'

que f : Vf (kP+^)-v/l(X) é injcctiva para q 
'i / 4.

para q ;;-n+l# Como Ktl+1 e X são simplesmente conexos, de a- 

cordo com o Teorema 7.5, temos f*:H (Kn+^) -.^H (X) injcctiva
# ^ «L

para q^,n e surjectiva para q_n+l# Vamos mostrar que modifi 

cando, se necessário for, o CW-complexo pela colagem

um numero finito de células, obteremos um CW-complexo A do 

mesmo tipo de homotopia que 0 espaço X.

Existe (Teorcm 6#l) un poliedro finito Q da 

mesma dimensão que Kn+\ tal que Q*

®q+i^ ® un grupo livre do posto finito so for 

^.{0)9 visto que din Q t= Ihn
Examinemos, primeiranente 0 caso H^+^(Kn+^):=0 

que f^íH^CK*1*1) .-6 H^(X) para q<n. Como H^(X)=0

:^(i0^vr(x) para
¥

~ ^n+l 0 

\ n o surjectiva

de

Portanto,

Vimos acima
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para q^n por hipótese, e Hg^K*14^) = 0 para q>n+2 por ra - 

zoes de dimensão, a hipótese Hn+1(Ktl+1) 

f* g bijcctiva em todas as dimensões.

= 0 acarreta que
y. I

Como Kr e X sao
/V

simplesmente conexos, segue-se do Corolário 7*7 que í. 

X e tuna equivalência de homotopia*

(^+1)=fc(0).Suponhamos agora que Hn+1 

cor do com a observação acima, Hjn+^(Ktl+**') é um grupo livre

de posto k y 0, Como f ^ : //q(Kn+1}^ yr (X) para q^n, segue-
• •» * *

se do Teorema 7«8 que 0 Teorema 14*3 afirma que,
neste caso, (^^(K*1*1) 
logo G

De a -

^Gn+:L(X)# Por hipótese, Hn+1(X) = 0
(Z*1*^) _ jQ^Q gignif(Z) = 0 e, portanto, Gn+1 

ca que o homomorfisno de Hurewioz em dimensão n+1 e surje -
n+1

• Sendo d>4-TT^^ClC^^J^H^^CK?1^) surjectivo 

gem de ç um Z-modulo livre, segue-se que 7ín+^
(soma direta), onde Mc£ Hri+^(Ka+^)'Z^#

Consideremos uma familia de aplicações g^s(Sn+^Jp)-^(Kn+‘1",ec

ctivo e a ima -
(Kn+1) =i+|!|c

lxii^k, tal qie ( {g^ )l< i^ k,constitua uma base de M# 

Sejam h^:Én+?~> Sn+^ homeomorf ismos 

plexo A = í+1vLje^

tas e^+^ a Kn+^ por moio das aplicações g^ • h^:É

e consideremos o CW-com

obtido colando-se as células disjun-
*n+2 ^+1

Seja i:Kn+^~>>A a inclusão. Observemos que, do acordo com o

t• •• » fgkj ) » M.
Façamos A^ = K^^v^A^ e calculemos, pelo mé-

ê

todo do §9, os grupos de homologia relativos H (A,EÍn+1). 0h~ 

servemos que AP = Kn+'1‘ para p< n+1. Por definição,

Lona 14.4, Nuol. i =Z( jg^J

OgÍA,^1) = Hg(AS A^) 

Hq_^A,Kn+1) BgCAjlí1"1’1) =
= 0 para q< n+1. Portanto

0 para q^.n+1. Usando a sequancia 

exata de homologia do par (A,Kn+1), vemos que isto acarreta

ift:Hg(E?1+1) ó injectivo para q<;n e surjectivo pa

ra a^n+1. Ambos os .espaços sendo simplesmente conexos,

que

se -
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gue-se conforme o Teorema 7.5 que i : 7L (Kn+1)-?77n (A) é in- 

fectiva para q^ n e surjectiva para q<Ln+l.

Demonstraremos, a seguir, rue:(i) Hn+1(A) = 0; 

(iiíH^^CA) = 0. (i) Consideremos o diagrama comutativo,

w**1) ----- > Wk”+:l>
1 i*i V*

TÍ^+i(A) * WA)
Como i., s 7?_ (Kla+1)pí. 77n (A) para q<; n, segue-se que K^V^-A 

e, aplicando o Teorema 14.3, Gn+1(En+1)^ G^^CA), Vimos a 

cima que Gn+1(Ktl+1) Gn+1(2) * °» loê° Gn+i^A^ = 0 e o ho

momorfismo rps 7Tn+^(A)—p Ha+^(A) é surjectivo* Usando a co- 

mutatividade do diagrama acima, temos

( 77(Kn+1)) (i-jSur jectivo em 
n x dim n+l)

' i*'i-('WK"+1))
= i* ó (M)

CM) =0,

■WA) ' Cp vi

visto que M = Nucl. iM ..

Cii) Como A é um CF-complexo finito de dimensão n+2, o gru
#

po Hn+2(A) e um grupo livre de posto finito, se for:p(0).

A® = Ap e observemos que K?lH*** para p^.n+1*
*

De acordo com o Teorema 9.1,

' 4
Seja

WA’I{n+1) = v2(An+2^n+1)
^ Zk, sondo k o número de (n+2)-celulas de A. Vimos acima 

Hja+^(A,Kn+‘^) = 0 e observemos ainda que = 0
dim K?1*^ n+l. 0 seguinte trecho da sequencia e~

que 

visto que
xata de homologia do par (AfK?1+^) é, portanto; exato:

0-* Hn+2(A)- »Hn+2(A,Kn+1)^> Hn+1 (Kn+1)—> 0. 

Hn+-L(K?1+A) = zk e acabamos de ver acima
)~ ^(A/^k z\

Por hipótese, que

0 trecho a sequencia
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exata ao reduz a,

(A) —5» Zk Zk0^Hn+2- 

donde Hn+2(A) - 0.
-~> o,

'*> . v2(i) -0Acabamos de demonstrar que Hn+1

, por razoes de dimensão, H2(A) = 0 para q^.n+2. Portanto

H^(A) = 0 para q^n. Co#o e uma equivalência

n-homotopia, existo -uma aplicação g:X
fismos g: 7Tl(X)#7L (Kn+1) 

y. H
segue-se que g*:H (X)—^H(K?1*^) e injectiva se q<n e surje-

• M. 'A
ctiva se q^n« Como i*: H(^(K?1+^)^ H^(A) para q<n, segue-se 

que, fazendo g* * io g:X-^A, temos gj. ismorfismo para q< n 

gi: Hn(X)—^*Hn(A) ê surjectiva. Uas, H^A)^

Portanto gi : H^Xj-^H^ÍA) e um homomorfisno surjectivo de 

Hn(X) sobre um grupo isomorfico a ele. Como os grupos são fi

nitamente gerados, não é dificil verificar que *

e

de
K*1*1 que induz ismor- 

para q^n. Aplicando o Teorema 7»5*

e

i

: H^ÍX)^ Hn(A), Levando em conta que, H^(X) = H^(A) = 0 

para q^> n, vemos que gi : H^(X)^H^(A) para todo q^O, 

lario 7*7 nos assegura que g’ òuma equivalência d e homotopia.
o CW-complexo finito A

0 Coro-

0 Teorema 6.1 afirma, finalmente, que 

é do mesmo tipo de homotopia que um poliedro finito Q, comple 

tando assim a demonstração do Teoremas 14*7
0 teorema seguinte enuncia tres condições equi - 

valentes para que um espaço simplesmente conexo seja do mesmo 

tipo de homotopia que um poliedro finito.
Teorema 14#8 - Seria X um espaço conexo por caminhos e, sim -

t»

plesmente oonexo. Então. as seguintes condicoer 

são equivalentes:
(a) X é do mesmo tipo de homotopia que un po - 

liedro finitos
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(b) “ Xéc*vt £s grupos H^(X) são finitamente gera ~ 

Aos £ nulos a partir de certa dimensão;
(c) -X 6oO , os grupos 7T^(X) são finitanente gera

dos e 4X< po ;
4

(d)-X £ dominado por um poliedro finito»
São verificações simples que (a) implica (b) ,

(c) e (d). 0 Teorema 14#7 afirma que (b) implica (a). A impli 
cação (d)r^(b) segue do fato de serem os H„(X) isonórficos a

' 4.
fatores diretos dos grupos de homologia de um poliedro fini - 

* *
to. Resta mostrar que (c) implica (a). De fato, seja jAX=n. 

Então H (X) = 0 para q>n. Como os T" (X) são finitaniente ge - 

rados, a demonstração do Teorema 14.7 pode se aplicar, donde 

concluimos (a). As restantes implicações seguem-se por transi 

tividade.

Observação Se X e um ANR, a exigencia Xc-oO nsis condições (b) 

e (c), do teorema precedente, está automaticamente satisfei

ta .

Corolário 14*9 - Se X é un ANR simplesmente conexo, as seguln

tes condições são equivalentes:

(1) Xat poliedro finito;

(2) H^(X) são finitanente gerados e nulos a 

partir de certa dimensão;
/

(3) X £ dominado por un poliedro finito»
4

Teorema 14.10 - ±>2. uffl espaço , simplesmente conexo,.

compacto, então X £ do mesmo tipo de homoto - 

pia quo um poliedro finito.
0 espaço X sendo compacto e dominado por um CW- 

ccmploxo, sogue-sc do Lona 13.4 que X e dominado por um CW ~ 

complexo finito e, portanto, por un poliedro finito. Basta ob
% • 4

servar que X satisfaz a condição (d) do Teorema 14.8.

9

3.
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Como todo ANR pertence a classe o(', o seguinte 

corolário ó consequência imediata do Teorema 14.10.
é

S.QT.?.^ari,Q 14-• 11 — Todo ANR compacto, simplesmente conexo, e.

do mesmo tipo de homotopia que um poliedro 

finito.

Partindo do Teorema 14.6, podemos demonstrar a 

seguinte reciproca do teorema de Serro, enunciado em (14.1) 

Teorema 14.12 - Seja X um espaço conexo por paninhos, simples

mente conexo, tal nue os grupos 7T^(%) sejam 

finitamento gerados para q ^ 2. ISntão os gru 

pos do honologia H^QO são finitamento gera - 

dos para q>,,0.

Segundo o Teorema 14.6, existe um CY/-complexo K 

tal que K21 c finito para todo n> 0, o um aplicação f:E—>-X 

que induz f 2 rf (K)c^ 

f*2 H^(K);^ H^(X) para todo q^. 0 (Tooroma 7.5). Enpregando-se 

o complexo de cadeias introduzido no § 9, ve-se que

onde k^ é o numero do q-células de 

K. Como é finito para todo q^O, segue-se que os grupos 

de cadeias Ca(K) são de posto finito para todo q> 0. Logo 

H^(X) ç£ Hq(K) são finitamento gerados para todo q 0. 

Observação - Consideremos as seguintes classes de espaços co

nexos: CW,PLF,PF, denotando, rcspcctivanente, CW-complexos, 

poliedros localmente finitos e poliedros finitos. Sao vali -
0 0 4 é

das as inclusões PP cl PLF d CW. Os Teoremas 13.1, 13.2 e 14.8 

implicam as seguintes afirmações:

(1) Se X ó dominado por um Y 6 CW, existe Zé CW tal que X'~^Z,

(2) Se X á dominado por um Y é PLF, existe Zé PH* tal que Xo/Zr

(3) Se^íl) 

tal que X d Z.

cy. Tia(X) para todo q^O. Portan.o

CçlCk)= h^CeSk**1)» zfc'

s= 0 e X é dominado por um YéPP, existe Z£PP
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Se P e o espaço constituido de um único ponto,
podemos ainda afirmar,

(4) Se X ê dominado por P, então X^P.

Vemos que, para as classes acima, a relação de
dominação delimita, por assim dizer, o tipo de homotopia de 

um espaço. A condição 77^(X) = 0 no terceiro enunciado não é 

necessária. É plausivel que (3) possa valor sem a restrição

7T^(X) = 0. Observemos, porém, que, sem a restrição 77^(2) = 0 

podem valer as condições (a), (b) e (d) do Teorema 14*8 e

ser falsa a condição (c). Basta para isso considerar 

SXv S2,X = isto e, o espaço constituido de um circulo e de 

uma 2-esfera com um único ponto em comum. $ fácil verificar

que 771 (X) não é finitamente gerado.
<— /

§15 - Algumas aplicações.

(I) - Variedades topologicas - As variedades topologicas co

nexas paracompáctas são ANR (Teorema 2.3) Po Teorema 13.2 

do Corolário 14.11 decorrem os seguinte resultados:

Teorema 15.1 - Toda variedade topologica conexa, paracompa -

ota £ do_ mesmo tipo de homotopia que um polie-
/

dro localmento finito.

Teorema 15•2 - Toda variodade topologica conexa.

e

simplesmen^

te conexa £ compacta £ d£ mesmo tipo de homo-
/

topia que um poliedro finito.

Observação - 0 teorema de triangulação de uma variedade topo- 

logica sé foi demonstrado, ato o presente momento, para 

dim^ 3. Para a dimensão 2, é um resultado clássico* Em di - 

mensao 3, foi demonstrado por métodos extremamente laboriosos 

E. Moise no início da presente década. Os resultados naispor

fracos, acima guardam ainda seu interesse.

(II) H-esnacos £ roalisabilidade de grupos do homotopia.
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Um espaço topologico X djlz-sc ura H-espaço se for definida una 

composição contínua XxX-^OC, que será denotada por (x,y)->xvy 

gozando da seguinte propriedade: existe um elemento e€X para 

qual as aplicações x->evx x-*xve sao homotópicas à apli
caçao idêntica do X. São exemplos de H-espaços : (l) os grupos 

topológicos; (2) 0 espaço de laços do um espaço conexo por ca

minhos Y (veja §4), munido da lei de composição usual

íl( Y)—^ é Í2.(Y), onde

/\(2t) para O^.t^l/2
>*|Ul(t) =

(2t-l) para l/2$t^ 1,

0 elemento e pode ser tomado como 0 caminho constante I-s^y^ , 

onde yQ ê o ponto de base escolhido em Y.

Existe um espaço fibrado (no sentido de Serre 

f2lj ) de base Y, contraível, tal que a fibra sobre 0 ponto 

y seja precisamente o espaço de laços de Y relativo ao ponto 

base yQ. Do fato, seja E 0 espaço de todos os caminhos de Y cor

Aorigem em yQ munido da topologia da convergência compacta, 

função q:E~->Y que aplica o caminho /\£33 sobro o ponto Ml) á 

uma aplicação contínua de E sobre Y# 0 triplo (E,q,Y) é um es

paço fibrado no sentido de Serro, isto e, goza da propriedade 

do levantamento das honotopias para poliedros finitos (veja[2lj 

481), Temos q~1(yo)-íl(Y), 0 espaço E 6 contraível. De fato, 

a aplicação IXE~->E, definida por (0,>)-* Àç onde )\&(t) »

ss)\(61) e a deformação desejada. Portanto, TTgiB ) = 0 para to* 

do q^ 0, A sequencia exata do homotopia do espaço fibrado,
TTq(Y)-^7T(1_:L(n(Y))-í>Trq,_;L(E)-4"

isomorfismos jr^)^ <Ti (J)) para <Q1.
A existência de uma estrutura de H-espaço sobre 

introduz algumas limitações sobro os grupos de ho -

P.

* *« • • •

fornece, então, os

um espaço,
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motopia* Por exemplo, o grupo 7F^(X) c aboliano. 2 natural in-r 

terrogar se, dada uma sequencia qualquer de grupos abelianos

TTi* TT2 7Tn existe um H-espaço X tal que
7Tq(^)^ 7^ para q^,l* Se nos limitássemos, 

pos de Lie,
por exempo, a gru- 

a resposta seria negativa, pois 77^(G-) = 0 para to- 

S.T.Hu £l6j deu uma resposta afirmativa no ca 

so dos espaços H quaisquer, empregando na sua construção

do grupo de Lie*

os

K("7T Mostraremos a seguir que, so os grupos abelianos fo-
/

rem enumeráveis, é possível enunciar algo nais preciso*

Teorema 15*3 - Dada uma sequencia 71^77^» 7rnM*. de grupos

abelianos enumeráveis, existe um poliedro lo - 

calmente finito (conexo) Q, que admite uma es

trutura de H-espaço, tal que 7Tq(Q)í& 7T 

todo q ^ 1.

De fato, os grupos *7T~ sondo enumeráveis, exis

te, conforme o teorema de realisabilidade de Wliitehead [,263 , 

um poliedro localmente finito P com os seguintes grupos de ho

para

7T para q>l* Como P e 
1 „ '- °°7rt+icp>»motopia: 7T-|_(P)

ÁNR simplesmente conexo, o espaço do laços Í7(P) de P e um ANE

um

(Teorema 4.1). Portanto, segundo o Corolário 13.3, 51(P) é 

do mesmo tipo de liomotopia que um poliedro (conexo) localmen

te finito Q. Temos os seguintes isomorfismos:

7Ta(í2(P))aí 7Tq+i(P)«i TTq P^a q^l.

Sejam f: Q(P)~?Q e g:Q-*n(P) aplicações

±qji. Mao 6 difícil verificar que a lei

V Z2
* indica a composição emO(P), define

7Tq(Q)

tais que f« gCÍ 1 e g» 

de composição Q X Q Q definida por (z^Zg)-* ^

f(g(z1) * g(*2)>» °ndG 

estrutura de H-espaço cm Q* 0 elemento e para esta estru- 

imagem por f do laço constante de 

com os grupos de homotopia

uma

tura pode sor tomado como
Portanto, Q e um H-espaço

a
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desejados.
Observação - A construção de S.T.Hu [l6] não dá, 
espaço localmente compacto, mesmo quando osb 7T0 são finitamen

'A
”be gerados, A construção acima rcalisa 

dro localmente finito, 

te compacto,
''•i ,, . ^

(III) A relacao de, dominação- 

a relaçao nY domina X" é transitiva e reflexiva, A relação 

procedente e compativel 090 a relação de mesmo tipo de homoto 

pia, Zo^Y, Isto e, Zfo/X e Y domina Z acarretam Y domina Z1 e

em geral, um

o Il-espaço como polie- 

reali^ação esta que e um AM localmen

Observamos, no Capítulo I, que

por outro lado, Y1^ Y e Y domina X acarretam Y* domina X.

Assim, a relação MY domina X11 define uma relação transitiva e
*

reflexiva nas classes de equivalência da relação Xcy Y,

Seja c<na subclasse deo( definida pelas condi

ções? (l) X€o< 5 (2) TT-^CZ) = 0; (3) os grupos TT^(X) são fini 

tamente gerados para q. > 2# São validas as inclusões
ê *

o(" <Z & 1 C c< . Mostrare:- os a seguir que para a classe 

(Xn$ 2 domina Y e Y domina X acarretam X^Y.

Lema 15,4 - Se F c G são grupos abclianos finitamente gorados 

e um <3 isomorfico a um fator direto do ou -

tro, então, F ^ G,
Por hipótese, existem grupos abclianos finica-

mente gerados LI 0 IT tais quo QrC^í- 3? © M q P^ G © Xí, Seja 

0 ;G-$>F ©Mo homormorfismo bijectivo em questão, 1: o au- 

tomorfismo idêntico de II. Então,
( 0 >1) 2G © N —>(F© M) © TSÍTóT? © (M © N) * Seja B 1 : F G © BT

0 homomorfismo bijetivo. Então 0
F sobre F © (M© N), Aplicando 0 teorema de es -

ê

abclianos finitamento gerados, M © N =(0).
#

(O) e © (0) e bijectivo,- logo G^F.

(6 ,l) c um homomorfismo1 0

bijectivo do 

trutura dos grupos

logo M
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Teorema 15.5 “ —G-^a" X»Y é Então, X domina Y e Y domina X
acarretam XCU Y.

As hipóteses acarretam que, para todo q^.0, os 

7J^(Y) sao isomorficos a fatores diretos um dogrupos 77^(X:) 

outro. Como eles são finitamente

e

gerados, o Lema precedente a - 

carreta que /7^(X)«* 7^( Y) para todo q^ 0. Como Y domina X, 

tem aplicações f:X—>Y e g:Y—^X tais que go f^lY. 

f#0 1 e 0 komonorfismo f^;77^(X)^7T (Y) aplica 77^00 biu-

nivocgmente sobre um fator direto de Tf (Y). Levando em conta que

(isomorfismo algébrico)e recorrente ao teorema de 

estrutura dos grupos abelianos finitamente gerados, concluimos

T^(Y) c bijectiva para todo q ^ 0. Finalmente,

exis-

Portanto

: Tf (X)& 

aplicando o Teorema 7.6,

que f

concluimos que f 6 uma equivalência de
homotopia.

4

/ /V

Corolário 15*6 *- Se X e Y sao ANR compactos, simplesmente cone -

xos. então. Y domina X £ X domina Y acarretam > -
X<v Y,

Observação - No caso em consideração (X,Y éoC1), a relação defi
nida por "X domina YM nas classes de equivalência da relação 

X £¥ Y e uma relação de ordem.
§16 - Algumas observações sobre a classe de espaços.

A classe o< (espaços conexos por caminhos que

são dominados por CW-complexos) foi introduzida por J.H.C.Whi -
com o Teorema 7.6. Do acordo com o Teoretehead [25j 

ma 13.1, o( pode ser

em conexão
descrita, altern^tivamento, como a classe 

caminhos que são do mesmo tipo de homo—dos espaços conexos por 

topia que CW-complexos. A classe o( inclui, cm particular os

CW-complexos. Na classe dos espaços conexos por caminhos, a sub

relação de equivalência XC^Y. Istoclasse é saturada para a 

é, seXc^YeY Éo< , então ,
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Seja ^ uma classe do espaços conexos por ca — 

a seguinte propriedade:minhos. Seja (p) "Se X.,Y ef3 e una apl; 
cação f.X->Y induz f^ 5 TTq(X)^ 77^(Y) para todo q ^ 0, então 

f é uma equivalência de homotopia". A classe ct goza desta pr'
priedade (Teorema 7.6) Por outro lado, se uma classe /3 de es-

paços conexos por caminhes contem o( e goza da propriedade (p 

então /6 = o/ . Em outras palavras, a classe o( jd maximal rela ti 

va a propriedade (P).

De fato, seja Xé/2> e consideremos o politopo 

do espaço X* Como JS(X)j- e um CW-complcxo ,singular |S(X)|

pertence aoí e, portanto a • A aplicação canónica ip: )S(X))—^
^q_(ls(X)l )#-7J^(X) para todo q ^ 0, Co

mo |s(X)| , X £ [3 , a propriedade (P) acarreta |s(X)|^ X, Logo 

X í o/ e ^ m

induz isomorfismos

A classe o( inclui, como já vimos, os poliedros 

localmente finitos, os ANR, os CW-comploxos quaisquer. Um e - 

xemplo simples de um espaço de o( que não pertence a nenhuma
f " /s A

destas classes e o espaço X dado no §1 (Exemplo). X perten

ce à classe oL por sor contraívol, mas não pertence a nenhuma

das três classes mencionadas acima por não sor localmcnte con 
/

traível.
K.Consideremos o seguinte exemplo, devido a

Borsuk [3] , de um espaço métrico, compacto, localmente con -
traível que não o um AUH (sua dimensão e, portanto, infinita).

Seja Q o paralelotopo de Hilbert. A mctrica
00 9 i /p

f ((x^My*))^ ( jÇ/xi-yi) ) ,
pacto. Seja AQ= {* é Q | ^ = <>}. ÀQ é um eutoespaço fechado 

Q homeomórfo a Q. Seja

torna Q um espaço métrico,com
de

e para i y k j .Ák ~{x ^ k'+i Xn 1
1 k
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Ak é -um hipcrparalelopipGdo

morfa a ueie (k-l)-osfora.
c sua fronteira B, == Ã, q honoo-

oc *

Façamos B = AQu 1_| B^.* Bem subes.
paço fechado e conexo do Q» Borsulc [3] demonstra as seguintes

propriedades de B: (l) B g localmente contraível5 (2) Para
todo k ^ 2, existe uma retração r^íB—^BA propriedade (2) 

acarreta Hq(B) £ 0 para todo q^ 0. De fato, a existência da
retração r^ acarreta que Z 6 isomórfico a um fator
direto de H^CB) para k ^ 2.

0 espaço métrico compacto, lo calmento contraí- 

yel B não pertence à classe o< . De fato, suponhamos B £ cX «

B seria uma e -(fB: )S(B)I-^Neste caso, a aplicação canónica 

quivalência de homotopia, do a,cordo como o Teorema 13,1. las

e B compacto acarretam (Lema 1314) que B c domina 

do por um subconplcxo finito de |s(B)| 

priedade H^(B) ^ 0 para todo q ^ 0, Portanto B .

Segue-se cm particular, que Js(B)| B cons* 

titui un exemplo de uma equivalência de 00 -homotopia que não

B C±! |S(B)|

, contradizendo a pro.

equivalência dês homotopia» (Veja a observação final dre una

§7).
P»Olun [20] demonstrou que, para complexos sim,

pliciais geométricos, un subconplcxo minimal determina o tipo

Ê fácil generalizar 0 resultado dode homotopia do espaço»
>

Olum para a classe cX •

Teorema 16.1 - Sejam X,Y ,M(X) e M(Y) subcomplexos nini -

oais dc_ S(X) e S(Y) respcctivanento. Então,

X c±£ Y se, e sononte eo, M(X) o_ M(Y) são semi -

airaplicialnento isonórficos.

f:X—o uma aplicação induzindo

, dado ui
Do fato, se

7T (X)^T^(Y) para todo q ^ 0, então 

miniiual M(X) do S(X), existo un subcompleso mini .
isomorfismos f4 1
subcomplexo
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mal M1 (Y) do S(Y) 

a M(X) de aplicação 

f, é um isomorfismo 

[19] ou [203 ). vê-so

gozando da seguinte propriedade. A restrição 

somi-simplicial í:s(X)—> S(Y), 

semi-simpliciai de M(X) sobre M» (Y) (Veja 

q,ug a condição o necessária, 
agora, que M(Y) e M*(Y) são semi-simplicialmentc

definida por

observando,
4

isomórficos. 

um isonor- 

Sntão, a aplicação 

um honeomorfismo (Veja §11)

Reciprocamentc, seja v|^:M(X) ->M(Y) 

fismo semi-simplicial de M(X) sobre M(Y). 
vj/* : |h(X)|->|m(Y)) induzida por vj/ c 

Consideremos o seguinte diagrama,

/

|m(x)| ^ Jm( Y)J
fx fl

V V
X Y.

Como Z(o( , }M(X)|~>X g Lima equivalência do homotopia. So.

ja g:X—^ |M(X0| um inverso dc homotopia dc Então, verifi-
1

imodiatamonte quo © = (J? Y * y 0 g:X —> Y induz

7Tq(X)^ 7Tq(Y) para todo q ^ 0, A hipóteso X,Y£o< e o Ter

rema 7.6 asseguram, finalmente, quo éhX'- >Y c uma equivalen -
$

cia do homotopia.

isomorfismosca-se
e*:

Voltando ao exemplo da aplicação |s(B))—=>B,
é bijectiva em todas as dimensões,observemos que como

subcomplexo minimal M( | S(B)| ) ó semi-simplicialmente isomérfi-

um

minimal M(B). Uo entanto, B e |s(B)| nãoco a um subcomplexo 

tem 0 mesmo tipo de homotopia. Esta observação mostra, igualmcn
dasse não podem ser caracterizados p£te, que os espaços da 

los invariantes algébricos usuais dá homotopia e da homologia.
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Lema - So.ja p n ^ 2, £ espaço j
* ^n SSVfrâ ££Q_,Í.otiva complexa. Y um espaço to—

pològico tal çjue 77^(Y)«í?T^(Pn), para q ^ 2n. Então, to-

“■ S£ií£â£â2. f :j?2_ ^ Y P.odc ser prolongada a uma aplioa

São í:Pn

n* do dimensão

T.

Podemos supor P triangulado segundo um comple 

xo simplicial do tal modo que P^ corresponda a um subcomple 

x0 ^GS*ta maneira (Pn,3?-^) torna-se um par trignaulado
(K,L). Consideremos uma aplicação f:P1—> Y, Como 77^(Y) = 0 ,
um argumento simples mostra que f o homotopica a uma aplicação
f^5I« ~> Y tal que f^(L^) = { yQ} , onde yQ e um ponto fixado de 

Y. Prolonguemos f^ a uma aplicação contínua f^:LVj jc^ —> Y fa
zendo f^(K^) = { yj# Como Z2(K,Ls TT^(Y)) = 0, o cociclo de obs

* ^ o ,
trução c (f£) e nulo e f£ podo, portanto, ser j)rolongada a uma 

aplicação fí>:L ^ K2—>Y#

(K,L) tiramos facilmente que H3(K,L: 7T2(Y)) = 0. Segue- so 

que o cociclo do obstrução c5(fp o cohomólogo a zero. Segundo

Ij, existe uma aplicação f^:LU K —> Y 

0 para 34 j^2n, sogue-se qui

Da soqucncia exata de cohomologia do

par

|5; Extension

tal que f^|l = f^|L. Como 77^ (Y) =

H3+1(K,L; TTj(Y)) =

0 teorema citado, chegamos a uma aplicaçao f' :IC->Y tal que

Theorem

0, 34 3 42n, Aplicando-se sucessivas vozes

da extensão das homotopias assegura, fi - 

de prolongar f a uma aplicação
f'|L = fr 

nalmonte, a possibilidade

0 teorema

?:K-^Y#
*

ÂPEKDICE B
topológico, (A ^ ) um reco - 

X tem a topologia fraca no 

familia (A^ ), se estiverem sa -

Seja X uni espaço 

brimento fechado de X. Diz-se que 

sentido de Morita relativa a
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tisfeitas as seguintes 

subfamília do (a ) é 

parte Y de 2 tal

condições: (M.l) A reunião do qualquer 

Toda
ol c fechado para todo o( , e feoha*-

e m 00unto fechado de 2; (m.2) 

que Yn A
da em 2.

K.Morita (Proc.Japan Acad. 2£ (1953), 537 ~ 

o seguinte teorema*
- Soja X um espaço topologico com a topologia fraca 

no £ontido de Iforita relativa a um rocobrimcnto fe- 

^ ) jjte -£• Sg cada A^ satisfizer ao axioma 

(°v> lg. Bourbaki( Í4l ,Ch.IX), então 

tisfara ao axioma (0^),

0 teorema acima serve para estabelecer 

dois casos quo precisamos no texto, que complexos construidos 

pela colagem de células sao c spaços de Hausforff,

Paso I - Construção da realização geométrica |A | de um comple

xo semi-simplicial A (veja §11; empregaremos as notações da -

43, Thcorem 2) demonstra

2. espago X sa -

em

quele §), Para estabelecer que |A| é uri espaço separado, basta

de |A| satisfazmostrar que o recobrimcnto f cchado (w ^ )
. . / *

às condições (M.l) e (M.2) de Morita. Dc fato, os w^ sendo
cré A

compactos, são normais. Aplicando-se o teorema acima, ve-se

axioma (0y) do Bourbaki. Por outro lado,é 

axioma (T^): todo conjunto redu -
que |A| satisfaz ao

evidente que J A J satisfaz ao 

zido a um ponto e fechado. Os axiomas (T^) 0 (implicam o

axioma dc Hausforff. Portanto, |a| ó separado c normal.

Basta verificar que (w^ ) satisfaz a con- 

)A ) satisfaz à
cr 6 A

a topologia definida cmdição (M.l), visto que 

condição (M.2). Observemos, primo iramonte, quo para quaisquer
sc 0, tomos<T,.<r' é A,

/ \ I v, ) ( I S V/ | ) = I-- ^ w = ^—i VVT •

x sondo finito, a rounião a di-

quo seja

V\w<r i
0 númoro do fac-cs do um simplcxo
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roita c fechada em w e Soja (víj. )
qualquor do (5 ,VÍA o façamoo B . U 

,n'f = Jrj V ) » LJ ( U 5
A . , 1 t J

conjun o a direita sendo uma reunião de faces (fechadas) de

W iV1 • uma subfamiliaJ
• Então,

r )•

, c fechadow<r • Como B D vjç- o fechado cm para todoem

(7 € A, segue—sc que B e fechado |a|.em

I, II - Construção empregada na demonstração do Teorema 

14.6. Observemos, primoiramento, que um complexo finito obti*- 

do pela colagem sucessiva do células (veja §14) e um espaço 

separado (compacto). Para estabelecer esto fato, emprega-se

um argumento por indução sobre o numero de células, que depen

de do seguinte lenia.

Lcma - Seja K um CW-complexo finito. En uma célula fechada

disjunta de K £ K1 = En K £ espaço obtido pela cola

da célula Sr a IC segundo uma aplicação ^ :E —^ K 
✓ • *

(Én) C. Então K1 é um espaço separado.

Basta mostrar que a relação de equivalência 

R aue define a colagem no ospaço soma E KJ L. c fechado;

£2S
tal que

K sondo compacto, soguo-sc que o espaço quociente scraEn \j

separado. A relação R tem as seguintes classes de cquivalSn - 

é (En - Én) \J (K - Lf(Ên)), Cx = íx} > 

x € Én, C = {ip(x)}u í ( (x)) 5
Jvi

facilmente que (Cx) o uma partição de

f odiado qualquer de E* V IC. 0 saturado de E 

E \j ^(Èn C\ P)uvf ( tp (Èn) r\ E). Como Én

secia:, se x
étf(Èn), Cx =/x}U^(x).

EnU K. Se

e se x

Verifica-sc
ja F um conjunto

segundo a relação !P\ ® 

é fechado em En e tf(Én) ó fechado em K, soguo-sc que o satu-
Tp-KJ K = (EnU K)/R ó separadorado de F 6 fechado. 0 ospaço t , 

e, portanto, ^nvgaoto. A condição <f(En) <= Kn"

K1 saja um CW-complcxo.
Voltando a

Y
assegura que

construção empregada na demonstra-
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ção do Tcorcua 14.6, vemos puo os 7
n

tos
K C K nn n+1 

A reunião K

são CW-complexos fini - 

o Lona precedente). Para todo n^O,

__ 1 en (Propriedade (5#2))<
= \^0 G 3nuni(ia da topologia fraca (isto 6, A 

fechado cm K^> A A fechado em para todo 0)# Scgue- 

se facilmente que todo e fechado cm K. Basta verificar que 

a condição (H.l) de Morita está satisfeita, para poder apli -

(de acordo com

e se m < n, e fechado

car o Teorema. Seka (K^ ) uma subfamilia qualquer de (IC^)# 

Então, LJ K .
itJ

= K ou para algum 0, portanto fechada 

ambos casos# Um argumento análogo ao que empregamos no Caso

em

I mostra que K e separado e, portanto, normal#
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ERRATA.
Nota: m,n significa: página m, linha n.

: poledros; leia-se poliedros 
. TT (P) TL; leia-se: tT_(P)»TT 
: lera-se: og^espaços d-a classe

1,2
4,28 :

q são5,4
5,17 : nosso; leia-se: nossos 
8,15 : (Y,B); leia-se: (Y,X)
8,15 : Consdremos; leia-se: Consideremos
8,26 : leia-se
10, ultima: francamente; leia-se 
12,32: TV^: leia-se

fracamente
vt

f :B —> X13,15: f-B * X; leia-se 
14,7 : Topo; leia-se: Todo 
15,25: Dower; leia-se: Dowker 
16,26: Espaços; leia-se: 
18,23: n-ximplexos; leia-se:

Espaço 
n-simplexo

20,26: complemente; leia-se: complemento

tt (p.p)
24,6 : CW-xomplexo; leia-se: CW-complexo 
25,23: bom; leia-se: bem 
27,9 : (z,X); leia-se: (3,X)
27,12: TV (Z?X); leia-se:

q
27,14: exate; leia-se: exata
27,17: leia-se: como f^ = r^ o i^ e r^ é bijectiva 

27,28: gf — g 1; leia-se gf 1 

29,11: cortar última palavra.
-rrq(sn)»Trq(x)

29,17: HG^ e leia-se: G^ e G^
30, : lio Teorema 8,3 todos X são maiusculos
30,17: (veja Apêndice I); leia-se: (veja Apêndice A)

k
32, linhas 26-30, leia-se: Portanto f 

q^ J^-
para q4 n
H (X) 7* H (Y) = 0 para q>n, f q q •**
q^.0. Segue-se do Corolário 7*7 que f 
de homotopia.

24,2 : TT (PfP)í leia-se:g

TT (z,X) 
q

29,13: leia-se:

= s“v32,11: leia-se: Y • • •

TTq(Y) ^TTq(X) para
Como TT- (Y) = TC (X) = 0, temos f : H (Y)« H (X) XI *• q q

(veja demonstração de 8.1); e como
é bijectiva para todos 

é uma equivalência



I

2 -

33,3 : puzermos; leia-se: supuzermos 
33,17: leia-se: g'of’ = gof' =gof~l 
34,5 : Ab; leia-se: Ao
35,18: leia-se: H (K,A) » H (K,A)

1 QL
a )(l) - <a„ ~
q o

Cl

para todo q O,

a ) q37,20: leia-se: (a0ai ai-#*• • •

39,12: leia-se: : A
39,18: leia-se: %) = (\c}> vfc('^)),
40,12: leia-se: lA^j = |A|P
41,18: leia-se: (S(X)| 
41,25: leia-se: |S(X)| 
42, linhas 12-15, leia-se:

X
X

- ( fy 1 WfT^ 6BT
= (folJo^oBj, (definição de (JXy) 
= f o 

= f o
d o?T), (visto que = j>f T o B^)

^ Tx 1
43,12: leia-se: realização geométrica \a\ £ canônicamente

■homeomorfa a *E«
43,16: leia-se: k€.E,
43,17: leia-se: de \A\ a êle associada,
44,14: leia-se: ii>_ ||A(

hcl I*1
45,1 : leia-se: Então f": Q —» |s(X)|

: ^ : TTq(! S(X)) ) p: TT^ÍX) para todo q^ 0. 
46,14: compactíveis; leia-se: compatíveis

44,16: leia-se: 

44,25: leia-se:

45,13: leia-se

48,10: leia-se: 04* i 4.1*X I = PT(i) T(i)>
r^*o íq = aplicação idêntica de \S(X)\ .

(c) E(y,t) = y
= BnOEn = Ix€3n 1 
& + , — v. '

I sn_1

48,20: leia-se: 

49,18: leia-se: 

49,21: leia-se: n-1 = o}.s Xn+1
n-1f | S49,27: leia-se: = f1

">•
51,16: leia-se: M Mss n

n=o

52,19: imedita; leia-se: imediata



- 3 -

53, última:
57,11: leia-se: e : Sn+1i 1
58,1 : adicionar ao fim da linha: a 
59j25: leia-se: geradores o^,
60,14: leia-se:

60,25: leia-se:

leia-se: gof 2ilX-
> sn

a-

K, • •« ,

lr+1r+1 » I Er+1 
i ' i= ei

61,4 : leia-se: f1 = f ô ir* dr#
61,14: leia-se: f : X (K ) ~TL W Para <14**r q r q
61,21: leia-se: n^. 0.

TT (K )«;Tr (K) para q^r. 
y *■ y

: TT para
62.5 : leia-se: Como X £
63,1 : leia-se: para q>n por hipótese
63, última: leia-se: q>£n+l
64, última: leia-se: 0 trecho da sequência
65.5 : leia-se: Hn+1(A) = Hn+2(A) = 0

H (A) -

61,23: leia-se: Portanto,

65,6 : leia-se:
69,23: leia-se:
71,27: 01 o (6,l); leia-se: (0,1)* e*
73,11: leia-se; ip: \S(X)\ —»X 
73,27: eubespaço; leia-se: subespaço 
76,9 : trignaulado; leia-se: triangulado 
78,18: fechado; leia-se: fechada

O para q > n+2.
%(0, /\ ) ----> 0

5a

i



CORRIGENDA.

p, 28 - No lugar do enunciado do Teorema T.3, leia-se

Teorema 7*8 - Sejam X,Y£0( ^ N " max(& X, &Y)« Ertao £t X —* Y e 

uma equivalência de (N-1)-homotopia se, je somente
* TT (X) pz TT (Y) para q ^ 1KL. 

f1 <1 <1

se

/

p* 28 - Omitir a observação final do §7.

/

p. 55 ~ No Teorema adioionar as hipóteses TT^^) m * °-

!

p# 56 - Linhas 1-5* substituir port

Observemos agora que, como X e Y são simplesmente oonexos, 8e
f ~, f»t X—|Y# então f- * £», • ]T CO -----» TT 00 -P^11 q 4 De.n ™ 7r q q q
fato, sejam ^a, o( £TT OO um elemento qualquer e 1 S*-----^ X um
representante do o( • Como f ~ £*, segue**se por definição quen
f d f*^, isto ó f^oc • f^o< .
equivalência de n?*homotopia, existe uma aplicação gt Y —X tal que 

0 g of3^.# Da propriedade que acabamos do demonstrar,

g£ 0 £*“ 1
go, da hipótese de ser £ uma equivalência de n-homotopia, segue-se quo 

« TTq(?)^TTqW para q^n.

. Por outro lado, o sabido (Vejai Postnikov, Amer# Math. Soo« Transis#, 
Ser# vol, 7, p# l2ij.) que os politopos singulares; |s(X)j e |s(Y)| po
dem, mediante duas subdivisões barioóntrioas, sorem decompostos como comple
xos simplioiais (poliedros)* P* Olum (Veja (20], theoroaa I) mostrou 

para poliedros, as noções do 11 tipo do n-homotopia”. e 11 tipo do n-homotopia

:

ff X—Y ó, por hipótese umaComo

'•«_ 
segue-se, então quo em dimensões q.^n. Lo—*

quo,

singular” ooinoidem e demonstrou tombem ( [2o], (i+.ij.)) que se uma aplicação 

ft X Y induz os isomorfismos f^ 1 Jf 00 ~ Tf 00 para q n, então 
X e Y tem o xnosmo tipo de n-homotopia singular.

tp^^sao bijeotivas em todas as dimensões (Teorema 

do do diagrama prooodente e a condição
Como

11*5), a oomutati
*• TTqOO pa TTq (Y) para ^4 n acarretam que f ^ t TTq(|S (X) |) ~

•pK TTqí|S(Y)|) para q ^ n. Como observamos acima, nestas condições 

|S(X)| e |S(Y) j tem o mesmo tipo de. n-homotopia singular, donde, aplican
do (j2oj, Theorem I)* |s(X)|C^ Js(Y) |.

tivida
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P* 58 - Ultima linha; om voz d© "o um oquivalcnoia do oo-homotopla11, loia-so* 
induz isomorfismos TT (K) rrZ TT (X) para todo q } 0*

<1 qV
p. 59 - Teorema li|.*6, condição (3), lola-sot

(3) f Jk^i K X induz isomorfismos antro os grupos do homotopia 

nas dimonooos n,

p« 62, linha 2., loja-sol

(2:;) Existo um intoiro n £ 0 tal que A X • n (oom £ quo 

H^(X) * 0 para q > n, usando o Tooroma 6«5)»

p„6I+, linhas substituir pon
Do aoordo oom o quo vimos acima, no diagrama quo prooodo as flechas verticais 
o a flooha horizontal de cima, o£o homomorfismos surjootivos. Tondo om vista 
a oomutatividade do diagrama, soguo-so quo o homomorfismo
(J: TT ÍA) —— H ,, (A) é surjootivo# n+1

p.66.4 linhas 1-2.; substituir port
(b) X € c*1 , os grupos H (X) eão finitomonto gorados e> Ax < Oo «q

p# 66 - Condição (2.) do Corolário 1Í+.9; loia-so i 

(2) H^(X) são finitanionto gorados o Ax < oo.

p*7h ~ linhas 16-18; substituir pori

Soguo-eo om particular quo |s (b) J-----) B oonstitui um oxomplo
db uma equivalência do homotopia singular (Vaja (2o]) que não £ uma oquiva
lo no ia do homotopia.


