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ERRATA 
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CORRETO: 
"não existir" 

"teorema, 11 

"aplicação de E11 

"ordens" 
31 - 32: Q .P.ri.r-~ir d~ 12fli linha da E._~_g_i~ 31, até o fim da uár:in.§: ~

~i-I~t.~., rr:.odificar o que está cscri to, para: 

••• 11 Suponh2.mos ainda q_uc O satisfaça E~ seguinte condição: .. 

(a). Sendo (Xl) t.. ~ I e (Y1) t E:. I duas femílin.s quaisquer de partes 

de 1-; e F , r e: spectivanente, àe modo que a família (x,o Y2 ) 2.E 1 ordens.do. 

por inclu!'Jão seja totalmente ordenada, tem-se 

IJ ( X ·~ o y 1) = ( 1. __ J X l ) o ( u y l, ) • 

u=:I t':I ?.,E-.I 

Cons ideremos, agora, uma classe não vazia,6, de partes de E, à.e 

í!lodo cp.1e .z,, ordenada por inclusão, se~ja indutiva. Dcsj_gnereús por ·'If-o 
conjunto dos pares ordenados (f,f') onde fé u~a nplic~ç5.o biunívoca de 

uno. parte: X d e E sôbre uma parte Y de li', e f I uma aplica,;ão biu..."'1ívoca de 

X sóbre X O Y. Admitindo-se, então, o teorema de Zorn (Cap. I, § lº, 

:n~ 7 ) , r ecuJ. ta o 

TEOFGf:i_.;_ 1 : Se ~112..Q_ fôr v~~_io, entã.o, ordena:ido-o E_ela r_eJ.-.2 ç~o 

(f,f') < (g·,g•), ((f,f 1 ),(g,g 1 ) E f': 
~ 9u~ (f ,f') é inferior a (g,g') auando Q sonente g_uando g é 

EJ·olonP.,"o.m.2._nt_q_ de f, e g I é B_rolonga=er.to de g, .E._q_de-~ a.ssegu-

. ' " c1 + à . 1 íir· ~ -ª- QXJ.S'tencia .. ~ ~ cle:~e_p__:.Q_ e, ... x1L'la ~ y· • 
tY~ ~ · 

Demons tra_çjo. Seja 'y un:a parte parte totalmente ordene.da de 'il , 
e , para cada s = (f,f') de .!Í~ sejam G5 e G~ os gráficos de f e f 1 res

pectivamente, E claro, então, que as seiG famílias 

(G8 ), (G~), (pri(G3 )), (pri(G;)), 
1:i que o conjunto dos índices s é !JZ'"~ (pri, i 

)je,;ão para o produto E .X 1''), são totalmente 

i==l,2, 

= 1, 2, desiE:,"11a a i-ésima. 

ordenadas por inclusão. 
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Pondo-se, agora, 

G = U G8 e G' = U G' . ·S , 
(írl 

onde s percorre .:::> , G será o gráfico de urna aplicação biunívoca de 

pr1 (G) sôbre pr2(G) (o que se verifica fàcilmente), enquanto que G' se• 

rá o gráfico de uma aplicação biunívoca de pr1 (G) sôbre pr1 (G) O pr2(G . 
Com efeito, designando-se, respectivrunente, por pr1· e pr2 a primeir3. e 

segtmda projeção para o produto ExM, então G' será o gráfico de uma a

plicação b~unívoca de pr1(G 1 ) sôbre pr2(G'). ?orém, fazendo-ses per-
01-1 lt correr .3· , resu a 

pr1 (G') = pr1 ( LJ G~) .= LI pr:i_ (G~) = l_J pr1 (G3 ) = pr1 (G), 

e, por fôrça da condiç;o (a), 

pr 2 ( G ' ) = JJ ( pr 1 ( G 8 ) O pr 2 ( G 8 ) ) = pr 1 ( G) O pr 2 ( G) • 

p -
Como pr1(G) pertence a 6 (pois ês-te, ordenado por inclusao, é i!l-

dut.i.vo), segue-se que o par (f,f') em que f e f' são as aplicações àe 

e;ráficos G o G' , respectivfil'.lente, pertence a 'ff; com.o, evidenti:::wente, 

(;f, f') = sup( f), segue-se que q ~ ó indutivo, e portanto possú.i m:. ele

mento :;iàximal (f*,f'-t:·), c. q. d. 

Ob.~ervação. :ln claro que se X O Y = Y quaisquer que sejam XCE ~

Y-::..F, e:ntão f-1(- será uma aplicação màximal entre as aplicações bilu1ívc~as 
? 

de um conjunto X E <Q sôbre um conjunto Y•~F, na ordem por prolonganen-

to. 11 

;p_;~{:;jna 3.l, _penúltima e úl tim3: linhas: em lugar de 

ªuma aplicação màximal f* ... " , 

leia-se: 
11 um elemento mà."'Cimal (f*,f'*) do conjunto ~, onde f* é uma ., 

aplicaç[to biunívoca de uma parte E-l(· de E sôbre a parte F* de F, e f '* 
uma aplicação biunívoca de E0~ sôbre E-)H_, J!'7(-. Se prcvarmos ••• 11 

P8.gi!!.ê: 34, da 5!!: à 10!!: li_Jiha, modificar: 

"Sendo, como se sabe •.. ", 

para: 

"Como é possível construir uma aplicação biunívoca f de E*' .. .:A sôb1'?~. · 

~- UB cuja restrição a ~ coincida com f* (pois basta to!!lar f(x) = :f*(:x) 

para x E E-X·, e f(x) = g(x) para .x E A, onde g é tuna aplicação biunívoca 

de A sôbre B), e como, do mcsoo modo s& pode consb..'l.l.ir wr.:1 aplicação biu."1Í.-
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voca f' de E+:· UA sôbre (E·X- UA)u(P*uB) = (E-*U~) U (A uB ), cuja r estri

ção a E-:t coü1cida com f '·*, então ( f*, f '*) não seria màximal, pois 

( f, f') ) ( f~- , f' ~-). Portanto, ••• " 

Páginas 42 . e 42 ; da 2611- f-ir_!ha sia página 42, à ~ linl§ da r,ági~ 

.4]_, modificar: 

"X O Y = YXY etc." 

para: 

"X O Y = X X X (X, Y E ~J(E)), 

verific run- se as condições oob as quais se aplica o referido t eorema. 

Existe, pois, em w~··: um elemento m~txi mal ( f*, f '*) onde f* é uma aplica

ção biunívoca do u:::ia part e E*C E sôbre E* , e f '* uma aplicação biunívo--

ca de F,·X· oôbre EX· x 3-l'-'- . Se prova r:c~os que E* é equipot ent e a E, a i mnli-
..., 

e l ) - ' P f . ' d t d O aço.o - 111 -9 VI 1.cara emous ra a. ra, se não fosse E·)ç- nJ E, enf~ . 

E* seria equipotente a mna parte E' de E - E*; e como 

( E·X- u E ' ) ;-,<_ ( ~ v E 1 
) = E* X E+:· U II , 

onde H é oquipotente a E' , e não encontra E·* X E·>E-, poder-se-ia cons t ru: · 

um ele!nen to ( f, f' ) de J/::, eotri t an:cnte su perior a ( f -~ , f '~-) • Logo 

E·X· ru E, donde E X E rL: E, e. q. d. 11 

' ( 

• l 

( 1 

' 1 
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I N T R O D U Q Ã O = = = = = = = - = ~ 
O Axioma da Escolha, cujo caráter é puramente existencial, foi in

troduzido, de maneira explícita, por E. Zermelo, em 1908, no seu artigo 
"Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre" ( [ 3 ] , págs. 261-

281), onde o autor apresenta uma axiomatização . para a Teoria doe Conjun
tos, até então considerada sob o ponto · de vista "ingênuo" (*). O enun
ciado original do referido axioma é o seguinte: 

ºDada um.a classe W:de con,juntos não vazios, dois ~ dois disjun
tos, existe~ conjunto C, contido na reunião dos conjuntos de T, 
de modo que todo conjunto pertencente~ r.contenha um e sbmente ~ 
elemento de C11 • 

Admitindo-se, porém, como já introduzido o conceito de função, po

de-se transformar o enunciado precedente neste outro ([1 ], pág. 27), 
que será o adotado aqui: 

Sendo (Xz) i~ I uma família qualquer de partes de um conjunto 
E, com todos os Xi não vazios, existe™ ~plicação f, de I ~ E, 

de modo ~ verificar-se f ( z) E X para todo t E: I. (Em outras pa

lavras: o produto cartesiano da referida família é não vazio). 

O Axioma da Escolha intervém, explícita ou implicitamente, às ve

zes sob formas particulares, não só na pr6pria Teoria dos Conjuntos, 
como também nos vários outros sectores da Matemática. Êle é utilizado, 

por exemplo, na caracterização das funções contínuas nos espaços metri

závei s, por meio das sequências de pontos; na noção de comp~cidade para 

(*) Na realidade, duas teorias axiomáticas apareceram em 1908: a 
de Bertrand Russell ( [ 7 J , págs. 222-262) e a de Zermelo, ambas com o 
principal objetivo de eliminar certas antinomias da Teoria dos Conjun
tos, especialmente a imaginada pelo pr6prio Russell, que se obtém consi
derando-se o "conjunto de todos os _conjuntos que não são elementos de ai 
próprios 11 • Aliás, o admitir-se a existência do conjunto de todosºª~ 
conjuntos que gozam d0 uma certa propriedade, pode levar a contradiçoes 
quando se escolhe convenientemente a propriedade; - assim, por exemplo, 
uma antinomia (que, tanto quanto pudemos verificar, não se encontra en
tre as já conhecidas) provém de considerar-se o "conjunto de todos os 
conjuntos finitosH. 
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os Espaços Topológicos em geral (a fim de se estabelecer a equivalência 

entre certas definições de espaço compacto); na prova da existência de 

uma base de Hamel para os números reais (mais em geral, de uma base al

gébrica nos espaços vetoriais de dimensão não finita); na demonstração 

de que todo anel com elemento unitário contém um ideal màximal, etc. 

Quando se consegue um critério de escolha, o referido axioma se 

torna naturalmente,dispensável. 
, 
E o que acontece, por exemplo, nos Es-

paços Topológicos de caráter enumerável, se ae trata de extrair um ele

mento de cada conjunto de uma classe de conjuntos com os interiores não 

vazios; assim, também, no caso do teor~ma da média do Cálculo Diferen

cial, pode-se estabelecer um critério de escolha para os e; entre x e a, 
satisfazendo f(x) - f(a) = (x - a)f 1 (5). Entretanto, há casos, mesmo 
concretos, em que não se conhece nenhum critério de escolha; é o que a

contece, por exemplo, quando se deseja um sistema de representantes das 

classes de equivalência para a seguinte relação de equivalência sôbre o 

conjunto dos números reais: x = y quando e somente quando x - y é 
ro.cional ( [ 9 J , pág. 109). Fatos como êste deram origem a que se en

carasse de maneira tôda especial o Axioma da Escolha, suscitando mesmo, 

entre os mais eminentes matemáticos do princípio dêste século, polêmi

cas, em que se discutia não só o significado do referido axioma, como 

tamb ém a sua aceitação ( ~-). Não desejam.os, todavia, entrar em mais de

talhes sôbre êsse aspecto da questão, que envolve, certamente, conside-
~ rnçoes de ordem estranha aos domínios da Matemática. 

Nes te t rabalho (de que faremos, a seguir, uma exposição resumida), 

aprescmtamo s a lgumas formas ( precisamente, seis) do Axioma da Escolha, 

dw.':t.s das quais (P11 e PVII) figuram entre os resultados que obtivemos e 

que nos permitiram tratar, até certo ponto, de um modo pessoal, as ou

t:.ras quatro já conhecidas. 

No primeiro capítulo consideramos a parte preliminar da Teoria dos 

Conjuntos, dando, no§ lº, as notações e a nomenclatura empregadas no 

-texto. Ainda nesse parágrafo, introduzimos a noção de relação entre e

lementos genéricos de dois conjtmtos E e F (pág. 3, nº 3); dêsse con-

( ~) Vêr por exemplo, Émile Borel ( [ 8 J , págs. 135-179) e W • 
Sierpi:ríski ( L 9 J , págs. 103-138) • 
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ceito provém o de função, do qual extraimos a noção de sequência, e, em 

particular, a de par ordenado(*). 

Quanto à definição de conjunto finito, a mais oportuna nos pareceu 

a que adotamos no texto, de vez que admitimos como já introduzidos os 

números inteiros; a demonstração de que um conjunto finito não pode ser 

equipotente a uma sua parte própria não difere, em substância, da que 

se encontra, por exemplo, nos livros de A. Á. Fraenk:el ( [ 14], pága. 

38-39) e R. L. Wilder (op. cit. [ 13 J, pág. 68). Finalmente, a distri

butividade da intersecção finita relativamente à reunião (qualquer) apa

r ece sob forma adequada para a generalização (igualdade (4), pág. 15), 

pois ba sta tomar convenientemente o conjunto S de índices para se obter 

a distributividade generalizada. 

No capítulo II, damos, de maneira suscinta, as noções de Topologia 

Ger a l que serão utilizadas nas demonstrações dos teoremas 3 e 6, respec

tivamente das páginas 34 e 44. Tais noções se encontram, sem modifica

ção essencial, nos livros de Topologia Geral de N. Bourbaki [ 2 J (op. 

ci t . ) e [ 15 ] ; apenas 0m alguns pontos do § 2º, especialmente no que 

conc8:cno às domonstrações, podG-se notar alguma diferença. Assim, : à 

página 20 damos uma prova direta do teorema sôbre a imagem de uma base 

de ul tra --f il tro, enquanto que Bourbaki utiliza duas prop·osições, preci

s :1rnent 0 a s de ntúneros 5 e 6 ( páginas 38 e 40 do livro citado [ 2 J). 
Por out r o l ado, a demonstração do teorema de separação de um espaço pro

duto , que damos à página 22 (proposição 3), também é direta. (Bourbaki, 

em [ 2 ] , p6.g . 67, aplica os seguintes. resultados por êle estabelecidos: 

a proponição 1 da página 64, referente à associatividade do espaço pro

duto, a proposiç&o 6 da página 66 e o corolário da proposição 5 da mes

ma pági na .) Finalmente, nas proposições 3 (pág. 22) e 4 (pág. 24) fa
zemos, por motivos óbvios, a ressalva de que se trata de um produto ·não 
vazi o . 

{ ~* ) É comum definir-se o par ordenado (a,b) como sendo o conjunto 
;{a} , ~a, br} (pág. 3, n2 3); essa definição, devida a C. Kuratowski 

( [ 10 J , págs. 161-171), é adotada por diversos autores, como por exem
plo P. Bernais ( [ 11 ] , pág. 68), K. Gtidel ( [ 12 J, pág. 4) e Raymond L. 
Wilder [ 13 J , pag. 206). 
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No capítulo III começamos por demonstrar um teorema a respeito das 
boas ordens sôbre partes de um conjunto dado; trata-se do teorema 1 (pág 

26) (*), que utilizamos na prova da implicação PI ~ PIV {pág. 40). 

Aliás, êsse teorema se aplica também em outras questões da Teoria dos 

Conjuntos, como, por exemplo, na demonstração de que o conjunto das po

tências das partes de um conjunto dado é bem ordenado pela ordem habi

tual [ 16 J . O teorema 2 da página 28 > devido essencialmente a \Cantor 

( r 17 1 , págs. 207-246, teoremas N e O) , é apresentado de ma.neir1a pes-
- - 1 

soal, não só no enunciado (em que utilizamos a aplicação principàl vá-
rias ve2es mencionada em outras partes do texto), como também na demons
tração. (A que se encontra nesta tese tem, como pontos fundamentais, a 

primeira das observações que precedem o aludido teorema, e a construção 

do conjunto Ã 0 ). Quanto ao teorema 3 do§ 12 (pág. 29), a idéia da 

demonstração é de F. Hartogs ( [ 18 J > págs. 438-443). 

No§ 2º do capítulo III, nº 34, introduzimos a operação O sôbre 
o conjunto daB partes de um conjunto dado, provando, a seguir, o teo
rema 1 (pág. 31), várias vezes utilizados naquele capítulo. Êsse teo
r ema se inclui entre os resultados que obtivemos no presente trabalho, 
as sim como o teorema 3 (pág. 34), com que termina o parágrafo, essencial 

nn prova da implicação PVII ~ P1 (pág. 44). 

Finalmente, no§ 32 do capítulo III especificamos as proposições 
que provaremos serem equivalentes ao Axioma da Escolha (pág. 36), come

çando por demonstrar o teorema 1 da página 37 (H) (equivalência entre 

o Axioma da Escolha e a distributividade generalizada da intersecção 

relati v-.1ment e à reunião) ; nesse teorema, que constitui um dos princi

pais resultados da tese, nota-se que a equivalência entre P1 e P11 se 

mantém sob tôdas as formas particulares (assim, por exemplo, o Axioma 

da Escolha para uma família enumerável de conjuntos é equivalente à 

di st r ibutividade da intersecção enumerável relativameµte à reunião). 

Quanto à. equivalência entre PI e PIII (teorema 2 da página 38), a de-

( .:i<- ) ~sse teorema, obtido em [ 16 J, aparece, aí, como o lema 1. 

(H-) A respeito dêsse teorema fizemos uma comunicação à Academia 
Brasj_leira de Ciências em sessão realizada no dia 22 de setembro de 
1953. ' 
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monstração da primeira parte (Teorema de Zorn) é, em substância, a que 
se encontra em [ 19 J ( págs. 19-34), havendo alguma simplificação na 

prova do lema L; com efeito, o lema auxiliar 12 , que se utiliza em 
[ 19 ], foi totalmente suprimido, e, no lema 13 , que agora se acha bas

tante simplificado, poupamos considerar as alternativas de que s seja 

ou não máximo de T. Quanto à demonstração de que PIII implica P1, vê
se que se trata de uma prova simples e direta. 

Entre as demonstrações de que P1 ,!carreta PIV (teorema 3, pág. 40) 
obtidas a partir do Teorema de Zorn \ ), encontram-se, por exemplo, a 

do livro "Lattice Theoryº de Garret Birkhoff ( [ 22 ] , pág. 43) e a de 

C. B. de Lyra ( [ 23 J, págs. 61-63); na que damos aqui (reprodução da 

qu e se encontra no trabalho já citado, [ 16 J ) , a construção do conjun

to ord e:r1ado indutivo do qual se deseja um elemento màximal se consegue 

por meio do teorema 1 da página 26. 

No teorema 4 (pág. 41), a implicação PIII ~ PV aparece como 

uma consequência do teorema 1 da página 31 ( em [ 24 ] , págs. 59-61, 

provámos, primeiramente, a existência de uma aplicaç&o biunívoca màxi

ma l de uma parte de E sôbre uma parte de F, o que, nesta tese, se pôde 

poupar em virtude do referido teorema 1). Quanto à demonstração de que 

PV acarreta P1 , ou seja, PIV' a que adotamos é, em substância, a do ar

t i 8o j á citado ( [ 18 ]) de Hartogs, que foi o primeiro a mostrar a e

quivalênc ia entre PIV e PV. 

Pas semos, agora, à equivalência entre P1 e PIV (teorema 5 da pági

n~ 42). A implicaç.9'.o P1 ===) PIV (ou seja PIII · PIV) é uma consequên
cia do t eorema 1 da página 31, quando se toma a operação O de modo 

que X O Y = Y2 • Quanto ao fato, algo surpreendente,- de que PVI implica 
<~~ ) P1 , ou seja, PIV ' , constatado por A. Tarski em [ 25 J (págs. 148-

150), a demonstração não difere essencialmente da que se encontra no 

referido artigo de 1'arski, a não ser pela circunstância de evitarmos o 

ernprêgo dos números cardeais transfinitos. 

(* ) O fato de que PTV é uma consequência de P1 foi provado, pela 
primeira vez, por E. Zerm~lo ( [ 20 J , págs. 514-516 e [ 21 J, págs • 
107-128) que, em [ 21 ] , deu uma demonstração direta. 

( ·)HE-) SierpilÍski, em [ 9 J ( op. ci t. pag. 232, nota em rodapé), ao 
referir-se à igualdade entre um número cardeal não finito qualquer e 
seu quadrado, diz: "Cette proposition parait être une conséquence três 
speciale de l'axiom~ de choix; cependant elle lui est equivalente". 
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O teorema 6 da página 44, que estabelece a equivalência direta en 

tre P1 e PVII' e que figura também entre os nossos resultados, mostra 
que a equivalência entre o Axioma da Escolha e o dos Ultra-Filtros est, 

na dependência de se poder construir, sem o auxílio de P1 , a família 

( (oi) de topologias compactas sôbre os Ei· Na segunda parte da implici 

ção PI ==} PVII (a primeira se encontra em [ 2 J, op. cit., pág. 38), 

o Axioma da Escolha nos permitiu a construção das topologias compactas 

sôbre os E,, e portanto assegurar a validade de PVII uma vez admitida 

P1 • O fato de que PVII acarreta PI é uma consequência imediata do teo

rema 3 da página 34. 

A tese termina com uma obserração (pág. 45) a respeito do Axioma 

dos Ultra-Filtros: êste acarreta o da Escolha sob uma forma atenuada 

(o que nos mostra não ser fora de propósito uma conjetura aôbre a equi
valência entre o primeiro e um caso particular do segundo) (*); mencio

namos, enfim, o fato de que existe equivalência entre o Teorema de 
1r;ychonoff e o .Axioma dos Ultra-Filtros. 

DGixamos, aqui, nossos agradecimentos ao Prof. Geraldo dos Santos 

Lirua li'ilho, a quem devemos todo o trabalho mimeográfico. 

E. Farah. 

========-=-=-=-=-==-:-:..=-=-=-=-=-=-=-.:::.:::_7.:::.;::::.=.:::::.::::.:::..::::.----------
( ~~) A. Wcil, em [ 26 J (pág. 38) afirma a equivalência entre oa 

dois Axiomas. 
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c A P t T U L O I = = = = = = = = ~ 

NOÇÕES SÔBRE OS CONJUNTOS~ ELEMENTOS QUAISQUER 

§ 12 - NOÇÕES PRELIMINARES SÔBRE A TEORIA DOS CONJUNTOS. RELAÇÕES. 

1. A nomenclatura e as notações sôbre a parte da Teoria doa Conjun

tos e da Topologia Geral, de que faremos uso neste trabal.ho, ae encontram 

na quase totalidade, nos livros "Théorie des Enaemblea (Fascicule des R,
sultats)" [ 1] e "Topologie Générale" (Chapitre I) [ 2], de N. Bourbaki. 
Quanto aos axiomas da teoria dos conjuntos, adotaremos o sistema de Zerme
lo [ 3 J , exceptuando, naturalmente, o Axioma da Escolha, que , , justamen
te, o objeto de nossas considerações. 

Embora possamos prescindir dos números naturais, vamos admiti-los,mais 
por brevidade e comodidade, como já introduzidos, empregando-os, então, em 

exemplos e definições. 

Em geral, os conjuntos (classes ou agregados) serão designados por le
tras maiúsculas. como A, B, C, X, Y, Z, etc., e os elementos de um conjun

to. por minúsculas, como a, b, c, x, y, z, etc. 

Escreveremos, sistemàticamente, a= b, para exprimir que a e b desig

nam o mesmo elemento; a negação de a= b se indicará por a~ b. 

A pertinência do elemento m ao conjunto M se designa por m ~ M (" m 

pertence §: M", ou "m é elemento de M"); e m ~ M exprime a negação de m EM. 

Em geral, para indicar que os elementos a, b, e, ••• pertencem, todos, ao 

conjunto M, escreveremos .a,b,c, ... EM; assim, a,b E: M significará que a e 
b pertencem, ambos, ao conjunto M. 

O conjunt o formado pelos elementos a, b, e, ••• será designado por 

(a, b, e, ..• } ; em particular, 1. a I e ia, b] indicarão, respectivamente, o con

junto formado pelo único elemento a, e o constituído exclusivamente dos e
lementos a e b . 

O conjunto vazio, isto é, sem elementos, será indicado pelo símbolo~. 

Para exprimir-se que o conjunto A está contido no conjunto B, isto é, 
que todo elemento de A é elemento de B, escrever-se-á AC.B (ou B.:)A) ;a ne

gação de ACB, será A •:i B. Quando ACB, diz-se que A é uma parte~ B, 

conjunto parcial de B, ou ainda, sub-conjunto de B. 
Se A '.:_B, porém B </. A, diremos que A é uma parte própria ( conjunto par

cial próprio, ou sub-conjunto próprio) de B. (Tenhamos presente que A e B 

designam o mesmo conjunto, isto é, A == B, quando e somente quando AC. B e 
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BC A.) 

o conjunto de tôdas as partes de um conjunto E será designado, aqui, 

por f (E). É claro que í°(E) nunca é vazio. 

Neste trabalho empregaremos, às vezes, alguns 'símbolos 16gicoa, como 

por exemplo: 3x, 't:/x e 1, que significam, respectivamente: "existe x", 
11 para todo x" e "tal que". Sendo, agora, P e P' duas proposições, e■cre

veremos P ~ P' a fim de exprimir que P implica P'; e quando se verifi

car ao mesmo tempo P ~ P' e pt ~ P, diremos que P e P' são equivalen
tes (cada uma equivalente à outra) e escreveremos P ~ P'. As negações 
de P ~ P' e P -~ P' se indicam, respectivamente, por P t=/=, P' e P-~-P. 

Sendo P uma propri edade do elemento genérico (ou variável) x de um c_~ 

junto E, a par te de E definida pela propriedade P ( ou seja: o conjunto,.·'. cida 

el ementos de E que gozam da propriedade P), será designado por{x E EIP). 
Assim, se indicarmos por No conjunto dos números naturais e por P a pro

priedade do elemento genérico n de N: 11 n é par", ou, em outras palavras: 

" 3. mi (m f N e n = 2m) 11 , então, { n E- NI P} será o conjunto doa naturais pa
r es . 

Dados os conjuntos A e B, com A --~_B, o complementar de A ~ relação a 

B, i sto é, o conjunto dos elementos de] que não pertencem a A, será desig 

nado por C BA, ou por B - A. Quando se considera um conjunto suporte E, 
em relação a o qual s e supõem considerados os complementares de suas parte~ 

es creve-se , ma is simplesmente, ! __ : A em lugar de e~-
2. Reunião ~ intersecção de conjuntos. Dada uma classe o/ de conjun

tos a reunião dos conjuntos de o/, isto é, o conjunto M dos elementos 
rT 

que pertencem a pelo menos um dos conjuntos de '·j, se designa por 

onde X é um conjunto genérico de 
guinte c ondição : 

A reunião M é, pois, dada pela se-

"x -e: M" ~- J " 3 X I X f: o/ e x E X 11 • 

Note-se que s e ··-f= ~, então M = ~. 

No caso em que (f consta somente dos conjuntos A e B, a reunião M ser&' 

indicada, indiferentemente, por A~:B ou BlJ A. 

Sendo, agora, (jr uma classe não vazia de conjuntos, a intersecção doa 
conjuntos de (jf , isto é, o conjunto I dos elementos que pertencem a todos 

os conjuntos de Gf, se designa por 



í'k X 
X E: '/ 

onde X é um conjunto genérico de~ Fixando-se, arbitràriamente, um con
junto A de úJ\ a intersecção dos conjuntos de vJ será 

r = { x E: A I x E x, Vx E: Çf }. 
~ claro que I não depende do particular conjunto A tomado em GJ. 
No caso em que qf se compõe sbmente dos ~onjunt~s A e B, a intersecção 

dêstes se designa indiferentemente, por Ar,B ou Br\A. 

Diz-se que o conjunto A encontra o conjunto B, se Aí"\B ~~;quando A 

não encontra B (isto é, Af\B =~),A e B se dizem disjuntos (cada um dis

junto com o outro). 

3. Relações. Dados os conjuntos E e F, consideremos a classe H dos 

conjuntos {lª t,\a,b}1 , onde a é E e b E F. Uma parte R de H é o que se 
chama uma relação entre os elementos genéricos x de E e y de F. A relação 

R se diz verdadeira para os valores a e b de x e y, respeotivamente,eecre

vendo-se, então, a R b, quando e sbmente quando HaJ, \a,bf} E R; a nega

ção de a R b se indica por a~ b. 

Em vez de dizermos "a relação R entre os elementos genéricos x e y de 

E e F, respectivamente',', diremos, mais simplesmente, "a relação 

x R y (x f E, y ~ F)", 
podend o omitir-se "(x e::- E, y i:: F)", quando não houver ambiguidade relativa 

ment e aos conjuntos E e F. 

O estabelecer-se uma relação R entre os elementos genéricos x de E e y 

de ]' equivale a dar-se uma propriedade de um elemento genérico do conjunto 

H, precisamente a que define a parte R de H. (Assim, se E= F = conjunto 

dos números naturais, a propriedade do elemento genérico z de H que é SP · 

tisfeita pelo valor {~ a}J la,b }} dez quando e sbmente quando quando a é 

primo com b , define uma relação R entre os elementos genéricos x de E e Y 
de F). Por êsse motivo , toma-se, frequentemente, uma pela outra, a rela

ção R e a propriedade p que a define. (Assim, no exemplo há pouco citado, 

diremos : a rel ação 

"x é primo com y", 
de vez que a sentença entre aspas exprime uma propriedade do elemento ge-

nérico H X;- , f x,yn de H). 
Se R for uma relação entre dois. elementos genéricos x e y de um mesmo 

conjunto E (isto é, se E= F), diremos mais simplesmente, que Ré uma rela-
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çao sôbre E, e escreveremos, para indicá-la: 
X R y (x,y t; E). 

4. Relação de ~uivalência. Uma relação R aôbre um conjunto não va
zio E, se diz uma relação de equivalência sõbre E quando e sOmente quan
do Ré reflexiva, simétrica e- transitiva, isto é: 

x R x, Vx E E (reflexividade); 

se x R y, então y R x (simetria); 
se x R y e y R z, tem-se x R z (transitividade). 

Em lugar de x R y escreve-se, então, x - y (mod. R), que se lê: "x 

equivalente a y segundo R''. 

O conjunto E dos elementos de E equivalentes a x, segundo R, é a clas-x 
se de equivalência a que pertence x. O conjunto das classes de equivalen-

cia segundo a relação de equivalência R se denomina conjunto quociente de 

E por R e se designa por E/R, t claro que os conjuntos pertencentes a 
E/R são não vazios; têm, para reunião, E, e são dois tl dois disjuntos; em 

outras palavras: êles formam uma partição de E. 

Um sistema de representantes das classes de equivalência segundo Ré 

1.una parte S de E para a qual tôda classe de equivalência possui um único 

elemento pertencente as. No caso geral , a existência de um sistema de 
r epre sentantes está subordinada ao Axioma da Escolha. 

Relação de ordem. Uma relação cu sôbre um conjunto ~ nao vazio E, 

se diz um.a relação de ordem sôbre E, ou simplesmente uma ordem sôbre E, 
quando e s àmente quando 

1 ê: ) (x u _:,y 

2º') (X UJY 

se verificam as 

e yuJx) F9 
e ywz) ~ 

duas seguintes condições: 

X e:: Yi 

x ~v z (transitividade da ordem 

w). 

Diremos , então, que E é um conjunto ordenado (pela ordem w). 
Se a e b forem dois elementos de E para os quais se verifique, ou 

auJb ou bcoa, diz-se que a e b são comparáveis (na ordem w). 

Tom,..mdo-se , para E, o conjunto dos números inteiros, ou o dos racio

nais, ou ainda , o dos reais, a relação x ~ y (com o significado habitual) 

é uma relação de ordem sôbre E; é a ordem habitual sôbre E.Essa partl.ctil.ar 

ardem sugeriu, no caso de uma ordem qualquer, cu, sôbre um conjunto qual

quer E, a leitura "x inferior ou igual a y" para xtuy, leitura essa que 

abreviaremos, ainda, dizendo simplesmente "x inferior a y"; e, adotando 
essa leitura, diremos que x é estritamente inferior a y, quando xwy e 



X f:. Y• 

As notações x ~ y ex~ y serão utilizadas frequentemente para desig-
nar uma ordem sôbre um conjunto qualquer (a primeira, naturalmente, quando 

não houver possibilidade de confusão com a ordem habitual eõbre os conjun

tos numéricos a que nos referimos acima). Nesse caso, escreve-se, mais 

simplesmente, x < y e x --< y para exprimir-se que x é est:dtamente inferior a 

y, respectivamente nas ordens x ( y ex~ y. ___, 

A relação Xc. Y sôbre uma classe não vazia úJ de conjuntos é uma ordem 
a· 6~. sõbre '!'J'; é a ordem por inclusão sôbre ~ 

Ordem induzida. Ordem _oposta. Seja r.v uma relação de 
~ conjunto E e tomemos uma parte nao vazia A de E. Podemos, 

uma relação de ordem (UA sôbre A pela seguinte condição: 

X r,1_JA y ~ X t',J..)Y (x,y E A). 

A ordem 'L~A.. é a ordem induzida de u; sôbre A. 

ordem aõbre um 

então, definir 

Ordem oposta. Seja E um conjur1to ordenado pela ordem w, e conside~~

rn os a ordem f.L1 1 , sôbre E, definida pela condição: 

X !,0 1 y ~ y ( ,ü X. 

Diz-se, então, que u_J' é a ordem oposta de cu, e se designa por w1 . 

l1endo-s e , a relação x u.J y , "x inferior a y" , então, · x uJ-l y lêr-ae-á 

"x superior a y" (acrescentando-se, naturalmente, o advérbio "estrita.men

te" no caso em que x-/:- y). Quando uma relação de orde,m sõbre E for indi

cada po r x < y ou por x i_ y, a sua oposta será, sempre, designada por 

x > y, ou) r·espectivamente, por x ".., y, escrevendo-se, então, a ) b (a;>- b) 

quando _ê: f or es tritamente superior a b. 

Parte totalmente ordenada de.!!!!! conjunto ordenado. Seja E um conjun

t o ordenado por um~1 relação de ordem que designaremos por x ~ y. Se uma 

parte não vazia A de E for constituida de elementos dois a dois compará

v eis ( isto é , dad os dois elementos quaisquer~ e~ de A, se verificar, ou 

a ( b ou b ::_ a ) , en t ão diremos que A é uma parte totalmente ordenada de E. 
Em particular , s e dois elementos quaisquer de E forem comparáveis, então 

E será t ot a l mente ordenado pela ordem x ~ y, a qual, por isso, se dirá u

ma or dem total sôbre E. 

6. Elementos extremais de~ parte de~ conjunto ordenado. Seja E 

um conjunto ordenado por uma ordem que designaremos por x ( y. Dada, en

tão, uma parte A, não vazia, de E, suponhamos que~ seja um elemento de E 

satisfazendo às duas seguintes condições: 



X ( Z - (z ( x) 

Para todo z 1 ~ E que verifique x ~ z' (respect. z' ~ x) 
V x E:- A, tem-se z < z ' ( respect. z' <. z) . 

Dizemos, então, que zé extremo superior (respect. extremo inferior) 

de A e escrevemos, para o extremo superior: 

z = sup (A) ou z = sup x, 
x~A 

podendo-se substituir,na segunda notação, a pertinência nx f A" por qual

qµer propriedade do elemento genérico de E que defina a parte A de E. As 
notações para o extremo inferior são Óbvias, bastando trocar nsup" por 
"inf". 

É claro que, se A admitir extremo superior (inferior), êste será úni
co. Se z for o extremo superior (inferior) de A, e ainda z ~ A, então di

remos que zé o máximo (mí~imo) ou o maior (menor) elemento, ou ainda o 

Último (primeiro) elemento de A. As notações para o máximo e o mínimo de 

A obtêm-se trocando-se, simplesmente, nas adotadas para os extremos supe

rior e inferior, "sup" e "inf" por "max" e "min", respectiva.mente. 

Observação. Note-se que a definição de extremo superior como demos a

cima não E::quivale à que habitualmente se adota na Análise Clássica (na 

qual z = sup (A) se: 12) z: x, Vx f. A; 22) se z 1 < z, então existe 

u.rn x E A estritamente superior a z'), a menos que E seja totalmente orde

nado. 

El8mento maximal e elemento minimal. Dada uma parte A de um conjunto 

ordenado E, di z-se que o elemento m é um elemento màximal (mlnimal) de A, 

s e m...:. A e n5u existe, em A, nenhum elemento estritamente superior (resp. 

inferior ) a~- Assim, por exemplo, ordenando por inclusão o conjunto {( 

das partas do conjunto N dos números naturais, cada uma delas formadas 

por elem entos (números) dois a dois primos entre si, vê-se que a classe 
_,..-

'':i dos naturais primos é um el.smento màximal de :, • 

7. Con junto ordenado indutivo. Um conjunto ordenado, E, se diz indu
tivo quando e somente quando tôda parte totalmente ordenada de E admite 

extremo superior. Por exemplo, sendo L-1 um conjunto qualquer, o conjunto 

~(M), ordenado por inclusão, é indutivo. Ao invés, o conjunto dos in

teiros (ou dos reais) ordenado pela ordem habitual, não é indutivo. Admi

tindo-se o Axioma da Escolha, demonstra-se o seguinte teorema (Teorema 

de ZORN): 
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Todo conjunto ordenado indutivo possui, pelo menos, um elemen
to màximal. 

Aliás, êsse teorema é, como veremos no capítulo III, equivalente ao 

Axioma da Escolha. 

8. Çonjunto bem ordenado. Um conjunto E, ordenado por uma ordem w, 
~ se diz bem ordenado, quando e somente quando tOda parte nao vazia de E 

possui primeiro elemento. w se diz, então, uma bóa ordem sôbre E. O con

junto dos números naturais, ordenado pela ordem habitual, é bem ordenado; 
ao invés, a ordem habitual sôbre o conjunto dos números reais não é uma 

boa ordem. 

Dado um conjunto bem ordenado E, e sendo x um elemento qualquer de E, 

o conjunto dos elementos de E inferiores a x é o que se chama um segmento 
de E, e se designa por E(x); o elemento x é o extremo do segmento E(x). 

Há um teorema devido a Zermelo, segundo o qual todo conjunto E, não 

vazio, pode ser bem ordenado. Esse teorema é, também, equivalente ao A

xioma da Escolha (cap. III, nº 42 , P1 ~ Prv>· 

---§---

0 22 - FUNÇÕES, 

9. Se j a fuma relação entre os elementos genéricos x e y dos conjun

tos E (1:1ão vazio) e F, respectivamente, de modo que, para cada a €7 E ex.is

-tu um e sOment e um b ~ F, verificando a f b. Então, f se diz uma função 

definida em E, com os valores em F, ou mais simplesmente, uma aplicação de 

E em TI' . O elemento b f F,para o qual a f b, é o valor da aplicação f 

para o valor a de x, e se designa por f(a); diremos, então, que f associa 

ao valo·.c a de x o va lor b = f(a) de y, valor êste , que se diz, também, 

correspondente de a pela f. 

Dadas as aplicações f, de E em F, e g, de E em G, ter-se-á f = g quan

do e s omen t e quando f(a) == g(a), Y a é E. 

S8ndo, agora, A uma parte não vazia de E e g uma aplicação de A em F, 

di r emos que g é a restrição da aplicação f de E em F, à parte A de E,quan

do e s àmente quando g(a) = f(a) para todo a~ A; a aplicação f se dirá, 

então, um prolongamento de g a E. 

Imagens direta e recíproca. Seja fuma aplicação de E em F, e tomemos 
uma parte qualquer A de E. O conjunto dos elementos f(x) ~ F para os 

quais x E A, se chama imagem direta de A, pela f, e se designa por f(A). 



Temos, portanto: 

f(A) = { y E F 1 ( 3 x I x ~ A e f(x) = y)} • 

Sendo, agora, A' uma parte qualquer de F, o conjunto doe x de E para 

os quais f(x) E A', se denomina imagem recíproca(ou inversa) de A', pela 
-1 

f, e se indica por f(A'). Tem-se, então: 
-1 
f (A')= l_1_'7E I f(x) f:A']. 

É claro que f(~) = f(~) = ~; porém, pode acontecer que ?'(A·•) seja va-
. -1 

zio sem que o seja A'. Para que se tenha f(A') =~quando e sbmente quan-

do A':-::~, é necessário e suficiente que f(E) = F, isto é, que f seja uma 

aplicação sôbre F. 

Seja f tuna aplicação de E em F, e g uma aplicação de F em G. A apli

cação 9omposta_ de f e g, j_sto é, a aplicação h de E em G, que associa a 

cada x de E o elemento h(x) = g(f(x)) de G, se designa por g o f. 

Sendo fuma aplicação biunívoca de E em F, isto é, para a qual a i

e,ualdade f(x) = f(x') (x,x.' E: E) acarreta sempre x == x', podemos conaide-
,v -1 -1 , _ 

r a r a aplicaça o _inversa f de f, como se segue: f e a a_1ilicaçao de E' = 
= f (E) sôbre E, que associa a cada y ~ E' o elemento x = f(y) para o qual 

, ~ -1 
y = f (x). E claro que a aplicaçao f é, também, biunívoca. Se f fôr u-

m:::t a plicação biunívoca de E sôbre F, êstes dois conjuntos dir-se-ão em 

2.._<?.E.!'_~_s pondênci~ _bi_:E?.Ívoca. Em geral, quando dissermos, simplesmente, que 

doi s conjuntos A e B estão em .9orrespondência biunívoca (cada um em cor

respondGncia biunívoca com o outro), ou ainda, que são eguipotentes (cada 

um ~~~tente ao outro), devemos entender que: ou ·A e B são vazios, ou 
exis to uma a plicação biunívoca de um deles sôbre o outro. 

Se, agora, f e g forem duas aplicações biunívocas respectivamente de 

E em ( sô bre ) F 0 de F em ( sôbre G), a aplicação composta h = g o f ·será 

uma aplica ção biunívoca de E em (sôbre) G. 

Funções monotônicas. Sejam E e F dois conjuntos ordenados pelas or

dens x ~ y ex ' ~ y' respectivamente, e consideremos uma aplicação f de 

E em F . Dizemos, então, que fé crescente se f(x) ~ f(y), sempre que 

x < y (x,y ~ ~;)i f será estritamente crescente se f(x) <'. f(y) sempre que 

x < y. (Se E constar de um único elemento, então f será, por definição, 

estritamente crescente). 
A definição de aplicação decrescente (estritamente ou não) é óbvia; 

basta substituir, na definição acima, < por ? . 
É claro que, se o conjW1to E fôr totalmente ordenado, e a aplicação f 
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estri.tamente crescente, ou estritamente decrescente, então f será biunívoca. 

10. Conjuntos finitos, infinitos§. enumeráveis. Um conjunto A diz-se 
_:finito quando é vazio, ou qt1ando está em correspondência biunívoca com o 
conjunto dos rnúneros naturais de 1 até um certo natural n. Uma propriedade 
particularmente importante dos conjuntos finitos é a expressa pelo seguinte 

TEOREMA: Um conjmito finito nã~ pode, nunca, eotar ~~ correspondência 

biunívoca co;g uma sua parte própria. 

Demonstraçã~: Deixando de lado o caso imediato do conjunto vazio,seja 
P a proprJedade do natural genérico n: "Nenhum conjunto finito, A, em cor
respondência biunívoca com o conjunto Mn e:: {1,2, •.• ,n"} pode ser equipotente 
a uma sua parte própria". 

A propriedade Pé obviamente satisfeita para n=l. Admitindo-a verdadei-

ra para o natural n, provemos que o é para n+l, donde, em virtude do princÍ·
pio de indução finita, resulta o teorema. Seja, então 1 A, um conjunto em 

correspondência biunívoca com o conj1.mto r,\i+l. Se A fosse equipotente a um.a 

sua parte própria A' , então M seria eqcüpotente a uma sua parte própria 

M', por uma aplicação biunívo~!~ digamos h; portanto, M estaria em corres-
n 

pendência biunívoca com a sua parte própria pela aplicação g definida do se-

guinte modo: g(x) = h(x) para todo i~xin, se h(n+l) = n+l; g(x) = h(x+l) pa
i-a x de 1 a n, se h(l) = n+l; finalmente, 

se h(p) = n+l e 1 ( p < n. 

)h(x) 
g(x) e: l1'1(x+l) 

para 1 ( x ( p-1 

para p ~ x ~ n, 

Nota. O enunciado do teorema que acabamos de demonstrar é precisamen

te a primeira definição de conjunto finito segundo Dedekind. Com esta de

finição (que pressupõe o conceito de correspondência biunívoca), cremos 
,.., , ,.., 

nao ser poss1vel demonstrar nem mesmo o fato intuitivo de que a reuniao de 

dois conjuntos finitos é um conjunto finito. Entretanto, pode-se dar uma 

definição de conjunto finito [ tj. J que não exige mais que a relação de 

inclusão entre conjuntos, e segundo a qua_l, a reunião de dois conjuntos 

finitos é um conjunto finito. 

N' ~ de elemtmtos de ~ conjunto finito, O natural n para o qual o 

conjunto finito (não vazio) A é equipotente ao conjunto (1 , 2, ••. , nJ, e 

que, em virtude do teorema anterior, ostt::( unlvocamente associado a A, é o 
, 

numero de elementos de A. Por definição, o número de elementos do conjunto 

vazio é o inteiro O. 
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conjunto infinito e conjunto enumerável. Diremos que um c~njunto A é 

infinito se êle contiver uma parte equipotente ao conjunto de todos os nú

meros naturais. Admitindo-se o Axioma da Escolha, pode-se assegurar que 

todo conjunto não finito é, necessàriamente, infinito (n2 35, observação 
ao lema). 

Um conjunto A se ãiz enumerável se é finito, ou se está em correspon

dência biunívoca com o conjunto de todos os números naturais. 

11. Famílias de elementos. Sendo fuma aplicação de um conjWlto I 

num conjunto E, costuma-se atribuir à aplicação f, também o nome de famí

li~ de elementos de E (cujo conjunto de Índices é I), sempre que f seja 

des ignada pela notação indicial (x ) ~, I , onde 7., é variável em I, e, 
(, O:·: 

para cada L E I, f( t) ~ x 1~ • Como se vê, não há, para n6s, nenhuma dife-

r ença conc eitual entre função e família; apenas adotamos outro nome, de 

acõrdo com a notaç~o empregada. 

Dada uma parte não vazia Jc I, a família (xt\,é J de elementos de E se 

diz urna sub-família de (x .)r. E 1 ; dizemos, então, que esta contém a sub-fa

mília (x1 ) , . J. 
~ (. f-

A família (x .. ) ~ I de elementos de E se diz finita, infinita,ou enu.me-
1. l, 'C' 

F~i~~l, segundo seja o conjunto dos Índices, I, finito, infinito, ou enume-

rr5vel. E se I .fõr o conjunto dos naturais de 1 a um certo natural n, ou 

o de todos os naturais, a família (xí) •,:,E I se dirá uma sequência ( ou su

CG~_gão) de el ementos de E; será uma sequência finita, no primeiro caso, e 

t nf j_ni ta, no segu.ndo. 

Quando não houver ambiguidade a respeito do conjunto de Índices, es

crevGr-se-á , w.-üs simplesmente (x 7) em lugar de (x2-\.f. 1 . E se esta famí

l i a f or wna sequência, escreveremos frequentemente (x.) para designá-la, 

sendo ;.i um elo2111ento gen8rico ou do conjunto dos naturais de 1 até um certo 

n , ou do de todos os naturais, conforme se trate de uma sequência finita 

ou infini to. ; no primeiro caso empregaremos, para indicá-la, também a nota

ção (x11 x2 , ... ,xn)' e, no segundo, (x1 ,x2 , ..• ,x11 , ••• )~ ou, mais simples

mente , ( x1 , x2 , x3 , . •• ) • 
Uma sequência finita (x1 ,x2 , ••• ,xn) de elementos de um conjunto E se 

diz, também, uma n-Ela ordenada de elementos de E, em que o 1 2 , o 2º, •·• 

•··, o n-ésimo elemento, são, respectivamente, x1 , x2 , ..• , xn. Em parti

cular, (a,b) (onde a= x1 e b = x2 ) é um par ordenado, em que o primeiro 

elemento é a, e o segundo, b. 
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Da condição de igualdade entre funções resulta que: duas famílias 

(x _ ) 7 ~ 1 e (y,l) . I (com o mesmo conjunto de índices) serão iguais quan-
l - , . l é 

do e sàmente quando x 1, = Y7., '-17., f I. Assim, as n-plaa (x1 ,x2 , ••• ,xn) e 

(y1 ,y2 , •.• ,yn) serão iguais se e somente se x1 = y1 , x2 = y2 , ••• , xn = YJ 
em pa rticular, para que (a,b) = (c,d), é necessário e suficiente que a= e 

e b = d. 

Dada uma família (x) r Ide elementos de um conjunto E, a parte A de 
7~ l, t 

E definida por 

A = 1., x E- E 1 ( :J ü f I I X.l = x) } , 

é o conjuntq_ dos_ cJ.em_entos da referida família, e se designa por l x.Jit r · 
No ca so de uma sequ ência (x,_) = (x1 ,x2 , ••• ,xn) ou Cx .) = (x1 ,x2 ,x3, • • •), 

escreve-s e { x1 ,x2 , ••. ,xn}, ou,respectivamente , t x1 ,x2 ,x3, •• ,} para desig

nar o conj unto dos elementos da sequência. 

Sej a , a gora, (x ) . I uma família qualquer de elementos d e um conjun-
·,, 7. t: 

to ordenado E, pela relação de ordem x < Y• Dir0mos, então, que a sub-

fã.mÍli a (x l ) . . - J de (x ) . . I (J(:. I) é totalmente ordenada, se o sub-con-
. . :, ' l t. e-

j unto ~x -~ e_ J de E fôr totalmente ordenado. Em outras palavras, a refe
. l G \ 

r ida su. b- f amíl1a será totalmente ordenada quando e somente quando, dados 

dois Índices ---:( e (3 de J, se verifica, ou xo: ( x ? ou x ~ ( xCJ- • 

12 . Família s de con~~ntQs. Reunião ~ intersecção de ~ família de 

con;juntos . ,·, : ?de ocorrer que (Xi\. f: I seja uma família de elementos de 

nm conjun t o ) i( que , por sua vez, seja constituido de conjuntos (por exem

plo, d1J purtes de llll ce!'to conjunto E), Diremos, então, que (X .. ) ., ~ I é 
. (., (. .__ 

um2 f' arn.Íl i 8. de c on ·juntos. 
- - -- -- ~ :.t. ---- -· 
SEmd o · r o con j unto dos elementos da família de conjuntos (X ) . .• I 

,--' i. (. t:: 
• , ~ i > , 1 d . t . ~J. c1.m2 con siderada , ;~1 = r_ X j 2 '- I sera uma e asse e conJun os, precisamen-

L ... 
to a for:mrida pel os conjuntos Xt'., l. percorrendo I. A referida família 

(X( ) r. ~ I es t ão univocamente associados dois conjuntos: a reunião da famí
lia e a intersecção da fa.~Íli~ , que se designam, respectivamente, por 

e 

~ o s 1:1 0 definidos pelas j_gualdades: 

1 1 X,, = 1 j X 
c'..~í .. xÉ·c:J' 

e 

Considerando-se os X,, L f: I, como partes de um mesmo suporte E, têm-
1., 

se, evidentemente: 
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LJ x 2, = { x E E 1 ( 3 i f I I x E x2,) } 
i~ E-I 

r•· •-1 x , .. :::; ! x E- E , \;-/ i E r, x f x 1J . 
l.fI 

Além disso, verifica-se a seguinte identidade: 

LI"\ ( 1 J x ) = r~1 L.., x , 
·- l., 1.., 

'?_E-I i'.,tI 
(1) 

donde (substituindo-se os Xi.. pelos complementares e tomando-se, depois, os 
complementares de a~bos os membros), vem: 

LJ r x l, = e < r1 x 1) . < 1 • ) 
7. E-I i EI 

As igualdades (1) e (1 1 ) exprimem a chamada regra de dualidade; cada 
uma é a dual da outra. 

Im:.=i[>ens _da r eunião !::_ da intersecção. Seja f uma aplicação de E em F, 

G cons id 8remcs a f amília (X 1) ., . 1 de partes de E. Verifica-se, então,que 
~ . e 

(a) 

(b) 

::tgora, 

(e ) 

( d ) 

( Y,l ) 'l E- I 
-1 

um.a família de partes de F, têm-se: 

f ( 1 j Y .. ) -
l.~I ,_ 

-1 ·-. 
:f(I I Y,.,) --

·1· ~ 
J ~--

A ie;u::.tldade (d) pode deduzir-se de (e), por dualidade, aplicando-se 

;;::sta outra, onde Y designa uma parte qualquer de F: 
-1 ., A -1 

(e) f ( L F Y) == L Ef ( Y) • 

N otaçÕE;_~ .12ar8: ~ rouni?O e -~ intersecção §e ~ segu~ncia de conjuntos. 
No caso de uma sequência (Xv) de conjuntos, escreve-se, para a reunião 

n oo 
1 1 X); ou LJ X ,J , 

,,E:i ., =1 

segundo se trate de uma sequência finita (em que o conjunto dos índices é 
formado pelos inteiros de 1 a n) ou infinita. Essas mesmas notações podem 

escrever-se sob a forma desenvolvida: --- ---



n 
!~ X,,= X1 v X2 •-' 

'\.l::::l 
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... 

1LJ x '\) = x1 ~ x2 v x3 u • . • • 

As no t ~ções análogas pa ra a intersecção são óbvias, baatando trocar 
1 1 por r·-, e '·- · por 0 • _,. 

13 . Re?º~-~~me~-~~~ -~ :p_artiçÕe~ . Uma família (X t. ) t E: I de conjuntos, 

cuja reunião contém um certo conjunto A, se diz um recobrimento de A. E 

se 0sse r ecobrimen t o fõr tal crie 

lQ) 1 j X .. ::, A ; - · ,., 
1.E-I 

2 2 ) x 1_ e/ ~, '17.:: I e Xt"xcr F ~ para i. I= o- , 

dirernos que (X,)2, e I é uma _;parti ção de A. 

Nota. Dada UJim c las:1e não v:1:d.a, o/, de conjuntos, consideremos a fa

míl ia canôn ica §..~br _Ei :.J , isto {;, a f3.mÍlia 

( X .! ) 

onde , para c ~da , X . = ,, ' : .. . 
menta ou uma partição do c on junto A, diremos 

um rec obriment o , ou , c orres pondenter:.:.1::nte, UI!la 

essa família fôr um recobri

q_ue os conjuntos de fJ' formam 

p.g,rtição de A. 

uma f[llll ílio. (X . ) . 

s :1 f u:ní l ia é , por 

t os d e E , para a s 

se des i 5"11a por 

~ I de partes de um c on junto E, o produto cartesiano de~ 

de;finiç.:ío, o c onjunto d::1s família s (x) ?, f- I de elemen

quais s e tcnl,a x - ':: X :- , \~/ Z, f _ I . Êsse produto ca rtesiano 
·, 

TT x . , 
, .. T { . 
1. 7:-"J. 

e os con. j U11t os x 1 se di zem, ent: o, c oY.Ljuntos fa tores do produto. Ho caso 

de uma sequência (A ) de part ~s de E, empre0 am.-se as notações análogas à 
) ) 

da r e llllià0 , t rocando- se l I por -,-: e \ _: pelo sinal x da multiplicação or-
·~ -· 

din&ri a de númer os. Assi m é que 
n 

TT A ~) :::: A1 .x. A2 ~<.. • • • X An 
-. =l 

e 

. . . , 

(2) 

(3) 

c onforme s e tra t e de illl'.a s e qu~ncia finita (o conjunto dos Índices formados 

pt:üos natura i s de 1 a n) ou infinita. 



-14-

Segundo a definição, o produto cartesiano (2) será o conjunto das n
plas ordenadas (x1 ,x2 , ••• ,xn) com xi E Ai, 1 ~ 1 ~ n; o produto(;) será 
o conjunto das sequências infinitas (x))), com x)) E A-v para todo VL l• 

No caso em que Xi = M para todo i E I, põe-se: 

TT x i ::; M1 ; 
lE-I 

eTI se tratando de uma sequência finita (A~), em que o conjunto dos índices 
' I (l 2 ' n e . = \ ., , ..• , n ;. , escreveremos, no caso em que A,, ::; A, 'J = 1, 2, •.• ,n, A 

T . ~ 

em lugar de A- para designar o produto 

A1 X A2 .1, • • • X An = A-,:.. A>< ••• Y.. A • 
, 
E claro que se alV,tm dos f[..tores do produto cartesiano 

n~ X., 
7 r I :, , 'C" 

f ôr vazio, o produto também o será; a recíproca, isto é, o fato de q11e 

TT X?~~ 
'l,E- I ~-

po.ra tôda família (X.J 'J e.. 1 em que nenhum dos X.l é vazio, constitui uma 
{. . . ... . 

d~s formas do Axioma da Escolha, justamente a que adotaremos aqui. Entre-

t~rnto, para as famílias finj_tas, pode-se demonstrar apenas com o auxílio 

do princÍpj_o de indução fi:ni ta, g_ue se ncnhU1i1 dos fatores fôr vazio, o 

r:-roduto cartesiano tam.bém. será não vazio. 

T";. - ,..,, ' • dt t. -~: rq_J_~_ç oes. No caso em que nao e vazJ.o o pro u o car es1.ano 

<l ·:i. fa:~Í:Lia (A 1 ) ., ç_ I de 
. l '-

F = TT A . 
",. I l 
(. ~ ... 

partes de E, pode-se considerar, para cada crE I, 

a apl icaç&o fll'cr de F em A<Y , que associa, a cada elemento x = (x !__)'lE I de 

F o elo~e:::.1t o pro- ( x) = x 0 ~ de A0 _ • Essa aplicação pr cr- , que é, evidente

nlente, uma aplicação de 1'' sôbre ACJ , é chamada pro j e9ão de índice o- • O 

vaJ.or pr 0 . ( x) =-= x.v de pr 0_ para o elemento x ~ F é a coorgenada de índice 

e- da z.; e , sendo A wna parte qualquer· de F, pro- (A) será a projeção de 

.fnr::i.c~ cr do con junto A, ou seja: a projeção de A sôbre Aa.• 

Sendo Do- mns. parte de A(J" , tem-se: 

p~<Y(BG) = n· B 
{,~I 

onde B .: = A1 para todo 'l f cr • 
l., •. 

15. Distributividade da- j_ntersecção relativamente à reunião. Dada, --------- -- --·· 
para cada o- de um conjunto não vazio, S, uma família 

(A( e, , Z) \ ~ Ia-
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de partes de um mesmo conjunto E, pode-se mostrar que, quando sé finito, 
então: 

= I_J ( f~1 A(cr ,pr (~\)) • 
'\ '--TfI O"..., u ~ 
f\~ cr-

o-fS 

(4) 

Essa igualdade exprime a distrj_butividade da intersecção finita (por 

ser S finito) reJ.ativamente ~1 reunião). Ocorre expontâneamente indagar

se da validade ou não da igualdade (4) para S qualquer (finito ou não), 

sempre que TT I / ~- A resposta é afirmativa quando se admite o Axioma 
a- -s (5' 

da Escolha; e~ mais do que isso, a validade de (4) para S qualquer (sempre 

que TI I~ /:. ~) é, como teremos oportunidade de mostrar, equivalente ao A
<J"' ~s V 

xioma· da Escolha. 

A igualdade (4), para S qualquer, exprime a distributividade generali

zuda _sl~ intersecçã.9_ relati varo.ente à reunião. 

A fórmula dua~ de (4), isto é, a distributividade da reunião relativa-

~~:rite A in~ersecçã~, se obtém, simplesmente, substituindo-se, em 
por r ··1 e ! . l por l i • 

(4), 1 j . __ ,. 
., 

16 . Pc-1.rte do produto E X F definida por uma relação. Dada uma relação 

n ent r e os elementos genéricos x e y de E e F, respectivamente, vê-se que 

n R os t t:i m1ivocamente associo.do o sub-conjunto C de E/.. F, formado pelos 

ol emE:ntos (x,y) :-:: EX.E', para os quais x R y. Diz-se, então, que O é a 

par t e du E '". l i1 9-e~inid3; pela relação R. Por outro lado, dada uma parte 

q11~'.1q_ur;;r e : .. J~ /. F, existe uma única relação R entre os elementos genéricos 

x de E e y do F q110 de:E'ine C, Em particular, sendo f uma aplicação de E 

rnn F, os:::;a arú ica çnp define uma parte G de E X. F, que é o gráfico de f, ca

r:·,cter izad0 pelo féito d0 que: 

lº ) pr1(G) ~ E; 
2 2) (x,y) t- G e (x,y') ~ G ~ y = y' 

y = f(x) = y 1 ) • 

(visto que 

Hc c l prccam:~nte, sendo G uma parte não vazia de E x.. F satisfazendo às 

duas condições acima, existe uma tínica aplicação de E em F cujo gráfico é 

G. 
/ ~,~ 

Sendo, agora,~· uma classe (não vazia) de aplicações de partes de um 
r.-· 

CE::rto conjunto E num outro, F, chama-se ordem por ,.Prolongamento sôbr~ :~ à 
. -✓ ,.-;-

ordem em que uma aplicação f f :iJ' é i_nferior a outra aplicação g f. :J 
quando e somente quando o gráfico de f está contido no de g. 
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~ ~ ~ ! T U L O I I 
- - - :.:: == = = 

E S P A Ç O E. T O ? O L ó G I C O S 

TOPOLOGIA SÔBRE UM CONJUNTO. FUNÇÕES CONTÍNUAS. 

1.-/. D d a O um oonju11to E ( vazio ou não) , consideremos uma classe ,:__,..- de 

partes de E satisfazendo aos dois seguintes axiomas: 
,.--·1 
V_. I • A reunião _dos .9_onjuntos d~ uma sub-classe gualauer de f(:: per-

tence a (() • 

E pertence ~ r/11 - .... ,_. , e a inter~eccã~ d~ dois conju...YJ.tos quaisquer 

de '.!) pertence a r(; . 
- - ---·- - . .. . J 

... í .. \ 

Di zomos, então , q_ue a classe ((/ define v.ma estrutura topológica sôbre 

E, ou , mL:1. is brov emente, uma l~Eol.ogi~ sôbre E. O conj"tmto E associado a 

essa to pologia toma o nome de ~spaç o T(?_p_9_1Ógico, cujo suporte é E, e os 

ol e!:'..1.G::'l.i;os dêstc so di sem, ontão, pontos. As partes de E pertencentes à 

cl:1s i:w :·(.: si:io os con;j urrto~ abertos na topologia definida por 1[/ sôbre E. 
,,,..., 

Cüi:J.O c or1seq_u.ência de 1:') T, o conj1,u1to vazio é aberto na referida topologia, 

ü-;-t o é , port<:)llCO a (o ... 
• - I ,,-

E>::mã o ·.' ) o i:__; du.J.s to polog ias sôbrc E, defi:nidas, respecti varri.ente, pe-

·- ~; cl::. ;.;n{;S ·(! e (0'~10 partos do E, diz-se que {-5 é mais fina (menos fina) 
-' ,✓ - -·iJ _ rr'·) ,r, ír.,. 

qe.c {;_: qu~:n do E: Gàmon te qum1do ,i_,1 (_ 1,.1...J (respect. ( ~ ~-' C:_ · ~-✓- ); em outras pala-- , ~ ~ 
v 1.~·,3 : 0u::mdo todo conjtmto aborto em '(t) (respect. ·[· ) é aberto err:. -D (res-

•• I //"'\ 1,-·,J · · "' ' .., · t .. _ ) . As cla ssos {/ e ,.U definirao a mesma topologia sôhro E, isto 
• ... .,,/ -7-· ., 

0 , , = /) , qu é...; ndo e oàmcnte quando ,!J e, ao mesmo tempo, mais fina e me-
,· -: / 

.• . (/'i nos :i: i n:1 q_u_c; ·.~ • 

D,:.mt:re an t opologias sôbre E, a menos fina é a em que os únicos 

juE~os ubertos são o -,;azio e E, isto é: {) = ·l ~,E}; a mais fina, ou 

a topol ogia Q._i screta sôbre E, é a em que todos os sub-conjuntos de E 

aberto 8 , isto J: (( l = ~~(E). O espaço E com a topologia discreta~ o 

se chama um ~SJ2.3.ç_Q discretq_. 

con
seja, 

... 
sao 

que 

~ 
C.2E_j_untos fechados~ Sendo E um espaço topológico com a topologia 1D , 

diz--se que uma par-to A de }''J ~1 um conjunto fechado quando e somente qua11do 

seu complementar é aberto. Por dtt-'llidado 1 deduzem-se dos axiomas ([) I e 

<() II, as seguintes propriedade o dof~ conjuntos fechados: 
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E é fechado e~ . t ~ 

- _, - ~ ~n ersecçao de conjuntos 
qualg_~ (' 1) é - _..,,_~::.=.::.. 

~ '- l!!!! conjunto fechado. 
fechados, em número 

A reun~jo de conjm1tos fechados 
to fe~hado. --..;;.;..;;;.=., 

e , , 
m numero finito,~~ conjun-

18. Vizinhança.§!_. A cada ponto x de 
um espaço topológico E F ~' está 

w.11.vocamm.1te associado ,.uu conJ·unto r1)o/(x) v de partes de E, precisamente as 
partes V de E q __ ,_l,e contGm um conJ·unto .... aberto ao qual x pertence. Esses 
ConJ·1,.,.1+vo ~ i,,r -· .. ,.-· 1--( ) r~ 

s e , 

<... ~ _ _,. x sao as vü~i:nhanças de x na topologia 0. 
c:mt ão' as s eguintes I)ro1)r1· r:>d d 

Verificam

de x: · ~ a es para as vizinhanças 
.-.r . ~ 

VI· Se ... r ::-- :_:· · (x) -'~ W :·~v (wc:.E ) , então w f.: (1,f(x); 

V II· Se V .. ~ -. W pe_rtencem a ?)·\x), a j_nte:rsecção v,--.w ·também 
... / . .,. .( ) a ·.,, X • 

;r 

' III ' 
-r 7 , 1·.- , . 

. V 

pertence 

.,,, 
l '.: impo:rt {m t8 n ota r qu e, dad.9 um conj u..r1to E :/:- ~, e supondo associado a 

c ~C:l ,'. J. :,: --:· B um ÚJüco conjunto ? f(x) :/:- 0 de partes de E, com as proprieda-
~ o ,~ 11 ,7· •· ,. V . d . t N , 

,i1;.,,:. • 1 , I I ' v111 , IV enunc1a as '.:::?~·mn., en ao existe urna unica 'topologia 
• I 'f . 

côbr c ~ , sr.1 qae , para. ca da x E E, \ ./'(x) ~ o conjunto ( ou sisterr.a) das v-i-
• 1 ., , :::í r:.c1:-111çr~;c-; r.i. 8 x . Ess ~1 topolog.i.a E"J a cm que r~ classe àos conjuntos abertos 

, ., 
t..; e 0r mucL1 p0lo vazio e pelos suli-conjuntos de E, cada um dos quais é vizi-

dc c'.1<.la. rnn dof~ seus pontos. 

19. J ntcr i~r . _A_sJ.o r_~nciª. Fronteint. Seja E um espaço topológico e 

co:ns:.d cre:r:103 UJfül pa rte A de E. Chama-se interior de A à reunião de todos 

os c o11 ;i LL'1tos .:-:t bortos contidos ~m A; cl.JLtma-se ader~ncia de A à intersecção 

dos con j unt os fe chei.dos que contêm A. O interior e a aderência de A se de-
o -

zi.-.ri-,,.,,.1 r • ·,c · •- :- c ·:-i·.,.,. ... me1:·· •te por A 0 A. Diz-se que x é um. ponto interior a A 
- G-4'-U!. ' ..... 11 L) ,J \J V .;t J. ) o 

ou. ~:... cl f-;TCIJ. t c a A, Sí;;gundo se tenha x ~ A ou x E:- .A. Verifica-se, então, que 

:x l i nterior a A qunn:..lo e sàmGn-te quando A é vizinhança de x; e· x será a

derento a A qiland O 0 somente quando tôda vizinhança de x encontra A. 

Da d efin içi1o d e interior e adert:ncia de UIJ conjunto A, segue-se que 
o 
A é sempre aberto, enquanto que Ã é sempre fechado; além disso, tem-se, 

ev-id ent emE-)nte: @ == ~ === </1 e i :::: E = E• 
Chama-se fronteira de um conjunto ACE, ao conjunto 
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200 Fun.çÕes contínuas. 

topológicos e consideremos 

contínua no .Ponto x E E se 

1i_v 1 ) é vizinhança de x em 

contínua de E em E' se fôr 

.!!_omeomorfismos. Sejam E e E' dois espaços 

uma aplicação f de E em E'. Diz-se que f é 

q\lalquer que seja a vizinhança vt de f(x) em E', 

E. A f se dirá, simplesmente, uma aplicação 
.1. , conl,inua em cada ponto de E. 

Verifica-se, então, que fé uma 

e somente quando a imagem inversa, 

é u.111 conjunto aberto em E. 

aplicação contínua de E em E' quando 

pela f, de todo conjunto aberto em E' 

Se f fôr uma aplica cJão biunívoca e con·tínua de E sôbre E', e a sua in

versa f ôr, tari.bém, Ulllfl aplicação contínua de E' sôbre E, diremoa,que fé 
um homGomoTfismo entre E e E'. 

Dois espaços topológicos E e E' dizem-se homeomorfos quando E= E'= 

•- 0, ou qu!1lldo existe mn homeomorfismo entre E e E' • 
~ 

21. pub-espaços. S0ja E um espaço topológico com a topologia (o e 
.-...... ~ 

c or1.s ider umos ur'.13. p3.rto A dr~ E. Pode:nos, então, definir uma topologia (~) A 

s ôbr e A, em que a classe dos conjuntos abertos é form-3.da pelas intersec-
,--.o, ,.,,-

ç Õ ♦::; s, com J\, dos conjuntos abertos em "Co. O espaço A, com a topologia l.~,_o! 

S("J di~~, c-:mt s.o, um s~9.-~~spaç9. de E. 

---§---

§ ;22 FILTRO E ULTRA-FIL~~RO. ESPAÇOS COMPACTOS. 
,-;, . 

~ . y,., " t clr:.ss e nao vnzia J ,..J , ae par es 

f :i.:~ t::co sôbru E > se forem verificadas as três 

de um conjunto E, se diz um 

seguintes condições: 
-- ·---~ 

11· 

_'j, 

~-·rrc 

s o A i;. . . ;~~ ; _~321~3o todo sub-conjunto B de E que contenha A, ta!Ilbém 
e:· 

ue r tence a J ; ~ ·----·-- -
;\ 7 ri-1-;orsecc.9.o de con;juntos de ~-- .- ... ---~J.---- ·--

em n1únero finito, pertence 

· J::·· 
[l ·' • 

0 con;jLl..nto_ ~nzi~ não _Eertence -ª _rr. 
m d 0/ ~ classe das partes de um conjunto E que contêm 
·.l. om3.J:1. o --se, p.:::t ra - , " 

A !~ de·E, tem-se un 0xemplo de filtro sôbre E. 
ll.TD. sub-cor:.junto · fixo r y.; r.-- _,-f 

Xi__. /:l'.""'1 ~ôbre E diz~s e que ;~,, é mais fino que 2f ( o 
Dados d 01· s filtros , :, e ~ 1 0 ' ,-:,,. -.1-. --1 1 I • / , t d b ~ f • P Ji ) so -;_{ __ _ -;· , isto e, se o o su -

qual se dirá on-tao. menos~ quJ __ .. ' ,r.:--
' · (íT'-'pertence também a _f • 

conj1mto de E pertencente a -2 

· t ifi dos filtros sôbre um 
CG -::1!="11· derf"r1do-se o conJun o ~ Ultra-filtro. ! - ~ .. --- - --·,--
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conjunto E, e ordenando-se rfi. pela ordem n U_)J,, é fÍl' ( /í'r a'! '6..) 

~ 'J mais fino que '::F " ::!" ,~€~ , 
então todo elemento màximal de~ é o que se chama um ultra-filtro sôbre E. 
Em outras palavra~, um filtro q{/sôbre E é um uJ.tra~f~ltr~ quando e somen

te quando não existe nenhum filtro · estritamente mais fino que 0.i. Por e

xemplo, 0 conjunto q/2das partes de E que contêm um elemento fixo a E E, 
é um ultra-filtro sôbre E. 

. ó/ºº 
23. Ba~ ge 111!! filtro. Sendo ~'-lfUJJJ. filtro sôbre E, e.~ um sub-con-

junto de ~~ diz-se que -~ é uma base de 1r" se dado um conjunto qualquer 

A E: ff·-, existir um conjunto B E- Jd contido em ~; em outras palavras, se 1/'"' 
fôr pre cisamente o conjunto das partes de E que contêm algum conjunto de 

~. Assim, por exemplo, num espaço topológico E, o conjunto 1.Jl(x) das 

vizülhanças de um ponto x f E I que é, evidentemente um filtro sôbre E ( o 

filtro das vizinhanças de x) possui para base, o conjunto das vizinhanças 

abe rtas de x. 
~ ÓLJ (J'jj 

Da definiçao de base de um filtro .':!f .sôbre E, vê-se que se % fôr uma 

base de -~, ser3.o verificadas as segui.ntes propriedades: 

0i. .. 99; 
A interse~ção de dois conj~tos Quaisquer A e B de 3B contém 

um con;ugito de ~ • 

~ Ger gsfan de um fi ~_~E.Q. po1~ ~ conj~nto de partes. Dada uma classe nao 

v·· , r· J.· .- ,{! e~,., 1-,. rt 8 c, de F, de modo que a intersecção dos conjuntos de uma .-.. , .d , '.:J • -l v J v , O . . 1 0_ 

sub-cl a sse finita q un.lquer ( não vazia) de '=J· seJa um sub-conjunto não va-

. d E , 1 - t~ao qtie O conJ·unto '{} de tôdas essas intersecções ½l o 0 • , } ' e a ro ~ en c. , • <JI;"' 
c,,_.., t i· n (il) (fl.) Conºiderando-se agora I Q conJ1.mto PI das partes de 
-~ u, · f3I3.Z --{JI 8 . ./.JII · . ._, rt.J.1 #.. á um filtro sôbre E, do qual c§I 
E que cont êm a l c;um conJunto de 7:.1_!_. - ser _ , _ . 

-· . . . ;: (J,_t, ( e· evidentemente! e o menos fine dos e luna base . Diz ·· Si:: , en tu.o, que ?:I qu , ,;.g. 
·"" · . . ti>- d,) é O fj 1 tro gerado por c-v ; êste conjunto se 1.i l t r os sô bre B que con ~m ~ . · ----- _ 

. (j].-
diz um s üjtema de geradores ~ -~· ·----·-·- ..... _ ........ -

classe não vazia, 3'i, de partes de um Do qu~; preced~, rosnl ta que ~ 

-~aj __ u!~to -E, é ~ base de_ ~ filtro s~ E 

j;J_sfaz ~ propriedades ~I 8 -~II· 

gu~do ~ somente g uando ~ sa-

~ de E em E' e consideremos uma baaplicaçao 24. Seja, agora, fuma 

se ~de um fj_ltro sôbre E. Pondo-se 
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,.,, .. , / 
'J~t,), ( 

V -~,J I é . ./.J = -{ f (A) e E , 1 A ~ o/_) 1-i 
ver-ifica-se que J't" b · - ':J ' 

. . uma ase de filtro aôbre E'. Tal base :k/ chama-
da imagem direta ]ela f da b 07J. ' -0 , ~ 

"' ' ase ✓-J, se costuma indicar por f(~). E se'1õ 
for base de um uJtra-filtro ~b E N @ · so re , entao f(./ú) será, também, base de um 
ultra-filtro sôbre E,. De f -t J1I · ~ , 

.,,.,,._11 ª 0 , sendo ?f o filtro ( sôbre E' ) de base~ = 
- f ( ] ~ ) se · 4- ~ ô f -1 .,, 

;;/ ' ~ - ✓ r r um il tro ( sôbre E') mais fino que Cj/ , então dever-se-
á ter, quaisquer que sejam B" ,. g 11 A .e rJ/_) t' ... e .. . .1/2) : 

B 11 I "' \ f ( A) # ~ t 

donde 

-1 
0 que mostra que f(B") encontrará todo conjunto do ultra-filtro Ú/.J..1aôbre 

~ -E, de ba se -~ .J , e por êsse motivo pertencerá a ,'j!J..1, isto é, conterá um cer-
. - ,7µ -1 

to conJun to .~ :-: -- .-~-' • Como B" :~• f ( f ( B")) ~) f (B), segue-se que B" +: .:JJ"": o que 

pr ova que (f-/é wn ultra-filtro sôbre E'. 

25. Filt ros p.os espaços topológicos. No caso em que "E é um espaço 

topo1 c5g ico, pode-se definir a noção de ponto aderente, e a de limite deu

m::1 bas e de filtro. Assim, diz-se que x é um ponto aderente à base XJ de 

ur~ fil tro !;~. sôbre um espaço topológico E, quando x é aderente a todo sulr

conjunto de E pertencente a J1 . O ponto x será dito limite da base~, a 

qual, então , _converge para o ponto x, se o filtro ~ :·(sôbre E) gerado por 
·1' 
1; , fôr mai::; fino que o filtro das vizinhanças de x. 

Qci:-.:in uo , num espaço topológico E, uma base de filtro -~ converge para 

:-ügum rionto de E, dizemos que ~Jij é convergente em E. 
•:í0, Pode a cont ecer que uma base de filtro, -{i , convergente num espaço to-

pológico 1~ admi t a mais de um limite. Isso não se verificará, porém, se E 

fGr ·um espaç o s eparad2_, isto é, se satisfizer ao seguinte axioma: 

Axionw. de HAUSDORFF: 1'Dados dois pontos quaisquer x e y de E, com ·---- --
x f y , existe uma vizinhança de x e~ vizinhança de y sem pon-

t os comuns 11 • 

A topologi a de um espaço separado se diz, também, separada. 

26. E.êJ?l~Ç'?_!? g~mpact~~. Um espaço topológico E se diz compacto I quan

do se vc-n·ificarn as seguintes condições: 

{a) 

{b) 

E é separado; 
Todo recobrimento aberto (isto é, formado exclusivamente por 

conjuntos abertos)~ E contém~ ~-recobrimento finito de E. 
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Um espaço discreto, por exemplo. é , compacto quando e sbmente quando é 
finito. (A topologia de um espaço compacto se diz compacta). 

Da definição de espaço compacto, 1 resu ta a seguinte 
PROPOSIÇÃO 1: Par , . ague~ espaço separado, E, seja compacto, f neces-

sario e suficiente que todo filtro sôbre E admita pelo menos y;e 
;eonto aderente. 

Para demonstrá-la, observemos, primeiramente, que a condição (b) da 

definição acima é equivalente a esta outra, dual de (b): 

(b'). Tôda familia de conjuntos fechados em E, cuja intersecção é va
_zia, contém uma sub-família finita, cuja intersecção é, também, 
vazia. 

Sendo, agora , '!fUJn filtro sôbre E, e supondo E compacto, provemos 

que a intersecção das aderências dos conjuntos de W'é não vazia. De fa

t o, do contrár_i_o haveria, em virtude de (b'), uma parte finita ~ 1de :Jf', 
de tal m0do que a intersecção das aderências dos conjuntos de S7'1fosse va

zi a , o me smo acontecendo, com maior razão, com os conj1~~os de ~ ---~ che

gar -se-ia, assim, a uma contradição com o fato de que ,;;/--· é um filtro. 

Se , por outro lado, todo filtro sôbre E possuir, pelo menos, um ponto 

a der ente , E será compacto, pois, sendo (F ;~ ) 7., f.: I uma família qualquer de 

con junt os fecha dos em E, cuja intersecção é vazia, tal família conterá u

rna sub-família finita, cuja intersecção é vazia. De fato, se não, pondo-

se ·-f = _ p 1:. _ ~ , <-!} geraria um filtro ~y- ··s~ ponto aderente, pois a 
1., l· , I 1./ 1. 

i ntersecçüo das aderências dos conjuntos de -~t está contida na intersec-

Ç,3. 0 dos e on juntos de ,_t;' que é vazia, C. Q • D• 

Provemos, f i nalmente, a seguinte 

PROPOSI ÇÃO 2: N~ espaço compacto E, tôda base de ultra-filtro é .2.2.a

vergente . 
;'-- J 

Com efeito , s eja .%1 uma base de um ultr~-filtro -//1 sôbre E, o qual ad-

m· t · , t~ to aderente x· como tôda vizinhança de x encontra to-
1 ira , en ao, um pon , ..-- ·; 1 

d • :.J'j· A te é um ultra-filtro , então :.1_h será mais fino que o o conJunto de , . . _.,, e ~s 
f ·1 d x, i·sto é, :~~ convergirá para a ponto x, C.Q.D. 

i tro das vizinhanças e -

Nota. Um espaço compacto segundo a definição adotada aqui é o que, em 

alguns tratados (por exemplo, no de ALEX.ANDROFF e HOPF [ 5 ]) se chama de 

b (po1· s, de acôrdo com êsses tratados, um espaço bi-
-1:-compacto separado 
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compacto é um espaço topológico 

satisfazendo a condição (b)}. 

§ 2g - PRODUTO DE ESPAÇOS TOPOLõGICOS. 

27. Seja (E?) l.c I uma família de espaços 6 ~ L , topol gicos, cada Et, com a 
topologia lDi,, l f I. Pondo 

F = TT E, J 

t.E-I ,, 
onde os fatores E são os suportes dos ·--- z espaços Ez. com as respectivas topo-
logias (o&, consideremos as partes de F da f Oima 

(5) 

onde cada A1 é um sub-conjunto aberto de E~, e, com exceção de um número 
finito de Índices, A, = E6 • É claro que a intersecção de conjuntos da 

forma (5), em número finito qualquer é, também, um conjunto da forma {5). 
Seja, então, (Íj o conjunto de tõdas as possíveis reuniões de conjuntos da 

forma (5). É fácil verificar que(!; satisfaz aos axi~mas ([JI e ~II dos 

conjuntos abertos, e, portanto, define uma topologia (Ô sõbre F, na qual 

os conjuntos abertos são, precisamente, os conjuntos de (O. Os conjuntos 

da forma (5),que são particulares abertos emiÕ, são os conjuntos abertos 

elementares de {,,. 
7" O espaço topológico F, com a topologia ,o, é o produto topol6gico da 

famíl_ia (E ~.\~ I dos espaços topológicos E (espaços fatores). Por sua 

vez, 1,; .. é _topologia produto da família ( fc\) lE I • 

Qu::1ndo F 'f ~, cada projeção prcr sôbre ECT , ~ percorrendo I, é uma a

pl:Lca~'ão contínua de F (com a topologia produto ·Q) sôbre Eo-, pois sendo 

~ cr um .aberto qualquer em Ec, , o conjunto 

p~ ( ri ) C F 
cr cr i~ • 

será um aberto elementar em F. Além disso, :o é a menos fina das topologias 

com essa propriedade, pois se (Q 1 fôr uma topologia sôbre F para a qual 

pr é contínua, qualquer que seja crf. I, então os conjuntos abertos ele-

m <Tt r:1·' ~ abertos na 'rr / e portanto, todo conjunto aberto na en ares na e\ ~. serao -<-· , • -

Jj sê-lo-á na fc/ . .,_ 

28. Produto topológico~ espaços sep~ra~os. ~eja (El)l~ I uma famí-
1 , cuJ·o produto F e nao vazio. Subsiste, então, a 
ia de .espaços topologicos 

seguinte 

PROPOSIÇÃO 3: Para ~ue 2 ~pr~o~d=u~t_o topol6gico F seja separado,! neces-
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sário ~ suficiente _g_ue o seja cada um 
A condição , , . - - _ ~ fatores E2• 

e necessaria pois d d . , . , a oe, num qualquer dos espaços fato-
res, digamos, Eo- ' dois pontos distintos quaisquer, x e y , e sendo 
x = (x z_) e Y = (yl) dois pontos de F que difiram unic~ent~ pelas coorde-
nadas de Índice a- ( isto é, -..1 , ..1. 

tos elementares 
x t = Y(~, v r..-r <:r, 'i.., f I), existem dois aber-

V=== TT A.,_ ~ e w = TT B? , 
vizinhanças de x e Y ,. respectivamente, sem pontos comuns."' Como x e y 

o- (J" 

pertencem, respectivamente, aos abertos A e B em E e além disso 
- o- a-' c:,-t , , 

Acr nao encontra Ba- ( pois do contrário, V encontraria W), segue-se que Ea-
é separado. 

A condição suficiente é consequência imediata da continuidade das pro
jeções prl. 

29. Compacidade do espaço produto. Dada uma família qualquer (EC. >.~ -fI 

de espaços topol6gicos , com F = lT E1 não vazio, pode-se provar que se o 
produto topológico F fôr compacto, então o mesmo acontecerá com cada um 

dos fa tores E 2, • E a recíproca é verdadeira, desde que se admita o se
guinte axioma (ao qual chamaremos de axioma dos ultra-filtros): 

( czl ). Dado ~ filtro qualquer, T, sôbre ~ conjunto E, existe um 

ultra-filtro sôbre E, mais fino que~ 

Pode-se mostrar que êsse axioma é uma consequência do Axioma da Esco
lha; porém, não estamos seguros de que exista equivalência entre ambos. 
Rea tringindo-nos, então, exclusivamente aos axiomas admitidos até agora, 

podemos provar a seguinte 

PROPOSIÇÃO 4: Seja (E 1_)LE I ™ família~gualquer ~ espaços topológi
cos cuj o Eroduto Fé não vazio. Entao, para que 2 espaço produto 
F sej a compacto, é necessário que 2 seja cada um dos espaços fato-

res . 

~ Suponhamos que F seJ·a compacto; então, F será separado, Demonstraçao: 
~ do número anterior, sê-lo-á, também, cada um dos e , pela proposiçao 3, 

espaços fatores. Por outro lado: sendo (.[ L}~\f L um recobrimento aberto 

do espaço E , então 
(J" 

será um recobrimento 
finito (pto- (f2,).1), 

(pt a- ( _()Â)) ~ ~ L 

t d F e portanto, conterá um sub-recobrimento aber o e , , . 
-1 ( (-l, ) ) ; portanto, (Í 2í\. , •• •, f ):- ) será um • • • , pra- J ) n l .... 'n 
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sub-recobrimento finito d (n ) 

e l L/\ í\E 1 , o que mostra que Eo- é compacto; e, 
e omo <Y" é qualquer em I, segue-se a ... 

proposiçao, e. Q. D. 

Se, agora, admitinnos O axioma dos ultra-filtros, a condição expressa 
na proposição anterior será tambe'm uf' s 1ciente; de modo mais preciso, sub-
sistirá o seguinte 

TEOREMA 1: Para que~ ]roduto topol6gico F seja compacto,~ necessá
rio e suficiente que~ um dos espaços fatores seja compacto. 

Demonstração (condição suficiente): Suponhamos que cada um dos espa

ços fatores E í_:. seja compacto. Dado, então, um filtro qualquer 21's õbre F, 

existirá (pelo axioma dos ultra-filtros) um ultra-filtro ~7Jjmais fino que 

f ..... Porém, para cada 2 E I, a base de ultra-filtro ::bi = prl ( 14j.) sõbre 

E;~ converge pa ra um Pº:;.~º xt E- El que é único, em virtude de que E1• é se

parado. Provemos que L1~converge para o ponto x = (xi)t~ Ide F. De fa

to, dadn uma vizinhança qualquer V de x, V conterá um conjunto aberto ele

mentar 

ao qual pertence x. Então, com exceção, no máximo, de um número finito 

de :Índices , digamos l 1 , ••• , Z.n, teremos A "7, = E í' donde 

Como 

(l '. k < 

que seja 

-~ -1 
A :; 1 1 pr,(Azk) • 

k=l Cic 
' C/.)_ 

cada A.~k pertence ao ultra-filtro sôbre E!'.k gerado p~r ... ºlk 

) _ ue p-~ - (A, ) pertence ao ultra-filtro ~JJ, qualquer 
n I segue se q '·k 7.k ,11 
k entre 1 e n, donde A, e consequentemente V, pertence a""--~-• Por-

;1· par<'.) x, donde se conclui que x é tanto, ·,., converge °' 
aderente ao filtro f/~ 

O. Q. D. 

Nota. O t eorema que acabamos de demonstrar é o conhecido Teorema de 

TYCHONOFF para os espaços 

pode-se demonstrar o 

compactos. Admitindo-se o Axioma da Escolha, 

d to (não vazio) de uma família qualquer de 
TEOREMA 1' . Para gue .2. pro u - - , , . 

- . ·a um espaço bi-compacto, ~ necessario e~-
espaços topol6g1cos ~ - ~.._- -

. ada um dos espaços fatores. 
ficiente gue o seJa .9..-..- - -

~sse teorema, aliás, 

trou J , KELLFJí [ 6 J • O 

, . lente ao Axioma da Escolha, e equ1va 
. d Escolha intervém na prova Axioma a 

segundo moe

da condição 
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suficiente do teorema l', em virtude de que,. para cada cr do conjun~o 4oe 
índices da família dos espaços fatores, o conjunto dos pontoe de Bcr que 
são limites da base pr<T' (<"?l) de ultra-filtro pode ser conetituido 4e mais 

de um elemento. 

--------
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~ ~ ~ ! ~ U L Q 
- - - = = = I I I 

e; = 

AXIOMA J2..! ~SCOLHA E CERTAS 

PROPOSIÇÕES QUE LHE 

§ Ã ___ O E ~ U I V A L E N T E S • 

§ 1 º - .ALGUim TEOHE~'JAS SÔBRE OS CONJUNTOS BEM 

OlillEN.ADOS , 

30. Neste capítulo, trátaremos do assunto pràpriamente da tese, co

meç2nào por demonstrar, no presente parágrafo, três teoremas sôbre con

juntos b em or don~dos, quo sorã.o utilizados oportunamente. A fim de evi

tar q_ue o enlu:,.c i s.do do primeiro dêsses teoremas se torne demaslado longo, 

vamos f 2.:3or a lgumas consicloraçÕes iniciais, introduzindo uma particular 

r olo.ç 5.o de ordem ontre u.s boas ordens sôbro partes de um conjunto dado. 

Se ja E um conjunt o não vazio, e tomemos duas partes~ e A2 de E, 

bc□ or c.lcn:..d.2..a 1::cl a s ordons UJ1 e UJ2 , respectivamente. Ponhamos, então, 

(01 ( UJ 2 ou~1lc"l o e sàment o' quo.nclo A1 e A2 e 

( x w2 y, com y E A1 ) =9 x tl\ y • 

S;.: nd o S-l o conjunto das boas ordena sôbre partes de E, verifica-se 

que lu 1 ( OJ 2 ((.,o1 ,w2 f.f2) é, de fato, uma relação de ordem sôbre U. 
Vvi~ifi c ::!--S '3 ,cdnclo., quo LU 1 ( w2 so e sàmente se todo segmento de A1 

coi2.w i dc com l m1 segmento, de mesmo extremo, de A2 . Em outras palavras, 

<l.c;:;icü:...:ILÜu-::::e: , c oL1o no nQ s, por A(x) o segmento de extremo x, do sub-con-

l·, , -1- , , do ,i de E ter-sn-a' l" ( ,, ) quando e somente quando u C.llGO LtC!J o~•.J.8n~ n , . '-' vl - IA.- 2 -

J. (·.·· ) _ '. ( - ) V "'- ,. A • Do fato se W ~ w2 , dado x E .A1CA2 , tem-se, 
~7 - - - ~ l ,) X l ~>- \:; 1 , 1 

.._._:, ... . ,. 0 ,0 •• 0 '-- •. ' E r, (v) ou s c J·a y (ü1 x (donde yW2 x), Y E A2(x); e se 
~- --- ...... i., V. .l .1-11 -~ .. 
:' E ,t..,(x ), ent:3.o y ú..\ x, donde y E_ .A.1 (x). Logo, ,.,Al (x) = A2 (x). Recipro~ 

.::. ( ) - .i. d x E A entao, e.o < W • De fato, e e:·-~-1..--.. -, -,t ,-. ~· . ., ,, ( x ) = A x , po.:ra 1,0 ° 1' l - 2 
'-., ,.. .. .1,,.t __ _ \,.., ' ,_ t;: .l. J.7 2 ' 

. -~.!. ~ •• "' ,,\ y com y E A , tem-se A2 (x) CA2 (y), cl ;."J." ' O q11 -~ \ : A • :::i l •·'ill d:iSuO' se X l.,V2 , 1 
..l.. - .,_tj ,!;. -- 2 ' e;, .., 

l . ,ü y• logo W < C.02· donde A2 (:-dCAl (y ), e , pois, Xv-1 , , 1 - _ 

l?roVGrllOS' agOI'a , o . 

1 ;,u·nto D.' de_\ L(êste ordenado por Cl\ ~ c,u 2), 
T·EOREI1A 1: Todo suo-con,c::_ - -

-t l te ora"enado Eossui mínimo. não vazio e to n men !:.=-.=.-:;.=---' -
~ . • 0 lugar, designando-se por E w a parte de 

Demonstraçao: Em prime~r . ~ 
'T;\ ----- d verifica-se que a inclusao Ew1c Ew 2 , 
~ Sôbre a qual CO é uma boa orem, ~ < 

. rü ( 1 1 , De fato , se nao fosse W1 _ UJ 2 , 
com cu Lü E Í 2' a.carreta sempre --1 - Vv2 • 

l' 2 ' 
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ter-se-ia co 2 (Ui , donde E w 

-.i. seria uma pa t ~ hip6tese. 2 r e prupria de Ew1, contra a 

Pondo,agora, 

A= n E w' 
t u E-fl' 

provemos que A coincide com um certo~ íl_' 
""'<.o , <...u E • Com efeito, deixando 

de lado o caso · d· t D' 0 0 
une ia O em que possui um único elemento seja w uma 

d ,,, , 1 
boa orem pertencente a~ L, para a qual o conj~to E possua elementos 
fora de A, e designemos por mo menor de tais element:1de E • Sendo 

~ ,,..l, Ú)l , 
entao, cu O um elemento de:.. para o qual mi Eu, , tem-se y u>im, estrita-
mente, 'r;/ Y ~ E e.o • De fato, como E lo i..j:. E cu n~o poderá ser UJ ( w · 

. . 0 , l o' l - o' 
logo, lo 0( ,u 1 , isto e, para todo y ·f Ew tem-se (conservando-se a nota-

~ - o çao adotada nas consideraçoes precedentes), 

E (JJ ( y ) ;;: E U .) ( y ) 
o 1 

~ como m nao pertence ao segundo membro (pois não pertence ao primeiro), re-
sulta y u;1 m, estritamente, segundo nossa afirmação. Em resumo, qualquer 

que s eja y E Etu, tem-se y e A, visto que, do contrário, m não seria o 
o 

menor elem_en to de E CU:J. fora de. A. Com~, por outro lad9, AC Ew0 , então 
A = E,. . Portanto, E,,, C Ecu 'ti u.• E: .f) , ou seja (em virtude do que obser-

uJ O 1.-v O r , I 
vamos no início): (O ( w para todo cu f J L • Logo, i:.u0 é o mínimo de 

I O -

-~ '-· , C º Q Q D • 

31. Para os teoremas que se seguem , vamos, primeiramente, fazer as 

seguintes observações: 

send o A e B dois conjUntos ~ ordenados pelas ordens x ( y e 

x t ·\ y, , r~spe~amente, ~ f ™ aplicação estritamente crescen

te de A em B gue transforma !2,g.Q_ segmento de A~ segmento de B 

( i sto é t~ imagem direta, pela f, de cada .segmento ~e A é úm seg-

) t ~0 fé única (ou seja, tôda aplicaçao de A em B, 
mento de B, ~na _ =--
nas condições de f; coincide com f). 

•t houvesse outra, g # f; sendo, então, u o 
Suponhamos com efei o, que 

' · f(x) f g(x) teríamos, digamos, f(u)-<( g(u); 
menor dos x de A para os quais , , , . 

, ( ertamente existe e e unice) sa11sfazendo 
ora, para o elemento v e A que c () 
g(v) = f(u), resultariav(u, donde f(v)~f(u) =gv' o que contradiz a 

hipótese sõbre u. 
' dar um nome à aplicação f; 

de linguagem, convem 
Por comodidade 

esta 
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, , 

sera, para nos , a aplicação -..;.::;.;~~ ,E_rincipal de A em B. 

2§) Se existir~ aplicação biuni 
sôbre B (e voca estritamente crescente de A 

. aso em que A e B se dizem semelhantes) 
cide com a apl. ... __.;;,;===.:.~ . , então, f coin-

- - icaçao _].;;;..;ri=· n;;;.;:c::.:i:..i::P~a=l de A õb _ s re B. 

De fato, sendo A(x) um segmento 1 qua quer de A tem-se, evidentemente, 
f(A(x)) = B(f(x)). ' 

Do que precede, resu.l ta que um · t ... conJun o bem ordenado E nao pode ser 
semelhante a uma sua parte p ' · E ropr1a O que satisfaça à seguinte condição: 
se x E E0 , então 

cação f de E0 em 
~ , 

E0 contém~ segmento de E de extremo x. De fato, a apli
E para a qual f(x) = x, 'qx E E0 , é aplicação principal, 

e nao e sôbre. 

32. Demonstremos, agora, o 

TEORE~1A 2~ Dados dois conjuntos bem ordenados A~ B, existe~ aplica

ção principal, ou de A em B, ou de Bem A. -- - -- -
Demonstração: Seja A o conjunto dos x ~ A (A bem ordenado por x ( y) 

o -
para os quais existe a aplicação principalf do segmento A(x) ( bem ordenado 

X. 

pela ordem induzida por x ~ y) no conjunto B (bem ordenado por x::_ y). É 

claro que A0 t ~, pois o primeiro elemento m de A pertence a A0 • Além 
disso, se x é A, então A(x)c~A0 , pois sendo y um elemento qualquer de A, 

o ~ 

i nferior a x, a restrição de fx ao segmento A(y) é a aplicaçao principal 

de A(y) em B, 
Pondo-sei agora, para cada x ~ A0 , f(x) = fx(x), verifica-se que fé 

a aplicação principal de Ao em B. De fato, fé estritamente crescente, 

pois se x< y (y E A0 ), vem 
f(x )::;: fx(.x) = fy(x) -\fy(y) = f(y); 

e, tendo-se , ?&.ra todo t ( x, fx(t) = ft(t) = f(t), resulta 

f(A(x)) = fx(A(x)) = B(fx(x)) = B(f(x)). 
O teorema ficará, então, demonstrado, se provarmos que, 

f(Ao) = B (neste segundo caso, a função inversa de f será a 

ou A0 = A. ou 
aplicação 

Principal de Bem A). • óteses fosse verificada. sendo u e vos mí
Ora se nenhuma dessas h1 P 

n· 1 f(A) respecti~~mente, e pondo-se, para todo x ~ A0 
.. :mos de A - Ao e B - o , tD(u) = v, ter-se-ia <f = tu• don-
Y(x) = f(x), enquanto que, para x ~ u, ~ 

de u F A O que é absurdo. O, Q. D. 
. o. 
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0bservação. s nh upo amos que A e B 

a induzida por x, -< y, Ent~ · e que ª boa ordem x < y sõbre • aeja. 
- • ao exia t . á - ª 

d A B D ir certament -e em • e fato, indicando t bé e a aplicaçao princ~pal 
~ am m por x ( b 

que, agora, nao acarretar , ~ - Y ª oa ordem sõbre B ( o 
a confusao) e reto 

· como a aplicação principal f d ' maruio o conjunto A0 , assim 
e A em B conat "d 

cedente, mostremos que A _ A O ' rui os na demonstração pre-
o - • Ora se as · -

= B, e, pois, no caso de exi t· , sim nao fasee, ter-se-ia t(Ao)= 
s ir algum t de A 

y o menor dêsses t e x O 1 o para O qual f(t)) t, sendo 
' e emento de A para o qual f(x) - viria 

f(x) = y ( f(y), donde x< y e portanto f(o) / (. - Y, x ~ x Y, o que é absurdo. No 
caso em que f(t) ( t, para todo t t A t d 
o elemento de A para O 1 f( ) 

0 , oman o-se y é A - A0 , e sendo x 

, -A , o qua x = Y, ter-se-ia y ( x, isto é, y ~ A(x) 
-- · 0 , o que e outro absurdo. L A ogo, 0 = A e fé a aplicação principal de 
A em B, C. Q. D. 

33. O teorema 3 será tn=be'm p d"d d .:....u. rece 1 o e algumas considerações, que 
f aremos a seguir. 

Tomemos o conjunto fL das boas ordens sôbre partes de um conjunto 

E f 0, já considerado no teorema 1 dêste parágrafo. e definamos sõbreJ/. a 

s eguinte relação de equivalência R: 

l.01 = w2 (mod. R) ( wl, W2 E ft) 
quando e sàreente quando os conjwitos bem ordenados Eu.,.., e Ew 
lh , · J. 2 antes . (Para cada Uj E-l L, E0 J designa, como sempre, a parte 

a qua l u_· é 1XI1a boa ordem). 

-sao seme-
de E sôbre 

Ve r i.fi ,J& -se que R é, efetiva.mente, uma relação de · equivalência sôbre 

~ '~ . De signando, então, por~ o conjunto quocien·ce _Q /R, vamos definir 

uma relação de ordem sebre rt(Q , da seguinte maneira: 
~ 

0, -~ (::'.> ( O( ' (3 f ·11~ ) 

quando e somente quando, sendo w1 e w 2 representantes das classes Y.. e 

(3 , respe ctivamente, existe a apJ,ic.princ .e.e Ew1 em Eu.,12 • É claro que essa 
definição de ex -< (j não depende dos particulares representantes das classes 

C'} e :"?> ; e ()(. < (3 ~ efetiva!!lente uJna ordem sôbre /(Q., e, mais ainda, uma 

ordem total (teorema 2), 

Posto isto, provemos o 

TE09YMA 3: o _2E~j_3:1E!Q. f«2 f _!>_0_!1! -º!:.º-Ei3Bª4.9. E~Lª grd em CX i (3 • 

Demonstra ão: se provarmos, que existe uma aplicação t do conjunto 

( sup-·-t··-··- ·-.:,···---9·-·•-1 ) d r-.l. de J{á estritamente inferiores a \B, no conjun-
os ·o nao vaz o os .....,, -'-' 

to E t fJ a' demonstrado. De fato, seja Yi uma parte qualque~ 
w, o eore:::na. ~cqr 
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não vazia, de ~ e tomemos, nela, um elemento ,::; . 
d! ? . Ora , meiro elemento deCff, nada teremos -

que provar; se nao, a 
se S for o pri-, 

imagem, pela!, do conjunto dos elementos de .f/. t • 
es ri tamente inferiores a (3 possuirá, em 

E um menor elemento x s d ,., ~ 
t-0' 0 • en o, entao, ex , o elemento de ..Y-1-- para o 

qual ~('Xo) = x0 i 0< 0 será o menor elemento d~ :7t; com efeito, como! é 
estritamente crescente, tem-se ex \ Ol para todo ex de Sff estritamente in

ferior a (1; e, como <-IIQ é totalm~n;e ordenado tem-se ex 'O'· para todo O< 
ri! ~ · ' 1 O' 

de Yr nao estritamente inferior a t·, visto que í3 'r'd
0

• Logo~ é bem 
ordenado. 

Tudo se reduz, então , a demonstrar a existência da aplicação j. Seja, 

pois, o< ill'l elemento qualquer de ifQ.. estritamente inferior a (3e tomemos um 

representante cu' de (X • Como OZ '\ (:\ existirá a aplicação principal f' de 

E(,c/ em Eu_•, ; além disso, sendo co" um representante da classe O .1.. O', , e f" 

a aplicação principal de Eco II em Ee,u, tem-se, obviamente: 

f"(EW") C:. f' (EU_;') • (6) 

E J ,, · · e bro de (6) será uma parte própria do segun-se )( 'l ( l' , o primeiro m m 

do. se o'== o< , ter-se-á, em virtude de ( 6), a igualdade 

f 11 ( E w 11 ) = f ' ( Ew , ) , 

isto é, essa imagem direta não depende do particular representante de ex. 
Fica, ass im, unl vocamente determinada, para cada o.< f->, ª parte Ao< de 

E • de E . pela aplicação f 1 principal de Ew, em Ew, onde w' (,{.)' imagem w• ~ , 
• C( E e y ~ex entao Av sera uma parte é um qualquer representante de • . s o , u , 

, . F A êste conjunto contera o segmento própria de A:y, • Alem disso, se x , O< , 

Eu_/x ) de Ew (imagem, pela f' ' de um segmento de Ew,). 

Condtções de construir a apltcação t• Estamos , agora, em 
1 0 , ..e: (3. y == ![( <X ) , onde y é o menor eleDe fat o , ponh~os, para cafa , : i-. 

,:u .- , , u DC:7'9. estritamente·:· todos::- osé- eler:i.entos de·. A°' • 
ment a d e+ E (,1-,) . . · .... -,, .~T~ ~ é estritamente crescente. De fato' se o~ O(' sendo 

Mos vremos q~.e t. 
A vem: 

X um elemento de A CJ, fora de l ' 
~( f) r_,0 X e 

donde ~ ( \i )w Í (ry_) ~~!ri tame~~ · 
trado o teorema. Fica, pois, demons 
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§ 2º - ALGUMAS APLICAÇÕES DO TEOREMA DE ZORN 3 DO AXI OMA 

DOS ULTRA-FILTROS 

34. Neste parágrafo demonstraremos três teoremas que serão uti:l. i zados 

nos quatro Últimos teoremas do parágrafo seguinte. O primeiro e assim como 

o lema e o segundo que se lhe seguem e que dele derivam, d.epe:1.dem essenc .ia l 

mente do Teorema de ZORN; o terceiro é uma aplicação do Axi oma dos Ultra·

Fil tros. Para o primeiro deles faremos, inicialmente 1 algum.ao consideraç: Ões} 

como se segue. 

Dados os conjuntos nao vazios E e F, seja O uma opera çao que associa, 

univocamente, a cada par de conjuntos (X,Y), X cE, YCF, ,.i;.na parte, que de-·

signaremos por X O Y, de um certo conjunto M ( em outr c. s palavras : O é u.m.u 

?Plicação de f(E),>< 6(F) em t (M)). Suponhamos ainda que O sat :;.sfaça àsdv.ae 

seguintes condições: 

a) Se X O Y CX' O Y' 

então YCY'; 

b) Sendo (X l) Lf I e ( Y 2) ?, E: I d1.1as famílias quaisquer ~ ª ~ ~,..J..r 

não vazias de E e F respectivament e. , de modo que a famí

lia (X,., O Y'L) t E. 1 seja tota lmente ordenadc1 por inclusão 1 

tem-se 

I.J ( x l., o Y z) == ( LJ x i. ) o ( ( __ J Y L ) • 

t~I t~I ttI 
~ <; 

Consideremos, agora 1 
uma classe na o vazia (~ , de partes de B 1 de modo 

que ~ , ordenada por inclusão, seja indutiva. Designemo s por <!f o ccnj ,.:mt o 

das aplicações biunívocas de uma parte X de E sôbre a parte X O Y : M •W -

X E- <3 e Y é um sub-conjunto de F equi;potente a X. Aclmi ·~ _Lnu o- ;-:; e , então " o 

Teorema de Zorn (Cap. I, § lQ, n Q 7), resulta o 

TEOREMA 1: Se o conjunto g[' não f ôr vazio, <F, ordcnad.0 oor vroloE~êl

mento, possuirá certamente um elem~nto maxi r::Hl. 

Demonstração. Seja '-@ o conjunto dos gráficos de s a r-Jl icac;Ões bi 1 
.. mívoc~rn 

de conjuntos de (8 sôbre partes de F, e designemos por ·§1 
o conjunt o do f3 

gráficos de aplica?~~s~biunívocas de pr1 (~) sebre pr1 (G) 0
0
~~ 2(G) , com 

G F. e§ . Supondo '-fJ nao vazio ( o que equivale a supcr-s 8 § 1- ~) , mostremo s 

/,/ / 
que ''"9{ , ordenado por inclusão, é indutivo. De fatc , dada t"J t.; t parte tota.l-· 

t d 
(_e li (/2 I ( ) ( . /)li) f' ., , . ~ · , .. 

~~~1 e or enada 9 de .J e sendo G i. l..E I I = :1 a · 9.tni .1 1a canun1.ca s 0 ure 

Lf1 (Cap. I, § 22, nQ 13), essa família s erá : tat1J,1és , t.~t--1-·meE:-~.~-:- ,yv,,, .:- ~ 



ora, a cada G.,' ( tE: I) está . ..lf 
. t_ associado um Gt E '".:/ para o qual G' é o gráfico 

de uma aplicaçao biunívoca de pr (G) ô t 
, ra cada l. ~ I' l 1 2 s bre prl (Gt) O pr2(Gl) • Esse G& 
e pa un vocamente determinado; com efeito, se Ht E§ estiver 
nas mesmas condições de G · t é 

i, 18 0 , se Gt fôr o gráfico de uma. aplicação 
biunívoca de pr1 (H 1 ) sôbre pr (H) o ( ) 
mente, 

v l t Pr2 H2 , então ter➔se-á,natural-

e, em virtude da 
pr1 ( G?.) ::;: 

condição (a), 

= pr2 (Hl) i 
portanto, G1 ::;: H . • ., (_. 

por inclusão, pois 

pr2(Gi) 
Além disso, a família (G7.) 

tE- I é totalmente ordenada 
dados dois índices quaisquer, t ,cr E I, tem-se, ou G.tc G' 

L CT 
ou G~C. G~, donde, raciocinando 

G.~ ( _~ G o- ou G o- ·,'.~: Gi . 

como acima, vem, correspondentemente, ou 

Pondo-se, agora, 

G = I J G7._ e G' = 1 J G1 , 

- :::1 ?..&I i 
G será o gráfico de ~à aplicação biunívoca de pr1 (G) sôbre pr2(G), enquan-

to que G' será o gráfico de uma aplicação biunívoca de pr1(G) sõbre 

pr 1 (G) O pr2(G) . De fato, sendo (x,y) e (x',y') dois elementos quais

quer de G, êles estarão num mesmo conjunto Go-- ( ~ f; I), e, portanto, 

x = x 1 ~ y = y'. Por outro lado, G' será, igualmente, o gráfico de uma 

aplicação biunívoca de pr1(G') sôbre pr2(G'), onde pr1 e pr2 designam , res

pectivament e , a primeira e a segunda projeção para o produto Ex.M. Porém, 

pr i ( G ' ) = pr i ( I ____ J G ' ) 
"l. -::-I 

= L J P.r 1 ( G p = I___J pr 1 ( G) = pr 1 ( 1-) G l ) = 
t,.?.I LEI tt-I 

= pr1 ( G) , 

e , por fôrça da condição (b), 

pr2(G' ) = j j (prl(Gz_) O pr2(G,;_)) == prl(G) O pr2(G) • 

ifI ~ (pois êste é indutivo, e a família 
Como pr ( G) pertence a ·-u , _ 

1 d . d ) segue-se que G , extremo superior dos 
( pr ( G ) ) é totalmente or ena .ª. , , . . 

1 (., i.E- I ,,IJ. , . portanto, êste e indutivo. 
conJ'u.nt G, (., L r) pertence a '-fí , 

os t. " ç ' · ,__e I ossuirá um elemento maximal G'* 
1 teorema de Zorn, ~'d P 

Finalmente, pe O . ,., biunívoca f* de pr1 (G*) s8bre 
que será o gráfico de uma aplicaçao 

pr (G*) o pr2(G*) ' 
l ,., . , de uma certa parte EiE-_. C.E, plicaçao b1un1voca 

onde G* é o gr~fico de umaª d F como f* é um elemento maximal 
~ arte ~ e · cv. 

Pertencente a CD , sôbre uma P . G'* é maximal em ':1 1 ), o teorema fica 
d &- ento (pois 

e .::1-- ordenado por prolongam 



demonstrado. 

35. 
trar o seguinte 

Como uma primeir 1· ~ ª ap icaçao do teorema precedente, vamos demona-

LEMA: Todo conjunto na~o f . ·t , _ 1n1 o contem~ sub-conjunto infinito enume-
rável. 

De fato, to~emos, no teorema anterior, para E, o conjunto dos 

naturais; para (8, o conjunto formado por E e pelos segmentos de 
~ F, o conjunto nao finito em questão. Finalmente, ponhamos. X O Y 

ra todo X C E e todo Y-::. F. 

números 
E; para 
= Y, pa-

As condições segundo as quais o teorema anterior se pode aplicar são, 

evidentemente, verificadas. Existe; portanto, uma aplicação maximal f* de 
~ 

um conjunto E* E (~ sôbre um E* O F* = F¾- contido em F. Se mostrarmos qu.e 
~ == E, o lema ficará provado. Ora, não se poderá ter ~ /= E, pois, do con:...· · 
trário, E* seria um segmento E(m) de E; como F não é finito, poder-se-ia to

mar um elemento y em F - f*(E(m) e construir-se a aplicação biunívoca g de 

E(m+l ) sôbre a parte ; y } '- j f*(E(m)) de F, do seguinte modo: 
\ J 

lf*(x) se 1 <.. X(_ m 

g(x) == 

iy se x == m+l . , 

mas,então, ~ seria maximal. Logo~= E , e. Q. D, f -;:- na o 

Observação . Quando se admite o Axioma da Escolha, pode-se assegurar , 
que todo conJ·unto não finito é, neem v irtude do lema precedente, 

cessà r iamente, infinito. 

. - d t orema precedente será feita, agora, para 
)6. Uma outra aplicaçao O 8 . , 

. tado da teoria dos conJuntos, que sera uti-
estabelecer-mos um conhecido resul 

. . . p -~ p ( § 32). Trata-se do 
l1zado na pr ova da equivalência I ~ VI 

~ d d ·s conjuntos TEOREMA 2: A reuníao .-!}. ~ ~::.:aw....---
infinitos equipotentes, E e F, 

- da um deles. é equipotente ~ ca -
E e F sejam disjuntos. os primeiramente, que 

Demonstração. Suponham ' 8:) 0 conjunto das partes de E, ve-
m ~ \/ e para 
40llla.ndo-se para O, a operaçao · ' . teorema 1 são satisfeitas. E-
~·f· a· ~es para se aplicar o 
l lca-se que as con iço · parte~ de E sôbre uma parte 

. a~o maximal f* de uma , 
apl1caç (l) rmos que ~ ,,.1 E, o teorema ficara 

,· ·. 1 ~ • se prova 
com E¾" , --· = onJ·unto =-::;:as c .--.._.1D para indicar que o e 

escreveremos 
Daqui por diante (1) 

e 



· demonstrado. Ora, se não fosse~ 
,.,, . . J:J""JE, os conjuntos E - EiE- e F - FiE' se-

riam, ambos, nao finitos e po t 
' , r anto, existiriam (lema anterior) dois con-

juntos infinitos enumeráveis A e B t 

vamente. 
,con idos em E - EM- e F - ~, respecti-

Sendo, como se sabe E* A 
' u e F'*u B equipotentes, e existindo, tamb,m, 

uma aplicação biunívoca f de A sôbre A• B d • · 
,~ , po er1amos construir a aplicação 

biunívoca g de E*uA sôbre (E* u A)u(F*\..,1B) estritamente superior a f* (na 
ordem por prolongamento) da seguinte maneira: 

f*(x) se X ~ Eif-
g(x) = 

f (x) se x f A ; 

então f* não seria maximal, contra a hipótese. Portanto, E* é equipotente 

a E, resultando, pois, o teorema para o caso em que E e F são disjuntos. 

Notemos agora que, se C e D forem dois conjuntos disjuntos, o primeiro 

infinito , e o segundo equipotente a uma parte e I de e, então C •JD e C serão 

equipotentes. De fato, deixando de lado o caso trivial em que um dos con

juntos C' e C - C' seja finito, tem-se, como se acabou de provar, C' :\.JC'\,..,' D 

por wna aplicação biunívoca e? do primeiro sôbre o segundo. Pondo-se, então, 

1 q..·(x) para x E: e' 
h(x)7 

x para x f e - e• - , 

vê - se que h é uma aplicação biunívoca de C sôbre 
( e - e , ) , _ _j ( e , \_) D ) = e u D , 

seeundo se a firmou. 

F ~ forem disJ·untos, sendo F' o conjunto Posto isto , se E e nao 
E F ' será equipotente a uma parte 

rnentos d e F que não pertencem ª ' ha' 
E' vem, segundo notámos 

Tomando-se então O = E, D :::: F' e C' = 1 

ficando 
' 

' · E t ·,_: E u F E ,\.,; E uF' , ou seJa 
t d o teorema 2. assim, completamente demona ra o 

dos ele

E' de E. 
pouco, 

· dos ultra-filtros, e, portanto, o 
37 d ·t· d se agora, o axioma 

• A mi in o- ' seguinte resultado {que será utili-
teorema d h off pode-se provar o 

e Tyc on , ~ P (§ 32)), expresso pelo 
Zado na prova da equivalência PI -~, VII 

família nualguer de espaços topológi-

._,, 

( ) f ôr uma .=...;::;=--- .;;i..:a--- -
TEOREMA 3: Se El, lf. I - -E não vazios, então o produto carte

~ 8 com todos~ l -coa compac·~o , - ---

siano 

ao conjunto D. é equipotente 



será", também --~, 
E= n E 

··I L ... U:: 
~ vazio. 

Demonstração. Tomemos um elemento 1 ~ 
qua quer, w, fora da reuniao doe Ei, 

e ponhamos E i = Ez.,ulwJ para todo t. E- I. i claro, então, que o produto car
tesiano 

E'= TT E' 
~ tEI t 

é nao vazio, pois a êle pertence o elemento em que tôdas as coordenadas são 
iguais a w. 

Sendo, agora, para i ~ I , Íb"a topologia (compacta) do espaço Ei, con

sideremos, sôbre E t, a topologia ?ó~ que induz Yc\_ sObre E v e, na qual, l w} 
é, ao mesmo tempo, aberto e fechado. Essa topologia ·6:. (certamente única 

?~/ "" 
para t. E I) é compacta. De fato, lf.!1.,é separada, o que se verifica imediata-

mente; _além disso, dado um filtro qualquer, rJf,, sôbre E't.. , ou l w} perten-
Gv ( ~) { -. _ ce a -~-.,_, e neste caso w pertence a todos os conjuntos de .?li , ou ~, wj nao 

pertenc e a ~ -; no primeiro caso, w é aderente a 91;_·· , e, no segundo, o con

j unto -~ l -das intersecções dos conjuntos de .o/{ com Ei será uma base de fil

tro s ôbre E . ; logo , $ 1 admitirá, em E2, um ponto aderente x que será., com 
( , V a-

maior razão I aderente a J.{. Portanto, para cada l f I, E 'z.. é um espaço 

compac to, donde, pelo teorema de Tychonoff, o produto E' é compacto. 

Considerando-se, agor~i em E, os conjuntos da forma 

pr ;~. ( E i) ( 2 ~ I ) , 

t · t íl2 de geradores de um certo filtro vê-se que êstes consti uem um s1s ema 1f 

sôbre E'. De fato, tomando-se, em I, n índices quaisquer, digamos 

j 
,, 

... , )\ , tem-se 

- 1 -1 ( ) r·· - -1 ( E ) Pr ( E ) · "•1 pr ~ E.'.) · • • • r ' pr,, ,,/\ 
\ . . C ' . !.., \·.J I\ /' /', ! 

e::: TT A, , 
... ,,. I .... 
f, ~ 

(7) 

ond n E ra outros valores de ·i k - E'. para 2 ;: O( , (3 , ••• , 1\ , A<- = i , e , pa ' -, - i 
, . · ·~ r\ ão em número finito, podemos, sem o au-

Ora t como os 1nd1ces O ~, • • • ,/\ 8 . 

t os elementos x , x , .. , ••• , x.À , respectiva-
XÍ l io do Axi oma da Escolha, ornar ~ \1 

- 1 to (x) de E' com x. = w ;;, E.· ; entao, o e emen z t E- I ' 1.. 

men t e em E ex ' E (3 ' •• • ' >- d índi e es ex , (3' ••• ' ?-. , pertence ao segundo 
Para i diferente de cada um os ,/J. é f t um sistema de geradores 

1 . e ';f de a o, 
membro de ( 7), donde se cone ui _qu ' 
d út~ E' r,;;--

e um filtro Cf - sôbre • , _ ( ) aderente a Y . 

Como E ' 

Porém, tôdas 

. t1·ra' ai um ponto y - Y1 ic I • , cto exis , , " -
e compa ' - diferentes de w; com efeito, para 

d das Y de Y sao 
as coor ena i . esta imagem recíproca é um con-

~ -t(E) visto que _a 
Cada í~ E I, tem-se Y t P i , E') e pertence a :' rf que, por sua vez, 
J·un E' ( ois o é Ei em 7. .., to fechado em P . , E nao é vazio, e. Q. D. 

, ú'?:" E E• 1st o e , estA n~~+;M~ cm -:r. Logo, y 
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ções: 

-,o-
§ 32 p 

- ROPOSIÇÕES EQUIVALENTES A 
38. Neste par' O AXIOMA DA 

agrafo, em que trat . 
ESCOLHA. 

demonstrar a equ. lA . amos diretamente 
iva t::ncia du 

, as a duas, das sete 
do assunto da tese, 

seguintes propoei• 

P1 • O produto t ---..;;...:::.=...::~ car esiano de uma f , . . 
jill'lto E é não vazio - -- am1l1a .9..ualguer ~ partes de um con-

- - ~=-=:.::. sempre .9.ue cada um d - - -
(Axioma da Escolha). - - os fatores seja não vazio 

PII" Dada™ família qualquer 

((A( ) -., 
·, o-,;,,) 'lE I,....._) 

u (j f s 
de famílias (A ) 

{ o-. i) 7.. E- I de partes de ~ conjunto E, _com __ o }?ro-
duto cartesiano cr 

I==TTI 
<:rES cr 

~-· 
nao vazio, tem-se: ---

(~I ( I.._,) A(cr,i)) = LJ ( (l A(~pr (À))). (8) 
01:-S t t= Ia- ÂE-I afS ' cr-

( Distri bu ti vidade generalizada da intersecção relativamente à reu

nião). 

P111 • Todo conjunto prdenado indutivo possui pelo menos um elemento 

maximal. (Teorema de ZORN). 

Dado um conjunto não vazio qualquer, E, existe uma boa ordem eô--- - _......;;.= -
bre E. (Theorema de ZERMELO). 

Dad os dois conjuntos quaisquer E e F, .Q!! E~ equipotente ~ ™ 
parte de F, ou Fé equipotente ~ ~ ,E:arte de E. (Tricotomia da 

ordem entre as potências). 

Pvr · Todo conjunto não finito,E, é eguipotente ~~quadrado 

E2 ::: E X E. 

P • Todo filtro sôbre ~ conjunto E está contido num ultra-filtro 
VII -- --- , . d · t - · 

39. 

sôbre E· além disso, para cada fam1l1a ~ conJun os~ vazios, ,__ ,.,_ . 
(E ) · te uma família ( (O ) , I de t opologias compactas 

7, i ~ I' exis - ~-- z <.. f 
respectivamente sôbre ~ El. 

as equivalências a serem demonstradas, séparêmo
A fim de destacar 

las em teoremas, começando , então, com 0 
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TEOREMA 1: P é I - equivalente a p 
~ - rr· 

Demonstraçao. Provemo s que p ~ p . 
primeiro membro de (8)· ent~ . I ' rr· SeJa x um elemento qualquer do 

' ao existe para d 
a ter-se x E A . , ca ª o- E S, um L f:- Ia- de modo 

( o-, l) • e, pois' designando-se o ' . 
para os quais x E A t P r 1a- 0 conJunto dos l. E- I 

( o; z.)' em-se I' I= ~ qual uer a' 
portanto, em virtude de p um _, o- q que seja <rf- s. Existe, 

I ' A pertencente ao produto 
TT I' ,,.-I ~s cr ,__ . ; 

como 'r\ = ( pr ,.,..( ) ,)) 
v <Y E S' segue-se que x f A( cr, pr ('À)), para todo a- e, S, don-

de x pertence ao segundo membro de (8). a-

A inclusão , em sentido contrário, naNo depende de PI; é apenas uma con-
sequência do fato de que, para todo~ , I 

. e: , tem-se, qualquer que seja <r ;:, S: 

A( o-, pr J'A)) e:: t_j A( o-, t) ; 
Cf:I 

com efeito, tomando-se a intersecça""o de amboo-s b d -os mem ros esta incluaao , 
quando a- percorre S, vem , para cada ·\ \:- I: 

(1 A ( o-, pr ())) C 1-l ( 1 .. J A ( cr, 1 )) , 
o-~ S CJ" cr 1:.-S ' e.. I ,_ t -·- o-

donde, fa zendo-se ')1 percorrer I e tomando-se a reunião do primeiro membro, 

resulta a inclusão do segundo membro de (8) no primeiro da mesma igualdade. 

Logo, PI ==:; PIIº 

Mos t remo s , agora , que P11 =9 F1• 

qualqu er de partes de um conjunto dado, 

Seja, então, (Ja-b- ~Suma família 
com J ! ~ para todo o- t S. To

a-
mando-se um elemento, digamos, w, fora da reunião dos Jo-, e pondo-se, para 

d · , 1 d t ca u cr i;- s . I = J l _,1 J w r , o pro u o , o-· (j í. .: 

I = TT Icr 
<r"(::-S 

será (c omo observamos na demonstração do teorema 3 do nº 37) não vazio. Se

ja, agora , m um elemento qualquer (por exemplo, o inteiro 1) e ponhamos 

A (o- ' ,J :::: { m f . para ((;", i) E S -y.. ( lj J k) e A (o-, w) = ~ para todo <:r E- S. o 

kE-S , ... 
• ' evidentemente, a i m1, o mesmo aconte-

Pri mei r o membro de (8) reduzir-se-a, 
) gundo membro Existirá, então, 

cendo ( t d de PII , com o se • , portanto em vir u e 
llm o<. c...._ I l ~ para o qua 

\:J(Jf::S; 
· m f A (O' pr (o< ) ) ' ' 1 d 

11 , ' cr . S visto que, do contrario, a gum os 
orem, pr · ( e)( ) f- w para todo O' ~ , 

A. cr- o elemento ex pertence a 
( e ·a vazio. Logo, o-, PXà-,((X)) s ri 
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n J , 
o-E;S ~ 

isto é, êste produto não é vazio. 

roonstrada a equivalência 
Portanto, 

PI~ Prr 
PII ~ PI, ficando, assim, de-

Dualmente, ª distributividade generalizada da reunião relativamente à 
!P-tersecção é equivalente ao Axioma da Escolha. - -

40. Vejamos, agora, o 

'rEOREMA 2: P1 é equivalente a PIII" 

Para prová-lo, va~os demonstrar primeiramente (sem o auxílio de P1) o 

seguinte 

LEMA: Seja E~ conjunto ordenado pela ordem x < y. ~' então, E fõr 

indutivo , dada ~ aplicação f de E~ E, satisfazendo f(x)} x P!;

ra t odo x E E, existirá, certamente, um elemento b E E para~ qual 

f(b) = b. 

Demon~tração. Suponhamos que se verifiquem as condições do lema, isto 

é, que E seja indutivo e f(x) ; x para todo x f E. Fixado, então, um ele-
,., 

menta m -:- E, designemos por fó a classe dos sub-conjuntos X de E que satis-

fazem às três seguintes condições: 
m L.. X· - ' 
f(X) e. X 

(al). 

(a2) . 

(a3). 
Sendo Tum sub-conjunto qualquer de X, totalmente ordena-

do, então sup ( T) ---
x. (Em outras palavras: X, ordenado pela ordem induzida 

por x ~ y, ~ indutivo). 
E cla ro oue o conjunto E satisfaz ~~essas 

três condições. Além disso, 

~ dos conJ·untos de :Q ' verifica-se que 
sendo Ma intersecçao 

menor elemento de M, pois o conjunto 
Por outro lado, m é o 

{y ::: Ely > mj 

M pertence a -6 . 

ne t -f<. fà •imente se verifica. 
t r ence a sJ , COIDO Cl ul t ' 

, t talmente ordenado, res ara 
o Lema, pois, sendo 

então , f ( b) > b Se provarmos que M 8 0 ) ~ podendo ser, 
b d de (a ) e nao 

== sup(M) (b E- M em virtu e 3 or sua vez, a ordem total 
( , ~(b) ~ b. Mas, P 
Pois f(b) t M), dever-se-a ter~ pondo para cada x t M, 
ô provarmos que, 1 ' ' 

6 bre M poderá assegurar-se se . M" :; 1 y ~ M Y !.. x j , 
1 , ' e X ( 

M' == ~ y E M y ~ X; 
~e X ~ 

suita, para todo x. ~ M, (9) 
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de fato, se ( 9) é verdadeira \;/ x E Iv' ~ 

· 1 , entao, dados dois elementos quais-
quer x e Y, de M, tem-se 

y E M~ ou y E M" f (X) • 
y < x ou Y L f(x)) x, segundo se verifique 

Tudo se reduz, pois, a demonstrar que (9) se f veri ica, efetivamente, 
para todo x EM. Ora, ponhamos 

M0 = {x E-M ! (y E.Me y( x) ~ f(y) ~x} 

e mostremos que, para os x E M0 , a igualdade (9) se verifica. Com efei

to, fixemos um x em M0 e designemos por A o conjunto que, para êsse x, 

se obtém no segundo membro de (9). Em primeiro lugar, tem-sem E A, pois 

m E M~ . Por out ro l ado, se y E A, então f(y) E A; de fato, se y EM~, 
tem-se f(y) E M~ quando y ( x, e f(y) E Mf{x) quando y = x; se, ao invés, 

y E Mf(x), t em-se f(y) 2.. y L f(x), donde f(y) E Mf(x)° Em qualquer caso, 

po is, y f A =9 f(y) E A. Finalmente, se T fôr um sub-conjunto de A, 
total ment e ordenado, então sup(T) , que é um elemento de M, pertencerá ou 

a i\1 1 ou a M" se6'Undo 'r esteja, ou não, contido em M'; logo, sup(T) EA. 
X f(x)' X 

Em re sumo, o conjunto A satisfaz às condições (a1 ), (a2 ) e (a3); 

port&nto , A pertence a ~ , e como AC M, segue-se que A = M. 

Resta, agora, provar que M0 == M a fim de assegurarmos a ,,eeracidade 

de ( 9 ) \/ x E: M. Para isso, é ,:' aüficiente mostrar que M0 E: (Q • Ora, e 

el~mento m pertence, obviamente, a Mo. De outra parte, sendo x um ele-
( ) E M Com efeito, em virtude de (9), menta qua lque r de M0 , tem-se f x O • 

< ( ) ( E. M) se, então, y = x, vem f(y) = :/ tem-se y E M' para todo Y f x Y ; 
· x . t d f to de x pertémcer a M , :=:f(x ); se y(x ,resula, o a . . o 

f(y) ~ X < f(x) 1 

. . ica ão de y € M e y ( f(x) implica 
em qtwlqner caso' pois, a verif ç te totalmente 
. - ) M. Finalmente, sendo T uma par . 
f(y) S.. f (x ); l oeo , f(x E o tremo superior de T (s será 

- . ndo-se por s o ex 
oraenada d e M , e designa C m efeito se y ( s (y E M), 

0 • · ue s EM· 0 ' 
um elemento de M) , verifica--se q · . 0 pois, do contrário, como to-

t ·tamente superior a Y, 
existirá. um t E T es ri · , t do elemento de M, T é comparavel com o 
d l\!'1 r.> portanto de ' , d t"'o o elemento de i· .. 0 , "' ( ontra a hipotese; sen o, en a , 
t t < ,.,.J t E T, donde s _ Y, e e:r-se-ia , y Y 

- ' ( donde s E N · 
t) y (t E T) virá f(y) ~ t - s, . f às ~ondiçÕes (al), (a2) e (a3), 

· ' :M sa tis az • 
Fica assim provado que o ,., M - llil resultando, portanto' o 

' ' · entao - 1·' 

isto é, que N E ~ ; como MoC M, o 
o 

Lema, e. Q. D. 
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Estamos, agora, em condições de provar 

o Teorema 2. 
que P1 · } P111 . Para iss o, reconsideremos . o conJunto 
E, e pon~amos para cada x E E: 

Ax = { Y E E j y ) x} 
se existir, em E, algum y) x; e 

~ AX = { x} , 
se nao existir nenhum y de E estritamente superior a x. 

Mostremos, então, 
ordenado indutivo 

É claro , então, que Ax -1. rJ. 1 \ç/ x e. E, d r P ~ onde, em virtude de P1 , 
TT Ax ~ Ç6 , 
XEE 

isto é, existe uma aplicação f de E em E de modo que f(x) E A , \/ x E E; e, 
Portanto, f(x) .> x para todo x E E. p 1 L d x e o ema prece ente, existe um b e E 
verificando b = f(b); então, Ab = lb} , isto é, não existe nenhum elemento 

de E estritamente superior a b, o que equivale a dizer que b é elemento ma-

ximal de E. 

Provemos, agora, que P11 ==} P1 • Seja (Xi) 2 E I uma família qualquer , 

de sub-conjuntos de um conjunto F, com X l /:- ~, \il,E, I, e consideremos a elas 

se f} dos gráficos G de aplicações de partes de I em F, satisfazendo à se

guinte propriedade: " ( ?, ,x) E G ~ x E- X/· Ê claro que e:.§ -/: y5; além 

disso, cfÍ, ordenado por inclusão,é indutivo. Existe, então, um elemento 

maximal G* . E c.f}, o qual deverá, portanto, satisfazer pr1(G*) = I, pois, do 

contrário, tomando-se a- em I, fora de pr1 (G*), e x em ~, o conjunto ~ 
G*u { (o- ,x)J pertenceria a e§ e conteria propriamente G*. Pondo-se, entao, 

f( , ) ) f(i) E X v, E I isto é a família l == x para (t,x E- G*, tem-se 1. e.' <.. , , ~ 
(f(l)) t d to TT x o q_ual portanto, nao é vazio,O.Q.D. __ per ence ao pro u t' , 

?, E l tEI 
TEOREMA 3: PI é equivalente~ P1v• 

~ D . fato tendo presentes o teorema 1 do n 2 

Demons traç ao . PI ~ P IV· e ' • t fl. ( das 
30 - d s se provarmos que o conJun o 

( § 12) e .as :notações aí emprega ª ' .. í't . , t 
, . d t· 0 entao J Lpossu1ra um elemen o bo--- t d E) --e 1n u 1 v , ,~s ordens. sôbre par es e ·,_ t E* de E. Como E* = E 

tua · , dem sôbre uma par e 
x. i mal w-x- que sera urna boa or ,,. E _ E* poder-se-ia cons-

(po · d e um elemento z e ' 
is do contrário , toman o-s ôb :E-lE'V { zJ estritamente supe-

t:r · . a boa ordem s re 
ui:r , de mane ira evidente, um rdem W*. 

·l'.'io , bem ordenado pelo o . 
:r a W *) segue-se que E e J1. ( ordenado pela ordem c.ol ~ uJ 2) 

rn • provar que r-.. t d J.Udo se reduz pois, a 1 r de .l L- totalmen e or e-
é · ' .... n I a. -arte qua que ' 

l.ndutivo. Seja, entao, ~L um P 
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denada e consideremos, sôbre O conjunto 

E 1 =UE e.(,)' 
~ ~EU 

a relaçao de ordem~ definida da seguinte maneira: x CD y quando e sbmente 

quando existe l(J E: .D. para ..o a qual x w y (x ,Y E. E 00 ). Essa relação w é 

univocamente determinada, visto que -1L1 é totalmente ordenado; além disso, 

w é efetivamente uma relação de ordem sôbre E 1 , o que se verifica fàcil-

rnent e . Mostremos, então, que E' é bem ordenado por w. Com efeito, dada 
~ . ,,11 (")I . urna parte nao vazia E" de E1 , o conJunto ~~ dos WEJL para os quais 

E"n E w -1= 0 é, evidentemente, não vazio, e mais ainda, totalmente ordenado. 

Então, pelo teorema 1 do nQ 30 ( § lQ), .il possui um menor elemento t.o ,don-
·~; ,, ,.. - o 

de EwC Ew0 V WE: .fl : Ora, da definiçao de w resulta que, sendo m 

0 mínimo de E"n E w , m W x para todo x pertencente a 
o 

E11 = lJ E"" E (J.), 

w E fl.11 

isto é, m é o menor elemento de E" segundo a ordem <.D ; logo, esta é uma 

boa ordem sô bre a parte E 1 = E _ de E. Como iõ é, evidentemente, o extre

n 1 , seg:u,.,._',:,-,,,, quew n é indutivo. Logo, em virtude das consim.o superior de .i L = ,j '-

deraçoes qu e fizemos no inicio ~ . , . desta demonstração, segue-se que PI ==9 Prv· 

A implicação PIV ~ P1 é imediata. 

42. Provemos, em seguida, o 

TEOHEM.A 4: p1 é equivªJente § Pv· 

J?.~pstraç ão. P1 ~ Pv· De fato, tomando-se, no teorema l do n2 34 

~ . to das partes de E, e pondo-se, para (§ 2Q), para 19 o conJun 
todo XCE e 

XOY==Y ... 
. o referido teorema se aplica sao sob as quais 

Verifica-se que as condiçoes . ... biunívoca maximal de uma par-
t ,... urna aplicaçao . 

Ver ificadas. Existirá, en ao, . u E-M- == E ou ~ = F, isto 
F d F e portanto, o 

te ~ de E sôbre urna parte .t * e ' e' equipotente a uma parte 
t de F · ou êste par e , é t a uma , ou E é equipoten e 

de E. t , para isso, provar que 
~ p Bas ara, 

Mostremos, agora , que Pv---, r· 3 do nº 33 (§ 12), tendolresentes as 
~ ao teorema . t d ro por uma V~ p Reportêmo-nos . tente a uma par e e ' rv· E fôr equipo 
notações alí empregadas. Se 
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aplicação biunívoca f de E em ~ ent- E á 

, ,.. ' ao 8 er bem ordena.do pela ordem c..u, 
em que x _i_Jy~(x,y e- E) quando e somente quando f(x) "\. f(y). 

Se E nao fôr equipotente a uma parte d ..f~ ê t , 
e :10 a e sera equipotente a uma 

parte própria de E por uma aplicação biunívoca g do primeiro no segundo. 

Então ª parte g(~) de E será bem ordenada pela ordem /.)..) definida, agora, 

assim: xvJ y quando e sàmente quando -i(x) '\ i(y). Conservando as notações 

já empregadas, teremos g(::~;) = Eco· Tomando-se um elemento z f:- E - E,...t), e 
pondo-se 

X ÍJ.) I Y ,f-'_. ... X 11 '. Y ( r E ) v:--r lAI x,y -::- (JJ e x u} z, 
~ 1 entao, cu 

, 
sera uma boa ordem sôbre o conjunto E,.,tJ, ;;: Ew, : ~ z~, estritamente 

superior a <.t.' • 

Ponhamos, agora, para cada x '.;, E cu•, ((' (x) = v~ , onde ~ é a classe de 

:Í() a que pertence o segmento Eu.1,(x) de Er; __ \I. ]1 claro 9.ue <fé uma aplicação 

estritamente crescente de EU..)' em fas. Como cp (E w •) e Jt;, existirá a apli

cação pr incipal h de cp (Eu; ') (ordenado pela ordem induzida por(i ~- (2) em 

1t .. ( observação ao teorema 2 do nQ 32); pondo-se, então, para cada x ~ ,E(.tJ." 

<-f''(x) = g(h( if (x))), 

f 1 será a aplicação principal de E UJ' em E ~,•--" ' o que é absurdo, uma vez que 

l.ÁJ' é estritamente superior a rJJ • 

Log o, :B; é equipotente a uma parte de Fb, 
. ., . 

donde, segundo o rac1oc1n10 

já fei to, existe uma boa ordem sôbre E, C. Q. D. 

43. Tratemos, agora, do 

TEOHEMA $: PI ~ equivalente ª PVI • 

Demonstração. Mostremos que PI , PVI, ou~~seja.: que PIII ~ PVI. 
do nº 34 (§ 22), E;;=F, \O= y (E), e 

Pondo-se, no teorema 1 r ~(E)) 
X o y = y X y (X, y ~ ()- , . 

. se aplica o referido teorema. Exis-
verificam-se as condições sob as quais te~ de E sôbre 

. ::- biunívoca maximal f* de uma par 
tirá, pois, uma aplicaçao ~ se provarmos que Eit' é 
' , , te de E equipotente a . -
l* ,,( F* > onde F·* e uma par ,., ~ p estará demonstrada. Ora' se nao 
equipotente a E, a implicaçao PIII ~ VI t E' de E - E*. Anàlogamen-

t te a uma par e 
fôr E'¾- r-JE, então E* será equipo en ' E - FM-. Ora, (~u F') X (FituF') 
t Parte F de 
e, F-X- será equipotente ª uma t a F' e portanto, a E', por uma 

é· H é equipoten e ' 
1€-;Ual a F-X· X F*L · H, onde E' sôbre H. 

a f' de Plicação biunívoca, digamos ' 

Pondo-se, então, 
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f(x) ~ jf*(~) se x ~ P 

. 1. ~ l f' (x) se x E E' 
f seria uma ap icaçao bi:lllivcc~ 1c E~1 'E' s8b ,:,.-.: ' ...., re (L',_•, · F') J< (F-lf- F') 
E* U E I equipotente a F*~ .. F, M . J · ·-

1 
, com 

- • 1as isto é absurd . é . f* ( 0 , pois f eetri tamente au 
perior a , na ordem por prolongame t) . -. :,•• n o contra a hip6teae de que esta é 
maximal. Logo E*ruE, donde F-Y-·(:J E, e, t por anto, Er'\JE )<E, e. Q. D, 

Para provarmos que p - p VI--, I' ou seja, que PVI ~ Prv• vamos, primei-
ramente, demonstrar o seguinte 

LEMA: Sendo A e B dois conjuntos disJ'untoe, - _ 2. primeiro bem ordenado. 
verificando 

A; ___ ; B n J A t-. B , 

então, ou A é equipotente a uma +-t d B ê ' __.. _ ____,._.___;..::.;;:~ __ pa.L e ~ , ~ ste ~ eguipotente ª-
~ parte de A. 

Demonstração. Seja f uma aplicação biunívoca de A uB sôbre A~ B. Pon

do-se A' = f(A), B' = f(B), os conjuntos A' e B' formarão uma partição de 

A X B. Ternos, então, dois casos a considerar: ou existe um elemento b E- B 

par a o qual A X {: b.j e_ B' , ou, para todo b ~ B existe um a ~ A de modo que 

(a , b ) f B', e, portanto, (a,b) ~ A'. No primeiro caso, A, que é equipotente 

a A 1 -;_ b ~ .-_-:_ B' , será equipotente a uma parte de B 1 , e, portanto, a uma parte 

de D. No segundo, designando-se por ªb o menor dos elementos de A para o 

q_ual ( ab , b ) ~ A' , a aplicação r.p de B em A 1 , que associa a cada b f:- B o ele

mento ( ªb, b ) '- A, , é biunívoca; e e orno 'f (B) e A 1r>J A, segue-se que B é equi-

Potente a uma parte de A, C.Q.D. 

P __:,, p Consideremos um conjunto qualquer E, 
Provemo s , agora, que VI ---,., IV· 

~ ~ · · te uma boa ordem sôbre E, Deixando de lado o 
,,ao vazio e provemos que exis - ,. . 

• , . , • -11f~ onjunto bem ordenado pela ordem 
caso i media to em que E e f1n1 to, seJa 'fl::.J O e . .Jf-, 
' -' ~ • o 33 ( teorema 3) • Ora, o conJunto o~ ... 
·""" ...:. \~, , constru.ido a partir de E, no n-
tamb' ~ , pois do contrário êle seria equipotente a uma 

em nao podera ser finito, . . d t p ~ , J 1 segundo se verificou na emons ra-
arte prór)ria de E o que nao e passive 
.... ' Çe.o de que P --" P no teorema precedente. 

V --;7 IV' 
Pondo , agora, 

01:3 
conjuntos 

A , 
e bem 

e 

·potentes a 
A e B respectivamente equi . 

' . tude de PVI' vem 2 
ordenado. ora , em vir 2 A21...,A'f. BUBXA~ ... >B, 

A u B n _ _, (A\ -, B) =- . 

,' \ 

B == EX\2} , 
/ô ·e E, são disjuntos, e 
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e, pois, A x B é equipotente a uma parte de A \...1 B. Se provarmos que A u B é, 

também, equipo-tente a uma parte de A x. B, então, por um conhecido teorema de

v iJu a BEfü'i~'.i.'blN-0.b.N'IOR ( iEê.cpendente do Axiolilê:i d.a Zscolha), podemos conclu

ir que 
A u B r·._., A X B , 

donde, pelo lema anterior, ou A é equipo-tente a uma parte de B, ou êste é 

equipotente a uma parte de A. Como a primeira alternativa deve ser excluí

da, segundo observámos acima, Gegue-se que B é equipotente a uma parte de A, 

donde, por ser A bem ordenado, podemos assegurar a existência de uma boa or

dem sôbre B, e, consequentemente, sôbre E. 

O teorema ficará, pois, demonstrado, se provarmos que A '-.. .I B é equipo-ten

te a uma parte de A >< B. Para isso, notemos primeiramente que, sendo A bem 

ordenado e não finito, então, podemos concluir (sem o Axioma da Escolha) que 

A é infinito. Portanto, tomando um elemento de A, digamos, m, teremos 

AruA - \ m~- ; e sendo bum elemento de B, tem-se, também, A:·-._; (A - :,_ID J ) X , b }. 

Como {m}xB,·u B e (A - ~mJ )x.{bf u; mJ XBCA .:< B, segue-se que A•..J B é equipotente 

a uma parte d e A x B, C • Q. D. 

44. Finalmente, provemos o 

TEOREMA 6: PI é equivalente~ Pvrr· 
,,· ·--

Demonstração. Seja Y./ un:i filtro s6bre um conjunto E e consideremos a 

classe ~ dos filtros sôbre E mais finos que :··,-,F~ ~ claro que ~, ordenada por 

inclusão, é indutiva e portanto, pelo teorema de ZORN (que é consequência de 

PI), possui um filtro maximal (~~~- Êste é um ultra-filtro sôbre E, pois }~do 

filtro sôbre E, ma is fino que -.~1 , devendo pertencer a ~, coincide com ' !,I , . 

Fica, pois, verifimada a primeira parte de Pvrr· 

Seja, agora, (E 0
) ; ~ I uma família qualquer de conjuntos nao vazios. 

Em virtude de PI existi;J uma família (a~) <- ~ Ide elementos da reunião dos 

E ., , verificando a _ f E- para cada (. ~- I. Definamos sôbr~ E 7 , a seguinte 

., -~ (., e. ,_. 

topo1,ogia •O.e, : todo sub-conjunto X de E 6 ao qual a<., não pertença, é aberto 

em V. · e todo sub-conJ·unto Y de E .1 contendo a ., , é aberto quando e somente 
(j I 

l • ( , 

quando seu complementar (em relação a E7) é finito. ~ claro, então, que, 

para cada í,. L I, f\,,/ é uma topologia compacta sõbre E;', . Portanto, PI ~ PVII" 

A prova de que p ===- P se obtém fàcilmente do teorema 3, do nº 
VII ' I 

37, De fato, dada uma família qualquer de conjuntos não va zios (E i_) 1 ~ I' 

existe, em virtude de PVII, uma família de topologias ( 1:\ ) :_. i:-'. I, cad~ I\ 
sond o uma topologia compacta sôbre · E'L. Ainda em virtude de PVII (primeira 
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parte), podemos aplicar o teorema 3 do n 2 37 , 

IJ Et _/: ~, 

0 que prova P1, e. Q. D. 

vindo, poia 

45. Observações sôbre Q Axioma dos Ultra-Filtros. t interessante no

tar que o Axioma dos Ultra-Filtros implica o Axioma da Escolha sob uma forma 

mais fraca, precisamente a seguinte: 

Dada uma família gualquer (X 7) t E 1 de conjuntos finitos, nenhum 

deles vazio, então E, produto cartesiano dessa família ~ não vazio. 

Com e feito, é suficiente atribuir a cada x7_ ( '(,~ I) a topologia discre

ta (que, neste caso, é compacta) e aplicar o teorema 3 do nº 37. 

Não sabemos, entretanto, se algum caso particular do Axioma da Escolha 

impliQa o dos Ultra-Filtros. 

Quanto ao teorema de TYCH0N0FF, o seu comportamento relativamente à 

q_ues tão de ser equivalente ao Axioma da Escolha (ou a um caso particular 

dêste) é o mesmo que o do Axioma dos Ultra-Filtros. Pode-se, com efeito, 

provar qu e êste Último não s6 acarreta o teorema de Tychonoff (n2 29, teo

rema 1), como também é uma consequência dêste; em outras palavras: existe 

equivalência entre ambos. 

----~------------"';/---
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