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INTRODUGCA O.

0 objetivo desta tese é a apresentagao de resultados ob-
tidos pelo autor na teoria dos espagos funcionais analiticos, pela a
plicagao da teoria moderna dos espagos vectoriais topologicos.

A teoria dos funcionais analiticos, magnifica criagao do
matemdtic> Luigi Fantappié, apresenta um aspecto singular gue talvesz
possa ser descrito, dizendo-se que, para servir de base a teoria,fal
ta-lhe a identificaggo de um espagc topoldgico com estrutura bem de
finida e simples. B' verdade que, desde 1940, Fantappié mostrou co-
mo é possivel introduzir uma estrutura de espago T (na nomenclatu
ra de Alexandroff-Hopf) no conjunto das fungSes localmente analiti-
cas. Entretanto, esta teoria & por demais geral para que dela se pos
sa efetivamente servir; por outro lado, o que, em primeira linha in-
teressa, é uma estrutura de espa¢o vectorial topoldgico para funda-
mentar a teoria dos funcionzis angliticos lineares. fste estudo &
desenvolvido por Fantappie a partir dos conceitos dehregiéo funcio-
nal linear e linha analitica.

0 segundo déstes conceitos pode ser substituido pelo de
sucessao uniformemente convergente de fungoes analiticas, num opor-
tuno conjunto aberto, que se adapta melhor aos métodos da Topologia
Geral. Esta modificaggo foi sugerida por Caccicpoli em 1931, desen-
volvida pelo autor em sua tese de doutoramento (1942) e também por
J. Sebastiao e Silva (I,1946). Quanto ao primeiro conceito menciona
do, convém destacar explicitamente que uma regigo funcional linear
nao & um espago vectorial e, neste sentido, fol um avango significa
tivo a sua substituiggo pelo conceito de fungao analitica ligada a
um conjunto, feita por J. Sebastizo e Silva (11, 1950). A totalida-
de das fungBes analiticas ligadas a um conjunto, confunde-se com ©
espago vectoriel [F| como é exposto nesta tese. O conceito de es-
pago [F] apresentou-se independentemente ao autor desta tese e
cumpre observar que a mesma noggo aparece, com objetivo diferente,
num trabalho de L.Nachbin (II,1947). Restava, entao, a introduggo
de estrutura de espago vectorial topolégico e, mais particularmente,
de espago localmente convexo no espago vectorial [F|. Fara a solu-

¢ao déste problema foi decisivo o estudo que o autor fez dz meméria



T

de G.W. Mackeys:s On convex topological linear spaces. Neste trabalho,
Mackey estuda e resolve a seguinte questgo: determinar as topologias
localmente convexas sObre um espago E, compativeis com uma parte do
seu dual aslgébrico, isto é, aquelas topologias, em relagao as quais,
os funcionais linecares dedos szo continuos. O principal resultado
desta tese provem da aplicaggo déstes teoremas, precisados por Arens,
ao caso do espago [F|. Neste estudo, apresenta-se necessariamente a
consideragao simultédnea do espago (O}, que se identifica com o espa
¢o vectorial constituido pelos funcionais analiticos lincares e, dés
te modo, introduz-se = nogao de dualidade na teoria de Fantappié.
Uma das consequéncias mais importantes é a identificaggo da tépolo—
gia forte sdbre o espago [O], como topologia de espago de Montel e
e topologia de espago dual, com a mesma propriedade de Montel, sdbre
O espago (F]. No estudo das propriédades do espago [O], como espa-
¢o de Fréchet e do seu dual, o autor utilizou abundantemente resulta
dos contidos numa recente e profunda memdéria de Jean Dieudonné e Lau
rent Schwartz: La duslité dans les espaces (J) et (jg:}).

0 autor julga, neste ponto, ser conveniente destacar que
0 problema da introduggo de uma estrutura localmente convexa sGbre o
espago [(F}] & resolvido nesta tese (§2 do Capitulc II) independente
mente ca consideraggo do espago dual {01, utilizando-se a noggo de
espago envoltéria de espagos localmente convexos, recentemente intro
duzida por Kdthe; entretanto, o verdadeiro aspecto da Questgo se re-
vela dentro do ponto de vista focalizado nos periodos anteriores.
Além disso, &ste espago envoltdria se identifica com o dual forte Ce
(o).

Outra consequéncia déste estudo & o de ter mostrado a re
lagao intima entre os funcionais analiticos de Fantappie e os funcio
nais continuos sébre (0], 0] com a. topologia da convergéncia uni-
forme sObre os seus compactos, que aparece pela primeira vez, neste
trabalho,

Resolvemos também uma questgo apresentada por J.Sebasti-
ao e Silva (II) e relativa a possibilidade da introdugao de uma topo
logia de Banach no espago [F]; que é aqui respondida pela negativa.

No apéndice I, aplicamos rapidamente a teoria desenvolvi



-~ IIT -

da no Capitulo II na demonstraggo do teorema cléssico de Runge, que
assim se apresenta sObre Sseu verdadeiro aspecto geométrico. Esta a-
plicaggo jé havia sido tentada por Cacciopoli, em trabalho citado na
bibliografia; entretanto, a auséncia de uma teoris de espago vecto-
rial localmente convexo sObre [Ol e [F] tornaf@ aquele trabalho
nao rigoroso e prematuroc.

0 autor ca presente tese, depois de redigir a maior par-
te da mesma, tomou conhecimento do Gltimo trabalho de J.Sebastiao e
Silva: SObre a Topologia dos Espagos Funcionais Analiticos, que se
ocupa também com o mesmo problema. A solugao apresentada na pg.55 e
seguintes da referida memdéria nao define o espago [F] como espago
vectorial topolégico e se ocupa sOmente com o espago (F). Além disso,
no resumo em lingua franceza com que finaliza aquele trabalho, refe-
rindo-se precisamente & topologia sBbhre o espago [Fﬂ, assim se expri
me: "Mais nous ne 1l'avons pes fait, comme nousll'avons déja dit, par-
ce que la famille des ensembles fermés dans 3’[0] n'a pas donné pri
se 2 nos raisonnements. Toutefois, il n'est pas exclu qu'on rdéussisse
a definir de fagon convenable, dans l'ensemble :}{C], une topologie
qui le rehae un espace pseudo-normable ou méme un espace de Banach
(avec les opérations vectorielles déja définies). La question reste
donc ouverte dans cette direction." 0 capitulo segundo desta tese
responde completamente a esta questéo como ja tivemos ocasiao de ob-

servar e mostra também como a teoria dos funcionais analiticos se en-

troza com a anélise funcional moderna. Devido A limitagao de tempo

nao nos foi possivel tratar das aplicégses continuas Je um espago [0]
em outro espago {Ol] ¢ O problema dual, assim como a aplicaggo da
teoria ao estudo das fungges médio-periédicus (ver L.Schwartz,I).

No programa da cadeira "Complementos de Geometria e Geo-
metria Superior" figura extensivamente pontos sGbre espagos vectori-
ais, em particular, sobre a noggo de "dualidade, A tese
2qui apresentada nao passa de variagges sGbre o tema da dualidade e
seu principal resultado é, essencialmente, a dualidade que se estabe
lece entre os espagos [0] e {F}.

O objetivo do Capitulo I é expdr o mais prevemente possi

vel, t0das as nogoes e teorema sd8bre espagos vectoriais topoldgicos
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indispensaveis 20 entendimentc do que se segue. Procurou-se dar
maior destaque aquelas partes, cocmo, por exemplo, a referente a dua
lidade e no teorema de Mackey que sao essenciais ao desenvolvimento
do segundc capitulo; entretanto, as numerosas citagges, permitirgo
reconstruir as demonstragaes com todo detalhe. Fara facilitar &ste
estudo o autor apresenta no apéndice II, uma espécie de indice das
nogges de Topologia Geral, como sao dadas na obra de Bourbaki.

& redagao do primeiroc capitulo foi fortemente influenci-
ada pelo excelente cursc sdbre espagos vectoriais topoldgicos, desen
volvido no Departamento de Matematica, em 1949, pelc Prof. Delsarte,
assim comc, de um modo geral, pela obra de Bourbaki, inclusive, um
manuscrito sdbre espagos vectoriais topoldgicos gque o autor teve oca
siac de ccnsultar. 4 demonstraggo do_teorema de Mackey-Arens nao foi
dada no curso mencichado, nem no referidoc manuscrito e o autoer apro-
velita esta oportunidade para agradecer a colaboragao que, neste pon-
to, assim como no §5, do Capitulo II' lhe prestou o Prof.L. Nachbin,
da Universidade do Brasil.

4 idéia fundamental déste trabalho o autor a teve duran-
te sua permanéncia no Institute for Advanced Study, com Bolsa de Es-
tudos outorgada pela Funda@go Guggenheim, a qual testemunha sua gra-
tidao. Ao Frof. A.Weil, a quem deve a reccmenda@go de 'seu nome a re-
ferida Bolsa de Estudos, o reconhecimento do autor.

Finalmente aqui ficam os agradecimentcs ao licenciado
Snr. S. Chain H%nig, assistente da cadeira de Analise Superior, com
quem 0 autor discutiu de modo o mais estimulador possivel todos os
pontos desta tese e também ao assistente L.H.Jacy Monteirc que nao

mediu esforgos para que esta tese fosse publicada em tempo util.

Sao Paulo, Julho de 1951.



NOTACOES.

As notagSes da teoria dos conjuntocs, sgo, em geral, as
usadas no livro "Théorie des Ensembles (Fascicule des Résultats) de

‘, Bourbaki. Assim x{A,Xé.-A, A UB, ANB, , ’Ai’ (\A.

(:A, Ex T, Tv‘réi, indicam respectivﬁmente: 0 elemento x perten-
ieT

. ce ao conjunto Ajs o elemento x mnao pertence ao conjunto A; reu-

} niao dos conjuntos A e Bj intersecgéo dos conjuntos A e Bj; reunieo
A da familia de conjuntos Ai; intersecggo dos conjuntos da familia
ﬁ".‘Aig complementar de A, isto é, o conjunto dos elementos do espago
B que nao pertencem a A; conjunto aos pares (x,y) com x £ E e
v € F;' conjunto das familias (xi)i€I onde x; - E; .
Dado um conjunto E, para se indicar o subconjunto de

elementos de E que satisfazem uma propriedade T, se escreve:

B A = 5 x £ E x satisfaz I’}.

Substitui-se a notagao x € B por x simplesmente quando nao ha
J'. duvida sObre ¢ conjuntc E de que se fala. ;
As notagSes de Topologia Geral sao também as de Bourba-
ki (Topologie Généraie) assim: A e 2 indicam, respectivamente, a
aderéncia e o interior do conjunto A, considerado como parte de um
espago topolodgico.
Indica-se sempre com N o conjunto dos nimeros inteiros

estritamente positivos.



CAPITULO I.

PRELIMINARES SOBRE ESPAGOS VECTCRIAIS TOPOLOGICOS.

§ 1. Espago vectorial topolbgico complexo.

1. Espago vectorial complexo.

Definicao 1. Grupo comutativo ou abeliano é um conjunto

E, com estrutura dada pela aplicaggo soma. Chama-se aplicagao soma
A d o, l
- a tdda aplicagao (x,y) — x+y do conjunto E x E em E (1) que

satisfaz os axiomas:
1) x+y =y + X, quaisquer que sejan x,y €E (propri
edade comutativa);
2) x+(y+2)=(x+7y)+ 2, q.q. sejam (2) X,y,2€E
(propriedade associativa);
3) existe um elemento de E, representado por O e cha
mado zero ou origem, tal que O + x = x, para todc
x € B3

4) dado um elemento x € E, existe um elemento do mesmc

conjunto, indicado por =-x e chamado simétrico ou o-
posto de x, tal que x + (-x) = O.
E' consequéncia imediata dos axiomas que existe um dnico
elemento zero e que, dado x €E, o oposto de x ¢é unico.

Definigao 2. Um espago vectorial complexo ou simplesmen-

te espaco vectorial é um grupo abeliano que possui também uma estru-

tura definida por uma aplicagao produto por um escalar. Chama-se a-

plicaggo produto por um escalar a tdda aplicaggo ( AsE) = AX
do conjunto C x B [par ordenado ( 2,x), onde AEC (corpo com
plexo) e x e_E] sObre E que satisfaz os axiomass

1) 2A(x+y) = Ax + Ay - distributivo em relagao ao

NEC e X,y €E grupo abelianoj
2) (A+p)x = X+ MUX, Ay P £C e x €E - dis-
tributivo em relagao ao corpo Cj

3) Alpx) = (Apx, A, p €0, x €5
4) 1l.x = x.

(1) Indicaremos o elemento imdgem de (x,y) em E com a notagao a-
(2) ditiva, isto e: x+y. 3 .
Abreviaremos sempre a expressao "quaisquer que sejam" escrevendo
em seu lugar "gq.g.sejam".
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E' costume referir-se ao numero complexo 9, chamando-o
de escalar. Os elementos do espago vectorial sao denominados vecto-
res ou pontos. Chama-se diferencga de dois vectores x,y, ao elemento
x-y=x+ (-y).

Definiggo 3. Dados dois vectores x e y de E, chama

se segmento fechado de extremidades a e b ao conjunto de vecto-
res 5>x+(1-j?)y, em que .? percorre O intervalo [0,1}. Uma parte A

de E & convexa se, g.q. sejam X e y € A, o segmento fechado de
extremidades x e y esta contido em A. A parte A é absoluta-

mente convexa se, juntamente com x e Yy, vectores gquaisquer de A,

ela contém os vectores ax+ uy, onde | Al + || & 1.

A intersecgao de uma familia qualquer de conjuntos abso-
lutamente convexos é um conjunto absolutamente convexo.

Definiggo 4. Dada uma parte gqualquer 4 de um espago

vectorial E, a envoltdria absolutamente convexa de A ¢é a interse-

cgao dos absolutamente convexos que contém Aj; ela ¢, portanto, o me
nor absolutamente convexo que contém A.
Proposigao 1. A envoltdéria absolutamente convexa de A

em E é o conjunto de tddas as combinagoes lineares ) A%y to-
i
dos os ﬁi nulos com excegao de um numero finito, em que {xi} é

‘ . ]
uma familia qualquer de pontos de A e é lﬂi\ £1.
i
Com efeito, a envoltdria contém o conjunto destas combi-

nagoes e €ste conjunto é absolutamente convexo e contém A.
Definigao 5. Num espago vectorial E, diz-se que uma par

te S & estrelada e simétrica, se as relagoes X €85 e (A& L,

implicam Ax € S; diz-se que S & equilibrada em relaggo a origem
se, para todo X, € B, existe um numero real X » 0, tal que Al €&
implica ‘%xo € S.

ngigigég 6. Uma parte V de um espago vectorial é cha
mada sub-espaco vectorial se satisfaz as condigSes

1) 0 €V;

2) se x,y €V, entao x+y € V3 .

3) se x €V, entao Ax €V, g.q. seja AE€C.

Seja V um sub-espago vectorial de E. Diz-se que v é

o~ . » 7 A .
uma reta se a sua dimensao é 1. V é um hiperplano homogéneo ou hi-
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perplano, se a dimensao do espago quociente E/V é 1 (Bourbaski, A.
II, pg.37 e seguintes).

2. Espaco vectorial topoldgico.

Definiqgo T. Grupo abeliano topoldgico é um grupo abelia

no E  que possui também estrutura de espago topoldgico compativel
com a estrutura de grupo abeliano, isto é: x+y & ggggég continua de

X e y simulténeamente e -x ¢é fungao continua de x. E € um espa-

g0 vectorial topoldgico sObre o corpo C ou simplesmente espaco vec-

torial topoldgico se satisfaz ainda o seguinte axioma: a aplicaggo
(Ay,x) —> Ax de Cx E sdbre E & continua.

A definigao anterior equivale a dizer: E ¢é um grupo a-

.beliano e as duas aplicagges (%,7) —> ¥ e (p,.x) —> Ax

de EXE e Cx E respectivamente em E, sao continuas.

SO6bre um espago vectorial topoldogico. E define-se uma
estrutura uniforme [Bourbaki, T.G.fI, pg.85 e seguintesy; T.G.IIT,
pg.BO} como se segue: seja V uma vizinhanga da origem em E e

considere-se o conjunto

Uy = {(X,y) I X,y €8, x-y €V} .
A totalidade dos conjuntos U quando V percorre um sistema funda-

TR b el R I A A i R e RS
mental de vizinhangas, constitue um filtro sdbre E x E, que define a

o e . 1 . Ot e, o s g o e — . o o e tt

estrutura uniforme sd8bre o espago vectorial topoldgico E. Os concei-

tos de sucessao de Cauchy ou filtro de Cauchy e espago completo, quan

do aplicados a um espago vectorial topoldgico se referem sempre a es-—

‘ta estrutura uniforme.

Teremos ocasiao de caracterizar um espago vectorial topo-

l6gico por meio de um sistema fundamental de vizinhancas. Esta carac-

terizagao estéd baseada ne seguinte

Proposiggo 2. Em um espago vectorial topoldgico E exig
te um sistema fundamental de vizinhangas da origem S que satisfaz
as seguintes condiggesz

1) Todo V €S ¢ estrelado e simétrico, isto é: g.q. sg
ja VES e x €V, a relagao \aA|<&1 arrasta Ax €7V.

2) Todo V € S é equilibrado, isto é: g.q. seja V €8S
e x, €E, existe um X >0 tal que Al & «  implica 7\XO€V.
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3) q.q. seja VES e 2 #£0, temse AVES (s ¢é
invariavel pcr homotetia).

4) q.q. seja€V S existe W& S tal que W+WC V.
Inversamente, se uma base de filtro S, sObre um espago vectorial E,
satisfaz essas condigges, existe uma topologia sbbre E, compativel
com a estrutura de espago vectorial de E, e, para a qual, S & um
sistema fundamental de vizinhangas da origem em E. (S8bre esta pro
posiggo consultar: Delsérte, Cap.I, prop.3; Nachbin, pg: 32 o

Definigao 8. Uma vizinhanga W da origem é chamada vi-
zinhanca circular se ela € absolutamente convexas; segue-se que W sa-

tisfaz eiefﬂ = W, para todo © real. Reciprocamente, t8da vizinhan-
- ga convexa que goza desta propriedade é vizinhanga circular.

Definigao 9. Uma variedade linear em E & a transforma-
da por translaggo de um sub-espago de E.

T8da variedade linear é défforma x +V, onde V é o sub-
espago que a define e X, ¢ um vector de B que define a translagao.
Reta & t8da variedade linear de dimensao 1 (dimensgo do sub-espago que
a define) e hiperplano t8da variedade definida a partir de um hiperpla
no homogéneo. Frequentemente, para se evitar confusgo, chama-se o sube-
e8pego vectorial B de dimensao 1, de reta homogénea e, corresponden
temente, hiperplano homogéneo.

Proposigao 3. A aderéncia de uma variedade linear & ume
variedade linear. (Delsarte, §2, prop. I).

Definigao 10. Seja E um espago vectorial topolégico.

Se A é uma parte de B, chama-se sub-espago vectorial, gerado por A,

a aderéncia de A (nao confundir com o conceito de mesmo nome mas re
lativo exclusivamente a estruturs vectorial de E£). O sub-espago gera
do por A é, portanto, o menor sub-espago vectorial fechado que con-
tém  A.

Definicao 11. Um subconjunto A de E £ total se o sub
espago vectorial'gerado por A coincide com todo o espago.

T78da vizinhanca da origem em E & totel (prop.2, 2).

Definigao 12. Uma familia de pontos (ai>ié;I é topolo-
gicamente livre em B se, q.q. seja k QO conjunto dos indices, o

sub-espago vectorial gerado pelos a;, com i # k, nao contem o vec-

tor ak.
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0 conjunto dos elementos de uma familia topoldgicamente

livre forma uma parte topologicamente livre de E.

Definiggo 13. Uma parte. L de um espago vectorial topo

_ logico é limitada se, q.q. seja a vizinhanga V da origem em E, e-

 xiste um nimero complexo 9 5 0 % 0, tal que AL <V, isto é: exis-

te sempre uma homotetia que leva L em V.
Proposicao 4. Os seguintes resultados sao consequéncias

imediatas da definiggo de parte limitada e da proposiggo 2: Téda par

te reduzida & um ponto é limitada; tdda parte de um limitado é limi-

- tada. Se Ll e L sao limitados, o mesmo acontece com L.{L e

2
L1+L2, em particular, t0da parte finita é limitada.

1 2

Proposiggo 5. A aderéncia de uma perte limitada é limi-

tada (Delsarte, §1, prop.7).

Progosiggo 6. Num espago vectorial topoldgico separado

E, todo conjunto relativamente compacto é limitado (Delsarte,§I,

prop.9).

Convém cbservar explicitamente, que dado um espago vecto
rial topoldgico, pode acontecer gue nenhuma vizinhanga da origem seja

limitada (ver proposigao 11).

3. Dual de um espago vectorial topologico.

Nota: SObre o conteido déste numero consultar: Bourbaki
T.G. X, §1 e §2 assim como Delsarte, cap.I,$3.
Sejam B e F dois espagos vectoriais topologicos e

fZ(E,F) o conjunto das aplicacoes lineares continuas u de E em

F. E' claro que JZ(E,F) é um espago vectorial sdbre . C, quando se
define: (u+v)(x) =.u(x) + v(x) e (v u)(x) = L u(x) para
u,v € L(E,F) e x € E (Bourbaki, A.II,pg.23 e 24). Seja & um

conjunto de partes de E. Nosso objetivo final é introduzir em

jﬂ(E,F) uma estrutura de espago vectorial topologico; comegaremos
definindo sdbre fB(E,F) uma topologia, precisamente a topologia

%. da convergéncia uniforme nos conjuntos de (b . Um sistema fun-

damental de vizinhangas na topologia ES@ é constituido pela totali

dade dos conjuntos T(V,A) definidos como se segue:

T(V,A) = gu{ u(a) Cv, A{Cb , V, vizinhanga}

( da origem em B



" (Bourbaki, T.¢.X,§1,1,08.2).

Se V é tal que V = -V, segue-se que T(-V,4) =

) /.-:# -T(V,A); para verificar que a topologia ZCE é compativel com a
& v y —
 estrutura de grupo abeliano de > (E,F), basta demonstrar que, qual

- quer que seja T(V,A), existe T(W,A) tal que T(W,A)+T(W,A) CT(V,4)

(Bourbaki, T.G.III,pg.6). E sendo grupo abeliano topolégico, dado
V, existe W tal que W+W < V; tomando-se u,v & T(W,A) e conside-
rando-se W = u+v, segue-se: w(x) = u(x) + v(x) € W+ WV, q.q. se
ja x € 4, lcgo, T(W,A)+T(W,A) < T(V,4a). _

A compatibilidade da topologia (G  com a estrutura vec

torial de ;@(E,F) depende do conjunto de partes C@ , de acOrdo com

a seguinte

Proposigao 7. Para que a topologia Gé seja compativel
com a estrutura de espago vectorial de [5(E,F) & necessaria e sufi-
ciente que, para todo ué& f(E,F) ,1(?‘ todo elemento Ae@; ’ u(A) se-
ja limitada em F.

A demonstrag‘ao consiste em mostrar que, nas condigges in

dicadas, os T(V,A) podem ser escolhidos de modo gue satisfagam a

, segunda parte da proposigao 2

_ Seja u & T(V,A), com V estrelada e simétrica; entao,
u(A) ¢ V, implica QA u(a)c AVC V, para todo .(A|<& 1 e a.condi

¢ao 1, da prop.2 estad satisfeita.

A condic;g.o 4 ja foi demonstrada, gquando sSe provou gue
€ compativel com o grupo abeliano ZZ(E,F). Por outro lado, é claro
que T(AV,A) = AD(V,Ar), para todo A # 0. Logo a coﬁdiggo 3 esta
também satisfeita. Finalmente, para que a condigao 2 seja satisfeita
é necessario e suficiente que, para todo u € fg(E,F), todo Ae&g
e todo V, vizinhanga de O em F, exista A £ 0 tal que
Au € 7(V,4) ou Au(A) <V e, portanto, u(4a) 1limitado em F,

0 que demonstra a proposiggo e

Definigao 14. 4 condiggo gxpressa pela proposig:ao 7 é,
em particular, satisfeita nos dois casos seguintes:
a) E e F quaisquer, C{) formado pelas partes finitas

de E. A topologia g5z , neste caso, é chamada topologia da conver-

géncia simples sSbre J2(E,F) e indicada com a notagao Ty
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; b) E e F quaisquer e (@ conjunto das partes limita
. das de E. Sendo L uma parte limitada de E, u(L) & limitado em
l-:Fw Com efeito, para tdda vizinhanca W da origem em F, u(W) - & uma
vizinhanga da origem em E, logo existe um A £ O tal que

AL C T}(W) e portanto u(Q L) = Au(l) C W

4 topologia €;¢), neste caso, & chamada topologia da con-

‘vergéncia uniforme sObre os limitados de E e é indicada com a notagao

Z‘Q.

Voltaremos oportunamente as topologias definidas em a) e
" b) assim como introduziremos outras em J3(E,F).

Definigao 15. Uma parte H de Ja(E,F) & um conjunto

_eguicontinuo num ponto X € B, se qualquer gque seja a vizinhanga do

zero W em F, existe uma vizinhanga 7V de Xy tal que, q.q. sejam

X &V e ugH, u(x)-u(x,) €7. H ¢é um conjunto equicontinuo se &
equicontinuo em todo ponto de E;condi¢ao necessaria e suficiente pa-
ra que isso.acontega & que H seja equicontinuo na origem.

Definigao 16. Introduziremos, em primeiro lugar, a nogeao

de dual algébrico de um espag¢o vectorial R. Chama-se dual algébrico

*  formado pelo conjunto das formas 1i-

L

r de E ao espago vectorial &

: _neares em E. Forma linear em E é tdda aplicaggo linear do espago
E no corpo C dos nimeros complexos (Bourbaki, A.II,pg.42). Quando

E ¢ um espacgo vectorial topoldgico, chama-se dual de E ao sub-es-

page B' de E* constituido pelas formas lineares continuas (funci-

onais lineares) em E.

Definiremos uma topologia sdbre E' considerandc as vi-
zinhangas  T(V,4) de J»(Z,C), quando A percorre um conjunto (@
de limitados de E e V percorre as vizinhangas do zero no corpo

Nosso objetivo agora é obter uma condiggo necessaria e
suficiente para que a topologia definida sdbre E' seja separada.
Para &sse fim, consideremos a intersecgao das vizinhangas ?(V,A) que
é constituida pelas formas lineares continuas u tais que u(A)(: v,
g.Q. seja V e A'{é). Tendo-se em vista a topologia separada sObre
C, segue-se que u(A) =0, g.q. seja AE @ . Portanto, condigao sufi

ciente para que a topologia definida sSbre E' seja separada é que



(Bourbaki, T.G.X,81,5,prop.2).

Definiggo 17. Em partioular, a topologia da convergén—
ia simples, que ja vimos ser compativel com a estrutura de espago

_Nectoriai de E', é separada. Esta topologia é chamada topologia fra-
' ca sbbre E' e sera indicada com a notagao ¢ (2',E). B', com esta

m

Definigao 18. Seja x um ponto de E e x' um elemen-
‘n.v:th de BE'. Indica-se o valor de x' no ponto x com a notag:;o
B x,x" , isto é5 x'(x) = {x,x'y . A aplicagao

- (x,x') — <x,x'y & chamada forma bilinear candnica definida sd

bre £ x E'. A aplicagao parcial x —3F (X,x'> é um elemento
de BE', por definigg.o. A outra aplicagao parcial. x' —) (x,x'>
3 ,_-é'evidentemente linear. Para verificar que esta é continua em &I,
basta considerar sbbre E a parte finita %x}; a imagem inversa da
vizinhanga V do zero de C é constituida por todos os x' +tais
que (x,x')-% € V, que é precisamente uma vizinhanga do zero em E%.
" Introduzindo-se em E' uma topologia T mais fina que a topologia
fraca é claro que a aplicagao x' —3 {x,x'> & continua também
na topologia T .

Definigao 19. Seja A (respectivamente B) uma parte
qualquer de E (respectivamente de E'); ehama e conjunto polar de
A (resp. de B) ao conjunto A% (resp. B°) dos x! (resp. x) per-

' tencentes a2 E' (resp. E) e tais que ‘( X,X 35 é 1l para todo x

(resp. x') pertencente 2 A (resp. B).

Seja V (resp. W) um sub-espago vectorial de E ‘(resp.
_E'), x'€ v° (resp. x {WO); segue-se, portanto, que ?(x,x')? £ 1,
a.q. seja x £V (resp. x'& W) e, em particular, \=<'}\x,x’>\ €1
(resp. \(x, Iy &L 1) 9 arbitrério. Por outro lado,

\(}\x,x'>\ = \,’\“(x,x')‘ e, portanto, . {x,x*> ='0, isto é:
VO (resp. Wo) é parte do conjunto dos vectores ortogonais a V
(resp. W) (Bourbaki, A.II, pg.44) e, por abuso de linguégem, & cha
mado sub-espago de B' (resp. B) ortogonal a V . (resp. W).

Definicao 19'. O espago E', dual de um espago vectorial

topolégico E, é separador se - 8'° - E(O}; nestas condigSes, para to-
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"x#£ 0 em E, existe um x' tal que { Zom) Y A O
Progosiggw 8. Qualquer que seja o sub-espago vectorial
~do dual fraco EL tem-se: (w®)° = W.

Com efeito, de aclrdo com a definigao 19,

. -7 W - f\x l ](X,X')‘ = @y -x' QW},

‘.;ialprtanto, (W°)° & a intersecgao dos hiperplanos que contém W e

; cujas equagoes sao {a,x'y = 0, com a £ w°. Bstes hiperplanos sao
~ fechados (como imigem inversa do zero da reta complexa); portanto,
»‘lsua intersecgao também & fechada e a proposicao ficarid demonstrada
provando-se que essa intersecgao & W. Basta, para éste fim, demons-
trar que, para todo x'(ﬁ W, existe a € W° e tal que agx'P # 0.
"Seja U uma vizinhanga de x': '

U= y' !/a',x'__y' 2'.<£ Py l<i<n~l'
. 44 1% P bl

S

Esta vizinhanga pode ser escolhida de modo que y' Qﬁ W, pois X'é’_ﬁ.
i

Seja V o sub-espago vectorial fechado de E definido pelas egua-

1
gaes <ai,z'> = 0, 1£1¢ n; por definig:go, fU nao contém a varie-
dade linear x'+V e como esta ultima nao encontra W, segue-se que
nx! ¢‘=Iv’+V. Existe, portanto, um hiperplano H em BE'!' gque contém
W+V e tal que X! ¢H (Bourbaki, A.II,83,prop.9). Mas como H nao
contém V, segue-se que sua equa-ggo ¢ da forma <u,z'> =-0, em .guse
a & uma combinacao linear dos a; (Bourbaki, A.II, §4;, prop.l1l0, pg.
51) (Delsarte, Cap.I,§3,Teor.1l). (q.e.d.). '

Pr,oposigao 9. Todo hiperplano fechado H de Ei" pPOS—
sui equagao da forma {a,x'y =0, em que a €&,
v Com efeito, " # {O} pois, caso contrario, de aclrdo
4 com a proposigao anterior, teriamos: H = (HO)O‘ = Ei; existe, portan
tos & ;é Oy em E, tal que {a,x'> = 0, para x' & H. Mas o conjun-
to dos pontos x' ¢ E' tais que a,x') =0 ¢ um hiperplano, lo-
go {a,x'y =0 ¢éa equacao de H. (Q.E.D.).

Proposigao 10. T8da forma linear continua em EL, isto
é, fracamente continua, é da forma x' —3 < a,x'>, em que a& E.

Com efeito, seja u uma forma linear continua nao nula
em Bf, _1'11(0) é, pois, um hiperplano fechado, logo, de acOrdo com &

proposigg,o 9, existe a € E tal que u(x') = {a,x'> , pare todo
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¢ 5. (Q.E.D.).

4. Espago vectorial topoldgico localmente convexo.

Definiggo 20. Seja E um espago vectorial topologico s§

i

,fﬁpre o corpo complexo. E & chamado localmente convexo se possui um

. sistema fundamental de vizinhangas da origem formado por partes de B
" absolutamente convexas (vizinhangas circulares) (Delsarte,Cap.III,$§3).
Definigao 21. Uma fungso real p definida em E (espa-
, §0 vectorial topoldgico) é uma semi-norma se satisfaz as propriedades:
1) p(x)2 0, q.q. seja x € B

2) p(Ax) = |Alp(x), q.q. seja x €E e A real;

| 3) p(x+y) & p(x)+p(y), q.q. sejam x,y € E.

. p & uma norma se ela & uma semi-norma e, além disso, p(x) = 0, quan
~do e sdmente quando x = O.

Dada uma vizinhanga circular W, de um espago localmente

convexo E, pode-se definir uma fungso real p(x) como se segue:

p(x) = inf.|%), onde X ¢ .
_ N

E' fécil verificar que p(x) & uma semi—nérma, chamada, nestas con-
digoes, padrao da vizinhanga W. E' evidente que p(x) = p(eie:x),q.
q. geja X ¢ BE; tomando-se N\ = f>ei , Segue-se:

p(e*%x) = p(x), p(px) = pa(x) e, portanto, p(Ax) = 1Ap(x),
qualquer que seja A& C. Por convengao, uma semi-norma, definida sC
- bre um espago vectorial complexo, & uma semi-norma que possui esta

- ultima propriedade.

Seja [\ um conjunto qualquer de semi-normas definidas
sbbre o espago vectorial topoldgico E. Seja S o conjunto dos con-
juntos indicadores das semi-normas Ap, isto é: o conjunto dos vec-
tores x tais que - p(x) Ll,com AD>O0 e pE f‘ 0 conjunto
S ¢é um sistema fundamental de vizinhangas circulares que determiria
uma estrutura de espago localmente @onvexo sbbre E, a qual se dira
definida pela familia de semi-normas [ .

Definigao 21'. Os espagos normados (ou espagos com nor-

ma) constituem um caso particular dos espagos localmente convexos

quando o conjunto f’ se reduz a uma unica norma.
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Numn espago localmente convexo E cuja topologia & defi-
,';ida pelo conjunto de semi-normas [ﬁ, a definiggo de conjunto limi-
:?Ado se traduz do seguinte modo: condigao necessaria e suficiente
}fpara que A seja limitado é que sup. p(x) ¢ +oo, para t8da semi-
I,i‘.-no'rma p € P . e
:‘ 3 Condiggo nécesééria e suficiente para que E seja sepa-
T'vgggg é que, para todo x # O, exista p ¢ [V, tal que p(x) £ O.
E Proposigao 11l. Condigao necesséiria e suficiente para que
i;_dm espago localmente convexo seja normado & que €le possua uma vizi
nhanga limitada da origem (Kolmogoroff, Studia Math. vol.5, pp.441-
: 453; Hyers, Bull. A.M.Society, 51, 1, pg.3).
Proposigaoc 12. Seja E um espago vectorial topoldgico.
Condigao necessaria e suficiente para que um hiperplano seja fechado
& que 8ste seja definido por uma equagao u(x) = a, onde u & uma
forma linear continua nao nula (Delqgrte, Cap+I,82, Teom.l)s
Proposigao 13. (Teorema de Minkowski) - Seja E um espa-
¢o localmente convexo, K uma parte aberta e convexa de B, V um

sub-espago gue nao encontra K; existe um hiperplanc fechado que oson-
tém V e nao encontra K (Banach, Opérations linéaires, p.27;

Dieudonné, Revue Scientifique, 1941, p.642; Delsarte, Cap.II,§3,Teur.1).
‘ Progosigao 14. Seja V um sub-esbago vectorial fechado
em E e X, um ponto que nao pertence a V, existe um hiperplano
fechado que contém V e nac contém X 3 segue-se dai que V ¢é in-
tersecgac dos planos que a contém. ‘
Considerando~-se uma viginhanga aberta de X esta propo
sigao é uma consequéncia imediata da prop.l3.
; Progosigao 15. (Teorema de Hahn-Banach) - Seja B um es-
pago localmente convexo, G um sub-espago de E, f uma forma linear
continua definide em G. Existe uma forma linear continua £ que a
prolonga em E (Delsarte, Cap.II,§3,Teor.2; Cap.III,$3,Prop.3).
Progosiggo lé. Seja X, # O um ponto de um espago lo-
calmente convexo e p uma semi-norma de - E tal que p(xo) % O; exis
te uma forma linear continua f tal que f(XO) = p(xo) e
|£(x)| £ p(x), q.q. seja x € E (Delsarte, Cap.III, Prop.5, Cor.l).




= 1D =

5. Dual fraco de um espago localmente convexo.

_Progosiggo 17. O dual E' de um espago localmente con-
o separado satisfaz a condigao (E')° = {O}, isto é, é separador.
& Com efeito, sendc ¥ separado, dado um ponto x € E,

‘X # 0, existe uma semi-norma p sGbee B tal que p(x) # 0 (parte
:ﬁinal da definigao 21'). Aplicando-se a proposigao 16 ac ponto x,
J:gegue--.se a existéncia de uma forma linear f igual a p(x) em x
ﬁ%, em valor absoluto, nao superior a p(y) em todo ponto y & Ej
:ipértanto LA {O} e E' & separador (definigao 19'). (Q.E.D.).
- Seja E um espag¢o localmente convexc e consideremos a
iqrma linear definida sdbre- Bps

I s {x,x'y x £ E.

M2

. Esta aplicacao é continua (contexto da definigao 18) e de acdrdo com

~ a proposigao 10, t6da forma linear céntinua em E% ¢ uma forma X.

{y,¥y'> , para todo x'E E'
separador (proposigao 17).

w

Definicao 22. A aplicagao linear x —= x de E s0-

. Por outro lado, se X =y ou & Xx,x')

[ON)

.~ segue-se que X =Yy, pois o espago E'

“bre o dual E'' de E' ¢é portanto biunivoca, © que nos autoriza
- identificar E com o dual do dual fraco E de K. Esta identifica-

53'950 permite a introdu@go em E da topologia da convergéncia simples

em E', chamada topologia fraca sbbre B e indicada com a notagao

o (E,E'). Em virtude da relaggo {x, Ax'> =7{x,x') , ebtem-se
um sistema fundamental de vizinhangas para esta topologia, consideran

do-se para t8da parte finita F de E', o conjunto polar F°, isto

’

eé: o conjunto dos x € E, tais que K<x;xﬁ >| £ 1, pera todo x'€F.
De agbrdo com a definiggo 21, esta topclogia é uma tmpologia de espa-

go localmente convexo definida pelas semi-normas

[x]F = sup. |{x,x'>| .
’ x'€ F

A topologia G (=,E") ¢ menos fina que a topologia de E, como se

conclui imediatamente, considerando-se as vizinhangas do zerc na to-
pologia &(8,E').
. - " A
Raciocinando-se sdbre E do mesmo modo gque sdbre E',

conclui-se que t8da forma linear sdbre E, continua na topologia
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v(E,B'), é da forma x — {x,x'y , isto é: E' é o dual de E,
m a topologia G(EB,E'). °

_ Proposiggo 18. Seja E 'um espage vectorial topologico
‘: ge.parador. Condiggc necessaria e suficiente para que uma parte A
:_s‘eja fotal em B! é que, para todo x €3, x # 0, exista x' € A,
pEaL que < x,x') £ 0.

Com efeito, seja W o sub-espago gerado por A. Sendo A
"’ftotal, segue-ses W = E%
(WO)‘O = EL e E} deve ser ortogonal a w° e como (E')O = {O},

'.vexh' B - {O} e reciprncamente, como é evidente. (Q.E.D.).

~ . =
;s mas, de acordo com a proposigao 8, tem-se

Proposiggo 19. Para que uma familia <X'i>i€I seja to-
poldgicamente livre em B&E!., & necessério e suficiente que, para todo
ak€ E tal que (ak,x_}'{> £0 e
{ag,x!y =0, para todo i # k.

indice k, exista um vector

Demonstraggo evidente.

ProEosigzzo 20. Seja A uma parte nao vazia do espag¢c
localmente convexo E. O conjunto bipolar 319% = (AO)O é idéntico
"_ao menor conjunto B absolutemente convexo, fechado na topologia
G (E,B'), que contém A.

00 .
evidentemente

Demonstragao - O C-onjunto bipclar A é
circular. O conjunto A° & fechado na topologia G (&',®). Com efei
to, o conjunto dos pontos x' tais que \<X,X'>\ £ 1, para x . fi
xo0, é fechado pois o mesmo é a imagem inversa do conjunto fechado
\1‘;\4 1 da reta complexa pela aplicacgao continua x' —>.  {x,x'D .
AO sendo a interseogao déstes conjuntos fechados, gquando X percor
re A, é também fechado. O mesmo raciocinio demonstra que (AO)O é
fechado na topologia G (E,E'). Seja B a in’cerseogao das partes
circulares e fechadas na topologia G (E,E') e que contém AOO; g
claro que B 4°°. Para demonstrar que B = AOO, toma-se um
.XO(-vt B e mostra-se que S(xo,x'>\ > 1, para X' & A°. com efeito,
aplicando-se a proposiggo 16 no caso em que p € a semi-norma pa-
drao de B, conclui-se a existéncia de uma forma linear real g so-
bre E, continua na topologia G (E,E') e tal que g(Xo) >1 e
g(x) £ 1, para todo x € B; como B ¢é circular, segue-se que
g(eiex) £ 1, parsa todo x € B e O real qualquer. Seja

{x,x'y = g(x) - ig(ix) una forma linear continua sdbre E, cuja
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‘real é precisamente g(x). Tomando-se (eaie X, X' ) =
{x,x') = g(eielﬂ - ig(i e x), & claro que a parte real de
v‘k,x!) é g(eieax). Por outro lado, gualquer que seja x € B,
éé escolher um & conveniente de modo que .ei {x,x'> seja re-
§ segue-se, portanto, que | x,x'>| £ 1, para todo x € B, em par
cular, para x € A, o que mostra que x' Q;Ao. Entretanto, referin-
‘Ese-é {x,x'"y = g(x) - i g(ix) e a definicao de g(x), conclui-
éué' \<X6’X'>\ > 1, logo x é:AOO e portanto B = A°°. (Q.E.D.).
ieudonné-Schwartz, prop.l, pg.64).
! . Proposigao 21. Td8da variedade linear fechada V de um
‘espago localmente convexo E ¢ fechada na topologia G (E,E').
«n:: Seja X, é:V; de aclrdo com a proposigao 14, existe um
_upiperplano H que contém V e nao contém X Segue-se da proposi-
Bicao 12 que < x,x'> = a, com x!' € B!y & uma equagac de H. Mas H
" nao contém x_, portanto, (x_,x'> =b com b # a. Supondo-se
:i'jb\ <lay e da ¢ 1al - \bl e considerando-se a vizinhanga de X s
_fj .(x&xo,x’>\ £ d, é evidente que esta vizinhanga nao e%contra o hi-
. perplano H, logo, H & fechado na topologia G (E,E'). (Q.E.D.).
3 . Proposigao 22. Para que uma parte A de um espago lo-
. calmente convexo seja um conjunto total, em E, & necessario e sufi-
" ciente que para todo x' # 0 em E', exista um x € A tal que
_<X,X‘> £ 0.

Com efeitc, sendo A total em E, A = E e portanto A
& total na topologia G (E,E') (prop.2l) e a condiggo eiprime pre-—
cisamente a condi@go necessaria e suficiente para gque A seja total
B csie topologia (prop.18). (Q.E.D.).
! Proposigao 23. Para que uma familia de pontos (Xi icT

de um espago localmente convexo E seja topologicamente livre em E,

é necessario e suficiente que, para todo k, exista um ai em  E',
/ .
tal que (x,al> £0 e <Xi’al'(> = 0 para i # k.
De acdrdo com a proposigao 21, esta proposigac se recon-

duz a proposicgao 19.

{2) Supondo-se (a| = |bl, a translagac definida pelo vector a Te
conduz a demonstragac ac casc tratado acinma.
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6. Espacos vectoriais postos em duglidade por uma forma

. Teorema de Mackey-Arens.

" Sejam E e RB' dcis espagos vectoriais sdbre o corpo
2Xx0 e suponhamocs dada uma forma bilinear B(x,x'): (x,x') —
X,x'). '

: Definigéo 23. Diz-se que os espagos E e E! ggigg

08 em dualidade pela fcrma B se estao satisfeitas as seguintes

ondigoes (Dieudonné: Ann. de 1'BEcole Normale, LIX, Fasc.2,pg. 192):
(DI) - A relagzo "qualquer que seja x € B, B(x,x!')=0"

(DII)_ A relagao "qualquer que seja x' € B', B(x,x')=0"
IBice,  x = 0. _ '
. Seja B, a forma linear parcial x — B(x,x') sObre
.« A aplicagao x' — Bx' é, evidentemente, uma aplicaggo linear

3 .
de B e, de acdrdo com a con-

do espago E' no dual algébrico E
'ggo DI’ esta aplicagéo ¢ biunivoca em E; esta aplicaggo permite
'lentificar E' com um sub-espago de E*, IE'CZ[E*. Considerando-se

‘a outra forma parcial B: x' — B(x,x') e a aplicagao

e — Bx’ a condigéo DII permite a identificaqgo de E com um

i@ub—espago do dual algébrico E'* de E', B C;Ef*; feitas estas i-

‘dentificagoes, a forma x —> B(x,x") serd um elemento de E' e
' nestas condigoes, é cdmodo escrever-se X,x! em lugar de B(x,x').

=%

' A identificagaoc de E' com uma parte de E permite ainda a introdu

- ¢ao em E' da topologia da convergéncia simples em B, e com argumen

" tos idénticos aos desenvolvidos na definigao 22, constata-se que essa

;tdpologia ¢ de espago localmente convexc e sera indicada com a nota-
f:§£0 G(E',E). Trocando-se os papeis de E e BE', define-se sObre

idE' a topologia da convergéncia simples sCbre E que sera designada
P por G(E,E'). ‘
R Progosigao 23. As fungges le" sao semi-normas s8bre

m

. E e precisamente as semi-normas que definem a topologia ds espago lo-
' calmente convexo G(E,E'). Esta topologia é a topologia de espago
';:loéalmente convexo menos fina para a qual tCdas as formas Bx' sao

" continuas.
g Observagao - As proposigoes 8,9 e 10, como & facil veri-

ficar, permanecem verdadeiras substituindo-se naqueles enunciados ©
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?-fraco E} pelo espago E' com a topologia G (E',E).

Segue-se dessa observagao a seguinte

. Proposigao 24. O sub-espago E de E'" & o dual de B!

m a fopologia G(E',E) e, correspcndentemente, ¢ sub-espago B'

E® & 0 dual de E com a topologia G (E,E'). |
Observaggo - No que se segue empregaremos muitas vezes o

:aﬂverbln fracamente, quando se tratar de propriedade relativa a topo-

?logla S (E,E'), conforme o contexto.

Progosigéo 25. Seja E um espago vectorial topolégico

‘e U uma vizinhanga da origem em E. O conjunto U° é fracamente

éﬁcompacto.

1 Demonstragéo - E' facil verificar que o espago B' pode

ser considerado como sub- -espago do espago CE, tendo-se em vista a

k deflnlgao de vizinhanga na topologla fraca de B' e a definiggo de

_} topologia produto no espago produto (Eourbakl, T.G.II,pg.42 e

'e . Bourbaki, T.G.X,§1, 3, I). Da propriedade 3 da prop.2, conclui-se que,

b para todo x ¢ E, existe NE€C, A £0 e tal que AxX €U e, por

- tanto, ‘( '/\x,x'>t £ 1 ou \(x,x')\ £ Tli? para todo x' € UC.

Verifica-se déste modo, que as projegoes de U° sbbre os espagos fa-
tores de CE sao limitadas. De acdrdo com Bourbaki, T.G.VIII,81,p.
93 e Bourbaki,T.G.VI, §1, Prop.l, segue-se que essas projeQGes sao
relativamente compactas; utilizando-se do teorema de Tychonoff
(Bourbaki, T.¢.I, §10, Teor. 2, Ccrol. pg. 63) conclui-se que U° &
rélativamente compacto em CE. Mas UO é evidentemente fechado em
Ch, portanto UO é compacto e, lembrando(a observagao que abriu es-
‘ta demonstracao, UC & fracamente compacto. (Q.E.D.). (SBbre esta de-
monstraggo ver Delsarte, Cap.I, §3, Teor. 2 e Dieudonné, Ann. Ecole
Normale, LIX, Fasc. 2, pg. 128).

Definigao 24. No espago vectorial b(z,7), com E e

F espagos vectoriais topoldgicos separados, pode-se introduzir a to

pologia da convergéncia compacta. Esta é obtida tomandc-se para (b

(ver pg.5) o conjunto das partes relativamente compactas de E. Com
efeito, A sendo elemento de q;, u(h) & relativamente compacta em

F (Bourbaki, T.G.I, §10, pg.62) e, portantoc, limitadc (Prop. 6) e,

o

de acbrdo com a prop.7, esta topologia é compativel com a estrutura
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'spago vectorial de éﬁ;(E,F). Em particular, sdbre E', dual de

y a‘topologia da convergéncia uniforme s8bre os compactos (topologia

mpacta (_C) e segarada, pois §? e um recobrimento de E.
Definigao 25. Na hipotese em que os espagos E e B!

ﬁéjam}postos em dualidade, isto €, nas condigges da definiggo 25

A . e~ 3¢ :
. sabe-se que, com oportuna identificagao, E C E' . Nestas circunstan

* cia, pode-se considerar sObre E a topologia da convergéncia unifor-

- me sbbre as partes absolutamente convexas e fracamente compactas de

. E'; Esta topologia serd indicada com a notaggo ~(8,B') e, trocan-
;fdo—se os papéis de E e E', define-se s8bre RE' a topologia
%£(8',E), isto é: a topologia da convergéncia uniforme sébre as par-
_tes absolutamente convexas e fracamente compactas de BE.

Os polares de X, precisamente, os conjuntos

K = {x \ bt Sl 1 %! QK} ;
guando K percorre o conjunto das partes absolutamente convexas e

. fracamente compactas de E', constituem um sistema fundamental de vi-

zinhangas da origem de B na topologia T (E,B'). Este resultado &

' de facil verificaggo, lembrando-se da proposiggo 2 e def. 14, b) e
~ do fato que o homotético de uma parte absolutamente convexa e fraca-

mente compacta é uma parte com as mesmas propriedades.
Nesta altura é oportuna a introdugao da seguinte notagaos
0 espago vectorial topoldgico com a topologia localmente convexa

sera indicado por E_, ¢ 0 dual de ZE., com a-notaggo; BL,

Pede-se agora apresentar a seguinte questao, supondo-se
ainda que E e EB' sejam espagos vectoriais nas condigSes da defi-
nigao 23. Quais sao as topologias < (respect. <z') de espago local-
mente convexo gue se pode irtroduzir em E (respectivamente E') e
para as quais E! = B' (respect. E & dual de E' )? A resposta &
dada pela seguinge :

Proposicao 26 (Tcorema de Mackey-Arens) - Sejam & e E'
espagos vectoriais nas condigges da definiggo 23. Condiggo necessaria
e suficiente pars que B! = B! (respect. (E%.)' = E) & que a to-
pologia % (resp. ©') seja mais fina que a topologiza o(E,E'") (reg
pect. «(B',B)) e menos fina que a topologia <T(E,B') (resp.

T(E',E)).

3
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Demonstracaoc - Em primeiro lugar, observe-se gue, Se a

,v,,\r E' = E' esta satisfeita, é claro que T 2 < (E,E')

contexto da definigao 22). Trata-se agora de demonstrar que, da hi-
3 : o

tese E' = E', implica T & T (E,E') (_) Seja U uma vizinhanga

> ’c I3 ) . (9)

cular arbitraria da origem na topologia T e 'U 0 seu conjun-

- to polar. De acdrdo com a proposigao 25, U° & fracamente compactc

w‘e, por outro lado, é trivial a verificaggo de gque Uo & absolutamen
te éonvexo. Recordando-se (definiggo 25) que os polares de partes a-
:' bsolutamente convexas e fracamente compactas de B! 580 vizinhancgas
. da origem de E na topologia T(E,B'), segue-se que (UH° é uma
-,,r.,-,Q’.('E,E')-—vizinhang:a. Seja p a semi-norma padrgto dg vizinhang¢a cir-
cular U; aplicando-se a proposigao 15, -dado Xq e‘i U, é possivel
construir uma forma linear continua x' (na topologia T ) que satis
faz: (x_,x') = p(xo) >1 e (x,x'> =p(x), para x € E. Nestas
. condigoes, é claro que X, é (v9)°  e,” portanto, (U°)® C U, o que

. traduz a relag:glo z & ©(E,E'). Baseando-se na cbservagz;o de que a
continuidade de uma forma linear numa topolcogia menos fine que
?;(E,E') implica sua continuidade nesta topologia, basta, entao, de
monstrar que t6da forma linear continua na topologia “C(E,E') per—
tence 2 E' (convém nao se esquecer que E' esta identificado com
una parte do dual algébrico E de E). Sejz K uma parte qualquer

. o}
de E' que seja absolutamente convexa e fracamente ccmpacta, K
‘seu conjunto polar. Considerando-se K C B! CE%, indica-se com
¢

KEE* o polar de KX, relativamente ac par E,E’. E' claro -que KO =

= KEE*‘ Seja agora \.P € B®, uma forma linear continua na topologia

Z(B,E'). Trata-se de demonstrar que \? € E'. A forma linear V‘)

sendo continua na topologia <T(E,E'), segue-se a existéncia de uma
. o

parte circular e fracamente compacta XK CE', tal que \(.(,)(K )\ A N

K sendn fracamente compacto em E' & fracamente fechado no mesmo

.

~ T >
espago. Por outro lado, a aplicacao canbnica & de E' em E7

‘uma aplicagao continua pois a topologia « (E',E) ¢ a2 topologia in-

duzida por G (E™,E) sbbre E'; logo, 8O (X) =K §é fracamente com-

Q ) - . ~ v
(,-) Dadas duas topologias comparéaveis T e N sCbre um mesmc con
junto, usamos a notagao T & ¢ para exprimir que T e menos fi-

na (no sentido largo) que <.
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pacto em E (Bourbaki, T.G.I, Teor.l, pg.62) e, portanto, fracamen

~te fechado em EY, isto &, fechado na topologia ¢ (E™,E). Considere

- mos finalmente o polar de X j; como . KgE*’ segue-se, de acdrdo
com a proposigéo 19, que (KEE*)O =K CE', pois K ¢é absolutamente
convexo e fechado na topologia G (E*,E). Mas a forma linear (P é
tal que ]@(KO)\‘%§§ e, portanto, %)Q.(KEE*)O =K CE', come que
riamos demonstrar ‘ /.

S8bre o0 teorema dé Mackey-Arens consultars G.W.Mackey,
On convex topological linear spaces, Trans. Amer. Math. Soc., vol.
60, n23, Th.5, pg.523%; G.W.Mackey: On infinite dimensional linear

spaces, Trans. Amer. Math. Soc., Vol.57, n?22, Th.VII-4, pg.198; R.
Arenss Duality in linear spaces, Duke Math. J., vol.14,n23, Th.2,pg.
790. - \

z § T. Espacgos de Fréohet. Bspacos de Banach. Espacos en-

voltéria de espagos localmente convexos.

Sobre o contelido da primeira parte déste paridgrafo con-
sultar Bourbaki, T.G.IX-8§1,2 e §3, até a pg.37. As definigoes e re-
sultados principais encontram-se no apéndice desta tese.

Progosiggo 27— Condigao necessaria e suficiente para que
um grupo abeiiano G seja metrizavel é que G seja separado e'que a
origem possua um sistema fundamental de vizinhangas enumerdavel (Bour-
baki, T.G.IX,pg.36);

Definigao 26. Um espago vectorial topolbgico E ¢& me-
trizével, se, considerado como grupo abeliano topologico, é metriza-

vel.

ProEosiggo 28. Condigao necessaria e suficiente para que
vm @spago vectorial topoldgico E seja metrizédvel & que seja separz
do e que sua topologia seja definide por uma familia enumeravel de
semi-normas. :

Com efeito, de acdrdo com a definigao 21, se a topologia
de E estA definida por uma familia enumerével de semi-normas, & ori

) . o 5 >
gem possui uma familia enumeravel de vizinhangas. Reciprocamente, se

s a origem possui um sistema fundamental enumeravel de vizinhangas, con

forme a definigao de espago localmente convexo complexo, pode-se su-

(2) & demonstraggo da Gltima parte do tgorema de Mackey-Arens foi su
gerida ao autor pelo Prof. L. Nachbin.




pér que essas vizinhangas sejam circulares; segue-se que OS padrges
dos mesmos constituem uma familia de semi-normas que deflnem a topo-
logla do, - B+ (QEDa)s
Todo espago normado é evidentemente metrizével.
Definig?:o 27. Um espago localmente convexo metrizavel e
completo é um espago de Fréchet. '

Definiggo,2_8_. Um espago normado e completo & um esSpago

de Banach. :
Indicaremos um espago de Fréchet com a notéggo (3’)
Proposigao 29. Seja E um espago (F), H- uma parte do
dual E' de E. As probosigges seguintes 520 equivalentes:
a) existe uma vizinhanca U de O em B tal gue HC U°;
b) H é limitado na topologia Ty s
c) H é fracamente limitado;
d) H é fracamente relat’ivamente compacto.

A topologia ‘T, & chamada topologia forte sGbre E' e

L

no que se segue a express;zo fortemente referg-se senpre & topoldgia
forte. Demonstra-se, em primeiro lugar, que & condigao a) dimplica
que H & uma parte equicontinua de BE'. Esta afirmagao é consequén-
cia do seguinte: condiggo necessaria e suficienté para que uma parte
de E' seja equicontinua & que. esteja contida no conjunto polar de
uma vizinhanga da origem em 3. Com efeito, dizer que H & equicon-
tinua ¢ dizer que dado G >

em E, tal que |{x,x'>| & , para x €V e x'¢ H. Tomando-se
{22 6, segue-se {(’\l x>‘<\6‘<1 para x- €V e . XU,

ey
0, existe uma vizinhanga V da origem

logo HC (\U) . A reciproca é evidente. Demonstra-se, entao, a im-
pllcagao a) —3 b), provando-se que todo conjunto equicontinuo &

fortemente limitado. H sendo equicontinuo, segue-se que dado £ >0,

existe uma vizinhanga V da origem em E tal que . \(x,x')\ CoR
para x' € H ¢ x £ V. A sendo un conjunto limitado de. E vems
AA C V, para um oportuno A . Conclui-se dai que \'A xR B
para x' € H, x € ¥V pois {Ax,x'") = ALx,x'> . A implicagao

A b) — c¢) é trivial. Para demonstrar que de a) segue-se d), bas’

S
fracamente compacto,

(¢}

ta observar que, Jle acdrdo com a prop.25, U
fracamente compacta

D>

logo fracamente fechado e, portanto, H C_UO
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(H relativamente compacto). A proposicao c¢) é implicada pela propo-
siggo‘d) em consequéncia da pr0posigéo 6. Para terminar a demonstra-
¢ao resta provar que a), b) e ¢) sao equivalentes. Como ja se demons
trou que a) arrasta b) e b) implica ¢), falta, sdmente, provar que c)

carrastaa ). Ora, por hipbtese, a fungao f(x) = sup. |<:x,x'>[ g fi-
" x'¢ H
nita em E e {x,x')y sendo continua em E, f ¢é semi-continua in

feriormente (Bourbaki, T.G.IV,pg.llO); resulta do teorema de Baire
(Bourbaki, T.G.IX,Teor.2,pg.77) que existe um pontc xk){_E e uma vi
zinhanga V da origem em E tais que f(x) seja limitada superiocr-
mente em XO+V. Sendo f a envoltoéria superior de fungges convexas é
uma funcao convexa (Delsarte, Cap.II,$2,Prop.3) logo, para y € V,
tem-se f(y) Q:f(xo) + f(xo+y), o que demonstra que f ¢é limitada su
periormente em V, portanto, H e equicontinua na crigem, logo em E.
(Dieudonné-Schwartz, Teor.2 e Teor.3, pg.73, T4 e T6).

Observagéo - Nas condiggés da proposiggo 29, as topologi-
as induzidas s8bre H pela topologia fraca e pela topologia da con-
vergéncia uniforme sdbre os compactos de E, coincidem. Outra conse-
quéncia da mesna proposiggo é que no espago EBE' uma parte limitada

~

numa qualquer das topologias T _, T T, ¢ limitada nas outras

’
duas. 5 £

Definigao 29. Seja E um espago localmente convexo sepa
rado. O bidual (forte) EB'' de E é o dual forte do dual forte BE!'
de E. A forma x' —3 (x,x') sObre E' & continue para a to-
pologia  G(E',E) (ver pg.12), segue-se que é continua também para =z
topologia forte. Nestas condigSes, g foyma Xt ) L £LEE'H é um
elemento de E'' que se indica com a notagéo .i; tem-se, portanto,
idénticamente {(x,x'> = {x',x>. A aplicagao x ——3 x de B
em E'' & biunivoca e permite, pois, a identificaggo de E com um
sub-espago de E'!, introduzindo-se, déste modo, sCbre E a topolo-
gia induzida por E'' sobre BE.

Progosigao 30. A topologia induzida sbbre E psla topo
logia forte de E'' ¢é mais fina que 2 topologia de E. (Dieudonné-
Schwartz, 8, pg.77).

' Com efeito, seja U uma vizinhanga absolutamente conve-

knl

xa da origem em B e L wum conjunto limitado arbitrario de Ej e-

xiste, entao, um 72 > 0 tal que B <C AU (definigao 13), portan-
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to U° C_?\BO e, por definiggo, os éonjuntos B8° constituem um sis
tema fundamental de vizinhangas da origem em B', na topologia 'CQ :
Seja U;"E' o polar de 7> em E'"3 a intersecggo Uog E'(\ Bt
é o polar de U°. U sendo fechado e convexo, pode-se demonstxar<g),
raciocinando-se de modc semelhante ao desenvolvido na demonstragao
da proposigéo 21, que UOO = U, 0 que mostra que a topologia forte
de E ¢é mais fina que a topologia de E. Da discussao anterior re-
sulta que uma condiggo necessaria para que a topologia forte de B

seja estritamente mais fina que a topologia de K, é que existam em

E conjuntos fortemente limitados que nao estejam contidos num con-
. 0 " ~ . ~ ~
Junto da forma U . A proposigao 29 mostra que esta condigao nao se

apregenta quando o espago E é um espago de Fréchet. Conclui-se,

dai, a seguinte

Proposigao 31. Se B & um espago de Fréchet, a aplica-
cac x —3 X de E no seu bidual -&!' ¢ um isomorfismo (Dieudonné-
Schwartz, Prop.9,pg.78).

Trata-se, nesta proposiggo, de isomorfismo da estrutura
de espacgo vectorial topolbgico. _

Definiggo 30. Um espago localmente convexo e separado E
é reflexivo se a aplicagao x —¥ x é um isomorfismo de E sObre

Proposigao 32. Seja E um espago de Fréchet. Condigao

necessaria e suficiente para que E seja reflexivo é que todo con-
junto fracamente fechado e limitado em E seja fracamente compacto.

Demonstracao - De acdrdo com a Prop.3l, E sendo um es-

pago de Fréchet a aplicagao x —Y x de E em E'" & um isomor-
fismo. Para demonstrar que se trata de um isomorfismo sdbre basta
provar que EB'" = E. Para ésse fim observemos, em primeiro lugar, que
a topologia da convergéncia uniforme sObre as partes absolutamente
convexas e fechadas de ® coincide com a topologia forte de BE'. Pa-

ra demonstra-lo, basta verificar que t8da parte limitada esta contida

0 ~

2 Pode-se demonstrar, de um modo geral, a seguinte proposicao: Se
A ¢é uma parte fechad2 e absolutamente convexa de um espago localmen
te convexo, A ¢ fracamente fechado (Delsarte, Cap.III,§3 - Prop.2).
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na aderéncia de sua envoltdria absolutamente convexa e que estas par
tes também sao limitadas. Mas, por hipotese, todo conjunto fracamen-
te fechado e limitado de E ¢é fracamente compaoto, logo, todo con-

junto ecnvexo fechado e¢ limitado também é fracamente compacto. Segue-

se dai que a topologia forte sCbre B' coincide com a topologia
7(B',E) (definigao 25). Mas, de acbrdo com a Prop.26 (Teorema de
Mackey-Arens) o dual de B' (E' com a topologia <T(E',E) é E,
conseguintemente E = E' . Reciprocamente, se a topologia ‘C(E',E)
¢ idéntica a topologia forte, todo conjunto absolutamente convexo,
fechado e limitado em E, estl contido num conjunto fracamente com-
pacto, logo, é fracemente compacto. Mas, como ja se observou no ini-
cic desta demonstragéo, todo conjunto fechado (ou fracamente fechado)
e limitado esta contido num conjunto absolutamente convexo fechado e
limitado e é, portanto, fracamente compacto. (Q.E.D.). p
Seja E um espago localmente convexo ¢ separado que ve-
rifica 2 seguinte condigao J*b: t8da parte A de £ fortemente fe-

chada e limitada ¢ fortemente compacta. A parte A sendo fortemente

compacta & fracamente compacta (consequéncia imediata da definigao de
parte compacta) logo, fracamente fechada e a condiggo SO implica a
condigao "tdda parte fracamente fechada e limitada em E ¢ fracamen-
te compacta". Caso o espago E seja um espago de Fréchet a proposiggo

32 implica a reflexividade de E.

Definiggo 31. Seja E um espago de Fréchet, diz-se gque

E & um espago de Montel se satisfaz a condigao M.

Todo espago de Montel é reflexivo e t6da sua. parte limi-
tada é compacta ¢ reciprocamente. Indica-se um espago de Montel com
a notagao (M. ‘

Proposicao 33. Seja E um espago (Jb). T6da parte H
limitada e fortemente fechada de E!', é fortemente compacta (Dieu-

donné~Schwartz, Prop.10 - pg.80).

S6bre o conceito e proposigaes que se seguem consultar:
G.Kbthe: Uber die Vollstandigkeit einer Klasse lokalkonvexer R&ume,
Math. Zeitschrift, 52 Band, 5.Heft (1950) -pg.627 e seguintes.
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Espago envoltoria de espagos localmente convexos.

Seja E um espago vectorial e En uma sequéncia estri
tamente crescente El C:Ez a0 C:En.C:"° de sub-espagos vectori-
ais de E, tais que & = Cf)En. Suponha-se, além disso, que os espa-
Ggos En’ n=l 2% e sejamngl espagos vectoriais localmente convexos
e que a topologia T de E induza sObre o espago B~ uma

n+1l n+1

topologia menos fina (no sentido largo) que a topologia Zn de En.

Seja Wi uma vizinhanca circular da origem em Ei, na topologia Ci’

i inteiro positivo qualquer e forme-se a envoltdria sbsclutamente

oo
convexa (definigao 4) W = [W Wh da reuniao dos conjuntos Wn’ is-
- n=l

N
W = x| x (xixi, xié_ﬂi, todos o©s (Xi nulos com excegao

de um numero finito deles e J

DARS

L

Os conjuntos W 820 partes circulares de E; considerando-se a tota
lidade dos conjuntos W assim obtidos, para tddas as vizinhangas Wi
em Ei’ obtem-se evidentemente um conjunto de partes de E que é

una base de filtro § sbbre E. E' fdcil verificar que esta base de

filtro satisfaz as condigges da proposiggo 2 e defihe, portanto, s6-
®re o espago vectorial E uma estrutura de espago vectorial local-
mente convexo. Indica-se a topologia ssim obtida com a notaggo ‘Ze
(topologia envoltéria das topologias Ci).

Proposigao 34. A topologia T, ¢ a mais fina de t8das
as topologia localmente convexas ¥ sébre E que induzem em cada
En uma topologia menos fina que a topologia T _.

n .
Demonstragao - Seja V uma vizinhanga circular da ori-

e

$ 3¢ St 5 A . *
gem de E na topologia T . Da hipdtese feita sGbre a topologia ¢ °,
segue-se que 'Vn =V (\En € uma vizinhanga circular da origem em En

o0
na topologia T, - Como V contém [‘Vn e esta contido no mesmo
n=1

(V) (e &}
conjunto, segue-se que V = f‘Vn. Mas {WVn ¢ uma vizinhanga da
s n=1 n=1

origem em E na topologia T,» logo, 223 =" (Q.E.D.) .
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Definiggo 52. O espago E = k“l En’ com a topologia lo-

calmente convexa te’ é 0 espago en&oltéria dos espagos:localmente
convexos E . ' -
Os "espagos (Ji }), "limite indutivo de espagos de Fréchet",

introduzidos por Dieudonné e Schwartz (trabalho jé citado, pg.66) sao
um caso particular dos espagos que acabam de ser definidos; basta,‘pg
ra obté-los, supdr os espagos En’ espacgos de Frechet e a topologia

induzida pela topologia et sObre o espago B idéntica a topolo

gia < de - En.

Proposigao 35. Caso os espagos localmente convexos En

que’ figuram na definigao anterior sejam separados, condig¢ao necessa-

ria e suficiente para que o espago envoltdria E seja completo é

que, para.todo n, qualquer filtro de Cauchy definido por uma base de
filtro constituida exclusivamente por. partbs de En’ seja convergente
. num convenlentg espago En (Kothe, trabalho citado, pg.628).

Sobre as nogaes ¢ resultados utilizados nesta demonstra-
¢a0, consultar Bourbaki, T.G.II, especialmente §3.

A condiggo é evidentemente necessaria. Para demonstrar'
que a mesma é suficiente,seja <b un filtro de Cauchy nas conalgoes
da propos1gpo. Dada, entao, uma vizinhanga circular W . da origem,
existe, pelo menos, um conjunto FW do filtro dado, tal que

X-y € W para x,y E-FW' Constroe-se agora o conjunto Fﬁ como se

Fu =<S(y ' vy-x £EW; x & F},V} .

Eﬁ ¢ um conjunto pequeno de ordem 3W. Com efeito, sejam yy. ®© y2

pontos de Fl: gas, ¥ Ty = (y1 -X )+(x ) (y2 2), com
X)X, Q:EN, e portanto, y,-x; € W, x X, =%, Q_h, Y=, € W, logo,

¥1-¥, €3W. Considere-se B! M\F, e F' = Sy|yx€w AW,
172 wl T, A AW, T} Y e

x EF Fy (‘Vz} 3 & claro que (\ FL :) F1V A Por outro lado, as

vizinhancas 3W formam uma buse de v1z1nhangas (Bourbaki, T.G.I, pg-

23 e 24) quando W percorre o conjuntc das vizinhangas circulares da

origen. Da iefini§§o de Fﬁ vems: F%(: FV; como E} & pequeno de or
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F% ¢ também ume base do filtro dado. Considere-se agora o conjunto

de tédas as intersecgoes F'(\E . Existe um n fixo para o qual

dem 3W, éle contém um oportuno conjunto F._ . Vé-se, assim, .que

B E nao é vazia. Para demonstra-lo, suponha-se o contrario, is-
v n —— v

to é, existe uma sequéncia W(l):) W(2):) +esy de vizinhangas 01rcu—

alo

lares da origem em E e conjuntos correspondentes (2), para o0s
W

quais

(1) ((1) ME; =f, i=1,2,0.0,m,00.

W

Ponda-se, W(l)(\ E, = Wﬁl), é claro que ng) é circular e é uma

vizinhanga de En na topologia ’tn. Formando-se a vizinhanga em E:

V(i) = [7( W (2) U ... L)z glll)\J W(i>)—envolt6ria absoluta

dos conjuntos qué figuram entre paréntesis - segue-sz que

(2) F'(i) (N E, = By« AEA, Py e ca yNgens
v
Com efeito, da definiggo de ( ) conclui-se que
(1)(\ (( ) £ @ e portanto ex1bte em Fv(i) un elemento X

de F((z). Tendo-se presente a definigao de envoltdria absolutamente

convexa vem:

i -
e, :
F (1) = { X X=X+ z (kak, X, E_Wik) para k (i, x, € %W<1),

i .
Z(O(k)él}’

k=1

consequentemente todo elemento =z é_F'(.) tem a formas

" ; v
1 1
N XN
7 = xo oL t O(ka + \! 0(1'(1(1::, onde ? O<kxk éV( )
k=1 k=1
i-1 i-1
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e observando que O ¥+ XJx} é_zl_w(l) % %W(i)cw(i)’ % QF(()) 5

: (o) . e
X+ X+ ixig‘t,Ei, pois Fw(i)('\Ei =@, 1=1,2,..;,r11,..., é facil
. : . P oy
concluir que =z ‘Z Ei' Com- efeito, se =z QEi, como : (kak +
i-1

1t - t? wm
+ ; O(kxk éEi—l’ segue-se que X + O(ixi - O(ixi ér_.i, 0 que €

absurdo. Fica assim demonstrada a relagao (2).

Considere-se agora a viginhanga absoluta U = PWI(I

(envoltdéria absoluta de todos os ngln)). E' claro que
U v > , qualguer que seja 1 inteiro positivo. Mas, dada a vizi-
nhan¢a absoluta U, existe um conjunto F do filbro que & pe-

U
queno de ordem U. Por outro lado, dado y €F ( )’ de acdrdo com

(1)

(2)9 y+V

z.—y% V(i> e, portanto, z2,-y é— U, y(ﬁLF e finalmente

nao contem nenhum elememto de Ei' Nestas condlgoes,

F ( )(\ ¥, = ¢, 0 gque contradiz a propriedade acime do filtro ¢ .
Segue-se, entao, que existe um n, para o gual

! - i » 7
F-,vﬂEn nao ¢ vazia. Considere-se os conguntos L (\En ; &les

formam uma base de filtro cujos elementos sa0 partes de En e, de
acbrdo com a hipbtese da proposigao, 8ste filtro tem limite num opor

n+k

tuno B ¢ o filtro de Cauchy Q) tem limite, logo a condigao &
suficiente. ‘

Observaggo. Seja {Xj} 1&% uma sucessao convergente

1

em E com a topologia envoltoria T+ Segue-se da demonstragao an
e L
terior que existe um inteiro positive n tal que a sucessao

Ix } ; c ) .
s s ertence a & e e convergente 3 yaG Oe
F5¢ 5€en P B gen nesse espago
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CAPITULO I 1.

TOPOLOGIA VECTORIAL CONVEXA NOS ESPAGOS FUNCIONAIS ANALITICOS.
DUALIDADE DEFINIDA PELA FORMULA DE FANTAPPIE.

§1 - Funcao localmente anslitica. Espaco vectorial (7].

Funcional analitico linear.

1. Definicac de funcao localmente analitica.

Definigao 1. Uma fungao localmente analitica é uma fun-

cao complexa de uma variavel complexa definida num conjunto aberto QO

()

O campo de definigao () pode ser nao conexo e convém a-

da esfera complexa e monbgena (derivavel em cada ponto de Q! ¥
centuar qﬁe 0 conceito de fungao ¢ aqui tomado no seu sentidc habitu-
al e neo no sentido das fungaes analiticas de Weierstrass; uma funggo

= f(z) ¢é caracterizada pela correspondéncia f =& pelo seu campo
de definigao (1 e duas fungges distintas podem ter restrigZes coin-
cidentes numa parte prdpria, ccnexa, dos seus respectivos campos de
‘definigaoc. ﬁste conceito de fungao analitica foi destacado e utiliza
do por L.Fantappié que a 8le se refere nos seguintes termos (L.Fanta
ppie,II,pg.534): "E' da osservare che, mentre una funzione analiti-
ca in senso etritto, col suc campo naturale di esistenza, risulta
sempre perfettamente individuata dai wvalori che essa assume nell'in-
torno di un punto qualunque di tal campo, per individuare invece una
funzione analitica localmente bisogna assegnare insieme tanto la re-
gione R in cui essa ¢ definida (anche costituita di piu parte non
connesse), come i valori che essa vi assume (in modo, naturalmente,
che vi resulti regolare ovunque)".

Se o campo de definiggo gl contém o ponto no infinito,

supoe-se a fungio localmente analitica w = f(z) sujeita a restrigao

de se anular nesse ponto. Esta condigao de regularidade é mantida em

todo o trabalho, mesmo naqueles lugares em que nao venha explicita-

(o]

(=>No que se segue supge Se oS nimeros complexos representados sdbre
a esfera complexa ou esfera de Riemann. A vizinhanca (£ ) de um pon
to finitc é o conjunto dos nimeros 2z que satisfazem a’ desigualdade
lz-a| < ¢ e as vizinhangas (K) do pomto.no infinito é o conjunto
dos numeros |z| > K. Esta rapresentagao é_equivalente topologicamen—
te, ao plano tornado compacto com a adgungao de um ponto no infinito
que é a imdgem do polo da esfera pela conhecida projegao estereogra-
fica (ver gualquer bom tratado sdbre fungoes analiticas).
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mente mencionada. No que se segue, diz-se que uma fungao & regular
num conjunto A se ela é localmente analitica num conjunto aberto
() que contém A.

Definiggo 2 - Espago vectorial [F]. Seja F uma parte

propria e fechada da esfera complexa. Designa-se com (F) o conjunto

Gas fungoes localmente analiticas definidas em conjuntos abertos que
contém F. Pode-se introduzir em (F) uma relagao de equivalénecia
Rp definida do seguinte modo: Se x(z) e y(z) saoc fungoes de (F),

diz-se que elas sao equivalentes segundo Rp (ou médulo RF) se e-

xistem restricoes dessas fungoes gue coincidem em algum conjunto a-

berto que contém F. Esta relagao é evidentemente reflexiva e simé-

trica. Para demonstrar que é transitiva, supge-se X(z) € y(z) e-
quivalentes segundo RF, escrevendo-se, para simplificar,
x(z) = y(z) (mod. RF) e também y(2z) = u(z) (mod. RF)' Nestas condi-
¢oes, as restricces de x(z) e y(z) coincidem num aberto () que con
tém F e as restrigces de y(z) e u(z) coincidem num aberto Q'
é claro, entao, que as restrigoes de x(z) e wu(z) coincidem no con-
junto O N QY que centém T, logo, x(z) = u(z) (mod. RF)'

Seja (F) o conjunto quociente de (F) pela relagao de

equivaléncia R_, o que quer dizers [F] & o conjunto das classes de

F’

equivaléncia determinadas em (F) pela relagao R Dedas duas fun-

FI
goes, pertencentes a uma mesma classe de equival@ncia e tais que o

~

campo de definig¢ao da primeira contenha o 4e segunda, diz-se que a

primeira é prolongamento da segunda (é&ste prolongamento nao & neces-

sariamente analitico). Indica-se a classe de equivaléncia definida pe
lo elemento x(z) de (F) com a notagao x; portentc, se
x(z) = y(z) (mod. RF), segue-se que X = J.

Pode-se introduzir uma estrutura de espago vectorial no
conjunto [F]. Com efeito, pondo-se: % + y = (x(z)+y(z)), onde
x(z)+y(z) representa a soma das fungoes X(Z). e y(z) na intersec-
cao dos seus campos de definicao, e oA % = ({x(z)), onde X & um
namero complexo qualquer. E' claro, em primeiro lugar, que essas ope-

ragoes estao univocamente definidas médulo R,. Em segundo lugar, &

F.
fécil verificar que o conjunto [F], com essas operagoes, respectiva-

mente, soma e multiplicagao por um escalar, torna-se um espago vecto-
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" rial .sObre o corpo complexo C.

Definigcao 3. Funcional analitico linear. Diz-se que uma

sucessao % de elementos de |F) tende para X, se existem

]
\nfnew
representantes xn(z) das classes de equivaléncia in, de modo que

a sucessao xn(z) tenda uniformemente para algum representante x(z)

de %, num conjunto aberto que contém F.
; Poce-se agora definir uma classe de formas linearcs ou
‘funcionais lincares sdbre (F]. Seja f uma forma linear sSbre [F},
isto ¢ f & unas aplicagéo linear ge [F) em C quc satisfasz,
£(x+§). = £(%) + £(3)
(%) = of £(%)

onde X,y € [F] e oK €C.

A aplicag¢ao linear f & regular no ponto % de [F)

se nl%gp f(in) = f(%), sempre que iﬁc——i X no sentido que vem

de ser.definido. O funcional linecar f & regular sCbre [Fﬂ se flr
regular em cada ponto de [F].

A um funcional lincar regular f definido sdbre [Fﬂ
corresponde univocamente uma aplicagao de (F) em C (funcional defi
nido sébre (F)) que & indicada com a mesma letra fj precisamente,
£(x(z)) = £(%), para todo representante x(z) de %. Além disso, ©
funcional f satisfaz a seguinte condigao:

(4) lim f(xn(z)) = f(x(z)) ,
“ ¥ og
sempre que Xn(z) —> x(z) uniformemente, s8bre um conjunto aber-
to que contém . J
Por outro lado, a um funcional £, definido sdbre (F),

constante sObre¢ as classes de equivalénecia mod. R e que satisfaz

. ¥
a condigag (4), corresponde univocamente um funcional linear regglar,

definido sbbre [F).

Os funcionais ' f, definidos slbre (F) e que satisfazen

a condigao (4) sao os funciocnais analiticos linearcs introduzidos

por L.Fantappié {(L.Fantappié, III, pg.31l , C.L.da Silva Dias,I,
Pg.1-9 )3 verifica-se, portanto, a partir da correspondéncia biuni-

voca acima demonstrada que os funcionais analiticos linsares poden



ser identificados com os funcionais regulares, definidos sGbre YF],

S8bre o conceito de funcional analitico linear ver ¢ §1 do Capitulo

III desta tese.

2. Representacao dos funcionais analiticos lineares por

meio de uma integral complexa.

Convem, neste ponto, recordar e frizar slgumas nogges =
resultados s8bre a topologia da esfera complexa (ou plano completado),
assim como da teoria das fungoes analiticas.

Dominio que cobre F & todo conjunto fechado que eontém
F no seu interior e é a aderéncia do seu interior; é, portanto, uma
particular vizinhang¢a fechada de F.

Regiao é um conjunto aberto e conexo.

Um arco simples (ou arco de Jordan) é um conjunto de pon-

tos homeomorfo com o segmento fechado [O,l].

Curva simples fechada (ou durva de Jordan) é um conjunto

de pontos homeomorfo com a circunferéncia de raio 1.
No que se segue, 0 termo contdrno é usado no sentido de
uma curva de Jordan composta de um numero finito de arcos de Jordan.

Proyosiqéo L (Teorema de Jordan) - Uma curva de Jordan mno

plano completado (ou no R2 simplesmente) determina duas regioes,
of Plane Sets, pg.104).

Uma dessas regiaes é a interior, a outra, a extériors
Uma curva de Jordan pode ser percorrida em dois sentidos, um oposto
ao outro (Newman,I,pg.142).

Seja fj um conjunto de pontos que é a reuniao de um nu
mero finito de curvas de Jordan, duas a duas exterioress com excegao
de um numero finito de pontos que podem pertencer a diversas dessas
curvas. Um ponto é interior a {' se & interior a uma das curvas
que compaem Ij s & exterior a £7 , se exterior a todas as. curvas
que formam ['.

Dado um conjunto fechado P, diz-se que dois pontos do
seu coﬁplementar estao separados por F se nao existe nenhum arco
de Jordan que os une sem encontrar F. Seja R um conjunto aberto

que contém o conjunto fechado F e I = C}R (complementar de R).
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Existe sempre uma reuniao de contdrnos que separa o conjunto F do
conjunto I. Com efeito, seja O » O a disténcia de I a F (mi-
nimo das disténcias dos pontos de I aos pontos de F - éste mini-
mo existe e & positivo, pois I e F 820 conjuntos compactos sem
ponto em comum). Recobrindo-se o conjunto I com vizinhangas (§')
com '« 1S e aplicando-se o teoreme de Borel-Lebesgue, chega-se
a um conjunto cuja fronteira é constituida por arcos de circulo e se
para I de ©F. Seja f] una reuniao de contdrnos que separa F de
I. Os pontos interiores a [ (pontos &stes que ¢st20 nas mesmas e
giaes gque os pontos de F) e os pontos de [' constituem um dominio
gque cobre F que se indica com fj*; sua fronteira & formada por um
nimero finito de curvas de Jordan, é, portanto, um dominio de cone-
Eég finita. Seja [ﬂ uma reuniéo de contlrnos completamente inte-
rior a [' e que também serara I de F, fv* o dominio, definido
g b G i *
por fﬁ e que cobre F. E' claro que | ..o conjunto forma-
do por [1' e pelo complementar de f“* em Iﬂx ¢ um dominio cuja
fronteira é constituida pelos contdrnos de [' e F'; é, portanto,
um dominio de conexao finita (ver, p.ex., Newman, livro citado,
prop. lo-4, pg.l07). o i
Proposigao 2. Todo conjunto F fechado e proprio do
plano (ou plano completado) separa 0 plano num numero finito ou enu-
meravel de regiges duas a duas sem pontc comum. Todo ponto fronteira

de uma dessas regiges ¢ um ponto de F. (Ver Walshs Int. and Approx.,

P+ T)s

Proposigao 3. Seja x(z) wuma fungao regular num conjun-
to F fechado e préprio do planc completado. Existen, entgo, 19) -
um conjunto de pontos S que contém - F, formado por um nimero fini-
to de regioces, cada uma das quais é limitada por um némero finito de
contdrnos que nzo se cortamj 22) - uma fungao ez, regular no con-
junto fechado §, coincidente com =x(z) sbbre F e definida univo-
camente num ponto z € S- pelo desenvolvimento de Taylor de x(z)
num ponto zl.é_Eh (ver livro citado acima, pg.l3).

E' consequéncia desta proposigao que todos 0s represen-—

tantes de um ponto *¢ [F] coincidem no conjunto S que contém F.
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Observe-se, explicitamente que, no caso em que x(z) é a restriggo
a F de um representante de % € [F], o prolongamento G estd uni-
vocamente definido, inclusive na vizinhanga de um ponto isolado z!
de F, porque o desenvolvimento de Taylor de x(z) no ponto z' es
ta perfeitamente determinado (ver penultimo periodo da pg.l3, do ci-
tado livro de Walsh).

Proposigao 4. (Teorema de Cauchy generalizado) - Seja
f(z) uma fungao regular numa regigo R e na fronteira da mesma, que
consiste de n curvas de Jordan (conexac n). A integral
j\ f(z)dz, exten&ida a todo o contdrno da regigo R, percorrida no

C
sentido positivo & nula (Courant-Hurwitz,I, pg.288; Newman, I, pg.

151 e seguintes).

Um resultado fundamental da feoria dos funcionais =znali-
ticos (ver Fantappié, III, pg.40 e seguintes) é a seguinte

Proposicac 5 (Representacao dos funcicnais analiticcs

pela formula de Fantappié) - Todo funcional enalitico linecar f

definido em [F] pode ser representado por meic de uma integral com-

plexa como se segue:

(1) £(x) = £(x) = 3 L. j %(z)u(z)az,

i

. % o - v ~
em gque O caminho de integragao & € uma reuniao de contlrnos gue

separa o conjunto I dos pontos onde x(z) nao esté definida, do

conjunto F. A funcao regular u(z) ¢ definida por

(2) ' ﬂz)=f@Lﬁ, t € F, z¢€0=Cr.

-2

S6bre a demonstragac desta formula e tembém sObre a regu
laridade da fungao u(z) consultar: C.L. da Silva Dias, III, pg.29 .
Definicao 4. A fungao u(z) definida pela férmula (2)

¢ a indicatriz (hemi-simétrica) do funcional f.

3. Correspondéncia biunivoca entre os funcionais lineares

e as fungoes regulares em O.

A férmula (2) associa a todo funcional analitico linear
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uma funcao u(z), definida e regular em O.

Reciprocamente, dada ume fungao u(z), regular em O,

a férmula (1) nasvoondiqges indicadas'pela Prop.5, determing um fun-
&

cional analitico linear, definido em fF] e cuja indicatriz a fun-

gao u(z).
Mostra-se, inicialmente, que o funcional ‘definido por

(1) e cujo campo de definigao e (F), é constante sObre as classes

de equivaléncia Rp. 4 eXpressao
. ,
P x(z)uiz)dz
oni ( ) \Z)
r
= ~ P : e N . P s
nao depende dos contdrnos . Sejam, com efeito, | 1 © > dois
caminhos de intégra§éo nas condigaes indicadas e pT f; oS

dominios correspondentes que contém F (pg. 32). E' sempre possivel
encontrar um caminho de integracao F”, composto de contornos e in-

terior a [ e 1\2. Basta, para &ste fim, ccbrir F com circulos

1
de raio menores que a menor das disténcias de F a f& e fb'

respectivamente, aplicar o teorema de Borel-Lebesgue e considerar o
caminho que contém F no seu interior e é composto de arcos de cir-
culo. Nestas condigges, Fl_ Eﬂ é¢ o caminho segundo a fronteira de

% = < — 3 ~
£ = f‘ (oomplemento de fveem F,) e, pela proposigao 4, segue

FHL -1
1 1
se que = x(z)u(z)dz = oy x(z)u(z)dz. Trocando—sev f& por
[ L
g — To. - e
5, chega-se & conclusao: oy x(z)u(z)dz ey x(z)u(z)dz.
gt

. L
Sejam, agora, x(z) e xl(z) dois representantes de ' X; como a expres
sao (1) nao depende do caminho de integraggo, pode-se tomar o caminho
[ﬂ contido no conjunto S, cuja existéncia & dada pela prop.3, e no
qual x(z) = xl(z) coincidem. Segue-se, dai, que o funcional defi-
nido por (1) é constante sbbre as classes de equivaléncia e pode ser
interpretado como um funcional definido s8bre [7). Este funcional &
evidentemente linear. Resta demonstrar que o mesmo ¢ snalitico. Para

éste fim, seja {xn(z)} ncy ume sucessao de fungoes regulares uni-
<
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formemente oonvergente para x(z) num sberto () que contém F. Po
re > : .

de-se considerar um dominio [ (contido em C)) que contem F e cu

ja fronteira seja composta de contdrnos. Dado & > 0, existe um in-

teiro 0o tal que, para todo n > n . e todo 2z € [?*, segue-se

|x, (2

) - X(z)‘ { €. Sobre a fronteira [1, de comprimento L, tem-
ses !u(z)[ { K, logo,

‘271*‘ S (xy()-x(2)ye(a)a | < %1:-jtxn‘<z>—x<z>p |aafes & EEL
P r

Segue-se, portanto, que  lim f(x (z)) = f(x(z)) e o funcional -é
B :
n—- 0o ]
analitico. A indicatriz déste funcional, como é facil verificar, é a

propria funcao u(z).

Pcde-se demonstrar que os funcionais definidos por (1) e
correspondentes a duas fungges regulares em O e distintas, ul(z)
e uz(z), sao distintas. Com efeito, suponha-se o contrario. Segue-

se entao:

E%I j\x(z)[ul(z)—uz(z)]dz = 0,

it

a.q.seja x(z) € (F), em particular, para as fungges com t €0.

z-t’
Aplicando-se a formula de Cauchy, vem:
L [y (2)uy(2)
27l z - t
l’\
q.m.seja t € 0, donde as fungoes ul(t) e u2(t) sao iddnticas.

dz = ul(t)—uz(t) = 0,

(Nesta Gltima demonstraggo e na anterior, caso o ponto no infinito
pertenga ao conjunto 0, & essencial a condigao de regularidade no
infinito que fci introduzida na pg.28). Fica assim demonstrada a

Progcsiggo 6. Existe uma correspondéncia biunivoca entre
os funcionais analiticos lineares definidos em [F] e as fungoes lo-
calmente analiticas definidas no conjunto abertc O, complementar de
F na esfera complexa.

Definindo-se, como & habitual, a soma ds duas fungaes

definidas num mesmo conjunto e a multiplicacgao por um escalar é cla-
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ro que 0 conjunto de t8das as fungoes localmente analiticas em O
& um espago vectorial complexo que se indica com a anotagao [0]. A
correspondéncia biunivoca afirmada pela Prop.6, pode ser interpreta-

da comc um isomorfismo entre o espago vectorial complexo constituido

pelos funcionais analiticos lineares e 0 espago vectorial (O].

§ 2. 0 espago [F] como espago envoltoria de espagos de

Banach.

Os funcionais lineares regulares ou analiticos definidos
sébre (F] foram intrcduzidos sem a.imposigao de estrutura topolbdgi-
ca em [F]. Com o objetivo de extender o alcance da teoria, em parti-
cular, de aplicar, neste caso, o teorema de Hahn-Banach e suas conse-
quéncias, define-se, neste paragrafo, uma estrutura de espago vecto-
rial topoldbgico localmente convexo (ver Cap.I, pg.l0 e seguintes) sd-
bre {F] e demonstra-se que os funcionais continuos nesta topologia

sao precisamente os funcionais analiticos lineares.

1. Definicao dos espagos [Fn].

Seja F uma parte proOpria e fechada do plano completado.

Definimos uma sequéncia de. dominios SF como se segue: Seja

nelN

G um nimero positivo conveniente, GDG um recobrimentoc de F com

circulos de raio G . Aplicando-se o teorema de Borel-Lebesgue, exis

te um sub—recobrimento finito <§%

5 esta fronteira é uma reuniao de contornos (curvas de Jordan

Q%S Seja C a fronteira

constituida por arcos de circulo) que define um dominio Fl (cons-
tituide por C e pelos seus pontos interiores) que contém F no
seu interior. Fl é evidentemente um dominio de conexao finita. To-
ma-se, em seguida, um recobrimento é?q, de F com circulos de raio
| 2
%: e define-se, como no caso¢ anterior, um dominio Fé. Caso Fé nao
esteja contido propriamente em Fl’ abandona-se Fé e considera-se
um recobrimento §>6’ de F e um dominio ( ) a éle associado,
-3
como nos casos anteriores. Se ( ) esta contido prépriamente em

(2) |
Fl, toma-se F2 = F5 como segundo elemento da sucessac F 1 nfneN
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Caso contrario, considera-se novamente um recobrimento q>§: e assim

4

por diante. Como em cada estédgio déste processo a distincia da fron-
teira de Fn ao conjunto F ¢é finita, €le pode ser indefinidamente
aplicado, obtendc-se finalmente a sucessao gEn}11£N” tal que

Fl =) F2 ) e T Fn ) Fn+l ™ ..., estritamente decrescente e Fn SRR,
_propriamente, qualquer que seja n. Dada uma parte aberta Q) arbi-
traria do plano completado e que contém F, é possivel encontrar um
numero inteiro positivo n_, tal que F}lC Q , Para tcdo n Z,no.
Basta, com efeito, considerar o complementar de I de ! , a dis-
téncia 8 entre I e F e tomar um n. suficientemente grande,

de modo que d(F,Fn Y« & (distdncia de F & fronteira de P,
o o
menor do que & s

Definigao 5. Diz-se que % de [F| pertence a [Fn]
se existe um representante x(z) de %, regular e limitado no inte-
rior de Foe

Seja X1<Z) outro representante de X, regular e limita
do em ﬁn; como ﬁn é composto de regiaes de conexao finita, segue-
se de teoremas gerais sdbre identidade de fungges regulares em re-

gices (Bieberbach,I, pg.138) que x(z) = xl(z) em ﬁn'

0 conjunto an] ¢ um sub-espago vectorial do espago

vectorial ([F] e [Fn+ﬂ = [Fn], qualquer gue seja o inteiro positi-

vo n. Dado um ponto qualquer x € [F], existe um inteiro n, tal
que x € {Fn;]’
Com efeito, seja S um conjunto aberto associado a X

de acbrdo com a Prop.3, § anterior. Basta, entao, tomar n de modo

que FnoC S.

cc
0 espago [F] & reuniao dos espagos [Fn], [F]= k [Fn].
Seja x Q_[Fnl; poe-se, por definigaos: gl

Wl = sup. |x(z)| ¢ +oo.

zé_%n
o
[Ixll é evidentemente uma norma, pois xi{ = 0, implica x = O.
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Proposicac 7. O espago [Fn}, com a topologia dada pela

(

norma que acaba de ser definida, é um espago de Banach.

"o

)

uma sucessao de Cauchy

{+ &, ‘ou

Com efeito, seja 'anSn’”N

em [Fn]; segue-se que, dado £ % O, \\in+p n“
\Xn+p(z) - Xn<Z)‘ € Byt B é"ﬁn’ para todo n S no, n, inteiro po-
sitivo conveniente e p inteiroc positivo gualquer. Do teorema ‘funda
mental de Weierstrass sObre sucessoes uniformemente convergentes
(Montel, I, pg.16; Bieberbach,I, pg.153) segue-se que xn(z) conver
ge uniformemente em %n para uma fungao x(z) limitada e regular
em ﬁn . A fungao x(z) & representante de um ponto x de [Fn].
Conclui-se, portanto, que a sucessao de Cauchy jx WE K é conver-
gente para o ponto x de [Fn} e [Fn] é ccmplgto, (QeEwDs ) s

A notagao [Fn] indica, daqui por diante, o espago kFal
com a topologia de espago de Banach que acaba de ser definida.

A topoclogia induzida por '[Fn+ll s0bre [Fn] € menos

fina que a topologia de {Fn}. Basta, para &ste fim, recordar que uma

vizinhanga na topologia induzide é a intersecgac de uma vizinhanga
da origem em [ } com [Fn]
go

0 Lsp vectorial | } kwj[F , esta, tendo-se em

vista os resultados d8ste numero, nas condigoes do espago E da de-
finiggo de espago envoltdéria de espagos localmente convexos (ver Cap.
I, Def. 32). ‘

O espago F com a topologia envoltoria ’ce, sera indi
cado com a notacgao [F]e.

Proposigao 8. O espago [F}e é completo.

Para demcnstré-la basta aplicar a condigao necesséria e
sufioiente dada pela Pro.35, Cap.l. Seja entao uma sequéncia
if&xléN' de Cauchy ie constituida por elementos de [Fnjg segue-
Se que a sucessao Jx (z)) é uniformemente convergente em ﬁ

U'n*"/in€N n

e tende, portanto, para uma fungao x(z) regular e limitada em

¢}
(¢) Consultar: Bourbaki, T.G.IX, pg.25, Prop.9.

(22)

quéncias de Cauchy. Consultar: Bourbaki, T.G.IX,pg.25, Prop.9.

O espaco [Fn] sendo um espago de Banach basta considerar se-
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%n' Esta fungao é representante de um ponto % € [Fn]; conclui-se as .
sim que in —> x £ [Fn] A !

2. Puncionais continucs em [F]_.

ProEosiggo 9. Seja f um funcional analitico linear de
finido em ‘[F} e 4 um dominio que cobre F. Dado € » 0, é possi-
vel encontrar um numero @ > 0, tal que, para tddas as fungaes
x(z) € (F) que satisfazem \x(z)l G, 2z € A, tenha-se
[£(x(2))| < €.

Demonstracao. Seja 6‘} uma sucessac de numeros
niné€N

reais convergente para zero. Se, qualquer que seja n, a condigao a-
cima nac for verificada para G = Gn" segue-se a existéncia de, pe

1o menos, uma fungao que sera designada com a notagao X _ (z), regu-
(xn .
lar em A, que satisfaz lx (z)l <G‘n e para a qual
G,
n

(1) |2(x_ () | e

n

Conclui-se, entac, que a sucessao x_(z) é uniformemente convergen

S
te para zero no interior de A e, como o funcional f & regular,

tem-se lim. f(x_ (z)) = 0, o que contradiz (1).
n— oo G"n "
Proposigac 10. Condigao necessaria e suficiente para

que um funcional definido em [F]e seja continuo, é qué as restri-
goes de T a [Fn], qualquer que seja n, sejam continuas.

Demonstracao - Como [Fn] C Y_F} e a topologia induzida

por [F] sbbre an-l é menos fina que a topologia de {Fn], segue—
se que a restricac de f = [Fn] é continua, q.q.seja n. Recipro-
camente, suponha-se as restrigSes de £ em [Fn] continuas; de a-
cbrdo com esta hipdtese, dado € > O, em cada [Fn'} existe uma vi-
zinhirfa Wn da crigem em ]»FnJ tal que ‘f(Wn)\ { €. Seja entao
W= [ W., a envoltéria absoluta dos W, (ver Cap.I, pg.24); todo
n=1
\ S
\

. \
x €W & da forma , o 4% (soma finita) com E ‘O(i\ \< 1
3

e X QWi. Segus-se, dai, que




e

()] = \Z%f("i”.\é Z\o(infui)ua,

¢ o funcicnal. f & continuo em [F]e. EQa BBt}

ProEcsiggo 11l. “A classe dos funcionais lineares continucs
sObre o espago [F]e coincide com a classe E' dos funcipnéis anali-
ticos lineares s@bre [F\

~

DemunstraQ o - De acvrdo com' a proposigao-gue vem de ser

~

. demcnstrada, para provar que um.funcicnal analitico f é Le—qontl—
nuo, basta provar.que & continuo em cada [Fnﬁg mas &ste fato & preci
samente o conteudo da prop051gao 8, déste capitulo, logo, .f & conti-
nuc em fFJ
: Reciprocamente, a vbservagao que segue a Prop 55, Caps I,

pg.27, mostra que, se x ——% x na topdlogia ’C:, segue-se que to
dos os im pgrténcem a um- mesmo [Fn] e, em LF o aguela conver-
génciz se traduz por iz % R} b 04 Ouy ‘xm(z)—x(z)‘ ~d -0,
‘uniformemente em Fn' Conclui-se, portanto, que

f(xm(z)) —3  f(x(2)), no interior de P, aue é um conjunto aber

to que contém F. e, portamto, f ¢é linear analitico. (Q.E.D.).

Observagao' A demonstragao desenVﬂlv1da em C.L.da Silva
Dias, III, para a dedugao da formula fundamental de Fantapple, adapta
se a rcpresentagao, por meio de uma-lntegral complexa, dos funcicnais
continuos em [F}e. Obtém-se,  déste modo, formula idéntica’a de Fan-
tappié, o que mostra também a identidade das duas classes de funcio-

nais lineares.

§ 3. Os.espagos vectoriais [F] e [O]A postos em dua-
lidade pela férmula de Fantappié. : :

‘1. =:0s resdltados do n? 3 d&ste pardgrafo permitem interpre-
‘‘tar.g férmula de Fantappié comoc uma forma;bilinear:'[F] X [O] s 15 LY

que se indica com -

B(x,u) = 2r1 x(z)u(z)dz.
: £
Proposigac 12. Os espagos [F] e [0] estao postos em
duglidade pela forma B(x,u).
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Demonstracgo - De acdrdo com -a Def.23, do Cap.I, devem-
se demonstrar as seguintes condigoes: '
(DI) - L relagac "qualquer que seja x € [F], B(%,u) = O" implica
= O . g

Em particular, B(X,u) = O, para x = P , som™s t € 0.

z~1
Segue-se:

1 u(z ‘ )
ey E—S—% dz = 0, q.q. seja t &€ 0,

,_3(.~ ey

¢ aplicando-se a férmula de Cauchy, vem, wu(t) = 0, g.q. seja t € 0
e, portantc, u & a origem de ‘[0].

(DII) - A relaggo "qualquer que seja u & {O}, B(x,u). = O" implica

)‘(=Oa
Com efeito, tomando-se, em particular, u(t) = E%E com
t € F, vem:
e 1 x(z)
B(X’z—t) = o J\Z —+ dz = x(t),
r

pela fbérmula de Cauchy. Na hiplétese do conjunto F ser um dominio,
segue-5e imediatamente que % = O, pois x(z) sera idénticamente nu
la num abertc que ccontém F. Caso contrario, considere-se as fungoes

de [0}, ——2;—5 y com i=l,2,.. 40,400 € t'EF o vems
(z-t) :

n
. i 1 x(z) x( )gt}
B(x, =) = == - dz =
(Z—t)l 217i (Z—t)l n!
“r
de acdrdo com a férmula de Cauchy (Bieberbach, I, pg.134). Aplican-
do-se a Prop.3 ifste capitulo, conclui-se que x(z) ¢ idénticamen-
te nula num abertoc S que contém F, logo X = 0. (Pcde-se também
chegar a esta conclusac, aplicando-se a Prop.2, déste capitulo, e
lembrando-se qué uma fungac*analitica fica determinada nun circulo
conveniente conhecendo-se o valor da fungac e de suas derivadas no

centro do circulo.)
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A proposiggo que acabé de ser demonstrada e as considera
gges que seguem a Def.23 do Capitulo I, permitem nao somente identi-
ficar o espago [O] com um sub-espago vectorial do dual algébrico

de F que é o contetdo da Prop.6, déste capitulo, como também i-
dentificar o espago [F] com um sub-espa¢o vectorial do dual algé-
brico de [0].

Ainda de acdrdo com as consideragoes que seguem a defini

950 23 do Capitulo I, a aplicaggo bilinear B(%X,u) passa a ser indi

cada com a notagao ¢ x,u) :

r { %,ud : 23’.”. jx(z)u(z) dz.
| P

2. Topologia fraca sObre [F].

~

Para maior comodidade de .exposigao é conveniente indicar,
muitas vezes, o espago [F] com a notagao E e o espago [0} com
a notagao E', isto &, poe-se, B = (F}] e EB' = [0]. '

Definicao 6. A topologia fraca, ou topoiogia G (E,E'),
€ a topologia da convergéncia simples em E'; uma base de vizinhanga

pode ser dada pelos conjuntos (Prop.23, Cap.I):

(1) vui,E = {:’{

A aplicagao b —_ (igu) define uma forma linear

|

I<5"ui

i I O I P O URORNS T [o}} .

continua na topologia G (E,E') e tddas as formas lineares G (E,B')-
continuas sao dessa forma (Observaggo que segue a Prop.23, Cap.I).

Mutatis mutandis, uma base de vizinhanga na topologia
G(E',E) sbbre [O} é dada pelos conjuntos:

(I1) W = {u
ii,e

l(im})él; x, € (¥, i=l,2,...,n}

et A =y <:i,u> define as formas lineares continuas na topolo-
gia G(B',E). '

Definigao 7. A topologia 7T(E,E') sObre E = (F] &
a topologia de espago localmente convexo da convergénciaz uniforme s

bre as partes fracamente compactas de {0} (Cap.I, Def.25). Ela pos-
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sui um sistema fundamental de vizinhangas dado por:

WC’Q;E - {i { ‘(i,u>\ L€, ug be @ g:ﬁi: gle‘ac?zgiente com- .

De modo andlogo se define a topologia < (E',E) sbbre E' = [0).

3. Topologia em E' da convergéncia uniforme sObre as

partes compactas de O.

Seja K uma parte compacta de O e UK c a parte de
X %

[O}, definida como se segue:

L E b . Q_ C .
UK,& 1u ZiEgK ‘u(z)‘ £ €, uél ?}
A totalidade dos QK £ quendo K percorre o conjunto das partes
’

compactas de O e ¢ percorre uma sequéncia de ‘nimeros positivos
que converge para zero, constitui uma base de filtro <53 sdbre
[O], que satisfaz as propriedades 1), 2), 3) e 4) da Prop.2 do Cap.
I. Mais particularmente, seja %Kn}IIEN' uma sequéncia propriamen
te crescente de partes compactas(g) de O e tais que, dada uma
parte compacta K arbitraria gat) de 0, existe um nlmero inteiro

*
positivo no, tal que Kn D K. A base de filtro 6% constituida pe

- o 2 (e29) . : R
los conjuntos UK 1l e equivalente a base de filtro .
n’n
Os conjuntos UK 1 sgo, evidentemente, conjuntos circulares (Def.
n’'n

8, Cap.I).
Definiggo 8. A topologia de espago vectorial localmente
3 ;l‘- .
convexo definida pela base de filtro 83" ou CE% e chamada topolo-

gia da convergéncia uniforme slbre as partes compactas de O e é in

dicada com a notaggo (3.

(9) No que se segue supoe-se que as pgrtes compactas Kn sao domi-
nios, o0 que nao constitui restrigao.

le]

] . ~ o e o, ~
‘)SGbre a existéncia de sucessoes %Kn}.nEJI nestas condigoes,

consultar Walsh,I and A, Th.2 e Th.4, pg.8 e 10 respectivamente,
observando-se que na esfera complexa que é um espaco compacto, to
do conjunto fechado é compacto.

(29¢ ;
Bourbaki, T.G.I, pg.24.
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A base de filtro O3 sendo constituida pelos conjuntos

Uy ’l, para n € N, é enuméravel; por outro lado, tdda sequéncia
de Cauchy neste espago ¢ uniformemente convergente sobre todo

(s9)

converge uniformemente para uma fungao analitica ‘u(z) sbbre todo

compacto K de O, e de aclrdo com o teorema de Weirstrass

dominio Kn’ isto é, converge para uma fungao u(z) definida em

[O] ¢ esta convergéncia se da, entgo,‘no sentido da topologia (5.
0 espago |0} com & topologia (3 é; portanto, completo. O espago
[Oil@ possuindo um sistema fundamental de vizinhangas e sendo com-

pleto é um espaco de Fréchet (Definigao 27, Cap.I).

4. Comparagao da topologia (3 com as topologias
G(E',E) e 7x(8',E) sbbre ([0].
Proposigao 13. A topologia G (E',BE) sébre [0] é me-

nos fina que a topologia @ .

A demonstraggo desenvolvida na pg.35 pode ser adaptada
para provar que as aplicagges - <:i,u:> sao formes lincares
continuas sobre [O](g. Segue-se dzi a propcsiggc, pois, a topologia
G'(E',E) & a menos fina das topologias sbbre [0] para as guais
E={F] é o dual (Prop.23, Cap.I).

Pode-se dar uma demonstragao direta desta proposigao, co

J

mo se segue: Seja V. uma G (E',E)-vizinhanga s8bre - (0]
i :

v =< n \ \(;'ci,u>\ £1, %, € [F), léié,n].
Esta vizinhanga contém uma @ -vizinhanga. Com efeito, fixando-se um
representante Xi(z> de ii, pode-se fazer o mesmo com Os caminhos

de integracgao f& que figuram nas expressoes:

\
5%; j;] Xi(z)u(z)dz“é i para 1 4 i"& n.
i

(@)
(

Consultar Bourbaki, IX, pg.24 e 25.

1o
"o

) Montel, I, pg.l18.
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Pondo-se, :
J‘ \xi(z)\dz =4, 1¢ $°.£ n;
(3 .

¢ ficil verificar que as fungoes wu(z) que satisfagem a relageao

0 P sup. | u(z)| ¢ g—f ;
zé‘\__} _Pi
=1

onde A = inf.A;, 1 £ i4 n, verifican também \/\;'ci,u>\ 4 B,

1 {i&n., s fungoes que satisfazem (1) definindo uma vizinhanga do
zZero em [O‘)(s, segue-se que G (E',E)& Q3 .

ProEosiggo 14., Seja K uma parte compacta de O e Ky‘
a familia de elementos (-Z-}?), com t €K e Jz-tl >, §>0 e

: . \ i *
fixado convenientemente. A envoltdria-convexa absoluta ('K~ de

K™ & uma parte fracamente compacta de (F].

Com efeito, basta.demonstrar gque [‘K* e compacto na to
pologia <T(E,E'), pois T(E ,ENL T(B ,E). Seja a2 disténcia en-

tre os conjuntos F e K; tomandc-se 9 4 8 e %( S) , Segue-se

’ i : '
que (_z_:f)'é LFH], com t € K. O espago [Fn:\* sendo um espaco de Ba
nach, para demonstrar que [‘K% ¢ uma sua parte compacta basta pro
var que tdda sequéncia de pontos de [ K™ possui uma sequéncia par-

(s)

tituem um conjunto de fungoes regulares e uniformemente limitadas

cial convergente

_\k
. Mas os representantes de K em f‘n ccns-—
(22

portanto tdda sequéncia de tais fungaes possui uma sequéncia parcial
uniformemente convergente em }%rl para uma fungao x(z) que é repre
sentante de um elemento de "Fn__}. Segue-se que PK% é compacto em
[Fnj e portanto em [F]e (a topologia induzida por \F}e em {_Fn]

é menos fina que a topologia ‘de espago de Banach de EFn]), logo

K™ & fracamente compecto.

Q :
(%) Consultsar Bourbaki, T.¢.IX, Prop.ll, pg<26 e Prop.8, pg.25.

(2

no

) Montel I, pg.41l.
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Proposigao 15. 4 topologia (3 é menos fina gque a topolo-
gia T(E',E). :

Demonstragao - Seja K . uma parte compacta arbitriria de

0 ¢ PE¥* a parte fracamente compacta de [F] definida na Prop.

anterior. 0 conjunto,

UK,£ = {u sup. tu(z)\\<£, UQ(_O]}

ut€kK

*
é vizinhanga arbitraria da base de filtro de vizinhangas & 4a ori

gem em LO] 2 le
W'FK*,E P {u \ \(x,u>\\< £ s 2¢ I'F }
é uma vizinhanga da origem em [0] na topologia T (E',E). Mas,
1 W 0, 78
(L) re*e < Ux, ¢

Com efeito, um elemento genérico de CK* & da forme

X = Z\O(i(z%?i), com Z\ lO(i\ L1 e tigK
1 _ | i

¢, portanto, u QW'DK*,E. satisfaz

_j »
‘/ N\ Y o \1 ¢
Q B\ ’ £
{i , Titz-t L 1=
ou
ol T X,
1 < i " i |-ulz
2 (2 Somon] -1 54 [ e -
3 3 ¢
= \ ; %iu(ti)\ »é E. ’
e, entao, \u(ti)‘ £ €, q.q. seja t, € K. A relagao (1) verifican
do-se, q.q. seja a vizinhanga Uy ¢ » Segue-se que (5 L T(E,E).
L

(Q.E.D.).
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E' consequéncia déste resultado e da Prop.26 (Teorema de
Mackey-Arens) que o dual de B' = [O] com a topclogia (3 é o espa
¢co E = [F] (interpretado como parte do dual algébrico de [0]).

A topclogia (3 sendo uma topologia de espago‘gg Fréchet,

pode-se demonstrar que T(E',E) £ ® .

Com efeito, seja H .- uma parte fracamente compacta de
[F] dual de LO}(%' De acdrdo com a Prop.29, Cap.Il, existe uma vi-
zinhanca fechada U da origem em [O](5 tal-que H ¢ U". Por outro
lado, Uo ¢ uma parte fracamente compacta de {F] (Prop.25,Cap.1),

v°° = U (Wota da pg.22) e como H D U"Y =vU, H® sendo uma vi

zinhanga arbitraria da origem em [O] com a topologia ‘C(E',E), se
gue-se que (3 2 TLE',E).

Consequentemente, vale a seguinte

Proposicao 16 (18 Proposigao fundamentel) — A topologia

localmente convexa mais fina sbbre (0] para a gual (F] & o dual

de 0], & a topologia da convergéncia uniforme sObre os conjuntos

compactos de O.

5. Conjuntos limitados em (O)(B'
Seja L' um conjunto limitado de [o]@. Pela definigao
de conjuntc limitado (Cap.I, Def. 13) dada uma vizinhanga U da

K, E
origem, na topologia ﬁ , existe um nimero A >0, tal que

AL'C U , ou, Sup. r%u(z)\< €, para todo u € L'. Segue-se
. £ € z &K
que sup. \u(z)\<< % . Isto significa que qualquer conjunto limitacdo
z€K

de [O)ﬁ ¢ constituido por fungSes uniformemente limitadas sObre

K; em particular, pode-se supdr K wum dominio e a condiggo se tra-

duz: o conjunto de fungoes L' & limitado se 8sse conjunto é uni-
ormemente limitado sObre qualquer compacto de O ou azinda sObre

0 r,
qualquer eberto completemente interior L) a 0. Nestas condigoes,
0

segue-se de um teorema ccnhecido s8bre fungoes analiticas limitadas
(22)

no seu conjunto que de t8da sequéncia de fungoes de L, pode-

(%)

Um conjunto é completamente interior a 0, se sua aderéncia per
tence a O. =
(292) Montel,I, pg.2l e observagao no fim do n2 13,pg.26.
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se extrair uma. sequéncia parcial que converge uniformemente, sdbre
todo compacto de 0, para uma fungao limite, isto é: a sequénecia par
cial converge no sentido da topologia @.

0 conjunto limitado L &, portanto, relativamente com-

pacto (Bourbaki, T.6¢.IX, pg.26-27). Em particular, se o conjunto L

¢ limitado e fechado, segue-se que L ¢é compacto, concluindo-se,
assim que ¢ espago {O]G é um espago de Montel (ver Cap.I, Def.31).
O?o§onjuntos relativamente compactos de [O)@ sao fami-

lias normais de fungoes regulares em O, no sentido de Montel.

6. Topologia forte slbre [F].

Consideremcs, sdbre E = [F] , em primeiro lugar, a to-
pologia da convergéncia uniforme s8bre as partes compactas de B! =
= [01(3; esta topologia coincide com a tocpologia forte (da convergén
cia uniforme s8bre os limitados de E') sOmente quando todo conjunto
limitado em E' = [O](% estd contido nd envoltiria absolutamente con
vexa e fechada de um conjunto compacto. Mas 0 espago {O](% sendo
um espaco de Montel, todc conjunto limitadc é relativamente compacto
e a ccndiggc acima estd automaticamente satisfeita, nests caso. Em

resumo, sObre (F\ a topclogia forte e a topologia To? da conver-

géncia uniforme sdbre os compactos de (O}, coincidem.

Por outro lado, [O]@ sendo um espac¢o de Montel, fodo

conjuntc fracamente fechado e limitado em E ¢é fracamente compacto

(pois [O](5 é reflexivo) consequentemente, a2 topologia forte sObre

E = [F] ¢ idéntica & topologia <T(E,E'); portanto,

Proposi¢ao 17. Sobre E = [F] as topologias forte, T,
€ C(E,E') coincidem.

Observaggc: A proposiggo 33 do Cap.I mostra que o espago
[F], sendo o dual do espagc de Montel [01(3, goza também da proprie
dade UWQ, isto é, todo conjunto limitado e fortemente fechado de

[F] é fortemente compacto.

g
X Meontel, I, pg.32 e seguintes.
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Proposigéo 18. A topologia T(E,E') induz sbbre cada
[Fn] uma topologia mais fraca que a sua topologia de espago de Ba-
nach.

Demonstragao — De acOrdo com a Proposigao anterior, a to

polngia T(E,E') coincide com a topologia da convergéncia uniforme
s6bre os limitados de \__O] R Nestas condigSes, uma vizinhanga do
zero ¢ dada pelo conjunto

v 5 4X

L,e

}(i,u)\( €. ,ué€l, onde L: é um conjun’co1 .
limitado de [o]ﬁ f

Basta, entao, demonstrar que Vu . N [Fn'] contém uma vizinhanga do

% - 2

zer~ am ’.Fn"

=

Com efeito, na expressao

5}1—5 J x(z)u(z)dz
r

considerando-se gque os X(z) sao representantes de pontos de tFn} ’

pode-se supdr o caminho de integrage:o P fixado. Seja X 0 seu
comprimento. As fungoes wu(z) pertencendo a um conjunto limitado de
&Ol B sao uniformemente limitadas, sdbre gqualquer compacto de O,

em particular, sdbre 0 (ver n25, neste parégrafo), isto &:
|u(z)] < u, para gz € [ e u(#) € L.

Nestas condigoes,

\(x,u‘/\‘ £ —Z—LTT \x(2)} \u(z)| dz ;'j[—_‘_\_ lx(z)\dz
£ 0
e, tomando-se, '
H)’c | € %—-\f . para X E(Fn],
segue-se que
\(X,u)\(ﬁ : (q.E.D.).

Pode-se, finalmente, demonstrar a seguinte




L 50 -

Proposiggo 19. (gg Proposiggo Fundamental)- A topologia

Z(E,E') slbre E = {F] coincide com a topologia envoltdria T

Com efeito, a topologia ’Ze é a mais fina das topolo-
gias localmente convexas sObre [F] que induzem topologias. menos fi
na que a topologia de Banach sGbre os [Fn] e; de ac6rdo com a Prop.
11 déste capitulo, o espago LO] é o dual de {F]e; segue-se, entao,
da Prop.26 do Cap.I (teorema de Mackey-Arens) que & (E,E')L T, £

{ 7(8,E'). Por outro lado, a Proposigao precedente mostra que

T (E,BE') induz topologias menos fina sdobre {Fn} que a sua topolo

gia de Banach, conclui-se, portanto, que

T, = T{h,E! ).

Observagao 1. O dual forte de E' = [0) @ coincide
com O espago [F] com a topologia IZTE,E'). Sste espago & comple-
to, pois, segundo a proposiggo que acaba de se; demonstrada, sua to
pologia coincide com a topologia ‘ze gque é completa (Cap.II, Prop.
8).

Observaggo 2. A proposiggo 18 mostra gue a topologia en
voltéria N s8bre [Fl nao depende da particular sequéncia
%Fn}ngN” estritamente decrescente de dominios que contém o conjun-

Yenew estritamente

crescente de espagos de Banach que a define. Com efeito, . qualquer

to fechado F, ou, da particular sequéncia %[Fn}}

que seja essa sequénecia, a topologia envoltéria é sempre a topologia
do dual forte de [OW(B'

metrizavel.

M»

Proposigao 20. 0 espago [F)]  nao
Paras demonstra-la sao necessarias algumas consideragoes
preliminares. Diz-se que um espag¢o vectorial topoldogico E satis-

faz a segunda condigao de enumerabilidade de Mackey (Mackey, I, pg.

182) se existe uma sequéncia (Bn) ‘de conjuntos limitados no espa-
¢o considerado, tal que todo conjunto limitado. em E, esteja contido
num dos Bn- E' claro que esta condiggo implica que ‘E ¢ a reuniao
de todos os En' Seja E um espago de Fréchet; nestas condigges, o}

Teorema de Baire (ver Bourbaki, T.G.IX, pgs. 75 e 76) implica que um
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pelo menos, dos conjuntos En contém um ponto interior e B é, en
tgo, uma vizinhanca limitada, portantoc, de acdrdo com a Prop.ll do
Cap.I, o0 espago E ¢é um espago normado. Em conclusao, um espac¢o de
Fréchet satisfaz a segunda ofnalg o de Mackey quando, e soOmente quan
do, €le é um espag¢o normado. Conforme as propcsigces 17 e 19 déste

n
capitulo o espag \F| coincide com o dual forte do espago de Fré-

e
chet [OW ; basta, entao mostrar que o dual forte de um espago de
Fréchet, que nao é um espago de Banach, nao é metrizavel. Com efeito,

se existe um sistema fundamental de vizinhangas Vq da origem em I,

& = = , — . 0]
dual forte de um espago.de Frechet E', os conjuntcs polares Vn en
E!' constituem uma sequéncia de limitados, tal que todo limitado de
E' estd contido num désses conjuntos. Mas, de acdrdo com as conside

ragges preliminares desta demcnstragao, isto sé pode acontecer se ©
espagce de Fréchet E' for normado, isto é, de Banach. (Consultar,
Dieudonné-Schwartz, pg.75). Note-se, explicitamente, que o0 espago
[O] @ nac & um espago de BanacHh, pois; aplicando-se a Prop.ll, 4o
Cap. I, dizer que existe uma vizinhanga limitada VK,E, em (G}{g
equivale a dizer que as fungges de YOW, uniformemente limitadas sd
bre- K, sao uniformememente limitadas sdbre qualquer outro compacto
de €, o que evidentemente nac é verdade. ;

Nota - Observando-se a demonstraggo feita na pg. 47 (de~
m:nstraggc do fato que Z(E',')é\(%) verifica-se imediatamente

i

; = 3 1 . o BN
que nenhuma topologia localmente convexa slbre [F{, associada a for

g
ma bilinear de Fantappié, é topoclogia de espago de Fréchet. Com efei
to, segue-se dessa emanstraydp que, se uma dessas topologia de Fré-
chet, entao ela coincide com a topclogia T (E,E') que, como acaba
F

de ser demonstrado, naoc é topclogia de espago de

§4. Sucessoes. fraca e fortemente convergentes nos espa-
gos (0] e [F).
Demonstragao da Prop.33 do Capitulo ‘I.

Notagao: H parte fortemente fechada e limitada de

H .sendo limitadc (fortemente limitado) ‘de acdrdo co

8
]

®

(2) Estas consideragoes respondem a questa” apresentada por J.Sebas-
tiao Silva demonstrando a imposgibilidade de se introduzir uma topo-

i
ogia de espago de Fréchet, ou, em particular, de Banach, sCbre o es-
pago [F] e compativel com os funcionais analiticos lineares (J.Se-

o O
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Froposigao 29 ((a) —=> H & equicontinuo) H & também equidonti—
nuo e segundo a observaggo que segue a prop.29, sdbre H a topolo-
gia induzida pela topologia fraca coincide com a induzida pela topo-
logia da convergéncia uniforme sSbre as partes compactas de E'. Mas
as partes compactas de E' coincidem com suas partes limitadas, por-

tanto sSbre H a topologia fraca coincide com a topologia forte. Por

»

hipotese, H & fortemente fechado; se, além disso, supoe-se H con-

vexd, a nota no pé da pg.22, implica que ‘H é fracamente fechado e

~ e}
a proposigao 29 arrasta que H ¢ fracamente compacto (_) ¢ portanto

fortemente compacto. Caso H neo seja convexo, comega-se por cons-
. ’ a . 9\‘ & . & -}’*
truir sue envoltoria absolutamente ccocnvexa H . H sendo limitado, H

também possui a mesma propriedade, como é evidente; por outro lado,

a aderéncia de um conjunto absolutamente convexo é absolutamente con

~ o

vexa € a eréncia de um limitado é limitaca (Cap.I, Prop.5). Em con

clusao, H ¢ um conjunto absclutamente convexo e fortemente fechadc,

™
X o

~ 5 - -3
portantc, de acdrdo com a demonstracao ja feita, H ¢ & fortemente com-

pacto, consequentemente, H que é uma sua parte fortemente fechada

também é fertemente compacta.

Seja L um conjunto limitado, convexo e fechado de
B"' = [O](s. De aclrdo com a nota jd citada (pg.22) L ¢é também fra-
cemente fechado. Mas L & limitado e fechado (fortemente), logc é
compacto, pois E' & um espago de Montel; sendo compacto, € forte-

mente compacto, portanto, L

é compacto na topologia de espago de
Fréchet e na topologia fraca (22 . Demonstra-se assim a seguinte

' Propcsiggo 21. As topclogies induzidas sdbre L, respec
tivamente pela topologia fraca e pela topologia de espago de Fréchet,
coincidem.

(Aplicar o corolario 2 da pg.62 de Bourbeki,T.G.I,.no

) ~ : . :

(2) A proposigao 29 afirma que H é fracamente relativamente compagc
to, mas, como se acabou de demonstrar que H e fracamente fechado,
segue-se que H é fracamente compacto.

(22) Caso L nao seja convexo, considera-se, como nc caso anterior
a aderéncia da envoltéria absocluta e chega-se a mesma conclusao.
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casc em que a aplicagac biunivoca & 2 aplicagao idéntica).
Observaggo - A mesma proposiggo vale para o sub-conjun-
to H de E, trocandc-se a expressgo "topologia de espago de Fré-
chet" por “topclogia forte sSbre E", isto é, topologisa T, . Ou
T(E,E') (Prop.l9, déste capitulo).

Observagac - Seja uma - sequéncia -de Cauchy de

%%{}nQN

um espago localmente convexo; o conjunto &e pontos dessa sequéncia €

limitadoc. Com efeito, a sucessao dada sendo de Cauchy, fixada uma vi
zinhange circuler 7V, existe um inteiro m, tal que para todo intei-
ro n > m, segue-se XK € V. Os pontos corresponlentes aos indices
menores que m sendo um conjunto finito & limitado (Cap.I, Prop.4)
isto &, existe um nimero., AN > 0, tal gque o conjunto dos X esta

contidc em (QN+1)V e a observagac fica demonstrada.

Seja %Xn%néjq uma sequéncia fracamente convergente em
E = EF]q. De aclrdo com a observagac anterior, o conjunto de elemen-—
- (S

tos dessa sequéncia com seu ponto limite é limitado ¢ fracamente fe-
chado (logc fortemente fechado). Pode-se, entao, aplicar a proposi-
ac anterior e cocnclui-se que a sucessao §x ! ¢ também forte-
Unin €N s oo

mente convergente. Vale a mesma conclusao gquando seg trata de uma su-

cessao fracamente ccnvergente em E' = [O}. Resumindo tem-se a se-
guinte

Fropesigac 22. Tanto em B = [F) como em E' = [O]6 )
uma sequéncia fracamente convergente é também fortemente convergente

e ambas convergem para 0O mesmo limite.

Observacac 1. - Seja {uh}rléN uma sucessao~fracamente
convergente para u(z) em [O}.Recordando-se a definigac de vizi-
nhanga na topologia fraca (pg.42), éste fato se traduz como se segue:
Dado um conjunto finito de fungges {Xj(z>}l$l'é1{ pertencentes a

J

(F) e § 20, existe um inteiroc n_ tal gque para todo- n > n s
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) Er R ENOICKORIONTY FEARER I

i

N
b
=

Em particular, uma relagac désse tipo deve se verificar quando as

x-%.
s : J
tao, aplicando-se a formula de Cauchy,

~ o ~ il
fungoes dadas sao da forma xj(z) = ——, con tj € 0. Tem-sc, en-

\un(tj>_u(tj)\ < Gy

: . 5 5 : s {

¢ inteiro n, dependendo Go conjuntc Ge pontos itl’t2""’tk}

0 que nao traduz a uniformidade da convergéncia. Mas a Prop.22 diz
ue a sucessac Ju %

4 ! nin&€ N

uniformemente convergente para u(z) sdbre todo campactoc de 0. Is-

é também fortemente ccnvergente, isto &,

+to permite interpretar a Frcp.22 do seguinte modos Coniiggo necessa-
ria e suficiente para que uma sucessao gun}n € seja uniformemente
cenvergente sbre todo compacto contido em 0O, é que a condigao (A)
se verifique para todo conjunto finito de fungges de (F)-

Trocandc-se os papéis das fungoes x(z) e wu(z), pode-
se enunciar critério andlogc para a convergéncia uniforme num sberto
que. ccentém (), de acdrde com a seguinte

Observagao 2. A convergéncia forte de uma sucessac

%i } = de [F) equivale a convergéncia da topclogia envoltéria
nin &N
ue, por sua vez, significa convergéncia uniforme (Prop.9) no

Tx 4
o
interior de um oportuno Fn’ isto é, convergéncia uniforme de Xn(z)

para x(z) num ccnjunto aberto que contém F. Conclui-se, deste mo-

(e}

&0, _que & topologia fraca e a topologia forte sObre [F] tém como

~

sucessoes convergentes, precisamente .as sucessces que defincem a re-

gularidade dos funcionais lineares analiticos definidcs s8bre (F).

§ 5 — Demonstracgac direte da representagac dos funcio-

nais lineares ccntinuos definidos em [O](g.

Neste pardgrafc & apresenteda uma cutra demonstragao de
que & topolcgia da convergéncia uniforme s8bre as partes compactas
de O & menos fina que. a topologia =<(E',E), da convergéncia uni-

forme sObre as partes fracamente compactas de E = {F’\ Fara &ste
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fim, demcnstra-se que o dual de [Ol(5 € o espago vectorial [F]
¢ que equivale a dizers: cs funcionais lineares continuos (P(u) na

topologia @ sac representados pela integral complexe

1
2w Gl

X(z)u(z)dz,

r

kP(‘l) = <5(’u> =

cnde u€ (0} e % (7).
0 funcional (? sendo continuo sCbre o espago de Fré-
chet |0) existe um compacto, em particular, um dominio K, con-

tido em

o i
O ‘e um namero positivo & > 0, tal que, de u &€ [01(3 com
lu(z)] £ & sbbre K, siga-se VP(u)\.s 1. rara u(z) é,[Q]‘g se-

Ja uK a sua restrigao a K e B ¢ espagou de Banach das fungoes

O

regulares sébre X, isto &, espago vectorial topcldogicc normadc cu

it

ja norma é dadla por “u\‘K sup. {u(z)\ +00. E' claro que &ste es

. 2E€X V e
pago e de Banach. A aplicagac u — U, © uma aplicagac linear do

espago 0 sObre uma parte ‘A do espago B. Observe-se, neste
e ¢ s

ponto, que se u e Vv pertercem a (O)(a e U = Vi, entao (e(u)=

= @(v). Com efeito, sendc -igual a Vi segue-se que
‘n(u(z)—v(z))\ = 04 G stbre K, logo V?{n(u—v)}{ £ 1, qualquer
que seja © inteiro positive n, o qu: acarreta, \?(u) = %'(v). 0

que se acabou de demonstrar prova que existe um e um Gnict funcional
linear qf sGbre A e tzl que Wy(uK) = (?(u). 0 funcicnal iy é
continuo. Com efeito, de- |u(z)| & ¢ 3 VP(u)|£; 1, segue-se
que lu(z)l ¢ 1 arrasta VQ(u)\_g 1/c e portanto

“i3‘\= ﬁtﬁﬁé~l \wg(uK)\ 4 % e 'QT é continuo.

A sendo um sub-espago linear de B, ¢ tecrema de Hahn-
Banach (Prop.l5, Cap.l) mostra que é possivel prolongar -o funcional
Q$3 como funcional linear e o@ntinu@, ac espag¢o de Banach B. Nestas
condigoes, seja t q;K e ‘ay & fungao definida s8bre X por

at(z) = ¥%E' E' clarc que ay é&B. De acdrdo com os resultados do

namerc 2, déste capitulo, e do teorema de Cauchy, existe uma reuniac

—‘1 ’ -
l de um numerc finitc de curvas de Jordan tal que
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REET u(t) :
u(z) = STrT J\t g at, para z ﬁ;K.
P
Mas
i3 u(t) . B .
SR e nlfﬁoogn(z)
onde C
B . -
(2).2 = A
€n Y t, -z
k=1

AL . : g
_e a convergéncia gn(z) ——  u(z) & uniforme (2) para z € C, on
’ . - . ’\ o
de € & um conjunto fechado. contido em . L e que contém K. Segue-
se, que gn(z) — u(z) na topg%pgia dc espaco de Banach B e,

portanto,

Tlw) = za7 | w(e) Way)et.

Ugi(u) = 2T1Ti J u(t)x(t)dt,

; . 00 :
onde x(t) = Wy(at) ¢ regular (28) para t §;K. Observe-se qu

ta representacao sé depende da classe X e que o caminho 1 separa

o
®
|

os pontos onde ~ x/t) nao esta definida dos pontos onde u(t) nao

estd definida. Em conclusao, KQ(u) - <<i,uf>. (3.E.D.).

Observacao — Os funcionais lineares e continuos defini-

dos no espago \OX(E sao funcionals que satisfazem-a ccondigao se-

guinte: se a funcgao analitica de Jduas varidveis u(z,&), com z € 0,

] -
(2) Ver Walsh, I and A, pg.l0, Teor.5.

(29)

to no infimitbtoe.

Note-se que x(t) +tende para zero quando t tende para o pon-
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e oL Q.(} (conjunto aberto conveniente da esfera complexa)
@)

de

z pertence a e entao
 xu(z, L) > é funcao regular (

o)

res possuem a propriedade fundamental dos funcionais analiticos 1li-

considerada como fungao

o

de ® . Estes funcionais linea-

neares que ¢ a da comservagac da analiticidade em relagao ao parame-
tro K, apezar de nao pertencerem a.esta classe, pois seu campo de
definigao nao é um conjunto (F), ou regiaso linear na nomenclatura de

29 p ox. . e
Fantappie ( . Identificando-se, como e permitido, a classe dos

1o
S’

funcionais analiticos com o espago vectorial [O] e os funcionais
lineares continuos definidos em [O0) . 091 G enfacy vectorial (F],
estas duas classes apresentam-se como mutuamente duais. E'- de se pre

sumir que todc funcional linear definido sSbre um conjunto linear de

funcoes localmente analiticas, no sentido de Fantappie (ver Fantappié

1T, pg.24) e gue possui a propriedade de conservar a analiticidade
em relagac a um par@metro pertenga a uma das classes acima menciona-
das.

Seja Fl um conjunto compacto contido em Or, 8 olaro,

entgo, que [Fi]:)kﬂ. Tomando um ponto de O nao contido em

o

z
F{, © funcional linear continuo %J em [O](g, definido por
W(u) = u(zl), nao é um funcional linear de [Fi], portanto, nem to
do funcional linear continuo em [O] B ou, [O) com a topologia
CY(E',E), pode ser prolongado a um funcional linear continuo em
&H}e e a topologia induzida por [Fi] nao coincide nem é mais fine
que a topologia G (E',E) de [O] (pois, caso contrario, seria sem-

pre possivel o prolongamento).

9

~—]

Ver a nogao de linha analitica em Fantappié, III, pg.27.

no
o

(
Y Osgoed, .I4 pg.322.
(

2

HO

9) Fantappié, III, pg.24.
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APENDICE  I.

Seja 0 wuma regiao que nao contém o ponto no infinito
e cuja fronteira & constituida por um nimeros finito de contdérnos

C, € ,...,Ck que nac se cortam e onde o consorno €, contém no ssu

1
interior os contdrnos CisCpsevsyCpe Sejam Zy9Z5yeeiy2y, Dontos in-
teriores as curvas de Jordan 01’02""’Ck' Nestas condigoes, pode-
se demonstrar a seguinte

Proposigao 1. O conjunto A constituido pelas fungoes
n d

b
n
(ezy)
espago | 0] 5

Para demcnstra-la, aplica-se a Proposigao 22, do Capitu-

1y = , onde Jj=1,2,...,k e n € N, é um conjunto total no

lo I, o que equivale a dizer, condig¢ac necessaria e suficiente para

que A seja total, é que a relagao,lg;k,u.> = 0, para todo u &€ A,

implica % = O. BEm particular, para u(z) = —7» vem:
z-2.)
J
' x(n>(z.)
CEuS = o x(z) iz = —i— ) e S
C 211 ntl <7 7 21i n+l T n! %
(z-z.) (z-2,)

L

(Cs ¢ um contdrno que contém Cj no seu interior) para Jj=1l,...,k
e n inteiro positivo qualquer, o gue implica, que =x(z) ¢é idénti-

Mas, por cutro lado,

camente nula no interior de Ci,Cé,...,Ck.
. n N _ 1 1’]_;\! L 1 n - .
{ X2 > SE=Ey (z)z az X x(z)z dz = 0

L i .

(ct contdrnc contido em € e que contém os ccntérnos C! no seu
intericr) para n inteiro nao negativo qualquer, arrasta x(z)=0,
para todo =z exterior a C'. Em conclusao x(z) ¢é nula num aberto

que contém o complementar de O, logo % = O. (Q.E.D.).
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A proposiggo que acaba de ser demonstrada & equivalente
ao classico Teorema de Runge, pois dizer que A ¢é total (Def.ll,
Cap.I) é dizer que tdda fungéo regular em 0O, pode ser unifcrmemen-
te aproximada, s0bre todo compacto contido em O, “por uma combina-

gac linear de fungoes racionais com polos nos pontos

Z13ZosevesZ € 0. Caso a regiac 0 seja simplesmente conexa e
nao contenha o ponto o2, segue-se a pcssibilidade de aproximagac
uniforme sdbre tcdo compactc contido em O de qualquer fungao regu-

lar em O, por meio de polinlmios.

~

Fode-se demonstrar também as seguintes prcpbsigoes:

Progosiggo 2. Seja F um conjunto fechado prdprio gual
quer da esfera complexa. Condigéo necessaria e suficiente para que
uma fungao de (F) pcssa ser aproximada uniformemente por fungges
racionais ccm pclos nos pontos Zl’ZZ’J"’Zk”"’ é que um pelo me-
ncs, déstes pontos, pertenca a cada uma das regiges em que F sepa
ra o plano. (Prop.2, do Capitulo II).

Esta prcposiggo diz, portanto, que os elementos .
AR T A S T . :
o }: X ‘com n inteiro positivo e os pontos =z escolhi

b
L(Z—Zk)nJ k_,n k

dos ccmo foi indicado, constituem um conjuntc total. Indicando-se um

representante de um elemento genérico désse conjunto com a notagao

Xk,n’ para demonstrar a proposigac basta verificar que < kk,n’u'> =0,
qualquer que seja k, implica u=0. Mas,
. R ! u(z) By u(z) u(n)(zk)
<<Xk,n+1’u/ T 2TTi el %% = Tars neio? = a0
(Z—Zk) (Z'Z ) ’
k
¢ £

' g
ond f\ drno @ = = 2
onde 1 € um contorno de | que contem Zy - Segue-se, deste cal
culo, que a fungao u(z) é idénticamente nula em cada uma das regi-
2 ) s

oes em que O = (,F se deccmpoe; ela e, portanto, idénticamente nu-
la e o conjunto de elementos x

K, n e total. (Q.E‘D.).
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Proposicao 3. Seja O um conjunto abertc proprio qual
quer da esfera complexa. Condigac necessaria e suficiente para que
uma fungac de [O] possa ser aproximada-uniformemente por fungoes
racltnais com polos nos pontos Zj’ j pertence a J, é que, um pelo

. A ) )
menos desses pontos, pertenga a cada uma das componentes conexas fe-
chadas em gque o complementar de O se decompoe.

Ccmo no casc anterior, trata-se de demonstrar que as fun

4 — constituem um conjunto total. Basta, entao,

goes u, (z) =
i (z-2.)

provar gue a relagac <:i,uj n > = 0, qualquer que seja o inteiro n
9

e o indice j € J, arrasta x = 0. Seja x(z) um representante de

X, definido num aberto C\. que contém F = {30; ¢ Sempre possivel

encontrar uma vizinhanga aberta C)l Ge F, contido em £) ¢ com-
posta de um nimero finito de regioces. Cada uma destas regioes conten
do componentes conexas de F, contém pentos zj ¢ raciocinio seme-
lhante ao ‘da proposigao anterior mostra que a restricac de x(z) a
vizinhanga (11 é idénticamente nula, portanto, % = 0. (Q.E.D.)s
As duas proposigges antericres ilustram a dualicade exis
tente entre os espacgos [O] e [Fﬂ e generalizam o teorema de Run-

ge'



Nep =l O B o T

B>

AT

Referéncias sCbre as definigoes dos principais con-

ceitcs e resultados da Teoria dos Conjuntos e da Topologia

Geral de Bourbaki, utilizados nesta Tese.

A indicagao Fasc. Rés., se refere ao Livre Is Théorie
Jdes Knsembles (Fascicule de Résultats) e T.G. ao livro "Topologie
Générale", o-algarismo romano que a segue ac capitulo correspondente.
Relagoes de equivaléncia e conjunto quociente - Fasc.Rés., pgs.28,

- 29 e 30.
Nogao de estruturas - Fasc.Rés., pgs. 41,42,43,44 e 45.

Froduto de conjuntos, projegao - Fasc.Rés., pgs,.13 e 14.
Imagem inversa ou reciproca - p Fasc.Rés., pg.9.

Aplicacao canlnica de uma parte de um conjunto no conjunto todo -
Fasc.Rés., pg.8.

Definigao de conjuntos abertos, estrutura topoldgica e espago topold
gico, T.Gel, PLosl.

Noggc de vizinhanga e propriedades das vizinhangas &e um ponto - T.G.
: I, pEsi2, -3 e 4.

Conjuntos fechados - T.G.I, pgs. 4 e 5.

Interior. de um conjunto - T.G.I, pg.5.

Aderéncia de um conjunto - T.G.I, pg.6.

Fronteira de um conjuntc - T.G.I, pg.7.

Nogao de homeomorfismo - T.G.I, pg.ll.

Nogao de topologia induzida, T.G.I, pgs. 13 e 14.

Definicac de funégo continua,- T.G.I, pg.lb6.

Noggc de filtro - T.G.I, pg.20. ;

Bases de um filtro - T.G.I, pgs. 23 e 24.

Sistema fundamental de vizinhengas - T.G.I, pg.24.

Noggo de ponto limite - T.G.I, pg.31l.

Noggo ¢e espago separado - T.G.I, pg. 32.

Valor limite de uma fungao,-em rarticular, de uma sucessac - T.G.I,
rg.34.

Produto de espdgos topologicos - T.G.I, pg.42.

Espagos compactos - T.G.I, pg.59.

Conjuntocs compactos - T.G.I, pg. 60.



- R

Conjuntcs relativamente compactos, T.G.I, pg.6l.

Froduto de espagos compactos, T.G.I, pg.63.

Definiggo de estrutura uniforme - 7.G.II, pgs. 85,86 e 87.
Espagos uniformes - T,G.II, pgs.92,93 e 94.

Filtro de Cauchy - T.G.II, pg.99.

Espagos completos - T.G.II, pg.97.

Grupos Topoldgicos - T.G.III, pgs. 1, 2 e 3.

Vizinhangas de um pontc num grupo topolégico - T.G.III, pgs.4,5 e 6.
EsSpago numérico R - P GoVI, PE425e

Trojegac estereogréfica - T.G.VI, pg.40.

Topologia da reta complexa (topologia natural) - T.G.VIII, pg.93.
Nocao de desvio (écarts) - T7.G.IX, pg.l.

Bstrutura uniforme definida pcr uma familia de desvios - T.G.IX, pgs.
, 2.6 5.
Disténcias e -espagos métricos - T.G.IX, pgs. 17, 18, 19 e 20.

Bspagos uniformes metrizaveis - T.G.IX, pgs. 22 e 23.
Sequéncias em esyagos metrizaveis - T.G.IX, pgs.24 e 25.

Espagos métricos compactos; espagos metrizaveis compactos,- T.G.IX,
pgs. 26 e 27.
Grupos topolégiccs metrizaveis - T.G.IX, pgs. 35, 36 e 37.

Espagos de Baire - T.G.IX, pgs. 75 e T6.
Fungges semi-continuas num espago de Baire - T.G.IX, pg.TT.
Fungéo semi-continua inferiocrmente e superiormente - T.G.IV, pg.l1l0.

Convergéncia uniforme slbre os conjuntos de uma familia - T.G.X,
pgs.2 e 3.

Exemplos de convergéncia uniforme nos conjuntcs de uma familia -
T.G.X, pgs.4d e 5.



G

BEB LM OG R &P I A

Arens, R. - Duality in linear spaces, Duke Math.J., vol.1l4; n?3,

pg.789
Banachy S. - Theorle des Opérations linéaires, Varsovia, 1932.

Rieberbach - Lehrbuch der Funktionentheorie, Teubner, 1934.
Bourbeki, N. - Topologie Générale, Ch. I, II, III, VI, VIII, IX e X.

Algebre, Ch.II (Algébre Linéaire), Hermann & Cie.,
Editeurs.

Cacciopoli, R. - Sui funzionali lineari nel campo delle funzioni
analitiche, Atti dela R. Accad. Llncel, vole«E%,
pgs.263-266 (1931).

Delsarte, J. - Curso sObre Espagos Vectoriais Topoldgicos.
Notas de aula - 1949.

Dias, C.L.da Silva - I - SO0bre o conceito de funcional analitico,
Anais da Academia Brasileira de Ciéncias,
Tomo XV - n.1 (1943).

II - SObre a regularidade dos funcionais defi-

nidos no campo das fungaes localmente ana-
liticas - Tese de doutoramento - 1942.

III - S8bre a continuidade dos funcionais anali-
ticos lineares, Boletim da Sociedade de
Matematica de Sa“ Paulo, vol.3@

Dieudonné, J. - La dualité dans les espaces vectoriels topologiques,
Annales Scient. de L'Ec.Norm,Sup. - vol.LIX,Fasc.2¢
Dieudonné, J. e Schwartz, L. - La dualité dans les espaces (F) et

,Z?T), Annales de L'Institut Fourier, Tome I (1949),
61-101.

Fantappié, L. = I - I Funzionali Analitici, Mem. Acc. Lincei (1930).

II - Nucvi fondamenti della teoria dei funzionali
analitici, Mem. Acc. Italia, 1941, pp.617-706.

III - Teoria de los Funcioneles Analiticos y sus
aplicaciones, Barcelona, 1943.

Hurwitz-Courant - Funkticnentheorie, J.Springer, 1929.

Mackey, G.W. - On convex topological linear spaces, Trans. Amer.
Math. Soc., vol.60, n23.

On infinite dimensional linear spaces, Trans. Amer.
Math., Soc., vol57, n22.



ol |

Montel, F. - I Legons sur les familles normales, Gauthiers

Villars & Cie., 1927.

Newmann, M.H.A. -  Elements of the Topology of Flane Sets of Foints,
Cambridge University Press, 1939.

Nachbin, L. - Espagos vectoriais topoldgicos (I Parte) -
Notas de Matemdtica - Rio de Janeiro (1948).

Schwartz, L. - ver Dieudonné, J. e Schwartz, L.

I -Théorie Générale des Fonctions Moyenne-FPériodi-
ques, Ann, of Math., vol.48, n24.

Silva, J.Sebastiao - I - L'Analise Funzionale lineare nel campo delle
funzioni anelitiche, Mem.Acc.Lincei, 1947, 207-240.

IT -As fungSes analiticas e a Analise funcional, For-
tugaliae Math., 1950.

IIT -S8bre a topologia dcos Bspagos funcionais analiti-
cos, Revista da Faculdade de Ciéncias de Lisbda,
2§ Série, A, VoloI—pgStl"Bo

Walsh, J.L. - Interpolation and 4Approximation (I and A)
Colloguium Publications, vol.XX (1935).



CAPITULO T,

l. Espago vectorial complexc

2‘

AN

INDICGCE.

Ll = o

D I I I I I I N

Espaco vattorial topOlogito wai ii's tn s e tsnsnss v brire o

« Dual de um espagc vectorial t0D0l0OZICO cesssvssssnonas

Bspago vectorial topoldgico lecalmente CONVEXO soessss

Dual fraco de um espago localmente CONVEXO ceeveocescs

Espacgos vectoriais postos em dualidade por uma
forma bilinear. Teorema de Mackey—ATenS...eeceececsoss

Espagos de Fréchet. Espagos de Banach. Espagos en-
voltéria de espagos localmente CONVEXOSseetecescosascns

‘ITULO  II.

§ 1 - Fungzo localmente analitica. Espago vectorial [Fl.

Puncional analitico-1linedar < geseecevecssses

Definigao de fungao localmente analitica eoeeeeeeecse.

Reépresentagac dos funcionais analiticos lineares
por .meio de uma integral compleXa .seeeecoccescccsosons

Correspondéncia biunivoca entre os funcionais line-

ares e as -fungoes regulares em 0O ..eeeeens SRR

§ 2 - 0-Bspago (F] como espago envoltdria de
espagcs de Banach ceesecicecciscccccscncnnsse

.Definiggo dos espagos

(7]

Funcicnais continuocs em [F}e L Y

§ 3 = Os espagos vectoriais

(Fl e (0] postos

em dualidade pela formula de Fantappi€ eesvses.

Espagos vectoriais (F)
dade pela formula de FanitaDDie 5« odvascmascnse i o sntoes

Topologia

Tcpoclogia
as partes

Comparagac da tecpcologia

G(2',E)

fraca sdbre

em

e

e

(¥

(0] postos em duali-

LI I R I I

E' da convergéncia uniforme sdbre
compactas de

%(B',E)

o ..

s8bre

com as topclogias

o IECE I TS

Pg.

10
12

15

19

28
28

31
33
36

36
39



= B

5. Conjuntos limitados em. [03(3 i SRR s s Lt e a BT
6. Topologia forte sabre [F}'.................,......... 48

§4 - Sucessoces fraca e fortemente convergentes ncs
espagos [Oj “Ta Tof BRI - R SR e e

§5 - Demcnstraggo direta da represantaggc dos fun-
cionais lineares continuos definidos em \O]G ¢ oin DL
Apéndice I (Teorépa de HANGE) - tesbsbassssesitbiasice it
Apéndice II (Referéncias) IER PP L - Bemnh e e S

Bibliografia: ciisereesssitoivravasonssisosannsranesvoenss 63

Mimeografado por L.H.Jacy Monteiro
e encadernado na Grafica S. Joao.

SEaudayik951,





