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I N T R O TI U ç .A O.

o objetivo desta tese é a apresentaçao de resultados ob-

tidos pelo autor na teoria dos espaços funcionais analíticos, pela a

plicaçao da teoria moderna dos espaços vectoriais topológicos.

A teoria dos funcionais analíticos, magnífica criaçao do

matemáticJ Luigi Fantappie, apresenta um aspecto singular que talvez

possa ser descrito, dizendo-se que, para servir de base à teoria,fal

ta-lhe a identificaç~o de um espaço topológico com estrutura bem de

finida e simples. E' verdade que, desde 1940, Fantappie mostrou co-

mo é possível introduzir uma estrutura de espaço T (na nomenclatu
o -

ra de Alexandroff-Hopf) no conjunto das funções localmente analíti-

cas. Entretanto, esta teoria é por demais geral para que dela se po~

sa efetivamente servir; por outro lado, o que, em primeira linha in-

teressa, é uma estrutura de espaço vectorial topológico para funda-

men tar a teoria dos funcionais anaii-ticos lineares. Êste estudo e

desenvolvido por Fantappie a partir dos conceitos de regiao funcio-

nal linear e linha analítica.

O segundo dêstes conceitos pode sor substituido pelo de

sucessao uniformemente convergente de funções analíticas, num opor-

tuno conjunto aberto, que se adapta melhor aos métodos da Topologia

Geral. Esta modificaçao foi sugerida por Caccicpoli em 1931, desen-

volvida pelo autor em sua tese de doutoramento (1942) e também por

J. Sebastiao e Silva (1,1946). Quanto ao primeiro conceito menciona

do, convém destacar explicitamente que uma regiao f'un cí ona.L linear

nao é um espaço vectorial e, neste sentido, foi um avanço signific~

tivo a sua substituiçao pelo conceito de funçao analítica ligada a

um conjunto, feita por J. Sebastiao e Silva (11, 1950). A totalida-

de das funções analíticas ligadas a um conjunto, confunde-se com o

espaço vectorial (F] como é exposto nesta tese. O conceito de es-

paço [F] apresentou-se independentemente ao autor desta tese e

cumpre observar que a mesma noçao aparece, com objetivo diferente,

num trabalho do 1.Nachbin (11,1947). Restava, ent~o, a introduç~o

de estrutura de espaço vectorial topo16gico e, mais particularment~,

de espaço localmente convexo no espaço vectorial [F]. rara a solu-

ç~o dêste problema foi decisivo o estudo que o autor fez da memória
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de G.W. Mackey: On convex topological linear spaces. Neste trabalho,

Mackey estuda e resolve a seguinte questao: determinar as topologias

localmente convexas sôbre um espaço E, compatíveis com uma parte do

seu dual algébrico, isto é, aquelas topologias, em relaçao as quais,

os funcionais lineares dedos são contínuos. O principal resultado

desta tese provem da aplicaç~o dêstes teoremas, precisados por Arens,

ao caso do espaço fFJ. Neste estudo, apresenta-se necessàriamente a

consideraçao simultânea do espaço C01, que se identifica com o esp~

ço vectorial constituido pelos funcionais analíticos lin8ares e, dês

te modo, introduz-se a noç~o de dualidade na teorid de Fantappie.

Uma das consequências mais importantes é a identificaç~o da tôpolo-

gia forte sôbre o espaço [OJ, como topologia de espaço de Montel e

a topologia de espaço dual, com a mesma propriedade de Mnntel, sôbre

o espaço [F1. No estudo das propriedades do espaço lO"j,como espa-

ço de Fréchet e do seu dual, o autor utilizou abundantemente resulta

dos contidos numa recente e profunda memória de Jean Dieudonné e LaQ

rent Schwartz: La dualité dans les espaces (S) et (~}).

O autor julga, neste ponto, ser conveniente destacar que

o problema da introduçao de uma estrutura localmente convexa sôbre o

espaço [F} é resolvido nesta tese (§2 do Capítulc 11) independente

mento Qa consideraç~o do espaço dual Col, utilizando-se a noç~o de

espaço envoltória de espaços localmente convexos, recentemente intr~

duzi da por Kó the j entretanto, o verdadeiro aspecto da questao se re-

vela dentro do ponto de vista focalizado nos períodos anteriores.

Além disso, êste espaço envoltória se identifica com o dual forte ~e

C OJ •
Outra consequência dêste estulo é o de ter mostrado a re

laçao íntima entre os funcionais analíticos de Fantappie e os funcio

nais contínuos sôbre CO]? (OJ com a topologia da convergência uni-

forme sôbre os seus compactos, que aparece pela prillieiravez, neste

trabalho.

Resolvemos também uma quest~o apresentaJa por J.Sebasti-

ao e Silva (11) e relativa à possibilidade da introduçao de uma top~

logia de Banach no espaço lF], que é aqui respondida pela negativa.

No apêndice I, aplicamos ràpidamente a teoria desenvolvi
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da no Capítulo rr na demonstraç~o do teorema clássico de Runge, que

assim se apresenta sôbre ~eu verdadeiro aspecto geométrico. Esta a-

plicação já havia sido tentada por Cacciopoli, em trabalho citado na

bibliografia; entretanto, a ausência de uma teoria de espaço vecto-

rial localmente convexo sôbre [01 e (Fj torna. aquele trabalho

nao rigoroso e prematuro.

O autor ta presente tese, depois de redigir a maior par-

te da mesma, tomou conhecimento do último trabalho de J.Sebastião e

Silva: Sôbre a Topologia dos Espaços Funcionais Analíticos, que se

ocupa também com o mesmo problema. A soluçao apresentada na pg.55 e

seguintes da referida memória não define o espaço [FJ como espaço

vectorial topológico e se ocupa sdmente com o espaço (F~. Além disso,

no resumo em língua franceza com que finaliza aquele trabalho, refe-

rindo-se precisamente à topologia sbb,re o espaço [FJ, assim se expr!

me: "Mais nous ne l'avons pes fait, comme nous l'avons déjà clit,par-

ce que Ia famille Qes ensembles fermés dens ) (C] n'a pas donné pr!

se à nos raisonnements. Toutefois, il n'est pas exclu qu'on réussisse

à tlefinir de façon convenable, dans l'ensemble 3-[c1, une topologie

qui le renc.e uu espace pseudo-normable ou même un espace de Banach

(avec les opérations vectorielles déjà définies). 1a question reste

donc ouverte dans cette direction." O capítulo segund.o desta tese

responde completament~ a esta questao como já tivemos ocasião ~e ob-

servar e mostra tamb6m como a teoria dos funcionais analíticos se en---- -- ----
troza com ~ análíse funcional moderna. Devido à limitação de tempo

nao nos foi possível tratar das aplic~ç~es continuas 1e um espaço [~

em outro espaço (01] e o problema dual, assim como a aplicação da

teoria ao estudo das funç~es médio-periódicas (ver L.Schwartz,r).

No programa da cadeira "Complementos Je Geometria e Geo-

metria Superior" figura extensivamente pontos sôbre espaços vectori-

ais, em particular, sôbre a noção de dualidade. A tese

aqui apresentada não passa de variaç~es sôbre o tema da dualidade e

seu prinCipal resultado é, essencialmente, a dualidade que se estabe

lece entre os espaços [OJ e r F1._ ...J

o objetivo do Capitulo r A

o mais prevemente
,e expor poss.!.

vel, tôdas as noçoes e teorema sôbre espaços vectoriais topológicos
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indispensáveis ao entendimento do Que se segue. Procurou-se dar

maior destaQue àQuelas partes, cemo, por exemplo, a referente à dua

lidade 8 ['.0 teorema de Mackey Que sao essenciais ao desenvolvimento

- -do segundo capítulo; entretanto, as n~~erosas citaçces, permitirao

reconstruir as demonstraçoes com todo detalhe. Fara facilitar êste

estudo o autor apresenta no apêndice 11, uma espécie de índice das

noçoes de Topologia Geral, como saO dadas na obra de Bourbaki.

A redaçao do primeiro capítulo foi fortemente influenci-

ada pele excelente curse sôbre espaços vectoriais topclógicos, dese!!

volvido no Departamento de Matemática, em 1949, pelo ?rcf. Delsarte,

assim come, de um modo geral, pela obra de Beurbaki, inclusive, um

manuscrito s6bre espaços vectoriais topolõgiccs que o autor teve oca

siae de ccnsuItar. L demons t.raç ao do t ecrena de Mackey-Arens nao foi

dada no curso mencionado, nem no referido manuscrito e o autor apro-

veita esta oportunidade para agradecer a colaboraçao Que, neste pon-

to, assim CGm~ no §5, do Capítulo 11 lhe prestcu o ?rof.L. Nachbin,

da Universidade do Brasil.

A idéia fundamental dêste trabalho o autor a teve duran-

te sua permanência no Institute for Advanced Study, com Bolsa de Es-

tudos outorgada pela Fundaç~o Guggenheim, à Qual testemunha sua gra-

tidao. Ao Irof. A.Weil, a Quem deve a reccmendaçao de seu nome à re-

ferida Bolsa de Estudos, o reconhecimento do autor.

Finalmente aQui ficam os agradecimentos ao licenciado

Snr. S. Chain Honig, assistente da cadeira de Análise Superior, com

Quem o autor discutiu de modo o mais estimulador possível todos os

pontos desta tese e também ao assistente L.H.Jacy Monteirc Que nao

mediu esforços para Que esta tese fosse publicada em tempo útil.

Sao Paulo, Julho de 1951.



N o T A ç O E S.

ÀS notaçoes ja teoria dos conjuntos, sao, em geral, as

usadas no livro "Théorie des Ensembles (Fascicule des Résul t ats) de

Bourbaki. Assim x (A, x Et A, A U B, À li B, U A., nA.,
. iE.I l iE..I l

E x F, li-l-E., indicam respectiv~ente: o elemento
i ~I l

x perten-

ce ao conjunto Aj o elemento x nao pertence ao conjunto Àj reu-

niao dos conjuntos A e Bj intersecçao dos conjuntos A e Bj reuniao

da família de conjuntos A.; intersecçao dos conjuntos da família
l

A. j complementar de ls , isto é, o conjunto dos elementos do espaço
l

que nao pertencem a A; conjunto aos pares (x,y) com x ~ E e

y € Fj conjunto das famílias

Dado um conjunto

(x.). c I onde x. E. E ..
l l,- l l

E, para se indicar o subconjunto de

elementos de E que satisfazem uma propriedade r, se escreve:

A E.E x satisfaz p1J .
x E. E por x simplesmente quando nao há

E de que se fala.

x

Substitui-se a notaçao

d~vida s8bre o conjunto

As notaçoes de Topologia Geral sao também as de Bourba-
o

ki (Topologie Générale) assim: A e A indicam, respectivamente, a

aderência e o interior do conjunto A, considerado como parte de um

espaço topológico.

Indica-se sempre com N o conjunto dos numeros inteiros

estritamente positivos .

•



C A P I T U L O I.

"-
PRELIMINARES SOBRE ESPAÇOS VECTORIAIS TOPOLOGICOS.

§ 1. Espaço vectorial topo16gico complexo.

1. Espaço vectorial complexo.

Definiçao !. Grupo comutativo ou abeliano é um conjunto

E, com estrutura dada pela aplicação soma. Chama-se aplicação soma

a tôda aplicação (x,y) ---7 x+y do conjunto E x E em E (1) que

satisfaz os axiomas:

1) x + Y = Y + x, quaisquer que seja~ x,y ~E (propri

edade comutativa)j

2) x + (y + z) = (x + y) + Z, q.q. sejam (2) x,y,zE:E

(propriedade associativa);

3) existe um elemento de E, representado por O e cha

mado zero ou origem, tal que O + x = x, para todr

x E E;

4) dado um elemento x ~E, existe um elemento do mesm0

conjunto, indicado por -x e chamado simétrico ou o-

posto de x, tal que x + (-x) = o.
E' consequência imediata dos axiomas que existe um único

elemento zero e que, dado x ~E, o oposto de x é único.

Definiçao 2. Um espaço vectorial complexo ou simplesmen-

te espaço vectorial é um grupo abeliano que possui também uma estru-

tura definida por uma aplic8~ao produto por um escalar. Chama-se a-

pl í.c aça o :produto por um escalar a tôda aplicação (" ,x) ---+ Í\ x

do conjunto C x E [par ordenado ('/I,x), onde Í\E.C (corpo com

plexo) e x ~EJ sôbre E que satisfaz os axiomas:

1) í\ (x + y) í\x + 7\y distributivo em relaçao ao
"'I E C grupo abeliano;
II e x, y E. E

2) (~ + r-)x = í\ x + ~:x:, Â , rL ÉC e x E. E dis-

tributivo em relaçao ao corpo C;

3) 'tI ( ~x) = (í\ rt.)x, ",t\.EC, x E E;

4) l.x = x.

(1)

(2)

Indicaremos o elemento imágem de (x,y) em E com a notaçao a-
ditiva, isto é: x+y.
Abreviaremos sempre a expressao "quaisquer que sejam" escrevendn
em seu lugar "q.q.sejam".
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E' costume referir-se ao número complexo ~,chamando-o

de escalar. Os elementos do espaço vectorial são denominados vecto-

res ou pontos. Chama-se diferença de dois vectores x,y, ao elemento

x - y = x + (-y).
Definição 2. Dados dois vectores x e y de E, cham~

se segmento fechado de extremidades a e b ao conjunto de vecto-

res .rx+(l-j)y, em que .r percorre o intervalo [O,lJ. Uma parte A

de E é convexa se, q.q. sejam x e y ~ A, o segmento fechado de

extremidades x e y está contido em A. A parte A e absoluta-

mente convexa se, juntamente com x e y, vectores quaisquer de A,

ela contém os ve ot or-es I\x+ \-,-y,onde \ í\ \ + \~ I f: 1.

A intersecçao de uma família qualquer de conjuntos abso-

lutamente convexos é um conjunto absolutamente convexo.

Definiçao ~. Dada uma parte qualquer A de um espaço

vectorial E, a envoltória absoluta~ente convexa de A é a interse-

cção dos absolutamente convexos que contêm Aj ela 'é, portanto, o me

nor absolutamente convex? que contém A.

Proposiçao 1. A envoltória absolutamente

em E

convexa de

~í\'x"L.-;--\ 1. 1.
1.

nulos com exceçao de um número finito, em que ~xi1 é

A

e o conjunto de tôdas as combinações lineares to-

dos os 1\,
1.

uma família qualquer de pontos de A e 3,-: \Ai \ ~ 1.
1.

Com efeito, a envoltória contém o conjunto destas combi-

naçoes e êste conjunto é absolutamente convexo e contém A.

Definiçao 2. Num espaço vectorial E, diz-se que uma pa~

te S e estrelada e simétrica, se as relações x E S e

implicam /\x cf_ S; diz-se que S é equilibrada em relaçao à origem

se, para todo x E.E, existe um número real ':~> 0, tal que 1í\\~0(
o

implica /I Xo ~ S.

Definiçao 6. Uma parte V de um espaço vectorial é cha

mada sub-espaço vectorial se satisfaz as condiçoes

1) ° € v ,
2.) se x,y ~ V, entao x+y « Vj

3) se x (V, entao í\x f:. V, q.q. seja 1\ E C.

Seja V um sub-espaço vectoria1 de E. Diz-se que V é

uma reta se a sua dimensão é 1. V e um hiperp1ano homogêneo ou hi-
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perplano, se a dimensão do espaço quociente E/V é 1 (Bourbaki, A.

11, pg.37 e seguintes).

2. Espaço vectorial topológico.

Definiçao 1· Grupo abeliano topológico e um grupo abelia

no E que possui também estrutura de espaço topológico compatível

com estrutura de abeliano, isto
.
!~2~~contínua dea grupo e: x+y e

--------
simultâneamente - contínua Ex e y e -x e funçao de x. e um espa-

2.2 vectorial topológico. sôbre o corpo C ou simplesmente espaço ~-

torial topo16gico se satisfaz ainda o seguinte axioma: a aplicaçao

( í\ ,x) --7 Í\ x de C x E sôbre E e contínua.

A definição anterior equivale a dizer: E
.
e um grupo a-

beliano e as duas aplicações (x,y) --7 x+y e (n ,x) ~ í\ x

de E x E e C x E respectivamente em E, são contínuas.

Sôbre um espaço vectorial topológico E define-se uma

estrutura uniforme (Bourbaki, T.G.II, pg.85 e seguintes; T.G.III,
\.

pg.30 J como se segue: seja V uma vizinhança da orígem em E e

considere-se o conjunto

Uv == t(x,y) I x,y (E, x-y EV}.

A totalidade dos conjuntos UV' quando V percorre um ~~~~~~~ !~~~~-
~~~~~~~~~~~~~~~~2~~Lconstitue um !~~~~~sôbre E x E, que define a

estrutura uniforme sôbre o espaço vectorial topológico E. Os concei-

tos de sucessao de Cauchy ou filtro de Cauchy e espaço completo, quag

do aplicados a um espaço vectorial topológico se referem sempre a es-

'ta estrutura uniforme.

Teremos ocasiao de caracterizar um espaço vectorial topo-

lógico por meio de um sistema fundamental de vizinhanças. Esta carac-

terizaçao está baseada na seguinte

Proposiçao 2. Em um espaço vectorial topológico E exi~

te um sistema fundamental de vizinhanças da orígem S que satisfaz

as seguintes condiçoes:

1) Todo V í S é estrelado e simétrico, isto é: q.q. se

ja V E. S e x E. V, a relaçao \í\\~l arrasta ~x ~. V.

2) Todo V €S e equilibrado, isto e: q.q. seja V E: S

e x E. E, existe um D()O tal que \/\I~,C>( implica Âx E. v.
o o
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3) q.q. seja V € S e /\ t 0, tem-se í\V E S (s e

invari&v~l pcr homotetia).

4) q v q, seja EV S existe W ~ S tal que W+W C V.

Inversamente, se uma ~~~~ de f~~!~~S, sôbre um espaço vectorial E,.

satisfaz essas condições, existe uma topologia sôbre E, compatível

com a estrutura de espaço vectorial de E, e, para a qual, S é um

sistema fundamental de vizinhanças da origem em E. (Sâbre esta pr2

posiçao consultar: Delsarte, Cap.I, prop.3; Nachbin, pg~ 32)'

Definição~. Uma vizinhança W da orígem é chamada vi-

zinhança circulé'.rse ela é absolutamente convexa; segue-se que W sa-
i e r-;

tisfaz e W ~ W, para todo ~ real. Reciprocamente, tôda vizinhan-

ça convexa que goza desta propriedade é vizinhança circular.

Definiçao 2. Uma variedade linear em E é a transforma-

da por translação de um sub-espaço d~. E.

Tôda variedade linear é d~>forma x +V, onde V é o sub-o _

espaço que a define e x e um vector de E que define a translaçao.
o

Reta é tôda variedade linear de dimensão 1 (dimensão do sub-espaço que

a define) e hiperplano tôda variedade definida a partir de um hiperpl~

no homogêneo. Frequentemente, para se evitar confusao, chama-se o eub-

espcço vectorial E de dimensão 1, de reta homogênea e, correspondeg

temente, hiperplano homogêne o.

Proposiçao 1. A ~~~E~~~~~de uma variedade linear é uma

variedade linear. (Delsarte, §2, prop. I).

Definiçao 10. Seja E um espaço vectorial topológico.

Se A e uma parte de E, chama-se sub-espaço vectorial, gerado por ~'

a aderência de A (não confundir com o conceito de mesmo nome mas re

lativo exclusivamente à estrutura vectorial de E). ° sub-úspaço ger~

do por A e, portanto, o menor sub-espaço vectorial fechado que con-

tém A.

Definiçao 11. Um subconjunto A de E é total se o sub

espaço vectorial gerado por

Tôda vizinhança

Definiçao 12.

gicamente livre em

A coincide com todo o espaço.

da orígem em E é total (prop.2, 2).

Uma família de pontos (a.).E. I é t.opol ô-

l l-

q.q. seja k do conjunto dos índices, o

a com i / k, não contêm o vec-i' 1"

E se,

sub-espaço vectorial gerado pelos

tor
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° conjunto dos elementos de uma família topolàgicamente

livre forma uma Earte topologicamente livre de E.

Definiçao li. Uma parte 1 de um espaço vectorial top!2.

lógico é limitada se, Q.q. seja a vizinhança V da origem dm E, e-

xiste um número complexo "', li 1= 0, tal que í\ 1 C V j isto e: exis-

te sempre uma homotetia que leva 1 em V.

Proposiçao 1. Os seguintes resultados sao consequências

imediatas da definiçao de parte limitada e da proposiç~o 2: Tôda paE

te reduzida a um ponto é limitada; tôda parte de um limitado é limi-

tada. Se 11 e 12 sao limitados, o me smo acontece com 11 U 1
2

e

11+12' em particular, tôda parte finita é limitada.

Proposiçao 2. A aderência de uma parte limitada e limi-

~~da (Delsarte, §l, prop.7).

Proposição~. Num espaço vectorial topológico ~~E~~~~~

E, todo conjunto ~~~~!~~~JE~~!~~~JEE~~!~é limitado (Delsarte,§l,

prop.9) .

Convém observar explicitamente, que dado um espaço vect!2.

rial topológico, pode acontecer que nenhuma vizinhança da origem seja

limitada (ver proposiç~o 11).

3. Dual de ~ ~aço vectorial topológico.

Nota: Sôbre o conteúdo dêste número consultar: Bourbaki

T.G. X, §l e §2 assim como Delsarte, cap.I,§3.

Sejam E e F dois espaços vectoriais topológicos e

~(E,F) o conjunto das aplicações lineares contínuas u de E em

F. E' claro que ~(E,F) e um espaço vectorial sôbre C, quando se

define: (u+v)(x) u(x) + v(x) e (t;f u)(x) = o( u(x) para

u,v « ,L(E,F) e x 'i E (Bourbaki, A.II,pg.23 e 24). Seja <V um

conjunto de partes de E. Nosso objetivo final e introduzir em

ct(E,F) uma estrutura de espaço vectorial topológico; começaremos

definindo sôbre ~(E,F) uma topologia, precisamente a topologia

G<b da convergência uniforme nos conjuntos de 4? . Um sistema fun-

damental de vizinhanças na topologia (;º e constituido pela totali

dade dos conjuntos T(V,A) definidos como se segue:

T(V,A) = r u I u(A) C V, A ( 4> ' V, v~ZinhançaJl da orlgem em E
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(Bcurbakã , T .G.X,§l,1 ,pg.2).

Se V é tal que V = -V, segue-se que T(-V,A);

= -T(V ,A) j para verificar que a topologia (SdJ é compat í.v eL com a

estrutura de grupo abeliano de 1..~(E,F), basta demonstrar que, qual:.

quer que seja T(V,A), existe T(W,A) tal que TC.il,A)+T(W,A)CT(V,L)

(Bour'bakí.,T.G.III,pg.6). E sendo grupo abeliano topológico, dado

V, existe W tal que W+W C V, tomando-se u,v E. T(W,A) e conside-

rando-se w = u+v, segue-se~ w(x) - u(x) + v(x) ~ W + W~V, q.q. se

ja x ç;;. A, lego, T(W,A)+T(W,A) C T(V ,A).

A compatibilidade da topologia

torial de ~(E,F) depende do conjunto de

0<p com a estrutura vec

partes cp , de acôrdo com

a seguinte

Prcposiçao 1. Para que a topologia C;~ seja compativel

com a estrutura de espaço vectorial de Jj(E,F) é necessária e sufi-

ciente que, para todo u E r.(E,F) '8 todo elemento A E <t , u(A) se-
.l-

ja limitada em F.

A demonstraçao consiste em mostrar que, nas condições in

dicadas, os T(V,A) podem ser escolhidos de modo que satisfaçam à

segunda parte da proposiçao 2.

Seja u ~T(V,A), com V estrelada e simétrica; entao,

u(A) C V, implica í\ u(J~)C í\ V C V, para todo

çao 1, da prop.2 está satisfeita.

A condição 4 já foi demonstrada, quando se provou que

e compatível com o grupo abeliano ~(E,F). Por outro lado, é claro

que T(fiV,.A) ""'i\T(V,A),'para todo 1\ t O. Logo a condição 3 está

também satisfeita. Finalmente, para que a condição 2 seja satisfeita

é necessário e suficiente que, para todo u €. ~ (E,F), todo A E 4?
e todo V, vizinhança de O em F, exista ~ f O tal que

ílu E. T(V,A) ou ,Âu(A) C_ V e, portanto, u(A) limitado em F,

'\ .. \ <. 1
" ---- e a condi

o que demonstra a proposiçao 7.
Definiçao 14. A condiçao expressa pela proposiçao 7 e,

em particular, satisfeita nos dois casos seguintes:

a) E e F quaisquer, ~ formado pelas partes finitas

de E. A topologia 0<p' neste caso, é chamada topologia da conver-

gência simples sôbre JD(E,F) e indicada com a notaçao <:s.
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b) E e F quaisquer e conjunto das

das de E. Sendo 1 uma parte limitada de E, u(1)

partes limit.§.

ê limitado em

-1
F, u(W) e umaF. Com efeito, para tôda vizinhança W da orígem em

vizinhança da orígem em E, logo existe um ~ f °
'A1 C 11-(-:1) e portanto u(?IL) = ~u(L) C W.

A topologia (;~, neste caso, é chamada topologia da ~-

vergência uniforme sôbre os~limitados de E e é indicada com a notaçao

tal que

Voltaremos oportunamente às topologias definidas em a) e

b) assim como introduziremos outras em ~(E9F).

Definiçao!2. Uma parte R de ~(E,F) é um conjunto

equicontínuo num ponto Xo t E, se qualquer que seja a vizinhança do

zero W em F, existe uma vizinhança V de x, tal que, q.q. sejam
o

x (f. V e u ~ R, u(x)-u(xo) 'E W. R e um conjunto eguicontínuo se é

equicontinuo em todo ponto de E9condí~ão necessária e suficiente pa-

ra que isso aconteça é que R seja equicontinuo na origem.

Definição 16. Introduziremos, em primeiro lugar, a noçao

de dual algébrico de um espaço vectorial E. Ch&~a-se dual algébrico

de E ao espaço vectorial E~ formado pelo conjunto das formas li-

neares em E. Forma linear em E é tôda aplicação linear do espaço

E no corpo C dos números complexos (Bourbaki, ll..II,pg.42).Quando

E e um espaço vectorial topológico, chama-se dual de E ao sub-es-

paço S' de E~ constituido pelas formas lineares contínuas (funci-

onais lineares) em E.

Definiremos

zinhanças T(V,ll.) de

de limitados de E e

uma topologia sôbre E' considerando as vi-

~(E,C), quando ll.percorre um conjunto ~

V percorre as vizinhanças do zero no corpo

dos complexos, com sua topologia natural.

Nosso objetivo agora é obter uma condiçao necessária e

suficiente para que a topologia definida sôbre E' seja separada.

Para êsse fim, consideremos a intersecç~o das vizinhanças T(V,A) que

é constituid~ pelas formas lineares contínuas u tais que u(A) c: V,
q.q. seja V e A~ qp. Tendo-se em vista a topologia separada sôbre

C, segue-se que u(A) = 0, qv q, seja A~ ~ • Portanto, condição suf.~

ciente para que a topologia definida sôbre E' seja separada é que
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q) seja um E~~~~E~IE~~!~ de E i essa condiçao e também necessária

(B;urbaki, T.G.X,§1,5,prop.2).

Definiçao li. Em particular, a topologia da convergên-

cia simples, que já vimos ~er compatível com a estrutura de espaço

vectorial de E', é separada. Esta 'topoLogâa é chamada topologia fra-

ca sôbre E' e será indicada com a notaçao ()(E' ,E). E', com esta

topologia, é chamado dual fraco de E e sera indicado com a notaçao

:iD'f '

Definiçao 18. Seja x um ponto de E e x' um elemen-

to de E' . Indica-se o valor de x' no ponto x com a notaçao

(x,x') , isto é: x '(x) .,.(x,x') . A aplicaçao

(x, x ") --7 < x,x') é chamada forma bilinear canônica definida sô

bre E x E' . .A aplicaçao parcial x --7 < x,x' > é um elemento

de E', por definiçao. A outra aplicaçao parcial x' ~ (x,x'>

é evidentemente linear. Para verifica~ que esta é contínua em Eí'

basta considerar sôbre E a parte finita \x}; a imágem inversa da

vizinhança V do zero de C é constituida por todos os x' tais

que I<,x,x'>l f.. V, que e precisaníente uma vizinhança do zero em Eí'

Introduzindo-se em E' uma topologia L mais fina que a topologia

fraca é claro que a aplicaçao x' --7 (x,x') é contínua também

na topologia r--c.. •

Definiçao 19. Seja A (respective~ente B) uma parte

E (respectivamente de E'); chama-se conjunto polar de

B) ao conjunto AO (resp. BO) dos x ' (resp. x) per-

tencentes a E' (resp. E) e tais que 1< => ~ 1 para todo x

(resp. x') pertencente a A (resp. B).

Seja V (resp. W) um sub-espaço vectorial de E (resp.
\

) o (o) I < I / 1E' , x 'E. V resp. x ~ W ; segue-se, portanto, que ~ x,x')' ':- '
q v q, seja xf..V (resp. x'E.W) e, em particular, \(/\X,x'>\.f..l

(resp. \(x, {\X')\ ~ 1) 71 arbitrário. Por outro lado,

\<í\x,x')\ \í\\I(x,x')1 e, portanto, <x,x') = 0, isto é:

V
O

(resp. Wo) é parte do conjunto dos vectores ortogonais a V

(resp. W) (Bourbaki, A.II, pg.44) e, por abuso de linguágem, é cha

mado sub-espaço de E' (resp. E) ortogonal a V (resp. W).

Definiçao 19'. ° espaço E', dual de um espaço vectoria1

topo1ógico E, é separador se ElO = \O}; nestas condições, para to-

qualquer de

A (resp. de
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do x I- ° em E, existe um x ' tal que < x,xl) f O.

Proposiçao~. Qualquer que seja o sub-espaço vectorial

W do dual fraco Er tem-se~ (Wo)o ~ W.
Com efeito, de acôrdo com a definiçao 19,

.(E. , 1~ i~ n } .

de modo que s' 4- VI, pois x 'f- W.
Seja V o sub-espaço vectorial fechado de Er definido pelas equa-

çoes (ai,zl) ""0, l~i{.n; por definiç~o, U n~o contém a varie-

dade linear x'+V e como esta última n~o encontra W, segue-se çue
I

.x' ~ 1W+V. Existe, portanto, um hiperplano H em E' que contém

W+V '3 tal que x ' f..H (Bourbak i , A.II,§3,prop.9). Mas como H nao

contém V, segue-se que sua equaçao é da forma < 0, z -> = 0, em que

a é uma combinaç~o linear dos a. (Bourbaki, A.II, §4, prop.10, p~.
1

51) (nelsarte, Cap.I,§3,Teor.l). (q.e.d.).

provando-se que essa intersecç~o é

trar que, para todo x I J::. W, exis te
I

Seja U uma vizinhança de x' ~

U "lY' 11< ai,x' -y'>i
Está vizinhança pode ser escolhida

WO
\ x \ 1 (x, X I > I == 0, X I C W}

t t (wo)o, . t d' 1 t~ "Tpor an o, v. e a rn ersecçao os hlperp anos que con em Iv e

cujas equaçoes sao < a,xl) = 0, com a ( 'i'l°. Êstes hiperplanos s';;:o

fechados (como imágem inversa do zero da reta complexa); portanto,

sua intersecçao também é fechada e a proposiç';;:oficará demonstrada

W. Basta, para gste fim, demons-

a E.. WO e tal que < a,x'> ~ O.

Proposiçao 2.. Todo hiperplano fechado H de Ef pos-

sui equaçao da forma < a,x') = 0, em que a E..:6.
Com efeito, H

O
~ ~o) pois, caso contrário, de acôrdo

com a proposiç';;:oanterior, teríamos: H = (Ho)o ~ Ei; existe, porta~

to, a f 0, em E, tal que <- a,x') 0, par-a x ' E: H. Mas o conjun-

to dos pontos x 'C. E I tais que < a,x '> == ° e um hiporplano, lo-

go < a,x') ° é a equaç~o de H. (Q.E.D.).

Proposiçao 10. Tôda forma linear contí:1ua em Ef' isto

é, fracamente contínua, é da forma x ' ---7 < a,x') , em que a C E,

Com efeito, seja u uma forma linear contínua n~o nula

em Er' ü\O) é, pois, um hiperplano fechado, logo, de acôrdo com a

proposiçao 9, existe a e: E tal que u(xl) = < a,x') , para todo
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X' E.H'. (Q.E.D.).

4. Espaço vectorial topológico localmente convexo.

Definiç~o 20. Seja E um espaço vectorial topológico sô

bre o corpo complexo. E é chamado localmente convexo se possui um

sistema fundamental de vizinhanças da origem formado por partes de E

absolutamente convexas (vizinhanças circulares) (Delsarte,Cap.III,§3).

Definição~. Uma funçao real p definida em E (espa-

ço vectorial topológico) é uma semi-norma se satisfaz as propriedades:

1) p(x) ~ O, q.q. seja x E:: E;

2 ) p ( í\ x ) I?\ I p (x), s- q. sej a x E:. E e í\ r e a.l ;

3) p(x+y) ~ p(x)+p(y), q.q. sejam x,y (E.

p e uma norma se ela é uma semi-norma e, além disso, p(x) O, quaQ

do e somente quando x == O.

Dada uma vizinhança circular 'fi, de um espaç o localmente

convexo E, pode-se definir uma função real p(x) como se segue:

p(x ) = inf. I /\ \ ' X r: --I- <.:. \.
i\

onde

E' fãcil verificar que p(x) e uma semi-norma, chamada, nestas con-
i8

p(e x),q.diç~es, padrão da vizinhança W. E' evidente que p(x) a

i9
q. seja x E. Ej tomando-se 1\ == .f' e , segue-se:

p(ei 8 x) == p(x), p(f x) == .? p(x) e, portanto, P(í\ x ) I í\ \ p(x),

qualquer que seja Â E C. Por convenção, uma semi-norma, definida sô

bre um espaço vectorial complexo, é uma semi-norma que possui esta

última propriedade.

Seja r um conjunto qualquer de semi-normas definidas

sôbre o espaço vectorial topológico E. Seja S o conjunto dos con-

juntos indicadores das semi-normas À, isto é: o conjunto dos vec-
p

tores x tais que í\ p(x) ~ 1, com í) > O e p <f. r. O conjunto

S é um sistema fundamental de vizinhanças circulares que determina

uma estrutura de espaço localmente Qonvexo sôbre E, a qual se dirá

definida pela família de semi-normas r.
Definiçao 21'. Os espaços normados (ou espaços com nor-

ma) constituem um caso particular dos espaços localmente convexos

quando o conjunto r se reduz a uma única norma.
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Nwn espaço localmente convexo E cuja topologia é defi-

nida pelo conjunto de semi-normas r, a definição de conjunto limi-

tado se traduz do seguinte modo: condição necessária e suficiente

para que A seja limitado é que sup. p(x) < +00, para tôda semi-
x(A

norma 1.

Condiçao necessária e suficiente para que E seja sepa-

rado e que, para todo x f O, exista p C r, tal que p(x) f O.

Proposiçao 11. Condiçao necessária e suficiente para que

um espaço localmente convexo seja normado é que êle possua uma vizi

nhança limitada da origem (Kolmogoroff, Studia Math. vol.5, pp.441-

453; Hyers, Bull. A.M.Society, 51, 1, pg.3).

Proposiçao 12. Seja E um espaço vectorial topológico.

Condição necessária e suficiente para que um hiperplano seja fechado

e que êste seja definido por uma equaçao u(x) = a, onde u e uma

forma linear continua n<ionula (Dels;?-rte,Cap.I,§2, Teor.l).

Proposiçao 1}. (Teorema de Minkowski) - Seja E um espa-

ço localmente convexo, K uma parte aberta e convexa de E, V um

sub-espaço que não encontra Kj existe um hiperplano fechado que ~on-

tém V e não encontra K (Banach, Opérations linéaires, p.27;

Dieudonné, Revue Scientifique, 1941, p.642j Delsarte, Cap.II,§3,Teur.l).

Proposiçao

em E e Xo um ponto

fechado que contém V

14. Seja V um sub-espaço vectorial fechado

que nao pertence a

e não contém x .o'

V, existe um hiperplano

segue-se daí que V é in-

tersecção dos planos que a contêm.

Considerando-se uma vizinhança aberta de xo' esta proP2

siçao e uma consequência imediata da prop.13.

Proposição 15. (Teorema de Hahn-Banach) - Seja E um es-

paço localmente convexo, G um sub-espaço de E, f uma forma linear

continua definida em G. Existe uma forma linear continua f~ que a

prolonga em E (Delsarte, Cap.II,§3,Teor.2j Cap.III,§3,Prop.3).

Proposição 16. Seja x t O um ponto de um espaço 10-
o

calmente convexo e p uma semi-norma de E tal que p(x) f O; exiso -
tal que f(x) ~ p(x) e

o o
(Delsarte, Cap.III, Prop.5, Cor.l).

te uma forma linear contínua f

\f(x)\~ p(x), q.q. seja x r[ E
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5. Dual fraco de um espaço loc~lmente convexo.

Proposiçao lI. ° dual E' de um espaço localmente con-

vpxo separado satisfaz a condiçao (E')o == {O}, isto é, é separador.

Com efeito, sendc E separado, dado um ponto x ~ E,

x f 0, existe uma semi-norma p sôbee E tal que p(x) f ° (parte

final da definiç;o 21'). Aplicando-se a proposiçao 16 ao ponto x,

segue-se a existência de uma forma linear f igual a p(x) em x

e, em valor absolutoj nao superior a p(y) em todo ponto y ~ E,

portanto E'o == tol e E' é separador (definiç;o 19'). (Q.E.D.).

Seja E um espaço localmente convexo e consideremos a

f.8rmalinear definida sôbreo Eí:

x: x' /xx''\" , /
x E.. E.

Esta aplicação é contínua (contexto da definição 18) e de acôrdo com

a proposiçao 10, tôda forma linear ° cón t.Lnua em Eí e uma forma x ,

Por outro lado, se x == y ou (x,x') (y,y'), para todo x'(E',

segue-se que x == y, pois o espaço E' é separador (proposiç;o 17).

Definicao 22. A aplicaçao linear x -~ x de E sô-

obre o dual E" de E' e portanto biunívoca, o qu~ nos autoriza

identificar E com o dual do dual fraco E de E. Esta identifica-

çao permite a introduçao em E da topologia da converg~ncia simples

em E', chamada topologia fraca sôbre E e indicada com a notaçao

cr(E,E'). Em virtude da relação (x, ,/\x') == 7\<x,x') , ebt em=se

um sistema fundamental de vizinhanças para esta topologia, consideran

do-se para tôda parte finita F de E', o conjunto polar F
O
, isto

e: o conjunto dos x (E, tais que \(x,x') \ ~,l, para todo x'(F.

De acôrdo com a definiçao 21, esta topclogia é urna t/'lpologiade espa-

~ localmente convexo definida pelas semi-normas

! x IF == sup , \ < x , x ' > \ .
r x'E: F

!. topologia cr(Z,E') ~ menos fina que .ê: topologia de ~, como se

conclui imediatamente, considerando-se as vizinhanças do zero na to-

pologia \s(E, E' ).

Raciocinando-se sôbre E do me$mo modo que sôbre E',

conclui-se que tôda forma linear sôbre E, contínua na topologia

~ - -- -------------
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~(E,E'), é da forma x

com a topologia ~(E,E').
Proposiçao 18. Seja E um espaço vectorial topológico

separador. Condiç~c necessária e suficiente para que uma parte A

seja total em Eí e que, para todo x ~E, x f O, exista Xl ( A,

tal que < x,x') f O.

Com efeito, seja W o sub-espaço gerado por A. Sendo A

(x,x') , isto e: E' e ° dual de E,

W = Eí; mas, de acôrdo com

deve ser ortogonal a WO

total, segue-se:

(Wo)o == "!i; , e 1<'1.L:Jf oUf

vem VO == 101 e recíprncamente,1.. j _

Proposiçao 19.

polàgicamente livre em Eí,

índice k, exista um vector

I a x ! \. O t d L'" k ' i / ,para ° o

a proposiçao 8, tem-se

e c orno (E') o == tO},
(Q.E.D.) .

(x! ) . ~ I sej a t 0-
l l-:::.

é necessário e suficiente que, para todo

akE. E tal que <ak,xk) f O e

f k.

como e evidente.

Para que uma família

Demonstraçao evidente.

Proposiçao 20. Seja A uma parte nao vazia do espaç~

localmente convexn E. O conjunto bipolar AOO = (Lo)o é idêntico

ao menor conjunto B absolutamente convexo, fechado na topologia

CS(E,EI
), que contém f•.

Demonstraçao - O conjunto bipclar A
OO

é evidentemente

circular. O conjunto AO é fechado na topologia (S(lGl ,E). Com efe_:!:

to, o conjunto dos pontos x I tais que \(x, X I > \ ~ 1, para x fi

xo, e fechado pois ° mesmo e a imágem inversa do conjunto i'echadc

\S\~ 1 da reta complexa pela aplicaç~o continua x ' --7. < x,xl
)

AO sendo a intersecç~o dêstes conjuntos fechados, quando x perco~

, , , (AO)ore A, e tambem fechado. G mesmo racioclnio demonstra que e

fechado na topologia cr(E,E'). Seja B a intersecçao das partes

()

A 00,
circulares e fechadas na topologia Cf E,E' e que contem A ; e

claro que B C AO
o
• Para demonstrar que B == A

Oo
, toma-se um

xo~ B e mostra-se que \(xo,x')\ > 1, para x'~, AO. Com efeito,

aplicando-se a proposição 16 no caso em que p é a semi-norma pa-

drao de B, conclui-se a existência de uma forme linear real g sô-

bre E, contínua,na topologia cr(E,E') e tal que g(xo) > 1 e

g(x) { 1, para todo x C Bj como B é circular, segue-se que
'e'

g(e
l

x ) ~ 1, para todo x ~ B e e real qualquer. Seja

< x,x' > g(x) - ig(ix) uma forma linear contínuá sôbre E, cuja
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'8
g(x). Tomando-se < e

l
x,x'>

,(, i6 ) . 1 t19 l e x, e c aro que a par e

parte real é precisamente
'8 'e

e
l

<x,x') g(e
l

x)-
i9 ' e

e <x,x') é g(e
l

x). Por outro lado, qualquer que seja x E:.B,

pode-se escolher um e conveniente de modo que e
ie

('x,x') seja re-

al; segue-se, portanto, que \< x,x' >\ ~ 1, para todo x E. B, em paE.

ticular, para x EA, o que most~a que x' ~Ao. Entretanto, referin-

do-se a <x,x') == g(x) - i g(ix) e à dofiniçao de g(x), conclui-

se que I<xo'x') \ > 1, logo Xo ~ ]..00 e portanto 13 = A
Oo

• (~.E.D.).

(Dieudonné-Schwartz, prop.l, pg.64).

Proposiçao 21. Tôda variedade linear fechada V de um

espaço localmente convexo E é fechada na topologia CS-(E,E').

Seja Xo ~ Vj de acôrdo com a pr-c.pcs i ç ao 14, existe um

hiperplano H que contãm V e nao contém x_o Segue-se da proposi-
u

çao 12 que <x,x') == a, com x ' E. E,"':6 uma equaçao de H. Mas H

nao contém xo' portanto, (xo'x' '> :;:: b com b f a. Supondo-se

It\ < la\ e d < \ai - \b\ e considerando-se a vizinhança de xo'

I<x-xo'x')\ ~ d , e evidente que esta vizinhança não encontra o hi-

perplano H, logo, H é fechado na topologia cr(E,E,f:)(Q.E.D.).

Proposiçao 22. Para que uma parte ~ de um espaço 10-

real de

calmente convexo seja um conjunto total, em E, é necessário e sufi-

ciente que para todo x' f O em E', exista um x ~ A tal que

(x,x') ,;O.

Com efeito, sendo A total em E, À == E e portanto A

é total na topologia CS-(E,E') (prop.21) e a condiçao exprime pre-

cisamente a condição necessária e suficiente para que A seja total

nesta topologia (prop.18). (Q.E.D.).

Prcposiçao 23. Para que uma

d0 um espaço localmente convexo E seja

é necessário e suficiente que, para todo

família de pontos (x,) , f Il l _

topolcgicamente livre em E,

k , exista um ak em E',

(xk,ak> f O e <xi,ak> O para i f k ,

De acôrdo com a proposiçao 21, esta prrposiçao se reccn-

duz à proposiçao 19.

tal que

,(2) Supondo-se Ia! ~ \b\, a translação definida ~01~ vector a re
conduz a demonstraçao ao caso tratado aciDa.
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6. Espaços vectoriais postos em dualidade por uma forma

bilinear. Teorema de Mackey-Arens.

Sejam E e E' dois espaços vectoriais sôbre o corpo

complexo e suponhamos dada uma forma bilinear B(x,x'): (x,x') ~

B(x,x').

Definiçao 23. Diz-se Que os espaços E e E' estao

postos em dualidade pela forma B se estao satisfeitas as seguintes

condiçoes (Dieudonné: Ann. de l'Ecole Normale, LIX, Fasc.2,fg. 192):

"qu al.que.rQue seja x E. E, B(x,x' )=0"(DI) - A relaç ~o

implica x'=-O;

(DU )- Â relaçao

implica x = O.

"qualQuer Que seja x ' ~ E', B(x,x' )=0"

Seja Bx' a forma linear parcial x --7 B(x,x') sôbre

E. A aplicaç~o x' ~ Bx' é, eviden~?mente, uma aplicaçao linear

do espaço E' no dual algébrico E~ de E e, de acBrdo com a con-

.diçao DI' esta aplicação é biuní voca em E~; esta ap l í caç ao permite

identificar E' com um sub-espaço de E*, E' <:.E~. Considerando-se

a outra forma parcial B: x' ~ B(x,x') e a aplicaçao
x

x ~ Bx' a condiçao DII permite a identificaç~o de E com um

'k '*sub-espaço do dual algébric o E ,- de E', E C E' ; fe itas estas i-
,',.

dentificações, a forma x --7 B(x,x') sera um elemento de E' e

nestas condições, é cômodo escrever-se x,x' em lugar de B(x,x').

A identificaçao de E' com uma parte de E~ permite ainda a introdu

çao em E' da topologia da convergênc ia simples em E, e com argumeQ.

tos idênticos aos desenvolvidos na definiç;;;:o22, constata-se Que essa

topologia é de espaço localmente convexo e será indicada com a nota-

çao ()(E',E). Trocando-se os papeis Je E e E', define-se sôbre

E a topologia da convergência simples sôbre E Que será designada

por Cl(E,E').

Proposiçao 23. As funçoes tBx'\ saü semi-normas sôbre

E e precisamente as semi-normas Que definem a topolcgia de espaço lo-

calmente convexo G(E,E'). Esta topclogia é a topologia de espaço

localmente convexo menos fina para a Qual têdas as formas Bx' sao

contínuas.

Observaçao - As proposiçoes 8,9 e 10, come é fácil veri-

ficar, permanecem verdadeiras substituindo-se naqueles enunciados o
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dual fraco Ei pelo espaço E' com a topologia Cr(E',E).

Segue-se dessa observaçao a seguinte
,.,.,

Proposiçao 24. ° sub-espaço E de E'" é o dual de E'

com a topologia cr(E',E) e, corresprndentemente, c sub-espaço E'

de E~ é o dual de E com a topologia G"(E,E').

Observaçao - No que se segue empregaremos muitas vezes o

advérbin fracamente, quando se tratar de propriedade relativa à topo-

logia ~(E,E'), conforme o contexto.

Proposiçao 25. Seja E

e U uma vizinhança da origem em

~~ espaço vectorial topológico

E. ° conjunto U
O

é fracamente

compacto.

Demonstração - E' fácil verificar que o espaço E' pode

ser considerado como sub-espaço do espaço C
E
, tendo-se em vista a

definiçao de vizinhança na topologia fraca de E' e a definiçao de
E"

tnpologia produtn no espaço produto C (Bourbaki, T.G.II,pg.42 e

Bourbaki, T.G.X,§l, 3, I). Da propriedade 3 da prop.2, conclui-se que,

para todo x (E, existe }I. E C, j\ 1= ° e tal que j\x f.U e, prrr

tanto, \< 'í\x,x'>l ç 1 ou \<x,x'>\ f. \~\' para todo x ' ~ UO.

A - o A

Verifica-se deste modo, que as projeçoes de U sobre os espaços fa-
E

tores de C sao limitadas. De acôrdo com Bourbaki, T.G.VIII,§l,p.

93 e Bourbaki,T.G.VI, §l, Prop.l, segue-se que essas projeções sao

relativamente cnmpactas; utilizando-se do teorema de Tychonoff

(Bourbaki, T.G.I, §lO, Teor. 2, Cerol. pg. 63) conclui-se que UO e
E c

r~lativamente compacto em C • Mas U é evidentemente fechado em
~
C , portanto U

O
e compacta e, lembrando a observação que abriu es-

ta demonstração, U
O

é fracamente compacto. (Q.E.D.). (Sôbre esta de-

monstração ver Delsarte, Cap.I, §3, Teor. 2 e Dieudonné, Ann. Ecole

Normale, LIX, Fase. 2, pg. 128).

Definiçao 24. No espaço vectorial ;b (E, F), com E e

F espaços vectoriais topológicos separados, pode-se introduzir a to

pologia da convergência compacta. Esta é obtida tomandc-se para <p
(ver pg.5) o conjunto das partes relativamente compactas d.e E. Com

efeito, A sendo elemento de ~,U(A) é relativamente compacta em

F (Bourbaki, T.G.I, §lO, pg.62) e, portanto, li~itadc (Prop. 6) e,

de acôrdo com a prop.7, esta topologia é compatível com a estrutura
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de espaço vectorial de ~(E,F). Em particular, sôbre E',

E, a topologia da convergência uniforme sôbre os compactos

compacta z:) é separada, pois ~ é um recobrimento dec _ 't'
TIefiniçao~. Na hipótese em que os espaços

dual de

(topologia

E.

E e J!;'

estejam postos em dualidade, isto é, nas condiçoes da definiçao 23,
-'~

sabe-se que, com oportuna Lderrt í.f'Lca ç ao , E C E" • Nesta" circunstân

cia, pode-se considerar sôbre E ~ topologia da convergência unifor-

me sôbre as partes absolutamente convexas ~ fracamente compactas de

E'. Esta topologia será indicada com a notaçao ~(E,E') e, trocan-

do-se os papéis de E e E', define-sê sôbre E' a topc~ogia

't!;(E',E),isto é: a topologia da convergência uniforme sôbre as par-

tes absolutamente convexas e fracamente compactas de E.

Os polares de K, precisamente, os conjuntos

Ko = tx \ \ ( x , x ' ) \ ,,( 1,.:, x ' ( K 1'
quando K percorre o conjunto das partes absolutamente convexas e

fracamente compactas de E', constituem um sistema fundamental de vi-

zinhanças da orígem de E na topologia ~(E,E'). Êste resultado e

de fácil verificação, lembrando-se da proposiçao 2 e def. 14, b) e

do fato que o homotético de uma parte absolutamente convexa e fraca-

mente compacta é uma parte com as mesmas propriedades.

Nesta altura é oportuna a introdução da seguinte notaçao:

o espaço vectorial topológico com a topologia localmente convexa

sera indicado por E_, e o dual de E, com a notaçao E'.(.. 1;: _ "C.
Pede-se agora apresentar ~ seguinte questao,supondo-se

ainda que E e E' sejam espaços vectoriais nas condiçoes da defi-

niçao 23. Quais sao as topologias ~ (respect. z') de espaço local-

mente convexo que se pode irtroduzir em E (respectivamente E') e

para as quais E' E' (respect. E é dual de E~.)7 A resposta é
~ L

dada pela seguinte

Proposiçao 26 (Teorema de Mackey-Ar8ns) - Sejam TI: e E'

espaços vectoriais nas condiçoes da definição 23. Condição necessária

e suficiente para que E' E' (respect. (E~.)' = E) é que a to-
~ L

c:; , ) seja mais fina que a topologia cdE,E') (res

e menos fina que a topologia ~(E,E') (resp.

pologia ~ (resp.

pect. G-(E' ,E»

c(E' ,E».
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Demonstraçao - Em primeiro lugar, observe-se Que, se a

condiçao E ''I: = E' está satisfeita, é claro Que 1: ~ <J(E,E')

(contexto da definiç;o 22). Trata-se ag0ra de demonstrar Que, da hi-

pótese E' =E', implica '"[~ ,,[(E,E')(2). Seja U uma vizinhança
1:'

circular arbitrária da origem na topologia 1: e U
O

o seu ccnjun-
~ c

to polar. De acôrdo com a proposiçao 25, U e fracamente compact~

e, por out;o lado, ~ trivial a verificaç;o de Que UO ~ absolutamen

te convexo. Recordando-se (definiç;o 25) Que os polares de partes a-

bsolutamente convexas e fracamente compactas de E' sao vizinhanças

da orígem de E na topologia c (E ,E'), segue-se Que (Uo)c e uma

: ",C'. (E,E')-vizinhança. Seja p a semi-norma padrao de,vizinhança cir-

cular U; aplicando-se a proposiç~o 15, dado Xo ~ u, é possível

construir uma forma linear contínua x' (na tepologia ~) Que satis

= p(x),faz: <xn,x') = p(xo) > 1 e (x,x')

condições, é claro Que x 4: (Uc)o e,"portanto,
o .

traduz a r-e Laça o <:::. ~ 1:(E,E' ). Baseando-se na

para x f E. Nestas

(Uo)o C U, o Que

cbservaçao de Que a

continuidade de uma forma linear numa topologia menos fina Que

r.(E,E') implica sua continuidade nesta topologia, basta, entao, de

monstrar Que tôda forma linear contínua na topologia 't: (E,E') per-

tence a E' (convém n;o se eSQuecer Que E' está identificado com

uma parte do dual algébrico E* de E). Seja K uma parte QualQuer

de E' Que seja absolutamente convexa e fracamente compacta, K
O

seu conjunto polar. Considerando-se K C E' C E~'f,indica-se com
o ~ o

KEE* o polar de K, relativamente ao par E ,E", E' claro 'Que K

K
o. ~ ,
EE~' SeJa agora ~ ~ E , uma forma linear contlnua na topologia

Z(E,E'). Trata-se de demonstrar Que \f> E. E'. A forma linear ~

sendo continua na topologia Z(E,E'), segue-se a existência de uma

parte circular e fracamente compacta K C E', tal Que \~ (K
o
)\ ~ 1.

K send0 fracamente compacto em E' é fracamente fechado no mesmo

espaço. Por outro lado, a aplicaçao canônica e de

'uma ap.lí.c açao continua pois a topologia cr (E',E)
duzida por cs- (E*,E) sôbre E'; logo, 8 (K) = K

E' em e

e a topol~gia in-

e fracamente com-

(2) Dadas duas topologias comparáveis Z e ~ sêbre um mesmc con

junt0, usamos a notaçao

na (no sentido largo) que

para exprimir Que e menos fi-
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pacto em E (Bourbaki, T.G.I, Teor.l, pg.62) e, portanto, fracameg

te fechado em E~, isto é, fechado na topologia cr (E*,E). Consider.§:.

mos finalmente o polar de K ; como KO = K~*, segue-se, de acôrdo

com a proposiçao 19, que (K~E~)o = K CE', pois K é absolutamente

convexo e fechado na topologia cr(E*,E). Mas a forma linear <f ê

tal que llP (K
o
) \ "'/ e, portanto, ~ f. (K~E*)o ee K C E', como qu.§:.

riamos demonstrar (-)

Sôbre o teorema de Mackey-Arens consultar: G.W.Mackey,

On convex topological linear spaces~ Trans. Amer. Math. Soc., vol.

60, nQ3, Th.5, pg.523; G.W.Mackey: On infinite dimensional linear

spaces, Trans. Amer. Math. Soe., VOl.57, ng2, Th.VII-4, pg.198; R.

Arens: Duality in linear sp~ces, Duke Math. J., vol.14,nQ3, Th.2,pg.

790.

§ 7. Espaços de Frechet. Espaços de Banach. Espaços en-

voltória de espaç'ós,localmente convexos.

Sôbre o conteúdo da primeira parte dêste parágrafo con-

sultar Bourbaki, T.G.IX-§1,2 e §3, até a pg.37. As definiçoes e re-

sultados principais encontram-se no apêndice desta tese .

..'. Proposiç~o 27.- Ccnd í.çao necessária e suficiente para que

um grupo abeliano G seja metrizável é que G seja separado e que a

origem possua um sistema fundamental de vizinhanças enumerável (Bour-

baki, T.G.IX,pg.36).
Definição 26.

trizável, se, considerado
Um espaço vectorial topológico E é me-
como grupo abeliano topológico, é metrizá-

velo
Proposição 28. Condição necessária e suficiente para que

um ~spaço vectorial topológico E seja metrizável é que seja separ~

do e que sua topologia seja definida por uma família enumerável de

semi-normas.

Com efeito, de acôrdo com a definiçao 21, se a topologia .
de E está definida por uma família enumerável de semi-normas, a orl

gem possui uma família enumerável de vizinhanças. Reciprocamente, se

a orígem possui um sistema fundamental enumerável de vizinhanças, con

forme a definição de espaço localmente convexo complexo, pode-se su-

(Q) A demonstração da última parte do teorema de Mackey-Arens foi su
gerida ao autor pelo Prof. L. Nachbin.
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pôr que esses vizinhanças sejam circulares; segue-se que os pndroes

dos mesmos constituem uma família de semi-normas que definem a topo-

logia de E. (Q.E.D.).

Todo espaço normado é evidentemente metrizável.

Definiçao~. Um espaço localmente convexo metrizável e

completo e um espaço de Fréchet.

Definiçao 28. Um espaço normado e completo e um espaço

de Banach.

Indicaremos um espaço de Fréchet com a notaçao ('}).

Proposiçao 29. Seja E um espaç o (1'), H uma parte do

- -dual E' de E. As proposiçoes seguintes sao equivalentes:

a) existe uma vizinhança U de ° um E tal que HC U
O

;

b) H e limitado na topologia Z..Q.

c) H e fracamente limitado;

d) H e fracamente rel ativamente compacto.

A topologia -:~ é chama dà topologia forte s~bre E I 8

no que se segue a expressao fortemente refere-se sempre a topologia

forte. Demonstra-se, em primeiro lugar, que e condiç~o a) implica

que H é Q8a parte equicontínua de E'. Esta afirmação é consequên-

cia do seguinte: condição necessária e suficiente para que uma parte

de E' seja equicontínua e que. esteja contida no conjunto polar de

uma vizinhança da rigem em 3. Com efeito, dizer que H é equicon-

tinua é dizer que dado G > 0, existe uma vizinhança V da origem

em E, tal que \.(x,x') \ ~ <s ,para x (V e x ' ~ H. Tomando-se

\';\\~(), segue-se I ('i\-lx,x') , f:. \~\~ 1, para x (.·V e x'E.H,

1 C (1)0 , '. t t-'ogo ~ . ~ U . A reclproca e eVldente. Demons ra-se, en ~o, a.lm-

plicaçao a) ~ b), provando~se que todo conjunto equicontlnuo e

fortemente limitado. H sendo equicontínuo, segue-se que dado E> 0,

existe uma vizinhança V da origem em E tal que \(x,x') \ < €.. ,

para x' ~ H e x ~ V. A sendo um conjunto limitado de E vem~

nA c V, para um oportuno 1'1. Conclui-se daí que \71 (x,x') \< E.,

para x ' E. H, x (V pois < /\x,X') 1\ (x,x') . A i:nplicaçao

b) ~ c) é trivial. Para demonstrar que de a) segue-se d), bas

ta observar que, 1e acôrdo com a prop.25, Uo e fracamente compacto,

logo fracamente fechado e, portanto, li C UO e fracamente compacta
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(H relativamente compacto). A proposiçao c) é implicada pela propo-

siç~o d) em consequência da proposiç~o 6. Para terminar a demonstra-

ç~o resta ~rovar que a), b) e c) são equivalentes. Como já se demon~

trou que a) arrasta b) e b) implica c), falta, somente, provar que c)

.arrasta a ). Ora, por hipótese, a função f'{x ) '" sup , I(x, X I> I é fi-
x ' E. li
f é semi-continua innita em E e (x, x I) sendo contínua em E,

feriormente (Bourbaki, T.G.IV,pg.llO); resulta

(Bourbaki, T.G.IX,Teor.2,pg.77) que existe um

zinhança V da origem em E tais que f(x)

do teorema de Baire

pontc x c E e uma vi0'-

seja limitada supericr-

mente em xo+V, Sendo f a envoltória superior de funçoes convexas é

uma função convexa (nelsarte, Cap.II,§2,Prop.3) logo, para y E V,

tem-se f(y) ~f(xo) + f(xo+y), o que demonstra que f é limitada su

periormente em V, portanto, H e equicontínua na crígem, logo em E.

(nieudonné-Schwartz, Teor.2 e Teor.3, pg.73, 74 e 76).

Observaç~0 - Nas condiç~~s da proposição 29, as topologi-

as induzidas s6bre H pela topologia fraca e pela topologia da con-

vergência uniforme s6bre os

quência da mesma proposiç~o

numa qualquer das topologias

duas.

compactos de E, coincidem. Outra conse-

e que no sspa ç o E' uma parte limitada

é limitada nas outras<:
c

nefiniçao 29. Seja E um espaço localmente convexo sep~

rado. O bidual (forte) E" de E e o dual forte do dual forte EI

de E. A forma x ' ~ (x,x') sôbre E' é contínua para a t o-

pologia G(E',E) (ver pg.12), segue-se que é contínua também para 8.

topologia forte. Nestas condições, a forma Xl ----) (x,x') é um

- -elemento de E" que se indica com a notaçao x; tem-se, portanto,

idênticamente (x,x') = (x',x).Aaplicaçao x ---7 x de E

em E" e biunívoca e permite, pois, a identificaçao de E com um

sub-espaço de E' I, introduzindo-se, dêste modo, sôbre E a topolo-

gia induz ida por E' I s ôbr e E.

Proposiçao 30. A topologia induzida sôbre E pela top..2.

logia forte de E' I e mais fina que a topologia de E. (nieudonné-

Schwartz, 8, pg.77).

Com efeito, seja U uma vizinhança absolutD.llienteconve-

xa da orígem em E e L um conjunto limitado arbitrário de E; e-

xiste, entao, um 1\ > O tal que B C /I U (definição 13), portan-
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to U
O C í\Bo

e, por definiçao, os conjuntos B
O

constituem um sis

tema fundamental de vizinhanças da orígem em E', na topologia ~Q .

o o 00 0. 00
Seja UE" B' o polar de U em Et1; a intersecçao UE" E' 1\ E=U

é o polar de UO. U sendo fechado e convexo, pode-se demonst~ar(2)

-raciocinando-se de modo semelhante ao desenvolvido na demonstraçao
00

da proposiçao 21, que U = U, o que mostra que a topologia forte

de E é mais fina que a topologia de E. TIa discussao anterior re-

sulta que uma condiçao necessária para que a topologia forte de E

seja estritamente mais fina que a topologia de B, é que existam em

E conjuntos fortemente limitados que não estejam contidos num con-

junto da forma UO. A proposiç~o 29 mostra que esta condiç~o n~o se

apresenta quando o espaço E é um espaço de Fréchet. Conclui-se,

daí, a seguinte

Proposiçao L!:.. Se ,8; e um espaço de Fréchet, a aplica-

e um isomorfismo (TIieudonné-çao x --7 x de E no seu bidual ,~&~'

Schwartz, Prop.9,pg.78).

Trata-se, nesta proposiçao, de isomorfismo da estrutura

de espaço vectorial topológico.

TIefiniçao 30. Um espaço localmente convexo e separado E

é reflexivo se a aplicaçao x ~ x é um isomorfismo de E sôbre

E ti •

Proposiçao 32. Seja E um espaço de Fréchet. Condiç~o

necessária e suficiente para que E seja reflexivo é que todo con-

junto fracamente fechado e limitado em E seja fracament.ecompacto.

TIemonstraçao - TIe acôrdo com a Prop.31, E sendo um es-

paço de Fréchet a aplicaçao x~ x de E em E" e um isomor-

fismo. Para demonstrar que se trata de um isomorfismo sôbre basta

provar que E" = E. Para êsse fim observemos, em primeiro lugar, que

a topologia da convergência uniforme sôbre as partes absolutamente

convexas e fechadas de E coincide com a topologia forte de E'. Pa-

ra demonstrá-lo, basta verificar que tôda parte limitada está contida

(2) Pode-se demonstrar, de um modo geral, a seguinte proposiçao: Se
A é uma parte fechad';l.e absolutamente convexa de um espaço localmen
te convexo, A é fracamente fechado (TIelsarte, Cap.III,§3 - PTop.2):

..
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na aderência de sua envoltória absolutamente convexa e que estas par

tes também sao limitadas. Mas, por hipótese, todo conjunto fracamen-

te fechado e limitado de E e fracamente compaoto, logo, todo con-

juntol~nvexo fechado e limitado também e fracamente compacto. Segue-

se daí que a topologia forte sôbre E' coincide com a topologia

Z(E' ,E) (definiç~o 25). Mas, de acôrdo com a Prop.26 (Teorema de

Mackey-Arens) o dual de E' (E' com a topologia "C (E',E) é E,

conseguintemente E = E" . Reciprocamente, se a topologia -C(E' ,E)

é idêntica à topologia forte, todo conjunto absolutamente convexo,

fechado e limitado em E, est.ícontido num conj anto fracamente com-

pacto, logo, é fracamente compacto. Mas, como já se observou no ini-

cie desta demonstraçao, todo conjunto fechado (ou fracamente fechado)

e limitado está contido num conjunto absolutamente convexo fechado e

limitado e é, portnnto, fracamente compacto. (Q.E.D.).

Seja E um espaço localme~~e convexo e separado que ve-

rifica a seguinte condiç~o Ji,: tôda parte A de E for~emente fe-

chada ~ limitada ~ fortemente compacta. A parte A sendo fortemente

compacta é fracamente compacta (consequência imediata da definiçao de

parte compacta) logo, fracamente fechada e a condiçao ~ implica a

condiç~o "tôda parte fracamente fechada e limitada em E e fracamen-

te compacta". Caso o espaço E seja um espaço de Fréchet a proposiçao

32 implica a reflexividade de E.

Definiçao 31. Seja E um espaço de Fréchet, diz-se que

E e um espaço de Montel se satisfaz a condiçao ~.

Todo espaço de Montel é reflexivo e tôda sua parte limi-

tada é compacta G reciprocamente. Indica-se um espaço de Montel com

a notaçao (ifG).

Proposiçao n. Seja

limitada e fortemente fechada de

donné-Schwartz, Prop.10 - pg.80).

E um espaço (~). Tôda parte H

E', é fortemente compacta (Dieu-

Sôbre o conceito e proposiçoes que se seguem consultar:
..

G.Küthe: Uber die Vollstandigkeit einer Klasse loka1konvexer Raume,

Math. Zeitschrift, 52 Band, 5.Heft (1950) -pg.627 e seguintes.
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Espaço envoltória de espaços localmente convexos.

Seja E um espaço vectorial 6 E uma sequência estri
n

tamente crescente El c: E2 C .•. C En C .. . de sub-espaços vectori-
O~) .

ais de E, tais que E ~ \: En' Suponha-se, alem disso, que os espa-

ços E, n=1,2, .••, sejamn=l espaços vectoriais localmente convexos
n

e que a topologia z:; 1
n+

topologia menos fina (no

de En+l induza sôbre o espaço En uma

sentido largo) que a topologia cn de En

circular da origem em E., na topologia L.,
1 1

forme-se a envoltória ebsçlutamente

Seja W. uma vizinhança
1

i inteiro positivo qualquer e
00

r
n=l

convexa (definição 4) W
n

da reuniao Jos conjuntos W is-
n'

to é:

w = x VAI E.'"I «.x.. X. Iv.,
L-Illll

todos os E'>( i nulos COT'l exceção lJ
de um número finito deles e

Os conjuntos W sao partes circulares de E; considerando-se a tota

lidade dos conjuntos W assim obtidos, para tôdas as vizinhanças W.
1

em E., obtem-se evidentemente um conjunto de partes de E que e
1

~la base de filtro S sôbre E. E' fácil verificar que esta base de

filtro satisfaz as condiçoes da proposição 2 e define, portanto, sô-

.re o espaço vectorial E uma estrutura de espaço vectorial local-

mente convexo. Indica-se a topologia ssim obtida com a not~çao ~
e

(topologia envoltória das topologias L.).
1

Proposiçao 34. A topologia L e a mais fina de tôdas
~k e

as topologia localmente convexas c' sôbre E que induzem em cada

E uma topologia menos fina que a topologia ~'n n
Demollstraçao - Seja V uma v í ai.nhança circular da ori-

~ A *gem de E na t opotog í a L". Da hipótese feita sobre c. topologia t ,

segue-se que

na topologia

Vn V I\En

C • Como V
n

e uma vizinhança circular da orígem em E
v.:o n

contém rv e está contido no mesmo
n- I n

<''0

conjunto, segue-se que V ~
••

t:>O

l' V •n
n=l

Mas I' V é uma vizinhança da
n=l n

L ~ z ". (Q.E.D.).
e

origem em E na topologia logo,
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Definiçao 32. com a topologia 10-o espaço E == E
n'

calmante convexa Z , é o espaço envoltória dos espaços localmentee
convexos E .

n

Os espaços (f>.J), "limite indutivo de espaços de Pr é che t!! ,

introduzidos por Dieudonné e Schwartz (trabalho já citado, pg.66) são

um caso particular dos espaços que acab~m de ser definidos; basta, p~

ra obtê-las, supôr os espaços E , espaços de Fréchet e a topologia
n

induzida pela topologia ~n+l sôbre o espaço En idêntica à topol~

gia 'C de E.
n n

Proposiçao}2. Caso os espaços localmente convexos E
n

que figuram na definição anterior sejam separados, condição necessá-

ria e suficiente para que o espaço envolt6ria E seja completo é

que, para.todo n, qualquer filtro de Cauchy definido por uma base de

filtro constituida exclusivamente por partes de E, seja convergente
:. n

num conveniente espaço E k' (Kothe, trabalho citado, pg.628).n+
S6bre a~ noç;es ~ resultados utilizados nesta demonstra-

çao, consultar Bourbaki, T.G.II, especialmente §3.

A condição é evidentemente necessária. Para demonstrar

que a mesma e suficiente, seja <p um filtro de Cauchy nas condiçoes

da proposiç~o. Dada, então, uma vizinhança circular W da orígem,

existe, pelo menos, um conjunto F~iv do filtro dado, tal que

x-y E W para x,y E. F-iv'Constroe-se agora o conjunto Fw como se

segue :.

F{j = t Y I y-x f v/; x ~ FVV} •

FW e um conjunto pequeno de ordem 3W. Com efeito, sejam Y
l

e Y2

pontos de FW: llas, Yl-Y2 = (Yl-xl)+ClCl-X2)-(Y2-x2)' com

xl,x2 f. Fj·v'e portanto Yl-xl E: -;1, x
l
-x
2

E N, y
2
-x
2

E:. VI, logo,

Yl-Y2 E3W. Considere-se FWI (\F,iT e F-!l -.'T == j Y \y-x(W
l
(\W

2
,

1 ';2 'l!\.t2 l

x f FW ('~ 1 é claro que
1 "2)

vizinhanças 3W formam uma

23 e 24) quando W percorre

orígen. Da definição de FI
W

F~!Jln F_\V2~F1Jrlnw2' Por outro lado, as

base de vizinhanças (Bourbaki, T.G.I, pg.

o conjQ~to das vizinhança~ circulares da

vem: FWC FW; ~omo F& e pequeno de or
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dem 3W, êle contém um oportuno conjunto FW • Vê-se, assim, que
1

F'll é também uma base do filtro dado. Considere-se agora o conjunto

de tôdas as intersecções FWnEn' Existe um n fixo para o qual

FW nEn n~o ~ vazia. Para demonstrá-lo, suponha-se o contrário, is-

to é, existe uma sequência w( 1) -:J w( 2) ~ ..• , de viz inhanças circu-
(o)

lares da orígem em E e conjuntos correspondentes F (')' para os
~l 1.

quais

(1) F(o(~) nE, es rjJ, i=1,2, ... ,n, ...
VI 1. 1.

Pondo-se, W(i)r\ E = W(i) é claro que W(i) e circular e é uma
n n' n

vizinhança de E na topologia Z. Formando-se a vizinhança em E:
n n

v(i) '" r (~wil) U ~W~2) U ... U ~-N"~~~l)U W(i))-enVOltÓria absoluta

dos oonjuntos que figuram entre parêntesis - segue-s:; que

(2) i:";' 1_, 2 , • • • ,n, . . .

Com efeito, da definiçao de Fv(i) conclui-se que

FV(i) n F~(l) f rjJ e portanto existe em Fv(i) UD c.Lcmon t o Xo

(o)
de FW(i)' Tendo-se presente a definiçao de envoltória absolutamente

convexa vem:

x E. w( k) para
k k k (i,

Escrevendo-se,

z E. F~(i) ,tem a forma:
1.

onde > : CX k~ ~ V(i).

k=l

oonsequentemente todo elemento

i-l

\' (){tx'L kk
k=l

+ rx. .x . + cY.. lx!
1. 1. 1. 1. e
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e observando que o(.x.+O(!x! E-
2
1w(i)+ l2W(i)C W(i), x E:F(o) e

~ ~ ~ ~ o - V/i)

xo+ .x. + iXi E:,Ei' pois F(o(~)(\E. ==~, i=1,2, ... ,n, ... , é fácil
~ ~ W ~ ~ i-I

\'concluir que z (/:.-Ei. Cem efeito, se z E. Ei' como LjXkX
k

+

k==l

x + (X.x. + cx !x! E:E., o que e
o ~ ~ ~ ~ ~

i-I

+ ) :rx k?k E. Ei_l, segue-se que

k=l

absurdo. Fica assim demonstrada a relaçao (2).

Considere-se agora a vizinhança absoluta U

(envoltória absoluta de todos os

U C v( i), qualquer que seja i

w(n)). E' claro que
n

inteiro positivo. Mas, dada a vizi-

nhança absoluta U, existe um conjunto FU do filtro que e pe-

queno de ordem U. Por outro lado, dado y C Fv( i)' de acôrdo com

(2), y+v( i) n~o contem nenhum eLemerrt o de E .• Ne stas condiçoes,
.i.

zi-y~ v(i) e, portanto, zi-y tf U, Y(F
U

e finalmente

Fv(i) (\ Pu = ~, o que contradiz a propriedade acima do filtro qp.
Segue-se, entao, que existe ~ no para o qual

FW nEn ~ ~ vazia. Considere-se os conjuntos FW (\En ; êles
o o

formam uma base de filtro cujos elementos sao partes de E e, de
n

acôrdo com a hipótese da proposiç~o, êste filtro tem limite num opo~

tuno En+k e o fil tro de Cauchy cV tem limite, logo a conó.í.ç ao é

suficiente.

Observaç~o. Seja {xj 1 j E,N uma sucessao convergente

em E com a toplilogia envoltória L . Segue-se da demonstração an
e

terior que existe um inteiro positivo n tal que a sucessao

{Xj} j f.N pertence a En e é convergente nesse espaço.
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C A P I T U L O I I.

TOPOLOGIA VECTORIAL CONVEXA NOS ESPAÇOS FUNCIONAIS ANALíTICOS.
, ,

DUALIDADE DEFINIDA PELA FORMULA DE FANTAPPIE.

§l ~ Funçao localmente analítica. Espaço vectorial íFJ.

Funcional analítico linear.

~
1. Definiçao de funçao localmente analítica.

Definiçao l. Uma funç~o localmente analítica e uma fun-

çao complexa de uma variável complexa definida num ccnjunto aberto ()

da esfera complexa (2) e monógena (derivável em cada ponto de () )•

O campo de definiçao
.

pode ser nao conexo e convem a-

centuar que o conceito de função é aqui tomado no seu sentido habitu-

al e não no sentido das funç~es analíticas de Weierstrass; uma função

w = fez) e caracterizada pela correspondência f e pelo seu campo

de definiçao ('1 e duas funções distintas podem ter restriçZes coin-

cidentes numa parte própria, conexa, dos seus respectivos campos de

definição. Êste conceito de funç~o analítica foi destacado e utiliz~

do por L.Fantappie que a êle se refere nos seguintes termos (L.Fant~

pPle,II,pg.534): "E' da osservare che, mentre una funzione analiti-

ca in senso 9tritto, col suo campo naturale di esistenza, risulta

sempre perfettamente individuata dai valori che essa assume nell'in-

torno di un punto qualunque di tal campo, per individuare invece una

funzione analitica localmente bisogna assegnare insieme tanto la re-

gione R in cui essá e definida (anche costituita di piu 9arte non

connesse), come i valori che essa vi assume (in modo, naturalmente,

che vi resulti regalare ovunque)".

Se o campo de definiçao Çl contém o ponto no infinito,

supoe-se a funç20 localmente analítica w = fez) sujeita à restrição

.de se anular nesse ponto. Esta condição de regularidade é mantida em

todo o trabalho, mesmo naqueles lugares em que não venha explicita-

(2)NO que se segue supõe-se os números complexos representados sôbre
a esfera complexa ou esfera de Riemann. A vizinhança ([) de um pon
to finito é o conjunto dos números z que satisfazem a desigualdade-
Iz-a I < f. e as vizinhanças (K) do ponto no infinito é o conjunto
dos númer~s Iz\ > K. Esta representação é equivalente topol~gicamen-
te, ao plano tornado compacto com a adjunç~o de um pon!o no infinito
que é a imágem do polo da esfera pela conhecida projeçao estereográ-
fica (ver qualquer bom tratado sôbre funções analíticas).
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mente mencionaia. No que se segue, diz-se que uma função é regular

num conjunto A se ela é localmente analítica num conjunto aberto

O que contém A.

Definiçao ~ - Espaço vectorial [F). Seja F uma parte

própria e fechada da esfera complexa. Designa-se com (F) o conjunto

Qas funções localmente analíticas definidas em conjuntos abertos que

contêm F. Pode-se introduzir em (F) uma relação de equivalência

RF definida do seguinte modo: Se x(z) e y(z) são funÇ~8S de (F),

diz-se que elas sao equivalentes segundo RF (ou mó1ulo ~) ~ e-

xistem restriçoes dessas funções ~ coincidem ~ alguIE:conjunto a-

be!:to que contém F. Esta relação é ev i.den tement.ereflexiva e simé-

trica. Para demcnstrar que é transitiva, supõe-se x(z) G y(z) e-

quivalentes segundo RF' escrevendo-se, para simplificar,

x(z) = y(z) (mod. R
F
) e também y(z}:? u(z) (mod. R

F
). Nestas condi-

ções, as restrições de x(z) e y(z) coincidem num aberto [1 que con

têm F e as restriçoes de y(z) e u(z) coincidem num aberto O' ;
é claro, então, que as restrições de x(z) e u(z) coincidem no con-

junto [) n ()I que contém F, logo, x(z) u(z) (mod. R
F
).

Seja (Fl o conjunto quociente de (Fo) pela relaçao de

equivalência R
F
, o que quer dizer: (F1 e o conjunto das classes de

equivalência determinadas em (F) pela relação RF' Dadas duas fun-

çoes, pertencentes a uma mesma classe de equivalência e tais que o

campo a.edefiniçao da primeira contenha o ó.e eegÚnda, diz-se que a

primeira é prolungamento da segunda (êste prolongamento não e neces-

sàriamente analítico), Indica-se a classe de equivalência definida p~

10 elemento x(z) de (F) com a notaçao i; portanto, se

x(z) = y(z) (mod. R
F
), segue-se que i - y.

Pode-se introduzir uma estrutura de esp~ço vectorial no

conjunto [Fi, Com efeito, pondo-se: i + Y = (x(z)+y(z», onde

x(z)+y(z) representa a soma das funçoes x(z) e y(z) na intersec-

ção dos seu~ campos de definição, e c<. i :: (o( x(z») , onde o<. e um

numero complexo qualquer. E' claro, em primeiro lugar, que essas ope-

raçoes estão unlvocamente definidas módulo R
F
, Em segundo lugar, é

fácil verificar que ~ conjunto (F], com essas operações, respectiva-

mente, soma e multiplicação por um escalar, torna-se um espaço vecto-
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rial sôbre o corpo complexo C.

-Definiçao i. Funcional analítico linear. Diz-se Que uma

sucessaO ~Xnln fN de elementos de \F) tende para X, se existem

representantes x (z) das classes de equivalência x, de modo Que
n n

a sucessao x (z) tenda uniformemente para algum representanto x(z)
n

de x, num conjunto aberto que contém F.

PoG.e-se agora definir uma classo de formas linearos ou

funcionais linoares sôbre (F]. Seja f uma forma linear sôbre (Fj,

isto Gg f é uma aplicaçao linear de (F1 em C Que satisfaz,

f(x+y) ~ f(x) + f(Y)

f( o< x) = e< f( x)

onde x,y f (F] e o( f. C.
-A aplicaçao linear f

se lim f(x) ~ f(x), sempre que
n--'i 00 n

de ser definido. O funcional linear

regular em ca~a ponto de [F].

A um funcional linoar regular f definido sôbre [F)

corresponde unlvocamente uma aplicaç~o de (F) em C (funcional dafi

nido sôbre (F)) que é indicada com a mesma letra f; precisamente,

f(x(z)) = f(x), para todo representante x(z) de x. ~lém disso, o

funcional f satisfaz a seguinte condição:

é regular no ponto x 1e (FJ

± ;>~ x no sentido Que vem
n
f é regular sôbre [FJ se fôr

lim f(x (z)) ~ f(x(z)) ,nn---too

sempre que x (z) ~ x(z) uniformemente, sôbre um conjunto aber-
n

to Que contém F.

Por outro lado, a um funcional

constante sôbrG as classes <leeQuivalência

a condiç~9 tA), correspon<le un:lvocamente um

definido sSbre [F].

f, definido sôbro (F),

modo Rn e que satisfaz
~

funcional linear _r_e~gu_l-=ar_,

Os funcionais f, definidos sêbro (F) 8 Que satisfazem

a condiçao (A) são os funcionais analíticos lineares introduzidos

por L.Fantappie (L.Fantappiê, 111, pg.31 , C.L.da Silva Dias,I,

pg.l-~ );;verifica-se, portanto, a partir da corres.J!undênciabi1Ul1í-

V0ca acima demonstrada que os funcionais analíticos lineares podem
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ser identificados com os funcionais regulares, definidos sôbre lFJ.
S6bre o conceito de funcional analítico linear ver o §l do Capitulo

111 desta tese.

2. Representaçao dos funcionais analíticos lineares ~

meio de uma integral complexa.

Convem, neste ponto, recordar e frizar algumas noçoes e

resultados s6bre a topologia da esfera complexa (ou plano completado),

assim como da teoria das funçoes analíticas.

Domínio que cobre F é todo conjunto fechado que contém

F no seu interior e é a aderência do seu interior; é, portanto, urna

particular vizinhança fechada de F.

Regi~o é um conjunto aberto e conexo.

Um ~ simples (ou ~ de Jordan) e um conjunto de pon-

tos homeomorfo com o segmento fechado [0,1].

Curva simples fechada (ou'curva de Jordan) e um conjunto

de pontos homeomorfo com a circunferência de raio 1.

No que se segue, o termo contôrno é usado no sentido de

uma curva de Jordan composta de um número finito de arcos de Jordan.

Propoe í ç ao 1:. (Teorema de Jordan) - Uma curva de Jordan no

plano completado (ou no R2 simplesmente) determina duas regioes,

das quais ela é a f~~~!~~~~completa (ver, p .ex.: Newman , 'l'opology

of Plane Sets, pg.104).

Uma dessas regioes é a interior, a outra, a exterior.

Uma curva de Jordan pode ser percorrida em dois sentidos,' um oposto

ao outro (Newman,l,pg.142).

Seja r um conjunto de pontos que e a reuniao de um nu

mero finito de curvas de Jordan, duas a duas exteriores; com exceçao

de um número finito de pontos que podem pertencer a diversas dessas

curvas. Um ponto é interior a
\l ' t .que compoem 1 e ex erlor a

que formam r .
Dado um conjunto fechado F, diz-se que dois pontos do

r se e interior a uma das curvas

[' se exterior à todas as curvas

seu complementar estao separados por

de Jordan que os une sem encontrar

que contém o conjunto fechado F e

se nao existe nenhum arcoF

F.

I

Seja

= CR
R um conjunto aberto

(complementar de R).
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Existe sempre uma reuniao de contôrnos que separa o conjunto F do

conjunto I. Com efeito, seja t) O a distância de I a F (mí-

nimo das distâncias dos pontos de I aos pontos de F êste míni-

mo existe e é positivo, pois I e F sao conjuntos compactos sem

ponto em comum). Recobrindo-se o conjunto I com vizinhanças (S,)
com s , ( S e aplicando-se o teorema de Borel-Lebesgue" chega-se

cuja fronteira é constituida por arcos de círculo e se

F. Seja r uma reuni~o de contôrnos que separa F de

a um con junto

para I de

r. Os pontos interiores a r (pontos êstes que estão nas mesmas re

gioes que os pontos de F) e os pontos de r constituem um domínio

In". 'que cobre F que se indica com _ ,sua fronteira e formada por um

número finito de curvas de Jordan, é,

ri

xao finita. Seja urnareuniao de

rior a r e que também sefara I

portanto, um domínio de cone-

contôrnos ,completamente inte-
I .~

de, F, r o domínio, definido

qu~ .,i'" c r"". O conjunto forma-

r'* em l-I'~e um domínio cuja

1" l~" te ; e, p ortan o,

ri

por e que cobre F. E' claro

ri

do por e pelo complementar de

fronteira é constituida pelos contôrnos de

um domínio de conex~o ~l.'nl'ta(ver p ex Newman ll'vro cl.·t~do,..I. , • • , , _

prop. 10-4, pg.l07).

Proposiçao 2. Todo conjunto F fechado e próprio do

plano (ou plano completado) separa o plano num núme ro finito ou enu--

merivel de regi;es duas a duas sem ponto comum. Todo ponto fronteira

de uma dessas regiões é um ponto de F. (Ver Walsh: Int. and Approx.,

pg.7).

Proposiçao}. Seja x(z) urna funçao regular num conjun-

to F fechado e próprio do plano completado. Existem, entao, 19) -

um conjunto de pontos S que contém F, formado por um número fini-

to de regioes, cada uma das quais é limitada por um número finito de

contôrnos que nao se cortam; 22) - urna funçao G(z), regular no con-

junto fechado S, coincidente com x(z) sôbre F e definida univo-

camente num ponto z ~ S pelo desenvolvimento de Taylor de x(z)

num ponto zl E. F. (ver livro citado acima, pg.13).
-E' consequência desta proposiçao que todos os represen·-

tantes de um ponto :ic E lFl coincidem no conjunto S que contém F.
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Observe-se, explicitamente que, no caso em que x(z) e a restriçao

a F de um representante de x ~ [FJ, o prolongamento G está uni-

vocamente definido, inclusive na vizinhança de um ponto i801ado zt

de F, porque o desenvolvimento de Taylor de x(z) no ponto z' es

tá perfeitamente determinado (ver penúltimo período da pg.13, do ci-

tado livro de Walsh).

Propcsiçao 4. (Teorema de Cauchy generalizado) - Seja

f(z) uma funç~o regular numa regi~o R e na fronteira da mesma, que

consiste de n curvas de Jordan (conex~o n). A integral

J: f(z)dz, extendida a todo o contôrno da regiao R, percorrida no
C

sentido positivo é nula (Ccurant-Hurwitz,I, pg.288; Newman, I, pg.

151 e seguintes).

Um resultado fundamental da teoria dos funcionais analí-

ticos (ver Fantappie, 111, pg.40 e seguintes) é a seguinte

Proposição 2 (Representação dos funcionais analíticos

pela fórmula de Fantappie) - Todo funci onal é'Jlalítico lin_8ar f

definido em [FJ pode ser representa<lo por meio de.uma integral com-

plexa como ~ se~:

(1) f(x) = f(x) _1_ S' x( z )u( z ) dz,
2 TI i Í'

em que o caminho de integração r ~uma reuniao de contôrnos que

separa o conjunto I dos pontos onde x(z) nao está definida, do

conjunto F.! funçao regular u(z) e definida por

(2) u(z) == f(t=z)' t ~ F, z f. O == CF.

Sôbre a demonstraçao desta fórmula e também sôbre a reg~

laridade da funçao u(z) consultar: C.L. da Silva Dias, 111, pg. 29 •

Definição 1. A função u(z) definida pela fórmula (2)

e a indicatriz (hemi-simétrica) do funcional f.

3. Correspondência biunívoca entre os funcionais lineares

e as funçoes regulares em O.

A fórmula (2) associa a todo funcional analítico linear
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uma funçao u(z), definida e regular em O.

Reciprocamente, dada ~ funçao u(z), regular em 0,

a fórmula (1) ~ condições indicadas pela Prop.5, determina ~ fun-

cional analítico linear, definido ~ (F] ~ cuja indicatriz ~ ~ fun-

çao u(z).

Mostra-se, inicialmente, que o funcional definido por

(1) e cujo camp~ de definiç~o e (F), ~ constante sôbre as classes

de equivalência R
F
. Â expressao

2~i 5 x(z)u(z)dz

r
r rI II• Sejam, com efeito, - 1 o 2 dois

. ~ ~ r)~~ \''''
caminhos de integraçao nas condiçoes indicadas e-I e -2 os

domínios correspondentes que contêm F (pg. 32). E' sempre possívol

encontrar um caminho de .í.rrt egraç ao r;', comp ost o de contôrnos e in-

terior a rl e r~.Basta, para êste fim, cobrir F com círculos

de raio menores que a menor das distâncias de F a rl e r2,

respectivamonte, aplicar o teorema de Borel-Lebesgue e considerar o

nao depende dos contôrnos

caminho que contém F

culo. Nestas condiçoes,
:"\ "'. _. ~fo;

~l - r (complemento

no seu interior e é composto de arcos de cír-

í\- r e o caminho segundo a fronteira de

-', r~
de r' em -1) e, pela proposiçao 4, segu~

tX(Z)U(Z)dZ. Trocando-se. r1 por

r
~ x(z)u(z)dz es 2~ J x(z)u(z)dz.

r r4 -,

Sejam, agora, x(z) e xl(z) dois representantes de x; como a expre~

sao (1) n~o depende do caminho de integraç~o, pode-se tomar o caminho

r contido no conjunto S, cuja existência é dada pela prop.3, e no

se que 2~i j x(z)u(z)dz -

C'- \

r2' chega-se n conclusao:

1
2ni

1
2ríi

~ual x(z) e xl(z) coincidem. Segue-se, daí, que o funcional defi-

nido por (1) e constante sôbre as classes de equivalência e pode ser

interpretado como um funcional definido sôbre [F]. Êste funcional é

evidentemente linear. Resta de~onstrar que o mesmo é analítico. Para

êste fim, seja {X (z)-~ c N uma sucessao de funçoes regulares uni-
l n J n e,
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formemente oonvergente para x(z) num aberto C) que contém F. po

de-se considerar um domínio r*( contido em O) que contém F e cu

ja fronteira seja composta de con'tôr-nos . Dado ~) 0, existe um in-

teiro n, tal que, para todo n ~ n e todo z f [I~, segue-se
o o

!xn(z) - x(z) I ( E.. Sôbre a fronteira r, de comprimento L, tem-

se: lu(z)l" K, logo,

12~i j (xn(z)-x(z) )u(z)dz I
r

,( 2~lIXn(Z)-X(Z)1 \ u(zAdz,{ "~~ .

r
f(x (z)) = f(x(z» e o funcional -én .Segue-se, portanto, que lim

n-700

analítico. A indicatriz dêste funcional, como é fácil verificar, e a

própria funçao u(z).

Pede-se demonstrar que os funcionais definidos por (1) e

correspondentes a duas funçoes regul'ares em ° e distintas, ul(z)

e u2(z), sao distintas. Com efeito, suponha-se o contrário. Segue-

se entao:

q.q.seja

2~i J x( z)[ ul (z)-u2(z)1 dz O,

r
x(z) ~ (F), em particular, para as funçoes

1
z-t' com t f.O.

Aplicando-se a fórmula de Cauchy, vem:

J
ul(z)-u2(z)

z _ t dz = ul(t)-u2(t) = 0,

1"'

q.,.seja t ~ 0, donde as funções ul(t) e u2(t) sao idênticas.

(Nesta última demonstraç~o e na anterior, caso o ponto no infinito

pertença ao conjunto 0, é essencial a condição de regularidade no

infinito que fci introduzida na pg.28). Fica assim demonstrada a

Proposiç~o~. Existe uma correspondência biunívoca entre

os funcionais Rnalíticos lineares definidos em [Fj e as funçoes 10-

1
2ni

calmente analíticas definidas no conjunto aberto 0, complementar de

F na esfera complexa.

Definindo-se, como é habitual, a soma d2 duas funçoes

definidas num mesmo conjunto e a multiplicação por um escalar é cla-
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ro que o conjunto de tôdas as funçoes localmente analíticas em O

é um espaço vectorial complexo que se indica com a anotaçao (OJ. A

correspondência biunívoca afirmada pela Prop.6, pode ser interpreta-

da como Qm isomorfismo entre ~ espaço vectorial complexo constituido

pelos funcionais analíticos lineares e o espaço vectorial (01.

§ 2. O espaço [F] como espaço envoltória de espaços de

Banach.

sôbre (F]

[F] .

Os funcionais lineares regulares ou analíticos definidos

foram introduzidos sem a.imposiçao de estrutura topológi-

Com o objetivo de extender o alcance da teoria, em parti-ca em

cular, de aplicar, neste caso, o teorema de Hahn-Banach e suas conse-

quências, define-se, neste parágrafo, uma estrutura de espaço vecto-

rial topológico localmente convexo (ve~ Cap.I, pg.10 e seguintes) sô-

bre (FJe demonstra-se que os funcionais contínuos nesta topologia

sao precisamente os funcionaís analíticos lineares.

1. Definiçao dos espaços [F I.n-
Seja F uma parte própria e fechada do plano completado.

Definimos uma sequência de domínios fF t como se segue: Seja
1 n I nEN

G um número positivo conveniente, qpü um recobrimento de F com

círculos de raio ~. Aplicando-se o teorema de Borel-Lebesgue, exis

te um sub-recobrimento finito <p~ de CP<s' Seja C

de ~~; esta fronteira é uma reuniao de contornos (curvas de Jordan

constituida por arcos de círculo) que define um domínio Fl (cons-

tituido por C e pelos seus pontos interiores) que cont~m F no

seu interior. Fl é evidentemente um domínio de conex~o finita. To-

ma-se, em seguida, um recobrimento

a fronteira

~ e define-se, como no caso

esteja contido pràpriamente

um recobrimento ~ G de

3"

~9:
2

anterior, um domínio F2. Caso F2 nao

em Fl' abandona-se F2 e considera-se

F e um domínio F~2) a êle associado,

de com círculos de raioF

como nos casos anteriores. Se F~2)

Fl' toma-se F2 = F~2) como segundo

está contido pràpriamente em

elemento da sucessao ! F 1 .
~ nj n ê N
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FI '::)F2 -:.:J ••• ~ Fn ~ Fn-l :> ... ,
pràpriamente, qualquer que seja

trária do plano completado e que

Caso contrário, considera-se novamente um recobrimento ~cr
4

por diante. Como em cada estágio dêste processo a distância da fron-

teira de F ao conjunto F e finita, êle pode ser indefinidamente
n

aplicado, obtendo-se finalmente a sucessao ~Fn 1 n~N' tal que

estritamente decrescente e F JF,
n

n. Dada uma parte aberta [) arbi-

e assim

contém F, é possível encontrar um
('"',

numero inteiro positivo n, tal que F C \ l, para todo
o n

Basta, com efeito, considerar o complementar de I de

n >"n •. o

(1 , a dis-

tância S entre I

d(F,Fn )"<. ~
o

~ ).

e e tomar um n
o

(distância de

suficientemente grande,

F ~ fronteira de F
n

o
de modo que

menor do que

Definiçao 2. Diz-se que

se existe um representante x(z) de

rior de F.
n

de ((\ pertence a [Fnl
±, regular e limitado no inte-

.
x

Seja xl(z) outro representante de X, regular e limita

do em ~; como ~ é composto de regiões de conexão finita, segue-
n n ~

se de teoremas gerais sôbre identidade de funçoes regulares em re-

gioes (Bieberbach,I, pg.138) que x(z) = xl(z) em ~n.

O conjunto [Fn1 é um sub-espaço vectorial do espaço

vectorial (F} e (Fn+IJ =:) (Fn1, qualquer que seja.9. inteiro positi-

vo n. Dado um ponto qualquer x ~ lF), existe um inteiro n tal
o

que x ( [Fn 1.
o
Com efeito, sej2 S um conjunto aberto associado a x

de ac ôr-do com a Pr-op v j , § anterior. Basta, entao, tomar n de modo
o

que Fn C S.
o

00

[F] = lJ (Fn] .
n=l

O espaço [FJ e reuniao dos espaços

Seja x (. (Fn1; poe-se, por definiçao:

Ilxl\ = sup , Ix(z)1 (+co.

zE.~
n

o
e evidentemente uma norma, poisIIxl\ O, implica

.
x O.
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Proposiçao 1. o espaço íF \, com a topologia dada pela
- n-

norma que acaba de ser definida, é um espaço de Bémach.

I . t (2)
Com efeito, seja 1. xn}n (.N uma sucessao de Cauchy

E.. '/ O, \ \ x -x \\ ( E..
n+p n

z C. ~ , para todo n >, n ,
n/o

p inteiro positivo qualquer.

mental de Weierstrass s8bre sucess;es uniformemente ccnvergentes

em lFnJ; segue-se que, dado

Ix (z) - x (z) I ( t.. ,
n+p n

sitivo conveniente e

ou

n inteir o po-
o

Do teorema funda

(Montel, I, pg.16; Bieberbach,I, pg.l53) segue-se que

ge uniformemente em ~ para uma funçao x(z)
n

x(z) é representante de um

x (z) convor
n

limitada e regular

em ~ • A funç~o
n

Conclui-se, portanto, que a sucessao de Cauchy

ponto x de [F 1.
- n'

J X• 1 e conver-\.. n ! nE.N

é completo. (Q.E.D.).gente para o ponto x de [Fn} e [Fn1
A notação lFnJ

com a topologia de espaço de Banach que acaba de ser definida.

indica, daqui por diante, o espaço

! topologia induzido. por [Fn+l1 s8bre [FnJ é menos

fina que ~ topologia de fFn1. Basta, para êste fim, recordar que uma

vizinhança na topologia induzido. e a iritersecçao de uma vizinhança

da orígem em r:b-' 1-\' com [F -,. 00
- n+ - ll-

O espaç o vectorial [FJ LJ [FnJ' está, tendo-se em
11=1

vista os resultsdos dêste numero, nas condiçoes do espaço E da de-

finição de espaço envoltória de espaços +ocalmente convexos (ver Capo

I, Deí. 32).

O espaço F

cado com a notaçao fF-J.
- e

Proposiçao ~.

com a topologia envoltória sera indi

O espaço fFl é completo.
- -8

Para demonstr~-la basta aplicar a c~ndiçao necess~ria e

sufioiente dada pela Pro.35, Cap.I. Seja ent;;o uma sequência

{xn1nfN de Cauchy (22) constituida por elementos de [FnJ; segue-

se que a sucessao ~xn (z)1n if. N ~ uniformemente convergente em ~n

e tende, portanto, para uma funçao x(z) regular e limitada em

( 2 ) .
Consultar: Bourbakl, T.G.IX, pg.25, Prop.9~

(22)0 espaço [FnJ sendo um espaço de Banach basta considerar se-

quências de Cauchy. Consu+tar: Bourbaki, T.G.IX,pg.25, Prop.9.
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~n' Esta funçao e representante de um ponto x ~ [Fn1; conclui-se as

sim que x --7
n

2. Funcione.is contínuos em rF] ., e
Proposiçao 2· Seja f um funcional analítico linee.r de

finido [F] A domínio cobre F. Dado 't. > 0,
,

em e um que e poss).-

vel encontrar um numero <S" > 0, tal que, para tôdas as funçoes

x(z) ~ (F) que satisfazem \x(z)\ «), z ~ A, tenha-se

If(x(z)\ < E..

Demonstraçao. Seja \() 1. uma sucessao de numerast n{nE.N

reais convergente pare.zero. Se, qualquer que seja n, a condiçao a-

G = G , segue-s~ a existência de, p~
n

10 menos, uma funç~o que sera designada com a not::tçao x (z), regu-
G-

n

lar em A, que satisfaz \Xu. (z) \ (~n e para a qual
n

(1) \ f (xo: (z)) \ ~ €..
n

cima nao for verificada para

Conclui-se, entao, que a sucessao é uniformemente convergeQ

te para zero no interior de A e, como o funcional f é regular,

tem-se lima f(x (z») = 0, o que contradiz (1).
n -700 C)n

Proposiç~o 10. Condiç~o necessária e suficiente para

que um funcional definido em fF-j seja continuo, é que as restri-
- e

çoes de f a [FnJ, qualquer que seja n, sejam continuas.

Demonstraç~o - Como LFn1 C LF1 e a topologia induzida

por lF1 sôbre [FnJ é menos fina que a topologia de LFn1' segue-

se que a restriçao de f a (FnJ e continua, q.q.seja n. Reclpro-

camente, suponha-se as restriçoes de f em [FnJ contínuas; de a-

côrdo com esta hipótese, dado E. > 0, em cada (Fn-l existe uma vi-

zinhança W da origem em tFnJ tal que If(Wn) \( E • Seja entaon
0.0

W r1 W a envoltória absoluta dos W (ver Cap.I, pg.24); todo- n' n
n""l

f..w da forma \' (soma finita) \' 1x e L O(.x. com L \CXi\ ~). ).

i

e x. E w .• Segue-se, daí, que
). ).
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\f(x) \ \Lo(if(xi)\t: L1o(il If(xi)\ -: é-

s o funcicnal f é contínuo em [FJe' (Q.E.D.).

Proposiçao 11. A classe dos funcionais lineares ccntínucs

sôbre o espaço [Fle coincide com a classe E' dos funcionais analí-

ticos lineares s6bre LF).

Demonstraçao - De ac6rdo com a proposiçao que vem de ser

demonstrada, para provar que um funcional anal{tico f e <::: -conti-
e

nua, basta provar que é contínuo em cada [Fnl; mas êste fato é prec;h

samente o conteúdo da proposiçao 8, dêste capítulo, logo, f é contí-

nuo em fF-J •
- e

Reciprocamente, a observaçao que segue a Prop.35, Cap.1,

pg.27, mostra que, se x ---7 x na top logia c.~, segue-se que ts:
m c

dos os xm pertencem a um mesmo [Fnl' ..e, em LFn1, aquela conver-

gência se traduz por Ilxm - xii ----~ O, ou, \xm(z)-x(z)\ ---7 O,

uniformemente em F. Conclui-se, portanto, que
n

f(x(z)), no interior de F que e um conjunto abe~
n

F e, portanto, f é linear analítico. (Q.E.D.).

f(xm(z)) ~

tu que contém

Observaçao: A demonstraç~o desenvolvida em C.L.da Silva

Dias, 111, para a deduç~o da fórmula fundamental de Fantappie, adapt~

se à reprGsentaç;o, por meio de uma integral compIexa, dos funcionais

contínuos em [F). Obtém-se, d@ste modo, fórmula id~ntica a de Fan-
- e

tapp í.é , o que mestra também a identidade das duas classes de funci 0-

nais lineares.

§ 3. Os.espaços vectoriais [FJ e [OJ postos em dua-

lidade pela fórmula de Fantappie.

1 -'Os resultados do ng 3 dêste parágrafo permitem interpre-

tar a fórmula de Fantappie como uma forma bilinear:

que se indica com

C,

B(i,u) == 21. j x(z)u(z) dz,
TIl

r
Proposiçao 12. Os espaços [F]

dualidade pela forma B(x,u).

[01 -estao postos eme
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Demcnstraçao De acôrdo com a Def.23, do Cap.I, devem-

-se demonstrar as seguintes condiçoes:

(DI) - i'. relaç ao "qualquer que seja x E. lF1, B(x,u) ""O" implica

u ==O.

Em p8rticular, B(x,u) = 0, para
1

z-t
, com t (. O..

x

Segue-se:

1
2ni

\ u( z) dz
J z - t
r

q.q. seja t E. 0,0,

e aplicando-se a fórmula de Cauchy, vem, u(t)

e, portantc, u é a orígem do [oj.
(DII) - ~l relaçao "qualquer que seja u E. ~Ol, B(x,n;

0, q.~. seja t ~ O

O" implica

:ic ::: O.

Com efeito, tomando-se, em, particular, u(t)
1

z-t
com

t f.. F, vem:

-1-1 x(z) dz
2ni z - t

r
x(t),

pela fórmula de Cauchy. Na hipétese do conjunto F ser um domínio,

segue-se imediatamente que x:::0, pois x(z) sera idênticamente nu

contém F. Caso contrário, considere-se as funçoesln num aberto que

[
- 1°J , i '

(z-t)
cem i==1,2,... ,n, ... e t (F e vem:ele

B(x, 1.)
(Z_t)l

_1_ r x(z) dz
2rri (z-t)i

v
r

de acôrdo com a férmula de Cauchy (Bieberbach, I, pg.134). Aplican-

do-se a Prop.3 ~êste capítulo, conclui-se que x(z) é idônticamen-

te nula num aberto S que contém F, logo x ~ O. (lc~G-s0 ta~bém

chegar a esta ccnclus~o, aplicando-se a Frop.2, Jêste capítule, e

lembrando-se que uma funç;;;:oanalítica fica det e.r-n.í.nnt.a num c í rcu.Lc

conveniente conhecendo-se o valor da funçac e de su&s derivadas no

centro do círculo.)
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A proposiçao ~ue acaba de ser demonstrada e as considera

çoes ~ue seguem a Def.23 do Capítulo I, permitem não somente identi-

ficar o espaço [O] com um sub-espaço vectorial do dual algébrico

de F ~ue e o conteúdo da Prop.6, dêste capítulo, como também i-

dentificar o espaço [Fj com um sub-espaço vectorial do dual algé-

brico de [O].

Ainda de acôrdo com as considerações ~ue seguem a defini

çao 23 do Capítulo I, a aplicação bilinear B(x,u) passa a ser indi

d t /. \.ca a com a no aç ao ,x,ul

/;x,u) '" 2~i Ix(z)u(z) dz ,

r
2. Topologia fraca s6bre [FJ.
Para maior comodidade de .e~posiçao e convenien~e indicar,

muitas vezes, o espaço [F-' com a notaçao E e o espaço [OJ com

a notaçao E', isto é, poe-se, E = (Fl e E' =: (OJo

Definição~. A topologia fraca, ou topologia (((E,E'),

é a topologia da convergência simples em E'; uma base de vizinhança

pode ser dada pelos conjuntos (Prop023, CapoI):

(r) rx' 11/ o "\l ,x,ui/ i=1,2, .•0,nj~ 1,v
u. , t;

l

~ (x,u)

contínua na topologia ~(E,E') e tôdas as formas lineares ~(E,E')-
continuas são dessa forma (Observação ~ue segue a prop023, CapoI).

Mutatis mutandis, uma base de vizinhança na topologia

G-(E' ,E) sôbre [01 é dada pelos conjuntos:

f u II(x,u>1 t, 1, xi E: [Fl,

A aplicaçao define uma forma linear

(11) i~l,2, ••• ,n 1V'
x. ,é.

l

e u ----1 < x,u) define as formas lineares contínuas na topolo-

gia ü(E' ,E);

Definição I. A topologia Z(E,E') sôbre E = [F] e

a topologia de espaço localmente convexo da convergência uniforme s.§

bre as partes fracamente compactas de [OJ (Cap.r, ~ef025)0 Ela pos-
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sui um sistema fundamental de vizinhanças dado por:

~ parte fraoamente com-] •
pacta de (01

De modo análogo se define a topologia Z-(E' ,E) sôbre E' [O).

3. Topologia em E' da convergência uniforme sôbre as

partes compactas de O.

Seja K uma parte compacta de a parte deO e U
K,C

[O), definida como se segue:

A totalidade dos UK,~ ' quando K percorre o conjunto das partes

e t percorre uma sequência de "números positivos

zero, constitui uma.base de filtro 6ó sôbre

compactas de O

que converge para

(OJ, que satisfaz as propriedades 1), 2), 3) e 4) da Prop.2 do Capo

r. Mais particularmente, seja ~Kn 1n E Numa sequência pr ôpr í.amep

te crescente de partes compactas(9) de O e tais que, dada uma

parte compacta K arbitrária (92) de O, existe um número inteiro

positivo no' tal que Kn :J K. A base de filtro ~* constituida p~

o (002) o.
é equivalente ==- à base de filtro ~J.los conjuntos

Os conjuntos U
K

!
n'n

s~o, evidentemente, conjuntos circulares (Def.

8, Cap.I). -Definiçao 8. A topologia de espaço vectorial localmente
n~~ ,Q

convexo definida pela base de filtro ~J ou ~J, é chamada topolo-

gia da convergência uniforme sôbre as partes compactas de O e e in

dicada com a notaçao (3.

(2) No que se se~e supõe-se que as pgrtes compactas K saO domí-
nnios, o que nao constitui restriçao.

(gg)Sôbre a existência de sucessões \ { nestas condições,
1Kn 5 n (N

consultar Walsh,I and A, Th.2 e Th.4, pg.8 e 10 respectivamente,
observando-se que na esfera complexa que é um espaço compacto, to
do conjunto fechado é compacto.

(922)
Bourbaki, T.G.I, pg.24.
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Q*
A base de filtro (J.) sendo c onst í. tuida pelos conjuntos

UK !, para n ~N, é enumerável; por outro lado, tôda sequência
n'n

de Cauchy neste espaço (~) é uniformemente convergente s ôbr e .t.cô o

compacto K de O, e de acôrdo com o teorema de Weirstrass (~~)

converge uniformemente para uma funç~o analítica u(z) sôbre todo

domínio Kn' isto é, converge para uma funçao u(z) definida em

[OJ G esta convergência se dá, ent~o,no sentido da topologia 0
O espaço [OJ com a topologia 0 é, portanto, completo. O espaço

possuindo um sistema fundamental de vizinhanças e sendo com-

e um espaço de Fréchet (Definiç~o 27, Cap.I).

(O) ç)
pleto

4. Comparaçao da topologia ~ com as topologias

()(El,E) e c.(S',E) sôbre [01.

Proposiçao lJ.. A topologia C(E' ,E) sôbre [OJ e me-

nos fina que a topologia ~.

A demonstraçao desenvolvida na pg.35 pode ser adaptada

para provar que as aplicações u -4 (x,u> sao formas lineares

contínuas sôbre [010, Segue-se daí a pr-opo si ç ao , pois, a topologia

Q(E' ,E) é a menos fina das topologias sôbre [OJ para as quais

E = [FJ e o dual (Prop.23, Cap.I).

Pode-se dar uma demonstraçao direta desta proposiçao,

mo se segue: Seja V uma ü(E' ,E)-vizinhança sôbre (O]:
x.

1.

~ li \ \ <Xi ,li') \ ~ 1, *; ~ [FJ, 1{. i{,n } .

co

V
x.

1.

Esta vizinhança contém uma ~ -vizinhança. Com efeito, fixando-se um

de x., pode-se fazer o mesmo com os caminhos
1.

que figuram nas expressoes:

representante x. (z)
1.

r.1.
de integraçao

2
~. S x. (z) u ( z ) dz 1\ .{.. 1,
1\1. r. 1. ~

1.

para I ~ i -:{n ,

Consultar Bourbaki, IX, pg.24 e 25.

( ~~)
MonteI, I, pg.IB.
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Pondo-se,

= A.,
1.

1 .(.i ~ n,

é fácil verificar que as funçoes u(z) que satisfazem a relaçao

sup.
n

z E lJ
i=l

I u( z ) \
/ 2 lí
" A

r.
- l

onde A = inf.Ai, 1 ~ i ~ n , verificam também \< xi'u > \ .:S 1,

1~ i ~ n. As funç;es que satisfazem (1) definindo uma vizinhança do

zero em lo~0>' segu~-se que çr(E' ,E) ~ 0 .
Pr oposiçao 14 .. Seja K uma parte. compacta de

a família de elementos (z:t)' com t E K e lz-t \) J
fixado convenientemente. A envoltória'convexa absoluta

e

e

*K e ~ parte fracamente comEacta de [FJ.

Com efeito, basta demonstrar que é compacto na tQ

a distância en-

Ç[/
n -,~, segue-se

pologia 'L.(E,E'), pois ,E~. Seja

J < b
[F \ sendo um espaço de Ban~ -

parte compacta basta prQ

tre os conjuntos K; tomando-seF ee

que (z~t)·E [FnJ' com t E. K. O espaço

h d t n K~ e'nac ,para emons rar que L uma sua

~ A rK* Avar que toda sequencia de pontos de possui uma seguencia par-

cial convergente (g). Mas os representantes de r K* em ~ ccns-
n (00)

e uniformemente l~mitadas == ,tituem um conjunto de funçoes regulares

portanto tôda sequência de tais funções possui uma sequência parcial

uniformemente convergente em ~n para uma funçao x( z ) .que e repr~

sentante de u~ elemento de fF 1. Segue-se que
- n-

(a topologia induzida por

compacto em

[FnJ e portanto em [F1e

e menos fina que a topologia de espaço de Banach de

í)]e em CFnJ

[FnJ) , logo

r K~ e fracamente compac t c,

(g) Consulte.r Bourbaki, T.G.IX, Prop.ll, pg.26 e Prop.8, pg.25.

(gg) Montel I, pg.4l.
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Proposiçao 15. 1'. topologia ~ f. menOs fina que §:. topolo-

gi a C (E' ,E) •

Demonstraçao - Seja K uma parte compacta arbitrária de

O 0 rK * a parte fracamente compacta de [F] definida na Prop.

anterior. O conjunto,

= {u \ sup. \u( z ) \ ~ t.,
u~K

u<:.[Ol}

.o.~~da
I.':U oríe vizinhança arbitrária da base de filtro de vizinhanças

gem em [O] e

W'CK*,( = {u \ \Oc,u )\~ E- , x E. rK* 1
é uma vizinhança da orígem em [OJ na t.opo.log í a -C(E' ,E). Mas,

(1)

Com efeito, um 81emento genérico de rK* e da forma

. ~ i L I<.\ ~l t. E. Kx L «.(z-t.)' com e
l

. l
il

('), portanto, u f. W'r K*, E.. satisfaz

ou

12~iJ(L ~~i)u(Z)dZI

1'1

= IL irt J~ dz \

j r

-8, entao, seja ti f. K. 11 relaçao (1) ver í.f í can

UK, f. ' segue-se que (?> ~ Z:(E' ,E).

(Q.E.D.).

do-se, q.q. seja a vizinhança
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E' conseQuência dêste resultado e da Prop.26 (Teorema de

Mackey-Arens) Que o dual de E' (OJ com a topologia ~ e o esp~

ço E = [Fl (interpretado como parte do dual algébrico de loj).
A topclogia ~ sendo uma topologia de espaço de Fréchet,

l~cde-se demonstrar que <:. (E' ,E) .s ~ .
Com efeito, seja H uma parte fracamente compacta de

[F] dual de [oJ
0
. De ac8rdo com a Prop.29, Cap.I, existe uma vi-

zinhança fechada U da origem em [O) 0 tal que H C tr". Por outro

lado, U
O

e uma parte fracamente compacta de lF) (Prop.25,Cap.I),

e U
OO = U (Neta da pg.22) e como H°:J uco = u, nO sendo uma vi

zinhança arbitrária da orígem em [0\ cem a topolcgia -C(E' ,E), se

gue-se que o ~ C:(E',E).

Consequentemente, vale a seguinte

Propos iç~o 16 (H Propos'ição fundamental) - A topologia

localmente convexa mais fina sôbre [O] para ~ qual [F] ~ ~ dual

de [OJ, ~ a topologia da convergência uniforme sôbre os conjuntos

compactos de O.

5. Conjuntos limitados em loj 0

Seja L' um conjunto limitado de [OJ(1• Pela definiçao

de conjunto limitado (Cap.I, Def. 13) dada uma vizinhança UK,~ da

orígem, na topologia 0, existe um número 1\ > O, tal Que

'i\L' C. U
K

,ou, sup.IÂu(z)\ < E., para tedo u E.L'. Segue-se
,(. Z E.K

Que sup , \u(z)\ < ~ . Isto significa Que quaLquer- conjunto limit.ado
Z E. K I

de (0)0 é constituido por funç~es uniformemente limitadas sôbre

K; em particular, pode-se supôr K um domínio e a condiçao se tra-

(2) Um conjunto é completamente interior a O, se sua aderência per
tence a O.

(22) Montel,I, pg.2l e observaç;o no fim do n2 l3,pg.26.

duz: o conjunto de funções L' é limitado se êsse conjunto é uni-

formemente limitado sôbre QualQuer compacto de O ou ainda sôbre

QualQuer aberto completamente interior (2) a O. Nestas condiçoes,

segue-se de um teorema conhecido sôbre funçoes analíticas li~itadas

no seu conjunto (22) Que de tôda seQuência de funçees de L, poue-
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se extrair uma sequência parcial que converge uniformemente, sôbre

todo compacto de O, para uma funçao limite, isto é: a sequência p~

cial converge no sentido da topologia (~.

O conjunto limitado L e, portanto, relativamente com-

pacto (Bourbaki, T.G.IX, pg.26-27). Em particular, se o conjunto L

é limitado e f.echado, segue-se que L é compecto; concluindo-se,

assim que o espaçn (OJ
0

é um espaço de Montel (ver Cap.I, Def.31).

Os conjuntos relativamente compactos de [OJI-' s~o famí-

lias normais (g) de funções regulares em O, no sentido de Montel.

6. Topologia forte sôbre [FJ.

Consideremos, sôbr e E:::: (FJ em primeiro lugar, a to-

pologia da convergência uniforme sôbre as partes compactas de E' ::::

"" r OJ \-';esta topologia coincide COD. a topologia forte (da convergê~

cia uniforme sôbre os limitados de E') sàmente quando todo conjunto

limitado em E' = Lo) 0 está ccntido'n~ envoltória absolutamente con

vexa e fechada de um conjunto compacto. Mas o espaço Lo10 sendo

um espaço de Montel, todo conjunto limitado e relativamente cOillfacto

e a condiçac acima está automàticamente satisfeita, neste caso, Em

resumo, sôbre (Fi ~ topologia forte e ~ topologia cc' da conver-

gência uniforme sôbre os compactos de (O], coincidem.

Por outro lado, [oJ~ sendo um espaço de Montel, todo

conjunto fracamente fechado e limitado em E é fracamente compacto

(pois (o}~ é reflexivo) consequentemente, ~ topologia forte sôbre

E = [FJ é idêntica à topologia z..(E,E');portanto,

Proposiçao 17. Sôbre E = [FJ as topologias forte, Lc

e ~(E,E') coincidem.

Observaçac: .lI. proposiçao 33 do CalJ.Imostra que o espaço

[FJ, sendo o dual do espaço de Montel [O} f->' goza também da propri~

dade v~, isto é, todo conjunto limitado e fortemente fechado de

[F] é fortemente compacto.

(g) Montel, I, pg.32 e seguintes.
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Proposiçao 18. A topologia ~(E,E') induz s8bre cada

[Fn1 uma topologia mais fraca que a sua topologia de espaço de Ba-

nach.

Demonstraçao - De ac8rdo com a Proposiçao anterior, a t~

pol~gia c(E,E') coincide com a topologia da convergência uniforme

sôbre os limitados de [OJ ~ • Nestas condiçoes, uma vizinhança do

zero e dada pelo conjunto

e um conjunto lJ
[OJ ~

é. , u (L, onde L

limitado de

Basta, entao, demonstrar que Vu,x nlFnl contém uma vizinhança do

z er r em [F -I.n~
Com efeito, na expressao

2~i j x( z )u( z ) dz \ < E.,

r
considerando-se que os x(z) sao representantes de pontos de

A 1\pode-se supor o caminho de integraçao 1 fixado. Seja 6 o seu

comprimento. As funções u(z) pertencendo a um conjunto limitado de

Col ~ , são uniformemente limitadas, sôbre qualquer compacto de O,

em particular, sôbre r (ver nº5, neste parágrafo), isto é:

lu(z)l < M, z (. r e u( z ) ~ L.para

Nestas condiçoes,

l<x,u>1 ~ /" l\X(Z)\ \u(z)\
r

e, tomando-se,

211 é
\\*1\ < ~ , para

segue-se que

\(X,u)\<~. (Q.E.D.).

Pode-se, finalmente, demonstrar a seguinte
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Fundamental)- !topologia

topologia envoltória <::.
e

Com efeit o, a topologia Z"e é a mais fina das topolo-

gias localmente convexas sôbre [F] que induzem topologias menos fi

na que a topologia de Banach sôbre os [Fnl e, de acôrdo com a Prop.

11 dêste capítulo, o espaço [01 e o dual de lFJe; segue-se, entao,

da Prop.26 do Cap.I (teorema de Mackey-Arens) que <S-(E,E')~ Z ~
e

~ c(E,E'). Por outro lado, a Proposiçao precedente mostra que

C (E,E') induz topologias menos fina sôbre [Fn1 que a sua topol~

C (E,E')

Proposiçao 19. (2~ Proposiçao

sôbre E = [Fl coincide ~ ~

gia de Banach, conclui-se, portanto, que

f.... = C(E,E').
e

Observaçao 1. O dual fort_e de E' ,,= lOJ (3 coincide

com o espaço [FJ com a topologia '['(E,E'). Este espaço é comple-

to, pois, segundo a proposiçao que acaba de ser demonstrada, sua t~

pologia coincide com a topologia Ze que é completa (Cap.II, Frop.

8) .

Observaçao 2. A proposiçao 18 mostra que a topologia en

ce sôbre (FJ nao depende da particular sequência

estritamente decrescente de domínios que contêm o conjun-

F, ou, da particular sequência \lFn1}nE:N' estritamente

crescente de espaços de Banach que a define. Com efeito, .qualquer

que seja essa soquência, a topologia envoltória é sempre a topologia

voltória

.I

do dual forte de (O~,{:l'

Proposiçao 20. O espaço ~F1e nao 6 metrizável.

Para demonstrá-la s~o necessárias algumas considerações

preliminares. Diz-se que um espaço vectorial topológico E satis-

faz a segunda condiç~o de enumerabilidad~ de Mackey (Mackey, I, pg.

182) se existe uma sequência (B) de conjuntos limitados no espa-
n

ço considerado, tal que todo conjunto limi~ndo em E, esteja contido

num dos B . E' claro que esta condiçao implica que E e a reuniao
n

de de Fréchet; -todos os Bn' Seja E um espaço nestas condiç oes, o

Teorema de Baire (ver Bourbaki, T.G.IX, pgs. 75 e 76) implica que um
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-
pelo menos, dos conjuntos B contém um ponto interior e B e, en

n n

tao, uma vizinhança limitada, portanto, de acôrdo com a Prop.ll do

Cap.I, o espaço E é um espaço normado. Em conclus;o, um espaço de

Fréchet sat i sf'nza segunda condí.ç ao de Mackey quando, e s ômerit e quan

do, êle é um espaço normado. Conforme as proposiçoes 17 e 19 dêste

capítulo o espaço [Fle coincide com o dual forte do espaço de Fré-

chet lol~; basta, entao mostrar que o dual forte de um 3spaço de

Fréchet, que n;o é um espaço de Banach, n~o é metrizável. Com efeito,

se existe um sistema fundamental de vizinhanças V da orígem em E,
n

dual forte de um espaço de Fr~chet E', os conjuntos polares V
O

em
n

E' constituem uma sequência de limitados, tal que todo limitado de

E' está contido num dêsses conjuntos. Mas, de acôrdo com as consida

raçoes preli8inares desta demonstraç~o, isto só pode acontecer se o

es:r;açcde Fréchet E' for normado, isto é, de Banach. (Consultar,

Dieudonné-Schwartz, pg.75). Note-se, expllci tamente, que o espaç o

[O~ ~ não é um espaço de Ban ach , pois, aplicando-se a Prop .11, do

Capo I, dizer que existe uma vizinhança limitada VK,é. em lO)r

equivale a ~izer que as funçoes de [OJ, uniformemente limitadas sô

bre K, são uniformememante limitadas sôbre qualquer outro compacto

de 0, o que evidentemente n~o é verdade.

Nota - Observando-se a demonstraçao feita na pg. 47 (de-

mcnstraçao do f~to que <::(Et ,E)~ f-» verifica-se imediatamente

que nenhuma tcpolcg i,a localmente convexa só bre [li'J, associada à fC'!.

ma bilinear de Fantappie, é topologia de espaço de Fréchet. Com efei

to, segue-se dessa demonstraçac que, se uma dessas t opo.log í.a de Fré-

chet, entao ela coincide com a topologia Z(E,E') 'lue, como acaba
(g)

de ser demonstrado, não é topologia de espuço de Freehet

§4. Sucessões fraca e fortemente corrve rgent.es nos espa-

.2.0S (01 e CF}
Demcns t r-aca o da Prcp.33 de Capítulo I.
Notaçao: H parte fortemente fechada e limitada de

E
H sendo limitado (fortemente limitado) de ac6rdo com a

(QI Estas consideraçces respondem a questao apresentada por J.Sebas-
tiao Silva demonstrando a impos$ibilidade de se introduzir uma topo-
logia de espaço de Fréchet, ou, em particular, ie Banach, sôbre o es-
paço _[F} e compatível com os funcionais analíticos lineares (J.Se-

T
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Froposiçao 29 «a) ~ H e equicontínuo) H é também equicontí-

nua e segundo a observaçao que segue a prop.29, sôbre H a topolo-

gia induzida pela topologia fraca coincide com a induzida pela topo-

logia da convergência uniforme s3bre as partes compactas de E'. Mas

as partes compactas de E' coincidem com suas partes limitadas, por-

tanto sôbre H ~ topologia fraca coincide com ~ topolcgia forte. Por

hip6tese, H e fortemente fechado; se, al~m disso, supoe-se H con-

vexo, a nota no pé da pg.22, implica que H é fracamente fechado e

a proposiçao 29 arrasta que H e fracamente compacto (2) e portanto

fortemen te compacto. Cas o H nao seja convexo, começa-se por cons-. ~
truir sua envoltória absolutamente convexa H~. H sendo limitado, H'~

também possui a mesma propriedade, como é evidente; por outro lado,

a aderência c.eum conjunto absolutamente convexo é absolutamente con

vexa e a aderência de um limitado é limitada (Cap.I, Prop.5). Em con

clus~o, H~f é um conjunto absolutamente convexo e fortemente fechado,
~ - - ~f •

port ant c, de acorc.o com a demonstraçao já feita, H' e fortemente com-

pacto, consequentemente, H que e uma sua parte fortemente fechadp

também é fcrtemente compacta.

Seja L um conjunto limitado, convexo e fechado de

~, == rol . De acôrdo com a nota já citada (pg.22) L é também fra-
- - ~

cemente fechado. Mas L é limitado e fechado (fortemente), logc é

c0!TIpacto, pois E' e um espaço de Montel; sendo compacto, é forte-

mente compacto, portanto, L é compacto na topologia de espaço de

Fr0chet e na topologia fraca (22). Demonstra-se assim a seguinte

Proposiçao 21. As topologias induzidas sôbre L, respe~

tivamente pela topologia fraca e pela topologia de espaço de Fréchet,

coincidem.

(Aplicar o corolário 2 da pg.62 de Bourbaki,T.G.I, no

(2) A proposiçao 29 afirma que H é fracamente relativamente compa~
to, mas, como se acabou de demonstrar que H é fracamente fechado,
segue-se que H é fracamente compacto.

(22) Caso L n~o seja ccnvexo, 'considera-se, cemo no casa anierior
a aderência da envoltória absoluta e chega-se à mesma conclusao.
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-casG em que a aplicaçao biuniv~ce ~ a aplicaçao id~ntica).
- -Observaçaú - A mesma proposiçao vale para o sub-conjun-

to H de E, trocanJo-se a expressao "topologia de espaço de Fré-

cho t " por "topclogia forte s êbr e E", isto é, topologia c
e

ou

~(E,E!) (Prop.19, dêste capítulo).

Observaºae - Seja }x l uma'sequ~ncia ãe Cauchy de
1. n S n~N

um espaço localmente convexo; o ccnjunto ":e pontos dessa seguência ~

limitado. Com efeito, a sucessao dada sendo ce Cauchy, fixada uma vi

zinhança circular

ro n ~ m, segue-se

V, existe um inteiro m, tal que para todo intei-

menores que m

x -x (.V. Os pontos corresponlentes aos índices
n m

sendG um conjunto finito é limitado (Cap.I, Prop.4)

isto é, existe um numero ~ ) O, tal que o conjunto dos x está
n

contido em (J\+l)V e a observaçao ·f~ca demonstrada.

E =

Seja ~xn\n (.N uma sequência fracamente convergente em

fFl • De acôrdo com a obser vaç ao anterior, o conjunto de elemen-- _e

tos clessasequência cem seu ponto limite é limitaco e fracamente fe-

chado (logo fortemente fechado). Pode-se, entao, aplicar a proposi-

1x 1 é também forte-
't n í n ~N

mente convergente. Vale a mesmà conclusao quando se trata de uma su-

çac antericr e cGnclui-se que a sucessao

cessao fracamente ccnvergente em E' = lOJ. Resumindo tem-se a se-

guinte

Propúsiçac 22. Tento em E = [FJ como em E' = lOJ \3

uma sequ~ncia fracamente convergente e também fortemente convergente

e ambas convergem para o mesmo limite.

Observaçac 1. Seja \u '( I' N uma sucessao fracamente), n yn e,

convergente para u(z) em [~.Recordando-se a definiçac de vizi-

nhança na topologia fraca (pg.42), êste fato se traduz como se segue:

Dado um conjunto finito de funções

(F) e cS '> 0, existe um inteiro

(X.(z)]l<'·/k
\ J <, J ~
n tal que para
o

pertencentes a

todo n > n :
o
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J X/Z) (un(z)-u(z))dz \ ( (5',

r

1

2ni
(A) j=1,2, .•.,k.

~m particular, uma rGlaç~o

tao, aplicando-se a fórmula

dêsse tipo deve se
1

x.(z) = ---t-' com
J x- j

de Cauchy,

verificar quando as

t .~ O. Tem-se, en-
J

- -funçoes dadas snO da forma

\ u (t.) -u( t .) \ «(),
n J J

o inteiro no J.ependenQo do conjunto de pontos {tl,t2,· .• ,t
k
}

o que nao traduz a un í f crm.idade .í a convergênc ia. Mas a Prop. 22 di z

que a sucessao )u I é também fortemente convergente, isto é,l. nínE.N
uniformemente convergente para u(z) sôbre todo campacto de O. Is-

•to pcr m i te interpretar a Fr cp.22 do s oguint e moúo~ Con.rí.ça o üecessá-

ria e suficiente para que uma sucessao (u 1 seja uniformemente
{ n n (N

convergente sôbre todo compacto contiio em O, é que a condiçao (A)

se verifique para tojo conjunto finito de funçoes de (F).
Trocando-se os papéis das funçoes x(z) e u(z), pode-

se anunciar critério análogo para a convergência uniforme num aberto

quo ccntém (F), de ac8rdo com a seguinte

Observaçao~. A convergência forte de uma sucessao

\. 1 de fFl_ equivale a convergência ~a topologia envolt6rialXnnE.N L

Te que, por sua vez, significa convergência uniforme (Frop.9) no

interior de um oportuno F, isto é, convorgência uniformo de x (z)
n n

para x(z) num ccnjunto aberto que ccntGm F. Ccncllli-se, c::.êstemo-

le, que .ê: t opolog.í a fraca ~ .ê:. topologia forte sôbre [FJ têracomo

sucessoes cenverg8ntes, precisam~nt8 as sucessces que iefinem 8 r8-

gularilade dos funcionais lineares analítices definidcs s8bre (F).

§ 5 - Demonstraçao lireta da represent8ç~~ ~cs funcio-

nais lineares contínuos G.efini(~osSr:J. [01 ç~.

Neste par ágr afc é a pr-e seri taLa uma cutra ~GlIiOnstraçaod.e

que a tcpolcgia da convorgancia uniferQG s8bre as purtes compactas

de -(li'1 E)c, .i:J, , da c~nvergência uni-O e raenos fina que a topologia

ferme sôbr-e as partes fracamente compactas de E = lF 1. Par-a êste
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fim, demonstra-se que o dual de [010 é.o espaço vectorial [Fj

o que equivale a dizer: os funcionais lineares cont.i nuoe \fl(u) na

topologia o sac representados pela integral complexa

1> (u) (i,u) ""2~i r x(z)u(z)dz,

Jr
onde u E. ~ O) e

sendo contínuo sôbre o espaço de Fré-

e um numero positivo <r> O, tal que, de u E. (01 r com

\cp(u)\ ~ 1. Far a u(z) f. LO-j(3_ se-

ja ~ a sua restriçao a K e B c espa ç c de Banach das funçoes

regul~res sôbre X, isto é, o espaço vectcrial topológicc normadc cu

sup. \u(z)\ +00. E' claro que êste es
z (K
u ---? "x e urnaapLi.c a ç ac linear do

chet [oJ
0

tid.oem O

\ u( z ) \ ~ l)

, existe um compacto, em particular, um domínio K, con-

O funcional

sôbre K, siga-se

ja norma é daJa por

= ~(v). Com efoito, ~{

In Cu(z ) -v( z)] \ = O {, ()

paço e de Banach. A aplicaçao

espaço I:OJ(3 sôbr e uma parte A do espaço B. Observe-s~, neste

pertencem a (OJ
0

e ~ = vK' entao ~(u)=

sendo igual a v
K
' segue-se que

\~[n(u-v)]\ ~ 1, qualquer

~(u) = i (v). O

u e vponto, que se

s ôbr e

que seja o inteiro positivo n, o qu~ acarreta,

que se acabeu de demonstrar prova que existe um e um únic~ funcional

e

que \u(z)l < 1 arrasta

\\~ \\ = sup , \ '\li (%) \
.l. \I~I\~l 1.

linear ir sôbr e A e tal que ir(~) = r(u). O funcional ~

contínuo. Com efeito, de \u(z)\ ~ c --~ \\f(u)!.{.1, segue-se

\~ (u)\ ~ l/c e portant o

.S:; e i' é contínuo.

A sendo um sub-espaço linear de B, o teGrema de Hahn-

Banach (rrop.15, Cap.I) mostra que é possível }:>rolongaro funcional

1--, como funcional linear e c(,Jntínu~~ao espaço de Banach B. Nestas

condiç~es, seja t4K e at a funçao definida sôbre K por
1 \ 1.-

at (z) = t-z' E' claro Que at ct.. B. De acôrdo com os resultados do

número 2, dêste capítulo, e do teorema de Cauchy, existe ur:Jareuniao

1
-;

de um número finitG de curvas de Jordan tal que
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u(z)
_l_J u(t)

dt,
2YTi t - z

r
para Z~K.

onde

_l_J u(t) dt
2 ni t - z

r

1im g (z)
n

n~oo

Mas

g (z)
n

1
z rr i

u(tk)(uk+l-~)

t
k

- z

e a convergência u( z ) é uniforme on para

C' ,
e um conjunto fechado contido em .1. e que contem

z E.. C, og

K. Segue-de c
se, que g (z)

n
u(z) na tOfP~?gia de espaço e Banach B e,

portanto,

1
2ni

Cemo ~ (u) = y(~), vem:

1 r·= 2Tli Jru(t)X(t)dt,

(22)
é regular para t ~K. Observe-se que e~

I

cnIe

ta representaçao so ~epende da classe x e que o caminho [' separa

os pcntos onde x~t) n;o está definida dos pontos onde u(t) nao

está definida. Em conclusao, ~(u) = (x,u). (Q.E.:D.).

Obse.rvação - Os funcionais lineares e contínuos defini-

dos no espaço ~°J 0>

guinte: se a funç~o analítica de Juas variáveis

- -sao funcionais que satisfazem a ccndiçao se-

u( z , C>( ), com z (O,

(2) Ver Walsh, I and A, pg.10, Teor.5.

(22) Note-se que x(t) tende pare. zero quando t tende para o pon-

to nc infinito.
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e ó( (Cl (conjunto aberto conveniente da esfera complexa)

considerada como função (g) de z pertence a ), entao

< x,u(z, J..) > é função regular (gg) de 0(. Êstes funcionais linea-

res possuem a propriedade fundamental dos funcionais analíticos li-

neares que é a da conservação da analiticidade em relação ao parâme-

tro ~, apezar de nao pertencerem a esta classe, pois seu campo de

definição nao é um conjunto (F), ou região linear na nomenclatura de
(000)

Fantappie ~;= • Identificando-se, como é permitido, a classe dos

funcionais analíticos com o espaço vectorial [OJ e os funcionais

lineares contínuos definidos em loj (3 com o espaço vectorial (F],

estas juas c~asses apresentam-se como mutuamente duais. E'- de se pr~

srunirque todo funcional linear definido sôbre um conjunto linear de

funçõos localmente analíticas, no sentido de Fantappie (ver Fantappie

111, pg.24) e que possui a pr-opr í.e dade de conservar a an 1".1iticidade

em relaçao a um parâmetro pertença a uma das classes acima menciona-

das.

Seja FI um conjunto compacto contido em O, é claro,

então, que [FI] ~r_O}. Tomando um ponto zl de O nao contido em

Fl' o funcional linear contínuo ~ em Co} r' definido por

'P( u) = u(zl)' não é um funcional linear d.e (Fl-l,portanto, nem to

do funci onal linear contínuo em (O] f.> ' ou, [O} com a topologia

G(E' ,E), pode ser prolongado a um funcional linear contínuo em

~ 1 e a topologia induzida por [Fll nao coincide neci ~ mais fina-Le
que a topologia ú(E',E) de [OJ (pois, caso contrário, seria sem-

pre possível o prolongamento).

(g) Ver a noçao de linha analítica em Fantappie, 111, pg.27.

(gg)
Osgood, I, pg.322.

(ggg) Fantappie, 111, pg.24.
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A P Ê N D IC E I.

Seja O uma regiao que nao contém o ponto no infinito

e cuja fronteira e constituida por um números finito de contôrnos

C, Cl, .•. ,Ck que riao se cort am e onde o con sorno c, contém no seu

interior os contôrnos Cl,C2, ••• ,Ck• Sejam zl,z2, ..;,zk pontos in-

teriores às curvas de Jordan Cl,C2
, ••.,C

k
• Nestas condiçoes, pode-

se demonstrar a seguinte

1
--~~-n-' onde j~1,2, ••. ,k e
(z-z .)

J
espaço [OJ (~ •

Para demonstr&-la, aplica-se a Proposiçao 22, do Capitu-

lo l, o que equivale a dizer, condição necessária e suficiente para

que .A seja total, é que a relação ,'(x,u > =: O, para todo u E..A,
1

implica x = O. Em particular, para u(z) = l' vem:
(z-z o )n+

J

Proposiçao !. ° conjunto .A constituido, pelas funç~es

n E N, é um conjunto total no
n

1, z ,

1 j x( z) 1 L xCz) dz
x(n)(z.)

<:. -, dz J

°x , U I
2ni (z_z)n+l

::

2ni ( )n+l
=' n!

z-z.
J

r J

(C 'o
J

G n

e um contôrno que contém C o no seu interior) para
J

inteiro positivo qualquer, o que implica, que x(z)

j=l, •..,k

é idênti-

camente nula no interior de Ci,C2, ...,Ck. Mas, por cutro lado,

r : n"",-x,z I
1

2Tí i
1

2T1 i
O

(C' cont6rno contido em C e que contém os contôrnos C! no seu_ J

interior) para n inteiro nao negativo qualquer, arrasta x(z)=O,

para todo z exterior a CI• Em conclusao x(z) é nula num aberto

que contém o complementar de 0, logo x = o. (Q.E.D.).



- 59 -

A proposiçao que acaba de ser demonstrada é equivalente

ao clássico Teorema de Runge, pois dizer que A e total (Def.ll,

Cap.I) é dizer que tôda funç~o regular em 0, pode ser uniformemen-

te aproximada, sôbre todo compacto contido em 0, 'por uma combina-

çao linear de funçoes racionais com polos nos pontos

zl,z2, ...,zk e vo. Caso a regia o ° seja simplesmente conexa e

nao contenha o fonto 00, segue-se a possibilidade Ge aproximaçao

uniforme sôbre tOGO compactc contido em ° de qualquer funçao regu-

lar em 0, por meio de polinômios.

Fode-se demonstrar também as seguintes proposiçoes:

Froposiçao~. Seja F um conjunto fechado próprio qual

quer da esfera complexa. Condição necessária e suficiente para que

uma funçao de (F) possa ser aproximada uniformemente por funçoes

racionais cem pelos nos pontos zl,z2~ ...,zk'~.•' e que um pelo me-
'. -

nos, dêstes pontos, pertença a cada uma das regioes em que F sep~

ra o plano. (Prop.2, do Capítulo 11).

Esta prcposiçao diz, portanto, que os elementos

r '-'1'- -

L (z-zk)n J
ios como foi in1ica~o, constituem ~~ conjunto total. Indicando-se um

Xk ;
,n com n inteiro positivo e os pontos escolhi

representante de um elemento genérico dêsse conjunto com a notaçao

<. '-xk ,u /,n
xk ,para demonstrar a prcposiç~o basta verificar que. ,n
qualquer que seja k, implica u=O. Mas,

r u(z) dz

J (z-z )n+l
r k
-I

1
2ni

onde rl e um contôrno de r que contém zk' Segue-se, dêste cál
culo, que a funçao u(z) e ilênticamente nula em cads.uma das regi-
oes em que ° = CF se deccmpoe; ela e, portanto, idênticamente nu-

la e o conjunto de ele~entos xk e total. (Q.E.D.).,n

=0,
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Proposiçao 1. Seja O um conjunto aberte próprio Qual

Quer Qa esfera complexa. Condiç~o necessária e suficiente para Que

~~a funçao de [O] possa ser aproximada uniformemente por funçoes

z., j pertence a J, é Que, um pelo
J

Donos dêsses pontos, pertença a cada uma das componentes conexas fe-

raciúnais com polos nos pontos

chadas em que o complementar de O se decompoe.

Como no case anterior, trata-se de demonstrar Que as fUQ

I
çoes Uj,n(z) = ( )n+l

z-z._ J

/. "-provar Que a relaçac x,u I - O, Qualnuer nue seja o inteiro n"" j ,n - ':I. ':I.

e o índice j f J, arrasta ~ = o. Seja x(z) um representante de

x, Ci.efinidonum aberto [) Que contém F = CO; é sempr-e possível

encontrar uma vizinhança aberta (ll ce F, contido em {1 G com-

posta ce um·número finito ~e regioes. CaGa uma destas regioes conten

constituem um conjunto total. Basta, entao,

do componentes conexas de F, contém·~0ntos z. e raciocínio seme-J _

mostra Que a restriçao de x(z)

O. (Q.E.D.).

,
alhante ao da proposiç~J anterior

vizinhança 01 é idênticamente nula, portanto,

As duas propcsiçoes anteriores ilustram a dualidade exis

tente entre os espaços [O1 e (F] e generalizam o teorema de Run-

ge.
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