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ERRATA 
( ~ , , ) 
As linha s soo cont odc.s a l)2rtir do pG do pa gina 

, r 
Pag ~ 14, linha 16, em vez çle "re ticulo.do implicativo elo.s e: ic o 11 , ler II anel 

de Boole com unidade i;. 

Pág. 14, linha 7 ~ em vez de 11 ••• a álgebru de Boole is ornorfn •.• 11 , l e r" ••• 

, 
Png, 

, 
Pag. 

a &lgebr a de Boole obtida.como se indico no teoremn 6 . Qualquer álg~ 

de Boole isomorfa •.. ''. bra 

18, linha 7, em vez de 11 p =, q", l e r 11 p::::, p 1' . 

19, li:tJ,ha 11, em v ez de II r- p -"" q ; l ogo , p = q", ler li f-P "'-" p; logo 

p =- p"' -Pág . 19: ac r escentar, na Defini ção XI, o seguinte: 

1 

o 
por 

por 

Pág. 22 : Na Definiçno XVI, a co~diçÕo III) pode ser suprimida, po i s G con 

seqüência de I), II) e IV). 

Pág. 23, linha 12, em vez de "se tenha ", ler 11 se <~'lha F3), F 17) e qua l

quer urna das restantes: 11 

r 
efeito , Po.g . 24, linhs 20, em vez de 11 com efeito, se 11 l e r "com se, . . . 

' por ex. , 11 ... . 
, 

Pag , 25, linha 20, em vez de 11 Tarski 11 , l e r 11 Ro s enbloom 11 • 
, 

26, Pag . linhé\ 16, em vez de 11 finito 11 , ler "filtro 11 , 

ADENDA 

É conveniente observar que o teorema d e Stone, segundo o qual 

as álgebras de Boole e os aneis de Boole com unid:,de s~o estruturas e _ui-
, , ~ r ..v 

v alente s , pode se r estendido c.s algebr2s Cn, 1-. n<: IA! • Es t [:s o. l gebras ,~ao 

aneis (no sentido de Curry) booleano s com unid2de , nos qun i s re mhamref•:icid-ôs 

o.pcradores não monótonos. Por outro l ado , é evident e que as no ções de ide-

al, de nomomorfismo bivs lente 1 de mcdidG bivül ente (cf. o livro de Siko

rski, p. 16), etc ., podem se r g ener olizndns para os á l cebros em aprêço . 

Vnle , por exmnplo, o teoremo ~ Todo i deal própr i o I, numa 2l gcbra Cn, nc::w, 
é t 2l que ex i ste urna mE;;did2 biva l ente , m, s11t i sfazcmdo e. condiçoo ~ se x 

pertence a I, rn(x) = o . 

Em certns definições 9 como, v .g., na de 11n 11 9 subentende- se q_uo 

no definiens só figuram obs (na Dc e~)ça.o de Curry) fixos. 



~~~i,QMi.;:.;:.;;r...~·!.:l~~~i.."ii-~" - Er:l div ~sa._ publicaço"'" 
/ 

precedentes (cr os trabalh s [1] - (14} 7 /na Bibliograf 

o.esta tese), · edifi camos uma nova disciplina mntemátice.: a · .. '"" 
. ' .. 

ria dos sistemas formais inc nsis•tentos. Oom e te objetivo 

foi preciso elaborar cálculos lÓg cos diferentes dos usus 

especialmente pelo tato de que, p a e trut 

sist emas, não S pode 8mp1'egar os cálculo Ógi os comun, p 

is·to· ·os tol'na1'ia triv1n1 1 no sentido de tôda as suas fÓ 

serem teoremns_. 

Assim, tomos conduzidos, entre outros resul dos, os ,.·
4

,... 

culos proposicionais c11" 1 ~ ?1' w, nos cn'l ulos quantifico. :;h ... 

nais O:J., l .(. n.f.u,J! e ao cálculo .quantiticac:Lo1.3ais com ig ,. ,,,. 

= . 
dade Cn , 1 4 n4w • 

Com o desen-t'Q].~1. to de nossas pesquJ.se.s, surgiu, na -

rtllmnte, n questão . d . eJ.g b1'izatt o cál cUlos obtidos. A · p21 -

cipal dit1cul.dacle que apaHOéU foi e. segU:lntê: a negação 

nossos sistema,s 1Ó&1C08 , não ~ compatível com a ação ~e 

quivalência (entre propos ições) básica. ConseaÜenf;emen·te nJ:. 

se poderia passar ao quociente, como é u unlp_parn se eh e"' 
às álgebras 4e Lindenbaum correspondentes., 

Seguindo idéiaa de 0111'17 (ver ( 15 J e [ 16 J , que s :. 

refer e a _ope~ções não monótonas em reticulados ou, o que .. 
n.o mesmo .no âmbito de nessa tese, a operadores definido 

reticulados e que não são oompat!veis com .1:~l. çõas ~ e~,.u. . . 
A t A l encia undamentais_desaes ret1cuJ.a~os, procederaos e~ s -



Pa.~tindo, co11 Cmaty de raticulados ~ CJUG a rolnçõo b .

sico é uon rologão de e u:tvolôncin, investignoos oporo oras 

não monÓ'i;onos ri def ni o ne ... se~ roí;iculndo , que alcrcbriooo 

llS diVei'SOS f'O~DO.S do n gc.ão qUG r..ov!ono .. introduzido. e 

sultsdo di. to d"ss0s e, t o~ foro.m as Ól.geb O;:, cn, 1 ~ n 

que codstivuon uno cen . ol.J.zoço.o in ·erosso.ntG cL'ls Óleebrus 

BoolGe-

0 :pn:Jso =ned nto, r.m noas""' po g)lisa, cons i tuu e i.n.d 

gn~ se mo existi r inra o,t os tioo~ inpor'nnt ~ · ope dore~ 

r~o rnor;o()tonos eo reticulados . (I!a ~ rdo.d , CUr ,. no.s n 

cionc o possibilidade do tni oper ndo es, n nr ru o for co no 

nhum e:r.:eopl o i..T:Iportante ) 

SurproandentGClenta . então varif" . q e os o ~r ro 

de nossas álgebras Cn m ta.vara tllgêbr · cam.0nt0 coz:relo iov -o 

con os conectivos intennionais do. lór, ca~ com a fJUt 

tuicionista, com a teor··.a da conput~ç'"o e com a topoloGia ~G

r&J.<l 

A .f1na.lidnda dêste trabalho é, preci tlll:3nte . an es n 

a primeira sister!JEJ.timç:'o dos resuJ. todo nc·· :1ll e ~eria s º 

vêm observar que 8ll [ 8 J, [ 9] o ( .... ~ J --' 1,~ !anos p • 

do ru.suns aspectos do t(!lla. 

Cr8!l0s que coa esta tese obrinos novos horizontes 

ria dos reticulados. Porám, nosso t~abnlho deve s~r- enc~ 
N 111, ~- .. _.. N 

·tno somen~, COl!lO .u.1.cicndo a. too11ia gei dns opero .oe 

r10nótonas em reticulados. Estn circunstôncia oo de 

poJ.mente, a dois motivos: l a)não pr.ocurn os o .. nboro. ... , 



tnwos 

Sob ce:»1.,0 pon~o d· v:tsta 

0 poc·· ais ve tilndos, 

tn ~s oco ó ~ Ge tJ.. 2Q) 

l.GC .aos ao nív -~ o cÓl ctt1 o p 2 

i.J.$0 e j if' ... , p o ... 
.., 

CC!r1~ 1}::'i.P,Gtf) o. c1 ....... .., 
"'"'7.t, " T0.9. o llO cupí üo da ·e r 

(l) 

f 

d -

f'(o.1,ª2 : • · · 0n> =~ .. 
ou n= 2, f diz-se~ 1"especr;;:.tvn.nonte: tunc. opero.çuo 

• •,~):;; :f (s1~· 2 

... 3 

b:: (! OCCtl:l'eto f(a..,_ ,c.z 
" ,, • ,a . i C ~D •• +"J. -, .. e (' ) 



çno t dénoni!lo-sê compat:Ível oan :: quando fÔr 1-compot!val. 

aom ::=: porn todo 1, 1 , 1 4 n. 

SOBU111do o. terminologia de CUl'l'f ( 15 ] 8 [ 16 J t poda

nos aqu.t oonsiüarar ns expressões "operação monótona relati• 

vonanta o E " (ttoperaçõo i-l!lOOÓtono relntivCJ!lenta a="> e 

"operaçõo coopot1vel com o ralação E '1 («operoçõo 1-c01?1POtí 

vo1 com n roloç5o = ") como sinônimas, mUi to emborn, Zltl 1'9f.. 

lidada, a tG.ttr12noJ.oeitl do 1Óg1co norteomar1cono seja !?I01e 

geral e oois conveniente do que a comtlf!l. 

A opemgõo n-hi& t cbtlma-so idempotente coo roferôn

cia a E 011 = -idempotente sa, para todo & pertanoentie n 

s, tiveNOa 

t(a,a, ••• ,a)= a. 

Clt olaro que na definição anterior convém excluir os .2. 

perad01'ê8e) 

S8 r fÔit =-idempotente, t dir-so-á, simplesmente, 1 
dempotente. 

Paro nós, ma álgebra é uma qu.mtupln, Cs, (s1>1EI' 

CB3)jE:J' (fk~X' (Om>mttM), onda 1 

s <S m con3unto não vazio; 

(s1>1e 1 é tna famÍl.ia tinite. de subconjuntos de s, 
CR3) j E J é uma familio fi.'flito de relt1.çõas definido.e oc S; 

(fk)ke: JC é uma tamilla tini ta de operações clofinidns o~ t~, 

e K F f4 

(Om)mft M ' uma tamb.io f1n1 ta do elonontos elo S • 

- 4 -



,.. e, '3 0-> oas, r 
ae l ·~ álecb~ :ta ·n C0 s a 

.fJ., ·, I! . ... geo~.i..c-.~ 
' '' O.[.e n~oe .100.e ser 

socint.:. n · r e·;c, C:X:·ah. -.i. .. t 1'l'aS(:;lltD.••SG ~ 

' 
(3) < si (eti 

1 E: ,, (R.1) j{:' J (. 1,.)k ,_ 

i ·~ çiio precs•e . de o~rer m dif e ., 

o.ais 
,. 

d ,., 
obra. 01 

a.e clCI') e m o tu Qi t...18 e 
prese ta se~te i.!l{~e:~ • 

4) ( s, = , /\ . V ' i.i o , .1. ) 

ele ant

(4i 9 f'lca ..»Ubenten;.; ida lltl notação.. I noto rio (:;) s 

cortoti tll.emen· os p do . 11 s~r der. i.lu .. do em · 

• u nt Jn. i · • . A• C!i.rn, por - emplo 
de Dool 

Ólgeb n lógicas 

nos uma ãa operaçõ ('_! f , E. K . ôr id~mpot0n·· e ( 

a c•~ri·ct", ,..: ação da qiliFr-JJ.Ônci.r.1)0 

.., 
•!)'" s 

e 

se 

opo~ações não monótonas com refe ·ê!lcio n d -~e,d:.u.n:ido.s r · 
~ A • A ~~ b o.e eql..'t.v .enc;t-a ~e sa. c-u.ge 1·a 

lfos t~ te e, võo nos inte ... so,, .,o· , ~ 

gicas do Curry que contêm a nas ope odo~os n-n mo ét cs-

e ;e 

a--
. J.r: 

> 
ic-

.O· 

d ... 

f • ..,. 



minologia e a~ notoçõos emp egudo s~o adD.p ,., 
goes 

das utilizadas nas ob1.c;:. constantes da Biblioe afia 

riào pensnmos er ru cessário -produzir aqUi d· iru.c 

resti!. tados quo devem sc:r, conhecidos do spacialis 

-tese p1~octt·.-amos aprese.. :al'" i'micemsn e . sul ado or e 
sos e os pou· os qu~ fog--• · a -sta incluído 

e o 1 Pai'~ r.ão erubc. 1açai .. inte:· ·ament a oontinUi de 

Convém tai=I!limtr e · .a t!eeç ~ o e ·"!l alguu 

re·tieulados. (Essanc · '"'ente.. •. ~'J : · mo a i t iz 

[15] e [16] .) 

Confo!'l!le sa tome e mo n .... e ·e .. •i,,..ul 

do a rcle.ç"".o = equi a" A-1cio.) u a reJ.e.ção ~ (de q . e o d.em) 

poüem.os raprasentá-10:. ·; p~c vamsnt , pela n ta .;;;,o 

< ·s, = ~ /\ , V ) . 
ou pele, notação 

< s, '-
Qn.,~.lquer das relaç . o a ou ~ 

ms :to da ou·Gro. º 
-Odé SGl' d fir...iaa po 

.. o primeiro el.emen\lo da um :r:eticutndo: e .... e ex.is ··a, e u 

de:notndo per " 1 " e o nan.ori e so nota.$ po "O' º De modo 

gcra:t. , o~ la:nentos da lfi'l reticuJ.ado se!. ""o s: nfü . i.L •• • do 1 a 

let1 as lo tinas ~cu.t~s 

sa no :r.eticulado < , ==·, A ,V ) (ou (s, ~ .,A . 1 > 
esti 'i1'9r · etinido o opercdor ,,: que a Ct'. a p ~ s · az cor· .. 

d.êr p* €. s, 'túl raticUlado se á J:·"'presont 
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'J =" 
ot _, ao q 

p t_:eo 

do 

o 

No a: o na 

T rminand 

qui nosso ag adec 

Cw cy, pelo int rêsse 
~ 

la correspondencia ' 

Guillaum , com quem 

u: 

sua críticas e sugestõe 

qu tornou possível odes n l 

prof. Celso Vol , por ha as 

ção destn tese. 



CAP1TULO I .. __ ,,,,.., era 

1- Os ,eálcwJ.,~1 º .... IJo êStudo do<J ~:lstemos i::&ccnsistf;,11.,., 

tes, como já clisserrios, fomos levoã.os e. oc1ifie~.t· ur.ui. hie~:L-. :p.:da 

de cálculos proposiciona:ls c0 ,s_,c2 , .. ., ... ,cn, ,.i,,,(, ,c...w, o ;L-::i= 

so hierarquia, ver [ l ] e [ 10 ] ., ~ "J\s er.>nectüros 'b~:,;:icc$ .,o 

tais cá:tculo são: :,(se º"º?logo . •• , &: (e), V {cu), ··, (11i!o) 

e "' (se e sômento se ) ; êste Úl tino conecti'tr\J pode ...,e;r- (ofini,... 

do em função dê ::, e d.e & como é usi~~. 

PostUl.ados de c1 
A B e ,.. ~ ' ,_, Aº " b ~ .... _.,, . , e sao .ormc.:u.ns e e e r~viuçno a~ 

1 ) A .:::, (B .:> A ) 

2) (A ::, B) :) ( (A ::> (B :, C)) :::J (A _J C) ) 

3) A A ::)B 

B 

4) A & B .:>A 

5) A & B .::)B 

6) A .:> (B:) A & B) 

7) A :::>AvB 

_8) B.::,AVB 

9 > CA :) e> ::) e cn ::> 1 > .::> c1~ v B ..:, e ) ) 

10) 77 A =>A 

. 8 .... 



11 A \liA 

12) nº ::><e ::'.l B) ::> ( (A :::>1B) ::, 1 )) 

13) r: 0 & Bº ::> (A.::> B)º 

14) o & B =., (A & B)º 
I 

i5) li o &. Eº ~ (A V B)º 

6) o ::::> (1A) 4 

Al abrevia llº 

An rbrevia A .o ••• o ond, ~t 

..,, ul J 1 o .t,t• · orm , o :im. o o .1, i a n vêz. ( n é 

mnior ou igu a 1). 
(l ab cvia 1 

PostUlados de cn, :- ( n<w º 

sãos os nesmcs de , excessfü1 fe:t tn de 12) - 6) , q 
✓ 

sno substit:i dos, respe tivnoenta, elo~ sccruintsj;J 

12n_1 B(n) ::, ( (A ::, B) ::> ( (A .:)lB) _. 1A)) 

l:n) A (n) 8c B(n ::> (A :) B) (n) 

~ '-tn) A (n) B(n) .:::> (A & D) (n) 

15n) A(n) B(n' ::, ( V B) (n) 

16n) A (n) ::, C-1 A) (n) º 

Pos tulndos de Cc.u • 

S~o os mesmos de Ci, suprimindo ... se 12) , l Ç 

Qq cnl.culos Cn, 1 & n~w , por suem muito•: dn r · eclL -

- 9 -



, 
e 

e j l ~ n<w 

2 -~-=it::..JJ~·d•,;;•.r~~1 - s.s 

vis to de 1) - 9) , Oi ', o . ,o 

culado ioplicnt v ub a o Co se 

eBUo- e que Asse reticulnd e po ~ 

Aléo disso, pelos e~q ama . O) 6 

ticulo.do se acho defini o Ui I ope ad 

1 , possu.indo olgumss da pro 

boa eonoo 

Pº a" revia /\ ) 
, . 

Em rasuoo, ~ e, al~eb. ·icOI!lonto, un re · e 

vo absoluto, ( S - , :::, , ,. , V o , ' ) .. e 

to, no qual. se acho defi.m.d, ur.1 operador , sati,;) 

condições. 

pvp' =- 1 

P" t. p 

q O (. (p ::> q) :::> ( (p ) q 11) ::, p 1) 

PºA qº '-. (p .:::>q)º 

PºA qº ~ (p V q)º 

PºA qº l ( Aq)º 

- 10 

s 



(Obse:rvo.ção: p ::; q <==> (p ~ q a q -' p).) 

Deüominnremos un ~eticulndo do tipo anterior de tittcu 
l.w"l2. C:J. ou Ji~JZLl º1 º 

Desde que p = q não acarreta p' a q 1 (ver C 2] a 

[ 10 ] ) , isto é, o operador ' ruio é monótono relntivamonte 

à relação do equivnlêncin =, não se poda passar ao quociê!! 

te cono é 1:.tn1J:ttu.al º 

Def:i.nir:r.ío IV'. 
~ .... ~.li\"~~~ 

:.-mB.l"'~J .. , Nuno. nJ.gebro. c1 , tem-se t 

a4 h~ b:Jc~ a-:,o 

o~b s:i, c::::)a~c::>b. 

~~~<!) ffina á:Lgebrn. e;_ é um reticulado implicati

vo o.bsoluto@ 

!@~~-~• Ern uma álgebra Oi ( quaisquer qua sejam ã., h 
0 .s, el0mentos dessa nleebra), são VÓlidas ns expressões aba! 

.xo: 

a ::> b ~ a I\ e_:., b A.C 

a .::J a A b -= a :::> b = a ::J (a :, 'b) 

-11 -



se: 

(o ::>c)v (b :)e) 4 n/\b.::) e 

e v (o. ::>b) ~ (ave) :::> (b "e) 

n" b k (a ::, b) ::, b 

{u =:>b) /\ (b:> o)= {o." b) :::::> (n A b) 

"' A ' ' d t DGt:1onstrocoo. 116.logn o do tcoror~ praco on o. 

Teoreri..g 3. "En ur.;m. nlrebrel c1 m:isto oe:ior elononto o to:i-

n A (o :::,b) ~ b 

o. =1 ::::ra 

a4b~l4a::,b 

De!!lonstr~çpo. Decorrênci~ dos Ól:;ebrns Oi soro:J rotj.culo

dos i~plicntivos. 

Teoror.l{l 4, TÔdo Ólr;ebrn c1 é distributiva o to□-sa: 

(a" b) ::>e =:(a .::,b) v (b::, e) 

Teorer.lD. 2• Em un reticulntlo c17 P* é o conplc8anto boolo~ 

no de p; lo~o, 

Denonstr~ção. Temoss 

1) Pº, P'IPº 

2) (pº)' 4 ((P/\P 1 )')' 4 PAP 1 4 P ,4 pvpº 

i oeo, de 1) e de 2), 

Pº\/ (pº)' ' p Vpº • 

-12 -



resulta quo 

3) 

Mas, 
º-pvp s=s • 

4) pvp' ~ l. 

Da 3) e 4) ndvém 

(pv p ') A (pvp0
) :n l, 

Por outro lado, como 

resul.ta 

donde 

ou 

P/\P*Al ~ P 1
,', PAP*~ l_ .::>p', 

PAP*Al"- Pº. ', !)Api::~ 1 :::) Pº, 

PAP*-4 O, 

PAP* = O. 

-13 -



ieorgO{L q º Em uc rotict".lado Ci, o ostrutura conposta 

lo conjunto sub3acento o ôase ~oticu.1.ndo e pelas oparnções /\ 

V o • é uma Ólgobrn de Doole. 

pemoMtraç&o. Conseqüêncin do tGoroma anteriOl'o 
"' ,. ,. 

'lepr,ma,_'Z. Tõda dlgebl'a c1 e m rot1oulado itlplica ti vo 
, ,. 

ela.a ico. Logo, paro qunisquar eletlentos A e 11, dessa õlgobra 

sõo vÓlidtls as relações 

o. V (n ::lb) =: 1 

( lei da Pe11'oe) 

(a .:::l b) .:::> b ' n V b . 
P!Wm@trnção. Corolário do. tato de tÔdn álgebra c1 ser um 

reticulado 1mplicntivo clássico. 

De contormidada c01!1 o teorema t;, a estruturo OOt!lpOsto pe

lo con3unto subjacente a Ul?ltl álgebra c1 e pelas opero.çõas /\ 

V, a • é uma álgebra de Boole, ou;Jo relação básica é ar 

gão de equivalência = (ou a quase ordem ~ ) • Poda-se no en

tanto, passr1~ ao quociente e obter ama álgebra de Boole na -

cepgão usual. Com apÔio nesta observação, f'ornn.tlor.ios a seguin

te, 

Def'iniçio I• se~a < s, =,=>,/\,V , o , • > uma ál~ 

bra Oi_ e < s, = , /\ , V , * ) a Ólgebra da Boole isoo.orf'a à 

tÍl.gebra quociente de < s, =. , A , V , • ')' por = , . denomina-
~ ' #. A se wlm>EA da BgoJ.e assocind& a, áltmbra Pi en 9.Preço. 

A teorein da representação das Ólgebrns de Boole de sto , 

quer do p1sma conjuntisto, quer d~ ponto de Vista topológico 

pode ser estendida às ~geb:raa Ci_• Os resUltados mais import 

tes no ~cante à represantaçlío das t:Ílgebras c1 são os saguinte, 

-14 -



1~?~~1'.ík'1. ªº TÔd.a w.gebra c1 6 o.s.)ociade. o. UI!l corpo reduzl 

êlo do (• ll:1untoso 

JLGfit..<r~t-~~,2o De füto, qualquer {J.gebra ~ acbn-se asso

ciado n t"!I!.1~ Úlgcbi do Boole cujo relação bÚsicn é a g'W:lldo.

de., i•w.s ,i pe o t ox:~ e.a -,en1~e .. •.entnçr..o de Stone (ve~, p e·~- , 

Riko .slti ( 2l .J), · tSdo Ólgc'bra de Bcmle é 1soraori"a f?. um CO'.\!'PO 

~Gduzió.c, <L: CC' ~juntos(; 

1~e~:..Jl.. TAda ál.gcbro Oi ' assocind~ ªº corpo dos coll 

jt:.n ,OEJ no r03 mo tempo ab rtos e ? • chados .. a um ospa~o de 

Hnussdo f e r-,pn 'to G totcl.u1s• ,.b'!' desconexo" 

S~eloont à loto ·ema anteriorº 
,, 

. t:aro · sant.a e a ecru.inte!• 

n -:wto.;i álgei::l.~us ""1 ,:;-,no :l- mo~fas nssocin" ·, <! 

~ m~~w: â.lcebra ae B~Q1õ~ ax.t~t~n? 

.?ilia o qu.e C'.'€) d.i w· 

ste.ntn, al gur s asul to.dooº 

S - n fôr um :tntul .. o mnior ou igt1!U a l , 
1 

(l) l 



P (n+: ) Qbrovic p (n) l't pn+l 

Isto ?OSto, t1.1Jn él::.;( bra cn, 1 < n <w, ó un rotict'llo.do 

inplicc.tivo absoluto, co pri."1Ciro elo:icnto, !10 qu...':l se nchn 

dofir-itlo u1 oporc.eor sat: srozoni!.o ~s cor.:.tliçõos: 

P" 4 P 

q (n) ~ (p ::>q) :::> ( (i :::> 4 , ) :::> P, ) 

P (n)A q (n) 4 (p ::> q: (n) 

P(n)" q (n) ~ (p /\ •q: (n) 

P (n)" q (n) "- (p vq) ·:n) 

P (n) 4 (p, ) (n) 

l'oorw 19. TÔen á:i.3etra cn, 1 <. n<.w , é uo 1'ot1ct1lndo 

ossocintivoo 

Teorooo 11 º Umo óJ.ccbrc cn, 1 <. n <. u,, ó u:1 roticul.cdo 

il!lplico.tivo clássico. 

4- As Ãlr;ebrns eu,. •· Do po11to de vista al.3Óbrico, Cu, ó 

ur.i reticulQdo 1~ip11cQtivo abDoluto coo o operador' , nno 1;\2. 

nóto~o, sctisfnzendo os postulados 

Os reticulndos do tipo- prococ1onto a.enoninnt'l-SG raticuJ.a ... 

(10S Cu, ou éJ.~ebro.s Cu, • 

,Trmronn 12. As ál~obros Cw '!:1.~o o5o rcticu.lc.dos i-:1!)li

cntivos clássicos o 1:..éo _1ossuo_1, o::: c;ornl, nri::ioiro olo·1ontoo 

'.i'aorcrn 13. 
(n,n = 0,1,2, ••• ,w). 
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Teo1"0êQ. 14. TÔclo ÓlGobrn õ.e Boole é u.r:i reticulado Cn, 

1 ~ n,w º 

ObservgçQo. Divérsos exemplos do Ül3ebrns C11, l ~ 11-'u.> , 

defi11idos por meio de matrizes, podem ser encont~odon en [10) 

e eo [ 13]. 

5- il5ebrns prouosiaionois cl. - Vru::ios, ngora, introduzir 

o conceito de Ó~gabrn proposiciov..ol c1 , que eenoroJ.1za o con

coi to · de Ólgebrn de Boole proposicional de Rosenbloom [ 20 J. 
Partindo das álgebras cn, 1 < · 11-'UJ , to.mbér:i poderíaoos eri3ir 

a teoria do.s álgcbros proposicionnis Cn' 1 < n & w º Porém, c.2, 

mo esta Últioo ganerolizaçüo é semelhnnte à primeira, sàoonte 

trntnreoos das álgebras proposicionnis Ci• 
Denoinil'lareooo de álgebra proposicional C:r_ a tt90 álccbro 

< s, s , ::, , /\, V , 7 ) ,oi.,..de se s ( e s # ~ ) , ::, , /\. o 

V são opernções biná1•ins em S e 7 é um opercdol" em S , sendo 

satisfeitos os postulodoss 
,._ 

Al) p ,q e S => p ::, (q :::> p) e: S 

-A2) p,q,re: S ~ (p ::>q) ::::>((p :::>(q ::)r)):::>(p::>r))E: S 

A:3) 

Al.s.) 

A5) 

A6) 

A7) 

ºA8) 

A9) 

,J 

(pE S 
..., -

a p::,qE:S).=>qe: S 

,-J 

p ,q € S => p /\ q ::::> r E S 

,J 

p,q E S ==> p :::,(q .::> pAq) E: _S 
,., 

p,qe: s ::::::>p ::> pvq e: s 

-p ,q E S ~ q ,::, p V q E S 
,.., 

P,4 ,rE.S =,,(p :::> r):::>( {q :> :r) ::> (p v q ;> r)) e:- S 

-17 -



1 p E'"' ⇒ pv E ~ 
' 

1U2) t'J E S ⇒ pº::, ( (p ::, q) :::> ( (p:>1 q) .::::,1 p) J E' S 

JU3 P iq E: G ⇒Pº/\ qo:::, (p.::, q )ºe: ã 

AI.4) i Q e: S =>pº/\ qº ::> (p Aq.)0 e: Õ 

Al5) :14 e:~ ~Pº/\ qº ::,(pyq)º e: S 

A16) E:S~po =>(1p)º E:6 
( Pº o ?OVia 7 (p I\ 7 p)). 

Dof p N q obrovid (p :::, q) /\ (q ::> p) 

-'-'De.:=.:f:.:1=--~"""-C=-• t-- p nbroviO pe 6. 

Teor : 70, 15. TÔdn &1.--obrc elo Doolo :Jropo icio 

e bra pro ~s1cio~'1l. Ci• 

, 
o -

t ... "" , ,.. ~ .. b , l)ocons e- o. Consoc1ttol1cic. c1c pro!)r1n nô()oo o <.:.1.GC a e 

Doolo prc-osicion.rl. (Conv&t insistir, no ontn~to, q .o op i 

çõcs &: {_crel,r 

rn usu..."'.l. 

Oi cor.raspo! ~ontc dova":l sor c!ef'1r:.ic:. s uo 

1 ) l-- p .:) p 

Z) t--pl\q IV ql\p 

3) J- (p ::> q) A (q ::>p) ,v (p "'q) 

4) 1-- pvq ""q vp 

5) t-- (p ,V q) A (q ""r) :::> (. ,v r) 

6} J;:- PºA PI\ 1p :J q 

7) ,_ Q ::, (p ::, p) 



8) t-- (p /\ q) l\r ~ PA (q Ar) 

9) 1- (p ::>q) .:, (pAr :::> qA r) 

10) 1-- (pv q)Vr "'p v(q vr) 

ll) 1--PA (q vr) ,V (pAq) V (pl\r) 

12) f- p" (q I\ r) IV (p V q) I\ (p V r) 

13) J- p V (p ::,q) 

14) f- ( (p ::>q) :::,p) ::, p 

15) f- (pº)º 

t>8t3n19Ã9 x. p=q por 1-p~q. 

Defip3cgo &I • . P '- q por t- p ::, q º 

Teorema 1z. == é uma relação do cquivclêncioo 

Dffl39nstnsi2• Por 1) do teoren1a 16 e por A6, deduz-s0 

que f-p,.,.,,q; logo, p=q. 

SUpon.'h.amos que t-p ,v q, ou seja, que 1-- (p.::,q) /\(q::J p)J 

por 3) do teorema l 6, . rest1l te. 1-- (p ::, p) A (p .:::> ~) , donde 

1- q ,v p. Então, p=q acarreta q =P• 

Se p = q a q = r, resulta p = r, aplicando-se 5) do 
teorema 16 e A6. 

Teorema 18. ~ é uma quase ordem. 

Demonstração. Como t-p :::, p, vâ-se que p "- p. AJ.Óm di§. 

so, de. t- p :, q e t- q ::, r obtéci-se, f'Õcil□ente, t- p .::J 1--. 



< - ~ ,. ,. 7 
I;"-:.2,.1:,g_m8. -ª-· Se s' s, ::>' A ' " , 7 / for t'l.r:'le. lU.[';0Dl'C 

proposicio:nG.1 c1 , se -c1efi11i1 .. mos = e O cono o.t1tGrio1"'men-to o 

se 1 abrevio 7 , en-tno · < S, = , ::, , /\ , V , O , ') 6 LilJD. 

,. 
álgebra~~ 

De5!l_o.ll§~~-QS:E9..• Bestn vorifioar qv.o tôoos os conclições do 

étofiniçêto do álgebra c1 flÕo antisfoitns. 

( $, =, ::>,/\,V, o , ') fôr tilno. 
,.,, 
S como. o conju.."1to elos elem.cn·tos p do S 

tain que p = q :::, q, para v1b~ .pE:" S, o represe::.1·tnndo-se o ova 
radar t por .7 , < s, S , :, , V , /\ , 7 > é tlBD filgebrn p1'\opo

sic:i.o.r.,al c1 º 

D0@9nstrnsã'.2• JU~~logo à do teor0n10 precedente. 

As proposições anteriores evidonciam que Ólgcbrn c1 o Ól• 

geb~o proposicio11Sl ~ sno estruturas êquiva:t .. 0ntos. Dêss0 nodo, 

tudo o que .Vf'.J.er par2 tl'.!l':\ dolr.s l)ôde ser ndap·tado n ou·trn. As

sim, par~ as 61geõrns proposicio11.ais c1 domonstrn.m-so, sem di

ficuldade, teor$rt13s d.o reprcs011tação cono os teorema 8 e 9. 

2-:e.q:re~ ...... ~• Üa álgcbrt:1 proposiciontü. c1 , < o, s, ::, , /\ ~ 
V 7 > i'.J 7 ... ' ,. o1 ~ • t -- , , o opol'ac,.or no.o e monowno r a 111. vr-w1011 e a = 

Def1.ui~Õ.o XII. 
-~-.. ,. etevl'ilialk 

I2SJ..fin:lq~p, J~ill• 

!)0sicio1"1 .. al Ci. El1tão, 

sº = { p p e: S e l--t}º} 
'sº ::: { p p e: $ o J-pº I\ p} 

< s, s, 
< o· "'O 

s ' s ' 

- 20 ·-
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, 
filg ,bra de B cole p :oposicionulG 

}22rJ.~6ncifo; : )d.re-so mostrnt1 que os postulndos qu0 dcf::. 

ncLl o .-;once1. to c10 n. _gobi~n de Boole p1 .. oposicion31 , de ncôrdo 

cem Ro:mnbloou [20 ·. ,V .Jt, são vordnâ.eiros. A demo:r..s-trngõ:o, 

onbo1"0. ·cr-n'bnlbosn, .1tfo of o:rr:•co ne:..!J.twln dificuldade essencialº 

!onz5.dor0□00 n ÓJ.iebrn Ci ( S, == , ~ I\ , 

V;,, o r- t ) e s0ja sO = { p pés e p0
s 1] ; nestas con-

a.1çõos, <sº, =:E,/\ , \/ ti ' ) é umno. Ólgobrn do Boole. 

J.ntni·t:it'·smente ~ os teorcno.s 24 e 25 pntonteinm que, nus 

álgeb. ns c1 cu nas Ílg~bros proposicionnis c1 , os eleocntos 

trben c0,::1portndoc.11 :, Lsto é, os qt:.c sotisi'nzem o principio da 

nno con-'Gl:ndigno, co .1portal!l-SG do manoiru 11clássico" o 

D,2f..M~T5o XI[. ED umo. áJ.gebra uroposicionol Ci, cono nnn 

Ól.Gebr.ns c1 , 

?* abrovin. Dº/\ P'$ 

j:e,9r,9~10._22. S 3 < S, s, :-:-) , Ã , V , 7 ) :rôr uma âtgebra 

p!'oposicicnnl. q_, e :itõo (s, s, :, , /\ , \/ f ,:1 ,.1) é uma áJ.

aeb a de BJole prop,sicio!cl, coo o operador 7. 
l2,euonst~ e~~ Tersão do teorooo 6 par~ as úl.Gebrns pro-

pooici.on.nis" 

trar. cono a tco~:.tu :le Tarcl;:i e Z ~ s5bre 31steoas dedut:tvos 

1ode t.er estendidf:l. 1s Ólgobros Oi ... RE!suno das idéias de Tars7c' 

e s-~one encont!'n.sc 0n Rosenblooo (2o 1, p.44 e SGBU; ntos º 

Estu&:i..remos n 1.uos-tno unienoente nas ÕJ.gebras c1 e nas .f

r,eb:;!os p1,oposiciono is C:z_ J a ~enorn1izngõo dos resul tndos po~n 

o.s t.~gcb?!ns cn, l < n"w 9 e pnro. ns Ólcebz,o.s proposicionais cn, 



-< - ~w, ó inoclu ttJ. 

lis;Ão ÃY. ~Turtn ~bra Ci, 
t- - p amievin p :;:; 1. 

Polo. oxposiç5 feita, ê-so que os s:!abolos 11 \-- ", 

n ~ n , 11 ~: u , otc. , pOfleo s qre3Qdos, de oodo oq ui vni.ento, 

tn. :to ncts Ól.gobrml c1 cooo s Ólgebi-ns piioposicionais ~. 

Isto doco~re, ovider.tonento:, &l circunstêncio. dossns duas o -

truturu Be on est. tu.r(. s OC!uivalentos. Por isso, nasto sec

ção, dosenvol veroo,i a toorj.n dos sistocas dedutivos do toftlQ 

" "' - ' "' b uni.f'ico.dn roform,tc-nos ns w.gac.:-os Ci_ .o as ál.60 roo propo i-

cionc,is ~ imul.tÔl'l :000ntc1 q~:, falw,aos do "âl.Bobt-n" fica

rá subentendido q U:) so tro.t-~ do ç ~q-u&r 1:1;1 dos doio t1].')0S COA 

oiomdos do estrut3l !!.. 

Ilut:!l àleebrn: dO~eoos filtro m 

subc:,nju.'1:to 1 •o vo.z: o, r, clossn Ólgobro, SQtiDfasondo õs COA 

digões C i.. o 11 são ~coontcs q~aquei- da Qgebm ) 1 

I) a,b É F ==;, HI\ bE" F 

-• .... , ç:: F 
, .. 

........... ~ ... ..,..•;r..a.,.. e nd:.gêo ·JOc'-".~st:.rü:. n sufioionto poro quo o 

subcon~u.:.--i ~o G do t.t M,~ Ól,;eh ~n ::;~~.-: ~~~ "::-o, 6 quo _ sa tool,n; 

I') 1 E: G 

(n E.. G 

III) 

St,f:.ci .. nc1n: cono l.E. G, G não ó vozio., 



So Q,1) E G, co .. o n :::i (b :::)QA b) = l E G, rom.ütc {iUO UI\ b EGo 

Dos<.10 '1UC n :)uvb ·= lE G, se n E: o, então e Yb € G, qtwl

quGr i;t:o sojn oeleconto b d"" 61robrü 

IJocosnidt:clo: suponb1r:os r uo G seja filtro. :-..nt~o, G t 
loco, o,:istc .o:, tnl (!UC a E GJ on ~011soqu0ncin, a v l = 1€ G., 

Tooreoc 20. Se --:, rôr UI:! f 5.1 tro, o. e: P e o. ~ b ncnr~ 

retoo b E:Fo 

DQnonstrqç5Qo Se o. E: F o o ~ b, renulto o E F e 

O :) b = 1 o Loco, O E: 7 O O :::> b e· F e, 11or C011SC(JUi..tltG, bE: F o 

Tqoropn 62• Condiçco nocess~ria e suficiente pcrn quo o 

subconjunto P de U'jO Ólcebrn soja U'.J filtro, ó czuo, qunis!"!uer 

que sojar. os ele=iontos p, q e r portoncentos o essa Ólcrebro~ 
se to:i11n: 

Fl) p :) (q :) p) E F 

F2) (p => q) ::, ( (p :::, (q ..:::> r)) ::J (p ::, r)) E° Ii' 

F3) {p E: F e p :) q e: 1i') ==} q E: F 

FlJ.) p /\ q ::> p E" F 

F5) p /\. q ':) q E: F 

F6) p ::, (q :> p >' q) e: F 

P7) p ::> p V q E: F 

F3) q ::> p V q E r 

F9) (p :) r) => ( (q => r)_ ::J (pV q ::> r)) E:: Ji' 

Fl.O) 11P .::> p e.- F 

Fll) pV 7PE: P 
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Fl2) P o.::> ( (p .::> q) :::> ( (p ::--. lq).:, 7 P)) € F 

Fl3) Pº /\ qº-;;; (p .::) q}º E. F 

Fl.4) Pº/\ qº:) (p /\ q)º E. F 

Fl.5) Pº A qº :::.> (p V q)º €. F 

Fl6) Pº :> (1 p)º E. F 

F17) (p E: F e p s. q)-, q E. F 

• A ,t_ 1 ( ) Demopstrp.ç49. Suf• ciené~: com era to, se p :::, q ::, p E. F 

como p :> (q ::> p) • 1, advém que l E. F,.. Loco F é .f11 tro polo 

teor~ precedente. 

Uecess1dode: se Fé filtro, l E. F e tÔdns as condiçÕGs 

Fl) - Fl.7) sõo eviden·teconte satisfeitas. 

tqoreoo 3Q. Se o Úlgebr~ 0i,A' ó ál.eebra de Boole, U7!l 

ru tl'o em// , considar~do cooo Ólcebra Ci, ó uo ru tro em:--4 , 

coco áJ.eebrn de Boole, e reclprocomente. 

'l'eor9JPQ ~. Saja ( s, S,:::, , /\,V, l) uma álgebra pro-
• ~ , Posicionnl ~• Então S o f'Utroo 

Soja U um conjunto do elementos do QJ..gebro./Í. A soqÜôn

cio finita m:i_ ,?llz, • • • t~ de élornentos de/ chnmQ-SG uma de

tuçõo de p (p é alemon~ de A ) o partir dos hipóteses I-1 se 

e só se : 1) para todo 1, 1~ 1~ n, ou m1 E. M ou t- ~ ou 

existem j,k < 1 tais que ~ é m
8

::, m
1 

; 2) ~ é p. Se 

e::cistir uma dedução de p o pnrt11' das hipÓtêses l-1, p diz-se 
A 

umt1 consequ.oncio de M e escreve-se 

M t-- p 

Se M ,; 1 1 a declução donom1m--sa d0monst1•ogüo (formru.) e 

o sinal " 1--- " racd q uJ.re o seu sentido oricirol, escr0venc1O-



1--P, 

p diz-se denonstrávol. Os eleo.entos de:1onstrávcis formnr.1, pois, 

uo filtro. 

O conjunto dns consequênoins de ?-l represento-se, soGuindo 

Torsk1, por 
v. 

Se M = { Pi ,P2 , • • • ,Pn} e M l--P, pooe-se escrever 

PJ. ,Pz, eo • ,Pn 1-P• 

Tooromp 32. Pi ,Pzt• ·•,Pnt--P ~ PJ.AP2A ••• APn :::> P• 

Domonstr~cão. ConsoquÔ11cio do tato dns filcebros de que 

trntnnos scren roticUlodos iaplicotivos. 

se M ~ J, n t-P se, o sôoonte se, e:,:is

tirera eleoentos PJ.tP2t•••tPnE:' U tais que PJ_APz/\••.APn .__p. 

Teorerw, 35 • P 1-q # f-P => q • 

P2í'illiçõo XVJ:l. Ilunn álecbrn, o filtro dos elementos de

monstráveis será denotado ,or v. 
,:. - > Teorepg 2"• U e o menor filtro contondo V e u. 

Denons_t,rç.ção. Fàcilnente so prova que VC TI, que l-IC ü 

e que qunlquo~ filtro que contonhn V e ?I conterá fi. Por ou

·tro lado, é fácil ver que M ó u: filtro. 

Teoremn 32. rTo. &lgebro ( s, ã, ::>, /\ , V , 7 ) , ft = ÍI; 

lPAP 1 1\P
0

} =s; 
, = (i} ~ 

= S (supõe-se que 1-1 e. S a que p e q sco eleoentoo 
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quais,quer de S). 

uetiniçõo XVIII. M denomina-se uo s1stet1a dedutivo se 

M CM. -teorema 3§. se M tôr UD sistat!lO dedutivo, 1-t = M. 

,:eoremp 39. {pJ n {~} =V• 

Definição XIX. tb conjunto M de element.os da álgebra /1 
diz-se trivial se, e s& se, M J-- O. 

Definição Pt. Nas condições dtl def'im.ç8o anterior, M 

denomina-se inconsistente se, e sômente se, M t-p e M 1--P' , 

pnra algum p pertencente à álgebra ,// • Em cnso contrário, M 

diz-se consistente. 

Definição XXI. se F rôr finito e o F F, F chama-se til 
tro próprio. 

Definição XXIJ;. tlb filtro próprio que não estiver con

tido pre>prian.ente em nenhum outro til t~nom1 na-se f'll tro 

máximal. 
Teorema 40, Todo con3unto não trivial M de elementos da 

álgebra J está contido num til tro fflàleit!lal.. . 
~'--f~ 

DamonstrnçÃo. Sejn M o conjunto dos til tros"rque contêm ,., 
M. Dado, então, uo subconjunto T de M, linearmente ordenado 

por inclusão, UT é um filtro que contém M e qualquer outro 
,_., , 

elemento de T. Lo!;o, M e indutivo superiormontG. Aplicando-

se o lema de Zorn, prova-se o teorema. ... ~ ~ Tgoreffii 'H:• se F for m filtro mãximal, pora todo ele-

mento p da álgebra, pe: F ou p*E:' P. 

Teorema 4?. Se 1i' tôr um filtro maxmol e pvq e: F, 8Jl 

tão p e: F ou q € Fo 
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De.fini~.~o XXIII. . o sistoma dedutivo ?.J diz-se coopleto se 

i"Ôr uo filtro onxi na! .• 

Teorg 42. O sisteoo dodutivo M dn Ólgebrtl vf é coopleto 

se, e sômento se, poro quoJ.quer el8L"l8llto p de v4 , p E: I-1 ou 

P* E. M. 

D§mona.t~acÃo. e orolário· do teoraoo ltL. 
Teorcma . .lJ!J.. Seja }t uo sisteoo dodut1vo ?lll Ólgebro /.. 

Fazendo riu = { p f p ó olonento de / a M t-p0
} e 

M' = {p I p 5 elemento de 1-1n/lu J, if á siste

ma dedutivo na álgebra ie Boole v/ii• 
Teor~'l hí·• Exiist ·3m sisteoas dedutivos inconsistentes e 

não triviais. 

Depç~~r,wão. Sejn A a álgebra C:J_ livre gorada 

dois gera.dor•JS p e q. n m # , n rêlo.ção 

PAI'-' q, 

ou, o que é equivalente, 

p/\r;t::,q=l, 

por 

não é verdadeira. Com )3foito, basta aplicar o motriz (l1,2,3J, 
{1,2j , ::) 1 A; V, ' ) , onde as operações ::> , /\, V e 1 

achor:1-se defir.idas peJ.cs quodros seguintes 

l 3 
-r:, l 

1 ~ _J __ : __ 
• Zl -



X y % :,y X.A Y :xvy 

1 l 1 1 1 

· 2 l l 1 1 

3 l 1 :; 1 

l 2 1 1 1 

2 2 1 1 1 

3 2 1 :; 1 

l 3 3 3 1 

2 3 3 3 l 

3 3 1 ·3 3 

Fz.n.t,4 consideremos o sistema deduti..,.o N = {p,p' J º N 

é,avidentemente, inconsistentes mas rmo trivial, <indo que 

q f- Ir, pois, em caso con~rário, ~r-se-io. que 

PAP 1 :, q a 1. 

Sem dtmida, existen sistemas inconsistentes e não t~1Vi

ais muito mais interessantes do que o precedente (consultar 

( 7] e [ 10 ] )o 

7- àgebras dpais. -TÔda a tGoria das ólgebras Cn (e das 

áJ.gebras proposiciomis Cn), 1 -' n4 w , f'oi .tei ta partindo-se 
, 

de reticulados implicativos. Se bouvessemos emprego.do, iniciaJ. 

mente, reticulados subtrativos e procedido de modo dwil, pode,:;, 

ríamos ter edificado o. teoria das Ólgebros Cn duais. e 0l!lO o 

assun.to se constitui en mera variação do estudo dns álgebras 

cn; 1 ~ n.(w , não o trato.reoos aqu:1. 
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CAPtTULO II. 

ConstrutiRilidgde, conputpbilidndo 

,2. onarqdoros intepSiQPQis. 

1- Álgebrç.s ele IIe:vt1n1 e t\1.rtebrns pron9si9iop.p.is da 
Iley;tiAG• - Chanaronos de álcebra de I!oytinG todo rcticuJ..cdo 

ioplicativo absoluto oon prioGil'O olomnto. Coe.o rtJticul!:dos 

implico ti vos, as álgebras dG Ueyti113 possuem m1or el~nonto . 

Oba Ólgebro. de Tieyt~..c, pois, pode ser donotacla assio: 

( s,=,::,, /\,V, o ) • 

se, em partict~1nr, a relação de equi~lêncio =. tôr a 

relação de iguoldade, teo-se o conceito usual de álcobra de 

ITeyt1n8. 

Daf1niçfto I. uunc. tll.0ebra de I!81tinc;, 

1P abrovic. p :, o. 

t-P abrevia p =1. 
Sejas um espaço topolóeico o deoi~not10s por O o opor~ 

dor interior. 3 endo A e D sUbc~untos d8 s, 
A ::>B 

danotnrá o conjunto 

( ~A UB)º, 
e 

1A 
, 

donoto.ro 
A::::> f. 

Seja~ um su.bconjtl."lto de Íd (n), tcl qt!e so A,ne:i , 
A u B, A n D, A:, D o , A tnnbÓm pertancoa o ,5. 'Cntão <.~ ' 
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:'1Ue1~ élr,o1JTc de I~cytinc~ 0lc' = < n,=, "::J~ A, V 1 o 

i-;el cft.:":C A;- Ó 111sooo~~:rc. o. u..:.·.1[' 61-- ob!'c <3.e uto.rtos,, 

A N.GObl"Cl < S, fl., ::) , À , V ~ 7 ) diz-so t"t:"1Q r:J.?ob.:~':. 

proposicionn.1 do ~-o~r-'ci.i::' se :oro:·.: sntisf0itos on ;:-ios·éulados 

ITL) 

!I2) 

I:4) 

II5) 

n6) 

rrn 

Híl) 

V '.)q CG 

p,q E: ('' ,. 

Po/Cl E: n 

p,q E: 
, .. 
o 

P~Cl € 
e•• o 

o 

r,I 

⇒ I)/\(1 :) p E s 
,-J 

⇒ PACl -::, r: E:. ;"j 

:) (CJ. .:> p /\ q ) E 
,-.J 

⇒ p s 
,.J 

⇒ v ::)pv'q~ G 

,., 
⇒ q :> P vq E. ("l o 

_, 
I-I9) p,q.,rE:8 ⇒ (p:Jr)_:::,((q:)r).:) (pvq ..:J1'")) e:: e• 

1.) 

ITI.O) 

Ell) 

"Sof'in.i~~õ.o II~ 
~ tt:-;p;;-s 

l- V o.brcvic.. 

... 30 --

vro)osj_c:.o.i'.!Cl r1o 

p /\ 7p 

e 



Toorcsn 1. ::, , /\ , v , o > umn Ólcabrq 

p €. n e p = 1 J . Entno 
/ ,V A 

'\ S, S, :::> , A , V , 7 ) , " 7 " definiclo de ncorc.~o cor1 a De-

f'inigno ! 7 ó unn Ül~obra pl"oposicionnJ ele Tieytingo 

Taoronn 2.. Se < S, S, =>, /\ , V , 7 ) fÔr tmn él~olJrn 

i . 1 d r- t"' ,. < "" - ~ ) 11 " Pl'"Opos c1.or....'2 e "cy .u.16, ~>, =, _J , A, V, o , o 
... , ,: 

definido co::10 nc Definiçl:o II, o tr:lQ alcobra de ITeytincº 
,. 

Os too.:."cr:ins l e 2 r1ostrcD que os concoi tos de dlr;cbrn 

de re:rtiD.C e de QJ.,~ebrc. proposicio!'lf.'.l de r-eytinc s5o crinivn

lcr~tes: tu.do o C'JU.e fÔr valido po.rn t'JDQ desse estruturas velo 

pnrn n outrn e reciprocanontco Pnrn tQiS estruturns poàe-so 

definir os conceitos de filtro, sistcm dodutivo, etcº, cono 

foi feito vnrn cs ÓlcebrQs Cn e ns ~lgcbrcs proposicionnis cn~ 

Precisr.:nonte cono ns 61;;0brns c1e Boole e ns nleebro.s prQ. 

posicionnis do Doolo constitueCT fornulnçõos n100bricas do cÓJ.. 

culo r,roposicio1k'Ü clássico, ns álcobrüs de Tieytin3 o as 

b i . . " - .,_ . ,., .., 1 '~ . . d ge ~ns propos cior.nis ao l".eyci!'-C so.o vorsoes a cocr:i.cas o 
,: 

cru. cuJ.o proposicio:no.l intv.ic ionistc. º 

2- O operador de construtihi.lidc.de. - Tro.to.rc:-.10s, aeorn 
1 

de elQborQr n.:-2n teoriQ plr;ébric~ c16ssico elo célculo proposi-

ciotml il:.tuicionistn º Po.r['_ tento, :x:rtemos do. 61ceb1--~ do 

Boole 

112 q c..-ü se c.cl .e dcí'i::.ic o o opert.c1.oT G • 

li i:1t01~prctQçfo i:1tt1i tive dênso 090:ro.cJ.or é n. sO1:,ujx1t0 t 

se p E: D 1"e:)renentQ t'!!'7Q pro·1osiç5o, pn s1:-:!.1ificc: (_:ne n pro

~Jos1.çf:o p ó c_o::qtrutivc!~1ento verckC:.oirr (ou, coJ.l or, i!1.tui ... 
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píl 

oxprin0 c:uo exioto unn construçQo npronrinc1o. pnrn p, ou soja , 

que p Ó vordrdeirn por constreç5oo 

D0finiçqo IIIo p ::> q nbrovin (p :) q) n 
Q 

o.brcvin 

Doí'inição IY• 

l1 ostulc.c1os t~o opernclor g : 

"l) Pºº=Pº 
02) pü4 p 

03) (p/\q) º=PQ/\ q o 

04) p,q t DO⇒ PA qj pyq € BO 

05) p,q,x E: BO > (pl\X 4 q ⇒ X~ p ::>Q q) 

Os significados intuitivos dos postulo.dos o.c~J.U sô'.o 

Ób'tioso Por exonplo: '11) afirno que ó co11strut:tvn:"1cnto vorcln

deiro c::1ue p é coi1strutivn:.10~2te verdv.deirc oqnivclo n se dizer 

t!UG p ó construtiVt'.1ont0 vorclccloirn; Q.2), si;:'.:..:.ificn q_uGj se p 

ó con.strutivc:ie:ito vcrdndeir:.-,, e;r..tf o p é cl~snicc.nonto vorclc."' 

doiro.o 

.TD...QJ'ePQ 3 º O n .= o º 

Do:-1m1str,.,(;f.oº O ~ Ofl, poin O Ó ~n ... L1oiro 0lo:1onto do. Ó1, 

ecb.rt1 ele ::3oolc ee cc.1siC.orc\;êoo no.a 9 nor 02)~ on~ Oo LO '~Oj 

Se pEB~ 
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tivu 

li 

,G 

1· 

pE:B=-::}pi~pl? 

p :::>íl q ~ p :) q o 

G 

s 
> ..... 1 

~~J~1'1;.;;:l'.Q" p :::>
0 

<] ó (p :::, q) 0" IIns, (p::) q) q ~ :P ") q 

Lo·-.. 0 1 p::) 9 q ~ p::) q., 

TOQ,.UlJ'JD.,,lo PI\ (p:::>P.q) ~ qo 

p0·1012.f'~t>or.f~º :~uon nl.i::cl-rn c:..a Boole, pA (p :::>q) 4 q 7 

pois p :::> q abrevio. p 1 v q.. Po!' cm1se ··ui'."'..tc, e:·.: virtude to tc2 

ro:-1c 9 ~ p /\ (p ::,0 q) ~ q º 

Dci'iniç5o 1{:o no p 0 u_ 1 elenonto qocl ucr de ~lr-cbrc 

(D,.:=, /\ , V , n , O , 1 , o ) ç 

~()'"Ul 8º < D~\, - ~ /\ , \/ , :::>P., 7 0 '} o ç j 1 º) ó urm 

6J.eebro do I,.oJrti'7.G º 

:)licotivos c.1 solt:'.tm:; COa.: p1?i·~1oiro 0) ";~10~1tOo 

fn ·os IH'07UZ' ~ inic:i.o.l::!o~:1to <J que < B o,= i /\ ,., V > é tr ro 

e 

d.o :10010 t,:::,:: rotic•-1.cêo ~ os 

J. l , J.c 

3 



Pelo teoro':~ h, (I) é ver<.~N'oiro; polo 2)ostr.lrto <"'5), d.Q. 

c1uz-se ·-,uo (II) tn:.:1b6n vnlo. Lo-'.:;o, <BD,=, ':::)~ /\ , V ) é 

reticulo.do inpl ice ti vo. 

Co::10 on=o, Oº ó pri:ieiro elonento do roticclc<lo e=i 

aprêçoo Pelc.s Cefinições III e V-, 7 0 e 1 8 s5o, ronpoctiVQ--

2ont0, o opcrnc'.!.or c:e nocnçÊo e o Úl ti:10 ole'."iento de tc.l reti

culado. 

•lue <no,=,:::>, V,/\, 7, oo , lg) é reticu.1oc1o 
Q 2 

i~plicetivo absoluto (niio volo n lei de Péirca), sorú 1e2ons-

trnclo ndinnte. 

Tggremn 2· 

Teorema 10º Eô ( Bn, =, ::,Q, /\,V, 7a, O(> , 1 0 ) , 

p,qE: BO ==> (p=q⇒ Pº=q 9)o 

Deoonstrçç5o. Se p,qE Bg, existe□ P]_,q1 E B tais quo 

f L I'\ DO - Q n PC1_ Q 
p = pJ.Q e q = q .. oco, p~ = P]. = Pi e 4 ~ = 41 == 41 .. 

Co::10 p :.== q , 
# 

isto e, 

Taorono 11. Se p, q E I3, p = q não a carreto p Q = q º 
Der1onst r sç5o. Baste coP..sidcrer a nl~:ebr::: ê.e Doo1c<{o ,íl:.,1! 'J 

= , /\ , V , 1 , o , 1 , g ) co::1 o opercC.or Q , ori..c1e n ralo. .... 

ção de e½uivo.lência = é def':i.1:.idn por o= o, ~ = ~, .Q. = 1, 

l -=.o. , 1 =1, e o.s opcrcgões /\, V , t e o são cernctcri-

zoa.as pelos quadros 
Cl o 1 o l pA a o - .,. 

o o o o o o .Q. 1 

a o o e !.l. g_ n 1 - - - -
1 o .G. 1 1 1 1 1 
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p 

o 

D. -
1 

1 

o 

o 

P pn 

o o 

~ o 
1 1 

Cm.1Sto.tn-sc c~u.o todos os 9ostulnc.i.os sno no.tisfciton. Po

ré:-2, p-q n5o o.cnrroto. ,ri=qº; elo fnto, il,=l, cc.s ilg = O + 10 = lo 

"' 11D.O 

mcs 

Os doin t001.~0Do.s prec0dontos ovié'.on.cinn quo o oporndor n 

, , < o uonotono or:1 Bº, =,, ~ . g 

a = o□ (D 7 - ,/\., V 

/\,V ,1, on, 1 0 ) º 

V t O ,1 > -9 

Isto po-

roce ro.zoévol, pois, por e:imr11_Jlo, no c6lcrlo c.1.o prodic~dos 

clássico se tm:i 

(1) t--7Vx · 7 A(x) ~ 3 x A(x), 

no o~trnto, de (1) n;o se poéG deduzir que 

1-- (7 V x. 7 A(x)) o rv ( 3 x A(x)) n. 

Por outro lado, so tivemos, no cúlculo i~tuicion.istn, 

(2) 1-A rv B, 

dod~z-so, evidente~ente, de (2), qua 

\-- AO,vDº, 

onde os sicnificc.dos dcs s:l:~1bolos anteriores são i::-.1cc1intos º 

Gr.1 < no,= , ::) , /\ , V, 7 , o o, 1 () ) , n 
2 Q 

lei d0 Poirce, (p => r/1) ::, 2p ~ p, '1~0 Ó vcrdr.:dci1.,o º 

Do.:1onst1•~-.50,, I3cstc. t1.tilizo.r n QJ.r~ob.rc_ do Doole dos snb-
n::r:=----

C~O •i ,...,,,_, ,7 r (.'1,-.. ) 
...L \..-.<~,'--•- v9 To(.os on ncstrJ.o~ 



construt:tbi:!. :lc.lc.de "' sr-e sr.tinfci i.:.on, ''!C!S l' lei c1o Po:1.rce J.fi 

sntisf0itn 11[: álcehrn cio nbertos corros·)o!Jc"entoo 

P.roblenu. Do.do. U.::lQ nlcobrn c.1G Doolc, qUD.:ntos opcrcê.oxos 

do construtibilidodo existen? 

Dofini~no VI. Dnü.c. n nl ··;obro. de Boole co:.1 o oporacJor do 

construtibilido.de Q , <. n,= , " , ·,/, « , o, 1 , o ./ ,qual. 

quer Ólrjotrc. do ro~1til"J.G isonorfo.. Õ. ál:::;obrn .,no,:- , .; , /'. 
, 

dononinn-so alnobro de I:eytinG nsso-

ciadn n Et1i01~ro de Boole COi.:.Siclo1'C'.dO.. 

Dosi'.~ne·-:1os po:r ~ lFl cãrto tipo à.e nl;;ebl'r' e scjn cr; -

c1etcr;-1in.ndo tipo pnrticulnr do estrtYi;t: ro.s e.lo tipo 'e; . U:J too 

re:-n q uo a.firr.10 que q mlo.. uor es truturc <lo tipo ?; ó iso::1orf c. 

n uu4.do tino 0 s::, e nsti tui un toore:-.10. de ro!)rcsontc.çS:o pnrn 

ns cstruturo.s 'ró º 

Toorcnn ;t2" TÔdn álcobrc. do Boole co:.1 o opcro.c~or cle cons 

trutibilidnde é nssocicd.n n uno. ál~ehrc ele nbor"tos. 

DcoonstrççOoo 
l l /\ ,,,. >, 

Conseque~cin tlo futo d0 toün n1~0bra le 

O teoreoa. ncim const;j_tni tcorooo de rcproso:1tc.~co pflro. 
, 

ns é.lr;c'b'.'t'.'o.s elo Doole cor.'! oix,rcclor <J.e co~1strutibilidcél.G º ::o en 

te:'lto, êle 11DO é DUito SiC:.1if:tCQttVOo 

~.Qhlrn .. Obter toorc:]cs 0.0 1~c,ros(mto,)}o %i;•?.1L('ic...,tivos. 

e forte~ parc.s ns ÓJ. ·,ebrns (o Doolc co-.: o,oz>r:c.:.o.'..:' ( o co_:stl:'t:t.d;. 

biliünCo, 

·1rc.tot'-no cl.o oporo.clox: r> ri..c.s éJ.~•oiJrcs -0 Boole o ::Vi ~o::;,o-
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Boole proposicional n ó.leebro ( s, s,::, , 7 , ) , no quol 
,V 

S I 1, s e S, ::> é operoçno binário e□ s e 7 é operador em s, 
sendo satisfeitos os condições: 

Bl) p,r,q E s ⇒ (p:) (q ::, r)) ::, ( (p.:, q) ::> (p:::, r)) E: S 
,., 

B2) p ,q E S ⇒ p :::, (q :::, p) E:. S 

-B3) p ,q E S => ( 7 p ::, lq) => (q ::, p) E S 

H .- ,v 

B4) (p E S e p :, q E: S) ⇒ q E: S 

Definiç@o VII. Ua dL gebra de Boole proposicional < s, s, 
::::,,7 > • 

p\lq 

pl\q 

ptvq 

t-P 

pfq 

p=q 

o 

abrevio 

abrevia 

nbrevin 

abrevia 

abrevio 

abrevio 

obrevia 

7P ::> q 

7 (p ::> 7 q) 

(p ::> q) A (q ::> p) 
,J 

pE:S 

r-P.::>q 

p -' q e q ~ P 

P/\7P 

Denomina-se álgebra de Boole proposicional con operador de 

' ~ < ~ construtibilidade '2 a álgebra de Boole proposicional s, s, :::J , 

7 , a ) , com o perador a , sendo v.ál idos os postulados 01) -

av) obnixo indicadOSo 

Definição VIII. 

Definição IX. 

SQ = [P I existe q E s to1 que qa =p} 
p ::, q abrevia ( p ::> q) g 

Q 

Definição x. 7 p abrevia p ::, oa 
g g 

Definição Xlo lg abrevia pa ::>
0

pg 

Definiç5o XI~. sa = {p I pE: sa e p= la] 
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Postulados do operadorº• 

21) p E. S ==> p!H2= p O 

gII) p E S ⇒ p 2 .{. p 

DIII) p t4 E... S ⇒ (p /\ q) g = P 12" q g 

p,qE:sa ⇒ p"q, p"qE::SO 

p ,q ,x E: S O ... ') (p /\ X ~ q ⇒ X ~ p :) q) 
Q 

Teore;na 14. se < 5, s, :J, 7 , a) fôr uma álgebra de 

Boole com o operador de construtibUidade g, so, = , => A,/\ 

V, oa ) (Sº,=, ::)g, A , V e 7 0 definidos como se f'ez ncina) 

é uma álgebra de Heyting. 
fV 

Teorema 15. Nas condições do teorema precedente , ( sa,sg 
::) n, /\ , V , 70 ) é urna álcrebra proposicionnl. de Heyting. 

#. ..:s - ál" b Co□o se edificou a teoria das filGebras Cn e \,I.Qs caras 

proposicionais cn, poder-se-ia desenvolver a _teori a das álge

bras de Boole e das álgebras proposicionnis de Boole com o 

operador de construtibilidnde. Def'inir-se-18.I!J., por exemplo, os 

conceitos de filtro, sisteno dedutivo, etc., e estudar - se-iam 

suns principais propried~deso Têm particular interêsse as filru!, 

bras de Boole e as álgebras de Boole proposicionoi s con opera

dor g que são normais, isto é, aquelas em que se verifica a 

condição. 

3- Computabilidgdeo - Seja T tunn teoria matemático qual.

quer. CaTt as proposi ções de T podem ser tais , que exis~a~ mé 

todos de cálcuJ.o qua as de~onstrem ef etivg~ente. Por exemplo, 

na teoria dos equações nunéricns ou das equações diferenciais, 

a existência de soluções é mUitos vêzes aco~panhada de proces

sos por meio dos quais essas soluções podem ser 'e nlculadasn 
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prGcisnoento, õ.ns p.ropri.edcdos c1o o~-,arrdor c.10 co:1strv.tibilid.,

deo A noçô'.o ê.e d°lccbro. de Doolc co-1 o O)Crc<.~or o se co_:.sti t,·: 

,ois~ 0:.:1 f1C:'lGrcliznçQo dQ íd.c5ic. ó.G co __ qt:t2bil:i.(rc~eº 

Ê clf';rc .. -n1.0 o opero.dor n poélerie :i."ocobcr ot:.tr::'.c i.:1torp1•0 

4 - :::snnQos to.n.oló_r .. ~ços rror..or.;.ll:,zpdo§ º - G toor0:.1'1 12 d :.i; 
te cnpÍtv.lo pntorrtein í.:t:o n noçco de ÓJ..'::0bra do Doole cou o on..i; 

rndor de constr utibilid~de cener~lizc n itlÓiu tlc cspa~o topolÓ-

0ico; runplin, tanbér.i 7 o co·1ce3.to do flcebro. ela Dnolc con 010.:i:;.~ .... 

do~ ir~:tcrloro Iin reru.idcda, scrin po~sívcü clefL:ir ::s :1.or-ÕeB de. 

eloDonto nberto 9 do f:ro,1toirn 7 do flm.çõ.o co::1tí:m.c. ~c;.1.cr'"'l:L.?."c1:---, 

de es1.x1ço co::1!.10.cto 7 etco, ateo; chc:;f'r-se-in~ cm.tr'.o 7 e tr1a top,Q. 

lo~in GOnern.lizncln 7 cujr! í'i11..-;lic:.nc.e ne1. .. ic. o cs-tu.C.o elo soneJ.h .. _ 

tes es":t1'JOS topoló~:icos GOnerclizc.c~os º 

Q $1~:_:~o:.~ certr S pcculio.1.,ifü elos o ?O.} 0701'1~)10 ~ t.r LOJ.S ti~·OS ~G 

elcr~cnton o.borton, de co:lfcr ... lic1.[:G.a co .. -:: r e c1cfini~õcs L bc.izo ~ 

" -"i i n, v,-.r ,e., 1.. ç_no .l'..J.Y º ~- -
5- .Q11.e.lic.nd7ª., - Introclu.zi'."1os, v.:.-1s f.1~~obr['.s te :2oolc 7 o o 

poro.ü.or de co::..1s'trntibiliu:c1.e p, .. rr. oh1:or 1..t::...'1 fJ. •-::o1 rr êo :-e. ·ti ,......1.1. ~ 

co·-Jo se viu.~ osso Gstrutu:ra io:1or:,1:L~.:.'. c : oç.".:'o c.,1 

.~ 39-
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lÓgiCOc 

Se tivósse.~oo procoõ.ic.1o dl!lllr.1onte, trctt..río.::-ms de álee

brns de Boole com WJ operador ~ e cheGnr!n os a u~ Úlccbro 

de Drout-rel" (retict;J.2do dunl cks ru.gobro.s do Heytm,3), isto é 

o un 1•e'ticulndo s :btrntivo absolt.to com Úl tiro oleEento Do 

po~to de vista topológico, a estruturo resültQ_te taJbÓo se

ria gen0rnlj_znçno do co:2cei"co do ·Gspoço topolÓr,ico e, o.lé!'.1 

disso, da idéin r:1ui to P.10.is ampln de 6.l.coln•c e.lo Doolo con opo

rodor fachoo Aqui, reproüuzira~os, tno sõw.o~ta, a tlefinig~o 

do novn e~truttu•no 

,t~inicõ.q XJ., m..100 n:teabrc de Boole, 

p-q abrevio p A q 1 

Chaooreoos de ÓJ.Gebrn do Boolo co!:l o operador de fecho 

cenerD.lizndo, í: , tôda áleobra de Boolo < B, = , /\ , V , 1 
11 

O, l , f: ) , con o operador ;e, de to1 modo que se verifiquem 

os postulados ~) - .fl5) n seCTuir indicndoso 
.t:> 

D.~.:tini~Üo XVIº p --;ç. q abrevio. (p - q )::t--
Q?fini_sõo xvy.. ~ p abrevia 1 ~ ~ p 

Defi1.1i9.Ã~_zyJ;.,,I..I.L B~ é o inagen de B por x.o 

Post,µ.lcdos do operador ~s 

Q.) pfi: pí'. 

:tz) p ~ pi:, 

~3 > (p" q ):e-:-- pr,v q :t 

:Cl..!.) p,qE B;C⇒ PAq, PV q E: B-E.. 

i:5) P,Cl, xlé:.rf ==!:J (q4 pVx ~ q , P~X)o 
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noolc coi1 o~ or1..:.tor to co . .J 

·G.Putih:lllê.c·1 0~ ob-có:.1-se fü, !".1t'_Loi1~r:. a se""ui~ dosc:-i.~j:~e 

'iOj[.). ~ ::: < II. ==- p :::::>, I\ V y 7 ~ o ~ 1 > U!~ 62,~cbrc 
, 

do I"eyt:i.nc_: e m .. ::po:n1:onos ê.0fi.r1ic.o l13S~Jn cJ.r;ob1°c o oporo.él.or 

TI~ Iro ( ~e p E: H, n i:.1r:cor1 do p po:c ! sei .. f c1-01.1o·t~do. por p· ) 

D ºi . - X""r ew1:i.çru, ., .,\,o p ~i q o,bl"G'iTio. (p :) q) 

,,.i ó o. it:ing0:J de _r po ,! º 

i denocina.-s0 ru 

" .:i.Ir:ebr·a. do r-oyti2.G, cnno se vcrifiq uc:o cn pos tul0clos ~ 

il ) pii= pi 

12) p ~ pi 

~ -:z '\ --),. i :<. i 
'J..,1,1 p ~ q -?' p ... q 

ilt) p,q E rr1⇒ P/'\Cl~ p \J q € Hi 

i5) p,q E n1==} P .::)i Cl = P ºV q 

J.6) 

éJ.cobro. 

~ . 
se j_nterp1~oto.1'" p.!. Gssi:u p1 sicnificc. qu.o p ó :l.~:e2lqo·1to ot 

clt..ss:J.cc 10nto verd.D.<loi:ro º 

lQ07'0~-, .... 1 ,,,., 
• • .- t;:;,-+ ~o 

... i 

.1 



l l 

, ) 

., 
conjt1.r~to s:inL'1.tfü_oc·1cTc() ,~ c:rt0 e roei :'/'o C::o 1't :\.1-3 e · t 1 

CO . • ~.:. 

rr_eoro· 1n ..l,2 .., .. ~. o 

i 1 ( ) I) V (l ~ 1) Vq o 

Deeo:.:!ê,t.,tcçcç ~ .:..:El p\ qi ~ (:)\lq)1
o p~ !'.)Yq e 

i i i i i q ~ p V <l ; lo _;o' p ~ (p 'V q) (3 q ~ (r> V ri ) j C::OL .. é:C / {~ --< 

(pvq)1
o 

- ~ i- qi l'= C! -/ p = " 
?r'i ⇒ ._.._ oi- ' p E. 1.. p _J i == n .. 

P,<: E: It'" ⇒ (p ~ <:t ⇒ pi~ q) o 

e v-i~ ( · ) i_ i i p,qc...1. --t< pyq -==P ;Jq 

Demo11_Str2,ç_ão.~ 1}v q_i 4- (p Vq)i polc toarcr.1[1. 

o r, ~ q i ~ dento r, v q "· riv q_ 1 1 ot:•. :..mjc. ~ {p v <~,) i ~ 
P,r: E: i:1==? (pA(!}i= p .A qi 

1'ooro:.1n 26 º ------ ,_, ,.,.. 
.,1 1-

pE: !. =? P = Po 

p~ q i = {pi/\ (:i)i 

~J:11.iç~o ;~:.71,.. ::1. 1-f.1--011.rL~ 'lo .,..,07·ti: l'". ~ ü.iz-"' 

sej e scncni,c s~, p ~-:--1 ncc.!'rJt~• j)V,
4

€ ::1 i r•·"'.2is:,••'1, 

S ~jr,•·, _, L-. 



V') 7 , o , 1 , 1 ) cliz-se co::crotn se, e so!..10nte se, < n, = ~ 
7 > " , ,, 1 :::> 1 /\ , V , , O , 1 for une rlcobro a.e o....,ertos º 

;.'corecç._.G2<> TÔdn nl --:01~re do IToyti''-C cou o:)crc. ~or uo i ... 

deo.lidccle, 'iJb = <r:, =" ::>, A 9 V 7 ., O , 1 , i ) , Ó ttl 

que ~ /: ó isor_1orfo. a ti!"J[l, l.-11ecLrn do reytinr-; concrGt[' 

Por ncio dn noçco ele ~f,01 r~ do Bron1JC', í'QcJ.lr1e11tc s::, (~C .. 

fine u estrt'.turo. dud. de ál~obrc de :!e·.,.ti•~ cor.! o opo!',·clor c"'.e 

id.eol 1.õ.odo. 

P1'obloro. Pc.rtintlo-so do ,x-~ álccbrf' e · oolc B ... , 
O. vl'::2 'íiO S 

do operndor P- , pode-se def'iJ.11:r. ur.ui ál~cb:rQ f.e :·cytine ·JG º 

eo::.i o.uxilio tlo opcrQdor 1 , é pons:Cvcl dofiI1ir UI-in Ól.:;obrc. d.e 

Boole ll n:1<, o. pr.rtir de r;t º ·~:·: c!no co1~diçõos D o n:;{ s~ o tso

norfns? 

D.. bl . ' .., ..... ~, ' t i . ; . M&o e;:m. º 2u0s-co.o nr.iC.t.ogn o en er 01~, se pr:r.:nc_.pio.r:-1os 

com o. Ól'ieb!'o. de IraytiI!G Fft e o op0rcc~or de idcnlido.<-1.e i .. 

7 .... Oporocl~_!CS iI1tpp.siop;is. - Mais U!.Je ro.zro de. inpo1"tÔn

ci~ d.os o!)cro.dores n5o mo_1óto:10s CJl r8tim.1J.l'dos pode ser c.pon= 

to.dn: o. e:x:isténcio. (:.e opero.àoros ir..to!ls5.o:.1...., is or1 lÓeicc. º 

1 , . . ,,. . 1 ', 1 • 1, :ro. or;1.cc. ·crnaiciom , r,n c..tU:..s c··q;o.-;orirs .,usi.c._,s c1c co --

posigÕ.o de proposições: por ~cio d0 opcrcqõcn oyto~sio~~is e 

I>Or lntor::~&clio de opcrnçõos :lnto:.1nicD.::: isº i1 0 so cc7por t0t01. 

te:1sio11nl i o vrlor elo vcrdc-êo dr pro~}osiçfo co~.:)ost clo:)c.1c1e 

exclnsivr.r1_3rrto c~os vnlÔ.t:Gs c.~o vorcJ.'..:"<.~o cl:~n 1·n~o~)OSi<]Õos ~o:.7,.i"lO_ º.--



~ s; o m.0:::.:::.0 1150 aconteca no caso dos operações intensionnis. 

Exemplos t::.r,icos tlG conposição axtencio:nal de proposições 

""Ü,") o:3 ~ort. ·•ciclos pel.ns eperações lógicas usuais de conjunção, 
,. 

:.:lsjungão, irnp]_ .• caçào m&teriol e eqm.valencia material.o 

O o:9e1.:-nô.o~ ri Eu. creio pº, onde p é urna proposição, que r~ 
§ "' , · }l:'eson•::_ ~e::.cs por p ~ 11.r.o e extensional. De fato, se tivermos 

( ' ~ • • ' 1 ,4 ~ t ) "° ded ) .-·v q_ p e ma:Ger1.ru.osn't3 ec tu.VDJ.eI · e o , nao se uz, em 

~ § ~e~cl, que p" "' q « !;.ssimi se ab1?eviarmos a proposição ttcur:1.-
"" -~ .,. ....., . -' n n • ,., " i. C .-i d P , .. -;:n:1:..1 e u('-'n:::1:a, por p e a. propcsJ.çao fi a:)1.te..1. o arana e 

, , .:ri."' 4 ~f:t_t' , ....... -;,i n ,_. n.. .,,.o= t"-:. q~,,... ""' ,.., · q "'ft"' d 1 sto rorr-osame"·t"" .~ ...... ...,__ j;IV'.,. .... ~ t, ·,.l.l.., .... o..e.., "·"" ::! .. ti ~... -· ,.. ..... ... 

ois eu posso crar p sam crer q, 

h.: 1~0. ~ oo.1.:1• -:.:r ru.gêbricaPent s operacão precedente, pari::. 

,?em.os da ái.geb~a de :a,,ol'3 (:;;,d· , / , '\/ , ' , o , 1 ) , na 

'lU&l se o.ci".J:\ defir id0 o perador §" O opeiador ar:i aprêço pode 

ser C"!.:.:>~:y~ts:t izudo pel , sis '.;nma. d.e postulados anume!'ados a aixo 

'J ' 
§§r::~ p§ 

~w J ... 

~) . p V q ) §.¾:i 1)§ ✓ q§ 

31 p A.q)§ ?- p 'q§ 

l.~) . ~§ 1. 
fi ~ 

p§I! 

.. 
5) ~=1 .,. ~ _,. .... 

6) O =0 



p§ /\ (p:) q)§ ,._( q§o 

1'S /\ (p .:> q)§ ~ p§ /\ (p§ ~ q§) ~ ql t po1s 

têc'.itl ,1tg~31J1Lt ,,.::1 Boole é v,m roticúí-',.ndo 1opl1cat1vo (detirlln-

],f!;.1t;-=J_Vi:l,.,'3""-5 • : p t•, ; ) '§ ... < p § t -..J q § ' • 

.:Q,fjl).q;1,b ir~.,~~42 • (p 1\ (! ,.§ ~ (p /\ CJ) § ~ :._~ (p§ /\ q §) V =· p§ f \/ q § 1 • 

!~S!Z.911,t. .. :/lo ·( P V q) f § ·S P§ 1/; Cj § j • 

J3at a 1.1.'t:tliznr a e~gebra de Boo1e do teor!_ 

"' •Ju;.;~o sü~tem,,. a.e r,os·culados, unülogo ao precedente e que 

tambó 1 :;o .";:t: l., :-;e:;.. · ~p1 ogaf r; pa:i:a d0fini:r impJJ .. ci tamente uma 

d~r.,, m.1:'!.z.o, o,,:!t'.l,1;1çõe:.m io operado~ n En. Cl:{~io pt', é o seguinte a 
$~ (} 

!) !)"'"':---·. p' 

....... ~ )..,,. t (p ,"-_q)@ ·;: . §,' 4§ 

(p : q)§ ,:p p§ ~ ~-§ 

'lS dtt.,.s i5.l' irlNJ es"trnturrs estão lntimamen 
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é.lgebr~ de Boole, cujos ele3entos i~terp~etaronos co~o cons 

t:ltui:.1do ~)roposiçõas. Se pE. B, 

p, 1 ITp e Ip 

!'oprosentarão · s proposições' pé poss!ve1n, "pé necessá 

~ia tt e II p é i :aposs ! vol". Tais operadores são 

fvx:: ~1(:, __ tais d.n lógica tro.clicionnJ... Parece l.:Íci to supor que 
A #9# ' "' /t -e;:ses ope~~aclor,Js nno suo rnonotonos re1ntivnr.iente n = . Ma 

~éalidnde, dtl[;s proposições podeB ser materialncnte equiva

·1.oI?.t"'s, sen u.e sejam Lmbus necess-árias ou ambas possívei~ 

· }01" oxemr,lo. ss·t;c.; naneirn, os operadoras r,..ão monótonos 

cone:: ~ze□ n ur:.n r.ova ,, e5 ra de enco.rrnr n lógica das nodul. 1
' • 

dnd~ • Pret0nd.e1. os desenvolver êste tópico em publ.icações f 

X 

- 46 -



Após a nlcebrizaçõo dos cálculos C
0

, 1, n~w, a etapa s.s1 

guinte consiste en se algebrizar os cÓlcul.os qunntificncionois 

e; {ver [ 3 ] e [ 7 J). Paro, isso, tendo-so em mente a Ell.crobr1 

zação do cálcul'o de predicados clássico, poder-se-ioo tantnr 

três vias: l) Ólgebrns cilÍnd.rica.s (To.rski~ i'hompson e F"enkin; 

cf • [ 19 ] ) 2) Óleel'ros politÍdicas (Hol!:loS [ 18 ] ) ; 3) anais 

hilbertianos e estruturas corrél.atos (Guillo.ume [ 17 ] ) º 

As é.J.gebras cilíndricas não se ndaptnrn no trntnnento da 
. , 

questão qu.e temos em vista. Iif'igurn-so razoavel, por conso@li1} 

te, acomodar a teoria das Óleebras poliádicns ou a das estrut.u, 

ras hilbertianas às nossos nacessidodes. 

Uo entonto, era Rosenbloon [ 20 ] , pp.74-88, encontra-se 

Ul!la for<mulação d& teoria tradicional da quantificação quo pode 

ser tida como versão algábrioa do câl.oulo quantit'icncional. Há 

dete:ttminadas dii':tcuJ.dades nn exposição de Rosenbloom, como, 

v. g., na defin.igão de . forma sentencial. Porém, fo os copozes 

de superá-las e obter uma algobrizaçõo interessante da quanti

ficaçüo clásoica, u.e denominamos de Ólgebrns da Rosenbloom. 

Uma dos curacter!sticns dessas álgebras resida no .odo tácil 

de se introduzir a igualdade e sous postulados, bam como a no

ção d.e têrmo ( em especiâ!.t o conceito de descritor). 

Pois bem, o adaptação dos álgebras da Rosenbloo ' a nossa 
~ N finalidud.e e qmse imediato. Definem-se, entao, as estruturas 

, . 
* seguintes: êÍlgebrns quantificacion is Cn, Ól.Bebr~s quontifi-
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= ,. 
cncionais con iguoldade Cn e álgebras com o oporndor de des-

crição (descritor) Dn , 1 ~ n~\O º 

Seguindo-se êsse cominho, podeoos aI.eabriznr, inclusive, 

os sistenas da teoria dos conjuntos NFn, O ~ n ~ w º 
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C~enos que o vnlor de urna tese não reside, Ulticanente, nns 

questões resolvidns nen nn sistoontiznção que encerrno Tên im

portônc~~ tnnbéo, os problemas levnntndos, e~pecialoonte pelas 

pesquisas que assim se originnm• Por isso, D.lém dos problemas 

já mencioP..ndos, aprcsentnmos l!ltlis os secuintesr 

I- Estabelecer as rélnções existentes entre as ál.crebras 

de Rosenbloom G as álgebras poliádicas, cll!ndricos e hilber

tianasº 

II- Obter teoremns de representação pnra as ál.G0brcs de 

Rose.nbloorno 

III- nas álgebras de :losenblooI!l, x'oroular e denonstxor o .. 

teoremas bÚsicos da teo~ia da qunntificnção, como ns de Godei e 

de Lowenheim -Skolemo 

IV- Desenvolver uma teoria "semnntican das álgebras quon 
:t 

tif'icacio1'l..ais Cn, 1 ~ n~ w º 

V- Verificar se as álgebras Cn' 1 ~. n~w , sno ou nüo 

decid.Íveiso 

VI- Desenvolver a teoria das modqlidades do ponto de vi.~. 

ta de nossa teseo 

VII- EstUdar ns propriedodes básicas da noçno de sistema 

dedutivo nas nl.gebras C~ e Dn' 1 ,< n, w ,, 

VIII- Nas ál.eebrns de Rosenbloom, no fumoç s5.o utili 

dos os combinadores da lÓCTico conbinntÓriao Serio possíve 

... 49 .,. 



umo versno ol.cóbrica sotistotório desses oporndores? 

IX - Investigar os ostruturos livres ligados às Ólge

bros por nós definidas. 

X- Adaptar as Ólgebros poliÓdicas o as estruturas 

análogos às Ólgebros hilvertiaruls n reformulação algébrico 
, * = dos cálculos cn , Cn e Dn , 1, n<w • 

~ evidente que os problemas acima são l!luito aoplos, mas 

tambén é claro que a resoluçno de qualquer um dêles constr1-

bu1ria enormemente para o procrresso da ál.creb!'n e da 1óe1ca. 
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