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INTRODUÇÃO 

O conceito de núcleo-distribuição foi introduzido por 

]j. Sehwartz elll seu trabalho [121 ( l). Aí são estudadas algumas

propriedades dos núcleos e caracterizados os núcleos semi-regula­

res. A importância dos núcleos-distribuições reside no chamado 

teorema dos núcleos ( [12], pg. 223, teorema II) o qual garante 

que, •na pr�tica•, tôdas as aplicações lineares e continuas en­

tre os espaços vetoriais topológicos usuais d� Análise Funcional 

( {12] , pg. 224), são definidas por um núcleo. 

Na teoria das equações diferenciais parciais, inter-
f 

vém impo�tantes exemploa· de núcleos, entre os quais os núcleos 

inversos_ ( ou elementares) de um operador diferencial parcial. 

Entre êsses têm especial interêsse os núcleos muito regµlares e 

os analltieamente muito regulares. Assim é que, se um operador 

difeJ.'llencial parcial possui um núcle9 inverso muito regular (resp. 

analiticamente muito regular), êsse operador é hipoelítico (resp� 

hipoelítico analítico) ( [11] , tome I, 2e édi t., pg. 143, teorema 

XII). No caso particular em que o operador diferencial tem coe­

ficientes constantes, os núcleos inversos são, na realidade, nú­

cleos de composição associados as soluções elementares ( fll], 

tome I, 2e éd., pg. 136) do operador diferencial. 

Nosso obj�tivo é estudar os núcleos distribuições ana­

liticamente regulares e os núcleos de composição. 

O presente trabalho se compõe de quatro partes. No Ca­

pítulo I, ng 1 e 2, fazemos uma rápida exposição de resultados 

'{ l) Os números entre colchetes se referem a bibliografia.

.---
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conhecidos da teoria dos espaços vetoriais topológicos e dos pr~ 

dutos tensoriais topológicos que utilisaremos a seguir. Pretend! 

mos com isso familiarizar o leitor com a nomenclatura e notações 

que utilizaremos. No nR 3, introduzimos a definição de núcleo-

-distribuição em uma variedade infinitamente derivável ou analí-

tica, bem como damos algumas de suas propriedades mais interessan 

tes. Nossa atenção está sobretudo voltada para os núcleos .muito 

regulares que se caracterizam por serem regulares e infinitamente 

deriváveis no complementar da diagonal da variedade produto (cf. 

teorema 1). 

• A fim de estudarmos, no Capítulo III, os núcleos ana-

liticamente muito regu.lares e procurarmos saber se, uma caracte-

rização análoga a dos núcleos muito regulares é válida para aqui 

les, desenvolvemos, no Capítulo II, um estudo sistemático da no-

ção de função analítica real com valores em um espaço vetorial 

topológico e de alguns espaços de funções analíticas vetoriais. 

Não nos limitamos, porém, a demonstrar apenas os resu! 

tados que utilizaremos no Capítulo III; estabelecemos para osª:! 

pa~os de funções analíticas· reais sôbre um produto de dois com-

pactos de variedades ~líticas reais, propriedades análogas, em 

termos dos produtos tensoriais topológicos, à.s que se demonstram 

p~ra os espaços de funções infinitamente deriváveis sôbre um pr,2 

duto de duas variedades diferenciáveis e os de funções holomorfas 

sôbre um pr~duto de duas variedades analíticas complexas (cf. Ca-

pítulo I, pg. 11). 

No J\A 1 introduzimos o conceito de série m:dltipla de p.Q 

tências em um espaço localmente convexo e estudamos algumas de 
l. 
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suas propriedades, as quais servem de base para a definição de 

função analítica vetorial, no nQ 2. O conceito de função escalar 

mente analítica se introduz, de modo natu.ral 9 bem como a questão 

de se saber em que condições uma função escalarmente analítica é 

analítica, procedimento análogo ao caso infinitamente derivável. 

No nQ 3, estudamos o espaço vetorial das funções analí 

ticas reais definidas numa parte compacta de Rn º A topologia 

adequada para êsse espaço é topologia limite indutivo, já consi-

derada em [3] e !8] no caso de uma parte compacta do plano com-

plexo. O teorema 5 estabelece a equivalência de duas possíveis 

definições da topologia de ~(K) 9 uma das quais será mais con-

veniente para demonstrarmos o teorema 8º O teorema 6 dá uma c~-

racterização das partes limitadas de a(K)º Se bem que resulte de 

um resultado mais geral de [5], pg. 268, teorema 1, julgamos con 

veniente demonstrá-lo por ser fundamental para as conclusões do 

Capítulo III. 

No n2 4 demonstramos que o espaço u(K>L) das funções 

analíticas sôbre o produto de dois compactos de Rn e Rm se 

identifica: ao espaço a(K, ct(L)) das funções analíticas vetoriais 

definidas em K e com valores no espaço vetorial topológico 0.(L); 

a produto tensorial topo16gico a( K) cl ( L) e ao espaço 

Le(tZ-t(L),a(K)) • 

Utilizando a noção de camplexificação de uma variedade 

analíti a real é possível estender para o caso de variedades ana-

líticas reais, os resultados dos números anteriores. 

No Capítulo III, estudamos os núcleos analiticamente 

·muito regulares definidos sôbre uma variedade analítica V. 
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Nossa . definição difere da de Schwartz ( [11] , tome I, 2e édi t., 

pg. 140) que corresponde ao que denominamos núcleo anal1tica.men-

te muito regular em y. Utilizando o conceito de transposto de 

um núcleo, definimos núcleo anallticamente muito rega.lar em x. 

O teorema l estabelece que os núcleos anal~ ; icamente 

muito regulares em y (resp. em x) são funções infinitamente 

deriváveis no complementar da diagonal de v~v. Como consequên-

cia, os núcleos anal1ticamente muito regulares são muito regula-

res. 

Contràriamente ao que sucede com os núcleos muito re~ 

lares (cf.-Capítulo I, teorema 1), um núcleo regular e função a-

nalítica no complementar da diagonal, não é necessariamente um 

núcleo analfticamente muito regular. O corolário 2 do teorema 2 

demonstra a analíticidade do núcleo desde que imponhamos sôbre 

ês~e uma condição suplementar. Um contra-exemplo mostra que não 

podemos prescindir dessa condição. O teorema 2, em si, afirma 

que, em condições bastante gerais, um núcleo é anal1ticamente 

muito regular em y (resp. em x ). Esse teorema e seu recípro-

co (teorema 3) utilizam na sua demonstração os resultados doca-

pítulo anterior, sôbre funções analíticas vetoriais. 

Como consequ~ncia imediata do teorema 3, decorre que 

os núcleos anal1ticamente muito regulares são, no complementar 

da diagonal, funções separadamente analíticas. O teorema 4 afir-

ma, de modo mais preciso, que os núcleos analiticamente muito r! 

gulares são funções analíticas no complementar da diagonal. A d! 

monstração utiliza um critério de analíticidade recentemente de-

monstrado por F.E. Browder 1_15~1, dando resposta afirmativa a uma 



-v-

questão por n6s formulada. 

O Capítulo IV estuda os núcleos de composição. !sses 

núcleos são determinados pelo produto de composição por uma dis-

tribuição fixa. Os resultados que obtemos afirmam que~ 1) os nú-

cleos de composição muito regulares (respº analiticamente muito 

regulares) são funções infinitamente deriváveis (respo analíti~ 

cas) fora da diagonal e 9 2) tais núcleos provém de distribuições 

infinitamente deriváveis (respº analíticas) fora da origem. Tais 

resultados foram, inicialmente 9 obtidos em Rnº Consideramos aqui, 

o caso mais geral de um grupo de Lie 9 onde é possível definir o 

produto de composição de distributções (em particular, de funções). 

Surgem pequenas dificuldades pelo fato de perdermos a comutativ! 

dade do produto de composição no caso de grupos não comutativos. 

Alêm disso, se, em Rn, para derivarmos um produto de composição, 
-podemos indistintamente derivar um ou outro fator, o mesmo nao 

ocorre num grupo de Lie; aqui, os operadores diferenciais invari-

antes a esquerda (resp. a direita) operam a direita (resp. à es-

querda), ( cf . teoremas 3 e 4) • 

Inicialmente definimos produto de composição em um gr~ 

pode Lie e estabelecemos algumas de suas propriedades bem conhe 

cidas. Os lemas 1 e 2 estabelecem de que maneira campos de veto-

res invariantes à esquerda (resp. à direita) operam à esquerda 

(resp. à direita) num produto de composição, expressões que uti-

lizaremos no teorema 13. 
No ni 4, damos algumas caracterizações simples dos nú-

cleos de composição, utilizando resultados do ni 2, notadamente 

,?S te eremas 5 e 6 • 
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A fim de estabelecer os teoremas 12 e 13, desenvolvemos 

no ni 3, algumas propriedades especiais relativas ao suporte do 

Rroduto de composição e ao comportamento do mesmo num aberto, · 

quando uma das distribuições tem suporte compacto e a outra toma 

valores num conveniente aberto (teorema 8). são os teoremas 12 e 

13 que estabelecem a caracterização acima mencionada para os nú-

cleos de composição muito regulares e analiticamente muito regu-

lares. -Acreditamos que êste trabalho pode servir de ponto de 

partida para o estudo de categorias mais gerais de n~cleos liga~ 

dos a operadores diferenciais parciais ( cf. [15] ) , assunto que 

pretendemos examinar proximamente. 

Finalizando, desejamos expressar ao Prof. Leopoldo 

Nachbin os nossos mais sinceros agradecimentos pelo estímulo e 

apôio que nos tem dado em diversas ocasiões. Foi por sua suges-

tão que nos encontramos estagiando no IMPA, onde temos trabalhado 

com o F.rof. Na~hbin em proveitosa colaboração. Inúmeras vêzes ti~ 

vemos a oportunidade de expor e discutir os assuntos aqui trata-

dos, recebendo em troca valiosas sugestões. 

Agradecemos ao Prof. F.E. Browder que leu o manuscrito 

com especial interêsse, contribuindo com suas observações para 

melhorar vários pontos e completar outros dêste trabalho. 

Ao Prof. Cânc,.i6o Lima da Silva Dias, que sempre nos iE 

centivou, nossos agradecimentos; foi por sua sugestãe que lemos 

o •~héorie des Noyaux• de L. Schwartz, ponto de partida para nos-

so trabalho. 

Agradecemos ainda ao Conselho Nacional de Pesquisas que 
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nos concedeu uma b8lsa de Chefe de Pesquisas e ao Institutõ de 
Matemática Pura e Aplicada, J:?.ª pessoa de seu Dir~tor, o Prof. 

!,.... j . 

L.Slie I. Gama que, com sua boa vontade e ap6io, mu:1.t·o contri-
buiu para nossa perman8ncia no Instituto. Ao Prof. Gama devemos 
a publicação diste trabalho. 

Ao Prof. Luiz Arthaud Berthet, com quem trabalhos na 
~aou~dade de Cilncias Econômicas e Administrativas da U.S.P. e 
qtte tem sempre possibilitado· a seus auxiliares as melhores con-
dições para seus trabalhos científicos, nosso reconhecimento. 
Graças a sua compreensão e ap8io, pudemos nos benefieiar de um 
estágio no exterior e, do atual, no IMPA. 

Finalmente, nossos agradecimentos aos Srs. Wilson G6eà 
e Manoel Cavalheiro pelos cuidadosos trabalhos de datilografia 
e impressão. 

José Barros Neto 

Rio de Janeiro, ~ulho de 1960. 
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CAPITULO I 

PRELIMINARES SOBRE ESPAÇOS VETORIAIS TOPOLôGICOS; 

PRODUTOS TENSORIAI S TOPOLôGICOS E NUCLEOS DISTRIBUIQOES 

1. Espaços vetoriais toµologicos i notação e terminologia. 

Seja E um espaço vetori al topol6gi co; o corpo doses-

calares seráv invariàvelmente~ R ou C º 

Uma parte A de E se denomina equilibrada se ÀA e A9 

para todo escalar À tal que 1. À 1 1 º 

Diremos que A absorve B se existe um número real 

E > O tal que pa:r:a todo e1~ calar À tal que I À 1 < E ? tenhamos 

ÃB e A º A parte A se cii z absorvente se absorve todo x E E • 

Uma parte A de E é ::.imit ada se tôda vizinhança do 

zero em E absorve Aº 

Diremos que A , u.,.,. conjunto convexo se 9 quaisquer que 

sejam x 9 y E A 9 ÀX + {l=À)y E A v para todo À tal que O< À < 

oc:: 1 º 
Chama-se envo1t6ria convexa 9 equilibrada de A, que 

indicaremos por \(A) 9 o menor conjunto convexo e equilibrado 

que contem A o l(A) é o conjunto das somas finitas ~À . x. 
l. 1. 9 

onde A Ài - escalares tais Ll'A..I l os xi E e os sao que o 1. 

Um espaço vet orial topológico E se denomina localmen-

te convexo se a topologia de E admite um sistema fundamental de 
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vizinhanças de zero 9 formado por conjuntos convexos, equilibrados 

e absorventes. A topologia de um espaço localmente convexo pode 

ser sempre definida por uma família de seminormas. 

Os espaços que consideraremos, no presente trabalho, s~ 

rão sempre espaços localmente convexos 9 separados º 

Indicaremos por E 9 o 1ual de E g espaço das formas 

lineares ,continuas sôln:e E º 

Seja A uma parte de E; chama~se polar de E, o con 

junto dos elementos xº~ E' tais que 

9 para todo X e: A º 

Indicaremos por o polar de Aº Definição análoga 

para uma parte de E ~ º 

Se ja G um conjunto de partes limitadas de E; a top~ 

logia da G-convergênci& em, E' é compatível com a estrutura de 

espaço vetorial de Eu º Um sistema fundamental de vizinhanças do 

zero nessa topologia se 0b•tém tomando as intersecções finitas de 

homotetias não nulas dos polares dos elementos de E º 

Quando G é o conjunto das partes finitas de E (resp. 

de E' ) a topologia da G-convergência em Eu (resp. E) se deno-

mina topologia fraca de Eº (respº E). Indicaremos essa topologia 

por s(E',E) (resp. s(E 9 E')) e por E
8 

(resp. E~) o espaço E 
(resp. E' ) munido da t~pologia fracaº 

Quando 6 á o conjunto de tôdas as partes limitadas de 

E a topologia da 6-convergência em E' se denomina topologia for-

te de E' º 

O espaço localmente convexo E se denomina reflexivo 
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0 problema de se saber se E é separado quando os esp~ 

90s Ei são separados ou se E é completo quando os espaços Ei 

-sao completos 9 apresenta sempre diticuldadesº Da mesma maneira 9 

saber se tôda parte limitada de E está contida e é limitada em 

um conveniente Ei º 

Denominamos espaço (icf) generalizado todo espaço lo-

calmente convexo e separado E que é limite indutivo de uma se-

quência (Ei ) de espa,;os ( Cf) pelas aplicações lineares ui º . 

A observação feita acima nos mostra que podemos supor 

que (Ei) é uma sequência crescente de sub-espaços de E 9 mu= 

nidos de suas topologias de espaço ( Gf ) 9 tais que a aplicação 

idêntica de Ei em Ei+l é contínua e E é reunião dos sub-es-

paços E1 º 

Os espaços (cl q:) considerados em ( ( 4] ) correspondem 

ao caso particular em que a topologia induzida por Ei+l em Ei 
coincide com a topologia de Ei o 

Para êstes espaços demonstra-se que E induz em cada 

Ei uma topologia que coincide com a topologia de Ei ; se os E1 
são eo•pletos 9 E é completo; tôda parte limitada de E está 

contida e é limitada num conveniente Ei º 

Estas conclusões nem sempre são válidas para os espaços 

(ci§') general izadosº .No capítulo II, consideraremos um caso bem 

conhecido de espaço (clif) generalizado em que as duas últimas 

conclusões se verificamº 
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- 2. Produtos tensoriais topológicosº 

Se E e F são dois espaços localmente e~nvexos 8 se-

parados, no produto tensorial E® F dêsses espaços tí possível d,! 

finir várias topologias localmente convexasp distintas 9 compatí-

veis com a estrutura de espaço vetorialº Apenas duas terão interea 

se para nós 9 a topologia íT e a topologia E cujas definições e 

principais propriedades daremos 9 sucints..mente 9 a seguirº Para mai2 

res detalhes consultar [61 ou [101º 

Existe uma única topologia localmente con:'ffexa. 11 separada, 

sôbre. E ® F tal que para todo espaço localmente eonvtalxo G 11 o e! 

paço das ap:licações lineares contínuas de E® F ~m G se identi.;. 

fica ao espaço das aplicações bilineares contínuas d8 ExF em 
' 

G. Nesta identificação, as partes equicontinuas d~ 

e de 13( E © F, G) se correspondemº 

Em particular 9 o dual de E© F s e ident:tfi,ea ao e.spaço 

das formas bilineares continuas sôbre E >< F º 

Indicaremos · por if essa topologia ( d-s:·no:r..ti:na,,t,.0, ·t;1:>pologia 

produto tensorial projetiva) e por E ®rr F o es:pa~,:· E® F munido 

dessa topologia. 

Um sistema fundamental de vizinh;zi.nça.a d.o :r;,E:ro na topol~ 

gi~ Tf é cons ti tuido pelos conjuntos 1( U © V) 9 an"t;-c:-l..tt1•-iE.t co:uveza, 

equ,ilibrada, dos conjuntos U @ V 9 quando U ( re.a;, º V ) percorre 

um sistema fundamental de vizinhanças do zero em E ( respº F )º 

A topologia TI é a mais fina das topologia~ localmente 

convexas sôbre E® F que tornam continua a apliea~ão bilinear ca 

nôniea (x,y) - x ®Y de E xF em E ®F º 
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E ®'fíF indica o completado de E ®rrF ; temos (E ®rrF) '= 

B(E x F) º 

Vamos indicar por -fr.(E; 9F~) o espaço das ~ormas bili-

neares separadamente contínuas sôbre E~ x F; º Es~e espaço veto-

rial se identifi ca algebricamente a L(F; 9 E8 ) 0 espaço das aplic~ 

ções lineares contínuas de 

obviamente 9 a L(E~ 9 F8 ) º 

em E6 9 o qual se identifica 9 

Indicaremos por Et ( resp. Et) o espaço E ( resp ºE') 

munido da topologia de Mackey t(E 9 E0 ) (resp. t(E' 9 E)) : topolo-

gia da convergência uniforme sôbre as partes convexas 1 equilibra-

das, fracamente compactas de Eº (respo E )o 

E conhecido que L(F; 9 E8 ) se identifica a L(Fi 9 E) j 

espaço das aplicações lineares contínuas de 

de sua topologia ( [5] 0 pgº 151 0 corolº 2)º 
em E munido 

Temos então as identificações algébricas: 

Além diSSOp se 

bilineares separadamente contínuas sôbre E O >< F O 
9 munido da topo s s 

logia da convergência u.ni:forme sôbre os produtos de partes equico~ 

tínuas de Ev por partes equicontinuas de F' e se L
8
(Ft 9 E) r! 

presenta o espaço das aDlicações lineares contínuas de F' t em E 

munido da topologia da convergência uniforme sôbre as partes equi 

contínuas de F' 9 valem as identificações algébrico-topológicas: 

f~e(E~,F~) = Le(Ft 9E) = L8 (Et 9 F) • 

O produto tensorial E® F é um sub-espaço de t(E~,F;): 
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todo elemento 'f;

1 
x10yi de EeF define a forma bilinear sepa-

radamente continua sôbre E ' X F 9 o s s o --- t <x' ,xi> <y º PYi> 

e a a:pl.icação de E Q) F em t( E; ,F ~) , biunívoca pois a dualid! 

de entre E eF e EV F' é separante ( [6] !) Capoip pgo3O,lema 1) 

O espaço E ® F munido da topologia induzida por 

!r8 (E~ 9 F;) 

Quando E 

será indicado :por E *e: F_ ; seu completad.of por E iE F. 

e F são completos, L-e(E~ 9F~) é comp l eto e, portaJ! 

to, E ®e:F é um sub-espaço de t-8 (E; 9 F;) º 

Pode-se verificar que a aplicação bilinear canônica 

(x,y) - x ® y de E>< F em E @e: F é continua i donde ,se segue 

que em E 0F a topologia é menos fina que a topologia • 

Em geral, essas topologias não coincidemº 

Um espaço localmente convexo e separado E se denomina 

nuclear sep para todo espaço localmente convexo e separado F , 

E llDTI' F = E e e: F ,, 

São numerosos os exemplos de espaços nucleares, entre os 

quais citaremos os seguintes~ 

a) Seja V uma variedade infinitamente derivável (respº an& 

lítica real), conexa e paracompactao Seja é(V) o espaço das fll!! 
ções infinitamente deriváveis em V 9 munido da topologia da con-

vergência uniforme sôbre todo compacto, da função e de tôdas as 

suas derivadas,, Seja «>(V) o sub-espaço de l(V) fo rmado pelas 

funções de suporte compacto e, se K é um compacto de V, seja 

CõK(V) o sub-espaço de é.(V) das funções de suporte compacto co! 
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tido em K. Muniremos CõK(V) da topologia induzida pela topolo~ 

gia de 6(V) e CÍJ (V) da topologia limite i nd.uti·yo das topolo-

gias (A)K(V) quando K pr~rcorre todos os conjunto~3 compactos de 

V • 
Seja <A> 0 (V) 9 dual de <N (V) 9 o espaço das distribui-

ções s8bre V e í O ( V) v dual de &( V) 11 o s ub-espaço de <íJ O 
( V) 

formado pelas distribuições de suporte compactoº Superemos ÜJ O 
( V) 

e c'(V) munidos de suas topologias for t esº 

Os espaços ~(V) 9 f(V) 0 íº ( V) 9 (7') 0 (V) são nuclea-

res ( [6] 9 Capo 2 9 ~2 9 n2 3 9 teorº 10)º 

b) Sejam V uma variedade analítica complexa 9 conexa e pa-

racompacta e 'Jfo ( V) o espaço das funções analíticas complexas 

sôbre V 9 muni.do da topologia da convergência compactaº O espaço 

~( V) é nuclea:c· ( [ 61 9 cap º 2 9 2 9 n2 3 9 teor, 10 9 corolário) º 

Se E é um espaço localmente convexo 9 sepa.rado 9 vamos 

indicar por E~ o dual de E munido da topologia. da convergên-

cia uniforme sôbre as partes convexas e compactas de Eº Essa 

topologia é mais fina que a topologia f raca d.e E ª ,a menos fina 

que a topologia de Mackey 9 logo o dual de E~ é E º 

O espaço L(Fb9E) das aplicações lineares contínuas de 

Fb em E se identifica ao sub-espaço de L(F; 9 Es) {e portanto 

de L(Fi 9E)) constituido pelas aplicações que trans~ormam as par-

tes equicontínuas de F' em partes relativamente compactas de E 

( [10], exposé 89 propo 4)o 
E fácil verificar que E® F é um sub-espaço de L(F~ 9 E) 

isto decorre de que os elementos de E ® F se identificam à.s apl~ 
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Fg 
s de posto finito; assim 

sendo E ®E F é um sub-espaço vetorial topológico de Le(Fb,E) • 

Se E e F são completos, Le(F~ 9 E) é completo ( [10], 

esposé 8, prop. 5) e, portanto E®e,F é um sub-espaço vetorial t~ 

pol6gico de Le(F~,E) º Para que E@ F E 

é necessário e su:ficiente que E 8F seja denso em Le(F09E) º 

Diz-se que um espaço localmente convexo e separado E 

verifica a propriedade de aproximação se o sub-espaço E ®E' de 

L(E,E) formado pelas aplicações de posto finito de E em E é 

denso em L(E 9 E) munido da topologia da convergência uniformes§ 

bre as partes compactas e convexas de Eº 

O espaço E verifica a propriedade de aproximação se e 

somente se 9 para todo espaço localmente convexo F 9 E ® F é de~ 

( [10] 9 exposé 14 9 teoro 2)o Se E e F -sao com 

pletos e se E verifica a propriedade de aproximação, em virtud~ 

do que mencionamos acima, vale a identificação E ®e F = L8 (F~,E), 
' A ~ioria dos espaços estudados na Análise Funcional V! 

rificam a propriedade de aproximação; para· alguns dêles não se ª! 

be demonstrar se é verdadeira ou não; não se conhecem exemplos de 

espaços que não verifiquem a propr~edade de aproximaçãoº 

Os espaçosg ~ ( X9 '1) 1 p oo onde X é localmente 

compacto e µ uma medida i:" O sôbre X 9 C( K) espaço das fun-

ções contínuas sôbre K munido da topologia uniforme, seu dual 

( Y) 9 é.( V) 11 & 0 ( V) e lÃ1 ° ( V) ; q., espaço C g (X) . os espaços ' 
nucleares; verificam a propriedade de aproxi-~(V) . os espaços ' -maçap. 
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Voltando aos exempl~s a) e b) acima, obtemos os segui~ 

t es resultadosg se E é um ,aspe,ço 1 ,,':)alrnente c{mYe:r.o p separado e 

completoi, seja t ( V 9 E) o espaç-o das funçê'.~ .: infi rd tamente deri V! 
veis definidas em V e com valor2s em E ( ±'u.:.."lçÕes 1retoriais in-

finitamente derivá.veis) :i m1111ido d.e, topo~•.og:'. .a '~.r:~ :·;0:r,v,7rgência uni-

i'orme sôbre compactos d.a função e tô1'?1.:: 9.'.S ~ua.r:3 ie:i:·ivadas º :Esse 

esp·aço se identifica a E.(V) ~11 E 

plo l)o Como t(V) é nuclear e verifica a pro~riedade de aproxi-

mação, temos as identificações~ 

6(V11E) = E,(V) 8 E = L (EV E,(y '\) e C9 · J, 

(não há necessidade de se expli..:d. tar qual a ·l-;s:ipologia sôbre o pro 

duto tensorial pois a l e a n coincidem) ~ 

Em particule.r 0 se E = t(W) 9 como t ( V >< W) munido de 

sua topologia usual se identifica algé"tirica e t,opoL)gicamente a 

l(V, t(W)) 9 temc,sg 

t(VxW) = l(Tlo t(W)):;:; E. (V) t ( w);: Le(t.v(w)S)t ( V)) o 

(Em l'(W) as topologias forte e da conv-ergência uniforme sôbre 

as partes comrexas e cOl!l.".1.Jac- t as de t ( W) coincidem pois l(W) 

um espaço de Montel)o 

Os mesmos resultados valem para o espaço 'JG,(V 9 E) das 

funções analíticas complBxas ce,m -valores ,··ia-':; -:>riaiss, munido da to-

pologia da convergência compactaº Teremos: 

e também~ 
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3º Núcleos distribuições. 

Seja V (respo W) uma variedade infinitamente derivá-

vel9 eonexa 9 paracompaeta e orientada 9 de dimensão n (resp. m). 

E,( V>< W) ( resp º (!;)( V x W)) representa 9 como no número anterior, o 

espaço das funções infinitamente deriváveis (respº infinitamente 

deriváveis e com suporte compacto) em V x W " Consideraremos êsses 

espaços munidos de suas topologias usuaisº ú'Jº ( V x W) ( resp º 

t ~(VxW)) representa o espaço das distribuições (resp., das distr1 

buições de suporte compacto) sôbre V x W º Ambos êsses espaços, 

suporemos munidos da topologia forteº 

Definição 1 - Os elementos de ÜJº ( V x W) serão denominados núcleos-

distri buiçÕes ou 9 abrevi4damente 9 núcleos sôbre 

V X w " 
Os núcleps serão 9 usualmente 9 indicados com as notações 

V L T eteºÀ x representa a variável em V 9 e y ·-x.ty 9 x,y 9 X9y 

em W º Se f(x 9 y) e (i"J(vxw) e K.x:ily E (]Jr(vxw) 1> o produto e~ 

calar dêsses dois elementos será indicado por 

ou 9 simp1esmente 9 

< ISc,y 9 f(x 9 y) > 
K(f) • 

Dado um núcleo a êle correspondem: 

1) Uma aplicação linear contínua LK de CÍJ (W) em Üü ' (V) 

definida por:: 

< LK( g) 9 f > = < 
9 
y 9 f( x) e g( y) > 9 

quaisquer que sejam f E rA (V) e g e: 1/0 (W) º 

2) Uma aplicação linear contínua t1x de 00 (V) em C7v' (W) 
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'( transposta da anterior), definida por: 

< t~( f ) ? g > = < KX 9 y 11 f ( X) g( y) > ll 

quaisquer que sejam f e Oü ( V) e g e: 00 ( W) º 

Conforme mencionamos no número anterior 9 o espaço ~»(v) 

4 nuclear e 9 sendo completo 9 temos 

@ 0 (V) ê O'Jº(W) = Le( m(w)I) Ov 0 (V)) ., 

A aplicação linear LK é~ pois~ um elemento dêsse produto tenso-

rial topolôgiCOo 

Fica assim definida uma aplicação linear~ 

a qual é biunívoca: se 

< KX t y 9 f ( x) @ g( y) > = 0 

quaisquer que sejam f e: @(V) e g e: ( W) então Tr é nulo, --x,y 
pois o produto tensorial algébrico ÚU ( V) @ úJ ( W) é denso em 

@( V x W) º Logo úJ O ( V x W) se identifica a um sub-espaço de 

©'(V) 0 ÜJº(W ) º 

O importante teorema dos núcleos de L º Sehwartz ( [12] ) 

afirma que tôda aplicação linear e contínua de OJ ( W) em @' ( V) 

provém de um único núcleoº 

Em outras palavrasg Údº (V x W) se idenfica algébrica e 

topologicamente a @1t ( V) ê (JU 9 ( W) .. 

O interesse da teoria dos núcleos-distribuições se pre~ 

de ao estudo de importantes categorias de núcleos que constituem 

sub-espaços vetoriais de ®º(V)@ 6vº(W) • Mencionaremos aqui, so-
mente aquêles que se re.laeionam com o presente trabalho, um estu-

do mais completo podendo ser encontrado em ( [12)). 



Definição 2 - O núcleo se denomina semi-regular em y se -x,y 
a aplicação 1ic : @(w)- ó'J'(V) se prolonga ,a. ,uma 

aplicação linear cont:!nua de t.' ( W) eni 00' ( V) / 

Isto significa que ISc,y (ou ~) é um elemento de 

©'(V)~ é(W) ; reciprocamente, todo elemento desse espaço defi~e um 

núcleo semi-regular em y • Portanto; .@'ª ( V) é. ( W) o espago . dos 

núcleos semi-regulares em . y. 

Definição 3 - O núcleo · se d.enomiri.a semi-regular em x se -Xgy 
LK g ÜJ(W) - (]Jv ( v) aplica ~(W) em t(V) • 

Resulta 9 em virtude do teorema do gráfico fechado ((51, 
pgº 271 9 teorº 2 ) 9 que 1x é uma aplicação contínua de ©(W) em 

t _( V) ; pois LK sendo uma aplicação continua de OJ ( W) em (7J' (V), 

seu gráfico é um conjunto fechado de @(w) x © 0 (V) e, portanto, 

fechado em <Ji) ( W) x é.(V) º 

Isto significa que JSc,y (ou ~ - ) é elemento de f 't 

é.(V)ê ÜJ '( W) e reciprocamente .. Donde t(V) ® @'(W) é o espaço 

dos n~cleos semi-regulares em x º 

Definição 4 - O núcleo se denomina regular se, semi-regular --x, y 
em x e em y º 

O espaço dos núcleos regulares é, obviamente, forma.do 

pela intersecção dos espaços t. (V) @ O';)·ª(W) , e CQ º(V) i t.(W) • 

Está Q1aro que essa intersecção contém ó espaço l( V x W) = 

= t:(V) ® é(W) ma.e é 9 em geral 9 distinta dêsteº 

Para as considerações que se seguem, devemos nos 

gir ao caso em que V= W; continuaremos a designar por (x,y) 
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os elementos da variedade produto e conservarems as mesmas nota-

ções para os núal eosº 

Definição 5 - O núcleo 1Sc 9 y se denomina muito regular se: 

1) K é semi-regular em y . 
X 9y 

, 
2) qualquer que seja TE t,!(V) 9 ½{(T) é uma fun 

.. infinitamente derivável todo aberto de V onde T é fun-çao em .. infinitamente derivá-velo çao 

O teorema que daremos a segu.ir 9 é conhecido [7] , pgº 

250 e [11] 9 2~ edition9 pge 139º Julgamos conveniente dar a qui 

sua demonstração 9 tendo em vista o caso análogo que estudaremos 

no capítulo seguinteº 

Teorema 1 - Uma condição necessária e suficiente para que o nú-

cleo K x,y seja muito regular é que se ja re~lar e 9 

no complementar da diagonal de V xV 9 seja uma função infinita-

mente derivável º 

Suponhamos muito regular e -Xg y a aplicação de 

@(V) em @' (V) que êsse núcleo defineº Em virtude da condição 

2) da definição 5 9 LK aplica CN( V) em é, ( V) logo é -x,y 
semi-regular em x; como por hipótese é semi-regular em y 9 

segue-se que Kx,y é regular º 

Sejam A e B dois conjuntos abertos e disjuntos em 

V • Se TE í'(B) 9 T se prolonga a uma distribuição de suporte 

compacto definida em V, tomando-a identicamente nula no comple-

mentar de B. Continuando a indicar com T a prolongada, em vir 

tude da condição 2) da definição 5 e de que T é nula em A 9 
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Ix:(T) é uma função infinitamente derivável em A. Fica assim d~ 

finida uma aplicação linear de é 0 (B) em é(A) que é contínua 

pelo teorema do gráfico fechado ([5] 9 pg. 271, teor. 2) • Conclui 

é um elemento de = t(A) ® é(l3) = mos que LK 
= t(A Xl3) e, portanto, que a restrição de K a AxB é uma 

X9y 
função infinitamente derivável. Como A e 13 são abertos quai s-

quer 9 porém disjuntos 9 segue-se que K é 9 no complementar da · 
. X9y 

diagonal de V x V 9 uma função infinitamente derivávelº 

Rec1procamente 9 se as condições do teorema. estão verif! 

cadas 9 a condição 1) da definição 5 está 9 automàticamente 9 satis-

feita· .. 13asta 9 pois 9 verificar 2) º 

Seja T t. t O (V) e suponhamos T /. @( V) 9 pois se T = 

= f E ÚV(V) 9 1,: ( f ) é é ( V) visto que K x,y é regularº Seja O 

o maior aberto onde T é uma função infinitamente derivável. O 

contém, pelo menos 9 o complementar do suporte de T • Seja k o 

complementar de o k é compacto - pois T /, úv(V); . e nao vazio, ' 
k é o conjunto das singularidades de T o 

Sejam X um elemento qualquer de o . A e 13 dois ' 
abertos relati-vamente compactos, disjuntos, tais que A:::) k e 

13 3 x e a uma função infinitamente derivável de suporte com-

pacto contido em A 9 igual a 1 numa vizinhança de k º Podemos 

escreveri 
T = aT + (1 - a )T º 

A distribuição o:T tem suporte compacto contido em A ' logo é 

nula em 13 o Como 9 por hipótese, tl(Axl3) ,y então Lx:( aT) t. 

l l(l3) o Por outro lado, (1 - a)T sendo nula em k é uma fun-
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9ão infinitamente derivável e de suporte compactoº Como 9 por hi-

p6tese, Tf é regular 9 -x,y 1,c(( 1-a) T) é infinitamente derivável 

em V , em particular em B º Concluimos que 

I uma função infinitamente derivável em x 9 elemento arbitrário 

de O , logo em O 9 Coqod., 
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CAPITULO II 

ALGUNS ESPAÇOS DE FUNÇ~ES ANALITICAS 

lo Séries múltiplas de potências em um espaço localmente convexo. 

Em todo êste capítulo indicaremos pori 

x ( resp º z ) uma n-~•upla de números reais ( resp º comple-
I \ respo 

1 x 1 ( resp º 1 z 1 ) a norma (resp º 

( 1 z1f + º º º + 1 zj) 
112 

, 

p uma n-upla. de r,.imieros inteiros 9 não negativos , 

(p19 º"ºtPn); lpl será e, soma Pi+.ºº+ Pn; p! = P1L"ºpn! • 

( resp º zP ) o produto ( resp .. 

Se r = (r1 ~ººº 9 rn) é uma n=upla de números reais com 

ri> O 9 1-' i" n denomina-se hiperparelelepípedo (respº polici-

lindro )· aberto de centro x
0 

( resp º z
0 

) 9 o conjunto dos x e: Rn 

( resp º z e: Cn )· def i nido pelas condições 

Sempre que nã.o h ·:mver ambiguidade 9 representaremos por 

1 x - x0 1 < r ( resp º 1 z - z 0 1 <. r ) 

o hiperparalelepípedo (respº policilindro) aberto de centro x0 

(respo zo )o 

Nas considerações que se seguem vamos nos limitar, por 
·' 
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o•o41dade9 ao caso x variável real; todos os resultados serão 

z variável complexaº 

Sejam E um espaço localmente convexo 9 separado; 

(ap ) 9 p = (p19 º º º ,pn) 9 pi int eiros O 9 uma 

1equ8ncia de elementos de E e X= (X19ooogXn) um elemento de 

!D. A sequência (a xP) p de elementos de E se denomina série 

nnUtipla de potências a n variáveis reais com coeficientes ªP º 

Defini:ção 2 - Dir~mos que a série ( ªP xP) e somável no ponto 

x
0 

e sua soma é s se 9 para toda vi zinhança V 

da origem em E 9 existir um inteiro 

inteiro N N0 9 tenhamosg 

N > O o tal que para todo 

onde 

mável em 

L 
IPI-. N 

A série 

a xP º p o 

(ap xP) 

todo ponto X E I 

A série (ap xP) 

se diz somável em IcRn se for so-

o 

é uniformemente somável em I e sua 

soma é s(x) se 9 para toda vizinhança V da origem em E 9 exis 

tir um inteiro N > O o tal que para N N 9 tenhamosi o 

qualquer que seja X E I 9 onde sN(x) = L ªP 
xP 

" IPl~N 
Quando ( ªP xP) for somável, indicaremos sua soma com 

uma das seguintes notações~ 

ou o 
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Teorema 1 - Seja E um espaço localmente convexo e separado. A 

série ( ªP xP) é somável no ponto x
0 

(respº unifo! 

memente somável em I) se e somente se para tôda semi-norma con-

tínua y definida em E 9 a série for somável no ponto x0 ( resj 

uniformemente somável em I) no espaço E munido da topologia 

definida pela semi-norma y º 

Com efeit o 9 o teorema resulta das duas observações se-

guintesg se y é uma semi-norma continua definida em E 9 todo 

conjunto 
{ x E E g y( x) < l } 

que é vizinhança do zero em E na topologia definida pela semi-

-norma é vizinhança do zero na topologia de Eº Sendo E um es-

paço localmente convexo 9 sua topologia pode ser definida por uma 

família (pa) A de s emi-normas contínuas e as vizinhanças do ze 
aE 

roem E -sao conjuntos do tipo 

' 
No caso de s~ries numéricas de potências é sabido que a 

existência de uma n-upla r = (r19 ººº'rn) de números reais posi-

tivos e de uma bonstan te M > O , tais que 

1 ªp rP 1 M 

acarreta que a série ( ap xP) é absolutamente convergente no hi-

perparalelepípedo I xil < ri , ( 1 i n) e uniformemente converge~ 

te em todo fechado contido nêsse hiperparalelepípedoº 

O análogo dêste caso num espaço localmente convexo E 

dado pelo teorema que se segueº 
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Teorema 2 - Seja ( a xP) 
p uma série de potências a n-variáveis 

reais e supvn.hamos que ex::.stam um n- upla r = 

de números reais r. > O e uma r,arte A de E J. 

convexa 9 equili br-ada 9 l i.mi tada e completa tal que 

quer que seja o índice p º Ne:seas condições a :sêri.e de potências 

(ap xP) é absolutamente somável no espaço de Banach EA 9 no hi-

perparalel ep ípedo lxl < :e e uniformemente em todo fechado conti-

do nêsse hi perparalelepípedoº A fortiori 9 a sêrie será uniforme-

mente somável em E 9 em todo fechado :contid.o em I x 1 < r º 

Com efeito 9 seja x = (x19 ºººvxn) uma n-upla de números 

reais 9 t a l que 

Temos g 

a xP p 

1 X.; 1 < r . para todo .... 1. i=l 9 ººº 9 n º 

pois 0 de acôrdo com nosr~a rü.pôtese ? ªP rP E A º Da defi_nição da 

norma em E A decorre qu.ia 
PJ P P1 Pn li a .. - . · - x n li .'A1 º º º Àn !>1 º º º Pn .r_:1 º º º n 

onde o < /\..,_ < 1 o ... 

Por t anto 9 para lx. 1 < r. l. l. 9 (l~i~n) 9 a norma 9 em EAP 
de todo el emento da série ( apxP) é majorada pelo elemento de 

mesmo índice da série numérica convergente (),_P) o que nos mos-

tra que a série de potências (ap xP) é absolutamente somável 9 

donde uniformemente somável em EA; em todo fechado contido em 

1 xi < r º 
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Como a topologia induzida por E em EA é menos fina 

que a topologia de espaço normado 9 concluimos que a série dada é 

uniformemente somável em E em todo fechado contido no hiperpara 

lelepípedo lxl < r º 

Corolário - Seja E um espaço localmente convexo 9 separado e 

quase-completo, (81, xP) uma série de potências a 

n-vari áveis reais e suponhamos que exista uma n-upla J3 = ( '31 P º º 9 Pnl 
de m1meros reais pi /. O tal que o conjunto { appP } 9 p = 

= (p19 ººº 9 pn) 9 seja limitado em Eº Nessas condições 9 se O<ri< 

< 1 p . 1 9 1 i n 9 a série de potências ( ap xP) absoluta e 
. l. 

uniformemente somável no hiperparalelepfpedo fechado I xi~ r 9 

em um espaço de Banach conveniente EACE º A fortiori 9 a série 

será uniformemente somável em E 9 em lxl r º 

Seja 9 com efeito 9 A a envolt6ria convexa9 equilibrada 

e fechada do conjunto { appP } º Como êste conjunto é limi tado 9 s~ 

gue-se que A é uma parte limitada e fechada de E 9 a qual é 

completa pois 9 por hip6tese 9 E é quase-completoº 

Es t amos então nas condições do teorema 2 o que demons-

tra o corolário º 

Definição 3 - Diremos que a série múltipla de potências ( ªP xP) 

é es calarmente somável no ponto x0 

memente escalarment e somável em I x 1 r ) se 9 para todo e' E E 

a série numérica (< 91> 9 ei > xP) for somável no ponto 

uniformemente somável em I x 1 r ) º 

X o 
( resp. 

Se a série ( ªP xP) , for somável em E e uniformemente 

·quando I x 1 r 9 então a série será escalarmente somável e unifo~ 
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... ente quando I xi r 9 pois somável e uniformemente quando I x 1 r?,-

na t opologia fraca de E º 

e nvém observar que 9 se (ap xP) é escalarmente somável 

no ponto x0 não decorre necesstriamente que (ap x~) seja so-

mável na topologia fra.ea de E º Está cla.ro que 9 nêste caso 9 a sy. 

cessão das reduzidas 

L 
IPI n 

a p 

I uma suces são de Cauchy :na topologia fraca cuja convergência s6 

estará garantida se impusermos condições suplementares em Eº 

Vale o seguinte resultadog 

Teorema 3 - Sejam E u.1n espa.ço localmente convexo~ separado e 

quase-completo e ( ap xP) uma s ~rie nnUtipla de po-
.. 

tências com coeficientes em E 9 uniformem ente escalarmente somá-

vel no hiperparalelepfpedo 1 :,se 1 r ; então ( ªP xP) é uniforme-

mente somável em E 9 n,, hiperpara,::.e lepípedo I x 1 r º . 

Com efeito 9 de nossa hipótese decor r e que para todo x 

no hiperparalelepípedo considerado 9 a sequência { 8.p xP} é fraca-

men·.;e limi ,:;ada em E 9 logo limitadaº Podemos então aplicar o co-

rolário do teorema 2 !) o que prova o teorema 3 º 

2. Funções analíticas vetoriaisº 

Defini ção 4 Sejam E um espaço localmente convexo e separado e 

f uma função definida em~ aberto U de Rn com 

valores em E º A função f se denomina analítica no ponto x 0 t 

E U s e 
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a série do segundo membro sendo uniformemente somável no hiperpa-

ralelepípedo 1 X . - X · 1 < r 1. 9 l. 01. 

Quando o espaço E é quase-completo decorre, pelo que 

for estabelecido no n'timero 1 9 que a série do segundo membro é ab-

solutamente convergente num espaço de Banach conveniente EA. 

Os resultados seguintes são de demonstração nstandard': 

lº Se f(x ) é uma função analítica no ponto x 0 EU, f(x) 
é iri:finitamente derivável nêsse ponto e 

P º P ' a l o 000 nº p P1 º º º n 

2o Se :f( x) é analítica no ponto XO E U 9 se xl =( xll P º • ., 

é tal que 1 x1 i 9 º º º 9 x 0 i 1 < ri 9 l~i~n 9 então :f( x) é analítica 

no ponto xl o 

3o Se f(x) é analítica no ponto x0 EU 9 então :f(x) se 

prolonga a uma :função analítica da variável complexa z 9 definida 

no policilindro I zi - x0 il < ri 9 l ,is; i ,is; n de Cn por 

f(x ) = L ap( z - x )P º p o 

Definição 5 - A :função f(x) se denomina analítica em U se for 

analítica em todos os pontos de U º 

Resulta das definições e propriedades acima mencionadas 

que se f(x) é analítica em U 9 f(x) é uma função vetorial i~ 
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finitamente derivável em U e suas derivadas são funções analít! 

casem U 9 alem disso f(x} se prolonga a uma função analítica 

complexa definida numa "'l'::Lzi:nhança aberta u* de U em cn º 

Se f (x) é analítica em U 9 é fácil ver que, para to-

do e•~ E º 9 a função n:wnérica 

fe i (:x:) = <f(x L) e 0 > 
definida em U e com valores em C é anal:í'.tica em V º 

Com efeito 11 se 

f(x ) = La (x - x0 )P 9 p p 

a sárie do segundo membro s endo uniformemente somável em E qua!! 

do I xi - x01 1 , r 9 1 i n 9 então essa série é uniformemente s,2 

mável na t opologia fraca de E e sua soma é f(x) º Decorre quej 

para todo e O E E O 
11 

< f (:x·.) gen> = L <8.p 9en> ( x-xo) P 
p 

unifor memente quando 

Definição 6 - Uma função f definida no aberto U CRn com valo-

res em E se diz escalarmente analítica no ponto 

x
0 

EU s e 9 para todo e ve Eº , f 8 o se representar como uma sé-

rie de potências em (x - x0 ) uniformemente convergente no hiper 

paralelepí pedo I xi - x0 il ri 9 1 i ( n " 

A funçã o f se diz escalarmente analítica em U se 

for esealarmente analítica em todos os pontos de V º 

Se f é escalarmente analítica no ponto x
0

, para todo 

e ' E E' 9 f eu é infinitamente derivável e vale a representação 



·ou 
fe v( x) = plt p o 

1 · 
<f (x) 9 e 0) = L p1 

p 
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nP _fé~(xo).(x - Xo)P 

uni f ormemente em 

Relembramos que ( cf º [5] pg., 2J8 e seguint~) 9 uma fun-
-çao f g u-E se denomina escalarmente derivável no ponto x

0 
E 

EU se 9 para todo e 9 E Eº 9 fe' for derivável nesse pontoº 

Uma função f escalarmente analítica no ponto x
0 

EU 

é 9 pois 9 infinitamente escalarmente derivável nêsse pontoº 

Quando E á um espaço localmente convexo quase-comple-

t ·o é c onhecido que ( [5] 9 pg º 244 P corolário 2) tôda f infinita-

mente escalarmente derivável é infinitamente derivável em Eº 

Isto significa, no caso em que f é escalarmente ana-

lítica11 que existem tôdas as derivadas nP f(x0 ) , x0 EU~ e são 

element os de E ., Na reaJ.idade temos o resultado mais preciso. 

Teorema 4., Se E é um espaço localmente convexo quase-completo, 

tôda função escalarmente analítica é analíticaº 

Com efei to 9 em x 0 EU existem as der ivadas nPf(x0 ) 

e t emos 
< nPf (x ) ~e'> = nP [<f(x) 11 eº>]x º o o 

A s érie de potências ( J, nPf(x
0

)o(x-x0 )P) é 9 Po 
tude de nossa hipótese e da igualdade acima uniformemente 

mente somável quando I x - x0 1 r e sua soma é < f(x) 9 e'> º 

Pel o teorema 3, concluímos que a série acima é uniform! 

mente somável para lx - x0 1~r e sua soma é f(x) o que prova 

,que f é analítica no ponto x
0

• 
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0s resultados dêsse número e do número anterior nos mos 

tram que o conceito de f :.tnção anal i. Ti ica com valores num espaço l.Q 

calment e convexo E é o mais :natural quando E é quase-completoº 

Convém observa r 9 finalmente que 9 para as funções analí-

ticas de variáYel c:ompl.e~a. ,c om valores em E 11 vale a representa-

ção i ntegr al de Cauchy 9 utilizando-se o conceito de integral de 

funções vetoriaisº A fim de garantir que a integral seja um ele-

mento de E 9 impÕe-ss a E o axiomag ta envolt6ria convexa e 

fechada de todo compacto é compacta 00 condição essa pouco restri-

tiva: os espaços quase~~ompletos possuem-naº 

Os espaços que c~nsideraremos serão sempre localmente 

convexos 9 separados e comple t os e 9 para êsses 9 as condições aci-

ma mencionadas se ,rerif'i camº 

3º O espaço vetorial t opc ~'...6gico das funções analíticas reais de-
finidas em um compe.ct) º 

Seja K uma parte compacta de Rn e f (x) uma função 

numérica 9 analítica em todos os pontos de K º E sabido que f se 

prolonga. a uma função a:v.a,l ítica complexa 9 definida num aberto con 

veniente de Cn que con·t em K º 

Reciprocamente 9 tôda função numérica f(z) , analítica 

complexa num aberto U de Cn que contém K 9 define por restr1 

ção a U n Rn 9 uma funçã,o analf tica real em todos os pontos de Kº 

Se f é analítica complexa em u 9 g analítica comple 

xa em V 9 u e V abertos de cn que contém K e se f coin -
cide com g num aberto w de cn que contenha K e esteja con 
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tido em U n V 9 então :f e g de:finem a me_sma fun~ão analítica 

real em W íl Rn º 

Vamos indicar por Jfo(U) o espaço vetorial sôbre C 

das funções analíticas complexas definidas no aberto U de Cn. 

Consideremos 9 a seguir 9 o conjunto formado por êsses espaços qua~ 

do V percorre todos os conjuntos abertos de cn que contenham 

K e definamos nêsse conjunto a relação de equivalência seguinte: 

f E ~ ( U) é equivalente a g o Jfo(V ) ·•· ': s.e existe um aberto W 

contendo K e contido em U n V tal que f coincide com g em 

W º O espaço quociente por essa relação de equivalência~ formado 

pelas classes de funções analíticas complexas 9 duas :funções per-

tencendo a uma me sma classe se coincidirem num aberto de Cn que 

contenha K ou 9 equivalentemente 9 tendo em vista a observação 

feita no início dêste m:1mero 9 pelas classes de funções analíticas 

reais definidas em abertos de Rn que contenham K, duas funções 

pertencendo a uma mesma classe se coincidirem num aberto de Rn 

que contenha K º 

Indicaremos por a(K) êsse espaço., Trata-se de um es-

paço vetorial sôbre C º Seus elementos serão denominados, por si! 

plicidade 9 funções analíticas sôbre K º I ndicaremos por u . a 

aplicação natural de Jt,(U) em ti(K) º 

E sabido que a topologia da convergência uniforme sô-

bre as partes compactas de U é compatível com a estrutura de e§ 

paço ·vetorial de J(,,(U) e que, munido desta topologia, Je,(U) é 

um espaço q: 9 iºeº localmente convexo metrisável e completo. 

Definiremos em a(K) a topologia limite indutivo das 
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topologias dos espaços 'Jf,,( U) pelas aplicações u & é a mais fi-

na das topologias loca~_me:..1"':e corri.r":nae s5b"".." :i Q, (X) que tornam con 

tínuas as aplicações u. º 

Resulta das º d ""' consi eraçoes gerai s sôbre a topologia limi 

te indutivo ( cf" [5] 0 pgº 248 ) que O nêsse caso 9 a topologia de 

a(K) pode ser obtida como a topol·:>gia limite induti-vo de uma se-

quência crescente de espayos 10(Uj) pelas aplicações uj 9 onde 

(U.). 1 2 é uma s equência decrescente de partes abertas de J J= 9 9 o o o 

cn que contêm K e ta.:i.s que se U um aberto contendo K 9 e-

xiste um índice j tal que U=:)U . º 
J 

Po demos supor air.da que cada uma. das componentes cone-

xas de Uj 9 j=l 9 2 9 ºº ºs contenha peJ.o menos um ponto de K 9 o 

que nos garantirá a biuni Ycci .da.de fla~ aplicaç'ões uj º 

Finalmente v como K 0ompacto 11 podemos supor que os 

U - b t 1 · " t ,1 Cr.t º A ap11· caç-ao de j sao a er os re a ... 1. "t'aJD.e:n"\,~ r..omp6.c ,. s :;.e 

inclusão v . 
J :iue a tôda f f. 10( U -i J faz corresponder s11;a restri-.., 

ção a ~ ( U j+l ) iã uma aplica·;ã.o linear compacta 9 isto é 9 transfor 

ma uma conveniente vizinhança e. ,) zero em ~ ( Uj) em uma parte r~ 

1 t . t , '1P tu I f t "' t ·1· a 1.vamen e compa1~"te, ci .3 cr1tH, j+l · 11 a. o esse q_ue u. 1. izaremos a 

seguir o E óbvio que uj = u.j +l V j (• 

Se ja w. 
J 

a Yizinhança do zero em i&(Uj) cuja imagem 

v/Wj) é uma parte r elativamente compacta de 1!o(Uj+l) e indi-

quemos por Aj+l a envolt6ria convexa 9 equilibrada e fechada de 

u .(W .) 
J- J 

em 10(U j +l) o Aj+l é compacto logo completoº Seja 

Bj+l o sub-espaço vetorial de ~(Uj+l) 9 gerado por Aj+l no 

qual introduzimos a norma definida por Aj+l (cfo capoI 9 nQ 1)º 
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Bj+l é um espaço de Banach e a topologia induzida por ]l,(Uj+l) 

em é menos fina que a topologia de espaço normado. 

Obtemos assim, uma sequência de espaços de Banach B. ' J 
j=2 9 3 9 ººº cada Bj sendo um sub-espaço vetorial de 1e,(Uj) , 

j=2 9 3 11 ºº" e 9 é fácil ver, podemos supor BjcBj+l para todo índi-

ce 

de 

j º Indicaremos ainda por uj a restrição a 

~(Uj) em ll(K) e por vj a aplicação de 

Vamos demonstrar o 

da aplicação 

Teorema 5 A topologia de a(K) acima definida coincide com a 

topologia limite indutivo das topologias dos espaços 

de Banach Bj pelas aplicações uj • 

Inicialmente vamos demonstrar que a reunião das imagens 

u.(B .) é a(K) º Com efeito 9 se f E a(K) 9 como êsse espaço~ 
J J 

reunião dos espaços uj(J&(Uj)) , existe um j e g E d0(Uj) tais 

que u.(g) = f º Seja À. um escalar tal que 
J J 

Àjg E Wj , segue-

e, portanto, f = -se que Àj v/g) E Aj+l donde v/g) E Bj+l 

= uj(g) = uj+l vj(g) E uj+l(Bj+l) Coqodo 

Seja 9 agora 9 V uma vizinhança do zero em ~(K) na to 

pologia limite ind~tivo dos espaços lfo(Uj) pelas aplicações uj . 

Para todo :índice j=l 9 2 9 º º º 9 uj1(V) é uma vizinhança do zero ,em 

í&J(Uj) (cfo definição de vizinhança do zero :na topologia l i mite 

indutivo ) a qual i nduz, para j=2,3 9 .. o. 9 uma vizinhança do zero 

no espaço de Banach Bj o que prova que a topologia limite indu-

tivo dos espaços Jf?( Uj) pelas aplicações uj é menos fina que a 

topologia limite indutivo dos espaços Bj pelas uj • 
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Finalmente suponhamos W uma vizinhança do zero em 

ll( K) na t opologia limit;e induti,ro dos eapaçc.s B .. 
J 

pelas aplica-
... Para todo j=29 ) 9000 9 uj1( W) Yiz:.nha.nça do çoes uj o zero 

Bj º Como um sistema fundamental de v i zinhanças do zero em Bj 

são os homotéticos dos conjuntos Aj existe um es calar 

tal que 

ou 

poi~ 

e como 

À • l V. 1 ( W. 1 ) e u ~l( W) 11 J- J- J- J 

v. 1 ( W. 1 ) e A. ; segue-se que J- J- J 

U . o V . 1 ( À • l.-W.; 1 ) C W J J= J~ 

que, para todo j=l 9 2 9 º º º P existe um escalar ,/\ j tal que 

Ãj wj e uj1(w) 

o que prova que uj1(w) é vizinhança do zero em ~ (Uj) 9 

À. 1 J-

em 

j=l, 2 9 º º. e 9 portanto 9 que W é vizi nhança do zero na topologia 

limite indutivo dos es:paços 1&(Uj) pelas aplicações uj e o lema 

fica assim demonstradoº 

O teorema 5 mos·tra que as duas definições da topologia 

de a(K) que se encontram9 uma delas, em [3) 11 pgº 37 e seguin-

tes e em [8] pgº 80 9 a outra em [5] 9 pg º 315 9 exemplo b) são equ_! 

valentes. O fato de a topologia de a(K) poder ser definida como 

l imite indutivo de espaços de Banach será essencial para estabel~ 

eermos os lemas 2 e 3 e o teorema 8 do n2 4 º 
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Uma propriedade bem conhecida do espaço 11,,(K) , demons-2 

trada por Kothe 9 (que se encontra também em [3] 9 pg. 27, prop. 35 

e pgº 39 9 propº 8 ) é que êsse espaço é completo. 

O teorema que demonstraremos a seguir 9 caso particular 

de um teorema mais geral estabelecido em [5] pgº 268, teorema 1, 

permite caracterizar as partes limitadas de tl,(K) º 

Teorema 6 - Se A é uma parte limitada de a(K) , existe um índi 

ce tal que A está contida e é limitada na ima-

u. 9 munida da topologia obtida por trans-
Jo 

porte de estrutura por u. o J . o 
Como a.,(K ) 6 um espaço completo 9 podemos supor 9 sem 

perda de generalidade 9 que A é uma parte limitada 9 convexa, e-

quilibrada e completa de Q,, ( K) º Indiquemos por EA o sub-espaço 

vetorial de a(K) gerado por A e munido da norma definida por 

A; EA é um espaço de Banach e a aplicação idêntica 

I g EA - a(K) é contínua º 

1 

Seja E - E A n u. ( Jfp( U . ) ) .- dos u/~(~j)) = o como a reuniao 
J J J 

, 
é a (K) - EA en ao ::::: UE . 

j J 
e sendo EA um espaço de Baire pois 

espaço de Banach 9 decorre que existe um jo tal que E. Jo não á 

um conjunto magro º 

Por outro lado no espaço ( <J' ) E A x }(,( U j) consideremos 

o sub-espaço vetorial fechado 

Hj = { (f 9 g) g I(f) = u/g) } 

e indiquemos por pj a projeção de EAx1fo(Uj) sôbre EA. E fá-

cil ver que p/Hj) = Ej .. Como Hj e EA são espaços <1 e Pj 
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r 

, uma aplicação l inear contínua de Hj em EA 9 resulta do teore 

ma dos homomorfismos de Banach que se pj(Hj) = Ej for distinto 

de EA 9 

portanto, 

EJ. é magroº Porém E . Jo não é magro, logo E- = EA Jo 
EA e u . (}{,( U . ) ) º Jo Jo 

Por outro lado 9 I é continua de EA em uJ. (J\o(U . )) o Jo 
munido da topol og ia induzida por C{,,(K) que é menos fina que a 

topologia de espaço metrisável e completo de u. ( t&(u . ) ) 
Jo Jo obti-

da por transporte de estrutura por u . º Logo em virtude do teo-Jo 
rema do gráfic o fe chado9 I é continua na topologia de 

u. (JG,{UJ. ) ) 9 donde decorre que A é uma parte limitada nesse es-Jo o 
paço. e.q.dº 

Corolário - O espaço a(K) munido da topologia limite indutivo 

das topologias dos espaços J&( Uj ) pelas aplicações 

uj é um espaço de Montelo 

Com efei t o, se A é uma parte _l i mitada de a(K) , A 
- -

, limitada em u j
0

(J&(Uj
0

) ) o qual é um espaço .de Montel 9 logo é 

relativamente compacta em uj
0

(Jfo(Uj
0

)) e 9 portanto 9 em a(K) , 

c.q.d. 

Além da s propri edades acima mencionada s 9 sabe-se que 

o espaço a (K) é nuclear ( [6] 9 Chap.,II 9 pgo 57) º Todo espaço 

nuclear verifica a pr opri eda de de aproximação (cf. Cap.I, n~ 2); 

já v;Linos então que se E é um espaço localmente convexo 9 separa-

do e compl eto: 

Em part icular, se 
Rm , temos 

= Le(E~ 9 a(K)) º 

E = a(L) onde L é um compacto de 
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a(K)@ a(L) = Le( a (L) v ,a(K)). 

4º O espaço das funções analíticas reais no produto de dois com-
pactosº 

Sejam K um conjunto de Rn e L um compacto de Rm • . 

O espaço a(KxL) se define de maneira análoga ao espaço · Ú,(K) 

do ng 3 9 como sendo o espaço das cd.àsses de ·funções analíticas 

complexas definidas em abertos de ; en x ·Cm que contêm K x L , 

duas funções pertencendo à mesma classe ·se coincidirem ll1lUill mesmo 

aberto que cont~m K x L º 

Se O é um aberto contendo de cn x cm indicaremos, C.Q 

mo anteriormente 9 por }&(O) o espaço vetorial sôbre C das fun-
-çoes analíticas complexas definidas em Oº 

O espaço vetorial a(KxL) · será munido da topologia li-

mi te indutivo dos espaços Jb( O) , munidos da topologia da conver-

gência compactaº! claro que podemos nos restringir 9 em nossas 

considerações 9 aos espaços 3&(UxV) onde U (respo V) é um a-

berto à.e Cn (respº Cm) que contem K (respo L ) o 

Já vimos que (capoI 9 ng 2) o espaço 1ei(UxV) se identi-

fica ao produto tensorial topológico 1e,(U) ~'ií -;&(V) • 

u (resp. v) indica a aplicação natural de J&(U) (resp. 1',(V)) 

em a,(K) (respº a(L)) 9 a aplicação natural de ~(U~V) em 

il(KxL) se identifica a u v º Podemos então dizer que a topo-

logia de Cl(KxL) é a limite indutivo das topologias dos espaços 

,e,( U) @rr ,&(V) pelas aplicação u~v .. 

Se (U.) (resp. (Vk) ) é uma A sequen-
J j=l,2, .... k=l,2, ••• 
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eia decrescente de partes abertas de Cn ( resp. Cm ) que contêm 

( (resp . L) e tais que se U (respº V) é um aberto contendo 

1 (resp. L ) 9 existe um índice 

( resp. V :) V k ) ,. A topologia de 

j ( re sp " k ) tal que U :) U j 

a,(KxL) ~~rá então a topologia 

limite indut ivo do s espaços ifo( U j) @íT ~( Vk) pelas aplicações 

Estamos em condições de demonstrar o 

Teorema 7 - O produto tensorial a(K) 8 l&(L) é denso em a(KxL) º 

Com efeito, seja f E ~(KxL) e W uma vizinhança do 

zero em a(KxL) º Seja f um representante de f em ~(UjxVk)= 

por uj vk é = í&(Uj)inX,(vk) ; como a imagem reciproca de W 

, existe um elemento uma vizinhança t g. 9 hkp E 
p=l JP 

do zero em if,(uj >< Vk) 

lfa ( U j) Jfo( Vk) tal que f - t g . hkp pertence 
p=l JP 

q 
a imagem recíproca de W por uJ. 9 vk º Logo 9 f - > u .(g. ) ® 

p~ J JP 

e vk(~p) E W e t uJ.(gjp)@ vk(hkp) E a(K) ® w( L) 9 Coq odo 
p=l 

No espaço vetor1.al a( K) @ cl,( L) podemos definir duas 

topologias a primeira é a topologia Tí produto tensorial topol6-

gico das topologias de a(K) e ti(L) ; a segunda é a topologia 

limite indutivo dos espaços J&(U j) 011 1{,(Vk) pelas aplicações 

ujavk. Demonstraremos, a seguir, que essas topologias coincidem. 

uma sequência de espaços normados, a-

plicações lineares de E. em E e u~ suas transpostasº 
J J 

Suponhamos definida em E a topologia limite indutivo das topolo-

gias dos espaços Ej pelas aplicações uj .. Em E' , dual de E , 
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a topologia forte coincide com a topologia a menos fina que torna 

contínuas as aplicações 

forte .. 

u'• J de E' em munido da topologia 

Com efeito 9 indiquemos por ~f a topologia forte de E' 

e por 't' a topologia a menos fina que torna contínuas as aplica-
-çoes lineares u~ º 

J 
E fácil ver que i menos fina que tf ; vamos demons-

trou que tf t§ menos fina que 1: ou seja que 9 a aplicação idênt1 

ca d 0 Eg munido da t em Eº munido da tf é contínua., 

Inicialmente observemos que Eº· forte é metrisável poi 
J 

E . sendo normado 9 admite uma sequência crescente de partes limi-
J 

tadas cu ja reunião é E . 
J 

e cujos polares determinam em for-

te uma sequência. fundament al de vizinhanças do zero., Segue-se 9 

dêste fato 9 que a t opologia t é tamb~m metrisável como a menos 

fina d.as topologias que tornem contínuas uma sequência de aplica-
"" çoes em espaços metrisáveis., 

Por outro lado 11 todo espaço metrisável é bornol6gico 

( [51 P pg., 204 9 teor., 3) 9 logo para concluirmos que a aplicação 

dêntica de Eº munido da t em E ' munido da tf 

ta verificar que es sa aplicação transforma limitados em limita-

dos (capo I~ n2 l)ú 

Seja M uma parte limitada de E 9 munido da t ; para 

todo j 9 uj(M) 
contínua., Mas em 

é limitada em E~ pois u! é uma aplicação 
J J 

Eº· munido da topologia forte, as partes limi-
J 

tadas coincidem com as partes equicontínuas, visto que, E. 
J 

do um espaço normado é quase-tonelada ( [5] 9 pg., 194, def., 3 e 
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pg. 204, corolário)º Logo, para todo j , uj(M) é uma parte e-

quicontínua de Ej 9 donde se segue que M é uma parte equicon-

t!nu.a de E' e, portanto 9 fortement e limitado em E' 9 Coq.do 

Corolário - Para tôda sequência (Wi ) de vizinhanças do zero em 

E, existe uma vizinhança W do zero em E e umas~ 

qu8ncia ( Ài) de esca.lares > O tais que Ài W e Wi para todo i .. 

Com efeito, podemos supor que as vizinhanças Wi sejam 

convexas, equilibradas e fechadas. Seja A. 
l. 

o polar de w. ; 
l. 

4 uma parte equicontínua de E v 9 logo fortemente limitada . Como 

E' munido da topologia forte é metrisável, existe uma sequência 

de escalares >O tais que A= UÀ - A. l. l. 

pg. 286, th. 1) º Pelo lema 1 decorre que A 

é limitada ( [5] , 

é parte equicontínua 

de E'. E fácil ver que W = Aº é a· vizinhança do zero procurada .. 

O espaço a(K) (respº a(L)) sendo limite indutivo de 

uma sequência de espaços de Ba,nach ( B j) ( resp º Ck ) po_r aplica-

ções uj (resp .. vk ), (n2 3 9 teorema 5) verifica as hipóteses do 

lema 1 e seu corolário e, portanto , as conclusões a cima s e aplicam. 

Convém notar que êsse espaço entra na categoria dos esp~ 

ços (J}rf) , ( [8] e [5] pg .. 301) para os quais o resultado estabe-

lecido no corolário é verdadeiro ( [5] 9 pg.. 3 05, prop º 2). 

Lema 2 - No espaço a(K) a(L) a topologia produto tensorial to 

pol6gico coincide com a topologia limite indutivo dos e~ 

paços 1{,( U j) @tr ci( L) pelas aplicações uj @ 1 , onde 1 indica a 

aplicação idêntica de ti(L) • 

Vamos demonstrar que os duais de íl,(K) @ ti(L) munido 
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da topologia TI' e munido da topologia limite indutivo coincidem, 

bem como as partes equicontínuas dêsses duais. 

O dual de 0( K) 9rr 0( L) é, de acôrdo com a definição da 

topologia 11 9 B( cl,(K), ív( L)) • Seja A um conjunto equ.icontínu 

de formas bilineares sôbre C<,,(K)xCV(L) existe uma vizinhança W 

(resp o Wº ) da origem em a(K) (resp. ti(L)) tal que 

1 u( :f, g) 1 < 1 ' 
quaisquer que sejam f e:. w, g e:. w• e U E A • Para todo j ' se-

ja uj1(W) a vizinhança do zero em ~(U .) para todo r E u-;1(w) 
J 

g e:. Wº e u e:. A temos 

o que mostra que 

bilineares sôbre 

Aou . €'1 
J 

é um conjunto equicontínuo de formas 

~( U j) X C{;( L) ou seja, uma parte equicontínua 

do dual de J&(Uj) ®n Cl,{L) º Tendo em conta a caracterização das 

partes equicontínuas do dual de um limite indutivo, concluímos 

que A é uma parte equicontínua do dual de a-(K) ® a(L) munido 

da topologia limite indutivo. 

Rec1procamente 9 suponhamos A parte equicontínua do 

dual de a(K)@l'.tt(L) munido da topologia limite indutivo. Para 

todo j , A ou. t 1 
J 

é parte equicontínua do dual de iU, U j) B ci( L), 

ou se ja 9 de B( ~( U j) a,( L)) • Existe 9 pois, para todo j , uma 

vizinhança 

que 

(1) 

w. 
J (respº Wj) do zero em (Uj) 

quaisquer que sejam r e:. wj 'g E wj e u e:. A. 

( resp. ti,( L)) tal 
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Pelo corolário do lema 1, existem uma vizinhança W' do 

do zero em a( L) e uma sequência ( Àj) de escalares > O tais 
que ÀjW' e Wj 9 qualquer que seja j • 

O conjunto W = í( U u . (À. W.)) envol t6ria conv·exa9 e-. 
j J J J 

quilibrada da reunião das imagens por uj das vizinhanças doze-

ro À jw j em ie?( U j) é uma vizinhança do zero em a(K) .. Os ele-

mentos dessa vizinhança são 
q 

da forma 

onde f. e: w. 
Jp Jp 

f = L. ªp 
p=l 

e os são escalares tais que 

Quaisquer que sejam f e: W, g e: W' e 
q 

u(f, g) = L ªP u( uJ. ( f . ) ,, À . g) 
p=l p Jp Jp 

e, levando em conta a desigualdade (1), a inclusão 

e L, 1 apl~ 1 9 concluímos que 

1 u( f !) g) 1 < 1 9 

u e: A, temos: 

Ã.w•cw•. 
J Jp 

o que mostra que A é um conjunto de formas bilineares equicon-

tinuo sôbre a(K) X a(L) 9 0 que prova O lemao 

No enunciado do lema 2, podemos obviamente~ substituir 
os espaços 70(Uj) pelos espaços de Banach Bj cujo limite in~u 
tivo é a(K) .. O fato de estarmos considerando ,(,(Uj) ou Bj 
em nada altera a demonstração na qual 9 porém, a propriedade das 
sequências de vizinhanças do zero em a,(L) 9 descrita no corolá 
rio do lema 1, intervem de modo essêncial .. 

Lema 3 - No espaço Bj 0 a( L) , a topologia 11 coincide com a to-

pologia limite indutivo dos espaços Bj~nCk pelas apli-

cações 1 ® vk , onde l é a aplicação idêntica de Bj • 

A demonstração~ análoga à anterior. Basta observar que 
Bj sendo espaço de Banach, a propriedade das sequências de vizi-
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nhanças acima mencionada é trivialmente 'verdadeira. 

Teorema 8 - Em a(K) ® a(L) , as t opol ogias 11 e limite indut i vo 

das topologias dos espaços Bj ®n Ck pelas aplicações 

u. ® v. , coincidem. 
J J 

O teorema resulta dos lemas 2 e 3 e da propriedade de 

transitivida de da topologia limite indutivo º 

Como já vimos (teorema 7) que L1( K) ® a.(L) é. denso em 

Ü(K~L) e que êste espaço é completo 9 resulta do teorema 8 que 

ªºº @'Ti a(L) = a ( K )( L) o 

No numero 2 introduzimos o conceito de função analítica 

vetorial e no número 3 introduzi mos o espaço das classes de fun9Õ 

analíticas def i n idas em um compacto de Rn º Vamos considerar, a 

seguir 9 um particular espaço de classes de funções analíticas ve-

toriais. 

Sejam K um compacto de Rn e L um compacto de Rm, 

Indicaremos por a,( K, a{ L)) o espaço das classes de funções an§ 

líticas definidas em conjuntos abertos U de Cn contendo K e 

com valores no espaço vetorial t opol6gico a(L) , duas funções 

pertencendo a mesma classe se coincidirem num aberto de Cn que 

contenha K " 

Teorema 9 - O espaço 0,,( K, tl,(L) ) se i dent ifica com o espaço 

0li(K '< L) º 

Com efeito 9 seja f E -1,(K , ti,( L) ) e seja f E l&(U , a_t(L) 

um representante de f. Se z0 E U, então 
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"onde os a e: t'.A.,( L) p e a série que comparece no segundo membro 

sendo uniformemente somável em {l;( L) quando lz . - z . 1 1 , ]. 0]. 

Para todo z fixado nêsse hipercilindro, os elementos 

ap(z - z
0

)P 9 p e: Nn, constituem um conjunto limitado em a(L); 
existe, pois, pelo teorema 6, um conjunto aberto V de Cm con-

tendo L onde a sucessão dos representantes (ãp(z - z 0 )P) é 

limitada em ~(V) • Pelo corolário do teorema 2, a série de po-

tências associada a êsses elementos é somável em lfo(V) e unifor 

memente somável em 1 z - z 1 r • E claro que a soma desta série o 
é um representante de f(z) em 'K,(V) o qual continuaremos a in 

dicar com a mesma notaçãoe 

Concluimos assim que f é um elemento de ~(U, ~(V)) 

o qual se identifica a 1',(UKV) ; portanto r é representante de 

um elemento de a(K L) • Fica dêsse modo estabelecida uma apli-

cação linear de a (K, tl( L)) em a(K X L) e é fáci l ver que essa 

aplicação é biunívoca. 

Ela é sôbre . Seja f E <Àl(K~L) e f E~(u~v) = 

=:r&(u,l&,(V)) um representante de f. Para todo z e: U, f(z) 

que pertence a .7& ( V) , define um elemento de a( L) que represen-

taremos por g(z) • 
A aplicação z e: U - g( z) e: Q,( L) é analítica. Como 

r E J'.&(U, 'J&(V)) , temos para z
0 

E U : 

r(z) = L¾, (z - z 0 )P 
p 

onde ãp E ~(V) , a série sendo uniformemente somável em /&(V), 

J>ara 1 z. - z -1 < r , ]. o]. 1 i n • Fixado z nêsse hipercilindro q 
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conjunto formado pelos elementos (z 

tado em Jfo(V) 9 logo sua imagem a ( z - z ) P , p E Nn , é limi-P o 
tada em a, ( L) e pelo corolário do teorema 2 teremos 

g(z) = La ( z - z )P p p o 

uniformemente somável em a(L) para z num hipercilindro conve-

niente o 

Concluimos assim que g E )(p(u, a-( L)) o qual define um 

elemento g E íu(K 9 11,,(L) ) 

Reunindo então os resultados dêste número e a observa-

ção final do número 3 9 temos as identificações: 

5. O espaço das funções analíticas sôbre uma variedade analítica 
realo 

Seja V uma variedade analítica real de dimensão n, 

paracompacta 9 conexa e orientadaº 

Uma complexificação de V ( [2]) é um par formado por 

uma variedade analítica complexa V* 9 de dimensão n e de um 

isomorfismo analítico real ~* de V sôbre uma sub-variedade a-

nalítica real ~*(V) de V* tais que 9 para todo x E V*, exis-

te um isomorfismo analítico complexo de uma vizinhança aberta 1Jf 

de x sôbre um aberto U de cn , transformando q,*(V) nu* em 
Rnnu., 

A proposição que enunciaremos a seguir e que se encon-

tra- demonstrada em [2] , pg. 133, prop. 1 9 estabelece a existên-
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~ia e unicidade, a men os de um isomorfismo, de uma complexifica-

.. çao de V : 

Se V é uma variedade analítica paracompacta, existem 

complexificações de V ; se (Vi, cpi) e ( v2 , q,2) são duas 

complexificações de V 9 existe um isomorfismo analítico complexo 

de uma vi zinhança aberta de em v* 1 sôbre uma vizinhança 

aberta de cp2 (V) em v2 , prolongando o isomorfismo cp2 o cpi_-1 

de cpi(V) sôbre q,2(v) • 

Dada V , f ixemos uma complexificação (V*, q,*) e, por 

comodidade, varoos i dent ificar V a cp*(V) • 

Se f é uma função analítica real definida em V, f 

se prolonga a uma função analítica complexa definida em uma vi-

zinhança aberta de V em v* º Reciprocamente , tôda função ana-

lítica complexa defi nida em uma vizi nhança aberta de V em v* 
determina, por restr i ção 9 uma função analítica real em V. 

No conjunt o das f unções analítica s complexas defini das 

em conjuntos abertos de V* que contêm V, podemos estabelecer 
\ 

uma relação de equivalência análoga à estabelecida no número 3. 

Se i ndicamos por a(v) o espaço das f unções analíticas 

reais definidas em V ' a(v) se identifica ao espaço das elas-

ses de equival ência de funções analíticas complexas definidas em 

abertos de V* que contenham V, m6dulo essa relação de equiva-

lência. 

Es t a s considerações não dependem da complexificação es-

colhida tendo em vista a unicidade da complexificação que a pro-

Fos ição a cima re f erida estabelece. 
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Se9 para todo aberto U* de v* que contem V , indi~ 

carnes por tt?( U*) o espaço vetorial topol6gico das funções anali 

cas complexas definidas em U* , munido da topologia da convergên 

eia compacta e por u a aplicação natural de 1&( U*) em Cl,,( V) , 

definiremos nêste espaço a topologia limite indutivo das topolo-

gias dos espaços ~(u*) pelas aplicações u • Também nêste caso, 

a topologia não se altera se nos restringirmos a um sistema fun-

damental enumeráYel <u;) de vizinhanças abertas de V em v* e 

consi&erarmos a topo:ogia limite indutivo das topologias dos 

J&(U j). pelas aplicações ~'J1.~respondentes uj • E claro também que 

esta topologia não depende da complexificação considerada. 

Em particular 9 se K é um compacto de V, para defi-

nir a topo logia de a(K) podemos nos restringir, ainda, a um . 

sistema fundamental enumerável (U~) 
J 

de vizinhanças aberta e 

relativamente compactas de K em V* • 

O espaço vetorial topol6gico a(K) satisfaz tôdas as 

propriedades estabelecidas no n2 3, como sejam: é completo, de 

Montel e nuclear. 

Seja E um espaço localmente convexo e completo (bas-

taria supormos quase-completo)~ Se x0 E V e (U , x1 , •.• ,xn) é 

um sistema de coordenadas em x
0

, toda função f:V-E pode se 

representar por 

onde f*(x1 , ••• ,xn) é uma função de n-variáveis reais com valo-

res em E. 

A função f se denominará analítica no ponto x 0 se 
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t*(x1 , ••• ,xn) f or analítica no ponto (x01 , ••• ,x0 n) ; f se de-

nominará analítica em um aberto O de V se for analítica em t2 

dos os pontos de O. Estas definições não dependem do sistema de 

coordenadas escol hido. 

Como no nQ 2, definição 6, podemos definir, também, a 

noção de f unção escalarmente analítica com valores em E. Quando 

o espaço E for quase-completo as duas noções de analiticidade 

coincidem. 

Aqui como no número 4, interessa-nos considerar o caso 

em que E é o espaço a, (L) onde L é um compacto de uma va-

riedade analítica real W. 

Se K (resp. L) é um compacto de V (resp. W) va-

riedade analítica real, os teoremas 7 , 8 e 9 são verdadeiros e 

temos as i dentifi cações: 
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CAPÍTULO III 

NÓCLEOS ANALITICAMENTE MUITO -REGULARES 

Seja V uma variedade analítica real· de dimensão n, 

:paraeompacta e orientada. 0(V) , é(V), é'(V) e ~•(V) .os espa-

ços das funções infinitamente deriváveis com suporte compacto, 

das infinitamente deriváveis, das distribuições de supor.te com-
pacto e das distribuições sôbre V, munidos de -suas topologias 

usuais que tivemos lugar de _mencionar no Capítulo I, · nS2 2, exem-

plo a). 

Seja ti(v) o espaço das funções analíticas reais em 

V, munido da topologia limite indutivo definida no Capítulo II, 
n2 5. a(v) é um subespaço vetorial de 6(V) e é fácil ver que 

a topologia induzida por é(V) em a(v) é menos fina que a to-

pologia de tl( V) • Além disso, a( V) é denso em t (V) • Decorre, 

pois, que o dual é' (V) de é ( V) se identifica a um sub-espaço 

d.e (l' (V) • 

Um núcleo distribuição é, como no Capítulo~, nQ 3, um 
\ . 

elemento do espaço Oi>'(V x V) das distribuições em V x. V • As de-
. ' 

finições de núcleos semi-regulares, regulares e muito-regulares 

serão mantidas. O caso analítico dá lugar às definições que se 

seguirão. 

Definição 1 - o núcleo T{ se denomina analiticamente muito --x, y 
regular em y se 

l 
1) K é semi-regular em y; x,y 
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2) qualquer que seja TE é'(V) , LK(T) é função analítica 

em todo aberto de V onde T é função analítica. 

Definição 2 - O núcleo K x,y se denomina analiticamente muito re-

gular em x se 

K é semi-regular em x ;-x, y 1) 

2) qualquer que seja TE é'(V) , tLic(T} é função analíti-

caem todo aberto de V onde T é função analítica. 

Se 

definido por: 

representa o transposto do núcleo Kx,y, 

dizer que Kx . ,Y é analiticamente muito regular em x, signifi-

ca que tK é analiticamente mui to regular em x,y 
L(tK) = tLK o que é fácil •Verificar. 

Uma observação trivial é que, quando o n~cleo é uma 

função H(x,y) , seu transposto é H(y,x) • 

Definição 3 - o núcleo 

regular se 

K x,y 
K x,y 

se denomina @aliticamente muito 

é analiticamente muito regular 

em x e em y • 

Dizer que K x,y é analiticamente muito regular signi-

fica que K é regular e que as aplicações LK e Lt veri-x,y K 
ficam a condição 2) das definições 1 e 2. 

Teorema 1 - Se o núcleo K · x,y é analiticamente muito regular em 

y (resp. em x) então K é uma função infinita x,y 
mente derivável no complementar da diagonal de V x V • 

Se jam, com efeito, A e B dois conjuntos abertos, 
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disjuntos, de V. Se T t é'(B) (resp. é'(A)) a condição 2 da 

definição 1 (resp. def. 2) acarreta que Ix(T) (resp. tly(T)) é 

uma função analítica em A (resp. B ). 

Logo 1x (resp. t~ ) aplica t'(B) (resp. t'(A)) 

em é (A) ( resp. t ( B)) • 

Mas t' (B) sendo dual forte de um espaço ( if) com-

pleto é born~l6gico ( l51, pg. 320, corol. 3) e é completo ( [5], 
pg. 207, exerc. 7). •Estamos em condições de aplicar o teorema do 

gráfico fechado ( [5] , pg. 271, teor. 2), pois 1x sendo contínuo 

de é'(B) em é(A) munido da topologia induzida por 0J'(A) , 

seu gráfico é fechado em l' (B) >< 0' ( A) , logo será fechado em 

é'(B) x é(A) , logo será fechado em é'(B) x l(A) o que garante 

que LK é uma aplicação linear contínua de t' (B) em t(A) • 

Com o mesmo argumento, concluímos, no caso em que 1St,y 
é um n~cleo analiticamente muito regular em X , que tL 

K é con-

tínua de é'(A) em é(B) , ou seja, que é contínua de t'(B) 
em é (A) • 

Em qualquer caso temos LK e t(A~B) , ou seja, a restri 
-çao de K a AxB x,y é uma função infinitamente derivável o que 

demonstra o teorema. 

Decorre da observação feita acima sôbre o transposto de 

um n~eleo que tKx,y é, tamb~m, uma função infinitamente derivá-

vel no complementar da diagonal. 

Corolário - Se K é analiticamente muito regular, K é x,y x,y 
muito regular. 

Com ef.eito, K é uma função infinitamente derivável x,y J 
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em e(~ ) ( = complementar da diagonal de V >< V) e, por outro 

lado, K x,y é regular (ef. def. 3). Pelo teorema l do Capitulo 

I segu.e-se que K x,y é muito regular, c.q.d. 

Lema 1 - Seja H(x,y) um núcleo função infinitamente derivável 

em V>< V ; para t _ôda T E é' (V) , temos: 

-, 

Com efeito, o segundo membro tem sentido pois fixado 

x, H(x,y) é uma função infinitamente derivável em y e T é 

uma distribuição com suporte compacto. Além disso, o segundo me~ 

bro é uma função inf ini tamente derivável em V ( [11) , tome I, 

2e éd., th. II, pg. 105). 

Por outro lado, LH é uma aplicação linear e continua 

de é, '(V) em t(V) pois já mencionamos, Cap. I, nSl 2, que 

é(VxV) = é(V)i &(V) • Além disso, para tôda g E©(V) , temos: 

LH(g) (x) = J H(x,y) g{y) dy = <H(x,y), g(y)>. 
V 

O resultado segue por continuidade,. c.q.d. 

Teorema 2 - Seja Kx. um núcleo verificando as seguintes con-,Y 
dições: · 

1) semi-regular em y (resp. semi-regular em x ); 
2) A B - dois quaisquer conjuntos abertos de V se e sao 

disjuntos, em A>< B o n11cleo K . x,y ( resp. tKx,y) ' uma função 
' 

H(x,y) ( resp. tH( x,y)) tal que x--H(x,.) (resp. x-tH(x,.)) 

é uma função analítica vetorial (Cap.II, nSl 2, def. 4 e Cap.II, 

nsi 5) de A em é ( B) ; 

3) se g e: a>(v) , 1K(g) (resp. LtK{g)) é uma função ana-

·~ítiea em todo aberto de V onde g é função analítica. 
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Nessas condições, K é analiticamente muito regular x,y 
em y (resp. x ). 

A condição 1) das definições 1 e 2 estando verificadas; 

por hipótese, basta-nos verificar a condição 2). Seja, com efei-

to, T uma distribuição de é'(V) , analítica num aberto O de 

V • Seja w um aberto relativamente compacto tal que w e O , a 

uma função infinitamente derivável de suporte compacto contido em 

O , igual a 1 numa vizinhança aberta W de w • Podemos escrever: 

T = aT + (1-a). T. 

O têrmo aT é uma função infinitamente derivável em 

V, com suporte compacto e analítica em w. Pela condição 3) do 

teorema, segue-se que Lic(aT) (resp. LtK(g)) é analítica em w, 

Por outro lado (1-a)T é uma distribuição de suporte 

compacto, nula em W e no complementar do suporte de T, logo 

seu suporte está contido no compacto k = spt T n c(W) , o qual 

á disjunto de w , pois W::) üi • 

Sejam A e B dois abertos disjuntos e tais que A-:J; 

::,w e B::,k. Por hipótese , em A><B, o núcleo K (resp. x,y 
tKx,y> é uma função H(x,y) (resp. tH(x,y)) verificando a con-

dição 2). ! imediato que H(x,y) (resp. tH(x,y)) pertence a 

é ( A><B) , pois x - H(x,.) ( resp. x - t H(x ,.)) sendo uma fun-

ção analítica vetorial de A em t(B) é uma função vetorial 

infinitamente derivável de A em é ( B) ( C'3,p . II, nQ 2) , ou se-

ja, pertence a é(A, t(B)) = é(AxB) (Cap. I, nQ 2 ). Pelo lema 

1,, t~mos: 
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qualquer que seja SE é 1 (B) • Mas a condição 2) implica que 

x - < H(x,y) ,s > ( resp. x - <tH(x,y) ,s > ) 

é uma função analítica em A , qualquer que seja S E é.' (B) , 

pois tôda função vetorial é es.calarm.ente analítica (cf. Cap!!I, 

def. 6) .• Concluímos que LK(S) (resp. LtK(S)) é uma função a-

nalítica em A, qualquer que seja SE l'(B) • Essas conclusões 

ya.lem para a distribuição ( 1-a) T pois seu suporte está contido 

em B. Portanto, LK(T) (resp. LtK(T)) é uma função analítica 

em w , logo em O , pois w é um aberto arbitrário de aderência 

compacta contido em O. 

Corolário 1 - Seja H(x,y) uma função em V x V tal que a apli-
-caçao 

x - H(x,.) ( resp. y - H( • , y) ) 

é uma função analítica de V com valores em é(V) • Nessas con-

di_ções, o núcleo H(x,y) é analiticamente regular em y (resp. 

em x ) • 

Com efeito, nossa hipótese sôbre H(x,y) acarreta co-

mo vimos na demnstração do teorema que H(x,y) E t (v~v) • O nú-

cleo distribuição definido por H(x,y) é, pois, regular (cf. 

Cap.I, def. 4). 

A condição 2) do teorema está automàticamente verifi-

cada. Tendo em vista o lema 1 e que tôda função analítica veto-

rial é escalarmente analítica, 

1,i(T)(x) = <H(x,y) ,T > 

é, para todo TE é'(V) , uma função analítica em V, o que acar 

~eta a condição 3), c.q.d. 
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Coroll\rio 2 - Seja : K um núcleo verificando as seguintes con-x,y 
diçÕes: 

l) reguiar; 
2) 'füftc;ão ··.:Mial:!tioa em c( Â) ; 

3) se g t l7a(V) , Ix(g) ··. (resp. LtK(g)) t§ uma função ana-

lítica em todo aberto onde g é função analítica. 

Nessas condições, K é um núcleo analiticamente re-x,y 
glll.ar. 

Basta ver, com efeito, que a condição 2) do corolário 

acarreta a~ duas condições de mesmo número do teorema e que 1) e 

3) são as mesmas, c.q.d. 

Co~o podemos observar, no corolário 2 intervem a cond! 

ção 3), cuja análoga, no caso infinitamente derivável (teorema 1 

do Cap. I) está contido ·na hipótese de ser K ·regular. A co~ x,y 
dição 3) não é supérflua, nem decorre de 1) e 2) como prova o ª! 

guinte exemplo. 
. . .. 

Suponhamos V= Rn e seja o núcleo definido 

por: 

< I -, q> ( x, y) > = J 4> ( t , t ) d t , , x,y nn 

O n~cleo Ix,y representa a massa unitária sôbre a diagonal~ 

de seu suporte está contido em L , logo I x,y é uma 

função analítica em c(.6) pois se identifica n~sse aberto à 

função idlnticamente nula. E fácil verificar que I é o n11-x,y 
cleo que provém da aplicação idêntica de al em OJ • 

Seja a(x) uma função contínua em Rn e consideremos 

o nli.cleo .. . Kx·,y = c1.,(~) . I definido .. por: - x,y 
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< K ' cp (X' y) > = j a ( t) q> ( t' t) d t' q, E @ ( Rn)(Rn) • x,y Rn 

K representa uma distribuição de massas de densida x,y 
sôbre a diagonal L:::. • Seu suporte está contido em , 

logo Kx,y é uma função analítica em c(.6.) e, é fácil ver, que 

&sse ntcleo provém da aplicação linear continua 

K verifica, pois, a condição 2) do corolário 2 e, x,y 
se a(x) é infinitamente derivável, verifica 1) mas não verifi-

ca 3). 

Lema 2 - Seja H(x,y) um núcleo função infinitamente derivável 

em V x V • Vamos demonstrar que 

onde ô(yo) representa a medida de Dirac no ponto yo. 

· Seja, com efeito, (aj) uma sequência de funções de 

OJ(V) que converge para ô(yo) em t'(V) ; como H(x,y) é re-

gular, LH(aj) converge para LH(ô(yo)) em a>•(v) • Temos, 

qualquer que seja f r. (JJ (V): 

<T ... _(a .),f> = <H(x,y), f(x).a .(y)> = <<H(x,y),f(x)>, a.J.(y) >, -H J J 

o último membro tendo sentido pois < H(x,y) ,f(x)> uma função 

infinitamente derivável em y e aj(y) uma distribuição de su-

porte compacto . 

Por passagem ao limite, obtemos: 

< LH(ô(yo)) ,f > = < H(x,yo) ,f(x) > 

lpara tôda f r. al (V) , donde LH(ô(yo)) = H(x,yo) , e.q.d. 
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Teorema 3 - Seja 
em y 

K x,y um núcleo analiticamente muito regular 

( resp • em x ) • S_e A e B são dois abertos, 

disjuntos, em V, então x-K , x.,. (resp. 

uma aplicação analítica de A em é (B) • 

In,icialmente observamos que, pelo teorema 1, K é x,y 
uma fun~ão infinitamente derivável em c( 6.. ) que indicaremos por 

H(~,y) • Além disso levando em conta o lema 2, temos que 

Sejam A1 e B1 dois conjuntos compactos tais que 

A1 e A e B1 e B • Com um raciocínio análogo ao que utilisamos no 

teorema 1, decorre, pelo teorema do gráfico fechado que 1x é 

uma aplicação linear e contínua de é'(B) em ~(A) • Como a a-

plicação y E B - ô(y) E é' (B) é contínua, segue-se ·que 

y - I;c( ô ( Y) ) é uma aplicação contínua de B em a( A) , em Pª! 

ticular, de B em a(A1 ) • Como B1 é compacto, o conj_unto 

. {Ix(ô(y)) = H(.,y) E ~(A1): y E B1 } 

é limitado em t1,(A1 ) , logo, pelo teorema 6 do Capítulo II, exi! 

te um aberto Ui em V*, complexificação de V (ef. Cap.II, 

nR 5) tal , que, para todo y E Bl ' as funções H( • ,y) se prolo~ 

gama U* l e formam um conjunto limitado em ~(Uj) • Temos então, 

H(z,y) definida em Uj_ ><Bl ' holomorfa em z par~ y fixado em 

B1 e infinitamente derivável em y para z fixado em Uj_ • 

Seja, agora, a aplicação z E Ui - H(z, .) E é(B1 ) • 

Digo que essa aplicação é escalarmente holomorfa. Com efeito, 

H(z,y) E t(Ui x B1 ) e, pelo lema 1, temos para t8da T E é'(:e1): 

LiJ(T)(z} = < H(z,y),T > • 
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Por continuidade, resulta que LH(T)(z) é holomorfa em Ui_ pois, 

para tôda g E t1.l ( B1 ) , 

é, bbviamente, holomorfa em 

induzida por 6 (Ui) • 

U* l 

j H( z,y) . g(y)dy 
Bl 

e a topologia de X-(Ui) é a 

Decorre que, para todo z0 E Ui é possível fixarmos 

uma carta local (que independe de TE é'(B1 ) ) , onde 

<H(z,y), T> 

se represen.ta por uma série de potências em (z-z0 ) , uniforme-

mente convergente nessa vizinhança. Como é(B1 ) é completo, pe-

lo teo1~ema 4 do Capítulo II, concluimos que z -H( z,.) é uma 

aplicação holomorfa de Ui_ em i(B1 ) • Por restrição a A1 , o~ 

temos uma aplicação analítica x E A1 - H(x,.) = Kx,. E l (B1 ), 

o que demonstra o teorema. 

Com uma demonstração análoga, concluímos que 

- K é analítica de A1 em t(B1 ) • Ou seja mudando as va-• ,x 
riáveis que y - K é analítica de B1 • ,Y 

Corolário - Se K x,y é um núcleo analiticamente muito regular, 

então K é uma função separadamente analítica no x,y 
complementar da diagonal. 

= 
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SeJ·am x y E V x y · A e B duas vizinhan-o' o ' o r o' 

ças abertas e disjuntas de x0 e y0 , respectivamente. Pelo te2 

rema 3, segue-se que x - K é analítica em A e também que x,Yo 
y-K é analítica em B , c.q. d. xo,Y 

Na realidade, para os -núcleos analiticamente muito re-

gulares, obtemos um resultado mais preciso, graças a um critério 

de anali ticidade em . V x V , em termos de propriedades analíticas 

de uma função nas v~riáveis separadas, estabelecido recentemente 

por F.E. Browder [15). Temos o 

Teorema 4 - se K x,y á um núcleo analiticamente muito regular, 

então K é uma fu.rição analítica no complementar x,y 
da diagonal. 

Com .efeito, sendo K analiticamente muito regular, x,y 
as duas condições do teorema 3 estão satisfeitas. Se A, A1 e 

B, B1 indicam os cónjuntos lá co~siderados, vimos que 

é um conjunto limitado em a(A1) ·1 e, analogamente, 

{ H(x,.) = Kx,. : x e:. A1} 

é um conjunto limitado em a(B1 ) • Existem dois abertos Ui e 

~1 v* , u*l ,_,. A1 , w* B t · t d l3 n.. em _, e 1 :::, 1 , ais que, para o . o y E , 

(resp. x E A1 ), as funções H(.,y) (resp. H(x,.)) se prolon-

gam a Ui_ ( resp. Wi_ ) e formam um conjunto limitado em 1l(Ui) 

(resp. X(Wi)). Isto significa, restringindo convenientemente 01 

abertos 

',e 

u* 1 e w* 1 que existe uma constante M > O , tal que: 

IH(z,y)I M para todo z e:. Ui, e y E B1 
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IH(x,z)I M para todo x E A1 e z E Wi_ 

O Prof. F.E. Browder demonstrou ( [15]) que se H(x,y) é 

uma função separadamente analítica definida em V,. W , onde V 

e W são variedades analíticas reais e se as majorações acima 

estão verificadas, então H(x,y) é uma função analítica. 

As principais etapas da demonstração são as seguintes. 

Podemos, obviamente, nos restringirmos ao caso em que H(x,y) é 

uma função definida numa vizinhança de (O,O) em RnxRn. 

Decorre, pela f6rmula integral de Cauchy, aplicada nu-

ma e noutra variável que as desigualdades acima são equivalentes 

a condição (A): existe uma constante e > o o tal que 

1 D~ H(x,y) 1 e !ai a ' o • • 

1 nP H(x,y) 1 . c~PI. í3 ' • y 

numa conveniente vizinhança do zero. 

Para provarmos que H é analítica no ponto ( O, O) é 

suficiente provarmos a seguinte condição (B): existe uma consta~ 

te c1 > O tal que, quaisquer que sejam -os índices a. e p : 

• 

Com efeito, se (B) está verificada, a série de potên-

cias: 
1 

a! P ! 

é majorada pela série numérica de termos positivos 

-1 
[ l - Cl ( X. + y. ) ] = 

J J J 
'\" 1 e 1a1 + IPI IXI a 1 1 p L a!p! 1 . • y a,p 
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a qual converge para 1x1 e lyl suficientemente pequenos. Logo 

H1(x,y) é analítica em uma vizinhança conveniente de (O,O) • 

Como, quaisquer que sejam a e p, 

(D~ n; H)(O,O) = (D~ n; Hl)(O,O) 

·segue-se que H(x,O) e H1(x,O) são ambas analíticas em uma vi 

zinhança de O e têm mesmas derivadas em rel~ção a x no ponto 

O , logo H( x,O) = H1 (x,O) em lxl < r • Anàlogamente D~ H(x,O)= 

= n; H1 (x,O) para 1x 1 r • Finalmente, fixado . x , H(x,y) e 

H1(x,y) são ambas, como funções de y, analíticas em uma vizi-

nhança da origem e têm as mesmas derivadas em y =O. Segue-se 

que H(x,y) = H1 (x,y) em uma vizinhança de (0 9 0) • 

Trata-se, pois, de demonstrar que (A) acarreta (B). A 

demonstração se faz, construindo-se pelo método da transformada 

de Fourier, uma solução elementar do operador diferencial parcial 

com coeficientes constantes, definido em RnxRn por: 

= 

onde representa o Laplaciano e estabelecendo certas majora-

ções para a solução elementar, para cujos detalhes enviamos a [15i 

Finalmente, os resultados dêsse Capítulo, servem de poii 

to de partida para o estudo de uma categoria mais geral de núcle-

os, ligados aos núcleos integrais que comparecem nos problemas de 

cont8rno para as equações diferenciais parciais de tipo hiperbó-

lico. Em um trabalho conjunto do autor e do Prof. F.E. Browder 

( [14]) a ser publicado proximamente, estabelecemos o teorema 4 
dêste Capítulo, bem como uma generalização dêsse resultado a um 

•~ipo mais geral de núcleo que entra na categoria 
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CAPITULO IV 

N'rtCLEOS DE COMPOSIÇÃO EM GRUPOS DE LIE 

l - O produto de composição em um grupo de Lie. 

Seja G um grupo de Lie, conexo, de dimensão n; i~-

dicaremos por dx uma medida de Haar invariante à esquerda em 

G. Temos, se a é um elemento qualquer de G: 

J f(ax)dx = j f(x)dx 

e J f(x a-1 )dx = 6 ( a ) J f(x)dx 

onde é a chamada função modular de G : l:::. ( x) > O para todo 

x E G ; 6 (xy) = l:::. (x). l:::.(y) , /j. é contínua ( [13], pg. 39 ) e, 

na realidade é analítica (ef . [1], pg. 38, corolário 1). 

Representaremos por @(G) , é-(G) , l'(G) e ú'cl'(G), re~ 

pectivamente, os espaços das funções infinitamente deriváveis e 

eom suporte compaê,to; das infinitamente deriváveis; das distribu_! 

9Ões com suporte compacto e das distribuições, definidas em G. 

Cada um dêsses e1paços, suporemos munido de sua topologia usual, 

definida no Capítulo I. 

Uma vez fixa<l,,a a medida de Haar invariante à esquerda 
'.· ,,.,, 

dx , estabelecemos a i Mersao natural f e: & ( G) - "'°f = fdx e: {/J ' ( G), 

onde é a distribuição definida por: 

< µf,g > = .,f g(x) f(x)dx , 
. ,'. G 

qualquer que seja g e: OJ( G} • Quando não houver confusão possível', 
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.i~dicaremos µf por f • 

Se T é uma distribuição de ~'(G) , indicaremos por 
, ~ 

spt T o suporte ·de T. 

Definição 1 - Se S e T são duas distribuições de @'(G) , o 

produto de composição de S por T é a distribu! 
-çao S * T definida por: 

onde S tJ T 
X y 

= < S T , f(x.y) > X y 

representa o produto tensorial da distribuição 

pela distribuição T ( [11}, tome I, II 9 édition, pg. 106). 

s 

O segundo membro da igualdade acima estará bem defini-

do , tôdas as vêzes que a intersecção dos suportes de Sx ai Ty com 

o suporte de f (x.y) , f E Oi) ( G) , for compaçto. Se A = spt S 

e B = spt T , o suporte de Sx G TY , A~B e G-<G ( [11} , tome I, 

IIe éd.,pg. 110), enquanto que se K é o suporte de f, o su-

porte de f(x.y) é 

IK = { ( X, y) E G X G : X • y E K } ' 

de modo que, o produto de composição de S por T estará bem · 

definido se, para todo compacto K de G , (AxB) n IK for com-

pacto ( [11] , tome II, pg. 10). 

E fácil ver que se A ou B forem compactos então 

S * T está bem definido. No que se segue, suporemos sempre que 

uma das distribuições tem suporte compacto. 

O produto de composição S * T não é comutativo, a 

menos que G seja um grupo comutativo. 

E fácil ver que o produto de composição é associativos 
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(S * T) * R = S * (T * R) 

se, pelo menos duas das distribuições que ai comparecem, tiverem 

suporte compacto. 

Teorema 1 - Se h e: ©(G) (resp. t(G) ) e T e: l'(G) (resp.a)'(G)) 

então T*h e h*T são funções infinitamente derivá 

veis em G dadas por: 

T*h(x) = < Ty, h( y-1x) > 
e 

< Ty, t::. ( y-l) h( xy-1 ) > h*T(x) = • 

Com efeito, temos para toda f e: ~(G) • • 

<T*h,f> = <Tx~h(y), f(xy)> = <Tx, <h(y), f(xy) >> 

( {11], tome II, IIe édition, pg. 109, th. IV), o.nde a última ex-

pressão tem sentido pois <h(y), f(xy)> como função de x é infi 

nitamente derivável e tem suporte compacto se h e:~ (G) • 

Mas: 

em virtude da invariância à esquerda da medida de Haar e é fácil 

ver que 

< Tx,<h(y) ,f(xy)>> = < Tx,<f(y) ,h(x-1y)>> = «. Tx 9 h(x-1y)> ,f(y) > 

( [11] , mesma referência). Concluímos que: 

< T*h; f > = << Tx, h(x-1y)> ,f(y) > 

para tôda f e: @(G) , donde mudando x por y que: 

T*h(x) = < Ty' h( y-1x) > , 

que é a primeira f6rmula que 4esejávamos estabelecer. 

l 
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Seja agora: 

< h*T, f > = < h(x)e Ty, f(xy) > = < Ty,<h( x) ,f ( xy )>> 

( [111 , mesma referência). 

Mas 

<h(x),f(xy)> = jh(x)f(xy)dx = ô(y-1 ) jh(xy-1 )f(x)dx = 
G G 

= <f(x), L\ ( y-1 )h( xy-1 ) > • 

De modo análogo obtemos: 

< T ,<h(x) ,f ( xy) » = < T ,<f(x) t 6 (y-1 )h(xy-1 )> = y y 

= << Ty, Íl ( y-l) h ( xy-l )> , f ( x) > 

donde 

que, a segunda fórmula que desejávamos estabelecer. 

-sao infinitamente de-

riváveis em virtude de [11], tome I, IIe éd., pg. 105, th.II. 

Resulta do teo~ema 1 o seguinte 

Corolário - Se h e ~(G) (resp. l(G)) e se T e ~•(G) (reep. 

é'(G)) é uma função g, então 

e 

Vamos indicar por a 8 (resp. ~8 ) a trans lação à es-

querda ( resp. à. direi ta), x - sx ( resp. x _.._ xs ) em G • Se 

f , uma função definida em G, poremos 
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Se T é uma distribuição em G, definiremos a transladada à es-

querda ( resp. à direi ta) , a 8 T ( resp. t 
8

T ) , de T por: 

= < T, a 1t > (resp.<.'t8T,f>= < T, t' l f >), s- s-

qualquer qu.e seja f e: Oi) ( G) • 

Indicaremos por . º(s) a medida de Dirac no ponto se:G 

e, sempre que não houver confusão, por õ a medida de Dirac 

6(e) , onde e é o elemento neutro de G • 

Teorema 2 - Valem os seguintes resultados: 

i) = 

ii) õ * T = T * ô = T 

iii) = 

qualquer que seja T E ~' ( G) • 

Com efeito, os produtos de composição estão todos bem 

definidos pois pelo menos uma das distribuições que comparecem 

tem suporte compacto. Vamos verificar a primeira das duas rela-

ções i): 

<ô(s)* T, f > = < [ô(s)] x TY,f(xy)> = < Ty,<[õ(s)} x' f( xy)» = 

= < T y, f ( sy) > = < T , cr sf > = < cr s-l T, f > , 

para tSda f E Cla(G) , donde ô(s)* T = o
8

_ 1 T • 

A segunda relação se estabelece, fàcilmente, de modo 

análogo, sendo que ii) e iii) decorrem, imediatamente, de i),cqd. 

Seja, agora, Xe um vetor tangente a G em e, como 

X tem por expressão l ocal 
L e 
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= ' 
Xe define a distribuição 

< xe, f > = f' a ( L) 
i~ i õxi e 

, f e:@(G), 

cujo suporte é { e } • 

Se ja X o campo de vetores invariante à esquerda defi-

nido por Xe • Representaremos por Xx o vetor tangente a xe:G 

definido pelo campo X. Temos de acôrdo com as notações usuais: 

X f(x ) = Xx(f) = Xe(axf) , 

para tõda f E l(G) • 

Se TE ©•(G) poremos, por definição, 

<. XT, f > = - <. T, Xf > 

qualquer que seja f E~( G) • 

Teorema 3 - Se X é um campo de vetores invariante a esquerda, 

XT = T * Xô , para t ô da T E (7.)t ( G) • 

Observemos, inicialmente, que Xô é a distribuição 

-X • Com efeito, e 

< Xô , f > = - <. ô , Xf > = - Xf ( e) = -X8 ( f) • 

Pela definição do produto de composição, temos: 

<T*Xô,f> = <.Tx 1 (Xô)y , f(xy)>= <.Tx,<(Xô)y, f(xy)>> • 

Mas, 
<(Xô)y, f(xy)> = -<(X8 )y, f(xy)> = -Xe(axf) = -Xf(x) 

e substituindo na igualdade acima temos: 
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< T*Xô,f > = - <Tx,Xf(x)> =<XT , f > , 

1ualquer que seja f E O:, ( G) , donde 

Para os campos de vetores Y invariantes à direita 

obtem-se um resultado análogo, ou seja 

YT = Yô * T , qualquer que seja Tt~'(G) • 

Vimos,então, que a todo vetor tangente a G em e, 

corresponde um operador diferencial X, de orde~ 1, invariante 

à esquerda, que se calcula sôbre as distribuições de G por meio 

de um produto de composigão. 

tsse resultado se generaliza da seguinte maneira. Xe 
.. 

uma particular distribuição cujo suporte é { e } • E sabido que 

([111, tome I, rre éd., pg. 100, th. XXXV) que tôda distribuição 

D
8 

de suporte { e} é dada por: 

onde constante. 

A De corresponde (de modo análogo que a X
8 

), um 

operador diferencial D invariante à esquerda em G, dado por: 

Rec1procamente, todo operador diferencial D, invari8!! 

te a esquerda, provém de uma distribuição de suporte compacto {e}. 

Com efeito, se j_a 
D = 
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-a expressao local de D num sistema de coordenadas no ponto e. 

Seja De a distribuição de suporte {e} definida por: 

< D ,f > = e • 

Como D é invariante à esquerda e coincide em e com 

Q operador diferencial invariante a esquerda definido por De, 

então ambos coincidem. 

Definamos, agora, .... D
8 

pela fórmula: 

• 

A corresponde o operador invariante à esquerda D" , trans-

posto de D . 

Se T t~'(G) , poremos 

< DT , f > = < T ' Df > ' f E (/J ( G) • 

Decorre fàcilmente que Dô =D~. 

Por outro lado temos qualquer que seja f E 6'J ( G): 

<T*Dõ,f> = <T ® (Dó) ,f(xy)> = < T , < (Dô),r , f(x.y)». X y X 
Mas 

< ( Dó ) y, f ( xy) > = < (D~) y, f ( xy) > = D~ ( a xf) = Df ( x) , 

substituindo, vem: 

<T*Dô,f> = <T, Df > = < DT,f > 

donde 
T * Dô = DT. 

Demonstramos, pois, o 

Teorema 4 - Se D é um operador diferencial invariante à esquer 

da, 
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DT = T*DÔ , para tôda T E o.,, ( G) • 

Anà.logamente se A ' um operador dif ereneial invarian -
te \ direita, a 

AT = Aô*T ' para tôda T E ~•(G) • 

Uma aplicação imediata dos teoremas 3 e 4 a seguinte. 

Consideremos o produto de composição S*T e seja n1 (resp.D2 ) 

um operador diferencial invariante à esquerda (resp. à direita). 

Temos: 

Com efeito: 

utili~ando a associatividade do produto de composição e o teore-

ma 4. A expressão análoga para n2 se verifica da mesma maneira. 

Vemos então que, num produto de composição, um operador 

diferencial invariante à esquerda (resp. à direita), opera à di-

reita (resp. à esquerda). 

Necessitamos, também, de uma expressão que estabeleça 

de que maneira um campo de vetores invariante à esquerda (resp. 

à direita), opera à esquerda (resp. à direita) num produto de com 

posição. Essa expressão será dada pelos lemas que se seguem, os 

quais serão formulados para o caso de um produto de composição de 

duas funções infinitamente deriváveis uma das quais com suporte 

compacto, visando unicamente sua aplicação no número 5. 

Lema 1 - Sejam g e h duas funções de l(G) , uma delas com 

suporte compacto e X um campo de vetores invariante à 

~squerda em G Vamos demonstrar que: 
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X(g*h) (x) = j[(adyX)g] (xy-1)h(y) D. (y-1 )dy • 

Com efeito, 

esquerda, sabemos que: . 

\ X sendo um campo de vetores invariante a 

Xf(x) = lim f(x,expuX) - f(x) 
u 

Segue-se que 

o que é líci to em virtude de nossas hipóteses sôbre g e h, 

ou ainda: 

X{g*h)(x) = J[ g(xy-1.yexpuXy:l) - g(xy-1) 1 h{y)~(y-l)dy 

Como y exp u X y-l = exp(ady(uX)) = exp(u ady(X)) (cf. [1] ,pg.25), 

temos: 

Corolário - Se x1 , ••• ,~ são m campos de vetores invariantes 

à esquerda, temos: 

A demonstração se faz por indução. 

Lema 2 - Nas c9ndições do lema 1, · se Y for um campo de· vetores 

invariante à direita, temos: 

Y(g*h)(x) = j[(ad y-1Y)h](y-1x) g(y)dy = 

= j[(ad yx-1Y)h](y).g(xy-1)~(y-1)dy. 
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A demonstração, análoga ao lema 1. 

Corolário - Se Y1 , ••• ,Ym são m campos de vetores invariantes 

à direita, temos: 

Ym•••Y1 (g*h)(x) =J[(ady-1Ym) ••• (ady-1Y1 )h](y).g(xy-1 ),Ã(y-1 )dy. 

2 - ~ransformações lineares que comutam com o produto de compo-
sição. 

O objetivo, nêsse número, é demonstrar dois teoremas 

que estabelecem para os grupos de Lie, resultados análogos aos 

que se encontram em [11] , tome II, pg. 18 e 19, th.X, para o 

caso G = Rn • 

Seja S uma distribuição fixa de @'(G) e considere-

mos a aplicação linear contínua 

( [11), tome II, pg. 23, th. XII). Como já mencionamos, teorema 

1, S*g pertence a &( G). 1
. 

Pelo teorema 2, temos: 

(a associatividade vale pois g e ô(s) têm suporte compacto), 

o que mostra que a aplicação linear contínua, acima definida, 

comuta com as translações à direita. 

De modo análogo, verifica-se que g - g*S comuta com 

as translações à esquerda. 

Reciprocamente, 
L 

..: 
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Teorema 5 - Tôda ap;l.icação linear e contínua L: @(G)-C4l'(G) 

que comuta com as translações à direita, i.e. 

para todo sEG, é do tipo L(g) = S*g, onde S 4 uma distri-

buição bem determinada de @'(G) • 

Com efeito, pelo -teorema 2, dizer que L comuta com 

as translações à direita equivale a 

L(g)*ô(s) = L(g*~(s)) 

qualquer que seja sEG. 

Tôda h E @(G) é limite em 6'(G) ,de combinações li-

neares finitas de medidas de Dirac ( [11} , tome II, pg. 17) : 

h = 1~m L a . • ô ( 8 . ) • 
J µ µJ µJ 

Como g*h E o;)(G) (cf. teorema 7), então 

g*h = lim L a . f g * ô ( s . ) ) j µ µJ µJ 

o limite sendo calculado e_m (lJ ( cf. [11] , mesma referência). 

Conclui.mos que 

L(g*h) = lim L, a . L(g*ó(s .) = 
j µ µJ . µJ . 

= lim L,a .[L(g)*ô( .)1=L(g)*h ' j µ µJ ªµJ 

o que prova que L comuta com .os produ~os de composição à dire~ 

ta com funções de <í;}(G) • 

Seja, agora, (a1 ) uma sequência de funções ~(G) que 

,_converge para a distribui-ção ô em:, l'(G) ( [11],tome II,pg.22h 
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Da continuidade do produto de composição, segue-se que 

- 6*g = g ,em (!?) ( [11], tome II, pg.23, th.XII); portantó 

L(a.* g) - L(g) 1 
em ~• ( G) • 

Mas, pelo que demonstramos acima, 

L(ai* g) = L(ai)*g. 

Portanto, a sequência L(ai)*g converge em o;)'(G) para L(g) , 

qualquer que seja g E {!tJ; donde decorre que L(ai) converge 

em ~• ( G) em virtude do théoreme XXIII, 2 Q de (11] , tome II, 

pg. 53. Seja SE l7a'(G) êsse limite, que representaremos tam-

bém por s = L(ô) • Temos: 

L(g) = lim L(iti*g) = lim L(a.)*g = S*g , 
i i l. 

g E cl;)(G) ' ·c.q.d. 

Vale um resultado semelhante para aplicações lineares 

contínuas de Uõ em ©' que comutam com as translações à esquerda. 

Resulta imediatamente que se L: <7t>( G) - O'J' ( G) é uma 

aplicação linear e contínua que comuta com as translações à di re! 

ta (resp. à esquerda) t L se prolonga a uma aplicação linear 

contínua de é'(G) em OJ'(G) • 

Corolário - Tôda aplicaçã~ linear e contínua L de l'(G) em 

(7.)'(G) que comuta com as translações à direita (resp. 

à esquerda) é do tipo 

-
onde S é uma distribuição bem determinada de ©•(G) • 

Com efeito, L é uma aplicação linear contínua de al(G) 
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em ©•(G) pois a topologia induzida por ~•(G) é menos fina que 

a topologia de ~(G) e L comuta com as translaçQes à direita 

(resp. à esquerda). 

Teorema 6 - A aplicação linear e contínua L: @(G)- @'(G) co-

muta com as translaçõe~ à direita (resp. à esquerda) 

ªe e somente se comutar eom os campos de vetores invariantes à 

esquerda (resp. à direita). 

Com efeito, se L 

L é do tipo 

comuta com as tra.n.slações à direita, 
1 

Se ja X um campo de vetores invariante à esquerda. 

Pelo teorema 3, temos: 

e portanto, L comuta com os campos de vetores invariantes à 

esquerda. 

Rec1procamente, suponhamos essa condição satisfeita e 

vamos demonstrar que~ 1 L(g) = L(t 1 g) , g E a'J(G) • s- s-
Da definição de transladado de uma distribuição decorre 

que . 

Seja 

e vamos delIDnstrar que h(s) é uma função constante em G. Co~ 

sideramos em uma vizinhança suficientemente pequena de e, um 

sistema de coordenadas que a e 
L 

faz corresponder a origem eva-
i 
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mos indicar por (s1 , ••• ,sn) e (x1 , ••• ,xn) as coordenadas de 
s e x . Temos, para todo i=l, ••• ,n: 

<} h( s) _ õ < L( 't ) 't f > = 
- s-1 g ' s-1 

= < gsi [L(ts-1 g)] 'ts-1 f > + <L(-rs_lg),gsi (1s-lf)>= 

= < L [~
8

. g(x-1x)1 ,f( s-1x)> +<L( g( s-1x)), §
8

. ( f( s-1x))>, 
1 1 

p.ois L comutando com os campos de vetores invariantes à esquer 

da, comutará com os õõ • Porém, Lg(s-1x) = - g( s-1x) ; s1 õs1 ux1 
substituindo e levando em conta que L comuta com õxi, obtemos: 

~h(s) = - < k[L(g(s-1x))] ,f(~-1x)>+<.L(g(s-1x)), gs. (f(s-1x))>= 
i ½ 1 

que é zero pois a soma que comparece no produto escalar é nula. 

Concluímos que h(s) é constante numa conveniente vizinhança de 

e. Um argumento análogo mostr~· que h(s) é constante numa vi-

zinh.ança de cada ponto de G ; como G é conexo, . 

tante em G. 

Como h( e) = < L( g) , f > , concluimos que 

donde 

h(s) 

Corolário - A aplicação linear e contínua L:t'(G)-~'(G) 

é oons -

comu -
ta çom as t~lações à direita (resp. à esquerda) se 

somente se comutar com os campos de vetores invariantes à esqu~ 
da (resp. à direita). - Demonstração imediata. 
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3 - Suporte do produto de composição; propriedades. 

Nêsse ni1mero transpomos para os grupos de Lie, os resuJ 

tados de [9], exposé 5, théorenel, proposition 1 e eorollaire. 

Teorema 7 - Sejam S e T duas distribuições; suponhamos que 

spt Se A , fechado e spt T = B , compacto. Nessas 

condições o suporte de S*T está contido em A.B. 

Seja, com efeito, f E c1t>(G) cujo suporte está contido 

em e(A.B) (complementar de A.B). Pela definição l, temos 

Já mencionamos que o suporte de S • T é A x B e, é fácil ver X y 
que, o suporte de f(xy) está contido no aberto 

(x,y) E G x G : x.y E c(A.B)} , 

o qual é disjunto de 

ou seja 

AxB • Segue-se que < S e T , f(x.y) > = O X y 

para tôda f E dd(G) cujo suporte está contido em c(A.B) ; con-

sequentemente S*T é nu.la nêsse aberto logo seu suporte estará 

contido em A.B, c.q.d. 

Se M N - dois conjuntos quaisquer de G ' e sao vamos 

indicar por r 1 .N o conjunto 

{ -1 • X E M ' y E N } • X •Y • 

:tr1 .N será aberto se um qualquer dêsses dois conjuntos for aberto, 

Seja V uma vizinhança compacta de - e E G e seja O 

um conjunto aberto qualquer de G. 
l.. 

ºv será o conjunto 
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0v = c(V.c(O)) • 

ºv é aberto pois sendo V co~pacto e c(O) fechado, 

V.e(O) é fechado. Além disso Ov está contido em O pois 

c(o)cv.c(O) • 

Se v1 e v2 são duàs vizinhanças compactas de e 

tais que V 1 e V 2 é fácil verificar que ºv 
1 

::> ºv 
2 

• 

Finalmente, se V percorre um sistema fundamental de 

vizinhanças de e · , compactas e simétricas, a reunião de ºv é 

O. Com efeito, se x E O, é possível determinar uma vizinhança 

compacta e simétrica V de e tal que Vx íl c( O) = Jj • Assim 

sendo, x t V.c(O) , caso contrário, = v.a com v E V e 

a E e(O) , logo v-1x = a e como v-1 E V pois V é simétri ca, 

teriam.os um absurdo. Portanto, x E ºv. 
Indiquemos, ainda, por Oy o con junto c( c(O).V) • 

E claro que Of gosa das mesmas propriedades acima mencionadas 

para ºv. 
Teorema 8 - Sejam S e T duas distribuições, suponhamos que S 

se anula em O B-l onde O é um conjunto aberto de 

G e B = spt T é compacto. Nessas condições S*T se anula em 

o • 
Temos, com efeito, spt Se c( 0:B-1 ) e spt T = B • 

Decorre pelo teorema 7 que spt S*T e e( OB-1) .B • Sejam xEc( OB-1 ) 

e y E B ; se xy E O , então x E 0y-l e OB-l o que é absurdo. 

Logo e(OB-1 ).Bce(O) e, portanto, S*T se anula em O, c.q.d • 

. Corolário 1 - Nas mesmas condições do teorema, se S se anula 

L em (OB-1)V, então S*T se anula em Oy. ; 
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7 

Com efeito, spt Se e [( OB-1 )vl e spt T = B • De novo, 

pelo teorema 7, spt S*T e e [( OB-1 )y] .B = V. e( OB-1 ) .B '. No decor-

rer da demonstração do teGr~ma 8, vimos que e( OB-1 ) .B e e( O) ; 

segue-se que: 

donde concluimos que S*T se anl;lla em Oy ·' c.q.d. 

Corolário 2 - Sejam B um eo:tnpáéto·· e ,· V uma vizinhança compacta 

e simétrica de e, suponhamos que a distribuição 

s 1 OB-1 se anua em e que o suporte da distribuição T esteja 

contido em B.V. Nessas condições, S*T se anula em OV. 
A demonstração ê análoga às anteriores: decorre de nos-

sas hipóteses que spt S*T e e( OB-1 ) .B. V e e( O). V = e( Of) , donde 
J 

se anula em º' V , c.q.d. 

4 - N~cleos de composição. 

Seja SE aô'(G) uma distribuição fixa, ji mencionamos 

(nQ 2) que a aplicação linear 

é contínua. Pelo teorema dos núcleos, a ela corresponde um 11nico 

micleo s E @' ( G X G) • x,y 
Anàlogamente, a aplicação linear e continua 

corresponde um ~ico n~cleo 

L 
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Definição 2 - O núcleo sx,y (resp • . Si,y) denomina-se núcleo 

de composição à esguerda (resp. à direita) associa-

do à distribuição s • 

!eorema 9 - O núcleo sx,y (res·p. s~,Y ) é caracterizado pela 

relação 

(1) < S , .4> (x,y) > :;:: < Sx , J 4> (xy,y)dy > x,y G 

(resp. < S' , <p (x,y) > = < S , J <p (x,xy)dx>), onde x,y y G 

Com efeito, a aplicação linear L5 de (7c} ( G) em OJ' ( G) 

(cf. Cap.I, nQ 3, def. 1) é a aplicação g -s*g. Temos então, 

quaisquer que sejam f,g e <7J(G) ,(conforme o Cap. I, no 3 e no 1 

dêsse Capítulo, def. 1): 

< s , f(x) .g{y) > = < 1 5 (g) ,f > = < s*'º',f > = x,y P 

= <Sx@g(y), f(x.y) >= <Sx, <g(y),f(x.y)>> = 

= < S X, Í g( y) f (X. y) dy > , 
G 

o que estabelece (1) quando <1> (x,y) = f(x) .g(y) • Como @(G) e 

•'1J(G) é denso em · @(G~G) ( [11], tome I, rre édit., pg. 108) 

(l) vale para tôda cp e ~(GxG) , c.q.d. Anàlogamente para Sx' • ,Y 
De acôrdo com a def. 4 do Cap. I, é fácil ver que todo 

núcleo de composição à esquerda (resp, à direita) associado à 

distribuição S é regular. 

Com efeito, por um lado, Ls (resp. L8 ) aplica (ft)(G) 

em 6 ( G) , pelo teorema 1 e, por outro lado, se prolonga, a uma 

aplicação linear contínua de t'(G) em ©'(G) , pois S*T (resp. 



-78-

T*S) está bem definido quando TE l'(G) e depende continuamen-

te de T em 6'(G) ( lll], tome II, pg. 13, th. V). 

Além disso, s~ s, ( resp. S' ) é o ni1cleo de com-x, y x,y 
posição à esquerda (resp. à direita) associado a S e ô(s) a 

medida de Dirac no ponto s E G, então L5(ô(s)) = t
9

_ 1s (resp. 

Lg,(ô(s)) = ªs-1s ). 
Com efeito, 

L8 (ô(s)) = S*ô(s) = t
9

_ 1s, pelo teorema 2,c.-q.d. 

Anàlogamente para 18 ,(ô(s)) • 

Vamos estabelecer, a seguir, duas '. condições necessárias 

e suficient_es para que um dado núcleo seja de composição à. esquer, 

da (resp. à direita) associado a uma distribuição conveniente. 

Def inição 3 - Chama-se transladado a esquerda (resp. à direita) 

paralelamente a diagonal de do ni1cleo K x,y 
por s, o núcleo a 9 Kx,y (resp. ts Kx,y) definido por: 

< a 8 Kx, y, q:> ( x, y) > = < Kx, y, q> ( s -lx, s -ly) > 

(resp. < 't8 Kx,y' q> (x,y) > = < Kx,y' <p (xs-1 ,ys-1 ) > ) , qualquer 

que seja q> E @( GxG) • 

Definição 4 - O núcleo Kx se diz invariante por translações ,Y 
à esquerda (resp. à direi ta) paralelamente à diago-

nal se 

qualquer que seja s E G. 

Teorema 10 - Uma condição necessária e suficiente para que o nd-
L K x,y seja núcleo de composição à esquerda 
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(resp. à direita) .é _que .;!Sc,y seja . invariante ,-por;l:tJ!tanslá.çies à 

direita (resp. à esquerda) paralelamente à diagonal de G~G. 

K x,y 
buição 

A condição~ neceásária. Suponhamos,com efeito, que 

seja um núcleo de composição à esquerda associado à distri 

S E vé)'(G) • Temos quaisquer que sejam f , g E ©(G) : 

Queremos demonstrar que t K - K Temos de acôrdo com a s x,y - x,y • 
definição 3: 

<.t 8 ~,y' f(x) .g(y) > = <Kx,y' f(xs-1 )g(ys-1 ) > = 

Mas, de acôrdo com a observação que preceder o teorema 

5 no nA 2, 

Substituindo, vem: 

(cf. definição . de transladado de una distribuiçãc,). 
. . N . 

Concluímos entao que: 

quaisquer que seja f, g E@(G) ; logo ts Kx,y = Kx,y, c.q.d. 

A condição~ suficiente. Ser K - K decorre s --x,y - -x.,y ' 
daqui que Ix=~-Ot)• comuta com as translações à. direita. 

Com efeito, temos: 
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donde 

Resulta pelo teorema 5 que !x( g) = S*g onde S = 1,c( ô), 

logo Kx é o núcleo de composição à esquerda associado a ,Y s ' 
c.q.d. 

Seja, agora, X um campo de vetores invariante à es-

querda em G e K um núcleo de á'J'(G~G). x,y 

Definição 5 - Xx(Kx,y) (resp. Xy(Kx,y) ) representa o núcleo 
definido por 

<X (K ),'Í>(x,y)> = -<K , Xx(~(x,y))> X x,y -X,y 

( resp. < X (K ) , q> (x,y) > = - < K , Xy(4>(x,y)) > ) , y x,y x,y 

para tôda qn: @( GxG) • 

Em particular, quando q, (x,y) = f(x) .g(y) com f, g E 

E O'à( G) , teríamos 

< Xx(JSc,y), f(x) .g(y) > = <. Kx,y' (Xf(x)) .g(y) > 

respectivamente 

<Xy(Kx,y), f(x).g(y)> = <. Kx,y' f(x)(Xg(y))>, 

expressões que, por sua vez, definem Xx(Kx,y) (resp. Xy(Kx,y)). 

Teorema 11 - Uma condição necessária e suficiente para que o nú-

cleo Kx seja núcleo de composição à esquerda ,Y 
(resp. à direita) é que 

= -(X.) (K ) 
l. y --x,y 

(re;:tp. (Yi)x(Kx,y) = -(Yi)y(JSc,y)) , i=l,2, ••• ,n, onde os Xi 

{resp. Yi ) formam uma base da álgebra dos campos de vetores in-
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variantes à esquerda (resp. à direita). 

Suponhamos que 

esquerda e que 

K x,y seja um núcleo de composição à 

Seja Xi , l,; i fi n , uma base da álgebra dos campos de 

vetores invariantes a esquerda em G. Temos, pelos teoremas 5 e 

6: 

e 

Mas, para tôda f E O';)( G) , 

< xi (1,c(g(y}) ,f(x) > = - < I;c(g(y)), xi f(x) > = 
= -<Kx,y' Xi f(x) .g(y}> = <(Xi) x Kx,y' f( x) .g(y} > 

<Ix:(Xi(g(y))), f(x)> = <Kx,y'f(x).(Xi)yg(y)>= • . 

= - <(X.) K , f(x) .g(y)> 
i Y x,y 

Igualando as expressões obtidas, obtemos: 

<(Xi)y Kx,y' f(x).g(y)> = -<(X1 )Y Kx,y• f(x) .g(y}> 

quaisquer que s~ jam f, g E ·@ ( G) , donde 

Rec1procamente, suponhamos verificada essa relação e 

vamos demonstrar que a aplicação Lic=(l.)-(TJ• associada a !Sc,y , 
comuta com os campos invariantes à esquerda Xi , 1 i n • 

Temos quaisquer que sejam f, g E @( G) : 

<X.{T--(g(y)),f(x)> = -<T._(g(y)), X.f(x)>= -<K ,X.f(x).g(y)>= l. 7t -K l. --x,y 1. 
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=<¾,Y' f(x). Xi g(y}> =<1-K(Xi g(y)), f(x)> o que prova que: 

Xi(Lic(g)) = Lic(Xig) ' 

para todo g e {iJ ( G) e 1 i n • Decorre que a aplicação 1x co-

muta com todos os campos de vetores X, invariantes à esquerda 

pois os Xi constituem uma base da álgebra dêsses últimos. Pelo 

teorema 6 e 5, segue-se que 1,c é do tipo 

donde K x,y é o núcleo de composição à esquerda associado a S • 

5 - Núcleos de composição muito regulares e anal1tieamente muito 
regulares. 

Seja sx,y (resp. s~,Y) o núcleo de composição à es-
querda (resp. à direita) associado à distribuição S. Vimos, no 

número anterior, que 

Teorema 12 - Uma condição necessária e suficiente p~ra que sx,y 

(ou s~,Y} seja uma função infinitamente derivável 

(resp. analítica) no complementar da diagonal 6. de G'><G é que 

S seja uma função infinitamente derivável (resp. analítica) no 

complementar de {e}. 

A condição é necessária. Seja H(x,y) a restrição de 

sx,y a c(~) • Já vimos que LH(ô) = H(x,c) , (ef. Cap.III, l! 

ma 2}; a função H(x,e) está definida e é infinitamente derivá-

vel (resp. analítica) em c({e}) • PoT outro lado, Lif(ô) coin-

cide com L8(ó) = S em e({e}), o que prova que S , infinita-
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mente derivável (resp. a.IJ..~l;í~~c~) .. ,.e~ _jq.( {e}) • Demonstração aná-
loga no caso de núcleo de composição à direita. 

Observemos que, sendo sx,y (resp. s~,Y ·) núcleo de 

composição à esquerda (resp. à direita), sx,y (resp. s~,Y) é 

invariante por translações a direita (resp. à esquerda) paralel! 

mente k diagonal (cf. teorema 10); logo H(x,y) (resp. H'(x,y)) 

tem a mesma propriedade. Temos, então: 

H(x,y) 

(resp. 

= t l H(x,y) y-

que, podemos por: 

~(x,y) = h(x.y-1) 

onde h(x) = H(x,e) = H'(x,e) está definida em c({e}) • 

A condição é suficiente. Suponhamos S illf"ini tamente 

derivável (resp. analítica) em c({e}) e vamos indicar por h(x) 

essa função. Obviamente, h(x.y-1 ) (resp. h(y-1 .x) ) é uma fun-

ção in:fini tamente derivável (resp. analítica) em e( ~) , que in 

dicaremos por H(x,y) (resp. H'(x,y)) • 

Vamos demonstrar que o núcleo de composição à esquerda 

(resp. à direita), sx,y (resp. s~,y) coincide com H(x,y) 
(resp. H'(x,y)) em c(.ô) , ou seja que 

< sx,y , q> (x,y) > = < H(x,y), <p (x,y) > 

(relação_ análoga para s~,Y), qualquer que seja q,e: ~(GxG- 6.) • 

! bastan~e demonstrar essa igualdade para ~(x,y) = f(x).g(y) , 

com f, g e: v'J( G) tais que spt(f) n spt(g) = fJ • Temos: 

< S .,f(x) .g(y) > = < S*g,f > • x,y 
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Por outro lado, 

<H(x,y),f(x)g(y)> = J jh(x.y-1 )f(x).g(y)dxdy = 
GxG 

= Í f(x )dx J h(xy-1 )g(y)dy. 
G G 

Pelo corolário do teorema 1, a integração na variável 

y representa h*g(x) , logo, podemos escrever: 

Como os suportes de f e g são disjuntos, existem 

U e V abertos, U:) spt(f) , 

Como U.(spt( g)) - 1 não contém 

coincidem; l ogo, pelo teorema 8, 

em U, donde 

V-::Jspt(g) e tais que unv = ~. 

e, nêsse aberto, S e h(x) 

o que estabelece a igualdade que queríamos provar, e.q.d. 

Teorema 13 - Uma condição necessária e suficiente para que o nú-

cleo S (ou S' ) seja muito regular (resp. X 9 y x,y 
analiticamente muito regular) é que S seja uma função infinit§ 

mente derivável (resp. analítica) no complementar de {e}. 

A condição necessária e imediata pois como ô é idênt! 

camente nula em c {e}, da definição de núcleo muito regular 

(resp. analiticamente muito regular), ( cf . Cap.I, de:f'. 5 e Cap.III, 

def. 3), decorre que S = L8(ô) é uma função infinitamente deri-

vável (resp. analítica) em c({e}) • 
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A condição suficiente é também trivial, no caso infini-

tamente derivável. Ela decorre do teorema 12 e do teorema .l do 

Cap. I. 

Trata-se de demonstrar o caso analítico. Utilisaremos 

aquí o corolário 2 do teorema 2 do Capítulo III: como s x,y 
regular e, pelo que demonstramos no teorema 12, analítica em 

é 

c(Li) , basta verificar a condição 3) do referido corolário. Para 

isso vamos estabelecer alguns lemas, dos quais os lemas 4 e 5 são 

~ariantes, para o caso de grupos de Lie, das proposições 3 e 4, 
expos~ 5 e proposição 1, exposé 6 de [91. 

Lema 3 - Seja (U, x1 , ••• ,xn) uma carta local em G e seja 

ÕP1+• • .+pn 
P1 Pn õx1 ••. oxn 

um operador diferencial de ordem IPI= p1+ ••• +pn em U. Se 

x1,x2, ••• ,xn formam uma base da álgebra dos campos de vetores 

invariantes a esquerda em G, nP se exprime por: 

(1) 

onde os coeficientes são funções analíticas em U. 

Reciprocamente, P1 Pn x1 ••• xn se exprime por: 

(2) 

onde os coeficientes b (x) 
C!l1 • • •4n 

são funções analíticas em U. 

1Vale um resultado análogo se em lugar dos Xi , 1 i :s n , consi..J. 
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derarmos uma base da álgebra dos campos de vetores invariantes a 

direita em G. 

Com efeito, é sabido que 

(3) = 

onde os ªi/x) são funções analíticas em U • Por recorrência, 

é fácil estabelecer (2)$ Por outro lado, como os ca.m;pos de vet~-

res x1 , º º. , Xn -sao linearmente independentes em todo ponto de 
o · o 

G e oxl ••• oxn linearmente independentes em todo o ponto de 

U, podemos resolver (3) em relação aos o ox:; , 1 i n , em 
l. 

u, 
e os coeficientes ob~idos serão funções analíticas em U. Por 

recorrência, estabelecemos (1). 

Observemos que, se f é uma função analítica em U , 

para todo compacto K de U , existe uma constante C > O tal 

que 

(4) 1 nP f(x) 1 e IPI • p! em K. 

Como o número de parcelas de (2) é dado por: 

2 n+IPl-1 
' 

indicando por M um limite superior do m6dulo das funções 

b (x) em K, temos a majoração: 41,•••,qn 

' 
ou seja, 

em K, 
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com uma escolha conveniente da constante c1 • Reciprocamente, 

(5) acarreta (4). 

Corolário - Tôda distribuição T, de suporte compacto, se repre-

senta por uma soma finita 

T = 

onde as f 
P1 • • •Pn 

são funções contínuas de suporte compacto con-

tido em uma vizinhança arbitrária do suporte de .T • 

Podemos supor, sem perda de generalidade, que o supor-

te B de T está contido numa carta local (U, x1, ••• ,xn) ; 

caso contrário, poderíamos reconduzir a esta situação utilizando 

uma partição infinitamente derivável em G. 

Pelo teorema xxvr · de [111, tome r, 2~ édit., pg.91, T 

se representa por uma soma finita de um número finito de deriva-

das (no sentido das distribuições) de funções contínuas de supor-

te compacto, contidas ntllila vizinhança arbitrária de B, a qual 

podemos supor contida~ ~arta local U: 

= I:n% q q • 

Utilisando (1) acima, cada parcela dêsse somatório pode 

se escrever: 

= 

e, não é difícil verificar que esta soma pode se representar por 

rl rn L xl .•. xn (f ) r~q r1•••rn 
donde decorre a expressão desejada pa-

·-ra T • 
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Obtem-se uma expressão análoga se, em lugar de campos 

de vetores invariantes à esquerda, considerarmos campos de veto-

res invariantes a direita. 

Lema 4 - Seja S uma distribuição que, em c({e}) , é uma fun-

ção infinitamente derivável (resp. analítica) e T uma 

distribuição de suporte compacto B. Nessas condições, a distr! 

buição S*T é uma função infinitamente derivável (resp. analíti-

ca) em c(B) • 

Com efeito, seja O= c(B) • Pelo teorema 8, sabemos 

que os valores de S*T em O, dependem unicamente dos valores 

B n O = fJ , OB-1 = c( {e}) , logo S é, de s em OB-l. Como 

de acôrdo com nossas hipóteses, uma função infinitamente derivá-

vel (resp. analítica) em OB-l. 

a) caso infinitamente derivável. Sejam V e W duas 

vizinhanças compactas e simétricas de e e suponhamos que WcV, 

Como S é infinitamente derivável em OB-l, é possível determi-

nar uma função infinitamente derivável f que coincida com S 

no aberto (OB-1 )v e cujo suporte está contido em (OB-1 )W. 

O produto da composição f*T é, pois, uma função inf~ 

nitamente derivável em G (teorema 1). 

Por outro lado, S - f se anula em (OB-1)v, logo, 

pelo corolário 1 do teorema 8, (S-f)*T se anula em 0v, ou se-

ja, S*T coincide com f*T em ºv, ·1ogo é infinitamente deri-

vável nêsse aberto. Como O é reunião dos abertos Ov quando V 

percorre um sistema fundamental de vizinhanças compactas e simá-

tricas de e (cf. ni 3), eonclui~os que S*T é infi~itamente 
derivável em O. 
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b) caso analítico. Pelo corolário do lema 3, T se 

representa por 

7 

e, podemos supor que o suporte das funções f esteja con-
ª1 • • ·ªn 

tido em BV, onde V é uma vizinhança simétrica e compacta de e. 

Seja w um conjunto aberto relativamente compacto, cuja 

aderência está contida em O. Pelo que demonstramos em a), decor-

re que S*T é infinitamente derivável em w. Demonstraremos a 

analíticidade de S*T n~sse aberto, estabelecendo as majorações 

usuais para suas derivadas. 

Seja Yi , 1 ~- i _._ n , uma base da álgebra d.os campos de 

vetores invariantes à direita e consideremos o operador 
P1 Pn Y1 ••• Yn • Temos, aplicando o teorema 4: 

P1 Pn P1 Pn Y1 ••• Yn (S*T) = (Y1 ••• Yn S)*T = 

"'" ª1 ªn [ Pi Pn ] · =L..X1 ••• Xn (Yl ••• Yn S)*f a • 
a ª1••• n 

Como o suporte de f está contido em B.V, 
ª1 • • ·ªn 

cada parcela 
S · em B-l 

S*f 
ª1 • • .q.n 

depende em wv, apenas dos valores de 

( cf. teorema 8, corolário 2) onde, por hipótese, s 
é analítica. 

Por outro lado, podemos escrever (cf. lema 1, corolário): 
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Seja M uma constante positiva tal que 

qualquer que seja o índice a= (a1 , ••• ,an) • Podemos supor, sem 

perda de generalidade, que "'B-1 está contido numa earta local 

conveniente, de modo que, ady x1 aí se representam por combina-

ções lineares , com coeficientes analíticos, de ~x , 1 e 1 e n • 
i 

Como S é analítica em w:a-1 , seja C uma constan;te positiva 

tal que 

em 

( ou em (<-tiB-1 )v , o que não alteraria nossa conclusão, cf. a) ) • 

Como a ordem dos operadores Dr que comparecem na ex-
pressão de ª1 ªn P1 Pn (ady X1 ) ••• (ady Xn) (Y1 ••• Yn S) é lrl IPI + m 

(cf. (2)) existe uma constante c1 > O tal que: 

ª1 ªn P1 Pn 1 j IPI +m l(ady x1 ) ••• (ady Xn) (Y1 •• Yn S)(xy-) çc1 .(iw1d 

em w:ir1 • 

Se k indica o número de termos que con:parece na expre! 

são de T, temos: 

o que estabelece a analitieidade de S*T em '-"v, visto que k 

e m são inteiros fixos, donde a analiticidade de S*T em w, 
c.q.d. 

Lema 5 Sejam S e T duas distribuições , uma das quais com su-

porte compacto e a uma função infinitamente derivável 

em G. Se x1 , ••• ,xm são m-campos de vetores invariantes à es~ 
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querda, temos: 

Xm ••• x1 (S * aT) = 

s*ª .:x;._ ... x 1 (f) + iii xm ... xj+l [s*(Xja) .xj_1 ... x 1 (f)] • 

Com efeito, se m = 1, temos utilizando o teorema 3: 

-Suponhamos a expressao acima verdadeira para m inteiro >l e 

seja ~+l um campo de vetores invariantes à esquerda. Temos : 

donde 

Xm+l~ ••• x1(s*aT) = ~+1 [s*ª•Xm•··x1(f)1 + 

+ jt. xm+l xm ... x;j+l [(s*(Xja) .xj-l' •• x1 (f)] = 

= s*ª• xm+l ••• x1(f) + s*xm+l(a).~ ••• x1(f) + 

+ xm+l xm ••• x.+1 [s*(X.a).xJ._1 ••• x1(f)] 
j~ J J 

xm+l xm ••• x1(S*aT) = s*ª•~+l JSn ••• x1(f) + 

+ j~ xm+l xm ••• xj+lls*xj(a).xj_1 ••• x1~ )] 

donde a expressão acima é verdadeira para todo inteiro. 

Fim da demona tração do teorema 13 - Seja f uma função de l7;X G) 

e suponhamos f analítica 

em um aberto O. Queremos demonstrar (condição 3) do corolário 2 

do teorema 2 do Capítulo III) que S*f é analítica em O. Se-

jam w um aberto relativamente co~pacto cuja aderência está con-

•tida em O e a uma função infinitamente derivável, de suporte ' 
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compacto k, contido em O e igual a 1 numa vizinhança arbitrá-

ria de w • Temos 

f = af + (1-a)f 

e 

Como (l-a) nula nwm. vizinhança de w, segue-se 

que w está contido no complementar do suporte de (1-a)f, lo-
go, pelo lema 4, S*(l-a)f é analítica em c.u. Resta mostrar que 

S*af é analítica em w. Como a demonstração é local, podemos 

supor que w e k estejam contidos nu.ma mesma carta local 

(U, x1, ••• ,xn) • 

Seja Xi , 1 i n , uma base da álgebra dos campos de 
P1 Pn vetores invariantes à esquerda; o operador diferencial x1 •••1n 

de ordem m = p1+ ••• +pn, pode se exprimir, com eventual repeti-

oões dos Xi por: xm,·•·,x2 x1 (os índices não são consisten-

tes com -0s da base da álgebra; manteremos esta notação por sim-

plicidade). 

De acôrdo com o lema anterior, temos: 

xm ••• x2 x1 (S*af) = s*ª•~···x2 x1(f) + 
A 

+ jk~ ••• xj+l[s*xj(a).xj_1 ••• x2 x1 (f)] • 

Tendo em vista as observações feitas ap6s o lema 3, 
vamos estabelecer uma majoração para o primeiro membro acima. 

Ilicialmente consideremos e W -sao 

duas vizinhanças compactas e simétricas de e como considera-

mos ao lema 4 a), temos que 
L 



-93-,· 

• 

Tomando-se y de suporte compacto contido em (wk-1 )w e igual 

a 1 numa vizinhança arbitrária de (wk-1)v, consideremos yS 

a qual coincide com S em (~k-1)v, logo S * af coincide com 

yS * af em wv • Port§m, corolário do lema 3 , yS se represe!: 

ta por: 

onde os Yi são campos de vetores invariantes à direita e as 

funções g são funçÕe$ contínuas de suporte compacto CO!: 
ª1 • • •ªn 

tido em · (1.t'.k-1 )w , digamos. 

Podemos escrever (cf. lema 2, corolário): 

. Seja M uma constante >O tal que 

qualquer que seja o índice a= (a1 , • •• ,an) • Desenvolvendo a e! 

pressão entre co.Jichetes vamos ter uma soma de um mi.mero r de 

termos do tipo 
41 qj qj+l 

Y1 ••• Yj (a).Yj+l ••• 

multiplicados por coeficientes que são funções analíticas. Indi-
1. 
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cando por N > O uma canstan te que lDA_jora os 

k e levando em conta a analíticidade de f em k, teremos 

onde p indica a maior ordem dos operadores diferenciais queºº! 

parece· em yS , como cada um dêles é majorado pela expressão aci-

ma, teremos: 

o que mostra que S * a(~ •• • x1 f) é analítica em uJV , logo 

em w • 

Seja agora, um termo do tipo 

Como a foi escolhida igual a 1 em uma vizinhança de 

w , é fácil ver que o suporte k 1 de 

disjunto de w , donde wk11 e e( {e}) 

Xj(a).Xj_1 ••• x2 X1(f) é 

e, nêsse aberto, S é ana 

lítica._ Utilisando novamente o corolário do lema 1, temos: 

••• xj+1 (s*X/a).xj_1 ••• x 2 x 1 (f)] = 

= { [ady ~- •• ady xj+ls](xy-1 )X/a)(y) .xj-1 ••• Xlf(y) • .6 (y-1 )dy • 
1 . 

Se A > O é tal que 

j=l,2, ••• ,m, 

obtemos levando em conta a analiticidade de s 
f em k1 : 

k-1 em u,; 1 e de 

lxm •• xj+l LS*X/ a) .xj-l •• x2x1 (f )]1~ A.c~-j( m-j) ! cI-1< j-1) ! ~A c~-1(m-l)t 
_I 
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donde 

k IX,.· •• xj+l [s~xj( a) .xj_1 ••• x1 ( r>Í ,: m:Ac!-1• (m-J.)?"' e; .m? 

Obtemos, então: 

e como p, r, s, Me N independem de m, podemos escolher uma 

constante k tal que 

o que mostra a analíticidade de S*af em wv, donde em w, 
c.q.d. 

Resumindo o que foi demonstrado nos teoremas 12 e 13, 

podemos afirmar que, para os núcleos de composição, as três con-

dições ·seguintes: 

i) S é muito regular (resp. analiticamente muito re-x,y 
gular), 

ii) S é u.ma função infinitamente derivável (resp. ana-x,y 
lítica) em e( 6 ) , 

iii) a distribuição S é uma função infinitamente derivá-

vel (resp. analítica) em c({e}) , 

-sao equivalentes. 
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