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INTRODUGKO

. O conceito de ndcleo-distribuigd8o foi introduzido por
L. Schwartz em seu trabalho [IZl(l). A1 sdo estudadas algumas
propriedades dos nicleos e caracterizados os nicleos semi-regula-
res. A importdncia dos nficleos-distribuigdes reside no chamado
teo nicleos ( [12], pg. 223, teorema II) o qual garante
que, ®na pritica', tddas as aplicagOes lineares e contfnuas en-
tre os espagos vetoriais topolégicos usuais da Andlise Funcional

([12], pg. 224), sdo definidas por um ndcleo.

Na teoria das equagoes diferenciais parciais, inter-
/
vém importantes exemplo& de nilicleos, entre os quais os micleos

inversos (ou elementares) de um operador diferencial parcial.

Entre ésses tém especial interé@sse os nicleos muito regulares e
os gnaliticamente muito regulares, Assim é que, se um operador

diferencial parcial possui um ndcleo inverso muito regular (resp.

analiticamente muito regular), &sse operador é hipoelftico (resp.
hipoelftico analftico) ( [11], tome I, 2€ édit., pg. 143, teorema
XII). No caso particular em que o operador diferencial tem coe-

ficientes constantes, os nicleos inversos sao, na realidade, ni-

cleos de composigdo associados as solucgdes elementares ( [11],

tome I, 2€ éd., pg. 136) do operador diferencial.

Nosso objetivo é estudar os niicleos distribuigdes ana-
liticamente regulares e os nicleos de composigao.
O presente trabalho se compde de quatro partes. No Ca-

pitulo I, n? 1 e 2, fazemos uma rdpida exposi¢ao de resultados

k{ISOS nimeros entre colchetes se referem a bibliografia.
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conhecidos da teoria dos espagos vetoriais topolégicos e dos pro
dutos tensoriais topolégicos que utilisaremos a seguir. Pretende
mos com isso familiarizar o leitor com a nomenclatura e notagoes
que utilizaremos. No n? 3, introduzimos a definig¢ao de nidcleo-
-distribui¢ao em uma variedade infinitamente derivédvel ou anali-
tica, bem como damos algumas de suas propriedades mais interessan
tes. Nossa atencdo estd sobretudo voltada para os nficleos muito
regulares que se caracterizam pdr serem regulares e infinitamente
derivédveis no complementar da diagonal da variedade produto (cf.
teorema 1),

A fim de estudarmos, no Capitulo III, os ndcleos ana-
liticamente muito regulares e procurarmos saber se, uma caracte-
rizacao andloga a dos nfcleos ﬁuito regulares é vdlida para aqué
les, desenvolvemcs,‘no Capftulo II, um estudo sistemético da no-
¢ao de fungao analitieca real com valores em um espago vetorial
topolégico e de alguns espagos de fun¢oes analiticas vetoriais.

Nao nos limitamos, porém, a demonstrar apenas os resul
tados que utilizaremos no Capitulo'III;'estabelecemos para os es
pagos de fungoes analf{ticas reais sdbre um produto de dois com-
pactos de variedades analiticas reais, propriedades andlogas, em
termos dos produtos tensoriéis topolégicos, as que se demonstram
para os espagos de fun¢oes infinitamente derivdveis sdbre um pro
.duto de duas variedades diferenciédveis e os de fungGes holomorfas
sbre um produto de duas variedades analfticas complexas (cf. Ca-
pitule I, pg. 11). |

No n? 1 introduzimos o conceito de série mfiltipla de pg

téncias em um espago localmente convexo e estudamos algumas de

—
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suas propriedades, as quais servem de base para a definigao de
fung@o analftica vetorial, no n? 2. O conceito de fung@o escalar
mente analftica se introduz, de modo natural, bem como a questao
de se saber em gue condig¢Oes uma fungao escalarmente analitica &

analf{tica, procedimento andlogo 2o caso infinitamente derivédvel.

No n? 3, estudamos o espago vetorial das fungoes anali
ticas reais definidas numa parte compacta de R% ., A topologia
adequada para é€sse espago é topologia limite indutivo, j4 consi-
derada em (3] e [8] no easo de uma parte compacta do plano com-
plexo. O teorema 5 estabelece a equivaléncia de duas possiveis
definigoes da topologia de &(X) , uma das quais serd mais con-
veniente para demonstrarmos o teorema 8. O teorema 6 d4 uma ca-
racterizacao das partes limitadas de 4X). Se bem que resulte de
um resultado mais geral de [5], pg. 268, teorema 1, julgamos con
veniente demonstrd-lo por ser fundamental para as conelusdes do
Capftulo III,

No n? 4 demonstramos que o espage ((K>L) das fungGes
analfticas sbbre o produto de dois compactos de R® e R"™ se
identificas ao espago 2(K,4(L)) das funcOes analitiecas vetoriais
definidas em K e com valores no espago vetorial topolégico 4(L);
a produto tensorial topolégico 4(K)@® d(L) e ao espago
Le(d'(L),dKK)) .

Utilizando a nocao de complexificaga@o de uma variedade
analitiga real é possivel estender para o caso de variedades ana-

l{ticas reais, os resultados dos nimeros anteriores.

No Capitulo III, estudamos os nidcleos analiticamente

‘muito regulares definidos sObre uma variedade analitica V .
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Nossa definig@o difere da de Schwartz ( [11], tome I, 2% édit.,
pg. 140) que corresponde ao que denominamos ndcleo analiticamen-
te muito regular em y . Utilizando o conceito de transposto de
um ndcleo, definimos ndcleo anallticamente muito regular em x .

O teorema 1 estabelece que os nticleos anal’ :icamente
muite regulares em y (resp. em X ) sao fungles incinitamente
derivdveis no complementar da diagohal de VxV . Como consequén-
cia, os ndcleos analiticamente muito regulares sdao muito regula- |
res.

Contrariamente ao que sucede com os nicleos muito regu
lares (ef. Capftulo I, teorema 1), um ndcleo regular e fungao a-
nalftica no complementar da diagonal, ndo & necessariamente um
nicleo anallticamente muito regular. O coroldrio 2 do teorema 2
demonstra a analiticidade do nicleo desde que imponhamos sdbre
éste uma condi¢ao suplementar. Um contra-exemplo mostra que nao
podemos prescindir dessa condig¢ao. O teorema 2, em si, afirma
que, em condigOes bastante gerais, um nidcleo é analiticamente
muito regular em y (resp. em x ). Esse teorema e seu recipro-
co (teorema 3) utilizam na sua demonstracao os resultados do ca-
pitulo anterior, sdbre fungdes analfticas vetoriais.

Como consequéncia imediata do teorema 3, decorre que
os niécleos analiticamente muito regulares sao, no complementar
da diagonal, fungGes separadamente analfticas. O teorema 4 afir-
ma, de modo mais preciso, que os nicleos anallticamente muito re
gulares ssao funcoes analfticas no complementar da diagonal. A de
monstra¢ao utiliza um critério de analiticidade recentemente de-

monstrado por F.E. Browder /151, dando resposta afirmativa a uma
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questao por nés formulada.

0 Capftulo IV estuda os nicleos de composigao. Esses
nicleos sao determinados pelo produto de composigao por uma dis-
tribuicao fixa. Os resultados gque obtemos afirmam que:s 1) os ni-
cleos de composig¢ao muito regulares (resp. analiticamente muito
regulares) sao fungoes infinitamente derivédveis (resp. analfti-
cas) fora da diagonal e, 2) tais nidcleos provém de distribuigOes
infinitamente derivdveis (resp. analiticas) fora da origem. Tais
resultados foram, iniecialmente, obtidos em R"™, Consideramos aqui,
0 caso mais geral de um grupo de Lie, onde & possivel definir o
produto de composicao de distribuigdes (em particular, de funcgoes).
Surgem pequenas dificuldades pelo fato de perdermos a comutativi
dade do produto de composigdao no caso de grupos nao comutativos.
Além disso, se, em Rn, para derivarmos um produto de composigao,
podemos indistintamente derivar um ou outfo fator, 0 mesmo nao

ocorre num grupo de Lie; aqui, os operadores difereneciais invari

antes a esquerda (resp. a direita) operam a direita (resp. a es-
querda), (cf. teoremas 3 e 4). |

Inicialmente definimos pfoduto de composigao em um gru
po de Lie e estabelecemos algumas de suas propriedades bem conhe
cidas. Os lemas 1 e 2 estabelecem de que maneira campos de veto-
res invariantes a esquerda (resp. a direita) operam & esquerda
(resp. & direita) num produto de composigao, expressGes que uti-
lizaremos no teorema 13.

No n? 4, damos algumas caracterizagOes simples dos ni-
cleos de composigao, utilizando resultados do nf 2, notadamente

os teoremas 5 e 6.
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A fim de estabelecer os teoremas 12 e 13, desenvolvemos
no n? 3, algumas propriedades especiais relativas ao suporte do
produto de composigao e ao comportamento do mesmo num aberto,
quando uma das distribuig¢des tem suporte compacto e a outra toma
valores num conveniente aberto (teorema 8). Sao os teoremas 12 e
13 que estabelecem a caracterizagao acima mencionada para os nd-
cleos de composigao muito regulares e analiticamente muito regu-

lares.
Acreditamos que &ste trabalho pode servir de ponto de

partida para o estudo de categorias mais gerais de nfcleos liga-
dos a operadores diferenciais parciais (cf. [15] ), assunto que
pretendemos examinar prbximamente.

Finalizando, desejamos expressar ao Prof. Leopoldo
Nachbin os nossos mais sinceros agradecimentos pelo estimulo e
apbio que nos tém dado em diversas ocasides. Foi por sua suges-
ta0 que nos ehcontramos estagiando no IMPA, onde temos trabalhado
com o Prof. Nachbin em proveitosa colaboragdo. Imimeras vézes ti-
vemos a oportunidade de expor e discutir os assuntos aqui trata-
dos, recebendo em troca valiosas sugestoes.

Agradecemos ao Prof. F.E. Browder que leu o manuscrito
com especial interésse, contribuindo com suas observagdes para
melhorar vdrios pontos e completar outros déste trabalho.

Ao Prof. C&ndido Lima da Silva Dias, que sempre nos in
centivou, nossos agradecimentos; foi por sua sugestao que lemos
o "Théorie des Noyaux" de L. Schwartz, ponto de partida para nos-
so trabalho.

Agradecemos ainda ao Conselho Nacional de Pesquisas que
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nos concedeu uma balsa de Chefe de Pesquisas e ao Institufbdd;
Matemdtica Pura e Aplicada, na pessoa de seu Dirgte{, 0 Prof., 7
Lélio I. Gama que, com sua boa vontade e apbio, muito contri-
buiun para nossa perman@ncia no Instituto. Ao Prof. Gama devemos
a publicacao déste trabalho.

g Ao Prof. Luiz Arthaud Berthet, com quem trabalhos na
Faculdade de Ciéncias Econdmicas e Administrativas da U.S.P. e
que fem sempre possibilitado a seus auxiliares as melhores con-
dig0es para seus trabalhos cientificos, nosso reconhecimento.
Gragas a sua compreensao e apdio, pudemos nos beneficiar de um
estdgio no exterior e, do atual, no IMPA.

Finalmente, nossos agradecimentos aos Srs. Wilson Gées
e Manoel Cavalheiro pelos cuidadosos trabalhos de datilografia

e impressao.

José Barros Neto

Rio de Janeiro, -ulho de 1960,
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CAPITULO I

. PRELIMINARES SOBRE ESPAGOS VETORIAIS TOPOLOGICOS;
'PRODUTOS TENSORIALS TOPOLOGICOS E NUCLEOS DISTRIBUIGOES

Seja E um espago vetorial topoldégico; o corpo dos es-
es serd, invarisvelmente, R ou C .

- Uma parte A de E se denomina equilibrada se AAc A,

ara todo escalar A +tal que Al <1 &

Diremos que A absorve B se existe um nimero real

BCA . A parte A se diz absorvente se absorve todo x € E
Uma parte A de E & limitads se t8da vizinhanga do

i zero em E absorve A .

Diremos gque A €& un conjunto convexo se, quaisquer que
 sejam X,y £ A, Ax + (1-A)y € A , para todo A tal que O<A <

1 .
Chama-se envoltéria convexa, equilibrada de A , que

indicaremos por [ (A) , o menor conjunto convexo e equilibrado
- que contem A . | (A) & o conjunto das somas finitas EZAixi "

onde os x; £ A e o0os A; sdo escalares tais que 2. [A;l< 1.

Um espacgo vetorial topoldégico E se denomina localmen-

te convexo se a topologia de E admite um sistema fundamental de
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' vizinhancas de zero, formado por conjuntos convexos, equilibrados

e absorventes. A topologia de um espago localmente convexo pode

ser sempre definida por uma famflia de seminormas.
Os espagos que consideraremos, no presente trabalho, se

rao sempre espagos localmente convexos, separados.

Indicaremos por E' o dual de E : espago das formas
lineares continuas sdkre E .

Seja A uma parte de E ; chama-se polar de E , o con
junto dos elementos x'e E' tais que

l<x,x'>| < 1 , para todo Xx € A .

Indicaremos por A° o polar de A . Definic8o andloga
para uma parte de E' .

Seja 6 um conjunto de partes limitadas de E ; a topo
logia da G-converginciz em E' & compativel com a estrutura de
espago vetorial de E' . Um sistema fundamental de vizinhangas do
zero nessa topologia se obtém tomando as interseccbes finitas de
homotetias nao nulas dos polares dos elementos de E .

Quando & & o conjunto das partes finitas de E (resp.
de E' ) a topologia da G-convergéncia em E' (resp. E ) se deno-

mina topologia fraca de E' (resp. E). Indicaremos essa topologia

por s(E',E) (resp. s(E,E')) e por Eg (resp. Eg ) o espago E

(resp. E' ) munido da topologia fraca.

Quando G € o conjunto de t0das as partes limitadas de

E a topologia da G-convergéncia em E' se denomina topologia for-

te de E' .

O espago localmente convexo E se denomina reflexivo
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0 problema de se saber se E ¢& separado quando os espa

Ei sac separados ou se E & completo guando os espagos Ei
;f eompletos, apresenta sempre dificuldades. Da mesma maneira,
jaber se tdda parte limitada de E estd contida e § Liuitnda 4s
L conveniente E; .

Denominamos espaco (L% ) generslizado tode espago lo-

calmente convexc e separado E que € limite indutivo de uma se-
TSnﬁncia‘ (E;) de espagos () pelas aplicacdes lineares Uy oo
| A observagao feita acima nos mostra que podemos supor
;fas (B;) ¢é uma sequéncia crescente de sub-espagos de E , mu-
;ﬁ?idas de suas topologias de espago (% ) , tais que a aplicagao

4

:fidﬁntica de E; em E, ., & continua e E é reunifio dos sub-es-

Os espacos (L% ) considerados em ( [4]) correspondem
a0 caso particular em gue a topologia induzida por Ei+l em Ei
coincide com a topologia de E; o

Para Estes espagos demonstra-se que E induz em cada
E; uma topologia gque coincide com a topologia de Ei ; 8¢ 08 Ei
sao completos, E €& completo; t6da parte limitada de E esté
contida e € limitada num conveniente E; .

Estag conclusoes nem sempre sao vAlidas para os espagos
(LF) generalizados. No capftulo II, consideraremos um caso bem

conhecido de espacgo (aﬁg3 generalizado em que as duas dltimas

conclusoes se verificam.
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"2, Produtos tensoriais topoldégicos.

Se E e F sg2o dois espagos localmente convexos e se-
parados, no produto tensorial E®F désses espagos & possivel de

finir védrias topologias localmente convexas, distintas, compati-

veis com a estrutura de espago vetorial. Apenas duas terso intereg

se para nés, a topologia T e a topologia € cujas d=finigdes e
principais propriedades daremos, sucintamente, a seguir. Para maig

res detalhes consultar [6] ou [10].

Existe uma dnica topologia localments convexs, separads,
sbre. E®F tal que para todo espago localmente convexo G , o es

v

pago das aplicagoes lineares continuas de E®F em & se identi-

fica ao espago das aplicacOes bilineares contfnuss ds X XF en

G . Nesta identificagdo, as partes equicontinuas de L(E®F, G}
e de B(E ®F,‘ G) se correspondem.
Em particular, o dual de E®F se idem:ifica 20 e8page
das formas bilineares contf{nuas sbbre EXF .
Indicaremos por 7 essa topologis (denominadis '%f:pc;lagia:

produto tensorial projetiva) e por E @ F o espagz EO®F munido

dessa topologia. ’

Um sistema fundamental de vizinhangas do Zero na ‘?sop@lg.
gig T é constituido pelos conjuntos [(U®V), enveliSria convexa
eéuilibrgda, dos conjuntos U®V , quando U ({(rear. ¥ ) percorrs
um sistema fundamental de vizinhangas do zero em E {resp. F ).

A topologia T é a mais fina das topologias localment
convexas sdbre E®F que tornam continua a aplica¢ao bilinear ca

ndnica (x,y) —— x®y de ExXF em EO®F .
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E®,F indica o completado de E ®yF ; temos (E&yF)'=

Vamos indicar por 'ﬂ(E',F’ o espago das formas bili-
-1} sepﬁradamente continuas sdbre Eé><Fé s Esge espago veto-
se identifica algebricamente a L(Fé,ES) , espago das aplica
‘gdes lineares contfnuas de F, em E_, , o qual se identifica,
’bviamente, a L(ES,F,)
i Indicaremos por Ey (resp. E%) o espago E (resp.E')
;tmnido da topologia de Mackey t(E,E') (resp. t(E',E)) : topolo-
,;gia da convergéncia uniforme sObre as partes convexas, equilibra-
~ das, fracamente compactas de E' (resp. E ).

E conhecido que L(Fi,E;) se identifica a L(Fi,E) ,

espago das aplicagoes lineares contfinuas de F% "em E munido
 -ée'sua topologia ([5], pg. 151, corol. 2). |

Temos entao as identifica¢oes algébricass
W(BL,PL) = L(FL,E.) = L(Fl,E)

Além disso, se ﬁé(Eé,Fg) indica o espago das formas

- bilineares separadamente continuas sObre E" < P!

- munido da topo

logia da convergéncia uniforme sd8bre os produtos de partes equicon
tinuas de E' por partes equicontinuas de F' e se Le(FégE) re
presenta o espago das aplicagOes lineares continuas de F% em E
munido da topologia da convergéncia uniforme s8bre as partes equi

continuas de F' , valem as identificaglOes algébrico-topolégicass
Wo(BL,PL) = Lo(FL,E) = L (EL,F) .

0 produto tensorial E®F ¢é um sub-espago de fr(Eé,F"
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todo elemento fi X{8¥5 de E@F define a forma bilinear sepa?-'
1=

radamente continua sdbre E;;XFé g

' . D> ! .
:2:]: <X 9 Xy <y ,yl>

e a aplicagao de EeF em fr(Eé,Fé) é biunivoca pois a dualida

(x",5")

de entre E®F e E'®F' € separante ([6] o Cap.Il, pg.30,lema 1)
O espago E®F munido da topologia induzida por

{re(EégFé) serd indicado por E§ F ; seu completado por E 8, F.

Quando E e F sao completos, fre(Eé9F§) é completo e, portan

to, E QEF é um sub-egpago de fre(EégF;) °

Pode-se verificar que a aplicagao bilinear candnica

(x,5) —=x0y de ExF em E o F & continua, donde se segue
que em E®F a topologia & ¢é menos fina que a topologia ™ .

Em geral, essas topologias nao coincidem.

Um espago localmente convexo e separado E se denomina
nuclear se, para todo espa¢o localmente convexo e separado F ,
Eo,F=E@_F .
Sao numerosos os exemplos de espagos nucleares, entre os
quais citaremos o0s seguintes:
a) Seja V uma variedade infinitamente derivédvel (resp. ang
lftica real), conexa e paracompacta. Seja &(V) o espago das fun
¢oes infinitamente derivédveis em V , munido da topologia da con-
vergéncia uniforme sdbre todo compacto, da fungao e de t8das as
suas derivadas. Seja @R(V) o sub-espago de ¢&(V) formado pelas'
fungdes de suporte compacto e, se XK & um compacto de V , seja

(DK(V) o sub-espago de &(V) das fungoes de suporte compacto e

]
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B T . Muniremos (DK(V) da topologia induzida pela topolo-
ia de E(V) e (V) ds topclogis limite indutive das topolo-

<DK(V) guando K percorre todos osg conjuntos compactos de

B Seja R (V) , dual de R(V) , o espago das distribui-
goes sbbre V e ¢&'(V) , dual de &(V) , o sub-espagc de R°(V)
;nrmgdc pelas distribuicdes de suporte compacto. Supcremos R'(V)
: &'(V) munidos de suas topologias fortes.

. Os espagos @(V) , &V) , £¢°(V) , QA'(V) sao nuclea-
';;zées ([6], Cap. 2, §2, n2 3, teor. 10).

- b) Sejam V uma variedade analitica complexa, conexa e pa-
ﬁ%mcempacta e (V) o espaco das fungles analfticas complexas
J{ﬂébre V , munido da topologia da convergéncia compscta. O espago

. #(V) & nuclear ([6] , cap.2, §2, n® 3, teor. 10, corolédrio).

Se E ¢é um espes¢o localmente convexc, sSeparado, vamos
~ indicar por Eé o0 dual de E munido da topologia da convergén-
cia uniforme s6bre as partes convexas e compactas de E . Essa

- topologia & mais fina que a topologia fraca de E' & menos fina
que a topologia de Mackey, logo © dual de E; ¢ E .

1 O espago L(FégE) das aplicac¢oes lineares continuas de
- P, em E se identifica ao sub-espago de L(F;9Es} (e portanto
de L(F{,E)) constituido pelas aplicagdes que transformam as par-
fés equicontinuas de F' em partes relativamente compactas de E
([10] , exposé 8, prop. 4).

E fdcil verificar que E®F & um sub-espago de L(F,E)

isto decorre de que os elementos de E®F se identificam as apli
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cagoes lineares contfnuas de Fé em Es de posto finito; gssim

sendo E @E F é um sub-espago vetorial topolégico @e Le(Fé,E) o}

Se E e F s30 completos, Le(Fé,E) é completo ([10],
esposé 8, prop. 5) e, portanto EG&F €& um sub-espago vetorial tg
polégico de L_(Fi,E) . Para que E®_TF coincida com L,(F(,E)
é necessédrio e suficiente que ES8F seja Qgggg em L(FL,E) .

Diz-se que um espa¢o localmente convexo e separado E

verifica a propriedade de aproximagao se o sub-espago E®E' de

L(E,E) formado pelas aplicagoes de posto finito de E em E ¢
denso em L(E,E) munido da topologia da convergéneia uniforme sj
bre as partes compactas e convexas de E .

0 espago E verifica a propriedade de aproximagao se e
somente se, para todo espago localmente convexo F , E®F ¢ den‘
so em L (FL,E) ([10], éxposé 14, teor. 2)0-Se E e F sao com
pletos e se E verifica a propriedade de aproximagao, em virtude
do que mencionamos acima, vale é identificagcao E @E F = Le(Fé,E)

A maioria dos espagos estudados na Andlise Funcional ve
rificam a propriedade de aproximagao; para alguns d&les nao se s;
be demonstrar se & verdadeira ou nao; nao se conhecem exemplos d
espagos que nao verifiguem a,propriedade de aproximac¢ao.

Os espagos: IF(X,u) l<p<oo onde X & localmente
compacté e W uma medida ;$O sbbre X ; C(X) espago das fun-
¢oes continuas sébre K munido da topologia uniforme, seu dual
C°(X) ; os espagos (V) , &(V) , €(V) e QA (V) ; q-esﬁago
#(V) ; os espagos nucleares; verificam a propriedade de aproxi-

macao.



Py i

Voltando aos exemplas a) e b) acima, obtemos os seguin

tes resultados: se E 4 um espago localmente converxo, separado e
genpleto, seja &(V,E) o espago das funcgfe: infinitamente derivi
iéeis definidas em V e com valores em E (Ffungdes vetoriais in-
;&initamente derivédveis), munido da topologia A& convergéneia uni-
<£orme sbbre compactos da funcao e t3das =z suan Jerivadas. Esse
l%@spago se identifica a &(V)8;E (([5] , chep. II, pg. 81, exem-
l@lo 1). Como &(V) & nuclear e verifica a propriedade de aproxi-
1f!ag§o, temos as identificagles:
E(VL,E) = E(V)B E = I»e(E E(V))
 (n§o h4 necessidade de se explicitar gual a "opologia sbbre o pro
duto tensorial pois a & e a T coincidem).
Em particuler, se E = &(W) , como &E(VxW) munido de
sua topologia usual se identifica algéorica e topologicamente a
- &(v, E(W)) , temos:
E(VxW) = &(7, &(W)) = (V) & &(W) = L (e"(W),&(V)) .
(Bm &'(W) as topologims forte e da couvergéncia uniforme sdbre
as pértes convexas e compacias de &(W) coincidem pois &(W) &
um espaco de Montel).

Os mesmos resultados valem para o espago H(V,E) das
fungoes analf{ticas complexas com valores weloriais, munido da to-
pologia da convergéncia compacta. Teremos:

#(V,E) = #(V)e E = L (EL, #(V))
e também:
W(V=W) = H(V, (W) =X(V)eA(W) = L ('a%' W), %(V)) .
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3. Nfcleos distribuigles.

Seja V (resp. W ) uma variedade infinitamente derivé- |
vel, conexa, paracompacta e orientada, de dimensdao n (resp. m).
E(V<W) (resp. RN(VxW)) representa, como no niémero anterior, o

espago das fun¢oes infinitamente derivdveis (resp. infinitamente

derivdveis e com suporte compacto) em V xW . Consideraremos &sses
espagos munidos de suas topologias usuais. Q@' (VxW) (resp.

E'(V<W)) representa o espago das distribuicdes (resp. das distri
buigdes de suporte compacto) sdbre V xW . Ambos ésses espagos,

suporemos munidos da topoclogia forte.

Definigcao 1 - Os elementos de M'(V xW) serao denominados ndcleos

distribui¢des ou, abreviadamente, ndcleos s8bre

VW,
Os nlcleps serao, usualmente, indicados com as notagoes
Kx9y " Lx,y " Txgy etc., X representa a varidvel em V ;, e ¥y
em W . Se f(x,y) e R(VxW) e K y € N (VxW) , o produto es
¥
calar désses dois elementos serd indicado por

< Kx’y o f(x,y5) >
ou, simplesmente, K(f) .

Dado um ndcleo K/ v e N'(VxW) a é&le correspondem:
9

1) Uma aplicagdo linear contfnua Ly de N (W) em Q'(V)

definida pors

<Iglg), £> = <K ., f(x)egly)>,
quaisquer que sejam f & N(V) e ge RA(W) .

2) Uma aplicagao linear continua tLK de A(V) em QA'(W)




%=

N;,nsta da anterior), definida por:
<Tg(f), g> = <K o 2(x)eg(y)>,
 ftunr que sejam f ¢ N(V) e ge RN(W) .

Conforme mencionamos no ndmero anterior, o espago N*(V)
,;ﬁlsar e, sendo completo, temos l
i @ (V)8 @' (W) = 1 (B(W), B (V) .
aplicagao linear Ly €, pois, um elemento d&sse produto tenso-
topolégico.

Fica assim definida‘uma aplicagao linears

K e R (VxW) Ly e D'(V) 6 Q' (W) ,

,igyal é biuh{voca: se

| <Ky f@eay)> =0

Vc‘squer que sejam f e R(V) e g e D(W) entdo Ki;y é nulo,
pois o produto tensorial algébrico A(V) e N(W) & denso em
M(V=W) . Logo D°(VxW) se identifica a um sub-espago de
(V) & (W) .

0 importante teorema dos nicleos de L. Schwartz ([12])

- provém de um dnico nidcleo.
Em outras palavras: @(0'(V>xW) se idenfica algébrica e
 topologicamente a @D'(V) & M*'(wW) .

O interesse da teoria dos nﬁclebs—distribuigﬁes se pren
de a0 estudo de importantes categorias de micleos que constituem
sub-espacos vetoriais de @'(V) € ®'(W) . Mencionaremos aqui, sb-
mente aquéles que se relacionam com o presente trabalho, um estu-

. do mais completo podendo ser encontrado em ([12]).
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Definicdo 2 - O ndcleo K, : se denomina semi-regular em y se
9

a aplicag@io Ly 3 @ (W)— @'(V) se prolonga.a uma

aplicacao linear contfnua de ¢&'(W) em Q'(V) .

Isto significa que Kx,y (ou Ly ) é um elementoldg‘
M (V)& &(W) ; reciprocamente, todo elemento desse espago define um
nidcleo semi-regular em y . Portanto; (7(}_"’(V)§ E(w) & o esPa'(}fo'dos’

nicleos semi-regulares em .y .

Definicao 3 - O ndcleo Kx y se denomins semi-regular em X Se
9 .

Lg ¢ ®(W) — Q*(V) aplica @(W) em &(V) .

Resulta, em virtude do teorema do grédfico fechado ([5],
rg. 271, teor. 2), que Ly € uma aﬁlicagﬁo contfnua de A(W) em
&(V) , pois Ly sendo ums aplicag@o contfnua de @(W) em ®'(V),
seu gridfico é um conjunto fechado de @R(W) x ®'(V) e, portanto,
fechado em GD(W) x &E(V) .

Isto signifj.ca que Kx,y (ou Ly ) & elemento de
£(V) @ M'(W) e reciprocamente. Donde &(V) ® M'(W) & o espago

dos nfcleos semi-regulares em X .

Definicgo 4 - O ndcleo Kx ¥y se derxomiha regular se é semi-regula;
9

em X e em Yy o

0 espacgo dos nifcleos regulares é, obviamente, formado
pela interseccéo dos espagos &(V)E (W) e Q' (V) & &(w) .
Estd claro que essa intersec¢ao contém o espago &E(VxW) =

= E(V)® E(W) mas &, em geral, distinta déste.

Para as consideragoes que se seguem, devemos nos restr

gir ao caso em que V = W ; continuaremos a designar por (x,y) }
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8 elementos da variedade produto e conservaremos as mesmas nota-

para os nigleos.

efinicao 5 - O ndcleo Kx ¥ se denomina nmuito regular se:
9

1) K, 5 é semi-regular em y ;

9
2) qualquer que seja Te&'(V) ; Lyg(T) & uma fun
fw infinitamente derivével em todo aberto de V onde T € fun-

280 infinitamente derivével.

0 teorema que daremos a seguir, é conhecido (7] , pg.
B0 e [11) , 2° edition, pg. 139. Julgamos conveniente dar aqui

2 demonstracao, tendo em vista o caso andlogo que estudaremos

[

; ieoremg 1l - Uma condigfe necessédria e suficiente para que o ni-
cleo Kx y seja muito regular é que seja regular e,
9
- no complementar da diagonal de V xV , seja uma fungfo infinita-
- mente derivédvel.
S i : 1i a
| uponhamos Ki,y muito regular e LK a aplicagao de
- @B(V) em @'(V) que &sse nicleo define. Em virtude da condigao
 2) da definiga 1 RV e(v) 1
| 2) da definigao 5, Ly aplica (V) em &(V) 1logo Kk,y é
gsemi-regular em X ; come por hipétese é semi-regular em Yy ,

f segue-se que Kk’y é regular.

Sejam A e B dois conjuntos abertos e disjuntos em
V.Se Te&'(B) , T se prolonga a uma distribuig@o de suporte
compacto definida em V , tomando-a identicamente nula no comple-

mentar de B . Continuando a indicar com T a prolongada, em vir

tude da condigdo 2) da definigado 5 e de que T & nula em A
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Lg(T) € uma fung@o infinitamente derivdvel em A . Fica assim de
finida uma aplicagao linear de ¢'(B) em £&(A) qué & continua
pelo teorema do grdfico fechado ([5], pg. 271, teor. 2) . Conclui
mos que Lp & um elemento de Lo(t'(B), £(4)) = £(A) 8 £(B) =
= ¢(A%XB) e, portanto, que a restrigao de Ki,y a AxB é uma
fungdo infinitamente derivdvel. Como A e B sao abertos guais-
quer, porém disjuntos, segue-se que Kx,y é, no complemeptar da
diagonal de VXV , uma func8o infinitamente derivével.

Reciprocamente, se as condigles do teorema estao verifi
cadas, a condiga@o 1) da definigfo 5 estd, automhticamente, satis-
feita, Basté,9 pois, verificar 2).

Seja Tet'(V) e suponhamos T £ R(V) , pois se T =
=f e 0(V) , Lg (£)e &(V) visto que Kx,y é regular. Seja O
o maior aberto onde T & uma fungfo infinitamente derivédvel. O
contém, pelo menos, o complementar do suporte de T . Seja k o
complementar de O ; k & compacto e n3o vazio, pois T £ W(V);
k € o conjunto das singularidades de T .

Sejam x um elemento qualquer de O ; A e B dois
abertos relativamente compactos, disjuntos, tais que A Dk e»
B3 x e a uma fungao infinitamente derivdvel de suporte com-
pacto contido em A ; igual a 1 numa vizinhanga de Xk ., Podemos
escrever: .

P =al + (1 - a)T .

A distribuigao oT tem suporte compacto contido em A , logo él
nula em B ., Como, por hipétese, Kx,yé'é(A><B) entao LK(aT)e:

¢ &(B) . Por outro lado, (1 - a)T sendo nula em k & uma fun-
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53, K, g é regular, LK((l-a)T) é infinitamente derivédvel
) 5

¥V , em particular em B ., Concluimos que

Lg(?) = Lg(aT) + Lg((1-a)T)

uma fung¢ao infinitamente derivdvel em x , elemento arbitrédrio

ﬁ? 0, logoem O, c.g.d.
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CAPITULO II

ALGUNS ESPAGOS DE FUNGUES ANALITICAS

1. Séries miltiplas de poténcias em um espaco localmente coNnvexo.

En tode €ste capitulo indicaremos pors
x (resp. z ) uma n-upla de némeros reais (resp. comple-

x08), (xlgooo,xn) {resp. (zl,,ao?zn)) -
. 5 5 1/2
|x| (resp.lzl} a norma (x] + oo + Xp) (resp.

' 1/2
(lle + oo * lznﬁ) / 5

p uma n-upla de nimeros inteiros, nao negativos,

(plpouo,pn); ‘pl Seré & soma pl +oo¢+ pn ; pg = plganopn! o‘

P P P

< p .
x? (resp. zP ) o produto x?lao.xnn' (resp. zll.nzn ) 4

Se 1 = (ry5000or, ) & uma n-upla de nimeros reais com

nl

ri>'0 s, l<ic<n , denomina-se hiperparelelepipedo (resp. polici-

lindro) aberto de centro x,. (resp. Z ), o conjunto dos X € R

0
(resp. z € C? ) definido pelas condigdes

B

/4
s = 4 < . - . - 5
| x4 s T {resp |z z°1|< ry

oi : | i
l<is<n .
Sempre gue n3o houver ambiguidade, representaremos por
Ix = x 1< (resp. |z - z | <T )
o hiperparalelepipedo (rzsp. poliecilindro) aberto de centro X,
(resp. z,

Nas considerag¢les que se seguem vamos nos limitar, por
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§ no caso 2z varidvel complexa.

380 1 - Sejam E um espago localmente convexo, separado;
(ap) y P = (pl,a.o,pn) s Py inteiros 20 , uma

¢ia de elementos de E e X = (xlgooogxn) wn elemento de

pla de poténcias & n  varidveis reais com coeficientes ap

2 - Diremos que a série (ap xP) & somdvel no ponto

X, € sua soma é s se, para toda vizinhanga V

)rigem em E , existir um inteiro No>'0 tal que para todo
s tenhamess

D
a X
Ipi<y P ©°

o

- " A série (ap xP?) se diz somdvel em ICR® se for so-
fvel em todo ponto x £ I .

A série (a xp) é uniformemente somdvel em I e sua

p

tir um inteiro N_ >0 tal que para N>N, , tenhamoss
s(x) - sy(x) e vV,
<P

°

ualquer que seja x € I , onde sg(x) = j{:
Ipls

Quando (ap xP) for somdvel, indicaremos sua soma com

Nap

‘uma das seguintes notagGes:

> a_xP  ou

Py Pn
a
) b (p19°°°9%) P1°°°Pn

xl ¢ o 0 xn °

ide, ao caso X varidvel real; todos os resultados serao’

oma € s(x) se, para toda vizinhanga V da origem em E , exis

°
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Teorema 1 - Seja E um espa¢o localmente convexo e separado. A

série (ap xP) & somdvel no ponto X, (resp. unifo

memente somdvel em I ) se e somente se para t8da semi-norma con

t{nua y definida em E , a série for somével no ponto X, (res

uniformemente somdvel em I ) no espago E munido da topologia

definida pela semi-norma Yy .

Com efeito, o teorema resulta das duas observagoes se-

guintes: se y & uma semi-norma contfnua definida em E , todo
conjunto

{x eE ¢ y(x) <& }
qué é vizinhanca do zero em E na topologia definida pela semi-
-norma € vizinhanga do zero na topologia de E . Sendo E um es
prago localmente convexo, sua topologia pode ser definida por uma

famflia (pa) e de semi-normas continuas e as vizinhancgas do
a

ro em E sadao conjuntos do tipo
{x eE: p (x)<& , 1<:1<1{} o
o1

No caso de séries numéricas de poténcias &€ sabido que |
existéncia de uma n-upla r = (rl"°°’rn) de nimeros reais posi

tivos e de uma tonstante M >0 , tais que

<
| 2, Pl < m

acarreta que a série (aP xP) & absolutamente convergente no h

perparalelepipedo Ixi|<:ri o (L<i<n) e uniformemente converg

te em todo fechado contidc nésse hiperparalelepipedo.

0 andlogo déste caso num espago localmente convexo Ei

é dado pelo teorema que se segue.
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rema 2 - Seja (ap xP) uma série de poténcias a n-varidveis

‘ reais e suponhamos que existam um n-upla T =
(fy9e00,ry) de ntmeros reais r;>0 e uma parte A de E
onvexa, equilibrada, ilimitada e completa tal que aprp € A qual
gque seja o fndice p . Nessas condigOec a série de poténcias
Ajz?) é absolutamente somdvel no espago de Banach E, , no hi-
Ji}aralelepipedo x| <r e uniformemente em todo fechado conti- _
?Fnésse hiperparalelepipedo. A fortiori, a série serd uniforme-
jente somdvel em E , em %odo fechado contido em |x| < r

Com efeito, seja x = (xlgooogxn) uma n-upla de nimeros
;aais, tal que |xil<ri para t0do iz=ljcceell o

Temos

o p P b P,
P _ 1 n ) 1 s 1
x¥ = aplooapnrl ool (xl/zl) vou(xn/rm) £ (xl/rl) .

: . +Pn ,
(-oe(Xn/rn) o L
pois, de acdrde com nosez hipétese, a vF £ 4 , Da definicBo da
pois, 1< : :

- norma em EA decorre gus

Il a -
Ppeceb, "4 n L n
|2,
onde 0 <A, = —== £ L

Portanto, para |x;l<r; , (L<isn ) , a norma, em Eys
de todo elemento da série (apxp) é majorada pelo elemento de
mesmo Indice da série numérica convergente (AP) 0 que nos mos-—
tra que a série de poténcias (ap xP) & absolutamente somdvel,
donde uniformemente somdvel em E, 5 em todo fechado contido em

x| < » .
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Como a topologia induzida por E em EA & menos fina
que a topologia de espago normado, concluimos que a série dada é

uniformemente somdvel em E em todo fechado contido no hiperpara

lelepipedo |x| < r .

Coroldrio - Seja E um espago }ocalmente convexo, separado e

gquase-completo, (ap ip)l uma série de poténcias a

n-varidveis reais e suponhamos que exista uma n-upla B = (Bl,oo,p,
de nimeros reais B; # O tal que o conjunto {appp} s P =
= (plgoocgpni , seja limitado em E . Néssas condigdes, se O0<ry
<IB;l » 1€i<n , a série de poténcias (ap xP) & absoluta e
uniformemente somével no hiperparalelepipedo fechade |x| < r,
em um espac¢o de Banach conveniente EACZE . A fortiori, a série
serd uniformemente somdvel em E , em |x| € r .

Seja, com efeito, A & envoltéria convexa, equilibrada
e fechada do conjunto {appp }. Como &ste conjunto & limitado, se
gue-se que A €& uma parte limitada e fechada de E , a qual é
completa pois, por hipbétese, E € quase-completo.

Estamos entao nas condigGes do teorema 2 o que demons-

tra ¢ corolério.

Definicao 3 - Diremos gue a série miltipla de poténcias (ap xm

é gscalarmente somdvel no ponto X (resp. unifo

memente escalarmente somdvel em |X|<r ) se, para todo e' €.

a série numérica (<a?9e'> xP?) for somivel no ponto X (resy
uniformemente somdvel em |x|<r ).
Se a série (aP xp); for somdvel em E e uniformeme

quando |x| < r , entdo a série serd escalarmente somédvel e unif
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quando |x| < r , pois somdvel e uniformemente quando |x|<frz,
j.';*logia, fraca de E

Convém observar que, se (ap xP) & escalarmente somével
X, nao decorre necess&riamente que (ap xg) seja so-

)1 na topologia fraca de E . Estd claro que, néste caso, a su

s, = Z a Xp
n Ipl<n P ©

sucessao de Cauchy na topologia fraca cuja convergéncia sé

4 garantida se impusermos condigOes suplementares em E .

Vale o seguinte resultado:

3 - Sejam E um espago localmente convexo, separado e
quase-complieto e (ap xP) uma série mfiltipla de po-
encise com coeficientes em E , uniformemente escalarmente somé-

”}1 no hiperparalelepfpedo Ixl<r ; entao (a xP?) & uniforme-

p
pente somdvel em E ; no hiperpargiclepipedo |xl < r .

Com efeito, de nossa hipbétese decorre gque para todo x
no hiperparalelepipedo considerado, a sequéncia {ap xp} é fraca-
‘menie limitada em E , logo limitada. Podemos entao aplicar o co-

- roldrio do teorema 2, o gue prova o teorema 3.

- 2, FuncOes analfticas vetoriais.

5 Definigao 4 - Sejam E um espago localmente convexo e separado e

f uma fungao definida em um aberto U de R® com

valores em E . A funggao f se denomina analitica no ponto X, €

e U se
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f(x) = (x - x)F
x j%: ay(x - x,

a série do segundo membro sendo uniformemente somdvel no hiperpa-

;= ’ . gi<n -
ralelepipedo le x01|< r; » lsicn

1R Quando o espago E & quase-completo decorre, pelo que
for estabelecido no n¥dmero 1, que a série do segundo membro €& ab-
solutamente convergente num espago de Banach conveniente EA .

Os resultados seguintes s&o de demonsiracao "standard":

1, Se f(x) & uma funcao analftica no ponto x_ e U

o y f£(x)

8 infinitamente derivdvel nésse ponto e

DPy+ooo+D
31 Ne

9

2 ¢
Pl Plo o000 pno

)

a
p p ooop
+000+a.xn l n

n’x,
2, Se f(x) & analftica no ponto x, €U, se x1=(xll,..”
é tal que |Xjj900e9Xp3l<Ty » lsi<n , entdo f(x) & analftica

no ponto Xy e

3. Se f(x) & analftica no ponto x_ € U , entdo f£(x) se

prolonga a uma fungdao analftica da varidvel complexa 2z , defini

no poliecilindro Izi - X4l < r; o 1<i<n de ct por

f(x) = %ap(z - xc)p o

Definicao 5 - A fungao fF(x) se denomina analftica em U se fo

analftica em todos os pontos de U .

Resulta das definigoes e propriedades acima mencionad

que se f(x) & analftica em U, f£(x) & uma fung8o vetorial




-25 -

nitamente derivdvel em U e suas derivadas sd@o fungGes analiti
'fjm U ; além disse #F{(x) se prolonga a uma fung¢io analfitica
plexa definida nums vizinhanca aberta U de U em CR .

Se f(x) & analitica em U , é fdecil ver que, para to-
fga': B' , a fungdo numérica

£ ,ix) = <2(x), o'>

finida em U e com valores em C €& analitica em V .

Com efeito, se

£(x) = Zap(x - xo)P "
P

rie do segundo membro sendo uniformemente somédvel em E quan
Ix; = x4l<T, Lsicn, ent2o essa série é uniformemente so
el na topologia fraca de E e sua soma é f(x) . Decorre que,
para todo e’e E° |

<f(x),e"> = %w.pgeb (x—-xo)P
uniformemente quando |x; = X4l <r , l<i<n.

efinicdo 6 - Unma fungao f definida no aberto UCR® com valo-

res em E se diz escalarmente analftica no ponto

f:f e U se, para todo et E' , f_, se representar como uma sé-
‘rie de poténcias em (x - xo) uniformemente convergente no hiper

paralelepipedo |z = Xoi‘ <r; y lsi<n,

i A fungao f se diz escalarmente analitica em U se
:‘1:tor escalarmente analitica em todos os pontos de V.
Se f ¢é escalarmente analitica no ponto X, , para todo

e'e Bt , f é infinitamente derivdvel e vale a representacao

eO
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feﬂ(x) = % %‘g Dp fét(xo)n(x . XQ)p
ou

<f{x),e> = Z %—, ‘.Dp[<f(x7;,e9>]x o (X = xo)'p

°

P o

uniformemente em |x - xoh;r "

Relembramos que (cf.[5] pg. 238 e seguintes), uma fun-

cao fs3 U—E se denomina escalarménte derivdvel no ponto X, €

e U se, para todo e'ec E' | fe' for derivdvel nesse ponto.

Uma fungao f escalarmente analf{tica no ponto x, €U
é, pois, infinitamente escalarmente derivdvel ndsse ponto.

Quando E £ um espago localmente convexo gquase-comple-
to é conhecido que ([5], pg. 244, coroldrio 2) t6da f infinita-
mente escalarmente derivdvel &€ infinitamente derivdvel em E , |

Isto significa, no caso em que f éxescalarmente ana-

litica, que existem t8das as derivadas P £{x;) X, € U, e sao

elementos de E . Na realidade temos o resultado mais preciso.

Teorema 4, Se E & um espago localmente convexo quase-completo,

t5da fungao escalarmente analftica & analftica.

Com efeito, em X, € U existem as derivadas Dpf(xo)L
e temos ) i

< Dpf(xo),e'> = Dp[<f(x),e%ﬂx "
)

A série de poténcias ( %ﬁ Dpf(xo)o(x-xo)P) &, em viﬂ
tude de nossa hipbtese e da igualdade acima uniformemente escala

mente somdvel quando |X - x,l<r e sua soma é <f(x),e'> .,

Pelo teorema 3, concluimos que a série acima & uniform
mente somdvel para |Xx - X l<r e sua soma é f£(x) o que prova{

que f ¢é analftica no ponto X, o
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Os resultados désse nimero e do mimero anterior nos mo§
~tram que o conceito de fungao analfvica com valores num espago 1g
calmente convexo E & o mais natural quando E & quase-completo.
Convém observar, finalmente que, para as fungOes anali-

ticas de varidvel complexs com valores em E , vale a representa-

gao integral de Cauchy, utilizando-se o conceito de integral de
fungbes vetoriais. A fim de garantir que a integral seja um ele-
;‘nento de E , impOe-se a E o axioms: %a envoltéria convexa e
 fechada de todo compacto € compacta® condicao essa pouco restri-
- tiva: o0s espagos quase~completos possuem—na.

Os espagos gue consideraremos serao sempre localmente
convexos, separados e gompletos e, para ésses, as condigOes aci-

ma mencionadas se verificam,

3. 0 espaco vetorial topeldgico das funcoes analfticas reais de-

finidas em um compesto,

Seja K uma parte compacta de RS e £(x) uma funcao
znumérica, analftica em todos os pontos de K . E sabido que f se
prolonga a uma fungao aralitica complexa, definida num aberto con
’€veniente de c® gue coniem K
i Reciprocamente, t8da fungaoc numérica f(z) , analftica
complexa num aberto U de CO que contém K , define por restri

¢a0 a Ungr? , uma fung3oc analftica real em todos os pontos de K.
Se f € analftica complexa em U , g analftica comple
xaem V, U e V abertos de C" que contém K e se f coin

cide com g num aberto W de ch que contenha K e esteja con
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tido em UNV , entdo f e g definem a mesma fungdo analitica
real em WNRT ,

Vamos indicar por ¥(U) o espaco vetorial sdbre C
das funcdes analfticas complexas definidas no aberto U de C% .
Consideremos, a seguir, o conjunto formado por &sses espagos quag!
do V percorre todos os conjuntos abertos de [+ gue contenham
K e definamos nésse conjunto a relﬁgﬁo,de equivalénecia seguinte:f
f e X(U) & equivalente a g o }&(Y){”ée existe um aberto W
contendo K e contido em UNV tai qde. f coineide com g em
W . O espage quociente por essa reiagao de equivaléncia é formado;
pelas classes de funcgdes analfticas complexas, duas fungOes per-
tencendo a uma mesma classe se coineidirgm num aberto de C© que
conterha K ou, equivalentemente, tendo em vista a observagao
feita no infcio ddste nfimero, pelas classes de fungOes analiticas
reais definidas em abertos de R" que contenham K , duas fungaeg
pertencendo a uma mesma classe se coincidirem num aberto de RE
gque ¢ontenha K .

Indicaremos por A (K) @&sse espago. Trata—-se de um es-;

pago vetorial sBbre C . Seus elementos sersao denominados, por sim

plicidade, fungdes analfticas sdbre K . Indicaremos por u. a

aplicac¢ao natural de #(U) em d(K) .
i

bre as partes compactas de U ¢é compativel com a estrutura de es

E sabido que & topologia da convergéncia uniforme sd-

pago vetorial de H(U) e gue, munido desta topologia, X(U) &
um espago g’, i.e. localmente convexo metrisdvel e completo.

Definiremos en a(x) a topologia limite indutivo das

a8
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logias dos espagos X{(U) pelas aplicagbes u 3 & a mais fi-
;  topologias localmente convatas =5vr2 Q(X) gque tornam con
|as as aplicagbes u .

Results das considerages gerais sfbre a topologia limi
indutivo (ef.[5], pg. 248) gue, nésse caso, a topologia de
pode ser obtida como a topologia limite indutivo de uma se-

neia crescente de espagos %(U;) pelas aplicagbes wuj ; onde

Qj_l o é uma sequéncia decrescente de partes abertas de
il T

gue contém K e tais que se U & um aberto contendo K , e-
ste um fndice j tal gque U:DUj .

Podemos supor airda gue cada ume das componentes cone-
J=1;25..04 contenha pelo menos um ponto de K ;, o

'# nos garantird a biuniwvecidade Gas aplicagoes uj °
Finalmente, como KX € compacto, podemos supor que o0s

5 - o i § - oo
820 abertos relativamente compactcs de C° . A aplicagao de

,ﬁelusﬁo vy que a t6da f sJ&(Uj) faz corresponder sua restri-
30 a ?G(Uj+l) é uma aplicagdo linear compacta, iste é, transfor
8 uma conveniente vizinhanca 29 zero em 7@(Uj) em uma parte re
lativamente compacta de JQ{Uj+1? , fato &sse gjue utilizaremos a

LS

;tguir. E 6bvio que u
Seja Wj a vizinhanga do zero em 7&(Uj) cuja imagem
v.(W;) & uma parte relativamente compacta de HA(U...) e indi-
Ryt J j+l

jﬁnemos por Aj+l a envoltéria convexa, equilibrada e fechada de
“;(‘j) em Jb(Uj+l) o By & compacto logo completo. Seja
i33+1 0 sub-espago vetorial de ?@(Uj+l) s gerado por Aj+1 no

' gqual introduzimos a norma definida por Aj+1 (ef. cap.I, n® 1),
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B 4 um espago de Banach e a topologia induzida por J&(Uj+l) 1

j+l

em B é menos fina que a topologia de espago normado.

j+1
Obtemos assim, uma sequéncia de espagos de Banach Bj ’

J=2.3:55+ eada Bj sendo um sub-espago vetorial de RKUJ) R

j=25350..e, € fédcil ver, podemos supor BjC:Bj+1 para todo Indi-

ce j . Indicaremos ainda por u. a restrigao a B. da aplicagao

J

d
de ?G(Uj) em W(K) e por vy @ apllpagao de By em By, .

Vamos demonstrar o

Teorema 5 - A topologia de A(K) acima definida coincide com a
topologia limite indutivo das topologias dos espagos

de Banach By pelas aplicagoes uy .

Inicialmente vamos demonstrar que a reunifo das imagens‘
uj(Bj) & A(K) . Com efeito, se f € O(K) , como &sse espago &
reunifio dos espagos uj(Jb(Uj)) , existeum j e g sJQ(Uj) tais
que uj(g) = f ., Seja Aj um escalar tal que Ajg 3 Wj , segue-

-se gue A, vj(g) € Aj+l donde vj(g) e B e, portanto, f =

J
= uj(g) —4 uj+1 Vj(g) £ uj+l(Bj+l) coqodo

j+l

Seja, agora, V uma vizinhanga do zero em ((K) na to

pologia limite indutivo dos espagos 7&(Uj) pelas aplicagoes Uje

Para todo fndice j=1,24c00, ugl(V) é uma vizinhanga do zero em
%ﬁUj) (ef. definigao de vizinhanca do zero .na topologia limite
indutivo) a qual induz, para j=2,3,..., uma vizinhanga do zero

no espago de Banach Bj 0 que prova que a topologia limite indu-

tivo dos espagos ?b{Uj) pelas aplicagoes uj é menos fina que a

topologia limite indutive dos espagos IBj pelas uj o
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Finalmente suponhamos W uma vizinhanga do zero em
na topologia limite indutivo dos espagos Bj pelas aplica-

- e
uy Pars todo 3=2,3;:5050, uj“\w) é vizginhanga 40 zero em

x}; Como um sistema fundamental de wvizinhangas do zero em Bj

';jes homotéticos dos conjuntcs Aj , €xiste um escalar Aj—l

al que

",
& Ty . o
Aa_l AJ uJ (w)

; -1
)\j__l vj-lkwj«-l)cuj (W) 9

pois Vi1 (Wj-l)C:Aj ; segue-se que

w0 vjml(Ajm1W4~l)(: w
E | _ | -1 .
@como u; 3 = Uy Vs 9 temos A, W, 4 C ujgl(w) . Concluimos

}éé, para todo j=l,2,..., existe um escalar A; tal que
y . &

Ay Wy € g
'? que prova que ugl(W) é vizinhanca do zero em ?Q(Uj) 5
;éfl,z,.o. e, pdrtanto9 gue W € vizinhanga do zero na topologia
i?mite indutivo dos espagos ?&(Uj) pelas aplicagQes u; eo lema
sziea assim demonstrado. |

§ 0 teoréma 5 mostra gque as duas definig¢des da topologia
iie 4(K) que se encontram, uma delas, em [3] , pg. 37 e seguin-
ffes e em [8 pg. 80, a outra em [5], pg. 315, exemplo b) s8o equi
Miﬁlentes. 0 fato de a topologia de d(K) poder ser definida como
 limite indutivo de espagos de Banach serd essencial para estabele

ecermos o8 lemas 2 e 3 e 0 teorema 8 do n® 4.
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Uma propriedade bem conhecida do espago @(K) , demons-
trada por Kothe, (que se encontra também em [3], pg. 27, prop. 35
e pg. 39, prop. 8) é que ésse espago & completo.

O teorema que demonstraremos a seguir, caso particular
de um teorema mais geral estabelecido em [5], pg. 268, teorema 1,

permite caracterizar as partes limitadas de 4(K) .

Teorema 6 -~ Se A & uma parte limitada de A(K) , existe um fndj
ce Jj, tal que A estd contida e é limitada na ima-

gem'de J@(Uj ) por u, , munida da topologia obtida por trans-
s

Jo

porte de estrutura por uj 0
o

Como A(X) & um espaco completo, podemos supor, sem
perda de generalidade, gue A ¢é uma parte limitada, convexa, e-
quilibrada e completa de @(K) . Indiquemos por E, o sub-espago
vetorial de d(K) gerado por A e munido da norma definida por
A ; E, é um espago de Banach e a aplicagao idéntica

I:s E,— 4A(K) & contfnua.

A

S i & = " 2 b4 ig 3
eja Ej EAriua(}&(UJ)) 3 como a reunido dos UQ(M(qj‘

& 4A(K) entao E, = ({lEj e sendo E, um espago de Baire pois
J

espag¢o de Banach, decorre que existe um Jo tal que Ejo nao é

um conjunto magro.

Por outro lado no espago (9 ) EAf<K(Uj) consideremos

0 sub-espag¢o vetorial fechado

Hy = {(£,8) & I(£) = uy(e) |

e indiquemos por p; @ projecao de ‘EAXJ&(Uj) sébre E, . E fé-

cil ver que pj(Hj) =E; . Como Hy e E, s@o espagos ¥ e P

-
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pa aplicagao linear continua de Hj

18 dos homomorfismos de Banach que se pj(Hj) = Ej for distinto

E. é magro. Porém E. nao é magro, 1logo E. =E
J Jo Jo A

Cu. . i
EA uJoGQ(UJo))
Por outro lado, I & continua de E, em wu. (#(U. ))
Jo JO

em E, , resulta do teoré

€y

mnido da topologia induzida por Q(K) que & menos fina que a
QF-olbgia de espacgo metrisdvel e completo de ujo(ﬂb(Ujo)) obti-
‘g por transporte de estrutura por ujo . Logo em virtude do teo-
rema do gréfico fechado, I €& contfnua na topologia de

Qi(EKUj )), donde decorre que A ¢é uma parte limitada nesse es-
0 o |

Coroldrio - O espago @(K) munido da topologia limite indutivo
das topologias dos espagos 1&(Uj) pelas aplicagoes

w?j é¢ um espago de Montel.

Com efeito, se A & uma parte limitada de @(K) , A
gdlimitada em uj;O%(Ujo}) o qual é um eépago‘de Mbntei, logo &
I'‘.a;"eZLB:I;ivamex:ﬂ:e compacta em ujOG&(Ujo)) e, portanto, em d(K) ,
7§aq.d.

Além das propriecdades acima mencionadas, sabe-se que
0 espago 4(K) & nuclear ([6], Chap.II, pg. 57). Todo espago
nuclear verifica a propriedade de aproximagao (ef. Cap.I, n? 2);
jé vjmos entao que se E & um espago localmente convexo, sepé.ra—
do e completos

ARK)SE = L (EL, 4(K)) .

Em particular, se E = A(L) onde L & um compacto de

}Rm , temos



.

4 ()& A(L) = L(4(L)',4(K)).

4, O espaco das funcoes analfticas reais no produto de dois com-
pactos.

Sejam K um conjunto de R® e L um compacto de R=.
0 espago U(KxL) se define de maneira andloga ao espago 4(K)
do n? 3, como sendo o espago das cdasses de fun95es analiticas
complexas definidas em abertos de ﬁcnx-cm que contém KX L ,

duas fung¢des pertencendo & mesma classe se coincidirem mum mesmo

aberto que contem Kx1L ,

Se O & um aberto contendo de C%x CT indicaremos, co

mo anteriormente, por #(0) o espago vetorial sdbre C das fun-

¢oes analfticas complexas definidas em O .

0 espago vetorial A(KxL) serd munido da topologia li-
mite indutivo dos espacgos H,(0) , munidos da topologia da conver-
géncia compacta. E claro que podemos nos restringir, em nossas

consideragdes, aos espagos X (UxV) onde U (resp. V) & um a-

berto de C% (resp. C™ ) que contem K (resp. L ).

J4 vimos que (cap.I, n? 2) o espago (UxV) se identi-
fica a0 produto tensorial topolégico #(U)&;%(V) . Além disso,

u (resp. v ) indica a aplicacao natural de #(U) (resp. #(V)) |

em A(K) (resp. A{L)) , a aplicagao natural de #(UxV) em

4(KxL) se identifica a uédv . Podemos entdo dizer que a topo-

logia de Q(KxL) & a limite indutivo das topologias dos espagos

H(U) 8, %(V) pelas aplicagao uév .

Se (Uj)‘ (resp. (Vk) ) & uma sequén
J=192,ooc k=1,2,ooo v

-
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decrescente de partes abertas de cB (resp. g™ ) que contém

:_i{(,,resp. L) e tais que se U (resp. V ) & um aberto contendo
t!;(,:'.'ezap. L ), existe um fndice j (resp. k ) tal que UDU;j
resp. VoV, ). A topologia de ((ExL) serd ent@o a topologia

1ite indutivo dos espagos %(Uj) oy #(Vy) pelas aplicagGes

Estamos em condigoes de demonstrar o

- O produto tensorial 4(K) & A(L) & denso em 4(KxL).

| Com efeito, seja f € A(KxL) e W uma vizinhanga do
gero en ((KxL) . Seja T um representante de f em H(UyxV, )=
;;%(Uj)aﬁ%(vk) ; como a imagem reciproca de W por uj@\rk é

vizinhanga do zero em ﬂa(Uj x V) , existe um elemento

gjpo hkp € }@(Uj)e J&(Vk) tal que T - pi:'l gjpe hk;p pertence

P q
‘& imagem reciproca de W por uy o vy o Logo, T - ziuj(gjp) @
! b=

0 vk(h.kp) eEW e ;;L uj(gjp)@ vk(hkp) e AUK)® AL) , c.q.d.
No espago vetorial A(K) @ A(L) podemos definir duas
topologias: a primeira & a topologia T produto tensorial topolé-
- gico das topologias de A(K) e QA(L) ; a segunda & a topologia
limite indutivo dos espagos %(Uj)ﬁﬂ H(V,) pelas aplicacOes

w8V . Demonstraremos, a seguir, que essas topologias coincidem.

J
~ Lemp 1 .~ Sejam (Ej) uma sequéncia de espagos normados, uj a-

plicacgoes lineares de Ej em E e ug suas transpostas.

. Suponhamos definida em E a topologia limite indutivo das topolo-

gias dos espagos E'_j pelas aplicagoes uj o Em E' , dual de E ,
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a topologia forte coincide com a topologia a menos fina que torna
continuas as aplicagoes u'! de E' em E! munido da topologia

J J
forte.

Com efeito, indiquemos por T, a topologia forte de E!

e por T a topologia a menos fina que torna continuas as aplica-

¢oes lineares u% "

E f4c¢il ver gque T & menos fina que Tf s vamos demons-
trou que 7V, & menos fina que T ou seja que, a aplicag@o idént

ca d2 E' munido da T em E' munido ds Tf é continua.

Inicialmente cbservemos que EE forte é metrisdvel po

Ej sendo normado, admite uma sequéncia crescente de partes limi

tadas cuja reunizo é Ej e cujos polares determinam em E3 fo
te uma se@uéncia fundamental de vizinhangas do zero. Segue-se,
déste fato, que & topologia T é também metrisdvel como a menos
fina das topologias que tornem contfnuas uma sequéncia de aplic‘
¢oes em espac¢os metrisédveis.

Por outro lado, todo espago metrisdvel é bornolégico
(5], pg. 204, teor. 3}, logo para concluirmos que & aplicagdo is

déntica de E' munido da T em E' munido da Tf é continua, bai

ta verificar que essa aplicagao transforma limitados em limita-

dos (ecap. I, ne 1j,

Seja M uma parte limitada de E' munido da T ; para
todo J , u%(M) é limitada em ES pois us & uma aplicacgao
contfnua, Mas em ES munido da topologia forte, as partes limi

tadas coincidem com as partes equicontinuas, visto que, Ej se
do um espago normado é quase-tonelado ([5], pg. 194, def. 3 e
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204, coroldrio). Logo, para todo j , us(M) é uma parte e-
icontinua de E? donde se segue que M ¢ uma parte equicon-

ma de E' e, portanto, fortemente limitado em E* , c.q.d.

)l8rio - Para tdda sequéncia (Wi) de vizinhangas do zero em
E , existe uma vizinhanga W do zero em E e uma sg

incia (Aj) de escalares >0 tais que A; WCW; para todo i .

Com efeito, podemos supor que as vizinhancas Wi sejam

i@exas, equilibradas e fechadas. Seja A; o polar de W; ; Ay
a parte equicontinua de E' , logo fortemente limitada. Como
f‘mnnido da topologia forte € metrisdvel, existe uma sequéncia
Fé) de escalares >0 tais que A = UAjA; € limitada ([5],
fi’286, th. 1). Pelo lema 1 decorre que A €& parte equicontinua

e B' ., E fécil ver que W = A° & a vizinhanca do zero procurada.

0 espago A(K) (resp. A(L)) sendo limite indutivo de
ma sequéncia de espacos de Bgnach (Bj) (resp. Cy ) por aplica-
coes U (resp. vy ), (n? 3, teorema 5) verifica as hipéteses do

lema 1 e seu coroldrio e, portanto, as conclusGes acima se aplicam.

Convém notar que &sse espago entra na categoria dos espa
gos (PF) , ([8] e [5] pg. 301) para os quais o resultado estabe-
?ﬂcido no coroldrio & verdadeiro ([5], pg. 305, prop. 2).

,iﬂng - No espago A(K) & (L) a topologia produto tensorial to
1 polégico coincide com a topologia limite indutivo dos es
pagos %(Uj) o4 A(L) pelas aplicagoes uye 1, onde 1 indieca a
idplicag'éo idéntica de A(L) .

Vamos demodstrar que os duais de (@ (K) ® 4(L) munido
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da topologia T e munido da topologia limite indutivo coinciden,

bem como as partes equicontf[nuas‘ désses duais.

0 dual de A(K) &y (L) &, de acdrdo com a definigao d
topologia T , B( A(K), A4(L)) . Seja A um conjunto equicontin
de formas bilineares s8bre A(K)x d{L) ; existe uma vizinhanga

(resp. W' ) da origem em A(K) (resp. (L)) tal que

lu(f,g)| < 1,
quaisquer que sejam f e W, g e W' e ue€e A . Para todo j , se
ja u.gl(W) a vizinhang¢a 4o zero em %(Uj) ; para todo T e u
g e W' e ue A temos

| u(uy(2),8)l < 1
0 que mostra que Ao ujo 1 ¢é um conjunto equicontfinuo de formas
bilineares sﬁbre %(Uj} X A(L) ou seja, uma parte equicontinua
do dual de %(Uj) 9, A(L) . Tendo em conta a caracterizacao das
partes equicontinuas do dual de um limite indutivo, concluimos
que A & uma parte equicontfnua do dual de @(K) ¢ 4(L) munido
da topologia limite indutivo.

Reciprocamente, suponhamos A parte equicontinua do
dual de 4(K) @ A(L) munido da topologia limite indutivo. Para
todo j , A ouy e 1 & parte equicontfnua do dual de ?&(Uj)a (L),
ou seja, de B( %(Uj)9 A(L)) . Existe, pois, para todo j , uma
vizinhanga Wj (resp. W;] ) do zero em J&(Uj) (resp. 4(L)) tal
que

(1) [u(uy(®),8)| < 1

quaisquer que sejam T ¢ Wy, 8¢ Ws e uceA,
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Pelo coroldrio do lema 1, existem uma vizinhanga W' do
do zero em 4(L) e uma sequéncia (Aj) de escalares >0 tais

que AjW’C:ws s qualquer que seja j

0 conjunto W = ( ;Juj{Ajo)) envoltéria convexa, e-
J

quilibrada da reuniso das imagens por uy

ro Ajo em gb(Uj) & uma vizinhanca do zero em 4(K) . Os ele-

mentos dessa vizinhanga sao da forma

das vizinhangas do 2ze-

f = EZ: a. u; (As T, )
p=1 D JP Jp J

onde T, € W, e os a_  s3o escalares tais que 2 la_|<1 .
JP Jp p Y
Quaisquer que sejam f e W, g e W' e u e A, temos:
9
u(f,g) = 2 ap uluy (£ ), Ay )
P=1 P P Y
e, levando em conta a desigualdade (1), a inclusao AjW'C:W5
P

e 2: Iaple s concluimos que

lu(f,g)l < 1
0 que mostra que A & um conjunto de formas bilineares equicon-
tinuo sdbre A(K) x A(L) , o que prova o lema.

No enunciado do lema 2, podemos dbviamente, substituir

. 08 espacgos }G(Uj) pelos espagos de Banach Bj cujo limite indu

tivo & A(K) . O fato de estarmos considerando ﬁb(Uj) ou Bj

" em nada altera a demonstragao na qual, porém, a propriedade das
sequéncias de vizinhancas do zero em A(L) , deserita no corold

rio do lema 1, intervem de modo esséncial.

Lema 3 - No espaco Bj ® 4(L) , a topologia T coincide com a to-

pologia limite indutivo dos espagos Bj@ﬁck pelas apli-

cagbes 18v, , onde 1 & a aplicag@o idéntica de Bj .

A demonstrag8o é andloga & anterior. Basta observar que

Bj sendo espago de Banach, a propriedade das sequéncias de vizi-
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nhancas acima mencionada é trivialmente verdadeira.

Teorema 8 - Em 4(K) & &(L) , as topologias T e limite indutivo
das topologias dos espagos Bj@Tka pelas aplicagoes

uj@'vj s coincidem,

0 teorema resulta dos lemas 2 e 3 e da propriedade de
transitividade da topologia limite indutivo.
Como j& vimos (teorema 7) que QA(K) ® A(L) é denso em
A(KxL) e que éste espaco & completo, resulta do teorema 8 que
A(K) Om (L) = A(KxL) .
No ntmero 2 introduzimos o conceito de fungao analftica
vetorial e no nmimero 3 introduzimos o espago das classes de fung3

B, Vamos considerar, a

analiticas definidas em um compacto de R
seguir, um particular espago de ciasses de fungbes analfticas ve-
toriais.

Sejam K wum compacto de Rn e L wum compacto de RY,
Indicaremos por A(K, d{1)) o espago das classes de fungOes anag
1iticas definidas em conjuntos abertos U de cl ‘contendo K e
com valores no espago vetorial topolégico A(L) , Quas fungoOes
pertencendo a mesma classe se coincidirem num aberto de G que

contenha K ,

Teorema 9 - O espago 4A(K, A4(L)) se identifica com o espago
A(Kx1) .
Com efeito, seja f e A(K, AAL)) e seja T e X(U, A(L)

um representante de f . Se 2z, € U, entao

F(z) = %ap (z - zo)p



e

0s 2y e ML) e a série que comparece no segundo membro '
sendo uniformemente somfvel em (L) quando lzy = 24l < i
M<ic<n .

Para todo 2z fixado nésse hipercilindro, os elementos
,Qp(z - zo)p , p e N'  constituem um conjunto limitado em @(L);
-ﬁiste, pois, pelo teorema 6, um conjunto aberto V de c™ con-
tendo I onde a sucessfo dos representantes (ap(z - zo)p) é
limitada em X»(V) . Pelo coroldrio do teorema 2, a série de po-
téncias associada a &sses elementos & somdvel em (V) e unifor
memente somdvel em |2z - zol < r . E claro que a soma desta série

é um representante de I(z) em #(V) o qual continuaremos a in

‘dicar com a mesma notagao.

Concluimos assim que T & um elemento de (U, #(V))
0 qual se identifica a (UxV) ; portanto T & representante de
um elemento de 4A(XK XxL) . Pica désse modo estabelecida uma apli-
- cagao linear de A(K, 4(L)) em A(KxL) e é fdcil ver que essa
; aplicacao & biunfivoca.

Ela & sObre. Seja f e d(KxL) e F eH(UxV) =
=%(U, %(V)) um representante de f . Para todo z &€ U, F(z)
que pertence a #4(V) , define um elemento de @{L) que represen-
taremos por g(z) .

A aplicagao z € U—>g(z) ¢ A(L) & analftica. Como

T e (U, %(V)) , temos para z, €U s

P(z) = 38, (2 - 2,)P
1Y
onde Ep e #(V) , a série sendo uniformemente somdvel em #(V),

para |z, - zoil <r, l<is<n . Fixado 2z nésse hipercilindro q

1
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conjunto formado pelos elementos Ep (z - zo)p , p € N*, & 1limi-
tado em (V) , logo sua imagem ay (z - zo)p , p e M, & 1limi-
tada em A (L) e pelo coroldrio do teorema 2 teremos
g8(z) = ;ap (z - 2,)P

uniformemente somdvel em 4&(L) para z num hipercilindro conve-
niente.

Concluimos assim que g & (U, 4(L)) o qual define um

elemento g &€ (K, A(L)) C.q.do

Reunindo entfo os resultados déste nimero e a observa-

¢80 final do ndmero 3, temos as identificagOes:

A(KxL) = A(K, (L)) = 4K)8 (L) = L _(4'(L), A(K)) .

5. 0 espaco das funcoes analfticas s8bre uma variedade analitica
real.,

Seja V uma variedade analf{tica real de dimensao n ,
paracompacta, conexa e orientada.

Uma complexificacao de V ([2]) é um par formado por

uma variedade analftica complexa V* , de dimens8o n e de um
isomorfismo analftico real ¢* de V s8bre uma sub-variedade a
nalftica real ¢*(V) de V* tais que, para todo x € V¥ , exis-
te um isomorfismo analftico complexo de uma vizinhanga aberta
de x sdbre um aberto U de C% , transformando o*(V)NU* en
RENT .

A proposigao que enunciaremos a seguir e que se encon-

tra demonstrada em [2] , pg. 133, prop. 1, estabelece a existén



L -
¢ia e unicidade, a menos de um isomorfismo, de uma complexifica-

gao de V

Se V ¢é uma variedade analitica paracompacta, existem
complexificagGes de V ; se (V] , ¢]) e (V; » 95) sdo duas
complexificagdes de V , existe um isomorfismo analftico complexo

de uma vizinhanga aberta de w;(v) em Vi gb8bre uma vizinhanca

‘aberta de ¢5(V) em V; , prolongando o isomorfismo o3 o¢{-1
de ¢i(V) sdbre ¢;(V) "

Dada V , fixemos uma complexificagdo (V*, ¢*) e, por

comodidade, vamos identificar V a ¢*(V) .

Se f ¢é uma fungao analftica real definida em V , f

se prolonga a uma fun¢ao analftica complexa definida em uma vi-

- zinhanga aberta de V em V' , Reciprocamente, t8da fung@o ana-

_litica complexa definida em uma vizinhanga aberta de V em V¥

determina, por restrigfo, uma fung¢ao analftica real em V .

No conjunto das fungOes analfticas complexas definidas

em conjuntos abertos de V* que contém V , podemos estabelecer

uma relagao de equivalé@ncia andloga & estabelecida no némero 3.

Se indicamos por d(V) o espago das fungdes analiticas

reais definidas em V , 4(V) se identifica ao espago das clas-

ses de equivaléncia de fungoOes analfticas complexas definidas em

abertos de V* que contenham V , médulo essa relacao de equiva-

léncia.
Estas consideracgOes nao dependem da complexificagdo es-
colhida tendo em vista a unicidade da complexificacdo que a pro-

posi¢ao acima referida estabelece.
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Se, para todo aberto U* de V* que contem V , indi-

camos por ¥ (U*) o espago vetorial topolégico das fungdes analf

cas complexas definidas em U* , munido da topologia da convergén,
cia compacta e por u a aplicag8o natural de #(U*) em A4(V) ,
definiremos néste espaco a topologia limite indutivo das topolo-
gias dos espacos (U*) pelas aplicagdes u . Tamb&m néste caso,
a topologia nao se altera se nos restringirmos a um sistema fun-
damental enumerdvel (US} de vizinhangas abertas de V em v* e
considerarmos a topologia limite indutivo das topologias dos

M&Uj) pelas aplicagdes zorrespondentes u. . E claro também que

J
esta topologia nio depende da complexificagao considerada.

Em particular, se K & um compacto de V , para defi-
nir a topologia de @f{K) podemos nos restringir, ainda, a um

sistema fundamental enumerdvel (Ug) de vizinhangas aberta e

relativamente compactas de K em V¥ .

0 espago vetorial topolégico A(K) satisfaz t8das as
propriedades estabelecidas no n? 3, como sejam: é completo, de

Montel e nuclear.

Seja E um espag¢o localmente convexo e completo (bas-

taria supormos quase-completo). Se X, €V e (o, xl,...,xn) &

um sistema de coordenadas em X, toda fungao f:V—E pode se
representar por

f(X) = f*(Xl,.o.,Xn) 9 X E U '3
onde f*(xl,...,xn) é uma fungao de n-varidveis reais com valo-

res em E ,

A funcao f se denominard analftica no ponto X, se




=5

-

(xy...,x,) for analftica no ponto (XgqsevesXon) 3 T se de-

ard analftica em um aberto O de V se for analfitica em tg

s 08 pontos de O . Estas definicOes nao dependem do sistema de

oordenadas escolhido.

Como no n? 2, definigao 6, podemos definir, também, a

020 de fungao escalarmente analftica com valores em E . Quando

E for quase-completo as duas nogoes de analiticidade

Aqui como no nimero 4, interessa-nos considerar o caso
f:que E & o espago A(L) onde L & um compacto de uma va-

";edade analftica real W .

Se K (resp. L ) & um compacto de V (resp. W ) va-
riedade analitica real, os teoremas 7, 8 e 9 sao verdadeiros e

temos as identificacles:

A(KxL) = MK, (L)) = A(K) 84(L) = L (4'(L), AK)) .

[
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Seja V uma variedade analitica real de dimensd@o n ,
paracompacta e orientada. (V) , £(V), £'(V) e ®@*'(V) os espa-
¢os das fungoes infinitamente derivédveis com suporte compacto,
das infinitamente derivédveis, das distribuigoes de suporfe com-
pacto‘e das distribuigOes sébre V , munidos de suas topologias
usuais que tivemos lugar de mencionar no Capitulo I, n® 2, exem-
plo a). »

Seja A(V) o espago das fungOes analiticas reais em
V , munido da topologia limite indutivo definida novcapitulo 11§
ne 5. 4(V) & um subespago vetorial de &(V) e & fdeil ver que
a topologia induzida por ¢&(V) em 4&(V) & menos fina que a to-
pologia de 4(V) . Além disso, A(V) & denso em ¢&(V) . Decorre
pois, que o dual ¢£'(V) de £(V) se identifié;'a um sub-espago
de q'(v) .

Um nicleo distribuigdo &, como no Capitﬁlo 1y 88 3,
elemento do espago @'(va) das distribuigbes em VxV . As de-
finigGes de ndcleos semi-regulares, regulares e mnito—fégulares
serao mantidas. O caso analitico d4 lugar as definigGes que se

seguirao.

DefinigBo 1 - O micleo K, y Se denomina anallticamente muito
9

regular em y se

. 1) Kx,y é semi-regular em y ;



< T

2) qualquer que seja T e £'(V) , LK(T) é fungao analitica

em todo aberto de V onde T & fungao analitica.
- 0 ndeleo Kx v se denomina analiticamente muito re-
’ !
gular em X se

1) Kx,y é semi-regular em X ;

2) qualquer que seja T € &'(V) , 1:LK(T) é fungao analiti-

'ca em todo aberto de V onde T ¢é fungao analitica.

t : ‘
L Se Kx;y representa o transposto do nidcleo Kx,y "
* definido por:

T : .
< Kx,y y @(x,y)> = <Kx,y y P(y,x)> , De®(VxV) ,

1 ?
caque X " é analiticamente muito regular em y , pois

- dizer que Kx y é analiticamente muito regular em x , signifi-

g © que é fdeil verificar.

Uma observagao trivial é que, quando o ndecleo é uma

- fungdo H(x,y) , seu transposto é H(y,x) .

Definigao 3 - O nidcleo K se denomina analliticamente muito

X,y
regular se Kx y é analiticamente muito regular
?

em X eem y .

Dizer que K_ 5 é analiticamente muito regular signi-
5 ,

fica que K é regular e qué as aplicagoOes LK -e LtK veri-

X,y
ficam a condigao 2) das definigOes 1 e 2.

Teorema 1 - Se o ndcleo K_ é analiticamente muito regular em

X,y

y (resp. em x ) entao K é uma funcao infinita

X,y
mente derivédvel no complementar da diagonal de VxV ,

Sejam, com efeito, A e B dois conjuntos abertos,
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disjuntos, de V . Se T & £'(B) (resp. £'(A)) a condigao 2 da
definigao 1 (resp. def. 2) acarreta que LK(T) (resp. tLK(T)) é

uma fun¢ao analf{tica em A (resp. B ).

Logo Ly (resp. tLK ) aplica ¢&'(B) (resp. ¢'(4))
em ¢(A) (resp. £(B)) .

Mas &'(B) sendo dual forte de um espago (%) com-
pleto & bornolégico ([5], pg. 320, corol. 3) e é completo ([5],
pg. 207, exerc. 7). Estamos ém con&igaes de aplicar o teorema do

gréfico fechado ( [5], pg. 271, teor. 2), pois Ly sendo continuo

de ¢'(B) em é(A) munido da topologia induzida por D'(A) ,
seu grdfico & fechado em &'(B) xA'(A) , logo serd fechado em
E'(B)xE(A) , logo serd fechado em ¢'(B)x £E(A) o que garante

que Ly & uma aplicagdao linear continua de ¢&'(B) em £E(A) .

Com o mesmo argumento, concluimos, no caso em que Ki,y
é um nficleo analiticamente muito regular em x , que tLK 4 con-é4
tinua de ¢'(A) em €(B) , ou seja, que Ly ¢ contfinua de E'(B)
em ¢(A) .

Em qualquer caso temos Iy € ¢(AxB) , ou seja, a restri

cao de K a AxB & uma fun¢gao infinitamente derivédvel o que

X,y
demonstra o teorema.

Decorre da observacgao feita acima sdbre o transposto de

um ndcleo que th 5 é, também, uma fungao infinitamente derivé-
9

vel no complementar da diagonal.

Corolério - Se K, ¥ é analiticamente muito regular, K, = &
: 9

muito regular.

Com efeito, Kx y & uma fungdo infinitamente derivével
“ 9 o
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em c(A) ( = complementar da diagonal de V xV) e, por outro

“1a'do, K, ¥ é regular (ef. def. 3). Pelo teorema 1 do Capitulo
| ]

1 segue-se que Kx 5 é muito regular, c.q.d.
9
Lema 1 - Seja H(x,y) wum ndcleo fungso infinitamente derivével

em VxV ; para téda T € ¢'(V) , temos:

Ly(T) (x) =<H(x,y), T > .

Com efeito, o segundo membro tem sentido pois fixado
'x, H(x,y) & uma funcao infinitamente derivdvel em y e T §é
- uma distribuigdo com suporte compacto. Além disso, o segundo mem
~ bro & uma fungao infinitamente derivédvel em V ([11] , tome I,
2® &d., th. II, pg. 105). |

Por outro lado, Ly é uma aplicacao linear e continua
de ¢'(V) em ¢&(V) pois j4 mencionamos, Cap. i, n® 2, que

E(VxV) = £(V)® &(V) . Além disso, para t6da g € A(V) , temos:

Ly(g) (x) = f H(x,y) &ly) dy = <H(x,y), &(y)>.
\{

0 resultado segue por continuidade, c.q.d.
 \$eg:gma 2 - Seja Kx,y um ndcleo verificando as seguintes con-
1 digoes:
1) semi-regular em y (resp. semi-regular em X );
2) se A e B sao dois quaisquer conjuntos abertos de V ,
disjuntos, em A xB o micleo Kx,y' (resp. Pk, _) & uma fungdo

X,y
H(x,y) (resp. ‘H(x,y)) tal que x——H(x,.) (resp. x—'H(x,.))

é uma fungao analftica vetorial (Cap.II, n® 2, def. 4 e Cap.II,
n? 5) de A em é(B) ;
3) se g ed@(V), ILg(g) (resp. LtK(g)) é uma fungao ana-

Jditica em todo aberto de V onde g & funcao analitica.
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Nessas condigoes, Kx ¥ é analiticamente muito regular
]

em y (resp. x ).

A condig8o0 1) das definicdes 1 e 2 estando verificadas,
por hipbtese, basta-nos verificar a condigao 2). Seja, com efei-
to, T wuma distribuicao de ¢'(V) , analftica num aberto O de
V . Seja w um aberto relativamente compacto tal que wcO , a
uma func¢do infinitamente derivdvel de suporte compacto contido em

0, igual a 1 numa vizinhanga aberta W de @ . Podemos escrever:
T = aT + (1-a).T .

0 térmo aT & uma fungao infinitamente derivédvel em
V, com suporte compacto e analitica em w . Pela condigao 3) do

teorema, segue-se que LK(aT) (resp. LtK(g)) & analfitica em w

Por outro lado (1-a)T & uma distribuic¢ao de suporte
compacto, nula em W e no complementar do suporte de T , logo
seu suporte estd contido no compacto k = spt T Ne(W) , o qual
é disjunto de w , pois Wow,.

Sejam A e B dois abertos disjuntos e tais que ADet

DwWw e BOk . Por hipbtese, em A xB , o nicleo K, (resp.
14

t

g
K. _) é uma funcio H(x,y) (resp. °H(x,y)) verificando a con-

- -
digéz 2). E imediato que H(x,y) (resp. tH(x,y)) pertence a
¢ (AxB) , pois x — H(x,.) (resp. x ——»tH(x,.)) sendo uma fun-
c8o analitica vetorial de A em ¢(B) & uma funcdo vetorial
infinitamente derivdvel de A em ¢(B) (Cep.II, n? 2), ou se-

ja, pertence a ¢ (A, ¢(B)) = ¢(AxB) (Cap. I, n? 2), Pelo lema

1, temos:

LIy(8) (x) = <H(x,y), S> (resp. Ly (8)(x) = <tH(x,y),S>k
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gualquer que seja S € £'(B) . Mas a condigdo 2) implica que
x — <H(x,y),5> (resp. x — < H(x,y),5> )

é uma fungdéo analftica em A , gqualquer que seja S € é&'(B) ,
}ois téda fungao vetorial & escalarmente analitica (ef. Cap.II,
def. 6). Concluimos que LK(S) (resp. LtK(S)) é uma fungao a-
nalftica em A , qualquer que seja S € £'(B) . Essas conclusoes
‘valem para a distribuigﬁo (1-a)T pois seu suporte estd contido
:gm B . Portanto, LK(T) (resp. LtK(T)) é uma fungg@o analitica
em w, logo em O, pois w é um aberto arbitrdrio de aderéncia

>‘compaeta contido em O .

 Coroldrio 1 - Seja H(x,y) uma fungg8o em V=V tal que a apli-
” cagao

x — H(x,.) (resp. y—H(.,y¥))
é uma fungao analitica de V com valores em ¢E(V) . Nessas con-
digoes, o ndcleo H(x,y) ¢é analiticamente regular em y (resp.
em X ).

Com efeito, nossa hipébtese sﬁbfe H(x,y) acarreta co-
mo vimos na demonstragao do teorema que H(x,y) € &(VxV) . O ni-
cleo distribuicdo definido por H(x,y) é, pois, regular (cf.
Cap.I, def. 4).

A condigao 2) do teorema estd automaticamente verifi-

cada. Tendo em vista o lema 1 e que tdda fungao analftica veto-

rial é escalarmente analftica,
Ly(T)(x) = <H(x,3),2>  (zesp. L, (1) (x) = < %H(x,y),T>)

é, para todo T e ¢'(V) , uma fung8o analftica em V , o que acar

reta a condigao 3), c.q.d.
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Corolédrio 2 - Seja :Kx v um ndicleo verificando as seguintes con-
H

digGeg:
1) regular;

2) fuficao analitica em c(A) ;

3) se ge A(V) , Lg(g) (resp. LtK(g)) é uma fungao ana-
lf{tica em todo aberto onde g & fungao analitica.

Nessas condigles, K ¥ é um ndcleo analiticamente re-
9

gular.

Basta ver, com efeito, que a condigao 2) do coroldrio
acarreta as duas condigGes de mesmo nimero do teorema e que 1) e
3) sé@o as mesmas, c.q.d.

Como podemos observar, no coroldrio 2 intervem a condi
cao 3), cuja andloga, no caso infinitamente derivédvel (teorema 1

do Cap. I) estd contido na hipbtese de ser K. regular. A con

X,y
dig8o 3) nd@o é supérflua, nem decorre de 1) e 2) como prova 0 s

3

guinte exemplo.

Suponhaﬁos V = R® e seja Ix v o nicleo definido
~9
e

por:

<L o d(x,y)>= %nf@(t,t)at”, & e P(RExRD) .
0 ndcleo Ix,y representa a massa unitdria sdbre a diagonal A
de R®xR" ; seu suporte estd contido em A , logo I é uma

X,y
funggo analftica em c¢(A ) pois se identifice nésse aberto &

fungao idénticamente nula., B fdcil verificar que I . é o ni-
9

cleo que provém da aplicaga8o idéntica de @ em @ .
Seja a(x) uma funcdo continua em R®™ e consideremos

'o n'd.czleo,Kx,,y = “(x)‘Ix, definido. por:

y



ol s

<Ky 5 2 (x,3)> = %n a(t) d(t,t)ds, & e D(R®xRD) .

]iﬁcleo Kx,y representa uma distribuig@o de massas de densida
le a(x) sbbre a diagonal A . Seu suporte estd contido em A ,
ﬁvo Kx,y é uma fung¢do analfitica em c(A) e, é fdcil ver, que
isse ndcleo provém da aplicacao linear continua

yeERD —> a,ged' .

K, ¥ verifica, pois, a condigao 2) do corolédrio 2 e,
9

se a(x) & infinitamente derivé4vel, verifica 1) mas n&@o verifi-

lema 2 - Seja H(x,y) wum ndcleo fungio infinitamente derivével

em Vx>V ., Vamos demonstrar que
LH(é(yo)) = H(x,yo)
- onde 5(yo) representa a medida de Dirac no ponto yo .

Seja, com efeito, (aj) uma sequéncia de fungoes de
A(V) que converge para 5(yo) em ¢'(V) 5 como H(x,y) é re-
gular, LH(aj) converge para LH(G(yo)) em @'(V) . Temos,
qualquer que seja f € R(V):

Tglag),£> = <H(x,¥), £(x).0,(3)> = <<H(x,3),2(x)>, ay(y)>,

I

0 4ltimo membro tendo sentido pois <H(x,y),f(x)> é uma fungso
infinitamente derivdvel em y e aj(y) uma distribuigﬁo de su-
| porte compacto.

Por passagem ao limite, obtemos:
<LH(6(yo)),f > = < H(x,yo),f(x)>

Para tdda f € @(V) , donde LH(a(yo)) = H(x,y0) , e¢.q.d.



54~

Teorema 3 - Seja Kx y um ndcleo analiticamente muito regular
9

em y (resp. em x ). Se A e B sao dois abertos,

disjuntos, em V , entao E K. 4 (resp. x———th‘ ) é
o 4

uma aplicagao analitica de A em E(B) .

Inicialmente observamos que, pelo teorema 1, K, v é

9

uma fun¢go infinitamente derivdvel em c¢(A ) que indicaremos por
H(x,y) . Além disso levando em conta o lema 2, temos que

LK(cS(y))(x) = H(x,y) em AxB,

Sejam Al e ZBl dois conjuntos compactos tais que
A,CA e B,&B . Com um raciocinio andlogo ao que utilisamos no
teorema 1, decorre, pelo teorema do gréfico fechado que LK &
uma aplicag¢@o linear e contfnua de ¢'(B) em 4(A) . Como a a-
plicagao y € B——-—»é(y) e £'(B) & continua, segue-se que
y—-—LK(é(y)) é uma aplicag8o contfnua de B em d4(A) , em par

ticular, de B em 4(A;) . Como B, ¢ compacto, o conjunto

é limitado em d’(Al) , logo, pelo teorema 6 do Capftulo II, exis .‘
te um aberto Ui em V* , complexificagao de V (ef. Cap.II,
ne 5) tal que,lpara todo y ¢ By , as fungdes H(.,y) se prolon
gama U} e formam um conjunto limitado em #(U]) . Temos ent'ie‘,‘
H(z,y) definida em U] B, , holomorfa em 2z para y fixado

B, e infinitamente derivédvel em y para 2z fixado em U‘i .

Seja, agora, a aplicagdo 2z & U} — H(z,.) & &(B,) .
Digo que essa aplicacdo é escalarmente holomorfa. Com efeito,
H(z,y) € E(UiXBl) e, pelo lema 1, temos para téda T e 6'(Bl)a

Ly(T)(2z) = <H(z,y),T> .

3



-55-

‘Por continuidade, resulta que LH(T)(z) é holomorfa em U’i pois,

'para tdda g ¢ @(Bl) i

Ly(g)(z) =<H(z,y), g(y)> = fB H(z,y) g(y)ay
1

é, bbviamente, holomorfa em U} e a topologia de JC(U‘]‘_) é a

induzida por é(Ui) 8

Decorre que, para todo 2z, € U] & possivel fixarmos

uma carta local (que independe de T ¢ é'(Bl) ) , onde
<H(z,y), T >

se representa por uma série de poténcias em (z-zo) , uniforme-
mente convergente nessa vizinhancga. Como é(Bl) é completo, pe-
lo teorema 4 do Capitulo II, concluimos que z—=H(z,.) é uma
aplicacao holomorfa de U’]‘_ em é(Bl) . Por restrigcao a A, , ob

temos uma aplicacao analftica x ¢ Aj— H(x,.) = K, ¢ 6(31),
,.

- 0 que demonstra o teorema.

Com uma demonstracao anéloga, concluimos que x—-»th,.=
& K.,x é analitica de A, em '«‘(Bl) . Ou seja mudando as va-
ridveis que y —»K.’y é analitica de By em Al .
Coroldrio - Se K é um micleo analiticamente muito regular,

Xy

entao K, y é uma fungao separadamente analitica no
9

complementar da diagonal.
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Sejam x_,y, € V, X, #Y¥,3 A e B duas vizinhan-

¢as abertas e disjuntas de x, e Yy, , respectivamente. Pelo teo

rema 3, segue-se que x-———-—Kx v é analitica em A e também que‘
vYo

y-——--K.x é anal{tica em B , c.q.d.

oY

Na realidade, para os nicleos analiticamente muito re-
gulares, obtemos um resultado mais preciso, gragas a um eritério
de analiticidade em VxV , em termos de propriedades analiticas
de uma fungao nas varidveis separadas, estabelecido recentemente

por F.E. Browder [15]. Temos o

Teorema 4 - Se Kx 5 é um nidcleo analiticamente muito regular,
]

entao Ki,y é uma fuﬂgao analitica no complementar

da diagonal.

Com efeito, sendo K_ . anallticamente muito regular,
9
as duas condigOes do teorema 3 estao satisfeitas. Se 4 , Al e

B .y Bl indicam os conjuntos 14 considerados, vimos que

{ H(.,y) = K.,y t y € Bl}
é um conjunto limitado em 4&(4,) e, analogamente,

{ H(x,.) = Ky, X € A}

é um conjunto limitado em <2(Bl) . Existem dois abertos Ui e

W] em v, U;:)Al sy € Wj>B, , tais que, para todo y & B,
(resp. x € A, ), as fungbes H(.,y) (resp. H(x,.)) se prolon-;
gam a U] (resp. W] ) e formam um conjunto limitado em JC(U{)
~ (resp. #£(W})). Isto significa, restringindo convenientemente 08

abertos U] e W] que existe uma constante M >0 , tal que:

|H(z,y) « M para todo 2z € Ui e yeB
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|H(x,2)| < M para todo X € A, e z €& W]

0 Prof. F.E. Browder demonstrou ([15] ) que se H(x,y) §é

funcao separadamente analitica definida em VxW , onde V
W s80 variedades analf{ticas reais e se as majoragbes acima

stao verificadas, entdo H(x,y) & uma funcao analftica.

As principais etapas da demonstragao sao as seguintes.
“pdemos, dbviamente, nos restringirmos ao caso em que H(x,y) §é

uma fungdo definida numa vizinhanca de (0,0) em RPxR™

Decorre, pela férmula integral de Cauchy, aplicada nu-
ma e noutra varidvel que as desigualdades acima sao equivalentes

a condigdo (A): existe uma constante C,> 0 tal que
0§ H(x,y)| ¢ % o !
108 H(x,y) | cgPl g

numa conveniente vizinhanga do zero.

Para provarmos que H & analfitica no ponto (0,0) &
suficiente provarmos a seguinte condigao (B): existe uma constan

te C;>0 tal que, quaisquer que sejam os Indices a e B :
(0§ 28 1) (0,001 < c* P (raraip) b .

Com efeito, se (B) estd verificada, a série de potén-

cias:

é majorada pela série numérica de termos positivos

-, ]
2-golxgewl e TGl o Tt
9
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a qual converge para |x| e |y| suficientemente pequenos. Logo

H,(x,y) é analftica em uma vizinhanga conveniente de (0,0) .
Como, quaisquer que sejam a e @ ,
a B - a B
(0§ 8 ®)(0,0) = (0§ DP B))(0,0)

segue-se que H(x,0) e Hl(x,O) sao ambas anali{ticas em uma Vi

zinhanga de O e tém mesmas derivadas em relagao & X no ponto

0, logo H(x,0) = Hl(x,o) em |x|<r . Analogamente Dg H(x,0)=

= Dg H,(x,0) para |x|<r . Finalmente, fixado x , H(x,y) e
H,(x,y) s&o ambas, como fungSes de y , analfticas em uma vizi-
nhan¢ga da origem e tém as mesmas derivadas em y = O . Segue-se
que H(x,y) = Hl(x,y) em uma vizinhanca de (0,0) .

Trata-se, pois, de demonstrar que (A) acarreta (B). A
demonstrag8o se faz, construindo—se pelo método da transformada
de Fourier, uma solugdo elementar do operador diferencial parcial

com coeficientes constantes, definido em RPxR" por:

App = (-Ax)m+(—Ay)m+l

onde /A representa o Laplaciano e estabelecendo certas majora-

¢O0es para a solugao elementar, para cujos detalhes enviamos a [15

Finalmente, os resultados désse Capitulo, servem depdl
to de partida para o estudo de uma categoria mais geral de nﬁcli
os, ligados ao0s nicleos integrais que comparecem nos problemasf
contdrno para as equacoes diferenciais parciais de tipo hiperbé-
lico. Em um trabalho conjunto do autor e do Prof. F.E; Browder
( [14]) a ser publicado proximamente, estabelecemos o teorema 4§
déste Capftulo, bem como uma generalizagio désse resultado a um

“tipo mais geral de ndcleo que entra na categoria acima menciona
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CAPITULO IV

NUCLEOS DE COMPOSIGXO EM GRUPOS DE LIE

.
"

l - 0 produto de composigcao em um grupo de Lie.

Seja G um grupo de Lie, conexo, de dimens@ao n ; in-
licaremos por dx uma medida de Haar invariante & esquerda em

6. Temos, se a ¢é um elemento qualquer de G :
jf(ax)dx = jf(x)dx

e J-(f(x al)ax = A(a)jf(x)dx

onde A ¢é a chamada funcBo modular de G : A (x)>0 para todo
1eG; Alxy) = A(x). A(y) , A é continua ([13], pg. 39) e,
na realidade é analftica (ecf.[1], pg. 38, coroldrio 1).
Représentaremos por A(G) , &(G) , £&'(G) e W' (G), res
}pectivamente, 0s espac¢os das fungOes infinitamente derivédveis e
com suporte compadto; das infinitamente derivdveis; das distribui
’c3es com suporte compacto e das distribuigoes, definidas em G .

Cada um désses egpacos, suporemos munido de sua topologia usual,

definida no Capitulo I.

Uma vez fixada a medida de Haar invariante a esquerda
ix , estabelecemos a iMersdo natural f ¢ 6(G)—-uf = fdx e A'(G),

onde ky é a distribuicao definida por:

<|.lf,g> = 5[ 8(x) f(x)ax ’
.va

qualquer que seja g € A(G} . Quando nao houver confusao possivel,
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indicaremos ke PoOT T =

Se T & uma distribuigg@o de (@'(G) , indicaremos por
»

spt T o suporte’d T .

Definig8o 1 - Se S e T s8o duas distribuigdes de @'(G) , o

produto de composigBo de S por T & a distribui

¢ao S * T definida por:
<S%T,f> = <80t , f(x.y)>

onde Sxo Ty representa ¢ produto tensorial da distribuigao S

pela distribuigcao T ({11], tome I, II® édition, pg. 106).

O segundo membro da igualdade acima estard bem defini-n
do, t8das as vézes que a intersecgao dos suportes de Sxa Ty coq
o suporte de f(x.y) , f €¢M(G) , for compagto. Se A = spt S
e B=spt T, osuporte de S,0T & ABCG*G ([11], tome I,
I1® éd.,pg. 110), enquanto que se K & o suporte de f , o su-

porte de f(x.y) &
Ip = {(x,5) € 6XG : x.y e K},

de modo que, o produto de composigaoc de S por T estard bem
definido se, para todo compacto X de G , (A*B)F\IK for coa?
pacto ([11], tome II, pg. 10).

B fdcil ver que se A ou B forem compactos entao
S * T estd bem definido. No que se segue, suporemos sempre que

“

uma das distribuig¢oes tem suporte compacto. |
0 produto de composigao S * T ngo é comutativo, a;f
menos que G seja um grupo comutativo.

E fdcil ver que o produto de composicao é ass
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j (SxT) xR = S x (T % R)
ie, pelo menos duas das distribuigOes que af comparecem, tiverem
suporte compacto.

Teorema 1 - Se h e M(G) (resp. £(G) ) e T e ¢'(G) (resp.d'(G))
entdao Txh e hxT sao fungdes infinitamente derivi

veis em G dadas por:

T*h(x)

< Tyv h(y_lx) -
x) = <Tyy A(y ™) h(xy ) > .
Com efeito, temos para toda f € W(G) :
<T*h,f>=<Tx0h(y), f(xy)> = <T_, <h(y), f(xy)>»

- ([11], tome II, II® édition, pg. 109, th. IV), onde a dltima ex-
pressao tem sentido pois <h(y), f(xy)> como fungao de x é infi
' nitamente derivdvel e tem suporte compacto se h e B (G) .

Mas:

<h(y), £(xy)> = Jgh“’) £(xy)dy = {}n(:c'ly)f(y)dy = <£(y),n(x"L)y>

em virtude da invarifincia & esquerda da medida de Haar e é fécil
ver que

<P ,<h(y),2(xy)> = <T,<£(y),h(x"1y)>» = «1,h(x"1y)>,2(y)>
([11] , mesma referéneia). Concluimos que:
<Txh, £> = <« T, h(x"1y)>,2(y)>

para téda f € N(G) , donde mudando X por ¥y que:

T«n(x) = < T, B(y x)>,

que é a primeira férmula que desejédvamos estabelecer.




iy D
Seja agora:
<h*T, £ > =<h(x)e Ty, f(xy)> = <Ty,<h(x),f(xy)>>

( [11] , mesma referéncia).

Mas
<h(x),f(xy)> = )('}h(x)f(xy)dx = Ay th(xy'l)f(x)dx =
= <£(x), Ay Dn(xy™h)> .
De modo andlogo obtemos:
<I,<n(x),f(xy)>»> =<1 ,<f(x), Ay Dn(xy™t»p=

=<<Ty,Lk(y'l)h(xy'l)>,f(x)>
donde

heT(x) = < Ty, Aly™ Ly n(xy~™1)>

que é a segunda férmula que desejédvamos estabelecer.

Além disso, T+h(x) e hxT(x) sao infinitamente de-

rivdveis em virtude de [11], tome I, II® éd., pg. 105, th.II,

Resulta do teorema 1 o seguinte

Corolério - Se h e A(G) (resp. £(G)) e se T eD'(G) (resp.

E'(G)) & uma fungdo g , entao

gxh(x)

ng(y) n(y *x)ay = ng(xy"l)h(y)A(y'l)dy

hxg(x)

1

Jen alyHnxy ey = [e(y Ix)n(y)ay .
G

Vamos indicar por o (resp. ts) a translacao & es-
querda (resp. & direita), x —s8x (resp. x-—xs ) em G . Se

£ & uma funga@o definida em G , poremos

o f(x) = £(sx) e T_f(x) = £(xs) .
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T & uma distribuigBo em G , definiremos a transladada & es-

rda (resp. & direita) , ogT (resp. TST ), de T por:

e T , £> = <7, cs_lf> (resp.<tgT,f>= <T’t;-l £},

',lquer que seja f & A(G) .

Indicaremos por . 5(3) a medida de Dirac no ponto seG
, sempre que ndo houver confus&o, por & a medida de Dirac

(e) onde e €& o elemento neutro de G .

gorema 2 - Valem os seguintes resultados:

1) 6(8) %* T = O's_lT e TT = 6(8) = Ts_lT
ii) 8§ T = Txd86 = T

'qua'lquer que seja T € N (G) .,

Com efeito, os produtos de composicao estao todos bem
definidos pois pelo menos uma das distribuigOes que comparecem
tem suporte compacto., Vamos verificar a primeira das duas rela-
goes i):

<)) x® Tyr2(a)> = <2piclorg)] 5o £a)> =

<6(S)* T, >

<Ty, f(By)> =<T, o f> = s 3 : i g
para t8da f € A(G) , donde 6(3)* T = cs_l i

A segunda relacdo se estabelece, facilmente, de modo

andlogo, sendo que ii) e iii) decorrem, imediatamente, de i),cqd.

| ~ Seja, agora, X, um vetor tangente a G em e , como

?e tem por expressao local



Gl

n
- /af)
Xe = ;;i 34 K X d
X, define a distribuigao
3 d
CE % = iZlai (be) , £ eQ(e)

cujo suporte é {e} .

Seja X o campo de vetores invariante & esquerda defi-

nido por Xe . Representaremos por Xx o0 vetor tangente a xeG

definido pelo campo X . Temos de acdrdo com as notagOes usuais:
X #(x}) = Xx(f) = Xe(oxf)
para t8da f € £(G)
Se T etD}(G) poremos, por definigao,
<XP,f> = -<7T, X£>
qualquer que seja f € A(G) |
Teorema 3 -~ Se X & um campo de vetores invariante a esquerda,
XT = T x X6 , para téda T & ®'(G)

Observemos, inicialmente, que X6 ¢é a distribuicgao

-Xe . Com efeito,
<XE,£> = -<8,Xf>= - Xf(e) = =X (£)

Pela definigao do produto de composigao, temos:

<TxXd,f> =<Tx0(1(<5)y 3 f(xy)>=<Tx,<(X6)y, f(xy)>»> .
Mas,
<(X6)y, f(xy)> = -<(Xe)y, f(xy)> = =X (0,f) = -Xf(x)

e substituindo na igualdade acima temos:
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< TxX6,f> = -<T¥,Xf(x)> =<XT , £> ,
nalquer que seja f € W(G) , donde
T*X6 = XT , c.q.d.

Para os campos de vetores Y invariantes & direita

:tem-se um resultado andlogo, ou seja
YT = Y6 x T , qualquer que seja TeQ'(G) .

Vimos, entdo, que a todo vetor tangente a G em e ,
‘brre5ponde um operador diferencial X , de ordem 1, invariante
& esquerda, que se calcula sdbre as distribuigbes de G por meio

‘de um produto de composigao.

Esse resultado se generaliza da seguinte maneira. Xe

€ uma particular distribuig@o cujo suporte & | e'}. E sabido que

([11], tome I, II® éd., pg. 100, th. XXXV) que tdda distribuicdo

‘D, de suporte {e} & dada por:
<D, ,£>= ) a [DPf]
. Ipls m P "
] pl+o.a+pn
= oo e Dpf - b f .
onde p (P1, ,Pn) ’ [ ]e 1 D e ap constante

bxl . bxn =0

A D_ corresponde (de modo andlogo que a Xy ), um

operador diferencial D invariante a esquerda em G , dado por:
Df(x) = De(cxf) .

Reciprocamente, todo operador diferencial D , invarian

| te a esquerda, provém de uma distribuicao de suporte compacto {e}.

Com efeito, seja

P = ZZ: ap(x) P

IPlsm
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BN

a expressao local de D num sistema de coordenadas no ponto e .

Seja D, a distribuigdo de suporte {e} definida por:

<Dyf> = Z a.p(e)[Dpf]e :

lplsm

Como D é invariante & esquerda e coincide em e com
o operador diferencial invariante a esquerda definido por De ’

entao ambos coincidem.

Definamos, agora, ﬁ; pela férmula:

<D"e,f> = (=1) Pl ap[Dpf]e s
|plem

A D; corresponde o operador invariante 4 esquerda D, trans-
posto de D .
Se T €®(G) , poremos

<DT , £> =<7, B>, £ ec®(G) .

Decorre facilmente que D& = D_ .

Por outro lado temos qualquer que seja f € N(G):

<T«D8,f> = <T, © (D6) ,£(xy)> = < T, <(D8), , £(x.3)>>.
Mas
<(D6)y, f(xy)> =<<(D;)y, f(xy)> = D;(oxf) = Df(x) ,
substituindo, vem:
<T#«D§,£> = <T, Df>= <DT,f>

donde
T D8 = DT .

Demonstramos, pois, o

Teorema 4 - Se D €& um operador diferencial invariante & esqu

da,



By

DT = T«D§ , para t8da T e@'(G) .

} Analogamente se A é um operador diferencial invarian
' te & direita, g
AT = AS*T , para tdda T e DO*'(G) .
Uma aplicag@o imediata dos teoremas 3 e 4 & a seguinte.
Consideremos o produto de composigao SxT e seja Dy (resp.Dz)
um operador diferencial invariante & esquerda (resp. a direita).

- Temos:
Dl(S*T) = S*Dl(T) (resp. D2(S*T) = D, SxT P

 Com efeito:
D, (S%T) = (S*T)*Dy6 = SxDyT

nfiliZando a associatividade do produto de composigao e o teore-

ma 4. A expressao andloga para D, se verifica da mesma maneira.
: Vemos entdao que, num produto de composigdo, um operador
~ diferencial invariante & esquerda (resp. a direita), opera a di-

reita (resp. a esquerda).

Necessitamos, também, de uma expressao que estabelega

 de que maneira um campo de vetores invariante a esquerda (resp.
b direita), opera a esquerda (resp. a direita) num produto de com

' posigd@o. Essa expressao serd dada pelos lemas que se seguem, OS

quais serao formulados para o caso de um produto de composicao de

duas fungbes infinitamente derivédveis uma das quais com suporte

compacto, visando unicamente sua aplicagao no ndmero 5.

Lema ] - Sejam g e h duas fungOes de ¢(G) , uma delas com

suporte compacto e X um campo de vetores invariante &

esquerda em G , Vamos demonstrar que:
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X(gxh) (x) = [[(adyX)g] (xy 1)n(y) A (y~Day .

Com efeito, X sendo um campo de vetores invariante a

esquerda, sabemos que:.

Xf(x) = lim
u-o

f(x,expuXx) - f(x)
u

Segue-se que

' ~Ts . =1 e
i_i.‘f,‘ j{ g(x expuX.y u) g(xy )] n(y)a (y Dy =

X(g=h)(x)

S[lim elx exPUX'I-i) = g(JE}’-l)] h(y)A(y-l)dy
u-0

o que é licito em virtude de nossas hip6teses sBbre g e h ,

ou ainda:
(xy~L.yexpuXy 1) - glzy~1) L]
X(g*h)(x) =|| 1im &\ Xy -J€XD yu e\xy h(y)a(y ")dy
u-0
Como y exp u Xy + = exp(ady(uX)) = exp(u ady(X)) (ef.[1],pg.25),
temos:

X(g*n)(x) = [[(aayD)g] (xv™) n(y) Az Hay , c.q.d.

Coroldrio - Se Xl,...,Xm sao m campos de vetores invariantes

a esquerda, temos:
Xpe XX, (gxh) (x) = [[(ady X)...(ady X))e]l(xy"Da(z)A(y )y

A demonstra¢ao se faz por indugao.

Lema 2 - Nas condi¢Oes do lema 1, se Y for um campo de vetores

invariante & direita, temos:

Y(gxh)(x) = j[(ad vy 1nl(y %) ely)dy =

= [[(aa yx"10)nl(y).a(xy DAy Day . :
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A demonstragao é andloga ao lema 1.

Coroldrio - Se Yigeee Ty s8o m campos de vetores invariantes

a direita, temos:

Ty Ty (eem) (x) = fl(ady ™ ey) . (aay ™Y 0] () a(ay ™) Ay ey

2 - Transformacdes lineares gue comutam com o produto de compo-
sicao.

0 objetivo, nésse ntmero, é demonstrar dois teoremas
‘que estabelecem para os grupos de Lie, resultados andlogos aos
_que se encontram em [11], tome II, pg. 18 e 19, th.X, para o
caso G = R% .

Seja S uma distribuicao fixa de (N'(G) e considere-

‘mos a aplicagao linear continua
g e A(G) — Sxg e B'(G)

' ([11], tome II, pg. 23, th. XII). Como j& mencionamos, teorema
1, Sxg pertence a &(G)."

Pelo teorema 2, temos:
‘t’s_l(S*g). = (S*g)*é(s) = s*(g*a(s)) = S*ts—l g

' (a associatividade vale pois g e 5(3) tém suporte compacto),
0 que mostra que a aplica¢ao linear contfnua, acima definida,
comuta com as translacoes a direita.

De modo andlogo, verifica-se que g — gxS comuta com

as translagOes & esquerda.

Reciprocamente, |
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Teorema 5 - T8da aplicacdo linear e contfnua L: A(G)—®R'(G)

que comuta com as translagdes & direita, i.e.
T-1 Ue) = (T _; &) ,

para todo seG , é do tipo IL(g) = Sxg , onde S & uma distri-
buicao bem determinada de @'(G) .

Com efeito, pelo teorema 2, dizer que L comuta com

as translagGes & direita equivale a

L(g)*é(s) = L(g*5(s))
qualquer que seja s8eG .
T6da h € A(G) & limite em &'(G) .de combinagdes li-

neares finitas de medidas de Dirac ( (11], tome II, pg. 17):

h = lim }:

Lk .
i E (s, 5)

a .
KJ wi

Como gxh € A(G) (cf. teorema 7), entao

gaeh:limZa.[g*é ]
i g W (sy4)

o limite sendo calculado em @ (cf.[11], mesma referéncia).

Concluimos que

L(gsh) = lim 5 a . L(gxb -
3 % k3 (s,3)

= l:ijm %a“j [L(g)*é(s“j)]= L(g)*h ,

0 que prova que L comuta com os produtos de composicdo & direi

ta com fungdes de @(G) .

Seja, agora, (a;) uma sequéncia de fungdes U)(G) que

converge para a distribuigdo & em'' £'(G) ( [11],tome II,pg.22):



=T1-

.

Da continuidade do produto de composigao, segue-se que a;xg —

—8xg =g em N ([11], tome II, pg.23, th.XII); portanto
L(ai* g) — L(g) em N'(G) .
Mas, pelo que demonstramos acima,
L(aj* g) = L(ay)*g .

- Portanto, a sequéncia L(ai)*g converge em ' (G) para L(g) ,
. qualquer que seja g € @ ; donde decorre que L(ai) gonverge
em A'(G) em virtude do théoreme XXIII, 22 de (11], tome II,
;_pg.‘53. Seja S € @'(G) @&sse limite, que representaremos tam-

| bém por S = L(&) . Temos:
I(g) = lim L(ni*g) = lim L(ai)*g = Sxg
| i i

g e A(G) , c.q.d.

Vale um resultado semelhante para aplicagbes lineares

continuas de @ em @' que comutam com as translagbes & esquerda.

Resulta imediatamente que se L: @(G)— A'(G) & uma
aplicagao linear e contfnua que comuta com as translagbes a direi
ta (resp. & esquerda) , I se prolonga a uma aplicagao linear

contfnua de ¢£'(G) em A'(G) .

| Coroldrio - Tdda aplicag@o linear e contfinua L de ¢'(G) em
M '(G) que comuta com as translagdes & direita (resp.

a esquerda) é do tipo
L(T) = SxT (resp. L(T) = T«S )
onde S ¢é uma distribuié'ao bem determinada de @'(é) .
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