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Resumo

Foi proposta uma experiência na qual seria possível produzir um emaran-
hamento quântico de feixes de fótons com diferentes frequências, movendo-se
em uma mesma direção, controlado por meio de um campo magnético ex-
terno.
Nessa experiência, a interação entre o campo magnético e fótons é real-

izada por intermédio de elétrons, que interagem tanto com os fótons quanto
com o campo magnético externo. Foi desenvolvida uma teoria que descreve
processos físicos. Derivamos medidas de emaranhamento de informação e de
Schmidt para um sistema geral de dois qubits e a medida residual para um
sistema geral de três qubits. Usando a informação obtida da análise dos sis-
temas de dois e de três quase-fótons, calculamos medidas de emaranhamento.
Criamos um programa para cálculo numérico, nesses casos, através do

qual construímos gráficos de dependência das medidas de emaranhamentos
em feixes de dois e de três fótons. Os resultados obtidos nos permitem ver
como a medida de emaranhamento depende dos parâmetros, que caracteri-
zam o sistema em questão. Por exemplo, se ambas as polarizações dos fótons
coincidem, então, nenhum emaranhamento ocorre. O emaranhamento acon-
tece apenas se as polarizações do fóton forem opostas.



Abstract

An experiment is proposed which can produce a quantum entanglement
of photon beams having different frequencies and moving in the same direc-
tion. The experiment is controlled by an external magnetic field. In this
experiment, the interaction between the photons and magnetic field is car-
ried out by means of electrons interacting both with the photons and the
external magnetic field. A theory is developed which describes physical pro-
cesses in this experiment. The meausre of entanglement of information and
the measure of Schmidt are calculated for the general system of two qubits,
as well as the residual measure for general system of three qubits. Using
the information obtained from the analysis of the systems of two and three
quasi-photons, we have calculated the entanglement measures in such cases.
A computer program is created for numerical calculations in such cases which
enables one to construct the graphs of dependence for entanglements of mea-
sures in bundles of two and three photons. The results allow us to see how
the entanglement measure depends on the parameters that characterize the
system in question. For example, if both polarizations of the photons coin-
cide, then no entanglement takes place. The entanglement occurs only if the
polarization of the photon are opposite.
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Capítulo 1

Introdução

Em 1935 Albert Einstein, juntamente com Boris Podolsky e Nathan Rosen,
escreveu um artigo intitulado “Can quantum mechanical description of phys-
ical reality be considered complete?” [1], no qual eles descrevem um experi-
mento mental (“Gedankenexperiment”, como denominado originalmente em
alemão), que ficou conhecido como o paradoxo de Einstein−Podolsky−Rosen
(EPR). Sumariamente, o paradoxo EPR consiste em uma tentativa de indicar
a incompletude da mecânica quântica com a ajuda de experimentos, como
a medição indireta de parâmetros de um micro objeto sem exercer, sobre o
mesmo, uma influência direta. O objetivo dessa medida indireta é extrair
mais informações sobre o estado dos micro-objetos do que a descrição da
mecânica quântica permite.
Como é bem conhecido, o paradoxo EPR fundamenta-se em princípios

básicos das leis de conservação da mecânica clássica e em suas implicações
emmecânica quântica. O exemplo clássico se refere ao caso de duas partículas
idênticas, A e B, que surgem do colapso de uma terceira partícula C. De
acordo com a lei da conservação do momento, a soma do momento de A e de
B deve ser igual ao momento de C, isto é, pA + pB = pC .
Esta simples lei de conservação implica na possibilidade de se medir,

indiretamente, o momento de B através de uma medição direta do momento
de A, sem, contudo, perturbar o movimento de B.
Por outro lado, suponhamos que exista um aparato físico capaz de medir

as coordenadas de B, de modo que se obtenha, como fruto do resultado dessas
medidas, a coordenada e o momento de B, com precisão e simultaneamente.
Entretanto, de acordo com o princípio de Heisenberg, coordenada e mo-
mento são autovalores de operadores incompatíveis e, portanto, não podem
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ser medidos simultaneamente com precisão. Logo, conclui-se que a relação
de incerteza não é absoluta e as leis da mecânica quântica são incompletas.
De acordo com N. Bohr, esse experimento mental não contradiz a in-

terpretação probabilística da mecânica quântica de Kopenhagen. De fato,
Einstein, em contraste com a interpretação de Kopenhagen, implicitamente,
acreditava na existência de variáveis escondidas em mecânica quântica.
Sob o ponto de vista da interpretação de Kopenhagen, a explicação é sim-

ples: No experimento de EPR, a medição do momento da primeira partícula
cria uma redução da função de onda total, de modo que o estado da segunda
partícula torna-se um estado com um impulso definitivo. A medida das coor-
denadas da segunda partícula afeta o seu momento, de acordo com as regras
usuais da mecânica quântica. Logo, concluir que ocorreu medição simultânea
da coordenada e do momento não faz sentido sob essa interpretação.
O experimento de EPR é incomum, em termos da física clássica. O estado

da segunda partícula muda perante uma medida efetuada sobre a primeira
partícula, independentemente da distância entre elas. A função de onda
total do sistema é uma grandeza não-local, sendo, portanto, descrita como
um estado quântico emaranhado.
A ideia de variáveis escondidas foi explicitamente desenvolvida posterior-

mente por D. Bohm [2] e o paradoxo de EPR foi modificado de modo a con-
siderar duas partículas de spin 1/2, ou dois fótons com frequências distintas
e polarizações arbitrárias. Em sua construção, Bohm supôs uma correlação
não-trivial entre as partículas A e B, e introduziu os chamados estados quân-
ticos emaranhados. Dessa forma, Bohm reconsiderou o experimento de EPR
com estado emaranhado como um estado final de partículas não-interagentes
A e B.
Em 1964, Bell deduziu as chamadas desigualdades de Bell, que são vál-

idas em uma teoria com variáveis escondidas [3]. Através de experimentos
envolvendo a desigualdade de Bell, pode-se testar a existência de algumas
consequências do fenômeno de emaranhamento em mecânica quântica, im-
possíveis de acordo com uma imagem clássica do mundo, caracterizada pela
noção de realismo local.
Os estados emaranhados também foram amplamente utilizados nessas

desigualdades. Atualmente, deve-se notar que a violação das desigualdades
de Bell é registrada em vários experimentos diferentes, veja, por exemplo,
[4]. Consequentemente, não existem, até o momento, critérios estabelecidos
que confirmem uma teoria de variáveis escondidas. Desse modo, os estados
emaranhados tornaram-se uma ferramenta poderosa no estudo de questões
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principais em mecânica quântica como, por exemplo, na teoria da informação
e computação quântica [3, 5, 6, 7]. As mais úteis e interessantes aplicações
dos estados emaranhados são a codificação superdensa [46], teletransporte
quântico [45] e criptografia quântica [8].
Acreditamos que a compreensão completa subjacente ao emaranhamento

quântico ainda exige considerações detalhadas de uma variedade de casos
relativamente simples, não somente em mecânica quântica não-relativística,
mas também em teoria quântica de campos (TCQ). Isso explica o recente
interesse em se estudar emaranhamento quântico e entropia de estados quân-
ticos em TCQ para sistemas com vácuo instável, em particular, com campos
de fundo fortes que podem criar partículas do vácuo, veja, por exemplo,
[18, 19, 20, 21, 22, 23, 24]. Nesses casos, modelos com soluções exatas podem
ser muito úteis.
Nesta área, uma das tarefas mais importantes e interessantes consiste

em como preparar estados emaranhados com uma determinada medida de
emaranhamento. Portanto, nesta tese de doutorado, estudamos a possibili-
dade de emaranhamento de dois e três feixes de fótons em interação com um
campo magnético e apresentamos uma possibilidade de realizar este processo.
Além de puro interesse acadêmico, o efeito controlado de emaranhamento

quântico é um tópico atualmente estudado devido a possíveis aplicações em
teoria da codificação. A princípio, acredita-se que o emaranhamento quântico
controlado pode servir como um meio de transmissão de sinais codificados,
veja, por exemplo [5, 6, 7].
Abordamos, na tese, a criação de emaranhamento quântico controlado por

feixes de fótons com diferentes frequências, movendo-se em uma mesma di-
reção e com a ajuda de um campo magnético externo. Mais especificamente,
a interação entre o campo magnético e fótons é realizada por intermédio de
elétrons que interagem tanto com os fótons quanto com o campo magnético
externo (na aproximação linear, o campo eletromagnético − feixes de fó-
tons − não interage com outro campo eletromagnético − campo magnético
externo).
Para tanto, utilizamos soluções exatas de um problema de mecânica quân-

tica relativística a fim de apresentarmos maneiras de se afetar a medida de
emaranhamento de um sistema composto por fótons, que se move em uma
mesma direção, com frequências distintas e com quaisquer possíveis polariza-
ções lineares, sendo que cada um interage com um campo magnético externo
aplicado.
O mecanismo referente a esse problema é ilustrado da seguinte forma:
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Seja I uma determinada área do espaço onde um feixe de fótons é criado e
emitido para uma região II, onde há elétrons não-interagentes, porém, sob
a influência de um campo magnético B. O feixe de fótons, ao passar pela
região II, é direcionado para uma região III, onde há um detector de fótons.
Dessa forma, fótons originados em I e detectados em III atravessam uma
região II, que interage com um campo magnético por intermédio de elétrons
não-interagentes. Esse processo é ilustrado conforme a Figura 1, a seguir:

Figura 1. Esquema proposto para emaranhamento de feixes de fótons

por meio do campo magnético.

No experimento proposto, por exemplo, um dispositivo emissor gera, em
um instante de tempo inicial, dois fótons que são descritos por um estado
quântico não-emaranhado e, ao mesmo tempo, um campo magnético é apli-
cado em elétrons não-interagentes em II. Ao atravessarem a região II, os
fótons são detectados pelo receptor, em III, que analisa se o estado quântico
desses fótons é emaranhado. A medida do emaranhamento dependerá do
campo magnético aplicado de modo que a análise da mesma é a decodifi-
cação do sinal.
A descrição teórica desse experimento consiste em calcular a dependência

do emaranhamento sob o campo magnético aplicado. Para isso, estudamos
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as soluções exatas das equações quânticas de movimento, que descrevem a
interação de um elétron (ou um meio de elétrons não-interagentes) com um
campo quantizado de vários fótons − que se movem em uma mesma direção,
com diferentes frequências e polarizações lineares arbitrárias.
Além disso, em um campo magnético externo apropriado, submetemos

o sistema do elétron que interage com o campo do fóton quântico. Demon-
stramos que as equações quânticas de movimento, referidas anteriormente,
podem ser deduzidas a partir de um problema mais amplo, a saber, o do
elétron em interação com uma onda plana quantizada, como apresentado nas
referências. [25, 26, 27, 28, 29].
A equação em questão é uma equação de Dirac modificada com potenciais

eletromagnéticos, operadores quânticos, que atuam em variáveis dos fótons,
argumentos da função de onda. Essa dedução é apresentada no Capítulo 2
em que analisamos e resolvemos exatamente a equação de Dirac modificada.
Os estados quânticos do feixe de vários fótons interagindo com elétrons

podem ser representados como estados de dois subsistemas, sendo que um
deles representa um sistema de quase-fótons livres, cujas frequências diferem
das frequências iniciais dos fótons. Estudamos soluções especiais das equações
quânticas que descrevem os dois e três quase-fótons. De acordo com o es-
quema proposto de observação do emaranhamento controlado, acreditamos
que o observador detectará feixes de quase-fótons não-emaranhados.
Analisando-os como estados de fótons livres, eles, então, representam es-

tados emaranhados. De fato, analisando esse estado em termos de fótons
livres, o receptor irá obter a medida do emaranhamento. Tecnicamente, o
emaranhamento é descrito pelo coeficiente de decomposição do estado quân-
tico não-emaranhado de quase-fótons em todos os estados possíveis de fótons
livres.
No Capítulo 3, apresentamos uma descrição de emaranhamento quân-

tico específica para esse problema, mostramos os critérios e a medida do
emaranhamento para sistemas quânticos de dois e três “qubits”. No Capí-
tulo 4, calculamos emaranhamentos de um estado puro, de forma geral, de
dois e três fótons com frequências diferentes e polarizações arbitrárias. A
fórmula geral obtida e os resultados do Capitulo 2 são utilizados em cálculos
numéricos de emaranhamento controlado de dois e três fótons em um campo
magnético.
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Capítulo 2

Feixes de fótons interagindo

com elétrons no campo

magnético

Nesta seção, estudamos os estados quânticos de feixes de fótons interagindo
com um elétron. Para este fim, considera-se a equação de Dirac modificada
em que os potenciais eletromagnéticos são a soma de duas partes Aµ(x) e
Âµ (x) . Aqui, Aµ (x) são potenciais eletromagnéticos clássicos de um campo
externo e Âµ(x) são operadores de potenciais eletromagnéticos de um campo
de onda plana. A função de onda bi-espinor de tal equação de Dirac depende
tanto das coordenadas x do elétron quanto das variáveis dos fótons. Os
operadores Âµ(x) agem nessas últimas variáveis. No que segue, chamamos
tal equação modificada de equação de Dirac com onda plana quantizada.
Estudamos as soluções exatas de tal equação modificada especialmente no
caso em que o campo eletromagnético externo é um campo magnético uni-
forme constante e os estados quânticos do campo eletromagnético podem ser
interpretados como os estados de quase-fótons.

2.1 Equação de Dirac com onda plana quan-

tizada

A seguir, apresentamos uma interpretação física da equação de Dirac com
onda plana quantizada no contexto da QED [34, 35].
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Seja ĤQED o Hamiltoniano da eletrodinâmica quântica (QED), |Ψi um
vetor de estado da interação de Dirac ψ (x) e Aµ (x) os campos eletromagnéti-
cos (campos de elétron-pósitron e fótons). Na representação de Schrödinger,
os vetores de estado dependem do tempo t = x0, de modo que |Ψi = |Ψ(x0)i,
e a evolução temporal de |Ψ(x0)i é descrita pela equação de Schrödinger (us-
amos unidades onde c = ~ = 1)

i
∂ |Ψ(x0)i
∂x0

= ĤQED

��Ψ(x0)
�
. (2.1)

O espaço total de estados da QED pode ser considerado como o produto
direto do espaço de Hilbert da partícula e o espaço de Fock dos estados
de fótons. Sabe-se que a base Ket no subespaço elétron-pósitron pode ser
tomada da seguinte forma:



0|ψ(r1) . . . ψ(rn)ψ̄(r′1) . . . ψ̄(r′m)

(veja, por exemplo, Ref. [36]). Nessa equação, h0| é o vetor de vácuo no
subespaço elétron-pósitron e ψ(r), ψ̄(r) são operadores do campo de Dirac
na representação de Schrödinger. Vamos considerar as seguintes amplitudes
de probabilidade:

h0|ψ(r1) . . . ψ(rn)ψ̄(r′1) . . . ψ̄(r′m)
��Ψ(x0)

�
. (2.2)

Por um lado, essas amplitudes são vetores no espaço de Fock de estados
de fótons e, por outro lado, eles são 4n+m funções de onda componente dos
estados com um determinado número de partículas carregadas, elétrons e
pósitrons. É óbvio que o conjunto infinito de amplitudes (2.2) é equivalente
ao vetor de estado |Ψ(x0)i. Em particular, a primeira amplitude,

h0|ψ(r)
��Ψ(x0)

�
= Ψ(x), x =

�
x0, r

�
, (2.3)

é a projeção do vetor |Ψ(x0)i sobre o estado de um único elétron e pode ser
considerada como uma função de onda de quatro componentes de um elétron
interagindo com os fótons.
A equação (2.1) induz um conjunto de equações acopladas para ampli-

tudes (2.2). Se o campo eletromagnético é quantificado no gauge de Coulomb,
onde, em particular, Â0 = 0, e div Â(r) = 0, veja e.g. [37, 38, 36, 39], então
a equação correspondente escrita para a amplitude de um único elétron (2.3)
tem a forma

i
∂Ψ(x)

∂x0
= Ĥe,γΨ(x) + ∆ , (2.4)
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onde
Ĥe,γ = Ĥγ +αP̂+mβ , P̂ = p̂−eÂ(r) . (2.5)

Nesse caso, Ĥγ é o hamiltoniano de fótons transversais livres, Â(r) é o op-
erador potencial vetorial de tais fótons na representação de Schrödinger, e
todas as contribuições das amplitudes de muitas partículas (2.2) são absorvi-
das no termo ∆. Os operadores Ĥγ e Â(r) podem ser representados como
combinações de operadores de criação e aniquilação de fótons a+

k,λ e ak,λ com
momentos definidos k e polarizações λ = 1, 2, que obedecem às relações de
comutação de Bose

ak,λa
+
k′,λ′

− a+
k′,λ′

ak,λ = δ
k,k

′δ
λ,λ

′ ,

ak,λak′,λ′ − ak′,λ′ak,λ = a+
k,λa

+
k′,λ′

− a+
k′,λ′

a+
k,λ = 0 . (2.6)

Assim,

Ĥγ =
X

k,λ

|k| a+
k,λak,λ ;

Â(r) =
X

k,λ

1
p
2 |k|V

�
ak,λe

i(kx)eλ(k) + a
+
k,λe

−i(kx)e∗λ(k)
�
. (2.7)

Aqui, V = L3 é o volume da caixa de quantização e eλ(k) são vetores de
polarização que possuem as propriedades

eλ(k)k = e
∗
λ(k)k = 0, e

∗
λ(k)eλ′(k) = δλ,λ′ , λ, λ

′ = 1, 2. (2.8)

Se o potencial (2.7) é considerado como sendo, por exemplo, espacialmente
periódico com o período L ao longo de cada eixo cartesiano, então, o vetor
k tem os seguintes valores discretos:

k = 2πL−1 (n1, n2, n3) , ns ∈ Z . (2.9)

O operador Ĥe,γ pode ser considerado como um Hamiltoniano de uma carga
e interagindo com o campo eletromagnético quantizado (fóton).
Ignorando os efeitos da criação de pares virtuais e a aparição relacionada

das amplitudes mais altas na eq. (2.4) (i.e., desprezando o termo ∆), nos
resta a equação de Schrödinger para uma única carga e interagindo com o
campo de fótons transversal. Esta equação é a base para muitos modelos
do tipo de um único elétron. A amplitude (2.3) pode ser tratada como uma
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função de onda de um elétron interagindo com o campo de fóton transversal.
Formalmente é um bi-espinor, cujas componentes residem no espaço de Fock
dos fótons transversais. No que segue, chamamos isso de bi-espinor de Fock.
Soluções da equação de Schrödinger com o potencial (2.7) e∆ = 0 tornam

possível estudar, na forma de modelo (i.e., sem considerar a criação real e
virtual de pares de elétrons-pósitrons), os problemas em que uma única carga
é envolvida juntamente com um número arbitrário de fótons. Desafortunada-
mente, mesmo com esta simplificação, o problema ainda não tem todas as
soluções exatas, de modo que somos forçados a tratar a interação radiativa
como uma perturbação, começando com as soluções da equação livre como
aproximação inicial não perturbada. É, no entanto, bastante evidente que ex-
istam algumas situações para as quais correções para a solução do problema
livre não são pequenas. Por exemplo, se os estados com uma grande densi-
dade de fótons ρ forem abordados, deve-se levar em conta todos os termos da
expansão de perturbação, uma vez que os elementos da matriz perturbativos
são proporcionais a e2ρ.
Vamos considerar a possibilidade de tomar em conta a série de pertur-

bação toda. Suponha que estamos interessados em processos onde um elétron
em um campo de onda plana intenso está envolvido. Do ponto de vista da
mecânica quântica, isso significa que não surgem estados iniciais com uma
grande densidade de fótons que se movem numa direção comum n ao longo
da onda plana. Então, é razoável escolher a expressão (2.5) para o Hamilto-
niano não perturbado na equação (2.4), em que Â é a parte do potencial do
campo eletromagnético quantizado contendo apenas a somatória dos fótons
transversais que se movem na direção comum n (os fótons da onda plana).
Se esse problema pode ser resolvido exatamente, então, a interação de uma
carga com os fótons da onda plana é mantida exatamente, ao passo que as
correções para uma solução desse tipo poderiam ser pequenas.
A seguir, nesta Seção, consideramos a equação de Schrödinger da forma

i
∂Ψ(x)

∂x0
= Ĥe,γΨ(x), Ĥe,γpw = Ĥγpw +αP̂+mβ , P̂ = p̂−eÂ(r) . (2.10)

onde Ĥe,γpw é o Hamiltoniano de fótons transversais livres que estão se
movendo na direção comum n (a Hamiltoniana do campo de onda plana
livre) e Â(r) é o correspondente operador de potencial vetorial desses fótons.
Se n for escolhido ao longo do eixo z, n = (0, 0, 1), temos para os fótons que
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estão se movendo na direção positiva de z,

k = 2πL−1 (0, 0, s) = κsn, κs = κ0s, κ0 = 2πL
−1, s ∈ N ,

as,λ = ak,λ, a+s,λ = a+
k,λ . (2.11)

Logo,

Ĥγpw =
X

s∈N,λ

κsa
+
s,λas,λ ;

Â(r) =
X

s∈N,λ

1√
2κsV

�
as,λe

iκs(nx)eλ(s) + a
+
s,λe

−iκs(nx)e∗λ(s)
�
. (2.12)

Ao passar para a representação de interação com relação ao Hamiltoniano
Ĥγpw ,

Ψ(x) = exp
�
−iĤγpwx

0
�
Ψ(x) , (2.13)

na equação (2.10), podemos descobrir que o bi-espinor de Fock Ψ(x) satisfaz
a equação de Dirac

�
γµP̂µ −m

�
Ψ(x) = 0 , P̂µ = i∂µ − eÂµ(x) (2.14)

com o operador de potencial eletromagnético

Âµ(x) =
�
0, exp

�
iĤγpwx

0
�
Â(r) exp

�
−iĤγpwx

0
��

.

Este operador de potencial eletromagnético tem a forma

Âµ(x) = Âµ(u0) =
X

s∈N,λ

1

|e|

r
δ

κs

�
as,λe

−iκsu0eµλ(s) + a+s,λe
iκsu0eµ∗λ (s)

�
. (2.15)

Aqui, δ = e2/2L3, considerando que a variável u0 é apenas o cone de luz
temporal u0 = nx que toma a forma u0 = x0 − x3 quando n é escolhido ao
longo do eixo x, i.e., n = (0, 0, 1). Os vetores de polarização estão agora
rotulados por números inteiros s e pelo λ, e obedecem as condições

eµλ(s) = (0, eλ(k))) , k = κsn,

neλ (s) = ne∗λ (s) = 0, e
∗
λ (s) eλ′ (s) = −δλ,λ′ , nµ = (1,n) , n2 = 0. (2.16)
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Os operadores de criação e aniquilação de fótons a+s,λ e as,λ estão agora ro-
tulados por inteiros s e pelo λ de acordo com as equações (2.11) e obedecem
às relações de comutação tipo Bose

a
s
′ ,λ

′a+s,λ − a+s,λas′ ,λ′ = δs,s′δλ,λ′ ,

a
s′ ,λ

′as,λ − as,λas′ ,λ′ = a+
s′ ,λ

′a
+
s,λ − a+s,λa

+

s′ ,λ
′ = 0 . (2.17)

A quantidade δ na equação (2.15) caracteriza a força da interação entre
a carga e o campo de ondas planas, se interpretarmos V −1 = L−3 como a
densidade de elétrons ρ na região em que o campo de fótons interage com
elétrons. Então δ ∼ e2ρ. A dimensionalidade de δ é [δ] = l−3 (onde l é a
dimensionalidade do comprimento). Sendo escrita com ~ e c restabelecidos,
tem a forma:

δ =
e2

~c

1

2L3
=
αρ

2
. (2.18)

onde α = e2/~c = 1/137 é a constante de estrutura fina.
Finalmente, se um campo eletromagnético externo clássico Aextµ (x) atua

sobre o sistema em consideração (elétrons interagindo com a onda plana
quantizada), seus potenciais devem ser combinados com o potencial (2.15)
de uma maneira aditiva, de modo que a equação para o bi-espinor de Fock
Ψ(x) tenha a forma da equação de Dirac com os potenciais compostos de
dois termos

Aµ = Âµ(x) + Aµext (x) . (2.19)

Vamos supor que o potencial de campo externo clássico que é uma com-
binação dos campos transversais e longitudinais. Evidentemente, para tal
superposição, os campos magnéticos e elétricos estão relacionados como

H = [n× E] + (nH)n =⇒ E = −[n×H] + (nE)n . (2.20)

Os campos submetidos à relação (2.20) constituem a classe geral dos campos
para os quais a integração da equação de Dirac pode ser realizada.
Logicamente, toda a combinação (2.19) fornece o campo (já operador) da

mesma estrutura (2.20). Esta escolha do campo clássica é devida ao fato de
que só para campos desta estrutura é possível separar as variáveis de spin
seguindo o método padrão e, como foi demonstrado em Ref. [40], apenas
esses campos tornam a maior separação de variáveis possível.
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Podemos separar as variáveis de spin em eq. (2.14) representando o bi-
espinor de Fock da forma

Ψ(x) = K
�
[1 + (σn)]ψ1(x) + [1− (σn)]ψ−1(x)

	
v, (2.21)

K =
 

m+ (nP̂ ) + (σn) (σP̂⊥)h
m− (nP̂ )

i
(σn) + (σP̂⊥)

!

, P̂⊥ = P̂− n(σP̂).

O bi-espinor v é constante, enquanto que as funções ψζ (ζ = ±1) satisfazem
as equações independentes

�
P̂ 20 − P̂2 −m2 + ieE3 − ζeH̄3

�
ψζ(x) = 0, (2.22)

E3 = (nE) , H3 = (nH) .

2.2 O movimento na ausência de um campo

externo

Se estivermos lidando somente com partículas em movimento na onda plana
quantizada somente (sem qualquer campo externo), podemos definir Aµext = 0
em eq. (2.19). Então, o bi-espinor de Fock pode ser escrito como

Ψ(x) = KΦ (x) v, (2.23)

onde Φ (x) é uma solução da equação Klein-Gordon correspondente (pode
ser chamado de Fock-scalar),

�
P̂ 2 −m2

�
Φ (x) = 0. (2.24)

Observamos facilmente que, neste caso, a quantidade (nP̂ ) = (np̂) é uma
integral de movimento. Consideraremos que o bi-espinor de Fock seja um
autovetor do operador (np̂) com o autovalor igual a (np). Definindo

Φ (x) = exp

�
− i
2
(np)u3

�
ϕ(u0, r⊥),

u3 = (n̄x), n̄µ = (1,−n), r⊥ = r− n (nr) , (2.25)

obtemos, nesse caso, que a função ϕ(u0, r⊥) satisfaz a equação de Schrödinger:

i∂0ϕ(u0, r⊥) = Hϕ(u0, r⊥), H =
P̂2⊥ +m

2

2(np)
. (2.26)
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Considere os operadores

Gµ = i∂µ + nµ
X

s∈N,λ

κsa
+
s,λas,λ . (2.27)

que comutam entre si [Gν , Gµ]− = 0, e com todos os operadores P̂µ, [P̂µ, Gν ]− =
0. É também evidente, em virtude da propriedade n2 = 0 que (nG) = (np̂).
Pode-se ver que o bi-espinor de Fock Ψ pode ser escolhido para serem auto-
funções dos operadores Gµ ,

GµΨ = gµΨ. (2.28)

Vemos que, a partir de (2.28), que as diferenciações das coordenadas i∂µ
podem ser eliminadas da eq. (2.26). Assim, ficamos com equações que con-
têm apenas as variáveis de fótons. O operador Gµ possui, evidentemente,
o significado do operador de energia-momento para o sistema composto da
partícula e da onda plana quantizada.
Para a equação de Dirac, é conveniente escrever o operador Gµ como

Gµ = pµD + n
µHD, pµD = pµK +R0n

µ,

HD = HK −R0, R0 =
eσαβFαβ
4(ng)

,

Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα = nαA
′
β − nβA

′
α, (2.29)

onde o primeiro denota a derivada em relação a u0. Nessa equação, p
µ
D e HD

são integrais de movimento.
Poderia parecer que, para separar as variáveis de partículas e de fótons, é

necessário que as eqs. (2.28) sejam cumpridas. Porém, este não é o caso. Va-
mos transformar o bi-espinor de Fock ou o escalar de Fock usando o operador
unitário

U1 = exp

 

iu0
X

s∈N,λ

κsa
+
s,λas,λ

!

. (2.30)

As seguintes relações são facilmente obtidas

U+1 GµU1 = i∂µ, U+1 P̂µU1 = i∂µ +Qµ − nµ
X

s∈N,λ

κsa
+
s,λas,λ ,

Qµ = (0,Q), Q =
X

k∈N,λ

r
δ

κk

�
ak,λeλ(k) + a+k,λe

∗
λ(k)

�
. (2.31)
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com a ajuda delas, finalmente concluímos que os bi-espinores de Fock podem
ser escritas como

Ψ = exp

�
− i
2
(np)u3

�
U1Kψ0v,

K =
�

m+ (np) + (σn) (σF)
[m− (np)] (σn) + (σF)

�
, F = −i∇⊥ +Q, (2.32)

∇⊥ =∇− n (n∇) ,

onde a função ψ0 é uma solução da equação de Schrödinger

i∂0ψ0 = Hψ0, H =
F2 +m2

2(np)
+
X

s∈N,λ

κsa
+
s,λas,λ. (2.33)

Observe a validade das seguintes relações

H = U−12 U+1 HDU1U2,

U2 = 1−
(γµnµ)(γ

νQν)

2(np)
, U−12 = 1 +

(γµnµ)(γ
νQν)

2(np)
,

p̂µ = U−12 U+1 p
µ
DU1U

−1
2 = i∂µ − nµH. (2.34)

Agora, estamos em condições de separar as variáveis de partículas. Isso
corresponde a escolher as funções Ψ como autofunções dos operadores pµD com
os autovalores pµ (os autovalores pµ são, de acordo com (2.34), os mesmos
para ambos os operadores pµD). Logo, escrevemos, em vez de (2.32),

Ψ = exp [−i(px)]U1Kψv, (2.35)

onde o operador K é definido pela eq. (2.32) em que deve-se estabelecer

F = p⊥ +Q, p⊥ = p− n (np) , (2.36)

e a função ψ é a solução da equação de Schrödinger

i∂0ψ = Ĥψ, Ĥ =
X

s∈N,λ

κsa
+
s,λas,λ +

(pQ)

(np)
+

Q2

2(np)
. (2.37)

O momento-energia da quase-partícula satisfaz a condição natural

p2 = m2 =⇒ p20 = p
2 +m2. (2.38)
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Finalmente, podemos, agora, escrever as soluções, satisfazendo eqs. (2.28)

Ψ = exp [−i(gx)]U1KψRv, (2.39)

onde K é definida em (2.32) sob a condição (2.36), e ψR depende das variáveis
de fótons por si só e é uma solução da equação de Schrödinger estacionária

ĤψR = RψR. (2.40)

O vetor momento-energia gµ do sistema possui a forma

gµ = pµ + nµR. (2.41)

É a soma do vetor de momento-energia pµ da quase-partícula e a soma dos
quase-fótons, Rnµ.
Dessa maneira, se a soma é efetuada ao longo das duas possíveis polar-

izações λ para cada s fixo nas eqs. (2.15) e (2.31), é sempre possível passar
para a decomposição nos vetores de polarização reais com a ajuda de trans-
formações canônicas lineares.
No que se segue, vamos sempre assumir que a soma sobre todos os λ’s

estará presente e que a transformação canônica linear que conduz à decom-
posição sobre as polarizações lineares já foi realizada. Verdadeiros eλ podem
ser escolhidos para serem os mesmos para cada s. Em seguida, obtém-se para
o vetor Q em (2.31)

Q =
X

s∈N,λ

r
δ

κs

�
as,λ + a

+
s,λ

�
eλ , (2.42)

onde eλ = e∗λ, (eλeλ′ ) = δλ,λ′ , (neλ) = 0. O Hamiltoniano (2.37), neste caso,
é diagonal em relação a λ e pode ser escrito como

Ĥ =
X

k∈N,s∈N,λ

�
Aksa

+
k,λas,λ +

1

2
Bks

�
ak,λas,λ + a

+
s,λa

+
ζ,λ

��

+
X

s∈N,λ

Ds,λ

�
as,λ + a

+
s,λ

�
+H0, (2.43)

com matrizes A e B, a coluna D, e uma constante real H0,

Aks = κkδks +
ǫ

2
√
κkκs

, Bks =
ǫ

2
√
κkκs

,

Ds,λ =

r
ǫ

2Λκs
(peλ), H0 =

ǫ

2

X

s∈N

κ−1s , ǫ =
αρ

Λ
. (2.44)
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Se a soma sobre s abrange um conjunto infinito de valores, a quanti-
dade H0 em (2.44) diverge. Esta é a conhecida divergência logarítmica de
QED. Se os operadores devem ser escritos na forma normal, o termo H0

pode ser meramente eliminado da Hamiltoniana (2.43). Se, no entanto, esta
exigência não é imposta, a divergência em H0, pode ser removida por uma
renormalização da massa.

2.3 Feixes de fótons interagindo com elétrons

no campo magnético

Nesta seção, estudamos as soluções da equação de Dirac com onda plana
quantizada (2.14), considerando o potencial envolvido nele, como (2.19), onde
Aµ(x) é o operador do potencial de uma onda plana quantizada e Aµext (x)
é o potencial do campo magnético externo uniforme e constante na mesma
direção de n.
Vamos trabalhar nas variáveis do cone de luz uµ. Se o eixo de x3 for

escolhido para ser dirigida ao longo do vetor n, então

u0 = x0 − x3, u1 = x1, u2 = x2, u3 = x0 + x3 . (2.45)

Potenciais do campo magnético uniforme constante podem ser escritos
nas variáveis do cone de luz como

|e|(Aext)⊥ = −|eH|u2e1. (2.46)

O seguinte ansatz pode ser utilizado para encontrar soluções da equação
de Dirac com onda plana quantizada e o campo magnético externo uniforme

Ψ = U1K
(
X

ζ=±1

[1 + ζ(σn)] exp(ipζu0)

)

ψv,

onde

pµζ = pµ + ζ|eH|nµ, (npζ) = (np) = Λ, (pζe1) = (pe1), (pe2) = 0. (2.47)

O operador U1 é dado como (2.30), ao passo que o operador K é descrito por

K =
�

m+ (np)− σ3(σF̂)

(m− (np))σ3 − (σF̂)

�
,
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na qual se defina

F =
X

λ

Fλeλ, F1 = |eH|u2 − (pe1)− (Qe1), (2.48)

F2 = i∂2 − (Qe2), Q =
X

s∈N

X

λ=1,2

r
δ

κs

�
as,λ + a

+
s,λ

�
eλ .

Agora, a equação para a função ψ torna-se a equação de Schrödinger
estacionária

p0ψ =

�
H + Λ

2

�
ψ, (2.49)

H =
F2 +m2

2P
+
X

k∈N

X

λ=1,2

κka
+
k,λak,λ.

Vamos considerar a variável adimensional

η =

p
|eH|u2 − (pe1)p

|eH|
, (2.50)

e os novos operadores de Bose, de criação, a+0 , e aniquilação, a0,

a+0 =
1√
2

�
η − ∂

∂η

�
, a0 =

1√
2

�
η +

∂

∂η

�
, [a0a

+
0 − a+0 a0] = 1. (2.51)

Em termos desses operadores, temos

|eH|u2 − (pe1) =
r
|eH|
2

�
a0 + a

+
0

�
, ∂2 =

r
|eH|
2

�
a0 − a+0

�
. (2.52)

Os operadores a0 e a+0 comutam com cada operador ak,λ e a+k,λ.
Levando em conta as eqs. (2.52), o Hamiltoniano H em (2.49) representa

uma forma quadrática nos operadores de criação a+k,λ e aniquilação ak,λ, onde
o índice k agora tem os valores k ∈ Z+ = 0, 1, 2, com a0,1 = 0, e a0,2 = a0 e
os números k ∈ N novamente indicando os operadores de fótons,

H =
X

s,k∈Z+

X

λ,λ′=1,2

�
A
sλ,kλ

′a+s,λak,λ +
1

2

�
B∗
sλ,kλ′as,λak,λ′ +Bsλ,kλ′a

+
s,λa

+
k,λ′

��

+
m2

2Λ
− ω

2
+
ǫ

2

X

s=1

κ−1s , ω =
|eH|
Λ

, ǫ =
αρ

Λ
, (2.53)
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onde

Asλ,kλ′ = [ω(λ− 1)δ0,s + κs(1− δ0,s)] δs,kδλ,λ′ +Bsλ,kλ′ ,

Bsλ,kλ′ =
ǫ(1− δ0,s)(1− δ0,k)δλ,λ′

2
√
κsκk

+

√
αω

2

�
(−i)λ′−1√

κk
(1− λ)(1− δ0,k)δ0,s +

(i)λ−1√
κs
(1− λ′)(1− δ0,s)δ0,k

�
.

(2.54)

Vamos efetuar a transformação canônica linear

a = uc− vc+ + γ , a+ = c+u+ − cv+ + γ∗ , (2.55)

[ck, c
+
s ]− = δk,s , [ck, cs]− = [c

+
k , c

+
s ]− = 0 . (2.56)

O fato de que a transformação é canônica e, em particular, a exigência de que
os novos operadores c+k e ck sejam de novo operadores de criação e aniquilação
sujeitos às relações de comutação de Bose impõem as seguintes condições nas
matrizes u e v, e a coluna γ:

uu+ − vv+ = 1, vuT − uvT = 0 ,

u+u− vTv∗ = 1, vTu∗ − u+v = 0 , (2.57)

veja [42]. As relações (2.55) podem ser resolvidas pelos operadores c+k e ck,
da seguinte forma

c = u+a+ vTa+ − u+γ − vTγ∗ ,

c+ = a+u+ av∗ − γ∗u− γv∗ . (2.58)

Para diagonalizar o Hamiltoniano H, os parâmetros da transformação têm
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que ser tomados como

usλ,kλ′ =

��r
rkλ′

κs
+

r
κs
rkλ′

�
(3− 2λ′)(2− λ)− i(λ− 1)

2(r2
kλ′
− κ2s)

(1− δ0,s)

+ δ0,s(λ− 1)(λ′ − 1)
r

ω

αr3
kλ′

�
[1 + (λ′ − 2)δ0,k] qkλ′ ,

vsλ,kλ′ =

��r
rkλ′

κs
−
r

κs
rkλ′

�
(3− 2λ′)(2− λ)− i(λ− 1)

2(r2
kλ′
− κ2s)

(1− δ0,s)

+δ0,s(1− λ)(2− λ′)

r
ω

αr3
kλ′

�
[1 + (λ′ − 2)δ0,k] qkλ′ ,

qkλ =

"
(−1)λ ω
r3kλǫ

+ 2
X

s∈N

(r2kλ − κ2s)
−2

#−1/2
, γkλ = 0. (2.59)

As equações (2.59) são válidas para todas as s, λ, k, λ′, menos s, λ, 0, 1; se
k, λ′ = 0, 1, então, pela definição, estabelecemos

us,λ,0,1 = vs,λ,0,1 = q01 = 0. (2.60)

As quantidades rkλ são raízes positivas da equação

X

s

ǫ

r2kλ − κ2s
= 1 +

(3− 2λ)ω
rkλ

, r01 = 0; ǫ =
αρ

Λ
. (2.61)

O Hamiltoniano transformado é

Ĥ = H̃e + H̃γ, H̃e = r02c
+
0 c0 +

m2

2Λ
− ω

2
,

H̃γ =
X

s∈N;λ=1,2

rsλc
+
s,λcs,λ + H̃γ0,

H̃γ0 = −
X

s,k∈N;λ,λ′

rkλ′ |vsλ,kλ′ |2 +
ǫ

2

X

s∈N

κ−1s ,

onde p0 é uma energia do elétron e pz é a projeção em z do momento do
elétron, de tal forma que para os estados do elétron Λ > 0.
Os estados estacionários do sistema são:

Ψ = Ψγ ⊗Ψe, (2.62)
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onde Ψγ é o vetor de estado dos quase-fótons,

Ψγ =
Y

s∈N,λ1=1,2

(c+s,λ1)
Ns,λ1

p
Ns,λ1 !

|0ic . (2.63)

Aqui, csλ |0ic = 0, s ∈ N, ∀λ e Ψe é o vetor de estado do quase-elétron, a
forma explícita que não é importante para os nossos propósitos.
Fisicamente, o estado (2.62) representa um sistema de um elétron colo-

cado no nível de Landau com energia cíclotron ligeiramente modificada r02
e um sistema independente de quase-fótons com frequências rkλ. Nessa
equação, Nk,λ, λ = 1, 2 são números de ocupação de tais fótons. As fre-
quências diferem das frequências dos fótons livres. As diferenças dependem
do campo magnético H, da projeção do momento dos elétrons Λ, da densi-
dade de elétrons ρ = 1/V e da constante de estrutura fina, α.
Para os nossos propósitos, é necessário ter, nesse caso, explicitamente,

apenas as matrizes usλ,kλ′ que correspondem à transformação dos operadores
dos fótons, i.e., as matrizes com os índices s, k ∈ N, e λ = 1, 2. Estas matrizes
têm a forma

usλ,kλ′ =

"�r
rkλ′

κs
+

r
κs
rkλ′

�
(−1)λ′−1 δλ,1 − iδλ,2

2(r2
kλ′
− κ2s)

#

qkλ′

=

h
(−1)λ′−1 δλ,1 − iδλ,2

i

2(rkλ′ − κs)
√
rkλ′κs

qkλ′ ,

qkλ =

"
(−1)λ ω
r3kλǫ

+ 2
X

s∈N

(r2kλ − κ2s)
−2

#−1/2
. (2.64)

No que se segue, vamos considerar situações em que o parâmetro ǫ é pe-
queno. É por isso que vamos manter apenas os termos com a menor potência
de ǫ. Nesse caso,

rkλ ≈ κk +
ǫ

2 [κk + (3− 2λ)ω]
, κs = κ0s, κ0 = 2πρ

1/3 ,

usλ,kλ′ =

h
(−1)λ′−1 δλ,1 − iδλ,2

i

2(κk − κs)
√
κkκs

qkλ′ , s 6= k,

ukλ,kλ′ = ǫ−1
�
1 + (3− 2λ) ω

κk

� h
(−1)λ′−1 δλ,1 − iδλ,2

i
qkλ′ , s = k. (2.65)
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Capítulo 3

Emaranhamento em sistemas

quânticos compostos

O emaranhamento quântico é um fenômeno da mecânica quântica em que os
estados quânticos de dois ou mais objetos têm de ser descritos com referência
um ao outro, mesmo que os objetos individuais possam ser espacialmente
separados. Isso leva à correlação entre as propriedades físicas observáveis
dos sistemas. Por exemplo, é possível preparar duas partículas num estado
quântico de tal modo que quando uma é observada para ser virada, a outra
irá sempre ser observada para ser rodada para baixo e vice-versa.
Isso, apesar do fato de que é impossível de prever, de acordo com a

mecânica quântica, que conjunto de medidas será observado. Essa inter-
dependência é mantida, mesmo que essas instalações sejam separadas no
espaço para além de quaisquer interações conhecidas, é uma contradição lóg-
ica com o princípio da localidade. Por exemplo, você pode obter um par de
fótons em um estado emaranhado, e, em seguida, se a medição da helicidade
da primeira partícula for positiva, a helicidade da segunda partícula vai ser
sempre negativa, e vice-versa. Como resultado, as medições executadas em
um sistema parecem influenciar instantaneamente outros sistemas complica-
dos como ele. Mas emaranhamento quântico não permite a transmissão de
informação clássica mais rápida que a velocidade da luz.
O emaranhamento quântico tem aplicações nas tecnologias emergentes

de computação quântica e criptografia quântica, e tem sido utilizado para
realizar o teletransporte quântico experimentalmente. Há diferentes pon-
tos de vista sobre o processo de emaranhamento, relacionados às diferentes
interpretações da mecânica quântica, que não serão tratados neste trabalho.
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3.1 Descrição dos estados quânticos dos sis-

temas físicos

Sabemos que um estado quântico corresponde a um conjunto de cópias idênti-
cas do mesmo sistema físico [9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 31]. Se as condições
externas definem os estados das cópias de forma maximal, o estado quân-
tico é dito estado puro e é dado por um vetor |Ψi do estado de Hilbert H,
(|Ψi ∈ H). No caso geral, as condições externas não definem os estados das
cópias de forma maximalmente completa. Nesse caso, o estado quântico é
misto e é dado por um operador estatístico ρ̂. O operador estatístico que
descreve um estado puro |Ψi é o operador de projeção, ρ̂ = P̂Ψ = |ΨihΨ|.
Para sistematizar o formalismo do operador estatístico, é útil fazer a seguinte
consideração:
O estado quântico ρ define os valores médios de todas as grandezas físicas

medidas em conjunto. Como sabemos, uma grandeza física A é dada na
teoria quântica por um operador autoadjunto Â. Então, deve existir uma
correspondência1

Â
ρ→ hAi = Φρ

h
Â
i
= r ∈ R, (3.1)

onde Φρ
�
Â
�
é um funcional definido no conjunto dos operadores e cuja

imagem está contida nos números reais. O funcional Φρ
�
Â
�
deve ser linear

porque hA + Bi = hAi + hBi. O análogo do teorema Riesz para funcionais
definidos no espaço de operadores afirma que qualquer funcional linear desse
tipo pode ser representado como o traço na forma

Φρ

h
Â
i
= trÂρ̂ , (3.2)

onde ρ̂ é um operador que define o funcional Φ
h
Â
i
. Para providenciar valores

médios reais, o operador ρ̂ deve ser autoadjunto, ρ̂+ = ρ̂ . Justificando Eq.
(3.2), suponhamos que |ϕni = |ni seja um sistema completo e ortonormal,

1Para simplicidade, consideramos o caso unidimensional.
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hn|mi = δnm. Introduzimos o "projetor com rotação"P̂mn = |mihn|. Temos

Â =
P

n,m |mihm|Â|nihn| =
P

n,mhm|Â|niP̂mn
trÂP̂mn =

P
khk|ÂP̂mn|ki =

P
khk|Â|mihn||ki = hn|Â|mi

)

=⇒ Â =
X

n,m

P̂mntrÂP̂nm .

Usando a linearidade de Φ
h
Â
i
, obtemos

Φ
h
Â
i
=
X

n,m

Φ
h
P̂mn

i
trÂP̂nm = trÂρ̂,

ρ̂ =
X

n,m

Φ
h
P̂mn

i
P̂nm =

X

n,m

hm|ρ̂|niP̂mn.

A equação
Φ
h
P̂nm

i
= hn|ρ̂|mi

estabelece uma relação unívoca entre Φ
h
Â
i
e o operador ρ̂ (através dos seus

elementos de matriz). É possível provar que ρ̂ não depende da escolha do
conjunto |ni.
O operador ρ̂ se chama operador estatístico. No caso geral, o estado de

um conjunto é definido por um operador estatístico.
Suponhamos que o operador ρ̂ tem espectro discreto ρ̂|λαi = λα|λαi.

Neste caso, temos a representação espectral

ρ̂ =
X

n

λαP̂λα , P̂λα = |λαihλα| , (3.3)

e o valor médio da grandeza física A é

hAi = Φρ
h
Â
i
= trÂρ̂ =

X

n

λnhλn|Â|λni. (3.4)

Os estados puros |λi são descritos por operadores estatísticos que são
operadores de projeção.

P̂λ = |λihλ|. (3.5)

Se o operador estatístico não é um operador de projeção, o estado quântico
é misto.
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Os elementos de matriz do operador estatístico ρnm = hn|ρ̂|mi chamam-
se matriz de densidade. Os valores médios podem ser expressos através da
matriz de densidade,

hAi = trÂρ̂ =
X

n,m

hn|Â|mihm|ρ̂|ni =
X

n,m

hn|Â|miρmn. (3.6)

Na representação de coordenadas, a matriz de densidade tem a forma hx|ρ̂|yi =
ρ (x, y). Neste caso

hAi = trÂρ̂ =
Z
hy|Âρ̂|yidy

=

Z
hy|Â|xihx|ρ̂|yidydx =

Z
hy|Â|xiρ (x, y) dydx. (3.7)

É possível provar as seguintes propriedades do operador de densidade,
veja [15]:
I. O operador estatístico é autoadjunto, ρ̂+ = ρ̂ .
II. O operador estatístico é positivo, ρ̂ > 0, o que significa

hϕ|ρ̂|ϕi ≥ 0 ∀|ϕi .

III. O operador estatístico é normalizado trρ̂ = 1.
IV. Para o operador ρ̂2, temos trρ̂2 ≤ 1 .
V. Temos o critério

trρ̂2 = 1 o estado é puro,

trρ̂2 < 1 o estado é misto.

A evolução temporal dos estados mistos é dada pela equação de Liouville-
von Neumann

i~
∂ρ̂ (t)

∂t
= Ĥρ̂ (t)− ρ̂ (t) Ĥ =

h
Ĥ, ρ̂ (t)

i
. (3.8)

Considere um operador Â com espectro discreto Â|aii = ai|aii. Se um
estado ρ̂ é puro, ρ̂ = P̂ψ = |ψihψ|, a probabilidade de achar o valor ai na
medida da grandeza A é

Pi = |hai|ψi|2 = hai|ρ̂|aii.
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No caso dos estados mistos, ρ̂ =
P

n λnP̂λn , a probabilidade de achar o valor
ai na medida da grandeza A é

Pi =
X

n

λn|hai|λni|2 = hai|ρ̂|aii.

Se o espectro é contínuo, no caso dos estados puros ρ̂ = P̂ψ, a probabili-
dade de achar o valor entre x e x+ dx é

dP (x) = |hx|ψi|2dx = hx|ρ̂|xidx .

No caso dos estados mistos, ρ̂ =
P

n λnP̂λn , a probabilidade de achar o valor
entre x e x+ dx é

dP (x) =
X

n

λn
�
|hx|λni|2dx

�
= hx|ρ̂|xidx .

Como um exemplo importante, consideramos um conjunto de sistemas
idênticos em equilíbrio térmico, sobre condições externas de um reservatório
com a temperatura absoluta T . É possível mostrar que o operador estatístico
neste caso é

ρ̂ = Z−1e−βĤ , β−1 = kT,

onde k é a constante de Boltsmann e Ĥ, o Hamiltoniano do sistema, Z é uma
constante de normalização,

trρ = 1 =⇒ Z = tre−βĤ .

Às vezes, Z se chama função de partição do sistema em equilíbrio térmico.
Vamos introduzir o operador de entropia usando a definição de von Neu-

mann2,
Ŝ = − log ρ̂ = − log

X

n

λnPλn . (3.9)

Em decorrência das propriedades do operador densidade, anteriormente
estudadas, podemos também afirmar que o operador entropia é auto-adjunto
e não-negativo. Em outras palavras, os autovalores do operador entropia são
reais e não-negativos. Mas, ainda da mesma forma que o operador densidade,
o operador entropia satisfaz a equação de Von Neumann, ou seja:

i~
dŜ

dt
=
h
Ĥ, Ŝ

i
.

2Note que usamos o símbolo log para indicar log
2
exceto se for indicado outro.
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O operador de entropia satisfaz a aditividade, pois se ρ̂ descreve conjun-
tos independentes, ele é produto direto dos operadores ρ̂1 e ρ̂2 nos espaços
vetoriais correspondentes e, portanto, pode-se demonstrar neste caso que:

Ŝ (ρ̂1 ⊗ ρ̂2) = Ŝ (ρ̂1) + Ŝ (ρ̂2) , (3.10)

que representa a propriedade de aditividade.
O valor médio do operador entropia é dado num conjunto caracterizado

pelo operador densidade ρ̂ por:

S = hŜi = −hlog ρ̂i = −tr (ρ̂ log ρ̂) (3.11)

e é chamado de Entropia de Informação, ou Entropia de Von Neumann.
Esta formula pode ser modificada assim:

ρ̂ =
X

n

λnP̂λn , ρ̂ log ρ̂ =
X

n

λn(log λn)P̂λn , trP̂λn = 1

=⇒ S = −tr (ρ̂ log ρ̂) = −
X

n

λn(log λn).

No caso de um conjunto puro, λn = 1, λm = 0 ∀m 6= n, temos S = 0.
Vamos chamar estado completamente misto se λn = 1/d, ∀n, onde d é a

dimensão do espaço de Hilbert. Em seguida

S = log d.

3.2 Sistemas quânticos compostos do numero

finito de qubits

Um sistema quântico se chama composta se ele consiste de N < ∞ sub-
sistemas A1, A2, ...AN e seu espaço de Hilbert H é o produto tensorial de
espaços HAi, do todos os subsistemas, i.e.,

H =
NO

i=1

HAi = HA1 ⊗HA2 ⊗ · · · ⊗ HAN .

No nosso estudo, consideramos somente sistemasAi com espaços de Hilbert
de dimensão finita, i.e., dimHAi < ∞ tal que dimH < ∞. Em particular,
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somente sistemas Ai com espaços de Hilbert de dimensão dois. Uma partícula
de spin 1/2 representa o exemplo mais simples de um sistema quântico com
um espaço de Hilbert de dimensão dois complexoH = C2. Ao mesmo tempo,
o sistema é chamado de qubit. Outro exemplo de um qubit é um fóton com
frequência fixa com duas polarizações diferentes.
Vejamos alguns vetores base e sistemas ortogonais completos nos espaços

considerados.
Os kets |0i = |↑i e |1i = |↓i representam estados de spin para cima e

para baixo, respectivamente, ao longo da direção z,

|0i = |↑i =
�
1
0

�
, |1i = |↓i =

�
0
1

�
, (3.12)

σz |↑i = |↑i , σz |↓i = − |↓i , σz =
�
1 0
0 −1

�
. (3.13)

Temos as relações de ortonormalização

hα |α′i = δαα′ , α, α′ = 0, 1.

Dessa forma, Eqs. (3.12) e (3.13) descrevem a base ortonormal para um
qubit.
No que se segue, restringimos nossa consideração a sistemas compostos

de muitos (N) qubits.
Sejam {|αiAi , α = 0, 1} bases ortonormais em espaços HAi, i = 1, ..., N,

de cada qubit,
Aihα |α′iAi = δαα′ , i = 1, ..., N. (3.14)

Nesse caso,

|α1, α2, ..., αNi =
NO

i=1

|αiAi

é uma base no espaço total H,

hα1, α2, ..., αN |α′1, α′2, ..., α′Ni =
NY

i=1

δαiα′i . (3.15)

Qualquer estado puro |Ψi ∈ H pode ser decomposto nesta base como

|Ψi =
X

α1=0,1

· · ·
X

αN=0,1

Ψα1,α2,...,αN |α1, α2, ..., αNi , (3.16)
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onde Ψα1,α2,...,αN são certos coeficientes.
O produto escalar de dois vetores |Ψi ∈ H e |Ψ′i ∈ H, onde

|Ψ′i =
X

α1=0,1

· · ·
X

αN=0,1

Ψ′α1,α2,...,αN |α1, α2, ..., αNi (3.17)

tem a seguinte forma

hΨ |Ψ′i =
X

α1=0,1

· · ·
X

αN=0,1

Ψ∗α1,α2,...,αNΨ
′
α1,α2,...,αN

, (3.18)

tal que a condição de normalização é

hΨ |Ψi = 1 =⇒
X

α1=0,1

· · ·
X

αN=0,1

|Ψα1,α2,...,αN |2 = 1. (3.19)

Suponha que temos um estado geral ρ̂ de um sistema bipartido e estamos
interessados apenas nos estados dos subsistemas A ou B. Temos que calcular
os operadores de densidade reduzida ρ̂A e ρ̂B, realizando o traço sobre os
subsistemas B ou A.

ρ̂A = trBρ̂, ρ̂B = trAρ̂. (3.20)

Usando as bases |αiA e |βiB} (veja (3.14) e (3.15)), podemos escrever

ρ̂A = trBρ̂ =
X

β

hβ |ρ̂|βi , ρ̂B = trAρ̂ =
X

α

hα |ρ̂|αi . (3.21)

Os traços parciais são ainda operadores.
Em termos de matriz de densidade do sistema total,

ρ̂ (α, β|α′, β′) = hα, β |ρ̂|α′, β′i , (3.22)

o procedimento da redução produz as matrizes de densidade ρ̂A (α|α′) e
ρ̂B (β|β′) reduzidas,

ρ̂A (α|α′) =
X

β

hα, β |ρ̂|α′, βi , ρ̂B (β|β′) =
X

α

hα, β |ρ̂|α, β′i . (3.23)
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3.3 Estados separáveis e emaranhados

O estado puro |Ψi de N subsistemas A1, A2, ...AN é completamente separável
se, e somente se, ele pode ser representado como:

|Ψi = |ΨA1i ⊗ |ΨA2i ⊗ · · · ⊗ |ΨAN i . (3.24)

De forma correspondente, o estado |Ψi é emaranhado se ele não é separável.
O estado misto ρ̂ de N subsistemas A1, A2, ...AN é completamente sepa-

rável se, e somente se, ele pode ser representado como:

ρ̂ =

mX

j=0

pj
�
ρ̂jA1 ⊗ ρ̂jA2 · · · ⊗ ρ̂jAN

�
, (3.25)

onde

pj > 0,
mX

j=0

pj = 1,

e ρ̂jAk são operadores estatísticos de subsistemas Ak , k = 1, ..., N. De forma
correspondente, o estado ρ̂ é emaranhado se ele não é separável. Um exemplo
de estado misto não emaranhado é

ρ̂ =
1

2
[|00i h00|+ |11i h11|] . (3.26)

3.4 Sistemas de dois qubits

Consideremos o sistema de dois qubits A e B, por exemplo, duas partículas
de spin 1/2, para as quais o espaço de Hilbert é dado por H = HA ⊗HB =
C
2 ⊗ C2. Como já foi mencionado, o sistema de dois fótons com frequên-
cias diferentes e com dois estados de polarização em cada fóton é matem-
aticamente equivalente ao sistema de dois spins. Nesse caso, consideramos
diferentes bases para o sistema de dois qubits e exemplos de manipulação de
estados desse sistema.
Se o estado de um sistema composto (bipartido) é puro, pode ser repre-

sentado por meio de uma base |a, bi = |aiA ⊗ |biB da seguinte forma:

|Ψi =
X

α,b=0,1

Ψab |ai ⊗ |bi , (3.27)
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onde os sub-índices A e B foram omitidos para simplificar.
Em primeiro lugar, lembremos algumas noções do produto tensorial de

espaços vetoriais tendo em mente nossos dois espaços 2-dimensionais C2 com
produto tensorial 4-dimensional C2 ⊗ C2. Considere

|ai =
�
a1
a2

�
∈ HA e |bi =

�
b1
b2

�
∈ HB. (3.28)

Logo,

|ai ⊗ |bi =
�
a1
a2

�
⊗
�
b1
b2

�

=






a1

�
b1
b2

�

a2

�
b1
b2

�




 =






a1b1
a1b2
a2b1
a2b2




 . (3.29)

Primeiro, escrevemos abaixo a chamada base computacional {|00i, |01i, |10i, |11i},
em H,

|Θ1i = |00i = |↑i ⊗ |↑i =
�
1
0

�
⊗
�
1
0

�
=






1
0
0
0




 ,

|Θ2i = |01i = |↑i ⊗ |↓i =
�
1
0

�
⊗
�
0
1

�
=






0
1
0
0




 ,

|Θ3i = |10i = |↓i ⊗ |↑i =
�
0
1

�
⊗
�
1
0

�
=






0
0
1
0




 ,

|Θ4i = |11i = |↓i ⊗ |↓i =
�
0
1

�
⊗
�
0
1

�
=






0
0
0
1




 . (3.30)
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O produto tensorial |ai ⊗ hb| é uma matriz R = (Rik),

Rik = aib
∗
k =

�
a1
a2

�
⊗
�
b∗1 b∗2

�
=

=

�
a1b

∗
1 a1b

∗
2

a2b
∗
1 a2b

∗
2

�
. (3.31)

Pode-se ver facilmente que

|0i h0| =
�
1 0
0 0

�
, |1i h1| =

�
0 0
0 1

�
,

|0i h1| =
�
0 1
0 0

�
, |1i h0| =

�
0 0
1 0

�
. (3.32)

O produto tensorial de dois operadores F̂ e Ĝ, dados por matrizes 2× 2,
é determinado pelo produto de Kronecker:

F̂ ⊗ Ĝ =

�
F11 F12
F21 F22

�
⊗
�
G11 G12
G21 G22

�
=

=






F11

�
G11 G12
G21 G22

�
F12

�
G11 G12
G21 G22

�

F21

�
G11 G12
G21 G22

�
F22

�
G11 G12
G21 G22

�




 . (3.33)

Vamos construir o operador σz ⊗ σz,

σz ⊗ σz =

�
1 0
0 −1

�
⊗
�
1 0
0 −1

�
=






1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1




 .

Podemos ver que os vetores da base computacional são auto-estados do op-
erador σz ⊗ σz,

σz ⊗ σz |01i = − |01i , σz ⊗ σz |10i = − |10i ,
σz ⊗ σz |00i = |00i , σz ⊗ σz |11i = |11i . (3.34)
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Para completar, construímos os seguintes operadores de densidade

|00i h00| =






1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




 , |00i h11| =






0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




 ,

|11i h00| =






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0




 , |11i h11| =






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1




 . (3.35)

e

|01i h00| =






0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




 , |01i h11| =






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0




 ,

|10i h01| =






0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




 , |10i h10| =






0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0




 (3.36)

O exemplo mais famoso de um estado emaranhado de duas partículas
(ver abaixo) é o proposto por Bohm [2], um estado emaranhado de dois spins
1/2,

��Ψ−
�
=

1√
2
[|↑i ⊗ |↓i − |↓i ⊗ |↑i] = 1√

2
[|01i − |10i] . (3.37)

Esse estado, juntamente com três outros estados formam a chamada base de
Bell [7],

��Φ±
�
=

1√
2
[|↑i ⊗ |↑i ± |↓i ⊗ |↓i] = 1√

2
[|00i ± |11i] ,

��Ψ±
�
=

1√
2
[|↑i ⊗ |↓i ± |↓i ⊗ |↑i] = 1√

2
[|01i ± |10i] . (3.38)

Esses estados não podem ser escritos como um produto tensorial simples
de dois estados que pertencem a dois subsistemas separadamente. Eles são
estados emaranhados.
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A chamada base mágica que é utilizada para calcular a medida de emaran-
hamento está relacionada com a base de Bell (3.38), de acordo com a qual

|e1i =
1√
2
[|00i+ |11i] =

��Φ+
�
, |e2i =

i√
2
[|00i − |11i] = i

��Φ−
�
,

|e3i =
i√
2
[|01i+ |10i] = i

��Ψ+
�
, |e4i =

1√
2
[|01i − |10i] =

��Ψ−
�
. (3.39)

Considere um caso particular dos estados emaranhados:

|Ψi = ϑ00 |00i+ ϑ11 |11i , |ϑ00|2 + |ϑ11|2 = 1. (3.40)

Primeiro, vamos calcular o operador densidade correspondente ao estado
(3.40),

ρ̂ = |ΨihΨ| = (ϑ00 |00i+ ϑ11 |11i) (ϑ∗00h00| + ϑ∗11h11|)
= |ϑ00|2 |00i h00| + ϑ00ϑ∗11 |00i h11| + ϑ∗00ϑ11 |11i h00| + |ϑ11|2 |11i h11|.

Usando eqs. (3.35) e (3.36), obtemos

ρ̂ =






|ϑ00|2 0 0 uυ∗

0 0 0 0
0 0 0 0
υu∗ 0 0 |ϑ11|2




 . (3.41)

Agora, estamos em posição para obter os operadores estatísticos reduzidos
de ambos os subsistemas (veja 3.32). Temos

ρ̂A = trBρ̂ = Bh0|ρ̂ |0iB + Bh1|ρ̂ |1iB
= |ϑ00|2 |0i h0|+ |ϑ11|2 |1i h1| . (3.42)

Da mesma maneira, obtemos

ρ̂B = trAρ̂ = Ah0|ρ̂ |0iA + Ah1|ρ̂ |1iA
= |ϑ00|2 |0i h0|+ |ϑ11|2 |1i h1| . (3.43)

Assim, ambos operadores estatísticos reduzidos são iguais, ρ̂A = ρ̂B. Levando
em conta Eq. (3.32), podemos escrever,

ρ̂A = ρ̂B =

�
|ϑ00|2 0
0 |ϑ11|2

�
, (3.44)
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tal que ambos operadores estatísticos reduzidos têm dois autovalores λ1 =
|ϑ00|2 e λ2 = |ϑ11|2.
Vamos considerar o estado puro geral

|Ψi = υ1 |00i+ υ4 |11i+ υ2 |01i+ υ3 |10i . (3.45)

O operador estatístico correspondente tem a forma

ρ̂ = |ΨihΨ| = [υ1 |00i+ υ2 |01i+ υ3 |10i+ υ4 |11i]
[υ∗1h00|+ υ∗2h01|+ υ∗3h10|+ υ∗4h11|] (3.46)

Calculando o operador estatístico reduzido do subsistema A, obtemos

ρ̂A = trBρ̂ = Bh0|ρ̂ |0iB + Bh1|ρ̂ |1iB
= |υ1|2 |0i h0|+ υ1υ∗3 |0i h1|+ |υ2|2 |0i h0|+ υ2υ∗4 |0i h1|
+ υ3υ

∗
1 |1i h0|+ |υ3|2 |1i h1|+ υ4υ∗2 |1i h0|+ |υ4|2 |1i h1|

=

 
ρ
(A)
11 ρ

(A)
12

ρ
(A)
21 ρ

(A)
22

!

, (3.47)

onde

ρ
(A)
11 = |υ1|2 + |υ2|2, ρ(A)12 = υ1υ

∗
3 + υ2υ

∗
4 ,

ρ
(A)
21 = υ3υ

∗
1 + υ4υ

∗
2, ρ

(A)
22 = |υ3|2 + |υ4|2. (3.48)

3.5 Sistemas de três qubits

Um sistema quântico se chama tri-partido se ele consiste em dois subsistemas
A, B, e C, e seu espaço de Hilbert é

H = HA ⊗HB ⊗HC = C
2 ⊗ C2 ⊗ C2. (3.49)

Sejam {|aiA , a = 1, 2} e bases ortonormal em espaçoHA, {|biB , b = 1, 2}
e bases ortonormal em espaço HB, e {|ciC , c = 1, 2} e bases ortonormal em
espaço HC ,

Aha |a′iA = δaa′ , Bhb |b′iB = δbb′ , Chc |c′iC = δcc′ . (3.50)

Nesse caso, {|a, b, ci = |ai ⊗ |bi ⊗ |ci} é uma base no espaço total H,
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Qualquer estado puro |Ψi ∈ H pode ser decomposto nessa base como

|Ψi =
2X

a,b,c=1

ϑabc |ai ⊗ |bi ⊗ |ci , (3.51)

onde ϑabc são alguns coeficientes.
Primeiramente, lembremos algumas noções do produto tensorial de es-

paços vetoriais tendo em mente nossos três espaços 2-dimensional C2 e 8-
dimensional C2 ⊗ C2 ⊗ C2. Considere três vetores de base

|ai =
�
a1
a2

�
, |bi =

�
b1
b2

�
, |ci =

�
c1
c2

�
. (3.52)

Então,

|ai ⊗ |bi ⊗ |ci =
�
a1
a2

�
⊗
�
b1
b2

�
⊗
�
c1
c2

�

=






a1

�
b1
b2

�

a2

�
b1
b2

�




⊗

�
c1
c2

�

=






a1b1
a1b2
a2b1
a2b2




⊗

�
c1
c2

�
=






a1b1c1
a1b1c2
a1b2c1
a1b2c2
a2b1c1
a2b1c2
a2b2c1
a2b2c2






. (3.53)
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A base computacional |Θii, i = 1, ..., 8, neste caso, definimos como

|Θ1i = |000i =
�
1
0

�
⊗
�
1
0

�
⊗
�
1
0

�
=
�
1 0 0 0 0 0 0 0

�T
;

|Θ2i = |001i =
�
1
0

�
⊗
�
1
0

�
⊗
�
0
1

�
=
�
0 1 0 0 0 0 0 0

�T
;

|Θ3i = |010i =
�
1
0

�
⊗
�
0
1

�
⊗
�
1
0

�
=
�
0 0 1 0 0 0 0 0

�T
;

|Θ4i = |011i =
�
1
0

�
⊗
�
0
1

�
⊗
�
0
1

�
=
�
0 0 0 1 0 0 0 0

�T
;

|Θ5i = |100i =
�
0
1

�
⊗
�
1
0

�
⊗
�
1
0

�
=
�
0 0 0 0 1 0 0 0

�T
;

|Θ6i = |101i =
�
0
1

�
⊗
�
1
0

�
⊗
�
0
1

�
=
�
0 0 0 0 0 1 0 0

�T
;

|Θ7i = |110i =
�
0
1

�
⊗
�
0
1

�
⊗
�
1
0

�
=
�
0 0 0 0 0 0 1 0

�T
;

|Θ8i = |111i =
�
0
1

�
⊗
�
0
1

�
⊗
�
0
1

�
=
�
0 0 0 0 0 0 0 1

�T
.

(3.54)

Um vetor arbitrário |Ψi na base computacional tem a seguinte forma

|Ψi =
X

i,j,k=0,1

ϑijk|ijki =
8X

s=1

υs |Θsi . (3.55)

Considerando a equação anterior, um operador estatístico que corresponde
a um estado puro arbitrário (3.55) pode ser escrito como

ρ̂ =

 
X

i,j,k

ϑijk|ijki
! 

X

i,j,k

ϑ∗ijkhijk|
!

=

 
8X

s=1

υs |Θsi
! 

8X

r=1

υ∗rhΘr|
!

= (ϑ000|000i+ · · ·+ ϑ111|111i) (ϑ∗000h000|+ · · ·+ ϑ∗111h111|)
= (υ1 |Θ1i+ · · ·+ υ8 |Θ8i) (υ∗1hΘ1|+ · · ·+ υ∗8hΘ8|) . (3.56)
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Vamos calcular a matriz de densidade reduzida ρ̂(C),

ρ̂(C) = trABρ̂ =
X

a,b=0,1

ha, b|ρ̂|a, bi

= h0A, 0B|ρ̂|0A, 0Bi+ h1A, 0B|ρ̂|1A, 0Bi+ h1A, 1B|ρ̂|1A, 1Bi
+h0A, 1B|ρ̂|0A, 1Bi =

�
|ϑ000|2 + |ϑ100|2 + |ϑ110|2 + |ϑ010|2

�

× |0i h0|+ (ϑ000ϑ∗001 + ϑ100ϑ∗101 + ϑ010ϑ∗011 + ϑ010ϑ∗011) |0i h1|
+(ϑ001ϑ

∗
000 + ϑ101ϑ

∗
100 + ϑ111ϑ

∗
110 + ϑ011ϑ

∗
010) |1i h0|

+
�
|ϑ001|2 + |ϑ101|2 + |ϑ111|2 + |ϑ011|2

�
|1i h1| |1i h0|

= |υ1|2 |0i h0|+ υ1υ∗2 |0i h1|+ υ2υ∗1 |1i h0|+ |υ2|2 |1i h1|
+υ3υ

∗
3 |0i h0|+ υ3υ∗4 |0i h1|+ υ4υ∗3 |1i h0|+ |υ4|2 |1i h1|

+υ5υ
∗
5 |0i h0|+ υ5υ∗6 |0i h1|+ υ6υ∗5 |1i h0|+ |υ6|2 |1i h1|

+υ7υ
∗
7 |0i h0|+ υ7υ∗8 |0i h1|+ υ8υ∗7 |1i h0|+ |υ8|2 |1i h1|. (3.57)

Tomando em conta a Eq. (3.32), obtemos

ρ̂(C) =

 
ρ
(C)
11 ρ

(C)
12

ρ
(C)
21 ρ

(C)
22

!

, (3.58)

onde

ρ
(C)
11 = |ϑ000|2 + |ϑ100|2 + |ϑ110|2 + |ϑ010|2 = |υ1|2 + |υ3|2 + |υ5|2 + |υ7|2,
ρ
(C)
12 = ϑ000ϑ

∗
001 + ϑ100ϑ

∗
101 + ϑ010ϑ

∗
011 + ϑ010ϑ

∗
011 = υ1υ

∗
2 + υ3υ

∗
4 + υ5υ

∗
6 + υ7υ

∗
8,

ρ
(C)
21 = ϑ001ϑ

∗
000 + ϑ101ϑ

∗
100 + ϑ111ϑ

∗
110 + ϑ011ϑ

∗
010 = υ∗1υ2 + υ

∗
3υ4 + υ

∗
5υ6 + υ

∗
7υ8,

ρ
(C)
22 = |ϑ001|2 + |ϑ101|2 + |ϑ111|2 + |ϑ011|2 = |υ2|2 + |υ4|2 + |υ6|2 + |υ8|2 . (3.59)

3.6 Medidas do emaranhamento

3.6.1 Testemunhas de emaranhamento

Testemunhas de emaranhamento são observáveis (operadores) que nos per-
mitem detectar o emaranhamento. Existe o seguinte teorema dos Horodeckis
[43].
A matriz de densidade ρ̂ é emaranhada se, e somente se, existe um oper-

ador hermitiano Ŵ com as propriedades
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• Tr(Ŵ ρ̂) < 0
• Tr(Ŵ ρ̂sep) ≥ 0 para todos os estados separáveis ρ̂sep.
O operador Ŵ é chamado de testemunha de emaranhamento.

3.6.2 Medida de emaranhamento

É útil quantificar a quantidade de emaranhamento contida em um determi-
nado estado. Portanto, temos de definir uma medida de emaranhamento
apropriada. Assumimos um sistema bipartido com espaço de Hilbert H =
HA⊗HB, e dimHA = dimHB = d. Então: Uma medida de emaranhamento
é uma função E (ρ) que atribui a cada estado ρ̂ de um sistema bipartido di-
mensional finito um número real positivo E (ρ) ∈ R+. A medida de emaran-
hamento E (ρ) desaparece para estados separáveis, E

�
ρsep
�
= 0, e assume o

seu máximo em estados maximalmente emaranhados E (ρME) = log2 (d). Se
H = HA ⊗HB = C

2 ⊗ C2, então E (ρME) = 1.
A entropia de von Neumann de um estado ρ̂, definida por Eg. (3.11), pode

ser vista como uma "quantização"direta da entropia clássica de Shannon.
Um tipo da medida de emaranhamento foi oferecido por Charles H. Bennet
e coautores, em 1996, no trabalho [44]. Uma medida emaranhada E (Ψ) de
um estado puro |Ψi de um sistema bipartido é definida da seguinte forma:

E (Ψ) = S
�
ρ(A)

�
= S

�
ρ(B)

�
, (3.60)

onde S (ρA) é a entropia de von Neumann do operador estatístico reduzido
de um subsistema A ou B (pode-se verificar que eles são iguais). Usando a
definição (3.11), obtemos

E (Ψ) = −tr
�
ρ̂(A) log ρ̂(A)

�
= −tr

�
ρ̂(B) log ρ̂(B)

�
. (3.61)

No caso de um estado puro emaranhado, seus operadores estatísticos
reduzidos têm entropia quântica diferente de zero, ao passo que a entropia
do estado puro inicial é sempre zero.
Pela definição, um estado puro |Ψi de um sistema bipartido é maxi-

malmente emaranhado se seus operadores estatísticos reduzidos são propor-
cionais ao operador-identidade.
A entropia de von Neumann satisfaz todas as propriedades anteriormente

mencionadas e é o único candidato para uma medida de emaranhamento que
é fisicamente razoável.
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Vamos encontrar a entropia de von Neumann dos operadores estatísticos
reduzidos (3.43) usando eqs. (3.61),

E (Ψ) = −tr
�
ρ̂(A) ln ρ̂(A)

�
= −tr

�
ρ̂(B) ln ρ̂(B)

�
. (3.62)

De (3.43) resulta

ln ρ̂(A) =

�
lnλ1 0
0 lnλ2

�
. (3.63)

Então,

ρ̂(A) ln ρ̂(A) =

�
λ1 0
0 λ2

��
lnλ1 0
0 lnλ2

�
=

�
λ1 lnλ1 0
0 λ2 lnλ2

�
.

Finalmente,

E (Ψ) = −tr
�
ρ̂(A) ln ρ̂(A)

�
= −

X

i=1,2

λi lnλi

= −
�
|ϑ11|2 ln |ϑ11|2 + |ϑ22|2 ln |ϑ22|2

�
. (3.64)

Uma vez que λ1 + λ2 = |ϑ11|2 + |ϑ22|2 = 1 6= 0, a medida do emaranhamento
E (Ψ) não é igual a zero. E é igualmente positivo, pois ambos λ1 e λ2 são
inferiores a um (λ1, λ2 ≤ 1).
O emaranhamento é máximo se |ϑ11|2 = |ϑ22|2 = 1/2.

3.6.3 O cálculo de emaranhamento de sistema de dois

qubits em caso geral

Vamos calcular a medida do emaranhamento (3.61) usando expressões explic-
itas para operadores estatísticos reduzidos dos estados puros de um sistema
bipartido dados por Eqs. (3.47) e (3.48).
É possível encontrar os autovalores λ1 e λ2, e os autovetores P1 e P2 da
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matriz (3.47). O resultado é:

ρ̂(A)Pi = λiPi, i = 1, 2,

λ1 =
1

2

"

ρ
(A)
11 −

r

4ρ
(A)
12 ρ

(A)
21 +

�
ρ
(A)
11 − ρ

(A)
22

�2
+ ρ

(A)
22

#

,

λ2 =
1

2

"

ρ
(A)
11 +

r

4ρ
(A)
12 ρ

(A)
21 +

�
ρ
(A)
11 − ρ

(A)
22

�2
+ ρ

(A)
22

#

,

P1 =



 −
−ρ

(A)
11 +

r
4ρ
(A)
12 ρ

(A)
21 +

�
ρ
(A)
11 −ρ

(A)
22

�2
+ρ

(A)
22

2ρ
(A)
21

1



 ,

P2 =




ρ
(A)
11 +

r
4ρ
(A)
12 ρ

(A)
21 +

�
ρ
(A)
11 −ρ

(A)
22

�2
−ρ

(A)
22

2ρ
(A)
21

1



 . (3.65)

Uma simples verificação mostra

trρ̂(A) = ρ
(A)
11 + ρ

(A)
22 = λ1 + λ2.

Assim, encontramos

E (Ψ) = −tr
�
ρ̂(A) log2 ρ̂

(A)
�
= −

X

i=1,2

λi log2 λi

= − [z log2 z + (1− z) log2(1− z)] , (3.66)

onde

z =
1 + y

2
, y =

r�
ρ
(A)
11 − ρ

(A)
22

�2
+ 4

���ρ(A)12

���
2

. (3.67)

Expressando os elementos da matriz de densidade ρ(C)ab via coeficientes υi, i =
1, ..., 8 de acordo com Eqs. (3.56) e (3.57), obtemos

y =

q
(|υ1|2 + |υ2|2 − |υ4|2 − |υ3|2)2 + 4 |υ1υ∗3 + υ2υ∗4|2. (3.68)

Uma forma útil e construtiva para calcular a medida do emaranhamento
E (Ψ), dada pela equação (3.61), foi proposta no trabalho [46, 47]. Ela é
expressa por meio da chamada concorrência C (Ψ),

C (Ψ) =

�����

X

k

α2k

�����
, (3.69)
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onde αk são os coeficientes da decomposição do vetor de estado |Ψi de um
sistema bipartido com respeito à chamada base mágica |eki, k = 1, 2, 3, 4,
dada pelas equações (3.39),

|Ψi =
4X

k=1

αk|eki. (3.70)

Deve-se notar que, no caso geral, os coeficientes αk são números complexos
e entram na medida (3.69), ou seja, como números complexos, mas não o
seu módulo. Pode-se verificar que cada vetor da base de Bell e da base
mágica são emaranhados maximalmente. Dessa maneira, a quantidade de
concorrência C (Ψ) mostra como um estado puro |Ψi pode ser aproximado
por uma mistura de estados emaranhados maximalmente.
Assim, a medida de emaranhamento E (Ψ) é (detalhes desta prova podem

ser encontrados na Ref. [46, 47])

E (Ψ) = H (x) , com x =
1

2

�
1 +

√
1− C2

�
. (3.71)

Aqui, H (x) é a chamada função entropia binária,

H (x) = −x log2 (x)− (1− x) log2 (1− x) . (3.72)

Deve-se notar que existem outras características quantitativas da medida
de emaranhamento, veja Refs. [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55].

3.6.4 O emaranhamento do estado puro de três qubits

em caso geral

Aqui, vamos seguir o trabalho [56] na definição de uma medida de emaran-
hamento para o estado puro de três qubits. Seja

|Ψi =
X

i,j,k=0,1

ϑijk|ijki =
8X

s=1

υs |Θsi . (3.73)

e um estado puro, veja Eqs. (3.54) e (3.55).
De acordo com artigo [56], vamos definir o chamado emaranhamento

residual τABC como a medida de emaranhamento para o estado puro de
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três qubits,

τABC = 2
���
X

ϑijkϑi′j′mϑnpk′ϑn′p′m′ǫii′ǫjj′ǫkk′ǫmm′ǫnn′ǫpp′
���

= 4 |d1 − 2d2 + 4d3| , (3.74)

em que a primeira soma vai sobre todos os índices e onde

d1 = ϑ2000ϑ
2
111 + ϑ

2
001ϑ

2
110 + ϑ

2
010ϑ

2
101 + ϑ

2
100ϑ

2
011;

d2 = ϑ000ϑ111ϑ011ϑ100 + ϑ000ϑ111ϑ101ϑ010

+ϑ000ϑ111ϑ110ϑ001 + ϑ011ϑ100ϑ101ϑ010

+ϑ011ϑ100ϑ110ϑ001 + ϑ101ϑ010ϑ110ϑ001; (3.75)

d3 = ϑ000ϑ110ϑ101ϑ011 + ϑ111ϑ001ϑ010ϑ100 .

É possível provar que o emaranhamento residual é invariante sobre per-
mutação de todos os qubits,

τABC = τBAC = · · · = τCBA . (3.76)

Tentamos também, no caso considerado, usar a entropia de von Neumann
do operador estatístico reduzido ρ̂(C) (3.58) como uma medida no sistema de
três qubits. Usando Eqs. (3.65), (3.28) e (3.29), encontramos

E (Ψ) = −tr
�
ρ̂(C) log2 ρ̂

(C)
�
= −

X

i=1,2

λi log2 λi

= − [z log2 z + (1− z) log2(1− z)] , (3.77)

onde

z =
1 + y

2
, y =

r�
ρ
(C)
11 − ρ

(C)
22

�2
+ 4

���ρ(C)12

���
2

. (3.78)

Expressando os elementos da matriz densidade ρ(C)ab via coeficientes υi, i =
1, ..., 8, de acordo com Eqs. (3.58) e (3.59), obtemos

y =
h�
|υ1|2 + |υ3|2 + |υ5|2 + |υ7|2 − |υ2|2 − |υ4|2 − |υ6|2 − |υ8|2

�2

+4 |υ1υ∗2 + υ3υ∗4 + υ5υ∗6 + υ7υ∗8|2
�1/2

, (3.79)

onde

υ1 = ϑ000, υ2 = ϑ001, υ3 = ϑ010, υ4 = ϑ011,

υ5 = ϑ100, υ6 = ϑ101, υ7 = ϑ110, υ8 = ϑ111. (3.80)
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Capítulo 4

Emaranhamento em feixes de

fótons com frequências

diferentes

4.1 Emaranhamento em dois feixes de fótons

Para ilustrar a ideia proposta, consideramos o caso quando temos dois fótons
com frequências diferentes no estado inicial. Escolhemos dois fótons com fre-
quências κs1 e κs2 onde κs1 = κ0n e κs2 = κ0r, r, n ∈ N, r > n, κ0 = 2π/L =
2πρ1/3. Também consideramos o caso quando o parâmetro ǫ é pequeno. Por
isso, desprezamos termos da ordem o (ǫ) . Neste caso, podemos usar fórmulas
(2.65) para raízes rkλ e matrizes usλ,kλ′ .

4.1.1 Fótons com polarizações antiparalelas

Vamos considerar primeiro o vetor de estado (2.63) com apenas dois quase-
fótons, um do primeiro tipo, com frequência κr, e outro do segundo tipo, com
frequência κb, e com polarizações antiparalelas, que tomamos como λ1 = 2 e
λ2 = 1. Nesses vetores de estado Ns1,1 = Ns2,2 = 0 e Ns1,2 = Ns2,1 = 1, tal
que

Ψγ (↓, ↑) = c+s1,2c
+
s2,1
|0ic . (4.1)

Do ponto de vista dos quase-fótons, este é um estado separável. No en-
tanto, se um observador analisa esse estado por meio de ferramentas que reg-
istram fótons livres (para ser consistente, temos de supor que, na região onde
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tais medidas são realizadas, o campo magnético e a densidade de elétrons
são zero), ele/ela observaram um estado emaranhado de dois fótons livres. O
vetor de estado correspondente pode ser obtido a partir da eq. (4.1), expres-
sando todos os operadores de quase-fóton e vetores de vácuo, em termos das
correspondentes quantidades de fótons livres. Nesta análise, nós desprezamos
todos os termos da ordem o (ǫ). Nós podemos verificar facilmente que, nesta
aproximação, é meramente possível substituir o vácuo de quase-fóton |0ic
pelo correspondente vácuo de fóton livre |0i, as,λ |0i = 0, tal que

Ψγ (↓, ↑) = c+s1,2c
+
s2,1
|0ic ≃ c+s1,2c

+
s2,1
|0i . (4.2)

Os operadores c+s1,2 e c
+
s2,1

têm de ser expressos em termos dos operadores
de fótons livres usando transformações canônicas (2.58),

c+s1,2 =
X

s;λ=1,2

a+s,λusλ, c+s2,1 =
X

s;λ=1,2

a+s,λũsλ, usλ = usλ,s12, ũsλ = usλ,s21.

Dessa forma,
Ψγ (↓, ↑) ≃

X

s,s′,λ,λ′

usλũs′λ′a
+
s,λa

+
s′,λ′

|0i . (4.3)

Em seguida, podemos ver que, na aproximação sob consideração, nós
temos de desprezar termos da forma ukλũsλ′a

+
k,λa

+
s,λ′

, com k, s 6= s1, s2 e
k = s no lado direito da eq. (4.3). Assim, obtemos

Ψγ (↓, ↑) =
X

λ,λ′

[us1λũs2λ′ + us2λ′ ũs1λ] a
+
s1,λ

a+
s2,λ

′ |0i . (4.4)

Introduzindo a base computacional,

|(λ− 1) (λ′ − 1)i = a+s1,λa
+
s2,λ

′ |0i , |ϑ1i = |00i ,
|ϑ2i = |01i , |ϑ3i = |10i , |ϑ4i = |11i ,
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nós reescrevemos o vetor (4.4) como

Ψγ (↓, ↑) =
X

λ,λ′

[us1λũ2λ′ + u2λ′ ũs1λ] |(λ− 1) (λ′ − 1)i

=

4X

j=1

υj |ϑji ,
4X

i=1

|υi|2 = 1;

υ1 = us11ũs21 + us21ũs11 = us11,s12us21,s21 + us21,s12us11,s21,

υ2 = us11ũs22 + us22ũs11 = us11,s12us22,s21 + us22,s12us11,s21,

υ3 = us12ũs21 + us21ũs12 = us12,s12us21,s21 + us21,s12us12,s21,

υ4 = us12ũs22 + us22ũs12 = us12,s12us22,s21 + us22,s12us12,s21. (4.5)

A medida de emaranhamento do sistema em questão pode ser calculada
através da entropia da informação EI (Ψ) (a entropia de von Neumann com
a constante de Boltzmann é igual a 1/ ln 2) do operador densidade reduzida
ρ̂(1) do subsistema do primeiro fóton, de acordo com fórmulas (3.47) e (3.48)
[44]. Os mesmos resultados podem ser obtidos se calcularmos a entropia de
von Neumann do operador reduzido ρ̂(2) do subsistema do segundo fóton.
Então,

EI (Ψ) = −tr
�
ρ̂(1) log2 ρ̂

(1)
�
= −

X

a=1,2

λa log2 λa ,

ρ̂(1) = tr2ρ̂ , ρ̂ = |Ψγ (↓, ↑)ihΨγ (↓, ↑) , | (4.6)

onde λa, a = 1, 2, são os autovalores de ρ̂
(1). No que segue, nós chamaremos

EI (Ψ) a medida de informação. Os autovalores λa e a medida de informação
EE (Ψ) têm a seguinte forma

λa =
1

2

h
ρ
(1)
11 + ρ

(1)
22 + (−1)a y

i
, y =

+

r�
ρ
(1)
11 − ρ

(1)
22

�2
+ 4

���ρ(1)12
���
2

,

EI (Ψ) = −
1

ln 4

�
(1− y) ln

�
1− y

2

�
+ (1 + y) ln

�
1 + y

2

��
. (4.7)

Para obter a quantidade EI (Ψ) no nosso caso específico, usamos a forma
explícita (2.65) das matrizes u e das raízes rkλ para calcular as quantidades
υi. Sendo esses últimos

υ1 = −(a+ b), υ2 = −i(a− b), υ3 = −υ2, υ4 = υ1, (4.8)
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onde

a =
�√
κs2rs1,λ (rs1,λ − κs2)

√
κs1rs2,λ′ (rs2,λ′ − κs1)P

�−1
,

b =
�√
κs1rs1,λ (rs1,λ − κs1)

√
κs2rs2,λ′ (rs2,λ′ − κs2)P

�−1
,

P = 4

" 
2

�
r2s1,λ − κ2s1

�2 +
2

�
r2s1,λ − κ2s2

�2 −
ω

ǫr3s1,λ

!






2
�
r2
s2,λ

′ − κ2s1

�2 +
2

�
r2
s2,λ

′ − κ2s2

�2 +
ω

ǫr3
s2,λ

′











1/2

. (4.9)

Em seguida, obtemos a quantidade y da eq. (4.7) na aproximação em
questão, assim

y (↓, ↑) = 4
���a2 − b2

��� = 1− ǫΦ (↓, ↑) , 0 ≤ ǫΦ (↓, ↑) < 1,

Φ (↓, ↑) = ω

2

�
1

κs2 (ω − κs2)
2
− 1

κs1 (κs1 + ω)
2

�
. (4.10)

Avaliando o comportamento assintótico da medida de informaçãoEI (Ψγ (↑, ↓))
conforme ǫ→ 0 resulta

EI (Ψγ (↓, ↑)) =
Φ (↓, ↑)
2 ln 2

[ǫ (1− ln (Φ (↓, ↑) /2))− ǫ ln ǫ] . (4.11)

Nós calculamos a medida de emaranhamento para diferentes valores de
frequências do cíclotron ω = 0 ÷ 0.5THz atingíveis atualmente no labo-
ratório. Para este estudo, foram selecionadas as frequências angulares do
fóton, começando com a luz vermelha κs1 = 2500THz e a EI (Ψγ (↓, ↑)), cal-
culada como uma função de∆κ = κs2−κs1 , que varia do vermelho ao ultravi-
oleta. O resultado é mostrado na Figura 4.1, como um gráfico de superfície,
onde o gradiente de cor representa os valores da medida de emaranhamento.
Sabemos também que, para um estado qubit bipartido puro, é possível

identificar o emaranhamento avaliando a denominada medida de Schmidt
ES (Ψ) , que é o traço do quadrado dos operadores de densidade reduzida
[57],

ES (Ψ (↓, ↑)) = −tr
��
ρ̂(1)
�2�

= −
X

a=1,2

λ2a. (4.12)
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Figura 4.1: Medida de informação EI(Ψγ(↓, ↑)) como uma função de ω e ∆κ,
para ǫ = 0.1.

A medida de Schmidt pode ser considerada como uma alternativa à me-
dida de emaranhamento da informação. No caso em análise

ES (Ψγ (↓, ↑)) = 1−
��
ρ
(1)
11

�2
+
�
ρ
(1)
22

�2
+ 2

���ρ(1)12
���
2
�

= 1−
h
2
�
|υ1|2 + |υ2|2

�2
+ 8 |υ1υ2|2

i
= 1− 16

�
a4 + b4

�
= 2ǫΦ (↓, ↑) .

(4.13)

A medida de Schmidt calculada para os parâmetros escolhidos anteri-
ormente tem um comportamento bastante semelhante quanto à medida da
informação e é apresentado na Figura 4.2

4.1.2 Fótons com polarizações paralelas alinhadas ao

longo do campo magnético

Vamos reconsiderar estados (2.63), de novo, com dois quase-fótons, um do
primeiro tipo e outro de segundo tipo, mas com polarizações paralelas λ1 = 1
e λ2 = 1. Esse vetor de estado corresponde a Ns1,1 = Ns2,1 = 1 e Ns1,2 =
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Figura 4.2: Medida de Schmidt ES(Ψγ(↓, ↑)) como uma função de ω e ∆κ,
para ǫ = 0.1.

Ns2,2 = 0 e tem a forma

Ψγ (↑, ↑) = c+s1,1c
+
s2,1
|0ic . (4.14)

Empregando os mesmos argumentos que foram utilizados no caso de polar-
izações antiparalelas, obtemos para Ψγ (↑, ↑) representação (4.5) com

υ1 = us11,s11us21,s21 + us21,s11us11,s21, υ2 = us11,s11us22,s21 + us22,s11us11,s21,

υ3 = us12,s11us21,s21 + us21,s11us12,s21, υ4 = us12,s11us22,s21 + us22,s11us12,s21.
(4.15)

Utilizando a forma explícita das matrizes u da eq. (2.64) e as raízes quadradas
rkλ da eq. (2.65), calculamos as grandezas υi. Elas são

υ1 = a+ b, υ2 = −iυ1, υ3 = −iυ1, υ4 = −υ1, (4.16)
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onde

a =
�√
κs2rs1,λ (rs1,λ − κs2)

√
κs1rs2,λ (rs2,λ − κs1)P

�−1
,

b =
�√
κs1rs1,λ (rs1,λ − κs1)

√
κs2rs2,λ (rs2,λ − κs2)P

�−1
,

P = 4

" 
2�

r2s1,λ − κ2s1
�
2
+

2�
r2s1,λ − κ2s2

�
2
− ω

ǫr3s1,λ

!

 
2�

r2s2,λ − κ2s1
�
2
+

2�
r2s2,λ − κ2s2

�
2
− ω

ǫr3s2,λ

!#1/2
. (4.17)

Em seguida, obtemos a grandeza y

y =

q
4 |υ1iυ1 + (−iυ1) (−υ1)|2 = 4

��υ21
�� = 4

��(a+ b)2
�� = 1.

Podemos ver facilmente que, neste caso, tanto a informação quanto a medida
de emaranhamento de Schmidt do estado Ψγ (↑, ↑) são zero

EI(Ψγ (↑, ↑)) = 0, ES (Ψγ (↑, ↑)) = 0. (4.18)

O mesmo resultado se aplica para o estado

Ψγ (↓, ↓) = c+s1,2c
+
s2,2
|0ic (4.19)

com dois quase-fótons, um do primeiro tipo, e um outro do segundo tipo
e com polarizações paralelas direcionados contra o campo magnético, λ1 =
2, λ2 = 2,

EI(Ψγ (↓, ↓)) = ES (Ψγ (↓, ↓)) = 0. (4.20)

4.2 Emaranhamento em três feixes de fótons

Considere, agora, o vetor de estado (2.63) com três quase-fótons com difer-
entes frequências. Supomos que o quase-fóton de primeiro tipo e o quase-
fóton de segundo tipo têm polarizações antiparalelas, que tomaremos como
λ1 = 2 e λ2 = 1, ao passo que a polarização do quase-fóton de terceiro tipo é
paralelo à polarização do quase-fóton do segundo tipo, tal que λ3 = 1. Esse
vetor de estado satisfaz N1,1 = N2,2 = N3,2 = 0 e N1,2 = N2,1 = N3,1 = 1 e
tem a forma

Ψγ (↓, ↑, ↑) = c+1,2c
+
2,1c

+
3,1 |0ic , |0ic = |01ic ⊗ |02ic ⊗ |03ic . (4.21)
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Do ponto de vista dos quase-fótons, este é um estado separável. No en-
tanto, se um observador analisa esse estado por meio de ferramentas que reg-
istram fótons livres (para ser consistente, temos de supor que, na região onde
tais medidas são realizadas, o campo magnético e a densidade de elétrons
são zero), ele/ela observaram um estado emaranhado de três fótons livres.
O vetor de estado correspondente pode ser obtido a partir da eq. (4.21),
expressando todos os operadores de quase-fóton e vetores de vácuo, em ter-
mos das correspondentes quantidades de fótons livres. Nesta análise, nós
desprezamos todos os termos da ordem o (ǫ). Podemos, facilmente, veri-
ficar que, nesta aproximação, é meramente possível substituir o vácuo de
quase-fóton |0sic pelo correspondente vácuo de fóton livre |0is, as,λ |0si = 0,
s = 1, 2, 3, de modo que

Ψγ (↓, ↑, ↑) = c+1,2c
+
2,1c

+
3,1 |0ic ≃ c+1,2c

+
2,1c

+
3,1 |0i , |0i = |01i⊗|02i⊗|03i . (4.22)

Os operadores c+1,2, c
+
2,1 e c

+
3,1 têm que ser expressos em termos dos op-

eradores de fótons livres usando transformações canônicas (2.58), derivados
para o caso de três fótons,

c+1,2 =
3X

s=1

X

λ=1,2

a+s,λusλ, usλ = usλ,12 ,

c+2,1 =
3X

s=1

X

λ=1,2

a+s,λũsλ, ũsλ = usλ,21 ,

c+3,1 =

3X

s=1

X

λ=1,2

a+s,λŭsλ, ŭsλ = usλ,31 .

Em seguida, podemos ver que, na aproximação em análise, nós temos de
desprezar termos da forma a+s,λa

+
s,λ′
a+
s′′,λ′′

e assim por diante no lado direito
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da eq. (4.22). Dessa forma, obtemos

Ψγ (↓, ↑, ↑) ≃
X

s,s′,λ,λ′

usλũs′λ′ ŭs′′λ′′a
+
s,λa

+
s′,λ′

a+
s′′,λ′′

|0i

=
X

λ,λ′

h
u1λũ2λ′ ŭ3λ′′a

+
1,λa

+
2,λ′
a+
3,λ′′

+ u1λũ3λ′ ŭ2λ′′a
+
1,λa

+
3,λ′
a+
2,λ′′

+ u2λũ1λ′ ŭ3λ′′a
+
2,λa

+
1,λ′
a+
3,λ′′

+u2λũ3λ′ ŭ1λ′′a
+
1,λ′′

a+2,λa
+
3,λ′
+ u3λũ2λ′ ŭ1λ′′a

+
3,λa

+
2,λ′
a+
1,λ′′

+ u3λũ1λ′ ŭ2λ′′a
+
3,λa

+
1,λ′
a+
2,λ′′

i
|0i

=
X

λ,λ′

[u1λũ2λ′ ŭ3λ′′ + u1λũ3λ′′ ŭ2λ′ + u2λ′ ũ1λŭ3λ′′ + u2λ′ ũ3λ′′ ŭ1λ

+u3λ′′ ũ2λ′ ŭ1λ + u3λ′′ ũ1λŭ2λ′ ] a
+
1,λa

+
2,λ′
a+
3,λ′′

|0i . (4.23)

Introduzindo a base computacional (3.54),

|(λ− 1) (λ′ − 1) (λ′′ − 1)i = a+1,λa
+
2,λ′
a+
3,λ′′

|0i ,
|Θ1i = |000i =⇒ λ = λ′ = λ′′ = 1, |Θ2i = |001i =⇒ λ = λ′ = 1, λ′′ = 2,

|Θ3i = |010i =⇒ λ = λ′′ = 1, λ′ = 2, |Θ4i = |011i =⇒ λ = 1, λ′ = λ′′ = 2,

|Θ5i = |100i =⇒ λ = 2, λ′ = λ′′ = 1, |Θ6i = |101i =⇒ λ = 2, λ′ = 1, λ′′ = 2,

|Θ7i = |110i =⇒ λ = λ′ = 2, λ′′ = 1, |Θ8i = |1111i =⇒ λ = λ′ = λ′′ = 2.

nós reescrevemos o vetor (4.23) como

Ψγ (↓, ↑, ↑) =
8X

s=1

υs |Θsi , (4.24)

onde

υ1 = f (1, 1, 1) , υ2 = f (1, 1, 2) , υ3 = f (1, 2, 1) , υ4 = f (1, 2, 2) ,

υ5 = f (2, 1, 1) , υ6 = f (2, 1, 2) , υ7 = f (2, 2, 1) , υ8 = f (2, 2, 2) ,

f (λ, λ′, λ′′) = u1λũ2λ′ ŭ3λ′′ + u1λũ3λ′′ ŭ2λ′ + u2λ′ ũ1λŭ3λ′′ (4.25)

+u2λ′ ũ3λ′′ ŭ1λ + u3λ′′ ũ2λ′ ŭ1λ + u3λ′′ ũ1λŭ2λ′ .

Um operador estatístico que corresponde ao estado puro (4.25) pode ser
escrito como

ρ̂γ (↓, ↑, ↑) =
 

8X

s=1

υs |Θsi
! 

8X

r=1

υ∗rhΘr|
!

. (4.26)
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Vamos calcular emaranhamento residual τABC como, veja Eq. (3.74),

τABC = 2
���
X

ϑijkϑi′j′mϑnpk′ϑn′p′m′ǫii′ǫjj′ǫkk′ǫmm′ǫnn′ǫpp′
��� (4.27)

= 4 |d1 − 2d2 + 4d3| ,

onde coeficientes dµ são dados por Eq.(3.75) ou

d1 = υ21υ
2
8 + υ

2
2υ
2
7 + υ

2
3υ
2
6 + υ

2
4υ
2
5;

d2 = υ1υ4υ5υ8 + υ1υ3υ6υ8 + υ1υ2υ7υ8 + υ3υ4υ5υ6

+υ2υ4υ5υ7 + υ2υ3υ6υ7; d3 = υ1υ4υ6υ7 + υ2υ3υ5υ8 . (4.28)

Também temos relações

υ1 = f (1, 1, 1) = ϑ000, υ2 = f (1, 1, 2) = ϑ001, υ3 = f (1, 2, 1) = ϑ010,

υ4 = f (1, 2, 2) = ϑ011, υ5 = f (2, 1, 1) = ϑ100, υ6 = f (2, 1, 2) = ϑ101,

υ7 = f (2, 2, 1) = ϑ110, υ8 = f (2, 2, 2) = ϑ111,

f (λ, λ′, λ′′) = u1λũ2λ′ ŭ3λ′′ + u1λũ3λ′′ ŭ2λ′ + u2λ′ ũ1λŭ3λ′′

+u2λ′ ũ3λ′′ ŭ1λ + u3λ′′ ũ2λ′ ŭ1λ + u3λ′′ ũ1λŭ2λ′ . (4.29)

Usando expansão de raízes (2.65) em primeira ordem de ǫ como

r1,2 = κ1 + ǫκ1,2, r2,1 = κ2 + ǫκ2,1, r3,1 = κ3 + ǫκ3,1 , (4.30)

achamos que coeficientes υi têm forma

υ1 = −a− b, υ2 = ia+ ib, υ3 = ia+ ib, υ4 = a+ b,

υ5 = −ia− ib, υ6 = −a− b, υ7 = −a− b, υ8 = ia+ ib,

a =
1

2
√
2
, b =

ωǫ
�
κ1κ2κ

2
3,1 − κ2κ3κ

2
1,2 + κ1κ3κ

2
2,1

�

2
√
2

. (4.31)

Usando fórmulas (3.75) (3.80) e relações (4.31) entre coeficientes υi, obte-
mos em primeira ordem de ǫ que emaranhamento residual τABC é zero,

EI (Ψγ (↓, ↑, ↑)) = τABC = 0. (4.32)

Vamos encontrar as expansões das quantidades υi ate segunda ordem de
ǫ. Para este efeito, é suficiente calcular as raízes ri ate primeira ordem de ǫ.
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Assim, obtemos:

υ1 = −D +
c2

2
√
2
ǫ2, D =

(1 + bǫ− c1ǫ
2)

2
√
2

,

b = ω
�
−κ21,2κ−11 + κ22,1κ

−1
2 + κ23,1κ

−1
3

�
, c1 =

c11 + κ
2
2c12

κ21κ
2
2

,

c11 = 16κ
2
1κ
4
2

��
κ21 − κ22

�−2
+
�
κ22 − κ23

�−2�
κ22,1

+κ21κ
2
2,1

�
−1 + 16ωκ2,1 − 12ω2κ22,1

�
− 8κ1κ2ω2κ22,1κ−13

�
κ1κ

2
3,1 − κ3κ

2
1,2

�
,

c12 = κ21κ
2
3,1κ

−2
3

h
−1 + 16κ43

��
κ21 − κ23

�−2
+
�
κ22 − κ23

�−2�
+ 16ωκ3,1 − 12ω2κ23,1

i

+κ21,2

h
−1 + 16κ41

��
κ21 − κ22

�−2
+
�
κ21 − κ23

�−2�
+ 8ω2κ1κ

2
3,1κ

−1
3

i

−16ωκ31,2 − 12ω2κ41,2,
c2 = 8

�
κ1,2κ2,1 (κ1 − κ2)

−2 + κ1,2κ3,1 (κ1 − κ3)
−2 + κ2,1κ3,1 (κ2 − κ3)

−2� , (4.33)

e

υ2 = i

�
D − B2

2
√
2
ǫ2
�
, υ3 = i

�
D − B3

2
√
2
ǫ2
�
,

υ4 = D +
B4

2
√
2
ǫ2, υ5 = −iυ4, υ6 = iυ3, υ7 = iυ2, υ8 = −iυ1,(4.34)

onde

B2 = c2−
16κ1,2κ3,1
(κ1 − κ3) 2

, B3 = c2−
16κ1,2κ2,1
(κ1 − κ2) 2

, B4 = c2−
16κ2,1κ3,1
(κ2 − κ3) 2

. (4.35)

Após tomar em conta as expressões acima, obtemos exatamente que o
emaranhamento residual τABC é zero de novo,

τABC =
M

65536

�
32 + 4bǫ−Nǫ2

�
ǫ6 ≡ 0, (4.36)

N = (4c1 + c2 +B2 +B3 −B4) , M = c32 − c22(B2 +B3 −B4)

−c2
�
B2
2 − 2B2(B3 −B4) + (B3 +B4)

2
�

+B3
2 +B

2
2(B4 −B3)−B2(B3 +B4)

2 + (B3 −B4)(B3 +B4)
2.
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Capítulo 5

Conclusões

1. Nesta tese, foi proposta uma experiência de uma possível reprodução de
um emaranhamento quântico de feixes de fótons com diferentes frequências,
movendo-se em uma mesma direção, controlado por meio de um campo mag-
nético externo. Nessa experiência, a interação entre o campo magnético e
fótons é realizada por intermédio de elétrons, que interagem tanto com os
fótons quanto com o campo magnético externo.
2. Foi desenvolvida uma teoria que descreve processos físicos nessa ex-

periência. Em primeiro lugar, resolvendo uma equação de Dirac modificada,
derivamos estados quânticos do sistema de fótons, em movimentos parale-
los, interagindo com o gás dos elétrons relativísticos, sujeitos à ação de
um campo magnético. Esses estados podem ser apresentados em termos
dos quase-elétrons e quase-fótons, já não interagindo entre si. Para achar o
emaranhamento em sistema de dois fótons, com frequências diferentes, pre-
cisamos analisar um estado de dois quase-fótons, em termos de fótons livres.
A mesma análise foi feita para um sistema de três quase-fótons.
3. Derivamos medidas de emaranhamento de informação e de Schmidt

para um sistema geral de dois qubits, e a medida residual para um sistema
geral de três qubits.
4. Usando a informação obtida da análise dos sistemas de dois e de três

quase-fótons, calculamos medidas de emaranhamento nesses casos. Acontece
que a medida residual para um sistema de três fótons é zero na aproximação
ate de oitavo ordem no parâmetro pequeno que nos usamos na consideração.
5. Criamos um programa para cálculo numérico através do qual construí-

mos gráficos de dependência das medidas de emaranhamentos em feixes de
dois fótons.
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6. Em geral, o emaranhamento aumenta com o crescimento do campo
magnético. Note-se que não consideramos os casos de ressonância, onde a
frequência do cíclotron se aproxima das frequências de fótons. Obviamente, o
emaranhamento depende dos parâmetros que especificam o meio do elétron,
tais como a densidade e a energia, e o impulso dos elétrons. Não estudamos
essa dependência, essas características foram fixadas pela escolha natural de
um pequeno parâmetro em nossos cálculos.
7. Os resultados obtidos nos permitem ver como a medida de emaran-

hamento depende dos parâmetros, que caracterizam o sistema em questão.
Por exemplo, se ambas as polarizações dos fótons coincidem, então, nenhum
emaranhamento ocorre. O emaranhamento ocorre apenas se as polarizações
do fóton forem opostas.
8. Entendemos que o nosso estudo é baseado em soluções exatas do prob-

lema modelo - o elétron interagindo com um campo quantizado de dois fótons
e um campo magnético uniforme constante. Em primeiro lugar, o campo
magnético uniforme e constante é uma idealização que não pode ser real-
izada experimentalmente. No entanto, essa idealização nos permite soluções
exatas, que são frequentemente usadas em QED. Às vezes, é possível veri-
ficar que os processos espaço-temporais locais não dependem essencialmente
do comportamento assintótico do campo externo. Mais resultados realistas
poderiam ser obtidos se os campos magnéticos utilizados desaparecessem no
infinito do espaço-tempo.
9. No cálculo da medida de emaranhamento, também temos utilizado

a aproximação de primeira ordem no parâmetro ǫ, supondo que é pequeno,
ǫ ∼ 0.1. De fato, isso impõe restrições à densidade de elétrons ρ e à integral
de movimento Λ que caracteriza o elétron. No entanto, essa aproximação
foi suficiente para o nosso estudo preliminar semi-qualitativo do problema.
Todas as aproximações mencionadas anteriormente teriam de ser cuidadosa-
mente avaliadas, a fim de que os números reais para a eventual realização
experimental do emaranhamento controlado de fótons por um campo mag-
nético possam ser extraídos.
10. Por fim, ressaltamos que o objetivo principal do nosso estudo foi

demonstrar a possibilidade de emaranhar feixes de fótons com a ajuda de um
campo magnético externo. Em contraste com as possibilidades bem conheci-
das de se fazer isso usando dispositivos de cristais, a presente forma permite
mudar facilmente e de maneira contínua a medida de emaranhamento. Não
discutimos, nesta tese, como se pode fazer experimentalmente a medida de
emaranhamento. Esse é um importante problema geral, que, no entanto,
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está fora do escopo do nosso estudo. Cada caso específico exige esforços
significativos para realizar os experimentos. Resultados importantes, nesse
sentido, podem ser encontrados em referências. [20, 21, 22, 23]. A descrição
de alguns experimentos que usam métodos de NMR e que permitem detectar
emaranhamento quântico pode ser encontrada no livro [17].
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Apêndice A

Notações

As coordenadas do espaço de Minkowski em 3 + 1 dimensões são indicadas
pela

x = (xµ) =
�
x0, xi

�
, µ = 0, 1, 2, 3 , i = 1, 2, 3 .

Nós escrevemos, às vezes, (definindo c = 1)

x0 = t , x1 = x , x2 = y , x3 = z , r =
�
xi
�
= (x, y, z) , x = (t, r) .

Adicionalmente,

dx = dx0dx1dx2dx3 = dx0dr , dr = dx1dx2dx3 .

Vetores em três dimensões são indicados por letras em negrito.
Os índices vetoriais e tensoriais Gregos assumem valores 0,1, 2, 3 e índices

Latinos assumem valores 1, 2, 3. A convenção do somatório sobre índices e
expoentes repetidos é sempre assumida, a não ser que de outra forma explici-
tamente indicada. A métrica no plano do espaço-tempo é determinada pelos
tensores de Minkowski ηµν = diag(1,−1,−1,−1) , onde, e.g.

diag (a, b) =

�
a 0
0 b

�
.

Quatro vetores contravariantes e covariantes são representados na forma

aµ =
�
a0, ai

�
=
�
a0, a

�
, a =

�
ai
�
, a1 = ax, a

2 = ay, a
3 = az ,

aµ = ηµνa
ν , aµ = ηµνaν .
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Por meio de i , j , e k, denotamos três vetores unitários ortogonais entre
si, ao longo dos eixos x, y, e z, respectivamente. Algumas vezes, i = e1, j =
e2, k = e3. Em seguida

r = xi+ yj+ zk = xiei , a = axi+ ayj+ azk = aiei .

As notações do tipo γp = γµpµ são usadas em tudo.
Produtos escalares de três e quatro vetores são

(ab) = aibi = −aibi = −aibi , a2 = (aa)=
�
ai
�2
,

ab = aµbµ = ηµνa
µbν = a0b0 − (ab) , a2 = aµaµ =

�
a0
�2 − a2 .

O produto vetorial de três vetores a e b é definido como

c = [a× b] =⇒ ci = ǫijkajbk ,

onde ǫijk = −ǫijk é o tensor de Levi-Civita totalmente antissimétrico em 3
dimensões com a normalização ǫ123 = 1.
A linha de uma matrizM é denotada pelo índice que está situado do lado

esquerdo, e a coluna é denotada pelo índice que está situado do lado direito.
Essa combinação não depende da natureza dos índices, sejam eles covariantes
ou contravariantes. Por exemplo, µ é uma linha e ν é uma coluna de uma
matriz M em todos os casos a seguir

Mµ
ν , Mµ

ν , Mµν , M
µν .

Nós, geralmente, denotamos por I a matriz unitária 2×2, e por I a matriz
unitária 4 × 4, e δij , i, j = 1, 2, 3, é o delta de Kronecker em 3 dimensões,
enquanto que δνµ é o delta de Kronecker em 3 + 1 dimensões.
As matrizes de Pauli σ = (σx, σy, σz) são

σx =

�
0 1
1 0

�
, σy =

�
0 −i
i 0

�
, σz =

�
1 0
0 −1

�
.

Se A é uma matriz, então A∗, AT , e A+ = A∗T , são usados para denotar o
complexo conjugado, o transposto, e o adjunto Hermitiano respectivamente.
Uma sobrelinha denota a conjugação complexa exceto quando indicado.

Algumas vezes a conjugação complexa é denotada por ∗ também.
Derivadas parciais:

∂A

∂xµ
= ∂µA = A,µ ,

∂

∂t
= ∂t = ∂0 , ∂1 = ∂x , ∂2 = ∂y , ∂3 = ∂z .
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O operador ∇, o Laplaciano △ , e d’Alembertiano � são definidas da
seguinte forma

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
= ei∂i = (∂i) = (∂x, ∂y, ∂z) ,

△ =∇2 = ∂2i , � = ∂µ∂
µ = ∂20 −△ .

Além disso:

div a =(∇a) = ∂ia
i = ∂xax + ∂yay + ∂zaz , rot a = [∇× a],

gradϕ =∇ϕ = i
∂ϕ

∂x
+ j

∂ϕ

∂y
+ k

∂ϕ

∂z
= ei∂iϕ .

Estaremos usando todo o sistema especial de unidades, onde ~ = c = 1
e a lei de Coulomb toma a forma F = e1e2/4πr

2 (supõe-se que e é uma
carga algébrica de uma partícula, para um elétron e < 0). Chamamos isso
de sistema de Heaviside, seguindo a convenção.
As seguintes abreviaturas e notações são utilizadas:

• QED : eletrodinâmica quântica
• QM : mecânica quântica

• I : a matriz unitária 2× 2 e I é a matriz unitária 4× 4
• N = {1, 2, ...}: o conjunto dos números naturais
• Z = {0,±1, ...}: o conjunto dos inteiros
• Z+ = {0, 1, 2, ...}: o conjunto dos inteiros positivos
• R = (−∞,∞): o conjunto de todos os números reais, o eixo real
• Rn: o espaço linear real n-dimensional, o conjunto de todos os
reais n-tuplas (x1, ..., xn)

• C: o conjunto de todos os números complexos, o plano complexo
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Apêndice B

Anexos

B.1 Programa para cálculo numérico emMat-

lab

format long E

n=100;

m=100;

% physical constants in CGS

mG = 9.109 * 10^(-28);

eG = 4.803 * 10^(-10);

hbar = 1.055 * 10^(-27);

cG = 2.998 * 10^10;

% small parameter fixed

mH = mG * cG / hbar;

np = mH;

ep = 0.1;

% red light frequencyand violet freq

k1 = 2 * pi * 4 * 10^14 /cG;

k2f = 2 * pi * 40 * 10^14 /cG;

stepi=(k2f - k1)/n;

Bmax = 1;

eBmax = eG * Bmax /(cG*hbar);

omMax = eBmax/cG;

stepj = omMax/m;

delta=zeros(1,n);%parameter d
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om=zeros(1,m);%campo

% \Phi and y

P=zeros(1,m);

Ent=zeros(m,n); % aprox

Eschm=zeros(m,n); % aprox

y=zeros(m,n);

E=zeros(m,n); % formula with logarithms

yant=zeros(m,n);

aant=zeros(m,n);

bant=zeros(m,n);

podkvad1=zeros(m,n);podkvad2=zeros(m,n);

Pag=zeros(1,m);

Entag=zeros(m,n);

yag=zeros(m,n);

Eag=zeros(m,n);

z=zeros(m,n);

zag=zeros(m,n);

r11=zeros(m,n);

r22=zeros(m,n);

for i=1:n % photon wave number sweep

delta(i) = i * stepi;

k2 = k1+delta(i);

for j=1:m % magnetic field sweep

om(j) = j * stepj;

% parallel polarization against field

Pag(j) = om(j) * ( om(j)^2 * (k2 + k1) - 2*om(j)*(k1^2+k2^2) + (k1^3+k2^3) ) /...

( 2*k1*k2* (om(j)-k1)^2 *(om(j)-k2)^2);

Entag(j,i) = ep*(Pag(j)-Pag(j)*log(ep)-Pag(j)*log(Pag(j)/2)/ (2*log(2)));

yag(j,i) = 1 - ep * Pag(j);

zag(j,i)= (1+yag(j,i))/2;

Eag(j,i) = -(zag(j,i)* log(zag(j,i)) + (1-zag(j,i))* log(1-zag(j,i)))/log(2);

% antiparallel photon polarization

% calculate roots of 5th order equation

% r11(j,i) = k1 + (2*k1^3 - k1*(k1^2 + k2^2))*ep /...

% ( 5*k1^4 + k1^2*k2^2 + 3*k1^2*(-k1^2-k2^2) + 4*k1^3*om(j)+2*k1 *(-k1^2*om(j)-k2^2*om(j))

) ;

% r22(j,i) = k2 + (2*k2^3 - k2*(k1^2 + k2^2))*ep /...
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% ( 5*k2^4 + k1^2*k2^2 + 3*k2^2*(-k1^2-k2^2) - 4*k2^3*om(j)+2*k2 *(k1^2*om(j)+k2^2*om(j))

) ;

r11(j,i) = k1 + ep /...

(2*k1 + 2*om(j)) ;

r22(j,i) = k2 + ep /...

(2*k2 - 2*om(j) ) ;

% calculate a and b which compose wave function coefficients

podkvad1(j,i) = 2/(r11(j,i)^2-k1^2)^2 + 2/(r11(j,i)^2-k2^2)^2 - om(j) / ( ep * r11(j,i)^3 );

podkvad2(j,i) = 2/(r22(j,i)^2-k1^2)^2 + 2/(r22(j,i)^2-k2^2)^2 + om(j) / ( ep * r22(j,i)^3 );

aant(j,i) = ( sqrt(r11(j,i)/k2) + sqrt(k2/r11(j,i)) ) * ( sqrt(r22(j,i)/k1) + sqrt(k1/r22(j,i)) ) /...

( 4 * (r11(j,i)^2 - k2^2) * (r22(j,i)^2-k1^2) *...

sqrt( podkvad1(j,i) ) *...

sqrt( podkvad2(j,i) ) );

bant(j,i) = ( sqrt(r11(j,i)/k1) + sqrt(k1/r11(j,i)) ) * ( sqrt(r22(j,i)/k2) + sqrt(k2/r22(j,i)) ) /...

( 4 * (r11(j,i)^2 - k1^2) * (r22(j,i)^2-k2^2) *...

sqrt( podkvad1(j,i) ) *...

sqrt( podkvad2(j,i) ) );

%calculate y for comparission

yant(j,i) = 4 *abs(aant(j,i)^2 - bant(j,i)^2);

%calculate y in first approximation

P(j) = om(j)/2*( -1/((om(j)+k2)^2*k2) + 1/((om(j)-k1)^2*k1));

Ent(j,i) = ep *(P(j)-P(j)*log(ep)-P(j)*log(P(j)/2) / (2*log(2)));

Eschm(j,i) = ep*2*P(j);

y(j,i) = 1 - ep * P(j);

z(j,i)= (1+y(j,i))/2;

E(j,i) = -(z(j,i)* log(z(j,i)) + (1-z(j,i))* log(1-z(j,i)))/log(2);

end

end

save(’AgainstEntropia’, ’Entag’);

save(’Entropia’, ’Ent’);

% yant

% y

% figure(21)

% surfc(delta, om, Entag)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’E (\Psi_\gamma(\downarrow,\downarrow))’,’FontSize’,12)
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% title(’\it{Entanglement measure for parallel photon polarizations, against field}’,’FontSize’,12)

% figure(22)

% surfc(delta, om, Eag)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’E (\Psi_\gamma(\uparrow,\downarrow))’,’FontSize’,12)

% title(’\it{Entanglement measure for parallel photon polarizations, against field}’,’FontSize’,12)

% figure(11)

% plot(om, P, om,Pag)

% xlabel(’\omega’,’FontSize’,16)

% ylabel(’\Phi_{antiparal} , \Phi_{II}’,’FontSize’,16,’FontAngle’ , ’italic’)

% title(’\it{antiparallel e against the field polarizations}’,’FontSize’,12)

%

% figure(12)

% surfc(delta, om, aant)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’y’,’FontSize’,12)

% title(’\it{a for antiparallel photon polarizations}’,’FontSize’,12)

%

% figure(13)

% surfc(delta, om, bant)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’y’,’FontSize’,12)

% title(’\it{b for antiparallel photon polarizations}’,’FontSize’,12)

%

% figure(14)

% surfc(delta, om, podkvad1)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’podkvad’,’FontSize’,12)

% title(’\it{podkvad1 for antiparallel photon polarizations}’,’FontSize’,12)

% figure(15)
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% surfc(delta, om, podkvad2)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’podkvad’,’FontSize’,12)

% title(’\it{podkvad2 for antiparallel photon polarizations}’,’FontSize’,12)

% figure(16)

% surfc(delta, om, r11)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’y’,’FontSize’,12)

% title(’\it{r11 for antiparallel photon polarizations}’,’FontSize’,12)

% figure(17)

% surfc(delta, om, r22)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’y’,’FontSize’,12)

% title(’\it{r22 for antiparallel photon polarizations}’,’FontSize’,12)

figure(18)

surfc(delta, om, Ent)

shading flat;

xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

zlabel(’\it{E_I} (\Psi_\gamma(\downarrow,\uparrow))’,’FontSize’,12)

title(’\it{Information measure for antiparallel photon polarization}’,’FontSize’,12)

figure(19)

surfc(delta, om, Eschm)

shading flat;

xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

zlabel(’\it{E_S}(\Psi_\gamma(\downarrow,\uparrow))’,’FontSize’,12)

title(’\it{Schmidt measure for antiparallel photon polarization}’,’FontSize’,12)

% axis([0 2E5 0 20 -1E-14 1E-14])

% figure(31)

% surfc(delta, om, Ent-Entag)

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)
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% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’E (\Psi_\gamma(\downarrow,\uparrow)) - E (\Psi_\gamma(\downarrow,\downarrow))’,’FontSize’,12)

% title(’\it{Difference between antiparallel and parallel polarization cases}’,’FontSize’,12)

% shading flat;

% figure(22)

% surfc(delta, om, yant)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’yant’,’FontSize’,12)

% title(’\it{yant for antiparallel photon polarizations}’,’FontSize’,12)

%

% figure(23)

% surfc(delta, om, podkvad)

% shading flat;

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% zlabel(’podkvad’,’FontSize’,12)

% title(’\it{podkvad for antiparallel photon polarizations}’,’FontSize’,12)

% figure(8)

% [C,h] = contourf(delta, om ,Ent-Entag);colormap jet

% % figure(7)

% % [C,h] = contourf(d,om,E-Eag);

% %set(h,’ShowText’,’on’,’TextStep’,get(h,’LevelStep’)*1)

% xlabel(’\it{\Delta \kappa (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% ylabel(’\it{\omega (cm^{-1})}’,’FontSize’,12)

% title(’\it{Difference between antiparallel and parallel polarization cases}’,’FontSize’,12)

% grid on
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B.2 Caso de dois fótons no Mathematica
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B.3 Caso de três fótons no Mathematica
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