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“The Scientist does mot study nature because it is
useful to do so. He studies it because he takes pleasure in
it; and he takes pleasure in it because it is beautiful. If
nature were not beautiful, it would not be worth knowing
and life would not be worth living... I mean the intimate
beauty which comes from the harmonious order of its parts

and which a pure intelligence can grasp.”

(Fonte: S. Chandrasekhar, “Beauty and the quest for beauty
in science”, Physics Today, December 2010. Tradugao de um

texto de Henri Poincaré, em “Science et méthode”.)
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Resumo

Estudamos nesta tese trés sistemas desordenados distintos das areas de vidros de spins
e fluidos complexos, por meio de modelos estatisticos no contexto da aproximacao de
campo médio. Analisamos os efeitos da inclusdo de graus de liberdade elasticos sobre
o diagrama de fases do modelo de Sherrington-Kirkpatrick, que é a versao de campo
médio de um modelo popular de vidros de spins, paradigmas de sistemas com desordem
temperada. Analisamos em seguida alguns problemas tipicos da fisica dos fluidos com-
plexos. Investigamos o diagrama de fases de um modelo de Maier-Saupe (MS), que é
uma espécie de arquétipo das transicoes nematicas, numa versao de rede muito simples,
denominada modelo de Maier-Saupe-Zwanzig (MSZ), com a introdu¢ao de uma variavel
binaria de desordem para representar uma mistura de discos e cilindros. Mostramos que
o aparecimento de uma fase nematica biaxial, termodinamicamente estavel, que tem sido
intensamente procurada na literatura, depende da forma de tratamento das variaveis de
desordem. Finalmente, utilizamos o modelo MSZ, na presenca de termos elasticos nao
lineares e de elementos de desordem, a fim de reproduzir diversas caracteristicas do com-
portamento termodinamico dos elastomeros nematicos, novos materiais poliméricos, com
propriedades dos cristais liquidos nematicos e das borrachas, tema de grande interesse na

fisica da matéria mole.
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Abstract

We study three distinct disordered systems in the areas of spin glasses and complex
fluids, by means of mean-field statistical models. We first analyze the effects of compress-
ibility on the phase diagram of the Sherrington-Kirkpatrick model, a mean-field version
of a popular model of spin glasses, which are paradigmatic examples of systems with
quenched disorder. We then analyze some typical problems in the area of physics of com-
plex fluids. We investigate the phase diagram of a Maier-Saupe model (MS), which is a
sort of archetype of nematic transitions, in a simple lattice version called Maier-Saupe-
Zwanzig model (MSZ), with the introduction of a binary variable of disorder to mimic
a mixture of rod-like and plate-like mesogens. We show that the emergence of a stable
nematic biaxial phase, which has been intensely pursued in the literature, depends on
the form of treatment of the disorder variables. Finally, we use the MSZ model, in the
presence of non-linear elastic terms and elements of disorder, to reproduce several aspects
of the thermodynamic behavior of nematic elastomers, new polymeric materials with the
properties of liquid crystals and rubber, and of great importance in the area of soft-matter

physics.
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Prefacio

Parece-me que qualquer obra literaria com mais de cem paginas merece uma explicacao
menos técnica sobre a organizacao e a estrutura do texto. A comecar, gostaria que meu
titulo nao causasse a mesma impressao pedante que me causa o titulo do classico de
Per Bak: “How nature works”. Minha tese é composta de trés problemas que, embora
fundamentalmente distintos, sao abordados com o mesmo conjunto de métodos que se
tornaram padrao na Fisica Estatistica de sistemas desordenados. Condensar trés trabalhos
num Unico titulo, haja vista os objetivos nao repousem sobre as técnicas, é uma tarefa
dificil, quando nao impossivel. E por essa mesma razao que escrevi uma introducao
sucinta, talvez demasiamente geral, embora tenha me demorado no inicio de cada capitulo
para discutir conceitos e motivacoes. Infelizmente, o leitor interessado em aspectos gerais
terd que ler a introdugao principal (Capitulo 1) e as introdugbes e motivagdes de cada

trabalho nas secOes iniciais dos Capitulos 3, 4 e 5.

Escrever ntimeros decimais em portugués tem sido uma fonte de problemas ha varios
anos. Embora meu lado nacionalista reconheca a importancia de escrever em portugueés
correto, meu lado 1égico me condena ao citar 7' = 2,5 no texto e mostrar 7" = 2.5 num
grafico. Modificar algumas dezenas de graficos, produzidos em programas americanos,
parece-me um trabalho “fora de propdsito”, o que me levou a usar pontos em todo o texto e
esperar por uma absolvicao dos mais criticos. Penso que outros problemas de escrita mais
sérios podem ofuscar este detalhe. Por outro lado, tentei, sempre que possivel, adaptar
termos e expressoes comuns em inglés, mas de ocorréncia menos comum em portugues.
O resultado podera soar um desastre para os especialistas de cada tema, de forma que

apreciaria qualquer recomendacao nesse sentido.



2 LISTA DE FIGURAS

Ao terminar a redacao, sete paginas de referéncias me pareceram um exagero mesmo
para uma tese de quatro anos de doutoramento. Com tantas referéncias, minha intencao
nao se restringia a evitar mal-entendidos, como, por exemplo, deixar de dar os devidos
créditos a fonte que deu origem a uma ideia ou resultado. Meu objetivo repousa antes
numa forma de respeito e consideracao aos autores. A esses, em especial aos que se dedi-
caram a escrever livros, que demandam mais trabalho, sdo menos influentes em critérios
de avaliacao, e provavelmente mais uteis, dedico uma frase de Henry David Thoreau, em
“Walden™

“However much we may admire the orator’s occasional bursts of eloquence, the noblest
written words are commonly as far behind or above the fleeting spoken language as the
firmament with its stars is behind the clouds. There are the stars, and they who can may
read them. They are not exhalations like our daily colloquies and vaporous breath. What
18 called eloquence in the forum is commonly found to be rhetoric in the study. The orator
yields to the inspiration of a transient occasion, and speaks to the mob before him, to those
who can hear him; but the writer, whose more equable life is his occasion, and who would
be distracted by the event and the crowd which inspire the orator, speaks to the intellect

and heart of mankind, to all in any age who can understand him.”



Capitulo 1

Introducao

Roger Penrose, em seu livro “The road to reality”, discute o conceito de um “universo
platonico de formas matematicas”, constituido por um conjunto abstrato de regras de
logica, aparentemente independentes da mente particular de cada individuo, e relacionado
a0 nosso universo real por uma espécie de aproximagao. Sob esse ponto de vista, o que
chamamos leis fundamentais da fisica nao sao mais que modelos, habitantes do universo
platonico de Penrose, de fenomenos do mundo real, aproximado. Nosso conhecimento e
elegancia de escrita (talvez ignorancia) chegaram a tal ponto que essas leis podem ser
condensadas numas poucas linhas, embora suas implicagoes, assim como a propria lingua-
gem matematica em que sao escritas, possam preencher um sem-ntimero de bibliotecas.
Permeando essas leis estao as teorias da Mecanica FEstatistica e da Termodinamica. A
Mecanica Estatistica, em particular, tem como objetivo principal elucidar propriedades
macroscopicas de sistemas de muitos corpos partindo de interagdes microscépicas funda-
mentais, valendo-se de ideias e conceitos de probabilidade e estatistica, assim como das
leis fundamentais da fisica. Infelizmente, uma abordagem direta, partindo dessas leis,
quase nunca é factivel, de forma que se torna necessario simplificar, reduzir, e remodelar
os principios bésicos aos quais estamos habituados. Tal reducao da origem ao que cha-
mamos modelos estatisticos, que compoem o esqueleto desta tese. Que o reducionismo
inerente a esse tipo de tratamento nao destrua o comportamento do sistema como um
todo é questionavel, mas deixemos de lado uma discussao mais filoséfica em favor de uma

abordagem mais pratica e objetiva.



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Modelos estatisticos obtiveram sucesso impressionante na descricao de propriedades
fisicas de materiais nos estados sélido e gasoso. No estado gasoso, provavelmente devido
a fraca interacdo entre adtomos, moléculas, ou componentes do sistema!. No caso de
solidos, o sucesso se deve a estrutura cristalina sobre a qual atomos ou moléculas se
organizam, caracterizada por simetria translacional. Sao as fortes interagoes e a auséncia
de simetria translacional que tornam a descri¢ao tedrica de liquidos tao dificil. Sistemas
desordenados, em geral solidos ou liquidos com impurezas, enfrentam problemas similares,
presentes mesmo em abordagens numéricas, tornadas populares pelo consideravel (ainda
crescente) avango da capacidade de processamento dos computadores atuais. O fato é
que, sob o ponto de vista analitico, pouco se sabe sobre liquidos e sistemas desordenados
além dos resultados obtidos por meio de aproximacoes efetivas, ou de campo médio.

Para descrever sistemas desordenados precisamos de, pelo menos, dois conjuntos de
variaveis, que chamamos variaveis dinamicas e variaveis de desordem. Varidveis dinamicas
descrevem estados estatisticos nos ensembles de Gibbs, como spins de um sistema magnético.
Variaveis de desordem podem ser classificadas em dois grupos, de acordo com a relagao en-
tre seus tempos de relaxacao e os das variaveis dinamicas associadas. Variaveis dinamicas
em sistemas cuja desordem é temperada (quenched) relaxam de forma muito mais rapida
que as variaveis aleatérias de desordem. Nesses sistemas, a energia necessaria para alterar
uma configuragao de desordem é muito maior do que k7T,, onde k é a constante de Boltz-
mann e T, é a temperatura de transi¢ao de fase (Thorpe, 1978), de forma que a desordem
pode ser considerada fixa para escalas de tempo factiveis experimentalmente. Por outro
lado, em sistemas de desordem recozida (annealed) os tempos de relaxagao das varidveis
dinamicas e de desordem sao comparaveis. Neste caso, ao contrario do caso temperado,
a desordem nao ¢ fixa, mas evolui, para cada temperatura, até que o sistema atinja a
configuracao de menor energia livre. Alguns sistemas podem ainda ser descritos tanto
por variaveis temperadas quanto recozidas, ou mesmo estar localizados numa situacao in-
termediaria, como acontece a alguns polimeros heterogéneos quimicamente desordenados
(Patel e Fredrickson, 2003), ou superficies desordenadas de macromoléculas carregadas

(Mamasakhlisov, Naji, e Podgornik, 2008).

LA descricdo de sistemas gasosos com interaces de longo alcance permanece um considerdvel desafio.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

Estudamos nessa tese trés sistemas desordenados distintos, por meio de modelos es-
tatisticos, no contexto da aproximacao de campo médio. Nosso interesse repousard prin-
cipalmente sobre as transicoes de fases e fenomenos criticos desses sistemas, que sao
provavelmente o objeto de estudo mais intenso na area de Mecanica Estatistica. Para
introduzir conceitos essenciais da teoria de campo médio, apresentamos no Capitulo 2
uma revisao de alguns resultados do modelo de Ising, na versao de Curie-Weiss. No pri-
meiro problema, apresentado no Capitulo 3 e resumidamente em (Liarte, Salinas, e Yokoi,
2009), analisamos os efeitos da compressibilidade sobre o diagrama de fases do modelo
de Sherrington-Kirkpatrick, que é a versao de campo médio de um modelo popular de
vidros de spins, arquétipos de sistemas com desordem temperada. Analisamos em se-
guida alguns problemas tipicos da fisica dos fluidos complexos. Investigamos, no Capitulo
4 e na referéncia (Carmo, Liarte, e Salinas, 2010), o diagrama de fases de um modelo
de Maier-Saupe (MS), que é uma espécie de arquétipo das transi¢oes nemadticas, numa
versao de rede muito simples, denominada modelo de Maier, Saupe e Zwanzig (MSZ),
com a introducao de uma variavel binaria de desordem a fim de simular uma mistura
de discos e cilindros. Mostramos que o aparecimento de uma fase nematica biaxial, ter-
modinamicamente estavel, que tem sido intensamente procurada na literatura, depende
da forma de tratamento das varidveis de desordem. Finalmente, utilizamos o modelo
MSZ, na presenca de termos eldsticos nao lineares e de elementos de desordem, a fim
de reproduzir diversas caracteristicas do comportamento termodinamico dos elastomeros
nematicos, novos materiais poliméricos, com propriedades dos cristais liquidos nematicos
e das borrachas, tema de grande interesse na fisica da matéria mole. Esses resultados sao

apresentados no Capitulo 5 e resumidamente em (Liarte, Salinas, e Yokoi, 2011).






Capitulo 2

Modelo de Ising e métodos da teoria

de campo médio

O modelo de Ising, ou modelo de Lenz-Ising', possui grande parcela de responsabilidade
pelo nivel de desenvolvimento atingido na area de modelagem na Mecanica Estatistica do
século XX. Tanta popularidade decorre, provavelmente, de sua universalidade. De fato,
um sem-numero de artigos é publicado diariamente onde a simetria do modelo de Ising é
incorporada a modelos para os mais diversos sistemas. Talvez a analogia mais conhecida
seja com o gas de rede proposto por T. D. Lee e C. N. Yang para descrever a transicao
entre as fases liquida e gasosa de um fluido simples (Lee e Yang, 1952). Outros exemplos
em que a energia de interacao é uma variante da energia de Ising vao desde os chamados
vidros de spins (Sherrington e Kirkpatrick, 1975) a alguns sistemas de interesse biolégico
(Reis, 2011). Nao obstante a auséncia de uma solugdo analitica exata para o modelo

2 ¢ relativamente simples obter resultados aproximados que fornecam

em trés dimensoes
um bom panorama qualitativo dos sistemas modelados por tais interacoes. E com essa
perspectiva que utilizaremos o modelo de Ising como laboratério para introduzir alguns

métodos e analises da teoria de campo médio. Varios calculos desta tese sao variagoes ou

adaptagoes de cédlculos bem-conhecidos, como os apresentados neste capitulo. Na secao

1O modelo foi sugerido para descrever transicdes ferromagnéticas em 1920 por Wilhelm Lenz, dois anos antes de se

tornar orientador de Ernst Ising (Figura 2.1), cuja dissertagio estd resumida num artigo publicado em 1925 (Brush, 1967).
20 modelo bidimensional com a adigdo de um termo de interagdo com um campo magnético uniforme também néo possui

solucao exata.



8 2.1 Definigao do modelo e revisao de resultados

2.1, definiremos o modelo e revisaremos alguns resultados principais para dimensao finita?®.
Na secao 2.2 abordaremos a teoria de campo médio, em especial a versao de Curie-Weiss
para o modelo de Ising. Alguns resultados termodinamicos sao apresentados na secao
2.3. Uma discussao sobre fenomenologia de Landau, expoentes criticos e correcoes para
o campo médio é apresentada na secao 2.4. Por fim, na secao 2.5 introduzimos desordem

por meio do modelo de Ising com campos aleatorios.

Figura 2.1: Ernst Ising (& esquerda) e Wilhelm Lenz (& direita). Fonte: (Brush, 1967).

2.1 Definicao do modelo e revisao de resultados

Para extrairmos sentido da palavra simetria, enfatizada no primeiro paragrafo deste
capitulo, precisamos discutir o que entendemos por modelo de Ising. Considere uma
colecao de N momentos magnéticos, como spins eletronicos, distribuidos numa rede cris-
talina. Se as interagoes forem anisotropicas, tal que apenas a interacao das componentes
dos spins numa dada direcao seja relevante, podemos descrever a configuracao de cada
sitio da rede por uma variavel binaria, podendo assumir os valores +1 ou —1 em unidades

apropriadas?. Uma configuracao de um tal sistema numa rede quadrada estd ilustrada na

3Usamos o termo dimensdo finita para refletir também o cardter de alcance finito (short-range) das interagdes, em

contraste com a teoria de alcance infinito (infinite-range) de Curie-Weiss.

4Utilizaremos up e down, ou + e — com os mesmos significados.

8



2.1 Definigao do modelo e revisao de resultados 9

Figura 2.2. O modelo de Ising pode ser definido pela hamiltoniana

N
H:—JZUZ'O'J'—HZUZ‘, (21)
(i) i=1

onde J > 0 é um termo de interacao de troca que favorece alinhamento paralelo entre os

5

spins 0; = +1, 1 <7 < N, H representa o campo magnético externo’, e a primeira soma

em (2.1) deve ser restrita a pares de sitios vizinhos (contados uma vez).

Figura 2.2: Tlustragao de um sistema de spins do tipo Ising numa rede quadrada. Em geral, os ions
magnéticos podem formar dominios de véarios tamanhos, ou seja, conjuntos de spins vizinhos com o
mesmo sinal (dominios negativos estao delimitados por linhas pontilhadas). Tais dominios possuem um

papel importante na andlise da criticalidade e comportamento de escala do sistema.

A hamiltoniana H dada por (2.1) é composta de dois termos. O primeiro, relacionado

a interacao intermolecular dentro do magneto, satisfaz a propriedade
Ho(or, -+ ,on) = Ho(—01, -+, —0n), (2.2)

decorrente da simetria por uma inversao temporal, que em tultima analise implica que
‘H ¢ invariante se os sinais dos campos e momentos magnéticos forem invertidos. Um
modelo descrito por varidaveis binarias e com interagoes com a simetria mencionada acima

é chamado modelo de Ising, em geral, independente da forma explicita (2.1).

5Note que em (2.1) o campo magnético tem unidade de energia. F comum encontrar a expressio —guoHo. para a
energia de interagdo com o campo, onde g é o fator de forma do d4tomo e pp é uma unidade padrao de momento magnético

(geralmente o magneton de Bohr).
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Temperatura e campo magnético sao grandezas facilmente controladas no laboratorio,
o que torna a energia livte G = U — T'S o potencial termodinamico adequado para
descrever magnetos simples, onde U, T e S sao a energia interna, temperatura e entropia,
respectivamente. O estado de equilibrio, relacionado a um minimo de G, deve emergir
da competicao entre as contribuicoes da energia e da entropia. A campo nulo e baixas
temperaturas, o termo de energia é dominante, de forma que o estado de equilibrio é
caracterizado por um alinhamento paralelo entre os spins. Por outro lado, como a entropia
¢ uma funcao mondétona crescente da temperatura®, espera-se que sua contribuicao se
torne dominante para valores altos de T'. Pode-se sugerir entao que haja uma temperatura
critica T = T,, separando uma fase ordenada, com magnetizacao m > 0 (ferromagnética),
a baixas temperaturas, de uma fase desordenada, com m = 0 (paramagnética), a altas

temperaturas’.

E importante questionar sobre a utilidade do modelo de Ising na descricao de mate-
riais reais, haja vista que os momentos magnéticos dos elétrons podem, em geral, estar
orientados ao longo de qualquer direcao espacial. Um contato direto com experimentos
sO pode ser justificado para materiais com alto grau de anisotropia na interacao entre os
spins. Esse parece ser o caso do cloreto de ferro (FeCly) e do carbonato de ferro (FeCOs3),
por exemplo®. Quando tal condicao é satisfeita, espera-se que as previsdes quantitativas
do modelo de Ising em trés dimensoes para os expoentes criticos desses materiais sejam

verificadas experimentalmente.

Ising de fato resolveu o modelo em uma dimensao espacial, mas errou ao prever por
meio de argumentos heuristicos que nao haveria transicao de fases para dimensao d = 3
(Brush, 1967). Solugoes ezatas para d > 1 continuaram um desafio a fisicos e matematicos
por quase 20 anos, quando Lars Onsager, um quimico, anunciou sua solucao do modelo de
Ising bidimensional numa conferéncia da Academia de Ciéncias de Nova York, em 1942.

Os detalhes foram publicados dois anos depois no periédico Physical Review (Onsager,

6Como deve ser, admitindo que as leis da termodinamica de equilibrio sejam validas.
7A existéncia de uma temperatura critica finita (T, > 0) nio é ébvia. O modelo de Ising em uma dimenséo, por exemplo,

nao exibe transi¢ao de fases. A dimensao d;,¢ a partir da qual o sistema exibe transicao de fases é chamada dimensdo critica

inferior do modelo. Para o modelo de Ising djr = 2.

8Veja o capitulo 1, pagina 15, de (Baxter, 1989) para referéncias.

10



2.2 Teoria de campo médio 11

1944). Atualmente, cerca de 70 anos apds o anuncio de Onsager, o modelo de Ising
bidimensional com campo ou o modelo para d = 3 continuam um cdlice sagrado para
vérios fisicos, suscitando discussoes ante declaracoes audaciosas na literatura®.

Face a uma escassez de resultados exatos, expansoes a baixas e altas temperaturas
talvez sejam as melhores aproximacoes adotadas em estudos analiticos do modelo de
Ising (Baxter, 1989). Trabalhos recentes fornecem resultados quantitativamente relevantes
mesmo em regioes muito proximas ao ponto critico. Por outro lado, um enorme volume
de trabalho é necessario na obtengao dessas séries. E possivel que o conjunto de conceitos
e métodos reunidos sob o termo grupos de renormalizacao forneca a melhor relagao custo-
beneficio para obtencao analitica das propriedades criticas de modelos estatisticos. Vale
notar, porém, que grupos de renormalizacdo nao constituem uma “caixa preta” onde
se processa uma hamiltoniana e se colhem expoentes criticos como resultados. Exceto
nos casos mais simples, é preciso adaptar as técnicas, e mesmo recorrer a uma série de
aproximagcoes com pouco ou nenhum controle para tratar as transformacoes de bloco
envolvidas. Isso ocorre mesmo segundo o procedimento sistematico da expansao em e.
Abordaremos na proxima secao um outro tipo de aproximacao, talvez a mais popular,
comumente denominada aproximacao de campo médio. Essa classe de aproximacoes é
relativamente simples, e fornece um bom panorama qualitativo do sistema abordado,

embora em geral falhe na regiao critica!®.

2.2 Teoria de campo médio

Em favor de teorias de campo médio, Leo Kadanoff escreve que “precisao qualitativa é
frequentemente boa o suficiente para vérias aplicagoes titeis” (Kadanoff, 2009). Em alguns
casos, como na descricao de supercondutores do tipo I (Cardy, 1996) e na aproximagao
de potencial coerente para vidros elasticos (He e Thorpe, 1985), mesmo concordancia
quantitativa pode ser observada. Quando reunida a uma analise dos resultados de grupos

de renormalizacao, teorias de campo médio podem fornecer informagoes sobre a natureza

9Veja, por exemplo o artigo de Zhang (Zhang, 2007) e comentérios posteriores (Wu, McCoy, Fisher, e Chayes, 2008).
10Um outro tipo de abordagem tedrica, baseado em simulacdes numéricas, tem desempenhado um papel cada vez mais

importante na descrigao de transicoes de fases e fendmenos criticos.

11
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das fases separadas por uma transicao, em regioes do diagrama de fases distantes do ponto
critico, onde sua aplicabilidade é garantida. Tais informacoes nao podem ser extraidas de
um estudo de grupos de renormalizacao apenas.

De volta ao modelo de Ising, o problema estatistico reside no calculo da funcao de

partigao

N
7 = Trexp 6JZU¢UJ- + ﬂHZai , (2.3)

(i.3) i=1

onde # = 1/kT como usual, T' é a temperatura e k é a constante de Boltzmann. A
notagao Tr indica uma soma sobre todos os valores dos spins ¢;. Note que Z é uma funcao
analitica da temperatura para N finito. Assim, é interessante ressaltar que transigoes de
fases, sendo descritas teoricamente por divergéncias de alguma derivada da energia livre
associadas a regioes onde Z nao é analitica, devem estar intimamente ligadas ao limite
termodinamico.

O célculo de Z em (2.3) é trivial na auséncia de interagao entre os spins (J = 0),
condi¢ao mais adequada na descricao de um paramagneto. A funcao de particao é o
produto de N funcgoes de particao de uma particula

Zy = Z exp(fHo) = 2cosh(GH), (2.4)

o==+1
e a magnetizagao m é dada por

P ge’te
> g €°HC

onde (---) denota uma média térmica usual. Para J # 0 o célculo é muito mais com-

m = (o) = = tanh(GH), (2.5)

plicado. Uma abordagem simples consistiria em linearizar a interacao entre os spins sem
destruir a ideia fisica principal. Isto é, em materiais ferromagnéticos, a temperaturas
suficientemente baixas, deve haver magnetizacao nao nula mesmo quando H — 0.

O termo ubiquo aprozimacao de campo médio enquadra um sem-nimero de métodos
distintos. Entre eles, uma maneira simples que expoe o carater das aproximacgoes envolvi-

das consiste em desprezar termos de segunda ordem em o = 0 —m na identidade (Cardy,

1996)

o;0; = m+ (0, — m)|[m + (o; —m)]. (2.6)

12
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A funcao de particao fica dada entao por

N
Z = Trexp | ] [m+ (0; —m)|[m+ (0; —m)] + BH Y _o;
(4,9) i=1

NB.J' -
~ Trexp —%mz—%ﬁ(J’mjLH)Zai : (2.7)
i=1

onde J' = zJ, sendo z a coordenacao da rede, isto é, o nimero de sitios vizinhos mais
proximos. O termo dodo’ estd relacionado a correlacoes espaciais entre spins vizinhos
mais proximos, e deve possuir, em geral, importancia fundamental na vizinhanca do
ponto critico. Apenas em modelos onde o comprimento de correlacio!! é suficientemente
pequeno podemos esperar algum tipo de concordancia quantitativa. Por outro lado, o
problema agora é factivel, uma vez que a energia efetiva proveniente dessa aproximagao
nao possui interacao entre os spins. Ao invés de perseguir esses resultados agora, tendo
exposto o carater das aproximacoes envolvidas e as ideias principais do método, vamos
nos concentrar num outro tipo de abordagem, também de campo médio, para resolver o
modelo de Ising. Para isso introduziremos o chamado modelo de Curie-Weiss (Salinas e
Wreszinski, 1993; Salinas, 1997). Tal modelo pode ser obtido a partir de uma deformacao
do modelo de Ising, estendendo as interagoes de curto alcance a interacoes de alcance
infinito, independentes da distancia entre sitios, onde o parametro de troca deve escalar
adequadamente com o tamanho do sistema (nimero de particulas) de forma a assegurar
o limite termodinamico'?. Apenas apds obter os resultados é possivel verificar que essa
abordagem reproduz os resultados de campo médio. A opcao por estudar o modelo de

Ising por meio do modelo de Curie-Weiss repousa no fato de que os cédlculos, nesse caso,

1A correlacao gij entre os spins dos sitios i e j é definida por

gij = (0i0j) — (03){0;)- (2.8)

Para hamiltonianas invariantes translacionais g;; deve depender apenas da distancia r;; entre os sitios 7 e j, ou seja,
gij = g(ri;) onde g(r) é a fungao de correlagdo. Longe do ponto critico, g(r) deve decair exponencialmente a zero para

r > 1, segundo a forma
g(zk) ~ 2~ Te~*/¢,  quando z — oo, (2.9)

onde k é um vetor unitdrio fixo, 7 é um ndmero e £ é o comprimento de correlagdo na diregdo k. A divergéncia do

comprimento de correlacdo pode ser usada para caracterizar, de fato, um ponto critico (Baxter, 1989).
12Em sistemas mais complicados, a dependéncia adequada do pardmetro de troca em N sé pode ser verificada ao final

dos célculos.

13



14 2.2 Teoria de campo médio

sao exatos, ou seja, nao envolvem aproximacoes's.

O modelo de Curie-Weiss ¢é definido pela hamiltoniana

H = —% Z Uiaj_HZUiv (210)

ou ainda,

— _% <Zgi) — HZU,- + O(1). (2.11)

A contribuigao de termos de ordem menor do que N na hamiltoniana é nula no limite
termodinamico (N — o0), de forma que omitiremos O(1) daqui por diante. Omitire-
mos também o intervalo das somas sobre as particulas onde nao houver possibilidade de
confusdo. B possivel entender a escolha da escala com N das interagoes entre os spins
observando que, a temperaturas muito baixas, os spins se encontram no estado ferro-
magnético, com quase todos os spins alinhados paralelamente. Tomando o; = 41 para
todo i, verifica-se que o parametro de troca deve escalar com 1/N para que a energia
interna, associada a uma média da hamiltoniana, seja extensiva. A funcao de particao é

dada por

8J N 2 N
Z=Trexp | o+ (; ai> + 6H; oil . (2.12)
O termo quadratico em (2.12) pode ser linearizado por meio da identidade gaussiana

+oo
exp (Aa®) = 4/ %/ dx exp (—%NmQ + \/QN)\ax) , (2.13)

coma =Y 0, A= [J/2N e x = /FJy. Obtemos entao

+oo
7 = \/iJ—WN/_OO dy exp <—%N6Jy2> Trexp [ﬁ(JijH)zi:a,-] : (2.14)

que é semelhante a equagao (2.7), com a vantagem de nao envolver nenhuma aproximagao.

Podemos agora usar o resultado (2.4) com H — Jy + H para escrever a soma sobre os

,
13E importante fazer uma distin¢io seméntica entre as palavras ezato e rigoroso. Exato, significando ndo aproximado,

nesse contexto, contrasta com rigoroso, relacionado ao rigor matematico.
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2.2 Teoria de campo médio 15

estados dos spins. Assim,

—+00
2 = B2 [ aves (~gnoa?) @eosh (5 0y + )

- Q/W—N/Jroodyexp{—lNﬁJyf—I—NIHQCosh[/@(Jy—I—H)]}. (2.15)
2T J_ s 2

O argumento da integral em (2.15) é do tipo exp[—N1(y)], onde
Y(y) = BJy*/2 — In2cosh B(Jy + H). (2.16)

E possivel calcular a integral acima por meio do método de integracao assintética de
Laplace (Bruijn, 1981). A ideia é que, para N grande, o valor da integral é dominado

pelo valor maximo do integrando, ou seja, pelo ponto onde t(y) é minimo. Logo, para

N>1
Z = exp [=Ny(y")], (2.17)
onde y* ¢é escolhido tal que
d
d—w ~0, (2.18)
Yy Y=y
ou seja,
y* =tanh g (Jy" + H) . (2.19)
A energia livre!* é dada por
g(T\H) = —k:T]\}iilgo%an = kTy(y")
1
= §Jy*2 — kTIn2cosh B(Jy* + H), (2.20)

onde y* satisfaz a equagao (2.19). As equagoes (2.19) e (2.20) sao exatamente as equagoes
que obteriamos se tivéssemos continuado a anélise da equagao (2.7). Ou seja, observamos
a posteriori que a abordagem de Curie-Weiss é do tipo campo médio, desde que y*,
introduzido numa manipulacao matematica, corresponda, de fato, a magnetizagao. Por

uma andalise termodinamica apenas, a magnetizacao m deve ser dada por

_ _ 999y 99
 Oy*90H 0H
= kTPtanhp(Jy*+ H) =y, (2.21)

A nomenclatura g(T, H) para a energia livre magnética é apropriada dada a analogia com a func¢io de Gibbs de um

fluido puro, que depende de p e T Isto decorre devido & forma que escolhemos para a hamiltoniana (Salinas, 1997).

15
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onde usamos a equacao (2.19) em ambas as linhas de (2.21).

2.3 Resultados termodinamicos

Para simplificar a andlise dos resultados, vamos escrever as energias'® em unidades de

J e a temperatura em unidades de J/k. As equagdes (2.19) e (2.20) ficam dadas por
m+ H )

m = tanh ( (2.22)

(2.23)

g= %mz — T'In 2 cosh (m—i—H) .

A campo magnético nulo (H = 0), a equagao (2.22) pode ter até trés solugbes para
m. Apresentamos graficos de m x m e de m x tanh(m/T) para T' = 1.25, T = 1 e
T = 0.75 no lado esquerdo das figuras 2.3, 2.4 e 2.5, respectivamente. A energia livre
(2.23) aparece no lado direito das mesmas figuras. Note que g(m) s6 tem sentido do ponto
de vista de equilibrio termodinamico no ponto de minimo. Para 7" = 1.25 (Figura 2.3), a
equacao (2.22) possui apenas uma solugao, correspondente a magnetizagao nula no ponto
A (grafico a esquerda), onde a energia livre apresenta um minimo (grafico a direita).
Para T' =1 (Figura 2.4), os gréaficos permanecem semelhantes aos do caso anterior, com
a diferenca que a curva tanh(m/T) é tangente a curva m em m = 0 e a energia livre se
torna “achatada” na vizinhanga deste ponto. Para T' = 0.75 (Figura 2.5), existem trés
solugoes para a equacgao (2.22), correspondentes ao ponto A (magnetizagao nula), I' e T'*
(magnetizacao nao nula), sendo m(I'*) = —m(I"). A energia livre apresenta trés pontos
extremos, dois minimos em I' e I'* e um maximo em A.

Agora é possivel tracar algumas conclusoes a respeito do modelo de Ising a campo nulo
na versao de Curie-Weiss. A altas temperaturas, como se espera, o sistema estd na fase
paramagnética, com uma unica solucao estavel em m = 0. A transicao ocorre em T = 1,

6

isto é, quando tanh(m/T') se torna tangente & reta em m = 0. De fato, para m pequeno'®

uma expansao da equagao (2.22) resulta

(% - 1) m+ 0 (m?) =0, (2.24)

15Lembramos que o campo magnético tem unidade de energia.

16Na vizinhanca do ponto critico.
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1
o5k -0.75
A
or tanh (M/T) ® o8
-0.5F
m -0.85
-1 1 1 1
=] 05 0 0.5 1 1
m

m X g (grafico & direita) para T = 1.25 e

m X tanh(m/T) e m x m (grafico & esquerda);

Figura 2.3:
H=0.
1 -0.62
0.5F / -0.64
tanh (m/T)
Or A ©-0.66
-0.5F -0.68
m
1 1 1
-0.5 0 0.5 1 -1
m

. r

tanh (m/T)
-0.52
0.5F T~
or A ©-0.54
m
-0.5F
-0.56
[}
-1 .r 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 -1
m

Figura 2.5: m x tanh(m/T) e m x m (gréafico & esquerda); m x g (gréfico a direita) para T' = 0.75 e

H=0.
de forma que, para m # 0 tao pequeno quanto se queira, devemos ter T' =T, = 1. A

baixas temperaturas (T < 1), o sistema estd na fase ferromagnética, com dois minimos
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18 2.3 Resultados termodinamicos

equivalentes da energia livre nos pontos I' e I'*. A solucao paramagnética em A, neste
caso, ¢ um maximo de g . E possivel caracterizar a transicao por meio do que chamamos
parametro de ordem, em geral uma grandeza que é nula na fase desordenada e nao nula
na fase ordenada do sistema. A magnetizacao a campo nulo é uma boa escolha para o
modelo de Ising. Uma vez que ¢g(I') = ¢g(I'*), podemos optar por qualquer uma das duas
solugoes estaveis. No lado esquerdo da Figura 2.6, apresentamos o parametro de ordem do
modelo de Ising, escolhendo a solugao positiva m(I'), como fungao da temperatura. Note
que m(I') — 1 para T"— 0 e que m(I') — 0 para T'— 17, e que o grafico se assemelha

aos resultados experimentais para o niquel (gréafico a direita'”).
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Figura 2.6: Paramentro de ordem m(T") como fungao da temperatura T' para o modelo de Ising a campo
nulo na versao de Curie-Weiss (& esquerda). Os pontos do grafico a direita sao extraidos de medidas

experimentais para o niquel, extraida de (Kittel, 1996).

A interacao com o campo magnético destréi a transicao'®, como se observa na Figura
(2.7). H& agora apenas uma solu¢do em B com m # 0 (grafico a esquerda) e m tende a
zero assintoticamente com o aumento da temperatura (grafico a direita).

No lado esquerdo das figuras 2.8-2.10 apresentamos graficos da magnetizagao versus
campo magnético para T = 1.25 (Figura 2.8), T = 1 (Figura 2.9) e T = 0.75 (Figura

2.10). A energia livre é apresentada no lado direito como fun¢ao da magnetiza¢ao. Acima

TVeja o Capitulo 15 de (Kittel, 1996).
18Na realidade, podem existir até trés solucdes numa vizinha limitada de H = 0, duas das quais podendo ser descartadas

segundo a construcdo de dreas iguais de Maxwell. Umas dessas solugoes é instdvel.

18



2.3 Resultados termodinamicos 19
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Figura 2.7: A esquerda: m x tanh[(m+ H)/T] e mxm para H = 0.05 e T = 1.25. A direita: magnetizacio

como funcao da temperatura para H = 0.05.

da temperatura critica, m é uma funcao mondtona crescente de H, interceptando o eixo
H = 0em m = 0 (Ponto A). A energia livre g , que agora é de fato um potencial

19 ¢ uma funcao concava de m com um méximo em A. Em T =T, = 1,

termodinamico
m intercepta o eixo H = 0 tangencialmente e g apresenta um achatamento em torno do

ponto A.

Figura 2.8: Magnetizacao versus campo magnético (grafico a esquerda) e energia livre versus magnetizacao

(gréfico a direita) para T = 1.25.

Para T' < T, a analise é um pouco mais delicada. Para T' = 0.75 pode haver até trés
valores de m para o mesmo campo. Os pontos A, I' e ['* sao analogos aos da Figura 2.5.

Note que, abaixo da linha tracejada no grafico m x g da Figura 2.10, sempre é possivel

19Nas curvas apresentadas nas figuras 2.3-2.5, os valores de g , exceto no ponto minimo, eram imateriais. Deste ponto de
vista g deveria ser visto como um funcional de m, dado que m deveria satisfazer & equagao (2.22). Além disso g = g(H,T),

de forma que os graficos m X g nas figuras 2.8-2.10 correspondem, de fato, & funcgéo implicita g(H(m),T).

19



20 2.3 Resultados termodinamicos

Figura 2.9: Magnetizacao versus campo magnético (gréafico a esquerda) e energia livre versus magnetizacao

(gréfico & direita) para T = 1.

escolher dois pontos (mq,g(my)) e (ma, g(ms)), com my > my, tal que a reta que os
intercepta esteja acima de g(m) para m € (my, msy), ou seja, a concavidade de g(m) é
violada. Entretanto, g deve ser uma funcao concava de m por uma questao de estabilidade
termodinamica?’. Uma forma de contornar esse problema é substituir g(m) pela menor
funcao concava maior ou igual a g , de forma andloga a construgao do chamado enwvelope
convero®'. No nosso exemplo basta descartarmos g(m) abaixo do ramo tracejado no lado
direito da Figura 2.10 e tracar uma reta entre I'* e I'. Este procedimento é equivalente
a construcao de areas iguais de Maxwell, cuja ideia consiste em tracar uma reta vertical
na regiao de instabilidade da curva m x H de maneira que a area entre a reta e a curva
no intervalo (m,, my) seja igual & area entre a reta e a curva no intervalo (my, m.), onde
mg < my < m. sao os trés pontos de intersecao entre a reta vertical e a curva m x H.
Essa reta é simplesmente H = 0 no nosso caso. A curva corrigida deve, portanto, ter
um salto de m(I'*) < 0 a m(I') > 0 em H = 0 (grafico interno a esquerda da Figura

2.10), o que caracteriza uma transi¢ao de primeira ordem. O carater instavel da solugao

20Estabilidade termodinamica requer que, a temperatura fixa,

8%g
— <0,
OH?

o que implica

0% (@)2 Og 9m om _
om?2 \ OH Om OmOH OH ’

de forma que 9%2g/0m? < 0.
210 desenvolvimento padrdo consiste em restaurar a convexidade de Hm + g(m), o que permite tomar o supremo em H

de forma univoca, caracterizando uma espécie de transformada de Legendre bem definida. A ideia porém é a mesma.

20



2.3 Resultados termodinamicos 21

decrescente de m também pode ser visto por meio de um grafico de g como funcao de H,
inserido no grafico da energia livre. Embora duas das solugoes sejam sempre estaveis para
um intervalo de valores de H, a solucao correta deve ser aquela de menor energia livre.
A terceira solugao, além de possuir maior energia livre, é também instavel (convexa) do

ponto de vista termodinamico.

-0.4

1
-1 -0.5 0 0.5 1
H

Figura 2.10: Magnetizacao versus campo magnético (gréfico a esquerda), magnetizagao corrigida versus
campo magnético (grafico interno & esquerda), energia livre versus magnetizacao (grafico a direita) e

energia livre versus campo magnético (gréafico interno & direita), para T' = 0.75.

Podemos agora discutir o diagrama de fases campo wversus temperatura do modelo
de Curie-Weiss (Figura 2.11). Para T' < T, existe ordenamento ferromagnético com
magnetizagao positiva para H > 0 e magnetizacao negativa para H < 0. A linha H = 0 no
intervalo de temperaturas (0, 1) caracteriza uma transigao de primeira ordem, e termina no
ponto critico C. Acima de T o sistema esta na fase paramagnética, m varia continuamente
de valores negativos a positivos (ou vice e versa). Além disso, a susceptibilidade magnética

a campo nulo x, a T constante, obtida da equacao,

_Om . T(1—-m?)

~3H|,_ T (2.25)

X

obedece a famosa lei de Curie-Weiss para T > 1, onde m = 0, e diverge no ponto critico

(Figura 2.12).

21



22 2.4 Teoria de Landau, expoentes criticos e o critério de Ginzburg

1
05k Ferro
-+++++++++++++++
T 0 oC Para
-0.5+ Ferro
_ L | L | L
b 0.5 1 15

Figura 2.11: Diagrama de fases campo versus temperatura do modelo de Ising. Os termos Ferro e Para
indicam ordenamento ferromagnético e paramagnético respectivamente. A linha H = 0 no intervalo (0, 1)
caracteriza uma transicao de primeira ordem entre as fases ferromagnéticas positiva e negativa. O ponto

C é o ponto critico do sistema.

120

80

40

8.5 0.75

=

Figura 2.12: Susceptibilidade magnética a campo nulo como funcao da temperatura para o modelo de

Curie -Weiss.
2.4 Teoria de Landau, expoentes criticos e o critério de Ginz-

burg

Na vizinhanga do ponto critico, a campo magnético nulo, uma expansao da energia

livre (2.23) resulta

1 1 1 m?
=-—Thh2+-(1-—=|m?>+—— 6y, 2.2
g n +2< T)m +12T3+O(m) (2.26)
22



2.4 Teoria de Landau, expoentes criticos e o critério de Ginzburg 23

A condigao de ponto estacionario tem entao a forma

1 1m3 5
(1—T)m+§ﬁ+0(m)—0. (2.27)

Assim, o ponto critico pode ser obtido considerando m nao nulo, tao pequeno quanto se

queira, que ocorre para (2.27) em T = 1. Segue ainda da (2.27), para T < 1,

m? = 37° (% — 1) +O(m*). (2.28)

A segunda derivada de g em m resulta entao

P g 2 4

indicando que a solugdo m # 0, para T" < 1 na vizinhanca do ponto critico, é estdvel.
Para isso admitimos que o coeficiente do termo de ordem quatro é positivo?2.

Vale notar que apenas termos de ordem par aparecem na expansao (2.26), e que o termo
de segunda ordem é da forma A(T — T,). De fato, partindo de resultados obtidos de um
modelo microscopico, o que fizemos foi estabelecer contato com a teoria fenomenoldgica
de Landau para transigoes de fases®® (Landau, Lifshitz, e Pitaevskii, 1980). A proposta
de Landau se baseia numa expansao geral, em torno do ponto critico, da energia livre
em termos de um parametro de ordem adequado. As simetrias do parametro de ordem
determinam os vinculos a serem obedecidos pelos coeficientes dessa expansao. Para o
modelo de Ising, por exemplo, a simetria de inversao de spins e campos implica, em
ultima andlise, que deve haver apenas termos de ordem n par em m”, e que acoplamentos

com o campo magnético devem ser poténcias de Hm. Nesse caso, podemos escrever

(Cardy, 1996)
gur(H, T;m) = a + btm?* + em* + dHm + O(m"), (2.30)

onde a, b, ¢ e d dependem apenas fracamente da temperatura reduzida t = (T' — T.)/T..
Podemos aplicar a mesma anélise que utilizamos nas equagoes (2.26-2.29). Além disso,

podemos obter a dependéncia de varias grandezas parat — 07, ou seja calcular os diversos

22Como se pode verificar.

23Essa teoria se assemelha & teoria da elasticidade, onde a estrutura atémica microscépica é ignorada e o sélido tratado

como um continuo (Ashcroft e Mermin, 1976).
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24 2.4 Teoria de Landau, expoentes criticos e o critério de Ginzburg

expoentes criticos. Segue da equagao (2.28) que
m~ (—t)°, parat— 07, (2.31)
com
g =1/2. (2.32)
Outros expoentes associados a divergéncia da susceptibilidade x(H,T),
x(0,7) ~ (=t)77, parat— 0", (2.33)
e a dependéncia da magnetizacao no campo magnético em t = 0,
m(H,T,) ~ H/?,  para H — 0, (2.34)
tem os valores classicos
y=1le 0=23. (2.35)

O comportamento do calor especifico a campo nulo na vizinhanga do ponto critico pode

ser descrito por
c(0,7) ~ (—=t)™“, parat— 0, (2.36)

Segundo um formalismo de campo médio, o calor especifico apresenta uma descontinui-
dade na temperatura critica, permanecendo finito antes e depois da transicao. Por se
aproximar de t = 0 de forma perfeitamente analitica, associa-se o expoente critico a = 0,
resultado que nao persiste para d < 4. Esses expoentes também sao conhecidos como
expoentes de Landau.

A teoria de campo médio funciona muito bem na descricao qualitativa do sistema longe
da criticalidade. Como se sabe, os expoentes criticos das equagoes (2.32) e (2.35) diferem
dos obtidos por meio de solucoes exatas, simulacgoes, e de experimentos. Correcoes para
esses resultados devem levar em conta o termo em dodo’ que desprezamos em (2.7). De
fato, a aproximacao de campo médio se torna auto-consistente apenas quando o valor

esperado de
J
N 2(50'260')’, (237)
(4,5)

24



2.5 Modelo de Ising com campos aleatérios 25

calculado usando no fator de Boltzmann a mesma energia aproximada presente em (2.7),
for muito menor que a densidade de energia. Essa andlise, para temperaturas proximas
a temperatura critica, onde em geral o comprimento de correlacao diverge, resulta na

relagao (Cardy, 1996)
¢ < R (2.38)

onde

R=> "r%J(r)/ ) _J(r) (2.39)

d4 uma ideia do alcance da interacao de troca?*. Esse resultado ¢ conhecido como critério
de Ginzburg, a menos de alguns fatores de 27. O aumento do comprimento de correlagao
na vizinhanga do ponto critico leva a uma violagao da relagao (2.38) para d < 4, o que
explica a discrepancia dos resultados de campo médio nessa regiao. Entretanto, ao mesmo
tempo que longe do ponto critico a relagao (2.38) é muitas vezes satisfeita, fornecendo
assim um panorama qualitativo adequado. Em alguns sistemas, como supercondutores
do tipo I, o valor de R é grande, da ordem do tamanho de um par de Cooper, de forma
que os resultados de campo médio sao bons mesmo para regioes muito proximas ao ponto
critico. Para d > 4 os termos de correcao sao bem menos singulares e apenas modificam as
amplitudes sem alterar os expoente criticos do sistema. A dimensao dg,, = 4 é chamada

dimensao critica superior do modelo de Ising de curto alcance.

2.5 Modelo de Ising com campos aleatorios

Considere agora uma interagao com um campo magnético aleatorio e nao uniforme,
satisfazendo uma dada distribuicao de probabilidades. Esta pode ser uma distribuicao

gaussiana, ou uma distribuicao bimodal, por exemplo?®. A principio vamos considerar a

24Note que para escrever R de acordo com a equagio (2.39) tivemos que abandonar a notagdo discreta baseada nos sitios
da rede ¢ e j. Uma maneira de fazer isso consiste em escrever a hamiltoniana de Ising na forma

H==>_ Jr—r)o(r)a(r), (2.40)

rr!

que é muito mais adequada a uma anélise de Fourier. O vinculo de interagdo entre vizinhos mais préximos estd incorporado

a J(r) agora.
25 A escolha da distribuicio pode ser bastante relevante. No modelo de Curie-Weiss diluido, por exemplo, a existéncia de

um ponto tricritico depende dessa escolha.

25



26 2.5 Modelo de Ising com campos aleatérios

hamiltoniana mais geral, na versao de Curie-Weiss,

g (N 2 N

onde h; sao varidveis aleatérias temperadas®®, ou seja, fixas, independentes e identicamente
distribuidas com probabilidade P(h;). Um modelo desse tipo é conhecido como modelo

de Ising com campos aleatérios®”.

Nao vamos explorar a equivaléncia com um modelo
diluido antiferromagnético com um campo uniforme, demonstrada por Fishman, Aharony
e Cardy®®. Nosso interesse repousard antes sobre dois aspectos: 1) a introdugao de alguns
métodos de anédlise de sistemas desordenados; 2) a conexao, como veremos no Capitulo 5,
com tensoes anisotrépicas dos chamados elastomeros nematicos.

Para uma configuracao fixa de campos aleatérios?, o termo quadratico pode ser linea-

rizado por meio de uma identidade gaussiana, de forma semelhante a equagao (2.14), que

—+00
7 — Hﬁ;—WN /_Oo dy exp <—%N6Jy2> Tr exp [ﬁ; (Jy + hy) Uz’] . (2.42)

A soma implicita no trago agora se fatoriza, de forma que

JN [Fe
7 _ \/g/_oo dy exp <_%Ngjy2) H [2cosh 3 (Jy + h;)]

)

_ [BJN [T 1 )
— 7/—00 dy exp <—§NﬂJy exp Z:IHQCoshﬁ(Jy%—h,-)

Uma vez que h; é uma varidvel aleatéria com distribuicao de probabilidades P(h;),

resulta

(2.43)

In 2 cosh 3 (Jy + h;) também é uma variavel aleatéria satisfazendo a mesma distribuigao,

de forma que, de acordo com a lei dos grandes ntimeros

N

) 1
zvll—r>noo N ; In2cosh B (Jy + h;) = (In2cosh 5 (Jy + h))n, (2.44)

onde (- - -}y é o valor esperado definido pela distribui¢ao de probabilidades P(h). Podemos

entao escrever, descartando termos de ordem menor que N,

+oo
Z =] %]—WN/ dye VY, (2.45)

26 Quenched. Veja o Capitulo 1 para uma introducdo aos tipos de desordem.
27 Random-field Ising model.
28Para referéncias, veja o Capitulo 2 de (Dominicis e Giardina, 2006).

29Veja comentario ao final deste capitulo.
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2.5 Modelo de Ising com campos aleatérios 27

onde

Y= ly) = 58Iy — (In2cosh B (Jy + W) (2.46)

Novamente, o método assintético de Laplace resulta

7~ e NV, (2.47)
com y* dado por
0_¢ =0, (2.48)
0y y=y*

ou seja, y* deve satisfazer a equacao auto-consistente
y* = (tanh B (Jy* + h))p, (2.49)

que é semelhante a (2.19). A energia livre é dada por
g= %Jy*2 — kT (In2cosh B (Jy* + h))p. (2.50)

Uma vez que y* corresponde de fato & magnetizacao do sistema’’, podemos escrever

novamente as energias em unidades de J e a temperatura em unidade de k/J, tal que

1 h
g= §m2 —T<1I12COSh <%)> , (2.51)
h

m = <tanh (mTM> >h . (2.52)

Uma vez definida a distribuicao de campos aleatérios, podemos proceder com uma analise

onde

semelhante a que fizemos para o modelo de Curie-Weiss para obter os pontos criticos,
expoentes criticos, etc.

Para resolver o problema de campos aleatérios, supostos fixos, ou temperados, calcu-
lamos a func¢ao de partigdo para um conjunto fizo {h;}, e utilizamos a lei dos grandes
nimeros em (2.44) para extrair o conhecimento da distribuigao de probabilidades P(h;).
Nem sempre é possivel adotar um procedimento tao direto. De fato, grandezas que podem

ser calculadas dessa maneira constituem uma subclasse de grandezas que satisfazem uma

30Para verificar essa assercio basta considerar uma hamiltoniana com um termo de interacdo com um campo uniforme

H, tomar a derivada em H ao final e o limite de H — 0.
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28 2.5 Modelo de Ising com campos aleatdérios

propriedade mais geral, conhecida como auto-mediancia®'. Grandezas auto-mediantes

sao aquelas que possuem o mesmo valor para quase todas®? as configuracoes de varidveis

aleatorias, por conseguinte igual também ao valor médio,

¢ ({hi}) = (& ({hi}))nay (2.53)

onde ¢ ({h;}) denota o valor da grandeza para um dado conjunto {h;}, e a média no lado
direito é tomada dobre os valores de h;. Em geral, argumenta-se que grandezas extensi-
vas, como a energia livre, sejam auto-mediantes (Brout, 1959). O chamado método das
réplicas prové uma abordagem sistematica na obtenc¢ao das propriedades termodinamicas
de sistemas com desordem temperada. Voltaremos a esse topico, com mais detalhes, no

préoximo capitulo.

31 Self-averaging.
32Todas a menos de um conjunto de medida nula.
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Capitulo 3

Efeitos de compressibilidade no
modelo de vidros de spins de

Sherrington-Kirkpatrick

Vidros de spins sao representantes arquetipicos de sistemas com desordem temperada.
Grosso modo, esses materiais sao conjuntos de momentos magnéticos que apresentam
uma fase congelada e desordenada a baixas temperaturas. Tal defini¢ao, que buscaremos
aperfeicoar adiante, foi utilizada para rotular uma classe de ligas metélicas estudada
exaustivamente a partir da década 70, cujos representantes tipicos sao solugoes diluidas de
impurezas magnéticas em hospedeiros metéalicos nobres, como CuMn e AuFe. No CuMn,
por exemplo, os fons magnéticos de manganés, inseridos aleatoriamente no volume da
amostra, magnetizam, em suas vizinhancas, os elétrons de conducao do cobre metalico.
As magnetizacoes induzidas, positivas ou negativas dependendo da distancia, produzem
campos que atuam sobre as demais impurezas magnéticas. O resultado é um sistema de
spins com interagdes competitivas e aleatérias (Fischer e Hertz, 1991). Sao essas interagoes
que dao origem a chamada fase vidro de spins, cujo nome foi dado por Brian Cooles no
final da década de 60 devido as semelhancas com vidros estruturais convencionais, que
também apresentam uma fase congelada “amorfa”, assim como uma dependéncia linear
do calor especifico a baixas temperaturas (Sherrington, 2008).

Neste capitulo introduzimos um modelo de vidros de spins de Sherrington-Kirkpatrick
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30 3.1 O sistema: Vidros de spins

com graus de liberdade elasticos. No ensemble das pressoes, aplicamos o método das
réplicas para analisar o comportamento critico e o diagrama de fases do modelo, estabe-
lecendo contato com os diagramas obtidos experimentalmente para misturas de cristais
ferro e antiferroelétricos com ligagoes de hidrogénio (Liarte et al., 2009). Na secao 3.1
fazemos uma breve revisao histérica e conceitual sobre a teoria de vidros de spins. Na
secao 3.2 apresentamos as motivagoes do estudo de vidros de spin com graus de liberdade
elasticos. O modelo é definido na secao 3.3. Utilizamos o método das réplicas na se¢ao
3.4, e analisamos a solucao com simetria de réplicas na secao 3.5. Por fim, discutimos o

diagrama de fases e conexoes com experimentos na se¢ao 3.6.

3.1 O sistema: Vidros de spins

Para descrever vidros de spins, usamos a palavra congelada, indicando momentos
magnéticos locais nao nulos ((S;) # 0, onde (---) denota uma média térmica). O termo
desordem entra no fato de nao existir ordenamento ferromagnético (N~'>".(S;) = 0), ou
antiferromagnético (N~! 3. e7*7i(S;) = 0) de longo alcance. Experimentalmente, ao res-
friar a amostra a uma temperatura suficientemente baixa, o congelamento dos spins leva
a uma brusca diminuicao da susceptibilidade magnética de forma similar ao que acontece
com antiferromagnetos' (Figura 3.1). Esse comportamento foi explorado exaustivamente
e habilmente por experimentais desde o inicio da década de 70 (Cannella e Mydosh, 1972;
Fischer e Hertz, 1991). Do ponto de vista tedrico, foi o trabalho de Edwards e Anderson
que fomentou a investigagdo analitica desses materiais (Edwards e Anderson, 1975). Héa
uma citagao de David Sherrington que expressa bem o papel do trabalho de Edwards e
Anderson no desenvolvimento posterior da teoria de vidros de spins: “But still theoretical
work was minimal until Edwards and Anderson (1975) produced a paper that at one fell
swoop recognised the importance of the combination of frustration and quenched disorder
as fundamental ingredients, introduced a more convenient model, a new and novel method

of analysis, new types of order parameters, a new mean field theory, new approrimation

IExperimentos de espalhamento de néutrons para vidros de spin nio exibem os picos de Bragg indicando ordenamento

de longo alcance onde seria esperado para antiferromagnetos.
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3.1 O sistema: Vidros de spins 31

techniques and the prediction of a new type of phase transition apparently explaining the

observed susceptibility cusp. This paper was a watershed.” (Sherrington, 2008).
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Figura 3.1: Susceptibilidade magnética como uma funcao da temperatura, a campo nulo e nao-nulo, para

o AuFe. Extraido de (Cannella e Mydosh, 1972).

A linha iniciada por Edwards e Anderson, seguida por Sherrington e Kirkpatrick, Parisi,
culminando com Guerra e Toninelli, e finalmente Talagrand?, nao é a tinica abordagem
para vidros de spins. Um outro modelo popular foi proposto por Daniel Fisher e David
Huse em meados da década de 80 e é conhecido como droplet model 3 (Fisher, Grinstein,
e Khurana, 1988). Os diferentes cenarios que essas abordagens produzem tem gerado
debates estimulantes, nao resolvidos a meu ver, sobre a natureza da fase vidro de spins
em dimensao finita. Apesar dessa incerteza, é certo que a teoria de campo médio criada
em torno do trabalho de Edwards e Anderson estabeleceu pilares para as mais diversas
aplicacoes, o que tornou os vidros de spins um verdadeiro paradigma de sistemas com de-

sordem temperada, ao ponto de serem comparados a osciladores harmonicos*. Problemas

2Minha classificacdo pessoal deixou de fora um sem-ntimero de trabalhos relacionados de importancia capital, entre eles,
por exemplo, a andlise de estabilidade da solucao com simetria de réplicas, devida a Jairo de Almeida e David Thouless

(Almeida e Thouless, 1978).
3“Modelo de gotas”, numa traducao livre.

4A comparacio, decorrente da vasta aplicabilidade da teoria de vidros de spins, é atribuida a Ton Coolen (Barra, Guerra,

e Mingione, 2011)
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32 3.1 O sistema: Vidros de spins

em biologia, economia e processamento de informagao sao alguns exemplos onde a teoria

de vidros de spin tem sido aplicada (Mezard, Parisi, e Virasoro, 1987; Nishimori, 2001).

Figura 3.2: Sir Samuel Edwards (foto & esquerda) e Philip Anderson (foto & direita). Fonte:

www.wikipedia.com (maio de 2011)

Para entender melhor o conceito de frustra¢ao, considere relagoes de amizades entre
trés pessoas, Alice (A), Bob (B) e Charles (C) (Figura 3.3). Alice é amiga de Bob (+) e de
Charles (4), mas Bob e Charles s@o inimigos (—). Suponha que haja um tipo de elei¢ao
com duas chapas, (T) e (]), como a elei¢ao atual para a diretoria da SBF, por exemplo, e
que apenas as relacoes de amizade sejam relevantes na decisao de cada votante®. Tendo
Charles feito sua op¢ao pela chapa (1), Bob imediatamente escolhe a chapa (|), o que
deixa Alice em sérios apuros, uma vez que qualquer opcao a levara a romper um de seus
vinculos de amizade, uma situacao frustrante. Vamos agora escrever o problema de Alice
em linguagem matemética. Para isso, associamos a cada um dos trés elementos (A, B e
C) uma varidvel S, como a componente z do spin de um sistema magnético, que pode ter
o valor +1 (T) ou —1 (|). A hipdtese de que apenas relacoes de amizade sejam relevantes
significa que o sistema tende a “minimizar” uma certa energia E que pode ser modelada

por

E = —(EAB+EA0+EBc), (3.1)

50 que, obviamente, ndo é o nosso caso.
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3.1 O sistema: Vidros de spins 33

onde
E[J = J[JS[SJ. (32)

O parametro J;; indica interagdo ferromagnética quando positivo (ou uma relagao de
amizade no exemplo anterior), e antiferromagnética quando negativo. O problema reside
no fato de todas as quatro configuragoes que satisfazem a condigao Jpc negativo terem o
mesmo valor de energia ' = —1. De forma geral, para (Jap, Jac, Jpc) = (+, +, —) fixob,

ha seis estados com energia —1,

{0 D@L LD 1D (LD (3.3)

e dois estados com energia +3,

(1D, 1 D) (3.4)

Frustracao esta associada ao fato de nao haver estados onde as varidveis microscopicas
satisfazem todos os “vinculos” impostos pelas interagoes, o que produz degenerescéncia
no estado fundamental, que aumenta com o tamanho do sistema. Para os modelos de
vidros de spins que abordaremos esse conceito pode ser confundido com competicao entre
ligacoes ferro e antiferromagnéticas. A ideia porém é mais geral. Considere o caso em que
(Jag, Jac, Jpc) = (—, —, —). Esse sistema compoe o modelo de Ising antiferromagnético
na rede triangular, e é igualmente frustrado, embora nao competitivo. A frustragao nesse

caso é uma propriedade topoldgica da rede.

A
be =1/ X' iz (ouh)?
B——C
SB= (“ ) (f)

Figura 3.3: Conjunto de varidveis (A, B e C) com interagoes frustradas.

O termo desordem em modelos de vidros de spins indica que as interacoes devem ser,

ao menos parcialmente, aleatérias’. O tratamento estatistico de varidveis de desordem

6Para vidros de spins e outros sistemas com desordem, a aproximacao de J fixo é razosvel.
"Embora interacdes aleatérias sejam admitidas como ingredientes fundamentais na maioria das abordagens, existem

propostas de modelos sem desordem que exibem comportamento vitreo (Bouchaud e Mézard, 1994).
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34 3.2 O problema fisico

recozidas (annealed) é de certa forma trivial®. O caso temperado (quenched), mais ade-
quado para vidros de spins, possui dificuldades nao apenas do ponto de vista analitico,
mas numérico também.

Na abordagem de Sherrington e Kirkpatrick (SK), considera-se uma hamiltoniana de
Edwards e Anderson simplificada, com spins do tipo Ising e interagbes de alcance infi-
nito devidamente escaladas com o tamanho do sistema (Sherrington e Kirkpatrick, 1975;
Kirkpatrick e Sherrington, 1978). As propriedades termodinamicas podem ser obtidas de
forma exata, embora nao rigorosa, por meio do chamado método das réplicas, que detalha-
remos nas préoximas secoes. A solucao admitida como correta para o modelo SK é a solucao
de Parisi com infinitas etapas de quebra de simetria entre réplicas? (Parisi, 1979, 1980a,
1980b, 1980c). Apenas recentemente, com o trabalho de Talagrand (Talagrand, 2003),
e importantes contribui¢oes de Guerra e Toninelli (Guerra e Toninelli, 2002), tornou-se
possivel o estabelecimento de bases matemaéticas (e termodinamicas) firmes para a solugao

de Parisi.

3.2 O problema fisico

O estudo do efeito da compressibilidade em sistemas magnéticos possui motivagoes
diversas, tanto analiticas e numéricas quanto experimentais. Sob o ponto de vista tedrico,
é conhecido que o comportamento critico de modelos de spin na rede pode ser alterado
pela introdugao de um termo de acoplamento magneto-mecanico na hamiltoniana. Os
modelos de Ising ferromagnético (Domb, 1956; Salinas, 1974; Henriques e Salinas, 1987)
e antiferromagnético (Chen e Kardar, 1986) sdo exemplos suficientemente abrangentes,
onde o acoplamento entre os graus elasticos de liberdade e a interacao magnética produz
desde mudangas na ordem da transi¢ao (Henriques e Salinas, 1987) a remogao da degene-
rescéncia e emergéncia de um estado fundamental tinico com spins up e down distribuidos
alternadamente em sistemas frustrados (Chen e Kardar, 1986).

Sob o ponto de vista experimental, a insercao de compressibilidade em um modelo

8Veja o Capitulo 1 para uma breve introducdo aos tipos de desordem.
9A solucdo com simetria de réplicas dada por Sherrington e Kirkpatrick é instavel & esquerda da linha de Almeida-

Thouless (Almeida e Thouless, 1978).
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3.2 O problema fisico 35

com ligagoes e campos aleatérios (Random bond-random field model) é necesséria, por
exemplo, para reproduzir a transicao de primeira ordem entre as fases para e ferroelétrica,
observada no cristal molecular misto Rb;_,(NH,),H,AsO, (Papantopoulos et al., 1994)%.
Estes resultados remontam a estudos anteriores de diagramas de fases de misturas de
cristais ferro e antiferroelétricos da familia KDP com liga¢oes de hidrogénio (Courtens,
1983; Matsushita e Matsubara, 1985), que discutiremos mais tarde'’. Outros cristais
moleculares mistos, como o K(CN),Br;_,, tém sido estudados com base em modelos
orientacionais com desordem e graus de liberdade elasticos (Tadic, Pire, Bline, Petersson,

e Wiotte, 1994).

Chamamos a atencao para o fato de que simulagoes numéricas com alta precisao de mo-
delos compressiveis tornaram-se possiveis apenas recentemente, com o aumento da capa-
cidade de processamento dos computadores modernos e o desenvolvimento de algoritmos
mais eficazes (Mitchell, Pereira, e Landau, 2008). Aqui também servem de paradigma os
modelos de Ising compressiveis com interagoes ferro (Landau, 2006) e antiferromagnéticas
(Cannavacciuolo e Landau, 2005), sendo o método de Monte Carlo o tratamento tipico
empregado. Estudos semelhantes aplicados a sistemas desordenados sao deveras mais
escassos. Para vidros de spins, por exemplo, apesar dos resultados recentes obtidos a
partir de simulacoes de Monte Carlo para o modelo de Edwards-Anderson compressivel
bidimensional (Marshall, Chacraborty, e Nagel, 2006; Marshall, 2007), nao hé relatos

2

na literatura sobre estudos de modelos compressiveis a partir de abordagens analiticas!?.

Neste sentido, o presente trabalho visa cobrir esta lacuna.

10A transicdo do cristal de Rubidio puro, RbHaAsOy, ocorre a T. = 110K e é de primeira ordem, com uma descontinuidade
da polarizacdo. Para baixa desordem substitucional, x < 0.04, a resposta dielétrica é semelhante & da amostra pura. Para
0.04 < z < 0.1, medidas dielétricas apontam para uma coexisténcia de ordenamento ferroelétrico e de desordem vitrea
para temperaturas abaixo de T < Te. O modelo com ligagbes e campos aleatérios rigido, i.e. sem graus de liberdade
elasticos, prevé a existéncia de uma fase vitrea mesmo no limite de desordem muito baixa  — 0. Com a introducao de
compressibilidade, a transicado para a fase ordenada, que era de segunda ordem no modelo rigido, passa a ser de primeira

ordem, com uma descontinuidade da polarizacdo e do parametro de ordem de Edwards e Anderson na temperatura critica.
1Veja a secéo 3.6.
12A interseccio que existe entre as propriedades de vidros de spin e as propriedades ferroelétricas observadas em

Rb1—4(NH4):H2AsO4 (Papantopoulos et al., 1994) ndo serd abordada aqui.
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36 3.3 Modelo de Sherrington-Kirkpatrick compressivel

3.3 Modelo de Sherrington-Kirkpatrick compressivel

A hamiltoniana do modelo de Sherrington-Kirkpatrick compressivel (Sherrington e
Kirkpatrick, 1975; Liarte et al., 2009) proposta neste trabalho é dada por
H— —g Jii[1 = (v = v0)] SiS; — HZS + %kN (v — 0)?, (3.5)
onde H representa um campo magnético externo, v o volume especifico do sistema, v e vy
sao parametros positivos, k > 0 é uma constante elastica e S; = £1, paratodo1 <7 < N.
As variaveis J;; sao aleatérias, independentes e identicamente distribuidas segundo uma
distribui¢io normal de média Jy/N e variancia J?/N, escaladas de forma a garantir o
limite termodinamico. O termo de acoplamento magneto-mecanico v é responsavel por
um aumento ou diminuicao da interagao entre dois spins 7 e 7, produzidos por uma varia¢ao
da distancia média entre ¢ e j quando a diferenga (v — vg) é alterada. O terceiro termo
corresponde a uma energia de interacao harmonica. Esse tipo de abordagem, com uma
variavel de volume especifico global apenas, assemelha-se a proposta pioneira de Domb
(Domb, 1956).
O ensemble das pressoes se mostra mais conveniente do ponto de vista analitico para
este sistema. Ademais, o uso de varidveis intensivas na andlise dos resultados, a saber
temperatura e pressao, possui um maior apelo experimental. A energia livre do sistema

é, portanto, obtida da equacao
. 1
—fBg = ]\}lm —(InY), (3.6)
onde a funcao de particao Y é dada por'?

Y = / dvexp (—0pV) Trexp (—0H), (3.7)
e (---) denota uma média sobre a desordem,

<...>:/_:Hj2i:aexp _Z% (), (3.8)

i<j

130 intervalo de integragio em v, a principio (0,00), pode ser estendido a (—oo, ), se forem consideradas pequenas

oscilagdes em torno de vg. A convergéncia é garantida pelo termo kN (v — vg)?/2 da hamiltoniana.
MNote que (3.6) é vélida desde que g seja auto-mediante, ou seja, para todas as realizagoes da matriz de interagio J (a

menos de um conjunto de medida nula), g({Ji;}) = (9({Jij})) -
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3.4 Método das réplicas 37

0'2:J2/N, <Jw>:J0/N (39)

A integracao no volume especifico resulta

2

Y =exp [—ﬁN (pvo — g_k‘)] Trexp (—OHess) (3.10)

onde a hamiltoniana efetiva

2
a2 s g (Sass) . o

1<j 1<j

possui um termo de interacao entre quatro spins, comum em modelos magnéticos com-
pressiveis no ensemble das pressoes. O termo quadrético em J;; pode ser linearizado por

meio de uma transformagao gaussiana,

2
_ [NBP NIPP
exp 2kN (;J,]SS) = o / dxexp( —5r x
BJ~yx
+— ;Jijsisj : (3.12)

que implica

2 00 2 72
_ _ _ NG
Y = exp{ BN (pvo 2]{;)} /_oo dxexp( T

ﬂ<1+—+—)ZJUSS +ﬂHZS] (3.13)

1<)

XTr exp

A despeito da integracdo em x acima, que para todos os efeitos pode ser calculada ao
final pelo método de Laplace, a funcao de particao no ensemble das pressoes exibe uma
forma similar a funcao de particao canonica do modelo SK rigido, o que sugere a aplicagao

do método das réplicas.

3.4 Meétodo das réplicas

O método das réplicas se baseia na identidade logaritmica

(InY) = lim — ln (ym). (3.14)

n—0n
Para n inteiro, (Y") é a func¢ao de partigao de um sistema de n réplicas independentes da

hamiltoniana original, cuja determinagao é padrao. A energia livre é obtida a posteriori a
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38 3.4 Método das réplicas

partir de uma continuacao analitica em n, tomando-se o limite n — 0. Discussoes sobre o
rigor matematico a respeito da continuacao analitica em n ou sobre a inversao na ordem
dos limites em N e n estao além do objetivo deste trabalho!®

A funcao de particao de n réplicas é dada por

vy = exp[ 8Nn (mo——” / de exp[ N@;ﬂ Xa:(xaf]
<Trn exp [Z T (ﬂZgasaSa> + 6HZ Sa] > (3.15)

1<J

onde £* = 1+ vp/k + Jy*x®/k. As médias sobre as realizacoes de J resultam entao,

descartando-se termos de ordem N1,

ym = exp[ BNn (mo——” / Hd:)s exp |- 527]:‘]2 za:(xaf]

xTr,, exp (ﬁ D Py seslisesy + Pl Zgaz SeSs
" 2N A

a,3 1<J 1<j

+OH Y Sf‘) : (3.16)

ou ainda, tendo em vista as relagoes

2
1 N
a B gaghb _ agf
> sesisgs) =5 (2:52.5,) -5 (3.17)

i<j

Zs,.as;v - % (Z Sf“) - g (3.18)
do=2>"+> (3.19)

a,B a<f  a=p

obtemos

(Y") = exp [—ﬁNn (pvo — _)] / Hdz exp [ Nﬂgjﬁ ; ()
+ﬁ2fNZ<£ )? | Tr,, exp [ oI Zg ¢o (ZSabw)

«a a<f

5‘7025 (ZS&) +BHZSZ-°“]. (3.20)

15Para o modelo rigido, veja por exemplo (Hemmen e Palmer, 1979) para uma discussdo sobre a inversdo dos limites, e

(Binder e Young, 1986) para discussdes gerais.
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3.4 Método das réplicas 39

Podemos simplificar a expressao para o traco por meio de identidades gaussianas,

introduzindo as fun¢oes magnetizacao {m®} e de overlap entre réplicas {¢*’} segundo as

equagoes
exp | 2 goes <25a5ﬂ> _ ﬁ%@[:dqaﬁap[ NI o (g’
+ﬁ2J2ga£QZS?S?qaﬁ], (3.21)
2
s (o) | = YR [ | < e ey
+BJE Z nga] : (3.22)

de forma que

(Y™ = / Hd:)so‘/ Hdmo‘/ H dq®® exp [NG (x“,mo‘, qo‘ﬁ)] , (3.23)
—00 4 —00 4 — W<
com G =G (x“‘, me, qo‘ﬁ) dado por

2 2 72 2 72
G = —ﬂn<pvo p)_ﬂvJ (xa)2+ﬂ4jz *)? ﬂjozg

2k 2k

o

52 J2

Zgafﬁ (qa6)2 + In Trexp <52J2 Zgagﬁqaﬁsasﬁ

a<f a<p
+BJy > € meS* + BH Y Sa) . (3.24)

No limite termodinamico, a aplicacao do método de Laplace leva a expressao para a

energia livre

2 2 72 2 72
—Bg = —p (pvo - p_) + lim ! [ — ﬁékj (xa)2 + ﬁj Z (fa)2

2k n—0n o o
52J225 £ (g aﬁ ﬁJOZg )2+ InTr
a<f
X exp ( OGP STST  d y €S 4 o ZSQM (3.25)
a<f

onde os conjuntos {z°}, {¢*’} e {m"} sdo tais que G (z*,m*, ¢*’) ¢ maximo. Verifica-se
imediatamente que, para garantir a existéncia de um limite termodinamico bem-definido,
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40 3.5 Solucao com simetria de réplicas e analise do comportamento critico

as condigoes m® = m e z* = x, para todo «, devem ser satisfeitas. Além disto, a escolha
da forma da parametrizacao de ¢®” também deve satisfazer um conjunto de exigéncias
termodinamicas (Binder e Young, 1986). Acredita-se que a descri¢ao correta da fase vidro
de spin do modelo SK seja dada pela solucao de Parisi com um niimero infinito de etapas
de quebra de simetria entre réplicas. Esta solucao é, no entanto, dificil de ser analisada
analitica e numericamente. A solucao com simetria de réplicas proposta por Sherrington e
Kirkpatrick, apesar de instavel em vasta regiao do diagrama de fases, mostra-se suficiente

para os propositos abordados neste estudo.

3.5 Solucao com simetria de réplicas e analise do comporta-

mento critico

Segundo o Ansatz de Sherrington e Kirkpatrick (¢®° = ¢, m*=me 2 =2V a, ), a

energia livre no ensemble das pressoes fica dada por

2 2 72 2 72
5y = -8 (- L) -l e s 2 Bt

2
B m

2 2
5% E(1—q) -

+/mﬁiapGé)M%MWﬂKW%+MM+HH,@%)

o V2 2
com
w o, IV
=14+ = 2
13 + ? + T (3.27)
e onde m, q e x obedecem as condigoes de extremo,
q= / Tz exp <—Z—2) tanh? [ (J§q1/2z + Joém + H)] (3.28)
oo V2T 2 ’
m = C exp (—i) tanh [3 (J€q" 22 + Jo&m + H)| (3.29)
oo V2T 2 ’
. 6J 2 JO 2
r="¢( q)—l—QJm. (3.30)

A campo nulo, expansoes das equagoes de estado (3.28), (3.29), (3.30) e algumas
manipulacoes algébricas determinam as fronteiras entre as diversas fases do sistema. Nas

fases vidro de spins, ferromagnética e paramagnética tem-se, respectivamente, ¢ # 0 e
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3.5 Solugao com simetria de réplicas e analise do comportamento critico 41

m=0,¢g#0em#0,¢g=m = 0. A linha de transicao entre as fases vidro de spins
e paramagnética é obtida expandindo-se as equagoes (3.28) e (3.30) para m = 0, que

admitem solugao g > 0 para

1
1———>0, 3.31
] (3.31)
e, portanto,
w o, Iy
ta =1+ 2+ 2, (3.32)

onde t = kgT/J et é a temperatura critica escalada.

A linha de transicao entre as fases ferro e paramagnética provém das expansoes das
equacoes (3.28), (3.29) e (3.30), desprezando-se termos de ordem O(m?,¢?). Segue de
(3.30),

BJ

x——£+2 m? + O(m*, ¢*), (3.33)

J

ou ainda, introduzindo-se variaveis adimensionais apropriadas,

=" =22 a=1+412 b=l (3.34)

3 (1 — %) = (1 + ﬁnﬁ) +0(m*, ¢*). (3.35)

Assim,

> d 2 i 1
q= /_ \/;_W exp (—%) tanh? ; i ; (1 + ‘%m2) (ql/zz +jm) |, (3.36)

© 4 2 - b
m = /_oo 227r_ exp (—%) tanh ; i ; (1 + ‘%mZ) (q1/2z+jm) 7 (3.37)

de onde segue,

2
q:(tib) (a+5%m*) + O(m*, ¢, (3.38)
“ g2\ k(e 2
L= Ut m) =3\ (7°m® 4 3qj) + O(m?, ¢*?), (3.39)

6Note que a fase vidro de spin é definida de forma “rudimentar” aqui, tomando-se partido do significado fisico de ¢®?,
q®% = ((S;)%.), onde (---)r denota uma média térmica usual. Em uma definicio mais precisa, a fase vidro de spin deve

estar presente na regiao onde hé quebra de simetria na funcao de overlap entre réplicas.
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42 3.5 Solucao com simetria de réplicas e analise do comportamento critico

que resulta na expressao para a temperatura de transi¢ao, no limite ¢, m — 0,

(1 + vkp) j+ % (3.40)

Para estudar a transicao entre as fases ferromagnética e vidro de spins, analisaremos
o comportamento da susceptibilidade magnética xy a campo nulo no limite m — 0. A

equacao (3.29) pode ser reescrita na forma

m = /\/ﬁ ( Q)tanh{@—i_—w(lﬂz—l—jm)vL%g] (3.41)

2 t—0b(1—¢?
de onde segue

X NG t—b(1—¢?) tJ
2bjm 1/2 (a + bjm?) 9q 2
{X[t—b(l y (@72 gm) i | gy et )
1/2 : —1/2
X [2bq gz 4 gm 1_4a 7 ks ) (3.42)
(t—b(1—g)? 2t-b(1—g)| tJ
ou ainda, para H = 0,
aj + 3bj*m? . 0q¢  a+bjm? 1
= (1- W hgjmet — 4 4
e q’{xt—bu—q% YU HT b (- o

No limite m — 0,

(I=q)[t=0b(1—-¢*)]
tlt—=b(1—q*) —aj(1—q)]

A transicao ocorre nos pontos onde a susceptibilidade diverge, i.e., para cada t, j é obtido

(3.44)

como solucao do conjunto de equacoes
t—b(1—¢*) —aj(l—q) =0, (3.45)
dz z2> [ aq'/?z }
= exp [ —= ) tanh? | —————| . 3.46
1= [ e (5 b0 7) 340
Expansoes das equagoes (3.28), (3.29) e (3.30) em ordens superiores de m e ¢ resultam

jam b. 1 j%a®m ) g ob. b
= 14— - - —
m t—b( +ajm) 3 (b m” + 3qj +3ajm +9a‘7 qm

+0(m°, ¢%), (3.47)

4 2 4 4
_ Jja é 2 2 oy 2 ( Ja 2.4 4 —2 2
qg = (t—b) <1+2ajm)(CU +m?) 3(t—b) (3¢%5 7" + m* + 6¢5*m?)
+0(m®, ¢%). (3.48)
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Para m = 0, os coeficientes das poténcias de ¢ demonstram que a introducao de um termo
de acoplamento magneto-mecanico nao induz nenhuma mudanc¢a na ordem da transicao
entre as fases vidro de spin e paramagnética. A emergéncia de um ponto tricritico ocorre
apenas na transicao entre as fases ferro e paramagnética, e é assinalada por uma mudanca
no sinal do coeficiente da poténcia de ordem trés de m. Apds algumas manipulacoes

algébricas é possivel obter

3Jvj (5> —1) &k
30 _k 3.49
Pe="0+2) 5 (3.49)

para a pressao no ponto tricritico. A temperatura é dada pela equacao (3.40). Note que

a exigéncia py. > 0 s6 é satisfeita para distribuicoes suficientemente “estreitas”,

4k Jy
J§ + 3.7

1+ 1k
3Jov?

J? < (3.50)
Apresentamos na Figura 3.4 graficos de ¢'/? e m como funcéo da temperatura para a = 1.5
e b= 0.5. Para estes parametros o ponto tricritico esta localizado em j = 2. A transicao
é descontinua para pontos acima do ponto tricritico (gréfico a direita), e continua para

pontos abaixo (grafico a esquerda).

0 . 1 . 1 . 1 . 1 . 0 . 1 . 1 . 1 . 1 .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t/t t/t

C C

Figura 3.4: Gréficos de ¢'/? e m como funcio da temperatura paraa = 1.5, b = 0.5, j = 1.75 (& esquerda)

e j =2.25 (& direita).

Por completeza, apresentamos no Apéndice A a andlise da estabilidade da solucao

com simetria de réplicas do modelo SK compressivel. Os cdlculos seguem ipsis litteris o
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44 3.6 Diagrama de fases e consideragoes finais

trabalho de Almeida e Thouless (Almeida e Thouless, 1978). O acoplamento magneto-
mecanico, neste caso, induz apenas um deslocamento na linha de estabilidade, que é dada

por

2 oo 22
<k7T) ~(a+2m)" [ « f? exp (‘5) sech [ (a + 2be) (J¢'%z + Jom)] . (3.51)

onde ¢, m e x sdo obtidos das condigoes de extremo (3.28), (3.29) e (3.30). O diagrama
de fases do modelo SK compressivel, com a linha de Almeida e Thouless, sera apresen-
tado na proxima secao, onde discutiremos também possiveis conexoes com resultados

experimentais e perspectivas futuras de trabalho.

3.6 Diagrama de fases e consideracoes finais

O diagrama de fases do modelo SK compressivel é apresentado na Figura 3.5, com
j = Jo/J na abscissa e t = kgT'/J na ordenada. Os parametros 7, p e k sao escolhidos
tais que @ = 1.5 e b = 0.5. As linhas pontilhadas representam as fronteiras de fase
do modelo SK rigido. As linhas (1), (2) e (4) representam as fronteiras entre as fases
vidro de spins e paramagnética, ferro e paramagnética, vidro de spins e ferromagnética,
respectivamente. A linha (3) representa a transi¢ao de primeira ordem entre as fases ferro
e paramagnética e a linha (5) delimita a fronteira de estabilidade da solu¢do com simetria
de réplicas. Para esses valores de a e b, o ponto tricritico (ponto de encontro entre as
linhas (2) e (3) no grafico) estd localizado em j = 2.

A inser¢ao de um termo de acoplamento magneto-mecanico desloca as fronteiras da fase
vidro de spins, assim como a linha de Almeida-Thouless. Além disto, a linha de transi¢ao
de segunda ordem entre as fases ferro e paramagnética termina em um ponto tricritico, a
partir do qual a transicao passa a ser descontinua. A expressao para a energia livre (3.25)
nao indica nenhuma mudanca significativa!” no diagrama de fases além das j& esperadas
se considerarmos mais etapas de quebra de simetria entre réplicas. E importante ressaltar
que as conclusoes permanecem inalteradas para outros modelos de campo médio, como o
modelo de Ising com campos aleatérios e o modelo de vidro de spins esférico ferromagnético

com interagao de p-spins.

17Isto é, a emergéncia de um ponto tricritico.
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4 @ -

- )

Figura 3.5: Diagrama de fases Jy/J x kgT/J do modelo de Sherrington-Kirkpatrick compressivel a campo
nulo.

Recapitularemos agora alguns resultados experimentais para misturas de cristais ferro
e antiferroelétricos com ligacoes de hidrogénio. Cristais de rubidio'®, como RbH,POy
(RDP), apresentam uma transi¢ao de segunda ordem para uma fase ferroelétrica a uma
temperatura de aproximadamente 150 K. Cristais de amonia, como NHy;H,PO, (ADP),
por outro lado, exibem uma transicao de primeira ordem para uma fase antiferroelétrica.
A baixas temperaturas, dependendo da concentracao x, uma fase vitrea pode surgir para
a mistura destes cristais, Rb;_,(NHy),HoPO, (RADP) (Matsushita e Matsubara, 1985;
Courtens, 1983). Acreditamos que a introdugao de um modelo de Sherrington-Kirkpatrick
compressivel em duas sub-redes possa reproduzir qualitativamente estes resultados.

Versoes do modelo SK em duas sub-redes tem sido propostas para o estudo de transi¢oes
de fases de materiais antiferromagnéticos com comportamento vitreo (Korenblit e Shen-
der, 1985; Fyodorov, Korenblit, e Shender, 1987; Vieira, Nobre, e Yokoi, 2000; Liarte e
Yokoi, 2008). Podemos definir a hamiltoniana de um modelo de Sherrington-Kirkpatrick

compressivel em duas sub-redes segundo a equagao

H=- Z Jij [L = (v —19)] SiS; + %kN (v —up)?, (3.52)

i€A,jEB

8Note que fazemos referéncia a um cristal levemente diferente do citado anteriormente na secio 3.2, onde o arsénio

ocupara o lugar do fésforo na composigao.
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46 3.6 Diagrama de fases e consideragoes finais

onde a soma é sobre os pares distintos de spins pertencentes a cada sub-rede, A e B. No-
vamente, J;; sao varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas segundo

uma distribuigao normal com média Jy/N e variancia J*/N, onde consideramos
JO :[L’JR— (1—1’) JA, (353)

sendo Jg e J, parametros positivos, e tomamos J? — J%x (1 — z), de forma que o limite
x = 0 (z = 1) simula a transicao ferroelétrica (antiferroelétrica). Com uma escolha
apropriada dos parametros do modelo, os resultados obtidos no presente estudo sugerem
um diagrama de fases tipico conforme apresentado na Figura 3.6. As abreviaturas PE,
FE, AFE e SG denotam as fases paraelétrica, ferroelétrica, antiferroelétrica e vitrea,

respectivamente.

A

PE g

FE / AFE

SG

Figura 3.6: Diagrama de fases z x T" de um modelo de Sherrington-Kirkpatrick compressivel a campo

nulo em duas sub-redes.

Trabalhos anteriores apresentam diagramas similares para a mistura RADP, obtidos
a partir de célculos de clusters para um modelo de Ising de pseudo-spins (Matsushita e
Matsubara, 1985; Courtens, 1983). Mais recentemente, as propriedades de uma mistura
semelhante, Rb;_,(NH,),HsAsO, (RADA), foram investigadas com base em um modelo
de Ising de pseudo-spins com ligacoes e campos aleatérios e a inclusao de graus de li-
berdade elésticos. Com um modelo simples como o modelo SK compressivel, mostramos

que é possivel obter boa concordancia qualitativa com os resultados experimentais para
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misturas de cristais ferro e antiferroelétricos com ligagoes de hidrogénio. A transicao
de primeira ordem entre as fases antiferro e paraelétrica emerge naturalmente da adigao
de graus de liberdade elasticos ao modelo SK. Enfatizamos que a inclusao de campos
aleatorios gaussianos nao é capaz de explicar a transicao de primeira ordem observada
nesses sistemas (Vieira et al., 2000; Soares, Nobre, e Almeida, 1994), que poderia estar
associada ainda, além do efeito de graus de liberdade elasticos, a distribui¢oes bimodais
de campos aleatérios (Vieira et al., 2000; Nogueira, Nobre, Costa, e Coutinho, 1998),
ou a consideracgoes de modelos de vidros quadrupolares discretos e modelos de vidros de

Potts (Binder e Reger, 1992).

47






Capitulo 4

Ordenamento nematico biaxial em

misturas de discos e cilindros

Em meio a tantos casos de mal-uso de jargoes da fisica no vocabulario cotidiano®, o
termo cristais liquidos parece um exemplo de significado bastante intuitivo. Esse termo
em geral se refere a materiais organicos com propriedades mecéanicas e de simetria situa-
das entre as de um sélido cristalino e um liquido amorfo (Gennes e Prost, 1993). Como
num cristal, algumas de suas propriedades exibem alto grau de anisotropia, ainda que a
auséncia de ordenamento translacional seja comparada a de um liquido ordinario (Chan-
drasekhar, 1992). Tais fases intermedidrias (mesofases) e suas transi¢oes tem aplicagoes
bastante variadas. Para ter uma ideia, a sigla LCD (Liquid Crystal Display) rotula uma
tecnologia presente nas telas de boa parcela dos celulares, monitores e televisores atu-
ais. Sob o ponto de vista tedrico, ha uma citacao de de Gennes, ainda bastante atual,
que expressa bem o estado da arte sobre as abordagens tedricas para os cristais liquidos
nemdaticos, que constituem provavelmente a classe mais simples dos cristais liquidos: “the
statistical mechanics of liquids is difficult; the statistical mechanics of nematics is still
worse!” (Gennes e Prost, 1993).

Neste capitulo estudamos a estabilidade da fase nematica biaxial para um modelo es-
tatistico de cristais liquidos. Consideramos um modelo de Maier-Saupe com variaveis

aleatorias de desordem que representam uma mistura binaria de moléculas de formas

LComo energia e fisica qudntica, por exemplo.
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50 4.1 Cristais liquidos nematicos

cilindrica e discética. Empregamos um formalismo termodinamico, fora do equilibrio,
definido em duas temperaturas numa situacao de recozimento parcial?, para mostrar que
um pequeno afastamento da situacao de completa termalizacao é suficiente para levar a
estabilidade de uma fase nematica biaxial (Carmo et al., 2010). Na segao 4.1 fazemos
uma breve revisao sobre cristais liquidos nematicos. Na secao 4.2 discutimos as motivagoes
fisicas para estudar a estabilidade da fase nemética biaxial. A formulacao em duas tempe-
raturas é apresentada na secao 4.3 e o modelo de Maier-Saupe-Zwanzig é definido na se¢ao
4.4. Discussoes dos resultados com base na teoria de Landau-De Gennes sao apresentadas

na secao 4.5. Finalmente, algumas consideracgoes sao apresentadas na secao 4.6.

4.1 Cristais liquidos nematicos

O ingrediente essencial para a formacao de mesofases em cristais liquidos ¢é a existéncia
de uma forma geométrica anisotrépica, como discos ou cilindros, das moléculas ou agre-
gados moleculares que constituem o material (Chandrasekhar, 1992). Chamamos cristais
liquidos termotrdpicos aqueles cujos elementos anisotrépicos (meségenos) sao moléculas
(Figura 4.1a); e cristais liquidos liotrdpicos cujos meségenos sao agregados de moléculas
(Figura 4.1b) (Figueiredo-Neto e Salinas, 2005), geralmente constituidos por moléculas
anfifilicas®. Cristais liquidos em forma cilindrica sao também usualmente classificados
em trés grupos: nematicos, colestéricos e esméticos. Vamos nos concentrar apenas nos
nematicos, que possuem um alto grau de ordenamento orientacional, mas nao translacio-
nal de longo alcance.

Em cristais liquidos nematicos, o ordenamento paralelo dos vetores diretores associados
aos mesogenos € favorecido tanto por interagoes de volume excluido quanto por interacoes
de Van der Waals. No primeiro caso, meségenos podem se mover com mais liberdade sem
se sobrepor quando ordenados paralelamente, mesmo a altas concentragoes, caracterizando

uma desordem translacional que aumenta a entropia e, portanto, diminui a energia livre

(Figura 4.2a). No caso de interacoes de Van der Waals, flutuagdes na polarizagdo p

2 Partial annealing.
3Essas moléculas tendem a se agrupar quando em solucio aquosa devido & sua estrutura, geralmente composta por uma,

cabega polar e uma “cauda hidrofébica”.
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4.1 Cristais liquidos nematicos 51

a)

Figura 4.1: a) Forma anisotrépica cilindrica e discética atribuida aos meségenos. b) Ilustragao de agre-

gados moleculares anfifilicos presentes na composicao de cristais liquidos liotrépicos.

de um meségeno induzem polarizacoes p’ de sentido inverso em mesdgenos préoximos,
que se tornam maiores se a orientacao for paralela * (Figura 4.2a). Uma maneira de
descrever teoricamente o ordenamento orientacional de cristais liquidos nematicos consiste
em associar a cada mesogeno um vetor diretor local n;, que faz um angulo x; com a dire¢ao

definida por um vetor diretor global N (Figura 4.2b). A grandeza
1
Q = (Py(cosx;)) = 5(3 cos? z; — 1), (4.1)

onde (-) denota uma média térmica, tem valor nao nulo na fase ordenada e nulo na fase
desordenada. Experimentalmente, cristais liquidos nematicos apresentam uma transicao
de primeira ordem entre a chamada fase nemdtica (ordenada) para a fase isotrépica (de-
sordenada orientacionalmente), em 7" = Ty (Figura 4.2c).

Vamos escrever a equagao (4.1) numa notacao vetorial, independente de um sistema

de coordenadas. Assim, seja IN o vetor diretor global e n; os diretores locais,

Q = <%[3("1'N)2—1}>
_ <%[3N-(nini)-N—N-5-N]>, (4.2)

onde § é uma matriz cujos elementos sao deltas de Kronecker (d,,) numa dada repre-
sentacao. O termo m;n; denota um produto exterior de dois vetores, com componentes

ninY, sendo nf as componentes do vetor n; na mesma representagao. Usamos |N| =1

17

4Veja o Capitulo 2 de (Warner e Terentjev, 2003).
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52 4.1 Cristais liquidos nematicos

a) b) C) Nematica Isotrépica

Temperatura --> Tw

Figura 4.2: a) O ordenamento orientacional é favorecido tanto por interagoes estéricas de volume excluido
quando interagoes de Van der Waals. b) Descricdo do parametro de ordem nematico. c) Ilustracao da

transicao entre as fases nematica e isotrépica em T = Tni.

na equagao (4.2). Podemos ainda escrever
1

Uma vez que a escolha de N é arbitraria, a equagao (4.3) sugere que o parametro de
ordem para cristais liquidos neméticos seja uma matriz, ao invés do escalar Q. Assim, o

parametro de ordem matricial Q é definido por

Q= <% (3nin; — 5)> ; (4.4)

e tem as componentes

Q= (5 Bt =) ). (45)

Num sistema de coordenadas cartesianas, sendo x; o angulo azimutal entre o diretor
local n; e o eixo z, definido por N, o parametro de ordem () dado por (4.1) ¢ similar a
componente @), em (4.5). Entretanto, a matriz Q em (4.4) é evidentemente mais geral.
Em particular, essa representacao nos permite descrever simetria orientacional também
sobre dois eixos de simetria. Para ver isso, considere a forma diagonal® de Q. Uma vez

que o trago de Q é nulo, como pode ser visto da equagao (4.5), podemos parametrizar a

5Q é real e simétrica, podendo, portanto, ser representada numa forma diagonal.
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4.1 Cristais liquidos nematicos 53

representacao diagonal de acordo com a equacao

_SHn g
2 .

Q= 0 —T" 0 |- (4.6)
0 0o S

Portanto, a fase é isotrépica quando S = n = 0, neméatica unizarial quando S # 0 e
17 = 0, e nematica biaxial quando S # 0 e n # 0. A Figura 4.3 ilustra os ordenamentos

nematicos para os casos simples de discos e cilindros que estamos interessados.

‘\f )
fii ® [ «19{[@[

Figura 4.3: Ordenamento nemético uniaxial de cilindros (a), discos (b), e ordenamento nemadtico biaxial

c) !

de misturas de discos e cilindros (c).

A citagao de De Gennes no primeiro pardagrafo deste capitulo talvez esclarega o fato de
boa parte das propriedades termodinamicas desses sistemas serem estudadas teoricamente
por meio de abordagens fenomenoldgicas, baseadas em argumentos de simetria, como ex-
pansoes do tipo Landau-De Gennes da energia livre (Gennes e Prost, 1993; Gramsbergen,
Longa, e Jeu, 1986). Sob o ponto de vista microscépico, nenhuma solugao exata foi ob-
tida mesmo para os modelos estatisticos mais simples de cristais liquidos (Gennes e Prost,
1993). Abordagens microscopicas incluem interagoes estéricas de volume excluido para
orientagoes continuas (Onsager, 1949) e modelos definidos na rede (Flory, 1956; Alben,
1973), que dao origem a problemas notoriamente dificeis, além de diversos calculos de
campo médio, baseados em proposta original de Maier e Saupe (Maier e Saupe, 1958).

Essa tultima se baseia na energia de interacao entre dois meségenos

Ui,j = _AP2<COS Gij)a (47)
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54 4.2 O problema fisico

onde 6;; é o angulo entre os diretores locais indexados por i e j. De forma similar a teoria
de Weiss para o magnetismo, pode-se considerar a energia associada a um tunico sitio ¢

como a média

U, = — <Z APy(cos eij)> . (4.8)
J j

No contexto da abordagem de Maier-Saupe pode-se pensar num modelo de Maier-Saupe
(Henriques e Henriques, 1997; Carmo et al., 2010), que é uma espécie de andlogo nemético
do modelo de Curie e Weiss (Salinas e Wreszinski, 1993), com interagdes de alcance
infinito. Esse modelo de campo médio pode ser analisado através de calculos estatisticos
bem controlados, embora ainda nao permita uma solucao exata devido a dificuldade criada
pela simetria continua dos vetores de ordenamento local. Torna-se entao conveniente
introduzir uma simplificacao adicional, que consiste na restricao dos ordenamentos locais
a um conjunto discreto de orientacoes, como foi proposto inicialmente por Robert Zwanzig
para o modelo de Onsager (Zwanzig, 1963), dando origem ao modelo de Maier-Saupe-
Zwanzig, ou modelo MSZ, que pode ser tratado analiticamente com bastante detalhe.
Esta restricao nos graus orientacionais de liberdade nao deve afetar o comportamento
qualitativo do sistema continuo, como foi verificado no caso de mesdgenos com simetria
uniaxial (Oliveira e Neto, 1986). Retornaremos ao modelo de Maier-Saupe-Zwanzig na

secao 4.5.

4.2 O problema fisico

A primeira predigao tedrica sobre a possibilidade de um ordenamento nemaético biaxial
em cristais liquidos remonta ao inicio da década de 70, e é atribuida a um trabalho pioneiro
de Freiser (Freiser, 1970). Desde entao, tao grande tem sido a repercussao entre tedricos e
experimentais, que a busca por materiais termotropicos nematicos biaxiais foi apelidada
“the holy grail” dos cristais liquidos (Luckhurst, 2004). Os primeiros frutos desta busca
apareceram apenas na década passada, com os trabalhos experimentais de Madsen et al.
(Madsen, Dingemans, Nakata, e Samulski, 2004) e Acharya et al. (Acharya, Primak, e

Kumar, 2004) com moléculas anisotrépicas em forma de banana. Em cristais liquidos
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4.2 O problema fisico 55

liotrépicos, entretanto, a fase nematica biaxial foi encontrada ainda no inicio da década
de 80, por Yu e Saupe, numa mistura ternaria de laurato de potdassio, decanol e agua
deuterada (Yu e Saupe, 1980).

Segundo os resultados de Yu e Saupe, a regiao ordenada de um diagrama de fases
“temperatura versus concentracao” apresenta uma fase nematica biaxial, localizada entre
duas fases uniaxiais associadas a agregados moleculares de formas lamelar e calamiticaS,
limitadas por fronteiras de transigdo de segunda ordem (Figura 4.4). Transigoes entre
as fases nemadticas e a fase isotrdpica, por sua vez, sao descontinuas, e a linha critica
continua entre as fases uniaxiais e a fase biaxial termina aparentemente em um unico
ponto, conhecido em fenomenos criticos como ponto multicritico de Landau (Yu e Saupe,

1980).
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Figura 4.4: Diagrama de fases de uma mistura ternaria de agua deuterada, decanol e laurato de potassio.

Fonte: (Yu e Saupe, 1980).

Diferentes abordagens divergem sobre a descricao microscopica desses materiais. Para
misturas de discos e cilindros, modelos estatisticos na rede, introduzidos pouco apds o

trabalho de Freiser, indicam a presenca de um ordenamento nemético biaxial (Alben, 1973;

SH4 um continuo de formas associadas aos agregados moleculares desse sistema a medida em que a concentracio de

decanol é variada.
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Chen e Deutch, 1984). Por outro lado, célculos de campo médio baseados em interagoes
quadrupolares, como consideradas por Maier e Saupe, resultam em uma fase nematica
biaxial instavel, a menos que sejam satisfeitas condigdes muito especiais (Palffy-Muhoray,
Bruyn, e Dunmur, 1985a, 1985b; Sharma, Palffy-Muhoray, Bergesersen, e Dunmur, 1985).
Simulagoes numéricas corroboram esses resultados, de acordo com o artigo de revisao
recente de Berardi et al., que afirmam que quase todas as tentativas de simulagoes de
misturas de discos e cilindros, para modelos que nao sao definidos na rede, falharam
em detectar uma fase nemadtica biaxial (Berardi, Muccioli, Orlandi, Ricci, e Zannoni,
2008). Enfatizamos, porém, que a maioria das simulagdes considerava modelos baseados

em interacoes de volume excluido.

Mais de uma década apéds os trabalhos de Palffy-Muhorey et al., Henriques e Henriques
analisaram uma versao discretizada do modelo de Maier-Saupe, com a introducao de
variaveis aleatérias de desordem temperada, representando a polidispersao de micelas com
simetria axial” (Henriques e Henriques, 1997), obtendo como resultado uma fase nematica
biaxial estavel no diagrama de fases (Figura 4.5a). Polimorfismo temperado, entretanto,
pode nao representar adequadamente a situacao encontrada em sistemas fluidos, como
cristais liquidos. Tendo em mente misturas de discos e cilindros, Carmo et al. analisaram
um modelo inspirado no modelo definido em (Henriques e Henriques, 1997), porém com
uma distribuigdo recozida de formas moleculares (Carmo et al., 2010). Os resultados
concordam com os trabalhos de Palffy-Muhorey et al., isto é, para distribuicoes recozidas
de varidveis de desordem a fase nemédtica biaxial é instavel (Figura 4.5b). Fomos entao
motivados a considerar uma situagao de desordem intermediaria, que nao poderia ser
descrita por varidveis nem puramente temperadas, nem puramente recozidas, e a verificar

que condigoes levariam a existéncia e estabilidade da fase biaxial (Carmo et al., 2010).

"Neste trabalho sdo considerados os casos bidisperso (mistura de discos e cilindros) e polidisperso (distribui¢ao continua

de formas moleculares).
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Figura 4.5: Diagrama de fases temperatura versus concentragao para misturas de discos e cilindros para
variaveis de desordem temperadas (& esquerda), e recozidas (a direita). ISOTROPIC, BIAXIAL, Ny e N,
denotam as fases isotrépica, nemética biaxial, nematica uniaxial discotica e nematica uniaxial cilindrica,

respectivamente. Fonte: (Carmo et al., 2010).

4.3 Formulagao estatistica em duas temperaturas

Com o intuito de abordar analiticamente um problema de desordem intermediaria,
Coolen et al. introduziram um modelo cuja dinamica acopla variaveis de spin “rapidas”
e de interacao “lentas”, motivados por leis sugeridas por processos neurais (Coolen, Pen-
ney, e Sherrington, 1993). Segundo esta proposta, spins e parametros de interagao estao
acoplados a banhos térmicos a temperaturas diferentes. E possivel entao demonstrar,
partindo de argumentos heurfsticos, que o sistema, no “equilibrio”®, é equivalente a um
sistema recozido de n réplicas, onde o nimero de réplicas corresponde ao quociente das
duas temperaturas e pode assumir qualquer valor real positivo. Os limitesn — 0en — 1
correspondem as desordens temperada e recozida, respectivamente. A evolucao dinamica
de um sistema de spins com desordem intermediaria foi analisada também por Nestor
Caticha, por meio de equagoes mestras na aproximagao de campo médio, num modelo
onde os limites temperado e recozido correspondem aos modelos de Hopfield e de Ashkin
e Teller, respectivamente (Caticha, 1994).

A descricao de sistemas em termos de duas temperaturas, efetivas neste caso, tem sido

empregada também no estudo de vidros estruturais, onde as tentativas de generalizar a

8Estritamente falando, pode-se falar apenas em equilibrio local em um modelo definido em duas temperaturas.
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58 4.3 Formulagao estatistica em duas temperaturas

termodinamica de forma a descrever satisfatoriamente o comportamento vitreo tém uma
histéria longa (Kurchan, 2005; Leuzzi, 2009). Sendo materiais terminantemente fora do
equilibrio, vidros fornecem um exemplo claro de separacao entre as escalas de tempo de
dois grupos de variaveis dinamicas. Temperaturas efetivas, com vérias das proprieda-
des esperadas para uma temperatura de equilibrio, tem sido entao propostas, levando a
prescricao de duas temperaturas, distintas e aparentemente mensuraveis experimental-
mente (Greinert, Wood, e Barlett, 2006), para descrever um vidro a baixas temperaturas
(Cugliandolo, Kurchan, e Peliti, 1997).

Seguiremos uma adaptacao da formulacao heuristica proposta nas referéncias (Allah-
verdyan, Nieuwenhuizen, e Saakian, 2000) e (Allahverdyan e Petrosyan, 2006), que apre-
sentaremos adiante. Allahverdyan et al. partem das hipoteses de separacao adiabatica
das escalas de tempo e da existéncia de duas temperaturas fixas para os diferentes compo-
nentes para desenvolver uma termodinamica generalizada fora do equilibrio para sistemas
desordenados (Allahverdyan e Nieuwenhuizen, 2000; Allahverdyan et al., 2000). Resulta-
dos surpreendentes podem provir desta formulagao. Por exemplo, numa versao de Curie
e Weiss do modelo de Ising diluido, esta teoria pode levar a existéncia de um calor latente
positivo quando o sistema passa de uma fase de maior para uma de menor temperatura,
um cenario impossivel no contexto de transicoes de fase de equilibrio. Neste sistema,
a abordagem em duas temperaturas é motivada por experimentos de espectroscopia de
ressonancia nuclear magnética (NMR) e de ressonancia eletronica de spin (ESR), que
fornecem evidéncias bastante convincentes de que a temperatura do banho térmico dos
spins é de fato diferente da temperatura da rede, para um intervalo de escala de tem-
pos (Allahverdyan e Petrosyan, 2006) (Figura 4.6). Outras aplicagoes incluem descrigoes
de sistemas acoplados de gases ideais, de um gas ideal que interage com um oscilador
harmonico (Ritter, D’Ajello, e Figueiredo, 2004), e de ecossistemas complexos, onde a
abundancia de espécies e as interacoes entre espécies variam com o tempo, embora com
escalas de tempo distintas (Poderoso e Fontanari, 2007; Poderoso, 2007).

Considere T\ a temperatura do banho térmico referente a um conjunto de variaveis

aleatérias de desordem {\;}, e T' a temperatura do banho térmico dos spins’. Se admitir-

9Trataremos adiante varidveis dindmicas relacionadas ao momento de quadrupolo, ao invés do spin, quando nos referirmos
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Ty =T,
T Tg t,l

0 l W l

107~ 107%s 107 ~ 1s min ~ h
Estimado NMR-ESR

Tf<<7'8<<t1

-

Figura 4.6: O tempo estimado para as varidveis associadas a diluicao da rede alcancarem equilibrio &
temperatura Ty ¢ de aproximadamente 1079 ~ 107!!'s. De acordo com medidas de NMR e ESR, as
varidveis de spins sao termalizadas & temperatura T, entre 10~* e 1s. As duas temperaturas precisam de
minutos ou mesmo horas para se igualarem. A hipdtese de duas temperaturas é, portanto, razoavel para

um regime onde 7y < 75 K 1.

mos que as variaveis de spin se termalizam para cada dada configuracao fixa do conjunto

{A}, temos a seguinte distribuigdo de equilibrio para o conjunto {o}:

P(o|)) = exp[_ﬁ;:(“’ M (4.9)

onde Z, = Zy(\) = Tr, exp|—(H(o, )], com o traco tomado apenas sobre as variaveis
de spin {o}, 5 = 1/kT e 'H é a hamiltoniana do sistema. Supomos agora que as variaveis
de desordem nao sao fixas, mas evoluem com o tempo. Descrevemos a evolugao temporal

das variaveis \; pelo conjunto de equagoes de Langevin,

— R . < < .
;= 2(t) N N +n(t), 1<i<N, (4.10)

r

onde z(t) é um multiplicador de Lagrange que garante a concentracao de cada tipo de
particula!® e T' é uma constante de amortecimento. As variaveis de ruido {n;(t)} sao

aleatérias, independentes e identicamente distribuidas com média zero e variancia

(mi(t)n; (")) = 2D T3 6350 (t — 1), (4.11)

ao modelo de Maier-Saupe. Simplificamos a linguagem apenas para a exposi¢ao da formulacio estatistica. E importante

notar que a suposicao da existéncia de dois banhos térmicos a temperaturas distintas nao possui evidéncias experimentais
suficientes no problema que abordaremos, como ocorre no caso do magneto de Ising diluido, de forma que temos que admitir

a existéncia de escalas de tempos que satisfacam essa hipdtese.

10 Analisaremos a seguir uma hamiltoniana onde as varidveis \; podem representar moléculas prolatas (cilindricas) ou

oblatas (discéticas), dependendo do sinal.
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onde o fator 2" T provém da relacao de Einstein, necessaria para garantir a distribuicao
de equilibrio de Gibbs. Desde que haja uma separacao das escalas de tempo com duas
temperaturas distintas para os diferentes componentes do sistema (Allahverdyan et al.,
2000), podemos admitir que as varidveis de spin se termalizam para cada valor do conjunto
{\i}, e que o termo dH/ON; pode ser substituido pelo seu valor médio'! em o, que pode

ser escrito na forma

OH\  OHe
<ﬁ>_ oo, (1.12)

onde a hamiltoniana efetiva H.g é dada por
Het = Heg(A) = =T In Tr, exp(—(H). (4.13)

Especifiquemos o sistema como uma mistura de duas componentes, que podem ter

forma prolata (cilindrica), com \; = +1, ou oblata (discética), com \; = —1, tal que
Y Xi=N,—N,, N=N,+N,, (4.14)

onde N é o niimero total de particulas, N, (INV,) é o nimero de particulas prolatas (oblatas).

As equagoes (4.10-4.13) resultam na distribuicao de equilibrio das varidveis A,

BattNp o —BrxHegr
P()\) o e e

~E(BnB.N.p) 1)

com'?

N

/

= Z eﬁwNpZ e~ PaHent (4.16)
Np=0 i)

onde 1 é o potencial quimico e >’ denota uma soma sobre os valores de \; com a restricao

Y. A =2N,—N, e B\ = 1/kT,. Podemos manipular a equagao (4.16) de forma a escrever

= numa forma mais apropriada,

P
B
= _ H
_—{;} Tr,exp | —f H_E g Ai+ N , (4.17)

1 Supomos que o tempo de relaxacio das varidveis de spin seja muito menor que o das varidveis de desordem \;.

12Note que um potencial quimico é suficiente para descrever uma mistura de duas componentes. O nimero total de
particulas N ¢ fixo, de forma que, para cada Ni, nao existem dois estados microscépicos com valores distintos de Na. O

potencial p “cria” moléculas prolatas e “destréi” moléculas oblatas simultaneamente.
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onde a soma sobre {A} nao possui mais restri¢oes. A energia livre é obtida da equagao

A S
—O = lim S InE (4.18)
ou seja,
Gy = li L 1 Zog" (4.19)
= Nl_T}gON—n n eff .
{Ai}
onde

Zeog = Tryexp {—ﬁ [H — g <Z A + N) } , (4.20)

en = [\/0. A equagao (4.19) é semelhante a expressao para a energia livre temperada de

um modelo de vidros de spins segundo o método das réplicas'® (Binder e Young, 1986).

4.4 Modelo de Maier-Saupe-Zwanzig desordenado

Vamos considerar um modelo de Maier-Saupe desordenado para misturas de discos e

cilindros (Henriques e Henriques, 1997; Carmo et al., 2010), cuja hamiltoniana é dada

por
H = A i), SE SHY 4.21
__szw‘iw (4:21)

i<j M,V
com
s = Ly _ 5

=5 Bning = 0w), (4.22)
n;| =1, i=1,2,---N, (4.23)

onde n!" denota a componente u do vetor diretor local n;, A é um parametro de energia,
e as variaveis aleatorias de desordem A; modelam a forma dos mesogenos, tendo valor
+1(—1) para formas cilindricas (discéticas). Além disso, i e j indexam os mesdgenos e

as somas sobre y e v percorrem as componentes x, y e z em coordenadas cartesianas'4.

} , (4.24)

4 A hamiltoniana (4.21) é uma versao do tipo Curie-Weiss da teoria de Maier-Saupe, mencionada na se¢do 4.1, com a

Assim, de acordo com a equagao (4.20),

Zog = Trpexp {—ﬁ [H—g <Z )\i+N)

13Para modelos de vidros de spin é necesséario tomar-se o limite n — 0.

adi¢do de varidveis aleatérias de desordem.
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e, portanto, para n = 3y /3 inteiro!®,

Zog" = exp [ﬂQLn <Z A + N) Trp, exp (—6 Z H“) , (4.25)
) a=1

onde introduzimos o indice a para denotar cada réplica do sistema. O trago (Tr,,) agora

corresponde a uma soma sobre as configuracoes para as n réplicas. Tendo em vista a

equagao (4.21), obtemos, desprezando termos de ordem N1,

Zog" = exp [@ (Z A+ N)

Try, H exp (za*), (4.26)

vs(@)

onde z = fA/2N ea =), )\,-SZ“V(O‘). A soma sobre as particulas pode ser linearizada se

aplicarmos as identidades gaussianas

[BAN [> ., NBA 2 ) o
=\ o /_OO dew) exp <_—§ QLV) +ﬁAZ)\iSZH ( )wa) ’ (4.27)
de forma que
/ﬁAN/
Tryn H 5 qu

Zg" = exp [ﬁu (Z)\ —|—N>
v, (o)

X exp (—ﬂQW +BAD NS ijﬂ) . (4.28)

A soma sobre {\} resulta, entao,

>z = ﬁ““/d@emo( NﬁA;Z@W>
S IEPIPIC

,ut/a
| BA; (A ZS 5 )]
7 SLW(&) i o
= 7 |4 NpA (@2 4 NInV 4.29
S Q exp 5 ;;qu + Nln , (4.29)

onde

dg= ] ﬁAN Q) (4.30)

v, (o)

15 Aplicaremos o método das réplicas sem tomar o limite n — 0 ao final, mas sim uma continuacdo analitica para n € RT.
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e V é dado por

Vo= > exp ﬁA(A ZSW“Q )]
Suv(a) A «a

_ ;eWH[Zexp<ﬁAAZS“”“ )] (451

a Suv (o)

Note que o traco agora é calculado sobre os estados de um tnico sitio.
Ao invés de somarmos sobre todos os estados definidos na esfera |n| = 1, adotaremos a
proposta simplificadora de Zwanzig, segundo a qual o niimero de configuragoes possiveis do

vetor diretor n é discretizado e restrito as seis direcoes ao longo dos trés eixos cartesianos,

ou seja
n; € {(£1,0,0), (0,41,0),(0,0,£1)}. (4.32)
Assim,
Yo GBAA o 3BAA ()
Z exp (ﬁ)\AZS“( Q ) = exp <_T ZQ;(W) +1n2 e 2 “mi | (4.33)
Suv(a) i iz
Portanto,

N (| B (R

I ()

- wlen |2 (m-ax o) I1(Seve)
a I

()

+exp —g un — A Z Qfﬁ? H (Z e~ '3 Li)) } (4.34)
a \ p

()

Apenas varidveis de um indice da energia replicada estao presentes na expressao da
média de Z.g. Essa é uma consequéncia da definicao da hamiltoniana, com as variaveis
de desordem ); associadas a cada sitio separadamente. Desta forma, para a energia livre

convergir, devemos supor simetria entre réplicas, isto é,

Q%) = Q%) = Qu, Vo, B, p,v. (4.35)

Além disto, no limite termodinamico, @), = 0 para i # v, tendo em vista que V' nao
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64 4.5 Teoria de Landau-De Gennes

depende de @, neste caso'. Logo,

ZZOHn _ eNn(%—HnZ) /dcje—Nng7 (436)
{2
com

BA 1 5 : '
g = T;QN“Q_EIH 62(” AZuQuM>Z€2ﬁAQuu

I

4 (e—g(u—AZHQw)Ze—gﬁAQw> ] (4.37)

I

No limite N — oo, aplicamos o método de Laplace para obter uma expressao assintotica

para a energia livre,

BA 1 ol s !
o = Pme PS4 L | (b angm) 7 dnaan
M W

N <e-g<u-Az:HQuM>2536—35AQuu> ], (4.38)

I

onde {Q,,} sdo obtidos das condigoes de ponto estacionario,

oy
50, =" (4.39)

A matriz Q tem trago nulo, como se observa a partir do célculo de > i 0V /0Q -

4.5 Teoria de Landau-De Gennes

Nesta secao, analisaremos a estabilidade da fase nematica biaxial tendo como base
a teoria fenomenoldgica de Landau-De Gennes, como exposta em (Gramsbergen et al.,

1986). Definimos as varidveis adimensionais v, i e a pelas equagoes

. pp PA
= — = —.

=Py, 5 A=y (4.40)

A energia livre fica dada entao por

B 1 ~ n ~ n
P =j+In2-a) Qu°+-1 Yy e TN e 4.41
Y =[+In aHQW—i-nn[(e ue >+<e e , (4.41)

I

e pode ser escrita como uma série de poténcias dos invariantes I e I3, definidos por

L =TrQ% I;=TrQ% (4.42)

16Note que as condicdes de ponto estacionsrio resultam BAQu = 0, para todo p # v.
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4.5 Teoria de Landau-De Gennes 65

Para este fim, usaremos o fato de que TrQ", para n > 3 e Q qualquer matriz 3 x 3
real e simétrica, pode ser escrito como um polinomio formado pelos invariantes I;, I
e I3 (Gramsbergen et al., 1986). Em geral, TrQ" depende apenas de fatores do tipo
LM LN LN com Ny + 2N, 4+ 3N3 = n, N; € N. Como estamos interessados apenas nos
termos da energia livre proporcionais a I», I3, I, e I3? para estudar a estabilidade da fase
nemadtica biaxial'”, podemos desprezar qualquer contribuicao de Tr Q" para n > 6. Além
disto, nenhuma contribuicao relevante provém do termo de ordem cinco'®, de forma que

precisamos expressar apenas Tr Q* e Tr Q% como polinémios de I, e Is.

Dado que I; = 0, temos!?

1 1
TrQf = §132 + 1123. (4.43)

Para calcular o Tr Q*, expressemos a matriz Q na forma

a 0 0
=105 0|, (4.44)
00 ¢
Portanto,
I;* = P(a*) + 4P(a®b) + 6 P(a?0?) + 12P(a%be), (4.45)

onde P denota uma soma sobre as permutacoes dos elementos a, b e ¢ em produtos

aNabNocNe com N,, Ny, N, € N ?°. De forma andloga, obtemos

LI, = P(a*) + 2P(a®b) + 2P (a®b*) + 2P(a’be),
I I3 = P(a*) + P(a®)),

IL? = P(a*) + 2P(a®h?). (4.46)

17Estes termos, em particular o termo proporcional a I32, sdo os tnicos relevantes para a anslise da existéncia e estabilidade

da fase nemdtica biaxial (Gramsbergen et al., 1986).
180s tinicos inteiros ndo negativos N1, No e N3 que satisfazem a relacdo N + 2N2 + 3N3 = 5, dio origem aos termos

1,5, 113122, 112[3, I1122 e I»I5. Nenhum destes termos é relevante na anslise da fase biaxial.
9Veja o Apéndice A de (Gramsbergen et al., 1986).
20Por exemplo, P(a®b) = a3b + a®c+ b3a + b3c+ c2a + c3b.
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66 4.5 Teoria de Landau-De Gennes

As equagoes (4.45-4.46) podem ser reescritas na forma matricial

nL* 1 4 6 12 P(a*)

LI 122 2 P(a’b

SR (@) , (4.47)

[1]3 1 10 0 P(a2b2)

1? 102 0 P(a?bc)
de forma que, invertendo-se (4.47),

1

P(a*) = 5 (L* = 60%1 + 81115 + 31,7) (4.48)

ou ainda, uma vez que I; = 0,
PR
TrQ® = 5[2 . (4.49)

A energia livre pode ser expressa entao na forma

~ 1 . 3 3 9 9 "
- = u—l—ln6—a12—|— In [e’m (1+2a212+2a3[3—|—ﬁa41 —I—%a(jlg + - )

e <1+3a21’2—§a31’3+3a41 42 alI3* + - )

2 2 16 80 ’ (4.50)

onde escrevemos apenas os termos relevantes da teoria de Landau-De Gennes (termos
cruzados e termos de ordem maior que I5* e I3* podem ser desconsiderados (Gramsbergen

et al., 1986; Allender e Longa, 2008)). A expansao dos binomios resulta

1
— = [ +1In6+ —In[2cosh(in)] —aly + — ln 1+ nga I + ntanh(,un)g I
n

1\ 9 91\ 9
+n (n — 5) §a4]22 +n (n — 1—0) §a6[32 + - (451)
Logo,
g ~ 1 ~ 3 ~ 3 3
— = [g+In6+ - In[2 cosh(an)] — (1 — 50 aly + tanh(un)§a I3

—1—96a4[22 - (190 nsech2(,un)) §a6132 N (4.52)

Nas unidades originais, podemos escrever

1
ﬁ éﬁ]%—A’ Ig+33]3+0 L+ E'I3% +- (4.53)

66



4.6 Consideracgoes finais 67

onde
1
o = 2 76+ =In [2cosh Bun : (4.54)
2 n 2

3 9 Bun

r_4 9 _ Y a2 Pun
A =1 4ﬁA, B 165 A tanh( 5 ) , (4.55)

9 3 9 9 Bun
= [BA, F =A== - h? (== . 4.

== 5127 llo 1eee 2 (4.56)
Note que C' é sempre positivo. Se E’ = 0, existem duas fases nemadticas uniaxiais

estaveis?! (nemética prolata para B < 0, e oblata para B > 0, separadas por uma linha

de transi¢ao de primeira ordem) para temperaturas tais que
A< —. (4.57)

Para E’ > 0, existe uma fase nemdtica biaxial estdvel (com energia livre menor que as
das fases nemadticas uniaxiais). Esta condi¢do é expressa da seguinte forma com relagao

aos parametros microscopicos do modelo:

9 2 [ Bun

Para p = 0, por exemplo, isso significa que um pequeno afastamento do caso de completa
termalizacao, correspondente a n = 1, restaura a estabilidade da fase nematica biaxial.
Neste caso, as linhas de transicao entre as fases neméticas uniaxiais e isotrépica sao obtidas
das equagoes

, 3

9 9
A=ZCa*+ZFE2* B= 3 Cx + 18E'z?, (4.59)

4 4
e as linhas de transicao entre as fases nematica biaxial e uniaxial, das equagoes

A = —%C:ﬁ, B = —%E’x?’. (4.60)

Nao existe fase biaxial estavel para £’ < 0.

4.6 Consideragoes finais

Estudamos uma versao discretizada do modelo de Maier-Saupe desordenado num for-

malismo de recozimento parcial, com dois banhos térmicos a temperaturas distintas para

21 A fase isotrépica permanece estével até A’ = 0. Além disto, existe uma fase nemética uniaxial localmente estével para,

B2/27C < A" < B2%/24C.
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os momentos de quadrupolo (varidveis dinamicas), e para as varidveis associadas ao po-
limorfismo molecular (varidveis de desordem). Segundo este formalismo, baseado na
hipotese de separacao das escalas de tempo dos dois conjuntos de variaveis, a energia
livre é obtida por meio de uma média recozida de n réplicas do sistema original, onde o
parametro n, correspondente ao quociente das temperaturas associadas aos dois banhos
térmicos, pode assumir qualquer valor real positivo. Enquanto para desordens temperadas
a fase nematica biaxial é estavel, para desordens recozidas existe uma linha de transicao
de primeira ordem separando duas fases nematicas uniaxiais em um diagrama em termos
da temperatura e do potencial quimico. Por meio de uma expansao de Landau-De Gen-
nes, verificamos que um pequeno afastamento da situacao “completamente termalizada”,

n = 1, é suficiente para estabilizar a fase nematica biaxial deste sistema.

Existem varios pontos em que nossa abordagem é imprecisa, dos quais destaco trés. O
primeiro diz respeito a aproximagao de Zwanzig. Para meségenos com simetria uniaxial,
essa restricao nos graus orientacionais de liberdade parece nao afetar o comportamento
qualitativo do sistema continuo (Oliveira e Neto, 1986). Resultados independentes e ainda
nao publicados de Eduardo Henriques e Masayuki Hase apontam na mesma direcao no
caso onde existe possibilidade de ordenamento biaxial. A segunda critica esta relacionada
a quantidade de parametros de energia. Numa situacao mais geral, dever-se-ia considerar
ao menos trés parametros da energia de interacao entre dois tipos de particulas, F44, EFgp
e F4p. Consideramos um regime, caracterizado por relagoes entre esses trés parametros,
onde existe possibilidade de ordenamento biaxial, restringindo desta forma a andlise ao
efeito do tipo de desordem apenas, que é o nosso objetivo principal. A terceira objecao
¢ mais drastica, relacionada com a mensurabilidade das duas temperaturas. Embora a
hipotese de separacgao das escalas de tempos e de temperaturas distintas ainda nao possua
nenhuma evidéncia experimental, consideramos relevantes as informacoes extraidas de

nossa abordagem, merecendo ainda investigacoes futuras.

Usamos um modelo bastante simples de cristais liquidos para analisar a influéncia do
tipo de desordem, temperada, recozida ou parcialmente recozida, na estabilidade da fase

nematica biaxial. Embora este modelo nao represente precisamente o cenario microscopico
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observado em cristais liquidos liotrépicos, acreditamos que as conclusoes extraidas de
nossa analise possam fornecer informacgoes relevantes a futuros protocolos experimentais.
Lembramos porém que, até onde os autores tem conhecimento, nao hé relatos na literatura
sobre a observagao de uma fase nematica biaxial para misturas de moléculas em formas de
disco e de cilindro. No entanto, como um primeiro passo nesta direcao, trabalhos recentes
relatam a observacao de completa miscibilidade de meségenos de formas prolata e oblata
(Kouwer e Mehl, 2003; Date e Bruce, 2003), inclusive na fase nemadtica (Apreutesei e

Mehl, 2006).
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Capitulo 5

Transicoes de fases em elastomeros

nematicos

Ainda em meados da década de setenta, Pierre-Gilles de Gennes propos uma analise fe-
nomenologica das propriedades termodinamicas de um amalgama de meségenos nematicos
a redes de polimeros (Gennes, 1975). De Gennes foi pioneiro ao perceber que redes po-
liméricas seriam um ponto de partida promissor na busca por um material que acoplasse
ordenamento orientacional a mudancas de forma. Do ponto de vista experimental, embora
existam relatos anteriores sobre os entao batizados elastomeros nemdticos num estado de
polidominios, a sintese desses materiais teve seu divisor de dguas com o trabalho de um
grupo alemao da Universidade de Friburgo, liderado por Heino Finkelmann, que prescreve
de forma robusta a producao de elastomeros neméticos no estado monodominio (Kiipfer
e Finkelmann, 1991). Desde entdo um enorme volume de trabalhos, teéricos e experimen-
tais, tem sido acumulado sobre esses novos sistemas da fisica da matéria mole (Warner e
Terentjev, 2003).

Propomos neste capitulo uma abordagem estatistica elementar, talvez o modelo mo-
lecular mais simples para um elastomero nematico, capaz de dar conta de propriedades
criticas de forma abrangente, e descrever o efeito de campos aleatérios. Nosso modelo
combina uma versao discretizada da teoria de Maier-Saupe para cristais liquidos e uma
extensao da teoria neoclassica da elasticidade de Warner-Terentjev, apropriada para sis-

temas de rede. Por meio de cdlculos bem conhecidos, é possivel obter uma curva de
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coexisténcia “tensao versus deformagao”, analoga ao diagrama P-V de um fluido simples,
em que um parametro de energia de desordem faz o papel de temperatura. Abaixo de uma
tensao critica, as linhas de coexisténcia se assemelham ao plateau observado experimen-
talmente na curva tensao versus deformacgao, e podem ser interpretadas como assinaturas
da transi¢ao de polidominios para monodominio. Mostramos ainda que a presenca de
desordem temperada pode suavizar a transicao entre as fases nematica e isotrépica, desde
que as amostras tenham sido formadas no estado nematico (Liarte et al., 2011). Na secao
5.1 fazemos uma breve revisao sobre elastomeros e elastomeros nematicos. Apresentamos
as motivacoes na se¢ao 5.2 e definimos o modelo de rede na secao 5.3. Calculamos a
energia livre na secao 5.4. Na secao 5.5 descrevemos os resultados termodinamicos. Por

fim, na secao 5.6, discutimos alguns resultados do nosso trabalho.

5.1 Elastomeros e elastOmeros nematicos

Numa de suas famosas aulas, Richard Feynman explora as propriedades térmicas da
borracha para ilustrar a primeira lei da termodinamica, segundo sua maneira prépria
de apresentar principios fisicos conhecidos sob um novo angulo!. A ideia de Feynman
consiste em usar o fato de uma liga de borracha, que doravante chamaremos elastomero,
ser contraida com a aproximagao da chama de uma vela (Figura 5.1a). Tal contracao
poderia ser usada na fabricagdo de um motor térmico (Figura 5.1b). Neste exemplo o
interesse de Feynman estd no reconhecimento do calor como forma de energia, principal
conteido da primeira lei da termodinamica. Fato curioso e nao intuitivo é que o aumento
da temperatura leve a uma contracao da borracha em questao, ao contrario do que se
esperaria para a maioria dos sélidos?. Esse tipo de comportamento térmico serd herdado

de forma acentuada pelos elastomeros nematicos.

Elastomeros sao sélidos elasticos constituidos por redes de polimeros com conexoes cru-

zadas®. Apresentamos na Figura 5.2 uma ilustracio bidimensional de uma dessas redes.

Veja o Capitulo 44 de (Feynman, Leighton, e Sands, 1963).

2Igualmente curioso é o fato da dgua, numa de suas mais conhecidas anomalias, ser ezxpandida quando resfriada a

temperaturas de ~ 4°C.

3 Crosslinked polymer networks.
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a)
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Figura 5.1: a) A aproximagao da chama de uma vela a uma liga de borracha provoca uma contracao na
liga. b) Esbogo de um possivel motor térmico, alimentado por um desequilibrio de massas gerado pelas

contragoes da borracha iluminada num tnico lado. Fonte: (Feynman, 1963).

Segmentos de reta representam monomeros de uma cadeia polimérica e elipses represen-
tam os pontos de juncao entre as cadeias®. No lado direito apresentamos uma tnica
cadeia de tamanho R entre dois pontos de juncao. Essa ilustracao é imprecisa em varios
aspectos: 1) redes reais sao tridimensionais; 2) os tamanhos dos monomeros deveriam ser
aproximadamente regulares; 3) a ilustracdo nao contempla uma densidade média de co-
nexoes cruzadas bem como tamanhos tipicos entre dois pontos de juncao. Nao obstante,
ao desprezarmos qualquer tipo de interacao entre as cadeias, tal figura pode ilustrar a
origem do comportamento elastico desses sistemas, viz, as formas e deformagoes desses
materiais estao associadas a um numero d¢timo de configuragoes das cadeias poliméricas
entre os pontos de juncao.

Varios modelos, em geral versoes de um passeio aleatorio, dao conta de varias das pro-
priedades térmicas e mecanicas de elastomeros (Flory, 1953; Kubo, 1988; Dorlas, 1999).
Essas propriedades em geral estao associadas a uma contribuicao predominantemente
entropica na energia livre. A origem entrépica, em conjunto com uma espécie de apro-
ximagao harmonica, rendeu a esses materiais a nomenclatura molas entropicas. Mais do
que isso, o fato de a energia livre ser independente da energia interna, ou seja, de haver

completa degenerescéncia, fornece uma boa explicagao ao fato da borracha ser contraida

4Usamos pontos de jun¢do com um sentido geométrico, que contrasta com conexdes cruzadas, de sentido fisico. Ambos

s80 escritos como crosslinks em inglés.
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74 5.1 Elastomeros e elastomeros nematicos

Figura 5.2: Representagao de uma rede de polimeros com conexoes cruzadas (& esquerda). No lado direito

ilustramos uma tunica cadeia polimérica entre dois pontos de juncao.

quando aquecida. Enquanto estudos de redes mostram que a energia interna contribui
com menos de 5% para a energia livre® em um amplo intervalo de temperaturas, espera-
se que com a diminuicao da temperatura a contribuicao da energia se torne cada vez
mais relevante, culminando com uma borracha rigida. Nos calculos adiante, admitiremos
uma contribuicao elastica puramente entropica, num intervalo de temperaturas em que a

borracha é, de fato, elastica.

Jé& discutimos algumas propriedades de cristais liquidos nematicos no Capitulo 4. Em
geral, vimos que esses materiais sao constituidos por moléculas com alto grau de anisotro-
pia de forma, que chamamos meségenos. Esses mesdgenos, quando anexados as cadeias
poliméricas de elastomeros (Figura 5.3), dao origem a um novo tipo de material da fisica
da matéria mole, que combina propriedades orientacionais de nematicos usuais as pro-
priedades mecanicas da borracha, os elastomeros nemdticos. Tal acoplamento gera uma
estrutura capaz de grandes deformacoes durante a transicao entre as fases isotrépica e
nematica (Figura 5.4b). De forma andloga, um aumento da tensao aplicada na amos-
tra pode induzir uma transigao nemética (Figura 5.4a). Esse comportamento sugere
aplicagoes diversas, em areas como 6ptica (lentes bifocais) ou na produgao de dispositivos
termo-mecanicos, com interesse na fabrica¢ao de musculos artificiais (Warner e Terentjev,

2003).

5Veja o Capitulo 3 de (Warner e Terentjev, 2003).
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a) b) c)

Figura 5.3: Polimeros neméticos com meségenos anexados & cadeia principal (a); & cadeia lateral (b); a

cadeia lateral em forma de T (c).

a) TenséoUniaxiaI‘ b) Resfriamento

>

Fase
Nemdtica

Fase
Isotrépica Isotrépica

Nematica

Figura 5.4: Comportamento de elastomeros nematicos sujeitos a um aumento da tensao a temperatura

fixa (a), e a uma diminuigao da temperatura a tensao fixa (b).

5.2 O problema fisico

Entre os problemas de maior interesse teérico dos elastomeros neméticos (ENs) esta a
caracterizagao correta de suas transigoes de fases. Em contraste com cristais liquidos con-
vencionais, ENs apresentam uma transicao peculiar entre as fases nemaética e isotrépica.
Em nematicos usuais, argumentos de simetria provenientes da teoria de Landau-De Gen-
nes apontam para a existéncia de uma transicao de primeira ordem, com um salto do
parametro de ordem nematico na temperatura de transicao Ty;. Por sua vez, ao invés
de uma descontinuidade, ENs apresentam uma variacao continua, embora rapida, do

parametro de ordem na temperatura de transigdo (Clarke, Tajbakhsh, Terentjev, e War-
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76 5.2 O problema fisico

ner, 2001) (Figura 5.5). O mecanismo microscépico por tras deste comportamento nao
trivial foi discutido por vérios autores (Uchida, 2000; Selinger, Jeon, e Ratna, 2002; Se-
linger e Ratna, 2004; Petridis e Terentjev, 2006; Jayasri, Satyavathi, Sastry, e Murthy,
2009). Em particular, teorias continuas macroscopicas (Petridis e Terentjev, 2006), e
simulagoes numéricas de modelos microscépicos (Selinger e Ratna, 2004) indicam que a
interacao com campos aleatorios temperados pode suavizar a transicao de primeira or-
dem nesses sistemas. Em contraste com outros sistemas, campos aleatérios possuem uma
interpretacao clara e bem definida em ENs, sendo supostamente originados de tensoes
internas produzidas pelas conexoes cruzadas da rede de polimeros®. Mais recentemente,
variacoes de campos aleatérios foram sugeridas por Lu e colaboradores para descrever
heterogeneidade da rede em materiais com conexoes cruzadas aleatérias (Lu, Ye, Xing, e

Goldbart, 2011).

0.5
3
0.4
2.5 0.3
2 0.2
1.5 0.1
1 L 1 A 0

0.8 085 09 095 1 105
Reduced temperature T/Trli

Figura 5.5: Parametro de ordem nemaético ) e anisotropia efetiva r como funcao da temperatura reduzida

T/Tni1. Fonte: (Clarke et al., 2001).

Campos aleatorios também sao relevantes para descrever a transicao entre estados
de polidominios para monodominio orientacional (Fridrikh e Terentjev, 1999). De fato,
para T < Tyi, ENs podem apresentar uma estrutura estavel conhecida como Schlieren

texture caracterizada por conjuntos de dominios com orientacoes aleatorias e congeladas

6Veja as referéncias (Fridrikh e Terentjev, 1997; Yu, Taylor, e Terentjev, 1998) e a Figura 5.8 para uma ilustragio desses

efeitos.
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5.2 O problema fisico s

dos meségenos’. Uma forma de alinhar esses dominios depende da aplicacdo de uma tensao
uniaxial na amostra. Para um intervalo de baixas temperaturas, experimentos mostram
uma curva peculiar da tensao nominal como funcao da deformagao, com trés regioes
caracteristicas (Figura 5.6a). Para pequenas deformagoes, o sistema se encontra na fase de
polidominios, a amostra é opaca e a tensao varia linearmente com a deformagao de acordo
com a lei de Hooke. Na segunda regiao, a tensao permanece constante para um intervalo
de valores intermediarios da deformacao, e o parametro de ordem nematico apresenta um
aumento significativo (Figura 5.6b). Apds o plateau o estado de monodominio é alcancado,
a tensao volta a crescer com a deformagao, e a amostra é opticamente transparente (Clarke,
Terentjev, Kundler, e Finkelmann, 1998; Ortiz, Ober, e Kramer, 1998; Ortiz, Wagner,
Bhargava, Ober, e Kramer, 1998). Alguns autores sugerem que a condigao de formacao das
conexoes cruzadas, modelada pelo termo de interacao com campos aleatorios, é essencial
para explicar o estado estavel de polidominios (Fridrikh e Terentjev, 1999; Uchida, 2000).
Em particular, Fridrikh e Terentjev incorporaram campos aleatdrios a teoria neoclassica
da elasticidade para obter um bom ajuste de varios resultados experimentais (Fridrikh e
Terentjev, 1999).

A etapa de formagao das conexoes cruzadas, em particular o contraste entre os re-
sultados obtidos para amostras sintetizadas nos estados nematico e isotropico, foi inves-
tigada por um trabalho experimental recente (Urayama, Kohmon, Kojima, e Takigawa,
2009). Conclusoes gerais apontam para um plateau bem-definido na curva tensao versus
deformacao, a tensoes criticas razoavelmente baixas, para amostras formadas no estado
isotrépico (Figura 5.7a), contrastando com os resultados obtidos para amostras formadas
no estado nematico (Figura 5.7b). Como veremos na se¢ao 5.6, nosso modelo prové uma
explicacao qualitativa para esses resultados.

Nossa abordagem possui a vantagem de proporcionar uma maneira simples de inves-
tigar um amplo espectro de parametros, inclusive o papel de campos aleatérios, assim

como fornecer uma visao unificada do comportamento critico de ENs, em concordancia

TA textura Schlieren também pode ser observada como um efeito transiente, rapidamente termalizado, em neméticos
usuais (Warner e Terentjev, 2003). Apenas no inicio da década de 90 os experimentais tiveram sucesso em produzir
elastomeros nemadticos na fase monodominio sem a necessidade de aplicagdo de uma tensdo externa (Kiipfer e Finkelmann,

1991).
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Figura 5.6: Curvas experimentais para elastomeros nemdticos. (a) Tensdo nominal como fungio da
deformacgao. (b) Pardmetro de ordem nemdtico como fun¢ao da tensdo nominal. Fonte: (Fridrikh e

Terentjev, 1999).
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Figura 5.7: Resultados experimentais para a tensao o e o parametro de ordem nematico S como funcao

da deformacao e para uma amostra formada no estado isotrépico (a) e nemético (b). Fonte: (Urayama

et al., 2009).

qualitativa com trabalhos anteriores.

5.3 Modelo de rede para um elastémero nematico

Como vimos no capitulo 4, os elementos basicos do modelo de Maier-Saupe sao vetores

unitarios m;, representando um conjunto de N mesogenos, que interagem via a energia de
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quadrupolo

EMS:—% o) sre (5.1)

1<i<j<N pr=cy,z

onde A > 0 é uma constante de energia,
, 1
St = 5(3n’jnl” — §"), (5.2)

e|n;| =1parai=1,2,--- , N. Os calculos se tornam ainda mais simples se adotarmos a
sugestao de Zwanzig (Zwanzig, 1963) e restringirmos o ntiimero de orientacoes permitidas

de n,; aos seis valores sobre os eixos cartesianos,
n; {(i1>0a0)>(Oai1a0)>(0a0>j:1)} (53)

Generalizagoes deste modelo, que chamamos modelo de Maier-Saupe-Zwanzig (MSZ),
foram aplicadas ao estudo dos ordenamentos nematicos uniaxiais e biaxiais de cristais
liquidos (Henriques e Henriques, 1997; Carmo et al., 2010). Como previsto pela teoria
de Landau e de Gennes (Gennes e Prost, 1993), a transigao entre as fases nemadtica
e isotropica é de primeira ordem, com uma descontinuidade no parametro de ordem
nematico. No caso de ENs, Xing e colaboradores consideraram interacoes semelhantes, do
tipo Maier-Saupe, num modelo microscépico que tenta estabelecer contato com a teoria
macroscépica de Landau (Xing, Pfahl, Mukhopadhyay, Goldbart, e Zippelius, 2008).
Varias abordagens tem sido usadas para modelar o carater mecanico e orientacional de
elastomeros neméticos (Golubovi¢ e Lubensky, 1989; Uchida, 2000; Warner e Terentjev,
2003; Selinger e Ratna, 2004; Pasini, Skacej, e Zannoni, 2005; Ennis, Malacarne, Palffy-
Muhoray, e Shelley, 2006; Jayasri et al., 2009). Vamos admitir que as propriedades
eldsticas sao geradas por contribuigoes puramente entrépicas (Warner e Terentjev, 2003).
Consideramos entao a fungao canonica de particao
Z=>>" Q({ni},\)exp (—BEws) , (5.4)
{n:}
onde = 1/kT, Eys é a energia de interacao do modelo MSZ, dada pela equacao (5.1),
e a soma é sobre as configuragoes (5.3) dos diretores nemdticos n;. O termo entrépico €2
depende das orientagoes dos diretores locais e de um tensor de distorcao global da rede

A (Warner e Terentjev, 2003). Para deformagdes uniformes ao longo da diregao de um
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80 5.3 Modelo de rede para um elastémero nematico

vetor unitario m, as componentes cartesianas de A podem ser escritas na forma
Aop = )\_1/25a5 + (A= )\_1/2)mam5, a,B=umx,, 2, (5.5)

onde )\ é o fator de distorcao e admitidos incompressibilidade da amostra. De acordo com
uma extensao da teoria neocldssica da elasticidade (Warner e Terentjev, 1996, 2003) para
hamiltonianas de rede, proposta por Selinger e Ratna (Selinger e Ratna, 2004), escrevemos

o fator de degenerescéncia {2 como
Q = exp (—GF.), (5.6)
com a energia livre elastica
H T -1
Epggﬁ%wAh-M, (5.7)

onde 1 é o médulo linear de cisalhamento, I; é o tensor de forma local, e ly; é o tensor de
forma local no instante de formacao das conexoes cruzadas. As componentes dos tensores

de forma sao obtidas da equacao
liag = 17" 00p + (l[1 - lf) N oM ) (5.8)

onde [ e [ sao os comprimentos de passos efetivos dos polimeros nemédticos nas diregoes
perpendicular e paralela com relagao aos vetores neméticos. Se a rede de conexodes cru-
zadas é formada com a amostra num estado completamente isotrépico®, admitimos que o
tensor de forma I, Zl ¢ dado por um média isotrépica de I, '
I —1(m4+4*)5 (5.9)
0,08 3 1 I af- .
Assim

1

3o ()
T BT

=1 p,v

5
I
o=

onde introduzimos o tensor

1
M, = 5(3m“m” — oM, (5.11)

8Podemos incorporar o caso de amostras formadas no caso nemético considerando interacdes com campos aleatérios.
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5.3 Modelo de rede para um elastémero nematico 81

e o parametro
207 =20
2007 + l”

com ¢ = 0 no caso isotréopico e 6 = 1 no limite de anisotropia maxima. O primeiro termo

no lado direito da equagao (5.10) é a energia livre cldssica da borracha,

e 2
frub - 5 <)\ + X) . (513)

A funcao de particao pode ser escrita entao como

Z =Y exp(—BEe), (5.14)
{ni}

com a energia efetiva
A 1
_ v quv pv
B =—% Z >y smee — §BZ > MuS™ + N fr, (5.15)
1<i<j<N p,v=z,y,z =1 p,v=x,y,2

onde definimos

B:%a(v_%). (5.16)

Dada a origem entrépica da contribuicao elastica a energia livre, o médulo linear de

cisalhamento deve depender linearmente da temperatura,
= ngkpT, (5.17)

onde ng é o nimero de filamentos na rede de polimeros por unidade de volume (Warner
e Terentjev, 2003).

Admitimos ainda que os diretores nematicos interagem com campos aleatorios, origi-
nados da distribuicao de eixos de anisotropia gerados pela formagcao de conexoes cruzadas
(Figura 5.8). Essas interagoes podem ser representadas pelo termo de energia (Fridrikh e

Terentjev, 1999; Golubovi¢ e Lubensky, 1989; Fridrikh e Terentjev, 1997; Yu et al., 1998)

N
Erf:—%z ST omrse, (5.18)

i=1 wV=,y,z

co1m

HIY = L (3HERY — ) (5.19)

)
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82 5.4 Calculo da energia livre

onde v é um parametro de energia, e h é a pu-ésima componente do vetor unitério h,;.
Admitimos que {h;} é um conjunto de varidveis aleatérias temperadas, independentes e

identicamente distribuidas com distribuicao de probabilidade

P(h) = c/2, para h = (0,0, +£1), (5.20)

(1—-c)/4, para h =(%1,0,0), (0,41,0),
com 0 < ¢ < 1. Escolhemos o eixo de simetria dos meségenos ao longo da direcao z.
Assim o parametro c¢ estd relacionado ao grau de anisotropia dos meségenos anexados
as conexodes cruzadas (ou as préprias conexoes cruzadas), tal que ¢ = 1/3 para amostras
formadas na fase isotrépica, e ¢ > 1/3 para amostras formadas na fase nemdtica. Note

que admitimos o tensor de forma I fixo como uma média isotrépica de I; ', e escolhemos

incluir efeitos de memoria da rede apenas nas interagoes com os campos aleatorios.

a)

Figura 5.8: Conexoes cruzadas geram eixos de anisotropia (linhas tracejadas) que forgam um alinhamento
dos diretores nemdticos locais em ambos os casos: (a) com um meségeno fazendo a ponte entre duas

cadeias poliméricas; (b) sem a presenca de meségenos no ponto de juncao.

5.4 Calculo da energia livre

Efeitos de tensoes externas fixas o podem ser incorporados por meio da funcao de
particao
V({h)) = [ e S exp - (Bt B, (5.21)
0
{ni}
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para uma dada configuragao de campos aleatérios. A densidade de energia livre é dada
por
1

1
f= 3 IEEONIHY frub — U)\— = lliréoﬁln;exp —0GE), (5.22)

onde f deve ser minimizada com relacao a A e

A N 2 4N N
B=— <Z s;“’) ~ B> Musy” —%ZZH#“SZ*‘”, (5.23)
% =1

i=1 pv py i=1
onde descartamos termos de ordem menor que N.
Com o auxilio de identidades gaussianas podemos desacoplar as interagoes entre as
particulas,

> exp(-E) = | [d@]exp< NﬁAZ@ ) (5.24)

{n:}

T[4 e [52 Shv (AQW + 5BMu + gm)] ,

i {n}
onde [dQ] =[] w V BAN /2mdQ,,,. Apbs calcular a soma sobre as orientagoes m de uma

Unica particula, obtemos

fo= frubjL?_0')\—%1112—5_1]}@00%111/[6@]%1)[ Np4 (ZCf +TrQ>

xeXp{Z T H, 4 In (%:eu )” (5.25)

i=1
3A 3 o

onde

De acordo com a lei dos grandes ntmeros,

N
A}LH;O % Zl { 547 TrH; + In (Z eu(hi)) } = —%7 (TrH), + <ln (Z eu(h)) > :
- ' (5.27)
onde (...), denota o valor esperado com relagao as variaveis de campo aleatério, de onde
vemos que a energia livre é auto-mediante. Utilizamos entao o método de Laplace, de
forma que
B 1

f= frw+ 5 oA = 5In2 = F max L(Qu) (5.28)
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84 5.4 Calculo da energia livre

onde (), maximiza o funcional

pA 2
L=-= (TrQ*+TrQ) + <ln <;eu)>h. (5.29)

A condicao de L ser um ponto estacionario com relacao a @), leva as equacoes de

estado para os parametros de ordem,

Quv = % (3 <Ziuea>h . 1) Sy (5.30)

Note que TrQ = 0. A condicao para a energia livre ser estacionaria com relacao a A leva

a equacao de estado para a distorcao,
1 o 0 1 9
A=13 R <2A + ﬁ) > mQu (5.31)
o
onde usamos o resultado (5.30). Essas equagbes podem ser usadas para reescrever a
densidade de energia livre como

A
f:frub“—?—UA—%IH2+§TI'@2—%<IH (Zeu>>h- (532)

I

Para estabelecer contato mais proximo com experimentos em cristais liquidos, usamos
a representacao paramétrica diagonal padrao da matriz de trago nulo QQ apropriada para

ordenamento nematico ao longo do eixo z,

_SEn
2 5

Q= 0 _Tn o |. (5.33)
0 0 S

Os parametros de ordem S e 7 caracterizam a fase isotrépica (S = n = 0), nemética

uniaxial (S # 0,7 = 0) e nemadtica biaxial (S # 0,7 # 0). Das equagoes de estado (5.30)

3 e 1
S == z - =, 5.34
2<ZM6”>h 2 .

n = g <€§;; >h. (5.35)

A versdo mais simples do modelo MSZ definido pelas equagoes (5.1-5.3) nao possui

obtemos

a simetria necessaria para descrever uma fase nematica biaxial estavel. Para verificar
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se este comportamento é robusto apds a inclusao de elasticidade e campos aleatorios,
consideramos o caso onde a deformacao é perpendicular ao eixo de simetria escolhido do
parametro de ordem. De fato, tem havido varios debates na literatura sobre a origem de
um comportamento suave (ou semisuave) estar relacionada ao inicio de um ordenamento
biaxial (Warner e Terentjev, 2003; Verwey, Warner, e Terentjev, 1996; Warner e Kutter,
2002; Ye e Lubensky, 2009). Enquanto a descri¢ao deste fenomeno esta além dos objetivos
deste trabalho, enfatizamos que uma inspecao numérica das equacoes de estado nos leva a
concluir que a simetria biaxial permanece ausente para um amplo intervalo de parametros.
Assim tomamos 77 = 0 e consideramos a dire¢gao da deformacao paralela ao eixo z, m =
(0,0,1). Essa escolha é razodvel desde que o acoplamento entre graus de liberdade eldsticos
e orientacionais fornecem um eixo preferencial de simetria para esse sistema. A densidade

de energia livre é dada entao por

1 1 3A 1
fzfmb+§B—aA—Bln2+TS2—E<1n (Zf‘:eu>>h’ (5.36)
onde
3 3 )
eu(h) = exp {ﬁ [—ZAS + 37 (3n2, — 1)] } . U= T,Y, (5.37)
e.(h) = exp {5 EAS + gv (3R2 —1) + B} } , (5.38)

e a equagao de estado para a distor¢ao (5.31) tem a forma

1 o 0 1
)\_ﬁ ;+§ (2)\+§) S. (5.39)

Até agora os resultados obtidos sao validos para qualquer distribuicdo de campos
aleatérios. Vamos nos limitar daqui por diante a distribui¢ao discreta (5.20). Neste

caso a densidade de energia livre (5.36) é dada por

1 1
= fu -B—0c\——
f fb+3 o E

L eI [2 4 SN (1 o)l [1.4 I 4 ORI},

In2 + ZAS(S ) (5.40)

e a equacao de estado para o parametro de ordem (5.34) resulta

3T ¢eBOAS/4+9v/8+B) (1 — ¢)eP9AS/4+B)

1
=313  BOAS/IT9V/STB) T 1 3 0951/ 1 gBOAS/ATE) | 3 (5.41)
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5.5 Resultados termodinamicos

Sem perda de generalidade, admitimos que ng = 1 e 6 = 0.5, uma vez que outras esco-
lhas levam a resultados qualitativamente semelhantes. Vamos escrever agora as equacoes
que utilizamos nos cédlculos numéricos. Expressamos as energias em unidades de A e a
temperatura em unidades de k/A. A densidade de energia livre (5.41) é dada explicita-

mente por

1 i
fo= ZS(S +1)+ T{g (5A2 =727 —=In2—cln [2 + O@SHN/ETHIN A >/8]

~(1-¢)ln [1 L O/sT 695/4T+3(A2_A—1)/8] } (5.42)

A equagao de estado para o parametro de ordem (5.41) toma a forma

3
5 =3

ced(25+7)/8T+3(X2-A"1)/8 (1— 0)695/4T+3(>\2—>\*1)/8

2 9(25+7)/8T+3(A2=1~1)/8 + 1+ /8T e9S/4T+3()\2—)\1)/8] oy (5.43)
e a equagao de estado para a distor¢ao (5.39) resulta
1 o 1 1
A=—=+—-+-(2\+= ]S 5.44
wrrti(2s) (540

Na auséncia de tensoes aplicadas (0 = 0), a equagao de estado (5.44) pode ser facil-

mente resolvida para a distor¢ao, com o resultado

A= Gfﬁg) (5.45)

A distor¢ao aumenta monotonicamente com S, para 0 < S < 1. Além disso, S = 0
implica A = 1, indicando que a deformacgao ¢é induzida pelo ordenamento orientacional
apenas. Para uma tensao aplicada arbitréria (¢ > 0), a equagao de estado (5.44) é uma

equacao ciibica em A com apenas uma raiz real e positiva dada pela férmula’

A= ?)(22_705” {1 +2cosh E cosh™! <1 ElCh S;;S i S)T?))} } : (5.46)

que é uma fungao mondétona crescente de S. Em nossos calculos numéricos, resolvemos a
equagao (5.43) para o parametro de ordem S usando para A o resultado dado pela equagao

(5.46).

9Veja o apéndice B para uma resolucio sucinta da equacio cibica.
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5.5 Resultados termodinamicos 87

5.5.1 Resultados na auséncia de desordem (v = 0)

Na Figura 5.9 tracamos o parametro de ordem S e a densidade de energia livre f
(curva superior) como uma fun¢ao da temperatura para tensoes aplicadas o = 0.02,
no intervalo de temperaturas onde ocorre uma transicao de primeira ordem. A solucao
estavel de baixas temperaturas abc, com valores mais altos do parametro de ordem S,
sera chamada solucao nemadtica, enquanto a solucao estavel de altas temperaturas dbe,
com valor mais baixo do parametro de ordem, serda chamada solugao isotrépica, mesmo
quando S nao ¢ necessariamente nulo, como no caso onde ha tensoes aplicadas. O ramo
cd corresponde a uma solucgao instavel. No intervalo de temperaturas T; < T" < T, ambas
as solucoes nematica e isotropica sao estaveis, e temos que escolher aquela com o menor
valor da energia livre. A transicdo de primeira ordem ocorre na temperatura Tx; = 7T}
onde as energias se tornam iguais. Observamos que, em concordancia com a teoria elastica
classica, a energia livre varia linearmente com a temperatura na fase isotrépica (Warner

e Terentjev, 2003).

1 1 — -0.28

S05 0.3 f
0 1 — -0.32
0.88 0.92 0.96

Figura 5.9: Pardmetro de ordem S (curva inferior) e densidade de energia livre f (curva superior) como

funcoes da temperatura para v = 0 e tensao aplicada o = 0.02.

Na Figura 5.10 apresentamos o parametro de ordem nematico S e o fator de distor¢ao

A como funcgoes da temperatura para varios valores da tensao aplicada 0. Como se espera
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88 5.5 Resultados termodinamicos

da equagao (5.46), o gréfico de A é semelhante ao de S. Para valores pequenos da tensao
aplicada o, o sistema sofre uma transicao de primeira ordem com uma separagao entre as
solugoes nematica e isotropica. A medida que a tensao o aumenta, essa separacao dimi-
nui até um ponto critico ser atingido, a partir do qual nao existe transicao de fase. Este
comportamento foi predito por De Gennes em meados da década de 70 (Gennes, 1975),
antes mesmo da consisténcia quimica de elastomeros nematicos ser demonstrada. Experi-
mentalmente, entretanto, nao ha transicoes de fase de primeira ordem associadas mesmo
na auseéncia de tensoes externas. O salto na transicao de primeira ordem é suavizado,
sendo substituido por uma variacao continua, embora rapida, do parametro de ordem.
Este fato tem sido interpretado teoricamente com o auxilio de distribui¢oes anisotrépicas

de campos aleatérios (Petridis e Terentjev, 2006; Selinger e Ratna, 2004).

0.8

0.6

»no4

0.2

1 1 1 1 1 1
(9.85 0.9 0.95 1 1.05 0.85 0.9 0.95 1 1.05

Figura 5.10: Parametro de ordem nemadtico (a) e fator de distorgao (b) como fun¢ao da temperatura,

para v = 0 e varios valores da tensao aplicada o.

5.5.2 [Efeitos da desordem (v > 0)

Examinaremos agora como a interagao com campos aleatorios afeta a transicao entre as
fases nemética e isotropica. Na Figura 5.11a mostramos o parametro de ordem nematico
como uma funcao da temperatura para o = 0, v = 0.2 e vérios valores de ¢. Observamos
que a separacao entre as solugoes nemaética e isotrépica decresce com o aumento de ¢ de
c=1/3 a ¢ = 0.422, desaparecendo acima deste valor. Na Figura 5.11b o parametro de

ordem nematico é apresentado como uma funcao da temperatura para ¢ = 0.4 e varios
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5.5 Resultados termodinamicos 89

valores de v. Novamente, a separagao entre as solucoes nematica e isotrépica diminui a

medida que v aumenta de v = 0 a v = 0.263, e a transicao desaparece acima deste valor

de 7.
0.8 0.8
(b)
0.6 0.6f
\
1.0 y=0.0 0.2
0.4
\ /
0.2f
0.2 2.0\
. ¥
8. 8 8 0.9 1 1.1

Figura 5.11: Parametro de ordem nemdtico como uma fungao da temperatura para c = 0. (a) y =02 ¢

vérios valores de c. (b) ¢ = 0.4 e vérios valores de 7.

Esses resultados mostram que uma distribui¢ao anisotrépica (¢ > 1/3) de campos
aleatérios de intensidade suficiente (7 > 0) é necessédria para suavizar a transigao entre
as fases nematica e isotrépica, em concordancia com as simulagoes numéricas de Selinger
e Ratna (Selinger e Ratna, 2004). A Figura 5.12 mostra, para tensoes aplicadas nulas

(0 =0), a curva no plano vy—c a direita da qual nao existe transicao de primeira ordem.

0.8 r
0.6 r
Y
04 r

0.2 r

O L L L L L L
03 04 05 06 07 08 09 1

c

Figura 5.12: A curva para ¢ = 0 a direita da qual ndo existe transi¢do de primeira ordem. A linha

pontilhada vertical corresponde a ¢ = 1/3.
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5.5.3 Resultados para desordem isotrépica (¢ =1/3, v > 0)

Lembramos que uma distribuicao isotrépica de campos aleatérios (¢ = 1/3) representa
amostras formadas no estado isotropico, onde as tensoes aleatérias originadas da rede
com conexoes cruzadas nao possuem direcao preferencial. De acordo com a Figura 5.12,
uma transi¢ao de primeira ordem ocorre na auséncia de tensoes aplicadas (o = 0) para
qualquer valor da intensidade do campo aleatério . Para ilustrar este fato, tragamos
na Figura 5.13 o fator de distorcao A como uma funcao da temperatura na auséncia
de tensoes externas (o = 0) para vérios valores do parametro de desordem ~. A fase
nematica decresce com o aumento de 7, mas a transicao de primeira ordem permanece
sem mostrar evidéncia da transicao suave entre as fases nematica e isotropica observada

experimentalmente em amostras formadas no estado nemaético.

1.4

y=0.0

Figura 5.13: Fator de distor¢do A como uma funcao da temperatura para c =0, c = 1/3 e 7y entre 0 e

~ 1.

Na presenca de tensoes aplicadas (o > 0), a transi¢do de primeira ordem é suavizada
para temperaturas 1" ou parametros de desordem = suficientemente altos. Este comporta-
mento pode ser observado nas curvas tensao versus deformacao, onde a deformacao e esta
relacionada ao fator de distorcao pela equagao A = 1 + e. Na Figura 5.14a tracamos iso-
termas para 7 = 0.6 e na Figura 5.14b tracamos curvas iso-y para 7' = 0.8. Fica evidente
dessas figuras que a temperatura e o parametro de desordem tem um efeito similar sobre o
sistema. Para temperaturas (7' < T.) ou parametro de desordem (y < 7.) suficientemente

baixos, a tensao cresce monotonicamente com a deformacgao na fase isotropica até um

90



5.6 Consideracoes finais 91

ponto onde ocorre uma transicao de primeira ordem para a fase nematica. No ponto de
transicao as duas fases coexistem e a deformagao é independente da tensao. O plateau
da curva tensao versus deformacao é seguido por um aumento da tensao para valores
mais altos da deformacao. Esse comportamento concorda com o cendrio experimental de
uma transicao tipica entre polidominios e monodominio em ENs, de acordo com a Figura
5.6a. A medida que o parametro de desordem ou a temperatura aumenta, a curva de
coexisténcia se comprime até um ponto critico ser alcancado em v = . oul' = T.. O

diagrama de fases completo lembra um diagrama tipico P-V de fluidos simples.

0.12 0.15
(@)
0.08 | 0.1
o o
004t 4 0.85 0.05
0.83
0 ‘ ‘ — 0 ‘ -
0 005 01 015 0.2 0 0.1 0.2 0.3

Figura 5.14: Curvas tensao versus deformagao para ¢ = 1/3. (a) Isotermas para v = 0.6. (b) Curvas

iso-y para T = 0.8.

5.6 Consideragoes finais

Vimos na secao 5.2 que experimentos recentes mostram que ENs com conexoes cruzadas
formadas no estado isotréopico apresentam um plateau bem-definido na curva tensao versus
deformacao, para valores de tensao critica muito menores, em comparacao com aqueles
formados no estado nemético (Urayama et al., 2009). Observagoes de microscopia éptica
sugerem que esse comportamento estd associado a efeitos de memoria mais fortes para
ENs formados no estado nematico. Esperamos entao que v nao seja independente, mas
que aumente com ¢, de acordo com a linguagem do nosso modelo. Nao ¢ dificil agora achar

valores apropriados de 7 e ¢ que satisfazem essa restrigao, e em concordancia qualitativa
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com os resultados experimentais. Mostramos na Figura 5.15 duas curvas tensao versus
deformacao para T' = 0.95. Para a curva (b), consideramos amostras formadas no estado
isotropico (¢ = 1/3), que implica auséncia de efeitos de memoria (7 = 0). Nesse caso, a
curva tensao versus deformacao apresenta um plateau bem definido para um valor baixo
da tensdo critica. Para a curva (a), consideramos amostras formadas no estado nematico
(¢ = 0.35), que deve implicar efeitos de memoria mais fortes (y = 0.45). Note que a
curva tensao versus deformagao caracteriza uma transicao larga de polidominios a mono-
dominio orientacional para valores mais altos da tensao critica, em boa concordancia com
os resultados experimentais de Urayama e colaboradores (Urayama et al., 2009), (Figura

5.7).

0.16

0.12f

©0.08

T

(b) y=0, c=1/3

0.04

T

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 5.15: Curvas tensao versus deformagao para T = 0.95. (a) v = 0.45e ¢ =0.35. (b)y=0c¢e
c=1/3.

Para concluir, introduzimos um modelo de rede simples, a nivel de campo médio, para
descrever o comportamento de elastomeros nematicos. Este modelo combina a teoria de
Maier-Saupe-Zwanzig para cristais liquidos (Maier e Saupe, 1958; Henriques e Henriques,
1997; Carmo et al., 2010) e a versao de rede, devida a Selinger e Ratna (Selinger e Ratna,
2004), da teoria da elasticidade de Warner-Terentjev (Warner e Terentjev, 2003). Rea-
lizamos calculos detalhados para um amplo intervalo de parametros, com a inclusao de
efeitos de uma distribuicao temperada de campos aleatorios. Uma curva de coexisténcia
no grafico tensao versus deformagao pode ser obtida para sistemas resfriados abaixo de

uma temperatura de congelamento, que é analoga ao diagrama P-V de um fluido simples,
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com o parametro de desordem fazendo o papel da temperatura. Abaixo de uma tensao
critica, as linhas de coexisténcia lembram o plateau experimental da curva tensao versus
deformacao, e podem ser interpretadas como assinaturas de uma transicao de polidominios
a um monodominio. No caso de monodominio, mostramos que campos aleatorios podem
suavizar a transicao de primeira ordem entre as fases nematica e isotrépica, desde que
as amostras tenham sido formadas no estado nematico. Além de concordancia geral com
resultados anteriores, esperamos que nossos resultados possam motivar trabalhos experi-

mentais adicionais sobre a curva tensao versus deformacao de nematicos elastomeros.
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Apéndice A

Estabilidade da solucao com simetria

de réplicas

A matriz hessiana associada ao funcional —G, definido em (3.24), possui um total de

treze elementos distintos, a saber,

2 —
A = gxi afj = 23Jb(1 — BJb) + 83> J°b*BJy (a + 2bx) m*q (1 — q)
+ 4B (a + 202)* 2 (1 — q)* + 432 T3 m? (m? — 1),
/_82(_G)_ 2 7272 2 2 7212, 2 2 4 7412 2 2
B = W——Qﬂqu + 432 J50°m? (m® — q) + 43TV (a + 2bx) ¢
X (q*+2q—3r) + 83 J**BJy (a + 2bx) mq [2t — m (1 + q)],
2 —
¢ = gchﬁaic)v = —4B2T°6 8, (a + 2bx) m* (1 — q) — 48* TV (a + 2b2) ¢ (1 — q)”,
r 82 (_G> -
b= I¢P oz
;o P(=G) oo 2 2 72 2
E = e 282 J5b (a + 2bx) m (m® — 1) 4+ 22 J°b3Jy (a + 2bx)" mgq (1 — q),
/ 02 (_G) 2 72 2 2 72 2
= ombore 262 J5b (a + 2bx) m (m* — q) + 282 J°b3Jy (a + 2bx)” ¢ [2t — m (1 + q)],
A = & (-G) = (Jo (a + 2bx) [1 + BJo (a + 2bx) (m2 - 1)}
Imedme ° 0 :
82 (_G) 2 72 2 2
B = 0m58ma:6 J§ (a+ 2bx) (m —q),
_ 0 (_G) _ 2 72 3
C = aqaﬁama——ﬂJﬂJo(a—i-be) m(l—yq),
2(_
p - 9 (=G) _ — 21?3y (a + 2bx)’ (t — mq), (A1)

0g?7Om>
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P o= LU g 1— B (0t 20)? (1 - )
aqaﬁaqaﬁ ’
o 82 (—G) . 4 74 4
82 <—G) 4 74 4 2
R o= goigges = 0 a+20)" (r =)

onde, no limite n — 0,

1=(s055), = [ ew <_f) tanls® [ (JEq"2% + Joem + H)]

oo V2T 2
aQf Qv Qb < dz i 4 1/2
7‘:<S SPSTS >L: Eexp —5 tanh [ﬂ (ng z+J0§m+H)}.

Na fase paramagnética

de forma que a matriz hessiana é diagonal, com
B=C=D=F=F=B=C=D=Q=R=0,
e ainda,
A" = 2B8JB(1—3Jb),
= [Jo(a+2bx)[1 — [Jy(a+ 2bx)],
P = B2 (a+2bx) [1 — B2T? (a+ 2b3)7]
e portanto, a condicao de positividade dos autovalores é satisfeita se
t >0,

t > joa + 0,

t>a+b.

(A.2)

(A.5)

(A.6)

(A.8)
(A.9)

(A.10)

As duas tltimas condig¢oes delimitam a fase paramagnética, que deve ser portanto estavel.

Os autovetores da hessiana podem ser escritos na forma
{0}
|/"L> = {Ea} ’
{n(aﬁ)}
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onde os vetores ¢, € e 17 estao associados as variaveis x, m e ¢, respectivamente. Como
no modelo SK, todo o espaco de autovetores linearmente independentes é gerado por trés
classes de simetria. A primeira, correspondente a autovetores com simetria entre todos

os indices,

0 =d, e =a, Yo, 1P =b, Vaep, (A.12)
gera um subespago com dimensao 3n. Na segunda classe,

o =d,e*=a para a=460;, ¢*=0V,e*=0b, para «a#0
n@f =¢, para a ou B=60; n° =d para o, [ #6. (A.13)
o subespaco gerado também tem dimensao 3n. A condigao de ortogonalidade com os
vetores da primeira classe implica: @’ = (1 —n)b';a = (1 —n)b;c = (1 —n/2)d. A terceira
classe de autovetores,
o =d,e*=a para a=0 ouv, ¢*=0b,e*=0b para a#0,v
N =c¢; ) =nt =d paraa #£6,v; 9P =e paraa, 5 #0,v; (A.l4)
gera todo o espago. Ortogonalidade com os vetores das demais classes implica: o' = b =

a=0b=0;c=(2—n)d;d = (3—n)e/2. O autovalor associado ao autovetor transversal

acima ¢ dado por:
A=P—-2Q+R, (A.15)

de forma que a linha de estabilidade de Almeida e Thouless, caracterizada por A = 0, é

obtida da equagao:

2 00 22
<k7T) = ot 2)’ [ e (‘5) sech’ (3 (a +2bx) (J'/% + Jom) ] (A.16)

onde ¢, m e x sdo obtidos das condicoes de extremo (3.28), (3.29) e (3.30).
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Apéndice B

Solucao trigonomeétrica da equacao

cubica

A equagao (5.44) pode ser escrita na forma

N a2 — 3 =0, (B.1)
onde
o 1 4+ S

Podemos eliminar o termo quadratico por meio da substituicao A = x — ¢, escolhendo

¢ = —a/3. Assim
24+ pr+q=0, (B.3)
onde

_a (2
p= ., q= (27a +ﬁ). (B.4)

A solucao trigonométrica explora a identidade

cosh 30 = 4 cosh® § — 3 cosh 6. (B.5)

Se existir apenas uma raiz real, dado que p < 0 e ¢ < 0, a substituicao = = wcoshf em

(B.3) resulta
4 cosh® 0 + 4% cosh 6 + 4% =0, (B.6)
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ou ainda, escolhendo u? = —(4/3)p,

4 cosh® @ — 3 cosh 6 + Lﬁ%/? = 0. (B.7)
(—=(4/3)p)

Usamos agora a identidade (B.5) para escrever

cosh 30 = 34 —§, (B.8)
2pV p
ou seja
1
§ = —arccosh <§2 —§) . (B.9)
3 2pV p
Logo

r =ucosh =2,/ P cosh larccosh 3¢ /3 : (B.10)
3 3 2p P

ou ainda, em termos das grandezas iniciais

= 2o {1 2o [t (14 TSIV Y

o que demonstra a equagao (5.46).
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