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ResumoEste trabalho de mestrado teve o objetivo de alular a dimensão deum modelo de gravitação quântia eulidiana baseado no formalismo dageometria não omutativa. Este álulo é uma ontinuação do artigo [4℄.Em [4℄, observa-se que utilizar uma tripla espetral omutativa permitegeneralizar e tratar a geometria usual de maneira puramente algébria. Doformalismo da Geometria Não Comutativa [2℄, observa-se que existe umarelação entre uma variedade e uma tripla espetral omutativa.Depois de de�nida a ação, as variáveis dinâmias e o observável dimen-são desta teoria em termos da tripla espetral, veri�ou-se que havia umaanalogia lara om a teoria das Matrizes Aleatórias [6℄, assim foi possívelidenti�ar uma maneira numeria de alular a dimensão deste problema.O espaço estudado foi um onjunto in�nito de pontos, uja dimensãoera uma variável estoástia, ou seja, partimos de um onjunto de pontosarbitrário que poderia ter qualquer dimensão real. Os resultados obtidosmostram que a dimensão do modelo é um número perto de 1.Neste trabalho de mestrado enontramos dois métodos distintos paraalular a dimensão, um baseando-se na de�nição de dimensão de dimensãooriunda da Geometria Não Comutativa e a outra baseada na lei de Weyl.Dadas estas duas alternativas, o trabalho onsistiu em riar, onstruir,implementar e testar um algoritmo apaz de extrair a dimensão destas duasmaneiras através de simulações de Monte Carlo.Este resultado é muito interessante devido as araterístias muito geraisdo espaço esolhido, dado que o limite superior da dimensão alulada em[4℄ foi 2, estávamos esperando qualquer valor no intervalo entre 0 e 2, e o queos resultados sugerem é que a dimensão é uma �variável termodinâmia�,ou seja, uma distribuição delta om entro em 1.
v





AbstratThis work had the intention of alulating the dimension of a EulidianQuantum Gravity model whih is based on the formalism of non ommu-tative geometry. This work is a ontinuation of the artile [4℄.From [4℄ we know that using a ommutative spetral triple allows us togeneralize and treat ordinary geometry in a purely algebrai manner. FromNon Commutative Geometry [2℄ follows that manifolds and a spetral triplesare related.After de�ning ation, dynamial variables and observables in terms ofthe spetral triple, a relationship between Random Matrix Theory [6℄ ameup. That relationship was used to evaluate the model dimension usingnumerial omputation algorithms.We studied one partiular manifold whih is equivalent to an ordinaryset of points. The dimension is a stohasti variable, for instane this modelwould allow any possible value for dimension inside the interval [0; 2).We found two distint methods for alulating the dimension. One ofthem was based on the dimension de�ned by Alain Connes and the other isbased on the dimension de�ned by Weyl. It is known that both de�nitionsare equivalent for the simple ases.Given these two methods we alulated the dimension through a MonteCarlo algorithm reated and implemented during this work. The programsimulated a �nite approximation for the dimension and after running severalsimulations, eah one depending on the number of points, we found theasymptoti law for the spae dimension.We found that the dimension is a �thermodynami variable� near the�nite value 1, sine we found that the estimator of this observable hasvariane that goes to zero on the ontinuous ase.This result is very interesting due to the broad harateristis of thespae hosen. Given that the upper limit for the dimension alulated in [4℄was 2, we were expeting any stohasti distribution entered in any numberin the interval between 0 and 2, but the results sugest that dimension is adelta distribution entered in 1. vii
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Parte IIntrodução e Motivação

1





Capítulo 1Introdução
1.1 MotivaçãoUm dos desa�os da Físia Teória atual é onstruir uma teoria quântiapara a gravitação. A teoria da Relatividade Geral mostra que a geometriado espaço-tempo é dinâmia. Por outro lado a teoria quântia usual assumeque o espaço-tempo é uma variedade �xa, ou em outras palavras, estátia.Argumentos teórios sugerem que a estrutura do espaço-tempo é modi-�ada na hamada �esala de Plank�, que é de�nida em termos do ompri-mento de Plank Lp e do tempo de Plank TP :

• Lp =
(

~G
c3

)
1
2 ≃ 10−35m

• Tp =
(

~G
c5

)
1
2 ≃ 10−44sDevido às relações de inerteza nesta esala [1℄ , oorrem �utuações deenergia e momento que podem ausar �utuações na urvatura grandes osu�iente para perturbar a estrutura do espaço-tempo. Por este argumentoa desrição matemátia do espaço-tempo omo uma variedade perderia asua validade.1.2 Geometria Não ComutativaA Geometria Não Comutativa ( ou Geometria Espetral ) é uma genera-lização da geometria usual, proposta prinipalmente por Alain Connes em[2℄, [3℄. Este formalismo se mostra um aminho natural para a ompreensãoda estrutura do espaço-tempo na esala de Plank, que é um dos prinipais3



4 Introduçãoobjetivos de um andidato a teoria de gravitação quântia eulidiana.Utilizando o arabouço matemátio da geometria não omutativa, ons-truiremos um método que permitirá obter, num erto �limite marosópio�,a estrutura de uma variedade para que possamos eventualmente reompora Teoria de Relatividade Geral.Os elementos da geometria não omutativa são as álgebras C∗, os espa-ços de Hilbert e os operadores de Dira. Estes objetos de�nem uma entidadehamada tripla espetral e é através da tripla espetral que reonstruiremosa geometria usual.No ontexto desta dissertação estudaremos apenas álgebras omutati-vas, ou seja, álgebras ujos elementos obedeem a relação ab = ba pois estaabordagem é su�ientemente geral para obrirmos os objetivos deste tra-balho, já que álgebras omutativas originam espaços topológios Hausdor�que ontém todos as variedades possíveis.Denotaremos uma variedade pelo par (M, gµν), onde M signi�a umespaço topológio Hausdor� e gµν é a métria válida neste espaço. Denota-remos a tripla espetral assoiada a variedade (M, gµν) por (A,H,D) onde
A é a álgebra C∗ omutativa das funções omplexas ontínuas que vão azero no in�nito sobre M , H é o espaço de Hilbert dos espinores de�nidosem M e D signi�a o operador de Dira atuando em H.Os teoremas de Gelfand e Gelfand-Naimark garantem que existe umamaneira de assoiarmos as variedades (M, gµν) om triplas espetrais omu-tativas (A,H,D). Demonstra-se que o espaço topológio Hausdor�M podeser reomposto a partir do feho do espaço das representações irredutíveisda álgebra A, denotado por Â, enquanto que a métria gµν é de�nida emtermos do operador de Dira.Por onseguinte, podemos substituir a variedade (M, gµν) pela sua triplaespetral orrespondente (A,H,D), ou seja, podemos estudar as proprieda-des da tripla espetral de maneira totalmente algébria e onseqüentementetirarmos onlusões sobre algumas propriedades fundamentais da variedade.Não há perda de informação nesta abordagem e os resultados obtidos sãopromissores.



1.2. Geometria Não Comutativa 51.2.1 FormalismoPara onstruirmos uma teoria de gravitação quântia preisamos enon-trar um formalismo em que seja possível de�nir as variáveis dinâmias, aação e os observáveis da teoria. Em nosso aso, estas entidades devem estarde�nidas em termos dos elementos das triplas espetrais.Um dos resultados da Relatividade Geral é que propriedades físias fun-damentais são invariantes por difeomor�smos. Utilizaremos os autovaloresdos operadores de Dira omo variáveis dinâmias seguindo [4℄. É im-portante frisar que esses autovalores são invariantes por difeomor�smos,logo eles são variáveis dinâmias apropriadas para uma teoria de gravitaçãoquântia, onforme sugerido em [5℄.Observamos que a esolha dos autovalores omo variáveis dinâmiastorna possível esrever uma teoria que seja interpretável em termos do fer-ramental matemátio da Teoria de Matrizes Aleatórias [6℄. Assim é possívelextrair alguns resultados utilizando esta abordagem.Foi demonstrado em [7℄ que este enfoque nos permite estudar apenas aquantização eulidiana. Contudo, a possibilidade de enontrar as soluçõesdo problema no espaço de Minkowski via rotação de Wik não pode serexluída.A ação pode ser de�nida em termos de uma função quadrátia dos au-tovalores do operador de Dira D e esta abordagem resulta na ação deHilbert-Einstein sendo reuperada na expansão de Heat-Kernel de S[x] nolimite β muito pequeno. A ação �a de�nida em termos dos elementos datripla espetral x ∈ (A,H,D) omo:
S[x] = tr

(

D

Λ

)2

= β tr(D)2 (1.1)Onde o parâmetro Λ é interpretado omo sendo inverso do omprimentode Plank, Λ = 1
Lp
, e o parâmetro β é o quadrado da razão entre o om-primento de Plank e um parâmetro de esala L, β =

(

Lp

L

)2. O parâmetro
L é a esala de omprimento tal que o operador D = D

L
é análogo a umoperador de Dira, pois D é um operador auto-adjunto adimensional.Seguindo o método de quantização por integrais de trajetória [8℄, parade�nirmos uma teoria de gravitação quântia eulidiana, ver [9℄, é preiso



6 Introduçãode�nir uma função de partição em termos da ação de�nida por S[x].De�nimos o análogo da função de partição omo:
Z =

∑

x∈X
e−S[x], (1.2)onde o onjunto X é o onjunto de todas as triplas espetrais omutati-vas (A,H,D) om a ação de�nida por (1.1). A expressão aima é a maneiraformal de quantizar uma teoria no ontexto eulidiano. Ela implia dizerque estamos somando as on�gurações sobre todas as possíveis triplas es-petrais, por onseguinte, sobre todos os espaços Hausdor�.Somar sobre todos os espaços Hausdor� signi�a onsiderar um on-junto que ontenha todas as variedades, pois as variedades estão ontidasnos espaços topológios Hausdor�. Em outras palavras, existem espaçosHausdor� que não possuem orrespondentes no ontexto das variedades.Neste sentido obtemos uma generalização da geometria usual.De�nida a função de partição da teoria, podemos de�nir observáveis emtermos da função de partição em analogia om a Meânia Estatístia, ouseja, interpretamos o observável omo uma propriedade média do sistema.A de�nição dos observáveis é:

〈O〉 =

∑

x∈X O[x]e−S[x]

Z
(1.3)1.3 ModeloIniiaremos a disussão de um modelo para ompreendermos melhor esteformalismo. Este modelo foi proposto no artigo [4℄ omo um exemplo daapliação da teoria desenvolvida até aqui.Desreveremos o nosso ensemble omo um subonjuntoX ⊂ X de triplasespetrais, ou seja, um subonjunto de geometrias. De�nimos um elemento

x ∈ X deste subonjunto omo uma tripla espetral x = (A,H, D) ondea álgebra C∗ omutativa tem espetro ontável.O espetro de uma álgebra é o onjunto das representações irredutíveisda mesma, e se a álgebra é omutativa, o espetro, denotado por Â, é umespaço topológio Hausdor�, portanto estamos onsiderando na verdade um



1.3. Modelo 7onjunto ontável de pontos no sentido usual.Dividiremos X em subespaços Xn = (An,Hn, Dn) de tal forma que
Ân tenha um número �nito n de pontos. O teorema de Gelfand-Naimarkimplia que os elementos de An são as seqüênias do tipo {a1, a2, . . . an}onde ai ∈ C.O espaço de Hilbert Hn é esolhido omo o espaço dos vetores v =
(v1, v2, . . . , vn) que possuem norma ‖v‖ =

∑n

i=1 v
2
i < ∞. O operador Dé uma matriz n× n auto-adjunta.Finalmente seleionaremos amostras do espaço X através de subon-juntos X1, X2, . . . , XN e tomaremos o limite para N → ∞ que estaremoshamando de �limite termodinâmio� deste modelo.A ação está bem de�nida pois o traço de matrizes �nitas está bemde�nido e pode ser esrita em termos dos autovalores reais das matrizes D:

S[x] = β tr(D)2 (1.4)As matrizes D, n× n auto-adjuntas, tem os autovalores omo númerosreais dados por: {λ1(D), λ2(D), . . . , λn(D)}, que são as variáveis dinâmiasda teoria, e o parâmetro β é o quadrado da razão entre o omprimento dePlank e um parâmetro de esala.De�nimos a função de partição omo:
ZN(β) =

N
∑

n=0

zn(β)Onde zn(β) é dado por:
zn(β) =

∫

D∈Xn

[dD] e−β tr(D)2 (1.5)A medida de integração [dD] representa a integração de todos os ele-mentos Dij, independentes, dentro do subespaço Xn.Veri�a-se que esta de�nição da função de partição (1.5), representa oensemble de matrizes gaussianas unitárias, daí a onexão om a Teoria deMatrizes Aleatórias [6℄.



8 IntroduçãoContinuando a de�nição dos observáveis desta teoria:
〈O〉(β) =

N
∑

n=0

〈O〉n,βzn(β)
∑N

l=0 zl(β)
(1.6)No artigo [4℄ foram disutidos dois observáveis para este modelo de gra-vitação quântia eulidiana, a saber: o número de pontos do universo e adimensão do universo.Estes observáveis são variáveis aleatórias, ou seja, este modelo não estápressupondo qualquer estrutura geométria prévia, liberando a possibili-dade destas geometrias terem qualquer número de pontos. Este modelotambém permite que a dimensão média das geometrias assuma qualquervalor.O número médio de pontos, de�nido em termos de (1.6), resulta naexpressão:

〈n〉(β) =

∑

n n2
n
2 ( π

2β
)

n2

2

∑

n 2
n
2 ( π

2β
)

n2

2

(1.7)Existem 2 regimes neste modelo. Para β > π
2
, 〈n〉 onverge e para

β < π
2
, 〈n〉 diverge.Seja o onjunto Λ dos módulos dos autovalores do operadorD ordenadosde forma resente. A dimensão δ é obtida observando o omportamentoassintótio dos módulos dos autovalores do operador de Dira de�nido noespaço em questão, ou seja:

λk(D) ∽ k
1
δ (1.8)para k → ∞No artigo [4℄, onlui-se que a dimensão é diferente nas duas fases domodelo. 〈d〉(β) é zero para valores de β maiores do que π

2
e 〈d〉(β) 6= 0 nafase orrespondente a valores de β < π

2
.



1.4. Objetivos 91.4 ObjetivosO problema em alular a dimensão média deste modelo reside na di�-uldade em de�nir a dimensão do espaço Â de maneira direta em termosdos autovalores do operador D. Portanto utilizamos uma outra de�niçãode dimensão, onsistente om a dimensão oriunda da teoria de Weyl.Considere a função zeta de Riemann omplexa ζ(z):
ζ(z) = lim

n→∞

n
∑

k=1

k−z (1.9)Demonstra-se que ζ diverge para valores Re(z) ≤ 1 e onverge paravalores Re(z) > 1. Outro resultado onheido é que a função ζ pode ser es-tendida analítiamente, exeto para Re(z) = 1, para todo o plano omplexo.Alain Connes mostrou em [21℄ que a dimensão na geometria espetralpode ser alulada tomando os módulos dos autovalores não nulos {λk} deum operador de Dira D para uma álgebra A e um espaço de Hilbert H(tripla espetral) utilizando a função zeta de Riemann espetral:
ζD(z) = lim

n→∞

n
∑

k=1

λ−z
k (1.10)Analogamente ao que oorre na função zeta de Riemann no plano om-plexo, a função zeta de Riemann espetral diverge para Re(z) ≤ zc e on-verge para Re(z) > zc, portanto podemos de�nir a extensão analítia de ζDpara todo o plano omplexo, exeto nos polos de ζD. A dimensão é de�nidaomo o onjunto dos pólos de ζD.Suponha agora que λk é da forma λk = k

1
δ om k 6= 0. A expressão(1.10) é esrita omo:

ζD(z) = lim
n→∞

n
∑

k=1

k−
z
δ (1.11)Observe que de aordo om a argumentação sobre a função zeta de Ri-emann os pólos da função zeta de Riemann espetral para λk = k

1
δ sãoos números omplexos tais que Re( z

δ
) = 1, ou seja, z = δ. Entretanto ade�nição da dimensão de Weyl diz que a dimensão do espaço em questão,

δ é data pela expressão λk = k
1
δ onde λk são os módulos dos autovalores



10 Introduçãonão nulos do operador D.Portanto onluímos que a dimensão de Connes é onsistente om adimensão pela de�nição de Weyl. A de�nição da dimensão de Connes éde�nida pelo onjunto �nito de pólos da função zeta de Riemann espetral(1.10). De fato, neste aso é mais apropriado de�nir o hamado �espetrode dimensões".Durante o trabalho utilizamos essas duas de�nições omplementarespara estimar o valor da dimensão de Â, de�nidas por (1.8) e (1.10). Veja-mos resumidamente os algoritmos utilizados:ALGORITMOPasso 0: O passo iniial deste trabalho é riar um algoritmo que gereas matrizes D seguindo a distribuição de probabilidades do ensemble gaus-siano unitário e alular os autovalores de D para ada parâmetro β e paraada parâmetro N estudado. O parâmetro N signi�a que o tamanho dasmatrizes hermitianas é N ×N .ALGORITMO 1 - Logaritmo1Passo 1: Dado o onjunto Λ = {λ0(D), λ1(D), . . .}N,β dos módulosdos autovalores para ada valor de N e ada valor de β.Passo 1.2: Criar o grá�o {log(k); log(λk)}Passo 1.3: Extrair a dimensão δ omo o inverso do oe�ienteangular da reta resultanteALGORITMO 2 - Zeta de Riemann2Passo 1: Dado o onjunto Λ = {λ0(D), λ1(D), . . .}N,β dos módulosdos autovalores para ada valor de N e ada valor de β.Passo 1.2: Extrair a dimensão δ pelo método utilizando a funçãozeta de Riemann.1Baseado na fórmula de Weyl (1.8)2Baseado na de�nição de dimensão de Connes



1.5. Resultados 11Este proedimento deve ser repetido várias vezes, isto é, devemos gerarvárias matrizes D diferentes para o mesmo par N e β, de aordo om adistribuição de probabilidades dada por (1.5), de modo que possamos fazeralguma estatístia om as dimensões aluladas. Assim, o resultado destaabordagem numéria é que devemos obter omo resposta do algoritmo:
d = {〈d〉; σd}β,NPara ompletar este trabalho estudamos a in�uênia dos parâmetros βe N nos resultados. O parâmetro N é o mais importante porque ompre-endendo o omportamento da dimensão média om N podemos estudar olimite N → ∞ e desobrir se existe onvergênia na disretização destemodelo. Poderemos dizer qual é a forma funional da onvergênia e oomportamento assintótio do desvio padrão.1.5 ResultadosNeste trabalho estudamos um modelo abstrato a�m de desrever umapossível teoria quântia para a gravitação. Em [4℄, de�niu-se um modeloteório omposto por um onjunto de pontos que poderia ser �nito ou in-�nito. Esta dissertação de mestrado enontrou uma estimativa on�ávelpara a dimensão deste modelo na fase em que β < π

2
.Demonstramos que a dimensão deste modelo tende a um valor �nito pró-ximo de 1. Observamos este resultado na extrapolação, no limite N → ∞,da lei de onvergênia da disretização esolhida.A dimensão média, que é a estimativa da dimensão do modelo, tem aseguinte lei de onvergênia:

〈d〉 ≃ a +
b

logN
,onde b ∈ [−.83,−.62] e a ∈ [1.01, 1.05] para o método utilizando as fun-ções zeta de Riemann e b ∈ [−.58,−.54] e a ∈ [1.04, 1.05] para o métodoutilizando o logartimo das funções zeta de Riemann.Estimamos a variânia da dimensão média e também enontramos amaneira oma qual a variânia, mais espei�amente o desvio padrão, seomporta om o parâmetro N . O resultado foi que:

σd ≃
1

Na



12 Introduçãoonde a é um número no intervalo (0, 1).Estes dois resultados juntos impliam que a dimensão é um observávelque tende a um valor �nito, ou seja, é uma variável aleatória uja distribui-ção tende a uma função delta no in�nito, isto é, a dimensão é um observávelque de�ne o sistema. Busando uma analogia om a meânia estatístia,a dimensão é uma ��variável termodinâmia�.Esta abordagem mostrou-se muito promissora omo uma nova propostapara uma teoria de gravitação quântia eulidiana, já que obtivemos resul-tados inesperados no omportamento da dimensão do modelo. Apesar deassumirmos o mínimo de hipóteses possível, ou seja, um onjunto abstratode pontos, obtivemos o resultado surpreendente de que a dimensão desteensemble de geometrias tende a um número inteiro bem de�nido.
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Capítulo 2Formalismo Matemátio
2.1 IntroduçãoNeste apítulo apresentaremos o ferramental matemátio neessário aoentendimento do modelo estudado neste trabalho. A ênfase será em ilustraro signi�ado dos oneitos mais elaborados através de exemplos e apenasenuniando os eventuais teoremas utilizados.Nas primeiras seções enuniaremos os teoremas e as de�nições que se-rão utilizados na seção de Geometria Não Comutativa onde disutiremosos fundamentos matemátios do modelo de gravitação quântia eulidianaproposto no trabalho [4℄, em que é de�nido um observável dimensão, paraa qual desejamos alular uma estimativa numéria.O teorema de Gelfand-Naimark garante que podemos desrever umavariedade (M, gµ,ν) de maneira algébria através da esolha de uma triplaespetral apropriada (A,H,D). Portanto, podemos substituir a abordagemgeométria usual da Relatividade Geral pela abordagem algébria das tri-plas espetrais.A ada variedade assoiamos uma tripla espetral, entretanto, existemtriplas espetrais que não estão assoiadas a variedades omo já disutimosna seção 1.2. Neste sentido, este modelo generaliza a teoria da gravitação.Neste apítulo apresentaremos o método para reuperarmos uma variedadee o tensor métrio, dada uma tripla espetral omutativa e vie-e-versa.15



16 Formalismo Matemátio2.2 Preliminares2.2.1 Espaços MétriosMétria. Seja X um onjunto. d é uma função distânia em X , ou seja,uma métria, se d satis�zer as propriedades [10℄,[11℄:1. d é uma função real, �nita e não negativa2. d(x, y) = 0 se e somente se x = y3. d(x, y) = d(y, x)4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)Espaço Métrio. Espaço métrio é um par (X , d) onde X é um on-junto e d é uma métria de�nida em X .Exemplo 1: Espaço R3. O espaço R3 munido da métria:
d(x, y) = [(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2 + (x3 − y3)

2]
1
2Exemplo 2: Espaço das funções C[a, b]. O espaço das funções ontí-nuas no intervalo fehado [a, b] munido da métria:

d(x, y) = max
t∈[a,b]

|x(t) − y(t)|Sequênias de Cauhy. Uma seqüênia (xn) de�nida em um espaço mé-trio (X , d) é dita uma seqüênia de Cauhy se ∀ǫ > 0, ∃N(ǫ) tal que:
d(xm, xn) < ǫ ∀m,n > N(ǫ)Exemplo 1: Seqüênia xn = 1

n
. Tomemos a seqüênia xn = 1

n
nointervalo X = (0, 1] munida da métria d(x, y) = |x − y| para n =

1, 2, . . . .Exemplo 2: Seqüênia de Funções Contínuas da �gura 2.1. Seja oespaço das funções ontínuas reais no intervalo J = [0, 1] om a métria:
d(x, y) =

∫ 1

0

|x(t) − y(t)|dtEspaço Completo. Um espaço X é dito ompleto se toda seqüênia deCauhy em X onverge (tem um limite que é um elemento em X ).
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Figura 2.1: Seqüênia de Funções Contínuas xm(t) = 0, t ∈ [0, 1
2
] e xm(t) =

1, t ∈ [am, 1] onde am = 1
2

+ 1
mExemplo 1: Funções C[a, b]. Seja o espaço das funções ontínuas nointervalo J = [a, b] utilizando a métria1:

d(x, y) = max
t∈J

|xm(t) − ym(t)|Exemplo 2: Rn. O espaço eulidiano Rn, ou seja, o espaço da hiper-ubo dos números reais munidos da métria eulidiana:
d(x, y) =

(

n
∑

j=1

(xi − yi)
2
)

1
2

1Observe que forneemos dois exemplos de seqüênias de Cauhy no item anteriorque não são onvergentes



18 Formalismo Matemátio2.2.2 TopologiaBola Aberta. Dado um número real r > 0 e um espaço métrio (X , d). De�nimos bola aberta de entro a e raio r omo o onjunto B(a, r) dospontos de X uja distânia ao ponto a é menor do que r [12℄.
B(a, r) = {x ∈ X | d(x, a) < r}Exemplo 1: Bola aberta em R. Tomando a métria usual em R,

d(x, y) = |x− y| a bola aberta B(a, r) em R é o intervalo (a− r; a+ r)

-

0 a− r

f

a

f

a+ r0 RFigura 2.2: Bola Aberta em R

Exemplo 2: Bola aberta em R2. Tomando a métria d(x, y) =
max{x, y} a bola aberta B(a, r) em R2 é o quadrado de lado de raio rno ponto a:

-

6

−r

r

−r ra

Figura 2.3: Bola Aberta em R2 om a métria do máximo
Ponto Interior. Seja A um subonjunto de um espaço métrio (X , d) .Um ponto x ∈ A é dito um ponto interior a A quando é entro de uma bolaaberta ontida em A.



2.2. Preliminares 19Interior. O onjunto dos pontos interiores a A em (X , d) é hamadoonjunto interior de A.Conjunto Aberto. Um onjunto A de um espaço métrio (X , d) é ha-mado aberto em (X , d) quando todos os seus pontos são pontos interiores,ou seja, intA = A.Topologia. Uma topologia de�nida em um onjunto X é uma oleção Tde partes de X , hamados os abertos da topologia, om as seguintes propri-edades:1. ∅ ∈ T e X ∈ T2. Se A1, A2, . . . , An ∈ T então A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An ∈ T3. Dada uma família arbitrária (Aλ)λ∈L om Aλ ∈ T para ada λ ∈ L,tem-se ⋃

Aλ ∈ TEspaço Topológio. É um par (X , T ) onde X é um onjunto e T é umatopologia em X .Espaço Hausdor�. Seja X um onjunto e T uma topologia. Para adapar de pontos distintos x e y em X , existem abertos U e V tais que x ∈ Ue y ∈ V e U ∩ V = ∅.Espaço Compato. Um espaço Hausdor� A é um espaço ompato setodo reobrimento aberto de A admite um sub-reobrimento �nito, isto é,dada uma família de onjuntos abertos (Oi)i∈I tal que ⋃

i∈I Oi = A, existeum subonjunto �nito i1, i2, . . . , in ⊂ I tal que Oi1 ∪ Oi2 ∪ · · · ∪ Oin = AMapa Contínuo. Sejam X e Y dois espaços topológios. O mapa Φ :
X → Y é ontínuo se e somente se a imagem inversa de ada aberto em Yé aberta em X .Homeomor�smo. Sejam X e Y dois espaços topológios. Se o mapa Φ :
X → Y é tal que Φ é uma bijeção e além disso, Φ e Φ−1 são ontínuos,então Φ é um homeomor�smo.2.2.3 Análise FunionalNorma. Uma norma de�nida em um espaço vetorial X real ou omplexo éuma função real em X ujo valor em um elemento de X , x ∈ X , é denotada
‖x‖ e tem as propriedades [11℄:1. ‖x‖ ≥ 0



20 Formalismo Matemátio2. ‖x‖ = 0 ⇔ x = 03. ‖αx‖ = α‖x‖4. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖Exemplo 1: Norma Eulidiana. A norma eulidiana em Rn é de�nidapela expressão:
‖x‖ =

(

n
∑

i=1

xi
2
)

1
2Exemplo 2: Espaço lp. O espaço das seqüênias de números reais ouomplexos x = x1, x2, . . . tais que |x1|p + |x2|p + . . . onverge. De�nindo anorma neste espaço omo:

‖x‖ =
(

n
∑

i=1

|xi|
p
)

1
pEspaço Normado. Um espaço normado é um espaço vetorial X uja mé-tria é de�nida pela norma em X .

d(x, y) = ‖x− y‖ ∀x, y ∈ XA métria d(x, y) de�nida aima é hamada métria induzida pela norma.Exemplo 1: Funções Contínuas no intervalo J = [a, b]. O espaço dasfunções ontínuas no intervalo [a, b], C[a, b], munido om a norma:
‖x‖ = max

t∈J
|x(t)|Exemplo 2: Funções Contínuas no intervalo J = [0, 1]. O espaçodas funções ontínuas no intervalo [0, 1], munido om a norma :

‖x‖ =

∫ 1

0

|x(t)|dtEspaço de Banah. Espaço de Banah é um espaço normado e ompletona métria induzida pela norma 2 3.2O exemplo 1 do item anterior, funções ontínuas no intervalo fehado [a, b] om anorma do máximo é outro exemplo de um espaço de Banah.3Observe que o exemplo 2 da seção anterior, apesar de ser um exemplo de espaçonormado, não é um exemplo de um espaço de Banah.



2.2. Preliminares 21Exemplo 1: Espaço das seqüênias l∞. O espaço das seqüênias denúmeros x = x1, x2, . . . tais que xi onverge na métria do supremo. Anorma deste espaço é :
‖x‖ = sup

i∈N

|xi|Produto Interno. Um produto interno de�nido em um espaço vetorial Xé um mapa X × X em um ampo esalar K. Para ada par de vetores xe y de X assoiamos um esalar de K simbolizado por 〈x, y〉 que tem aspropriedades:1. 〈x+ y , z〉 = 〈x, z〉 + 〈y , z〉2. 〈αx, y〉 = α〈x, y〉3. 〈x, y〉 = 〈y , x〉∗4. 〈x, x〉 ≥ 05. 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0Exemplo 1: Espaço Eulidiano Rn. Espaço do hiperubo dos númerosreais Rn munido da produto interno que induz a norma eulidiana:
〈x, y〉 =

n
∑

i=1

xiyiExemplo 2: Espaço das seqüênias de Hilbert l2. O espaço das seqüên-ias de números x = x1, x2, . . . tais que |x1|2+|x2|2+. . . onverge. De�nimoso produto interno pela expressão:
〈x, y〉 =

n
∑

i=1

xiyiEspaço de Hilbert. Um espaço vetorial X om um produto interno 〈x, y〉de�nido em X é um espaço de Hilbert se X é um espaço ompleto na métriade�nida pelo produto interno.Observar que os exemplos 1 e 2 da seção anterior são exemplos de espaçosde Hilbert. Basta provar que, nestes espaços, toda seqüênia de Cauhyonverge.



22 Formalismo Matemátio2.2.4 ÁlgebrasÁlgebra. Álgebra sob um orpo K é um espaço vetorial A sobre o orpo Kdotado de uma operação de produto binária �.�, onheida omo o produtoda álgebra que satisfaz as propriedades [13℄, [14℄:1. a · (b+ c) = a · b+ a · c ∀a, b e c ∈ A2. α(a · b) = (αa) · b = a · (αb)Álgebra Assoiativa. Uma álgebra é dita ser assoiativa se ∀a, b, c ∈ Avaler:
a · (b · c) = (a · b) · cExemplo 1: Espaço das Matrizes M2×2(C). O espaço vetorial dasmatrizes omplexas de tamanho 2× 2 é uma álgebra assoiativa utilizandoo produto usual de matrizes.Exemplo 2: C([a, b]). Espaço das funções ontínuas no intervalo fe-hado [a, b] utilizando a de�nição de produto:

(f.g)(x) = f(x)g(x) ∀x ∈ [a, b]Álgebra Comutativa. Uma álgebra é dita omutativa se ∀a, b ∈ A valer:
a · b = b · aExemplo 1: A álgebra das funções ontínuas no intervalo fehado [a, b]é um bom exemplo de um álgebra omutativa devido à propriedade omu-tativa do produto de números reais..Exemplo 2: O exemplo 1 da seção anterior, a álgebra de matrizesomplexas de tamanho 2× 2, é um exemplo de álgebra não omutativa poronsequênia das propriedades dos produtos de matrizes..Álgebra Involutiva. Uma álgebra assoiativa sobre o orpo C hama-seálgebra involutiva, ou álgebra-∗, se existir uma operação ∗ : A → A, isto é,para todo a ∈ A assoia um elemento a∗ ∈ A om as propriedades:1. (a∗)∗ = a ∀a ∈ A2. (a · b)∗ = b∗ · a∗ ∀a, b ∈ A3. (αa+ βb)∗ = ᾱa∗ + β̄b∗ ∀a, b ∈ A e ∀α, β ∈ C



2.2. Preliminares 23Álgebra Normada. Um espaço vetorial normado A é hamado álgebranormada se satis�zer a propriedade:1. ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖Álgebra de Banah. Uma álgebra de Banah A é uma álgebra normadae ompleta.Álgebra de Banah-*. Uma álgebra de Banah-∗ A é um álgebra de Ba-nah om uma involução-∗.Álgebra C∗. Uma álgebra C∗ é uma álgebra de Banah om involução-∗que satisfaz a propriedade adiional:
‖aa∗‖ = ‖a‖2Exemplo 1: Espaço C(M). Seja M um espaço ompato e C(M) oespaço de Banah das funções omplexas em M om a norma do supremo:

‖f‖ = sup
x∈M

|f(x)|A multipliação em C(M) é de�nida ponto a ponto:
(f.g)(x) = f(x).g(x) ∀x ∈ MA involução é de�nida pela onjugação omplexa:

f ∗(x) = f(x)O espaço C(M) é uma álgebra C∗ omutativa om identidade e(x) = 1.Exemplo 2: Espaço C0(M). Seja M um espaço loalmente ompato.
C0(M) é o espaço de Banah de todas as funções omplexas de�nidas emMque se anulam no in�nito. O produto da álgebra e a involução são os mesmosdo exemplo 1, portanto o espaço C0(M) é uma álgebra C∗ omutativa.Mor�smo. Um mor�smo é um mapa entre duas estruturas matemátiasque preserva as propriedades internas entre estas duas estruturas. Se asestruturas onsideradas forem onjuntos os exemplos de mor�smo são asfunções. Se as estruturas onsideradas forem espaços topológios, funçõesontínuas são exemplos de mor�smos.



24 Formalismo MatemátioHomomor�smo. Sejam duas álgebras A e B. Um homomor�smo entreálgebras é um mapa que preserva as propriedades das álgebras, ou seja, pro-dutos de álgebras em A são levados em produtos de álgebras em B. Vejamos:
π(aḃ) = π(a)π̇(b) ∀a, b ∈ AMor�smo-*. Sejam duas álgebras A e B C∗. Um mor�smo-∗ é um homo-mor�smo entre duas álgebras C∗ que tem a propriedade:

π(a∗) = π(a)∗ ∀a ∈ A, ∀π(a) ∈ BIsomor�smo. Sejam duas álgebras A e B, sejam f e g mor�smos entre Ae B. Um isomor�smo é um mor�smo que tem a propriedade de bijeção, ouseja, Seja o mor�smo f : A → B tal que existe um mor�smo g, g : B → Ade forma que as propriedades f o g = Iy e g o f = Ix são satisfeitas.Isomor�smo-*. Um isomor�smo-∗ entre álgebras A e B é um isomor�smoque preserva a propriedade ∗.
π(a∗) = π(a)∗ ∀a ∈ ASejam π1 : A → B e π2 : B → A, ou seja π é um mor�smo e umabijeção:

• π1 o π2 = IB

• π2 o π1 = IA2.2.5 Geometria DiferenialSistema Loal de Coordenadas. Seja um espaço Hausdor� M, [15℄.Um sistema loal de oordenadas (artas) em p ∈ M é um par (U , µ), onde
U é um onjunto aberto de M ontendo p e µ é um homeomor�smo de Uem um onjunto aberto de Rn.Atlas. Seja um espaço Hausdor� M. Um onjunto de artas {(Ua, µa)} talque {Ua} obre M é hamado atlas.Manifold - Espaço Loalmente Eulidiano. Um espaço Hausdor� mu-nido de um atlas é um espaço loalmente eulidiano. Um espaço loalmenteeulidiano também é hamado de variedade topológia.



2.2. Preliminares 25Exemplo 1: S1 = {(a, b) : a2 + b2 = 1 ; a, b ∈ R}. . O onjunto dospontos do írulo de raio 1 no plano R2, munido da topologia induzida de
R2. Os onjuntos abertos que obrem S1 são:

U1 = {(a, b) ∈ S1 : a > 0}
U2 = {(a, b) ∈ S1 : b > 0}
U3 = {(a, b) ∈ S1 : a < 0}
U4 = {(a, b) ∈ S1 : b < 0}Os homeomor�smos dos abertos em R são:

u1 : (a, b) → b
u2 : (a, b) → a
u3 : (a, b) → b
u4 : (a, b) → aPortanto o onjunto A = {(U1, u1); (U2, u2); (U3, u3); (U4, u4)} forma umatlas de S1.Podemos levar todos os pontos de S1 em R por meio dos home-omor�smos de�nidos.O espaço S1 é Hausdor� na topologia induzida pela métria eulidiana,portanto o exemplo S1 é uma variedade topológia, ou em outras palavras,um espaço loalmente eulidiano. Vejamos a �gura (2.4) omo um exemplodo que está oorrendo nesta onstrução:

x

y
6

-
1

1

−1

−1

6
1

−1

0

U1 = {(a, b) ∈ S1 : a > 0}

u1 : U1 → R

(a, b) → b

-
u1

Figura 2.4: Mapa de um aberto em S1 para um intervalo de R



26 Formalismo MatemátioProduto Tensorial. Suponha que V e W são dois espaços vetoriais dedimensão m e n respetivamente. O produto tensorial V ⊗ W satisfaz aspropriedades:1. Para um esalar arbitrário λ, v ∈ V e w ∈ W

λ(v ⊗ w) = (λv) ⊗ w = v ⊗ (λw)2. Para v1 ∈ V, v2 ∈ V e w ∈ W

(v1 + v2) ⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w3. Para v ∈ V, w1 ∈ W e w2 ∈ W

v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2Tensor Covariante. Um tensor ovariante de ordem 1 é uma quantidade
Xa, de�nida em termos das oordenadas xa, assoiada ao ponto P , que aoapliarmos uma mudança de oordenadas se transforma segundo a expres-são:

X
′

a =
∂xb

∂x′a
XbUm tensor ovariante de ordem 2 transforma-se segundo a expressão:

X
′

ab =
∂xc

∂x′a

∂xd

∂x′b
XcdUm tensor ovariante de ordem k transforma-se segundo a expressão:

X
′

a1,a2,...,ak
=

∂xb1

∂x′a1

∂xb2

∂x′a2
. . .

∂xbk

∂x′ak
Xb1,b2,...,bkTensor Contravariante. Um tensor ontra-variante de ordem 1 é umaquantidade Xa em termos das oordenadas xa assoiada ao ponto P que aoapliarmos uma mudança de oordenadas se transforma segundo a expres-são:

X
′a =

∂x
′a

∂xb
XbUm tensor ontra-variante de ordem 2 transforma-se segundo a expressão:

X
′ab =

∂x
′a

∂xc

∂x
′b

∂xd
XcdUm tensor ontra-variante de ordem k transforma-se segundo a expressão:

X
′a1,a2,...,ak =

∂x
′a1

∂xb1

∂x
′a2

∂xb2
. . .

∂x
′ak

∂xbk
Xb1,b2,...,bk



2.2. Preliminares 27Tensor Métrio. O tensor métrio, denota-se gij é uma função que per-mite alular a distânia entre 2 pontos quaisquer de um espaço métrio.Cada omponente ij do tensor métrio representa o oe�iente do termo
dxidxj na expressão da distânia entre dois pontos:

ds2 = g11(x)dx
2
1 + g12(x)dx1dx2 + . . .Exemplo 1: Espaço Eulidiano. O espaço eulidiano é de�nido pelotensor métrio gij = δij onde δij é a matriz identidade.









1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







Exemplo 1: Espaço de Minkowski. O espaço de Minkowski é de�nidopelo tensor métrio:








+1 0 0 0
0 +1 0 0
0 0 +1 0
0 0 0 −1











28 Formalismo Matemátio2.3 Geometria Não ComutativaEmbora a geometria não omutativa forneça a possibilidade de desri-ção de estruturas geométrias muito mais gerais do que as estruturas usuais,vamos restringir a disussão abaixo às álgebras omutativas pois elas são asálgebras que se relaionam om os espaços Hausdor�. Estes são os espaçosrelevantes ao trabalho pois englobam todas as variedades topológias [2℄,[3℄.Representação irredutível. Seja A uma álgebra C∗ omutativa. Umarepresentação irredutível de A é um funional linear não nulo φ : A → Cque tem a propriedade de ser um mor�smo-∗:1. Representação Irredutível: φ(ab) = φ(a)φ(b) ∀a, b ∈ A2. Propriedade-∗: φ(a∗) = φ(a)∗ ∀a ∈ ADenota-se o espaço das lasses de equivalênia das representações irre-dutíveis de A por Â. O onjunto Â é também hamado espetro de A ou�struture spae" de A.Transformação de Gelfand. Seja A uma álgebra C∗ omutativa. Atransformação de Gelfand, para um elemento da álgebra A, é uma funçãoomplexa â : Â → C de�nida por:
â(φ) = φ(a) ∀φ ∈ ÂTopologia de Â. Seja uma sequênia de funionais {φλ∈Λ} ∈ Â, onde Λ éum onjunto de índies. Dizemos que o funional φ ∈ Â onverge em Â see somente se φλ(a) onverge para φ(a) para qualquer a ∈ A. Esta topologiaé hamada de topologia de Gelfand.Teorema. Se A é um álgebra C∗ om identidade então Â é um espaçotopológio Hausdor� ompato.Teorema de Gelfand-Naimark. Dada uma álgebra C∗ omutativa A omidentidade, existe um isomor�smo-∗ isométrio de A em C0(Â). O isomor-�smo é de�nido por:

a→ âOnde â é a transformação de Gelfand â(φ) = φ(a).Entende-se por isometria:



2.3. Geometria Não Comutativa 29
‖â‖ = ‖a‖ ∀a ∈ ALembrando que neste ontexto vale a norma do supremo:

‖â‖∞ = ‖â(φ)‖∞ = sup
φ∈Â

|â(φ)|Teorema de Gelfand. Seja M um espaço loalmente ompato e a álgebra
C∗ de�nida em M: C0(M). De�nimos o homomor�smo entre a álgebra
C0(M) e a álgebra dos números omplexos C, φm : C0(M) → C, por:

φm(f) = f(m) ∀m ∈ MO mapa m → φm é um homeomor�smo de M em Ĉ0(M) já que φm éuma representação irredutível de C0(M) por onstrução.InterpretaçãoVamos onsiderar o aso em que a álgebra omutativa A seja C0(M),a álgebra C∗ das funções ontínuas em um espaço topológio Hausdor�ompato M ( Veja o exemplo 2 da página 23 ). Entendemos Ĉ0(M)omo espaço das representações irredutíveis da álgebra omutativa C0(M)e C0(Ĉ0(M)) omo a álgebra das funções ontínuas no espaço topológio
Ĉ0(M).O espaço topológio Hausdor� M está relaionado univoamente aoespetro Ĉ0(M) através do homeomor�smo m→ φm, isto é, ada elemento
m está relaionado a um únio φm e vie-e-versa. Da mesma maneira, aálgebra C∗, C0(M), está relaionada univoamente à álgebra C0(Ĉ0(M))pelo isomor�smo-∗ f → f̂ . Surge a pergunta:Como relaionar os espaços topológios Ĉ0(M) e M e as álgebras

C∗ omutativas C0(M) e C0(Ĉ0(M)) ?Dados dois pares (S1, r1) e (S2, r2), onde S1 e S2 são duas estruturasmatemátias e r1 e r2 duas relações entre os elementos destas estruturas.Existe uma assoiação entre ada elemento de S1 a um elemento de S2 quetambém assoia os mapas r1 e r2.Por exemplo, dadas as álgebras C∗, C0(M) e C0(Ĉ0(M)), e um isomor�smo-
∗ entre elas, e dados dois espaços topológios Hausdor�, M e Ĉ0(M), e um



30 Formalismo Matemátiohomeomor�smo entre eles, existe uma assoiação que leva os elementos de
C0(M) nos elementos de M e os elementos de C0(Ĉ0(M)) nos elementosde Ĉ0(M) além de levar isomor�smo-∗, a→ â no homeomor�smom→ φm.Esta assoiação entre estruturas matemátias hama-se funtor.O funtor é o onjunto das três setas que levam os elementos dos espaçostopológios nas álgebras e os homeomor�smos nos isomor�rmos e vie-e-versa. Portanto existe uma relação unívoa entre um espaço topológioHausdor� ompato e uma tripla espetral.Triplas Espetrais. Seja A uma álgebra C∗ omutativa de operadoreslimitados em um espaço de Hilbert H, denota-se B(H). Seja D um operadorauto-adjunto de�nido no espaço de Hilbert H. Uma tripla espetral, denota-se (A,H,D) é de�nida pelas propriedades:

• O resolvente (D − λ)−1, om λ /∈ R é um operador ompato em H.
• [D, a] = Da− aD ∈ B(H) ∀a ∈ A.Triplas Can�nias. Uma tripla espetral an�nia (A,H,D) assoiada euma variedade topológia M que ontenha espinores é de�nida por:
• A = C0(M) álgebra das funções omplexas ontínuas em M.
• H Espaço de Hilbert dos espinores em L2 ( quadrado integrável ).
• D = i γν∂ν .Equivalênia (A,H,D) e (M, gµν) . Seja (A,H,D) uma tripla espetralan�nia em M . Então reuperamos a variedade e a distânia geodésiaatravés da assoiação:1. O espaço M é o espaço das representações irredutíveis do feho daálgebra A.2. A distânia geodésia entre dois pontos em M é dada por:

d(p, q) = sup
f∈A

{|f(p) − f(q)| : ‖ [D, f ] ‖ ≤ 1} ∀p, q ∈ M.Equivalênia (M, gµν) e (A,H,D) . Dada uma variedade M, e um tensormétrio gµν podemos onstruir a sua tripla espetral orrespondente atravésde:



2.3. Geometria Não Comutativa 311. A álgebra C∗, A, é dada por C0(M), ou seja, a álgebra das funçõesontínuas em M.2. Os operadores de Dira são de�nidos por: D = iγµ∂µ, onde γµ obe-dee à relação de anti-omutação: {γµ, γν} = 2gµν .3. O espaço de Hilbert é o espaço dos espinores de quadrado integrávelonde atuam os operadores D.Exemplo 1: M = S1 × S1, gµν = I2.O toro S1 × S1 é um espaço topológio Hausdor� ompato e podemosassoiar a ele o sistema de oordenadas usual transformando-o em uma va-riedade.Tomando o espaço das funções ontínuas em S1 ×S1 → C, onstruímosuma álgebra C∗. A métria de�nida omo gµν de�ne os operadores de Diraque são matrizes 2×2 e o espaço de Hilbert em que os operadores D atuamé o espaço dos espinores:
(

ψ1

ψ2

)tais que:
∫

d2x ψ†ψ ≤ ∞



32 Formalismo Matemátio2.4 Matrizes AleatóriasUma matriz aleatória [6℄ é uma matriz em que seus elementos são variá-veis aleatórias que respeitam uma erta distribuição de probabilidades. Ateoria de matrizes aleatórias está interessada, entre outras oisas,no estudodas distribuições dos autovalores e autovetores do ensemble, bem omo nadistribuição dos espaçamentos de autovalores.A teoria de matrizes aleatórias tem sua origem ligada às investigaçõessobre as propriedades dos níveis de energia dos núleos pesados. A ompre-ensão dos níveis de energia destes tipos de núleos por meio da desriçãodas interações quântias entre ada nuleon e a posterior solução da equa-ção de Shroedinger para estes sistemas mostrou-se um problema di�ílimo.A solução para este impasse foi riar uma desrição em que todas as dinâ-mias possíveis são onsideradas e que as propriedades de simetria temporale de paridade são satisfeitas, de modo que é possível estudar as proprieda-des dos níveis de energia por meio de ténias estatístias.Consideramos que ada hamiltoniana do ensemble representa uma pos-sível realização do núleo. As ténias de matrizes aleatórias permitemobter a distribuição dos espaçamentos dos autovalores por meio de médiasponderadas do tipo:
〈O〉 =

∫

[dH ] O(H) e−f(H)

∫

[dH ] e−f(H)Onde [dH ] signi�a a medida de integração, H é uma matriz aleató-ria hermitiana representando a hamiltoniana, O sigini�a o observável emtermos da hamiltoniana e �nalmente f(H) é uma função simples da hamil-toniana.2.4.1 Ensemble Gaussiano UnitárioEnsemble Gaussiano Unitário. O ensemble Gaussiano Unitário, EGU,é um onjunto de matrizes de�nidas no espaço T2G (espaço das matrizeshermitianas) que possui as propriedades:1. A probabilidade P (H) dH de que o sistema pertença ao elemento devolume:



2.4. Matrizes Aleatórias 33
dH =

∏

i≤j

dHR
ij

∏

i<j

dHI
ij

HR
ij signi�a a parte real de Hij e HI

ij signi�a a parte imaginária de
Hij:

H → U−1HUde T2G nele mesmo, onde U é uma matriz unitária.2. Os elementos independentes de H são estatistiamente independentes.Ou seja:1. P (H
′

) dH
′

= P (H) dH se H
′

= U−1HU onde U é uma matrizunitária.2. Elementos estatistiamente independentes signi�a:
P (H) =

∏

i≤j

fij(H
R
ij )

∏

i<j

fij(H
I
ij)

fij são funções de Hij que dependem somente de uma únia variável
Hij, onde P (H) é uma distribuição de probabilidades.Distribuição de Probabilidades de EGU. Na referênia [6℄ é demons-trado que assumindo omo hipóteses as propriedades 1 e 2, a densidade deprobabilidade para o ensemble gaussiano unitário é da forma:

P (H) = e−aTrH2+bTr(H)+cque pode ser transformada algebriamente em:
P (H) =

1

4πα2
exp

(−Tr(H − E0I)
2

4α2

)

Distribuição dos Autovalores. A densidade de probabilidade dos auto-valores xk das matrizes do ensemble gaussiano unitário EGU é dada por:
PNβ = CN exp

(

−
N

∑

i=1

x2
i

)

∏

i<j

|xi − xj |
β



34 Formalismo Matemátioonde o fator de normalização CN é:
CN =

1
∏N

j=1 Γ
(

1 + j
)(2π)

N
2 2

N
2

+
N(N−1)

2

[

Γ(2)
]NLei do Semi-Círulo. A Lei do Semi-Círulo demonstrada por Wignerexpressa a densidade de autovalores em termos do tamanho da matriz:

σN(λ) =

{

1
π
√

N

√

1 − λ2

4N
se |λ| < (4N)

1
2

0 se |λ| > (4N)
1
2Onde λ é um autovalor de uma matriz do ensemble.
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Figura 2.5: Histograma dos autovalores para um ensemble de 200 matrizes alea-tórias hermitianas de tamanho 50×50. Este grá�o é omposto pelos autovaloresalulados utilizando algoritmos onsagrados da literatura de maneira a testar seestamos gerando as matrizes do ensemble EGU orretamente.



Capítulo 3Modelo e Algoritmos
3.1 IntroduçãoNeste apítulo desreveremos os pontos fundamentais do modelo estu-dado que, onforme assinalado anteriormente, está embasado no formalismomatemátio da Geometria Não Comutativa. Consideraremos um ensemblede espaços disretos X, que orrespondem a um ensemble de geometrias,e por onseguinte o observável de interesse será a dimensão deste onjuntode geometrias. A idéia é �utuarmos todas as triplas espetrais disretas,portanto �utuarmos todas as geometrias possíveis assoiadas, e enontraro valor médio da dimensão onforme exposto no apítulo 1.Na referênia [4℄, publiada pelos orientadores, estudou-se o número depontos e a dimensão deste ensemble. Mostrou-se que haviam 2 fases distin-tas: a primeira em que o número de pontos é �nito e a dimensão nula, e asegunda, mais interessante, em que o número médio de pontos é in�nito eo limite superior da dimensão é 2.3.2 Fórmula de WeylTomemos uma membrana Ω �xada em seu ontorno Γ. Ao apliarmosuma pequena força F nesta membrana na direção perpendiular à super-fíie, o desloamento resultante K omo função da posição no plano e dotempo K(x, y; t) = K(~ρ; t) tem o seu movimento desrito pela equação deonda onde a onstante c guarda as araterístias físias da membrana.A equação de onda é: 35
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∂2K

∂t2
= c2∇2K (3.1)Estamos interessados nas soluções que representam os tons puros quea membrana é apaz de produzir, ou seja, as soluções harm�nias om otempo da forma:

K(~ρ; t) = U(~ρ)eiωtSubstituindo K na equação da onda om c2 = 1
2
, veri�amos que paraenontrar os modos normais de vibração, U deve satisfazer a equação deautovalores :

1

2
∇2U + ω2U = 0 (3.2)O problema de araterizar propriedades geométrias do espaço atravésdas soluções da equação (3.2) foi oloado no �nal do séulo XIX por Weyl.Ka em [16℄ formulou o problema da seguinte maneira:Pensando em Ω omo uma membrana e 0 < ω1 < ω2 < · · ·omo seus tons fundamentais, é possível om um ouvido perfeitoidenti�ar a forma de Ω ?Em termos mais espeí�os. Sejam Ω1 e Ω2 duas regiões planas limitadaspelas urvas Γ1 e Γ2 respetivamente, e onsidere os seguintes problemas deautovalores:

{ 1

2
∇2U + λU = 0 em Ω1

U = 0 em Γ1

(3.3)e
{ 1

2
∇2U + µU = 0 em Ω2

U = 0 em Γ2

(3.4)Assuma que para ada n o autovalor λn para Ω1 é igual ao autovalor
µn para Ω2. Seriam as regiões Ω1 e Ω2 ongruentes no sentido dageometria eulidiana?A partir do omportamento assintótio dos autovalores do Laplaianopara ertos problemas de valor de ontorno em determinados espaços, po-demos inferir propriedades geométrias do espaço.



3.2. Fórmula de Weyl 373.2.1 Teorema de WeylUma onjetura proposta por Lorentz em 1910 diz:Conjetura de Lorentz. Seja N(λ) o número de autovalores do Lapla-iano menores do que λ. Considere o problema de autovalores 3.2 om asondições de ontorno de Neumann ou Dirihlet. Seja |Ω| a área da mem-brana ontida no ontorno Γ. N(λ) segue o omportamento assintótio:
N(λ) =

∑

λn<λ

1 ∼
|Ω|

2π
λ (3.5)Em outras palavras:

lim
λ→∞

N(λ)

λ
=

|Ω|

2π
(3.6)Generalizando a fórmula aima formalizamos o teorema de Weyl:Teorema de Weyl. [17℄,[18℄,[19℄ Se D é uma região limitada de Rd omontorno regular por pedaços, e se 0 > γ1 > γ2 > · · · é o espetro doproblema de autovalores do Laplaiano om ondições de ontorno:

∆f = γf em D

f ∈ C2(D) ∩ C(D̄)

f = 0 em B

(3.7)Então o omportamento assintótio dos autovalores segue a expressão:
−γn ∼ 2π

[(d

2

)

!
] ( n

vol(D)

) 2
d (3.8)quando n→ ∞, ou seja, o valor n, número de autovalores, está relaionadoao parâmetro N(λ).Segue uma lista das propriedades assintótias dos autovalores dos es-paços utilizados em nosso trabalho. Estes espaços têm dimensão onhe-ida,portanto podemos testar a preisão e a onsistênia dos algoritmos.Os espaços são: reta R, o plano R2, o ubo R3 e a esfera S2.



38 Modelo e Algoritmos3.2.2 Laplaiano em RA equação diferenial parial na semi-reta em R om ondições de on-torno de Neumann para o problema de autovalores:
{

∆u+ λu = 0

u = 0emΛ
(3.9)resulta nos seguintes autovalores:

λ = π2 l
2

a2
l = 1, 2, 3, . . .3.2.3 Laplaiano em R2A equação diferenial parial no quadrado fehado em R2 om ondiçõesde ontorno de Neumann para o problema de autovalores:

{

∆u+ λu = 0

u = 0emΛ
(3.10)resulta nos seguintes autovalores:

λ = π2

(

l2

a2
+
m2

b2

)

l,m = 1, 2, 3, . . .3.2.4 Laplaiano em R3A equação diferenial parial no ubo fehado em R3 om ondições deontorno de Neumann para o problema de autovalores:
{

∆u+ λu = 0

u = 0emΛ
(3.11)resulta nos seguintes autovalores:

λ = π2

(

l2

a2
+
m2

b2
+
n2

c2

)

l,m, n = 1, 2, 3, . . .3.2.5 Laplaiano em S2A equação diferenial parial na esfera S2 om ondições de ontorno deNeumann para o problema de autovalores:
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{

∆u+ λu = 0

u = 0
(3.12)resulta nos seguintes autovalores:

λl = l(l + 1) ∀l ∈ NA multipliidade é:
m = 2l + 13.3 Modelo MatemátioNo apítulo 2 apresentamos a Geometria Não Comutativa omo uma ge-neralização da Geometria Riemanniana. A prinipal onlusão desta teoriaapliável ao nosso problema é que:Podemos substituir o variedade (M, gµν) por uma triplaespetral (A,H,D).Uma possível abordagem para a gravitação quântia eulidiana que on-siste em substituir os oneitos usuais de Relatividade Geral ( variedade,métria) pelo enfoque algébrio em termos das triplas espetrais foi pro-posta na referênia [4℄.As triplas espetrais omutativas englobam todos os espaços Hausdor�,portanto todos as variedades possíveis em todas as dimensões. Sendo assimé su�iente utilizá-las deixando os asos não omutativos para uma análiseposterior.Seguindo om a analogia entre o formalismo eulidiano e o formalismoalgébrio, faz-se neessário enontrarmos o análogo para a ação de Hilbert-Einstein no ontexto das triplas espetrais. Portanto, tomamos álgebrasomutativas omo os elementos onstituintes das triplas espetrais e suge-rimos uma ação em termos destes elementos.O primeiro passo para extrair a dimensão média do ensemble de geo-metrias é de�nir uma função de partição em termos da ação espetral. To-mamos o onjunto X de todas as triplas espetrais omutativas om umaação S[x] de�nida no onjunto. De�nimos a função de partição Z somandotodas as funções e−S[x] em que x é uma tripla espetral omutativa, ou



40 Modelo e Algoritmosseja, somamos todas as geometrias possíveis, onde a soma deve ser de�nidaomo:
Z =

∑

x∈X
e−S[x] (3.13)As álgebras em questão podem ter dimensão in�nita, desta maneirapreisamos de uma abordagem algébria para aproximações nestes tipos deespaço. Generalizando o oneito de disretização, os orientadores e ola-boradores em [20℄, substituíram a álgebra A por um álgebra de dimensão�nita An e, por meio de uma aproximação no limite do in�nito obtêm-se aálgebra em questão.De�nição do Modelo. Seja X o ensemble X ⊂ X de geometrias ontidasno onjunto das triplas espetrais omutativas. O ponto x ∈ X é uma triplaespetral omutativa x = (A,H, D) onde a álgebra C∗ omutativa A têmespetro ontável Â. Dividimos X em subespaços Xn de triplas (An,Hn, D)de modo que Ân tenha um número �xo n de pontos.Os elementos de An são as seqüênias a = (a1, a2, . . . , an), aj ∈ C. Oespaço de Hilbert é dado pelos vetores v = (v1, . . . , vn) om norma ‖v‖2 =

∑n
i=1 v

2
i �nita. Os elementos de A são representados por â = diag(a1, a2, . . . , an)agindo em Hn. O operador D é uma matriz n× n hermitiana. Do teoremade Gelfand-Naimark segue que An desreve um onjunto disreto de n pon-tos.Calulamos observáveis neste ensemble através da expressão:

〈O〉 =

∑

xi
O(xi)e

−S[xi]

Z3.4 Ação e Variáveis dinâmiasO papel dos autovalores do operador de Dira na geometria espetralfoi disutido em [5℄. A ação S depende do espetro de D para ada tripla eno modelo estudado os autovalores são as variáveis dinâmias interessantes.Inspirados na ação espetral sugerida por Connes-Chamseddine em [22℄, foiproposta uma ação espetral em termos do quadrado do traço do operadorde Dira em [4℄:De�nição da Ação. Seja L uma erta esala de omprimento, tal que ooperador D de�nido por D = D
L
, é o análogo ao operador de Dira. Λ é o



3.4. Ação e Variáveis dinâmias 41inverso do omprimento de Plank lp. D é uma matriz hermitiana n × n.A ação é de�nida por:
S[x] = Tr

[

(D

Λ

)2
]

= β Tr(D)2 (3.14)onde:
β =

( lp
L

)2Função de Partição. De�nimos a função de partição:
Zn =

N
∑

n=0

zn(β)onde:
zn(β) =

∫

[dD]e−βTr(D2) (3.15)Ou seja, zn é função de partição restrita a Xn, em outras palavras, aintegral sobre todos os elementos de matriz independentes Dij onde [dD] éo elemento de integração usual para matrizes hermitianas n× n.Já vimos no apítulo anterior que a função de partição aima de�ne oensemble gaussiano unitário de matrizes aleatórias, portanto onseguimosuma relação entre o modelo espetral na geometria omutativa e o ensembleEGU (Ensemble Gaussiano Unitário). De maneira que utilizaremosas ténias já onsagradas de análise de matrizes aleatórias para obtermospropriedades deste ensemble de geometrias.Valor Esperado de um Operador. O valor esperado de um operador
〈O〉 restrito a Xn é:

〈O〉n,β =

∫

[dD] O e−βTr(D2)

zn(β)
(3.16)O valor esperado de um operador 〈O〉 para o ensemble inteiro é:

〈O〉β =

N
∑

n=1

P (n, β)〈O〉nβ (3.17)onde
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P (n, β) =

zn(β)
∑

n zn(β)
(3.18)é a distribuição de probabilidades.3.5 Número Médio de Pontos 〈n〉Estamos �utuando as geometrias possíveis do universo, de maneira queada elemento do ensemble Xn tem um número de pontos �nito, ou seja,

〈n〉n,β = n.Número Médio de Pontos. O número médio de pontos no ensemble éum observável possível. Em [4℄ o valor de 〈n〉(β) para o universo propostoé apresentada. A expressão é:
〈n〉(β) =

∑

n n2
n
2 ( π

2β
)

n2

2

∑

n 2
n
2 ( π

2β
)

n2

2

(3.19)Veri�a-se que existe uma desontinuidade no número de pontos para
βc = π

2
. Demonstrou-se que número médio de pontos do modelo em questãoé �nito para β > βc e diverge para β < βc. Logo a região interessante paraestudo é a região divergente, ou seja, onde 〈n〉 = ∞. Este resultado sugereque a fase β < βc orresponde a uma variedade ontínua.3.6 Dimensão Média do Espaço 〈δ〉A partir de um operador de Dira de dimensão in�nita, D, podemosutilizar a fórmula de Weyl para de�nir a dimensão do espaço Â.Dimensão Média do Espaço. Seja Λ = {λ0(D), λ1(D), · · · } o onjuntoformado pelos módulos dos autovalores de D organizados em ordem res-ente levando-se em onsideração a degeneresênia (suponha que λ0 tenhadegeneresênia 3, dessa forma λ0(D), λ1(D), λ2(D) são idêntios ao mó-dulo de λ0 e assim suessivamente para todos os autovalores. Pela fórmulade Weyl [18℄ a dimensão δ é relaionada ao omportamento assintótio doselementos de Λ para k grande, ou seja, λk(D) ≈ k

1
δ . Por de�nição δ = 0para triplas espetrais �nitas. Dessa forma, o valor médio da dimensão �a:
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〈δ〉(β) =

{

f(β) , se β < βc

0 , se β > βc
(3.20)Conforme disutido no apítulo 1, é possível esrever a função de par-tição e os valores médios do ensemble EGU em termos dos autovalores dooperador D [6℄. Portanto:Função de Partição.

zn(β) =
π

n(n−1)
2

Πn
k=1k!

∫ ∞

−∞
[dnλ]∆2(λk)e

−β
Pn

i=1 λ2
i (3.21)Valor Esperado de um Operador.

〈O(λi)〉n,β =

∫ ∞

−∞
[dnλ]O(λi)

2
n(n−1)

2 β
n2

2

π
n
2 Πn

k=1k!
∆2(λk)e

−β
Pn

i=1 λ2
i (3.22)O fator [dnλ] = Πdλj e o fator ∆λj é igual a Πi<j(λi − λj).3.7 Cálulo da DimensãoEste trabalho foi proposto om o intuito de alular numeriamente ovalor médio da dimensão do espetro de A. Se a expressão do operador Oem termos dos autovalores de matrizes hermitianas ou em termos dos ele-mentos de matriz Dij fosse onheida, poderíamos enontrar a solução daintegral [3.16℄ analítia ou numeriamente e assim obter a dimensão médiado espaço em questão. O fato é que não é possível esrever a expressãodeste operador.Para ontornar a ausênia de uma fórmula para o operador dimensão emtermos dos elementos de matriz ou dos autovalores do operador de Dira,enontramos duas maneiras numérias de alular o observável dimensãodo modelo. A primeira maneira é baseada na de�nição da dimensão deConnes:

ζ(z) = lim
n→∞

n
∑

k=0

λ−z
k = Tr |D|−z (3.23)A segunda maneira é baseada na lei de Weyl para o omportamentoassintótio dos autovalores om a dimensão:
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λk ∼ k

1
δLembremos que estamos realizando a média das medidas num ensemblede triplas espetrais, ou seja, estamos �utuando as geometrias possíveis domodelo. Isto signi�a que devemos gerar vários operadores de Dira omdistribuição de probabilidade dada por e−Tr(D2), alular a dimensão paraada um destes operadores e só então alular a dimensão média do modelo.3.8 AlgoritmoA proposta onsiste em gerar várias matrizes hermitianas �nitas, ouseja, várias �geometrias� possíveis, alularmos os observáveis do sistema,que são os autovalores e então, através de rede�nições da dimensão em ter-mos dos autovalores, alularmos a dimensão do espaço.Seja uma matriz hermitiana D de tamanho N ×N , que representa umelemento do ensemble de operadores de Dira, e Λ = {λ0(D), λ1(D), . . . , λN(D)}o onjunto do módulo dos seus autovalores ordenados de forma resente:

λ1(D) ≤ λ2(D) ≤ · · · ≤ λN (D).O teorema de Weyl estabelee que a dimensão do espaço está relaio-nada ao omportamento assintótio dos autovalores de operadores de Dira,de�nidos neste espaço, pela expressão:
λk ∼ k

1
δNo artigo [22℄ provou-se que existe uma relação entre a dimensão doespaço e o traço espetral. Esta relação é onsistente om a fórmula deWeyl e segue logo abaixo:

ζ(λ, α, n) =
1

log(n)

n
∑

i=0

λ−α
i (3.24)A dimensão é enontrada observando o omportamento da função ζ para

n→ ∞.Veri�a-se que dado um onjunto Λ �xo, existem αs pequenos que re-sultam no valor in�nito da função ξ. Para o mesmo onjunto de autovalores
Λ, existem outros valores de α para os quais o valor da função ξ é 0. E�nalmente existem também valores de α para os quais a função ξ tem valor



3.8. Algoritmo 45�nito e não nulo.O passo seguinte é gerar um ensemble de matrizes aleatórias hermitianaspara ada β e para ada tamanho de matriz N .Matrizes aleatórias hermitianas de�nem o EGU que tem omo proprie-dade a seguinte distribuição de probabilidades:
P (H) = 2

N(N−1)
2

expTrH2

4β2

(4πβ2)
N2

2

(3.25)Partindo deste ensemble de matrizes existem duas maneiras distintas eomplementares de extrair a dimensão do espaço:Método: Função Zeta de RiemannA dimensão é alulada a partir do onjunto ordenado de autovaloresde uma matriz hermitiana. A de�nição (3.24) não se mostrou interessantepara o álulo numério da dimensão do espaço devido a di�uldade de ob-tenção de dados que onvergissem para algum valor �nito dentro do tempoe da apaidade omputaional disponível. De maneira que modi�amos ade�nição da dimensão para um função que tem o mesmo omportamentoassintótio de (3.24), porém os resultados numérios são melhores. A novade�nição é a seguinte:
ξ(λ, α, n) =

1
∑n

i=1
1
i

n
∑

i=0

λ−α
iPara expliarmos a idéia do algoritmo, suponha que tomemos a seguinteseqüênia de autovalores:

Λ
′

= {1, 2
1
δ , 3

1
δ , . . . , k

1
δ , . . . , N

1
δ } (3.26)Observe que estes autovalores têm um araterístia espeial: eles têmo omportamento λk = k

1
δ , ou seja, para todos os autovalores em questãoa sequênia omporta-se segundo a estimativa de Weyl. De modo que afunção ξ para o onjunto Λ

′ �a:
ξ(λ, α, n) =

1
∑n

i=1
1
i

n
∑

i=0

1

i
α
δAnalisando as propriedades deste onjunto de autovalores em termos dafunção ξ, observamos que:



46 Modelo e Algoritmos1. Para valores de α maiores do que os valores de δ
i

α
δ ≥ iportanto

1

i
≥

1

i
α
δ

.Substituindo números naturais não nulos, i, na expressão de ξ omofunção de N, observa-se que ξ é deresente omo função de N.2. De maneira inversa, para valores de α menores do que os valores de
δ,

i
α
δ ≤ i,portanto

1

i
≤

1

i
α
δ

.Substituindo valores naturais não nulos, i, na expressão de ξ omofunção de N, observa-se que ξ é resente omo função de N.3. Quando α = δ a função ξ é identiamente igual a 1.Por onseguinte, veri�amos que existe um erto α denominado αc parao qual a função ξ muda de omportamento, ou seja, ξ ր se α > δ e ξ ցse α < δ. Deste modo a idéia é alular a derivada de ξ em termos de N eenontrar, para todos os Ns, os valores de α tais que ∂ξ

∂N
= 0.Este método, que hamamos �Zeta de Riemann� pois é baseado noomportamento da seqüênia de autovalores Λ

′ que a partir de agora de-nominaremos �Seqüênia Ideal� , já que os elementos de Λ
′ seguem oomportamento da lei de Weyl para todos os autovalores.Passo 1:Calular a derivada ∂ξ(λ,n,α)

∂n
= ξ(λ,n+∆n,α)−ξ(λ,n,α)

∆n
para diversos valoresde α e Ns. Observe o omportamento da derivada para a seqüênia deautovalores Λ

′ no grá�o da �gura abaixo:
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Figura 3.1: Grá�o da derivada ∂ξ(λ,α,N)
∂N

∣

∣

α0Existem, laramente, dois omportamentos distintos da derivada ∂ξ(λ,α,N)
∂N

∣

∣

α0
.Para ertos valores de α a derivada é positiva, portanto a função ξ é res-ente, para outros valores de α a derivada ∂ξ(λ,α,N)

∂N

∣

∣

α0
é negativa, portantoa função ξ é deresente.Passo 2:Devemos então tomar ortes vertiais no grá�o da derivada ∂ξ(λ,α,N)

∂N
.Estes ortes identi�am uma seqüênia de αs que fazem o omportamentoda função ξ em termos de N mudar. Criamos a função ∂ξ(λ,α,N)

∂N

∣

∣

n0
paraenontrar, para ada n0, qual valor de α anula a derivada.Passo 3:Calulamos o valor αc através da interpolação linear, para todos os

n0s da função ∂ξ(λ,α,N)
∂N

∣

∣

n0
e onstruimos o grá�o da função αc(n0), al-ulando a dimensão para ada valor n0. No aso das �sequênias perfeita�,

Λ
′

= {1, 2, 3, . . . , N} veri�amos que αc(n0) é identiamente 1:Geramos os autovalores dos laplaianos para sistemas de dimensão o-nheida: esfera S2, plano R2 e no espaço R3. A dimensão para ada um
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Figura 3.2: Grá�o da derivada ∂ξ(λ,α,N)
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n0destes espaços é dS2 = 2, dR2 = 2 e dR3 = 3 respetivamente. Esta abor-dagem permite, através das simulações om matrizes aleatórias, testar aauráia do algoritmo antes de efetuarmos as simulações do modelo suge-rido em [4℄.Para o modelo de gravitação proposto, simulamos numeriamente umensemble de matrizes aleatórias de tamanho E para ada tamanho de ma-triz N e β estudado.Para ada matrizH(N, β)i, ou seja, ada elemento do ensemble, obtemosuma dimensão di. A dimensão para ada tamanho de matrizN e β é a médiaaritmétia destas {di} dimensões.
〈d〉 =

∑E

i=1 di

EOu seja, di,N é a dimensão assoiada a uma matriz Hi(N, β) ∈ E(N, β).De posse destes valores para vários tamanhos de matriz e β, é possívelextrapolar a dimensão média do modelo em termos de N e a partir do re-sultado desta extrapolação veri�armos se existe uma lei de onvergêniapara a dimensão.
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Figura 3.3: Grá�o αc(n0): Dimensão do espaçoSegue a desrição do algoritmo de álulo da dimensão, para matrizesaleatórias, em termos de pseudo-ódigo:ALGORITMODados os ensembles de matrizes aleatórias HN×N ;β pertenentes ao onjunto
E(N,β) = {H1,H2, · · · ,HE}. Os tamanhos das matrizes pertenem ao onjunto
N = {n0, · · · , N̄} e o onjunto de parâmetros β é β̄ = {β0, β1, · · · , βk}. O on-junto de expoentes, em outras palavras, os andidatos a αc é ᾱ = {α0, · · · , αl}.Enontramos um onjunto de autovalores Λ(N,β)j = {λ0, · · · , λnj

} para adamatriz Hj
nj×nj

e para ada β em β̄, tiramos o módulo um a um e ordenamos.Fiamos assim om a seguinte sequênia de autovalores:
Λ

′

= {λ0, · · · , λnj
} onde λnj

= |λnj
|.For n = n0, · · · , N̄ do. Fixa um tamanho para a matrizFor β = β0, β1, · · · , βk do. Fixa um parâmetro β



50 Modelo e AlgoritmosFor k = 1, 2, · · · , n do. Fixa um elemento do ensembleFor α = α0, α1, · · · , αl do. Fixa um andidato a dimensãoCalular ξ(λ, α, k) = Mn×αEnd ForEnd ForFor k = 1, 2, · · · , nFor α = α0, α1, · · · , αlCalular ∂ξ(λ,α,k)
∂k

= ξ(λ,α,k+∆k)−ξ(λ,α,k)
∆k

para α �xo.End ForEnd ForFor k = 1, 2, . . . , n doCalular ∂ξ(λ,α,k)
∂k

|n0End For.Interpolar ∂ξ(λ,α,k)
∂k

|k0 de modo a enontrar ᾱ tal que ∂ξ(λ,α,k)
∂k

|k0 = 0.End doEnd doTendo as estimativas ᾱ = {α1, · · · , αN̄} para αc para vários tamanhos de ma-triz, alulamos a dimensão através da expressão di(n, β) :=
PJ

i=1 di

J
onde J é umparâmetro arbitrário.O onjunto dim = {d0

Mn×n(β), · · · , dE
Mn×n(β)}, onde E é o tamanho do en-semble de matrizes aleatórias, é o onjunto das dimensões aluladas para adamatriz aleatória do ensemble.A dimensão é de�nida para ada tamanho de matriz omo 〈d〉 :=

PE
i=1 dE

Mn×n(β)

E
.Fim do álulo da dimensão



3.8. Algoritmo 51Método: LogaritmoO método de álulo que hamamos Logaritmo se utiliza diretamente da de-�nição da dimensão proposta por Weyl:
λk ∼ k

1
δ1. Primeiramente alulamos os autovalores do Laplaiano do espaço em ques-tão: Laplaiano em R2, R3 e para os ensembles de matrizes aleatórias.2. Depois alulamos os módulos dos autovalores λk e ordenamos o onjuntoresultante em ordem resente �ando om Λ

′

= {λ0, · · · , λN}, e agora es-tamos prontos para apliar a lei de Weyl.3. Criamos um grá�o log(k) × log(λk).4. Calulamos o oe�iente angular da reta log(λk) = a log(k) + b5. O oe�iente angular a é igual ao inverso da dimensão do espaço: a = 1
δ
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Figura 3.4: Grá�o na esala {log(k); log(λk)} utilizado para alular adimensão para a sequênia perfeita.Por onsistênia, desreveremos o algoritmo em termos de pseudo ódigo om-putaional:



52 Modelo e AlgoritmosALGORITMODados os ensembles de matrizes aleatórias MN×N ;β E(N,β) = {M1,M2, · · · ,ME}.Os tamanhos das matrizes pertenem ao onjunto N = {n0, · · · , N̄} e o onjuntode parâmetros de β é β̄ = {β0, β1, · · · , βk}.Enontramos um onjunto de autovalores Λ(N,β)j = {λ0, · · · , λnj
} para adamatriz M j

nj×nj
para ada β em β̄, tiramos o módulo um a um e ordenamos. Fi-amos assim om a seguinte sequênia de autovalores:

Λ
′

= {λ0, · · · , λnj
} onde λnj

= |λnj
|.For n = n0, · · · , N̄ do.For β = β0, β1, · · · , βk do.For k = 1, 2, · · · , n do.Calular o grá�o log x logEnontrar o oe�iente angular da reta log(λk) = a log(k) + bDimensão é 1

aEnd ForEnd ForEnd ForFim do álulo da dimensão
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Capítulo 4Resultados
4.1 IntroduçãoAs simulações numérias realizadas investigaram o omportamento do modeloproposto om relação aos parâmetros:1. N : tamanho da matriz2. β: razão entre o omprimento de Plank e a esala dos operadores matriiaisEm outras palavras, desejamos desobrir em que medida a dimensão do mo-delo depende do parâmetro β, além de entender o omportamento da dimensãoom relação ao tamanho da matriz N para podermos extrapolar o omporta-mento om N → ∞ e assim enontrarmos a lei de onvergênia da aproximaçãodo modelo.Primeiramente simulamos os autovalores do laplaiano nos espaços: plano
R2, espaço R3 e esfera S2. Depois alulamos as dimensões pelos dois métodospropostos de modo a testar os algoritmos e em seguida, geramos um ensemble de
1000 matrizes aleatórias para ada onjunto de tamanhos de matriz:

L = {50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400}e ada onjunto de �temperaturas":
β = {0.07853982, 0.23561945, 0.39269908, 0.54977871, 0.70685835,

0.86393798, 1.02101761, 1.17809725, 1.33517688, 1.49225651}Que signi�am: β = {π
4

2j+1
10 } onde j = 0, 1, 2, . . . , 9.Os grá�os dos resultados dos álulos da dimensão, dos histogramas da di-mensão, do omportamento om β e da lei de onvergênia serão apresentados apartir de agora. 55



56 Resultados4.2 Grá�os dos Resultados das Dimensões4.2.1 Método ZetaApresentamos os grá�os das derivadas ∂ξ(µ,α,N)
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∣

α0
, ∂ξ(µ,α,N)

∂N

∣

∣

n0
e da dimen-são para o Laplaiano no plano R2.Plano R2 - Derivada ∂ξ(µ,α,N)
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Figura 4.1: Grá�o da derivada ∂ξ(µ,α,N)
∂N
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α0
. Observemos o omportamentoresente da derivada na região de α = 1.5625 e deresente para α > 1.9375,sugerindo que o αc está neste intervalo.



4.2. Grá�os dos Resultados das Dimensões 57Plano R2 - Derivada ∂ξ(µ,α,N)
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Figura 4.2: Grá�o da derivada ∂ξ(µ,α,N)
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n0
. Fizemos os ortes vertiais nográ�o da �gura (4.1) para ada n0. Vimos que existem valores de α para osquais os grá�os ruzam o zero, ou seja, valores de α hamados αc.
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Figura 4.3: Grá�o da dimensão alulada. Para ns menores do que 50, o grá-�o mostra um efeito transiente devido a pouos pontos no álulo da dimensão.Observa-se a inluênia da desgeneresênia no álulo da dimensão e que a on-vergênia para a dimensão esperada, no aso 2, oorre por valores menores doque 2.
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Figura 4.4: Grá�o da derivada ∂ξ(µ,α,N)
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. Observemos o omportamento res-ente da derivada na região de α = 2.25 e deresente para α = 3.375, sugerindoque o αc está neste intervalo.
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Figura 4.5: Grá�o da derivada ∂ξ(µ,α,N)
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. Fizemos os ortes vertiais nográ�o da �gura (4.4) para ada n0. Vimos que existem valores de α para osquais os grá�os ruzam o zero, ou seja, valores de α hamados αc.
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Figura 4.6: Grá�o da dimensão alulada. Para ns menores do que 50, o grá-�o mostra um efeito transiente devido a pouos pontos no álulo da dimensão.Observa-se a inluênia da desgeneresênia no álulo da dimensão e que a on-vergênia para a dimensão esperada, no aso 3, oorre por valores menores doque 3.



62 ResultadosEsfera S2 - Derivada ∂ξ(µ,α,N)
∂N

∣

∣

α0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Tamanho da subseqüência

 d
ξ/

d
N

 −
 α

 f
ix

o

Método: zeta de Riemann − dξ/dN − α fixo

 

 
α

c
 = 1.75

α
c
 = 1.875

α
c
 = 2.1875

α
c
 = 2.875

Figura 4.7: Grá�o da derivada ∂ξ(µ,α,N)
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. Observemos o omportamentoresente da derivada na região de α = 1.875 e deresente para α = 2.1875,sugerindo que o αc está neste intervalo.
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Figura 4.8: Grá�o da derivada ∂ξ(µ,α,N)
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. Fizemos os ortes vertiais nográ�o da �gura (4.7) para ada n0. Vimos que existem valores de α para osquais os grá�os ruzam o zero, ou seja, valores de α hamados αc.
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Figura 4.9: Grá�o da dimensão alulada. Existem duas regiões interessantespara o omportamento da dimensão: Para ns menores do que 50, o grá�o mostraum efeito transiente devido a pouos pontos no álulo da dimensão. Neste asoobserva-se a in�uênia da desgeneresênia no álulo da dimensão e a onver-gênia para a dimensão esperada oorre no sentido inverso dos outros modelos,as dimensões aluladas onvergem para 2, por valores maiores do que 2.
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Figura 4.10: Grá�o da derivada ∂ξ(µ,α,N)
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Figura 4.11: Fizemos os ortes vertiais no grá�o da �gura (4.10) para ada n0.Vimos que existem valores de α para os quais os grá�os ruzam o zero, ou seja,valores de α hamados αc.
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Figura 4.12: Grá�o da dimensão alulada. Existem 3 regiões interessantespara o omportamento da dimensão: A primeira, no primeiro terço do grá�oé um transiente devido a pouos pontos no álulo da dimensão. A segunda nosegundo terço é a região de interesse em que o omportamento é mais regular eresente om N. Na tereira região veri�amos o efeito de borda das matrizes domodelo estudado.



68 Resultados4.2.2 Método Logaritmo:Estamos ontrapondo os dois métodos de álulo desenvolvidos, isto é, para osmesmos onjuntos de autovalores, desejamos veri�ar as diferenças nos resultadosquando alulamos a dimensão pelo método das derivadas da função zeta deRiemann e pelo método logaritmo.Laplaiano no plano R2
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Figura 4.13: Grá�o {log(k); log(λk)} utilizado para alular a dimensão. Ob-serve a robustez em relação à degeneresênia para a regressão linear do grá�olog x log. A dimensão alulada é 1.83, próxima à dimensão do plano R2. Obser-vemos também que o resultado da regressão linear está no intervalo [1.82, 1.84]om grau de on�ança de 95%
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Figura 4.14: Grá�o {log(k); log(λk)} utilizado para alular a dimensão. Ob-serve a robustez em relação à degeneresênia para a regressão linear do grá�olog x log. A dimensão alulada é 2.65, próxima à dimensão do plano R3. Ob-servemos também que o resultado da regressão linear india que a dimensão estáno intervalo [2.64, 2.66] om grau de on�ança de 95%.
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Figura 4.15: Grá�o {log(k); log(λk)} utilizado para alular a dimensão. Ob-serve a robustez em relação à degeneresênia para a regressão linear do grá�olog x log. A dimensão alulada é 2.02, próxima à dimensão de S2. Observe-mos também que o resultado da regressão linear india que a dimensão está nointervalo [2.01, 2.03] om grau de on�ança de 95%.
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Figura 4.16: Grá�o {log(k); log(λk)} utilizado para alular a dimensão. Ob-serve que nos asos em que estamos gerando matrizes aleatórias a robustez emrelação à degeneresênia para a regressão linear do grá�o log × log não apareejá que a degeneresênia nestes asos é bem menor. A dimensão alulada é 0.955.Observemos também que o resultado da regressão linear india que a dimensãoestá no intervalo [0.951, 0.959] om grau de on�ança de 95%.
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Figura 4.17: Histogramas de um ensemble de 1000 elementos para matrizes detamanho 400 × 400 para β = 9π
10 . O fato interessante é que o histograma paradimensão não desreve o omportamento gaussiano para o método das funçõesZeta de Riemann. O histograma das médias das dimensões para sub-médias de 5elementos está mostrado abaixo e apresenta uma leve assimetria.
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Figura 4.18: Histogramas de um ensemble de 1000 elementos para matrizesde tamanho 400 × 400 para β = 9π
10 . O histograma da média das dimensões,utilizando o método logaritmo, é mais próximo de uma gaussiana do que o his-tograma para o mesmo onjunto de autovalores para o método das funções Zetade Riemann. O histograma das dimensões para sub-médias de 5 elementos estáimpresso logo abaixo e também possui uma leve assimetria,porém menor do queo seu equivalente para o método das zetas.
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Figura 4.19: Grá�o do ajuste da lei de onvergênia para o método utilizandoas funções zeta de Riemann. Observe que a dimensão rese om uma onstante
b mais uma onstante a sobre o logaritmo do tamanho da matriz, ou seja, a lei deesala é a

log N
+ b , onde os parâmetros a e b são respetivamente: a = −0.726 ,

b = 1.03. Os intervalos de on�ança são: δa = [−0.827,−0.625] e δb = [1.01, 1.05].
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Figura 4.20: Grá�o do ajuste da lei de onvergênia do desvio padrão para ométodo utilizando as funções zeta de Riemann. Observe que o desvio padrão, emfunção de N , diminui om o inverso de uma raiz,ou seja, a lei de esala 1
Nb + aaproxima bem o omportamento assintótio do desvio padrão. Os parâmetros ae b são respetivamente: a = 6e − 2 , b = 0.759. Os intervalos de on�ança são:

δa = [5e − 2, 7e − 2] e δb = [0.674, 0.844].
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Figura 4.21: Grá�o do ajuste da lei de onvergênia para o método utilizandoa lei de Weyl. Observe que a dimensão rese om uma onstante b mais umaonstante a sobre o logaritmo do tamanho da matriz, ou seja, e a lei de esala é
a

log N
+ b , onde os parâmetros a e b são respetivamente: a = −0.565 , b = 1.048.Os intervalos de on�ança são: δa = [−0.584, 0.546] e δb = [1.044, 1.051].
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Figura 4.22: Grá�o do ajuste da lei de onvergênia do desvio padrão para ométodo utilizando as funções zeta de Riemann. Observe que o desvio padrão, emfunção de N , diminui om o inverso de uma raiz,ou seja, a lei de esala 1
Nb + aaproxima bem o omportamento assintótio do desvio padrão. Os parâmetros ae b são respetivamente: a = 4e − 4 , b = 0.881. Os intervalos de on�ança são:
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Figura 4.23: Grá�o do estudo do omportamento da dimensão em termos de
β para o método utilizando as funções zeta de Riemann. Adiionamos váriosvalores de N de modo que pudemos observar também o resimento da dimensãoem direção ao valor inteiro 1. Observamos que a dimensão varia muito pouo omo parâmetro β.
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Figura 4.24: Grá�o do estudo do omportamento da dimensão em termos de
β para o método do logaritmo. Adiionamos vários valores de N de modo quepudemos observar também o resimento da dimensão em direção ao valor inteiro
1. Observamos que a dimensão varia muito pouo om o parâmetro β.
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Capítulo 5Conlusões
5.1 ResumoEste trabalho de mestrado teve o intuito de alular numeriamente a dimen-são do modelo de gravitação quântia proposto em [4℄. De�nimos um modeloestoástio para a gravitação onde a geometria é desrita algebriamente pelahamada tripla espetral. Nesta abordagem é possível, em prinípio, tomarmostodas as triplas espetrais possíveis, portanto todas as variedades riemanianas eonseqüentemente todas as geometrias possíveis. Os observáveis tornam-se variá-veis estoástias, notadamente em nosso modelo o número de pontos e a dimensão.A idéia entral da Geometria Não Comutativa é que podemos desrever umavariedade (M,gµ,ν) de maneira algébria pela tripla espetral (A,H,D). Vimosque dado M , um espaço topológio Hausdor� e gµ,ν a métria de�nida em M , atripla espetral é de�nida por A, uma álgebra C∗ omutativa, H, um espaço deHilbert e D, um operador de Dira de�nido em H.Construímos a teoria de�nindo a ação, as variáveis dinâmias e os observáveisorrespondentes. A ação é de�nida em termos do operador de Dira:

S = tr(
D2

Λ
) = βtr(D2)Onde Λ = 1

lp
é o inverso do omprimento de Plank e β = ( lp

L
)2. A pro-priedade fundamental das variáveis dinâmias de um andidato a uma teoria degravitação quântia é a de serem invariantes por difeomor�smos, e segundo [5℄os autovalores do operador de Dira têm esta propriedade. Portanto utilizamosos autovalores do operador de Dira omo as variáveis dinâmias, de maneiraque é possível de�nir a função de partição desta teoria de gravitação seguindo oformalismo de Feynman: 83
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Z =

∑

x∈X
e−S[x],onde onjunto X é o onjunto de todas as triplas espetrais (A,H,D). De�-nimos os observáveis da teoria de maneira formal omo:

〈O〉 =

∑

x∈X O[x]e−S[x]

Z
.Simpli�amos as ondições aima de maneira que pudessemos de�nir e al-ular a dimensão em um aso �nito e, posteriormente extrapolarmos a teoriapara o aso in�nito. Para isso substituímos X por um onjunto de subespaços

XN = (AN ,HN ,DN ) de modo que a álgebra ÂN tivesse um espetro �nito, por-tanto o espaço de Hilbert poderia ser de�nido omo o espaço L2 usual de vetoresde dimensão N e o operador de Dira �a de�nido om uma matriz auto-adjuntade dimensão N × N .Como D tem dimensão �nita, o traço está bem de�nido, logo a ação e a funçãode partição estão bem de�nidas. Portanto, a função de partição desta teoria �ade�nida omo:
ZN (β) =

N
∑

i=1

zi(β) =
N

∑

i=1

∫

D∈XN

[dD]e−βtr(D2).

ZN (β) de�nido dessa maneira pode ser manipulado para ser expresso emtermos da integral dos autovalores dos operadores de Dira, expliitando destamaneira, a relação de dependênia deste formalismo om a Teoria das MatrizesAleatórias, mais espei�amente om o ensemble Gaussiano Unitário.O álulo numério onsistiu em gerar matrizes aleatórias do ensemble Gaussi-ano Unitário. Este proedimento deve ser repetido várias vezes para ada variável
N . Em seguida alulamos o observável dimensão deste ensemble de geometriaspara ada N e β e por �m estudamos a dependênia da dimensão om β e extra-polamos os valores de N para o in�nito.Vimos em [4℄ que um observável possível para este formalismo é o número depontos da geometria:

〈n〉(β) =

∑

n2
n
2 ( π

2β
)

n2

2

∑

2
n
2 ( π

2β
)

n2

2

.Foi mostrado em [4℄ que o número médio de pontos do ensemble de geometriaspossui duas regiões distintas dependentes de β. Veri�a-se que 〈n〉(β) → ∞ para
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β < π

2 e 〈n〉(β) < ∞ para β > π
2 .Na mesma referênia de�niu-se o observável dimensão assoiado a uma matriz

D. A de�nição de dimensão é baseada na lei de Weyl, que para o onjunto dosmódulos dos autovalores do operador de Dira ordenados de forma resente, Λ =
{λ0(D), λ1(D), . . . }, permite alular a dimensão δ a partir do omportamentoassintótio dos autovalores:

λk(D) ∼ k
1
δMostrou-se que a dimensão para β > π

2 era nula e uma função de β para β <
π
2 . Esta de�nição é onsistente om a de�nição da dimensão espetral propostapor Connes em [21℄ que utiliza as propriedades da função traço espetral dosoperadores de Dira:

ξ(z) = lim
N→∞

N
∑

k=1

λ−z
k . (5.1)Os termos λk = λk(D), onde D depende de N e β, são os autovalores dooperadore de Dira. A dimensão de Connes é de�nida omo o onjunto de pontos

z que são pólos da função ξ. Como foi dito nesta dissertação, a dimensão deConnes é equivalente a dimensão extraída da lei de Weyl.Conseqüentemente, existem pelo menos duas maneiras de alularmos a di-mensão para este ensemble de geometrias. Podemos utilizar a lei de Weyl ou ade�nição de Connes. Utilizando a lei de Weyl, riamos o grá�o log(k) × log(λk)e estudamos o omportamento desta função. O fato surpreendente é que a formafunional da relação entre log(k) e log(λk) é aproximadamente um reta da forma
f(x) = ax + b. Posto isto, alular a dimensão pela lei de Weyl é equivalente aalular uma regressão linear, já que o oe�iente angular da reta é o inverso dadimensão do modelo.Utilizamos uma de�nição análoga à de�nição da dimensão de Connes de ma-neira a preservar o omportamento assintótio da função zeta (5.1):

ξD(N,β, α) =
1

log N

N
∑

k=1

λ−z
kque é aproximadamente igual a:

ξD(N,β, α) ∼
1

∑N
i=1

1
i

N
∑

k=1

λ−z
k (5.2)Vimos que para enontrar a dimensão foi preiso estudar o omportamentoda função ξD(N,β, α), dada por (5.2), em termos de N e α. Vimos que para



86 Conlusõesa seqüênia ideal, λ(D) = n
1
δ , o traço espetral tem omportamentos distintospara α > δ e para α < δ. E a dimensão da matriz D é dada para o valor rítio

α = δ. O algoritmo mais natural foi o de estudar o omportamento das derivadasda função espetral.Para um dado tamanho de matriz N , alulamos a derivada de (5.2) omo:
∂ξ(N̄ , β, α)

∂N̄
=

ξ(N̄ + h, β, α) − ξ(N̄ , β, α)

h
(5.3)Esolhemos h = 1, para ada N̄ dentro do intervalo [1,N ]. Ou seja, para adamatriz D, de tamanho N ×N que retiramos do ensemble gaussiano unitário, al-ulamos as derivadas 5.3. Este passo oorre �xando um α em uma disretizaçãodo intervalo [0, d] que é o intervalo que onde estamos prourando a dimensão.Observando o omportamento da derivada (5.3) para vários αs e veri�amosque existem duas fases distintas. Para valores de α maiores do que um valor αc,a derivada (5.3) é negativa, portanto ξ é deresente. No aso de valores de αmenores do que um valor αc, a derivada (5.3) é positiva, portanto ξ é resente.Tomando a derivada:

∂ξ(N̄ , β, α)

∂ᾱ
=

ξ(N,β, ᾱ + h) − ξ(N,β, ᾱ)

h
(5.4)onde esolhemos h ondizente om a disretizão esolhida. Para ada ᾱ dentro dointervalo [0, d]. Ou seja, para ada matriz D, de tamanho N×N que retiramos doensemble gaussiano unitário, alulamos as derivadas (5.3), e depois alulamosa derivada de ξ em função do parâmetro α. Este passo oorre �xando um N emuma disretização do intervalo [1,N ].A derivada (5.4) ruza o eixo das absissas representando o omportamentedesrito para a função ξ. O próximo passo é enontrar o valor de αc para o quala derivada 5.4 se anula.O resultado deste proesso é que enontramos vários αc, um para ada N̄ ,ou seja, para ada matriz existem vários αc possíveis. Observou-se visualmenteque o grá�o {αc, N̄} tem um omportamento araterístio. Para N̄ próximosde 1, a simulação mostrou um omportamento transiente. Para valores de N̄próximos de N observou-se o efeito de �nitude da matriz. Estas duas regiõesforam ignoradas e a dimensão estimada para uma matriz D de tamanho N × Nretirada do ensemble gaussiano, �xado o parâmetro β, foi alulada omo:

δ(D(N,β)) =

J+K+1
∑

i=J

αci

K



5.2. Métodos 87Esolhemos J e K, arbitrariamente omo J = N/2 − 10 e K = 20, paraevitar os efeitos transiente e de �nitude da matriz. Para um mesmo parâmetro
β, onstruímos uma amostra arbitrária de 1000 matrizes de tamanho N . Assimpara ada tamanho N alulamos a dimensão média estimada para a geometriaem questão:

dN (β) =

∑1000
i=1 δ(N,β)i

1000Repetimos este proesso para vários tamanhos de matriz D, ainda �xando omesmo parâmetro β. E desta maneira podemos estudar o omportamento assin-tótio da dimensão om o parâmetro N .Por �m, variando β no intervalo [0, π
2 ], repetimos todo o proesso aima paravários ensemble gaussianos unitários distintos, a�m de estudar qual o efeito doparâmetro β no valor estimado da dimensão da geoetria estudada.5.2 Métodos5.2.1 Método Zeta de RiemannO álulo da dimensão para os espaços de dimensão onheida: R2,R3,S1mostraram que os algoritmos utilizados onvergem lentamente para a dimensãoesperada dos espaços estudados.Uma das di�uldades em apliar o algoritmo nestes asos é que este métodoé sensível à degeneresênia dos autovalores dos operadores nos espaços em ques-tão. Veri�amos que a aproximação da dimensão para R2,R3 se dava por valoresmenores do que 2 e 3. Entretanto para o espaço S1 a aproximação oorreu porvalores superiores a 2.Para o ensemble gaussiano unitário, este método resulta em uma aproximaçãopor baixo da dimensão média do ensemble. Observamos este fato na inspeção doomportamento das estimativas da distribuição da dimensão om o parâmetro N .O omportamento dos valores mais prováveis da dimensão, para ada tamanhode matriz N , tende a 1 por baixo independentemente do β esolhido.5.2.2 Método do LogaritmoO estudo do grá�o G = {log(k); log(λk)} mostrou resultados muito interes-santes. Veri�amos que existe uma forma funional predominante no ompor-tamento dos autovalores deste ensemble. O grá�o G é aproximadamente uma



88 Conlusõesreta para β < π
2 independentemente do tamanho das matrizes e do parâmetro deesala estudados.Os resultados obtidos mostram que o oe�iente angular destas retas é apro-ximadamente 1 e esta é uma araterístia onservada. Veri�amos também queo oe�iente de interseção das retas estimadas om o eixo das ordenadas nãotêm a propriedade de se manter onstante para o ensemble estudado.Observamos também um fato interessante de que os autovalores neste ensem-ble se aumulam na região superior da reta alulada. Isto é, para ada tamanhode matriz N o grá�o G mostra que a densidade dos autovalores na reta reseom k.Para os espaços de dimensão onheida: R2,R3,S1, o álulo da dimensão mé-dia resultou em valores mais próximos da dimensão esperada. Também veri�ou-se que estas estimativas possuem uma variânia menor. Além disso, observarmosque a desgeneresênia nestes asos é menos relevante no álulo da dimensão.5.3 DistribuiçõesEm modelos estoástios, omo é o aso deste modelo de gravitação, umainformação importante é a distribuição das variáveis aleatórias estudadas. Por-tanto estudamos o omportamento da distribuição de probabilidade da dimensãoem termos do tamanho da matriz N e do parâmetro β. Estudamos se a formafunional da distribuição varia signi�ativamente om estes parâmetros.Veri�ou-se que tanto para o método utilizando as funções zeta de Riemannquanto para o método utilizando o logaritmo da lei de Weyl, as dimensões esti-madas para os graus de liberdade N e β não são gaussianas.As distribuições enontradas tem assimetria. Para os histogramas resultantesdo método que utilizou as funções zeta a assimetria é maior se omparada om aassimetria do método que utilizou a lei de Weyl.Observamos que um possível andidato a distribuição de probabilidades dadimensão seria uma distribuição log-normal. Entendemos que esta observaçãopoderia ser aproveitada nos estudos posteriores na tentativa de estimarmos me-lhor a dimensão média destas geometrias.Observamos também o omportamento das distribuições de probabilidadesom o arésimo no parâmetro N . Observamos que as distribuições de probabi-



5.4. Lei de Convergênia: 89lidade são transladas na direção do aumento de N . Este fato pode ser observadopelo omportamento dos pios das distribuições que resem om N tendendo a 1.Dois fatos interessantes obtidos deste estudo é que este omportamento dasdistribuições se veri�a independentemente do método de álulo da dimensão edo parâmetro β.5.4 Lei de Convergênia:Estudamos o grá�o {N ; 〈d〉(N,β)}, ou seja, o omportamento da dimensãoalulada om o parâmetro N e perebemos que existe um omportamento deonvergênia para um valor inteiro perto de 1.Observamos que existem 2 possibilidades. A lei de esala f(N) poderia ser:
f(N) =

a

N b
+ cou

f(N) =
a

log(N)
+ bUtilizamos métodos usuais de aproximação de funções não lineares por méto-dos de mínimos quadrados para todas as possibilidades de lei de esala derivadasdestas duas expressões. Testamos a signi�ânia dos oe�ientes, os parâmetrosde on�abilidade estatístios e observamos gra�amente qual omportamento eramais próximo ao observado.A onlusão foi que a lei de esala é:

f(N) =
a

log(N)
+ bAs estimativas para os parâmetros a e b são:

• Para o método das funções zeta: a ∈ [−0.83,−0.62] e b ∈ [1.01, 1.05]

• Para o método do logaritmo: a ∈ [−0.58,−0.54] e b ∈ [1.04, 1.05]Portanto, o omportamento da dimensão média tende a um valor próximo de
1 quando N → ∞.Estudamos o omportamento do desvio padrão desta variável e veri�amosque o desvio padrão deai om o inverso do parâmetro N dado pela lei:
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σ(〈d〉(β)) ∼

1

Naonde a ∈ [0, 1).Assim quando N → ∞ observa-se que σ → 0. Este fato é muito interessantee implia que a dimensão do ensemble de geometrias é uma variável termodinâ-mia porque é uma quantidade �nita bem de�nida om variânia nula, ou sejaarateriza o sistema.5.4.1 Variação om βObservou-se, nos resultados obtidos neste estudo, para o regime β < π
2 , pouasigni�ânia da dimensão om o parâmetro β. As distribuições de probabilidade,a lei de esala e a dimensão média tem as mesmas araterístias independente-mente do parâmetro β esolhido.5.5 Considerações �naisEste estudo de mestrado eluidou algumas propriedades interessantes do ob-servável dimensão. Lembrando que as hipóteses assumidas foram muito geraise a dimensão, omo uma variável estoástia, poderia ter um valor qualquer nointervalo [0, 2], onforme demonstrado em [4℄.Também vale ressaltar que a dimensão poderia ter qualquer distribuição deprobabilidades e esta distribuição poderia não ter este omportamento de on-vergênia para um valor próximo de 1, om variânia nula. Ou seja, desobrimosque a dimensão é uma variável termodinâmia, ou seja, arateriza este sistemaproposto.Observamos que existe uma forma funional para o logaritmo do módulo dosautovalores das matrizes no ensemble Gaussiano Unitário, esta forma funionalé aproximadamente uma reta ax + b. A dimensão está ontida no oe�ienteangular da reta, e os autovalores deste ensemble estão se aumulando na partesuperior da reta.Enontramos dois intervalos para a dimensão, um para ada modelo. Para ométodo das funções zeta de Riemann enontramos que a dimensão do ensembleestá no intervalo [1.01; 1.05]. Para o método utilizando a lei de Weyl a dimensãomédia está no intervalo [1.04, 1.05].



5.5. Considerações �nais 91Entendemos que a ontinuação deste trabalho pode tomar várias frentes. Poisainda resta a de�nição do observável dimensão do ensemble de geometria dire-tamente em termos dos autovalores, já que utilizamos de�nições indiretas dadimensão.Outra possibilidade seria a de melhorar os algoritmos numérios de áluloimplementados, om �ltros no álulo da dimensão pelo método das derivadas dafunção zeta de Riemann, e um melhor tratamento estatístio dos dados simulados.Finalmente, este trabalho de mestrado mostra que esta abordagem é promis-sora. Neste aso simpli�ado enontramos resultados não trivias a respeito depropriedades da dimensão, além de veri�armos que esta abordagem numériatrouxe respostas e perguntas interessantes que devem ser investigadas em traba-lhos posteriores.
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