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Este trabalho de mestrado teve o objetivo de calcular a dimensao de
um modelo de gravitacao quantica euclidiana baseado no formalismo da
geometria nao comutativa. Este calculo é uma continuagao do artigo [4].

Em [4], observa-se que utilizar uma tripla espectral comutativa permite
generalizar e tratar a geometria usual de maneira puramente algébrica. Do
formalismo da Geometria Nao Comutativa [2], observa-se que existe uma
relacao entre uma variedade e uma tripla espectral comutativa.

Depois de definida a agao, as variaveis dinamicas e o observavel dimen-
sao desta teoria em termos da tripla espectral, verificou-se que havia uma
analogia clara com a teoria das Matrizes Aleatorias [6], assim foi possivel
identificar uma maneira numerica de calcular a dimensao deste problema.

O espaco estudado foi um conjunto infinito de pontos, cuja dimensao
era uma variavel estocastica, ou seja, partimos de um conjunto de pontos
arbitrario que poderia ter qualquer dimensao real. Os resultados obtidos
mostram que a dimensao do modelo é um nimero perto de 1.

Neste trabalho de mestrado encontramos dois métodos distintos para
calcular a dimensao, um baseando-se na definicao de dimensao de dimensao
oriunda da Geometria Nao Comutativa e a outra baseada na lei de Weyl.

Dadas estas duas alternativas, o trabalho consistiu em criar, construir,
implementar e testar um algoritmo capaz de extrair a dimensao destas duas
maneiras através de simulacoes de Monte Carlo.

Este resultado é muito interessante devido as caracteristicas muito gerais
do espaco escolhido, dado que o limite superior da dimensao calculada em
[4] foi 2, estdavamos esperando qualquer valor no intervalo entre 0 e 2, e 0 que
os resultados sugerem é que a dimensao é uma “variavel termodinamica”,
ou seja, uma distribuicao delta com centro em 1.

Resumo






Abstract

This work had the intention of calculating the dimension of a Euclidian
Quantum Gravity model which is based on the formalism of non commu-
tative geometry. This work is a continuation of the article [4].

From [4] we know that using a commutative spectral triple allows us to
generalize and treat ordinary geometry in a purely algebraic manner. From
Non Commutative Geometry [2] follows that manifolds and a spectral triples
are related.

After defining action, dynamical variables and observables in terms of
the spectral triple, a relationship between Random Matrix Theory [6] came
up. That relationship was used to evaluate the model dimension using
numerical computation algorithms.

We studied one particular manifold which is equivalent to an ordinary
set of points. The dimension is a stochastic variable, for instance this model
would allow any possible value for dimension inside the interval [0;2).

We found two distinct methods for calculating the dimension. One of
them was based on the dimension defined by Alain Connes and the other is
based on the dimension defined by Weyl. It is known that both definitions
are equivalent for the simple cases.

Given these two methods we calculated the dimension through a Monte
Carlo algorithm created and implemented during this work. The program
simulated a finite approximation for the dimension and after running several
simulations, each one depending on the number of points, we found the
asymptotic law for the space dimension.

We found that the dimension is a “thermodynamic variable” near the
finite value 1, since we found that the estimator of this observable has
variance that goes to zero on the continuous case.

This result is very interesting due to the broad characteristics of the
space chosen. Given that the upper limit for the dimension calculated in [4]
was 2, we were expecting any stochastic distribution centered in any number
in the interval between 0 and 2, but the results sugest that dimension is a
delta distribution centered in 1.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Motivacao

Um dos desafios da Fisica Teodrica atual é construir uma teoria quantica
para a gravitacao. A teoria da Relatividade Geral mostra que a geometria
do espacgo-tempo é dinamica. Por outro lado a teoria quantica usual assume
que o espaco-tempo é uma variedade fixa, ou em outras palavras, estatica.

Argumentos tedricos sugerem que a estrutura do espaco-tempo é modi-
ficada na chamada “escala de Planck”, que é definida em termos do compri-
mento de Planck L, e do tempo de Planck T'p:

o L, = (%)? ~ 107%m

c3

o T, = (E—f)% ~ 1075

Devido as relagoes de incerteza nesta escala [1] , ocorrem flutuagoes de
energia e momento que podem causar flutuagoes na curvatura grandes o
suficiente para perturbar a estrutura do espago-tempo. Por este argumento
a descricao matemética do espaco-tempo como uma variedade perderia a
sua validade.

1.2 Geometria Nao Comutativa

A Geometria Nao Comutativa ( ou Geometria Espectral ) é uma genera-
lizagao da geometria usual, proposta principalmente por Alain Connes em
[2], [3]. Este formalismo se mostra um caminho natural para a compreensao
da estrutura do espaco-tempo na escala de Planck, que é um dos principais
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objetivos de um candidato a teoria de gravitacao quantica euclidiana.

Utilizando o arcabougo matematico da geometria nao comutativa, cons-
truiremos um método que permitira obter, num certo “limite macroscopico”,
a estrutura de uma variedade para que possamos eventualmente recompor
a Teoria de Relatividade Geral.

Os elementos da geometria nao comutativa sao as algebras C*, os espa-
cos de Hilbert e os operadores de Dirac. Estes objetos definem uma entidade
chamada tripla espectral e é através da tripla espectral que reconstruiremos
a geometria usual.

No contexto desta dissertacao estudaremos apenas algebras comutati-
vas, ou seja, algebras cujos elementos obedecem a relacao ab = ba pois esta
abordagem é suficientemente geral para cobrirmos os objetivos deste tra-
balho, ja que algebras comutativas originam espacos topolégicos Hausdorff
que contém todos as variedades possiveis.

Denotaremos uma variedade pelo par (M, g,,), onde M significa um
espaco topoldgico Hausdorff e g, é a métrica vilida neste espaco. Denota-
remos a tripla espectral associada a variedade (M, g,,,) por (A, H, D) onde
A é a algebra C* comutativa das fungdes complexas continuas que vao a
zero no infinito sobre M, H é o espaco de Hilbert dos espinores definidos
em M e D significa o operador de Dirac atuando em H.

Os teoremas de Gelfand e Gelfand-Naimark garantem que existe uma
maneira de associarmos as variedades (1, g,,,) com triplas espectrais comu-
tativas (A, H, D). Demonstra-se que o espago topologico Hausdorff M pode
ser recomposto a partir do fecho do espaco das representacoes irredutiveis
da algebra A, denotado por A, enquanto que a métrica g,, ¢ definida em
termos do operador de Dirac.

Por conseguinte, podemos substituir a variedade (M, g,,,) pela sua tripla
espectral correspondente (A, H, D), ou seja, podemos estudar as proprieda-
des da tripla espectral de maneira totalmente algébrica e conseqiientemente
tirarmos conclusoes sobre algumas propriedades fundamentais da variedade.
Nao ha perda de informacao nesta abordagem e os resultados obtidos sao
promissores.



1.2. Geometria Nao Comutativa

1.2.1 Formalismo

Para construirmos uma teoria de gravitacao quantica precisamos encon-
trar um formalismo em que seja possivel definir as variaveis dinamicas, a
acao e os observaveis da teoria. Em nosso caso, estas entidades devem estar
definidas em termos dos elementos das triplas espectrais.

Um dos resultados da Relatividade Geral é que propriedades fisicas fun-
damentais sao invariantes por difeomorfismos. Utilizaremos os autovalores
dos operadores de Dirac como variaveis dinamicas seguindo [4]. E im-
portante frisar que esses autovalores sao invariantes por difeomorfismos,
logo eles sao variaveis dinamicas apropriadas para uma teoria de gravitagao
quantica, conforme sugerido em [5].

Observamos que a escolha dos autovalores como variaveis dinamicas
torna possivel escrever uma teoria que seja interpretavel em termos do fer-
ramental matematico da Teoria de Matrizes Aleatorias [6]. Assim é possivel
extrair alguns resultados utilizando esta abordagem.

Foi demonstrado em [7]| que este enfoque nos permite estudar apenas a
quantizacao euclidiana. Contudo, a possibilidade de encontrar as solugoes
do problema no espaco de Minkowski via rotacao de Wick nao pode ser
excluida.

A agao pode ser definida em termos de uma funcao quadratica dos au-
tovalores do operador de Dirac D e esta abordagem resulta na acao de
Hilbert-Einstein sendo recuperada na expansao de Heat-Kernel de S[z] no
limite § muito pequeno. A acao fica definida em termos dos elementos da
tripla espectral x € (A, H,D) como:

D\ 2

Slz] = tr (K) = Btr(D)? (1.1)

Onde o parametro A é interpretado como sendo inverso do comprimento

de Planck, A = L%,a e o parametro 3 é o quadrado da razao entre o com-
2

primento de Planck e um parametro de escala L, = (%) . O parametro

L é a escala de comprimento tal que o operador D = % é analogo a um

operador de Dirac, pois D é um operador auto-adjunto adimensional.

Seguindo o método de quantizacdo por integrais de trajetoria [8], para
definirmos uma teoria de gravitagao quantica euclidiana, ver 9], é preciso
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definir uma fungao de particdo em termos da agao definida por S[z].

Definimos o analogo da funcao de particao como:

Z =Y el (1.2)

zeX

onde o conjunto X é o conjunto de todas as triplas espectrais comutati-
vas (A, H, D) com a agao definida por (1.1). A expressao acima é a maneira
formal de quantizar uma teoria no contexto euclidiano. Ela implica dizer
que estamos somando as configuragoes sobre todas as possiveis triplas es-
pectrais, por conseguinte, sobre todos os espacos Hausdorff.

Somar sobre todos os espagos Hausdorff significa considerar um con-
junto que contenha todas as variedades, pois as variedades estao contidas
nos espacos topoldgicos Hausdorff. Em outras palavras, existem espacos
Hausdorff que nao possuem correspondentes no contexto das variedades.
Neste sentido obtemos uma generalizacao da geometria usual.

Definida a funcao de particao da teoria, podemos definir observaveis em
termos da funcao de particao em analogia com a Mecanica Estatistica, ou
seja, interpretamos o observiavel como uma propriedade média do sistema.
A definicao dos observaveis é:

(1.3)

1.3 Modelo

Iniciaremos a discussao de um modelo para compreendermos melhor este
formalismo. Este modelo foi proposto no artigo [4] como um exemplo da
aplicagcao da teoria desenvolvida até aqui.

Descreveremos o nosso ensemble como um subconjunto X C X de triplas
espectrais, ou seja, um subconjunto de geometrias. Definimos um elemento
x € X deste subconjunto como uma tripla espectral x = (A, H, D) onde
a algebra C* comutativa tem espectro contavel.

O espectro de uma algebra é o conjunto das representagoes irredutiveis
da mesma, e se a algebra é comutativa, o espectro, denotado por A, é um
espaco topologico Hausdorff, portanto estamos considerando na verdade um
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conjunto contével de pontos no sentido usual.

Dividiremos X em subespacos X,, = (A,, H,, D,) de tal forma que
A, tenha um ntimero finito n de pontos. O teorema de Gelfand-Naimark
implica que os elementos de A, sdo as seqiiéncias do tipo {a,as,...a,}
onde a; € C.

O espaco de Hilbert H,, é escolhido como o espaco dos vetores v =
(v1,vg,...,v,) que possuem norma |[v| = Y7 v? < oco. O operador D

=1 "1
¢ uma matriz n X n auto-adjunta.

Finalmente selecionaremos amostras do espaco X através de subcon-
juntos X7, Xo, ..., Xy e tomaremos o limite para N — oo que estaremos
chamando de “limite termodinamico” deste modelo.

A acao estd bem definida pois o trago de matrizes finitas esta bem
definido e pode ser escrita em termos dos autovalores reais das matrizes D:

S[z] = Btr(D)? (1.4)

As matrizes D, n x n auto-adjuntas, tem os autovalores como niimeros
reais dados por: {A(D), A\o(D),..., \.(D)}, que sdo as variaveis dinamicas
da teoria, e o parametro 3 é o quadrado da razao entre o comprimento de
Planck e um parametro de escala.

Definimos a funcao de particao como:

N
Zn(B) = Y z(B)
n=0
Onde z,(3) é dado por:
2(8) = / (dD)] 8 r(PF (1.5)
DeX,

A medida de integracdo [dD] representa a integragio de todos os ele-
mentos D;;, independentes, dentro do subespago X,.

Verifica-se que esta defini¢do da fungio de partigao (1.5), representa o
ensemble de matrizes gaussianas unitarias, dai a conexao com a Teoria de
Matrizes Aleatorias [6].
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Continuando a definicao dos observaveis desta teoria:

N

n=0 Z;io z(P) o

No artigo [4] foram discutidos dois observaveis para este modelo de gra-
vitacao quantica euclidiana, a saber: o ntimero de pontos do universo e a
dimensao do universo.

Estes observaveis sao varidveis aleatérias, ou seja, este modelo nao estéa
pressupondo qualquer estrutura geométrica prévia, liberando a possibili-
dade destas geometrias terem qualquer niimero de pontos. Este modelo
também permite que a dimensao média das geometrias assuma qualquer
valor.

O nimero médio de pontos, definido em termos de (1.6), resulta na
expressao:

2

CXan2i(gp)Y
— —
>n22(35)7

(n)(9) (1.7)

Existem 2 regimes neste modelo. Para § > 7, (n) converge e para
B < %, (n) diverge.

Seja o conjunto A dos médulos dos autovalores do operador D ordenados
de forma crescente. A dimensao § é obtida observando o comportamento
assintotico dos modulos dos autovalores do operador de Dirac definido no
espaco em questao, ou seja:

Ae(D) « k3 (1.8)
para k — oo

No artigo [4], conclui-se que a dimensdo ¢ diferente nas duas fases do
modelo. (d)(3) é zero para valores de 3 maiores do que § e (d)(3) # 0 na

fase correspondente a valores de 3 < 7.
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1.4 Objetivos

O problema em calcular a dimensao média deste modelo reside na difi-
culdade em definir a dimensao do espaco A de maneira direta em termos
dos autovalores do operador D. Portanto utilizamos uma outra definicao
de dimensao, consistente com a dimensao oriunda da teoria de Weyl.

Considere a funcao zeta de Riemann complexa ((z):

((z) = lim Yk (1.9)
k=1

Demonstra-se que ( diverge para valores Re(z) < 1 e converge para
valores Re(z) > 1. Outro resultado conhecido é que a funcdo ¢ pode ser es-
tendida analiticamente, exceto para Re(z) = 1, para todo o plano complexo.

Alain Connes mostrou em [21] que a dimensdo na geometria espectral
pode ser calculada tomando os médulos dos autovalores nao nulos {\} de
um operador de Dirac D para uma algebra A e um espaco de Hilbert H
(tripla espetral) utilizando a fungio zeta de Riemann espectral:

(p(2) = lim Yy A7 (1.10)
k=1

Analogamente ao que ocorre na func¢ao zeta de Riemann no plano com-
plexo, a funcdo zeta de Riemann espectral diverge para Re(z) < z. e con-
verge para Re(z) > z., portanto podemos definir a extensao analitica de (p
para todo o plano complexo, exceto nos polos de (p. A dimensao é definida
como o conjunto dos poélos de (p.

Suponha agora que A\, é da forma )\, = ks com k # 0. A expressao
(1.10) ¢é escrita como:

z

(p(2) = T}Lﬂ;oikg (1.11)
k=1

Observe que de acordo com a argumentacgao sobre a funcao zeta de Ri-
emann os polos da funcao zeta de Riemann espectral para A\, = ks sdo
os niimeros complexos tais que Re(%) = 1, ou seja, z = §. Entretanto a
definicao da dimensao de Weyl diz que a dimensao do espaco em questao,
0 é data pela expressao \, = ks onde A, sao os modulos dos autovalores
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nao nulos do operador D.

Portanto concluimos que a dimensao de Connes é consistente com a
dimensao pela definicio de Weyl. A definicao da dimensao de Connes é
definida pelo conjunto finito de polos da fungao zeta de Riemann espectral
(1.10). De fato, neste caso é mais apropriado definir o chamado “espectro
de dimensoes".

Durante o trabalho utilizamos essas duas definicbes complementares
para estimar o valor da dimensao de A, definidas por (1.8) e (1.10). Veja-
mos resumidamente os algoritmos utilizados:

ALGORITMO

Passo 0: O passo inicial deste trabalho ¢ criar um algoritmo que gere
as matrizes D seguindo a distribui¢ao de probabilidades do ensemble gaus-
siano unitario e calcular os autovalores de D para cada parametro [ e para
cada parametro N estudado. O parametro NN significa que o tamanho das
matrizes hermitianas é N x N.

ALGORITMO 1 - Logaritmo!

Passo 1: Dado o conjunto A = {A\g(D), \i(D),... }ns dos modulos
dos autovalores para cada valor de N e cada valor de 3.

Passo 1.2: Criar o grafico {log(k);log(Ax)}

Passo 1.3: Extrair a dimensao § como o inverso do coeficiente
angular da reta resultante

ALGORITMO 2 - Zeta de Riemann?

Passo 1: Dado o conjunto A = {A\g(D), \i(D),... }ns dos modulos
dos autovalores para cada valor de N e cada valor de f3.

Passo 1.2: Extrair a dimensao § pelo método utilizando a funcao
zeta de Riemann.

!Baseado na férmula de Weyl (1.8)
’Baseado na definicao de dimensao de Connes
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Este procedimento deve ser repetido vérias vezes, isto é, devemos gerar
varias matrizes D diferentes para o mesmo par N e (3, de acordo com a
distribuigao de probabilidades dada por (1.5), de modo que possamos fazer
alguma estatistica com as dimensoes calculadas. Assim, o resultado desta
abordagem numérica é que devemos obter como resposta do algoritmo:

d = {{d);oa}s.n
Para completar este trabalho estudamos a influéncia dos parametros
e N nos resultados. O parametro N é o mais importante porque compre-
endendo o comportamento da dimensao média com N podemos estudar o
limite N — oo e descobrir se existe convergéncia na discretizacao deste
modelo. Poderemos dizer qual é a forma funcional da convergéncia e o
comportamento assintotico do desvio padrao.

1.5 Resultados

Neste trabalho estudamos um modelo abstrato afim de descrever um
apossivel teoria quantica para a gravitagao. Em [4], definiu-se um modelo
tedrico composto por um conjunto de pontos que poderia ser finito ou in-
finito. Esta dissertacao de mestrado encontrou uma estimativa confiavel
para a dimensao deste modelo na fase em que 5 < 7.

Demonstramos que a dimensao deste modelo tende a um valor finito pro-
ximo de 1. Observamos este resultado na extrapolacao, no limite N — oo,
da lei de convergéncia da discretizagao escolhida.

A dimensao média, que é a estimativa da dimensao do modelo, tem a
seguinte lei de convergéncia:

b
log N’
onde b € [—.83, —.62] e a € [1.01,1.05] para o método utilizando as fun-

coes zeta de Riemann e b € [—.58, —.54] e a € [1.04,1.05] para o método
utilizando o logartimo das funcoes zeta de Riemann.

(d) ~ a-+

Estimamos a variancia da dimensao média e também encontramos a
maneira coma qual a variancia, mais especificamente o desvio padrao, se
comporta com o parametro N. O resultado foi que:

1

0q ~ —

Na
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onde a ¢ um namero no intervalo (0, 1).

Estes dois resultados juntos implicam que a dimensao é um observavel
que tende a um valor finito, ou seja, é uma variavel aleatoria cuja distribui-
cao tende a uma funcgao delta no infinito, isto é, a dimensao é um observéavel
que define o sistema. Buscando uma analogia com a mecanica estatistica,
a dimensao é uma ~ “varidvel termodinamica”.

Esta abordagem mostrou-se muito promissora como uma nova proposta
para uma teoria de gravitacao quantica euclidiana, ja que obtivemos resul-
tados inesperados no comportamento da dimensao do modelo. Apesar de
assumirmos o minimo de hipo6teses possivel, ou seja, um conjunto abstrato
de pontos, obtivemos o resultado surpreendente de que a dimensao deste
ensemble de geometrias tende a um nimero inteiro bem definido.
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CAPITULO 2

Formalismo Matematico

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos o ferramental matematico necessario ao
entendimento do modelo estudado neste trabalho. A énfase sera em ilustrar
o significado dos conceitos mais elaborados através de exemplos e apenas
enunciando os eventuais teoremas utilizados.

Nas primeiras secoes enunciaremos os teoremas e as definicoes que se-
rao utilizados na se¢ao de Geometria Nao Comutativa onde discutiremos
os fundamentos mateméaticos do modelo de gravitacao quantica euclidiana
proposto no trabalho [4], em que é definido um observavel dimensao, para
a qual desejamos calcular uma estimativa numérica.

O teorema de Gelfand-Naimark garante que podemos descrever uma
variedade (M, g, ,) de maneira algébrica através da escolha de uma tripla
espectral apropriada (A, H, D). Portanto, podemos substituir a abordagem
geométrica usual da Relatividade Geral pela abordagem algébrica das tri-
plas espectrais.

A cada variedade associamos uma tripla espectral, entretanto, existem
triplas espectrais que nao estao associadas a variedades como ja discutimos
na secao 1.2. Neste sentido, este modelo generaliza a teoria da gravitacao.
Neste capitulo apresentaremos o método para recuperarmos uma variedade
e o tensor métrico, dada uma tripla espectral comutativa e vice-e-versa.

15
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2.2  Preliminares

2.2.1 Espacgos Métricos

Métrica. Seja X' um conjunto. d € uma funcao distincia em X, ou seja,
uma métrica, se d satisfizer as propriedades [10],[11]:

1. d é uma funcao real, finita e nao negativa

2. d(xz,y) = 0 se e somente se x =y

3. d(z,y) = d(y, )
4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y)

Espago Métrico. Espaco métrico é um par (X, d) onde X € um con-
junto e d é uma métrica definida em X.

Exemplo 1: Espaco R3. O espaco R? munido da métrica:

d(z,y) = [(z1 — 1) + (22 — y2)* + (23 — y3)°]2

Exemplo 2: Espaco das fungoes Cla,b]. O espago das funcoes conti-
nuas no intervalo fechado [a, b] munido da métrica:

d(x,y) = max |z(t) — y(t)]
te|a,b]
Sequéncias de Cauchy. Uma seqiiéncia (z,,) definida em um espag¢o mé-
trico (X,d) € dita uma seqiéncia de Cauchy se Ye >0, 3 N(e) tal que:

d(xpm, x,) < € Ym,n > N(e)

Exemplo 1: Seqiiéncia x, = % Tomemos a seqiiéncia x, = % no

intervalo X = (0, 1] munida da métrica d(z,y) = |z — y| para n =
1,2,....

Exemplo 2: Seqiiéncia de Funcoes Continuas da figura 2.1. Seja o
espaco das fungoes continuas reais no intervalo J = [0, 1] com a métrica:

d(z,y) = / 2(t) — (1) dt

Espaco Completo. Um espaco X € dito completo se toda seqiiéncia de
Cauchy em X converge (tem um limite que é um elemento em X ).
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L

-

| Ty,

|
|
||

Ay 1 0

Figura 2.1: Seqiiéncia de Fun¢oes Continuas z,,,(t) = 0,t € [0, 4] e z,,(t) =
1,t € [am, 1] onde a,, = 5+ =

Exemplo 1: Fungoes Cla,b]. Seja o espago das fungdes continuas no
intervalo J = [a, ] utilizando a métrical':

d(z,y) = max|zn(t) = ym(t)|

Exemplo 2: R”. O espaco euclidiano R"”, ou seja, o espaco da hiper-
cubo dos niimeros reais munidos da métrica euclidiana:

n

da) = (Pl —w?)’

j=1

LObserve que fornecemos dois exemplos de seqiiéncias de Cauchy no item anterior
que nao sao convergentes
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2.2.2 Topologia

Bola Aberta. Dado um nimero real r > 0 e um espago métrico (X,d)
. Definimos bola aberta de centro a e raio v como o conjunto B(a,r) dos
pontos de X cuja disténcia ao ponto a é menor do que r [12].

B(a,r) ={x € X |d(z,a) <r}

Exemplo 1: Bola aberta em R. Tomando a métrica usual em R,

d(x,y) = |z —y| a bola aberta B(a,r) em R ¢é o intervalo (a — r;a +r)
| o I O -
0 a-—r a a-+r R

Figura 2.2: Bola Aberta em R

Exemplo 2: Bola aberta em R%..  Tomando a métrica d(x,y) =
max{x,y} a bola aberta B(a,7) em R? ¢ o quadrado de lado de raio r

no ponto a: o

Figura 2.3: Bola Aberta em R? com a métrica do maximo

Ponto Interior. Seja A um subconjunto de um espago métrico (X, d)
Um ponto x € A € dito um ponto interior a A quando € centro de uma bola

aberta contida em A.
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Interior. O conjunto dos pontos interiores a A em (X,d) € chamado
conjunto interior de A.

Conjunto Aberto. Um conjunto A de um espago métrico (X,d) ¢é cha-
mado aberto em (X,d) quando todos os seus pontos sao pontos interiores,
ou seja, int A = A.

Topologia. Uma topologia definida em um conjunto X é uma cole¢cao T
de partes de X, chamados os abertos da topologia, com as sequintes propri-
edades:

1. o2€T eXeT
2. Se Ay, Ao, ..., A, €T entao AyNAyN---NA, €T

3. Dada uma familia arbitrdria (Ax)xer com Ay € T para cada A\ € L,
tem-se | JAN € T

Espaco Topolégico. E um par (X,T) onde X é um conjunto e T é uma
topologia em X.

Espaco Hausdorff. Seja X um conjunto e T uma topologia. Para cada
par de pontos distintos x e y em X, existem abertos U eV tais que x € U
eyeVeldNV=0.

Espaco Compacto. Um espaco Hausdorff A € um espaco compacto se
todo recobrimento aberto de A admite um sub-recobrimento finito, isto é,
dada uma familia de conjuntos abertos (O;)icr tal que | J,c; O; = A, existe
um subconjunto finito iy, s, ..., C I tal que Oy UO, U---UO; = A

Mapa Continuo. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos. O mapa P :
X — )Y € continuo se e somente se a imagem inversa de cada aberto em )
¢ aberta em X.

Homeomorfismo. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos. Se o mapa P :
X — Y é tal que ® é uma bijecao e além disso, ® e ®~! sao continuos,
entao ® € um homeomorfismo.

2.2.3 Analise Funcional

Norma. Uma norma definida em um espaco vetorial X real ou complexo é
uma fungao real em X cujo valor em um elemento de X, x € X, € denotada
|x|| e tem as propriedades [11]:

Lzl = 0
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2. z]| =02 =0

3. Jloz]] = o]

4 Nz +yll < Jall + [yl

Exemplo 1: Norma Euclidiana. A norma euclidiana em R"™ é definida

pela expressao:
n 1
2
loll = (32

i=1
Exemplo 2: Espaco [P. O espaco das seqiiéncias de nimeros reais ou

complexos & = x1, o, ... tais que |x1|? + |22|? + ... converge. Definindo a
norma neste espago como:

n 1
lall = (D lwil?)’
=1

Espaco Normado. Um espaco normado € um espaco vetorial X cuja mé-
trica € definida pela norma em X.

d(z,y) = llz -yl VryeX

A métrica d(z,y) definida acima é chamada métrica induzida pela norma.

Exemplo 1: Fungoes Continuas no intervalo J = [a,b]. O espaco das
fungoes continuas no intervalo [a,b], C[a, b], munido com a norma:

= t
Izl = max]z(t)]

Exemplo 2: Fungoes Continuas no intervalo J = [0,1]. O espago
das fun¢oes continuas no intervalo [0, 1], munido com a norma :

ol = / (1)t

Espaco de Banach. FEspaco de Banach é um espaco normado e completo
na métrica induzida pela norma ? 3.

20 exemplo 1 do item anterior, func¢oes continuas no intervalo fechado [a,b] com a
norma do mdximo é outro exemplo de um espago de Banach.

3 Observe que o exemplo 2 da secio anterior, apesar de ser um exemplo de espaco
normado, nao é um exemplo de um espa¢o de Banach.
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Exemplo 1: Espaco das seqiiéncias [*°. O espaco das seqiiéncias de
nimeros r = xi,Ts,... tais que x; converge na métrica do supremo. A
norma deste espaco é :

2l = sup ||
ieN

Produto Interno. Um produto interno definido em um espaco vetorial X
€ um mapa X x X em um campo escalar K. Para cada par de vetores x
ey de X associamos um escalar de K simbolizado por (x,y) que tem as
propriedades:

1 (x+y,2) = (x,2) +{y,2)
2. (ax,y) = alz,y)

5. (x,y) = (y,x)"

4. (x,xz) >0

5. (z,2) =02 =0

Exemplo 1: Espago Euclidiano R". Espaco do hipercubo dos ntimeros
reais R” munido da produto interno que induz a norma euclidiana:

i=1

Exemplo 2: Espaco das seqiiéncias de Hilbert [2. O espaco das seqiién-
cias de nimeros = xy, T, .. . tais que |z1|*+|xs]?+. .. converge. Definimos
o produto interno pela expressao:

<l‘, y> = szyz
i=1

Espago de Hilbert. Um espaco vetorial X com um produto interno (x, y)
definido em X € um espaco de Hilbert se X € um espaco completo na métrica
definida pelo produto interno.

Observar que os exemplos 1 e 2 da secao anterior sao exemplos de espagos
de Hilbert. Basta provar que, nestes espacos, toda seqiiéncia de Cauchy
converge.
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2.2.4 Algebras

Algebra. Algebra sob um corpo K é um espaco vetorial A sobre o corpo K

W

dotado de uma operacao de produto bindria “.”, conhecida como o produto
da dlgebra que satisfaz as propriedades [15], [14]:

l.a-(b+c)=a-b+a-c Ya,bece A
2. ala-b) = (aa)-b = a-(ab)

Algebra Associativa. Uma dlgebra é dita ser associativa se Ya,b,c € A
valer:

a-(b-c) = (a-b)-c

Exemplo 1: Espago das Matrizes Mays(C). O espaco vetorial das
matrizes complexas de tamanho 2 x 2 é uma &4lgebra associativa utilizando
o produto usual de matrizes.

Exemplo 2: C([a,b]). Espaco das funcoes continuas no intervalo fe-
chado [a, b] utilizando a defini¢do de produto:

(f9)(x) = flz)g(z) Vz € la,b]

Algebra Comutativa. Uma dlgebra é dita comutativa se Va,b € A valer:

a-b=">b-a

Exemplo 1: A dlgebra das fung¢oes continuas no intervalo fechado [a, b]
¢ um bom exemplo de um algebra comutativa devido a propriedade comu-
tativa do produto de ntimeros reais..

Exemplo 2: O exemplo 1 da secao anterior, a algebra de matrizes
complexas de tamanho 2 x 2, ¢ um exemplo de algebra nao comutativa por
consequéncia das propriedades dos produtos de matrizes..

Algebra Involutiva. Uma dlgebra associativa sobre o corpo C chama-se
dlgebra involutiva, ou dlgebra-*, se existir uma operacao * : A — A, isto €,
para todo a € A associa um elemento a* € A com as propriedades:

1. (a")* = a Yae A
2. (a-b)* = b"-a* Va,be A
3. (aa+ Bb)* = aa* + pb* Va,be Ae Ya,3€C
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Algebra Normada. Um espaco vetorial normado A é chamado dlgebra
normada se satisfizer a propriedade:

1. ladl} < lalllo]

Algebra de Banach. Uma dlgebra de Banach A é uma dlgebra normada
e completa.

Algebra de Banach-*. Uma dlgebra de Banach-* A é um dlgebra de Ba-
nach com uma involucao-*.

Algebra C*. Uma dlgebra C* é uma dlgebra de Banach com involucdo-*
que satisfaz a propriedade adicional:

laa™]| = la]l®

Exemplo 1: Espago C(M). Seja M um espa¢o compacto e C(M) o
espaco de Banach das funcoes complexas em M com a norma do supremo:

IfIl = sup [f(z)]
zeM

A multiplicagdo em C(M) é definida ponto a ponto:

(f9)(x) = fz).g(x) YoeM

A involucgao é definida pela conjugacao complexa:

fz) = [(=)
O espago C(M) é uma algebra C* comutativa com identidade e(z) = 1.

Exemplo 2: Espago C°(M). Seja M um espaco localmente compacto.
C%(M) é o espaco de Banach de todas as fungoes complexas definidas em M
que se anulam no infinito. O produto da algebra e a involugao sao os mesmos
do exemplo 1, portanto o espago C°(M) é uma algebra C* comutativa.

Morfismo. Um morfismo é um mapa entre duas estruturas matemdticas
que preserva as propriedades internas entre estas duas estruturas. Se as
estruturas consideradas forem conjuntos os exemplos de morfismo sao as
funcoes. Se as estruturas consideradas forem espacos topologicos, fungoes
continuas sao exemplos de morfismos.
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Homomorfismo. Sejam duas dlgebras A e B. Um homomorfismo entre
dlgebras € um mapa que preserva as propriedades das dlgebras, ou seja, pro-
dutos de dlgebras em A sao levados em produtos de dlgebras em B. Vejamos:

m(ab) = w(a)w(b) Va,be A

Morfismo-*. Sejam duas dlgebras A e B C*. Um morfismo-* é um homo-
morfismo entre duas dlgebras C* que tem a propriedade:

m(a*) = w(a)* Va € A Vr(a) € B

Isomorfismo. Sejam duas dlgebras A e B, sejam f e g morfismos entre A
e B. Um isomorfismo é um morfismo que tem a propriedade de bijecao, ou
seja, Seja o morfismo f: A — B tal que existe um morfismo g, g : B — A
de forma que as propriedades fog = I, ego f = I, sao satisfeitas.

Isomorfismo-*. Um isomorfismo-* entre dlgebras A e B é um isomorfismo
que preserva a propriedade *.

m(a*) = 7(a)* Ya € A

Sejam m : A — B emy : B — A, ou seja ™ é um morfismo e uma
bijecao:

[ 7T107T2:IB

e Myom = Iy

2.2.5 Geometria Diferencial

Sistema Local de Coordenadas. Seja um espago Hausdorff M, [15].
Um sistema local de coordenadas (cartas) em p € M é um par (U, ), onde
U € um conjunto aberto de M contendo p e p é um homeomorfismo de U
em um conjunto aberto de R™,

Atlas. Seja um espa¢o Hausdorff M. Um congunto de cartas {(Ua, pta)} tal
que {U,} cobre M é chamado atlas.

Manifold - Espaco Localmente Euclidiano. Um espaco Hausdorff mu-
nido de um atlas € um espaco localmente euclidiano. Um espaco localmente
euclidiano também é chamado de variedade topologica.
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Exemplo 1: S' = {(a,b) : a* +0* = 1; a,b € R}.. O conjunto dos
pontos do circulo de raio 1 no plano R?, munido da topologia induzida de
R2. Os conjuntos abertos que cobrem S sdo:

Uy = {(a,b) € S*: a > 0}
UQ:{(a,b)ESIZb>0}
Us = {(a,b) € S* : a < 0}
Uy = {(a,b) € ST : b < 0}

uy : (a,b) — b
us : (a,b) — a
us : (a,b) — b
uy : (a,b) — a

Portanto o conjunto A = {(U, u1); (Us, uz); (Us, us); (Us, ug)} forma um
atlas de S'.Podemos levar todos os pontos de S' em R por meio dos home-
omorfismos definidos.

O espaco S! é Hausdorff na topologia induzida pela métrica euclidiana,
portanto o exemplo S! é uma variedade topoldgica, ou em outras palavras,
um espaco localmente euclidiano. Vejamos a figura (2.4) como um exemplo
do que esté ocorrendo nesta construcao:

Uy, = {(a,b) € S* : a > 0}

y A Uy :Z/{l - R A
1 (a,b) — b 1
. “1 . 0]
—1 T 1
1
1

Figura 2.4: Mapa de um aberto em S! para um intervalo de R
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Produto Tensorial. Suponha que V e W sao dois espagos vetoriais de

dimensao m e n respectivamente. O produto tensorial ¥V @ W satisfaz as
propriedades:

1. Para um escalar arbitrdario \, v eV ew € W

AMv@w) = (W) w = v (Aw)
2. Paravi €V, eVeweW

(v + ) @Ww = v QW+ vy @ W
3. Parav eV, w €W ewy €W

VR (wy +we) = v w + v wy

Tensor Covariante. Um tensor covariante de ordem 1 € uma quantidade
X, definida em termos das coordenadas x*, associada ao ponto P, que ao
aplicarmos uma mudanca de coordenadas se transforma sequndo a expres-
8a0: )
/ ox
Xa - 7 Xb
ox'®
Um tensor covariante de ordem 2 transforma-se sequndo a expressao:
X/ 8376 8$d
ab — ax'“ al‘lb cd
Um tensor covariante de ordem k transforma-se sequndo a expressao:
, oz Oz Ozl
a1,a2,...,a Ora Or'az T O b1,b2,...,bg

Tensor Contravariante. Um tensor contra-variante de ordem 1 € uma
quantidade X, em termos das coordenadas x* associada ao ponto P que ao

aplicarmos uma mudanca de coordenadas se transforma sequndo a expres-
500:

’ ax/a
X =—>X"
oxb

Um tensor contra-variante de ordem 2 transforma-se sequndo a expressao:
"a b

Ox*0x” _ 4

Ox¢ Ox?

Um tensor contra-variante de ordem k transforma-se sequndo a expressao:

"ay 'as lak
_ Ox “ Oz ox bbb
Oxbt Oxb2 " Oxbe

X’ab _

/
X a1,a2,...,0f
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Tensor Métrico. O tensor métrico, denota-se g;; € uma funcao que per-
mite calcular a distdncia entre 2 pontos quaisquer de um espaco meétrico.
Cada componente 15 do tensor métrico representa o coeficiente do termo
dx;dz; na expressao da distdncia entre dois pontos:

ds* = g (2)dz? + gio(x)doidoy + ...

Exemplo 1: Espaco Euclidiano. O espaco euclidiano é definido pelo
tensor métrico g;; = d;; onde d;; é a matriz identidade.

1 000
0100
0010
0001

Exemplo 1: Espacgo de Minkowski. O espaco de Minkowski é definido
pelo tensor métrico:

+1 0 0 0
0O +1 0 0
0 0 +1 0
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2.3 Geometria Nao Comutativa

Embora a geometria nao comutativa forneca a possibilidade de descri-
cao de estruturas geométricas muito mais gerais do que as estruturas usuais,
vamos restringir a discussao abaixo as dlgebras comutativas pois elas sao as
algebras que se relacionam com os espacos Hausdorff. Estes sao os espacos
relevantes ao trabalho pois englobam todas as variedades topologicas [2],[3].

Representacao irredutivel. Seja A uma dlgebra C* comutativa. Uma
representacao irredutivel de A € um funcional linear nao nulo ¢ : A — C
que tem a propriedade de ser um morfismo-*:

1. Representacao Irredutivel: — ¢(ab) = ¢(a)p(b) Va,be A
2. Propriedade-*:  ¢(a*) = ¢(a)* Vae A

Denota-se o espaco das classes de equivaléncia das representacoes irre-
dutiveis de A por A. O conjunto A é também chamado espectro de A ou
“structure space” de A.

Transformacgao de Gelfand. Seja A uma dlgebra C* comutativa. A
transformagao de Gelfand, para um elemento da dlgebra A, € uma funcao
complexa a : A — C definida por:

a(¢) = d(a) VoeA

Topologia de A. Seja uma sequéncia de funcionais {¢prcp} € A, onde A ¢
um conjunto de indices. Dizemos que o funcional ¢ € A converge em A se
e somente se ¢(a) converge para ¢(a) para qualquer a € A. Esta topologia
€ chamada de topologia de Gelfand.

Teorema. Se A ¢ um dlgebra C* com identidade entao A ¢ um espaco
topolégico Hausdorff compacto.

Teorema de Gelfand-Naimark. Dada uma dlgebra C* comutativa A com
identidade, existe um isomorfismo-* isométrico de A em C°(A). O isomor-
fismo € definido por:

a— a

Onde a € a transformagao de Gelfand a(¢) = ¢(a).

Entende-se por isometria:
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lall = lla] VaeA

Lembrando que neste contexto vale a norma do supremo:

lalloe = lla(¢)lloe = supa(¢)|

peA

Teorema de Gelfand. Seja M um espaco localmente compacto e a dlgebra
C* definida em M: C°(M). Definimos o homomorfismo entre a dlgebra
C%(M) e a dlgebra dos mimeros compleros C, ¢, : C°(M) — C, por:

O mapa m — ¢y, € um homeomorfismo de M em CO(M) ja que ¢y, €
uma representacao irredutivel de C°(M) por construgao.

Interpretacao

Vamos considerar o caso em que a algebra comutativa A seja C°(M),
a algebra C* das funcoes continuas em um espacgo topologico Hausdorff

compacto M ( Veja o exemplo 2 da pagina 23 ). Entendemos C°(M)
como espaco das representacoes irredutiveis da dlgebra comutativa C°(M)

—

e C°(C°(M)) como a algebra das fungoes continuas no espago topologico

—

CO(M).

O esp@_\topolégico Hausdorff M est& relacionado univocamente ao
espectro C%(M) através do homeomorfismo m — ¢,,, isto é, cada elemento
m esta relacionado a um tnico ¢, e vice-e-versa. Da mesma marﬂ& a
dlgebra C*, C°(M), esta relacionada univocamente & algebra C°(C°(M))
pelo isomorfismo-* f — f Surge a pergunta:

Como relacionar os espagos topolégicos C°(M) e M e as algebras

—

C* comutativas C°(M) e C°(CO(M)) ?

Dados dois pares (S1,71) e (S2,72), onde S e Sy sdo duas estruturas
matemaéticas e r; e ro duas relacoes entre os elementos destas estruturas.
Existe uma associacao entre cada elemento de S; a um elemento de Sy que
também associa 0os mapas ry e 7.

—

Por exemplo, dadas as algebras C*, C%(M) e C°(C°(M)), e um isomorfismo-
* entre elas, e dados dois espagos topologicos Hausdorff, M e CO(M), e um
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homeomorfismo entre eles, existe uma associacao que leva os elementos de
C°%(M) nos elementos de M e os elementos de C°(C°(M)) nos elementos

de C%(M) além de levar isomorfismo-*, a — @ no homeomorfismo m — ¢,,.
Esta associacao entre estruturas matematicas chama-se funtor.

O funtor é o conjunto das trés setas que levam os elementos dos espagos
topologicos nas dlgebras e os homeomorfismos nos isomorfirmos e vice-e-
versa. Portanto existe uma relacao univoca entre um espaco topoldgico
Hausdorff compacto e uma tripla espectral.

Triplas Espectrais. Seja A uma dlgebra C* comutativa de operadores
limitados em um espacgo de Hilbert H, denota-se B(H). Seja D um operador
auto-adjunto definido no espaco de Hilbert H. Uma tripla espectral, denota-
se (A, H, D) € definida pelas propriedades:

e O resolvente (D — \)™!, com \ ¢ R é um operador compacto em H.
e [D,al =Da—aD € B(H) Ya € A.

Triplas Canoénicas. Uma tripla espectral canonica (A, H,D) associada e
uma variedade topologica M que contenha espinores € definida por:

o A= C°M) dlgebra das fungoes complexas continuas em M.
e H Espaco de Hilbert dos espinores em L* ( quadrado integrdvel ).
e D=1 7,0,.

Equivaléncia (A, H,D) e (M, g,,) . Seja (A, H,D) uma tripla espectral
canonica em M. FEntao recuperamos a variedade e a distdncia geodésica
através da associacao:

1. O espago M € o espago das representacoes irredutiveis do fecho da
dalgebra A.

2. A distancia geodésica entre dois pontos em M € dada por:

d(p,q) = iggﬂf(p) —f@I: I [D, fl | <1} Vp,g e M.

Equivaléncia (M, g,,) e (A, H,D) . Dada uma variedade M, e um tensor

métrico g,, podemos construir a sua tripla espectral correspondente através
de:
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1. A dlgebra C*, A, ¢ dada por C°(M), ou seja, a dlgebra das fungoes
continuas em M.

2. Os operadores de Dirac sao definidos por: D = iv,0,, onde vy, obe-
dece a relagao de anti-comutacao: {v,, v} = 20,

3. O espaco de Hilbert é o espaco dos espinores de quadrado integrdvel
onde atuam os operadores D.

Exemplo 1: M = S' xS, g,, = L.

O toro S' x S' & um espaco topologico Hausdorff compacto e podemos
associar a ele o sistema de coordenadas usual transformando-o em uma va-
riedade.

Tomando o espaco das funcoes continuas em S* x S — C, construimos
uma algebra C*. A métrica definida como g, define os operadores de Dirac
que sao matrizes 2 x 2 e o espaco de Hilbert em que os operadores D atuam

é 0 espaco dos espinores:
(G}
(e5

[ vtv <o

tais que:
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2.4 Matrizes Aleatorias

Uma matriz aleatoria [6] ¢ uma matriz em que seus elementos sdo varia-
veis aleatorias que respeitam uma certa distribuicao de probabilidades. A
teoria de matrizes aleatorias esta interessada, entre outras coisas,no estudo
das distribuicoes dos autovalores e autovetores do ensemble, bem como na
distribuicao dos espacamentos de autovalores.

A teoria de matrizes aleatorias tem sua origem ligada as investigacoes
sobre as propriedades dos niveis de energia dos niicleos pesados. A compre-
ensao dos niveis de energia destes tipos de niticleos por meio da descricao
das interacoes quanticas entre cada nucleon e a posterior solucao da equa-
¢ao de Schroedinger para estes sistemas mostrou-se um problema dificilimo.

A solucgao para este impasse foi criar uma descri¢ao em que todas as dina-
micas possiveis sao consideradas e que as propriedades de simetria temporal
e de paridade sao satisfeitas, de modo que é possivel estudar as proprieda-
des dos niveis de energia por meio de técnicas estatisticas.

Consideramos que cada hamiltoniana do ensemble representa uma pos-
sivel realizacao do ntcleo. As técnicas de matrizes aleatorias permitem
obter a distribuicao dos espacamentos dos autovalores por meio de médias
ponderadas do tipo:

JldH] O(H) e /U
JldH] e 7

(0) =

Onde [dH] significa a medida de integracdo, H ¢ uma matriz aleato-
ria hermitiana representando a hamiltoniana, O siginifica o observavel em
termos da hamiltoniana e finalmente f(H) é uma fungao simples da hamil-
toniana.

2.4.1 Ensemble Gaussiano Unitario

Ensemble Gaussiano Unitario. O ensemble Gaussiano Unitdrio, EGU,
é um conjunto de matrizes definidas no espag¢o Toe (espago das matrizes
hermitianas) que possui as propriedades:

1. A probabilidade P(H) dH de que o sistema pertenca ao elemento de
volume:
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dH = H dHf H df},

1<j 1<j
Hg significa a parte real de H;; e H{j significa a parte imagindria de
Hj:
H — U 'HU
de Thg nele mesmo, onde U € uma matriz unitdria.
2. Os elementos independentes de H sao estatisticamente independentes.

Ou seja:

!

1. P(H)YdH = P(H)dH se H = U'HU onde U é uma matriz

unitdria.
2. Elementos estatisticamente independentes significa:
P(H) = [ £:ED]] fa(H])
1<j 1<j

fij sao funcoes de H;; que dependem somente de uma unica varidvel
H;j, onde P(H) € uma distribui¢ao de probabilidades.

Distribuicao de Probabilidades de EGU. Na referéncia [6] é demons-
trado que assumindo como hipoteses as propriedades 1 e 2, a densidade de
probabilidade para o ensemble gaussiano unitdrio € da forma:

P(H) _ e—aTrH2+bT7"(H)+c
que pode ser transformada algebricamente em:

1

A oe?

—Tr(H — EOH)2>

P(H) = 4o

exp <

Distribuicao dos Autovalores. A densidade de probabilidade dos auto-
valores xy das matrizes do ensemble gaussiano unitdrio EGU é dada por:

N

Py = Cyexp ( - Zl’@z) H|37z — ;|

i=1 i<j
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onde o fator de normalizacao Cy é:

1 N
2

VO (R

Lei do Semi-Circulo. A Lei do Semi-Circulo demonstrada por Wigner
expressa a densidade de autovalores em termos do tamanho da matriz:

I/ 1= 2% se |\ < (4N):

O'N ()\) pry ™ 1
0 se |\ > (4N)z
Onde A é um autovalor de uma matriz do ensemble.
Lei do semi-circulo — Matrizes 50 x 50
0.05 : : T
0 o, simulado
ooasl _ I TV 0, analitico
0,041 ) AR AN | I I N 4
P |
o 0035- A T N\ R
E o003 I \ g
B )
%’ 0.025F i
i\ 0.02f i
= 7,
0.015F B
001 B
0.005 B
0 \ﬂﬂ L
-15 -10 -5 0 5 10 15

Autovalores - A

Figura 2.5: Histograma dos autovalores para um ensemble de 200 matrizes alea-
torias hermitianas de tamanho 50 x 50. Este grafico é composto pelos autovalores
calculados utilizando algoritmos consagrados da literatura de maneira a testar se
estamos gerando as matrizes do ensemble EGU corretamente.



CAPITULO 3

Modelo e Algoritmos

3.1 Introducao

Neste capitulo descreveremos os pontos fundamentais do modelo estu-
dado que, conforme assinalado anteriormente, esta embasado no formalismo
matemaéatico da Geometria Nao Comutativa. Consideraremos um ensemble
de espagos discretos X, que correspondem a um ensemble de geometrias,
e por conseguinte o observavel de interesse serd a dimensao deste conjunto
de geometrias. A idéia é flutuarmos todas as triplas espectrais discretas,
portanto flutuarmos todas as geometrias possiveis associadas, e encontrar
o valor médio da dimensao conforme exposto no capitulo 1.

Na referéncia [4]|, publicada pelos orientadores, estudou-se o nimero de
pontos e a dimensao deste ensemble. Mostrou-se que haviam 2 fases distin-
tas: a primeira em que o numero de pontos é finito e a dimensao nula, e a
segunda, mais interessante, em que o nimero médio de pontos é infinito e
o limite superior da dimensao é 2.

3.2 Formula de Weyl

Tomemos uma membrana ) fixada em seu contorno I". Ao aplicarmos
uma pequena forca F' nesta membrana na direcao perpendicular & super-
ficie, o deslocamento resultante K como funcao da posicao no plano e do
tempo K (z,y;t) = K(p;t) tem o seu movimento descrito pela equacao de
onda onde a constante ¢ guarda as caracteristicas fisicas da membrana.

A equacao de onda é:

35



36

Modelo e Algoritmos

PK
ot?
Estamos interessados nas solucoes que representam os tons puros que

a membrana é capaz de produzir, ou seja, as solugoes harmonicas com o
tempo da forma:

= VK (3.1)

K(7:t) = U(p)e"

Substituindo K na equacio da onda com ¢* = %, verificamos que para
encontrar os modos normais de vibracao, U deve satisfazer a equagao de
autovalores :

1
§V2U+w2U =0 (3.2)

O problema de caracterizar propriedades geométricas do espaco através
das solugoes da equagao (3.2) foi colocado no final do século XIX por Weyl.
Kac em [16] formulou o problema da seguinte maneira:

Pensando em ) como uma membrana e 0 < w; < wy < ---
como seus tons fundamentais, € possivel com um ouvido perfeito
tdentificar a forma de Q) ?

Em termos mais especificos. Sejam (2; e {5 duas regioes planas limitadas
pelas curvas I'; e I's respectivamente, e considere os seguintes problemas de
autovalores:

1
—V2U+ XU =0 Q
{ oV U anca (3.3)
U=0em I}
e
1v2U+ U=0 0
= =0 em
{ 2 . 2 (3.4)
U=0em Iy

Assuma que para cada n o autovalor A\, para {2; é igual ao autovalor
iy, para (s, Seriam as regioes () e ()y congruentes no sentido da
geometria euclidiana?

A partir do comportamento assintotico dos autovalores do Laplaciano
para certos problemas de valor de contorno em determinados espacos, po-
demos inferir propriedades geométricas do espaco.
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3.2.1 Teorema de Weyl

Uma conjectura proposta por Lorentz em 1910 diz:

Conjectura de Lorentz. Seja N()\) o nimero de autovalores do Lapla-
ciano menores do que \. Considere o problema de autovalores 3.2 com as
condigoes de contorno de Neumann ou Dirichlet. Seja || a drea da mem-
brana contida no contorno I'. N(X) seque o comportamento assintdtico:

€2
N = ~ — .
(W)= 1~ A (3.5)
An<A
Em outras palavras:
. NN |9
s W me (3.6)

Generalizando a formula acima formalizamos o teorema de Weyl:

Teorema de Weyl. [17],/18],/19] Se D é uma regiao limitada de R? com
contorno regular por pedacos, e se 0 > v > v > --- € o0 espectro do
problema de autovalores do Laplaciano com condicoes de contorno:

Af=~fem D
fec*D)nc(D) (3.7)
f=0em B

Entao o comportamento assintotico dos autovalores seque a expressao:

-~ 2 [(5)] (o) 38)

quando n — oo, ou seja, o valor n, nimero de autovalores, estd relacionado
ao parametro N(\).

Segue uma lista das propriedades assintoticas dos autovalores dos es-
pacos utilizados em nosso trabalho. Estes espacos tém dimensao conhe-
cida,portanto podemos testar a precisao e a consisténcia dos algoritmos.
Os espacos sao: reta R, o plano R?, o cubo R3 e a esfera S2.
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3.2.2 Laplaciano em R

A equacao diferencial parcial na semi-reta em R com condi¢oes de con-
torno de Neumann para o problema de autovalores:

(3.9)

Au+ =0
u = O0emA

resulta nos seguintes autovalores:

3.2.3 Laplaciano em R?

A equacao diferencial parcial no quadrado fechado em R? com condic¢oes
de contorno de Neumann para o problema de autovalores:

A+ Au =0
{“ N (3.10)

u = O0emA

resulta nos seguintes autovalores:

2 m?
2
A= (¥+b_2> l,m:1,2,3,...

3.2.4 Laplaciano em R?

A equacao diferencial parcial no cubo fechado em R? com condicoes de
contorno de Neumann para o problema de autovalores:

Au+ hu=0
{ A (3.11)

u = OemA
resulta nos seguintes autovalores:
2 m? n?
— 2 _
)\—ﬂ' (¥+b_2+§> l,m,n—1,2,3,...
3.2.5 Laplaciano em S?

A equacao diferencial parcial na esfera S? com condi¢oes de contorno de
Neumann para o problema de autovalores:
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Au+ hu=0
{ A (3.12)

u=20

resulta nos seguintes autovalores:

N =1l(l+1) VieN
A multiplicidade é:

m = 2l+1

3.3 Modelo Matematico

No capitulo 2 apresentamos a Geometria Nao Comutativa como uma ge-
neralizacao da Geometria Riemanniana. A principal conclusao desta teoria
aplicavel ao nosso problema é que:

Podemos substituir o variedade (M, g,,) por uma tripla
espectral (A, H,D).

Uma possivel abordagem para a gravitacao quantica euclidiana que con-
siste em substituir os conceitos usuais de Relatividade Geral ( variedade,
métrica) pelo enfoque algébrico em termos das triplas espectrais foi pro-
posta na referéncia [4].

As triplas espectrais comutativas englobam todos os espacos Hausdorff,
portanto todos as variedades possiveis em todas as dimensoes. Sendo assim
é suficiente utiliza-las deixando os casos nao comutativos para uma anélise
posterior.

Seguindo com a analogia entre o formalismo euclidiano e o formalismo
algébrico, faz-se necessario encontrarmos o analogo para a acao de Hilbert-
Einstein no contexto das triplas espectrais. Portanto, tomamos algebras
comutativas como os elementos constituintes das triplas espectrais e suge-
rimos uma acao em termos destes elementos.

O primeiro passo para extrair a dimensao média do ensemble de geo-
metrias é definir uma funcao de particao em termos da acao espectral. To-
mamos o conjunto X de todas as triplas espectrais comutativas com uma
acao S|x] definida no conjunto. Definimos a fun¢ao de parti¢do Z somando
todas as funcoes e 5} em que z é uma tripla espectral comutativa, ou
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seja, somamos todas as geometrias possiveis, onde a soma deve ser definida
como:

Z=> el (3.13)
reX

As algebras em questao podem ter dimensao infinita, desta maneira
precisamos de uma abordagem algébrica para aproximacoes nestes tipos de
espaco. Generalizando o conceito de discretizacao, os orientadores e cola-
boradores em [20], substituiram a algebra .4 por um algebra de dimensao
finita A,, e, por meio de uma aproximacao no limite do infinito obtém-se a

algebra em questao.

Definicao do Modelo. Seja X o ensemble X C X de geometrias contidas
no conjunto das triplas espectrais comutativas. O ponto x € X € uma tripla
espectral comutativa © = (A, H, D) onde a dlgebra C* comutativa A tém
espectro contdvel A. Dividimos X em subespagos X, de triplas (A,, H,, D)
de modo que A, tenha um nimero fixo n de pontos.

Os elementos de A,, sao as seqiiéncias a = (a1, as,...,a,),a; € C. O
espaco de Hilbert é dado pelos vetores v = (v1,...,v,) com norma ||v||* =
S v? finita. Os elementos de A sio representados por a = diag(as, az, - . .
agindo em H,,. O operador D é uma matriz n X n hermitiana. Do teorema
de Gelfand-Naimark seque que A,, descreve um conjunto discreto de n pon-

tos.

Calculamos observdveis neste ensemble através da expressao:

Zwi O(:L,i)efS[Ii}

(©) p

3.4 Acao e Variaveis dinamicas

O papel dos autovalores do operador de Dirac na geometria espectral
foi discutido em [5]. A agao S depende do espectro de D para cada tripla e
no modelo estudado os autovalores sao as variaveis dinamicas interessantes.
Inspirados na acao espectral sugerida por Connes-Chamseddine em [22], foi
proposta uma acao espectral em termos do quadrado do traco do operador
de Dirac em [4]:

Definicao da Acao. Seja L uma certa escala de comprimento, tal que o

operador D definido por D = %, € o andlogo ao operador de Dirac. A € o
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inverso do comprimento de Planck l,. D ¢ uma matriz hermitiana n X n.
A acao € definida por:

Slz] = TT[(%Y] = BTr(D)? (3.14)

onde:

Funcao de Particao. Definimos a funcao de particao:

Zn = Zzn(ﬁ)

n=0

onde:

n(B) = / (dD]e—PTr(D?) (3.15)

Ou seja, z, € funcao de particao restrita a X,, em outras palavras, a
integral sobre todos os elementos de matriz independentes D;; onde [dD] é
o elemento de integracao usual para matrizes hermitianas n X n.

J& vimos no capitulo anterior que a funcao de particao acima define o
ensemble gaussiano unitario de matrizes aleatorias, portanto conseguimos
uma relacao entre o modelo espectral na geometria comutativa e o ensemble
EGU (Ensemble Gaussiano Unitério). De maneira que utilizaremos
as técnicas ja consagradas de andlise de matrizes aleatorias para obtermos
propriedades deste ensemble de geometrias.

Valor Esperado de um Operador. O wvalor esperado de um operador
(O) restrito a X, é:

[[dD] © e FTr(P%)

O)np = 3.16
(O 0 (3.10
O valor esperado de um operador (O) para o ensemble inteiro é:
N
(0)s = P(n,5)(O)us (3.17)
n=1

onde
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__z(8)

Pln0) === 5

(3.18)

é a distribuicao de probabilidades.

3.5 Numero Médio de Pontos (n)

Estamos flutuando as geometrias possiveis do universo, de maneira que
cada elemento do ensemble X,, tem um niimero de pontos finito, ou seja,

(n)n,p = n.

Nuamero Médio de Pontos. O numero médio de pontos no ensemble é
um observdvel possivel. Em [4] o valor de (n)(3) para o universo proposto
€ apresentada. A expressao é:

(3.19)

Verifica-se que existe uma descontinuidade no niimero de pontos para
f. = 5. Demonstrou-se que niimero médio de pontos do modelo em questao
é finito para § > f3. e diverge para 3 < (.. Logo a regiao interessante para
estudo é a regiao divergente, ou seja, onde (n) = co. Este resultado sugere
que a fase 3 < (3. corresponde a uma variedade continua.

3.6 Dimensao Média do Espago (6)

A partir de um operador de Dirac de dimensao infinita, D, podemos
utilizar a formula de Weyl para definir a dimensao do espaco A.

Dimensao Média do Espaco. Seja A = {\g(D), \(D),---} o conjunto
formado pelos mdodulos dos autovalores de D organizados em ordem cres-
cente levando-se em considerag¢ao a degenerescéncia (suponha que \g tenha
degenerescéncia 3, dessa forma \g(D), A\ (D), X\o(D) sao idénticos ao mo-
dulo de \g e assim sucessivamente para todos os autovalores. Pela formula
de Weyl [18] a dimensao 0 é relacionada ao comportamento assintdtico dos
elementos de A para k grande, ou seja, A\,(D) ~ ks. Por defini¢ao 6 = 0
para triplas espectrais finitas. Dessa forma, o valor médio da dimensao fica:
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0 , se B> [

Conforme discutido no capitulo 1, é possivel escrever a funcao de par-
ticao e os valores médios do ensemble EGU em termos dos autovalores do
operador D [6]. Portanto:

(6)(5) ={ /() , se i < fe (3.20)

Funcao de Particgao.

n(n—1)

n(B) = EZ;k!/ (A A2 (e~ S ¥ (3.21)

Valor Esperado de um Operador.

n(n 1)

(OO = / A0 L BT AT (39)

e 7T2HZ k!

O fator [d"A\] = IId\; e o fator A); é igual a IL;;(A; — Aj).

3.7 Calculo da Dimensao

Este trabalho foi proposto com o intuito de calcular numericamente o
valor médio da dimensao do espectro de A. Se a expressao do operador O
em termos dos autovalores de matrizes hermitianas ou em termos dos ele-
mentos de matriz D;; fosse conhecida, poderiamos encontrar a solucao da
integral [3.16] analitica ou numericamente e assim obter a dimensao média
do espaco em questao. O fato é que nao é possivel escrever a expressao
deste operador.

Para contornar a auséncia de uma férmula para o operador dimensao em
termos dos elementos de matriz ou dos autovalores do operador de Dirac,
encontramos duas maneiras numéricas de calcular o observavel dimensao
do modelo. A primeira maneira é baseada na definicao da dimensao de
Connes:

((2) = lim > \*=Tr|D| (3.23)
k=0

A segunda maneira é baseada na lei de Weyl para o comportamento
assintotico dos autovalores com a dimensao:
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A ~ k3

Lembremos que estamos realizando a média das medidas num ensemble
de triplas espectrais, ou seja, estamos flutuando as geometrias possiveis do
modelo. Isto significa que devemos gerar varios operadores de Dirac com
distribuicao de probabilidade dada por e_TT(DQ), calcular a dimensao para
cada um destes operadores e s6 entao calcular a dimensao média do modelo.

3.8 Algoritmo

A proposta consiste em gerar varias matrizes hermitianas finitas, ou
seja, varias “geometrias” possiveis, calcularmos os observaveis do sistema,
que sao os autovalores e entao, através de redefinicoes da dimensao em ter-
mos dos autovalores, calcularmos a dimensao do espaco.

Seja uma matriz hermitiana D de tamanho N x N, que representa um

elemento do ensemble de operadores de Dirac, e A = {\o(D), A\ (D), ..., An(D)}

o conjunto do médulo dos seus autovalores ordenados de forma crescente:
M(D) < Aa(D) <--- < An(D).

O teorema de Weyl estabelece que a dimensao do espaco estéa relacio-
nada ao comportamento assintotico dos autovalores de operadores de Dirac,
definidos neste espaco, pela expressao:

A ~ k7

No artigo [22] provou-se que existe uma relacdo entre a dimensdo do
espaco e o traco espectral. Esta relacao é consistente com a formula de
Weyl e segue logo abaixo:

L e (3.24)

A dimensao é encontrada observando o comportamento da funcao ¢ para
n — o0.

Verifica-se que dado um conjunto A fixo, existem as pequenos que re-
sultam no valor infinito da funcao £&. Para o mesmo conjunto de autovalores
A, existem outros valores de a para os quais o valor da funcao & é 0. E
finalmente existem também valores de « para os quais a funcao & tem valor
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finito e nao nulo.

O passo seguinte é gerar um ensemble de matrizes aleatorias hermitianas
para cada ( e para cada tamanho de matriz N.

Matrizes aleatorias hermitianas definem o EGU que tem como proprie-
dade a seguinte distribuicao de probabilidades:

TrH?
N(N-1) €IPW
2 e

N2

(4m3%) 2

Partindo deste ensemble de matrizes existem duas maneiras distintas e
complementares de extrair a dimensao do espaco:

P(H) =2 (3.25)

Método: Funcao Zeta de Riemann

A dimensao é calculada a partir do conjunto ordenado de autovalores
de uma matriz hermitiana. A defini¢ao (3.24) ndo se mostrou interessante
para o calculo numérico da dimensao do espaco devido a dificuldade de ob-
tencao de dados que convergissem para algum valor finito dentro do tempo
e da capacidade computacional disponivel. De maneira que modificamos a
definicao da dimensao para um funcao que tem o mesmo comportamento
assintotico de (3.24), porém os resultados numéricos sao melhores. A nova
definicao é a seguinte:

n

1
R —Q
§<)\,OJ,Tl) - Zn 1 § )\z
i=1 1 =0
Para explicarmos a idéia do algoritmo, suponha que tomemos a seguinte
seqiiéncia de autovalores:

A =1{1,25,35,... ks,... Ns} (3.26)

Observe que estes autovalores tém um caracteristica especial: eles tém
o comportamento A\, = k%, ou seja, para todos os autovalores em questao
a sequéncia comporta-se segundo a estimativa de Weyl. De modo que a
funcao € para o conjunto A" fica:

1 <1
§(A,a,n):ﬁzi—%

=l =0
Analisando as propriedades deste conjunto de autovalores em termos da
funcao &, observamos que:
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1. Para valores de o maiores do que os valores de ¢

Y4

15 > 1

portanto

| =
| =

- >

7

~
>R

Substituindo nimeros naturais nao nulos, 7, na expressao de £ como
funcao de N, observa-se que & é decrescente como fungao de N.

2. De maneira inversa, para valores de o menores do que os valores de

9,

~
R
IN
~

portanto

|~

< .

7

SR

>R

Substituindo valores naturais nao nulos, 7, na expressao de & como
funcao de N, observa-se que £ é crescente como fungao de N.

3. Quando a = § a funcao £ é identicamente igual a 1.

Por conseguinte, verificamos que existe um certo o denominado . para
o qual a funcao £ muda de comportamento, ou seja, & /" se o > d e &\,
se a < 0. Deste modo a idéia é calcular a derivada de £ em termos de N e

encontrar, para todos os Ns, os valores de « tais que g—]% = 0.

Este método, que chamamos “Zeta de Riemann” pois é baseado no
comportamento da seqiiéncia de autovalores A" que a partir de agora de-
nominaremos “Seqiiéncia Ideal”, ja que os elementos de A" seguem o
comportamento da lei de Weyl para todos os autovalores.

Passo 1:

. A AntAn,a)—£(A .
Calcular a derivada 85(8’:’0‘) = Qi+ "Aarz §Ana) para diversos valores
de a e Ns. Observe o comportamento da derivada para a seqiiéncia de

autovalores A" no grafico da figura abaixo:
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Método: zeta de Riemann - d&/dN - a fixo
0.3 T T T T T T

a=08
—*—a=09
—e—a=11

coa=1.0
0.2 B

d&/dN - a fixo

Il Il Il Il Il Il
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamanho da subseqtiéncia

: . 3 . 0E(\,a, N
Figura 3.1: Gréafico da derivada %

oo

96(Ma,N)

Existem, claramente, dois comportamentos distintos da derivada =55
Para certos valores de o a derivada é positiva, portanto a funcao £ é cres-
. NN | . .
cente, para outros valores de o a derivada =5F— o ¢ Degativa, portanto

a funcgao £ é decrescente.

Passo 2:
N . , . e\ a,N
Devemos entao tomar cortes verticais no grafico da derivada %.
Estes cortes identificam uma seqiiéncia de as que fazem o comportamento
N . ~  9¢t(\a,N
da funcao £ em termos de N mudar. Criamos a funcao % n DATA
encontrar, para cada ng, qual valor de o anula a derivada.

Passo 3:

Calculamos o valor «. através da interpolacao linear, para todos os
< 9E(\a,N . ) .

ngs da funcao % , € construimos o grafico da fungao a.(ng), cal-

culando a dimensao para cada valor ng. No caso das “sequéncias perfeita”,

A =1{1,2,3,... N} verificamos que a.(ng) é identicamente 1:

Geramos os autovalores dos laplacianos para sistemas de dimensao co-
nhecida: esfera S?, plano R? e no espaco R3. A dimensao para cada um

ap’
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Método zeta de Riemann — d&/dN — N fixo
0.3 T

N =40
—>—N=50
—e—N=60
N =100

0.25-

02

0.15

0.1

dE/dN - N fixo

0.05-

-0.05 L 1
0.5 1 15

as criticos

Figura 3.2: Gréafico da derivada W‘no

destes espacos é dsz = 2, dr2 = 2 e drs = 3 respectivamente. Esta abor-
dagem permite, através das simulacoes com matrizes aleatérias, testar a
acuracia do algoritmo antes de efetuarmos as simulagoes do modelo suge-
rido em [4].

Para o modelo de gravitacao proposto, simulamos numericamente um
ensemble de matrizes aleatorias de tamanho E para cada tamanho de ma-
triz N e 3 estudado.

Para cada matriz H (N, (3);, ou seja, cada elemento do ensemble, obtemos
uma dimensao d;. A dimensao para cada tamanho de matriz N e 3 é a média
aritmética destas {d;} dimensdes.

Ou seja, d; y ¢ a dimensdo associada a uma matriz H;(N, 3) € E(N, ().

De posse destes valores para varios tamanhos de matriz e 3, é possivel
extrapolar a dimensao média do modelo em termos de N e a partir do re-
sultado desta extrapolacao verificarmos se existe uma lei de convergéncia
para a dimensao.
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Dimensao calculada - seqiiéncia ideal
15 T T T T T

141 T

131 T

11k b

a critico
N

0.9~ b

0.7 q

0.6 b

05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamanho da subseqtiéncia

Figura 3.3: Grafico a.(np): Dimensao do espago

Segue a descricao do algoritmo de calculo da dimensao, para matrizes
aleatorias, em termos de pseudo-codigo:

ALGORITMO

Dados os ensembles de matrizes aleatérias Hyy .3 pertencentes ao conjunto
E(N,B) ={H' H?,---  H”}. Os tamanhos das matrizes pertencem ao conjunto
N ={ng,--- ,N} e o conjunto de parametros 5 ¢ 3 = {Bo, 1, - ,Bk}. O con-
junto de expoentes, em outras palavras, os candidatos a a, ¢ @ = {ag, -+ ,q;}.

Encontramos um conjunto de autovalores A(N, 8); = { Ao, - - ,)\nj} para cada
matriz Hr]sznj e para cada 3 em 3, tiramos o médulo um a um e ordenamos.

Ficamos assim com a seguinte sequéncia de autovalores:

A ={Xo, Ay, } onde Ay, = |y, |-

For n =ng,--- ,N do.  Fiza um tamanho para a matriz

For 3 = (o, 1, - ,Br do.  Fiza um parimetro (5
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For k=1,2,--- ;ndo. Fizxa um elemento do ensemble
For a = ap, a1, ,ap do.  Fiza um candidato a dimensao
Calcular {(\, o, k) = Myxa

End For
End For

For k=1,2,--- ,n

For a = ag, a1, ,q
Calcular ag(g}?,k) = 5(>"a’k+AAkgfg()"a’k) para « fixo.
End For
End For

For k=1,2,...,n do

Calcular L(gf’k) |no

End For.
Interpolar Whﬁo de modo a encontrar & tal que Whﬁo = 0.
End do
End do
Tendo as estimativas @ = {a1,--- ,ay} para a, para varios tamanhos de ma-

227:1 di
J

triz, calculamos a dimensao através da expressao d;(n, 3) := onde J é um

parametro arbitrario.

O conjunto dim = {dY, (B ,dE y (ﬁ)}, onde E é o tamanho do en-
semble de matrizes aleatérias, é o conjunto das dimensoes calculadas para cada
matriz aleatoria do ensemble.

. ~ . . Z'LE:I dﬁ]
A dimensao ¢ definida para cada tamanho de matriz como (d) := %"(ﬁ).

Fim do calculo da dimensao
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Método: Logaritmo

O método de calculo que chamamos Logaritmo se utiliza diretamente da de-
finicao da dimensao proposta por Weyl:

Ap ~ kb

1. Primeiramente calculamos os autovalores do Laplaciano do espaco em ques-
tao: Laplaciano em R2, R? e para os ensembles de matrizes aleatorias.

2. Depois calculamos os médulos dos autovalores A\, e ordenamos o conjunto
resultante em ordem crescente ficando com A" = {Xo, -+, AN}, e agora es-
tamos prontos para aplicar a lei de Weyl.

3. Criamos um gréafico log(k) x log(Ag).
4. Calculamos o coeficiente angular da reta log(A;) = a log(k) + b
5. O coeficiente angular a é igual ao inverso da dimensao do espago: a = %

Dimensa&o calculada - seqiiéncia ideal
55 T T T T T

- log ()
ax+b

10g (1)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55
log(k)

Figura 3.4: Grafico na escala {log(k);log(\;)} utilizado para calcular a
dimensao para a sequéncia perfeita.

Por consisténcia, descreveremos o algoritmo em termos de pseudo c6digo com-
putacional:
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ALGORITMO

Dados os ensembles de matrizes aleatorias Myyy.5 E(N,B) = {M', M?,---  MF}.
Os tamanhos das matrizes pertencem ao conjunto N' = {ng,--- , N} e o conjunto

de parametros de § é = {Bo, By, Br}

Encontramos um conjunto de autovalores A(N, 3); = {Xo, -+, An, } para cada
matriz Mrjsznj para cada 8 em 3, tiramos o médulo um a um e ordenamos. Fi-

camos assim com a seguinte sequéncia de autovalores:

A ={Xo, A, } onde Ay, = Ay .

For n =ng,--- ,N do.

ForB:BOaﬁl"" aﬂk do.
For k=1,2,--- ,n do.

Calcular o gréfico log x log
Encontrar o coeficiente angular da reta log(A) = a log(k) + b
Dimensao é é
End For
End For
End For

Fim do calculo da dimensao
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CAPITULO 4

Resultados

4.1 Introducao

As simulagOes numéricas realizadas investigaram o comportamento do modelo
proposto com relacdo aos parametros:

1. N : tamanho da matriz
2. [(3: razao entre o comprimento de Planck e a escala dos operadores matriciais

Em outras palavras, desejamos descobrir em que medida a dimensao do mo-
delo depende do parametro (3, além de entender o comportamento da dimensao
com relacao ao tamanho da matriz N para podermos extrapolar o comporta-
mento com N — oo e assim encontrarmos a lei de convergéncia da aproximacao
do modelo.

Primeiramente simulamos os autovalores do laplaciano nos espacos: plano
R?, espaco R3 e esfera S2?. Depois calculamos as dimensdes pelos dois métodos
propostos de modo a testar os algoritmos e em seguida, geramos um ensemble de
1000 matrizes aleatérias para cada conjunto de tamanhos de matriz:

L = {50,100, 150, 200, 250, 300, 350, 400}

e cada conjunto de “temperaturas":

B = {0.07853982, 0.23561945, 0.39269908, 0.54977871,0.70685835,
0.86393798,1.02101761, 1.17809725, 1.33517688, 1.49225651 }

Que significam: 3 = %%};1} onde j =0,1,2,...,09.

Os graficos dos resultados dos célculos da dimensao, dos histogramas da di-
mensao, do comportamento com 3 e da lei de convergéncia serao apresentados a
partir de agora.

)
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4.2 Graficos dos Resultados das Dimensoes

4.2.1 Meétodo Zeta

. . ) N ) N .
Apresentamos os graficos das derivadas 284 )‘ sl )| e da dimen-
ON ag’ ON ng
sdo para o Laplaciano no plano R2.
. 0, a,N
Plano R? - Derivada 2%V
N lag
Método: zeta de Riemann — dé/dN - a fixo
0.2 T T T T T T
a=1.5625
—— a =1.9375
—6— o =2.6875
0.15 a=3.625 []|
0.1R ,
0.05
2
s
i 0
4
3
=
-0.05
-0.1
-0.15
_02 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamanho da subsequiéncia

Figura 4.1: Gréfico da derivada %{ao. Observemos o comportamento
crescente da derivada na regiao de a = 1.5625 e decrescente para a > 1.9375,
sugerindo que o . estd neste intervalo.
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Plano R? - Derivada W
no

Método zeta de Riemann — d&/dN - N fixo

0.12 T T T
N =100
—%—N=50
—e—N=70
N =30
0.1
0.08- -
2 006 ]
z
|
z
kS
w0.04F g
0.02- i
orF |
-0.02
1 15 2 25 3 35 4
as criticos
O&(p,0r,N)

Figura 4.2: Gréfico da derivada T‘no' Fizemos os cortes verticais no
grafico da figura (4.1) para cada ng. Vimos que existem valores de « para os
quais os graficos cruzam o zero, ou seja, valores de v chamados a.
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Plano R? - Dimensoes

Dimens&o calculada - R?
25 T T T

a critico

1 L L L L L L L L L
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamanho da subseqiiéncia

Figura 4.3: Grafico da dimensao calculada. Para ns menores do que 50, o gra-
fico mostra um efeito transiente devido a poucos pontos no calculo da dimensao.
Observa-se a inluéncia da desgenerescéncia no calculo da dimensao e que a con-
vergéncia para a dimensdo esperada, no caso 2, ocorre por valores menores do
que 2.
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Plano R? - Derivada W
ap

Método: zeta de Riemann - d¢/dN - a fixo

0.2 T T T T T T
a=2125
| —>— a=3.375
t —0— a=225
0.15FH i a=3.75 []
3
o '?
01 -d{-f ]
fof
:Tﬂ )3
0.05} [.ﬂ-'? SIS 1
o ¢'{‘) L :67: " o
lé } I‘ j Oﬁ%‘” - et i e
= i R gt
! Orfifro
P4
3 !
W N
© |
(]
-0.05- B
-0.11 B
-0.15 B
02 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamanho da subseqiiéncia

Figura 4.4: Grafico da derivada w |a0. Observemos o comportamento cres-
cente da derivada na regiao de o = 2.25 e decrescente para o = 3.375, sugerindo
que o «. esta neste intervalo.
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Plano R® - Derivada 2N
no

Método zeta de Riemann - d&/dN - N fixo
0.06 T T T T T T

0.02

0.01

d&/dN - N fixo

-0.01 B
-0.02 B
-0.03 B
_0_04 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
as criticos

Figura 4.5: Grafico da derivada Fizemos os cortes verticais no
grafico da figura (4.4) para cada ng. Vimos que existem valores de « para os

quais os graficos cruzam o zero, ou seja, valores de o chamados a.

98 (p,0,N) |
ON no’
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Plano R? - Dimensoes

Dimens&o calculada - R®

35 T T T

250

a critico

15p

1 L L L L L L L

L L

20 40 60 80 100 120 140
Tamanho da subseqiiéncia

160 180 200

Figura 4.6: Grafico da dimensao calculada. Para ns menores do que 50, o gra-
fico mostra um efeito transiente devido a poucos pontos no célculo da dimensao.
Observa-se a inluéncia da desgenerescéncia no calculo da dimensao e que a con-
vergéncia para a dimensao esperada, no caso 3, ocorre por valores menores do

que 3.
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Esfera S? - Derivada W
ap

Método: zeta de Riemann - dé/dN - a fixo

0.1 T T T T T T T T
——qa.= 1.75
—— = 1.875
0.08 0 = 2.1875
a.= 2.875
0.06 [ g
0.04 [
o 0.02F
=
<]
I 0H
P4
kS
W
©
-0.02 -
-0.04 -
-0.06 B
-0.08 - B
01 L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tamanho da subseqiiéncia

: _ ) : € (1,0, N)
Figura 4.7: Gréfico da derivada S|

200

Observemos o comportamento

crescente da derivada na regiao de o = 1.875 e decrescente para o = 2.1875,

sugerindo que o «, estd neste intervalo.
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Esfera S? - Derivada w
no

Método zeta de Riemann — d&/dN - N fixo
0.1 T T T T T T

N =40

0.08

0.06

0.04

d&/dN - N fixo

0.02

-0.02
15 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 25

as criticos

ON
grafico da figura (4.7) para cada ng. Vimos que existem valores de « para os

quais os graficos cruzam o zero, ou seja, valores de v chamados a.

Figura 4.8: Grafico da derivada M‘no. Fizemos os cortes verticais no



64

Resultados

Esfera S? - Dimensoes

25

Dimenso calculada - S?

a critico

L L L

L

L

L

60

80 100 120
Tamanho da subseqiiéncia

140

160

180 200

Figura 4.9: Gréfico da dimensao calculada. Existem duas regides interessantes
para o comportamento da dimensao: Para ns menores do que 50, o gréafico mostra
um efeito transiente devido a poucos pontos no calculo da dimensao. Neste caso
observa-se a influéncia da desgenerescéncia no calculo da dimensao e a conver-
géncia para a dimensao esperada ocorre no sentido inverso dos outros modelos,
as dimensoes calculadas convergem para 2, por valores maiores do que 2.
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Matrizes Aleatérias - Derivada W

@Q

Dimensé&o calculada — Matriz 400 x 400 - 3 =9 110

2 T T T T T i
o =0.5250
—O0— o =0.5875
——— a = 1.1500
15p % a=1.2125[]
1
051
o
&
<
I V] = |
z
k)
W
o
-0.51 B
=10 i
-15r B
D) L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tamanho da subseqiiéncia

. ) . N
Figura 4.10: Gréfico da derivada %‘ao. Observemos o comportamento
crescente da derivada na regidao de o = e decrescente para a =, sugerindo que o
o, esta neste intervalo.
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) , . . 9 (N
Matrizes Aleatérias - Derivada % »

Método: zeta de Riemann - d&/dN - N fixo
0.5 T T T T T

N =50
—o6— N=100
—>*— N=150
N =200 H

0.4

0.3

0.2

d& /dN — N fixo

-03 I I
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 13 14

as criticos

Figura 4.11: Fizemos os cortes verticais no grafico da figura (4.10) para cada ng.
Vimos que existem valores de a para os quais os graficos cruzam o zero, ou seja,
valores de o chamados «.
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Matrizes Aleatoérias - Dimensoes

Dimenséo calculada - Matriz 400 x 400 - § = 9 /10
1 T T T T T

a
C

0.95- b

u
X: 200
Y:0.9383
0.9

0.8 b

a critico
o
~
(8]
T
1

0.7 b

0.65 4

0.55F 4

05 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Tamanho da subseqiiéncia

Figura 4.12: Gréfico da dimensao calculada. Existem 3 regides interessantes
para o comportamento da dimensao: A primeira, no primeiro terco do grafico
¢ um transiente devido a poucos pontos no calculo da dimensado. A segunda no
segundo terco é a regiao de interesse em que o comportamento é mais regular e
crescente com N. Na terceira regido verificamos o efeito de borda das matrizes do
modelo estudado.
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4.2.2 Método Logaritmo:

Estamos contrapondo os dois métodos de calculo desenvolvidos, isto é, para os
mesmos conjuntos de autovalores, desejamos verificar as diferencas nos resultados
quando calculamos a dimensao pelo método das derivadas da funcao zeta de
Riemann e pelo método logaritmo.

Laplaciano no plano R?

Dimens&o calculada - R?

35 T T
« log (k)
i a*x+b
3F i
25F B
2r- i
_
~
3
=
[=2]
k=]
151 b
1r- i
R? = 0.9960, F= 9.98e4 , p-value = 0, s? = 0.0011
2=0.546, b= -0.1501
05} 0.5426 < a < 0.5494 7
-0.1674 < b < -0.1328
0 1 1 1 1 1 1

4
log(k)

Figura 4.13: Gréafico {log(k);log(Ar)} utilizado para calcular a dimensdo. Ob-
serve a robustez em relagdo a degenerescéncia para a regressao linear do grafico
log x log. A dimensdo calculada ¢ 1.83, proxima a dimensdo do plano R?. Obser-
vemos também que o resultado da regressao linear esta no intervalo [1.82,1.84]
com grau de confianca de 95%
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Laplaciano no espaco R3

Dimens&o calculada - R®

4 T T T I
log (1)
a*x+b
35 B
3F i
251 B
>
3
Z 2 i
o
o
151 b
1F i
R?=0.99, F= 7.95 €5, p-value = 0, s = 0.0014
05k a=0.377, b= -0.1536 i
: 0.3759 < a < 0.3776
-0.16 <b < -0.147
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.14: Gréfico {log(k);log(A;)} utilizado para calcular a dimensdo. Ob-
serve a robustez em relacao a degenerescéncia para a regressao linear do grafico
log x log. A dimensdo calculada é 2.65, proxima & dimensdo do plano R3. Ob-
servemos também que o resultado da regressao linear indica que a dimensao esta
no intervalo [2.64,2.66] com grau de confianga de 95%.
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Laplaciano na Esfera S?

Dimenso calculada - S?

35 T T
log (1)
a*x+h
| ‘)2(‘;" A
25 o~ i
-
—
2F i
~
X
3
(=)
o
151 B
1F i
R%=0.9941, F= 6.67e4 , p-value = 0, s? = 0.0014
a=0.4940, b= 0.0315 i
0.5 0.4902 < a < 0.4977
0.0124 < b < 0.0506
0 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 4.15: Gréfico {log(k);log(Ar)} utilizado para calcular a dimensdo. Ob-
serve a robustez em relagdo a degenerescéncia para a regressao linear do grafico
log x log. A dimensdo calculada ¢ 2.02, préxima & dimensdo de S?. Observe-
mos também que o resultado da regressao linear indica que a dimensao esta no
intervalo [2.01,2.03] com grau de confianga de 95%.
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Matrizes Aleatorias:

Matriz 400 x 400 - B = 9 1710

log (1)

12 =0.998, F = 1.86e5, p-value =0, s?=.0022
a=1.047,b=-2.907

1.0422 <a<1.0518

-2.9317 <b < -2.8830

Figura 4.16: Grafico {log(k);log(Ax)} utilizado para calcular a dimensao. Ob-
serve que nos casos em que estamos gerando matrizes aleatérias a robustez em
relacao a degenerescéncia para a regressao linear do grafico log x log nao aparece
j& que a degenerescéncia nestes casos ¢ bem menor. A dimensao calculada é 0.955.
Observemos também que o resultado da regressao linear indica que a dimensao
esta no intervalo [0.951,0.959] com grau de confianca de 95%.
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4.2.3 Histogramas:

Método: Zeta de Riemann

Matrizes 400 x 400 - B = 9 W10
T T

C— p(d)

densidade

sk 4

~
T
I

)
T
I

@
T

<d>=009153 )
0 =0.0664
assimetria = -1.154

»
T
I

p (d) - método da zeta de Riemann
w
T
I

1 1l b

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2
dimenséo - d

Matrizes 400 x 400 - 8 = 9 W10
20 T T T

T Jn(<<t>>)

densidade

181 I
\

6 —

12r- —

<d>=09153
0 =0.0222

101 assimetria = ~0.3924 T

p (d) - método da zeta de Riemann

0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02
dimenséo - d

Figura 4.17: Histogramas de um ensemble de 1000 elementos para matrizes de

tamanho 400 x 400 para § = %. O fato interessante é que o histograma para
dimensao nao descreve o comportamento gaussiano para o método das fungoes
Zeta de Riemann. O histograma das médias das dimensoes para sub-médias de 5

elementos estd mostrado abaixo e apresenta uma leve assimetria.
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Método: Logaritmo

Matrizes 400 x 400 - B = 910
90 T T T T

—Ip(d)
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80

o
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p(d) - método logaritmo

2]
=]

20

10

0.93 0.935 0.94 0.945 0.95 0.955 0.96 0.965 0.97 0.975
dimenséo - d

Matrizes 400 x 400 - B = 9 1710
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60| 1 \ 4

a0+ y g
// L \“ — L

0 —L
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Figura 4.18: Histogramas de um ensemble de 1000 elementos para matrizes
de tamanho 400 x 400 para 3 = %. O histograma da média das dimensdes,
utilizando o método logaritmo, é mais préximo de uma gaussiana do que o his-
tograma para o mesmo conjunto de autovalores para o método das fungoes Zeta
de Riemann. O histograma das dimensoes para sub-médias de 5 elementos esta
impresso logo abaixo e também possui uma leve assimetria,porém menor do que

o seu equivalente para o método das zetas.
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4.2.4 Lei de Convergéncia:

Dimensao: Zeta de Riemann

Lei de convergéncia — método zeta — 3 = 9 W10
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Figura 4.19: Grafico do ajuste da lei de convergéncia para o método utilizando
as fungoes zeta de Riemann. Observe que a dimensao cresce com uma constante

b mais uma constante a sobre o logaritmo do tamanho da matriz, ou seja, a lei de

escala é = + b , onde os parametros a e b sao respectivamente: a = —0.726 ,

b = 1.03. Os intervalos de confian¢a sdo: da = [—0.827,—0.625] e 6b = [1.01, 1.05].
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Desvio padrao: Zeta de Riemann

Desvio padrdo da lei de convergéncia - método zeta - 3 = 9 /10
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Figura 4.20: Grafico do ajuste da lei de convergéncia do desvio padrao para o
método utilizando as funcoes zeta de Riemann. Observe que o desvio padrao, em
funcdo de NN, diminui com o inverso de uma raiz,ou seja, a lei de escala ﬁ +a
aproxima bem o comportamento assintético do desvio padrao. Os parametros a
e b sdo respectivamente: a = 6e — 2 , b = 0.759. Os intervalos de confianca sdo:
da = [be — 2,Te — 2] e 0b = [0.674,0.844].
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Dimensao: Logaritmo

Lei de convergéncia - método logaritmo - 8 = 9 110
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Figura 4.21: Grafico do ajuste da lei de convergéncia para o método utilizando
a lei de Weyl. Observe que a dimensdo cresce com uma constante b mais uma

constante a sobre o logaritmo do tamanho da matriz, ou seja, e a lei de escala é

ﬁ + b , onde os parametros a e b sdo respectivamente: a = —0.565 , b = 1.048.

Os intervalos de confianca sdo: da = [—0.584,0.546] e 0b = [1.044,1.051].
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Desvio Padrao: Logaritmo

Desvio padrdo da lei de convergéncia — método logaritmo - 8 = 9 110
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Figura 4.22: Grafico do ajuste da lei de convergéncia do desvio padrao para o
método utilizando as funcoes zeta de Riemann. Observe que o desvio padrao, em
funcdo de NN, diminui com o inverso de uma raiz,ou seja, a lei de escala ﬁ +a
aproxima bem o comportamento assintético do desvio padrao. Os parametros a
e b sdo respectivamente: a = 4e — 4 , b = 0.881. Os intervalos de confianca sdo:
da = [—1le — 4,9¢ — 4] e 0b = [0.8737,0.889].
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4.2.5 Dependéncia com [
Método: Zeta

Grafico da dimensdo média em fungéo de § — método zeta
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Figura 4.23: Gréafico do estudo do comportamento da dimensdo em termos de
[ para o método utilizando as fungoes zeta de Riemann. Adicionamos vérios
valores de N de modo que pudemos observar também o crescimento da dimensao
em direcao ao valor inteiro 1. Observamos que a dimensao varia muito pouco com
o parametro [.
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Método: Logaritmo
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Figura 4.24: Grafico do estudo do comportamento da dimensao em termos de
B para o método do logaritmo. Adicionamos varios valores de N de modo que
pudemos observar também o crescimento da dimensao em direcao ao valor inteiro
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1. Observamos que a dimensao varia muito pouco com o parametro 3.
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CAPITULO D

Conclusoes

5.1 Resumo

Este trabalho de mestrado teve o intuito de calcular numericamente a dimen-
sao do modelo de gravitagdo quantica proposto em [4]. Definimos um modelo
estocastico para a gravitagdo onde a geometria é descrita algebricamente pela
chamada tripla espectral. Nesta abordagem é possivel, em principio, tomarmos
todas as triplas espectrais possiveis, portanto todas as variedades riemanianas e
conseqiientemente todas as geometrias possiveis. Os observaveis tornam-se varid-
veis estocasticas, notadamente em nosso modelo o niimero de pontos e a dimensao.

A idéia central da Geometria Nao Comutativa é que podemos descrever uma
variedade (M, g,,,) de maneira algébrica pela tripla espectral (A, H,D). Vimos
que dado M, um espaco topolégico Hausdorff e g, , a métrica definida em M, a
tripla espectral é definida por A, uma algebra C* comutativa, H, um espaco de
Hilbert e D, um operador de Dirac definido em H.

Construimos a teoria definindo a agao, as variaveis dindmicas e os observéveis
correspondentes. A acdo é definida em termos do operador de Dirac:

DZ
S = tr(=—) = ptr(D?)
A
Onde A = ll é o inverso do comprimento de Planck e § = (%’)2. A pro-

priedade fundamental das varidveis dinamicas de um candidato a uma teoria de
gravitagdo quantica é a de serem invariantes por difeomorfismos, e segundo [5]
os autovalores do operador de Dirac tém esta propriedade. Portanto utilizamos
os autovalores do operador de Dirac como as variaveis dindmicas, de maneira
que é possivel definir a funcao de particao desta teoria de gravitacao seguindo o
formalismo de Feynman:

83
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7 = Z e_S[x],

reX

onde conjunto X é o conjunto de todas as triplas espectrais (A, H, D). Defi-
nimos os observaveis da teoria de maneira formal como:

Yeex Olale™
- :

Simplificamos as condi¢des acima de maneira que pudessemos definir e cal-
cular a dimensao em um caso finito e, posteriormente extrapolarmos a teoria
para o caso infinito. Para isso substituimos X por um conjunto de subespacos
Xy = (An,Hy, Dy) de modo que a algebra A tivesse um espectro finito, por-
tanto o espaco de Hilbert poderia ser definido como o espaco L? usual de vetores
de dimensao N e o operador de Dirac fica definido com uma matriz auto-adjunta
de dimensao N x N.

(0) =

Como D tem dimensao finita, o traco esta bem definido, logo a acao e a fungao
de particdo estao bem definidas. Portanto, a funcdo de particdo desta teoria fica
definida como:

S Btr(D?)
= 2 = e—Btr(D?),
) =3 a0 =3 [ ap

i=1 eXN

Zn(B) definido dessa maneira pode ser manipulado para ser expresso em
termos da integral dos autovalores dos operadores de Dirac, explicitando desta
maneira, a relacao de dependéncia deste formalismo com a Teoria das Matrizes
Aleatorias, mais especificamente com o ensemble Gaussiano Unitario.

O célculo numérico consistiu em gerar matrizes aleatorias do ensemble Gaussi-
ano Unitario. Este procedimento deve ser repetido vérias vezes para cada variavel
N. Em seguida calculamos o observavel dimensao deste ensemble de geometrias
para cada N e 3 e por fim estudamos a dependéncia da dimensao com [ e extra-
polamos os valores de N para o infinito.

Vimos em [4] que um observéavel possivel para este formalismo ¢ o nimero de
pontos da geometria:

n2

ECHESE
2.22(35) 7
Foi mostrado em [4] que o nimero médio de pontos do ensemble de geometrias
possui duas regides distintas dependentes de 3. Verifica-se que (n)(3) — oo para

(n)(B)

N
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B <5 e(n)(B)<oopara>7

Na mesma referéncia definiu-se o observavel dimensao associado a uma matriz
D. A defini¢ao de dimensao é baseada na lei de Weyl, que para o conjunto dos
modulos dos autovalores do operador de Dirac ordenados de forma crescente, A =
{M(D),A\1(D),...}, permite calcular a dimensdo ¢ a partir do comportamento
assintotico dos autovalores:

Ae(D) ~ k3

Mostrou-se que a dimensao para 3 > 5 era nula e uma fungao de 8 para 8 <
5. Esta definicdo ¢ consistente com a defini¢ao da dimensao espectral proposta
por Connes em [21] que utiliza as propriedades da funcao trago espectral dos
operadores de Dirac:

= 1 )\ z. 5.1

Os termos Ay = Ai(D), onde D depende de N e (3, sao os autovalores do
operadore de Dirac. A dimensao de Connes é definida como o conjunto de pontos
z que sao poélos da funcao & Como foi dito nesta dissertagao, a dimensao de
Connes ¢é equivalente a dimensao extraida da lei de Weyl.

Conseqiientemente, existem pelo menos duas maneiras de calcularmos a di-
mensao para este ensemble de geometrias. Podemos utilizar a lei de Weyl ou a
defini¢ao de Connes. Utilizando a lei de Weyl, criamos o gréfico log(k) x log(Ax)
e estudamos o comportamento desta funcao. O fato surpreendente é que a forma
funcional da relacdo entre log(k) e log(\x) é aproximadamente um reta da forma
f(x) = ax + b. Posto isto, calcular a dimensao pela lei de Weyl é equivalente a
calcular uma regressao linear, ji que o coeficiente angular da reta é o inverso da
dimensao do modelo.

Utilizamos uma definicao anédloga a definicao da dimensdo de Connes de ma-
neira a preservar o comportamento assintotico da fungao zeta (5.1):

;X
N = —— 7
gD( aﬂaa) logN Ak
k=1
que é aproximadamente igual a:
N
(N, B TN (5.2)
Z 1 i k=1

Vimos que para encontrar a dimensao foi preciso estudar o comportamento
da funcao {p(N, B, ), dada por (5.2), em termos de N e a. Vimos que para
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a seqiiéncia ideal, )\(D) = n%, o traco espectral tem comportamentos distintos

para a > ¢ e para « < 0. E a dimensao da matriz D é dada para o valor critico
a = 6. O algoritmo mais natural foi o de estudar o comportamento das derivadas
da funcao espectral.

Para um dado tamanho de matriz N, calculamos a derivada de (5.2) como:

O¢(N.B,0) _ &N +h,B,a) ~ (N, 8,0) 53)

ON h '
Escolhemos h = 1, para cada N dentro do intervalo [1, N]. Ou seja, para cada
matriz D, de tamanho N x N que retiramos do ensemble gaussiano unitério, cal-
culamos as derivadas 5.3. Este passo ocorre fixando um « em uma discretizagao

do intervalo [0, d] que é o intervalo que onde estamos procurando a dimensao.

Observando o comportamento da derivada (5.3) para varios as e verificamos
que existem duas fases distintas. Para valores de a maiores do que um valor «.,
a derivada (5.3) é negativa, portanto £ é decrescente. No caso de valores de «
menores do que um valor a., a derivada (5.3) é positiva, portanto £ é crescente.

Tomando a derivada:

65(]\7,ﬂ,oz) _ g(Naﬂad +h) _é(N’B’d)
- = (5.4)
oa h
onde escolhemos h condizente com a discretizao escolhida. Para cada a dentro do
intervalo [0,d]. Ou seja, para cada matriz D, de tamanho N x N que retiramos do
ensemble gaussiano unitéario, calculamos as derivadas (5.3), e depois calculamos
a derivada de & em funcao do parametro a. Este passo ocorre fixando um N em

uma discretizacao do intervalo [1, N].

A derivada (5.4) cruza o eixo das abscissas representando o comportamente
descrito para a funcao &. O proximo passo é encontrar o valor de «, para o qual
a derivada 5.4 se anula.

O resultado deste processo é que encontramos varios a., um para cada N,
ou seja, para cada matriz existem varios a. possiveis. Observou-se visualmente
que o grafico {ac,]\_f} tem um comportamento caracteristico. Para N proximos
de 1, a simulacio mostrou um comportamento transiente. Para valores de N
proximos de N observou-se o efeito de finitude da matriz. Estas duas regides
foram ignoradas e a dimensao estimada para uma matriz D de tamanho N x N
retirada do ensemble gaussiano, fixado o parametro (3, foi calculada como:

J+K+1

SOWN.B) = Y
i=J
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Escolhemos J e K, arbitrariamente como J = N/2 — 10 e K = 20, para
evitar os efeitos transiente e de finitude da matriz. Para um mesmo parametro
[, construimos uma amostra arbitraria de 1000 matrizes de tamanho N. Assim
para cada tamanho NN calculamos a dimensao média estimada para a geometria
em questao:

28N, B
dn(B) = = 000

Repetimos este processo para varios tamanhos de matriz D, ainda fixando o
mesmo parametro . E desta maneira podemos estudar o comportamento assin-
totico da dimensao com o parametro N.
Por fim, variando (3 no intervalo [0, 5], repetimos todo o processo acima para,
varios ensemble gaussianos unitarios distintos, afim de estudar qual o efeito do
parametro 3 no valor estimado da dimensao da geoetria estudada.

5.2 Métodos

5.2.1 Meétodo Zeta de Riemann

O calculo da dimensdo para os espacos de dimensdo conhecida: RZR3 S!
mostraram que os algoritmos utilizados convergem lentamente para a dimensao
esperada dos espacos estudados.

Uma das dificuldades em aplicar o algoritmo nestes casos é que este método
é sensivel a degenerescéncia dos autovalores dos operadores nos espagos em ques-
tdo. Verificamos que a aproximacio da dimensdo para R%R3 se dava por valores
menores do que 2 e 3. Entretanto para o espaco S' a aproximacao ocorreu por
valores superiores a 2.

Para o ensemble gaussiano unitério, este método resulta em uma aproximacao
por baixo da dimensao média do ensemble. Observamos este fato na inspegao do
comportamento das estimativas da distribuicao da dimensao com o parametro N.
O comportamento dos valores mais provaveis da dimensao, para cada tamanho
de matriz N, tende a 1 por baixo independentemente do 3 escolhido.

5.2.2 Meétodo do Logaritmo

O estudo do grafico G = {log(k);log(Ag)} mostrou resultados muito interes-
santes. Verificamos que existe uma forma funcional predominante no compor-
tamento dos autovalores deste ensemble. O grafico G é aproximadamente uma
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reta para 3 < 5 independentemente do tamanho das matrizes e do parametro de
escala estudados.

Os resultados obtidos mostram que o coeficiente angular destas retas é apro-
ximadamente 1 e esta é uma caracteristica conservada. Verificamos também que
o coeficiente de interseccao das retas estimadas com o eixo das ordenadas nao
tém a propriedade de se manter constante para o ensemble estudado.

Observamos também um fato interessante de que os autovalores neste ensem-
ble se acumulam na regiao superior da reta calculada. Isto é, para cada tamanho
de matriz N o grafico G mostra que a densidade dos autovalores na reta cresce
com k.

Para os espacos de dimensdo conhecida: R%2R3 S, o célculo da dimensdo mé-
dia resultou em valores mais préximos da dimensao esperada. Também verificou-
se que estas estimativas possuem uma variancia menor. Além disso, observarmos
que a desgenerescéncia nestes casos é menos relevante no célculo da dimensao.

5.3 Distribuicoes

Em modelos estocésticos, como é o caso deste modelo de gravitagao, uma
informacao importante é a distribuicdo das variaveis aleatorias estudadas. Por-
tanto estudamos o comportamento da distribuicao de probabilidade da dimensao
em termos do tamanho da matriz N e do parametro §. Estudamos se a forma
funcional da distribui¢ao varia significativamente com estes parametros.

Verificou-se que tanto para o método utilizando as funcoes zeta de Riemann
quanto para o método utilizando o logaritmo da lei de Weyl, as dimensdes esti-
madas para os graus de liberdade N e 3 nao sdo gaussianas.

As distribuigoes encontradas tem assimetria. Para os histogramas resultantes
do método que utilizou as fungoes zeta a assimetria ¢ maior se comparada com a
assimetria do método que utilizou a lei de Weyl.

Observamos que um possivel candidato a distribui¢cao de probabilidades da
dimensao seria uma distribuicao log-normal. Entendemos que esta observacao
poderia ser aproveitada nos estudos posteriores na tentativa de estimarmos me-
lhor a dimensao média destas geometrias.

Observamos também o comportamento das distribui¢oes de probabilidades
com o acréscimo no parametro N. Observamos que as distribui¢oes de probabi-
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lidade sao transladas na dire¢do do aumento de N. Este fato pode ser observado
pelo comportamento dos picos das distribuicoes que crescem com N tendendo a 1.

Dois fatos interessantes obtidos deste estudo é que este comportamento das

distribuicoes se verifica independentemente do método de célculo da dimensao e
do parametro f.

5.4 Lei de Convergéncia:
Estudamos o grafico {N;(d)(N, )}, ou seja, o comportamento da dimensao
calculada com o parametro N e percebemos que existe um comportamento de

convergéncia para um valor inteiro perto de 1.

Observamos que existem 2 possibilidades. A lei de escala f(IN) poderia ser:

f(N) = %%—c
ou
FIN) = —log‘(LN) +b

Utilizamos métodos usuais de aproximacao de fungoes nao lineares por méto-
dos de minimos quadrados para todas as possibilidades de lei de escala derivadas
destas duas expressoes. Testamos a significincia dos coeficientes, os parametros
de confiabilidade estatisticos e observamos graficamente qual comportamento era
mais proximo ao observado.

A conclusao foi que a lei de escala é:

log(N)

f(N) = +b

As estimativas para os parametros a e b sao:

e Para o método das fungoes zeta: a € [—0.83,—0.62] e b € [1.01,1.05]

e Para o método do logaritmo: a € [—0.58, —0.54] e b € [1.04,1.05]

Portanto, o comportamento da dimensao média tende a um valor préximo de
1 quando N — <.

Estudamos o comportamento do desvio padrao desta variavel e verificamos
que o desvio padrao decai com o inverso do pardmetro N dado pela lei:
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o(AB) ~
onde a € [0, 1).
Assim quando N — oo observa-se que o — 0. Este fato é muito interessante
e implica que a dimensao do ensemble de geometrias é uma variavel termodina-
mica porque é uma quantidade finita bem definida com varidncia nula, ou seja
caracteriza o sistema.

5.4.1 Variacao com 3

Observou-se, nos resultados obtidos neste estudo, para o regime 3 < 7, pouca
significancia da dimensao com o parametro §. As distribui¢oes de probabilidade,
a lei de escala e a dimensao média tem as mesmas caracteristicas independente-
mente do parametro (3 escolhido.

5.5 Consideracoes finais

Este estudo de mestrado elucidou algumas propriedades interessantes do ob-
servavel dimensao. Lembrando que as hipdteses assumidas foram muito gerais
e a dimensao, como uma variavel estocastica, poderia ter um valor qualquer no
intervalo [0, 2], conforme demonstrado em [4].

Também vale ressaltar que a dimensao poderia ter qualquer distribuicao de
probabilidades e esta distribuicdo poderia nao ter este comportamento de con-
vergéncia para um valor proximo de 1, com variancia nula. Ou seja, descobrimos
que a dimensao é uma variavel termodinamica, ou seja, caracteriza este sistema
proposto.

Observamos que existe uma forma funcional para o logaritmo do moédulo dos
autovalores das matrizes no ensemble Gaussiano Unitario, esta forma funcional
¢ aproximadamente uma reta ax + b. A dimensdo estd contida no coeficiente
angular da reta, e os autovalores deste ensemble estdo se acumulando na parte
superior da reta.

Encontramos dois intervalos para a dimensao, um para cada modelo. Para o
método das funcoes zeta de Riemann encontramos que a dimensao do ensemble
estd no intervalo [1.01;1.05]. Para o método utilizando a lei de Weyl a dimensao
média estd no intervalo [1.04,1.05].
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Entendemos que a continuacao deste trabalho pode tomar varias frentes. Pois
ainda resta a definicdo do observivel dimensao do ensemble de geometria dire-
tamente em termos dos autovalores, ja que utilizamos defini¢des indiretas da
dimensao.

Outra possibilidade seria a de melhorar os algoritmos numéricos de calculo
implementados, com filtros no calculo da dimensao pelo método das derivadas da
funcao zeta de Riemann, e um melhor tratamento estatistico dos dados simulados.

Finalmente, este trabalho de mestrado mostra que esta abordagem é promis-
sora. Neste caso simplificado encontramos resultados nao trivias a respeito de
propriedades da dimensdo, além de verificarmos que esta abordagem numérica
trouxe respostas e perguntas interessantes que devem ser investigadas em traba-
lhos posteriores.
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