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Em especial a minha querida namorada Suzi Diniz, pelo amor, amizade, risadas,
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Resumo

Neste trabalho estudamos a estrutura do nucleon para grande x de Bjorken e

pequeno Q2. Nesta região é preciso considerar correções nas funções de estrutura, de

origem cinemática e dinâmica. Nos concentramos nas correções de origem cinemática,

para as funções de estrutura não polarizadas, que surgem devido a massa do nucleon

(mp) ser finita, essa correção é comumente chamada de Correções da Massa do Alvo

(TMC). Revisamos a abordagem tradicionalmente utilizada e fizemos uma análise do

problema inerente que se tem ao utilizar este tratamento (inclusão de regiões não f́ısicas

x > 1), verificando a existência de uma inconsistência nesse método. Nossa solução

para evitarmos este problema foi realizar uma expansão nas funções de estrutura com

TMC ordem por ordem em m2
p/Q

2, estudando numericamente a convergência da série

obtida. Desta forma evitamos o problema da abordagem tradicional.
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Abstract

In this work we study the nucleon structure for large Bjorken x and low Q2. In

such region is necessary to consider corrections on the structure functions, with by

using kinematics and dynamics origins. We focus our study in the corrections of

kinematic origin, for non-polarized structure functions, which cames from the finite

nucleon mass (mp) and it is generally known by Target Mass Corrections (TMC). We

review the traditional approach and perform an analysis of the inherent problem that

has been in this treatment (inclusion of non-physical regions x > 1), which provides

the inconsistency of this method. Our solution to avoid this problem was to perform an

expansion order by order in m2
p/Q

2 on the structure functions with TMC and perform

the numerical study of the convergence of the series obtained. By this way we avoid

the problem of the traditional approach.



CONTEÚDO iii

Conteúdo
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reduzido por um fator de 8.5. Extráıdo de [31]. . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Diagrama de Feynman em ordem dominante do espalhamento e+ p→

e′ +X. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.6 Diagrama de Feynman para o espalhamento Compton virtual. . . . . . 15

1.7 Comportamento de 2mpW1, não se nota variação significativa com Q2.

Extráıdo de [36]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Introdução 1

Introdução

O estudo da estrutura interna do nucleon é realizado por intermédio de espalha-

mentos, utilizando para isto os aceleradores de part́ıculas. Estas experiências podem

ser feitas, por exemplo, com a colisão de léptons com o nucleon (l+ n→ l′ +X, onde

X pode representar o próprio nucleon, no espalhamento elástico, ou qualquer estado

final permitido pelas leis de conservação, no espalhamento inelástico).

Bjorken em 1969, verificou que se o nucleon fosse composto de férmions puntifor-

mes eles carregariam certa fração x de momento do nucleon no referencial de Breit [1],

e no chamado limite de Bjorken Q2 →∞ e ν →∞ (virtualidade do fóton incidente e

a energia transferida para o nucleon, respectivamente), a função de estrutura passava

a ser somente dependente da variável x, que ficou conhecido como scaling de Bjorken.

Estas predições foram confirmadas pelo Stanford Linear Accelerator Center (SLAC)

[2] no mesmo ano. Ainda em 1969, Feynman motivado por este experimento, propôs o

modelo de pártons [3, 4], que considera o nucleon como sendo composto por part́ıculas

puntiformes, o qual ele denominou de pártons, confinadas, não interagentes e carrega-

das eletricamente, que foram mais tarde relacionadas com os quarks não interagentes1

de Gell-Mann [5] e Zweig [6].

Com os dados do experimento realizado pela colaboração SLAC-MIT em 1972 [7],

verificou-se que os pártons carregam aproximadamente metade do momento total do

nucleon e a outra metade deve ser carregada por part́ıculas que seriam eletricamente

1Feynman argumentou que no espalhamento lépton-nucleon os pártons não deveriam interagir, já
que no limite do nucleon com momento infinito, as interações entre pártons são muito mais lentas do
que a interação com o lépton incidente [4].
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neutras, que posteriormente receberam o nome glúons, os mediadores da interação forte

que é descrita pela Cromodinâmica Quântica (Quantum Chromodynamics - QCD)

[8]. Descoberto experimentalmente em 1978 no estudo do decaimento da ressonância

Υ(9460) que é mediado por 3 glúons [9]. O scaling de Bjorken no âmbito da QCD

deixa de ser verdadeiro, principalmente na região de pequeno x, devido à radiação

dos glúons com bastante momento, que levam a violações logaŕıtmicas do scaling [10].

Essa radiação produz uma evolução nas funções de estrutura, conforme Q2 aumenta,

mais e mais glúons são irradiados [10]. A confirmação experimental foi obtida com

base nos dados do HERA [11, 12].

Sendo o nucleon composto por diversos pártons, o seu estudo é feito utilizando a

função de distribuição de pártons (PDF) que representa a densidade de probabilidade

de encontrar um párton carregando uma fração x do momento do nucleon em uma

dada energia Q2. A sua evolução com respeito a Q2 é descrita pelas equações DGLAP

[13]. Atualmente existem diversos grupos que estudam esta área, por exemplo, CTEQ

[14], GRV/GJR [15], MSTW [16], ABKM [17] e CJ12 [18] e suas diferenças são devido

à escolha dos dados utilizados, uma escala de energia em Q2 inicial, a parametrização

das distribuições de pártons, tratamento dos erros dos dados, suposições teóricas, entre

outros [19].

A altas energias a evolução em Q2 leva, para pequeno x, a um crescimento exage-

rado do número de glúons. A solução deste problema é a recombinação destes glúons,

ou seja, existe um limite de saturação do número destes pártons [20]. Embora este

problema esteja na região de pequeno x, incertezas na região de grande x são levadas

para pequeno x quando se evolui as equações DGLAP [21, 22].

Os experimentos recentes envolvendo lépton e nucleons se tornaram bastante preci-

sos. Assim, é importante considerar todas as fontes de correções que podem contribuir

na análise dos dados, como as correções radiativas eletrofracas [23], as massas dos

quarks [24] e as correções da massa do alvo (TMC) [25, 26]. Neste trabalho iremos

focar nas TMC, que são correções, do tipo 1/Q2, de origem puramente cinemática nas

funções de estrutura.
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O entendimento das TMC é importante por diversas razões. Seus efeitos são

notáveis em grande x de Bjorken e Q2 pequeno, região que as PDFs não são muito bem

definidas. Logo, um estudo confiável das PDFs deve incluir uma descrição precisa das

TMC, além da interpretação dos dados com correlações de multiparton com pequena

transferência de momento [27].

As TMC nas funções de estrutura foram determinadas primeiro por Georgi e Po-

litzer em 1976 [26] com o uso da expansão do produto de operadores (OPE) [28] em

ordem dominante da QCD. Nesta abordagem o resultado final passa a depender de

uma nova variável de scaling, a variável de Nachtmann ξ [25] (que é a fração do mo-

mento do nucleon no cone de luz que o párton carrega), ao invés de x. Isto leva ao

chamado threshold problem, que estende as funções de estrutura para regiões fisica-

mente proibidas e que foram percebidos nos primórdios da QCD [29, 30].

No primeiro caṕıtulo, apresenta-se a evolução da estrutura interna do nucleon que

é provada quando ocorre uma transferência muito grande de momento do projétil

para o alvo. Em uma primeira aproximação, no modelo de quarks, este espalhamento

pode ser interpretado a partir do espalhamento entre um lépton e um único quark,

l+q → l′+q′, ou seja, um espalhamento eletromagnético entre duas part́ıculas puntuais

de spin
1

2
, também é mostrado como essas idéias trouxeram informações a respeito da

composição do nucleon.

O segundo caṕıtulo foi dedicado a mostrar a ferramenta matemática chamada Ex-

pansão do Produto de Operadores (Operator Product Expansion - OPE) proposta

originalmente por Wilson em 1969 [28] que permite separar a seção de choque, e con-

sequentemente as funções de estrutura, em uma região onde a liberdade assintótica

é válida (QCD perturbativa, curtas distâncias) e onde não é (QCD não perturba-

tiva, longas distâncias) e então obtemos os momentos das funções de estrutura para o

próton.

Quando a virtualidade do fóton incidente (Q2) no espalhamento profundamente

inelástico (Deep Inelastic Scattering - DIS) é pequena, da ordem da massa do alvo

(como o próton, por exemplo), é preciso considerar efeitos puramente cinemáticos



Introdução 4

devido a massa do alvo ser comparável à escala de energia do fóton incidente, esta

correção é chamada de correções da massa do alvo (Target Mass Corrections - TMC).

Assim, o terceiro caṕıtulo apresenta o surgimento desta correção e posśıveis soluções,

além de mostrar as falhas nas tentativas de solucionar este problema.

No quarto caṕıtulo propomos uma solução para o problema que se encontra ao

incluir as TMC nos cálculos das funções de estrutura, que consiste em não utilizar a

variável de scaling ξ que aparece naturalmente quando se considera as TMC, então

obtemos para as funções de estrutura uma série de potências e realizamos um estudo

numérico por intermédio de vários gráficos que são apresentados no final deste caṕıtulo.

Por fim a conclusão está no quinto caṕıtulo. Segue-se também dois apêndices em

que é feito detalhadamente a dedução das funções de estrutura (F1, FL, F3, F4, F5) com

as TMC, sendo o primeiro com a variável de scaling ξ e o segundo sem esta variável

(chegando na série de potências).
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Caṕıtulo 1

Estrutura Interna do Nucleon

Este caṕıtulo trata de como foi descoberta a estrutura interna do nucleon, utili-

zando para isto espalhamentos (elásticos e inelásticos). Para tanto se fez uma revisão

do espalhamento elétron-múon. Em seguida estudou-se o espalhamento elétron-próton

elástico, onde foi observada a estrutura extensa do próton, e o espalhamento elétron-

próton inelástico que foi, em uma primeira análise, interpretado como uma soma de

espalhamentos elásticos entre o elétron e uma part́ıcula puntual. Estas part́ıculas pun-

tuais carregam uma certa fração do momento do nucleon e possuem spin 1
2

(modelo

de pártons) que foram, mais tarde, relacionadas com os quarks e glúons da QCD e

comentamos sobre a existência da assimetria no mar de quarks e o problema do spin

do nucleon.

1.1 Espalhamento elétron-múon

O espalhamento eletromagnético entre duas part́ıculas puntuais de spin 1
2

mais

simples é:

e+ µ→ e′ + µ′. (1.1)

Em ordem mais baixa na teoria de perturbação da Eletrodinâmica Quântica (Quantum

Electrodynamics - QED) o espalhamento é descrito pela troca de um fóton, esquema-
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tizado na Figura (1.1).

Figura 1.1: Diagrama de Feynman em ordem mais baixa para o espalhamento
e+ µ→ e′ + µ′.

Utilizando as regras de Feynman, a amplitude invariante do espalhamento é:

M = −4πα

q2

[
ue(k

′)γαue(k)
][
uµ(p′)γαuµ(p)

]
, (1.2)

onde q = k − k′ e α a constante de estrutura fina.

A seção de choque diferencial para um elétron espalhado dentro de um ângulo sólido

dΩ e com energia final E ′ → E ′ + dE ′ no sistema de laboratório (p = (mµ, 0), k =

(E,k), k′ = (E ′,k’)) pode ser escrita como [31]:

d2σ

dΩdE ′
=

E ′

2mµE16π2
|M|2 δ(p

′
0 − p0 − q0)

2p′0
, (1.3)

onde o quadrado da média da amplitude é:

|M|2 =
16π2α2

q4

(
1

2

∑
spins

[
ue(k

′)γαue(k)
]∗[

ue(k
′)γβue(k)

])
×

×

(
1

2

∑
spins

[
uµ(p′)γαuµ(p)

]∗[
uµ(p′)γβuµ(p)

])

=
16π2α2

q4
Lαβ(e, e)Wαβ(µ, µ), (1.4)

sendo Lαβ(e, e) e Wαβ(µ, µ) os tensores leptônicos do elétron e múon, respectivamente.
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Para o elétron:

Lαβ(e, e) =
1

2

∑
spins

[
ue(k

′)γαue(k)
]∗[

ue(k
′)γβue(k)

]

=
1

2
Tr[(/k

′
+me)γα(/k +me)γβ]

= 2
[
kαk

′
β + k′αkβ − gαβ(k · k′ −m2

e)
]
. (1.5)

Analogamente para o múon:

Wαβ(µ, µ) = 2
[
pαpβ

′
+ pα

′
pβ − gαβ(p · p′ −m2

µ)
]
. (1.6)

No regime de altas energias, pode-se desprezar a massa do elétron incidente e temos

para a transferência de momento:

Q2 = −q2 = −(k − k′)2 ' 2k · k′ = 4EE ′sen2

(
θ

2

)
, (1.7)

onde θ é o ângulo de espalhamento do elétron incidente. Introduz-se uma nova variável,

Q2 = −q2, chamada de virtualidade do fóton, tal que Q2 ≥ 0.

Substituindo as equações (1.4)-(1.7) em (1.3), e com um pouco de álgebra, obtemos

a seção de choque no sistema do laboratório:

d2σ

dΩdE ′
=

α2

4E2sen4(θ/2)

[
cos2

(
θ

2

)
+

Q2

2m2
µ

sen2

(
θ

2

)]
δ

(
ν − Q2

2mµ

)
(1.8)

ou

dσ

dΩ
=

(
dσ

dΩ

)
Mott

[
1 +

Q2

2m2
µ

tan2

(
θ

2

)][
1 +

2E

mµ

sen2

(
θ

2

)]−1

, (1.9)
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onde a seção de choque de Mott [32], em altas energias, é

(
dσ

dΩ

)
Mott

=
α2cos2

(
θ
2

)
4E2sen4

(
θ
2

) . (1.10)

A seção de choque dada pela equação (1.10) é o espalhamento de uma part́ıcula de

spin 1
2

pelo campo coulombiano de um alvo massivo e sem spin. Os fatores extras em

(1.9) são devidos ao fato que o alvo possui spin 1
2
, assim há uma interação magnética

entre as part́ıculas, e ao fato que o alvo possui massa finita recuando durante o espa-

lhamento.

1.2 Espalhamento elétron-próton

1.2.1 Espalhamento elástico

Se o próton fosse uma part́ıcula puntual, a seção de choque poderia ser obtida

fazendo a mudança mµ → mp na equação (1.9). Porém, espalhamentos elásticos com

feixes de elétrons mostraram que o nucleon é extenso [33], possuindo os chamados

fatores de forma.

Utilizando as regras de Feynman para o processo esquematizado na Figura (1.2),

obtêm-se a amplitude invariante:

M = −4πα

q2

[
ue(k

′)γαue(k)
][
up(p

′)Γαup(p)
]
. (1.11)

Notemos que γα foi substitúıdo por Γα porque não temos uma teoria quântica de

campos para um objeto extenso como o próton, logo não sabemos qual a expressão

para o vértice γ − p.

No entanto, Γα pode ser parametrizado usando uma combinação entre as matrizes

de Dirac, permitida pela conservação de paridade e invariância sobre reversão tempo-
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Figura 1.2: Diagrama de Feynman em ordem mais baixa para o espalhamento
e+ p→ e′ + p′, onde a bola no vértice γ − p esquematiza os fatores de forma.

ral, simetrias que devem ser respeitadas na interação eletromagnética:

Γα = F1(q2)γα + F2(q2)
κ

2mp

iσαβqβ + F3(q2)qα, (1.12)

onde 2σαβ = i[γα, γβ] e κ é o momento magnético anômalo do próton1 (κ ' 1.79 em

magnetons de Bohr).

Os Fi(q
2) são os chamados fatores de forma eletromagnéticos elásticos2 que só

dependem do momento transferido q e que descrevem quão diferente o próton é de

uma part́ıcula puntual. No caso do espalhamento ser puramente eletromagnético a

corrente é conservada, assim F3(q2) ≡ 0. Os fatores de forma parametrizam nossa

ignorância da estrutura detalhada do próton.

No caso em que o fóton tenha pouco momento (grande comprimento de onda)3

não importa se o próton possui estrutura menor que 1 fermi [31]. Neste limite são

1É chamado de anômalo pois medidas do momento magnético do próton realizadas por Stern em
1933 [34] revelaram que seu valor era aproximadamente 2.8 vezes maior do que o esperado para uma
part́ıcula de spin 1

2 e puntual.
2F1(q2) é usualmente chamado de fator de forma de Dirac, que está associado com o desvio de

uma part́ıcula puntual carregada com spin 1
2 e F2(q2) de fator de forma de Pauli, que seria o desvio

de um momento magnético anômalo puntual.
3Este limite corresponde com o próton interagindo com um campo eletromagnético estático.
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escolhidos (para o próton)4:

F1(0) = F2(0) = 1. (1.13)

O procedimento para o cálculo da seção de choque para o processo e+ p→ e′ + p′

é o mesmo feito na Seção 1.1 com a mudança de γα no vértice do múon para Γα no

vértice do próton:

d2σ

dΩdE ′
=

α2E ′

2mpq4E
Lαβ(e, e)Wαβ(p, p)

δ(p′0 − p0 − q0)

2p′0
, (1.14)

onde Wαβ(p, p) = 1
2
Tr[(/p′ +mp)Γ

α(/p+mp)Γ
β].

Substituindo as equações (1.5) e (1.7) em (1.14), chega-se (no sistema de labo-

ratório) à fórmula de Rosenbluth [35]:

d2σ

dΩdE ′
=

α2

4E2sen4(θ/2)

[(
F 2

1 (q2) +
κQ2

4m2
p

F 2
2 (q2)

)
cos2

(
θ

2

)
+

+
Q2

2m2
p

(
F 2

1 (q2) + κF 2
2 (q2)

)2

sen2

(
θ

2

)]
δ

(
ν − Q2

2mp

)
(1.15)

ou:

dσ

dΩ
=

(
dσ

dΩ

)
Mott

[(
F 2

1 (q2) +
κQ2

4m2
p

F 2
2 (q2)

)
+

+
Q2

2m2
p

(
F 2

1 (q2) + κF 2
2 (q2)

)2

tan2

(
θ

2

)][
1 +

2E

mp

sen2

(
θ

2

)]−1

. (1.16)

Fazendo F1 = 1, F2 = 0 e mp = mµ, em (1.15) ou (1.16), obtemos a seção de choque

para e + µ → e′ + µ′, assim pode-se dizer que o fator de forma elástico para uma

part́ıcula puntual, como o µ, é uma constante independente de Q2.

Usualmente, utiliza-se uma combinação linear dos fatores de forma, os chamados

4Se o alvo fosse um nêutron, escolhe-se F1(0) = 0, F2(0) = 1 e experimentalmente κ ' −1.91.
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fatores de forma elétricos (GE(q2)) e magnéticos (GM(q2)) de Sachs [36]:

GE(q2) = F1(q2) +
κq2

4m2
p

F2(q2) e GM(q2) = F1(q2) + κF2(q2), (1.17)

com eles não se tem termos de interferência, do tipo F 2
1F

2
2 , que aparecem em (1.15) e

(1.16).

Através da Figura (1.3), vê-se que:

GE(q2) ∝ GM(q2) ∝ 1

(1 +Q2/0.71)2
, (1.18)

a chamada forma de dipolo [31].

Figura 1.3: Fatores de forma de Sachs para o próton em função de q2.
Extráıdo de [31].

Como a seção de choque de Mott, equação (1.10), decresce como 1/Q4, a seção

de choque elástica se anula rapidamente para alto Q2, dificultando a obtenção de

medidas precisas. Não obstante, medidas cada vez mais precisas em alto Q2 vem

sendo feitas no JLab, podendo assim refinar os modelos existentes para os fatores de

forma eletromagnéticos [37].
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1.2.2 Espalhamento inelástico

Em energias moderadas, o espalhamento elétron-próton é necessariamente elástico

(ele recua, mas continua sendo um próton), mas se o elétron incidente carregar energia

o suficiente (grande Q2) se melhora a resolução com que observamos o próton. Caso

Q2 seja moderado o próton pode entrar no estado da ressonância ∆(1232) e então

produzir mésons π (e+p→ e′+∆+ → e′+p′+π0, veja Figura (1.4)). Se Q2 for muito

grande, o próton acaba perdendo sua identidade e se quebrando em diversas outras

part́ıculas (e + p → e′ + X, onde X representa a soma de todos estados hadrônicos

criados após a colisão, Figura (1.5)), quando somente se mede o ângulo e a energia

do lépton espalhado este processo recebe o nome de Espalhamento Profundamente

Inelástico (Deep Inelastic Scattering - DIS)5. Panofsky em 1968 [39] descobriu que os

análogos aos fatores de forma no DIS não diminuem com o aumento de Q2, o que foi

a base para a idéia de que o nucleon possui uma subestrutura interna.

Figura 1.4: Seção de choque para e+ p→ e′ +X em função da massa do
sistema hadrônico X produzido, W 2 = (p+ q)2. O pico elástico em W = M foi

reduzido por um fator de 8.5. Extráıdo de [31].

Novamente, a seção de choque é descrita como:

d2σ

dΩdE ′
=

α2E ′

2mpq4E
Lαβ(e, e)Wαβ(p,X), (1.19)

5O DIS também é chamado de espalhamento inclusivo, que são eventos onde não se identifica
experimentalmente o estado final do alvo, somente o do projétil [38].
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o tensor leptônico (Lαβ(e, e)) continua inalterado, porém Wαβ(p,X) corresponde a

transições eletromagnéticas do próton para todos os posśıveis estados finais:

Wαβ(p,X) =
1

2

∑
spins

∑
estados X

〈X|Jα(0)|p〉∗
〈
X|Jβ(0)|p

〉
(2π)3δ4(pX − p− q), (1.20)

onde pX é o quadri-momento total do estado |X〉.

Como interações eletromagnéticas conservam paridade, todos os momentos são

integrados exceto p, q e pX = p + q (pela função δ) e para o espalhamento não

polarizado se soma todos os spins. Além disso, Wαβ(p,X) tem que ser um tensor de

rank-2 e depender somente de p, q e gαβ, assim:

Wαβ(p,X) = A(q2, ν)gαβ +B(q2, ν)qαqβ + C(q2, ν)(qαpβ + qβpα) +

+D(q2, ν)pαpβ, (1.21)

onde no sistema de laboratório, ν = E − E ′ = q·p
mp

.

Figura 1.5: Diagrama de Feynman em ordem dominante do espalhamento
e+ p→ e′ +X.

A conservação da corrente eletromagnética implica em qαW
αβ = Wαβqβ = 0, que

leva em B = − A
q2

+ D
(
p·q
q2

)2

e C = −D p·q
q2

e escrevendo W1 = − A
2mp

e W2 = −Dmp
2

,
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chega-se a:

Wαβ(p,X)

2mp

=

[
qαqβ

q2
− gαβ

]
W1(q2, ν) +

+

[(
pα − p · q

q2
qα
)(

pβ − p · q
q2

qβ
)]

W2(q2, ν)

m2
p

. (1.22)

As funções W1(q2, ν) e W2(q2, ν) são conhecidas como funções de estrutura do nucleon,

sendo a generalização para o caso inelástico dos fatores de forma elásticos.

Substituindo as equações (1.5) e (1.22) em (1.19), no sistema de laboratório (p ·k =

mp, p · k′ = mpE
′) e com a equação (1.7), tem-se:

d2σ

dΩdE ′
=

α2

4E2sen4(θ/2)

[
2W1(q2, ν)sen2

(
θ

2

)
+W2(q2, ν)cos2

(
θ

2

)]
. (1.23)

Comparando a seção de choque (1.23) com (1.15), pode-se determinar o limite

elástico das funções de estrutura:

W e+p elástica
1 =

Q2

4m2
p

(
F 2

1 + κF 2
2

)2

δ

(
ν − Q2

2mp

)
; (1.24a)

W e+p elástica
2 =

(
F 2

1 +
κ2Q2

4m2
p

F 2
2

)
δ

(
ν − Q2

2mp

)
. (1.24b)

Se o espalhamento fosse6 e+ µ→ e′ +X:

2mµW
e+µ elástica
1 =

Q2

2mµν
δ

(
Q2

2mµν
− 1

)
; (1.25a)

νW e+µ elástica
2 = δ

(
Q2

2mµν
− 1

)
, (1.25b)

que depende somente da razão adimensional ω = 2mν
Q2 , assim não é preciso nenhuma

escala de massa como na equação (1.24).

Pode-se reinterpretar as funções de estrutura da forma apresentada na Figura (1.6),

6Caso de uma part́ıcula com spin 1
2 e puntiforme.
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Figura 1.6: Diagrama de Feynman para o espalhamento Compton virtual.

onde γ∗ indica que o fóton está fora de sua camada de massa (fóton virtual de massa q2).

Assim o tensor hadrônico, equação (1.20), pode ser relacionado, via teorema óptico,

com a parte imaginária (absortiva) da amplitude de Feynman para o espalhamento do

fóton virtual com o próton (amplitude do espalhamento Compton virtual) [36], algo

que será explorado com alguma profundidade no próximo caṕıtulo.

1.3 Modelo de pártons e o scaling de Bjorken

Bjorken [40] argumentou que em altas energias as funções de estrutura inelásticas

se tornam independentes de q2, ficando somente como função da razão:

x =
1

ω
=

Q2

2p · q
. (1.26)

No sistema de laboratório assume a forma:

x =
1

ω
=

Q2

2mpν
, (1.27)

esta variável é chamada de x de Bjorken e pode ser interpretada como a fração do

momento do nucleon que o párton carrega. Ela pode assumir valores entre 0 ≤ x ≤ 1,
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como pode ser verificado abaixo:

x =
Q2

2p · q
=

Q2

(p+ q)2 − p2 +Q2
=

Q2

W 2 −m2
p +Q2

=
1

1 + (W 2 −m2
p)/Q

2
. (1.28)

Como o limite inferior para a massa final é W = mp (correspondendo ao espalhamento

elástico) se tem x = 1 para um limite superior e como Q2 ≥ 0, tem-se x = 0 para um

limite inferior.

Figura 1.7: Comportamento de
2mpW1, não se nota variação

significativa com Q2. Extráıdo de [36].

Figura 1.8: Comportamento de νW2

para vários ω, não se nota variação
significativa com Q2. Extráıdo de [36].

A independência das funções de estrutura em Q2, como observado na experiência

original, pode ser visualizada nas Figuras (1.7) e (1.8). Essa propriedade aparece

quando se assume que o momento transversal dos pártons é pequeno, no sistema em

que o próton possui momento infinito [10].

A propriedade observada (independência em Q2) é exatamente o que se encontra

no espalhamento elástico de um elétron com uma part́ıcula puntual de spin 1
2

(como

mostrado em (1.25)). Esta propriedade, prevista por Bjorken [1], é conhecida como

scaling de Bjorken.

No entanto, a independência das funções de estrutura de Q2 foi uma grande coin-

cidência, já que elas dependem de Q2. Dependência que é entendida dentro da QCD

perturbativa, onde a radiação dos hard glúons dos quarks violam essa suposição, le-

vando a violações no scaling logaŕıtmicas, que são particularmente grande em pequeno

x [10], como pode ser visualizado na Figura (1.9).
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Figura 1.9: Evidência da quebra de scaling, os dados estão normalizados pelo
valor em parêntesis. Extráıdo de [10].

Pode-se concluir que para uma part́ıcula de massa mi = xmp com carga ei, a partir

das equações (1.25) para um espalhamento elástico, que:

W elástica
1,i = e2

i

Q2

4x2m2
pν
δ

(
1− Q2

2xmpν

)
; (1.29a)

νW elástica
2,i = e2

i δ

(
1− Q2

2xmpν

)
. (1.29b)

Então, se o próton é composto de part́ıculas puntuais de spin 1
2

(os pártons de Feyn-

man), o espalhamento inelástico esquematizado na Figura (1.5) pode ser substitúıdo

pela Figura (1.10), que representa o espalhamento de um elétron por um próton através

da soma incoerente de espalhamentos elásticos do fóton virtual com os pártons.

No limite Q2 →∞, ν →∞ com x = Q2

2mpν
fixo7, é usual definir:

mpW1(Q2, ν)→ F1(x); (1.30a)

νW2(Q2, ν)→ F2(x); (1.30b)

7Este limite é comumente chamado de limite de Bjorken.
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FL(x) = F2(x)− 2xF1(x), (1.30c)

onde FL é a função de estrutura longitudinal.

Figura 1.10: Interpretação do modelo de pártons para e+ p→ e′ +X, qi
representa o párton do tipo i.

A confirmação experimental do scaling de Bjorken [2] foi interpretada como a

evidência de que o próton é composto por part́ıculas puntiformes, e atualmente os

pártons são identificados com os quarks e glúons8 da QCD.

Devido ao fato de que existe mais de um párton no interior do nucleon, é preciso

somar sobre todos os i pártons e integrar sobre todos os x, sendo a integral pesada

pela densidade de probabilidade fi(x) de que o párton i tenha fração x do momento

do nucleon:

W i
1(Q2, ν) =

∑
i

∫ 1

0

dxfi(x)e2
i

Q2

4x2m2
pν
δ

(
1− Q2

2xmpν

)
=
∑
i

e2
i fi(x)

2mp

;(1.31a)

νW i
2(Q2, ν) =

∑
i

∫ 1

0

dxfi(x)e2
i δ

(
1− Q2

2xmpν

)
= x

∑
i

e2
i fi(x), (1.31b)

8Como os glúons possuem somente carga de cor, estes não participam no DIS e + p em ordem
dominante na QED. Sua contribuição passa a ser relevante quando se estuda o DIS utilizando a QCD
perturbativa.
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onde fi(x) é comumente chamada de Função de Distribuição de Pártons (Parton Dis-

tribution Functions - PDF).

No limite de Bjorken (1.30):

mpW
i
1(Q2, ν) =

1

2

∑
i

e2
i fi(x) = F1(x); (1.32a)

νW i
2(Q2, ν) = x

∑
i

e2
i fi(x) = F2(x). (1.32b)

As equações (1.32) levam à relação de Callan-Gross [41]:

F2(x) = 2xF1(x). (1.33)

A relação (1.33) foi confirmada experimentalmente, Figura (1.11), e reflete o fato de

que os pártons dentro do próton possuem spin 1
2
; ela implica que FL(x) = 0, porém

foi verificado que essa relação somente é válida em teoria de campo livre, em teoria

de perturbação para teoria quântica de campos se tem desvios logaŕıtmicos de (1.33)

[42], ou seja, FL(x) 6= 0. Nos próximos caṕıtulos veremos que quando se leva em

consideração a massa finita do alvo no DIS, a relação de Callan-Gross deixa de ser

válida.

A determinação das PDFs (fi(x)) se dá através da análise de dados experimentais,

sendo que estes precisam satisfazer certas regras de soma, por exemplo, a regra de

soma do momento, considerando o nucleon composto somente por quarks:

∫ 1

0

dxx
∑
i

fi(x) =

=

∫ 1

0

dxx[u(x) + u(x) + d(x) + d(x) + s(x) + s(x) + · · · ] = 1, (1.34)

onde u(x), u(x), d(x), d(x), s(x) e s(x) representam respectivamente as distribuições

de quarks up, anti-up, down, anti-down, strange e anti-strange, a soma de (1.34) se

estende teoricamente a todos os sabores de quarks e anti-quarks.
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Figura 1.11: Teste da relação (1.33). Extráıdo de [43].

A equação (1.34) pode ser reescrita, desprezando quarks mais massivos, como:

∫ 1

0

dxx[u(x) + u(x) + d(x) + d(x) + s(x) + s(x)] = p, (1.35)

onde p é o momento carregado pelos constituintes do nucleon. Se somente existissem

quarks dentro do nucleon o resultado de (1.35) teria que ser p = 1, por conservação

de momento, mas dados experimentais mostraram que p ∼ 0.54 [44], assim aproxi-

madamente 0.46 do momento do nucleon é carregado por constituintes eletricamente

neutros, os glúons.

No modelo de quarks os mésons são compostos pelo estado ligado de 2 quarks (qiqj)

e o nucleon sendo o estado ligado de 3 quarks (qiqjqk), e neste contexto se define os

quarks de valência e do mar qi(x) = qvi (x) + qsi [10]. O próton, pelo modelo de quarks,

é o estado ligado de 2 quarks u e 1 quark d [31]. Então tem-se9:

∫ 1

0

dxuv(x) =

∫ 1

0

dx [u(x)− u(x)] = 2; (1.36a)

9Assumindo que no nucleon qs(x) = q(x). Para os sabores c, b e t, o resultado é similar ao do s.
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∫ 1

0

dxdv(x) =

∫ 1

0

dx
[
d(x)− d(x)

]
= 1; (1.36b)

∫ 1

0

dxsv(x) =

∫ 1

0

dx [s(x)− s(x)] = 0. (1.36c)

A produção dos outros quarks, e anti-quarks, deve-se ocorrer na forma de pares qiqi

via glúons que são invariantes pela troca de sabor. Logo,
∫
dx [qmar(x)− q(x)] = 0 na

produção por glúons.

Assim, pode-se escrever (1.32), considerando s(x) = s(x), para o próton como:

F1(x) =
1

2

{
4

9
[u(x) + u(x)] +

1

9

[
d(x) + d(x) + 2s(x)

]}
; (1.37a)

F2(x) = x

{
4

9
[u(x) + u(x)] +

1

9

[
d(x) + d(x) + 2s(x)

]}
, (1.37b)

onde foi usado eu = 2
3

e ed = es = 1
3
.

Na Figura (1.12) está representada a forma das distribuições dos quarks, na qual

verifica-se que o mar é despreźıvel para x & 0.3 e o quark u domina em grande x.

Pode-se dizer que para x→ 0 a contribuição do mar deve ser levada em consideração

e para x→ 1 a contribuição dos quarks de valência se torna dominante.

Field e Feynman em 1977 [45] foram os primeiros a argumentar que no nucleon

existe uma assimetria nos quarks do mar, mais precisamente que d > u, devido ao

prinćıpio de exclusão de Pauli, pois existem mais quarks uv que dv, assim aconteceria

uma supressão na criação de pares uu no mar [45]. Os experimentos realizados no New

Muon Collaboration (NMC) [46] e NA51 [47] trouxeram informações muito relevantes

neste tópico e várias explicações para a violação na simetria do mar surgiram [48]10.

Em 1988 foram realizadas medidas no European Muon Collaboration (EMC) [50] da

função de estrutura de spin do próton na região de pequeno x até então não estudada,

revelando que a contribuição que os quarks davam para o spin era pequena. No

10Um estudo mais detalhado pode ser encontrado em [49].
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Figura 1.12: Estrutura das PDFs com relação a x, geradas para Q2 = 100 GeV 2

com as parametrizações dada pela MSTW 2008 [16], na legenda qi = ui + di + si.

modelo de quarks se espera que todo spin esteja nos quarks e modelos relativ́ısticos,

como o MIT Bag Model [51], prediziam que a maior parte do spin seria dada pelos

quarks e a pequena parcela restante pelos glúons e o momento angular orbital. Este

problema é conhecido como spin crisis [52]. Muitos outros experimentos visando

estudar este tópico foram realizados confirmando este problema [53]. Experimentos

recentes verificaram que a fração que falta do spin é da ordem de 2
3

[54] e existem

diversas explicações para este fenômeno [55, 56]. Acredita-se que este problema está

na estrutura não perturbativa do nucleon [57], o tópico ainda continua em aberto.
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Caṕıtulo 2

Expansão do Produto de

Operadores

Neste caṕıtulo o espalhamento elétron-nucleon profundamente inelástico é abor-

dado de um ponto de vista mais formal, utilizando para isto a Expansão do Produto de

Operadores (Operator Product Expansion - OPE) [28], que é uma maneira sistemática

para extrair as regiões onde a QCD perturbativa pode ser utilizada. Mostramos um

exemplo simples da aplicação da OPE no caso de campos livres. Por questão de con-

veniência se usa a amplitude Compton virtual, sendo que sua equivalência com o tensor

hadrônico é derivada detalhadamente. Então, pela OPE, chegamos nos momentos das

funções de estrutura, que mostram a quebra do scaling de Bjorken.

2.1 OPE

A OPE é utilizada para tratar as singularidades que aparecem quando o produto

de dois operadores se dá no mesmo ponto do espaço-tempo (composite operator).

Expandindo em série este produto é posśıvel isolar esta singularidade e estudá-la em

termos de operadores locais bem definidos (Ôk(x)) com coeficientes singulares (Ck(x)),



2.1 OPE 24

explicitamente:

Â(x)B̂(y) =
∞∑
k=0

Ck(x− y)Ôk
(
x+ y

2

)
, (2.1)

onde a singularidade que aparece no ponto x = y está completamente contida em

Ck(x − y), chamados de coeficientes de Wilson, e a soma é organizada em ordem

decrescente de singularidade. Essa expansão foi provada por Zimmermann [58] no

contexto da teoria de perturbação.

O exemplo mais simples da OPE pode ser encontrado quando se usa o teorema

de Wick [59] aplicado no produto ordenado temporalmente de dois campos livres.

Por exemplo, seja a corrente eletromagnética, definida como o produto normal para

campos de quarks, Jµ(z) =: Ψ(z)γµΨ(z) :. Tem-se, aplicando o teorema de Wick [60]:

T [Jµ(z)Jν(0)] = − Tr[
〈
0|T [Ψ(0)Ψ(z)]|0

〉
γµ
〈
0|T [Ψ(z)Ψ(0)]|0

〉
γν ] +

+ : Ψ(z)γµ
〈
0|T [Ψ(z)Ψ(0)]|0

〉
γνΨ(0) : +

+ : Ψ(0)γν
〈
0|T [Ψ(0)Ψ(z)]|0

〉
γµΨ(z) : +

+ : Ψ(z)γµΨ(z)Ψ(0)γνΨ(0) :, (2.2)

onde:

i
〈
0|T [Ψ(z)Ψ(0)]|0

〉
= S(z) = (i/∂ +m)∆(z) (2.3)

com S(z) o propagador do quark livre e ∆(z) o propagador escalar neutro livre. A

parte mais singular de ∆(z) é [60]:

∆(z) =
1

4π2

1

z2 − iε
. (2.4)

A singularidade está em z2 ∼ 0, ou seja, no cone-de-luz. S(z) também é singular em

z2 ∼ 0, assim a equação (2.2) está em ordem decrescente de singularidade, sendo então

uma forma restrita para a OPE genérica (2.1).
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No DIS tem-se o produto de duas correntes eletromagnéticas no mesmo ponto do

espaço-tempo, assim usar a OPE no seu estudo é justificável. A aplicação da OPE

neste problema forneceu a explicação através de uma teoria de campos para o DIS, e

deixou claro que se necessitava de uma teoria de campos assintoticamente livres (QCD)

para explicar o scaling (1.30) [61]. Para justificar o uso da OPE no DIS, observa-se

que usando a definição para Wαβ(p,X) (1.20):

Wαβ(p,X) =
1

4π

∑
S

∑
X

〈X|Jα(0)|p〉∗
〈
X|Jβ(0)|p

〉
(2π)4δ4(pX − p− q)

=
1

4π

∑
S

∑
X

〈p|Jα(0)|X〉
〈
X|Jβ(0)|p

〉
(2π)4δ4(pX − p− q)

=
1

4π

∑
S

∑
X

∫
d4ze−i(pX−p−q)·z

〈
p|e−ip̂·zJα(z)eip̂·z|X

〉 〈
X|Jβ(0)|p

〉

=
1

4π

∑
S

∑
X

∫
d4zeiq·z 〈p|Jα(z)|X〉

〈
X|Jβ(0)|p

〉

=
1

4π

∑
S

∫
d4zeiq·z

〈
p|Jα(z)Jβ(0)|p

〉

=
1

4π

∑
S

∫
d4zeiq·z

〈
p|[Jα(z), Jβ(0)]|p

〉
. (2.5)

O último passo da equação (2.5) é posśıvel pois:

∑
S

∫
d4zeiq·z

〈
p|Jβ(0)Jα(z)|p

〉
=

=
∑
S

∑
X

∫
d4zeiq·z

〈
p|Jβ(0)|X

〉
〈X|Jα(z)|p〉

=
∑
S

∑
X

∫
d4zei(q+pX−p)·z

〈
p|Jβ(0)|X

〉
〈X|Jα(0)|p〉
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=
∑
S

∑
X

(2π)4δ4(pX − p+ q)
〈
p|Jβ(0)|X

〉
〈X|Jα(0)|p〉 = 0. (2.6)

O anulamento em (2.6) é causado pela função δ que, no sistema de laboratório, leva

a pX = p − q → EX = mp − (E − E ′) que será < mp, pois E ′ < E. Mas para que o

estado |X〉 seja f́ısico é preciso EX > mp, portanto este estado não existirá.

Como o comutador anula-se para z2 < 0 devido a causalidade1, a integral em (2.5)

somente tem contribuição para zµ tipo temporal:

Wαβ(p,X) =
1

4π

∑
S

∫
z2≥0

d4zeiq·z
〈
p|[Jα(z), Jβ(0)]|p

〉
. (2.7)

No sistema de repouso do nucleon, com a componente espacial da virtualidade do fóton

(qi) paralela a direção do eixo z, temos:

pµ = (mp, 0, 0, 0), qµ = (q0, 0, 0, q3) =

(
ν

mp

, 0, 0,

√
ν2

m2
p

+Q2

)
, (2.8)

onde ν = p · q = q0mp e Q2 = −q2 = q2
3 − q2

0 = q2
3 − ν2

m2
p
. Assim no limite de Bjorken, o

argumento da exponencial em (2.7) fica:

eiq·z = exp
[
i
(
q0z

0 − q3z
3
)]

= exp

[
i

(
ν

mp

z0 −

√
ν2

m2
p

+Q2z3

)]

≈ exp

[
i
ν

mp

(
z0 − z3 −

Q2m2
p

2ν2
z3

)]
∼ exp

[
i
ν

mp

(
z0 − z3

)]
. (2.9)

Se |z0 − z3| � mp
ν

, a sua contribuição média para (2.7) será nula e se |z0 − z3| � mp
ν

ou |z0− z3| ∝ constante levará a exp (i∞) (no limite de Bjorken). Assim, para termos

Wαβ(p,X) f́ısico e não nulo, |z0 − z3| ∼ O(mp/ν), e zµ irá contribuir na integral

1O comutador é proporcional a função de Green (propagadores da teoria), que precisa ser nulo
para distâncias tipo espaciais. Esta propriedade leva a conhecida condição de microcausalidade:
perturbações não podem se propagar com velocidades superluminais [62].
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somente quando:

z2 = z2
0 − z2

i = z2
0 − z2

1 − z2
2 − z2

3 ∼ O
(mp

ν

)
− z2

1 − z2
2 , (2.10)

portanto z2 ≤ O
(mp
ν

)
.

Juntando o argumento de (2.10) e o fato que o comutador se anula para z2 < 0,

conclui-se que o tensor hadrônico é controlado pelos elementos de matriz para z no

cone de luz, z2 ∼ 0.

2.2 Momento das funções de estrutura

No final da Subseção 1.2.2 foi mencionado que pode-se interpretar as funções de

estrutura através da amplitude do espalhamento Compton virtual, Figura (1.6). Tal

amplitude é dada por:

Tµν = i

∫
d4zeiq·z 〈p|T [Jµ(z)Jν(0)] |p〉 , (2.11)

onde a soma dos spins é subentendida.

A relação entre (2.11) e (1.20) é dada por [60]:

Wµν(x,Q
2) =

1

π
Abs

[
Tµν(x,Q

2)
]
, (2.12)

sendo Abs [Tµν ] a parte absortiva da amplitude, ou seja, a descontinuidade de Tµν

através do corte sobre a linha q0 > 0 no plano complexo de q0:

Abs [Tµν ] =
1

2i
[Tµν(q0 + iε)− Tµν(q0 − iε)] . (2.13)

A validade da relação (2.12) pode ser verificada a seguir:

Tµν = i

∫
d4zeiq·z 〈p|T [Jµ(z)Jν(0)] |p〉
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= i

∫
d4zeiq·z 〈p| {θ(z0)Jµ(z)Jν(0) + θ(−z0)Jν(0)Jµ(z)} |p〉

= i

∫
d4zeiq·zθ(z0)

∑
X

〈
p|eip̂·zJµ(0)e−ip̂·z|X

〉
〈X|Jν(0)|p〉+

+ i

∫
d4zeiq·zθ(−z0)

∑
X

〈p|Jν(0)|X〉
〈
X|eip̂·zJµ(0)e−ip̂·z|p

〉

= i

∫
d3zei(−qi−pi+pXi )z

i

∫
dz0e

i(q0+p0−pX0
)z0θ(z0)×

×
∑
X

〈p|Jµ(0)|X〉 〈X|Jν(0)|p〉+

+ i

∫
d3zei(−qi+pi−pXi )z

i

∫
dz0e

i(q0−p0+pX0
)z0θ(−z0)×

×
∑
X

〈p|Jν(0)|X〉 〈X|Jµ(0)|p〉

=
(2π)3 δ3 (pXi − qi − pi)

pX0 − q0 − p0

∑
X

〈p|Jµ(0)|X〉 〈X|Jν(0)|p〉+

+
(2π)3 δ3 (pXi + qi − pi)

pX0 + q0 − p0

∑
X

〈p|Jν(0)|X〉 〈X|Jµ(0)|p〉 , (2.14)

onde θ(z0) é a função de Heaviside (função degrau).

O segundo termo de (2.14) não possui descontinuidade, pois pX0 + q0−p0 6= 0 para

q0 > 0, assim somente o primeiro termo contribui para a descontinuidade de Tµν no

plano complexo de q0. Então, com (2.14) e (2.13):

Abs [Tµν ] =
1

2i
[Tµν(q0 + iε)− Tµν(q0 − iε)]

=
1

2i

(
1

pX0 − q0 − p0 − iε
− 1

pX0 − q0 − p0 + iε

)
×

× (2π)3 δ3 (pXi − qi − pi)
∑
X

〈p|Jµ(0)|X〉 〈X|Jν(0)|p〉
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=
1

2i

[(
P

pX0 − q0 − p0

+ iπδ(pX0 − q0 − p0)

)
−

−
(

P
pX0 − q0 − p0

− iπδ(pX0 − q0 − p0)

)]
×

× (2π)3 δ3 (pXi − qi − pi)
∑
X

〈p|Jµ(0)|X〉 〈X|Jν(0)|p〉

= π (2π)3 δ4 (pX − q − p)
∑
X

〈p|Jµ(0)|X〉 〈X|Jν(0)|p〉 = πWµν , (2.15)

onde P denota a parte principal2.

O uso de Tµν é por conveniência, pois devido a algumas propriedades tem-se uma

maior facilidade de resolver as integrações. Entre as propriedades, temos a simetria

de cruzamento [60, 64]:

Tµν(x,Q
2) = Tνµ(−x,Q2) (2.16)

e a função é anaĺıtica, Tµν(x
∗, Q2) = T ∗µν(x,Q

2), menos em ω ≥ 1 e ω ≤ −1 [60, 64].

Além da relação (2.12), existe uma relação integral muito útil entre a amplitude

T e o tensor W . Como foi mencionado, T possui pólos em ω = ±1 e cortes de ramo

(branch cuts) em ω ≥ 1 e ω ≤ −1, assim integrando pelo caminho C, mostrado na

Figura (2.1), tem-se:

∮
C
ω−nTµνdω =

∫ ∞
1acima

ω−nTµνdω +

∫ −1

−∞acima

ω−nTµνdω +

+

∫ −∞
−1abaixo

ω−nTµνdω +

∫ 1

∞abaixo

ω−nTµνdω, (2.17)

assim para n par e com (2.16), a parte real se cancela e a imaginária se soma:

1

2πi

∮
C
ω−nTµνdω =

2

π

∫ ∞
1

ω−nAbs [Tµν ] dω = 2

∫ 1

0

xn−2Wµνdx. (2.18)

2A parte principal, P, de uma função consiste nos termos com potência negativa da série de
Laurent no respectivo pólo da função [63].
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Figura 2.1: Caminho C de integração usado em (2.17).

Vale ressaltar uma integral muito útil [60]:

1

2πi

∮
C
ωm−ndω = δm,n−1. (2.19)

A OPE dada pela equação (2.1) fornece informações da região de distâncias curtas,

porém no caso do DIS se quer informações da região no cone de luz. A generalização

para a expansão no cone de luz é dada por [58, 65]:

Jµ(z)Jν(0) =
∞∑
n=0

in−1C(k)
n (z2 − iε)zµ1zµ2 · · · zµnO(k)

µ1µ2...µn
(0), (2.20)

onde z2 ∼ 0, e o ı́ndice k distingue os diferentes tipos de operadores locais que possuem

os mesmos números quânticos, como o produto das correntes para cada n na expansão.

Uma forma de organizar os vários operadores com os mesmos números quânticos

é pelo seu twist [66], pois quanto menor o twist um operador possuir, mais singular

é o seu coeficiente. Uma análise dimensional de massa dos coeficientes de Wilson em

(2.20) mostra que:

[
C(k)
n (z2 − iε)

]
= 2dj + n− d0, (2.21)
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onde dj é a dimensão de massa da corrente, −n a dimensão de massa do produto

zµ1zµ2 · · · zµn e d0 a dimensão de massa do operador O. O twist do operador O é

definido como:

τ = d0 − n. (2.22)

O operador mais simples é ΨγµΨ, que possui n = 1 e [Ψ] = 3
2

assim seu twist,

dado pela equação (2.22), é τ = 2, ou seja, o menor twist que um operador pode ter.

Mas pode-se adicionar derivadas a este simples operador e preservar o seu twist, por

exemplo [67]:

O(k)
µ1µ2...µn = in−1SΨγµ1Dµ2 · · ·DµnΨ; (2.23a)

O(k)
µ1µ2...µn = in−1SΨγµ1Dµ2 · · ·Dµn

λj

2
Ψ, (2.23b)

onde Dµ = ∂µ − igAaµT
a é a derivada covariante e T a são matrizes do grupo de

geradores na representação de férmions [62], S denota a simetrização nos ı́ndices de

Lorentz, o fator in−1 foi adicionado por conveniência e λj são as matrizes de Gell-

Mann. O operador (2.23a) não faz distinção entre os quarks e por isto recebe o nome

de operador singleto de sabor e o operador (2.23b), por incluir o termo λj não é

invariantes sobre troca de sabor e é chamado de operador não singleto.

A forma mais geral para o produto ordenado temporalmente de duas correntes

eletromagnéticas, invariante de Lorentz e com corrente conservada, possui a seguinte

forma [68]:

T [Jµ(z)Jν(0)] = − (gµν�− ∂µ∂ν)OL(z, 0) +

+ (gµλ∂ρ∂ν + gρν∂µ∂λ − gµλgρν�− gµν∂ρ∂λ)Oλρ2 (z, 0), (2.24)

onde a parte antissimétrica foi desprezada, pois ela não contribui quando os quarks
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não são polarizados [60].

Aplicando a OPE no cone de luz, (2.20), tem-se:

OL(z, 0) =
∑
k,n

in−1C
(k)
L,n(z2 − iε)zµ1zµ2 · · · zµnO(k)

L,µ1µ2...µn
(0); (2.25a)

Oλρ2 (z, 0) =
∑
k,n

in−1C
(k)
2,n(z2 − iε)zµ1zµ2 · · · zµnO(k)λρ

2,µ1µ2...µn
(0). (2.25b)

Utilizando as equações (2.24) e (2.25) em (2.11) chega-se em:

Tµν = i

∫
d4zeiq·z 〈p|T [Jµ(z)Jν(0)] |p〉

=
∑
k,n

in
〈
p
∣∣∣O(k)

L,µ1µ2...µn
(0)
∣∣∣ p〉∫ d4zzµ1 · · · zµnC(k)

L,n(z2 − iε) (∂µ∂ν − gµν�) eiq·z

+
∑
k,n

in
〈
p
∣∣∣O(k)λρ

2,µ1µ2...µn
(0)
∣∣∣ p〉∫ d4zzµ1 · · · zµnC(k)

2,n(z2 − iε)

× (gµλ∂ρ∂ν + gρν∂µ∂λ − gµλgρν�− gµν∂ρ∂λ) eiq·z

= −
(
qµqν − q2gµν

)∑
k,n

in
〈
p
∣∣∣O(k)

L,µ1µ2...µn
(0)
∣∣∣ p〉∫ d4zzµ1 · · · zµn

× C
(k)
L,n(z2 − iε)eiq·z −

(
gµλqρqν + gρνqµqλ − q2gµλgρν − gµνqρqλ

)
×

∑
k,n

in
〈
p
∣∣∣O(k)λρ

2,µ1µ2...µn
(0)
∣∣∣ p〉∫ d4zzµ1 · · · zµnC(k)

2,n(z2 − iε)eiq·z. (2.26)

Por conveniência faz-se a substituição:

zµ1 · · · zµneiq·z = (−i)n ∂

∂qµ1
· · · ∂

∂qµn
eiq·z = (−2i)n qµ1 · · · qµn

(
∂

∂q2

)n
eiq·z. (2.27)

Os elementos de matriz dos operadores O só podem ser função do momento p; assim,

eles precisam possuir a forma tensorial [60, 64, 69]:

〈
p
∣∣∣O(k)

L,µ1µ2...µn
(0)
∣∣∣ p〉 = A(k)

L,npµ1 · · · pµn + termos com gµiµj ; (2.28a)
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〈
p
∣∣∣O(k)λρ

2,µ1µ2...µn
(0)
∣∣∣ p〉 = A(k)

2,n+2p
λpρpµ1 · · · pµn + termos com gµiµj , (2.28b)

onde “termos com gµiµj” podem ser da forma p2gµ1µ2pµ3 · · · pµn e com dois ou mais

gµiµj ; porém, estes termos são irrelevantes, no limite de Bjorken, quando comparados

ao termo sem gµiµj . No caṕıtulo seguinte iremos considerar estes termos e obteremos

assim uma correção nas funções de estrutura.

Substituindo as equações (2.27) e (2.28) em (2.26) tem-se:

Tµν =
(
qµqν − q2gµν

)∑
k,n

A(k)
L,npµ1 · · · pµn

∫
d4z (−2)n qµ1 · · · qµn

(
∂

∂q2

)n
×

× C
(k)
L,n(z2 − iε)eiq·z +

(
gµλqρqν + gρνqµqλ − q2gµλgρν − gµνqρqλ

)∑
k,n

A(k)
2,n+2 ×

× pλpρpµ1 · · · pµn
∫
d4z (−2)n qµ1 · · · qµn

(
∂

∂q2

)n
C

(k)
2,n(z2 − iε)eiq·z

=
(
qµqν − q2gµν

)∑
k,n

A(k)
L,n (−2p · q)n

(
∂

∂q2

)n ∫
d4zC

(k)
L,n(z2 − iε)eiq·z +

+
[
p · qpµqν + p · qqµpν − q2pµpν − (p · q)2 gµν

]∑
k,n

A(k)
2,n+2 (−2p · q)n ×

×
(
∂

∂q2

)n ∫
d4zC

(k)
2,n(z2 − iε)eiq·z

= −eµν
∑
k,n

ωn
(
q2
)n+1A(k)

L,n

(
∂

∂q2

)n ∫
d4zC

(k)
L,n(z2 − iε)eiq·z +

+ dµν
∑
k,n

ωn+2 (q2)
n+2

4
A(k)

2,n+2

(
∂

∂q2

)n ∫
d4zC

(k)
2,n(z2 − iε)eiq·z, (2.29)

onde eµν = gµν − qµqν
q2

e dµν = pµqν+qµpν
p·q − q2

(p·q)2pµpν − gµν .

Para o caso de campos livres, os coeficientes de Wilson são bem conhecidos [64, 69]:

CL(z2 − iε) ∝ 1

(z2 − iε)2 →
∫
d4z

e−iq·z

(z2 − iε)2 ∝ − log
(
q2 + iε

)
; (2.30a)
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C2(z2 − iε) ∝ 1

z2 − iε
→
∫
d4z

e−iq·z

z2 − iε
∝ 1

q2 + iε
. (2.30b)

Assim define-se uma forma geral para os coeficientes de Wilson [69]:

C
(k)
L,n(q2) = −(q2)

n+1

2

(
∂

∂q2

)n ∫
d4zC

(k)
L,n(z2 − iε)eiq·z; (2.31a)

C
(k)
2,n+2(q2) =

(q2)
n+2

8

(
∂

∂q2

)n ∫
d4zC

(k)
2,n(z2 − iε)eiq·z. (2.31b)

Então:

Tµν = 2
∑
k,n

[
eµνω

nA(k)
L,nC

(k)
L,n(q2) + dµνω

n+2A(k)
2,n+2C

(k)
2,n+2(q2)

]
(2.32)

lembrando que, pela simetria de cruzamento (2.16), n é par.

Pode-se escrever o tensor hadrônico, dado por (1.22), no limite de Bjorken (1.30)

como:

Wµν

2mp

=

[
qµqν
q2
− gµν

]
W1(Q2, ν) +

[(
pµ −

p · q
q2

qµ

)(
pν −

p · q
q2

qν

)]
W2(Q2, ν)

m2
p

Wµν = −
[
gµν −

qµqν
q2

]
2F1(x)

+

[
pµpν −

p · q
q2

(pµqν + pνqµ) +
(p · q)2

q4
qµqν

]
2F2(x)

νmp

= −eµν2F1(x)

+

[
− q2

(p · q)2pµpν +
(pµqν + pνqµ)

p · q
− gµν + gµν −

qµqν
q2

]
(p · q)2

−q2

2F2(x)

p · q

= −2eµνF1(x) + [dµν + eµν ]
F2(x)

x

=
eµν
x
FL(x) +

dµν
x
F2(x), (2.33)
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onde FL = F2 − 2xF1 é a função de estrutura longitudinal.

Substituindo (2.32) e (2.33) em (2.18) chega-se:

M
(n)
L (Q2) =

∫ 1

0

dxxn−2FL(x,Q2) =
∑
k

A(k)
L,nC

(k)
L,n(Q2); (2.34a)

M
(n)
2 (Q2) =

∫ 1

0

dxxn−2F2(x,Q2) =
∑
k

A(k)
2,nC

(k)
2,n(Q2). (2.34b)

As equações em (2.34) são chamadas de momento das funções de estrutura e com

elas podemos fazer predições da dependência com Q2. Os coeficientes C
(k)
L,n(Q2) e

C
(k)
2,n(Q2) são senśıveis à f́ısica de curtas distâncias no cone-de-luz, calculáveis através

da QCD perturbativa (para isto utiliza-se o grupo de renormalização [60, 64, 67]),

enquanto A(k)
L,n e A(k)

2,n estão relacionadas às distâncias longas e devem ser determinadas

experimentalmente.

As relações (2.34) também recebem o nome de momento de Cornwall-Norton [70]

e generalizando:

M
(n)
i (Q2) =



∫ 1

0

dx xn−1Fi(x,Q
2), se i = 1, 3, 4, 5

∫ 1

0

dx xn−2Fi(x,Q
2), se i = 2, L

(2.35)
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Caṕıtulo 3

Correções da Massa do Alvo pela

OPE

Na derivação das equações (2.34) foi utilizada uma aproximação para os elementos

de matriz (2.28) desconsiderando termos com gµiµj , pois no limite de Bjorken estes

termos são despreźıveis, proporcionais a
m2
p

Q2 . Estas correções em potências de Q2

aparecem por efeitos puramente cinemáticos e são chamadas de correções da massa do

alvo (Target Mass Corrections - TMC). Estas contribuições cinemáticas são diferentes

daquelas correções em potências de 1
Q2 que aparecem devido à inclusão de twists mais

altos nos cálculos das funções de estrutura [27]. Estas correções de twists mais altos

são dinâmicas, em oposição às correções cinemáticas vinda das TMC. Para baixo Q2,

em uma análise consistente, ambas correções devem estar presentes [71].

No limite em que Q2 � m2
p e grande massa do estado hadrônico final (W 2 =

m2
p+Q2 (1−x)

x
), região em que as TMC são despreźıveis, tem-se um sucesso considerável

na descrição dos dados experimentais1. Porém, como experimentos recentes e precisos

em baixo Q2 (onde é preciso considerar as TMC) foram realizados [73], e outros já

foram propostos [74], é preciso obter uma maneira consistente de tratar as funções de

estrutura com as TMC.

1Veja as análises globais, [16, 72], por exemplo.
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3.1 Abordagem utilizada por Georgi e Politzer

As TMC foram consideradas primeiramente por Nachtmann [25], que ao estudar a

região onde Q2 é finito introduziu uma nova variável de scaling, definida como sendo a

fração que o párton, de momento z, carrega do momento p, no cone de luz, do nucleon:

ξ(x,Q2) ≡ z0 + z3

p0 + p3
=

2x

1 + ρ
, ρ =

√
1 + 4µx2 e µ =

m2
p

Q2
. (3.1)

No limite Q2 →∞, tem-se ξ = x, como pode ser facilmente verificada da definição de

ξ e visualizada na Figura (3.1). Um aspecto interessante da Figura (3.1) é que mesmo

para Q2 tão pequeno quanto 1 GeV 2, existem regiões de x em que ξ = x, implicando

que a massa do alvo é relevante para as regiões de x grande, ou seja, nas proximidades

do limite elástico (x = 1).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

Ξ
HxL

Ξ=x

Q2
=100GeV2

Q2
=16GeV2

Q2
=4GeV2

Q2
=1GeV2

Figura 3.1: Variável de Nachtmann, equação (3.1), em função de x para vários
valores de Q2 e o caso limite ξ = x.

A primeira análise com o intuito de incluir efeitos de Q2 finito em QCD foi feita por

Georgi e Politzer [26], a qual levou em consideração os termos com gµiµj que aparecem

nos elementos de matriz dos operadores de twist 2. Assim gera-se uma série em µ =
m2
p

Q2
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nos momentos de Cornwall-Norton, que faz com que as funções de estrutura dependam

de x e µ.

Seguindo o procedimento feito em [26], começamos escrevendo o tensor hadrônico

da forma mais genérica posśıvel, permitida pela invariância de Lorentz:

W µν =
1

2π

∫
d4zeiq·z 〈p| [Jµ(z), Jν(0)] |p〉

= −gµνW1 +
pµpν

m2
p

W2 − iεµνλσ
pλqσ
m2
p

W3 +
2qµqν

m2
p

W4 +
pµqν + pνqµ

m2
p

W5,(3.2)

sendo a relação entre Wi e Fi dada por [75]:

{
F1, F2, FL, F3, F4, F5

}
={

W1,
1

2µx
W2, (1 + 4µx2)

1

2µx
W2 − 2xW1,

1

µx
W3,

1

2µ
W4,

1

2µx
W5

}
, (3.3)

onde as F são as funções de estrutura do nucleon. F1 e F2 são determinadas por

espalhamentos de léptons carregados (produto de correntes vetoriais), F3 pela inter-

ferência do produto de correntes vetoriais e axiais (devido à violação de paridade do

tensor anti-simétrico εµνλσ), e F4 e F5 por espalhamentos de neutrinos. Estas últimas

são suprimidas pelas massas dos léptons (
m2
l

m2
p
) [75] e estão na análise por completeza.

3.1.1 Momento de Cornwall-Norton com as TMC

Seguindo [26] utilizaremos a amplitude de espalhamento Compton T µν , sendo a

relação entre o tensor hadrônico e a amplitude Compton dada por (2.12). T µν pode

ser expressa na OPE como [27]:

T µν = i

∫
d4zeiq·z 〈p|T [Jµ(z)Jν(0)] |p〉

=
∑
i,τ,n

cτ,µνi,µ1...µn
(q)
〈
p|Oµ1...µni,τ |p

〉
, (3.4)
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onde cτ,µνi,µ1...µn
(q) representa a parte perturbativa do espalhamento, τ é o twist do ope-

rador e i representa os diferentes operadores com o mesmo twist. Toda a informação

não perturbativa está contida nos elementos de matriz.

Considerando agora os elementos de matriz dos operadores que possuem twist 2,

substitui-se (2.28) por [26]:

〈p|Oµ1...µnτ=2 |p〉 = A2kΠ
µ1...µ2k , (3.5)

onde Πµ1...µ2k é um tensor sem traço e simétrico, que possui todas as contrações

posśıveis com um número arbitrário de gµiµj :

Πµ1...µ2k =
k∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

{g . . . g}︸ ︷︷ ︸
jgµiµj s

{p . . . p}︸ ︷︷ ︸
(2k−2j)pµis

(p2)j, (3.6)

sendo {g . . . g} {p . . . p} uma abreviação para a soma simétrica de (2k)!
2jj!(2k−2j)!

produtos

das distintas permutações dos ı́ndices de g′s e p′s. Em (3.6) o termo j = 0 reproduz

o caso sem as TMC e j > 0 produz as TMC.

A equação (3.4) pode ser reescrita como [27]:

T µν =
∞∑
k=1

[
− gµνqµ1qµ2C2k

1 + gµµ1g
ν
µ2
Q2C2k

2 − iεµνλσgλµ1qσqµ2C2k
3 +

qµqν

Q2
qµ1qµ2C

2k
4

+
(
gµµ1q

νqµ2 + gνµ1q
µqµ2

)
C2k

5

]
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k . (3.7)

A amplitude Compton pode ser escrita também em termos de cinco estruturas tenso-

riais permitidas pela invariância de Lorentz, possuindo uma forma parecida com (3.2),

explicitamente [27]:

T µν = −gµνT1 +
pµpν

m2
p

T2 − iεµνλσ
pλqσ

m2
p

T3 +
qµqν

m2
p

T4 +
pµqν + pνqµ

m2
p

T5, (3.8)

onde iremos encontrar cada coeficiente de T µν e relacioná-lo com a expressão (3.2).
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Vamos derivar as correções em µ para a função de estrutura F2; para as outras funções

de estrutura veja o Apêndice A.

Primeiro é preciso encontrar T2
m2
p
, que é o coeficiente de pµpν em (3.8). Este terá

contribuição do coeficiente do termo C2k
2 pela contração:

(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
(pµ1pµ2) = pµpνQ2C2k

2 . (3.9)

Assim, fixando k ∈ N e j ∈ {0, . . . , k}, utilizando os termos de {g . . . g}{p . . . p} que

contenham pµipµl , distribuindo os ı́ndices µ3, . . . , µ2k pelos jgµiµl que se tem em (3.6) e

pelos (2k−2j−2)pµi (em (3.6) tinha-se (2k−2j)pµi , para não criar produtos duplicados

subtraiu-se os dois pµi utilizados na identidade (3.9)), e fazendo k → k − 1 na soma

simétrica (3.6), tem-se:

∞∑
k=1

(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =

= pµpν
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2jj!(2k − 2j − 2)!
(p2q2)j(p · q)2k−2j−2

× Q2C2k
2 A2k + termos sem pµipµl . (3.10)

Então:

T2(x,Q2)

m2
p

= Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2jj!(2k − 2j − 2)!

× (p2q2)j(p · q)2k−2j−2C2k
2 A2k. (3.11)

Pode-se verificar a consistência da equação (3.11), como exemplo, fazendo a soma

até k = 2:

T2(x,Q2)
∣∣
kmax=2

m2
p

=
4

Q2

[
C

(2)
2 A2 +

4

Q2
C

(4)
2 A4

(
(p · q)2 − p2q2

)]
. (3.12)
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De (3.6):

Πµ1µ2 = pµ1pµ2 − p2

4
gµ1µ2 , (3.13a)

Πµ1µ2µ3µ4 = pµ1pµ2pµ3pµ4 − p2

4

(
gµ1µ2pµ3pµ4 + gµ3µ4pµ1pµ2

)

+
p4

8
gµ1µ2gµ3µ4 . (3.13b)

Utilizando o termo C2k
2 e seu coeficiente, da equação (3.7), fazendo a soma até k = 2

e inserindo (3.13), chegamos em:

(
gµµ1g

ν
µ1
Q2C

(2)
2

) 22

(Q2)2A2Πµ1µ2 +
(
gµµ1g

ν
µ1
Q2C

(4)
2

)
qµ3qµ4

24

(Q2)4A4Πµ1µ2µ3µ4 =

=

(
pµpν

22

Q2
− gµν p

2

Q2

)
C

(2)
2 A2 +

[
pµpν (p · q)2 24

(Q2)2 − p
2 22

(Q2)2

(
gµν (p · q)2

+pµpνq2

)
+ gµνp4q2 2

(Q2)2

]
C

(4)
2 A4

= pµpν

{
4

Q2

[
C

(2)
2 A2 +

4

Q2
C

(4)
2 A4

(
(p · q)2 − p2q2

)]}

+gµν

{
p2

Q2

[
− C(2)

2 A2 +
2

Q2
C

(4)
2 A4

(
− 2 (p · q)2 + p2q2

)]}
, (3.14)

considerando somente os termos proporcionais a pµpν , primeira parte de (3.14), obte-

mos (3.12), verificando sua consistência.

Voltando em (3.11) e substituindo −q2 = Q2, x = Q2

2p·q e p2 = m2
p:

T2(x,Q2)

m2
p

= Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2jj!(2k − 2j − 2)!

× (m2
p)
j(−Q2)j

(
Q2

2x

)2k−2j−2

C2k
2 A2k
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=
2

Q2

∞∑
k=1

k−1∑
j=0

(2k − j)!
j!(2k − 2j)!

(2k − 2j)(2k − 2j − 1)

k(2k − 1)

×
(
m2
p

Q2

)j
C2k

2 A2k

x2k−2j−2
. (3.15)

Utilizando o binômio
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
e fazendo a troca k = l + j + 1 em (3.15), tem-se:

T2(x,Q2) = 4
∞∑
l=0

∞∑
j=0

(
2l + j + 2

j

)
µj+1 (2l + 2)(2l + 1)

(2l + 2j + 2)(2l + 2j + 1)

× C2l+2j+2
2 A2l+2j+2

x2l
. (3.16)

Lembrando que x = 1
ω

e usando as equações (2.18), (2.19), (2.35) com i = 2, e as

equações (3.3) e (3.16), encontra-se o momento de Cornwall-Norton:

M
(n)
2 (Q2) =

∫ 1

0

xn−2F TMC
2 (x,Q2)dx =

1

2

1

2πi

∮
C

1

ωn
ω

2µ
T2(1/ω,Q2)dω

=
∞∑
l=0

∞∑
j=0

(
2l + j + 2

j

)
µj

(2l + 2)(2l + 1)C2l+2j+2
2 A2l+2j+2

(2l + 2j + 2)(2l + 2j + 1)

×
(

1

2πi

∮
C

ω2l−n+1dω

)

=
∞∑
l=0

∞∑
j=0

(
2l + j + 2

j

)
µj

(2l + 2)(2l + 1)C2l+2j+2
2 A2l+2j+2

(2l + 2j + 2)(2l + 2j + 1)
δ2l,n−2

M
(n)
2 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

n(n− 1)

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

2 An+2j. (3.17)

Note que para j = 0 recupera-se a equação (2.34), ou seja, M
(n)
2 (Q2) sem TMC. O

sobrescrito TMC em F2(x,Q2) enfatiza a incorporação da correção da massa na função

de estrutura.

A derivação detalhada para os outros Momentos de Cornwall-Norton encontra-se
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no Apêndice A e são dados por:

M
(n)
1 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
Cn+2j

1

2
+

jCn+2j
2

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)

]
An+2j; (3.18a)

M
(n)
L (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
Cn+2j
L +

4jCn+2j
2

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)

]
An+2j; (3.18b)

M
(n)
3 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

n

n+ 2j
Cn+2j

3 An+2j; (3.18c)

M
(n)
4 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
j(j − 1)

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

2 +
1

4
Cn+2j

4

− j

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

5

]
An+2j; (3.18d)

M
(n)
5 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

n

n+ 2j

[
− jCn+2j

2

n+ 2j − 1
+
Cn+2j

5

2

]
An+2j, (3.18e)

onde Cn+2j
L = Cn+2j

2 −Cn+2j
1 . A expressão para M

(n)
1 é a mesma que a encontrada em

[76] desde que as diferenças entre as definições dos operadores correspondentes sejam

levadas em conta.

3.1.2 Funções de estrutura com as TMC

Para encontrarmos a dependência em x das funções de estrutura com TMC, pre-

cisamos utilizar a transformada inversa de Mellin [77]:

F TMC
i (x,Q2) =



1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn x−nM

(n)
i (Q2), se i = 1, 3, 4, 5

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn x−n+1M

(n)
i (Q2), se i = 2, L

(3.19)

O elemento de matrizAn+2j é definido como o momento de uma distribuição de pártons
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universal fi(x), por isso pode-se escrever o produto Cn+2j
i An+2j como [78]:

Cn+2j
i An+2j =

∫ 1

0

dxxn+2j−1fi(x), (3.20)

onde fi(x) está relacionada com as funções de estrutura no limite sem massa F
(0)
i ≡

lim
µ→0

F TMC
i [78]:

{
F

(0)
1 , F

(0)
2 , F

(0)
L , F

(0)
3 , F

(0)
4 , F

(0)
5

}
=

{
f1

2
, xf2, x(f2 − f1), f3,

f4

4
,
f5

2

}
. (3.21)

Para o caso da equação (3.17):

Cn+2j
2 An+2j

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
=

∫ 1

0

dyyn+2j−2g2(y), (3.22)

onde

gi(y) =

∫ 1

y

duhi(u) e hi(u) =

∫ 1

u

dx
fi(x)

x
. (3.23)

Então, utilizando-se a transformada inversa de Mellin, (3.19) para i = 2, na equação

(3.17) com (3.22), tem-se:

F TMC
2 (x,Q2) =

1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−n+1

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
n(n− 1)µjyn+2j−2g2(y)

=
1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−n+1yn

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
(µy2)j

× n(n− 1)
g2(y)

y2
. (3.24)

Pelo teorema binomial generalizado, pode-se eliminar a soma em j:

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
(µy2)j =

1

(1− µy2)n+1 . (3.25)
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Com (3.25) e n(n− 1)x−n+1 = x2 ∂2

∂x2
x1−n, (3.24) simplifica para:

F TMC
2 (x,Q2) = x2 ∂

2

∂x2

[
1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx1−nyn

g2(y)

y2 (1− µy2)n+1

]

= x2 ∂
2

∂x2

{∫ 1

0

dy
xg2(y)

y2 (1− µy2)

[
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dn

(
y

x (1− µy2)

)n ]}

= x2 ∂
2

∂x2

{∫ 1

0

dy
xg2(y)

y2 (1− µy2)
δ

[
ln

(
y

x (1− µy2)

)]}
, (3.26)

onde foi usada a propriedade da função δ:

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dnzn =

1

2π

∫ ∞
−∞

dnein ln(z) = δ [ln (z)] . (3.27)

Para resolver a integral, emprega-se a relação:

δ [f(z)] =
∑
i

δ(z − zi)
|f ′(zi)|

, (3.28)

sendo zi as ráızes de δ [f(z)]. Com f(y) = ln
(

y
x(1−µy2)

)
e f ′(y) = 1+µy2

y(1−µy2)
, a única

ráız para y ∈ [0, 1] é y = ξ = 2x
1+ρ

. Assim, a variável de Nachtmann, (3.1), aparece

naturalmente quando as TMC são incorporadas no cálculo das funções de estrutura.

A equação (3.26) é, finalmente, reescrita como:

F TMC
2 (x,Q2) = x2 ∂

2

∂x2

[∫ 1

0

dy
xg2(y)

y2 (1− µy2)
δ (y − ξ) ξ (1− µξ2)

1 + µξ2

]

F TMC
2 (x,Q2) = x2 ∂

2

∂x2

[
xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]
. (3.29)

Na Figura (3.2) é mostrada a influência da inclusão das TMC para a função de

estrutura, equação (3.29), onde foi utilizada a PDF dada pela MSTW 2008 [16]. Ana-

lisando a Figura (3.2) nota-se que a maior diferença é na região de baixo Q2 e grande
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x. Quando se aumenta Q2 a função com TMC aproxima-se da distribuição sem TMC.

Claramente percebe-se que a função de estrutura com TMC não é nula para x → 1,

implicando em uma violação da conservação de energia e momento (esta violação será

estudada mais profundamente na Seção 3.3).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

x

F
2

Hx,
Q

2
L

MSTW
Q2

=5 GeV2

TMC
Q2

=5 GeV2

MSTW
Q2

=2 GeV2

TMC
Q2

=2 GeV2

MSTW
Q2

=1 GeV2

TMC
Q2

=1 GeV2

Figura 3.2: F2 com (linhas cont́ınuas) e sem TMC (linhas tracejadas) para
vários Q2, sendo a PDF dada pela MSTW 2008 [16].

A Figura (3.3) mostra uma comparação entre a função de estrutura F2 e os dados

do experimento NuTeV [79] com (linha cont́ınua) e sem (linha pontilhada) TMC, onde

foi utilizada a PDF CTEQ6HQ [80]. Verifica-se que com a inclusão das TMC há uma

melhora na função de estrutura na região de alto x, em comparação com os dados

experimentais.

Seguindo os passos feitos para encontrar a equação (3.29), tem-se as outras funções

de estrutura (a dedução detalhada encontra-se no Apêndice A):

F TMC
1 (x,Q2) =

f1(ξ)

2(1 + µξ2)
− µx2 ∂

∂x

[
g2(ξ)

1 + µξ2

]
; (3.30a)
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Figura 3.3: Comparação da função de estrutura F2 com (linhas cont́ınuas) e
sem TMC (linhas tracejadas), junto com dados do NuTeV [79], sendo a PDF

dada pela CTEQ6HQ [80]. Extráıdo de [27].
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F TMC
L (x,Q2) = − xf1(ξ)

1 + µξ2
+ 2µx3 ∂

∂x

[
g2(ξ)

1 + µξ2

]
+(1 + 4µx2)x2 ∂

2

∂x2

[
xg2(ξ)

ξ(1 + µξ2)

]
; (3.30b)

F TMC
3 (x,Q2) = −x ∂

∂x

[
h3(ξ)

1 + µξ2

]
; (3.30c)

F TMC
4 (x,Q2) = µ2x3 ∂

2

∂x2

[
ξ2g2(ξ)

1− µ2ξ4

]
+

f4(ξ)

4(1 + µξ2)

+µx2 ∂

∂x

[
g5(ξ)

1 + µξ2

]
; (3.30d)

F TMC
5 (x,Q2) = −µx2 ∂

2

∂x2

[
ξg2(ξ)

1− µ2ξ4

]
− x

2

∂

∂x

[
h5(ξ)

1 + µξ2

]
. (3.30e)

Note que a expressão para a função de estrutura F4 obtida acima, equação (3.30d),

contêm g5(ξ) ao invés de ξh5(ξ) encontrada pelos autores de [75].

Como havia sido mencionado na Seção 1.3, a implementação das TMC nas funções

de estrutura leva à violação da relação de Callan-Gross, equação (1.33), pois a função

de estrutura longitudinal F TMC
L (x,Q2) é dada por (3.30b). Ou seja, F TMC

L (x,Q2) =

(1 + 4µx2)F TMC
2 (x,Q2)− 2xF TMC

1 (x,Q2), que em geral não é nulo.

3.2 Momento de Nachtmann

Os momentos de Nachtmann (Ω
(n)
i (Q2)), em prinćıpio, protegem as funções de

estrutura das TMC, no sentido de, por exemplo, Ω
(n)
2 = An, diferente de (3.17) que é

uma série infinita em
m2
p

Q2 . Nachtmann [25] mostrou que se pode rearranjar a OPE de

modo que somente operadores com determinado twist aparecem para dada ordem em

1
Q2 [81]. Sua construção é feita a partir de operadores com spin definido [27]. Então

dos diversos operadores de twist 2, somente os operadores com spin n contribuem para

o momento de Nachtman n − 2 [27], diferente do momento de Cornwall-Norton que

engloba os operadores com spin diferentes [27, 82]. O momento de Nachtmann se reduz
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ao momento de Cornwall-Norton [27, 82] quando Q2 →∞.

A derivação consiste em utilizar a amplitude do espalhamento Compton virtual

(2.24) com a OPE (2.25), calcular o valor esperado, fazer uma transformada de Fou-

rier, realizar as contrações e utilizar as relações de recorrência dos polinômios de Ge-

genbauer. Um pouco de álgebra, mostra que [27, 25, 82, 83, 84]:

Ω
(n)
1 (Q2) = −

∫ 1

0

dx
ξn+1

x2

[
2F TMC

1 (x,Q2)− ρ2

3x
F TMC

2 (x,Q2)

]
; (3.31a)

Ω
(n)
2 (Q2) =

∫ 1

0

dx
ξn+1

x3

[
3 + 3 (n+ 1) ρ+ n (n+ 2) ρ2

(n+ 2) (n+ 3)

]
F TMC

2 (x,Q2); (3.31b)

Ω
(n)
L (Q2) =

∫ 1

0

dx
ξn+1

x3

{
F TMC
L (x,Q2)

+
(
ρ2 − 1

) [(n+ 1) ξ
x
− 2 (n+ 2)

(n+ 2) (n+ 3)

]
F TMC

2 (x,Q2)

}
; (3.31c)

Ω
(n)
3 (Q2) =

∫ 1

0

dx
ξn+1

x2

[
1 + (n+ 1) ρ

(n+ 2)

]
F TMC

3 (x,Q2). (3.31d)

O momento de Nachtmann se relaciona com o momento de Cornwall-Norton através

de uma expansão em potências de 1
Q2 . Expandindo (3.31b) até O

(
1
Q6

)
, tem-se [85]:

Ω
(n)
2 (Q2) = M

(n)
2 (Q2)− n (n− 1)

n+ 2
µM

(n+2)
2 (Q2) +

n (n2 − 1)

2(n+ 3)
µ2M

(n+4)
2 (Q2)

−n (n2 − 1)

6
µ3M

(n+6)
2 (Q2) +O

(
1

Q8

)
, (3.32)

onde se percebe a mistura entre momentos de Cornwall-Norton de primeira e mais

alta ordem para um dado momento de Nachtmann. Verifica-se, trivialmente, que

no limite sem massa (µ = 0) o momento de Nachtmann se resume ao momento de

Cornwall-Norton.

Na Figura (3.4) temos uma comparação entre o momento de Nachtmann com

n = 2, Ω
(n=2)
2 (Q2) equação (3.31b), usando a função de estrutura com TMC (3.29), e
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o momento de Cornwall-Norton com n = 2, M
(n=2)
2 (Q2), sem TMC. A distribuição de

pártons usada é a CTEQ6HQ [80].

Figura 3.4: Comparação do momento de Cornwall-Norton (linha cont́ınua)
com n = 2 e sem TMC, com o momento de Nachtmann (linha tracejada)

(3.31b) com n = 2, usando a TMC (3.29) e com a mesma distribuição utilizada
no momento de Cornwall-Norton. Extráıdo de [27].

Vê-se que para grande Q2 os momentos de Nachtmann e de Cornwall-Norton coinci-

dem, mas para Q2 suficientemente pequeno percebe-se um claro desvio entre os dois,

que é causado pelo comportamento da função de estrutura com TMC no limite x→ 1

[27]. Portanto, seria incorreto fazer uma análise das funções de estrutura na região de

pequeno Q2 usando os momentos de Cornwall-Norton sem as TMC, pois, neste caso

seria incorreto usar Ω
(n)
2 = An.

3.3 O problema com o scaling ξ

A abordagem usada por Georgi e Politzer para tratar as TMC apresenta alguns
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problemas, que foram percebidos já nos primórdios da QCD [29, 30], na região próxima

ao limite elástico (x → 1). Explicitamente, as funções expressas em termos de ξ no

intervalo 0 ≤ ξ ≤ 1 se estendem até regiões não f́ısicas, já que o limite elástico é:

ξ0 ≡ ξ (x = 1) =
2

1 +
√

1 + 4µ
< 1 para µ 6= 0. (3.33)

Assim entre ξ0 ≤ ξ ≤ 1 existe uma violação da conservação de energia e momento para

qualquer Q2 finito, além de fazer com que as funções de estrutura sejam não nulas em

x = 1 (em desacordo com o fato de que elas devem ser nulas no limite elástico [86]).

Uma posśıvel resolução foi proposta por De Rujula et al. em 1977 [87], onde foi

argumentado que no estudo das TMC é preciso considerar também os operadores com

twists maiores. Em geral, pode-se escrever o momento de uma função de estrutura

como [87]:

M (n)(Q2) =

∫ 1

0

dξξnF (ξ,Q2) = An(Q2) +
∞∑
i=1

(
n
m2
p

Q2

)i
Bn,i(Q

2), (3.34)

onde o i-ésimo termo da soma é a contribuição dos operadores com twist 2i + 2. Os

autores de [87] notaram que se a função de estrutura se comporta como (1 − ξ)a

quando ξ → 1, com 3 ≤ a ≤ 4, a função ξn(1 − ξ)a em (3.34) terá um máximo em

ξn = n
n+a
∼ 1 − a

n
para n grande. Assim, o n-ésimo momento, M (n)(Q2), é senśıvel

ao comportamento da função de estrutura para ξ ' ξn. Na região do limite elástico

(x = 1):

ξ ' ξmax(Q
2) = 1−

m2
p

Q2
+O

(
m4
p

Q4

)
. (3.35)

Para n grande, ξn ' ξmax(Q
2) ou n ≈ aQ

2

m2
p
, mas isto implica que twists maiores presen-

tes na relação (3.34) necessitam ser inclúıdos. Assim, existe uma falta de uniformidade

nos limites n → ∞ (ou ξ → 1) e Q2 → ∞ que faz a abordagem insustentável para

pequenos W (massa invariante), pois aparecem efeitos de twists maiores ∝ n
m2
p

Q2 para
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o n-ésimo momento da função de estrutura. Porém o experimento realizado no JLab

em 2000 [88] mostrou, através de uma razão integral entre a função de estrutura F2

obtida de dados da ressonância do hidrogênio com outras F2 obtidas por diferentes

grupos, que o efeito de twists maiores são pequenos para a função de estrutura F2 do

próton em Q2 pequeno (∼ 0.5− 1 GeV 2). Esta questão ainda esta em aberto, já que

nenhum trabalho mostrou, de fato, que a consideração de twists maiores resolvem o

problema.

Tung e colaboradores [30] tentaram resolver este problema fenomenologicamente,

utilizando um ansatz para juntar suavemente os momentos na região de QCD pertur-

bativa (grande Q2) com o comportamento correto no limite n→∞. Como os próprios

autores notaram, esta prescrição não é única e somente coincide com a expansão da

OPE no limite n→∞.

Ellis, Furmanski e Petronzio [89], evitaram a inversão dos momentos implemen-

tando as TMC diretamente no espaço dos momentos com o modelo de pártons [75,

90, 91]. Uma abordagem parecida foi utilizada por D’Alesio, Leader e Murgia [92],

onde foi considerado que os pártons estão na sua camada de massa (k2 = 0) e possuem

momento transverso, reproduzindo os resultados da OPE [93]. Mas esta abordagem

leva a uma dependência na prescrição [90, 91] ou não se estende para todas as ordens

em 1
Q2 [89], e ainda se tem o problema da inclusão da região não f́ısica ξ0 ≤ ξ ≤ 1.

Steffens e Melnitchouk [85] propuseram uma modificação na definição do momento

da distribuição de párton, equação (3.20), tal que a integração é realizada somente na

região fisicamente permitida:

Cn+2j
i An+2j =

∫ x0

0

dxxn+2j−1fi(x), (3.36)

onde x0 é o valor máximo, fisicamente permitido, que a distribuição fi(x) pode assumir.

Os autores obtiveram x0 = ξ0, equação (3.33). Assim as funções de estrutura com TMC

recebem contribuições somente de regiões fisicamente permitidas, porém o momento da

distribuição de párton passa a depender de qual alvo está sendo usado e da virtualidade



3.3 O problema com o scaling ξ 53

(Q2), já que ξ0 depende de µ =
m2
p

Q2 , fazendo-a não ser universal. Conclui-se que se for

considerada somente a região fisicamente permitida, perde-se a interpretação partônica

[93].

3.3.1 Consistência na TMC com o scaling ξ

Para que as funções de estrutura com TMC, equações (3.29) e (3.30), sejam con-

sistentes é necessário obter os momentos das funções de estrutura (3.17) e (3.18) utili-

zando estas funções de estrutura com TMC, (3.29) e (3.30), na definição do momento

de Cornwall-Norton (2.35), ou seja, fazer o caminho inverso. Como ilustração é feito

este procedimento para F2. Fazendo a substituição de (3.29) em (2.35), com i = 2:

M
(n)
2 (Q2) =

∫ 1

0

dxxn−2F TMC
2 (x,Q2) =

∫ 1

0

dxxn
∂2

∂x2

[
xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]

=

{
xn

∂

∂x

[
xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]}∣∣∣∣∣
1

0

− n
∫ 1

0

dxxn−1 ∂

∂x

[
xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]

=

{
xn

∂

∂x

[
xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]}∣∣∣∣∣
1

0

−

[
nxn−1 xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]∣∣∣∣∣
1

0

+ n (n− 1)

∫ 1

0

dxxn−2 xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)
. (3.37)

Fazendo a mudança de variável de x para ξ, x = ξ
(1−µξ2)

→ dx
dξ

= 1+µξ2

(1−µξ2)2
e dξ

dx
=

(µξ2−1)
2

µξ2(µξ2+1)
, o limite superior passa a ser ξ0, equação (3.33), e:

M
(n)
2 (Q2) =

[(
ξ

1− µξ2

)n
(µξ2 − 1)

2

µξ2 (µξ2 + 1)

∂

∂ξ

(
g2(ξ)

1− µ2ξ4

)]∣∣∣∣∣
ξ0

0

−

[
n

(
ξ

1− µξ2

)n
g2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]∣∣∣∣∣
ξ0

0

+ n (n− 1)

∫ ξ0

0

dξ
ξn−2

(1− µξ2)n+1 g2(ξ). (3.38)
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Usando o teorema binomial generalizado, equação (3.25), chega-se a:

M
(n)
2 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
4µξn+2j+1

0

1− µξ2
0

(1 + µξ2
0)

3 g2(ξ0)

+
ξn+2j−2

0

µ

(1− µξ2
0)

2

(1 + µξ2
0)

2

∂g2(ξ)

∂ξ

∣∣∣∣∣
ξ=ξ0

− nξn+2j−1
0

1− µξ2
0

1 + µξ2
0

g2(ξ0)

+ n(n− 1)

∫ ξ0

0

dξξn+2j−2g2(ξ)

]
. (3.39)

Da definição do momento da função de distribuição de pártons (3.20), pode-se escrever:

An+2jC
n+2j
2

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
=

∫ 1

0

dξξn+2j−2g2(ξ)

=

∫ ξ0

0

dξξn+2j−2g2(ξ) +

∫ 1

ξ0

dξξn+2j−2g2(ξ) (3.40)

pois, de (3.33), ξ0 < 1 para qualquer Q2 finito. Então, como não existe nenhuma razão

para f2, e consequentemente g2, anular-se na região ξ0 ≤ ξ ≤ 1, o segundo termo em

(3.40) é em geral não nulo [78]. Logo, partindo de (3.29) e fazendo o caminho inverso,

não recuperamos a expressão original para o momento, (3.17), e o procedimento de

Georgi e Politzer [26] parece ser inconsistente. Por outro lado, se as distribuições de

pártons forem nulas no intervalo ξ0 ≤ ξ ≤ 1, os momentos terão que ser dependentes

de ξ0 [78]:

An(ξ0)Cn
i =

∫ 1

0

dξξn−1fi(ξ; ξ0)→ dAn(ξ0)

dξ0

=

∫ 1

0

dξξn
dfi(ξ; ξ0)

dξ0

6= 0 (3.41)

implicando que as distribuições de pártons universais (independente do processo) não

existem mais para Q2 finito e a separação entre distâncias longas e curtas no cone de

luz, pela OPE, não é mais posśıvel [78].

Caso a condição de que as funções de estrutura devem ser nulas para ξ > ξ0 não

for imposta, encontra-se que a energia e momento não são conservadas: quando o
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limite de integração do momento (3.37) é estendido de x = 1 para x = 1
1−µ , o valor

máximo para a variável ξ é 1. Assim, os três primeiros termos em (3.39) vão a zero e

se recupera o momento (3.17). No entanto, isto implica que para se ter consistência é

preciso violar a conservação de energia e momento [78].

Uma verificação numérica da importância da região ξ > ξ0 pode ser feita a partir

de uma distribuição de pártons simples:

xf2(x) =
35

32

√
x (1− x)3 , (3.42)

que reproduz aproximadamente uma t́ıpica distribuição de quarks de valência, com

normalização
∫ 1

0
dxf2(x) = 1. Na Figura (3.5) fez-se uma comparação do momento

de Cornwall-Norton (3.17) para vários valores de j (desde o primeiro termo j = 0

até os primeiros quatro termos j < 4) com a inversão (3.39). As curvas nomeadas

GP são aquelas que usam a função de estrutura com TMC que se obtêm com a

abordagem utilizada por Georgi e Polizter, equação (3.29): “GP, ξmax = ξ0” indica

que na integral de (3.39) o limite superior foi fixado em ξ = ξ0, equação (3.33),

respeitando a conservação de energia e momento; e “GP, ξmax = 1” indica que na

integral de (3.39) o limite superior foi fixado em ξ = 1, violando a conservação de

energia e momento. Observando a Figura (3.5) vemos uma grande diferença, na região

de Q2 pequeno, entre as curvas “GP, ξmax = ξ0” (linha vermelha ponto-ponto-traço)

e “GP, ξmax = 1” (linha vermelha cont́ınua) quando comparadas com a curva “j < 4”

(linha tracejada), sendo assim posśıvel concluir que para obter o momento M
(n=2)
2 (Q2)

é preciso utilizar a região não f́ısica ξ0 ≤ ξ ≤ 1, na integração de (3.39), que implica

em x > 1.

O problema mencionado acima se encontra no centro da interpretação partônica

dos elementos de matriz An. A abordagem utilizada por Georgi e Politzer [26] tenta

manter a interpretação partônica em Q2 finito introduzindo uma nova variável de

scaling ξ. Porém, como foi visto na discussão após a equação (3.39) e pelo estudo

numérico mostrado na Figura (3.5), percebe-se que a utilização do scaling ξ leva a
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Figura 3.5: M
(n=2)
2 (Q2) (linhas coloridas), equação (3.17), para j = 0 (linha

pontilhada), j < 2 (linha ponto-traço-traço), j < 3 (linha ponto-traço) e j < 4
(linha tracejada), comparada com a inversão (3.39), sendo o limite superior de

integração ξmax = ξ0 (linha vermelha ponto-ponto-traço) e ξmax = 1 (linha
vermelha cont́ınua). Extráıdo de [78].

uma inconsistência na extração da dependência em x das funções de estrutura e seus

momentos [78].
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Caṕıtulo 4

Correções da Massa do Alvo como

Expansão em Série

No caṕıtulo anterior foram revisados os problemas que se encontra ao tentar in-

corporar as TMC nas funções de estrutura. Particularmente, devido a utilização da

variável de scaling ξ, equação (3.1), tem-se ou a perda da universalidade da distribuição

partônica ou a violação da conservação de energia e momento.

Uma posśıvel solução para este problema é não utilizar a variável de Nachtmann ξ.

Isto pode ser feito realizando a inversão dos momentos (3.17) e (3.18) ordem por ordem

em µ em vez de somar sobre todas as potências de µ durante a inversão. Será visto

que neste caso se tem a preservação da universalidade das distribuições partônicas

e a conservação de energia e momento, mas a região de x e Q2 em que se pode ter

uma consistência das distribuições partônicas na presença das TMC se torna um tanto

restrita.

4.1 TMC como inversão termo por termo

Para realizar a inversão dos momentos e obter as funções de estrutura (3.29) e

(3.30), Subseção 3.1.2 e Apêndice A, foi utilizado o teorema binomial (equações (3.25),

(A.8) e (A.31)) para absorver os fatores combinatórios que envolvem a variável de inte-
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gração n, tornando as integrais mais simples de serem resolvidas. Agora iremos realizar

um procedimento diferente: em vez de utilizarmos o teorema binomial, vamos inverter

os momentos termo por termo, absorvendo os fatores combinatórios em derivadas, que

vão resultar em uma expansão em série para as funções de estrutura. Nesta seção será

feita a derivação para a função de estrutura F2; para as outras funções de estrutura

veja o Apêndice B.

Partindo da transformada inversa de Mellin, equação (3.19), para i = 2 e usando

as equações (3.17) e (3.22), temos:

F TMC
2 (x,Q2) =

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dnx−n+1M

(n)
2 (Q2)

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy

(
n+ j

j

)
n(n− 1)x−n+1yn+2j−2g2(y)

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy
(n+ j)!

j!(n− 2)!
x−n+1yn+2j−2g2(y). (4.1)

Podemos utilizar a relação:

(n+ j)!

(n− 2)!
x−n+1 = (−x)2+j ∂

2+j

∂x2+j
x−n+1 (4.2)

para todo n no eixo imaginário, exceto na origem. Substituindo (4.2) em (4.1):

F TMC
2 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−x)2+j

j!

∂2+j

∂x2+j

[
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dyx−n+1yn+2j−2g2(y)

]

=
∞∑
j=0

µj
(−x)2+j

j!

∂2+j

∂x2+j

[∫ 1

0

dyxy2j−2g2(y)

][
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

(
y

x

)n]

=
∞∑
j=0

µj
(−x)2+j

j!

∂2+j

∂x2+j

[∫ 1

0

dyxy2j−2g2(y)

]
δ

[
ln

(
y

x

)]
, (4.3)

onde foi usada a propriedade (3.27).



4.1 TMC como inversão termo por termo 59

Como feito na Subseção 3.1.2, a integral em y é resolvida utilizando a relação

(3.28), com f(y) = ln
(
y
x

)
e f ′(y) = 1

y
, e a única ráız para y ∈ [0, 1] é y = x. Assim, a

equação (4.3) é reescrita como:

F TMC
2 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−x)2+j

j!

∂2+j

∂x2+j

[∫ 1

0

dyxy2j−2g2(y)xδ(y − x)

]

F TMC
2 (x,Q2) = x2

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂2+j

∂x2+j

[
x2jg2(x)

]
. (4.4)

A equação (4.4) pode ser obtida, também, usando:

(n+ j)!

(n− 2)!
yn+2j−2 = y2j ∂

2+j

∂y2+j
yn+j (4.5)

e substituindo em (4.1):

F TMC
2 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
1

j!

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dyx−n+1g2(y)y2j ∂
2+j

∂y2+j

[
yn+j

]

=
∞∑
j=0

µj
x

j!

∫ 1

0

dyg2(y)y2j ∂
2+j

∂y2+j

[
yj

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

(
y

x

)n]

=
∞∑
j=0

µj
x

j!

∫ 1

0

dyg2(y)y2j ∂
2+j

∂y2+j

{
yjδ

[
ln

(
y

x

)]}

=
∞∑
j=0

µj
x

j!

∫ 1

0

dyg2(y)y2j ∂
2+j

∂y2+j

[
yjxδ(y − x)

]

=
∞∑
j=0

µj
x2

j!

∫ 1

0

dyg2(y)y2j ∂
2+j

∂y2+j

[
yjδ(y − x)

]
, (4.6)

onde também foram usadas a propriedade (3.27) e a relação (3.28). Como a função δ

é uma distribuição, tem-se a relação (análoga à integração por partes de uma função
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regular) para dada função φ:

∫
dyδ(y)φ′(y) = −

∫
dyδ′(y)φ(y). (4.7)

Utilizando a relação (4.7) 2 + j vezes em (4.6), tem-se a equação (4.4):

F TMC
2 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−1)2+j x2

j!

∫ 1

0

dyyjδ(y − x)
∂2+j

∂y2+j

[
y2jg2(y)

]

F TMC
2 (x,Q2) = x2

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂2+j

∂x2+j

[
x2jg2(x)

]
. (4.8)

Seguindo qualquer um dos passos para encontrar as análogas da equação (4.4) para

as outras funções de estrutura, tem-se (a dedução detalhada encontra-se no Apêndice

B):

F TMC
1 (x,Q2) = x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[
x2j−2

(
x

2
f1(x) + jg2(x)

)]
; (4.9a)

F TMC
L (x,Q2) = x2

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[
x2j−2

(
xf2(x)− xf1(x) + 4jg2(x)

)]
;(4.9b)

F TMC
3 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[
x2jh3(x)

]
; (4.9c)

F TMC
4 (x,Q2) = x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[
x2j−2

(
j(j − 1)g2(x)

+
x

4
f4(x)− jg5(x)

)]
; (4.9d)

F TMC
5 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[
x2j−1

(
− jg2(x) +

x

2
h5(x)

)]
. (4.9e)

Observe que a variável de Nachtmann ξ não aparece em nenhuma das equações (4.4)

e (4.9), sendo as distribuições fi, hi e gi dependentes somente da variável x (como
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requerido). O termo j = 0 na expansão em série (4.4) e (4.9) representa as funções de

estrutura no limite sem massa, como esperado.

Com esta formulação, evitamos os problemas encontrados com a consistência, de-

vido à variável ξ, mostrado na Subseção 3.3.1. Isto pode ser verificado seguindo o

mesmo procedimento da Subseção 3.3.1, fazendo a substituição de (4.8) em (2.35),

com i = 2:

M
(n)
2 (Q2) =

∫ 1

0

dxxn−2F TMC
2 (x,Q2)

=
∞∑
j=0

µj

j!
(−1)j

∫ 1

0

dxxn+j ∂
2+j

∂x2+j

[
x2jg2(x)

]

=
∞∑
j=0

µj

j!
(−1)j

{[
xn+j ∂

1+j

∂x1+j

[
x2jg2(x)

]]∣∣∣∣∣
1

0

−(n+ j)

∫ 1

0

dxxn+j−1 ∂
1+j

∂x1+j

[
x2jg2(x)

]}
. (4.10)

Como a função g2(x) se anula para x = 0 e x = 1, o primeiro termo de (4.10) é zero,

e repetindo 1 + j vezes o procedimento acima, temos:

M
(n)
2 (Q2) =

∞∑
j=0

µj

j!
(−1)j

[
(−1)2+j (n+ j)!

(n− 2)!

∫ 1

0

dxxn+2j−2g2(x)

]

=
∞∑
j=0

(n+ j)!

j!n!
µjn(n− 1)

∫ 1

0

dxxn+2j−2g2(x). (4.11)

Substituindo (3.22) em (4.11) e utilizando
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
, chega-se em:

M
(n)
2 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

n(n− 1)

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

2 An+2j, (4.12)

que é o momento (3.17), mostrando a consistência de (4.8).
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4.2 Convergência das séries

Para estudarmos a convergência da série, equações (4.8) e (4.9), utilizamos a PDF

dada pela MSTW 2008 [16].

Na Figura (4.1) são mostradas os primeiros termos da série (4.8), desde o primeiro

(j = 0) até o quarto (j < 5) termo. Para comparação também são mostradas as TMC

calculadas na Subseção 3.1.2, equação (3.29), chamada na figura de GP . Verifica-se

que a convergência para Q2 = 1 GeV 2 é bem rápida para aproximadamente x . 0.5,

sendo os três primeiros termos suficientes para uma boa convergência. Vale ressaltar

que para estes valores de x e Q2 já estamos dentro da região de ressonância do nucleon

(W < 2 GeV ), a qual começa para Q2 = 1 GeV 2 em x & 0.24. A série é bem

controlada até praticamente o pico da ressonância ∆(1232), x ' 0.61.

A região de ressonância pode ser melhor visualizada a partir da Figura (4.2), onde

F2 é mostrada em função de W . Nota-se que até W ≈ 1.35 GeV a série é bem

comportada, pouco antes do pico da ressonância ∆(1232). Verifica-se que tanto para

baixo W , na Figura (4.2), ou alto x, na Figura (4.1), os termos superiores em j

apresentam um comportamento oscilatório próximo do ponto elástico, x = 1 ou W =

mp. Os três primeiros termos (j < 3) são nulos para x → 1, enquanto os de ordem

mais alta (j > 3) divergem para x → 1, o anulamento esta relacionado com a forma

da PDF utilizada que é proporcional a (1 − x)3. Também se vê que a TMC dada

pela equação (3.29), abordagem de Georgi e Politzer, é finita em x = 1 e assim leva a

regiões não f́ısicas (W < mp).

Nas Figuras (4.3) são mostradas a razão entre a F2 dada pela equação (4.8) e a F2

calculada seguindo Georgi e Politzer, em função de x e de W . A análise através da

razão das funções é interessante pois assim podemos perceber com uma maior clareza

qual é o ponto máximo de convergêcia com determinado número de termos das séries

obtidas na Subseção 4.1. Na Tabela 4.1 mostramos essa evolução. Note, na figura de

baixo (função de W ), o anulamento da razão entre o termo com j = 0 e a FGP
2 quando

W → mp, isto reflete o valor não nulo de FGP
2 para x ≥ 1.
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Tabela 4.1: Convergência máxima de F2 com Q2 = 1 GeV 2 com diferentes j

j xmax

< 2 ' 0.25
< 3 ' 0.30
< 4 ' 0.35
< 5 ' 0.50
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j=0
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Figura 4.1: TMC para F2 em Q2 = 1 GeV 2 pela equação (4.8), mostrando a
convergência com o aumento de j, comparada com o resultado da equação

(3.29), em função de x.

A oscilação na região de x grande é suavizada quando Q2 cresce, como pode ser

visto nas Figuras (4.4). Claramente se percebe que para Q2 = 5 GeV 2 praticamente

não se observa oscilação e, como antes, os três primeiros termos (j < 3) são suficientes

para uma boa convergência até aproximadamente x ' 0.75 ou W ' 1.6 GeV , sendo

que a ressonância ∆(1232) encontra-se em x ' 0.89 (para Q2 = 5 GeV 2). A diminuição

na oscilação quando se aumenta Q2 é esperada, pois ela foi causada pela adição das

TMC nas funções de estrutura e como as correções são inversamente proporcionais a

Q2, os efeitos dessa correção passam a ser despreźıveis.

Na Figura (4.5) são mostradas as TMC para F2 com Q2 = 2 GeV 2 para valores

de j muito grande (j > 100). Por conveniência foi utilizada a distribuição dada pela
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Figura 4.2: O mesmo que a Figura (4.1), mas em função de W (massa do
estado hadrônico final).

equação (3.42). Vê-se que existe convergência para x . 0.744, que corresponde a

W & 1.253 GeV (valores já bem dentro da região de ressonância do nucleon, para este

Q2 o pico de ∆(1232) está em x ' 0.759). Vale ressaltar que a adição de números pa-

res ou ı́mpares em j resulta em comportamentos divergentes alternando entre negativo

e positivo respectivamente. Para conseguirmos uma convergência para valores maio-

res de x devemos adicionar mais termos na série, porém o processo torna-se inviável

quando se compara o avanço em x com a quantidade de termos necessários para con-

vergência. A Tabela 4.2 resume o valor máximo de x que encontramos ao analisar a

Figura (4.5). Isto parece indicar a existência de um x máximo para a convergência,

Tabela 4.2: Convergência máxima de F2 com Q2 = 2 GeV 2 com diferentes j

j xmax

< 101 ' 0.735
< 201 ' 0.741
< 301 ' 0.744

sendo neste caso um valor entre 0.74 . x . 0.75. É provável que o valor exato deste

ponto dependa da forma espećıfica da PDF usada (∝ (1− x)3), embora não tenhamos
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Figura 4.3: Razão entre a TMC F2 com Q2 = 1 GeV 2 dada por (4.8) para vários
j (j = 0 até j < 5) com a TMC (3.29), em função de x (acima) e de W (abaixo).

verificado esta afirmação.

Nas Figuras em (4.6) tem-se a razão entre a série para F2 e a equação (3.29) em

função de x e W para Q2 = 2 GeV 2, foi usada a PDF MSTW 2008 [16]. Neste caso

com o primeiro termo (j < 2) obtemos xj<2
max ' 0.49, com os dois primeiros termos

(j < 3) xj<3
max ' 0.5, com os três primeiros termos (j < 4) xj<4

max ' 0.54 e com os quatro

primeiros termos (j < 5) xj<5
max ' 0.7. As Figuras de (4.7) mostram F2 em função de x
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Figura 4.4: Razão entre a TMC F2 com Q2 = 5 GeV 2 dada por (4.8) para vários
j (j = 0 até j < 5) com a TMC (3.29), em função de x (acima) e de W (abaixo).

e W para Q2 = 2 GeV 2 e Q2 = 5 GeV 2.

Analisando as Figuras (4.1) e (4.2) juntamente com (4.7) percebe-se a atenuação

das oscilações quando x→ 1 ou W → mp, conforme Q2 aumenta (já que para Q2 →∞,

limite de Bjorken, o efeito das TMC são despreźıveis).

É importante verificar se o ponto em x e Q2 a partir do qual as séries divergem

depende de uma função de estrutura em particular. Assim, estudamos a convergência
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Figura 4.5: TMC para F2 em Q2 = 2 GeV 2 pela equação (4.8), mostrando a
convergência para grandes valores de j < 101, 102, 201, 202, 301 e 302, em função

de x.

Figura 4.6: Razão entre a TMC F2 com Q2 = 2 GeV 2 dada por (4.8) para
vários j com a TMC (3.29), em função de x (esquerda) e de W (direita).

das funções de estrutura F1 e F3 nas Subseções B.1.1 e B.3.1, respectivamente. Na

Tabela 4.3 é mostrado um resumo das regiões em x e W onde se tem convergência, com

os três primeiros termos da soma, para diferentes valores de Q2. Vê-se da tabela que

a convergência é alcançada sempre dentro da região de ressonância do nucleon, W .

2 GeV e nas proximidades do pico da ressonância ∆(1232). Isto implica que as análises

globais, que foram feitas em W > 2 GeV , não sofrem nenhum impacto: CTEQ6
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Figura 4.7: TMC para F2 em Q2 = 2 GeV 2 (acima) e Q2 = 5 GeV 2 (abaixo) pela
equação (4.8), mostrando a convergência com o aumento de j, comparada com

o resultado da equação (3.29), em função de x (esquerda) e W (direita).

W ≥ 3.5 GeV [14], GRV/GJR09 W ≥ 3.16 GeV [15], MSTW08 W ≥ 3.87 GeV [16],

ABKM09 W ≥ 3.5 GeV [17] e a mais recente CJ12 (e menos restritiva) W ≥ 1.73 GeV

[18].

Tabela 4.3: Convergência da série para diferentes Q2

Q2 = 1 GeV 2 Q2 = 2 GeV 2 Q2 = 5 GeV 2

F1 x ≈ 0.45 x ≈ 0.65 x ≈ 0.85
W ≈ 1.45 GeV W ≈ 1.4 GeV W ≈ 1.33 GeV

F2 x ≈ 0.50 x ≈ 0.54 x ≈ 0.75
W ≈ 1.37 GeV W ≈ 1.61 GeV W ≈ 1.60 GeV

F3 x ≈ 0.50 x ≈ 0.70 x ≈ 0.75
W ≈ 1.37 GeV W ≈ 1.32 GeV W ≈ 1.60 GeV
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Neste trabalho nos propusemos a estudar o problema das TMC nas funções de es-

trutura, que é tão antigo quanto a própria teoria da QCD. Como o foco principal das

análises das funções de estrutura é a região perturbativa, onde os efeitos de correções

proporcionais a 1
Q2 são desprezados, o estudo das TMC foi durante muito tempo igno-

rado. Com o surgimento de dados na região de transição entre scaling e ressonância,

alto x e pequeno Q2, o problema das TMC se tornou relevante novamente, dando uma

certa urgência para a resolução desta questão.

Nesta dissertação, dedicamos o Caṕıtulo 1 para mostrar a evolução do conceito

da estrutura interna do nucleon: partindo do espalhamento simples e + µ → e′ + µ′,

passando pelos espalhamentos e + p elástico e inelástico, modelo de pártons e QCD,

e mostrando que o nucleon possui uma estrutura interna complexa e em certo grau

desconhecida. O Caṕıtulo 2 revisou a OPE que foi largamente utilizada nos caṕıtulos

seguintes.

Na Seção 3.1 deduzimos detalhadamente as funções de estrutura com TMC utili-

zando o formalismo de Georgi e Politzer e, nas Seções subsequentes, realizamos uma

análise do problema inerente a nova variável de scaling ξ, na região em que x → 1, e

a inversão das funções de estrutura para seus momentos. Foi feito um estudo cŕıtico

na definição de PDFs na presença das TMC e discutimos a violação da conservação

de energia e momento na abordagem usual, além de mostrar algumas tentativas frus-
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tradas de se resolver este problema. Historicamente é argumentado que este problema

existe porque na região de pequeno Q2 é preciso considerar os efeitos twists maiores.

Porém, acreditamos que é preciso se ter uma formulação consistente twist por twist.

Para evitarmos os problemas encontrados ao se utilizar a variável ξ, nos propu-

semos a não utilizá-la. A derivação detalhada está no Caṕıtulo 4 para a F2 e no

Apêndice B para todas as outras funções de estrutura, onde as obtivemos como uma

série em µ =
m2
p

Q2 e com as PDFs dependendo somente de x. O mérito desta aborda-

gem é que se tem consistência na inversão de seus momentos, sem a necessidade de

incluir regiões fisicamente proibidas, onde se tem violação da conservação de energia

e momento. Ademais, nos permite estudar sistematicamente as regiões de x e Q2

onde as TMC podem ser utilizadas com segurança. Utilizando a PDF MSTW 2008

estudamos a convergência das funções de estrutura F2 (Seção 4.2), F1 (Subseção B.1)

e F3 (Subseção B.3), verificando que com apenas os primeiros três termos obtemos

uma boa convergência para valores de x ou W sempre na região de ressonância do

nucleon, W . 2 GeV , e nas proximidades do pico da ressonância ∆(1232). Nossa

análise sugere que as PDFs não podem ser definidas consistentemente em qualquer Q2

quando se incorpora a massa do alvo, mas que é posśıvel calcular a dependência em

x das funções de estrutura com TMC como uma série cuja sua convergência pode ser

estudada como função de x e Q2.

É observado, quando se inclui as TMC nas funções de estrutura, que para grandes

valores de x (ou pequenos valores de W ) em um Q2 fixo, tem-se grandes oscilações

próximo do limite elástico (x = 1 ou W = mp), onde se torna muito dif́ıcil o controle

da série para um número finito de termos. Como exemplo, mostramos o caso para

Q2 = 2 GeV 2, somando os primeiros 300 termos obtivemos uma convergência até

x ≈ 0.744 ou W ≈ 1.253 GeV . Esta análise nos leva a acreditar na existência de

um x máximo, sendo este valor entre 0.74 . x . 0.75 para Q2 = 2 GeV 2 e devido

a forma complexa da série utilizada, este valor aparenta poder ser calculado somente

numericamente. Como mostramos no final da Seção 4.2 um W tão pequeno não é

utilizado nas análises globais para o DIS e em prática não impõe sérias restrições nessas
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análises. Nossos resultados fornecem um grande suporte às análises que incorporam

dados em W pequeno, com planos de se estender para regiões de ressonância, como

exemplo a análise CJ12 [18] que considera dados a partir de W ≥ 1.73 GeV .

Como perspectiva pretende-se dar continuidade a esse trabalho fazendo os cálculos

das séries com outras PDFs para verificarmos como é o comportamento da convergência

em relação a distribuição usada, implementar as TMC nas funções de estrutura com

spin e o cálculo das TMC considerando twists maiores.

A compreensão da região de grande x em conjunto com os dados experimentais

implicará em restrições nas modelagens para as funções de estrutura. Como é apontado

em [94], onde o autor apresenta três modelos [95, 96, 97] para a razão entre a F2 do

nêutron com a do próton que divergem para grande x. Assim, com os dados futuros

espera-se refinar os modelos e eliminar este problema, que precisará considerar as

TMC.

Existe uma grande incerteza nas distribuições de glúons para grande x (x & 0.1)

entre as análises globais, essa discrepância é resultado das diferentes escolhas de dados

entre os grupos [22] e que sua produção vem dos quarks de valência que possuem

muita incerteza, contribuindo na dubiedade desses glúons. Espera-se que com os dados

produzidos pelos aceleradores de última geração reduzam essas incertezas [98].

A região de grande x e pequeno Q2 é de suma importância para o estudo da região

de pequeno x e grande Q2 quando se usa as equações de evolução da QCD, as equações

DGLAP [13], pois uma grande incerteza na região de grande x e pequeno Q2 afeta,

por evolução, a região de pequeno x e grande Q2 [22, 21].

Vemos que o estudo dessa região ainda necessita de muito esforço teórico e com os

projetos experimentais que já estão em andamento e os que estão por vir, nos dará

uma visão melhor de como a estrutura interna do nucleon está organizada.
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Apêndice A

Funções de Estrutura com

Abordagem de Georgi e Politzer

Neste apêndice será realizada a derivação das funções de estrutura F TMC
i (x,Q2),

com i = 1, L, 3, 4, 5, seguindo os procedimentos adotados para a derivação na Seção

3.1, onde foi feito o cálculo para F TMC
2 (x,Q2).

A.1 F TMC
1 (x,Q2), Georgi e Politzer

Primeiro é preciso encontrar T1, que é o coeficiente de −gµν em (3.8), que terá con-

tribuição integral do termo C2k
1 e parcial do termo C2k

2 , devido a identidade algébrica(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
(gµ1µ2) = gµνQ2C2k

2 .

Para C2k
1 , fixando k ∈ N e j ∈ {0, . . . , k}, com cada termo de {g . . . g}{p . . . p},

encontra-se que jqµi terão seus ı́ndices levantados por jgµiµl , que vão se contrair com

jqµl resultando em (q2)j. Os (2k − 2j)qµi irão contrair com os (2k − 2j)pµi dando

(p · q)2k−2j:

∞∑
k=1

(
−gµνqµ1qµ2C2k

1

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =
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= −gµν
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k)!

2jj!(2k − 2j)!
(p2q2)j

× (p · q)2k−2jC2k
1 A2k (A.1)

Para C2k
2 , fixando k ∈ N e j ∈ {0, . . . , k}, com os termos de {g . . . g}{p . . . p} que

possuem gµ1µ2 , assim é preciso fazer j → j − 1 e k → k − 1, com o mesmo racioćınio

usado em C2k
1 , chega-se:

∞∑
k=1

(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =

= gµν
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j)!
(p2)j(q2)j−1

× (p · q)2k−2jQ2C2k
2 A2k + termos sem gµ1µ2 (A.2)

Então com (A.1) e (A.2):

T1(x,Q2) =
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k)!

2jj!(2k − 2j)!
(p2q2)j(p · q)2k−2jC2k

1 A2k

−
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j)!

× (p2)j(q2)j−1(p · q)2k−2jQ2C2k
2 A2k (A.3)

Substituindo −q2 = Q2, x = Q2

2p·q e p2 = m2
p em (A.3):

T1(x,Q2) =
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k)!(m2
p)
j(−Q2)j

2jj!(2k − 2j)!

(
Q2

2x

)2k−2j

C2k
1 A2k

−
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j)!

× (m2
p)
j(−Q2)j−1

(
Q2

2x

)2k−2j

Q2C2k
2 A2k
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=
∞∑
k=1

k∑
j=0

(2k − j)!
j!(2k − 2j)!

(
m2
p

Q2

)j [
C2k

1 +
j

k(2k − 1)
C2k

2

]
A2k

x2k−2j
(A.4)

Utilizando o binômio
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
e fazendo a troca, nos ı́ndices mudos, k = l+ j

em (A.4) tem-se:

T1(x,Q2) =
∞∑
l=0

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

[
C2l+2j

1 +
j

(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

2

]
A2l+2j

x2l
(A.5)

Lembrando que x = 1
ω

e usando as equações (2.18), (2.19), (2.35), (3.3) em (A.5)

encontramos o momento de Cornwall-Norton (3.18a):

M
(n)
1 (Q2) =

∫ 1

0

xn−1F TMC
1 (x,Q2)dx =

1

2

1

2πi

∮
C

1

ωn+1
T1(1/ω,Q2)dω

=
1

2

∞∑
l=0

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

[
C2l+2j

1 +
j

(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

2

]
A2l+2j

×
(

1

2πi

∮
C

ω2l−n−1dω

)

=
1

2

∞∑
l=0

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

[
C2l+2j

1 +
j

(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

2

]
A2l+2jδ2l,n

M
(n)
1 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
Cn+2j

1

2
+

j

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

2

]
An+2j (A.6)

Utilizando a transformada inversa de Mellin, (3.19) para i = 1, (3.20) e (3.22), na

equação (A.6), tem-se:

F TMC
1 (x,Q2) =

1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−n

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
yn+2j−1f1(y)

2

+jyn+2j−2g2(y)

]
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=
1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−nyn

[
∞∑
j=0

(
n+ j

j

)(
µy2
)j f1(y)

2y

+
∞∑
j=1

(
n+ j

j

)(
µy2
)j
j
g2(y)

y2

]
(A.7)

Para eliminar a soma em j utiliza-se o teorema binomial (3.25) e a relação:

∞∑
j=1

(
n+ j

j

)
(µy2)jj =

∞∑
j=1

(n+ 1)

(
n+ j

j − 1

)
(µy2)j =

µy2(n+ 1)

(1− µy2)n+2 (A.8)

Então (A.7) simplifica e encontramos a equação (3.30a):

F TMC
1 (x,Q2) =

1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−nyn

f1(y)

2y (1− µy2)n+1

+
1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−nyn(n+ 1)

µg2(y)

(1− µy2)n+2

=

{∫ 1

0

dy
f1(y)

2y (1− µy2)
− µx2 ∂

∂x

[∫ 1

0

dy
g2(y)

x (1− µy2)2

]}

×

[
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dn

(
y

x (1− µy2)

)n ]

=

{∫ 1

0

dy
f1(y)

2y (1− µy2)
− µx2 ∂

∂x

[∫ 1

0

dy
g2(y)

x (1− µy2)2

]}

×δ

[
ln

(
y

x (1− µy2)

)]

=

{∫ 1

0

dy
f1(y)

2y (1− µy2)
− µx2 ∂

∂x

[∫ 1

0

dy
g2(y)

x (1− µy2)2

]}

×δ (y − ξ) y (1− µy2)

1 + µy2

=
f1(ξ)

2 (1 + µξ2)
− µx2 ∂

∂x

[
ξg2(ξ)

(1− µy2) (1 + µy2)

(1− µy2)

ξ

]
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F TMC
1 (x,Q2) =

f1(ξ)

2 (1 + µξ2)
− µx2 ∂

∂x

[
g2(ξ)

1 + µy2

]
(A.9)

onde foi usado que (n+ 1)x−n = −x2 ∂
∂x
x−n−1, a propriedade (3.27), a relação (3.28) e

x = ξ
(1−µξ2)

.

A.2 F TMC
L (x,Q2), Georgi e Politzer

Para encontrar a F TMC
L (x,Q2) basta usar a relação:

F TMC
L (x,Q2) =

(
1 + 4µx2

)
F TMC

2 (x,Q2)− 2xF TMC
1 (x,Q2) (A.10)

Assim, pode-se encontrar o momento de Cornwall-Norton:

M
(n)
L (Q2) =

∫ 1

0

dxxn−2F TMC
L (x,Q2)

=

∫ 1

0

dxxn−2F TMC
2 (x,Q2) + 4µ

∫ 1

0

dxx(n+2)−2F TMC
2 (x,Q2)

− 2

∫ 1

0

dxxn−1F TMC
1 (x,Q2)

= M
(n)
2 (Q2) + 4µM

(n+2)
2 (Q2)− 2M

(n)
1 (Q2))

=
∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
− Cn+2j

1 +
n(n− 1)− 2j

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

2

]
An+2j

+ 4
∞∑
j=0

(
n+ j + 2

j

)
µj+1 (n+ 2)(n+ 1)Cn+2j+2

2

(n+ 2j + 2)(n+ 2j + 1)
An+2j+2 (A.11)

onde foi usado as equações (3.17) e (3.18a). Fazendo a mudança j+ 1→ j nos ı́ndices
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mudos do segundo termo de (A.11), chega-se:

M
(n)
L (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
− Cn+2j

1

+
n(n− 1)− 2j + 4j(n+ j + 1)

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

2

]
An+2j (A.12)

como Cn+2j
L = Cn+2j

2 − Cn+2j
1 , chegamos na equação (3.18b):

M
(n)
L (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
Cn+2j
L +

4j

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

2

]
An+2j (A.13)

Utilizando as equações (3.29) e (A.9) em (A.10), encontra-se a equação (3.30b):

F TMC
L (x,Q2) =

(
1 + 4µx2

)
x2 ∂

2

∂x2

[
xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]

− 2x

{
f1(ξ)

2 (1 + µξ2)
− µx2 ∂

∂x

[
g2(ξ)

1 + µy2

]}

F TMC
L (x,Q2) = − xf1(ξ)

1 + µξ2
+ 2µx3 ∂

∂x

[
g2(ξ)

1 + µy2

]

+
(
1 + 4µx2

)
x2 ∂

2

∂x2

[
xg2(ξ)

ξ (1 + µξ2)

]
(A.14)

A.3 F TMC
3 (x,Q2), Georgi e Politzer

Primeiro é preciso encontrar T3
m2
p
, que é o coeficiente de −iεµνλρpλqρ em (3.8),

que terá contribuição parcial do termo C2k
3 , pois

(
−iεµνλρgλµ1qρqµ2C2k

3

)
(pµ1pµ2) =

−iεµνλρpλqρp · qC2k
3 .

Assim, fixando k ∈ N e j ∈ {0, . . . , k}, utilizando os termos de {g . . . g}{p . . . p}

que contenham pµi e distribuindo os ı́ndices µ2, . . . , µ2k pelos jgµiµl e (2k− 2j − 1)pµi

(sem criar produtos duplicados) precisa-se subtrair este pµ1 , que foi contráıdo da soma
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simétrica:

∞∑
k=1

(
−iεµνλρgλµ1qρqµ2C2k

3

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =

= −iεµνλρpλqρ
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 1)!

2jj!(2k − 2j − 1)!
(p2q2)j

× (p · q)2k−2j−1C2k
3 A2k + termos sem pµi (A.15)

Então:

T3(x,Q2)

m2
p

=
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 1)!

2jj!(2k − 2j − 1)!
(p2q2)j

×(p · q)2k−2j−1C2k
3 A2k (A.16)

Substituindo −q2 = Q2, x = Q2

2p·q e p2 = m2
p em (A.16):

T3(x,Q2)

m2
p

=
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 1)!

2jj!(2k − 2j − 1)!

×(m2
p)
j(−Q2)j

(
Q2

2x

)2k−2j−1

C2k
3 A2k

=
2

Q2

∞∑
k=1

k−1∑
j=0

(2k − j)!
j!(2k − 2j)!

(2k − 2j)!

(2k − 2j − 1)!

(2k − 1)!

(2k)!

(
m2
p

Q2

)j
C2k

3

A2k

x2k−2j−1

=
2

Q2

∞∑
k=1

k−1∑
j=0

(2k − j)!
j!(2k − 2j)!

(k − j)
k

(
m2
p

Q2

)j
C2k

3

A2k

x2k−2j−1
(A.17)

Utilizando o binômio
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
e fazendo a troca, nos ı́ndices mudos, k = l+ j

em (A.17) tem-se:

T3(x,Q2) = 2
∞∑
l=1

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj+1 l

(l + j)

C2l+2j
3 A2l+2j

x2l−1
(A.18)
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Lembrando que x = 1
ω

e usando as equações (2.18), (2.19), (2.35), (3.3) em (A.18)

encontramos o momento de Cornwall-Norton (3.18c):

M
(n)
3 (Q2) =

∫ 1

0

xn−1F TMC
3 (x,Q2)dx =

1

2

1

2πi

∮
C

1

ωn+1

ω

µ
T3(1/ω,Q2)dω

=
∞∑
l=1

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

l

(l + j)
C2l+2j

3 A2l+2j

(
1

2πi

∮
C

ω2l−n−1dω

)

=
∞∑
l=1

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

l

(l + j)
C2l+2j

3 A2l+2jδ2l,n

M
(n)
3 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

n

(n+ 2j)
Cn+2j

3 An+2j (A.19)

Utilizando a transformada inversa de Mellin, (3.19) para i = 3 e a substituição:

Cn+2j
3 An+2j

(n+ 2j)
=

∫ 1

0

dyyn+2j−1h3(y) (A.20)

a equação (A.19) simplifica e com um pouco de álgebra chegamos em (3.30c):

F TMC
3 (x,Q2) =

1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−n

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µjnyn+2j−1h3(y)

= −x ∂
∂x

{∫ 1

0

dy
h3(y)

y (1− µy2)

[
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dn

(
y

x (1− µy2)

)n]}

= −x ∂
∂x

{∫ 1

0

dy
h3(y)

y (1− µy2)
δ

[
ln

(
y

x (1− µy2)

)]}

= −x ∂
∂x

{∫ 1

0

dy
h3(y)

y (1− µy2)
δ (y − ξ) y (1− µy2)

1 + µy2

}

F TMC
3 (x,Q2) = −x ∂

∂x

[
h3(ξ)

1 + µξ2

]
(A.21)
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onde foi usado que nx−n = −x ∂
∂x
x−n, o teorema binomial (3.25), a propriedade (3.27)

e a relação (3.28).

A.4 F TMC
4 (x,Q2), Georgi e Politzer

Primeiro é preciso encontrar T4
m2
p
, que é o coeficiente de qµqν em (3.8), que terá con-

tribuição parcial do termo C2k
2 , pois

(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
(gµ1µigµ2µl) = qµqνQ2C2k

2 , integral

de C2k
4 e parcial de C2k

5 , através de
[(
gµµ1q

νqµ2 + gνµ1q
µqµ2

)
C2k

5

]
(gµ1µ2) = 2qµqνC2k

5 .

Para C2k
2 , fixando k ∈ N e j ∈ {2, . . . , k}, com os termos de {g . . . g}{p . . . p} que

contenham gµ1µigµ2µl para i, l ∈ {3, . . . , 2k}, i 6= l e distribuindo os ı́ndices restantes

µ3, . . . , µ2k pelos (j − 2)gµiµl e (2k− 2j)pµi (sem criar produtos duplicados) precisa-se

subtrair os gµ1µigµ2µl , que foram contráıdos da soma simétrica:

∞∑
k=1

(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =

= qµqνQ2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=2

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−2(j − 2)!(2k − 2j)!
(p2)j(q2)j−2

× (p · q)2k−2jC2k
2 A2k + termos sem gµnµm (A.22)

Para C2k
4 , fixando k ∈ N e j ∈ {0, . . . , k}, com cada termo de {g . . . g}{p . . . p},

encontra-se que jqµi terão seus ı́ndices levantados por jgµiµl , que vão se contrair com

jqµl resultando em (q2)j. Os (2k − 2j)qµi irão contrair com os (2k − 2j)pµi dando

(p · q)2k−2j:

∞∑
k=1

(
qµqν

Q2
qµ1qµ2C

2k
4

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =

=
qµqν

Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k)!

2jj!(2k − 2j)!
(p2q2)j

× (p · q)2k−2jC2k
4 A2k (A.23)
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Para C2k
5 , fixando k ∈ N e j ∈ {1, . . . , k}, com cada termo de {g . . . g}{p . . . p}

que contenham gµ1µ2 e distribuindo os ı́ndices restantes µ3, . . . , µ2k pelos (j − 1)gµiµl

e (2k− 2j)pµi (sem criar produtos duplicados) precisa-se fazer j → j − 1 e k → k− 1:

∞∑
k=1

( (
gµµ1q

νqµ2 + gνµ1q
µqµ2

)
C2k

5

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =

= 2qµqν
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j)!
(p2)j(q2)j−1

× (p · q)2k−2jC2k
5 A2k + termos sem gµnµm (A.24)

Então com (A.22), (A.23) e (A.24):

T4(x,Q2)

m2
p

= Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=2

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−2(j − 2)!(2k − 2j)!
(p2)j(q2)j−2

× (p · q)2k−2jC2k
2 A2k

+
1

Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k)!

2jj!(2k − 2j)!
(p2q2)j

× (p · q)2k−2jC2k
4 A2k

+ 2
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j)!
(p2)j(q2)j−1

× (p · q)2k−2jC2k
5 A2k (A.25)

Substituindo −q2 = Q2, x = Q2

2p·q e p2 = m2
p em (A.25):

T4(x,Q2)

m2
p

= Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=2

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−2(j − 2)!(2k − 2j)!
(m2

p)
j(−Q2)j−2

×
(
Q2

2x

)2k−2j

C2k
2 A2k

+
1

Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k)!

2jj!(2k − 2j)!
(m2

p)
j(−Q2)j

×
(
Q2

2x

)2k−2j

C2k
4 A2k
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+ 2
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j)!
(m2

p)
j(−Q2)j−1

×
(
Q2

2x

)2k−2j

C2k
5 A2k

=
∞∑
k=1

k∑
j=0

(2k − j)!
j!(2k − 2j)!

(
m2
p

Q2

)j
1

Q2

[
2j(j − 1)

k(2k − 1)
C2k

2 + C2k
4

− 2j

k(2k − 1)
C2k

5

]
A2k

x2k−2j
(A.26)

Utilizando o binômio
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
e fazendo a troca, nos ı́ndices mudos, k = l+ j

em (A.26) tem-se:

T4(x,Q2) =
∞∑
l=0

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj+1

[
2j(j − 1)

(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

2 + C2l+2j
4

− 2j

(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

5

]
A2l+2j

x2l
(A.27)

Lembrando que x = 1
ω

e usando as equações (2.18), (2.19), (2.35), (3.3) em (A.27)

encontramos o momento de Cornwall-Norton (3.18d):

M
(n)
4 (Q2) =

∫ 1

0

xn−1F TMC
4 (x,Q2)dx =

1

2

1

2πi

∮
C

1

ωn+1

1

2µ
T4(1/ω,Q2)dω

=
∞∑
l=1

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

[
j(j − 1)

2(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

2 +
C2l+2j

4

4

− j

2(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

5

]
A2l+2j

(∮
C

ω2l−n−1dω

)

=
∞∑
l=1

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

[
j(j − 1)

2(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

2 +
C2l+2j

4

4

− j

2(l + j)(2l + 2j − 1)
C2l+2j

5

]
A2l+2jδ2l,n
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M
(n)
4 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
j(j − 1)

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

2 +
Cn+2j

4

4

− j

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
Cn+2j

5

]
An+2j (A.28)

Utilizando a transformada inversa de Mellin, (3.19) para i = 4, (3.20), (3.22) e a

substituição:

Cn+2j
5 An+2j

(n+ 2j)(n+ 2j − 1)
=

∫ 1

0

dyyn+2j−2g5(y) (A.29)

a equação (A.28) simplifica e com um pouco de álgebra chegamos em (3.30d):

F TMC
4 (x,Q2) =

1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−n

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

[
yn+2j−2j(j − 1)g2(y)

+yn+2j−1f4(y)

4
− yn+2j−2jg5(y)

]

=

{
µ2x3 ∂

2

∂x2

[∫ 1

0

dy
y2g2(y)

x (1− µy2)3

]
+

∫ 1

0

dy
f4(y)

4y (1− µy2)

+µx2 ∂

∂x

[∫ 1

0

dy
g5(y)

x (1− µy2)2

]}[
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dn

(
y

x (1− µy2)

)n]

=

{
µ2x3 ∂

2

∂x2

[∫ 1

0

dy
y2g2(y)

x (1− µy2)3

]
+

∫ 1

0

dy
f4(y)

4y (1− µy2)

+µx2 ∂

∂x

[∫ 1

0

dy
g5(y)

x (1− µy2)2

]}
δ

[
ln

(
y

x (1− µy2)

)]

=

{
µ2x3 ∂

2

∂x2

[∫ 1

0

dy
y2g2(y)

(1− µy2)3

(1− µy2)

ξ

]
+

∫ 1

0

dy
f4(y)

4y (1− µy2)

+µx2 ∂

∂x

[∫ 1

0

dy
g5(y)

(1− µy2)2

(1− µy2)

ξ

]}
δ (y − ξ) y (1− µy2)

1 + µy2

F TMC
4 (x,Q2) = µ2x3 ∂

2

∂x2

[
ξ2g2(ξ)

1− µ2ξ4

]
+

f4(ξ)

4 (1 + µξ2)
+ µx2 ∂

∂x

[
g5(ξ)

1 + µξ2

]
(A.30)
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onde foi usado que (n + 2)(n + 1)x−n = x3 ∂2

∂x2
x−n−1, (n + 1)x−n = −x2 ∂

∂x
x−n−1,

o teorema binomial (3.25), a relação (A.8), a propriedade (3.27), a relação (3.28),

x = ξ
(1−µξ2)

e:

∞∑
j=1

(
n+ j

j

)
(µy2)jj(j − 1) = (µy2)2 (n+ 2)(n+ 1)

(1− µy2)n+3 (A.31)

A.5 F TMC
5 (x,Q2), Georgi e Politzer

Primeiro é preciso encontrar T5
m2
p
, que é o coeficiente de (pµqν + pνqµ) em (3.8), que

terá contribuição parcial do termo C2k
2 , pois

(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
(pµ1qµig

µ2µi) = pµqνQ2C2k
2

e
(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
(pµ2qµlg

µ1µl) = pνqµQ2C2k
2 e também parcial de C2k

5 , através de[(
gµµ1q

νqµ2 + gνµ1q
µqµ2

)
C2k

5

]
(pµ1) = (pµqν + pνqµ)C2k

5 .

Para C2k
2 , fixando k ∈ N e j ∈ {2, . . . , k−1}, com os termos de {g . . . g}{p . . . p} que

contenham pµ1qµig
µ2µi e distribuindo os ı́ndices restantes µ3, . . . , µ2k pelos (j − 1)gµiµl

e (2k− 2j− 1)pµi (sem criar produtos duplicados) precisa-se subtrair o gµiµl e pµi , que

foram contráıdos da soma simétrica:

∞∑
k=1

(
gµµ1g

ν
µ2
Q2C2k

2

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =

= (pµqν + pνqµ)Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j − 1)!

× (p2)j(q2)j−1(p · q)2k−2j−1C2k
2 A2k + termos com somente gµnµm

+ termos com somente pµm (A.32)

Para C2k
5 , fixando k ∈ N e j ∈ {1, . . . , k− 1}, com cada termo de {g . . . g}{p . . . p}

que contenham pµ1 e distribuindo os ı́ndices restantes µ2, . . . , µ2k pelos jgµiµl e (2k −

2j−1)pµi (sem criar produtos duplicados) precisa-se fazer subtrair os termos utilizados
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da soma simétrica:

∞∑
k=1

( (
gµµ1q

νqµ2 + gνµ1q
µqµ2

)
C2k

5

)
qµ3 . . . qµ2k

22k

(Q2)2k
A2kΠ

µ1...µ2k =

= (pµqν + pνqµ)
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 1)!

2jj!(2k − 2j − 1)!
(p2q2)j

× (p · q)2k−2j−1C2k
5 A2k + termos com somente gµnµm (A.33)

Então com (A.32) e (A.33):

T5(x,Q2)

m2
p

= Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j − 1)!
(p2)j(q2)j−1

× (p · q)2k−2j−1C2k
2 A2k

+
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 1)!

2jj!(2k − 2j − 1)!
(p2q2)j

× (p · q)2k−2j−1C2k
5 A2k (A.34)

Substituindo −q2 = Q2, x = Q2

2p·q e p2 = m2
p em (A.34):

T5(x,Q2)

m2
p

= Q2

∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=1

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 2)!

2j−1(j − 1)!(2k − 2j − 1)!

× (m2
p)
j(−Q2)j−1

(
Q2

2x

)2k−2j−1

C2k
2 A2k

+
∞∑
k=1

22k

(Q2)2k

k−1∑
j=0

(−1)j
(2k − j)!
2j(2k)!

(2k − 1)!

2jj!(2k − 2j − 1)!
(m2

p)
j(−Q2)j

×
(
Q2

2x

)2k−2j−1

C2k
5 A2k

=
1

Q2

∞∑
k=1

k−1∑
j=1

(2k − j)!
j!(2k − 2j)!

(
m2
p

Q2

)j [
− 2j(2k − 2j)

k(2k − 1)
C2k

2

+
(2k − 2j)

k
C2k

5

]
A2k

x2k−2j−1
(A.35)
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Utilizando o binômio
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
e fazendo a troca, nos ı́ndices mudos, k = l+ j

em (A.35) tem-se:

T5(x,Q2) =
∞∑
l=1

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj+1 2l

l + j

[
− 2j

C2l+2j
2

2l + 2j − 1
+ C2l+2j

5

]
A2l+2j

x2l−1
(A.36)

Lembrando que x = 1
ω

e usando as equações (2.18), (2.19), (2.35), (3.3) em (A.36)

encontramos o momento de Cornwall-Norton (3.18e):

M
(n)
5 (Q2) =

∫ 1

0

xn−1F TMC
5 (x,Q2)dx =

1

2

1

2πi

∮
C

1

ωn+1

ω

2µ
T5(1/ω,Q2)dω

=
1

2

∞∑
l=1

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

l

l + j

[
− 2j

C2l+2j
2

2l + 2j − 1
+ C2l+2j

5

]
A2l+2j

×
(∮

C

ω2l−n−1dω

)

=
1

2

∞∑
l=1

∞∑
j=0

(
2l + j

j

)
µj

l

l + j

[
− 2j

C2l+2j
2

2l + 2j − 1
+ C2l+2j

5

]
A2l+2jδ2l,n

M
(n)
5 (Q2) =

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µj

n

n+ 2j

[
− jCn+2j

2

n+ 2j − 1
+
Cn+2j

5

2

]
An+2j (A.37)

Utilizando a transformada inversa de Mellin, (3.19) para i = 5, (3.22) e a substi-

tuição:

Cn+2j
5 An+2j

n+ 2j
=

∫ 1

0

dyyn+2j−1h5(y) (A.38)

a equação (A.37) simplifica e com um pouco de álgebra chegamos em (3.30e):

F TMC
5 (x,Q2) =

1

2πi

∫ 1

0

dy

∫ +i∞

−i∞
dnx−n

∞∑
j=0

(
n+ j

j

)
µjn

[
− yn+2j−2jg2(y)

+yn+2j−1h5(y)

2

]
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=

{
− µx2 ∂

2

∂x2

[∫ 1

0

dy
g2(y)

(1− µy2)2

]
− x

2

∂

∂x

[∫ 1

0

dy
h5(y)

y (1− µy2)

]}

×
[

1

2πi

∫ +i∞

−i∞
dn

(
y

x (1− µy2)

)n]

=

{
− µx2 ∂

2

∂x2

[∫ 1

0

dy
g2(y)

(1− µy2)2

]
− x

2

∂

∂x

[∫ 1

0

dy
h5(y)

y (1− µy2)

]}

×δ

[
ln

(
y

x (1− µy2)

)]

=

{
− µx2 ∂

2

∂x2

[∫ 1

0

dy
g2(y)

(1− µy2)2

]
− x

2

∂

∂x

[∫ 1

0

dy
h5(y)

y (1− µy2)

]}

×δ (y − ξ) y (1− µy2)

1 + µy2

F TMC
5 (x,Q2) = −µx2 ∂

2

∂x2

[
ξg2(ξ)

1− µ2ξ4

]
− x

2

∂

∂x

[
h5(ξ)

1 + µξ2

]
(A.39)

onde foi usado que n(n + 1)x−n = x2 ∂2

∂x2
x−n, nx−n = −x ∂

∂x
x−n, o teorema binomial

(3.25), a relação (A.8), a propriedade (3.27) e a relação (3.28).
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Apêndice B

Funções de Estrutura com Inversão

Termo a Termo

Neste apêndice será realizada a derivação das funções de estrutura F TMC
i (x,Q2),

com i = 1, L, 3, 4, 5, seguindo os procedimentos adotados para a derivação na Seção

4.1, onde foi feito o cálculo para F TMC
2 (x,Q2).

B.1 F TMC
1 (x,Q2), série em µ

Partindo da transformada inversa de Mellin, equação (3.19), para i = 1, com o

momento (3.18a), (3.20) e (3.22), tem-se:

F TMC
1 (x,Q2) =

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dnx−nM

(n)
1 (Q2)

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy

(
n+ j

j

)
x−n

[
yn+2j−1f1(y)

2

+jyn+2j−2g2(y)

]
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=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy
(n+ j)!

j!n!
x−n

[
yn+2j−1f1(y)

2

+jyn+2j−2g2(y)

]
(B.1)

Pode-se utilizar a relação:

(n+ j)!

n!
x−n = x (−x)j

∂j

∂xj
x−n−1 (B.2)

para todo n no eixo imaginário exceto a origem, substituindo (B.2) em (B.1) e com

um pouco de álgebra chegamos em (4.9a):

F TMC
1 (x,Q2) = x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dyx−n−1

(
yn+2j−1f1(y)

2

+jyn+2j−2g2(y)

)]

= x
∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
y

2
f1(y) + jg2(y)

)]

×

[
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

(
y

x

)n]

= x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
y

2
f1(y) + jg2(y)

)]
δ

[
ln

(
y

x

)]

= x
∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
y

2
f1(y) + jg2(y)

)
xδ(y − x)

]

F TMC
1 (x,Q2) = x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[
x2j−2

(
x

2
f1(x) + jg2(x)

)]
(B.3)

onde foi usada a propriedade (3.27) e a relação (3.28).
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B.1.1 Convergência da série para F1(x,Q
2)

Na Figura (B.1) tem-se, F1, equação (B.3), em função de x e W para Q2 = 1 GeV 2,

Q2 = 2 GeV 2 e Q2 = 5 GeV 2, desde o primeiro termo (j = 0) até o quarto termo

(j < 5), juntamente com a equação (A.9), em todos os cálculos foi utilizada a PDF

MSTW 2008 [16]. Para Q2 = 1 GeV 2 tem-se convergência com os primeiros três

primeiros termos até x . 0.45 ou W & 1.45 GeV , para Q2 = 2 GeV 2 até x . 0.65 ou

W & 1.4 GeV e para Q2 = 5 GeV 2 até x . 0.85 ou W & 1.33 GeV .

Figura B.1: TMC para F1 em Q2 = 1 GeV 2 (acima), Q2 = 2 GeV 2 (meio) e
Q2 = 5 GeV 2 (abaixo) pela equação (B.3), mostrando a convergência com o

aumento de j, comparada com o resultado da equação (A.9), em função de x
(esquerda) e W (direita).
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Na Figura (B.2) tem-se a razão entre a série para F1, equação (B.3), e a TMC

dada pela equação (A.9) em função de x e W para Q2 = 1 GeV 2, Q2 = 2 GeV 2 e

Q2 = 5 GeV 2, em todos os cálculos foi utilizada a PDF MSTW 2008 [16].

Figura B.2: Razão entre a TMC F1, equação (B.3), em Q2 = 1 GeV 2 (acima),
Q2 = 2 GeV 2 (meio) e Q2 = 5 GeV 2 (abaixo) pela TMC dada pela equação (A.9)

em função de x (esquerda) e W (direita), mostrando a convergência com o
aumento de j.
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B.2 F TMC
L (x,Q2), série em µ

Partindo da transformada inversa de Mellin, equação (3.19), para i = L, com o

momento (3.18b), (3.20) e (3.22), tem-se:

F TMC
L (x,Q2) =

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dnx−n+1M

(n)
L (Q2)

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy

(
n+ j

j

)
x−n+1

[
yn+2j−1

(
f2(y)− f1(y)

)
+4jyn+2j−2g2(y)

]

= x
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy
(n+ j)!

j!n!
x−n

[
yn+2j−1

(
f2(y)− f1(y)

)
+4jyn+2j−2g2(y)

]
(B.4)

Substituindo (B.2) em (B.4) e com um pouco de álgebra chegamos em (4.9b):

F TMC
L (x,Q2) = x2

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

{
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dyx−n−1

[
yn+2j−1

(
f2(y)

−f1(y)
)

+ 4jyn+2j−2g2(y)

]}

= x2

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
yf2(y)− yf1(y) + 4jg2(y)

)]

×

[
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

(
y

x

)n]

= x2

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
yf2(y)− yf1(y) + 4jg2(y)

)]

×δ

[
ln

(
y

x

)]
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= x2

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
yf2(y)− yf1(y) + 4jg2(y)

)]
×xδ(y − x)

F TMC
L (x,Q2) = x2

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[
x2j−2

(
xf2(x)− xf1(x) + 4jg2(x)

)]
(B.5)

onde foi usada a propriedade (3.27) e a relação (3.28).

B.3 F TMC
3 (x,Q2), série em µ

Partindo da transformada inversa de Mellin, equação (3.19), para i = 3, com o

momento (3.18c) e (A.20), tem-se:

F TMC
3 (x,Q2) =

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dnx−nM

(n)
3 (Q2)

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy

(
n+ j

j

)
nx−nyn+2j−1h3(y)

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy
(n+ j)!

j!(n− 1)!
x−nyn+2j−1h3(y) (B.6)

Pode-se utilizar a relação:

(n+ j)!

(n− 1)!
x−n = (−x)1+j ∂

1+j

∂x1+j
x−n (B.7)

para todo n no eixo imaginário exceto a origem, substituindo (B.7) em (B.6) e com

um pouco de álgebra chegamos em (4.9c):

F TMC
3 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dyx−nyn+2j−1h3(y)

]
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=
∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[∫ 1

0

dyy2j−1h3(y)

][
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

(
y

x

)n]

=
∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[∫ 1

0

dyy2j−1h3(y)

]
δ

[
ln

(
y

x

)]

=
∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[∫ 1

0

dyy2j−1h3(y)xδ(y − x)

]

F TMC
3 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[
x2jh3(x)

]
(B.8)

onde foi usada a propriedade (3.27) e a relação (3.28).

B.3.1 Convergência da série para F3(x,Q
2)

Na Figura (B.3) tem-se, F3, equação (B.8), em função de x e W para Q2 = 1 GeV 2,

Q2 = 2 GeV 2 e Q2 = 5 GeV 2, desde o primeiro termo (j = 0) até o quarto termo

(j < 5), juntamente com a equação (A.21), em todos os cálculos foi utilizada a PDF

MSTW 2008 [16]. Para Q2 = 1 GeV 2 tem-se convergência com os primeiros três

primeiros termos até x . 0.5 ou W & 1.37 GeV , para Q2 = 2 GeV 2 até x . 0.7 ou

W & 1.32 GeV e para Q2 = 5 GeV 2 até x . 0.75 ou W & 1.6 GeV .

Na Figura (B.4) tem-se a razão entre a série para F3, equação (B.8), e a TMC

dada por equação (A.21) em função de x e W para Q2 = 1 GeV 2, Q2 = 2 GeV 2 e

Q2 = 5 GeV 2, em todos os cálculos foi utilizada a PDF MSTW 2008 [16].
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Figura B.3: TMC para F3 em Q2 = 1 GeV 2 (acima), Q2 = 2 GeV 2 (meio) e
Q2 = 5 GeV 2 (abaixo) pela equação (B.8), mostrando a convergência com o

aumento de j, comparada com o resultado da equação (A.21), em função de x
(esquerda) e W (direita).
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Figura B.4: Razão entre a TMC F3, equação (B.8), em Q2 = 1 GeV 2 (acima),
Q2 = 2 GeV 2 (meio) e Q2 = 5 GeV 2 (abaixo) pela TMC dada pela equação (A.21)

em função de x (esquerda) e W (direita), mostrando a convergência com o
aumento de j.
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B.4 F TMC
4 (x,Q2), série em µ

Partindo da transformada inversa de Mellin, equação (3.19), para i = 4, com o

momento (3.18d), (3.20), (3.22) e (A.29), tem-se:

F TMC
4 (x,Q2) =

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dnx−nM

(n)
4 (Q2)

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy

(
n+ j

j

)
x−n

[
j(j − 1)yn+2j−2g2(y)

+yn+2j−1f4(y)

4
− jyn+2j−2g5(y)

]

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy
(n+ j)!

j!n!
x−n

[
j(j − 1)yn+2j−2g2(y)

+yn+2j−1f4(y)

4
− jyn+2j−2g5(y)

]
(B.9)

Substituindo (B.2) em (B.9) e com um pouco de álgebra chegamos em (4.9d):

F TMC
4 (x,Q2) = x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dyx−n−1

(
j(j − 1)yn+2j−2g2(y)

+yn+2j−1f4(y)

4
− jyn+2j−2g5(y)

)]

= x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
j(j − 1)g2(y) +

y

4
f4(y)

−jg5(y)

)][
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

(
y

x

)n]

= x
∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
j(j − 1)g2(y) +

y

4
f4(y)

−jg5(y)

)]
δ

[
ln

(
y

x

)]
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= x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[∫ 1

0

dy
y2j−2

x

(
j(j − 1)g2(y) +

y

4
f4(y)

−jg5(y)

)
xδ(y − x)

]

F TMC
4 (x,Q2) = x

∞∑
j=0

µj
(−x)j

j!

∂j

∂xj

[
x2j−2

(
j(j − 1)g2(x)

+
x

4
f4(x)− jg5(x)

)]
(B.10)

onde foi usada a propriedade (3.27) e a relação (3.28).

B.5 F TMC
5 (x,Q2), série em µ

Partindo da transformada inversa de Mellin, equação (3.19), para i = 5, com o

momento (3.18e), (3.22) e (A.38), tem-se:

F TMC
5 (x,Q2) =

1

2πi

∫ i∞

−i∞
dnx−nM

(n)
5 (Q2)

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy

(
n+ j

j

)
nx−n

[
− jyn+2j−2g2(y)

+yn+2j−1h5(y)

2

]

=
1

2πi

∞∑
j=0

µj
∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dy
(n+ j)!

j!(n− 1)!
x−n

[
− jyn+2j−2g2(y)

+yn+2j−1h5(y)

2

]
(B.11)
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Substituindo (B.7) em (B.11) e com um pouco de álgebra chegamos em (4.9e):

F TMC
5 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

∫ 1

0

dyx−n

(
− jyn+2j−2g2(y)

+yn+2j−1h5(y)

2

)]

=
∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[∫ 1

0

dyy2j−2

(
− jg2(y) +

y

2
h5(y)

)]

×

[
1

2πi

∫ i∞

−i∞
dn

(
y

x

)n]

=
∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[∫ 1

0

dyy2j−2

(
− jg2(y) +

y

2
h5(y)

)]

×δ

[
ln

(
y

x

)]

=
∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[∫ 1

0

dyy2j−2

(
− jg2(y) +

y

2
h5(y)

)]
×xδ(y − x)

F TMC
5 (x,Q2) =

∞∑
j=0

µj
(−x)1+j

j!

∂1+j

∂x1+j

[
x2j−1

(
− jg2(x) +

x

2
h5(x)

)]
(B.12)

onde foi usada a propriedade (3.27) e a relação (3.28).
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