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Resumo

Neste trabalho estudamos a aplicabilidade dos conceitos de autoconsisténcia de R. Hage-
dorn [1] e de ndo-extensividade de acordo com a estatistica de Tsallis [2]. Estes dois conceitos
podem ser associados de acordo com a teoria autoconsistente ndo-extensiva [3]. A andlise dos
dados de distribui¢do de momento tranversal e do espectro de massa de hddrons permite testar a
aplicabilidade desses conceitos, e neste trabalho desenvolvemos esta anélise para dados obtidos
em colisdes p — p em energias ultrarelativisticas. Os resultados obtidos nessas andlises con-
firmam a idéia de Hagedorn da existéncia de uma temperatura limite para sistemas hadronicos
e também € observado uma 6tima descri¢do do espectro de massa hadronico pela TACNE [4].
Parte dos resultados deste trabalho estd publicada na Physical Review D 87, 114022 (2013).

Palavras-Chave: Estatistica Nao-Extensiva; Espectro de Massa; Distribuicio de Momento
Transversal; C. Tsallis; R. Hagedorn.






Abstract

In this work, we study the applicability of the concepts of self-consistency by R. Hage-
dorn [1] and non-exntensivity according to the Tsallis statistic [2]. These two concepts can be
associeted in accordance with the self-consistency non-extensive theory [3]. The analysis of
distribution data of transverse momentum and mass spectrum allow hadron test applicability of
these concepts, and in this work we developed this analysis for data obtained from p — p colli-
sions at ultrarelativistic energies. The results of these analysis support the ideia of the existence
of a Hagedorn’s temperature threshold for hadronic systems and a very good description of the
hadroic mass spectrum by the self-consistency non-extensive theory is also verified [4]. Part of
this work is published in Physical Review D 87, 114022 (2013).

Keyword: Statistic Non-Extensive; Mass Spectrum; Tranverse Momentum Distribution;
C. Tsallis; R. Hagedorn.
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1 Introducao

O homem sempre se perguntou sobre o que constitui a matéria € como observar as particu-
las que compde tudo ao nosso redor. Com o passar dos séculos, o conhecimento humano foi
se acumulando de tal maneira que nos dias atuais é possivel observar indiretamente particulas
fundamentais da natureza, como por exemplo as particulas que constituem os hadrons, ou seja,
os quarks, ¢, e os glions, g (os glions sdo responsdveis pela interacao forte entre os quarks)
[5]. Segundo o modelo padrdo de particulas existem apenas seis tipos de quarks no universo
e combinacgdes dessas particulas resultam nos barions e nos mésons, 0s barions sdo constitui-
dos por trés quarks, ggq, ou trés antiquarks, ggg, € os mésons sdo constituidos por um par
quark-antiquark, gg [5]. Todas as particulas que sdo compostas por quarks ou antiquarks sdo
denominadas hadrons. Os quarks s@o organizados por sabores e sdo divididos em trés geracdes

(ver Fig. 1.1).

Geracao
| Il 1}
Carga 9 2
Elétrica —| 2/3 3
Spin — /) u %) C 1
up charm top
~d |7s |ib
)]
5 down strange bottom

Figura 1.1: Figura representativa dos respectivos sabores, geragdes e cargas elétricas dos quarks.

Além da carga elétrica, os quarks possuem um outro tipo de carga, a carga de cor. A

existéncia dessa carga foi proposta nos anos 70 e tem como base tedrica a Cromodinamica
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Quantica (QCD - Quantum Chromodynamics) [6]. A QCD ¢€ a teoria que descreve a interagdo
forte, ou seja, interagdo entre os quarks que € intermediada pelos glions. Essa teoria interpreta
também o comportamento de confinamento dos quarks e explica o por qué essas particulas ndo

sdo encontradas sozinhas na natureza (desconfinadas).

A idéia fundamental da QCD ¢ que os quarks possuem cargas de cores e que formam
estados ligados de maneira que a carga de cor total seja branca. No caso dos bérions, cada um
dos trés quarks (ou antiquarks) possui uma carga de cor, podendo ser vermelho, verde ou azul.
Confinados dentro do bérion, cada quark contribui com sua carga de cor de tal maneira que a
carga de cor desse hddron seja branca. No caso dos mésons, que sd0 compostos por um par
quark-antiquark, a carga de cor do g € inversa a carga de cor do g, resultando assim na carga de

cor branca para o méson.

Embora seja possivel observar experimentalmente algumas particulas fundamentais, como
por exemplo, os elétrons, a observacdo dos quarks ndo é uma tarefa simples, pois essas par-
ticulas geralmente estdo confinadas dentro de algum hadron. Para que seja possivel estudar
esses quarks € necessdrio acelerar fons pesados (hadrons) a altas energias a fim de colidi-los
e “quebrd-los”. No momento dessas colisdes de hadrons a altas energias, acredita-se ser ob-
servado, de maneira indireta, a formacdo de um estado da matéria, denominado plasma. Este
plasma é constituido por quarks e glions e € conhecido como QGP (Quark-Gluon Plasma)
[7, 8]. No QGP, os quarks estdo desconfinados, mas apds um pequeno intervalo de tempo
ocorre a hadronizagdo, ou seja, esses quarks comecam a se juntar formando novos hadrons e
consequentemente tornam-se confinados novamente [7, 8]. O estudo do QGP ¢ realizado de
maneira indireta pois sdo observadas apenas as particulas que foram criadas apés o novo con-
finamento, essas particulas s3o conhecidas como particulas secunddrias. A observacdo dessas
particulas é realizada através de detetores dispostos ao redor do ponto de colisdo dos hadrons

primadrios [9].

Em colisdes de particulas, uma importante caracteristica da colis@o é a energia no centro

de massa, /s. Essa energia é calculada utilizando a energia da particula A, E4, e a energia da
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particula B, Ep, ambas medidas no referencial do centro de massa. O cdlculo da energia da

colis@o por nucleon no centro de massa € dado por [10]

Es+Ep
¢z

Vs= (1.1)

A densidade de energia de colisdo estd intimamente relacionada com a criacdo do QGP,
pois esse deve ser formado apenas em colisdes de altas energias. Com o avanco da tecnologia,
os aceleradores de particulas atuais alcancam energias de colisdo de até 8 TeV (1 TeV = 10!?
eV), podendo chegar a 14 TeV [11], porém a 70 anos a energia maxima alcancada era da ordem
de MeV (10 eV) [12]. Por consequéncia do aumento da energia de colisio e da evolucdo da
tecnologia empregada nos detetores, a precisao destes novos experimentos nos permite estudar
interacoes fundamentais (exceto a gravitacional) e, consequentemente, testar teorias que até

entdo encontravam-se limitadas pela fisica experimental [13].

Um grande desafio da fisica experimental era acelerar e colidir hadrons a energias de colisao
que superassem a energia de ligacdo entre os quarks, formando assim um sistema constituido
por quarks e glions desconfinados. O estudo do QGP é muito importante pois, segundo modelos
cosmoldgicos [14], logo apds o Big Bang, existiu um plasma constituido por quarks e glions.
Portanto, para uma melhor compreensao das teorias que descrevem a origem e evolucdo do

universo € necessario reproduzir, de maneira controlada e semelhante, esse estado da matéria.

Segundo esses modelos cosmolégicos, apds a criagdo do QGP ocorreu a hadronizagdo e o
freeze-out, onde esse consiste no esfriamento/espansdo do sistema que deu inicio a formagao
das particulas que conhecemos hoje, ou seja, esse sistema deu inicio a formagao da matéria que

constitui tudo ao nosso redor.

Com o objetivo de uma melhor compreensao do sistema criado apds a colisao hadronica,
sao observadas/detetadas as particulas que sao criadas na hadronizacao e freeze-out € por meio
de observacao das caracteristicas dessas particulas secunddrias é possivel desenvolver e testar

teorias que descrevam ou deveriam descrever esse sistema.

Considerando que esse sistema ¢é constituido por um nimero muito grande de particulas,
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foi proposto por Enrico Fermi e por Lev Landau que colisdes de particulas poderiam formar
um sistema em equilibrio termodinamico [15]. Uma teoria fisica capaz de lidar com sistemas
nessas configuragdes € a mecanica estatistica, pois essa estuda o conjunto como um todo e ndo
cada particula individualmente e esta intimamente relacionada com as funcdes termodindmicas

do sistema.

Os resultados experimentais obtidos a partir da detecio das particulas secundarias “criadas”
apos a colisdo hadronica sdo geralmente apresentados na forma de secdo de choque diferencial
ou yield em funcdo da distribui¢do do momento transversal, pr, e/ou da rapidez, y. Tendo em
maos esses conjuntos de dados experimentais, € possivel testar teorias que foram desenvolvidas
para explicar o comportamento desses resultados experimentais e, consequentemente, obter

informagdes do sistema, como por exemplo a temperatura, 7.

Atualmente, ha duas teorias que descrevem a secdo de choque e/ou yield obtidos a partir
de experimentos de colisdes a altas energias. A primeira foi desenvolvida a partir da ideia de
fireballs (ver secdo 2.2), e € uma variacdo de uma equacao proposta por R. Hagedorn [16] que
segue a estatistica de L. Boltzmann, ou seja, um sistema cuja entropia € extensiva [17, 18, 19,
20, 21]. A segunda € obtida seguindo a proposta de C. Tsallis [2] de uma entropia ndo-extensiva

(3,4, 22, 23].

A utilizagdo dessas duas férmulas para a distribuicdo de pr, que surgem a partir dessas
duas teorias, conduzem a determinacdo de uma temperatura para o sistema. Além de obterem
féormulas para a descri¢do da distribuicao de pr, as teorias desenvolvidas por Hagedorn [1] e
por Deppman [3] (Deppman utilizou a proposta de Tsallis) também fornecem equacdes para
o espectro de massa hadronico. Estas equagdes também podem ser comparadas aos estados
hadronicos medidos. O principal objetivo desse trabalho é discutir os resultados obtidos devido
a aplicagdo dessas duas teorias e consequentemente determinar a real temperatura do sistema,

caso exista.

A fim de uma melhor comparacgdo entre as propostas de o sistema formado apds a colisdo

hadronica ser um sistema extensivo ou nao-extensivo, nesse trabalho € discutido também a
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previsdo tedrica da curva do espectro de massa acumulado obtido através das férmulas proposta

por Hagedorn [1] e pela Teoria Autoconsistente Nao-Extensiva [3].
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2  Metodologia

Neste capitulo sdo apresentadas e discutidas as teorias, idéias e equacdes estudadas e utili-

zadas durante a realizacdo deste trabalho.

2.1 Mecanica Estatistica

As leis que se aplicam ao equilibrio térmico sdo chamadas de mecanica estatistica [24] e
essa € considerada como sendo a unido da mecéanica com a teoria de probabilidade [25]. Seu
grande objetivo consiste em explicar os resultados e as leis da termodindmica a partir da anélise
do comportamento de um imenso nimero de particulas. Essa grande quantidade de particulas,
da ordem do nimero de Avogadro (A ~ 6 x 10??), conduz a algumas regularidades do sistema,
que sdo denominadas como leis estatisticas, porém a compreensao desses sistemas torna-se
possivel apenas se for realizado uma andlise probabilistica [26]. Essa andlise da mecanica
estatistica teve um papel fundamental no desenvolvimento probabilistico utilizado na mecanica

quantica [27].

A mecanica estatistica realiza uma descri¢do microscéopica do sistema [28] e estd intima-

mente relacionada com a termodindmica a partir das equagdes de estado do sistema [29, 30],

T =T(S,V,Ny,...,N,),
P:P(S’V,Nl,...,Nr),

‘uj':‘LLj(S,V,Nl,...?Nr), 2.1

onde T € a temperatura, P € a pressdo, i € o potencial quimico, S € a entropia, V € o volume e
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N € o nimero de particulas do sistema.

2.1.1 Estatistica de Boltzmann-Gibbs

A forma da mecanica estatistica que é conhecida atualmente foi principalmente desenvol-
vida por Boltzmann e Gibbs na metade do século XIX [27]. Ainda na mecanica estatistica
cléssica, ou seja, no contexto do espaco de fase cldssico no ensemble candnico, pode-se definir
a distribuicdo canonica de Gibbs que é dada pela densidade de probabilidade no espaco de fase

[26, 27]. Essa distribui¢cao € dada por

7(4:p) = JExpl-BH(q,p)] 2

onde Z € definida como sendo a funcao de particdo (ou soma sobre estados) do sistema e € dada

por

7— /dqdpExp[—ﬁH(q,p)]

=Y Exp[-BEi], 23)

onde B = 1/kpT, E; é a energia no microestado i e H(q, p) é o hamiltoniano do sistema que

estd em equilibrio com um reservatério térmico infinitamente grande com temperatura 7'.

A conexdo entre a termodinamica e o ensemble candnico € expressa pela energia livre de

Helmbholtz [26] que pode ser escrita na forma

F= %m(Z) . (2.4)

A expressdo da entropia obtida a partir da energia livre de Helmholtz é dada em termos da
distribui¢do de probabilidade e € conhecida como entropia de Shannon [26, 31]. Essa entropia
¢ dada por

W
S = —kp 1—21 piln(pi), (2.5)

onde kp € a constante de Boltzmann, p; é a probabilidade do sistema estar no microestado i e
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W representa o numero total de microestados i acessiveis do sistema. A entropia do sistema

descrito pela Eq. 2.5 € ndo-negativa, concava e extensiva [32].

Para sistemas que possuem a mesma probablidade p; para Vi, pode-se reescrever p; = 1 /W,
ou seja, a probabilidade do sistema estar em um determinado microestado é a mesma para

qualquer microestado. Substituindo p; = 1/W na Eq. 2.5, obtem-se

S:—@ﬁéﬂ(%)
— w1 1) )

= kgln(W), (2.6)

onde a Eq. 2.6 é uma equac¢ado fundamental da mecanica estatistica e € conhecida como principio

de Boltzmann.

Uma importante caracteristica da mecanica estatistica desenvolvida a partir da entropia dada
pela Eq. 2.5 € a aditividade da entropia [32], ou seja, a entropia de um sistema composto por
dois subsistemas € a soma das entropias de cada subsistema. Essa aditividade estd intimamente
ligada, na estatistica de Boltzmann, a extensividade do sistema e pode ser expressa matemati-

camente como

SATB — kg Z PaBxIn(pap i)

3
= —kBZZPA,iPB,jln(PA,iPB,j)
i
= —kBZZPA,iPB,j [In(pa,i) +1n(pg,;)]
i

= —kg Y pailn(pa;) —ks Y, ps jIn(ps. ;)
i J

=sA 58 2.7)
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2.1.2 Gas Ideal Quantico

Considerando que um sistema hadronico, como por exemplo o sistema formado logo apés a
colisao hadrdnica (discutido no Capitulo 1), é formado por quarks (g) e glions (g), esse sistema
pode ser estudado como sendo um gas ideal quantico dentro de um volume V), mantido a uma

temperatura 7.

A funcdo de particao de um gés ideal quantico é dada por [26]

1
ZWVo,T) = ZEXp [—?Z&jv,‘j] —1 (2.8)
v) ij

onde i representa os possiveis momentos p; de um determinado tipo de particula j no volume
Vo. &j =4/ p? + mf € a energia associada a particula j com momento p;. Na somatéria acima,

(v) representa uma possivel configura¢do do sistema, isto é

(V):{n17n27"'7n1\f}7 2.9)

onde n; € o nimero de particulas no i-ésimo estado de particula independente. Naturalmente

Y ni=N, (2.10)

onde N € o nimero de particulas do sistema. Cada elemento v; ; representa o numero de parti-
culas do tipo j com momento p;. Na Eq. 2.8, foi subtraido o valor de 1 do lado direito pois a
soma em (v) considera o caso de que ndo hd particulas no sistema (v; ; = 0). Com o objetivo de

simplificar as equagdes, define-se x;;, onde

gij
xi; = Exp [—7} . @.11)

Reescrevendo a Eq. 2.8 adotando a defini¢do de x;;, obtem-se

1+Z(Vo,T) =Y [ij;f

v LiJ

:th. (2.12)
L)

v
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Por se tratar de um sistema quantico, a Eq. 2.12 engloba dois tipos de particulas, os férmions
e os bosons. Os férmions sdo descritos pela estatistica de Fermi-Dirac e os bosons sdo descritos

pela estatistica de Bose-Einstein. Para cada caso, o valor de v;; € descrito como

* vij = (0,1) para férmions

Y x5 =1+xir, (2.13)

* vij=(0,1,2,...,00) para bésons

- 1
Y x5 = . (2.14)
(V) 1 —XiB

Substituindo as Eqs. 2.13 e 2.14 na Eq. 2.12, obtem-se

1+Z(W,T) :H(l—xilg)il H(1+xiF>- (2.15)
iB iF

Tirando o logaritmo natural da Eq. 2.15, obtem-se
In[1+Z(Vo,T)] =—) In(1—x;5) Y In(1+xiF). (2.16)
iB iF

Para o sistema estudado, os niveis quanticos de energia sdo bem préximos entre si, logo,
para facilitar os cédlculos, pode-se realizar uma aproximagado para o continuo [15]. Passando a
Eq. 2.16 para o continuo, as somatdrias dessa equacao s@o substituidas por integrais seguindo

as seguintes relacoes

* para a somatéria em i, que € realizada sobre os momentos p;,

V oo
Z[...]—>2—7;’2/0 p2[...]dp, (2.17)

i

* para a somatéria em B e F, que € realizada sobre as massas m,

;[---] — /OMPB,F(m)[---]dm- (2.18)
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Substituindo as relacdes 2.17 e 2.18 na Eq. 2.16, obtem-se
V 5} (5}
In[1+Z(Vp,T)] = 2_7;)2/0 prdp {/0 dm[pr(m)In(1+x,,) — pg(m)In(l —x,,)]| . (2.19)

A série de Taylor para o logaritmo natural é¢ dada por

= (-1

In(1+x) = Z x"
n=1 n
o —1

In(1—x)=) —x", (2.20)
n—=1 "

onde |x| < 1. Substituindo as relagdes da Eq. 2.20 na Eq. 2.19, obtem-se
Vo ol [~ ” n 2.n
In[1+2(Vo, 7)) = 5.5 ¥ ;/O dm/o dplps(m) — (1Y pp(m)] p2cs,, 2.21)
n=1

onde x7,, = Exp[+* p?+m?] < 1. Substituindo o valor de Xpm (Eq. 2.11) e fazendon =1, a

Eq. 2.21 pode ser reescrita como

In[14+Z(Vp,T)] Yo /Ooodm/ooodppzp (m)Exp [_Tl Vv p? +m2} , (2.22)

Y

onde p(m) = pg(m) + pr(m) é a densidade de massa.

2.2 Teoria de Hagedorn

Rolf Hagedorn propds em 1965 um modelo estatistico para explicar o que acontece com
os hadrons quando esses sd@o submetidos a colisdes em altas energias. Segundo Hagedorn,
logo apds a colisdao hadronica € estabelecido um equilibrio termodindmico em um certo volume
Vo [1]. Este sistema termodindmico € composto por um ndmero indeterminado de hddrons

excitados que deixam a regido de interacdo formando particulas “estaveis”.

A idéia central de Hagedorn é que o sistema termodinamico que é formado logo apds a
colisdo € composto por hadrons excitados a diferentes graus de excitagcdo (diferentes energias),

e sdo denominados como fireballs. Um fireball pode ser definido como sendo [16]:

* um equilibrio estatistico de um ilimitado e indeterminado nimero de fireballs, onde cada
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fireball é *

A definicdo de fireball é recursiva e conduz ao conceito de autoconsisténcia do sistema
termodindmico. Com essa interpretagdo, pode-se relacionar a densidade de massa, p(m), com

a densidade de energia, o (E), desse sistema hadr6nico, definindo

* p(m)dm como sendo o nimero de hadrons excitados com massa entre m e m+dm, e

* 6(E)dE como sendo o nimero de estados com energia entre E e E + dE do sistema

termodinamico.

Como foi visto na se¢do 2.1.2, a Eq. 2.22 foi desenvolvida para descrever o gds ideal
quantico, consequéntemente, segundo Hagedorn essa equacio deve descrever também o sistema
composto por fireballs. Por outro lado, pode-se escrever a fun¢do de particio para o nimero

total de estados como sendo

Z(Vo,T) = /0 ” o(E)Exp {‘TE} dE. (2.23)

Igualando as Egs. 2.22 e 2.23, obtem-se

Z(Vop,T) = Exp { Yo /o dm/o dp p*p(m)Exp l%l\/pz—i—mzH —1

2n?

= /wG(E)EXp {_—E} dE . (2.24)
0 T

Expressando a condi¢do de autoconsisténcia como
In[p(x)] — In[o(x)] para x — e (2.25)

onde x = m ou x = E. Considerando as condicdes relacionadas pelas Eqs. 2.24 e 2.25 e segundo
os célculos realizados nas refs. [1, 33], observa-se que as densidades de massa e energia do

sistema devem ser

p(m) — %/zeﬁm para m — oo
m

a VO

—20__ 1
O(E) — bE w0’ " oPoF para E — oo (2.26)
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onde a e b sdo constantes, T € a temperatura do sistema, B = 1/T e By = 1/T. Para que sejam
vdlidas as condi¢Oes impostas por Hagedorn, a temperatura limite do sistema deve ser Ty, ja que

a funcdo de parti¢ao da Eq. 2.24 fica dada por

aVO
1 ) (22By)3/2
B—Bo ’

Z(Vo,ﬁ)ﬁ%ﬁo — ( 2.27)

evidenciando um limite para a temperatura do sistema dada por 7j.

A temperatura limite 7p = 1/fp encontrada por Hagedorn pode ser interpretada como sendo
a temperatura que marca a transicao de fase entre os regimes confinados e desconfinados da

matéria hadronica [34] e seu valor é da ordem de Ty ~ 200 MeV [14, 23, 35].

2.3 [Estatistica de Tsallis

Em 1988, C. Tsallis propds uma generalizacao da estatistica de Boltzmann-Gibbs através
de uma nova férmula para o cdlculo da entropia de um determinado sistema termodinamico.

Esta formula € dada por [2]

1-y". p?
S zk—qz_“l1 bi, (2.28)

onde g é denominado indice entropico, W representa o numero total de microestados acessiveis,

pi € a probabilidade do sistema estar no microestado i, kK € uma constante positiva.

A entropia proposta por Tsallis se reduz a entropia de Shannon quando o indice entrépico
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€ igual a 1 (g = 1). Isso pode ser verificado fazendo

S1 = lim§,
q—1
_ i (LT P
q—1 q—1
i g = L PiExp(g — D)in (py)]
g—1 —1

= hmk Z pi)In (p:i)Exp[(g — 1)Inp;]
g—1

= —k Z piln(p;), (2.29)
i=1

onde o simbolo = representa a aplicacdo da Regra de I’Hopital devido a indeterminacao do tipo

8 presente na aplicacdo do limite.

Para o caso de sistemas que possuem a mesma probabilidade p; para Vi, sendo W o nimero
total de microestados acessiveis, podemos reescrever p; = 1 /W, ou seja, a probabilidade do sis-
tema estar em um determinado microestado € a mesma para qualquer microestado. Substituindo

pi = 1/W na Eq. 2.28 obtem-se

1\4
L (w)
q 6]—1
1-wl-

Realizando os mesmos célculos da Eq. 2.30 para ¢ — 1, obtem-se

S1 = lim§,

q—1

q—1 q—l

1 —Exp[(1—
i L Exp[(1 —g)In W]
q—1 q—l

L lim k — (—~InW)Exp[(1 — ¢)In W]

g—1

=klnW, (2.31)

onde o simbolo = representa a aplicacio da Regra de I’Hopital devido a indeterminacao do tipo
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8 presente na aplicacdo do limite.

E observado que para g — 1, a Eq. 2.30 se reduz a 2.31, e esta é conhecida como principio

de Boltzmann (Eq. 2.6).

A forma da entropia proposta por Tsallis conduz ao principio de ndo-extensividade do sis-
tema termodinamico, pois a entropia dada pela Eq. 2.28 ndo segue a propriedade de aditividade
[22], ou seja, a entropia de um sistema composto por dois subsistemas € a soma das entro-
pias de cada subsistema mais um termo proporcional a entropia desses subsistemas [22, 36].

Matematicamente, pode-se escrever

q
GATB _ 1 _ZkPABJ(

q—1

B 1 =YY, P4 Ph,
— i

2_Zipg7i_2jplqi’,j_ (1 _Zipfx,i> (1 _ijgj)
— p
B I—ZipZ,i+ 1-Y;p%; —( _1)1—21‘173;,,-1—21'171%7]'
T g1 VTS g
= S0 +SE+(1-q)S)ss . (2.32)

Como a entropia na estatistica de Tsallis € ndo-aditiva, sistemas que obedecem esta estatis-

tica sdo geralmente chamados de ndo-extensivos.

Na férmula mostrada na Eq. 2.32, é fécil verificar que para ¢ = 1, é obtido o resultado

padrao da entropia (aditiva) de Boltzmann-Gibbs (Eq. 2.7) [2, 36, 37].
No formalismo ndo-extensivo, a funcdo exponencial € generalizada para a funcio g-exponencial
[36, 38, 39]. A g-exponencial, que € a funcdo inversa da g-logaritma, é dada por
e, =1[1+(q— 1)x]"/@Y parax >0
e =[1+(1- ¢)x]"/1 =9 parax < 0, (2.33)

consequentemente para g = 1 a fun¢@o g-exponencial se reduz a funcdo exponencial, ou seja,

e] = e". As fungdes inversas das g-exponenciais dada pela Eq. 2.33 s@o definidas como [36, 38,
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39]
-1 _1
Ing(x) = a para x > 1
q_
xl=a—1
Ing(x) = ], parax< 1. (2.34)
-q

Como discutido na se¢do 2.2, o Plasma de Quark-Glion pode ser considerado como um gés
ideal quantico. Esse gds quantico € constituido por férmions (spin semi-inteiro) ou bésons (spin
inteiro), onde para férmions utiliza-se a estatistica de Fermi-Dirac e para bdsons utiliza-se a
estatistica de Bose-Einstein [26]. A entropia desse sistema termodinamico calculada utilizando

uma abordagem extensiva € dada por [40]
SFP — —gZ[niln(n,-) + (1 —n;)In(1 — n;)] para férmions
i

SPE = —¢ ¥ [nin(n;) — (14 n;)In(1+n;)] para bésons. (2.35)
i

Através da Eq. 2.35 obtem-se as distribuicdes de Fermi-Dirac e Bose-Einstein. Essas

distribui¢des sdo dadas por [40]

&—U -
nfP = (Exp [ lT } + 1) para férmions
-1
8. J—
nbE = (Exp {lTu} — 1) para bésons,, (2.36)

onde n; e & representam o nimero de particulas e a energia do ortibal i, respectivamente [26].
As Eqgs. 2.35 e 2.36 sdo obtidas utilizando a mecanica estatistica extensiva. As formulas da
Eq. 2.35 podem ser generalizadas aplicando a estatistica de Tsallis (ndo-extensiva) no mesmo
sistema hadronico. Utilizando a estatistica de Tsallis, a entropia desse mesmo sistema ¢ dada

por [40, 41, 42]
SgD _ —gZ[n?hlq(ni) + (1 —n;)?Iny (1 — n;)] para férmions

SgE _ —gZ[n?IHq(ﬂi) — (1+n;)%n,(1+n;)] para bésons. (2.37)
i

No limite de ¢ — 1, a Eq. 2.37 (n@o-extensiva) se reduz a Eq. 2.35 (extensiva). A formula-
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¢do de um principio variacional em termos da Eq. 2.37 nos conduz as relacdes termodindmicas

[40]. Nessa estatistica resulta que o ndmero total de particulas seja
i
onde n; representa o nimero de particulas no estado i e a energia do sistema € dada por
E=Y nle, (2.39)
i

onde &; € a energia do estado i.

Para obter a distribuicdo de Fermi-Dirac (n;) para a estatistica de Tsallis, é realizado a
maximizacdo da entropia (Sg D) da Eq. 2.37 mantendo os vinculos mostrados nas Eqgs. 2.38 e

2.39. Esta “extremizacdo” € realizada pelo método variacional e conduz a

TP+ a <N—Zniq> +p (E —Zn?&')] =0, (2.40)

onde o e B sdo os multiplicadores de Lagrange associados ao nimero total de particulas e a

)

8n,~

energial total, respectivamente [40]. Calculando os termos da Eq. 2.40 separadamente, obtem-

J q A
a—m<55D>:qu[( ) ] |
8an (N—Zn?) = _qniq_17

J q _ 41
. (E—Zi:n,. s,) = —qgen! . (2.41)

S€

Substituindo os resultados da Eq. 2.41 na Eq. 2.40, pode-se escrever

-1
qn;!—l [L <_1_|_ (1_ni)q ) —Bei—oc] =0. (2.42)
q—l n;
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Explicitando o termo n; presente na Eq. 2.42, obtem-se

n; = ! 1
[1+(g—1)(Be+a)]eT +1
1
S (243)
eg£’+a +1

onde os multiplicadores de Lagrande dados por ¢ e 8 sdo —u /T e 1/T, respectivamente [40].
Substituindo o e  na Eq. 2.43 obtem-se a distribui¢cdo de Fermi-Dirac desenvolvida a par-
tir da estatistica de Tsallis. Para determinar a distribuicdo de Bose-Einstein, pode-se realizar
uma abordagem idéntica a que foi realizada para a distribuicdo de Fermi-Dirac. Partindo da

“extremizacdo” de SgE

8ni

SPE + o (N—Zn?) +B (E—Zn?&)] =0, (244

i

obtem-se n;, que é dado por

1
n; —= 1
[+ (g—1D(Be+ )]st —1
1
= . (2.45)
ege,+a _1
Portanto, as distribui¢des de FD e BE na estatistica de Tsallis sdo dadas por
&§—U -
nfP = (Equ [ lT } + 1) para férmions
-1
8- J—
nbE = (Equ [ ZT N} — 1) para bésons. (2.46)

Note que a unica diferenca entre as Eqgs. 2.46 e 2.36 € a substituicao da fung¢do exponencial

pela funcio g-exponencial.

Para Exp,[B¢€;+ a] >> 1, a contribui¢do de +1 para férmions e bosons ¢ irrelevante, logo

pode-se escrever a distribui¢do de férmions e bésons como sendo

&R } . (2.47)

n; = Exp, [— T

Para obter a férmula do nimero total de particulas, substitui-se o resultado da Eq. 2.47 na
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Eq. 2.38, resultado em

. q
N =Y Exp, {— ot ] . (2.48)

3
Passando do discreto para o continuo, }; =V [ 57373, pode-se reescrever a Eq. 2.48 como

B d*p E—pu =

Através da Eq. 2.49 determina-se a distribuicdo de momento em relagdo ao nimero de

particulas deduzida a partir da estatistica ndo-extensiva. Essa distribui¢do € dada por

q
dN 1 E—ulta
E—— =g¢gVE——= |1 —1)——— . 2.50
7y =B |1+ 0077 220
Reescrevendo a Eq. 2.50 em termos da rapidez, y = %ln [?_rg z], da massa transversal,
mr = \/m§+ p2+ p? e do momento transversal pr = ,/p? 4 p2 obtem-se
q
dN m7 cosh mrcoshy—u | -4
— =g T—2y[1+( _1)T—y‘u} ) (2.51)
prdprdy (2m) T

Os calculos intermedidrios entre as Eqs. 2.50 e 2.51 sdo realizados no Apéndice A. Se-

guindo as refs. [4, 40] e fazendo y =0 e u = 0, obtem-se

dN
dprdy

q
prmr mr | i1—
=gV [1 —1)— . 2.52

A Eq. 2.52 pode ser modificada seguindo o que foi proposto por Rybczynski e Wlodarczyk

em [43]. Integrando a Eq. 2.52 em relacdo a mp

dN gV b T g1
= = d 14+ (g—1n2L
I R R
_ 9
gv * ) | 1!
= o 1 _ =L
o modmrm{ (g >T}
1
gvVT {(2—q)m3+2moT+2T2 { mo]‘ql
= 1+(g—1)— , (2.53)
| 2929 =07

onde pr de =mr me.
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A partir da Eq. 2.53 € possivel expressar o volume V em termos da taxa de produgdo de
particulas por unidade de rapidez, dN /dy, temperatura T e indice entrépico g. O volume V é

dado por

_dN

V=-"—
dy

(2n)*[  (2—¢9)(3-29) mo] 7T
=0 8T [(2—Cl)m(2)+2moT+2T2} {1+(q—1)7] : (2.54)

Substituindo o volume V na Eq. 2.52, obtem-se

(2-49)(3-29) my] -
y=0<2—Q>m%+2moT+sz{”(q—l)—} [1+(q—1)_] |

d*N
dprdy

__ prmrdN
T dy

y=0

2.4 Teoria Autoconsistente Nao-Extensiva

A idéia de autoconsisténcia em estados hadronicos excitados, proposta inicialmente por
Hagedorn em 1965, conduziu a uma férmula para a fun¢do de particdo desse sistema (Eq.
2.27) e, consequentemente, a interpretacdo da existéncia de uma temperatura limite de transicao
para o QGP, onde esse limite da temperatura do sistema pode ser entendido como sendo a
temperatura de transi¢cdo de fase do estado confinado para o desconfinado [14, 23, 35]. O
conceito de autoconsisténcia conduziu também a férmula da densidade de massa p(m) (Eq.
2.26) que deveria descrever o espectro de massa hadronico, porém essa descricao ndo € muito

boa.

Em 2012, A. Deppman prop0s uma nova teoria para explicar a autoconsisténcia em esta-
dos hadronicos excitados. A idéia principal foi utilizar a abordagem idealizada por Hagedorn
aplicada na mecanica estatistica ndo-extensiva desenvolvida por Tsallis [3]. A combinacdo de
autoconsisténcia com a ndo-extensividade conduziu a alguns resultados interessantes que serdao

discutidos a seguir.

A teoria de Hagedorn € baseada na equivaléncia entre duas fungdes de particdo que des-

crevem o mesmo sistema hadronico excitado. Essas duas férmulas sdo dadas pela Eq. 2.24 e
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reescritas como

Z(Vo, T) = /0 " 6(E)Exp {T} dE (2.56)

Vo (<. [" 1
In[1+Z(W,T)] = 2—7:2/0 dm/0 dp p*p(m)Exp {7\/ p2+m2} : (2.57)

Substituindo as fun¢des exponenciais das Eqs. 2.56 e 2.57 pelas fungdes g-exponenciais

obtidas a partir da estatistica de Tsallis e trabalhando algebricamente conforme a Ref. [3],

obtem-se
" (g—1E]
Zq(Vo,T):/O o(E) |1+ =] " aE
1
_ WI32 = 5, (g-—DE] o1
= Exp o /Odmm p(m) |1+ T —1. (2.58)

A condi¢do de autoconsisténcia idealizada por Hagedorn (Eq. 2.25) também € aplicada,

pois € mantida a defini¢c@o de fireball, ou seja,
In[p(x)] — In[o(x)] para x — eo. (2.59)

ondex=moux=E.

Considerando as condicdes relacionadas pelas Egs. 2.58 e 2.59 e seguindo os célculos

realizados em [3], conclui-se que as densidades de massa e energia do sistema devem ser

a (g—1)m]a1
p(m)%m{l—kT} para m — oo

qo—1)m

SO ( Wt
o (E) — bE *mho) {1 + T } para E — oo, (2.60)

onde a e b sdo constantes, T € a temperatura efetiva do sistema e 7y € a temperatura limite
efetiva do sistema. O resultado obtido por Deppman (Eq. 2.60) é semelhante ao obtido por
Hagedorn (Eq. 2.26), obtendo-se a temperatura limite. Porém aqui resulta também um valor

definido para o indice entrépico, gg, para os sistemas hadrénicos, e a formula para o espectro
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de massa, p(m), também é diferente daquela obtida por Hagedorn.

A funcdo de particdo da Eq. 2.58 € dada por

aVO

1 (21p)3/2
Z,(Vo, B)g_s . 2.61

Com isso conclui-se que a idéia de autoconsisténcia pode ser aplicada a mecanica estatistica
nao-extensiva e que como consequéncia conduz a uma nova férmula para descrever o expectro
de massa hadronico p(m) (Eq. 2.60). Assim como na teoria de Hagedorn, ¢ demonstrado
também que um sistema hadrdnico excitado possui uma temperatura limite 7y, porém no sistema
nao-extensivo essa temperatura nao € a temperatura real do sistema e sim a temperatura efetiva

do mesmo.

2.5 Plataforma ROOT

Para realizar a comparacao das teorias discutidas com os conjuntos de dados experimentais
€ necessdrio a utilizagdo de um software proprio para esse tipo de analise, o software ROOT
¢ um cddigo desenvolvido em liguagem C++ e € dedicado a célculos e andlises de dados, em
particular para a fisica de altas energias. As ferramentas do ROOT estao implementadas em
classes. A maior parte dessas classes foram desenvolvidas de modo a ndo restringir seu uso
apenas a fisica. Assim, o ROOT ¢ facilmente utilizado em qualquer outra area, seja académica

ou nao.

O pacote Minuit [44] € disponibilizado em forma de classe para ser incluido no ROOT e é
utilizado para realizar ajuste de parametros, mais especificamente na minimizagdo de funcoes.
O Minuit € utilizado no ajuste de curvas a um conjunto de dados experimentais pela verificagao

da minimizagdo do x2.

O ROOT v5.34/13 foi utlizado para a realizacdo deste trabalho.
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3  Resultados e Discussao

Neste capitulo sdo mostrados e discutidos os principais resultados obtidos na andlise de

dados tendo em vista a teoria e os métodos apresentados no Capitulo 2.

Foi verificado que a Teoria Autoconsistente Nao-Extensiva (TACNE) é capaz de reproduzir
com grande concordancia os dados experimentais que foram estudados, permitindo assim obter
importantes grandezas termodindmicas do sistema, como a temperatura efetiva, 7" e o indice en-
tropico, g. O principal resultado desta boa descri¢ao dos dados experimentais a partir da teoria é
que pode-se observar a existéncia de uma possivel temperatura de transi¢do de fase em sistemas
hadr6nicos que foi primeiramente proposta por R. Hagedorn em 1965 [1], e que a expressao
obtida para o espectro de massa também descreve bem os estados hadronicos conhecidos até a

massa de aproximadamente 2.0 GeV.

3.1 Estudo da distribuicao de p;

O conjunto dos dados experimentais utilizados no ajuste e verificacao da teoria apresentada
foram dados de sec@o de choque diferencial e de yield em fun¢do da distribuicdo de pr obti-
dos a partir de diversos experimentos de colisdes proton-préton. Foram analisadas particulas
identificadas formadas em colisdes a diferentes energias. A Tabela 3.1 relaciona cada particula
identificada a energia da colis@o no centro de massa e o experimento em que foi realizado a

obten¢do dos dados.

Utilizando os conjuntos de dados experimentais que foram apresentados na Tabela 3.1 e a

férmula para a distribuicao de momento transversal (discutido na secao 2.3) dada pela Eq. 2.55
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Tabela 3.1: Relagc@o do conjunto de dados experimentais que foram estudados.
Indice Particula /s (TeV) Exp. Ref. ‘ Indice Particula /s(TeV) Exp. Ref

1 nt 0.2 PHENIX [17]| 23 A 0.9 CMS [18]
2 T 0.2 PHENIX [17]| 24 O 0.9 CMS [18]
3 Kt 0.2 PHENIX [17]| 25 ot 2.76 CMS [45]
4 K~ 0.2 PHENIX [17]| 26 T 2.76 CMS [45]
5 Pt 0.2 PHENIX [17] 27 Kt 2.76 CMS  [45]
6 P~ 0.2 PHENIX [17] | 28 K~ 2.76 CMS [45]
7 Pt 0.2 PHENIX [17] | 29 Pt 2.76 CMS [45]
8 P~ 0.2 PHENIX [17] | 30 P~ 2.76 CMS [45]
9 70 0.9 ALICE [46] | 31 70 7.0 ALICE [46]
10 Tt 0.9 ALICE [19]] 32 Tt 7.0 CMS [45]
11 T 0.9 ALICE [19]| 33 T 7.0 CMS [45]
12 Tt 0.9 CMS [45]| 34 K? 7.0 CMS [18]
13 T 0.9 CMS [45]| 35 Kt 7.0 CMS [45]
14 K? 0.9 CMS [18]] 36 K~ 7.0 CMS [45]
15 Kt 0.9 ALICE [19]| 37 n 7.0 ALICE [46]
16 K~ 0.9 ALICE [19]| 38 K* 7.0 ALICE [20]
17 Kt 0.9 CMS [45]] 39 Pt 7.0 CMS [45]
18 K~ 0.9 CMS [45]| 40 P~ 7.0 CMS [45]
19 Pt 0.9 ALICE [19]| 41 ) 7.0 ALICE [20]
20 P~ 0.9 ALICE [19]| 42 A 7.0 CMS [18]
21 Pt 0.9 CMS  [45] | 43 O 7.0 CMS [18]
22 P~ 0.9 CMS  [45]
e reescrita aqui
d°N | prmrdN  (2—¢)(3-2q) mo 7

_ 49
mT] q-1
Y

1

e
= 14+(g—1 1+(g—1
dprdy|,_ T dy(z—q)m3+2moT+2T2[ @ >T] { =7

3.1
foi realizado um ajuste para cada conjunto de dados. O software utilizado na realizacdao desde

ajuste foi o ROOT (descrito na secdo 2.5).

Os pardmetros ajustados foram 7', g e dN /dy. O pardmetro dN /dy é a taxa de producéo de
particulas por unidade de rapidez. Em relacdo a esse parametro, nio foi realizado um estudo
sistematico pois quando sdo analisados dados experimentais de yield o valor da taxa de produ-
cdo de particulas por unidade de rapidez varia de experimento para experimento. A Figura 3.1
compara dados experimentais de yield (para 1+, 7=, K ¢ K~) em fun¢io do momento trans-
versal (pr) obtidos pelos experimentos ALICE [19] e CMS [45] a /s = 0.9 TeV. Analisando

essa figura verifica-se que os experimentos ALICE e CMS mostram conjuntos de dados experi-
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mentais compativeis entre si, porém apesar de o0 comportamento das curvas serem semelhantes,
h4 uma clara diferenca no valor absoluto destes dados experimentais, evidenciando assim a
particularidade de cada experimento em relagdo a evidencia que ndo se pode discutir dN/dy a
partir de yields, pois estes ainda sdo influénciados por particularidades do experimento, como

eficiéncia, angulo sélido, etc.

: L | * 1 /CMS
—— e T /ALICE
.t + kK'/CcMs
—— + K"/ ALICE

i«

i

1IN, d®N/dydp_ (GeV/cy™*

10t

1.2
pT(GeV/c)

R e 11/CMS
- e 10 /ALICE

—— + k/CMS
. + k' /ALICE

T
-

1IN, d®N/dydp_ (GeV/c)™*

10

1.2
pT(GeV/c)
(b)

Figura 3.1: Dados experimentais de distribuicio de pr para 7+ e K= obtidas a partir dos expe-
rimentos ALICE [19] e CMS [45] em /s = 0.9 TeV. (a) Particulas identificadas positivas. (b)
Particulas identificadas negativas.

A Figura 3.2 mostra quatro exemplos de resultados tipicos obtidos quando é realizado o
ajuste aos dados experimentais. O conjunto completo dos resultados juntamente com as infor-

macdes dos ajustes sdo mostrados no Apéndice B. A Tabela 3.2 mostra o sze 4 € 0s valores de
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T e g do melhor ajuste obtido para os dados estudados. Em geral, os valores de xrze 4 Dbara cada
um dos ajustes realizados € baixo, isso € uma caracteristica de conjuntos experimentais que

possuem incertezas superestimadas [47].

Analisando graficamente os ajustes mostrados no Apéndice B e/ou os valores listados na
Tabela 3.2 € observado que a Eq. 3.1 descreve bem o comportamento dos dados experimentais

para todas as particulas e energias de colisao estudadas.
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Figura 3.2: Ajustes aos dados experimentais de distribui¢fio de pr utilizando a Eq. 3.1. (a) 7™,
Vs =02TeV, T = (0.074 £0.008) GeV, g = 1.128 £0.007, xrzed =0.07 [17] (b) A, /s =0.9
TeV, T = (0.081 +£0.024) GeV, g = 1.108 +0.014, szed =0.06 [18] (¢c) K, /s =2.76 TeV,
T = (0.105+0.023) GeV, g = 1.131 +0.040, szed =028 [45]e(d) ¢, /s=7.0TeV, T =
(0.094 +0.026) GeV, g = 1.152+0.016, szed =0.07 [20].

Utilizando os resultados dos ajustes de T e g apresentados na Tabela 3.2 pode-se plotar
todos os valores obtidos em um tnico grafico a fim de se verificar o comportamento desses
parametros para diferentes particulas e energias. A Figura 3.3 mostra a temperatura efetiva do
sistema hadronico para cada particula estudada ordenada pelo indice numérico apresentado nas
Tabelas 3.1 e 3.2. O grafico mostrando na Figura 3.4 relaciona o indice entrépico em fungao

deste mesmo indice numérico.
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Tabela 3.2: Resultados dos parametros 7 e g e do sze 4 que foram obtidos através do ajuste da
Eq. 3.1 aos dados experimentais.

Ind. Part. T (GeV) q szed ‘ Ind. Part. T (GeV) q )(fed
1 7t 0.074 £0.008 1.128 +0.007 0.07 | 23 A 0.081 £0.024 1.108 +0.014 0.06
2 n~ 0.081 £0.008 1.119£0.007 0.06 | 24 E~ 0.118 £0.047 1.091 £0.024 0.16
3 Kt 0.046 £0.028 1.162+0.029 004 | 25 7 0.062+0.003 1.187 +0.008 0.21
4 K- 0.060=£0.027 1.146+£0.028 0.07 | 26 7w 0.065=+0.003 1.181 +0.008 0.24
5 Pt 005140016 1.1124+0.009 0.18 | 27 K* 0.093+0.024 1.151 +0.041 0.11
6 P~ 0.065+£0.016 1.102+0.008 0.11 | 28 K~ 0.105+0.023 1.131 £0.040 0.28
7 PT  0.04040.011 1.11440.007 0.20 | 29 P™ 0.05340.025 1.16240.022 0.64
8 P~ 0.054+£0.011 1.103+0.007 0.13 | 30 P~ 0.096+0.023 1.123 £0.020 0.68
9 7%  0.083+£0.033 1.137+0.024 0.08 | 31 70 0.092+£0.007 1.148 +0.004 0.04
10 7« 0.0704+0.002 1.1484+0.005 0.12| 32 7wt 0.061 +0.003 1.197 +0.009 0.54
11 7w 0.072+£0.002 1.1454+0.005 0.07 | 33 =w 0.062+0.003 1.196+£0.009 0.37
12wt 0.06840.003 1.161 £0.007 0.15| 34 K% 0.1104+0.014 1.150 +0.010 0.01
13 7 0.067+£0.003 1.166+0.007 0.35| 35 K" 0.108+£0.026 1.141+0.044 0.08
14 KY 0.09640.013 1.132+0.010 0.05| 36 K~ 0.09040.027 1.172+£0.048 0.16
15 Kt 0.058+0.014 1.1744+0.017 0.19 | 37 n  0.117£0.043 1.147 £0.023 0.02
16 K- 0.065+0.013 1.161+£0.017 0.12| 38 K* 0.081 £0.030 1.166 £ 0.021 0.05
17 Kt 0.078+£0.022 1.157+0.037 0.09| 39 PT 0.057£0.029 1.179 +0.028 0.28
18 K- 0.066+0.023 1.178 £0.038 0.06 | 40 P~ 0.054 £0.029 1.182 £0.028 0.34
19 PT 0.020+0.033 1.158 +0.028 0.27 | 41 ¢ 0.094 £0.026 1.152+0.016 0.07
20 P~ 0.058+0.021 1.139£0.019 0.24 | 42 A 0.129+£0.026 1.114+£0.013 0.04
21 PT  0.0534+0.034 1.1324+0.028 028 | 43 =~ 0.190£0.050 1.095 4 0.024 0.07
22 P~ 0.048£0.021 1.146 £0.018 0.52
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Figura 3.3: Temperatura efetiva do sistema hadronico para cada particula estuda (Tabela 3.1 ou
3.2) obtida através do ajuste aos dados experimentais utilizando a Eq. 3.1.
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Figura 3.4: Indice entrépico do sistema hadronico para cada particula estuda (Tabela 3.1 ou 3.2)
obtida através do ajuste aos dados experimentais utilizando a Eq. 3.1.

Analisando a Figura 3.3 observa-se que a temperatura efetiva do sistema hadrdénico estd
variando em torno de um intervalo entre 50 e 100 MeV. O valor médio deste parametro € de
T = (68 +5) MeV. Esta temperatura ndo mostra dependéncia aparente em relagdo a energia de
colis@o e ou a energia da particula cuja distribuicdo € analisada, ou seja, € observado a existéncia
de uma temperatura constante como foi previsto pela ref. [1] e discutido recentemente nas refs.
[3, 4]. A temperatura observada pode ser interpretada como sendo a temperatura efetiva de

transicao de fase no sistema hadronico [3, 4].

A Figura 3.4 mostra que o valor do indice entrépico, assim como no caso da temperatura,
ndo mostra dependéncia com a energia. Este parametro tem um comportamento aparentemente
constante para a faixa de energia estudada. O valor médio do indice entrépico g é de 1.146 +

0.004.

3.2 Hagedorn vs. Tsallis

Atualmente, a aceitag@o da teoria proposta por Tsallis em 1988 [2] ndo estd totalmente con-

solidada, consequéntemente grande parte das andlises dos dados experimentais de distribuicao
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de pr ndo sdo realizados seguindo a Eq. 3.1. A funcdo usual para este tipo de anélise é dada

por [17, 18, 19, 20, 21]

(3.2)

- nC

d’N dN  (n—1)(n-2) LT = Mo "
dprdy Pr dy nC[nC+my(n—2)] '

onde mq é a massa de repouso da particula, my = 4/ p% + m% e n, nC e dN /dy sdo pardmetros

que serdo ajustados.

A Eq. 3.2 pode ser modificada seguindo a proposta discutida por Cleymans na ref. [40],
onde os pardmetros n e nC sdo substituidos por ¢/(¢—1) e T /(g — 1), respectivamente. Como

resultado desta adaptacdo € obtido a seguinte expressao:

q

mr—mg| ¢!
T

d°N  prdN  gq-2
dprdy T dymo(qg—2)—T

1+ (g—1) (3.3)

E observado que a Eq. 3.3 é semelhante & Eq. 3.1, porém o fator my presente na Eq. 3.1
¢ suficiente para produzir grande diferenca no valor do pardmetro T quando as duas equagdes
sdo utilizadas para ajustar o mesmo conjunto de dados. Ambas as equagdes produzem um bom
ajuste dos dados experimentais mas apenas uma indica a constancia da temperatura do sistema

hadrdnico.

As Figuras 3.5 e 3.6 comparam os valores dos parametros T e g que foram ajustados utili-
zando as Egs. 3.1 e 3.3. Os conjuntos dos dados experimentais utilizados na realizagao destes
ajustes sdo os mesmos discutidos anteriormente (Tabela 3.1). Os parametros T e g sdo represen-
tados em funcdo do indice nimerico da Tabela 3.1. Os pontos azuis mostram os valores obtidos
utilizando a Eq. 3.1 (resultado mostrado nas Figuras 3.3 e 3.4) e os pontos vermelhos mostram

os valores obtidos quando a Eq. 3.3 € utilizada.

Analisando os resultados mostrados na Figura 3.5 € observado que quando os dados expe-
rimentais sdo ajustados seguindo a funcdo usual (Eq. 3.3) o valor da temperatura do sistema
hadr6nico ndo apresenta um valor constante, contrariando assim a previsao da TACNE [3]. Por
outro lado, quando os dados sao ajustados seguindo a Eq. 3.1 € observado que ha uma constan-

cia na temperatura do sistema (conforme discutido na secdo 3.1).
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Figura 3.5: Comparacdo entre o valor da temperatura efetiva do sistema hadronico para cada
particula estuda (Tabela 3.1) obtida através do ajuste aos dados experimentais utilizando as Eqs.
3.1 (pontos azuis) e 3.3 (pontos vermelhos).
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Figura 3.6: Comparacao entre o valor do indice entrépico do sistema hadronico para cada parti-
cula estuda (Tabela 3.1) obtida através do ajuste aos dados experimentais utilizando as Egs. 3.1
(pontos azuis) e 3.3 (pontos vermelhos).

Em relacdo ao parametro ¢, mostrado na Figura 3.6, ambos os ajustes possuem, em geral,

os mesmos resultados. Mostrando assim que o valor médio deste parametro € de 1.146 +0.004
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(conforme discutido na secao 3.1).

3.3 Matriz de Variancias e Covariancias

Ap6s arealizagdo dos ajustes descritos na secao 3.1, foi estudado se os parametros ajustados
T e g possuiam algum tipo de correlagdo. A informagdo sobre a correlac@o entre dois parametros
ajustados pode ser extraida a partir da matriz de variancias e covariancias que é fornecida pelo

software ROOT no final do ajuste. Essa matriz tem a forma [47, 48],

o} oro,cor(T,q)
oroycor(T,q) qu

onde o7 e 0, sdo os erros associados aos pardmetros 7 e g, respectivamente e cor (T, q) repre-
senta a correlagdo entre os pardmetros T e g. Quando o valor de cor(T,q) é positivo ou negativo
significa que os parametros 7" e g s@o correlacionados ou anti-correlacionados, respectivamente.

Para cor(T,q) = 0, os parAmetros ndo possuem correlagao.

Em posse da matriz de variancias e covariancias € possivel desenhar a curva da fungdo de

densidade de probabilidade dos parametros ajustados 7 e g utilizando a funcao dada por [47, 48]

_ —1 (x=T7)* 2cor(T,q)(x—T)y—q)  (y—q)*
f(x,y) =Exp [2<1 — cor(T, q)z) ( 0'% - oro, + qu )]
x ! . (34)

2noroy\/1—cor(T,q)?

Substituindo os valores que sdo obtidos a partir da matriz de variancias e covariancias que
¢ fornecida para cada ajuste na Eq. 3.4 € possivel realizar grificos onde podem ser observados

os resultados da correlagdo entre 7 e q.

A Figura 3.7 mostra quatro exemplos de resultados tipicos da funcio de densidade de pro-
babilidade obtidos para alguns conjuntos de dados. Para todos os ajustes realizados, a curva
obtida foi uma elipse com inclina¢io negativa, indicacando assim que os parametros 7 e g sao

fortemente anti-correlacionados.
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Figura 3.7: Curvas obtidas através da matriz de variancias e covariancias fornecida pelo ajuste
da Eq. 3.1 aos dados experimentais. (a) 7+ (/s = 0.2 TeV) [17] (b) A (/s =0.9 TeV) [18] (¢)
K~ (/s =276 TeV) [45] e (d) ¢ (/s =7.0 TeV) [20]. Os valores mostrados na parte superior
direita de cada figura é a matriz de variancias e covariancias.

As cruzes mostradas na Figura 3.7 sdo os valores ajustados de T e g e seus respectivos erros.
As duas curvas (elipses) mostradas representam também duas curvas de niveis do %2, ou seja,

o x? do ajuste mostrado na Tabela 3.2 permanecerd o mesmo para qualquer valor de 7' e ¢ que

esteja dentro da elipse azul.

Considerando que foi predito por Wilk e Wlodarczyk [49, 50] que hd um comportamento
linear entre 7' e g e analisando os graficos mostrados na Figura 3.7, supde-se que tal linearidade
¢ obtida através da reta que representa o eixo principal das curvas de niveis [51] da Figura 3.7.
Wilk e Wlodarczyk [52] discutem também que a temperatura efetiva na estatistica de Tsallis,

T, estd relacionada com a temperatura de Hagedorn, 7p, seguindo a relacdo
T=Ty+(qg—1)c, 3.5

onde ¢ € uma constante que depende das propriedades termodinamicas do meio [53].
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O valor da constante ¢ pode ser obtido analisando os gréficos construidos a partir da matriz
de variancias e covariincias para cada ajuste. O valor médio de ¢ para todos os dados estudados
¢ de (—830+70) MeV. Em posse do valor médio de 7, g e c, calcula-se o valor da temperatura
de Hagedorn, Ty = (189 £ 11) Mev. Este resultado esta de acordo com a temperatura obtida

e/ou proposta em [14, 23, 35, 51, 54].

3.4 Estudo do Espectro de Massa Hadronico

Como € discutido na se¢do 2.4, a teoria estudada também conduz a uma equacdo que deve
descrever o espectro de massa hadronica acumulado [3, 4]. Este espectro é obtido nas Ref.

[4, 23] e € ajustado pela férmula

2y 3 1 Il —(g—1)m
:—Ym 3/22F1(—§;—q_1;—§; (qT ) )‘Fk; (3.6)

onde »Fi(a,b,c;z) é a fungdo hipergeométrica de Gauss e p(m) é dado pela Eq. 2.60 reprodu-
zida aqui,
1

Y (g—1m]aT
p(m) = S [1 + T ] . (3.7)

Os parametros da Eq. 3.6 que foram ajustados sdo T, g, ke 7, onde T e g sdo a temperatura
efetiva do sistema hadronico e o indice entrdpico, respectivamente. A constante k € proveniente
da integracdo em p(m) e ¥ é uma constante multiplicativa. O software utilizado na realizagido

desde ajuste foi o ROOT.

Outra equagao muito conhecida e estudada que também € utilizada na descri¢ao do espectro
de massa hadronica acumulado foi proposta por Hagedorn em 1965 [1, 16] e tem sido a equagdo

usual para descrever este espectro [55, 56]. Tal férmula é dada por

pr(m) = %Exp(%) (3.8)

onde Yy €é uma constante multiplicativa, m € a massa e Tj € a temperatura do sistema. Integrando
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a Eq. 3.8 em relagcdo a massa, obtem-se a féormula que serd utilizada para ajustar o espectro de

massa acumulado. O resultado dessa integracao é

rg(m) = /pH(m)dm

-2 —4 4y/TErfi[ /m /Ty
= vy |"/T0 k 3.9
Y [e (3m3/2 + 3@%) + 3T03/2 + ki (3.9)

em que Erfi[a] é a fun¢do erro imagindria e ky é uma constante proveniente da integrag@o.

A Figura 3.8 mostra os dados experimentais do espectro de massa e as curvas referentes as
Egs. 3.6 (azul) e 3.9 (vermelho) que foram ajustadas a este espectro. Os valores dos parametros

ajustados e o 2 de cada ajuste sdo mostrados na Tabela 3.3.

In r(m)
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Figura 3.8: Espectro de massa hadronica acumulado [23]. As curvas azul e vermelha foram
ajustadas utilizando as Eq. 3.6 e 3.9, respectivamente. Os valores dos parametros correspon-
dentes ao melhor ajuste se encontram na Tabela 3.3.

Na Figura 3.8 os melhores ajustes sdo mostrados e é possivel observar que a curva azul
(Eq. 3.6) descreve melhor os dados experimentais quando comparado com a curva vermelha
(Eq. 3.9). O ajuste foi realizado até 2 GeV pois as informacdes acima desse valor ndo sdao
consideradas confidveis [4]. Este procedimento € usual no estudo do espectro de massa [23, 57].

Os valores de T e g que foram obtidos seguindo a Eq. 3.6 através do ajuste do espectro de massa
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Tabela 3.3: Valores dos pardmetros ajustados a curva do espectro de massa acumulativa dos
hadro6ns utilizando as Eq. 3.6 € 3.9.

Eq. | Parimetro Valor Ajustado | x°
3.6 k 27+04 2.15
q 1.103+0.007
T 0.052 +£0.007 GeV
y 0.005 +0.003 GeV3/2
3.9 ket 11.6+£0.9 10.49
Ty 0.165 +0.002
Vi 0.29+0.03 GeV3/2

hadronica acumulado estdo de acordo com os valores obtidos na anélise da distribui¢do de pr
mostrados nas Figuras 3.3 e 3.4, ou seja, € observado uma boa concordancia entre os resultados

obtidos pela anélise da distribui¢do de pr e pela andlise do espectro de massa.

3.5 Comparaciao com a Literatura

Os valores dos parametros 7' e g obtidos neste trabalho sdo comparados com aqueles obtidos
em outros trabalhos em que também foram analisados dados experimentais de se¢do de choque
diferencial ou yield em funcdo da distribui¢do do momento transversal utilizando a Eq. 3.1 ou
variagdes desta. Os resultados obtidos aqui e nos demais trabalhos sdo mostrados na Tabela 3.4
e nas Figuras 3.9 e 3.10, onde estdo relacionados os valores de T e g listados na Tabela 3.4.

Nessas figuras os pontos estdo agrupados de acordo com a sua referéncia.

Na ref. [33], ndo foram analisados dados experimentais de se¢do de choque diferencial ou
vield de particulas identificadas e sim de particula carregadas, logo, a equacdo utilizada para
realizar os ajustes foi integrada em relagao a massa m. Nos resultados apresentados na ref. [40],
os erros dos valores dos parametros ajustados estdo claramente superestimados, impossibili-
tando assim determinar com uma maior precisdo os valores dos parametros 7' e g. J4 na ref. [4],
¢ apresentado um valor médio para 7 e g que foi obtido por meio da andlise de se¢ao de choque

diferencial ou yield em fun¢do da distribuicao de pr para particulas identificadas.

E observado que os valores obtidos em outros trabalhos sdo compativeis com a média dos

parametros T e g obtidos neste trabalho. Observando que a andlise realizada é consistente
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Tabela 3.4: Valores dos parametros T e g obtidos em diferentes trabalhos.

Referéncia ‘ T (MeV) ‘ q
[33] 84 +3 | 1.095+0.002
71+1 | 1.123+£0.001
88+1 | 1.109+0.002
73+£2 | 1.119+£0.002
69+2 | 1.131£0.002
74+2 | 1.134+£0.001
[40] 68+3 | 1.154£0.036
70£3 | 1.146£0.036
69422 | 1.158+0.142
68+21 | 1.157+0.139
92414 | 1.134+£0.079
73+42 | 1.107+0.147
76 £46 | 1.106+£0.158
70+15 | 1.1144+0.047
44£75 | 1.110£0.218

[4]

| 62+1 | 1.143+0.007

Este Trabalho | 68+5 | 1.14640.004

S C
%120_—
For
100~ ]
80:—{
- * Py ;!
60_—
40—
20— [+ Ref.[33]
E | ¢ Ref.[40]
- | = Ref.[4]
20— e Este Trabalho

Figura 3.9: Comparacdo entre os valores do parametro 7" determinado em diferentes trabalhos

[4, 33, 40].

com os valores presentes na literatura. Esse conjunto de resultados comprovam as previsoes

da teoria autoconsistente ndo-extensiva, onde foram previstos 7 e g constantes para qualquer

colisdo ultrarelativistica, € uma nova expressao para o espectro de massa.



3.5 Comparagdo com a Literatura 57

13-
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Figura 3.10: Comparagao entre os valores do parametro ¢ determinado em diferentes trabalhos
[4, 33, 40].
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4 Conclusoes

Neste trabalho foi apresentada uma extensa andlise de dados experimentais de distribui¢ao
de pr obtida a partir de colisdes p — p nas energias 0.2, 0.9, 2.76 e 7.0 TeV dos experimen-
tos PHENIX, CMS e ALICE reportados nas refs. [17, 18, 19, 20, 45, 46]. A andlise é feita
utilizando-se a expressad 3.1 para a distribui¢do de pr. Os resultados mostram que hd uma tem-
peratura efetiva limite, 7 = (68 £5) MeV e um indice entrépico limite, g = (1.146 +0.004),

evidenciando o resultado proposto pela teoria autoconsistente nao-extensiva.

Os dados experimentais do espectro de massa também foram comparados com a equagdo
3.6 que foi proposta pela teoria autoconsistente ndo-extensiva e conclui-se que essa descreve
muito bem esses dados experimentais. O resultado da temperatura efetiva limite, 7 = (52 £7)
MeV e do indice entrépico, g = 1.103 +-0.007 estao de acordo com os valores obtidos através

da andlise da distribuicdo de pr.

Foi feito um estudo detalhado do processo de ajuste da expressao 3.1 aos dados experi-
mentais, evidenciando a forte correlacdo entre os parametros de ajuste. Isso implica em uma

dificuldade maior na andlise dos resultados obtidos com os ajustes aos dados experimentais.

Essa correlacdo também foi usada para se determinar parametros correspondentes a uma
interpretacdo de ndo-exclusividade como resultante de flutuagdes na temperatura em um sistema

termodinamico Boltzmanniano fora do equilibrio, mas em um estado estaciondrio.

Através da andlise proposta por Wilk e Wlodarczyk, em posse da temperatura efetiva limite,
T foi calculada a temperatura real para o sistema hadronizacdo/freeze-out, sendo essa Ty =

(189+11) MeV.



4 Conclusoes 59

Com esses resultados € possivel observar que a teoria autoconsistente nao-extensiva pode
descrever os principais aspectos de sistemas hadronicos formados em colisdes de altas energias.

Esta verificacdo era o principal objetivo deste trabalho de mestrado.
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Apéndice A -

A férmula da distribuicdo de momento em relagdo ao nimero de particulas é apresentada

na Eq. 2.50 e reescrita aqui

q
dN 1 E—u|ta
E—— =g¢gVE—— |1 —1)— . A.l
i =V G |1+ VEY D
A rapidez (y) é definida como
1. [E
y==In| =P (A.2)
2 |E—p;
Reescrevendo a Eq. A.2,
E
&= 2P (A.3)
E—p;
Pela Eq. A.3 determina-se que
p; = Etanhy. (A4)
E conhecido que E? é dado por
E? = m§+ p*
= mg+py+py+ P2
— mi+ pr + 17
= m7 + p3, (A5)

ondep%zp%—l—p%em%zm%—kp%.
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Substituindo a Eq. A.4 na Eq. A.5, obtem-se

E? = m> + E*tanh?y. (A.6)

Utilizando a relacfo trigonométrica, sech’y = 1 — tanh?y, determina-se E como

E = m7coshy. (A.7)

Substituindo a Eq. A.7 na Eq. A.4, determina-se p, como

p: = Etanhy
= (mr coshy)tanhy

= mrsinhy. (A.8)

Fazendo a derivada de p, em relacdo a y,

d
&Pz _ mrcoshy =E. (A.9)
dy
Logo,
dp,
—= =dy. A.10
7 y (A.10)

Reescrevendo o lado esquerdo da igualdade da Eq. A.1, como

d®N d®N
E-—— =E
dp dp,dpydp;
d*N
S S —
prdprdddp;
&N
prdprdody
1 d*N

= A1l
27 prdprdy ( )
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Substituindo as Egs. A.7 e A.11 na Eq. A.1, obtem-se

9
q—1

d’N mr cosh y

_ mrcoshy—pu
prdprdy ¢ (2n)?

1+(g—1) T

(A.12)

A equacdo acima € idéntica a Eq. 2.51.
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Nesta secdo serdo apresentados todos os ajustes dos dados experimentais de distribui¢des
de pr. Os conjuntos de dados experimentais foram ajustados pela Eq. 3.1. As legendas das

figuras abaixo mostram os valores dos parametros ajustados, T e g, € 0 sze ; do ajuste.
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Figura B.1: %, /s = 0.2 TeV, T = (0.074+0.008) GeV, g = 1.128 +0.007, x2, = 0.07.
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Figura B.2: -, /5 = 0.2 TeV, T = (0.081 +0.008) GeV, g = 1.11940.007, 2, = 0.06.
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Figura B.3: KT, /5 = 0.2 TeV, T = (0.046 +0.028) GeV, g = 1.162+0.029, 2, = 0.04.

1

10

E d®o/dp® [mb GeV%c?]
T TTT III|

1.1r

Exp. / Fit
'_\

04 06 038 1 12 14 16 18 p, (GeVic)

Figura B.4: K=, /s = 0.2 TeV, T = (0.060 +0.027) GeV, ¢ = 1.146 +0.028, 2, = 0.07.
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Figura B.5: PT, /s =0.2 TeV, T = (0.051 +0.016) GeV, g = 1.11240.009, 2, = 0.18.
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Figura B.6: P~, /5 = 0.2 TeV, T = (0.065+0.016) GeV, g = 1.10240.008, x2, = 0.11.
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Figura B.7: P*, /s =0.2 TeV, T = (0.040+0.011) GeV, ¢ = 1.11440.007, 2, = 0.20.
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Figura B.8: P~, /5 = 0.2 TeV, T = (0.054+0.011) GeV, g = 1.103£0.007, 2, = 0.13.
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Figura B.10: 77, /s = 0.9 TeV, T = (0.070 £+ 0.002) GeV, g = 1.148 +0.005, szed =0.12.
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Figura B.11: 77, /5 = 0.9 TeV, T = (0.072+0.002) GeV, g = 1.145+0.005, x2, = 0.07.

1/Ng, d°N/dydp__ [(GeV/c)]

Exp. / Fit

o o

[y

0 ©
T T

[ (GeVic)

Figura B.12: %, /5 = 0.9 TeV, T = (0.068 +0.003) GeV, g = 1.161 £0.007, 2, = 0.15.
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Figura B.13: 71—, /s =0.9 TeV, T = (0.067 +0.003) GeV, g = 1.166 £ 0.007, szed =0.35.
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Figura B.14: K0, /5 = 0.9 TeV, T = (0.096+0.013) GeV, g = 1.13240.010, 2, = 0.05.
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Figura B.15: K*, /5 = 0.9 TeV, T = (0.058 +:0.014) GeV, ¢ = 1.174+0.017, 2, = 0.19.
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Figura B.17: K+, /5 = 0.9 TeV, T = (0.078 +:0.022) GeV, ¢ = 1.157+0.037, 2, = 0.09.
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Figura B.26: 1, /s =2.76 TeV, T = (0.065 4 0.003) GeV, g = 1.181 £0.008, )(rzed =0.24.
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Figura B.27: K, /5 =2.76 TeV, T = (0.093 +0.024) GeV, g = 1.151 £0.041, 2, = 0.11.
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Figura B.29: P, /s =2.76 TeV, T = (0.053 £0.025) GeV, g = 1.162 +0.022, xrzed =0.64.
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Figura B.31: 7%, \/s = 7.0 TeV, T = (0.092 £ 0.007) GeV, g = 1.148 +0.004, szed =0.04.
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Figura B.32: %, /5 = 7.0 TeV, T = (0.061 +0.003) GeV, g = 1.197 £0.009, x2, = 0.54.
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Figura B.33: 17, /5 = 7.0 TeV, T = (0.062+0.003) GeV, g = 1.196 +0.009, x2, = 0.37.
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Figura B.34: K9, \/s = 7.0 TeV, T = (0.110£0.014) GeV, ¢ = 1.150+0.010, x2, = 0.01.



Apéndice B -

75

1/Ng, d°N/dydp__ [(GeV/c) ]

N

e N 0 A AN SRS 0 0 W o O
Soo5f | Shbrr b P [

0.9+
0.85..I....I....I....I....I....I....I....I....I.. |

02 03 04 05 06 07 08 09 p_ (GeVic)

Figura B.35: K+, /5 = 7.0 TeV, T = (0.108 +:0.026) GeV, ¢ = 1.141 +£0.044, 2, = 0.08.
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Figura B.36: K, \/5 = 7.0 TeV, T = (0.0904+0.027) GeV, ¢ = 1.17240.048, 2, = 0.16.
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Figura B.37: 0, /5 = 7.0 TeV, T = (0.11740.043) GeV, g = 1.147+0.023, x2, = 0.02.
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Figura B.39: P*, \/5 = 7.0 TeV, T = (0.057 4+ 0.029) GeV, g = 1.179+0.028, 2, = 0.28.
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Figura B.40: P~, /s =7.0 TeV, T = (0.054 £0.029) GeV, ¢ = 1.182+0.028, ){rzed =0.34.
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Figura B.41: ¢, /5 = 7.0 TeV, T = (0.094 +0.026) GeV, g = 1.1524+0.016, 2, = 0.07.
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Figura B.43: -, \/s = 7.0 TeV, T = (0.190+0.050) GeV, ¢ = 1.09540.024, x2, = 0.07.
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