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Resumo

Este trabalho teve como motivacao experimental problemas surgidos nos laboratorios
de biofisica do IF-USP em medidas com vesiculas carregadas, que podem ser usadas para
estudar membranas biologicas.

As propriedades destes sistemas, e, em particular, como funcdo da temperatura, s6 podem
ser investigadas indiretamente. A interpretacao dos resultados depende de uma modelagem
coerente. Entre as exigéncias de coeréncia, estariam a justificativa para a discrepancia entre
resultados para as medidas de raio dos macroions lipidicos, no intervalo de temperaturas
proximas a transicao gelfluido, obtidas por técnicas experimentais diferentes (Static Light
Scattering (SLS) e Dynamic Light Scattering (DLS)) e as anomalias no calor especifico, na
condutividade e na mobilidade eletroforética da solucao coloidal i6nica, no mesmo inter-
valo de temperatura. Estudos anteriores a este trabalho sugeriam a formacao de poros em
tais vesiculas, como tentativa de explicar diferengas nos resultados das técnicas de espalha-
mento, bem como o papel da andlise do equilibrio termodinamico da dissociagao sobre as
propriedades térmicas e termoelétricas.

Para interpretar e dar coeréncia aos diversos resultados experimentais existentes, é ne-
cessario desenvolver modelos tedricos. E objetivo deste trabalho desenvolver técnicas de
tratamento de modelos tedéricos quanto as propriedades de transporte. Assim, neste estudo
utilizamos o método computacional conhecido como “Lattice Boltzmann” (LBM) procurando
focar no estudo de propriedades de meios porosos e de coloides carregados.

Para melhor compreensao dos limites e justificativas do modelo, realizamos um breve
estudo sobre a equacdo de Boltzmann e suas propriedades. Assim, depois de desenvolver
um co6digo em linguagem C para o LBM, e testéd-lo com resultados conhecidos, utilizamos
o “Lattice Boltzmann” para determinar o coeficiente de arrasto de esferas e cascas esféricas
porosas, comparando com resultados analiticos e experimentais conhecidos.

Para o estudo de sistemas coloidais carregados, acoplamos o “Lattice Boltzmann* a outra
técnica computacional, “Fast Multipole Method” (FMM), para poder estudar efeitos elétri-
cos e hidrodinamicos associados aos coloides com carga. Foram feitas simulacoes de fluxo
eletrosmotico e eletrolitos entre placas carregadas que apresentaram resultados animadores
ao comparar com resultados analiticos, constatando que FMM pode ser uma alternativa a
resolucao da equacao de Laplace para determinar o potencial eletrostatico em simulagoes
com LBM. Além disso foram feitas simulacoes de mobilidade eletroforética em meios sem

sal, que mostram que o cédigo pode ser utilizado como ferramenta na busca da solu¢ao para

il
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as duvidas surgidas no estudo de vesiculas carregadas.
Palavras chave: Coloides carregados, coloides porosos, “Lattice Boltzmann”, “Fast Multi-
pole Method”.



Abstract

This study was inspired by the problem of interpreting experimental results arising in the
Biophysics Laboratory of the Institute of Physics - USP. Different techniques are used to in-
vestigate charged vesicles that are used as an experimental model for biological membranes.
Careful measurements of vesicle radius, in the range of gel-fluid transition temperature, th-
rough different experimental techniques, namely Static and Dynamic Light Scattering (SLS
and DLS) led to very different results. Previous studies of the same system suggested the
formation of pores in such vesicles. In addition, specific heat and conductivity measure-
ments on charged vesicles displayed an anomalous region, in the range of gel-fluid transition
temperature, as compared to neutral vesicles.

In an attempt to make progress in the understanding of the above problems, we use the
computational method known as Lattice Boltzmann Method (LBM) seeking to focus on the
study of transport properties of porous and charged colloids.

To better understand the limits of the model and justifications, we make a brief study of
the Boltzmann equation and its properties. Thus, after developing a code in C' language for
LBM, and testing it with known results, we use the Lattice Boltzmann method to obtain
the drag coefficient of spheres and porous spherical shells. We compare our results with
analytical and experimental results from the literature and obtain good fitting.

For the study of charged colloidal systems, we associate the Lattice Boltzmann method
with a computational technique for the calculation of the eletrostatic potential: the Fast
Multipole Method (FMM), which enables us to study electrical and hydrodynamic effects
on charged colloids. We simulate electroosmotic flow and electrolytes between charged plates,
with encouraging results in the comparison with known analytical result. This suggests that
FMM may be a good alternative to resolution of the Laplace equation to determine the
electrostatic potential simulations with LBM. Moreover we have obtained the electrophoretic
mobility for charged colloids in saltless solutions, which makes our code a possible instrument
for the interpretation of experimental results on charged vesicles.

Keywords: Charged colloids, porous colloids, Lattice Boltzmann, Fast Multipole Method.
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Capitulo 1

Introducao

O presente estudo tem inspiracao em questoes sugeridas pela investigacao experimental
de solucoes lipidicas pelo Laboratério de Biofisica do IFUSP. A interpretacao dos dados
experimentais depende de modelagem para o sistema molecular. Modelos de equilibrio vem
sendo utilizados para este fim, mas nao ha estudos analiticos ou numéricos relacionados com
propriedades de transporte. E objetivo desse trabalho desenvolver técnicas de estudo para as
propriedades de transporte de modelos de coloides que apresentem propriedades compativeis
com o comportamento termodinamico obtido experimentalmente. Um dos métodos que vem
sendo adotado recentemente na literatura para o estudo das propriedades de transporte é o
Método de Lattice Boltzmann e é o método que adotamos em nossa proposta. Desenvolvemos
o método para o estudo da hidrodinamica em presenca de objetos porosos ou ionicos. Nossos
resultados poderao ser utilizados futuramente pelo Laboratério de Biofisica do IF para a

interpretacao dos dados experimentais.

1.1 Motivacao Experimental

H4 alguns anos o estudo de membranas biolégicas vem sendo realizado no Instituto
de Fisica da USP (IFUSP), em colaboracao com o grupo de Biofisica, tanto com modelos
tedricos quanto com anélises experimentais.

As membranas biolégicas sao compostas por varios tipos de moléculas como proteinas
e lipidios. Enquanto as proteinas estao em geral associadas a permeabilidade seletiva da
membrana, os lipidios, no sentido que veremos abaixo, formam a estrutura da membrana.

Lipidios sdo moléculas caracterizadas por duas cadeias carbonicas hidrofobicas (“cau-
das”), ligadas a uma molécula polar (“cabega”). O tipo do lipidio é definido pelo comprimento
das caudas e pelo tipo de molécula que forma a cabeca. Em alguns lipidios como o DMPG
(1,2-Dimyristoyl-sn-Glycero-3-PhosphoGlycerol), a cabega polar perde um fon (chamado de
contra-ion) para o meio quando em solugao aquosa. Outros como o DMPC (1,2-dimyristoyl-

sn-glycero-3-phosphocholine) isso ndo ocorre.
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Figura 1.1: Ezemplos de lipidios: DMPG(esq.) e DMPC(Dir.)

Esquematicamente, os lipidios podem ser representados como na figura 1.2.

Figura 1.2: Representa¢do esquemdtica de lipidios

Em solucao aquosa os lipidios formam diferentes estruturas dependendo do tipo de li-

pidio e de sua concentracao. De forma geral, eles se organizam a fim de manter as partes

hidrofébicas sem contato com a dgua, e acabam formando lipossomos, micelas ou bicamadas

(figura 1.3).
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Lipossomo

Figura 1.3: Estruturas formadas por lipidios (fonte da figura: Wikipédia)

Para estruturas formadas por um tnico tipo de lipidio, duas fases principais sao obser-

vadas, independente do tipo de lipidio: a fase fluida e a fase gel (figura 1.4).

BASES] mmnmn
AU UL

Figura 1.4: Representagao de lipidios em fase fluida(esq.) e em fase gel

A transigdo gel-fluido em solu¢des com DMPC (um lipidio neutro) pode ser vista no

grafico do calor especifico na figura 1.5.

Loit™ | 1 J o 1 | [l
I 5 T

Temperatura

Figura 1.5: Calor especifico a pressio constante: transicdo gel-fluido DMPC

Barroso et al. (2010)

O laboratorio de Biofisica do IFUSP dedicou-se a estudar propriedades de lipidios carre-

gados como o DMPG (lipidio aniénico). Nesse caso a transi¢ao gel-fluido, bem definida na
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figura 1.5, pode sofrer alargamento em baixa concentracao de sal.

No trabalho de Barroso e colaboradores, (Barroso et al. (2010)), a transi¢ao gel-fluido
foi estudada em solucoes com DMPG em diferentes concentracoes de sal, e propriedades
como calor especifico, viscosidade e condutividade foram analisadas. O grafico da figura 1.6
mostra um alargamento no pico de calor especifico (em baixas concentragoes de sal), que

nao é observado em solugoes de DMPC.

T m
m
=
75
Tp P
T
[14]_}1 =
20 - buffer + 2 mb NaCl
B0
5
} 15 < J— - ﬁ'\.
]
= buffer + 50 mM Mall
T
"
&
o, W04 ]
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ad e _JL_
buffer + 500 mM MaCl
| TRELETT TRRELE L N O PPNLEND | IR PERILERT RN RRRLEFTS RN |
05 Id 15 M 3[F M A 40 45 50 55 Al

Temperature ('C)

Figura 1.6: Transicio gel-fluido DMPG

Barroso et al. (2010)

Na figura 1.7, podemos observar um grande aumento da condutividade e da viscosidade
na solucao de DMPG, na mesma regiao de temperatura em que ocorre o alargamento do
calor especifico. Isto sugere que as interacoes entre cargas dos fons no solvente cargas nos

lipidios tém forte influéncia no comportamento dessas estruturas.
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Figura 1.7: Medidas de calor especifico (linha cheia), condutividade(M) e viscosidade
(D).

Barroso et al. (2010)

No trabalho de Enoki e colaboradores (Thais A. Enoki (2012)) sao feitas medidas do
raio dos lipossomos usando 2 técnicas diferentes: “dynamic light scattering” (DLS) e “static
light scattering” (SLS). No caso do SLS, as medidas do raio em func¢ao da temperatura sao
obtidas por meio da fungao de distribui¢ao radial, g(r), enquanto que no DLS as medidas
do raio sao obtidas por meio da equacao de Stokes-Einstein. Podemos ver na tabela 1.1 que

o raio do lipossomo tem um aumento na regiao da temperatura de transicao.
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SLS DLS
T(C) | R (nm) | R(nm)
DMPG
16 31+3 | 24+£1
20 8E3 | 29%1
28 92+£5 | 32+£1
43 34£4 | 28£3
DMPC
20 54+1 | 53 +4
28 533 | 53 +4
43 622 | 62E£5

Tabela 1.1: Medidas do raio do lipossomo, fonte: Thais A. Enoki (2012).

Entretanto, existe uma discrepancia muito grande entre as duas medidas.
Como foi mostrado em Alakoskela e Kinnunen (2007); Lamy-Freund e Riske (2003). o
ntmero de lipidios no lipossomo se mantém constante mesmo durante a transicdo. Assim,

para explicar as discrepancia entre os dois resultados existem duas possibilidades:

e Surgem vesiculas perfuradas que alteram o coeficiente de arrasto do atrito viscoso e

nas medidas com DLS nao podemos utilizar a relacao de Stokes-Einstein ,F; = 6mnRv,
a fim de obter R;

e Ou a interacao eletrostatica (que surge por conta da ionizagao dos lipidios) leva a uma

distorcao do resultado para R.

Em Barroso et al. (2010) sao feitas medidas de mobilidade eletroforética a fim de medir
a carga efetiva do macroion, isto é, a carga do macroion depois da “blindagem ” dos ions dis-
solvidos no meio. A mobilidade pode depender de diversos fatores, entre eles a temperatura
e a capacidade de ionizacao do macroion. A mobilidade em funcao da temperatura é vista

na figura 1.8.
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Figura 1.8: Mobilidade eletroforética.

figura: Barroso et al. (2010).

No trabalho de Barroso e coloradores (Barroso et al. (2010)) também ¢ feita uma medida
do grau de ionizagao, que é obtido a partir de medidas de mobilidade e condutividade, com

a hipotese de uma relagao linear entre mobilidade e carga efetiva (M = Ze/b).
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Figura 1.9: Capacidade de ionizagao

figura: Barroso et al. (2010).

Com isso surgem as seguintes questoes:

e 1-) Dado que o namero de lipidios é constante, o aumento das vesiculas poderia ser

explicado pelo surgimento de poros na vesicula?
e 2-) Seria correto usar Stokes-Eintein nas medidas do raio de uma vesicula porosa?

e 3-) Qual a influéncia da carga nessas medidas?

Estas questoes sao dificeis de responder. As abordagens experimentais ja estao ha vérios
anos buscando novas técnicas, por meio de medidas de mobilidade eletroforética e outras,
mas sem uma resposta. Do mesmo modo, as abordagens analiticas tem falhado, dada a
complexidade do problema. Outra alternativa para jogar alguma luz na busca das respostas
para aquelas questoes sao abordagens computacionais. Mas o problema é complexo, mesmo
em tal abordagem. Dentre as dificuldades podemos citar a falta de simetria, o grande niimero
de particulas envolvidas e sob interagoes de longo alcance, além de problemas como condigoes
de contorno na interface entre meios porosos e homogéneos.

Na secao seguinte faremos uma introducao sobre o método computacional que sera em-
pregado nesta tese, que esperamos que possa contribuir na busca das respostas das questoes

acima mencionadas.



1.2 A MODELAGEM COMPUTACIONAL 9

1.2 A modelagem computacional

Uma vez que as duvidas expostas na secao anterior sao dificeis de responder tanto por
abordagens experimentais ou analiticas, buscamos neste trabalho desenvolver técnicas com-
putacionais que possam ser utilizadas como ferramentas para respondé-las.

Como os agregados lipidicos sdo em geral muito maiores que as moléculas do solvente (a
vesicula tem um raio da ordem de 30nm), essa solugao (4gua + lipossomos) pode ser carac-
terizada como uma solucao coloidal. Entretanto, simular a dinamica de sistemas coloidais é
uma tarefa dificil. Dentre as dificuldades esta o fato de que o movimento das particulas coloi-
dais é muito mais lento do que as particulas da fase continua. Desta forma, técnicas como a
dindmica molecular, que levam em conta os movimentos de todas as particulas da fase conti-
nua, acabam por passar grande parte do tempo resolvendo as equagoes da particulas da fase
continua. O problema é ainda mais dificil quando o coloide é carregado. Quando isto ocorre,
o meio contém fons, cujas interacoes sao de longo alcance e computa-las é extremamente
dispendioso, do ponto de vista de tempo computacional.

Alternativamente, o fluido pode ser considerado como um continuo e a equacgao de Navier-

Stoke é utilizada,

ov P
E—{—(V'V)V: —VT—FI/VQV, (1.1)

onde V é a velocidade do fluido, P é a pressao, p ¢ a densidade e p ¢ a viscosidade.

Esta equacao possui solucao analitica apenas para alguns problemas especificos simples,
mas nao possui uma solucao geral, principalmente em condi¢oes de contorno complexas,
para as quais se buscam métodos numéricos para tentar solucionar o problema. Nesta abor-
dagem, conhecida como CFD ("Computational Fluid Dynamics“), equagoes diferenciais par-
ciais (EDP) sdo utilizadas para descrever conservac¢ao de massa, momento e energia em um
volume de controle infinitesimal. Utilizam-se métodos como diferencas finitas ou volumes
finitos, para transformar essas EDPs em um conjunto de equacgoes algébricas que sao resol-
vidas iterativamente até a convergéncia. O sistema é dividido em uma rede, e em cada "no”
desta rede, pressao e velocidade sao calculados. Isto também tem um certo custo computa-
cional, principalmente no caso da pressao em que deve-se resolver a equacao de Laplace em
cada atualizacao.

Cada vez que o nivel de detalhes aumenta, também aumentam a complexidade e custo
computacional. Assim deve-se ter cautela no momento de escolher o nivel de detalhes, a fim
de minimizar o custo computacional e ainda poder calcular as propriedades desejadas. A

figura 1.10 ilustra a relacao entre a complexidade do modelo e o custo computacional.
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Figura 1.10: Comparagao entre modelos e custo computacional

Como método alternativo aos dois anteriores existe o "Lattice Boltzmann Method“(LBM),
que é considerado um modelo que trabalha na “mesoescala“ e que funciona como uma ponte
entre a micro e a macroescala. Em linhas gerais, o LBM consiste em discretizar o espaco de
posicoes e de velocidades, i.e, limitando as posicoes e velocidades permitidas a um pequeno
conjunto discreto, de maneira que ainda preserve condicoes macroscopicas como isotropia
e invariancia Galileana. Como veremos mais detalhadamente ao longo deste trabalho, essas
ultimas restrigoes limitam o nimero de maneiras nas quais essa discretizacao pode ser feita.

Os modelos LBM tiveram seu inicio numa proposta de Frish (Frish (1987)) desenvolvidos
a partir de automatos celulares para gases de rede (LGCA). A ideia era construir no universo
automato, uma descricao simples de particulas interagentes mas que, no limite macroscopico,
respeitasse leis de simetria e conservacao. Em 1988, com o objetivo de melhorar os problemas
de “ruido* do LGCA, McNamara e Zanetti substituiram variaveis booleanas por distribuicoes
continuas, utilizando a distribuicao de Fermi-Dirac como funcoes de equilibrio. Em seguida,
foram criados modelos que linearizavam o operador de colisdo da equagao de Boltzmann e
passou-se a utilizar a distribuicao de Boltzmann em lugar da de Fermi-Dirac. Em 1992, o
operador de colisao foi substituido pela aproximacao BGK, dando origem ao modelo LBGK
(ou LBM) em que as colisdes ndo sdo mais tratadas explicitamente.

Posteriormente foi mostrado que o LBGK pode ser visto como uma esquema discreto
para a equacao de Boltzmann com a aproximagao de BGK, para velocidades discretas [Abe
(1997); He e Luo (1997); Shan e He (1998)], onde as variaveis de ocupagao n; sdo substi-
tuidas por distribuigoes f; = (n;) e a distribui¢ao de equilibrio passa a ser a distribuigao de
Boltzmann em lugar da distribuicdo de Fermi-Dirac.

Atualmente o LBM tem sido amplamente usado na simulacao de fluidos. Ele simula a
equacao de Boltzmann sobre uma rede discreta e pode-se provar que a equacao de Navier-
Stokes pode ser obtida através dela [Doolen (1998); F.J. Higuera e Benzi (1989)]. O método
tem sido aplicado com sucesso em transicoes de fase, meios porosos e suspensoes coloidais
[Dardis e McCloskey (1998); Horbach e Frenkel (2001); Ladd (1993)].

Dentre as principais vantagens do método destacamos:
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Féacil implementacao em dominios complexos;

Féacil tratamento de fluxos multifase e multicomponente;

Naturalmente adaptado para a programacao paralela;

e Nao necessita resolver a equacao de Laplace em cada passo de tempo a fim de satisfazer

a equacao da continuidade para fluxo incompressivel e estacionario.

Dentre as principais desvantagens do LBM destacamos a grande quantidade de memo-
ria utilizada, a necessidade de trabalhar com baixas velocidades e em regimes fracamente
compressiveis.

Assim, dentre todos os modelos computacionais conhecidos e disponiveis, o que nos pa-

receu mais adequado para o problema foi o LBM, que descrevemos no capitulo seguinte.
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1.3 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo realizar simulagoes computacionais utilizando o LBM para
estudar propriedades de coloides num fluido. Assim, desenvolveremos os codigos do LBM
que nos permitirao analisar propriedades de transporte para materiais porosos e carregados.
Testaremos nossos codigos com solugoes analiticas e experimentais conhecidas sempre que

possivel.

1.4 Organizacao do Trabalho

Esta tese estd organizada como segue : Primeiro, no Capitulo 2 fazemos uma pequena
introducao a equacao de Boltzmann, expondo suas principais hipoteses e propriedades .
Mostramos também como a Equacao do LMB pode ser obtida a partir da discretizacao da
equagao de Boltzmann, expondo suas vantagens e desvantagens.

No capitulo 3, detalhamos como implementar o c6digo que desenvolvemos em C, e aplicar
condicoes de contorno. Também exibimos os testes que permitem verificar o desempenho do
cddigo. Nossos resultados estao nos capitulos 4 e 5.

No capitulo 4 mostramos como aplicar o método em meios porosos, suas vantagens e
limitacoes. Aplicamos o método em esferas porosas e vesiculas porosas comparando com
resultados analiticos conhecidos.

No capitulo 5 utilizamos o LBM para sistemas I6nicos, por meio de equagoes eletroci-
néticas e calculando o potencial através do "Fast Multipole Method®. Aplicamos o método
para macroions carregados na presenca de fons dispersos no sistema.

No apéndice A aprensentamos uma deducao mais detalhada da equacao de Boltzmann e
suas propriedades seguindo |Cercignani (1988); Harris (2004); Kremer (2005)]. O apéndice
seguinte (B) contém um breve comentario sobre a equagao de Navier-Stokes.

Por ultimo o apéndice (C) apresenta um resumo do "Fast Multipole Method*“ e junto com
as adaptacoes que fizemos para utiliza-lo na rede e um algoritmo que criamos para calcular

a troca de energia do sistema.



Capitulo 2

A Equacao do “Lattice Boltzmann”

2.1 Introducao

Varios sistemas com muitos graus de liberdade exibem comportamentos macroscopicos
similares, independentemente de suas particularidades microscopicas [Hou et al. (1994)].
Assim, mudancas nas interagoes moleculares podem alterar propriedades como viscosidade
e condutividade, mas as leis basicas de conservacao e simetria permanecem validas. Gragas
a isto, sistemas com diferentes propriedades microscopicas podem ser descritos em escalas
macroscopicas por meio de um conjunto de equacoes genéricas onde a natureza especifica do
fluido esta restrita a coeficientes dessas equagoes. A equacao de Navier-Stokes e a equacao da
continuidade, por exemplo, expressam a conservagao de momento e de massa. Os detalhes
das interagoes microscopicas nao afetam a forma dessas equacoes, mas somente os seus
coeficientes (tal como o coeficiente de viscosidade). Assim, um modelo que tenta descrever

fluidos deve respeitar a conservagao de particulas e momento.

2.2 A Equacao de Boltzmann

Embora a ideia do LBM tenha surgido do LGCA, o LBM pode ser deduzido a partir da
discretizacao da equacgao de Boltzmann com a aproximacao BGK. No apéndice 77 exibimos
a deducao detalhada da equagdo de Boltzmann, seguindo os passos de [Cercignani (1988);
Harris (2004); Kremer (2005)]. Nesta se¢ao escrevemos apenas os resultados essenciais para
a compreensao do método.

A equacao de Boltzmann pode ser obtida a partir da equagao de Liouville (A.34), que
descreve a evolugao temporal da probabilidade (P) de encontrar N particulas, nos intervalos
[x;, X;+dx;] e [v;, vi+dv;| (1 < i< N)doespago de fases. A partir deste resultado, é possivel

obter a equagao de Boltzmann, fazendo as seguintes consideragoes (“stosszahlansatz”):

e Em um gas ideal somente colisoes binérias sao relevantes;

13
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e O efeito de forcas externas sobre as particulas que colidem é desprezivel em comparacao

com as forcas entre as particulas;

e As velocidades de duas particulas quaisquer nao estao correlacionadas em qualquer

posicao e em qualquer tempo;

e A variacao da funcao distribuicdo nao é muito grande num intervalo de tempo maior

que o tempo de colisao e menor que o intervalo entre duas colisoes.

Supondo essas hipoteses, tem-se

8f1 afl _ O'2 ’o
&:+V-ax——;i/[ﬂfy—ﬁﬂ}W%"nﬂm%ﬁ% (2.1)

em que f; = fi(x;, v, t) = MP(x;,v;,t), M é a massa do sistema, V;; é a velocidade relativa
entre as particulas ¢ e j, 0 a segao de choque e m é a massa de uma particula.

A integral que aparece em 2.1 é conhecida como integral de colisao e é o grande empecilho
para a solucao da equacao de Boltzmann. Na tentativa de obter ao menos uma solu¢ao
aproximada, Bhatnagar, Gross e Krook (BGK) substituem o lado direito de 2.1, por J(f),

um fator de colisdo.

J(f) = wlfeq(v) = f(V)] (2.2)

onde w ¢ a frequéncia de colisdo e f,,(v) ¢ a distribuigdo de equilibrio.
Embora a func¢ao J(f) nao seja a unica possivel, ¢ a mais simples (as condi¢oes que um
fator de colisdo deve satisfazer podem ser vistas no apéndice 77).

Assim, a equagao de Boltzmann com aproximac¢ao BGK fica

0 0
a_{+v'a_izw[feq_f]~ (2.3)

Grandezas macroscopicas, como densidade e momento, podem ser obtidas a partir de

p(xj)z/f(x,v,t)dv, (2.4)

p(x, tu(x,t) = /Vf(x,v,t)dv. (2.5)

As equacoes de conservacao, como a equacao de continuidade e de Navier-Stokes, podem

ser obtidas tomando-se os momentos sobre a equacao 2.3. (Mais detalhes no apéndice ?7?)

2.3 A Equacao do “Lattice Boltzmann”
O LBM possui trés ingredientes principais :

1 Uma rede, em que sao discretizados as posicoes e velocidades;
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2 Distribuicoes de equilibrio;

3 Uma equagao cinética; no caso, a aproximacao BGK.

2.3.1 A rede utilizada

Conforme mencionado anteriormente, o método envolve uma discretizacao do espaco e
das velocidades possiveis. Mas para que isotropia e invariancia galileana sejam garantidas,
essa discretizacao deve seguir alguns critérios.

Uma terminologia comum, introduzida por Qian e colaboradores |Qian et al. (1991)],
para os modelos LBM é Dn(@m, onde n indica a dimensao espacial, e m indica o nimero
de vetores velocidade. Nem todos os modelos Dn@)m garantem a isotropia. Neste trabalho
utilizamos os modelos D209 e D3Q19, pois ambos garantem a isotropia do sistema. No caso
de modelos em trés dimensoes existem outras escolhas possiveis como o D3Q15 e D3Q27,
mas o D3Q19 oferece a melhor combinagao entre precisao e velocidade [ Mei et al. (2000)].

No modelo D2(Q)9 os vetores velocidade sao:

Co = (0, 0)

C = (]_, 0) Cy = (0, ].)
C3 — (—1,0) Cyq = (0,—1)

cs=(1,1) |cg=(—1,1)
c;=(-1,-1) | cg = (1,—1)

Tabela 2.1: Vetores velocidade no Modelo D2Q9

6 2 5
7 4 8

Figura 2.1: Diregées de propagagdo em 2D: A cada diregdo estd associada uma velo-
cidade e uma Fungao de Distribuicao.

No modelo D3Q19 os vetores velocidade sao:
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co = (0,0,0)

C, = (170,0) C3 = (07 1,0) Cy = (070, 1)

Co — (—].,O, 0) Cyq — (0, —]., 0) Cg — (0, 0, 1)
) cs = (1,—1,0) co=(—1,1,0)

1,0) Ci1 = (1,0, 1) Cig = (1 O, 1)
) Ciq4 = (_1707_1) ( >1>1)
) Ci7 = (O, —1, 1) Clg = (0 1, 1)

17

N

Figura 2.2: Vetores velocidade no modelo D3Q)19.

O que faz com que um modelo de rede de velocidades garanta a isotropia ¢ que seus
vetores velocidade devem permitir a construcao de um tensor isotrépico. Um tensor é dito
isotropico se suas componentes forem invariantes com respeito a todas possiveis transforma-

¢oes ortogonais (rotagoes e reflexdes) em R3. Assim, pode-se definir o tensor de velocidades

xlazgxg Ty, g W;iCizy CixsCizs * * * Cizy s (26)

em que c;,, sao as componentes das velocidades da rede c; e 0s w; sao os respectivos pesos.
A invariancia e isotropia sdo garantidas se o tensor Ly, ;,e5...2, for isotropico [Wolf-Gladrow
(2000)]. Mais detalhes sobre tensores isotropicos podem ser encontrados em [Lebedev L e V.
(2010)].

2.3.2 A Equacao do LBM

A equagao basica do LBM, pode ser deduzida a partir da equacao de Boltzmann 2.1 com

a aproximacao de BGK 2.2,

of

1
o +v-Vf= —;(f— o). (2.7)
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No caso continuo, a funcao distribuicao f depende da posicao, velocidade e tempo, de modo
que resolver numericamente a equacao de Boltzmann discretizando apenas o espacgo ainda
exigiria um alto custo computacional. Uma solucao para diminuir esse custo é discretizar
o espaco de velocidades. Isso é feito introduzindo um conjunto finito de velocidades v;, e
fungoes distribuigao associadas, f;(r,t), (figura 2.1) que sdo governadas pela equagao de

Boltzmann discreta,
Ofi
ot

Essas func¢oes correspondem a pequenas quantidades de fluido por unidade de volume

+v,-Vf; = —%(fi—ffq). (2.8)

que se movem com velocidade v; no né r e tempo discreto ¢ (ver figura 2.3). Elas sao tornadas
adimensionais pela escala caracteristica de comprimento, L, a velocidade de referéncia V/,
pela densidade de referéncia pg, e pelo tempo de colisoes entre particulas, t.. Assim a equagao
2.8, fica:

1

/
T €

OF;
ot’

onde ¢; =v;/V, V' =LV, t =tV/L, 7" = 7/te, Fi = fi/po e ¢ = t.V/L.

A discretizacao da equacao 2.9 é dada por

+e - VFE=-

(Fi — F7), (2.9)

Ei(x' ¢+ At) — Fy(r',t) Fi(r' + Ax',t + At') — Fy(r',t)

AY M AX
Fi(r' + Ayt + At') — F(r',t) Fi(r' + Azt + At) — F(r',t)
Ciy / + Ciz ’
Ay Az
1
= ——(F — "),
€

onde At' = AtV/L. Tomando o espacamento da rede dividido pelo intervalo de tempo para

que seja igual a velocidade de rede (Ar' /At = ¢;), temos

Ei(x' ¢+ At) — Fy(r',t) N Fi(r' + At t + At) — Fi(x', ¢ + At)
At At
Fi(r + At t +At) — Fy(r,t) 1(Fz‘—Fieq)-

At e

Dai resulta a equacao do LBM,

At
E(r + CZAt,t+ At) — Fl(r,t) = ——,(Fl — qu» (210)
T €

As grandezas localmente conservadas como densidade de massa p e de momento j e

energia F/ correspondem a
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p(I‘,t) :pUZE(r>t)a (211)

j(r,t) = p(r,t)v(r,t) = poV Z c;Fy(r,t), (2.12)
o) = ol 3 L e, .13

Para fluidos em repouso uma distribuicao de equilibrio global W, é definida. Na vizi-
nhanca do equilibrio as fungoes de distribuicao podem ser escritas como uma soma de W

mais uma pequena perturbacao g;(r,t),

Fi(r,t) = Wi+ gi(r, 1), (2.14)

com |g;(r,t)] < W,.
As W; devem ser positivas para assegurar uma densidade de massa positiva. Essas distri-
buigoes de equilibrio sao distribuigoes de Maxwell, de maneira que os momentos de velocidade

de rede até quarta ordem serao idénticos aos momentos de velocidade sobre a distribuigao
de Maxwell:

m

27TKBT

wp(v) = po( )D/Qexp[—mv2/2KBT], (2.15)

onde D ¢ dimensao, m massa da particula, py é o valor da densidade de massa no equilibrio
global, v é velocidade.
Assim, podemos determinar as distribuicoes de equilibrio calculando os momentos. Os

momentos impares se anulam,
> Wicia =0, (2.16)
i

Z WiciaCigtiy = 0. (2.17)

e os pares resultam em

ZWi = /deB(v) = o, (2.18)

kgT
Z WicinCip = /dVU)B(U)UaUIg = po%%ﬁ, (2.19)

kT2
Z WiciaCigCinCis = /deB(U)vavng(; = po <%) (0080~5 + 0ar08s + Oaslpy), (2.20)
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onde «,f, v e 0 representam direcoes possiveis do sistema de coordenadas. Essas equacoes
asseguram que o termo de pressao é independente da velocidade de fluxo.

Para o caso em que estamos interessados, o moledo D3Q19, as velocidades discretas sao

dadas por:
i c? | nimero de diregoes | W;
0 0 1 Wo
123456 1 6 W
7...18 | 2 12 W,

Tabela 2.3: Velocidades e pesos direcionais.

Note na tabela acima que os pontos que equidistam do centro possuem a mesma dis-
tribuicao de equilibrio, assim garantindo que todas as distribuicoes se desloquem para as

células vizinhas no mesmo intervalo de tempo. Assim, as equagoes 2.18, 2.19, 2.20 ficam

Z VVZ = W() + 6W1 + 12W2 = pPo, (221)

kgT
Z Wicixcix = 2C2W1 + 802W2 = p()i (222)
- m

Obtemos uma equacao idéntica paraa = =yea=[0=z,

kT2
Z WiCinCinCinCin = 2¢ W1 + 84, = po(i> (3), (2.23)
, m
kgT\?2
Z WiCinCinCiyCiy = 4 Wo = pg <L> , (2.24)
, m

e equagoes iguais para as outras direcoes. Resolvendo o sistema acima ficamos com

Po W—@ KBT_%?

Wa=" w, = _
0 TR T3 ¢ T

(2.25)

O modelo evolui em tempos discretos por meio de duas etapas: a etapa de colisao (ou

de equilibrio) e a de propagagao.

At
Fi(r 4+ ¢;At, t + At) — Fy(r,t) = ———(F, — F{?). (2.26)
~~ - _TE€ .
propagacao co?igﬁo

Na fase de colisdo, a cada intervalo 7, F(r,t), é atualizada por meio da funcao de equilibrio
local F*(p(r,t),j(r,t)). Essa fungao dependente das grandezas locais p(r,t) e j(r,t) é obtida
maximizando a entropia em cada sitio da rede sob a restricao de que as densidades de massa

e momento permanecgam invariantes.
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A fase de propagacdo (ver figura 2.3) consiste de um deslocamento, com velocidade ¢;,
das distribui¢des para os sitios vizinhos, isto &, F;(x — 7c;,t) se desloca para Fi(x,t + 7).

Esta fase deixa a entropia total, > | _S(z,t), invariante e as densidades locais sao atualizadas

para:
r,t+7) ZF —7C;, t), (2.27)
r,t+47) ch H(r — T, t). (2.28)
A % A 7 A 7| A 7% b 7% A
‘\\\ .'/h.. -l \ / - ‘\\\ /h.. x/’ |- A\ '/h.. ‘\ B
¥ v\ IRV RY K y\\_f/v 4 | ¥ wr\
A A 7| A 7% A A 7
Nz AN IO N
4/._\- - > - _\P'4/,-< > >.—P.\
Ky Fy QN vy Ky y Wy
A « A v A 4| A w A o« A «
‘\ '/-._4 D /"{‘.\_\ /-._ :\\\\ {‘\ /'rh“‘\ /-._
NN NN
}/\r YR VTERN v 9K r\}/v
FD antes da propagacéao FD apos a propagacao

Figura 2.3: Propagacdo das fungoes distribuicdo na rede

2.3.3 Distribuicao de equilibrio local

Associada a essas funcoes de distribui¢ao, Koelman [Koelman (1991)] define a densidade

S(r,1) = — (%) > Fr, i {Fé; t)} | (2.29)

que é nula para F; = W,.

de entropia

A distribuicao de equilibrio pode ser determinada maximizando a entropia 2.29, sob a
restricdo de que p(r,t) e j(r,t) permanecam inalterados. Para isso, deve-se notar que as
distribuigoes de equilibrio F[? dependem somente de valores locais de massa e densidade de

momento,

F(x,t) = F{(p(r, 1), j(r,1)). (2.30)

Definindo o funcional
S=S+ap+b-c, (2.31)

onde a e b sao os multiplicadores de Lagrange para as restricoes, obtemos as condigoes de
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extremo

OF

5 k[, F
05 {ln I/IZ/' + 1] +a+b-c; =0, Vi (2.32)

cujas solucoes sao da forma

Fo = W,eAPd)+Bod) e (2.33)

ondeAzﬁa—leBzﬁb.

m m
Expandindo F;? em torno de j = 0 e utilizando o ansatz
Ap,3) = Aolp) + A2(p)i* + O(") (2.34)
B(p,j) = Bi(p)i + O(") (2.35)

podemos encontrar A e B [ver Wolf-Gladrow (2000)], resultando em

e -:m{ BLLLEPY M e )2 — 2 } 2.36
(p,J) p+KBTc J+2pKBT kBT(C J)° =] (2.36)

ou ainda, utilizando que mc? = 3kgT

3 9 3
F i (p,v) = W}p{l e v —(c; - v)? — —VQ}. (2.37)

4
s 263 s

2.4 Inclusao de forcas volumeétricas

Como vimos, no LBM nao existe energia potencial entre as fungoes de distribuicao, e elas
obedecem a equagao de estado do gas ideal P = pT, com T = ¢ = constante. Deste modo,
as flutuagoes no campo de pressao estao atreladas as flutuagoes na densidade p/pg e devem
ser da ordem de Ma?. Este é um problema comum em simulacoes de fluidos fracamente
compressiveis mesmo em CDF, com a dificuldade adicional que no LBM a velocidade do som
é fixa. Uma maneira de impor um gradiente de pressao é utilizar as condi¢oes de Contorno
de Zou e He, apesar de apresentar alguns problemas de instabilidade (Ho et al. (2009b)).

Outra maneira de simular um gradiente de pressao é adicionar uma forca volumétrica
equivalente & que seria produzida por tal gradiente |Buick e Greated (2000)]. Assim, tudo
o que ¢é preciso fazer é aumentar as F'D ao longo da dire¢ao do gradiente e diminuir as que
estao na direcao contraria. Deve-se contudo, respeitar a conservacao de massa e momento.
Seja g; = AF;/At a variagdo na F; devida a um gradiente de pressdo. A fim de garantir a

conservacao de massa impoe-se

>_9i=0. (2.38)

Supondo um gradiente de pressao na direcao x (dire¢ao da distribuicdo Fi, ver figura
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2.1), queremos que a variagdo temporal do momento por unidade de volume J, na dire¢ao

T seja

AJ,

A= D gici = pge, (2.39)
e que os equivalente nas dire¢oes perpendiculares sejam nulos (i.e., AAJt” = AA‘% = 0). Para

encontrar os pesos direcionais definimos ¢g; = A;pgc. Assim, no modelo D2Q)9, a fim de

conservar o momento define-se:

g1 = —Ggs, (240)
95 = g8 = —9g6 = —Jr, (2.41)
e7
Com isso, utilizando as equacoes 2.39 e 2.38, temos
1
A1 - Ag — g, (243)
1
A5 - A6 - A7 = Ag - T (244)
12
O valor de g ¢ definido pelo tipo de campo que atuara sobre o sistema. No caso de um
fluxo de Poiseuille, sob um gradiente de pressao G = Pip_LP", onde P;, P, sao as pressoes na

entrada e saida do canal e L o comprimento do canal, devemos ter:

AJ, 0? Spvl
= pU——sly = = pG. 2.45
Ar ot e O (2:45)
Portanto,
8VUO
= 2.46

Para garantir a estabilidade devemos ter ¢ < 1. Em 3 dimensoes o procedimento é um pouco

mais trabalhoso, mas analogo. Para mais detalhes ver Succi (2001).



Capitulo 3

Implementacao e Verificacao do LBM

Nos capitulos anteriores foram derivadas a equacao do LBM e as condic¢oes para o equili-
brio. Neste capitulo o método ¢ aplicado em problemas cujas solucoes sao conhecidas, a fim

testar os programas que foram por noés desenvolvidos.

Equacao de difusao

Iremos iniciar implementando e testando o método para a equacao de difusao em duas

dimensoes.

b P, P
ot~ N\ ou2 Oy?

) (3.1)

Onde p = p(z,y,t) ¢ a densidade da grandeza a ser difundida (massa, ions,etc) e o é o
coeficiente de difusao.

As funcgoes de distribuicao sao relacionadas com a fungao p por:

8

plx,y,t) = ZFi(x,t). (3.2)

=0
Para o problema da difusao, a velocidade macroscopica é nula, de modo que j = pv = 0.

Assim a equagao de equilibrio 2.36, fica:

F = plW, (3.3)

As Ff? devem satisfazer conservagao de massa e momento. Assim,

D=2 Wi=p. (34)

> Ffie;=0. (3.5)

As funcgoes Fj(x,y,t) sdo determinadas a partir de:

23
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Fy(w,y,t) = F} + el + €F7 + -+ (3.6)

Ou seja,

Z Fi(x,y,t) = Z F)+eF!' + EFF + - (3.7)

Comparando com as equacoes 3.2 e 3.4, devemos ter:

Y R =) F..=0. (3.8)

Estas equacoes nos dizem que as pertubacgoes no equilibrio nao alteram densidade e momento
macroscopicos.
A funcao distribuigio atualizada, isto é, a fungao num tempo t + At, F;(x+c;At, t+ At)

pode ser escrita em série de Taylor,

OF; OF; OF;
(et iyt At) = Bl 1) + At + Aeiaty + Aoy 50
At? [O?F; 0 F; 0 F; O*F, O F;
— L4+ 2 2 "+ CiyCiy—— At? .
3 |9t Xy T gyt eute g ety | O[] (39)
, 0 5 0
Agora, reescalando =’ = ex e Yy = ey na equagao 3.1, podemos substituir e por €2 Er
aaa: por e% e % por eﬁﬁy Substituindo em 3.9,
, OF; OF; OF;
F; A A : o —— 4 €At —
(x + c;At, t + At) = Fy(x,1) T 8;U+6 tczya
At?* [ ,O*F, ,  O0°F; 3 O%F; O F; O F;
- € 2 + 2¢ cmm + QCiyE iy O p— 92 + €2 CiyCiy——s 5y 2
+0 [AF].
Da equacao do LBM, temos
At
Fi(x + c;At, t + At) = Fi(x,t) + — [F (x,t) — Fi(x,1)] . (3.10)

Assim,
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OF; OF; OF;
; [FiO(X, t) — FZ'<X, t)} = 62 at —+ ECixa— + ECiya—y +
At 0*F;, O2F,
+—2 € CizCiz—o 92 L e CiyCiy B

+O [AP] + O [€'] .

Utilizando a expansao

Fy=> €F}, (3.11)

temos,
1 OF? OF? OF? OF} OF}
— [eFil +EF 4 - ] = € o T + eciya—y + €z pe 62%’8_3; +
At 0PFY 0?FY
+7 € CizCiz 72 + €7CiyCiy 8 5
+0 [At*] + O [€’] .
Identificando os termos de mesma ordem em ¢
1 OF? OF?
——F'= "t + =0, 3.12
T " o * dy Gy (3.12)
1, OF OF} OFt At O*F? O*F?
_ ;Fz == + Cip o + ciy dy + - CinCig—— 52 + CiyCiy——- oy (3.13)
Tomando as derivadas parciais de 3.12 e substituindo na equacao acima, temos
1 OF? O?FY
_}71‘2 = _Z+Ci:v(_ m:)
T ot Ox?
At O?FY O?F?
+7 CizCix— o a 2 + C'Lyczy a 2 .
Somando sobre os indices dos vetores da rede de velocidades i, temos,
0?FY O0*F?
Z — {cmcm B T g } : (3.14)

Como,

1
=Y F} =0, (3.15)
T =
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segue
OF0 At 2D 2D

— = - 5 iwCiz =g iwCiy 5 | - 3.16

> d >) [c Cia 3 F CiyCiy o (3.16)

i %

Assim, recupera-se a equacao 3.1 impondo [Wolf-Gladrow (2000)]:

=7 - —. 3.17
a=rT 5 ( )

Com a equacao acima, pode-se estabelecer uma conexao entre a micro e a macroescala.

Equacao de Navier-Stokes

Para obter a Equacao de Navier-Stokes para um fluido incompressivel a partir da equacao
2.10, procedemos de modo analogo ao que foi feito para a equacao de difusao. Comecamos

fazendo a expansao em série de Taylor da funcao distribuicao:

OF;
ot

Fi(x + c;At,t + At) = Fi(x,t) + At [ +c; - VFZ} (3.18)

LA (0 [oF,
2 \ Ot Bt

F,
VF}%—ci-V{a .

™ --VE-D +0[A] (319

Substituindo as equacoes 3.18 e & =3 e”% (ver apéndice 77, eq. A.73) na equagao
2.10, temos,

F,
Fi(x + ¢;AL L+ At) — Fy(x,t) = +At {a

.VF.,
ot v }

%tz (% [%Jrci-wﬂ-] +c -V [aa]f +ci-VFiD + O [At?],
ou,
—g [F? — F;] = At {a;; c; - vm]
%tz (% [%Jrcivzﬂ] +¢; -V laa? +ci-VFiD + 0 [Af].
Assim,
_% 7 { 8152 VFZ}
+ ((ea%+ 822) { gff + 2252 VFz} +
teci -V egii gf; VE] )+oar]+0[e].
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Portanto,
1 OF; OF;
_Z[FY_ R ¢ 2 F
—|F - F] [66151 + a0 Y }
At ([ ,0°F,  , 0
- -~ — E
+2<{e 5t V,]Jr

—l—Ci-V{ 20F; + €é%c; - VE])—FO[AISB]—FO[;’}.
oty

Utilizando 3.11,

0 1 ... 0 1 .
_l |:€Fi1+62f7i2+...i| — ea(F’L +€F; + )+€26(F’Z +6F1’L + )+Eci‘V(FiO+EEI+“‘)
T 8t1 8252
At ([ GO FP +eF+--1) o) 0 )
+7([e o %—cfa—tlcZ V(E) +€F; +--+)| +
FO ...
+Ci'v{62%—?62&”V(EO+‘“):|)‘FO[AtS}‘FO[GS},
1

or?  ,OF!'  ,OF?
— ? 7 FO Fl

{&1 + € o, + € o, +ec;- VE? + é%c; -V }
At ,0°F) 5, 0 0,

o i il !

5 <e o0 + € (%10Z \Y

. Ey 0 3 3
+cz-v[ S+ e VF])+0[At}+O[e},

(31

i.e,

“on
Aty ,0*F) 5, 0 0
5 (e op e VR

1 F-l FO
——[EFi1+€2F;2+"‘] — |:_|_2a 3
T

- VF + é%c; - VFl]

0

+c; - AV |:E2 aF

el VFO])+0[At3]+o[e3}.

Igualando os termos de mesma ordem em e, temos

1 F?
__Flza_z‘i‘clvpo

3.20
T E 8251 L ( )
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e
1 OF! OF?
g2 9% L4 -VE!
T ¢ 81&1 +8t2 te v Z+
Aty 0 [OF? OF?
S| e VED . Lt -VE| ). 3.21
+2<8t1{8t1+c V’}H: V{atlJrc Vﬁ}) (3.21)

Os termos entre colchetes da equacao 3.21 podem ser simplificados usando 3.20:

1,  OF OF°

——F = T +c¢;-VF +
+%<a% {—%F}} NP v [—%F}} )
ou,
- %FE = aa—]z - (1 — %) (%f +c- VF;) : (3.22)

Podemos recuperar a equacao de Navier-Stokes utilizando as equacoes 3.20 e 3.22, e utili-

zando as relacoes 3.8 . Tomando equagao 3.20 e somando sobre os indices da rede, temos

0= %Z:E()Jr;ci-vﬁ, (3.23)

e, usando as expressoes 2.11 e 2.12 resultam na equacao da continuidade:

0
0 p+V-pv. (3.24)

T on

Calculando os momentos na equacao 3.20 recuperamos as equagoes de Euler:

ou 1
5 T (@ Vu=_[-VP]. (3.25)

Tomando os termos de segunda ordem em ¢, recuperamos a Equacao de Navier-Stokes:

9 1
a_ltl 4 (u-Vu= ; [~VP + uV?u]. (3.26)

Os calculos envolvidos sao anélogo aos feitos para a equacao das continuidade, apenas
mais trabalhosos. Para mais detalhes ver Wolf-Gladrow (2000).

E possivel simular um fluxo de um fluido incompressivel ou mesmo para pequenas va-
riacoes na densidade. Em geral, o LBM ¢ bem sucedido para baixos nimeros de Mach
(Ma = %), onde ¢, ¢ a velocidade do som. A fim de diminuir a ordem dos erros de simula-
¢ao, os fluxos devem ser simulados a baixas velocidades, pois os erros no LBM sao da ordem
de Ma?. Assim para simular em altos nimeros de Reynolds (vN/v), devemos aumentar N,

o nimero de sitios na rede, ou diminuir v. Entretanto, devemos tomar cuidado ao diminuir
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v pois isto pode causar problemas de estabilidade a simulacao.
A viscosidade do fluido esta relacionada com a frequéncia de relaxagao por [Wolf-Gladrow

(2000)]:

Ax? 1 1
v=357ln T D (3.27)

Dividindo a equacao acima por, vN temos

1 Ax Az 1 1

Fe ~ VadivaNew 27 3:25)
Ar 1 1
Ma = \/§N(5_§)Re' (3.29)

(3.30)

Assim, v e v devem ser selecionados de maneira a assegurar a estabilidade da simulagao.

3.1 A relacao entre as escalas e o critério de parada

Nos desenvolvimentos anteriores, trabalhamos a equacao do LBM de maneira a deixar
todos os termos dimensionais concentrados num tnico termo (por exemplo, o coeficiente de
difusdo). Esse tratamento, muito comum em mecanica dos fluidos computacional, é conve-
niente por uma série de razoes, mas a principal delas é que torna clara a conexao entre as
escalas macro e meso.

A equacao de difusao pode ainda ser escrita de maneira totalmente adimensional fazendo
t' = at/L? e 2’ = x/L. Deste modo,

o _or
ot 0x2’

Desta maneira, pode-se definir o intervalo entre os sitios da rede Ax = 1 e o tempo de

(3.31)

um passo (colisdo + propagacgao) At = 1. A questdo a ser respondida é, depois de quantos
passos pode-se considerar que o sistema adquiriu estabilidade?

Como t' = at/L?, em unidades de rede ele deve ser igual a T'/(7N?). Assim se o tempo
adimensional for ¢ = 1, o namero de sitios da rede for N = 1000, o tempo de relaxacao for
7 = 0,5 devemos ter T' = 5 x 10° passos. Contudo, os teste feitos mostram que o sistema

atinge o estado estacionério em um niimero de passos bem menor.

3.2 Condicoes de Contorno e iniciais

O programa para o LBM utiliza-se de atualizacoes sucessivas e, portanto, devem ser

definidas condicOes iniciais. Assim, em geral, inicializam-se as funcoes distribuicao como
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iguais a fungao de equilibrio, a qual é inicialmente calculada a partir de uma velocidade
macroscopica pré-definida e uma densidade macroscopica adimensional com um valor fixo
(no caso mais simples adimensional e igual a um).

Para comecar a definir as condicoes de contorno no LBM, necessitamos definir as funcoes
distribuicao no contorno. Todas as células das extremidades do sistema, ou que estiverem
no entorno de algum obstaculo serao designadas como células de fronteira ou de contorno.
Cuidados especiais devem ser tomados com as fungoes distribuicoes nessas células, principal-
mente com aquelas que se direcionam para dentro do fluido. E a partir destas distribuicoes
que se definem as condicoes de nao escorregamento, condi¢oes de entrada e saida, condicoes
toroidais de contorno, ou ainda a forca de arrasto sobre obstaculos.

As fungoes de distribuicdo que chegam a uma célula da fronteira vindo de dentro do
sistema j& foram determinadas pela etapa de colisao. Contudo diferentemente destas, as que
chegam em uma célula pertencente a fronteira vindo de uma “célula fora do sistema” nao
podem ser calculadas e precisam ser definidas (ver figura 3.1). A maneira de defini-las ira

depender da condicao fisica desejada para o problema.

LR
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Figura 3.1: As func¢ées distribuicdes originadas das fronteiras

As condicoes de nao escorreqgamento sao utilizadas sobre paredes sélidas, sobre as quais
deve-se ter que a velocidade macroscopica do fluido é nula (v = 0). No LBM isto pode ser
implementado invertendo a direcdo de propagacao das funcgoes distribuicao durante a fase

de propagacao (ver figura 3.2) No modelo D2Q9, por exemplo, isto é implementado fazendo:

Fs(zs,y=0,t+ At) = Fr(xs,y = 0,1)
Fo(zs,y=0,t+ At) = Fy(xs,y = 0,1)
Fy(xp,y=0,t+ At) = Fy(zs,y =0,1),
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onde x; sao as células da fronteira. Essas condi¢Oes asseguram a conservacao de massa e

momento na fronteira em que elas sao aplicadas.

Antes da propagacéao Depois da propagacéo

Figura 3.2: Condi¢do de ndo escorregamento

As condigoes de entrada e saida, sao utilizadas nas fronteiras do sistema, pelas quais
devem entrar ou sair o fluido. Para a entrada do fluido no sistema utilizamos as condi¢oes
de contorno com velocidade conhecida, e assim v(r;) deve ser constante em todas as células
da entrada do canal. Para conseguir manter a velocidade do fluido constante em uma deter-
minada fronteira , a densidade macroscopica (ou equivalentemente a pressao) e as funcoes
distribuicao direcionais precisam ser definidas de maneira adequadas. No caso do Modelo
D2Q9 podemos ter uma velocidade macroscopica de entrada v = v, + vyj'. Assim, das

equacoes 2.11 e 2.12, temos:

pUxIFI—F3+F5—F6—F7+F8 (332)
pUy:FQ—F4—|—F5+F6—F7—F8, (333)

e
pZF0+F1+F2+F3+F4+F5+F6+F7+Fg (334)

Mas em cada uma das fronteiras, temos quatro variaveis a determinar: trés densidades
direcionais e a densidade p(x). A quarta equacdo vem da proposta de Zou e He (1997) que
supoe uma condicao de equilibrio na direcao normal a fronteira. Assim, dado um sistema

retangular, essa ultima condicao, aplicada na fronteira oeste, pode ser escrita como:
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Norte

\\i/ﬁ'

b

QOeste

Leste

Sul

Figura 3.3: As func¢ées distribuicées a serem determinadas

Agora so6 resta resolver o sistema:

(

pve = Iy — b3+ F5 — Fg — F7 + Iy
,O'I)y:FQ—F4+F5+F6—F7—F8
p=Fy+F +F+ Fs+ Fy+ Fs + Fg + 7 + Iy

2
F1:F3+_pvxa
\ 3

o que leva a
((Fy = Fy + %pvgc

s =F, — %(FQ — F4> + %pvx + %pvy

Fy = Fs + 5(Fy — Fy) + §pvg — 5pv,

p_F0+F2+F4+2F3+2F6+2F7
\ 1—’Ux

Aplicando um procedimento analogo nas outras fronteiras devemos obter:



3.2

Na fronteira leste,

Na fronteira sul,

CONDICOES DE CONTORNO E INICIAIS

((Fy=F — %P%,
Fr = Fs + 3(Fy — Fy) — §pva — 5p0y,
Fs = Fs — 5(Fy — Fy) — ¢pvs + 500y,

R+ B+ Fy+ 28 + 2F5 + 2Fy

k'O 14+ v,

( 2
FQ = F4 + 3PVy,
F5 = F7 — %(Fl - F3) + %pvy + %pvz,

Fs = Fy — 5(Fy — Fy) — £pvy + 3pvs,

 Fy+ Fy + Fy + 2F, + 2F; + 2Fy

p

{ 1—v,

E finalmente, na fronteira Norte,

( 2
Fy=F, — 3PVy;
Fr = F5 + 5(Fy — F3) — $pv, — $pu,,

Feg = Fg + %(FQ — Fy) + %va - %Pvm

 Fo+ Fo+ Fy+2F + 2F5 + 2Fy

P
\ 1+,

33

Nos canais de saida, as funcoes distribuicao devem atuar de maneira a nao interferirem

no fluido da regiao interna. Isto é conseguido impondo que o fluxo anterior a fronteira de

saida é igual ao posterior & mesma, de maneira que %Lyj =0e % = 0 (condicoes de contorno

de Neumann), onde v, e v; sdo as componentes normal e tangente da velocidade e n é a

direcao normal a fronteira. Em alguns problemas a velocidade de saida nao é conhecida e a

estratégia mais utilizada para solucionar o problema ¢ fixar a densidade (pressao) na saida.

Se, por exemplo, a extremidade leste é o local de saida do fluido, devemos ter:
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( Fo+ Fy + Fy + 2F12F5 + 2F3
Uy = —1+ e

F3:Fl_§p*vm7

F7 = F5 + %(FQ - F4) - %p*vm,

L F6 = Fg — %(FQ — F4) — %p*vx

onde px é a densidade a ser fixada. As condicoes toroidais de contorno sao utilizadas quando
se deseja simular um fluido em um duto. Para um corte do duto no plano XY as condi¢oes
toroidais sdo determinadas impondo v,(x,y,0) = v¢(Z, Y, Zmaz) € Vp(T, Y, Zmaz) = vf(z,y, 1),
onde vy é a velocidade no fluido, e v, é a velocidade na parede da fronteira. Ou seja, as
fungoes de distribuicao da célula da fronteira do final do duto se propagam para as células

da fronteira do inicio do duto. Isto é implementado fazendo, por exemplo,

F1(07y>t + At) = Fl(xmax7y>t)
F5(0,y,t + At) = F5(maz, Y, t)
F8(07y7 t + At) = F8<xmazay7t)7

%

Antes da propagacao Depois da propagacéao

Figura 3.4: Condigdo toroidal de contorno

Ho et al. (2009a) propde um método para determinar as densidades direcionais que
devem partir de fronteiras ou obstaculos, definindo-as como uma combinacao de um valor

local conhecido e um fator corretor:
F’i(xv t) - -Fi(xa t) + Eei : Qa (336)

em que Q é o fator de correcao. Ele pode ser considerado como uma forca volumétrica que

altera o momento da distribui¢ao, devido ao contato com a fronteira. A func¢ao F;(x,t)* pode
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ser definida de acordo com o problema, mas em geral é adotada a distribui¢ao de equilibrio.
Seguindo este método, as densidades direcionais no modelo D3Q19, que partem do topo

do sistema, (ver figura 2.2), sdo escritas da seguinte maneira:

Fuy = Fiy+WuQ, —Q.),
Fig = Flg+Wis(—Q. — Q-),
By o= Fy+Ws(—-Q.),
Py = Fiy+Wia(-0Q, —Q.),
Fip = F +Wir(Qr — Q).
(3.37)

Das equagoes 77 e 77, temos

p=rto+F+F+ F3+- -+ Fi,

pve = F1 + Fr + Fy + Fis + Fig — (Fy + Fio + Fs + Fig + Fig),
pvy = F3+ 7+ Fio+ Fiy + Fiy — (Fy + Fs + Fo + Fio + Fi3),
pv; = Fg + Fii + Fiz + Fis + Fig — (Fs + Fuy + Fir + Fig + Fha).

Substituindo as equagoes 3.37 no sistema acima, e resolvendo para Q),, @, e ), obtém-se

Q. = 18|pv, — (FA+ Fr + Fy+ Fi5) + Fo + Fio + Fis + Fys — F; + FJ]
Qy = 18[pv, — (Fs+ Fr+ Fig+ Fui) + Fy+ Fy + Fis + Fy — Ffy + F})
Q. = 6lpv. — (Fs+ P+ Fiz + Fis + Fig) + (Fy + Fyy + Fi + Fig + FT)]

Finalmente, substituindo estes nas equacoes 3.37, vem
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Fs

Fig

Fiy

1 2 1
3P + 3 5 + g(Fﬁ + P+ Fis+ Fis + Fig — Ffy — FYy — Fi; — Fg)

5Py = 5pve 2 (Fiy 4 Fly) = (S + iy + Fig) +
%(E; — Py + Fy — Fio+ Fy — Fy) — é(F6 + Fi5 + Fig) — éFn + §F13;
1 1 1 1

—§va_gpvz+§< 1*4"‘F1*2)_6( 5+ Fir+ Fig) +

%(le — Py + Fy — Fio+ Fy — Fy) — é(Fe + Fi5 + Fig) — éFm + %Fn;
— 3P = gpe (4 F) — (B + Fi+ Fiy) +

%(Fl — Py + Fy — Fio+ Fr — Fg) — é(F(s + P+ Fiz) — %Fléi + §F15;
Sove = v+ 5 (Fia + F) = S (B3 + By Fly) +

%(Fz — i+ Fig— Fy+ Fg — Iy) — %(F6 + Fiy + Fi3) — %Fw + §F18-

O mesmo procedimento ¢é realizado nas outras fronteiras, resultando em:

Na base da caixa:

Fig

%pvz + ; 6 T %(Fz» + Fio + Fia + Fie + Fir — FYy — Fiy — Fi5 — Fy)
SPuF vt (R 4 Fig) = (B + Fis 4 Fiy) +

%(Fz; —F3+Fy— Fio+ Fs— Fr) + é(f‘% + Fi7 + Fig) — %Fm + §F12;
5Py v+ S (Fi b F) — (B3 + Fly + Fly) +

1 1 1 2
§(F4 —Fs+ Fy— Fio+ Fs — Fr) + 6(F5 + Fig + Fi7) — §F12 + —Fly;

3
1 1 1

1 * * * * *
—va+—Pvz+§(F15+F18)_ (Fg + Fyy + Fi3) +

2 6 6

1 1 1 2
§(F1 —F+ Fy— Fio+ Fr — F3) + 6(F5 + Fig + Fiy) — §F17 + §F16§
_§PUm+6PUz+§(F18+F15) _E(FG + Fy + Fis) +

1 1 1 2
§(F2 —Fi+ Fio— Fo+ Fy— F;) — 6(F5 + Fig + Fuy) — §F16 + §F173

No plano xy negativo (distribui¢oes saindo da face leste):
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F = %pwr; f+%(FQ+F10+F8+F16+F18—F;—FJ—F;‘;—F{;)
ko= %pverépvar%(F;‘%—Fg)—%(Ff+Ff‘5+Ff‘7)+

+ %(sz — F3+ Fip — Fu + Fiy — Fiz) + %(F2 + Fig + Fig) — %FIO + ;Fs;
Fy = —3puy+ gpve (5 + F) = (B + Fiy+ Fi) +

- %(Fz; — F3+ Fig — Fyy + Fiy — Fiz) + é(Fz + Fig + Fig) — %Fs + gFm;
Fis = 3o+ gpvat 5(Fi+ Fly) = (F7 + Y + ) +

+ %(Fs — s+ Fig — Fiy + Fig — Fi3) + %(Fz + Fio + Fg) — %F18 + §F16;
Fir = —gpve+ govet 3(F+ Fiy) = 2(F) + B+ ) +

- %(FS — Fs+ Fio — Fuu + Fiy — Fiz) + %(FQ + Fio + Fg) — %Flﬁ + §F18;

Condicoes de contorno diferentes das mencionadas e suas aplicacoes em modelos tridimen-
sionais podem ser obtidas em Hecht e Harting (2012) e Ho et al. (2009a) .

3.3 Algoritmo

Definidas as condigoes de inicializacao e de contorno, podemos uni-las com a equacao
de Boltzmann discretizada para estabelecer um algoritmo. Depois de inicializar as F;, tem
inicio o laco principal do LBM. Na primeira fase, a fase de colisao, é determinado o desvio
do equilibrio por meio da equacao 2.10, calculada em todos os pontos da rede, exceto nas
fronteiras. Os valores calculados sao armazenados nas variaveis F;. Em seguida sao aplicadas
as condigoes de contorno adequadas para cada tipo de problema.

A fase de colisao é entdo aplicada em todas as células do sistema. Como as células do
LBM formam um cubo, (Az = Ay = Az) e o tempo gasto para uma distribui¢ao chegar a
célula seguinte é At = E, todas as distribuicoes irao chegar as proximas células ao mesmo
tempo. *

Na etapa final sao calculadas as densidades e velocidades macroscopicas em cada célula.
Esses valores sao entao armazenados para serem utilizados no préximo passo. Se a variavel

tempo atingir um tempo pré-definido, o programa é encerrado.
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INicIO

Inicializa

fi=f
<
v
Fase de Colisdo

fi=fw( i~ )
v

Condicdes de Contorno ‘

Fase de Propagagéao
f.(x+c,At,t+At)=F,(x,t)
‘ Calcular Forca ‘

v

Calcular Momentos
p=Xf;;pV=2Xcf,

v

‘ Calcular distri. equilibrio ‘
Y
>0
* SIM

t=t+At

NAO

PARE

Figura 3.5: Algoritmo para o LBM

3.4 Resultados iniciais

Nessa secao exibiremos os testes iniciais realizados nos programas desenvolvidos. Simu-
lamos com o LBM, as equagoes de Navier-Stokes para um fluido com densidade constante
e a equacao de difusao para um tnico componente. Lembrando que a equacao do LBM é
adimensional, todos os valores de entrada estao em unidades da rede (adimensionais). A
correspondéncia com problemas reais é feita através da escolha do nimero de Reynolds (ver
Sukop e Thorne Jr. (2006), para mais detalhes).

Escoamento de Poiseuille

Iniciamos com um fluxo estacionario de um fluido quase incompressivel num duto de
comprimento L e altura 2h, no modelo D2Q9. Este problema, conhecido como fluxo de
Poiseuille, pode ser resolvido a partir da equacao de Navier-Stokes e possui solucao exata

dada por: 4
(h* —2?). (3.38)

v(y) = 2%
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Figura 3.6: Perfil de velocidades em uwm duto, em regime estaciondrio.

A grandeza A é o gradiente de pressio (A = (P, — Fy)/pL), que no LBM pode ser
determinado a partir da relagao da pressiao com a densidade (P = c¢?p, onde ¢, é a velocidade
do som) e do fato de que nesse problema a pressao deve diminuir linearmente com a distancia

(ver Lifshitz (1987)). A viscosidade v ¢ determinada a partir da equagao
1
v = 5(7' —0.5) (3.39)

Assim, para obtermos uma simulacao estavel devemos evitar escolher o tempo de re-
laxacdo 7 proximo a 0.5. A largura do canal é determinada depois de escolher o niimero
de Reynolds que se deseja para o fluxo. Assim, por exemplo, se desejarmos um fluxo com

Re = 10, podemos obter h a partir da relacao

2nU
Re=""—", (3.40)
v
Além disso ¢ conhecido que[Philip (2011)]:
dPh? 3
max — o — aY 3.41
! dx 8v 2 (3:41)

onde U é a velocidade de entrada no canal. Realizamos um teste utilizando o modelo D2Q)9,
para uma velocidade de entrada igual a 0.01, 7 = 1 (= v = 1/6). As dimensdes do canal
sao 200 x 52 unidades de rede. As condicoes de contorno utilizadas foram “bounce-back” nas
laterais e condicoes de "Zou e He* fixando a velocidade na entrada e saida do canal.

A figura 3.7 mostra o perfil de velocidades na metade do canal. Na figura 3.8 podemos
ver a variacao da pressao, ao longo do canal. As curvaturas na entrada e saida do canal estao

relacionadas com a transicao para um perfil parabolico de velocidades.
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Figura 3.8: varia¢do da densidade em fun¢do da posi¢ao.

Frequentemente este problema é utilizado para calcular a viscosidade e funciona como

um viscosimetro numérico [Kadanoff et al. (1987)|. Apesar dos bons resultados devemos

atentar que a solucao esta restrita a Re pequeno. A principal razao é que a solugao para o

escoamento de Poiseuille é obtida para um fluido incompressivel.
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Fluxo de Poiseuille no D3Q19

A solucao para o fluxo de um fluido sob um gradiente de pressao em trés dimensoes, num
duto retangular, ¢ dada por (White (2006)):

166> [ dP] & i1 cosh(%Z)
v =2 -2 S -y [1— .2

cos(%)
= ] : (3.42)

i=1,3,5...

onde —a <y <ae—b< z<b Asimulacao feita com LBM utilizando o modelo D3Q19
e condicoes de contorno toroidal na entrada e saida, junto com “bounce-back” nas laterais.

Podemos ver na figura 3.9 uma comparagao com o resultado tedrico.

"teorico
0.018 | LBM o

0,016 |

0.014

0.012 ¢

0.01 ¢

uea

0.008 r
0.006
0.004 |

0.002 rjo

-10 -5 0 5] 10

Figura 3.9: Fluzo de Poiseuille no D3Q)19
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Difusao

Utilizamos o LBM para simular a equacao de difusao de um elemento passivo, para os
Modelos D2Q9 e D3(Q19. A simulacao foi feita para em uma rede com de 100 x 100, no caso
bidimensional e 24 x 24 x 24 no tridimensional. Na célula central foi definida uma densidade
inicial p =1, e p = 0 no restante. Foram utilizadas condic¢oes toroidais de contorno.

As simulagoes de difusao foram validadas utilizando-se a solucao tedrica para a concen-

tracao num ponto dada por (Sobolev (1989)):

(3.43)

em que utilizamos M, = 1.

(
‘*_, Teonct_)
0.0006¢ % e LBMt=125
s & e LBMt=625
" e LBMt=1250
0.0005} ’ .
4 .
0.0004} 3 4
g .
0.0003F [ \
’ .
0.0002} 5 \
0.0001¢ 5 -
20 40 60 80

Figura 3.10: Difusdo de elemento passivo para o = 0.8, modelo D2Q)9.

Figura 3.11: Difusio de elemento passivo para o = 0.8, modelo D2Q9.

Na figura 3.12 podemos ver a concentracao em funcao de distancia para o simulada
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no modelo D3Q19. A fim de verificar a isotropia da solugdo plotamos no mesmo grafico a

concentracao ao logo de linhas que passam pelo centro da caixa de simulacao, nas direcoes
XY, YZe XZ.

0,002

3£ Direcao XY
6—© Direcao YZ
&< Direcao XZ

Concentracao

Figura 3.12: Difusio de elemento passivo no modelo D3Q19.
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3.4.1 Coeficiente de Arrasto

A forca de arrasto que age sobre um objeto que se move num fluido viscoso ¢ dada por

Fq = —bv. (3.44)

No caso de uma esfera de raio R, é possivel mostrar, utilizando a equagao de Navier-

Stokes que o modulo da forca de arrasto vale
F; = 6mR. (3.45)

Para objetos de forma geral define-se o coeficiente de arrasto como|[White (2006)]:

2Fy

CD = quA’

(3.46)

onde A é a area da secao transversal do objeto pelo qual o fluido passa.

Dessa forma, utilizando a equacao 3.45 o coeficiente de arrasto para uma esfera vale

24
Re

Expressoes numéricas para coeficiente de arrasto sao (salvo raras exceg¢oes como é o caso

CDfesfera = (347)

da esfera) determinadas a partir de ajustes a curvas experimentais. No LBM, o calculo do
coeficiente de arrasto é feito depois de determinada a forca de arrasto F,; que por sua vez é
calculada através da troca de momento (ver Ladd (1994); R.Mei e Shyy (2002)),

Ap;
At

onde F/(r,t) e ¢; sdo a densidade e velocidade na diregio ¢ depois da colisdo e AV & o volume

= (F»’(I‘7 t)C; - Fz’(r7 t)Cl)(AV), (348)

)

de uma célula. Em geral, toma-se At =1 e Az = 1. Além disso, ¢; = —c;; dai segue que a

forca F; sobre a superficie de um volume de fronteira C'f é dada por

Fo= > Y ci(F/(r,t) + Fi(r,1)). (3.49)

reCf i#£0

A figura 3.13 mostra um desenho esquematico da representacao de um cilindro no LBM. Na
figura 3.14, temos a representacao esquematica da fronteira envolvida no calculo do arrasto.

Uma grandeza comum em simulac¢des computacionais com obstaculos é a chamada “bloc-
kage ratio” (B = D/H), que é definida como a razao entre uma dimensao do obstaculo D e

a largura do canal H (ver figura 3.15).
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Figura 3.14: Representacdio esquematica da fronteira de wm cilindro, utilizada no
cdlculo do arrasto.

I

Figura 3.15: Esquema com dimensdes do canal e obstdculo

O perfil de velocidades que se formam quando um fluido passa através de um obstéaculo

depende de varios fatores dentre eles a forma do obstéculo e o nimero de Reynolds (ver por

exemplo Philip (2011)). Dependendo do namero de Reynolds (Re = ?), diferentes regimes
de fluxo podem ser apresentados. Para Re muito pequenos (Re < 1), as forgas viscosas
serao dominantes e o escoamento ¢ chamado laminar. Nesse tipo de escoamento nao existe o
descolamento da camada limite, nao havendo assim formacao de vortices. Quando Re comeca

a aumentar, regioes de recirculacao surgem e a partir de um ntimero de Reynolds critico
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(Reerit) pode-se observar a bem conhecida esteira de Von-Karmén, com vortices periodicos
surgindo a partir do cilindro. O valor de Re..;; depende de varios fatores, dentre estes do

formato do cilindro e seu valor exato nao ¢ bem definido (Breuer et al. (2000)).

P
"_—_.__\’—@/::__—

(a) Re<<1 (b) Rem10
/—__‘_ — e
=8> =0%=
S
e N = — -\__,,_—_.
(c) Rem 60 (d) Rew 1000

Figura 3.16: Perfil de velocidades ao redor de um cilindro.

Devido a maior facilidade de implementacao das condigoes de contorno, decidimos iniciar
os testes do célculo do coeficiente de arrasto em duas dimensoes e em um “paralelepipedo”

de base quadrada. Para esses objetos um ajuste a curva experimental é dada por [Sen et al.

(2011)]:

Cd = 0.7496 + 10.5767 x Re "% para 2 < Re < 40. (3.50)

No trabalho de Breuer et al. (2000), para paralelepipedos com LBM, utiliza-se “blockage
ratio”, com valores B = 1/6 e B = 1/4. Aqui, utilizamos B = 1/10, a fim de garantir a nao
influéncia das fronteiras em nossas simulagoes.

Na figura 3.17, construimos um grafico com os resultados de nossa simulacao, no LBM,

com o0 modelo D2Q9, junto com o ajuste 3.50. Podemos ver um bom acordo entre simulagao

e a curva experimental.

10

Formula Sen

LBM o]

<Cd>

10
Re

Figura 3.17: Coeficiente de arrasto em obstdculo quadrado no D2Q9

Realizamos, também no D2@Q9, simulagoes com obstaculo cilindrico. Na figura 3.18 po-

demos ver o perfil de velocidades de uma simulagao deste problema no LBM, modelo D2Q)9,
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para Re = 0.01.

Figura 3.18: Perfil de velocidades em um duto com obstdculo cilindrico,

obtido com LBM, Re = 0.01, modelo D2Q)9.

O coeficiente de arrasto de um cilindro ¢ dado por [White (2006)]:

6.8 i 1.96 0.0004Re
Re(0.89) Re;n 1+43.64 x 107 "Re?

Cy=118+ (3.51)

Na figura 3.19 , vemos o resultado de uma simulacao para calculo de coeficiente de arrasto
com obstéaculo cilindrico, também com B = 1/10. A simulagao exibida foi feita com cilindro
de raio R = 10 unidades de rede.

Cd
TOE
60
50
40F

30f .
20f .
10} e
L Re
0.2 04 0.6 0.8 10

Figura 3.19: Coeficiente de arrasto para cilindro no modelo D2Q)9,

linha cheia: equacao 3.51 pontos: LBM.

No modelo D3Q19, realizamos simulagoes com esferas, para o qual o coeficiente de arrasto
é conhecido (Cd = 24/ Re).
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Figura 3.20: Coeficiente de arrasto para esferas medidos com LBM.



Capitulo 4

LBM em Meios Porosos

Neste capitulo utilizaremos o LBM para estudar trés sistemas envolvendo meios porosos,
a saber: fluxo em meio poroso, interface entre meios porosos e meios homogéneos, e fluxo
com obstéculos porosos. Iniciamos com uma introdugao sobre o assunto. Para mais detalhes
sobre meios porosos ver [Adler (2013),Nield e Bejan (2006)].

4.1 Introducao

Vamos iniciar esta secao definindo algumas grandezas importantes no estudo de meios
porosos. A primeira grandeza a ser definida é a porosidade (¢), que é a razdo entre a quan-

tidade de poros (volume vazio) e o volume total do material:

volume de poros

- (4.1)

volume total
Outra grandeza importante no estudo de meios porosos é a Permeabilidade (K), que
representa a capacidade que um dado material tem em permitir a passagem de um fluido
através dele. Nos casos mais gerais a permeabilidade é um tensor de segunda ordem, mas nos
casos em que o meio é isotropico, a permeabilidade pode ser tratada como um escalar k. A
permeabilidade pode ser obtida experimentalmente como o coeficiente de proporcionalidade
entre a velocidade de infiltracao do fluido em um material poroso e o gradiente de pressao
aplicado. Essa relagdo empirica é conhecida como lei de Darcy [Batchelor (2000)]:
k

u(z) = ;(VP), (4.2)

Entretanto, a relagao entre porosidade e permeabilidade ird depender do tipo do material

e nao é facil de obter. A relacdo entre porosidade e permeabilidade mais conhecida é a relacao
de Karman-Kozeny [Nield e Bejan (2006)]:

49
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#'D2
= 4.
b= s = o (43)
onde Dg é
> D3h(D,)dD
D _ fO P ( p) p (44)

o D2h(D,)dD,’

Aqui, h(D,) é uma funcdo densidade para a distribuicdo de diametros D,. O valor 180 é
obtido por meio de um melhor ajuste para resultados experimentais.

Se o fluxo num tubo, preenchido com um meio poroso, ¢ mantido por um gradiente de
pressdo, o perfil parabolico ( que seria esperado se 0 meio poroso nao estivesse no tubo , ver
equagao 3.38), sera achatado devido a presenca do meio poroso, que amortece o escoamento.
Desta forma, a equacao de Navier Stokes bidimensional ganha um termo de amortecimento:

2
VZ—;; — %u = %% (4.5)
Com a condigao de contorno u(0) = u(L) = 0, esta equagao tem solu¢ao dada por [Sukop e Thorne Jr.
(2006)]:
Vk dP cosh(r(y — L/2))

uly) = vp dx ! cosh(rL/2) ’ (4.6)

1
comr = —=

7

4.2 Fluxo em meios porosos no LBM

As primeiras simulacdes de meios porosos com LBM foram feitas por meio de uma
divisdo do volume do sistema, na qual em parte dos nos o fluido pode fluir (poros) e a
outra parte é solida. Nas partes solidas as células tém densidade fixa e velocidade nula
(Balasubramanian et al. (1987)), que funcionam como blocos fixos que “espalham” o fluido.
No entanto, uma vez que a condicao de contorno “bounce-back” para velocidade zero nas
paredes é uma aproximacao de primeira ordem, erros significativos podem ser introduzidos
se a dimensao dos poros for da mesma ordem de grandeza que caminho livre médio, o que
acaba por gerar instabilidade na simulagao. Para evitar essas instabilidades a dimensao dos
poros deve ser de pelo menos 4 células (Succi (2001)). Esse espacamento pode, dependendo
do tipo de problema, levar a um custo computacional alto, dificultando a simulacao.

Outra maneira, proposta por inicialmente para o LGCA por Gao e Sharma (1994) e no
modelo D2Q7 por Dardis e McCloskey (1998), consiste em substituir esses blocos espalha-
dores por “blocos porosos”. Isso é feito atribuindo & condi¢ao de contorno uma probabilidade
de colisao que é proporcional & densidade solida do meio poroso ns = 1 — ¢. Assim, em lugar

de utilizar um sistema “booleano” com células “s6lidas” e “fluidas”, utiliza-se um sistema com
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células “porosas”.

Contudo como foi demonstrado por Walsh et al. (2009) o esquema proposto por Dardis e McCloskey
(1998) nao conserva massa e um ajuste deve ser feito. Um modelo que resolve o pro-
blema da conservacao de massa, e que facilita a paralelizacao do codigo, foi proposto por

Yoshida e Hayashi (2014) onde a fase de propagagao é substituida por:

Fi(x+c,t+At) =nyFj(x+c,t) + (1 —n,) Fi(x, 1) (4.7)

onde 7 indica a direcdo oposta a 7. Assim, n, funciona como um coeficiente de transmissao.

Nesse modelo, a massa é conservada:

p= ZE(X—I—C,t—l—At} = Znst(x—i—c,t)—i—Z(l—ns)E(x, t) = (1—ns)p+nsp = p. (4.8)
No LBM a equacgao 4.9 é escrita com o termo de amortecimento para a velocidade como:
V—s —au = ——. (4.9)

O coeficiente « é proporcional a fracao sélida ng, e sua relacao foi derivada por Balasubramanian et al.
(1987) é v = 2n.

Utilizando este resultado, Yoshida e Hayashi (2014), determinaram a relagio entre ng e
a permeabilidade k£ para o LBM:

(1—n5)>x<1/.

k= (4.10)

2n,

Para testar nossos programas realizamos simulagoes seguindo o modelo de Balasubramanian et al.
(1987) figura 4.1, e outras seguindo o modelo proposto por Dardis e McCloskey (1998), com
a correcao de Yoshida e Hayashi (2014), figura 4.2.

Podemos ver que, apesar do modelo de Balasubramanian et al. (1987) apresentar bons
resultados, é possivel notar uma pequena oscilagao na velocidade, ao longo da posi¢ao x, que
nao ocorre no outro modelo. Além disso, o modelo de Dardis e McCloskey (1998) é mais

facil de implementar e mais estavel.

4.3 Interface: meios porosos e nao porosos homogéneos

Outro problema envolvendo meios porosos e de solu¢ao mais complicada é a juncao entre
um meio poroso e um fluido homogéneo. Beavers e Joseph (1967) realizaram o seguinte
estudo analitico e experimental: em um canal retangular por onde dgua podia fluir (com Re

< 1), um material poroso foi colocado em sua lateral inferior (Figura 4.3). Nesse experimento,
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Figura 4.1: Fluzo em Meio Poroso modelo de Balasubramanian

( Linha cheia: equagao 4.6)

os autores encontraram que o fluxo pelo duto era muito maior que o previsto no fluxo de
Poiseuille, e atribuiram este dado a uma velocidade de “escorregamento” i.e., uma velocidade

nao nula na interface (y = 0) entre o fluido e o material poroso (u(0)).

-H

Figura 4.3: Fzrperimento de Beavers e Joseph.

De maneira semi-empirica, Beavers e Joseph (1967) propéem uma condi¢ao de escorre-

gamento na interface que concorda com seus experimentos, dada por:

ou o
a—y’yzo = W(U—UD% (4.11)

onde a é uma constante (que depende da geometria local [Saffman (1971)]) e Up é a veloci-
dade de infiltracao no meio poroso. Apesar de ajustar aos dados experimentais, este modelo
recebeu criticas por assumir uma descontinuidade da velocidade na interface.

A fim de acoplar o modelo de Darcy e a equacao de Stokes, as condicOes na interface
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Figura 4.2: Fluzo em Meio Poroso, modelo de Dardis

(Linha cheia: equagdao 4.6)

devem ser estabelecidas para termos um “problema bem-posto” e do ponto de vista teérico
nao é claro o tipo de equacao que deve ser imposta nesta interface.
Em Neale e Nader (1974), os autores tentam utilizar o modelo proposto por Brinkman

(1949) para meios porosos,

v
— VepsViu + Tu= —VP, (4.12)
onde v.s¢ € a viscosidade efetiva. Eles encontram uma solugao idéntica a de Beavers-Joseph,

com a = ,/‘%. Contudo o modelo de Brinkman é valido apenas para sistemas de alta

porosidade e sua validade nao é consenso [Goyeau et al. (2003); Nield (1983)].
Ochoa-Tapia e Whitaker (1995) propéem um modelo que restaura a continuidade da
velocidade na fronteira e da continuidade da tensao normal, por meio de uma técnica de
tomar a média da equacao de momento na interface. Deste modo, levando em conta a
equacao de Navier-Stokes para a parte do fluido e a equacao de Brinkman na parte porosa

eles obtém uma equacao que leva em conta a transferéncia de momento na interface:

ou 10U I5]

a—yly:o—aa—y\yzoz —E(U—UD)- (4.13)

em que [ é um parametro determinado experimentalmente.

Para deixar a equacao adimensional, eles definem as seguintes variaveis, :

Yy h u U
vy=2 s u=2 uv== 414
BT T VT (4.14)

Assim, considerando o sistema de equacoes e as condicoes de contorno abaixo,

CC1
u(y) =0 em Y =o; (4.15)
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d*u
1 0<Y <o .
Ta= -l 0<Y <o (4.16)
CC2
u(0) = U(0); (4.17)
1 d?U du
CC3 L U
2 _U=-1 — <Y <0; 4.19
e o (4.19)
CC4
U0) =1 Y — —o0; (4.20)

Portanto, temos a seguinte solucao, [Ochoa-Tapia e Whitaker (1995)],

w(Y) = %(;2[1 - (%)2] —Cyoll - (;)] 0<Y <o (4.21)
U(Y) = Chexp(y/0Y)+1 —oo <Y <0, (4.22)
em que
C = %Uzil__ ﬂi \)@0_1 (4.23)
Cy = %6 (4.24)

O bom acordo com os dados experimentais depende do ajuste da constante (3, e ha bons
resultados para § ~ 1. Entretanto, nao explicam a dependéncia com a geometria da interface.

Tentamos realizar a implementacao deste problema utilizando a técnica de células porosas
de Dardis ¢ McCloskey (1998) com a correcdo de Yoshida e Hayashi (2014).
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Figura 4.4: Experimento de Beavers e Joseph, resultado com LBM para vdrias poro-
sidades

Entretanto, apesar de conseguirmos uma velocidade nao nula na interface, nao consegui-
mos um bom acordo com o resultado analitico, principalmente para baixas porosidades. As

figuras 4.5 e 4.6 mostram os ajustes para altas porosidades.
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Figura 4.5: Ezperimento de Beavers e Joseph ¢ = 0.999

linha cheia:equacao 4.21, pontos: LBM.
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Figura 4.6: Ezperimento de Beavers e Joseph ¢ = 0.99

linha cheia:equacao 4.21, pontos: LBM.

Um modelo mais eficiente, que utiliza a técnica de “Gray LBM”, parece apresentar melho-

res resultados para este problema [Ginzburg (2016)], mas nao sera abordado neste trabalho.

4.4 Fluxo com obstaculos porosos

Executamos simulacoes com LBM para esferas e cascas esféricas porosas com diferentes
niimeros de Reynolds (Re < 1). Nossos dados para o coeficiente de arrasto em func¢do da
permeabilidade Cp(k) sao apresentados por meio do “drag ratio” R(k), que é o resultado
da divisao do coeficiente de arrasto do objeto poroso pelo coeficiente de arrasto do mesmo
objeto solido. Ao utilizarmos a rede, obtemos uma aproximacao de esfera, e com isso, um
erro sistematico é cometido; utilizando R(k), esses erros se cancelam. As permeabilidades
variam entre 0 e 1 e sdo exibidas em fun¢do do ntimero de Darcy da = k/a* (adimensional),
onde a é o raio da esfera.

Nossos resultados sdo comparados com resultados analiticos prévios [Jones (1973); Neale et al.
(1974)].

Jones (Jones (1973)) determinou uma expressao analitica para a forca de arrasto em
baixos nimeros de Reynolds, para geometrias esféricas, utilizando a equagao de Darcy. Para

uma casca esférica (Figura 4.7),

67val (2 + af) (35 + 7ie5 + 305 — 20075 — 20a7)
k b3 v
B+aB+%+30) (& + 35 +5) — B+ af— B) (55 + 52)

Fo(k) = (4.25)

onde a, b sao os raios externos e internos da casca, respectivamente, e § = Jld?' Aqui o é

uma constante adimensional que depende do meio.
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Figura 4.7: Casca esférica porosa:

regiao cinza representa 0 meio poroso.

Quando o raio interno tende a zero, b — 0, temos uma esfera porosa. Neste limite:

6rval (2 4 af)
3+af+ 2%+ B8

Fp(k) = (4.26)

Quando k — 0, que corresponde ao caso de uma esfera impermeédvel 5 — oo, resulta a
relacao de Stokes:

Fp(k) = 6mval. (4.27)

Utilizando a expressao 4.25 podemos escrever o “drag ratio” como:

() = 2+ af) (5% +
(B+ab+ 2_5 %xﬁ + 20?15 + ﬁ) —(3+aB— 6k)<2%2€135 + 20b:a4>

(4.28)

Uma solugao independente para o “drag ratio”,utilizando a equacao de Brinkman, foi
dada por Neale et al. (1974),

af
202 5 (1 — tanh { } aﬂ)
R(k) = " 252 e
+ 3 <1 — tanh [ ] )
a2 af

A fim de facilitar uma comparacao entre as equagoes 4.25 e 4.29 escrevemos ambas em

(4.29)

fungao do nimero de Darcy (da),

R(da) = (4.30)
(% + ada*%)

(34 ada™2 — 6da) + 3da(3 + %da%)(i’wda - —da2 + L) (Byda + (1 - 73)(ida% + l))
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onde v é a razao entre os raios internos e externos da casca esférica. Se v — 0.

2 + ada=Y/?

1/2 —1/2
3 4 3ada +3(§a+ada

R(da) = (4.31)

e a equacao 4.29, fica:

2[1 — da'*tanh(da="/?)]
R(da) = . 4.32
(da) 2 + 3da[l — da'?tanh(da=1/?)] (4.32)

Para baixas permeabilidades ambos equagoes convergem para,

Paphere (k) ~ [1 — da'/?], (4.33)

Resultados de simulacao com LBM

Nessa secao exibimos os resultados das simulagoes a fim de determinar R(da) utilizando
LBM. Para verificar estabilidade do LBM medimos variacao do coeficiente de arrasto em
funcao do tempo para diferentes niimeros de Darcy da. O resultado é mostrado na figura
4.8 para um particular nimero de Reynolds. Podemos ver que o fluxo torna-se estacionario

depois de aproximadamente 4 x 10 unidades de tempo.

gl  Da=l0NT) _
— Da=l0A-3)
Da=0.78

Drag ratio

| i \ | \ i
0
0 2000 4000 6000 8000 10000

Time

Figura 4.8: Coeficiente de arrasto com LBM R(k) vs tempo, calculado para Re=0.1

A figura 4.9 mostra o coeficiente de arrasto Cp(k) em fun¢do do namero de Reynolds.
Podemos ver claramente que, para ¢ = 0.6, o coeficiente de arrasto é essencialmente o
mesmo que para uma esfera sélida. Como foi notado em simulagoes para cilindros poro-

sos (Bhattacharyya et al. (2006); Noymer et al. (1998)) e experimentalmente para esferas
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(Masliyah e Polikar (1980); Nandakumar e Masliyah (1982)) o efeito da porosidade sobre
o coeficiente de arrasto ¢ independente do niimero de Reynolds, para Re < 1. Ou seja, para
baixos niimeros de Reynolds obtém-se aproximadamente o mesmo decréscimo no coeficiente
no coeficiente de arrasto, independente do nimero de Reynolds. Isto nao é verificado para

ntmeros de Reynods maiores, onde é possivel ter R(k) > 1 [Masliyah e Polikar (1980)].

Drag coefficient
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Figura 4.9: Coeficiente de arrasto com LBM vs nimero de Reynolds.

A linha cheia € o resultado analitico de Stokes para esferas sélidas 24/ Re.
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Figura 4.10: “Drag ratio“ com LBM vs nimero de Darcy,

calculado para Re=0.0001 a 1.0. Linha cheia: equacio 77

A figura 4.10 mostra o efeito da permeabilidade sobre o coeficiente de arrasto em funcao
de Re no intervalo 0.0001 a 1.0. Nossos resultados sao comparados com resultados analiticos
de Jones (1973) e Neale et al. (1974) e com resultados experimentais de Masliyah e Polikar
(1980). Pode ser visto que Cy ¢ muito préximo da unidade para 107 < Da < 107, o
que significa que a esfera porosa é indistinguivel de uma soélida. Entretanto, para altas
permeabilidades, Da > 10~ o coeficiente de arrasto decresce rapidamente. Uma esfera

altamente permeével permite que o fluido passe por ela com pouca resisténcia, e o coeficiente
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de arrasto tende a zero. Por outro lado, uma esfera com pouca permeabilidade permite que
pouco ou nenhum fluido passe por ela.

Na figura 4.11, plotamos o coeficiente de arrasto, para esferas e cascas esféricas porosas.
Além disso, plotamos as equacoes 4.30 e 4.31. Resultados similares sao obtidos para cascas
esféricas e esferas. Este resultado deve ser causado pelo fato de que a permeabilidade é um
tensor e depende da forma da estrutura e porosidade da superficie do obstaculo.

Dirag Ratio
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Figura 4.11: Coeficiente de arrasto com LBM vs nimero de Darcy para cascas esféricas e esferas
porosas.

Linhas cheias representam resultados analiticos dados pelas equagdes 7?7 e 7. As curvas sao in-
distinguiveis na escola da figura.



Capitulo 5

Equacoes Eletrocinéticas no LBM

Um sistema coloidal consiste de uma fase “continua” e uma substancia dispersa. O tama-
nho dos elementos dessa substancia dispersa pode variar entre 1nm a 1um, sendo portanto
muito maiores que as moléculas que compoem a fase continua. Esta pode ser solida liquida ou
gasosa. Fixemplos comuns sao fumaga, sangue, leite, humor vitreo, chantilly, ligas metalicas,
tintas, gelatina etc.

Algumas particulas coloidais podem ter suas superficies eletricamente carregadas. A carga
sobre essas superficies pode depender de diversos fatores, como ph, concentracao de sal,
temperatura, etc.

A teoria DLVO (Derjaguin-Landau-Verwey-Overbeek) foi criada para tentar determinar
como a disbribuicao de fons em uma solucao eletrolitica ird se comportar na presenca de
uma superficie carregada [Hunter (2001); Lyklema (1991)]. Essa superficie ird atrair ou
repelir tais ions dependendo do sinal de sua carga. Os ifons de carga oposta a da superficie
(contra-ions), serdo atraidos para perto da superficie e acabam por "blindar* parcialmente o
efeito da carga do macroion. Por outro lado, os ions de mesma carga (coions) serao repelidos
para longe da superficie formando duas ”"camadas® de ions com cargas opostas. O termo
Dupla Camada Elétrica (EDL) foi dado por Helmholtz, que considerava apenas o efeito das

cargas dos fons. O efeito difusivo foi incluido posteriormente por Gouy e Chapman.

Dupla Camada

+

+ + + +
[
+ ++ +

e
= EF
+
L -

Figura 5.1: Modelo de dupla camada: A-Helmholtz e B-Gouy Chapman

Descrevemos abaixo apenas alguns dos fenénemos estudados na ciéncia dos coloides, que

61
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serao importantes para a compreensao dos resultados que foram estudados com o LBM neste
trabalho. Para mais detalhes sobre coloides ver Hunter (2001, 2013); Lyklema (1991).

5.1 Eletroforese

Por eletroforese entende-se o movimento de uma particula carregada e isolada, sob acao
de um campo elétrico em um fluido estacionario. Apesar da aparente simplicidade, este
¢ um dos problemas nao resolvidos mais antigos no estudo dos coloides. Isto porque um
macroion com carga “Z” esta sujeito a forcas hidrodinamicas, térmicas e eletrostéticas, além
de “transportar‘ uma camada de fons de carga oposta (contraions). Além disso, o nimero
desses contraions dependerd de diversos fatores como da carga do macrofon, temperatura,
carga do contraion, etc |[Lyklema (1991)]. Uma vez que controlar todos esses parametros
experimentalmente é muito dificil e que os estudos teoéricos de eletrocinética consideram as
interacoes coulombianas envolvidas por meio da equacao de Poisson-Boltzmann linearizada,
que é valida para macrofons fracamente carregados e baixas concentracoes de sal, calculos
computacionais surgem como uma alternativa na tentativa de resolver estes problemas.

E conhecido que o movimento de um fluido préximo a uma superficie, deve ter a mesma
velocidade que a superficie. Assim, ao se mover a particula carrega consigo uma quantidade
de fluido, que forma um tipo de "revestimento“. Tudo o que estiver dentro desse "revesti-
mento“ (macroion fluido neutro e contraions ) ira4 se mover como um tnico objeto. Assim o
macrofon tem uma “carga efetiva“, que pode ser medida experimentalmente. FEsta medida é
feita através da medida de Mobilidade. A mobilidade (M) é definida por:

%

M=, (5.1)

onde V' é a velocidade do macroion. (As velocidades aqui sao sempre consideradas baixas
o suficiente para que o campo magnético devido as particulas carregadas seja praticamente
nulo).

A superficie imaginaria envolvendo o macroion onde a velocidade do fluido é a mesma do
macroion, é denominada superficie de cisalhamento. [Hunter (2013)]. O potencial ® nesta
superficie ¢ denominado potencial (.

Henry [Henry (1931)] considerou a superposi¢ao do campo externo com o campo do

macroion e mostrou, a partir da equacao de Navier- Stokes com um termo para Poisson, que

2 ¢
M = §Eﬁf<a)’ (5.2)

onde € é a constante dielétrica do meio e 1 é a viscosidade de dinamica do fluido. Além
disso, a = kR,,, sendo R, o raio do macroion e k£ é o parametro de blindagem que mede
a extensao espacial da EDL, (k = )\51 ¢ o comprimento de Debye). A relacdo de k com a

concentragao de ions (¢*) é dada por:
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)R-

eeoRT —

k= 25¢8 (5.3)
onde ¢ é a permissividade e F' = eN A a constante de Faraday (e é a carga do elétron e NA
o nimero de Avogadro).

Henry (Henry (1931)) mostrou que f(«r) pode ser escrita como

1 5) 1 1 1 1 o —t
14+ —a?2— —a*— —a*— —a® — |=a* — —af| e —dt se a<1
_ 16 48 96 96 8 96 x ¢
f(e) 39 75
5~ 5@’1 + ?OFQ — 33003 se a > 1.

No limite 1 < kR,,, a mobilidade torna-se

M = e@, que é a equacao de Helmholtz-Smoluchowski. (5.4)
n

No limite oposto kR, < 1 a mobilidade fica:
M =2¢e((x)/3n, que é a equagao de Hiickel. (5.5)

Na aproximacao de Hiickel a deformacao do campo pela presenca da particula é des-
prezada; no limite de Smoluchowski supoe-se que o campo é paralelo a particula em todo
ponto.

E importante salientar que na deducio da equacio 5.1 ¢ assumido que a densidade de
carga dos contraions nao é afetada pelo campo aplicado e é vilida para baixos valores de
((z) [Lobaskin et al. (2004)].

Outro fator que tem muita influéncia sobre o sistema é a concentragao de sal. Dependo
do valor da concentracao de sal, diferentes comportamentos sao esperados com relacao a
dinamica dos macroions. Em altas concentracoes de sal, a carga do macroion ¢ praticamente
blindada, e sua carga efetiva Z.;; ¢ baixa. Com isso, existe pouca ou nenhuma interagao
entre os macrofons, fazendo com que ele se comporte como se estivesse “isolado” de outros
macroions. Gracas a este efeito, o estudo em altas concentragoes de sal tem sido mais explo-
rado, ao passo que no regime oposto, de baixas concentragoes de sal, permanece praticamente
inexplorado |Lobaskin et al. (2007)].
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5.2 Equacoes Eletrocinéticas

Em estudos teodricos os efeitos devido as cargas sao incorporados aos efeitos hidrodina-
micos acoplando a equacao de Poisson a equacao de Navier-Stokes, resultando nas equacoes
eletrocinéticas.

Consideremos um macro-ion de raio R, uniformemente carregado, com carga total Z, em
uma solucao eletrolitica com duas espécies i6nicas: +zi1e e —z9e, onde z1, 25, sao as valéncias
dos fons e e é a carga do proton. Cada espécie idnica terd uma densidade que seré conservada,

e portanto obedecera a equagao da continuidade [Hunter (2001)]:

dps

=-V.J, =1,2. 5.6
at ’ (56)
A equacao de momento é escrita como
Js = ps — D,Vp, — 2sDsps VP (5.7)
~~~ ~—— ——

corrente convectiva  corrente difusiva  corrente devida a P

onde D, é o coeficiente de difusao ® é o potencial eletrostatico que é determinado pela

equacao de Poisson,

V20 = I5( Z Zsps +0), (5.8)

s=1,2

onde o é a densidade de carga do macro-ion.
Portanto, a equacao para o momento deve consistir de trés componentes: a componente
convectiva pg, a difusiva, asVps, e a componente devida ao potencial zsa,ps V®.

Na equacao 5.8, [z é o comprimento de Bjerrum, dado por

62

lg=——. 5.9
7 dmekpT (5.9)

Se a velocidade do fluido é nula, u = 0, as equacoes 5.6 e 5.7 levam a
ps(x) = pee =P, (5.10)

que substuida na equacao de Poisson 5.8, leva a equacao de Poisson-Boltzmann. Se expandir-
mos a exponencial de 5.10, até termos lineares teremos uma equacao que pode ser resolvida

analiticamente (teoria de Debye-Hiickel), resultando em

X
ke AD

]

d(x)

(5.11)
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A densidade total sera dada por:

p="Y pst (5.12)

s=1,2

em que p, ¢ a parte neutra do sistema.
A equagao de Navier-Stokes com forca volumétrica devido a um potencial eletrostatico
¢ [Hunter (2001)]

du , VP Kyl

s

5.2.1 Condicoes de contorno

Assumindo que as fronteiras sao impermeaveis e suaves, devemos ter as seguintes condi-

coes de contorno,

u=0, (5.14)
p-n=0, (5.15)

‘ 961 961
€ (W>f — € (W)p = 50’, (516)

0
onde — ¢ a derivada na direcao normal a superficie e do é a mudanca na densidade de

n
carga da superficie. Os indices p e f indicam o lado da particula e o fluido da interface.

5.3 Simulacao da sistemas carregados com LBM e FMM

Para incorporar a influéncia dos ions ao LBM, novas distribui¢oes F° sao incluidas para
cada tipo de ion. Do mesmo modo, para cada tipo de ion s realiza-se uma etapa de colisao
e propagacao e, assim, a distribui¢ao de equilibrio dependera da densidade de fons p° e da
velocidade da distribuicao F;° que se supoe ser a mesma da distribuicao F; da parte neutra
[Feichtinger (2006)]. A densidade total sera:

p(x,t) =D ps (5.17)

No LBM, a concentracao dos fons de determinado tipo de ion é regulada por meio da
equacao de difusao, com um coeficiente de difusao a, para a espécie s. Vamos assumir nesse

trabalho que as constantes de difusao das particulas positivas e negativas sdao iguais.



66  EQUACOES ELETROCINETICAS NO LBM 5.4

A inclusdo do potencial @ altera a densidade de carga s para ( Capuani el al. (2006)):

18
pi(x,t+ At) = Z F?(x,t+ At) — ézsaswips(x — AL VD (x — ¢; AL ). (5.18)
i=0

onde d = @ e w; sao os pesos direcionais (ver 2.25 e 2.11). O primeiro termo
do lado direito egua(;éo 5.18 esta relacionado as vari¢oes na densidade devido as fases de
colisao e propagacao, enquanto o segundo termo representa a variacao na densidade devido

as mudancas no potencial.
A mudanca no momento pode ser descrita pela equacao 2.12 com um termo adicional

para o potencial como uma for¢a externa 5.13, o que leva a [Horbach e Frenkel (2001)]

2
jx,t+At) = Z Z F(x,t+ At)e; — %zsoﬁps(x, t+ ADVO(x — ;AL t)| . (5.19)

s=0 %

O gradiente do potencial pode ser determinado por ( Capuani et al. (2006))
Vh = — Z w;p(x — ¢;At)¢; (5.20)

e o potencial é determinado através do FMM, que consiste basicamente em dividir o sistema
em grupos e calcular o potencial através de expansoes de multipolo [ver apéndice 77?]. Isto

é interessante pois evita ter que calcular o potencial a partir da equacao de Laplace,
2
VO =—lp» 2% +o, (5.21)
s=0

como foi feito em outros trabalhos [Capuani et al. (2006); Horbach e Frenkel (2001); Lobaskin et al.
(2004)]
No LBM a mobilidade pode ser obtida através do calculo da forca de arrasto (Fy)(ver
se¢ao 3.4.1) sobre o macroion, escrevendo em termos da mobilidade reduzida:
~ vB . Fd

M= MB =

= =% (5.22)

5.4 Testes com sistemas carregados no LBM com FMM

Nesta secao exibiremos os resultados obtidos com nosso codigo para o LBM acoplado
com o FMM. Nosso codigo é inspirado no método de Horbach e Frenkel (2001), mas uti-
lizamos o modelo D3Q19 e para calcular o potencial utilizamos o algoritmo “Fast Multiple
Method” (FMM) |Greengard e Rokhlin (1987)], com uma adaptagao para calculos na rede
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(um resumo do FMM pode ser encontrado apéndice ?7, em mais detalhes em Rodrigues
(2011)). Com isso, evitamos resolver a equagao de Laplace que é computacionalmente cara.
Outra vantagem de usar o FMM ¢é que, ao calcular o potencial, sao computadas as interacoes
entre as densidades de cada nd, o que nao é levado em conta na abordagem analitica, nem
nas abordagens computacionais anteriores.

A fim de verificar se as equacoes eletrocinéticas do LBM produzem resultados satisfato-

rios, simulamos situagoes que tem resultados analiticos conhecidos.

Eletrélitos entre placas carregadas

Consideramos um fluido em repouso, dentro de uma caixa com duas paredes uniforme-
mente carregadas com carga total o/2 cada uma e distanciadas por L. Entre as paredes
carregadas entao os contraions totalizando carga o e a parte neutra de densidade p = 1.0.
Seguindo Horbach e Frenkel (2001), utilizamos {5 = 0.4. Iniciamos a simulagao distribuindo
uniformemente os contraions por toda a caixa de simulacao. Este ¢ um problema com solu¢ao

analitica conhecida, dada por [Warren (1997)]

_ Po
pla) = —5r—~ )’ (5.23)

em que k é solucao da equacao:

kL (k:L
—tan | —
2

5 ) = migLo. (5.24)

Nas figuras 5.3 e 5.4 podemos ver o resultado de simulacao para densidades de carga
o = 0.0003125 e o = 0.3125. As valores da simulagdo sdo tomados ao longo da direcao
central da caixa de simulacao, i.e., de (0,L/2,L/2) a (L,L/2,L/2). Podemos ver um bom

acordo entre os resultados da simulacao e o resultado analitico.

densidade

0.00007756 r
0.00007754
000007752

0.0000775 .y S/
0.00007748 \
0.00007746 \l

Figura 5.2: Distribuicao de cargas entre placas carregadas para o = 0.0003125,

Figura 5.3: linha cheia equagdo 5.23
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densidade
0.0116
u.u||4f
0.01 |zf
ﬂ.DIIDf
G.Dlﬂﬁf

0.0106]

Figura 5.4: Distribuicdo de cargas entre placas carregadas para o = 0.3125,

linha cheia equacdao 5.28

Na figura 5.5 construimos o grafico com os valores do potencial em uma secao transversal
da caixa de simulagdo. As placas carregadas estao localizadas nas laterais direita e esquerda.

O potencial é calculado com o FMM.

Figura 5.5: Distribuicao dos valores do Potencial na caiza para duas placas carregadas

Fluxo Eletrosmotico

Para testar nosso co6digo com sistema que possua velocidades, simulamos o fluxo eletros-
motico, que consiste em dispor um canal com duas placas paralelas carregadas com carga

0 /2, seus respectivos contraions em um campo E, paralelo as placas.
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Figura 5.6: llustracdo da eletrosmose.

O fluido entao adquire uma velocidade dada por [Warren (1997)]

eFpo cos(kx)
V, = l . 5.25
v() nkK " Los(kL/Q) (5:25)
e aqui utilizamos novamente g = 0.4.
Yy
Bxl06f
6. 107%
4.x 105 & A
2. x10-f
[ /® ®
ule I Inf4l I quﬁl I IHTHI T

Figura 5.7: Perfil de velocidades do fluido sob um campo E = 0.1.

Pontos-LBM; linha cheia-equacao 5.25

5.5 Mobilidade eletroforética-estudos iniciais

Nesta secao iniciamos os testes para o calculo da mobilidade eletroforética com LBM
acoplado ao FMM. Para isso colocamos uma “esfera” dentro da caixa de simulacao para re-

presentar o macroion, que terd em sua superficie uma carga Z (1 < Z < 10), uniformemente
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distribuida. Na condi¢ao inicial os contrafons sao distribuidos uniformemente por todos os
no6s nao ocupados pelo macroion totalizando uma carga —Z. O diametro da esfera utilizada
foi de 6 unidades de rede; em uma caixa cibica com 32 unidades de rede, tamanhos similares
foram usados em Capuani et al. (2006).

Além disso, também incluimos sal no sistema, i.e, densidades com carga positiva e nega-
tiva. Para garantir que a densidade da parte neutra (p,) seja muito maior que a densidade
de cargas, utilizamos p,, = 20.

Iniciamos verificando a distribuicao dos fons ao redor do macroion. Nas figuras 5.8 a 5.11,
vemos as distribuicoes de coions e contraions a partir da superficie do macroion, para varias

densidades. Na figura 5.12, vemos construimos o grafico com todas em um mesmo grafico.

densidade
0008 ¢
L]

0007

0006

0.005F ° Comprimento Debye=5.6
0.004F . « Coion

0.003F o R ® ® ® ® ® @« = Contraion

0.002F
0001

il 8 10

3 F
-

0

Figura 5.8: Distribuicdo dos contraions e cotons a partir da superficie do macroion.

densidade

0.016¢

oolap ®

Comprimento Debye=3.0
s Coion

s " & @& » & 8 & = Contraion

0012¢

0.010F

0.008

0.006[

f 8 10

-2
=k

0

Figura 5.9: Distribuicao dos contraions e coions a partir da superficie do macroion.
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densidade
0.028¢
0.026F
00241 =
Comprimento Debye=2.25

00221 - oo
0.020F : ® ™ - ™ ™ - ™ = Contraion
0018} *

L]
0016F

0 2 4 ] 3 I{).\

Figura 5.10: Distribuicgo dos contraions e cotons a partir da superficie do macroion.

densidade

0.060 ¢

0.058F

0.056

oosef ® Comprimento Debye=1.4
s Coion

0.052F - q
= Contraion

0.050F : [ ] P = 2 = . ]

0.8} »

&
00d6F
0 2 4 & 8 0

Figura 5.11: Distribuicdo dos contraions e coions a partir da superficie do macroion.

densidade
0.06¢

Comprimento Debye

0.05F ¢ C C z ¥ ¥ : C o CoionD=5.6

= Contraion D=5.6

+ Coion D=3.0

+ Contraion D=3.0

v CoionD=225
Contraion D=2.25
Coion D=1.4

0.04F

0.03F

0.02F ¥ . i . s ] n . : ]

[
-

& - - * * " - 4 Contraion D=1.4
| —

(SN 3 B 2

4 6 8 10

Figura 5.12: Distribuicgo dos contraions e coions a partir da superficie do macroion.

Nas figuras 5.13 e 5.14 podemos ver o potencial e a distribuicao de contraions para o

campo F = 0.1. O campo deve ser mantido baixo a fim de nao deformar a camada de
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contrafons. Na figura 5.15, exibimos a distribuicao de contrafons de uma simulagdo com
campo E = 1.0, onde podemos ver a deformagao na distribuicdo dos contraions. As figuras

sao geradas usando o programa Mathematica, com interpolacao de primeira ordem.

Potencial
o2 o.od 0.06 o8

Figura 5.13: Potencial elétrico no sistema com macroion carregado
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[
o ) o o

d
|
1
1

| TT—

Figura 5.14: Distribuicao dos contraions ao redor do macroion com campo externo
E=0.1.

Figura 5.15: Distribuicao dos contraions ao redor do macroion com campo externo
E=1.0

Também extraimos da simulacao a carga acumulada, ou seja, determinamos o valor da
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carga liquida a partir da superficie do macroion ao logo de uma dire¢ao radial para carga

total do macroion variando de 1 a 10. Os resultados sao exibidos na figura 5.16.

Carga Acumulada

L —
- F_' Raiv [ Carga Acumulada
s 7=1

m 7=2
e Z=3
a I=4
Y r v ZI=5
=6
z=7
y Z=8
e 7=9

=10
| S —

—2% ]

4b9l5—

*
+ m 0L
* ]

L ]
e |
4 F & B &<

« > s 08 |

=10*

Figura 5.16: Carga acumulada a partir do macroion, sem campo externo

Em [Chatterji e Horbach (2007); Lobaskin et al. (2004, 2007)] foram feitas medidas de
mobilidade eletroforética, calculando a velocidade média do fluido em torno do macroion.
Aqui, fizemos medidas da mobilidade utilizando a equacao 5.22 e calculando a forca sobre o
macroion por meio da equacao 3.49. Os resultados sao mostrados na figura 5.17. Podemos

ver que a mobilidade cresce linearmente a partir de Z = 0, estabilizando préximo de Z = 5.

Mobilidade

[
— T

Figura 5.17: Mobilidade eletroforética em um sistema sem adi¢ao de sal

E importante notar a relevancia desses estudos, pois como pode ser visto na figura 5.17 e
no estudo com LBM e dindmica molecular de Lobaskin et al. (2007), a mobilidade ¢ linear
com a carga do macroion Z apenas para pequenos valores de Z, estabilizando depois de um

certo valor, fato que nao é considerado em varios estudos experimentais. Desta forma, estes
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calculos computacionais podem ser tteis nos estudos experimentais de vesiculas carregadas,
j& que para obtencao da carga efetiva utiliza-se, em geral, uma relacao linear entre mobilidade

e carga efetiva.
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Capitulo 6

Conclusoes e Consideracoes finais

Este trabalho teve como foco principal o desenvolvimento de um c6digo em C, que pudesse
ser utilizado com ferramenta no estudo de algumas propriedades de vesiculas carregadas. O
método escolhido para simular a hidrodinamica daqueles sistemas fora do equilibrio, o “Lat-
tice Boltzmann”, foi aplicado e testado em diferentes situacoes com resultados satisfatorios,
dentro das limitacoes do método, seja em meios porosos ou carregados.

Em meios porosos ele nos permitiu determinar os coeficientes de arrasto de esferas e
vesiculas permeaveis, comparando com resultados experimentais e analiticos pré-existentes.
Os resultados se mostram satisfatorios, no calculo de “drag ratio” de esferas e vesiculas
permeaveis, com um bom ajuste ao resultado analitico de Jones. Neste modelo, sao utilizadas
equagdes para fluxo continuo e poroso (equagoes de Navier-Stokes e Darcy, respectivamente).
Este fato é coerente com o nosso modelo, que simula as mesmas equacoes, sem nenhum
ajuste ou correcdo com o que ocorre na interface. Tentamos aplicar o LBM para estudar
esta questao da interface (meio continuo/meio poroso), que nao produziu bons resultados.
Aparentemente o modelo “gray LBM* é mais eficiente para estudar este tipo de problema.

Em sistemas carregados nosso estudo rendeu resultados animadores para fluxo eletros-
motico e eletrolitos entre placas carregadas quando comparados a resultados analiticos co-
nhecidos. A utilizacao do "Fast Multipole Method” se mostrou uma ferramenta adequada
como alternativa a resolucao da equacao de Laplace, permintindo calcular o potencial corre-
tamente em diferentes situagoes. Nossos estudos para a mobilidade eletroforética mostram
que nosso codigo pode ser utilizado com mais uma ferramenta no estudo de membranas

carregadas.

6.1 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Um desenvolvimento natural importante do presente estudo é a sua utilizacao para res-
ponder as perguntas formuladas na Introducao (Secao 1.1), sugeridas pela analise dos dados

experimentais do Laboratorio de Biofisica, que inspiraram este trabalho. Neste aspecto, ha

7
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dois estudos necessarios: do ponto de vista numérico, desenvolver simulagoes com macroions
carregados e com poros; do ponto de vista de comparacao com o experimento, desenvolver
estudo sisteméatico de parametros relevantes e ajustes dos modelos com as medidas de propri-
edades térmicas, elétricas, opticas e de transporte. De um ponto de vista mais tebrico, seria
interessante realizar um estudo mais aprofundado das condicoes de interface entre meio po-
roso e continuo. Acreditamos que possa haver uma implementacao possivel com LBM/BGK
desde que um estudo tedrico mais profundo seja feito sobre esta delicada condicao de inter-

face.



Apéndice A

A Equacao de Boltzmann

Neste Capitulo fazemos a dedugao da equacao de Boltzmann, seguindo principalmente

as ideias das seguintes referéncias: Cercignani (1969), Cercignani (1988) e Kremer (2005).

A.1 Equacao de Liouville

Considere um sistema de N moléculas e assuma que temos conhecimento de suas posicoes

e velocidades iniciais, e que a solucao do sistema dinamico A.1 possa ser encontrada.

onde x; é a posi¢ao da particula ¢ (i = 1,---, N) e v; sua respectiva velocidade; ambos
funcoes do tempo t. Aqui X; representa a forca que atua em i no tempo t dividida pela
massa da particula. Desejamos saber qual é a probabilidade de encontrar simultaneamente
a primeira molécula em a; com velocidade by, a segunda em a, com velocidade b, . ...

Assumindo que a trajetoria de todas as particulas é conhecida, esta probabilidade é zero,
a menos que x; = a; € v; = a; para todo i. Matematicamente, isto pode ser escrito como
(Cercignani (1969)):

C(Xi,Vi, t) = Hé(XZ — az-)d(vi — bz> (AQ)

C(x;,vi,t) = H 0(xi — x;(t))d(vi — vi(t)). (A.3)

Este procedimento transforma o problema de resolver um sistema com 6N equacdes em um
problema equivalente de uma equacao com 6N +1 varidveis. A principal vantagem em proce-

der desta forma esta na possibilidade de trabalhar com valores probabilisticos de C'(x;, v, t).

79
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Num espago de fases 6 N dimensional, para cada valor de t, C(x;, v;,t) é representado por um
ponto. Uma perda de precisao nos dados de posicao e velocidade poderia ser representada
por uma esfera nesse mesmo espago. Dessa maneira, esta descricao retém propriedades do
sistema mesmo se existe uma incerteza na posicao e velocidade das particulas.

Para avaliar C'(x;, v;,t) em qualquer ¢, sem ter que resolver o sistema (A.1), tomamos a

derivada temporal de C'(x;, v;,t):

* - —Z[ 6<xk—xk<t>>a<vk—vk<t»] ;2% (x; %, (0)3(v; v, (1)
=1 Lk=1k#j J
= ST 000 = xe)0(v = vi) | 665 — %563 - vy — v, (1))
ov
j=1 Lk=1,k#j J
(A.4)
Lembrando que v; = X; e utilizando a identidade
Zj(S(Zj - ZQ) = Z()(;(Zj - Zo), (A5)
temos
D IR TR w(t))[ IT 605 —x()stv; — v, (0)
j=1 J k=1,k#j i
= X v, v —x,0) | TT a6 xe()o(y; — valt)
ov
j=1 J k=1,k+#j J
(A.6)

Agora, notando que

S‘i _ 35(“8;]"’]‘ ) 5x, - x,(1)) k:g# 53 — %(1))3 (v - Vk(t))] o (A8)
segue

o0 o0 aC
il L X, — — A.
at+;"f axj+; v, Y (A.9)

Que é conhecida como equacao de Liouville.
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Entretanto, a equacao A.9 ainda depende das condicoes iniciais para ser resolvida. Con-
tudo, se tomarmos a média de todos os valores iniciais possiveis, que dao o mesmo compor-
tamento macroscopico, obtemos no lugar de C'(x;, v;, 1), uma fungao suave P(x;,v;,t). Essa

funcao distribuicao sera definida para que
P)N(Xi7 Vi, t)dXZdVZ (A]_O)

nos fornega a probabilidade de encontrar N particulas no intervalo [v;, v;+dv;] e [x;, X; +dx;]
em qualquer £. No caso em que as particulas sao idénticas e qualquer par delas esta sujeita ao
mesmo tipo de for¢a, P(x;,v;,t) é uma fungdo simétrica da posi¢io e da velocidade. Dessa

forma,

P <~ P & oP
§+;vj-a—xj+;Xj-a—wzo. (A.11)

Assim, a fungao P(x;,v;,t) satisfaz a equagao de Liouville no caso em que nao existe
interacao entre as particulas.

Para o caso em que existe interagoes é preciso trabalhar numa regiao dos espaco de fase
definida como a unido de conjuntos onde |x; —x;| <o (i # j,i,j =1,2,..N), em que 0 é 0
alcance da forca de interagao entre as moléculas, ou seja X; = 0 nessa regiao.

No equilibrio 4% = 0, 82 = 0

pico ndo muda com o tempo e é homogénea no espago), a equacdo de Liouville é trivialmente

(a densidade de probabilidade de um certo estado microsco-

satisfeita. Se consideramos o comportamento de A.11 na regiao do espago de fase Ugy de-
finido como sendo a unidao do espago de fases limitado pelas fronteiras ORy (k = 1,...N)
(definida por x; € OR, onde JR ¢é a fronteira da regiao ocupada pelo gas no espago real) e
pelas fronteiras o;; (4,7 = 1,..., N; i # j) definida por |x; — x;| = 05, a forma de P poderia
ser qualquer funcao de N varidveis velocidade vy, P(vy).

Independendente do tipo de interacao escolhida entre duas moléculas que colidem com
velocidade vy, v, e emergem com velocidade vy, v5, 0 momento e a energia devem ser conser-
vados, logo P pode ser uma funcao da energia cinética e do momento.

Devemos analisar ainda a condicao de fronteira, e admitindo reflexao especular com as

paredes do recipiente que contém o gas, devemos ter:
P(X1, .., XN, V1, ooy Viy oy VN, E) = P(X1, o, XN, VI o, Vi — 20(00- V), vy, t) (AL12)
com x; € OR;v; -n > 0, onde n é a normal a fronteira.

Com isso a fungao P nao conserva o momento total e deve ser funcao somente da energia.

Assim, como para um gis monoatomico
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N
% ZVJ2 = Nme (A.13)
j=1

onde e ¢ a energia por unidade de massa e m a massa de cada particula. Podemos escrever

N
Py = Axé (Z v? — 2Ne> (A.14)

j=i

Onde o subscrito N indica a dependéncia de P com N e Ay é a constante de normalizacao,
dada por (Cercignani (1969))

AN = 2 3N—2 ) (A15)
wsy(2Ne) 2 VN

em que wsy € a superficie da hiperesfera em 3N dimensoes e V é o volume que contém o

gés. Assim,

N
2
Py = 0 v? —2Ne | . A16
M N (2Ne) TR YN (Z 7 > (410

2 ..

J=t
Para ilustrar a utilidade desta expressao, consideremos a probabilidade de encontrar uma
particula com velocidade no intervalo [v,v + dv] e posi¢ao no intervalo [x,x + dx], sem se
preocupar com as demais. Isto significa que devemos integrar Py sobre todas as possiveis

posicoes e velocidades para todas as particulas exceto uma. Assim obtemos,
(3N—5)

dre\ * v2 2 [(2N)
PV === SRl (. 2 . Al
N ( 3 ) v ( 2Ne (3N)GIT(3M3) (4.17)

para v2 < 2Ne e P = 0 para v2 > 2Ne.

No limite de infinitas particulas e e = %RT, esta expressao se reduz a distribuicao de
Maxwell.

Na mesma linha de raciocinio poderiamos desejar encontrar a densidade de probabilidade
de encontrar duas particulas, com velocidades nos intervalos [vy, vi + dvy] e [vg, Vo + dvs] €
com posi¢oes nos intervalos [x1, X1 + dx] e [Xg, Xa + dxo] .

E novamente realizando a integracao sobre todas as possiveis posicoes e velocidades para

todas as particulas, exceto duas obtem-se

4 - :
P = (%) V2l (vi+v3)] PO (x1,v1) PO (x5, v5). (A.18)

Que mostra que duas particulas de um gas ideal selecionadas aleatoriamente nao tem

correlacao.
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A.2 Equacao de Boltzmann para esferas duras

A fim de que a equacao de Boltzmann possa ser escrita explicitamente é necessario
especificar o tipo de interacao entre as particulas. Nesta secao serd assumida uma interagao
do tipo esfera dura. Consideraremos aqui, um sistema de N particulas esféricas de massa m

e diametro o, de maneira que :

Py =0 se  (lzi—zjl <o i#7) (A.19)

Para derivar a equacao de Boltzmann a partir da equagao de Liouville tomando a média
dos dados iniciais, comecamos por retirar a hipotese de equilibrio térmico. Como antes,
vamos assumir que a forca sobre as particulas é nula exceto quando uma molécula estia no

raio de acao de outra, ou seja

X;=0 se X, —Xj| >0 (1,7 =1,...,N;i # 7). (A.20)
Assim,
Py <~  OP
N N
Y. A21
3t _'_jZlV] an 0 ( )

Vamos agora definir a funcao distribuicao de s particulas:

N
Py = / Py [] dxivi (A.22)

1=s+1

Integrando a equagao A.21 sobre as coordenadas de posicao e velocidade de N — s parti-
culas em que v, varia sobre todos os valores possiveis e x; sobre Ugy, obtem-se |Cercignani
(1988)]

Py ° Py 1
W Z/VZ . 8Xl H XmdVl
=1 l=s+1
N N
0Py
+ Z /V,—- o, H dx;dv; =0 (A.23)
i=s+1 l=s+1

Na primeira soma as derivadas e as integrais nao podem ser trocadas de posi¢ao porque
o dominio contém termos da fronteira que dependem de x; e um termo de fronteira deve ser

adicionado.
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N

0Py
/Vi- O, 12111 dx;dv; =
P N N N
= v;- 3 /PN H dx;dv; — Z /PNVi-nijdaijdvj H dx;dv; =
Xi I=s+1 j=s+1 I=s+1 1#j
oP:s &
= V;- aX]:[ _j§1/P§+1vj . Ilde'szVJ (A24)

onde n;; ¢ a normal exterior a esfera |x; — x;| = o com centro em x; e do;; é o elemento
de superficie da mesma esfera.

Na segunda soma, podemos efetuar a integral por meio do teorema de Gauss

N

/ V; 86% H dx;dv; =
l=s+1
s N
Z / P]f/Jerj . Ilz'de'ijde + Z /P]%JJVJ' . l’lkde'kjdekade +
=1 k=s+1 k#j

onde dA; é o elemento de superficie da regiao que contém o gis e n; é a normal a esta
superficie. O 1ltimo termo da equacao acima é nulo pois é a contribuicao da fronteira e tem
o elemento v; - n;; que muda de sinal sob reflexao especular.

Substituindo A.24 e A.25 em A.23 temos

s s N

8;;]\[ + Zvi : aa% = Z Z /Pﬁ,“vi -nydog;dv; —
i=1 i=1 j=s+1
s N 1 N
> / P]@+1Vj.nijdaijdvj—§ > / PPV - nyjdogdvidxgdvy,
i=1 j=s+1 kj=s+1 k#j
OP} ) it ™
S D v =) ) /PN v; - ny;dodV; —
i=1 v i=1 j=s+1
1 N
-3 > / P2V - 0y jdogdvidxgdvy, (A.26)
kj=s+1 k#j

Onde V;; = v; — v, é a velocidade relativa da particula ¢ com relagao a particula j. Além

disso utilizou-se a identidade v; - n;; = %sz -n;; que ¢ devida a anti-simetria de de n;; com

relacao aos seus proprios indices.
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Como as particulas sao independentes, todas as integrais dependentes das variaveis com

indice 7 e k sao iguais, assim

OPy O OP; ” .
atN ' ;Vi . 5_X]zv =W-s) ;/PNHVU -nydodv; —

N —s)(N—-s—-1
_( 3)( . S ) /P]%+2ij . nndekjdekade (A27)

Observemos que as colisoes entre mais que duas particulas nao contribuem com as in-
tegrais acima. De fato, as integrais com relacao a do;j, doy; nao sao feitas sobre toda a
superficie porque devemos subtrair as partes em que uma esfera se encontra dentro de ou-
tra. Multiplas colisdes correspondem & fronteira da regiao de integracao, e portanto um
conjunto unidimensional e assim sua contribuigao é nula.

Utilizando a lei de conservacao de momento e admitindo colisoes elasticas podemos es-

crever [Kremer (2005)]:

vi = v, —n;(ng; 'Vz‘j)

vi = v;+n(ng-Vy)

vi = vi—ny(ng - Vy)

Vj = Vj n;; (nij : Vz]) (A28)
E das equagoes acima resulta

Vij = V;] — 2n7;j (Ilij . V;j) (A29)

’ . o~ . ’ ,
Portanto qualquer molécula entrando em colisao com velocidade v; em x; estd ao mesmo

tempo em um estado de pos colisao com velocidade v;. Assim

s+1 _
Py (X1, Ve, oy X4, Viy oo, X, Vg, X, V5, ) =
s+1
PR (%1, Vi, X, Vi — (g - Vi), oo Ve, Ve, X5, v 4 15 (ng; - Vi), 1)

(A.30)

Agora iremos separar as integrais da equagao A.27 em dois subconjuntos, correspondente
com casos em que V;;-n;; < 0 (moléculas que estao entrando em colisdo) e que V;;-n;; > 0

(moléculas que estdo saindo de uma colisdo).
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P}, +ivi oPy _

RO
s Vijni;>0 Vi;n;;<0
(N=s)) {/ Py Vi - myj|doydv; —/ Py Vi mijldoydv;
=1
Vijmn;; >0
(V- 8)(];7 —s—1) [/ J PS2V - s |dogdv dxdvy
Vi;jn;;<0
—/ P]%+2|ij . Ilnj|d0'kjdekade:|. (A31)

O termo envolvendo Pgt? deve se anular. Para ver isso, facamos a mudanca de variaveis
’ ’ .o . , . . , . ’ 1.
Vi, Vj = Vi, Vy, cujo jacobiano é 1 [Kremer (2005)]. Ja que Vy;-n;; = —V,;-ny; e utilizando

a equacao A.30, substituindo s por s + 1, temos

Vij-nij<0

Vi;mn;; >0
/ P]%+2’ij'nnj|d0kjdekade = / P]§+2|ij-nnj]dakjdvjdxkdvk. (A32)

Os termos envolvendo P**!, devido & equacdo A.30, podem ser escritos como dependendo
da funcgao de distribuicao antes ou depois da colisao, ja que A.30 é reversivel. Escolhendo a
primeira alternativa, significa tentar prever o futuro a partir do passado e com isso escolhemos
uma dire¢ao para o tempo. Ou seja, a equacao deduzida a partir desta escolha ir& descrever o
movimento de particulas que vao de uma distribuicao improvavel para uma distribuicao mais
provavel e nao o contrario. Se, ao contrério, escolhermos a segunda alternativa, a equacgao
serd idéntica, exceto por um sinal menos, e devera conduzir o um sistema para um estado
de menor entropia, significando que existe uma forte correlacao entre as particulas.

Assim,

Vij-n¢j>0 Vij-n¢j>0 ,
/ Pﬁ,“\Vij . nij|d0'l'jde = / P]\?+1’Vij . Ilij’dO'ijde (A33)

onde indicamos por P¢*! o valor de P35 quando os trocando os valores de v, e v; por
v;- e v; utilizando A.28. Substituindo agora na equacio A.31 e utilizando |x; — x;|/0 = ny;

para substituir do;; ficamos com

OPy < OP; - ” .
8tN + Zl"z ' a_XN = (N = 5)o? Zl/ [PNH — Py [V - nygldny;dv; (A.34)

Para o caso em que s =1,
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opP} oP}
ot TV ok,

= (N — 1)0‘2/ |:P],\/2 — P]%[:| |V1j : n1j|dn1jdvj (A35)

Podemos ver que a evolugao da funcao distribuicao de uma particula depende da funcao
distribuicao de duas particulas, que por sua vez depende da func¢ao distribuicao de trés
particulas e assim por diante. Para chegarmos a equagao de Boltzmann precisamos assumir

o “stosszahlansatz ” que consiste em postular que:
e Em um gés ideal 0 — 0, somente colisoes binarias sao relevantes;

e O efeito de forcas externas sobre as particulas que colidem é desprezivel em comparagao

com as forcas entre as particulas;

e As velocidades de duas particulas quaisquer nao estao correlacionadas em qualquer

posicao e em qualquer tempo;

e A variacao da funcao distribuicdo nao ¢ muito grande num intervalo de tempo maior

que o tempo de colisao e menor que o intervalo entre duas colisoes.

Este “ansatz” de Boltzmann nao é verdadeiro em geral, mas pode ser demonstrado que

nessas condicoes a seguinte fatorizagao é valida Cercignani (1988):

- 1 . .
Jim Py = H PY(x;,vi, 1) (A.36)
Para s = 2, temos
P2(X1, Vi1, X4, V4, t) = Pl(Xl, Vi, t)P1<Xj, Vi, t) (A37)
E assim a equacao A.35 fica:
8P aP / /
SV = (N)a2/ [P P - PPJ} 'V, - nyldn;dv, (A.38)

Frequéntemente a equacao de Boltzmann ¢ escrita em termos de uma funcao f que esta

relacionada com P por

f=NmP=MP (A.39)

onde N é o numero de moléculas, m é a massa de uma molécula e M é a massa total.

Assim,

of

0
ot i— m/ £8; = £5] 1V - njldnyav, (A.40)

Ou,
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af __of
vl = QU (A1)

onde Q(f, f) é conhecido como termo de colisao.

A.3 Hierarquia BBGKY e equacao de Vlasov

Assumindo que a for¢a que atua na molécula i, num sistema de N particulas, é a resul-
tante da interacao com as outras N — 1 moléculas podemos reescrever a equacao de Liouville

A.9 como

aPN Z .

onde X;; ¢ a forga entre ¢ e j. Além disso, X;; = 0.

Z X; - aﬂ =0 (A.42)
J

Integrando com relagao as posicoes e velocidades de N — s moléculas,

OP, 0Py
agvdxsﬂ VN = 8tN (A.43)
Sei<s
s dPy - Py
X dvy =Y v =N Add
/izlv ox, Xop1.-dV N izlv %, ( )
Sei>s

d .d
/Vi oF NdXs+1 dvy —/ {% Vz"niPNdS} M (A'45)

0x; S dx;

A equacao acima se anula devido a reflexao especular.

O termo correspondente a forga pode ser escrito como:

s N

/>

=1 5=
s

0P
ng NdXs—i—l dVN—
1

S

0
XZJ 6 Z Z /X’L]PNdXsJ,-lva =
1=1 j=1 i=1 j=s+1 Vz
S S s 8
g E XzJ 8 - 5) Z v /Xz‘jP]i[+1dxs+1dV5+1 (A.46)
! 1 1=1 v

=1 j=

Como no caso anterior, para ¢ > s as integrais se anulam [Kremer (2005)], e assim
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obtemos a equacao BBGKY:

8P - IP ¢ OP;, )
N Zvl Z XZ] 8_N — S Z aVZ /PN+1XZjdedV] =0. (A47)

Também é possivel deduzir a equagao de Boltzmann a partir da equagao A.47 (Kremer
(2005)).

Outra equacao interessante deduzida a partir de A.47 é a equacao de Vlasov, que é obtida
tomando o limite de N — oo e para forgas |X;;| — 0, tal que N|X,;| seja finito. Nesse caso,
a partir de A.47,

S

8P5 .
Zvl + Z v, / PXdxdv; = 0, (A.48)

Para o caso s = 1,

oP Ly oP X oP
82? 8xi 8Vz‘

—0, (A.49)

onde
X = N/PS—HXZ‘jdede. (A50)

A equacao A.49 é conhecida como equacao de Vlasov. Ela é muito utilizada para descrever
o comportamento de sistemas de particulas pontuais com forcas de longo alcance tal como

um gas ionizado.

A.4 Aproximacao BGK

A maior dificuldade da equacao de boltzmann é lidar com a integral de colisao. Muitos
modelos foram propostos para simplificd-lo. O mais conhecido foi proposto por Bhatnagar,
Gross e Krook (BGK), que substitui Q(f, f) que contém uma grande quantidade de detalhes
da colisao de duas particulas o que nao influéncia muito nas medidas macroscopicas, por
um operador J(f) que mantém apenas as caracteristicas médias de Q(f, f). As propriedades

principais de Q(f, f) que J(f) deve satisfazer sao:

e Satisfazer a equacao

/@/}ij(f)dv =0 (i=0,1,2,3,4) (A.51)
onde v; sdo os invariantes de colisao (ver Kremer (2005))

o ¢ deve satifazer

/ log(£J(f))dv < 0 (A.52)
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onde a igualdade é produzida se f ¢é igual a distribuigdo de equilibrio f.,(v).

Esta segunda propriedade expressa o fato de que um gés tende a ir para a distribuicao de
Maxwell. A maneira mais simples de garantir essas propriedades ¢ assumir que f(v) se afasta
de fe,(v) em média de uma quantidade proporcional a tltima. Assim se w, a frequéncia de

colisao, é uma constante em relacao a v, define-se

J(f) = wlfeq(v) = f(v)] (A.53)

Da condicao A.51, temos,

/%feQ(V)dV = /wa(V>dV (2 =0,1,2,3, 4) (A54)

Entdo em qualquer ponto do espago f.,(v) deve ter a mesma densidade , velocidade e
temperatura do gas , dada pela distribuicao f(v).
Com essa aproximacao a equacao A.41 fica:
of of _

2L S wlfv) - 1) (A55)

Apesar de a aproximacao BGK substituir a integral de colisao por um operador lineari-
zado, essa aproximagao ainda ¢ nao linear devido a dependéncia da distribuicao de Maxwell,
mas essa nao linearidade é toleravel ja que o calculo da distribuicao de equilibrio é feito

localmente no espaco.

A.5 As Leis de conservacao

A equagao A.55 governa uma tnica fungao de distribuicao. Assim, a fim de determinar
o comportamento de fluxos macroscopicos, deve-se encontrar um meio de representar gran-
dezas macroscopicas localmente conservadas a partir das fungoes de distribuicao. A funcao
distribuicdo f(x,c,t), representa a densidade de massa esperada das particulas na posicao
X, com velocidade c, no tempo t. Isto pode ser interpretado como um ensemble médio de
todos os estados microscopicos do sistema que correspondem ao mesmo estado macroscopico.
Assim, o estado macroscopico em cada posigdo x pode ser encontrado a partir das F(x, c, t)
determinando-se os momentos dessas fungoes com relacao a velocidade. (ver Harris (2004)).

Assim a densidade macroscopica do fluido no ponto x e no tempo t, é dada por

p(x,t):/f(x,c,t)dc. (A.56)

Similarmente, o primeiro momento ira corresponder ao momento macroscopico do fluido:

p(x, Hu(x,t) = /cf(x7c,t)dc. (A.57)
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O segundo momento da funcao distribuigao, esta relacionado energia total das particulas.
A energia total é composta da energia cinética das particulas mais a energia cinética do fluido.
Para separar as duas, define-se a velocidade peculiar cg, que é a velocidade da particula,
relativa a velocidade do fluido (também chamada velocidade peculiar ), i.e., cg = ¢ — v.

Assim, a energia interna do fluido deve corresponder a

Ep(x.1) = / % F(x, ¢, t)de (A.58)

O tensor de tensao pode ser pode ser expresso pela funcao de distribuicao, lembrando a
sua relacao com o fluxo de momento. Se uma superficie infinitesimal é definida em torno de
um ponto x que se move com o fluido, a tensao ¢é igual ao fluxo de momento que deixa a

superficie. Assim,

II(x,t) = /cocof(x,c,t)dc (A.59)

E a pressao (i.e, o trago de IT ), vale

P(x,t) = é/|c0|2f(x,c,t)dc (A.60)

Assim, utilizando o teorema de equiparticao de energia, para um gés ideal monoatoémico,

P(x,t) /\Co| f(x,c,t)dc = pRT (A.61)

Como o fluxo de calor deve ser igual ao fluxo de energia interna que passa através de

uma superficie que se move com o fluido:

Q(x,t) = / ’C;|2cof(x,c,t)dc (A.62)

Agora que escrevemos as grandezas macroscopicas a partir da funcao de distribuicao,

podemos escrever as leis de conservagao a partir da equacao de boltzmann, integrando nas

/g{d +/ gidc—/Jdc (A.63)
/c—dc+/ (c- gi)dc—/chc (A.64)
/|c|2 de +/| 2c.- dc—/|c| Jde (A.65)

Todas as integrais envolvendo o fator de colisao J se anulam pois envolvem o momento de

velocidades:

uma grandeza que se conserva (ver Kremer (2005)). Assim utilizando as equagoes A.56-A.59,

podemos escrever:
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dp _
o+ V() =0, (A.66)
Jdpu
TV (puu) = V10 (A.67)
¢ OpE
%+v-(pEu):—v-(u-H)—V-Q (A.68)

Notemos que nessas expressoes, apesar de recuperamos as equacoes de conservacao de
grandezas macroscopicas, os detalhes de Q e II nao sao especificados, ja que, para tal, faz-
se necessario o conhecimento da forma especifica de f. Podemos especificar os detalhes do

tensor de tensoes e do fluxo de calor utilizando a expansao de Chapman-Enskog.

A.6 A expansao de Chapman-Enskog

Podemos definir limite hidrodindmico como o conjunto macroestados para os quais as
escalas das varidveis macroscopicas, que variam sobre as escalas espaciais e temporais, sao
muito maiores que as escalas microscopicas (que variam sobre o espagamento da rede e
duracao do passo). Nesse sentido, uma conexao entre a escalas das varidveis macroscopicas
e microscopicas é fundamental para as equacoes hidrodinamicas do LBM.

Trabalhamos até o momento, com a equacao de Boltzmann sem definir uma forma espe-
cifica para a fungdo distribuigdo, exceto no caso do equilibrio (a distribui¢do de Maxwell) e
existéncia de solucoes de equilibrio pode ser estabelecida sem a aproximacao de Boltzmann,
exigindo apenas que sejam satisfeitos o balanco detalhado e a existéncia de invariantes locais.
Entretanto, no equilibrio ndo existem fluxos de calor nem tensoes diferentes daquelas encon-
tradas em fluidos isotropicos e estaticos. Sendo assim, precisamos estudar o comportamento
da funcao distribuicao em situacoes de nao-equilibrio.

Para estudar situacoes de nao-equilibrio utiliza-se um método pertubativo, i.e., escolhe-se

um pequeno parametro €, e expande-se a funcao f em séries de poténcia de e:

f= i e fm) (A.69)

Para podermos conectar as equacoes do LBM com as equagoes macrodinamicas, esse para-
metro € nao pode ser qualquer. Se denotarmos por 1" um tempo tipico, L um comprimento
tipico e por 9 a velocidade molecular, entao os termos da equacao da equacao de Boltzmann

A.41, tem dimensoes tipicas de:

[%} [T (A.70)
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{v . %} (DL f] (A71)
QU ) = [0S (A72)

onde o é o didmetro molecular e n = % é a densidade numeérica molecular. Podemos

1

escrever ainda ndo? ~ [7' onde [ é o caminho livre médio, ou ndo? ~ 77!, onde 7 é o

tempo médio livre.

Isto nos deixa com dois parametros adimensionais na equagao de Boltzmann: % e % De
acordo com isso, comparando os lados esquerdo e direito de A.41, podemos esperar que 7

~ % Dessa maneira, a razao € = % expressa as magnitudes relativas entre o lado direito

% é conhecido como numero de

Knudsen. Quando k,, — 0 temos um géas denso e quando K,, — oo as moléculas podem fluir

e esquerdo da equacao de Boltzmann. O ntmero K, =

livremente sem interagir. Neste trabalho iremos apenas nos concentrar no caso K,, — 0.
Para um fluido newtoniano, com uma dada viscosidade, efeitos de nao linearidade e
pressao envolvem derivadas espaciais de primeira ordem . Assim para campos macroscopicos
nao homogéneos com comprimento de escala da ordem de ¢!, as escalas temporais para as
quais os efeitos de conveccao, devem ser da ordem de e~!. Por outro lado, efeitos difusivos
envolvem derivadas espaciais de segunda ordem e portanto envolvem escalas de tempo da
ordem de e 2. A fim de facilitar a notagdo, introduz-se duas variaveis auxiliares t; = et e
ty = €2t. Note que t; e to, ndo sao tempos diferentes, mas sim duas expressoes para o mesmo
tempo com diferentes escalas. Assim as derivadas parciais de uma func¢do arbitraria G(r, )

pode ser expressa em termos das derivadas de G(r,tq,t) :

oG 0G

o Cory

oG G LG
— =€— +t¢€

ot at, | Oty

Embora os processos de difusao e conveccao ocorram em escalas de tempo diferentes, eles
envolvem escalas espaciais similares, de modo que podemos usar a mesma uma tnica escala
para ambos processos. O método de Chapman-Enskog é baseado no seguinte argumento:
As solucoes das equacoes de conservacao e da equacao de Boltzmann sao, em geral, nao
analiticas, e do mesmo modo, expansoes em séries de poténcias de ¢ nao fornecem solucoes
validas uniformemente para especificos problemas de condigoes iniciais e de contorno, mas
alguns problemas podem ser evitados se expandirmos as equacoes em termos de e. (mais
detalhes sobre o método uma comparagao com a expansao de Hilbert podem ser encontrados
em Cercignani (1969)).

Assim,podemos escrever, por exemplo,

0 0
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Seguindo este procedimento e igualando os termos de mesma ordem em ¢, pode-se mostrar
(Wolf-Gladrow (2000)) que:

nKgT ou
Mo = — wB (0apdys + 0ary0ps + 60‘55/37)8_956 —dap| - (A.74)
Y




Apéndice B

A equacao de Navier-Stokes

A equagao de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis, é dada por |Lifshitz (1987)]

oV VP

—+(V-V)V=—-—" +0vV?*V, (B.1)

ot P
em que V é a velocidade, P é a pressao, p ¢ a densidade e p é a viscosidade. Esta ¢ uma
equacao nao linear na velocidade V e nao possui solucao analitica e cuja prova da existéncia
de solugao constitui um dos problemas do Prémio Millennium. Mas, para poucos casos

particulares, existem solucoes analiticas.

B.1 O nimero de Reynolds

Os movimentos de um fluido sao governados pela equacao de Navier-Stokes. Esta equa-
cao produz fluxos turbulentos ou laminares dependendo do ntumero de Reynolds, que ¢ a
razao entre as forcas inerciais e as viscosas no fluido. Se o niimero de Reynolds é baixo, as
forcas viscosas dominam e pequenas perturbacoes no fluxo sao amortecidas e o fluxo per-
manece laminar. Para altos nimeros de Reynolds, as forcas inerciais sao mais importantes
e as mesmas perturbacoes sao amplificadas e tornam o fluxo turbulento. Fluxos com baixa
velocidade sao chamados de laminar, e com alta velocidade sao chamados de turbulento.
A transicdo de laminar para turbulento ndao depende apenas da velocidade. O fluxo deve
depender da velocidade V' e do tamanho do obstaculo L. Além disso, depende do fluido é
caracterizado por sua viscosidade . O nimero que relaciona essas trés grandezas é conhecido

como numero de Reynolds e é dado por

Re = —. (B.2)

14

Podemos utilizar as grandezas menciondas acima para deixar a equacao B.1 adimensional.

Assim escalando v = V)V, x = X/L, V' = LV, V'? = [?V? t = tV/L. Inserindo na
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equacao B.1 temos

ovV? V2 5V
TR (v- V)VT = VP +vV Vi3 (B.3)
e dividindo por VT
ov 1
v ) = _VP 4+ —V? B.4
ot + (v Vv VP Rev M (B4)

Neste novo formato a equagao de Navier-Stokes é adimensional e assim, para qualquer
tipo de fluxo, a velocidade reescalada v e a pressao dependerao somente da posi¢ao re-
escalada x e do nimero de Reynolds. O niimero de Reynolds fornece uma estimativa da
importancia das forcas viscosas e nao viscosas para um determinado fluxo. O gradiente de
pressao usualmente tem um papel passivo, sendo criada como consequéncia dos movimentos

de uma fronteira rigida ou da existéncia de atrito.

((v-V)v| VL _VL _
wV2v| T wV/L T v

Re. (B.5)

Assim, todos os fluxos do mesmo tipo nas com diferentes valores de v, L e v sao descritos
pela mesma solucao adimensional se seus nimeros de Reynolds sao iguais. Tais fluxos serao

ditos dindmicamente similares.



Apéndice C

Estudo do Lattice Restrictive Primitive

Model com Fast Multipole Method

Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um algoritmo a fim de utilizar o Fast Multiple Method
(FMM) para estudar o Lattice Restrictive Primitive Model (LRPM). Nosso codigo utiliza
o algoritmo de Metropolis e a variacao da energia do sistema é obtida a partir de tabelas
pré calculadas com FMM, eliminando a necessidade de calcular a energia do sistema inteiro

duas vezes.

C.1 Introducao

Simulagoes envolvendo sistemas com intera¢ao de longo alcance, como o coulombiano, é
ainda um desafio. Devido ao longo alcance das forcas, a interacao entre todas as particulas
devem ser contabilizadas, o que, para sistemas com muitas particulas torna a simulagao lenta
ou mesmo inviavel. Ao longo dos anos muitas técnicas foram desenvolvidas na tentativa de
superar estas limitacoes. Mas mesmo um dos mais promissores, o0 método de Ewald, diminui
o nimero de operacoes de O(N?2) para O(N2) [Esselink (1995)], onde N é o nimero de
particulas do sistema. Uma técnica que surgiu para resolver problemas de astronomia, que
pode também ser utilizada em problemas coulombiano é o FMM. Com ela o niimero de
processos cai para O(N log N).

Embora o algoritmo FMM tenha sido originalmente criado para calcular a energia de um
sistema num espaco continuo, podemos utilizd-lo para simulacoes na rede. Nela, todas as
possiveis posisoes das particulas sao pré-determinadas e fungoes (tais como os harmonicos
esféricos) que dependem da posi¢ao da particula podem ser pré determinadas também, acele-

rando ainda mais o processo. Na se¢ao seguinte faremos uma breve introducao ao FMM. Mais
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detalhes e demonstragoes podem ser encontrados em | Frenkel e Smit (2001); Greengard
(1988); Greengard e Rokhlin (1987); Rose (1958)]

C.2 Resumo sobre Fast Multipole Method

A principal ferramenta matemética utilizada no FMM ¢ a expansao do fator R=! do

potencial eletrostatico em hamonicos esféricos, da seguinte maneria: para todo R; < R,

1
podemos escrever 4—4| como [Jackson (1999); Machado (2006)]

7R,

S foi EZ: l (—R")ZY* (6:, 61)Yim(6, 0) (C.1)
= > = 5 I,m iy Pi)im\Y, ) .
|R — R Rz,o z2l+1 R

1 1 00 l 4 R l
J

J

onde B = (R,0,¢), R, = (Ri,0',¢') e Yim(0,0) = AP, (cosh)e™?, sao os chamados
20+ 1 (I — |m])!

4 (14 |m|)!
As séries (C.1) e (C.2) constituem expansoes em harmonicos esféricos, do inverso da

harmonicos esféricos . Aqui A" = e P, sao os polinémios de Legendre.

distancia entre o ponto onde queremos calcular o potencial e posicao da carga i (j). Assim,o

potencial eletrostatico devido a N particulas é

I R R R!
V(R):élﬂeo; ZZQZ { Z q]Rl+1 lm (05, 65)+ Z G pi l+1 lm( “@)} Lm0, ).

i, R>R;

Que geralmente é reescrito como:

Z Z (Lle RHl)Ym(Q ®). (C.4)

m=—I

Os coeficientes L;* e M;™ sao conhecidos como momentos da expansao. Essa expansao
¢ denominada local quando seus termos tem grau positivo e é denominada expansao de
multipolos quando seus termos tem grau negativo. Dois casos particulares desta solugao
correspondem a escolher o potencial nulo no infinito com L;* = 0, ou o potencial nulo na
origem com M;" = 0. Com base nessa expansao, os teoremas a seguir nos mostram como é
possivel alterar o centro da expansao [Greengard (1988); Schmidt e Lee (1991)]

O teorema seguinte permite transladar uma expansao de multipolo e é importante para o
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desenvolvimento do método pois permite combinar expansoes de multipolo feitas em origens
diferentes em uma origem comum.

Teorema C.2.1 (Translacdo de uma Expansao de Multipolos). Suponha que n cargas
G1,G2, "+, qn estao localizadas dentro de uma esfera D de raio a com centro em Q = (p, a, 5)
cujas coordenadas referem-se a um sistemas de eixos com origem no ponto O, e que para

pontos fora desta, o potencial devido a essas cargas é dado pela expansao de multipolos

7m Ym(g/’gbl)
47T€OZ Z Zqzzl T )Y e B ()

m=—1 =0

onde P—Q = (r,0,¢") e r; sao as distdncias das cargas em relagao ao ponto Q). Entdo

para qualquer ponto P = (r,0,¢) fora da esfera Dy de raio (a + p) centrada em O,

47T€0 qu Z Z T]+1 7 (C.6)

J=0 k=—j

onde

m k—m pgm j—ly —k+m
k (47T)2 —m Jk mA l A p] Y'fl (aaﬁ)
]\/[ Z Z 2l+ ( ( _l>+1)}/l (aivﬂl) = Ak s ) (C?)

=0 m=—1 J

e Ji*,, € dado por:

, (—1)Y (=1)yminlm’LimD - se mom’ > 0

J = /
(—1) caso contrdrio
O erro de truncamento é:
1
b J O el (@)
< =1 112 . .
471'60;0 _Z_ 1"3+1 ‘\r—(a+p) T (C.8)

O teorema abaixo permite converter uma expansao de multipolo em uma expansao local.
Sera utilizado para escrever varias expansoes de multipolo como uma expansao local em uma

unica origem.

Teorema C.2.2. Suponha que n cargas qi, gz, ...qn estao localizadas dentro de uma esfera D,
de raio a com centro em Q = (p, v, B) € que p > (c+1)a com ¢ > 1. Entdo a correspondente
expansao de multipolo converge dentro de uma esfera Dy de rato a centrada na origem de ()

. Dentro de Dy, o potencial devido as cargas qi,qs, ...qn € dado por

47reo qu Z Z Lbe

a=0b=—a
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onde
C l -m m my m
1oy 3 U ) Yo ) ALY 0 ) ©9)
a 1=0 -1 <2l + 1)(2a + 1) pa+l+1AZ+7ln
com Ji* dado por:
Jm/ (_1)[’(_1)mzn(‘m"’|m|) semm’ > 0
: (_1)” caso contrdrio
Além disso,
Ly S Z:L: lgi| [ 1 e
47T€0 Z Z M T.j+1 | < ca i a E . (ClO)
=0 k=—j

D

Figura C.2: Conversao de wma exp. de multipolo para exp. local

O seguinte teorema mostra como transladar a origem de uma expansao local truncada.

Teorema C.2.3 (Translagao de uma expansao local). Seja Q = (p,«, ) a origem de uma

expansao local

47% Zqz Z Z oY (e, d)r

a=0 b=—a

onde P = (r,0,®) e, assim como Q, tem origem em O. Além disso P — Q = (r',0, )
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Entao,
1 < O by b
V(P == Gy > Oy, @) (C.11)
i=0 a=0 b=—a
Onde
p I n l—a I+ay/ b b— TAPY b
4 ) -1 Yoo B:)JP A A Y a,
h=> > 77(7%)2[ <1 )2 al(%ﬁl) . Ab wii (0 /8), (C.12)
1=0 m=—1 i=0 21+ 1)Q2a+1) ¢
e
(=D)H(=1)™ semm’ < 0
Tim = (D=1 semm’ > 0 ¢ fm/<|m]

(—1)! caso contrdrio,

Figura C.3: translagdo de uma exp. local

Note que, para um sistema na rede, fatores geométricos como My, L%, O} e Y. (0, ®)r
necessarios aos teoremas acima, podem ser previamente calculados e armazendos em tabelas

e utilizados no algoritmo descrito da se¢ao seguinte.

C.2.1 Algoritmo FMM em 3D

Para executar o Fast Multipole Method dividimos o sistema para o qual desejamos cal-
cular a energia em oito partes iguais. Cada célula formada com a divisao recebe um indice
1. Cada célula ¢ é novamente dividida em oito partes e assim sucessivamente até que, de-
pois da tultima divisao, cada célula contenha aproximadamente uma particula. O algoritmo
é construido segundo um esquema comumente conhecido como arvore, para o qual sistema
original é definido como sendo o nivel zero ou raiz.

Cada célula formada na n-ésima divisao serd denominada “célula ¢ do nivel n” e as caixas
formadas no processo imediatamente seguinte serao chamadas “células filhas”. Do mesmo
modo, quando falarmos em “célula-mae” de alguma célula ¢ estaremos nos referindo a célula
pertencente a um nivel acima e que contém ¢. Uma ilustracao esquemética da divisao de um
sistema em 2D é mostrada do na figura C.4

Como estaremos trabalhando na rede, consideramos a mesma como sendo o tltimo nivel,

chamado nivel D e as células deste nivel coincidirao com os sitios. Agrupando as células



102 APENDICE C

deste nivel de oito em oito formamos o nivel D — 1 e procedemos assim, sucessivamente, até

obtermos uma tnica caixa. O restante do procedimento é analogo ao do caso continuo.

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3

Figura C.4: Niveis de refinamento

O potencial em cada uma das células do tltimo nivel sera calculado como a soma de duas
partes, o potencial “proximo”(Vp) e o potencial “afastado”(Va).

Assim, a energia do sistema pode ser escrita da seguinte forma:

E = Z(%Vi) =F= Z (Vpi +Va,). (C.13)

i=1 i=1

O potencial proximo é calculado diretamente, ou seja,

vp =Y (C.14)

T’Z‘—Tj’

onde o indice j indica todas as particulas que estao nas células que sao primeiras e
segundas vizinhas da célula 7.

O calculo do potencial afastado é feito em dois passos:

Primeiro passo: Para cada célula no maior nivel de refinamento , determina-se, os coefi-
cientes da expansao de multipolo com origem no centro da propria célula. Em seguida, para
calcular os coeficientes da expansao de multipolo de uma célula mae, sao usadas as que ja
foram feitas para suas respectivas filhas, fazendo uma translacao do centro da expansao para
o centro da célula mae (figura C.5) usando o teorema C.2.1.

Este processo é repetido do maior nivel para o menor (figura C.6) até que se atinja o
nivel 2. Assim, ao final deste processo, para cada célula em cada nivel existirda uma tabela

contendo os M? coeficientes da expansao.

Figura C.5: Esquema das translacoes de multipolo em 2D
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NS
N

KX
XXX K

XXX X
XX XX

=

Figura C.6: Esquema das translacoes de multipolo sucessivas em 2D

Segundo passo: O passo seguinte é formar as expansoes locais para todas as caixas em
todos os niveis comecando do menor nivel de refinamento. Isto é feito utilizando o teorema
C.2.2 para converter as expansoes de multipolo ja feitas em expansoes locais, com a finalidade
de calcular a influéncia de cargas distantes sobre uma determinada carga. Isto s6 pode ser
feito para células ditas “ bem separadas” ou seja que nao sao primeiras nem segundas vizinhas

de uma célula A.

\@.

N—t?

Figura C.7: Lista de interagdo e conversdo de multipolo:

As exp. de multipolo das células na lista de intera¢ao (em azul) da célula A (em
amarelo) sao convertidas em exp. locais com centro na célula A e somadas

Este o procedimento ¢é realizado para todas as células que estao na Lista de interacao da
célula A. Depois de convertidos todos os coeficientes da expansoes de multipolo, todas as
expansoes tém a mesma origem (o centro da célula A) e podem ser somadas (figura C.7).

Agora, a expansao resultante pode ser transladada usando o teorema C.2.3 para cada
uma das células filhas ou, no caso de ser o maior nivel de refinamento, usada para calcular
o potencial. Suponha que a célula A esteja num nivel n, a soma das expansoes convertidas
de todas as células na lista de interacao da célula A, somada a expansao ja transladada da

célula mae de A serd transladada para todas as suas filhas (figura C.8).
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Figura C.8: Translagdo de expansao local:

As exp. locais somadas (contabilizando a influéncia de todas as particulas na lista de
interagao (em azul)) sao transladadas para a célula filha (em branco)

No proximo passo, ela deverd ser somada junto com as expansoes convertidas do nivel
seguinte (figuras C.9 e C.10).

Figura C.9: Conversao de multipolo em niveis maiores:

as exp. de multipolo da lista de interagao (em cinza) sao convertidas em exp. locais
com centro em B (em branco) e somadas.

(!

R

Figura C.10: somando expansao local com translacio local:

As contribui¢oes para o potencial na caiza B (em branco), devido as particulas nas
caizas em azul e em cinza sao contabilizadas depois de somar as exp. local (circulo
vermelho) com a exp. local transladada (circulo verde).
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C.3 Simulacoes de Monte Carlo usando o FMM - Fast
Multiple Monte Carlo (FMMC)

Os coeficientes determinados durante o FMM podem ser aproveitados para calcular as
diferencas de energia provenientes de trocas de particulas realizadas em simulacoes de Monte
Carlo no ensemble canoénico.

Denotando por C[EM, ;](r;) o processo de converter uma expansao de multipolo (EM, ;)
e determinar o potencial em r; , TI[EL;,|(r;) o processo de transladar uma expansao local
(EL;,) e determinar o potencial em alguma posicao r;, podemos escrever a energia do

sistema na forma

SD
E=Y"Y (Z > rq_%rj> +a; 3 CIEMp)r)+ Tl | S CIEMp 1) +Tl[...]] (r))

ce=1j€ce \vEV,.. qvEV k€Lcc A€ L (ce)
(C.15)

Depois de calculada a energia inicial do sistema, teremos armazenadas, para célula em
cada nivel, tabelas com os coeficientes das expansoes de multipolo, expansoes locais e os
valores da energia devido as particulas internas a cada célula e os valores das energias
devido a interacao das particulas da célula com as células vizinhas.

Apos o sorteio de duas particulas (¢ e ¢2) de cargas diferentes, ou uma particula e um
sitio vazio, calculamos os novos coeficientes das expansoes de multipolos no maior nivel para
¢1 na posicao de go e para ¢y na posicao de ¢;. Todos os coeficientes de todas as expansoes
geradas a partir de agora serao armazenados em tabelas provisorias. Essas tabelas provisérias
poderao substituir as criadas inicialmente ou ser zeradas dependendo se, no algoritmo de
Metropolis, a troca for aceita ou nao.

Ao determinarmos os novos coeficientes das expansoes para ¢q; e g9, verificamos se elas
pertencem a mesma célula, digamos c¢;. Em caso positivo, criamos uma nova tabela para

EMp .., substituindo os antigos coeficientes das expansoes de ¢; e g2 pelos novos:

(EMpc)nove = EMpe, —Emyg + Emog — Emg g+ Emy g

n
= E Emjgj — Emyg + Emgg — Emg g 4+ Emy g
=1

E em caso contrério,

(EMD,cl)novo = Z Emj,qj - Eml,ql + Eml,qQ

j=1

(EMD7C2)”OUD = Z Emj,qj — Em27q2 + Emqul.

=1
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Agora estas expansoes devem devem ser transladadas para os niveis menores e substituir
as antigas. Ao fazer isso devemos verificar se as expansoes transladadas pertencem a mesma

célula, ou seja se elas tém a mesma mae. Portanto devemos ter

(EMp—1,m@))nove = EMp-1m(e)) = TIEMp.en] + TI(Emp,.e1))novol
_T[Em(Dvcm] + T[(EM(D,CQ))novo]

8
(EM(Dfl,m(cl)))novo = Z T[EM(D,ce)] - T[EM(D,cl)] + T[(Em(D,cl))novo]

ce=1

_T[Em(Dch)] + T[(EM(D,CQ))TLOUO] 5

caso elas pertencam a mesma célula mae e

(EM(Dfl,m(cl)))novo - EM(Dfl,m(cl)) - T[EM(D,cl)] + T[(EM(D,Cl))TLO’UO]
(EM(Dfl,m(CQ)))novo = EM(Dfl,m(cz)) - T[EM(D,Q)] + T[(EM(D,C2))novo]-

Aqui, T[EM ] indica a translacao da expansao de multipolo da expansao EM;;. Este
processo é repetido até que se atinja o nivel 2.

Depois de atualizar as tabelas expansoes de multipolo é necessario atualizar também
as tabelas de conversao e translacao local. Durante este processo uma lista com as tabelas
alteradas é criada. Assim, no processo de conversao, somente as células que tem a tabela
alterada na lista de interacao precisam ser mudadas. Note que, uma vez alterada a tabela
de conversao de uma célula, a tabela de conversao de suas filhas (até o maior nivel) também

devem ser alteradas. Assim sendo A a lista de células que contem a célula alterada temos

(El(l,c))novo = EM(Z,C) - El(l,cEA) + (El(D,CEA))novo
(El(l,c))novo = Z EM(l,ce) - El(l,cGA) + (EZ(D,CGA))HOUO'

ceELCI

Entao, depois de atualizar esta tabela, ela é transladada para as filhas da célula e o
processo se repete até atingir o maior nivel de refinamento.

Depois disto s6 resta atualizar a soma da energia entre as particulas das células vizinhas
e as particulas sorteadas e a energia entre particulas que estao dentro da mesma célula que

as particulas sorteadas.
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C.4 Resultados

Para verificar o codigo realizamos testes calculando a energia de um sistema com confi-
guracoes aleatorias de particulas carregadas com cargas +1 e —1. Os resultados obtidos com
~ , . . .. _ l q:iq;
FMM sdo comparados com o célculo exato da energia, isto é&: E= 353> o
Realizamos testes dos dois algoritmos. Nas duas subsecoes a seguir apresentamos:
e uma comparagao dos resultados do calculo de energia através do algoritmo FMM com

os resultados de calculo direto;

e testes das propriedades termodinamicas do LRPM obtidas através do FMMC.

Comparacao com o calculo exato

Executamos os algoritmos citados acima para sistemas em redes com 8%, 8% e 8% sitios
e Np particulas distribuidas aleatoriamente. Nas tabelas abaixo comparamos o FMM
e o calculo exato. Nos resultados obtidos com o FMM foram utilizadas expansoes de

multipolo com termos até [ = 10. Os testes foram realizados em uma méquina com

core [5 e 4Gb de RAM.

Exato FMM

Np tempo(s) | Energia | tempo(s) | Energia

200 2 3.508380 19 3.508389

1000 3 -22.207877 48 -22.207878

2000 7 3.105283 106 3.105283
10000 47 -287.63165 438 -287.63163
20000 122 448.48697 011 448.48696
50000 539 -855.3074 019 -855.3075
100000 1874 533.43399 026 533.43390
120000 2620 -1587.0037 032 -1587.0038
150000 4015 1001.70315 040 1001.70316
180000 0621 -1075.72291 045 -1075.72293
200000 6888 -2384.61752 951 -2384.61753
250000 10558 | -5932.02582 556 -5932.02584

Tabela: Energias determinadas pelo cdculo direto e FMM com 8% sitios.
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FMM x C. Direto

G FMM
GO C Direto

10000 —

Tempo(s)

5000 —

—0

o Ea— T . T . i . [ . I .

50000 let+05 L.5e+05 2e+05 2,5e+05 3e+05
Numero de particulas

Figura C.11: Comparagdo de tempo de execucdo entre FMM e cdlculo exato. Sistema
com 85 sitios

Podemos ver nos graficos acima a eficiéncia do método quando comparado a um al-
goritmo que realiza O((Np)?) operagoes. Notamos ainda que nio é eficiente utilizar o
FMM com sistemas de muitos sitios e poucas particulas. Isto ocorre principalmente de-
vido ao grande ntimero de tabelas pré-calculadas utilizadas pelo programa que devem

ser carregadas antes de executar o algoritmo.

Quanto aos valores obtidos notamos sao consistentes e lembramos que uma melhor
precisao pode ser obtida aumentando o valor de [. Entretanto ressaltamos que aumentar

o valor de [ acarretard num aumento no tempo de execucao do programa.

Um outro teste que efetuamos foi o calculo da energia com a rede cheia e ordenada
para um cristal do tipo NaCl, para a qual obtivemos energias cada vez mais proximas
a de Madelung na medida em que aumentamos o tamanho da caixa. O valor tedrico
da energia de Madelung ¢ -0,87378

Np | Energia
81 || -0.86099
8 || -0.86753
8% || -0.87069

Testes no LRPM

O LRPM foi muito explorado nos ultimos anos em simulacoes de Monte Carlo no en-
semble canonico e grande canonico [Dickman e Stell (1999); Diehl e Panagiotopoulos
(2005); Panagiotopoulos (2002, 2005)]. Com excessao do trabalho de Stell e Dickman
|Dickman e Stell (1999)], que utilizam expansoes de multipolo, os textos conhecidos

adotam a Soma de Ewald. Estudado sempre sob condicoes periodicas de contorno o
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LRPM apresenta transi¢ao liquido-gés e transi¢ao ordem-desordem [Diehl e Panagiotopoulos
(2005)].

Em nossos testes foram feitas simulagoes de Monte Carlo para o LRPM no ensemble
canonico na regiao de baixas densidades. Definimos os seguintes parametros adimen-

sionais:

onde e é a carga elétrica, d é o tamanho da aresta de um sitio e € é a constante

dielétrica.

A cada sitio da rede associamos um ntimero de 1 a 8” (D=4, 5 ou 6) que indica a
posicao do sitio na caixa. Para as tentativas de movimento criamos trés listas: uma
com os nimeros que indicam as posicoes das cargas positivas, uma com os nimeros
que indicam posicoes das cargas negativas e outra para os sitios vazios. Para realizar

o sorteio executamos o seguinte procedimento:

Primeiro sorteamos dois ntmeros a ¢ b no intervalo [0, 1. Em seguida fazemos uma

das seguintes escolhas:

— Caso a > 0.5 e b > 0.5 sorteamos um nimero da lista de cargas positivas e um

niimero da lista de cargas negativas.

— Caso a > 0.5 e b < 0.5 sorteamos um nimero da lista de cargas positivas e um

numero da lista de sitios vazios.

— Caso a < 0.5 e b > 0.5 sorteamos um ntumero da lista de cargas negativas e um

numero da lista de cargas positivas.

— Caso a < 0.5 e b < 0.5 sorteamos um ntimero da lista de cargas negativas e um

numero da lista de sitios vazios.

Realizado o sorteio, a mudanca na energia é avaliada e o algoritmo de Metropolis
[Metropolis e Ulam (1949)] executado, ou seja, configuragoes tentativa que tem ener-
gia menor sao aceitas com probabilidade 1, enquanto aquelas que aumentam a energia

(AU* > 0) sdo aceitas com probabilidade e=2U"/T",

Na figura C.12 mostramos o resultado de simulacoes do FMMC para a energia como
funcao da temperatura para densidades p = 0.04 e p = 0.3 em um sistema neutro com
8% sitios. O aumento abrupto da energia indica uma transicao da regidao de coexisténcia
para a fase homogénea. Os resultados da simulagao apresentam boa concordancia com
os resultados obtidos por [GUIDI (2012)] para redes com L = 16, através de calculo
exato sob condicoes periddicas de contorno.. A pequena discrepancia em baixas tem-
peraturas provavelmente deve-se a condicoes de contorno diferentes, questao que esta

sendo analisada em mais detalhes.
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Nas figuras C.13 e C.14 abaixo podemos ver as posi¢oes das particulas para diferentes
passos de Monte Carlo. Iniciamos o sistema com uma distruicao aleatoria de particulas
positivas e negativas. Vemos claramente que o sistema relaxa para uma configuragao

de maior organizacao e agrupamento.

O T T T T T T T T T T T T T ‘ T T | T T | T T
L — Calculo direto 0.04 i
Calculo direto 0.35
& FMMC 0.04
021 o FMMC 0.35 _
L}
04— —
<
fos ]
-0.6 — _|
08 _|
1 | | 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 | 1 1 ‘ 1 1 | 1 1 | 1 1
0 0.1 0,2 0.3 04 0.5 0.6 0,7 0.8 0.9 1

Figura C.12: Comparag¢dao com o cdlculo exato :

energia por particula versus temperatura para diferentes densidades. Os resultados de
FMM sao indicados por simbolos e os do cdlculo exato [GUIDI (2012)] por linhas con-
tinuas, ambos para L=16.

Passo = 1000

Figura C.13: Caiza de simulagao com Configura¢do inicial(esq) e depois de 1000 passos
de Monte Carlo(dir).
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Passo — 5000
Passo = 10 000

Figura C.14: Caiza de simulagao apds 5000 passos de Monte Carlo (esq) e e apds 10000
passos (dir.).



112 APENDICE C



Referéncias Bibliograficas

Abe (1997) T. Abe. Derivation of the lattice Boltzmann method by means of the
discrete ordinate method for the Boltzmann equation. J. Comput. Phys., 131:241.
Citado na pag. 10

Adler (2013) Pierre Adler. Porous media: geometry and transports. Elsevier. Citado
na pag. 49

Alakoskela e Kinnunen (2007) Juha-Matti I Alakoskela e Paavo KJ Kinnunen.
Thermal phase behavior of dmpg: the exclusion of continuous network and dense
aggregates. Langmuir, 23(8):4203-4213. Citado na pag. 6

Balasubramanian et al. (1987) K. Balasubramanian, F. Hayot e W. F. Saam.
Darcy’s law from lattice-gas hydrodynamics. Phys. Rev. A, 36(5):2248. Citado na
pag. 50, 51

Barroso et al. (2010) Rafael P Barroso, Karin A Riske, Vera B Henriques e M Teresa
Lamy. Tonization and structural changes of the dmpg vesicle along its anomalous

gel- fluid phase transition: A study with different lipid concentrations. Langmusir,
26(17):13805-13814. citado na pag. 3, 4, 5, 6, 7, 8

Batchelor (2000) G.K. Batchelor. Introduction to fluid dynamics. Cambridge Uni-
versity. Citado na pag. 49

Beavers e Joseph (1967) Gordon S Beavers e Daniel D Joseph. Boundary conditions
at a naturally permeable wall. Journal of fluid mechanics, 30(01):197-207. Citado na
pag. 5]_, 52

Bhattacharyya et al. (2006) S Bhattacharyya, S Dhinakaran e Arzhang Khalili.
Fluid motion around and through a porous cylinder. Chemical Engineering Science,
61(13):4451-4461. citado na pag. 58

Breuer et al. (2000) M. Breuer, J. Bernsdorf, T. Zeiser e F. Durst. Accurate compu-
tations of the laminar flow past a square cylinder based on two different methods:
lattice-Boltzmann and finite-volume. International Journal Of Heat and Fluid Flow,
21:186-196. citado na pag. 46

Brinkman (1949) HC Brinkman. A calculation of the viscous force exerted by a
flowing fluid on a dense swarm of particles. Applied Scientific Research, 1(1):27-34.
Citado na pag. 53

Buick e Greated (2000) JM Buick e CA Greated. Gravity in a lattice boltzmann
model. Physical Review F, 61(5):5307. Citado na pag. 21

113



114

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Capuani et al. (2006) Fabrizio Capuani, Ignacio Pagonabarraga e Daan Frenkel.
Lattice-boltzmann simulation of the sedimentation of charged disks. The Journal of
chemical physics, 124(12):124903. citado na pag. 66, 70

Cercignani (1969) Carlo Cercignani. Mathematical Methods in Kinetic Theory. Ple-
num Press. Citado na pag. 79, 82, 93

Cercignani (1988) Carlo Cercignani. The Boltzmann equation and its applications.
Springer, first ed. Citado na pag. 12, 13, 79, 83, 87

Chatterji e Horbach (2007) Apratim Chatterji e Jiirgen Horbach. Electrophoretic
properties of highly charged colloids: A hybrid molecular dynamics/ lattice boltz-

mann simulation study. The Journal of chemical physics, 126(6):064907. Citado na pag.
74

Dardis e McCloskey (1998) Orla Dardis e John McCloskey. Lattice Boltzmann
scheme with real numbered solid density for the simulation of flow in porous media
. Phys. Rev E, 57(4):4834. citado na pag. 10, 50, 51, 54

Dickman e Stell (1999) Ronald Dickman e George Stell. Phase diagram of the
lattice restricted primitive model. arXiv preprint cond-mat/990636/. Citado na pag.
108

Diehl e Panagiotopoulos (2005) Alexandre Diehl e Athanassios Z Panagiotopoulos.
Phase diagrams in the lattice restricted primitive model: From order-disorder to gas-
liquid phase transition. Physical Review E, 71(4):046118. citado na pag. 108, 109

Doolen (1998) S. Chen e G. D. Doolen. . Annu. Rev. Fluid Mech., paginas 329-364.
Citado na pag. 10

Esselink (1995) Klaas Esselink. A comparison of algorithms for long-range interac-
tions. Computer Physics Communications, 87(3):375-395. Citado na pag. 97

Farhat (2014) Joon Sang; Kondaraju Sasidhar Farhat, Hassan; Lee. Accelerated
Lattice Boltzmann Model for Colloidal Suspensions. Springer. Citado na pag.

Feichtinger (2006) Christian Feichtinger. Simulation of moving charged colloids
with the lattice Boltzmann method. Tese de Doutorado, Masteras thesis, University
of Erlangen-Nuremberg, Computer Science 10-Systemsimulation. citado na pag. 65

Filippova e Hinel (1998) Olga Filippova e Dieter Héinel. Grid refinement for lattice-
bgk models. Journal of Computational Physics, 147(1):219-228. Citado na pag.

F.J. Higuera e Benzi (1989) S. Succi F.J. Higuera e R. Benzi. . FEurophys. Lett.,
9:345. citado na pag. 10

Frenkel e Smit (2001) Daan Frenkel e Berend Smit. Understanding molecular si-
mulation: from algorithms to applications, volume 1. Academic press. Citado na pag.
98

Frish (1987) U. d’Humii;res B. Hasslacher P. Lallemand Y. Pomeau e J.-P. Rivet
Frish. Lattice gas hydrodynamics in two and three dimensions. Complex Systems,
1:649-707. citado na pag. 10



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 115

Gao e Sharma (1994) Y. Gao e M. M. Sharma. A LGA Model for Fluid flow in
Heterogeneous Porous Media. Transp. Porous Media, 17:1-17. Citado na pag. 50

Ginzburg (2016) Irina Ginzburg. Comment on dan improved gray lattice boltzmann
model for simulating fluid flow in multi-scale porous mediaa: Intrinsic links between
Ibe brinkman schemes. Advances in Water Resources. Citado na pag. 56

Goyeau et al. (2003) B Goyeau, D Lhuillier, D Gobin e MG Velarde. Momentum
transport at a fluid—porous interface. International Journal of Heat and Mass Trans-
fer, 46(21):4071-4081. Citado na pag. 53

Greengard (1988) Leslie Greengard. The rapid evaluation of potential fields in par-
ticle systems. MIT press. Citado na pag. 98

Greengard e Rokhlin (1987) Leslie Greengard e Vladimir Rokhlin. A fast algorithm
for particle simulations. Journal of computational physics, 73(2):325-348. Citado na
pag. 66, 98

GUIDI (2012) HENRIQUE SANTOS GUIDI. Modelos estatAsticos para a tran-
sitA§A L o ordem- desordem de camadas lipAdicas. Tese de Doutorado, Universidade
de Sao Paulo. citado na pag. 109, 110

Harris (2004) S. Harris. An Introduction to the lattice Boltzmann Equation. Dover.
Citado na pag. 12, 137 90

He e Luo (1997) X. He e L..S. Luo. On the theory of the lattice Boltzmann equation:
From the Boltzmann equation to the lattice Boltzmann equation. Phys. Rev. E, 56:
6811. citado na pag. 10

He et al. (1997) Xiaoyi He, Qisu Zou, Li-Shi Luo e Micah Dembo. Analytic solutions
of simple flows and analysis of nonslip boundary conditions for the lattice boltzmann
bgk model. Journal of Statistical Physics, 87(1-2):115-136. Citado na pag.

Hecht e Harting (2012) M. Hecht e J. Harting. Implementation of on-site boundary
conditions for D3Q19 lattice Boltzmann. Phys. Fluids, 64(08114593). Citado na pag. 37

Henry (1931) DC Henry. The cataphoresis of suspended particles. part i. the equation
of cataphoresis. Em Proceedings of the Royal Society of London A: Mathematical,
Physical and Engineering Sciences, volume 133, paginas 106-129. The Royal Society.
Citado na pag. 62, 63

Ho et al. (2009a) Chih-Fung Ho, Cheng Chang, Kuen-Hau Lin e Chao-An Lin. Con-
sistent Boundary Conditions for 2D and 3D Lattice Boltzmann Simulations. CMES,
44(2):137-155. citado na pag. 34, 37

Ho et al. (2009b) Chih-Fung Ho, Cheng Chang, Kuen-Hau Lin e Chao-An Lin. Con-
sistent boundary conditions for 2d and 3d lattice boltzmann simulations. Computer
Modeling in Engineering and Sciences (CMES), 44(2):137. Citado na pag. 21

Horbach e Frenkel (2001) Jiirgen Horbach e Daan Frenkel. Lattice-Boltzmann
method for the simulation of transport phenomena in charged colloids. Physical
Review FE, 64(6):061507. citado na pag. 10, 66, 67



116

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Hou et al. (1994) Shuling Hou, Qisu Zou, Shiyi Chen, Gary D Doolen e Allen C
Cogley. Simulation of cavity flow by the lattice boltzmann method. arXiv preprint
comp-gas/9401003. Citado na pag. 13

Hunter (2001) Robert J Hunter. Foundations of colloid science. Oxford University
Press. Citado na pag. 61, 62, 64, 65

Hunter (2013) Robert J Hunter. Zeta potential in colloid science: principles and
applications, volume 2. Academic press. Citado na pag. 62

Inamuro et al. (1995) Takaji Inamuro, Masato Yoshino e Fumimaru Ogino. A non-
slip boundary condition for lattice boltzmann simulations. Physics of Fluids (1994-
present), 7(12):2928-2930. Citado na pag.

Jackson (1999) John David Jackson. Classical electrodynamics. Wiley. Citado na pag.
98

Jones (1973) IP Jones. Low reynolds number flow past a porous spherical shell.
Em Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, volume 73,
paginas 231-238. Cambridge Univ Press. citado na pag. 56, 59

Kadanoff et al. (1987) L. Kadanoff, G. McNamara e G. Zanetti. A Poiseuille visco-
simeter for lattice gas automata. Complex Systems, 1:791. Citado na pag. 40

Koelman (1991) J. Koelman. A simple Lattice Boltzmann Scheme for Navier Stokes
Fluid Flow. Europhys Lett., 15(6):603-607. Citado na pag. 20

Kremer (2005) Gilberto Medeiros Kremer. Uma Introduc¢io & Equagio de Boltz-
mann. EDUSP. Gitado na pag. 12, 13, 79, 85, 86, 88, 89, 91

Ladd (1993) A. J. C. Ladd. . Physical Review Letters, 70(9):1339. Citado na pag. 10
Ladd (1994) A. J. C. Ladd. . J. Fluid Mech., paginas 271-285. Citado na pag. 44

Lamy-Freund e Riske (2003) M Teresa Lamy-Freund e Karin A Riske. The peculiar
thermo-structural behavior of the anionic lipid dmpg. Chemistry and physics of
lipids, 122(1):19-32. Citado na pag. 6

Lebedev L e V. (2010) Cloud M Lebedev L e Eremeyev V. Tensor analysis with
applications in mechanics. World Scientific, first ed. citado na pag. 16

Lifshitz (1987) L. D. Landau e E. M. Lifshitz. Fluid Mechanics. Pergamon Books
Ltd, second ed. Citado na pag. 39, 95

Lobaskin et al. (2004) Vladimir Lobaskin, Burkhard Diinweg e Christian Holm.
Electrophoretic mobility of a charged colloidal particle: a computer simulation study.
Journal of Physics: Condensed Matter, 16(38):54063. Citado na pag. 63, 66, 74

Lobaskin et al. (2007) Vladimir Lobaskin, Burkhard Diinweg, Martin Medebach,
Thomas Palberg e Christian Holm. Electrophoresis of colloidal dispersions in the
low-salt regime. Physical review letters, 98(17):176105. Citado na pag. 63, 74

Lyklema (1991) J Lyklema. Fundamentals of colloid and interface science. Solid-
Ligiud Interfaces. Citado na pag. 61, 62



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 117

Machado (2006) Kleber Daum Machado. Teoria do eletromagnetismo. UEPG. citado
na pag. 98

Masliyah e Polikar (1980) Jacob H Masliyah e Marcel Polikar. Terminal velocity
of porous spheres. The Canadian Journal of Chemical Engineering, 58(3):299-302.
Citado na pag. 59

Mei et al. (1999) Renwei Mei, Li-Shi Luo e Wei Shyy. An accurate curved boundary
treatment in the lattice boltzmann method. Journal of computational physics, 155
(2):307-330. citado na pag.

Mei et al. (2000) Renwei Mei, Wei. Shyy, Dazhi Yu e Li-Shi Luo. Lattice Boltzmann
Method for 3D Flows with curved Boundary. Journal of Computational Physics,
161(2):680-699. Citado na psg. 15

Metropolis e Ulam (1949) Nicholas Metropolis e Stanislaw Ulam. The monte carlo
method. Journal of the American statistical association, 44(247):335-341. Citado na
pag. 109

Monteferrante et al. (2014) Michele Monteferrante, Simone Melchionna e Umberto
Marini Bettolo Marconi. Lattice boltzmann method for mixtures at variable schmidt
number. The Journal of chemical physics, 141(1):014102. Citado na pag.

Nandakumar e Masliyah (1982) K Nandakumar e Jacob H Masliyah. Laminar
flow past a permeable sphere. The Canadian Journal of Chemical Engineering, 60
(2):202-211. Citado na pég. 59

Neale et al. (1974) G Neale, N Epstein e W Nader. Creeping flow relative to perme-
able spheres: Chem. engng sci. 1973 28 1865-1874. Chemical Engineering Science,
29(5)1352 Citado na pag. 56, 57, 59

Neale e Nader (1974) Graham Neale e Walter Nader. Practical significance of
brinkman’s extension of darcy’s law: coupled parallel flows within a channel and a
bounding porous medium. The Canadian Journal of Chemical Engineering, 52(4):
475—478. citado na pag. 53

Nield (1983) D Ao Nield. The boundary correction for the rayleigh-darcy problem:
limitations of the brinkman equation. Journal of Fluid Mechanics, 128:37—46. Citado
na pag. 53

Nield e Bejan (2006) Donald A Nield e Adrian Bejan. Convection in porous media.
Springer Science & Business Media. Citado na pag. 49

Noymer et al. (1998) Peter D Noymer, Leon R Glicksman e Anand Devendran. Drag
on a permeable cylinder in steady flow at moderate reynolds numbers. Chemical
engineering science, 53(16):2859-2869. Citado na pag. H8

Ochoa-Tapia e Whitaker (1995) J Alberto Ochoa-Tapia e Stephen Whitaker. Mo-
mentum transfer at the boundary between a porous medium and a homogeneous
fluid—I. Theoretical development. International Journal of Heat and Mass Trans-
fer, 38(14):2635-2646. Citado na pag. 53, 54



118

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Panagiotopoulos (2002) Athanassios Z Panagiotopoulos. Critical parameters of the
restricted primitive model. The Journal of chemical physics, 116(7):3007-3011. cCitado
na pag. 108

Panagiotopoulos (2005) AZ Panagiotopoulos. Simulations of phase transitions in
ionic systems. Journal of Physics: Condensed Matter, 17(45):S3205. Citado na pag. 108

Philip (2011) J. Pritchard Philip. JOHN WILEY & SONS, 8 ed. Citado na pag. 39, 45

Prestininzi et al. (2015) Pietro Prestininzi, Andrea Montessori, Michele La Rocca
e Sauro Succi. Reassessing the single relaxation time lattice boltzmann method for

the simulation of darcy’s flows. International Journal of Modern Physics C, pagina
1650037. citado na pag.

Qian et al. (1991) Y. H. Qian, D. D’Humiéres e P. Lallemand. Lattice BGK Models
for Navier-Stokes Equation. Furophys Lett., 1788(6):479. Citado na pag. 15

R.Mei e Shyy (2002) D.Yu R.Mei e W. Shyy. Force evaluation in the Lattice
Boltzmann method involving curved geometry. Phys. Rev F, 65. Citado na pag. 44

Rodrigues (2011) W. G. Rodrigues. Sistemas carregados: modelos de simulagao.
Dissertagao de Mestrado, Universidade de Sao Paulo. Citado na pag. 67

Rose (1958) ME Rose. The electrostatic interaction of two arbitrary charge distri-
butions. Journal of mathematics and physics, 37(1):215-222. Citado na pag. 98

Saffman (1971) Philip Geoffrey Saffman. On the boundary condition at the surface
of a porous medium. Studies in Applied Mathematics, 50(2):93—-101. Citado na pag. 52

Schmidt e Lee (1991) Kevin E Schmidt e Michael A Lee. Implementing the fast
multipole method in three dimensions. Journal of Statistical Physics, 63(5-6):1223—
1235. citado na pag. 98

Sen et al. (2011) Subhankar Sen, Sanjay Mittal e Gautam Biswas. Flow past a
square cylinder at low Reynolds numbers. INTERNATIONAL JOURNAL FOR
NUMERICAL METHODS IN FLUIDS, 67:1160. Citado na pag. 46

Shan e He (1998) X. Shan e X. He. Discretization of the velocity space in the
solution of the Boltzmann equation. Phys. Rev. Lett, 80:65. Citado na pag. 10

Sobolev (1989) S.L. Sobolev. Dover. cCitado na pag. 42

Succi (2001) S. Succi. The Lattice Boltzmann equation for fluid dynamics and beyond.
Claderon Press Oxford. citado na pag. 22, 50

Sukop e Thorne Jr. (2006) M. C. Sukop e D. T Thorne Jr. Berlin: Springer. citado
na pag. 38, 50

Thais A. Enoki (2012) Vera B. Henriques M. Teresa Lamy Thais A. Enoki. Light
scattering structural characterization of DMPG vesicles along the bilayer anomalous

phase transition. Chemistry and Physics of Lipids, 165:826-837. Citado na pag. XVii, D,
6



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 119

Walsh et al. (2009) Stuart DC Walsh, Holly Burwinkle e Martin O Saar. A new
partial-bounceback lattice-Boltzmann method for fluid flow through heterogeneous
media. Computers € Geosciences, 35(6):1186-1193. Citado na pag. 51

Warren (1997) Patrick B Warren. Electroviscous transport problems via lattice-
boltzmann. International Journal of Modern Physics C, 8(04):889-898. Citado na pag.
67, 69

White (2006) Frank White. Viscous Fluid Flow. McGraw-Hill. citado na pag. 41, 44,
47

Wolf-Gladrow (2000) D. A. Wolf-Gladrow. Lattice-Gas Cellular Automata and
Lattice Boltzmann Models an Introduction. Springer, Germany. Citado na pag. 16, 21,
26, 28, 29, 94

Yoshida e Hayashi (2014) Hiroaki Yoshida e Hidemitsu Hayashi. Transmission—
reflection coefficient in the lattice Boltzmann method. Journal of Statistical Physics,
155(2):277-299. Citado na pég. 51, 54

Ziegler (1993) Donald P Ziegler. Boundary conditions for lattice boltzmann simula-
tions. Journal of Statistical Physics, T1(5-6):1171-1177. Citado na pag.

Zou e He (1997) Q Zou e X. He. On pressure and velocity boundary conditions for
the lattice Boltzmann BGK model . Phys. Fluids, (9):1591-1598. citado na pag. 31



	Lista de Abreviaturas
	Lista de Símbolos
	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Introdução
	Motivação Experimental
	A modelagem computacional
	Objetivos
	Organização do Trabalho

	A Equação do ``Lattice Boltzmann''
	Introdução
	A Equação de Boltzmann
	A Equação do ``Lattice Boltzmann''
	A rede utilizada
	A Equação do LBM
	Distribuição de equilíbrio local

	Inclusão de forças volumétricas

	Implementação e Verificação do LBM
	A relação entre as escalas e o critério de parada
	Condições de Contorno e iniciais
	Algoritmo
	Resultados iniciais
	Coeficiente de Arrasto


	LBM em Meios Porosos
	Introdução
	Fluxo em meios porosos no LBM
	Interface: meios porosos e não porosos homogêneos
	Fluxo com obstáculos porosos

	Equações Eletrocinéticas no LBM
	Eletroforese
	 Equações Eletrocinéticas
	Condições de contorno

	Simulação da sistemas carregados com LBM e FMM
	Testes com sistemas carregados no LBM com FMM
	Mobilidade eletroforética-estudos iniciais

	Conclusões e Considerações finais
	Sugestões para Pesquisas Futuras

	A Equação de Boltzmann
	Equação de Liouville
	Equação de Boltzmann para esferas duras
	Hierarquia BBGKY e equação de Vlasov
	Aproximação BGK
	As Leis de conservação
	A expansão de Chapman-Enskog

	A equação de Navier-Stokes
	O número de Reynolds

	Estudo do Lattice Restrictive Primitive Model com Fast Multipole Method
	Introdução
	 Resumo sobre Fast Multipole Method
	Algoritmo FMM em 3D

	Simulações de Monte Carlo usando o FMM - Fast Multiple Monte Carlo (FMMC) 
	Resultados

	Referências Bibliográficas

