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Resumo

Este projeto se destina ao estudo de sistemas quéanticos nao relativisticos de dois, quatro e oito
niveis de energia que descrevem particulas com spin s=1/2 sujeitas & acdo de campos externos e
interagentes entre si. Sao apresentadas solugoes exatas para as equagoes que regem esses sistemas
Tais sistemas possuem uma vasta aplicacao em diversas dreas da fisica, dentre as quais é possivel
destacar a computacao quantica. Possiveis aplicacoes dos resultados sao a construcao de portas
l6gicas quanticas universais. Estas portas légicas quanticas representam um elemento essencial no
desenvolvimento dos chamados computadores quénticos. A anélise e a implementacao destes
computadores quanticos exige a manipulacao de sistemas de varios niveis, sujeitos a campos
externos dependentes do tempo. Neste trabalho é apresentada a solucao para o assim chamado
Problema de Rabi, um particular problema de dois niveis. Um exemplo de solugao para o sistema
de quatro niveis, aqui relativo a um problema de dois spins também ¢é discutido. Foram obtidas
solucoes exatas para sistemas de oito niveis cuja possivel aplicagao é a Correcao Quéantica de Erros



Abstract

This project aims to study the non-relativistic quantum systems of two, four and eight energy levels
that describe particles with spin s=1/2 in external fields and interacting with each other. We find
exact analitical solutions for these systems. Such systems have extensive applications in various
areas of physics, among which it’s possible to highlight quantum computing. Possible applications
of the results are the construction of quantum universal logic gates. These quantum logic gates are
an essential element in the development of so-called quantum computers. The analysis and
implementation of quantum computers requires handling systems of various levels, subject to
time-dependent external fields. This work presents a solution to the so-called Rabi problem, a
particular problem at two levels. An example of a solution to the system of four levels, related to
two spins problem is also investigated. We obtained exact solutions for systems of eight levels with
possible application to the Quantum Error Correction.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas quanticos de niveis (de energia) finitos tem um papel muito importante na fisica contem-
poranea. Neste trabalho sao apresentadas solucoes exatas para as equacoes que regem a dindmica
de certos sistemas de dois, quatro e oito niveis. Obtivemos a evolugao temporal de sistemas nao
relativisticos de uma cadeia linear de spins 1/2 interagentes entre si, congelados no espago e su-
jeitos a campos magnéticos externos. Tais sistemas foram descritos pelo modelo de Heisenberg [1].
Em particular trabalhamos aqui com sistemas de até trés corpos e as correspondentes equagoes de
Schrodinger que regem estes sistemas sao aqui chamadas Equacao de Spin [2], Equagao de Dois Spins
[3] e, finalmente, a Equacao de Trés Spins.

Os sistemas de dois, quatro e até mesmo de oito niveis tém atraido cada vez mais atencao devido
a sua relagdo com o problema da computacao quantica, veja e.g. [4], [5]. Na teoria da informagao
quantica, o estado de cada bit da computagao convencional é substituido por qualquer estado quéntico
de um qubit (abreviacao para o termo da lingua inglesa quantum bit), que pode ser considerado como
um sistema de dois niveis de energia. Computacao é realizada por meio da manipulagao desses qubits
com a ajuda das assim chamadas portas quanticas. Embora estas portas dependam do nimero de
qubits envolvidos, é possivel demonstrar que todas manipulagoes podem ser eficientemente realizadas
usando portas com somente um e dois qubits, onde portas de dois qubits podem ser identificadas com
um sistema de quatro niveis. Por estas razoes, sistemas de dois e quatro niveis sao elementos cruciais
dos possiveis computadores quanticos. Nao obstante, sistemas de 8 niveis sao importantes para a
implementagao de algoritmos de corregao quantica de erros [4]. Mais sobre algoritmos quanticos pode
ser visto em [6], [7] e [§].

Os mais recentes avangos experimentais com respeito a manipulacao de spins em pontos quanticos
(dopantes em Si, vacancias no diamante carregadas de nitrogénio, entre outros) sdo descritos em um
recente resumo [9].

Na sequéncia é feita uma descricao de como este manuscrito estd organizado.

No Capitulo 2 apresentamos a forma geral da Hamiltoniana dos sistemas de niveis finitos aqui es-
tudados e introduzimos a notacao usada neste trabalho. Discutimos o operador de evolucao temporal
e apresentamos as equagoes que regem a dindmica de sistemas de spins 1/2 congelados no espago,
descritos pelo modelo de Heisenberg.

Apresentamos no Capitulo 3, solugoes explicitas para sitemas de dois e quatro niveis. Em partic-
ular apresantamos a solucao para o entao chamado problema de Rabi e para um problema de dois
spins, nao interagentes entre si neste caso, imersos em campos magnéticos externos paralelos.

Ja no Capitulo 4 obtemos o operador de evolugao temporal para sistemas de oito niveis para
diferentes configuracoes de campos magnéticos externos e de interagoes entre os spins. Em particular
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a simetria esférica dos operadores de interacao entre as particulas permitiu o uso do método de
sistemas de coordenadas girantes [11] na resolu¢do do andlogo para o problema de Rabi para trés
spins. Num dos casos estudado neste capitulo usamos o método de diagonalizacao conhecido como
o Ansatz de Bethe [12].

No Capitulo 5 fazemos algumas consideragoes finais do trabalho.

Nos apéndices nés apresentamos algumas propriedades da funcao exponencial, listamos impor-
tantes propriedades relativas ao produto de Kronecker, além de alguns resultados algébricos impor-
tantes no desenvolvimento desta obra.



Capitulo 2

Dinamica Quantica

Apresentamos aqui a forma geral da Hamiltoniana dos sistemas de niveis (de energia) finitos aqui
estudados e introduzimos a notacao usada neste trabalho. Também apresentamos as equagoes que
regem a dinamica de sistemas de spins 1/2 congelados no espago, descritos pelo modelo de Heisenberg.

2.1 Cadeia Unidimensional de Spins Congelados

Uma cadeia unidimensional de n particulas de spin 1/2 e momento magnético u (congeladas no
espago) que interagem com os spins mais préximos, comummente chamados de primeiros vizinhos
na drea de Fisica do Estado Sélido, imersas em um campo magnético B (nao necessariamente iguais
em cada particula ) e acopladas aos vizinhos por uma interacao de Heisenberg pode ser descrita pela
Hamiltoniana

n n—1

R 1 o 1
H = F,3" + - Ty DD 4 — gy T 2.1
izl + B Zzl (i+1) + 9 1, ’ ( )

onde, vide [3], F = —uB.
Define-se aqui que

sk = 12k @ g @ [0k 1Y = 3. 3 (2.2)
I = [I]ax2, B; = Bi(t), (2.3)

onde I é a matriz identidade 2 x 2, I®" é o produto tensorial de n matrizes I, o = (01,02,03) =
(04,04,0,) sdo as matrizes de Pauli, B; = B,(¢) o campo magnético no i-ésimo spin e J;; = J;;(t) a
funcao de interagao entre os vizinhos 7 e j. O caso J; , # 0 caracteriza uma cadeia circular, enquanto
que Ji, = 0 uma cadeia linear.

Algumas importantes regras de comutagao e anti-comutacao sao:

[Z7,57] = 2i0mneindy', [E1 E?L = 20;;. (2.4)

Além disso, apesar de I nao comutar nem com 3™ nem com X", usando as relacoes de
comutacao acima é possivel ver que

IR N > ) (2.5)
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Como consequéncia qualquer IV*, e portanto a interacdo entre as particulas, comuta com uma
rotacao R, em qualquer direcao i, 4
[ija Rn] = 07 (26)

Ra(f) = exp <—§n > zi) =[] exp (—%ﬁ - 2’“) . (2.7)
=1 k=1

Os artigos [2], [3] e [16] apresentam algumas solugdes para os casos de n = 1 e n = 2 particulas
submetidas a diferentes configuracoes de campos externos.

Como a solugao geral para este problema (um sistema de N spins descrito pela Hamiltoniana
2.1) nao é conhecida, a proposta principal deste trabalho foi buscar solugoes exatas para um sistema
de n = 3 particulas para o maior nimero de casos possiveis, ou seja, para particulas sujeitas a
diferentes configuracoes de campos magnéticos e de interacoes entre si. Naturalmente, por buscar
solucoes exatas leia-se determinar o operador evolucao temporal uma vez que se a representacao deste
operador (em alguma base) é conhecida para uma dada Hamiltoniana, entdo conhece-se a evolugao
do estado em qualquer instante de tempo ¢ dado o estado inicial (ou equivalentemente as condigoes
iniciais), o que ¢ sintetizado na equacao

[W(t)) = U(t, to) [¥(to)) , (2.8)
onde U(t, tg) é o operador evolugao temporal. De fato, U(t,y) é uma isometria e leva o estado inicial
|W(to)) ao estado |¥(¢)) em um tempo arbitrario.

2.2 Operador Evolucao Temporal

Na descricao nao-relativistica da mecénica quantica, o operador de evolugao temporal deve obedecer,
vide e.g. [17], & equagao diferencial
0 -~ N N
ihaU(t, to) = H(t)U(t, o). (2.9)

Esta é a equacao de Schridinger para o operador de evolugao temporal. As solugoes formais para
essa equacao sao tratadas em trés diferentes casos.

Caso 1. O operador Hamiltoniano é independente do tempo:
U(t, ) = exp [—%H (t— to)] . (2.10)

Caso 2. O operador Hamiltoniano é dependente do tempo mas os H's em tempos diferentes
comutam:

O(t, o) = exp {—% /t: ﬁ(T)dT] . (2.11)

Caso 3. Os H's em tempos diferentes nao comutam:

& A" t t1 tn—1 . . .
U(t,to):iJrZ(%) / dt, / dty - / i HVE (b)--- (1) (212)
n=1 to to to

A obtencao dessas solugoes ¢ feita, por exemplo, em [18].
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2.3 A Equacao de Spin

Associado as particulas de spm s = 1/2, um particular caso dos operadores momento ¢ o operador
de spin nao relativistico S =lg , onde o = (01,09,03) sao as matrizes de Pauli. De fato! §2 =

2
s(s+1)h? (=12 3p? .

Seja a base ortonormal £ ,, formada por dois possiveis autovetores (mas nao os tnicos), linearmente
independentes e de norma um, do operador de spin na direcao S, , é satisfeita a seguinte equacao de
autovalores:

s6= 0 sne, =12 6= () 6=(1) (2.13)

O vetor de estado ¥ (t) no espago de Hilbert dimensao 2 (omitindo-se, no que segue, a notagao
de Dirac) pode, entao, ser escrito como uma combinagao linear dos vetores da base L 5 Ou seja,

=3 0, (0€, = vlt) = ( Z;g; ) . (2.14)

Uma particula de spin 1/2 sujeita a um campo externo, no caso mais geral dependente do tempo,
tem sua dindmica regida pela equagao de Schrodinger com o operador Hamiltoniano h. Mais adiante
serao vistos alguns problemas de muitas particulas descritos pela Hamiltoniana H que se reduzem
ao problema de uma particula, por isso que o autor considera o uso de h conveniente aqui. A forma
geral desta Hamiltoniana, mais uma vez na base & ,, ¢ h =0 F, onde F = (F*(t), Fu(t), F*(t)) é
um dado vetor (no caso mais geral, complexo) dependente do tempo. Além disso, é conveniente se
ter em mente que F deve ter dimensao de energia. A equacao de Schrodinger para esse problema é
entao

i _( m(@®) L dy o F*  F"—FY
A equacio (2.15) dé-se o nome de equacio de spin. Ela d4 origem a duas equacdes (acopladas)
diferenciais lineares ordindrias de primeira ordem nas fungées 7, (t) e n,(t):

ihiy, = F*ny + (Fw _iFy) Ny, thiy = (Fw +iFy)771 — F*n, . (2-16)

De fato a equagao de spin nada mais é que a equacao de Schrédinger com a Hamiltoniana (2.1)
para n = 1 e J;; = 0 j4 que nao hd interacao com outras particulas por tratar-se justamente de um
sistema quéantico de uma tnica particula.

A equagao de spin com um campo externo real (magnético) pode ser tratada como uma redugao
da equagao de Pauli [13] ao caso (0+1)-dimensional. Sistemas de dois niveis podem ser descritos por
uma equagao de spin com uma particular forma de campo externo.

No que segue, a matriz coluna v e o vetor F podem ser chamados de spinor e o campo externo,
respectivamente.

'E comum nos livros-texto de Mecénica Quéntica se omitir o operador identidade I em igualdades desse tipo j& que
nao hé aqui o risco de confusao pois, naturalmente, uma matriz quadrada de ordem 2 nao pode ser igual a um escalar.
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2.4 A Equacgao de Dois Spins

A presente se¢ao é dedicada & apresentacao da equacao que rege a dinamica do sistema quantico
nao relativistico composto por n = 2 particulas de spin 1/2, e.g. dois elétrons, interagentes entre si
(ainda que a interagdo de troca entre ambas possa ser desligada® simplesmente anulando-se a fungao
de interacao entre elas, ou seja, fazendo J(t) = 0 em (2.1)) e que possuem apenas o grau de liberdade
de spin (nao tém o grau de liberdade orbital). Cada uma das particulas sofre a agdo de um campo
magnético externo dependente do tempo no caso mais geral. Os campos em que cada um dos spins
estd imerso nao necessariamente precisam ser iguais entre si, ou seja, as particulas nao precisam
sentir ao mesmo instante de tempo campos de mesma magnitude e sentido.

O modelo aqui escolhido na tentativa de descrever esse sistema é o Modelo de Heisenberg (veja
[1])

Os spinores, como ja dito outra possivel nomenclatura para os vetores de estado de spin, devem
ser escritos em termos de alguma base arbitrdria. A base aqui escolhida é a base canénica composta
pelos vetores coluna

01 = Q2 = 03 = (2~17)

o O O+
S O = O
O = O O
_ o O O

E importante notar-se que a base acima nada mais ¢ que o espaco produto-direto (produto este
também conhecido como produto de Kronecker) dos vetores da base no espago de spins individuais.

Lembrando de (2.13) que &; = ( (1) ) e & = ( (1) ) , € possivel inferir que

0 =6 R, 00=8§®E&, 03=60E, 04=8§ R, . (2.18)

O operador de spin total para esse sistema de duas particulas de spin s = 1/2 congeladas no
espago é usualmente escrito como S = S; + S,, onde

h A h

¢sao os operadores de spin para o primeiro e segundo sub-sistemas, associados as particulas 1 e 2
respectivamente.

Também aqui I é a matriz identidade 2 x 2. De fato, I em Sl(g) implica em uma operacao de
identidade no subespago de spin da particula 2(1). Além disso, a componente z dos operadores de
spin (2.19) acima satisfazem as equagoes de auto-valores

)

A

A h h
512012 = 5012 S1:2034 = 5034

. h A h
522«@1,3 = 5@1,3 ) S2z@2,4 = _592,4‘ (2.20)

Escrever-se-4, agora, o operador Hamiltoniano para esse sistema de dois spins interagentes como
estd expresso em (2.1), naturalmente para o particular caso n = 2, i.e.,

2Poderia-se, assim, descrever um sistema fisico real em que os dois pontos quanticos estivessem suficientemente
separados de modo que a interacao entre eles fosse desprezivel.
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n n—1
1 i 1
Vi - o i(i+1) - in __
;FZE +5 X_; i T 4 STl =
(n=2) (Fl LI T 22) T JT2, (2.21)
Na Hamiltoniana (2.21) acima os vetores dependentes do tempo F; = (FF(t), F/(t), F7(t)), com
i = 1,2 neste caso, sao os campos externos em cada uma das particulas. O sub-indice ¢ em F;
especifica em qual das duas particulas atua o respectivo campo. Outrossim, a funcao de interagao de
troca de Heisenberg J15 = J(t) é, em geral, uma fun¢ao dependente do tempo também com dimensao
de energia assim como F;.
Pela expressao (2.2) nota-se que, para n = 2,

St=o®l, ¥*=I®0c, (2.22)
3
M?=%" =02 +5%0 + 52 =) 0,00, (2.23)
A forma geral para o operador Hamiltoniano H ¢ ento

ﬁ:(FIU)(XJI + I®(F20-) +J(O’1®O’1+O'2®0'2+0'3®0'3). (224)

Como consequéncia direta de (2.24), a representacao matricial explicita de H (t), na base g;, 1 =
1,2,3,4, ¢

Fi+F;+4 Fy—iFy F? —iFY 0
con Fy +iFy Ff—F;—14 J Fr —iFy
HO = pryipy J Fj—Fr—1  Fy—iF} (2.25)
0 Ff +iFY Fy +iF) 2 — Ff — F}

Desse modo, na representacao de Schrodinger, a dindAmica quantica desse sistema de dois corpos
é governada pelo operador Hamiltoniano (2.25) através da equagao de Schrédinger

ou (1) 4 iyt
, t p Ny(t
h——==H@)¥(t), V()= t)o, = 2 . 2.26
G = OV, ¥ = Yo, = | 70 (2.2
n4(t)
A equagdo (2.26) é, de fato, equivalente a um sistema de qua,tro (também acopladas) equagoes
diferenciais lineares ordindrias de primeira ordem em ;(t) , i = 1,2, 3,4,

ihi, = (Ff +Fy + g) M+ (FY —iF5)my + (FY —iFY) ns,

ihny, = (F2m+iF2y)7h+(Flz_Fzz_g>772+J773 (FY =i FY) n,

ihfy = (FY +iFY)n + Jny + (Fg — 7 — %) N3+ (Fy —iFy) ny,

iy = (57 i+ (i w5 - B~ ) o (227)

Daé-se, assim, as equagoes (2.26), ou equivalentemente (2.27), o nome Equag¢do de Dois Spins.
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2.5 A Equacao de Trés Spins

O objetivo agora é apresentar a aqui chamada Equag¢ao de Trés Spins que é andloga, mutatis mu-
tandis, & equacao de dois spins discutida na secao anterior.

Considere-se, portanto, um sistema de n = 3 particulas de spin s = 1/2, de momento magnético
de spin p, congeladas no espago e cada uma delas imersa num campo magnético externo B, onde o
sub-indice ¢ = 1,2 ou 3 designa em qual das trés particulas atua o respectivo campo.

A base aqui escolhida é mais uma vez a base canénica (; (i = 1,2,3, ...,8) composta pelos vetores
coluna

(=086, (=050, (3=6 08608, (=6 0§RE,,
C5:52®§1®§17 (6:§2®51®§27 C7:§2®f2®517 <8:§2®§2®§27 (228)

onde, por (2.13), £ = < (1) ) ey = ( (1) ) Foi escolhido, portanto, como base para o espago de

estados desse sistema o espaco produto-direto dos vetores da base no espaco de uma particula.
Na base (2.28) a Hamiltoniana que descreve esse sistema de trés spins interagentes ¢ escolhida
como sendo

n n—1
i1 ii+1) , L 1n
H = ZFZE t3 ZJz'(iH)F D+ §J1,nF

i=1 =1
1
= (F -2+ Fy 32+ F;- %) + 3 (J12D"2 + JosT? + J15I'%) | (2.29)
onde
F, = —uB; = (F(t), F/(t), F7(t)), i=1,2,3, (2.30)

é o campo externo dependente do tempo agindo na i-ésima particula e J,,,, = J,(t) as fungoes de
interacao de Heisenberg entre os spins m e n.
Pela expressao (2.2), para n = 3, tem-se

Sl=o®I®I, =100, =110, (2.31)
3 3 3

szzaz'@ﬁi@f, F23:ZI®%®U¢, F13220i®1®0i’ (2.32)
=1 i=1 i=1

de modo que a matriz Hamiltoniana (2.29), de ordem 8 x 8, para esse problema de trés corpos fica

~

H=(F-0)010] + [®(Fy-0)01 + [912 (F3-0) +
1. < 1. < 1. <
+§J12;0i®0i®[ + §J23;I®Ji®ai + §J13;0i®[®0i. (2.33)

A evolugao no tempo do sistema fisico descrito acima é regido, na representacao gerada pela base
(2.28), pela equagao de Schrodinger

. 771@)
ih = A, w(t) =3 ()¢, = "2:@) . (2.34)
ns(1)
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E dado aqui o nome Equacdo de Trés Spins a equacio (2.34) acima. Ela d4 origem a um sistema
de oito acopladas equagoes diferenciais lineares ordindrias de primeira ordem nas componentes 7, (t).

Essa equacao governa, entao, a dindmica desse sistema de 8 niveis e serd resolvida para alguns
casos particulares no capitulo 4.
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Capitulo 3

Solucoes para Sistemas de 2 e 4 Niveis

3.1 Introducao

A obtencao de um conjunto completo de portas légicas quanticas exige a implementagao de operadores
de um e dois qubits, [5], e consequentemente a manipulagdo de sistemas de dois e quatro niveis de
energia. Tais sistemas podem ser realizados, por exemplo, respectivamente através de um sistema
de uma e duas particulas de spin 1/2. Dessa forma, a andlise das equagoes (2.15) e (2.26) é um
problema de fundamental importancia para a computagao quantica e permite uma aplicagao direta
na implementacao de portas légicas quanticas.

3.2 Solucao para o Problema de Rabi

O problema de Rabi para um spin consiste em se determinar a evolugao temporal de um spin 1/2
sujeito a um particular campo magnético girante cuja forma serd explicitada mais adiante.
A correspondente equacao de Schrodinger (ou equagao de spin) para esse problema é

dw .
dt = ha, (3.1)

onde o operador Hamiltoniano que descreve este sistema é
h=c-F ,F=—uB (3.2)
com

= (Acoswt, Asinwt, Ap), (3.3)

denominado aqui Campo de Rabi.

A particula estd, portanto, sujeita a um campo magnético externo nao estdtico e, como conse-
quéncia, o operador Hamiltoniano depende do tempo. Sendo assim, como fora discutido na segao 2.2,
se a Hamiltoniana satisfizer a condicio [H(t), H(t')] = 0 V ¢, ou seja, se ela comutar consigo
mesma mesmo em instantes de tempos diferentes, entao o operador evolugao temporal assumiria a

forma (2.11) U (t,to) = exp [ ft dTi| e o problema de resolver a equagao de spin (2.15) se
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resumiria ao de encontrar a forma explicita de uma exponencial matricial, tarefa esta que pode ser
nao trivial e d&rdua, por vezes impossivel na atualidade.

Mas, como serd mostrado a seguir, a condicao de comutatividade em tempos diferentes nao é
satisfeita nesse caso.

De fato,

[f1(0), A1) = (e -F(1), (o F())] =
= [F*(t)oy + FY(t)os + F*(t)os, F*(t")o1 + FY(t")oy + F*(t')o3] =
= \[Fi”(t)al,va(t’)allJr [F*(t)oy, FY(t)os] + [F*(t)o1, F*(t')os] +

+[FY(t)oq, F*(t")o1] + [FY(t)oq, FY(t")os] + [FY(t)oa, F*(t)os]+

N J/

+ [F*(t)os, F*(t")o1] + [Fz(t)o'g,_Fy(tl)Uz] + [Fz(t)ag,vFZ(t’)gg,] =
= F*(t)FY(t') [o1, o] + F*(t)F*(t') [o01, 03] + Fy(t)F”Et') (o2, 01] +

—f—Fy(t)FZ(t/) [0'2, 0'3] + Fz(t>Fm(t,) [0'37 0'1] + Fz(t)Fy(t,) [0'37 0'2] 7é 0, (34)

em geral, quando t # t'.

Para o leitor concluir a desigualdade acima basta se ter em mente que F(t) = (A coswt, Asinwt, Ap)
e naturalmente F(t') = (Acoswt/, Asinwt’, Ap).

Tem-se aqui entao que o comutador de H (t) com H (t') ndo é nulo para quaisquer ¢,t'. O operador
evolugao temporal nao pode, portanto, ser escrito como

O (1) = exp [—% /t:H(T)dT] |

Faz-se necessdrio, entao, lancar mao de algum outro método na tentativa de se solucionar esse
problema (quem o fez pela primeira vez foi Rabi [10], [11]). A obtencéo de U(t, o) pelo célculo direto
da série de Dyson (2.12) poderia ser um caminho, mas como sera visto nao se fara necesséria.

A equacao de spin original é fw/) = ih% com h=o-Fecomo campo externo girante F =
(Acoswt, Asinwt, Ag) onde A, Ay e w sdo constantes reais. Uma tentativa natural de resolver
este problema é fazer uma mudanca de coordenadas no sistema com o intuito de que a nova
Hamiltoniana A/ (a Hamiltoniana no espago transformado) seja independente do tempo e possivel-
mente mais simples de ser tratada analiticamente. Uma vez determinada a evolugao do sistema fisico
no novo sistema de coordenadas é possivel retornar ao problema original e calcular o vetor de estado
de spin

U(t) = U(t, to)¥(to) (3.5)

para um instante de tempo arbitrario.
No espaco de Hilbert bi-dimensional uma rotaciao de um vetor de estado' por um angulo ¢ sobre
0 eixo z é escrita como

D.(6) = exp (_ifjd)) | (3.6)

'Dependendo dos pontos de vista passivo ou ativo pode-se considerar tanto spinor rodado (sistema fisico rodado)
como sistema de coordenadas rodado.
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Devido & dependéncia angular das componentes F* e FY no campo externo.(3.3), faz-se conve-
nientemente aqui ¢ = wt e lembrando que o operador de spin nao-relativistico ¢ S = ga, segue
que

D.(wt) = exp (_Z%‘”t) — exp (%;:wt) ~ exp (‘Z?“t) = R.(1). (3.7)

No que segue chamar-se-4 a operagao de rota¢do acima de R (t).
Escrevendo agora o spinor () em fungao de ¢(t), onde ¢(t) é o spinor no espago transformado,
com ambos os vetores de estados conectados via uma transformagao R, (t), tem-se

U(t) = R:(t)o(1). (3.8)

A partir da equacao (3.7) é possivel notar que a transformagao R, (t), uma matriz 2 x 2, goza das
propriedades de tnversibilidade, de modo que

() =R (t)v(1), (3.9)

de unitariedade,
RIR.=R.RI =1, (3.10)

de modo a garantir a conservacao de probabilidade e, finalmente, de se reduzir a operagao identidade
em t =ty = 0, de maneira que

R.(t=0)=1. (3.11)
Assim, o lado direito da equagao (3.1) fica
hp = h(R.¢), (3.12)
enquanto que o lado esquerdo passa a ser

L dy . d(R.9)
mE =ih o

— ik (szb n Rzé) . (3.13)
A préxima expressao é obtida igualando-se as duas equacoes anteriores, que acarreta

h(R.¢) = il (7'zz¢ + Rng) , (3.14)
ou

(iﬂzz _ th> ¢ — ihR.é. (3.15)

Agora, multiplicando a esquerda os dois lados da tltima igualdade pela inversa de R, () obtém-se
que

R (iﬂzz . th) ¢ = iHR:1R.0, (3.16)
=1
ou seja,
(R;%RZ - mf/ej?'zz)qs — ifi. (3.17)
iy

Percebe-se, portanto, que o vetor de estado de spin ¢(t) = R, 1(t)1(t) é solugdo para uma nova
equacgao de spin, a saber
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A do
ho=ih— 3.18
com h' sendo ) R .
W =R, 'hR. — ihR;'R.. (3.19)

O primeiro termo do lado direito de (3.19) é

RVMR. = exp <za;wt> [A (coswt) o1 + A (sinwt) o2 + A,03] exp (_ZC;:Mt)
o F
= AO'l + A[]Ug. (320)

Relativo ao segundo termo, tem-se que a derivada temporal do operador de rotagdo R,(t) =
exp (%) ¢

. Ny it
Ro(t) = 73 oxp [ 1230 (3.21)
2 2
Como consequéncia,
: ' t\ —1 —1 t hw
IWRIVR. = ihexp <ZJ;;w ) zggw exp ( zc;gw ) =50 (3.22)

Finalmente, de (3.20) e (3.22), a expressao para o operador Hamitoniano (3.19) no espaco trans-
formado é

W =R 'hR. — ihR;'R. = Ao, + (AO - 7) 03, (3.23)

onde as constantes A e Ag tém dimensao de energia.
De fato, o novo operador Hamiltoniano A’ é independente do tempo de maneira que a solugao da
equagao de Schrodinger (2.9) para o operador de evolugao temporal U’(t,ty), que satisfaz

o(t) = U'(t, to)(to), (3.24)

U'(t,to) = exp {—%i/ (t — t@} . (3.25)

Por simplicidade é assumido que tq = 0. R
Antes de se calcular o operador evolucao U’(t, 1), ¢ importante anunciar o seguinte resultado
cuja demonstracao é feita no Apéndice A.

Seja M € Mat(C,n) uma matriz n X n com entradas complexas e z um ndimero real. Um
particular caso em que célculo da forma exata de uma exponencial matricial do tipo exp (iMx) pode
ser facilmente computado, é o caso em que o quadrado de M ¢é igual & matriz identidade, i.e., M? = 1.
Se esta ultima condigao for satisfeita tem-se a seguinte igualdade

(2-1)
exp (iMz) " = " Tcosx+iMsinzx. (3.26)

N2
Se acontecer de <h’ ) ser proporcional & matriz identidade, poder-se-a usar a propriedade acima.

De fato é o que acontece, pois
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(72 [+ (10 ") o] [ (10 22) ] -

:A2@+A(AO—%>&%+ (AO—%Y@: A? 4 (Ao—%ﬂ I.  (3.27)

=I =0

No célculo acima utilizou-se as bem conhecidas relagoes de comutagao e anti-comutacao relativas
as matrizes de Pauli,
[O’i, O'j] = 2i€ijkak7 [O’i, O'j]+ = 251] (328)
onde ¢;;; é o stmbolo de Levi-Civita.

De posse da igualdade
() =

A? + <A0 — h—“ﬂ I, (3.29)

tem-se, entao, que

A~

U'(t,ty) = exp l—%ﬁ’(t—to)] =

; )
; I e’
= Py T3 2 \/A2+<A0_7) (=)
\/A2+(Ao_%w)
\ =M )
A2 4 (Ao — )2 (¢ —t A+ (A=) (-t
e \/ ( oh 5) (t—to) — iM sin \/ ( Oh e (3:30)
onde definiu-se
. . B o F ~ Af(coswt) oy + A(sinwt) oy + Agos (3.31)
\/A2+(A0_%w)2 \/A2+(Ao_%w)2 \/142+(AO_%W)2

A expressdo w% = A% + (Ao — %‘“)2 define a frequéncia de Rabi wg.

Como ja mencionado, a evolugao do estado de spin ¢ (t), associado & Hamiltoniana X , é dada por
¢ (t) = U'(t,t0)¢ (to), onde o operador evolugio temporal no espaco transformado U'(t, t,) é dado em
(3.30) e uma vez que sua representagao explicita, na base (2.13), fora determinada, o préximo passo
é dizer qual sua relacao com U (t,t0), o operador evolugao do problema original.

b(t) = Ra(D6(1) “2 R.(0) 071, 10)6 ()| 27 Ro(OU (1, 10)RZ (to) b (0o), (3.32)
:;’(t) g =U(t,to)

pois, pela equacdo (3.9), ¢(t) = R (t)h(t) e, por (3.5) () = U(t,to)h(ty). Portanto

Ult, to) = R.(OU'(t, t0) R (to). (3.33)
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Além disso, ocorre que R;'(ty) = I e a solugao para o problema de Rabi para um spin &,
finalmente,

Ult,to) = R.()U'(t, to) (3.34)

onde R.(t) e U'(t, o) sio (3.7) e (3.30) respectivamente.

O método da utilizagao de um sistema de coordenadas girantes neste problema de Rabi, serd 1til
também na resolucao do andlogo do problema de Rabi para trés spins devido & simetria esférica da
interacao as particulas. Tal caso serd abordado na secao 4.4 .

3.3 Exemplo de Solucao para um Sistema de 4 Niveis

Na presente segao é resolvida, como ilustragao, a Equag¢do de Dois Spins (2.26) para o caso de duas
particulas imersas em campos magnéticos externos paralelos, em geral dependentes do tempo. No
caso aqui tratado os dois corpos nao interagem entre si.

No caso mais geral, o operador Hamiltoniano que descreve aqui dois spins 1/2 congelados no
espaco, interagentes entre si via uma funcao de interagao de Heisenberg J dependente do tempo, e
que sofrem individualmente a agao de um campo magnético externo nao necessariamente estatico
pode ser escrito como em (2.21),

n n—1
H = ZFiE t3 Z Ty D + §J1,nrl
=1 =1
"= (R 2 4 F, -2 4 JT (3.35)

Aqui é apresentado o particular caso em que as particulas (nao interagentes entre si, Jio = J = 0)
estao sujeitas a diferentes campos externos dependentes do tempo com a mesma direcao fixa. Escolhe-
se entao, sem perda de generalidade, um sitema de coordenadas apropriado tal que

Fl(t) = <07 0, Fl(t))a F2(t) = (07 0, FZ(t))' (336)

Essas condicoes na expressao para o operador Hamiltoniano (3.35) implica em

H(t) = Fi(D)SL + Fy(1)%2, (3.37)
onde, pelas igualdades (2.22)
Y=ol Y= I®o;s (3.38)
de maneira que )
H = (Fi(t)os) ® I + 1 ® (Fx(t)os). (3.39)

A matriz Hamiltoniana acima tem a propriedade de comutar consigo mesma em instantes de
tempos diferentes, ou melhor

HE),HE) =0V ¢t (3.40)
| ]

pois
[lfl(t), ﬁ(t’)} = [(Fi(t)0®) @ I + 1 ® (F3(t)o®), (Fi(t)o®) @I +1® (Fy(t')o?)]
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= [(R(t)d®) @I, (Fi(t)o®) ® 1]+ [(Fu(t)o’) @ I, T @ (Fa(t)o”)]+

+[I @ (Fy(t)o?), (Fy(t)o®) @ I+ [I @ (Fy(t)o?), I ® (Fy(t')o?)] = 0. (3.41)

Alternativamente, poderia se ter usado o comutador (2.4),
[E;n, Z?} = Ziémngijklea
para inferir que
[ﬁ(t), H(t’)} =[RS+ RS2, F(E)5! + B()S2] = 0. (3.42)

Como consequéncia, o operador evolucao para esse problema é da forma (2.11)

Ut to) = exp [—% /t: I:I(T)dr} ,

O que acarreta

. t
U(t,ty) = exp —%/ (Fi(7)os) @ I + 1 ® (Fa(7)os) | dr
N i, ity
e Z[/tzv()cz] 9I%e Z{fF()d][@ (3.43)
— €X — T T)aT | o X — T T)aT g .
p A 1 3721 p nL, 2 7223 )

ja que, por (2.4), Hy = Fy(t)S! e Hy = F5(t)%2 comutam e consequentemente

[ /t: Hy(7)dr, /t: ﬁg(f)df} =0, (3.44)

pois a dependéncia temporal em H; e Hy se dd pelos fatores multiplicativos Fy(t) e Fy(t) respectiva-
mente.
Além disso, pela relagao de anti-comutagao (2.4), que diz

[z, zgﬂh = 20;;,
tem-se que
(=) = (23)° =1, (3.45)
ou, de modo alternativo,

B.T)
=" (

(03®I)2:(03®[)(O’3®1)( 0303®I):I®[:I, (346)

e analogamente,

(I ®o03)° =1. (3.47)
onde, nesta segao, I é a matriz identidade 4 x 4 (no Capitulo 4 0 mesmo simbolo serd usado para
denotar a matriz identidade de ordem 8 x 8).
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De posse da igualdade (3.45), ou alternativamente de (3.46) e (3.47), a solugdo da equagao de
Schrodinger para o operador de evolugao temporal, (2.9), relativo a este problema é, pela expressao

(3.26),
O(tty) — [Icos (% /t: F1(7>d7> _i(o®®I)sin (% /t: F1<T>d7>} «
X {ICOS (% /t: FQ(T)dT) —i (I ® 0®) sin (% /t: FQ(T)dT)} : (3.48)
Definindo

FI(t)E/ Fi(7)dr, FH(t)E/ Fy(r)dr, (3.49)

to to

obtém-se finalmente
O(t, 1) = [Icos (%Fﬂ)) ~ %! sin (%Fl(t))] {1 cos (%Fn(t)) %2 sin (%Fn(t)ﬂ (3.50)

Obteve-se portanto, a solugdo para o caso de as duas particulas com spin 1/2 nao interagentes
estarem submetidas a campos magnéticos externos paralelos dependentes do tempo.
Casos ainda mais sofisticados da Equag¢do de Dois Spins (2.26) s@o resolvidos em [3], [14] e [15].
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Capitulo 4

Solucoes Exatas para a Equacao de Trés
Spins

Apesar de toda a computacao quantica poder ser estudada através de sistemas de dois e quatro niveis
de energia (ou ainda, para uma escolha adequada dos campos externos, apenas por sistemas de dois
niveis), sistemas de 8 niveis sdo importantes para a implementagao de algoritmos de corregao de erros
[4].

Neste capitulo sao obtidos os exatos operadores de evolugao temporal para sistemas de oito niveis
para certas configuracoes de campos externos e de interagao entre as particulas.

A 1ltima secao ¢é dedica a resolugao do problema de trés spins interagentes pelo método conhecido
como o Ansatz de Bethe [12].

4.1 Campo Magnético Constante e Interacao de Troca Uni-
forme

Considera-se aqui um caso em que a Hamiltoniana nao depende do tempo. Neste problema cada uma
das trés particulas de spin 1/2 estd sujeita ao mesmo campo magnético B = (B, BY, B*) constante,
ou seja, as componentes B* independem do tempo. Além disso as funcoes de interagao J;; entre as
particulas ¢ e j sao também independentes do tempo e todas iguais entre si.

Sendo assim o operador Hamiltoniano (lembrando que F é o produto do momento magnético de
spin g com o campo magnético externo B a menos de um sinal negativo, ou F = —uB) pode ser
neste caso escrito como em (2.1) para n = 3:

n—1

. - o1 » 1
H = Z FZEZ + 5 Z Ji(i+1)FZ(l+1) + 5Jl’nl'\ln _
=1 =1
n= 1
( :3) (Fl ) 21 + F2 . 22 + FS : 23> + 5 (J12F12 + J23F23 + J13F13> . (41)

A condicao de que os trés spins sentem o mesmo campo magnético é sintetizada na igualdade
F, =F, = F3 = F, do mesmo modo que para a interacao de troca impoe-se J19 = Jog = Ji3 = J,
com F e J estdticos no tempo. Assim, a matriz Hamiltoniana fica
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H=F (S'+3?+ 3% +

-

J (T2 +T% +T1%) . (4.2)

J/

(DO | —

-~

:Hfield F

=1Iint

O termo da Hamiltoniana (4.2) relativo & interacao das particulas com o campo magnético serd
aqui rotulado por Hy;.q enquanto que o termo devido a interagdao intriseca entre elas serd chamado
Hint-

O fato de o operador Hamiltoniano ser independente do tempo neste caso implica em que o
operador de evolucdo temporal assuma a forma (2.10)

Ult, to) = exp {—%H (t — to)] = exp {_7271 (Iflf,»eld + Hnt) (t — to)] . (4.3)

Com o intuito de tornar o problema de se determinar a forma explicita de (4.3) talvez mais
facilmente resolvivel, o primeiro passo aqui é tentar escrever a exponencial de uma soma de matrizes
em um produto de exponenciais matriciais. Isto é permitido desde que H Field © Hmt comutem como
diz a seguinte proposicao.

Proposigao 4.1 Sejam My, My € Mat(C,n) duas matrizes n x n com entradas complexas. Se
M; e My comutam, i.e. [My, My] =0, entdo

exp (M + Ms) = exp (M;) exp (Ms) = exp (Ms) exp (M) . (4.4)

A demonstragao desse resultado, muito titil no contexto da Mecéanica Quantica, é feita no Apéndice
A.

De fato é possivel mostrar (vide Apéndice C) que H Field © I:Imt comutam!, ou seja,
|:[:[field7 [A{'mt:| = 07 (45)

de modo que

A

[~ N 7 A 7
U(t,ty) = exp [_ﬁ (Hfield + Hint) (t— to)] = exp |:_ﬁHfield (t— to)] exp |:_ﬁHmt (t— to)] :

4.6)
O célculo de cada uma das exponenciais a direita da igualdade acima é explicitado a seguir.
O primeiro termo é
exp {—%Hﬁeld (t— t@} — exp [—%F (S + 22+ 3%) (1 — to)] . (4.7)

Da definicdo (2.2) é possivel recuperar a forma menos sintetizada das matrizes X%, k = 1,2, 3.
No caso deste sistema de n = 3 particulas (sistema tripartite) elas assumem a forma

Sl=o®I®I, =1, 2*=I®®0, (4.8)

ou, explicitando o cardter "multi-indice" de (4.8),

1O célculo dessa relacdo de comutacdo é nada menos que essencial no método aqui utilizado para se determinar o
operador de evolugao. Ele é apresentado no Apéndice, a despeito de sua importancia, apenas numa tentativa de nao
sobrecarregar a leitura e oferecer ao leitor opcao de fazé-la a posteriori se assim preferir.
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Y=ol Y =Ix0,1, =100, i=u,y,2. (4.9)

Como consequéncia,

1 - 1
exp —ﬁHﬁeld(t—to)] = exp |:—ﬁF'(U®I®I+]®U®I+I®]®U)(t—to):| =

= exp —% Fo)0Ial+10 (F o)l +I10la(F )| (t—t),. (4.10)
i i, _

As matrizes H,, , m = 1, 2, 3, definidas acima comutam entre si, isto é, [Hm, Hn} =0com m,n=

1,2, 3. Apesar da obviedade do tltimo comutador, é interessante observar que sua nulidade pode ser
alternativamente, ou mesmo elegantemente, inferida lembrando da relacdo de comutagao (2.4)

e notando que H,=F- " om=1,2,3.
No que segue

? l

hHﬁeld(t—to)} :exp{—ﬁ[(F-0)®]®f](t—tg)}exp{—%[]® (F-U)@I](t—to)}x

exp | —

><exp{—%[[@]@(F-a)](t—to)}. (4.11)

Considere-se agora uma matriz A € Mat(C, m) e também matriz unidade I, de ordem n x n. Da
defini¢ado do produto de Kronecker (ou produto tensorial) decorre a particular propriedade que diz
que (vide Apéndice B)

exp(A®I) = (expA)® 1,

exp(I®A)=1® (expA). (4.12)

Langando mao de (4.12) tem-se que
exp {—%I{Iﬁeld (t — to)} = {exp [—%F co(t— to)] RI® ]} {I ® exp {—%F co(t— to)] ® ]} X
X {1®1®exp [—%F-a(t—to)]}. (4.13)

Da propriedade do produto misto (B.7), relativa a uma combinagao entre o produto de Kronecker
e o produto simples de matrizes, a expressao acima fica

exp {—%Hﬁeld (t — to)} = exp [—%F o (t— to)} ® exp [—%F o (t— to):| ® exp {—%F co (t—to)
(4.14)
Afim de se conhecer a forma exata de exp [—%I:[ fietd (t — to)] basta, agora, realizar o cdlculo de

exp [—%F o (t— to):|. Para esse fim poderd recorrer-se a férmula (3.26), pois, como é mostrado a
seguir, (F - 0')2 é proporcional ao operador identidade, (F - o')2 = kI:

27



(F-0)* = (F?0,+ FVoy 4 F?03) (F®01 4+ FVoy 4+ F?o3) =
= (F*)*(01)* 4+ F*FY0,05 + F*F?0,03+

+F*FY0y01 + (FY)? (03)* + FYF? 0,03+

+F*F?030, + FYF*0305 + (F*)” (03)%. (4.15)

Entdo, usando a regra de anti-comutagio (3.28) satisfeita pelas matrizes de Pauli, a saber [0, 0], =

20;;, infere-se que
(F o) = [(F*) + (F) + (F*) I + F*Floy, oa] + F*F[o1, 03], + F'F*[os, 03], =
=0 =0 =0
= (F™)* 4+ (F¥)? + (F?)*. (4.16)

De fato, como mostrado acima, seja |a| a magnitude (ou médulo) de um vetor tri-dimensional de
componentes reais qualquer, é resultado geral que, vide e.g. [17],

(o-a)’ =lal?, (4.17)

onde mais esta vez omitiu-se a matriz unidade 2 x 2 a direita da igualdade acima.
Reescrevendo agora a matriz exp [—LF - o (¢t — t)] como sendo

( 3\
i /l F e 2 2 2
exp —ﬁF-CI’(t—to) =exp |~ \/(F“”) + (FY)" + (F?)" (t —to) ;
JE T (P (o)
\ X J
(4.18)
percebe-se que a matriz M definida acima goza da propriedade de que M? = I e pela expressao
M?2=]
(3.26), que diz que exp (iMz) ( = ) I cosx + iM sin x, decorre a igualdade
2 2 2
; VED? 4 (P9 + (F2)2 (1~ 1)
exp |—=F -0 (t—ty)| = Icos
h h
D+ (P (P 1~ 1)
— iM sin (4.19)

h

No segue a exponencial matricial exp [—%F o (t— to)] serd rotulada como g, ou seja up =
exp [—%F o (t— t())}, de maneira que, por (4.14),

?

hﬁfield (t — to)} =Up QUp @ Up. (4.20)

o |
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Afim de se obter o operador (4.6), U(t to) = exp [_%ﬁfield (t — to)} exp [ ﬁmt (t — to):| , O passo

seguinte é calcular a exponencial exp [—%ﬁ (t— to)] relativa ao termo de interacao entre as particu-
las. De (4.2),

|~ 1 J
exp {—%HW (t — to)] = exp [ 73 (F12 + T2 + F13) (t — to)] i (4.21)
Os termos I' obedecem a definigao (2.2), IV = X' - X7 = X! %) + XI5 + X%, Para o caso de
n = 3 particulas obtém-se

3 3 3
ZZUz‘@)Gi@L FQ?’ZZI@(%@%‘, F13220i®l®0z‘~ (4.22)

i=1 =1

Com algum esforgo algébrico (usando diretamente (4.22) ou alternativamente (2.4)) é possivel ver
que
(M2 4 T% +1'%) = 91, (4.23)

onde I é a matrix identidade 8 x 8.
Agora a exponencial (4.21) é reescrita como sendo

A 1 3J |1
exXp [_%Hmt (t — to):| = exXp —%7 |:§ (F12 + F23 + Flg):| (t - to) . (424)

- J
v~

=M’

Por (4.23) nota-se que a matrix M’ definida acima como M’ = % (T'*? + I'*® 4+ I''%) também satisfaz
a condicao M" = I e consequentemente, pela igualdade (3.26),

!y (t — to)} = exp {—13;]M’ (t — to)} =

exp [_h h 2

=TIcos ( t — 1o > — iM'sin <2—J (t — to)) . (425)
Ou

PN 3J ' 3J
exXp [_%Hznt (t — to):| = Icos (% (t — to)) — % (F12 + F23 + F13) sin <ﬁ (t — to)) . (426)

Combinando (4.20) e (4.26), tem-se finalmente, para o operador evolucao temporal (4.6) U (t, o) =
exp [—%ﬁfield (t — to)} exp [ fImt (t — to)i| , a forma explicita

U(t,to) = (tip @ lip @ ip) [Icos (%(zﬁ—to)) _ % (I' + T% 4+ T') sin (2_;2 (t_t()))} e

onde Up foi obtido em (4.19).
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4.2 Campo Magnético e Funcao de Interacao Dependentes
do Tempo

A presente segao é dedicada a resolugao do caso em que cada um dos trés spins 1/2 estd sujeito ao
mesmo campo magnético dependente do tempo, paralelo ao eixo z, e cujas as fungoes de interacao
entre as particulas sao todas iguais e também dependentes da coordenada temporal.

As particulas estao imersas no campo externo F; = Fy = F3 = F = nF(t), comn =z = (0,0,1),
e as fungoes de interacgao satisfazem Jio = Jo3 = J13 = J(t) de modo que o operador Hamiltoniano
para este problema, na base canonica, fica

n=3 2
0 = ;FlZZ +%;Ji(i+1)ri(i+l) + %Jlgf‘l?’
= (F1 -2 +F,- X +F;- %) + % (J12D'2 4 Jp3T% + Jy3')
= Ft)(Z1+22+5%) + %J(t) (T2 4T 4+ 75, (4.28)
Da definigao (2.2) segue

~

1
Ht)=Ft) (o3I + I®o;®] + I®IR®03) + 5J(t) (T2 4+ T2+ 1), (4.29)

[

- J

H field I;;;t
A Hamiltoniana acima ¢ dependente do tempo, mas é mostrado no Apéndice D que os H's em
instantes de tempos diferentes comutam, ou seja [I:I (1), H (¢ )} = 0 para todo t, t’, de modo que o

operador de evolucao temporal é neste caso dado por (2.11),

O(t, 1) = exp [—% /t:ﬁm)df} :exp{—% / t [ Hpiaa(r) + ()] dT}. (4.30)

to

Nao obstante, afim de se mostrar que
t . t .
[/ Hfield(T)dT,/ Hmt(T)dT} =0 (4.31)
to to

¢ suficiente saber que [I—:T field(t),ljlmt(t)} = 0 pois a dependéncia temporal nos termos H fied(t) €

ﬁmt(t) se dd por um fator multiplicativo como é visto em (4.29).
Sendo assim, tendo em mente a relagao de comutagao (2.5) [I'™", X™ 4+ 3" = 0, néo é dificil
inferir que
(4.29) 1

Apita, Hind] 2 SE@OI(0) [BL 4 524 52, T2 4T 4 7] — 0. (4.32)

De fato o comutador acima est4 implicitamente calculado no Apéndice C. E o particular caso em
que F* = FY = 0.
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Consequentemente, a exponencial de uma soma de matrizes (4.30) pode ser escrita como o produto
de exponenciais

- .t
ﬁ(t,to) = exp —% Hfield(T)dT] exp [—%/ Hmt(T)dT:|
L to to

= exp —%[/!F(r)dr] (3RIQR] + Q3] + I®TI®o3) p X
N’
\ =Fr
i1[ !
X exp —ﬁ{ /to J(T)dT:| (T2 +T%4+15) 5. (4.33)
=Jr

Na sequéncia, as integrais em F' e J passarao a serem rotuladas como
t t
Fi(t) = / F(r)dr, J(t) = / J(T)drt. (4.34)
to to

O célculo para a primeira exponencial em (4.33) é

t

exp {—;—1 F[ﬁeld(r)dT] —ep |~ P (08100 + [90,8] + [8190,
to v

TV TV
=x! =2 =3

@444 [—%FI (30I®1 )] exp [—%FI (I®os® 1 )] exp [—%FI (I®l®os)|. (4.35)

De posse do fato de que
(0311 )Y =(IQ030] V¥ =(I®I®o)’=I1xIx1=1, (4.36)
pode-se novamente usar a expressao (3.26)

(e o
exp (iMz) > = " Icosx+iMsinz

para inferir que

. t

. F F
exp [ ; Hfield<7')d7':| = |Icos (%) —i(o3®@I® I )sin <%) X
to

—_——
=51
F; F F F
x [Teos (L) =il ®os® 1 )sin [ =L Tcos (L) —i(I®I®os)sin(=L)|, (4.37)
h ——— h h ———— h
:Eg :Eg
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ou

oo 4 [ ] = o (5) sy (2]
o ()2 ) e ()10
= kHI [Icos < hf> — i (2F) sin (Fhfﬂ . (4.38)

O préximo e derradeiro passo na resolucao desse problema é computar a exponencial

. t N . 1 t
exp {—%/ Hmt(T)dT:| = exp —%5 (/ J(T)dT) T2+ 4179 |,
to to
—— ———

=Jr(t)

que, por (4.26), é

exp [—%/ Hmt(T)dT} =TIcos (%JI) — % (F12 + T2+ FIB) sin (ﬁ‘h) : (4.39)
to

Portanto, pelas expressoes (4.38) e (4.39) tem-se a forma exata do operador evolugao temporal
para este problema de trés corpos,

t

. - t
U(t,ty) = exp [—% Hfield(T)dT:| exp {—%/ Hmt(T)dT]
to

to

= {i[l {1 cos (%) — i (2F) sin (%)]

3 _' 12 23 13\ o 3
xllcos(2hjl> 3(r + I+ T sin { o2 ) |- (4.40)

Este resultado serd 1itil na resolucao do andlogo do problema de Rabi para trés spins discutido
na secao 4.4 .

4.3 Campos Externos Paralelos Nao-Estaticos Diferentes em
Cada Spin e Interacao Nula entre as Particulas

Aqui ¢ apresentado o particular caso em que os trés spins 1/2, ndo interagentes aqui (J;; = 0), estao
sujeitos a diferentes campos externos dependentes do tempo com a mesma diregao fixada

F1: nF1<t), FQZ an(t), F3: an(t), (441)

onde n é um vetor unitdrio constante. Sem perda de generalidade, é possivel escolher um sistema do
coordenadas conveniente, ou usando uma rotacao constante, que devido a (2.6) nao altera o problema
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mesmo no caso mais geral de J;; # 0 (os termos de interac@o entre as particulas sdo invariantes sob
as operagoes de rotagao 2.7). Faz-se aqui, entdo, n = z = (0,0, 1) de modo que

Fl = (0707 Fl(t)) ) F? = (0,0, F2(t)) ) F3 = (Oa()?FS(t)) : (442)

Poderia-se assim descrever um sistema em que as particulas estao suficientemente separadas para
que a interacao entre elas seja desprezivel. Neste caso o operador Hamiltoniano, aqui mais uma vez
na base canonica, pode ser escrito como

7 =Y Fy S D SUBIES S LRI (N 5

=1

= F(1)I! + FB(1)%2 + F3(1)%3, (4.43)

onde, por (2.22)
M=030II, ¥2=IQ033, 22 =101 03, (4.44)

de maneira que
H=F()(0s0I@1)+ FRHt)(IQ0cs@1) + F3t)(I®1®03). (4.45)

O operador Hamiltoniano (4.45) goza da propriedade de comutar consigo mesmo em instantes de
tempos diferentes, ou seja

~

Ht),H{t)| =0V 1, (4.46)
{ ]

pois de fato

A

A, A =
[Fi(t) (o3@I®1), Fi(t) (031 I)]+

(.

-~

=0

+FRt)(I®o3x1), KBt (I®os 1)+

N

+H ) (I ®1®o0s), :Fg(t’) (I®I®ao3)] =0, (4.47)

-~

=0

onde omitiu-se neste cdlculo os termos obviamente nulos.
Poderia se ter usado, como alternativa, o comutador (2.4),

[E;n’ E?} = 2i(5mn€ijk22”,
para concluir que

(4.43)

[ﬁ(t), E[(t')] [FL(1)S! + Fy(t)52 + F3(1)%8, Fi(£)S! + Fo(t)S2 + Fy(£)S8] = 0. (4.48)

O operador de evolucao temporal para esse problema é, consequentemente, da forma (2.11)
. I
Ul(t,ty) = exp [——/ H(T)dT:| :
h Jy,
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o que implica

Ult,ty) = exp —%/tt Fl( )(a3®l®1)+F( )(I®03®I) + F3(T )(I®I®o—3) dr

H2

SN Ty PV I T OSSO

devido a nulidade dos comutadores

t t
{/ H;(7)dr, / Hj(T)dT} =0, 14,7=123. (4.50)
to to

Portanto,

A  F  F
Ult,to) = exp | — o3 @ I I)| exp |- LIy @) exp |- L (I@I®0y)|, (4.51)
h ~——— h —_——

=3l =2 =3

onde definiu-se

= / E(r)dr. Fip = / By(r)dr. Fypy = / ' By(r)dr (4.52)

to to to
Outrossim, o anti-comutador (2.4)
implica na igualdade

() =1, i=1,2,3, (4.53)

onde I é a matriz identidade 8 x 8 neste Capitulo.
De (4.53) segue que a solugao da equagao de Schrédinger para o operador de evolugao temporal,
(2.9), neste caso &, pela igualdade (3.26),

5 Fr w1 . [ FT Frr w2 . [ FrIr Frrr w3 . [ Frr
U= [I cos (f) 122, sin (E)] [I cos <7> 1207 sin <?>] [I cos (T) 1227 sin - )|
(4.54)
Nao obstante, a solucao acima poderia equivalentemente ser reescrita de outra forma, pois de

(4.51),

Ut tg) = {exp (—%03) ®]®]} {I@exp (—%0;;) ®]} {]@I@exp (—Z 7;[[03)]
(B1215.11) exp (—%@,) ® exp (—%@,) ® exp (—Z 7;[[03> , (4.55)

e pela férmula (3.26),

- F .. (F F . . (F F . . (F
U= [I cos (%) — 103 sin (EI)} ® [I cos <#) — {03 sin (%)] ® {] cos (%) — 103 8in <%>}




onde I é a matriz identidade 2 x 2. As solugbes (4.54) e (4.56) sdo, portanto equivalentes.

Foi obtida entdo a solugao para o caso dos trés spins 1/2 colineares e nao interagentes estarem
sujeitos a campos magnéticos externos paralelos dependentes do tempo.

De fato, este problema pode ser generalizado para o caso de N particulas, ou seja, o caso em que
a i-ésima particula sente o campo externo

F, = (0,0, F(t)), i=1,2,...,N. (4.57)

Neste caso o operador Hamiltoniano pode ser escrito como

~

N
H = ZFizi:Fl-21+F2-22+...+FN-2N
=1

= FOS+BOS2+.. + Fy)xY, (4.58)
Seguindo os mesmos passos da obtencao de (4.54), chega-se a expressao

N

Ult, to) = exp{—% Ut: Fk(r)dT} 2’;} (4.59)

k=1

_ B\ on [ F
U= kl;[l [Icos <?) — i¥¥sin <%>] , (4.60)

onde neste caso I e ¥ tem dimensao 2V x 2V e

e, portanto, & solucao exata

t
38 :/ Fy(t)dr, k=1,2,...,N. (4.61)

to

4.4 Analogo do Problema de Rabi para o Sistema de Trés
Spins

No Capitulo 3 foi apresentada a solucao para o chamado Problema de Rabi. Neste problema de
um corpo, a particula de spin s = 1/2 estd imersa em um campo externo oscilante da forma F =
(Acoswt, Asinwt, Ap), aqui denominado Campo de Rabi, onde A, Ay e w sdo constantes reais, e

cuja dinamica é governada pela Equacio de Spin (2.15) ihp = (o - F)¢, 1 = ( Zlgg > A secao
2

atual é encarregada de apresentar a solucdo para a Equagdo de Trés Spins (2.34) relativa ao anédlogo
do problema de Rabi para o sistema de trés spins. Neste caso, as particulas estao sujeitas ao mesmo
Campo de Rabi e ainda interagem entre si via fungoes de interacao de Heisenberg dependentes do
tempo e iguais entre si, isto &,

Fl = Fz = F3 =F = (ACOS(,dt, ASiIlOJt, Ao), J12 = J23 = Jlg = J(t) . (462)

Esse sistema de n = 3 corpos é, entao, regido pela equacao

ihW = HU, (4.63)
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(1)
onde ¥ ¢é o tri-spinor de oito componentes ¥ = : e a matriz Hamiltoniana é dada por

ns(t)
H = iF.gi+1§J.. Fi(i+1)+lj rin
i=1 Z 25 e 27"
= (F1 S+ Fy- 22+ Fs- 23) + % (J12F12 + JosT® + J13F13)
= F. (21 + 3% 4+ 23) + %J (F12 +I'% 4 F13) . (4.64)

No que segue, rotacoes R, em uma direcio fi qualquer comutam com os termos de interacao I'*!
(entre as particulas) na Hamiltoniana (4.64). Isto é, pelas equagdes (2.6) e (2.7),

MM, Ry] =0,

onde
0, ~~wi) T T —
Rn(0) = exp (—En- ;:1 E) = gexp (—En > ) :

Devido a essa invaridncia rotacional, é possivel utilizar o método do sistema de coordenadas
girantes [11] que gira com o campo externo F em (4.62), de maneira andloga ao que é feito no
problema de Rabi ordindrio, discutido no capitulo 3.

Com essa finalidade, o estado de spin ¥ serd convenientemente reescrito como uma rotagao R, (wt)
aplicada no estado de spin ¥’ (que satisfaz uma nova equacao de Schrédinger como serd visto, relativa
ao novo referencial), ou seja

U(t) = R, (wt)¥'(¢). (4.65)
Pela expressao (2.7),

. n=3 .
R.(wt) = exp <_Z2”t 3 zg) 22 oxp { _;”t (c.0loD+U®o.0l)+(I2I® az)]}
i=1
—wt —wt —wwt

(0., 1I®1I)|exp T([®0Z®I) exp T([@I@az) . (4.66)

- [

De (B.11) e (B.12) tem-se que

—iwt —wt —iwt
R.(wt) = {exp( ;w az) ®[®I] {I@exp (%00 ®I} [I@[@exp( z2w az)} =
—wt —wt —wt
= exp< zzw az> ®exp( ;w az> ®exp< ;w 02> i (4.67)

Definindo
o=en (50, (4.68)

surge
R.(wt) =7, @7, @F,. (4.69)
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Substituindo W(t) = R.(wt)¥(t) na equacdo de trés spins ih® = H¥, analogamente a obtencio
de (3.17) tem-se aqui também uma nova equagao de trés spins

H'U' = ihi’, (4.70)

onde o operador Hamiltoniano H’ no espago transformado é

H =R'HR. — ihR;'R.. (4.71)
Consequentemente,
A 1 .
H =R'|F(Z'+3*+ %% + 57 (T2 +T®4+T%) | R, — AR, 'R... (4.72)
:I:;;eld ) :;:Irint ’

Rotulando os termos na Hamiltoniana (4.64) como

. N 1
Hpyqg=F- (' + 22+ 2%, Hyy = 37 (T2 +10% + 1), (4.73)
segue que H=H Field T f[mt, de modo que
H =R HpiqgR. + RV Hiyi R, — ihR'R... (4.74)

Mas, por (2.6), o termo de interagao de troca entre as particulas H;,, comuta com a operacao R,
e, assim, o segundo termo no lado direito de (4.74) fica

R Hi R = RRoHins = Hit, (4.75)
0 que acarreta A R . A
H =R HpiaR. — ihR;'R. + Hiny. (4.76)

A tarefa agora é calcular R;lﬁl field Rz — ih’RZ_lRZ. Para o primeiro destes termos, tem-se que

RS iR "2 (@7, @) [F (B4 22 4+ 5] (7. @ 7, © 7). (4.77)

Uma propriedade inerente ao produto de Kronecker é o fato de que se as matrizes A e B sao
inversiveis, entao
(A9 B) '=Ar@ B (4.78)
Mais que isso, o produto A ® B é inversivel se e somente se A e B sao inversiveis.

Como a rotagao (4.68) 7, = exp (_i;toz) é inversivel a expressao (4.77) passa a ser

R HpaR. T2 (1 @i @771 x
x[(o F)RIQI + I®(c-F)@I + IQI® (0 -F)](f. Q% @ +,)
e Belel+ [[ei (e -Fi.el]+ [eloi (o -F)i]. (479

Como j4 fora calculado no problema de Rabi para uma particula,

7o - F)i, = Aoy + Agos, (4.80)

37



ou seja,
R H piigR. = (Aoy + Agos) @ TR T + T ® (Aoy + Agos) @ T + 1@ 1® (Aoy + Agos). (4.81)

Afim de se calcular R;'H fieldR. — iR 'R, resta agora obter-se o termo R 'R, :

. d
RIR, = (i @it @it — (@7 @), (4.82)

Vale a regra de Leibniz para o produto de Kronecker. Entao,

%(@ ®F, ®F;) = [(%T) ® 7, ®fz} + {r ® (%@) ®fz} + [r ®F, ® (%r)] , (4.83)

ou seja,
RR. = (i % erer|+ 1o (i o] + 1o (1% (4.84)
2 st ” 2odt” dt 7] | '
Lembrando que pela equagao (3.22)
dt 2
ocorre que
—175 —iw —iW 2 3
RR.=— (03010 +(I®03])+(IQIR®03)] = — (ZL+ 22+ %2), (4.85)

2
e, entdo, por (4.81) e (4.85) chega-se a

R HpigR. — ihRTVR., = (Aoy+ Aos) @ T QT + 1@ (Aoy + Agos) @I + 1@ 1@ (Aoy + Agos)

_%[(03®1®1)+(I®03®I)+(I®I®as)]7 (4.86)

ou
R HpigR. —ihR7IR., = Al @I+ (I @0 @)+ (I Q10|+
+

(AO—%) (o3RI +([®o31)+(I®]®03)]

DA (S22 4+ 3%) + (Ao - %) (DL +22+%0). (487

Para fins de comparagao, o operador Hamiltoniano original (4.64) tem a forma

n=3
. |
H= § F,EZ—|—§J(t) (T2 4+T*+T"%) | F; = (Acoswt, Asinwt, Ag) , i=1,2,3  (4.88)

i=1

enquanto que a nova Hamiltoniana H (4.76), no sistema rodado, passa a ser

J/

n=3
. 1 hw
H = E :ngz + 5J(t) (TP 4+T2+T%) , Fi=(4, 0, 4)) , Aj= A4, — o 0= 1,2,3. (4.89)
i=1 < ~

N adl

H!

F”[ int
}ield
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Agora é possivel alinhar o campo externo constante F/ = F| = F, = F acima com a diregao z
considerando uma segunda rotagao, desta vez em torno do eixo y, de um angulo # tal que tanf =
A/Aj. Com esta finalidade, reescreve-se o estado de spin ¥’ (que satisfaz (4.70)) como

W) = R, (0)T" (1), (4.90)

com R,(6) dada por
n=3

R,(0) = exp <——QZEZ> = Hexp <—§Zly€) , tanf = j . (4.91)

Substituindo o spinor rodado (4.90) na equagao de Schrédinger (4.70) conclui-se

H'R,(0)T"(t) = i | R, (0)U"(t) + R, (0)F"(t) | = ikiR,(0)¥" (1), (4.92)
v

pois a operagao de rotagao R, (f) independe do tempo. Agora, multiplicando a esquerda a igualdade
acima pela inversa de R, () obtém-se
RUOVH'R,(0)" (t) = ih¥" (¢), (4.93)

Yy

(.

-~

—H"

ou seja, uma nova equagao de trés spins

o'V = inl", 0" =R,'H'R,. (4.94)
Nesse novo sistema tem-se
0" =RIRy ) R (g + [l ) Ry = Ry Ry + Ry LR,

LR, lH}iezdRy +R, "R, H, = Ry_lg}quy + Hz/nt7 (4.95)

—Hznt

e, de (4.91),
0 /0 0
R,(0) = exp (—%02 ®1I® I) exp (—%I ® 0y ® [) exp (—%I@ I® 02>
—i6 —i6 —16

= or(Gm) e (T sen(Fe) nenon e

onde definiu-se »
Ty = exp (%@) . (4.97)
Dessa forma, afim de se calcular o operador Hamiltoniano H” , segue que
Ry HhaRy = (7y @7, @ 7)) [F- (S 4+ 224+ 23] (7, @ 7, @ 7)) =
=(f'er e ) (o F)oIel + I®(c-F)el + I®I® (o -F)](f,®F, &7,
= [7, 1(0 Fi, @Il + 1o, (o F)i,eI+[Ieloi, (o-F)f. (4.98)
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A tarefa seguinte ¢, entdo, calcular a matriz 7,'(o - F')7,, onde F' = (A, 0, Aj) por (4.89).

Assim, com algum esforco algébrico é possivel inferir que

—i6

—16
P (o F)P, = {exp <702>} (Aoy + Ayos) exp <7202) = Ajos, (4.99)
onde foi definido
(A1)? = (A})? + A2 (4.100)

Consequentemente, a Hamiltoniana H” em (4.95), assume a forma

. 1
H'"=Aj(o31R1 + [®0o3] + IQ1®03)+ 5J(lt) (T2 412+ 1), (4.101)

ou, de uma maneira ainda mais sintetizada,
n=3 1
Y= SRS 0 (R4 TRATE) L B - (0,0, A, i-123 (4102)
i=1

ou equivalentemente,
n=3

. ’ 1
H' = Z (F” . 21) + éj(t) (F12 + 2 + F13) ’ F' = (0’ O, Ag) ) (4‘103)

i=1

A menos do fato de que a componente F” ) do campo externo acima é constante no tempo, a
tltima Hamiltoniana ¢ idéntica a do caso abordado na segao 4.2, de modo que o operador evolugao
temporal U”(t,t), tal que W (t) = U"(t, to)V"(to), &

U"(t,ty) = {ﬁ [ICOS (@) — i (2%) sin (M)” X

k=1
3 i (3
X {I cos (ﬁL) -3 (T +T% +T") sin (ﬁ‘]fﬂ : (4.104)

onde simplesmente substituiu-se Fj(t) = ftz F(7)dr por Aj (t —to) em (4.40), lembrando que I ¢ a

matriz identidade 8 x 8 e que J; (t) = fti J(7)dT por (4.34).
Finalmente, vale a pena recapitular que os vetores de estado

A~

U(t) = Ult, to)¥(to)
W'(t) = U'(t, o) ¥'(to) (4.105)

U (t) = U"(t, to) V" (to)
sao solucoes das equagoes de trés spins (4.63), (4.70) e (4.94) respectivamente,
HU = ih¥
H'V = ind’ (4.106)
H'y" — ihv"

e, além disso, s@o conectados pelas transformacoes (4.67) e (4.91)
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U(t) = R (wt)U'(), T(t) = R,(0)T"(t), (4.107)

o que implica em

V(1) = R.(OV(E) = Ra(OR,(O)V(t) = R.(t)R(0)U" (¢, 10) V" (to)
=0 (t) =0"(t)
= R.(OR,0)U"(t, to)R, ()’ (to) = R(R,(O)U" (¢, to)R, (0)R (o) U (to),(4.108)

z
J/

:\I;Qt()) ZU‘(tr,to)
ou seja, o operador de evolugao temporal para o andlogo do problema de Rabi para um sistema de
trés spins 1/2 é entao )

U(t,to) = (R, (0)U" (t,10) R, (O)R (to), (4.109)

R
ou ainda, do fato de que R;*(to = 0) = I (como em (3.11)),

Ult,t)) = R(R,(O)U" (L, to)R, (O)R. (to) =

= R.(R,(OU"(t, to)R, " (0), (4.110)

com U” dado por(4.104).

4.5 O Ansatz de Bethe

Na atual secao ¢ utilizado um método alternativo de se resolver o problema de trés spins interagentes
e congelados no espago. Na verdade o método é vilido para um numero (finito) N qualquer de
particulas colineares, mas aqui nés o aplicamos ao particular caso de trés corpos.

O modelo permite a exata obtencao dos autovetores e, por consequéncia, os autovalores da matriz
Hamiltoniana que descreve, via interagdo de Heisenberg [1], uma cadeia unidimensional (1D) de
particulas de nimero quéntico de spin s = 1/2 que interagem somente os spins adjacentes, i.e.
os primeiros vizinhos. A este modelo dé-se o nome Ansatz2 de Bethe por ter sido primeiramente
apresentado em 1931 por Hans Bethe [19] .

O método alternativo de diagonalizar o operador Hamiltoniano, com a condi¢ao de contorno
periédica Sy1 = Sy,

N
H=7 8, Sn1= JZ [ (S} Spyy + Sy Sity) + 5287, (4.111)
n=1
¢ discutido em [12].
Segundo o método supra-citado, o primeiro passo é obter a representacao matricial do operador
H na base

P00 WD) DL P10 (1L 1T 1T (L) (4.112)

2Do aleméo "chute, palpite".
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onde r é o mimero de spins para baixo em cada vetor da base:

Hyegy 0O 0 0
0  Hyey O 0
H= 0 0 Hyey 0 |’
0 0 0 Hys

(LITLA LT (T (T A [TTL)
Hg—oy = ((TTTTH 1)), He=yy — | (TUTHTT) (TUTH T (TUTH[TT)
(TTUA LT QAT TUH[1T])

(TLH[TLL) (TUTA LT (THH LT
Ho—gy — | (WAL THA T ATHE LT ) He=s) = ((LLLH[LLL)
(LTTHTLL (LTTH LT (WA LT

Nesta base, (4.112), o operador H ¢ diagonal por blocos pois sua a¢do nos vetores da base nao
altera o niimero de spins pra baixo.

S50 0 0 0 0 0 O
0:§§1% 0 0 0 0
SR SERE
2 2 1
H=J10 6 0 o L1 1
o0 0 0 3 -2 £ 0
o0 0 0 5 3 -0
o0 o 0 0 o0 0 32
O método sugere entdo que se reescreva a Hamiltoniana H (4.111) em termos da base:

(r=0): {[yy) = [111)

() = |pmeoy) = Z5 (LIT) +[TL1) +171))
(r=1): 4 [05) = [Ymery) = 25 (€5 [111) + €5 [11T) +[111)
[4) = |Ppmezy) = Z5 (€5 1LT1) + €5 [111) + [111)

e) = W(k2:2n/3)> = \/Lg [— ) 1+ 6i2w/3) 11T + (1 + €7i2ﬂ/3) |Tll>]

[¥5) = [Y(ka—0)) = 75 (LI +[1T1) +[111))
(r=2): )+ ( ' |
[V2) = [V gmanszy) = 75 [= D) + (L + ) [1T1) + (1 4+ 7473 [11])]

(r=3):{lvg) = [LLL) -

A representagao matricial para o bloco = 1 do operador H na base {|¢5), |13), |¢,)} &

J J
- 0 0 —3 0 0
oo 0 JG-esm) 0 )= 0 2 o0 |
0 0 J (3 — cos %) 0 0+

A representagao matricial para o bloco r = 2 do operador H na base {|¢5), |g), |¢7)} &
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_3J 0
4
H(,:z) — — 0 J (i — CoS %”)
0 0

A representacao do operador H na base

|¥1); l1/12>> th3) s |a); i¢5>a 6) s |7);
~~ ~

r=0 r=1
¢é portanto:
0,0
0o -5 0
o o0 +2
0 0 0
H==1 "9 0o o
0 0 0
0 0 0
0 0 0

-~

r=2

<

-3 0 0
=— 0o +2 0
0 0 +%
1) (4.113)
A
r=3
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
+2 0 0
0 +% 0
J
o o -

Uma vez que na base (4.113) o operador Hamiltoniano é diagonal, o operador de evolugao tem-
poral (2.10) ¢ facilmente calculado e com uma transformacao de similaridade conveniente é possivel

recuperar a solucao (4.26).
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste projeto estudamos sistemas quanticos nao relativisticos de dois, quatro e oito niveis que de-
screvem particulas com spin s = 1/2 sujeitas a agao de campos externos e interagentes entre si. Tais
sistemas possuem uma vasta aplicacao em diversas dreas da fisica, dentre as quais destacamos a com-
putacao quantica. Apresentamos solucoes exatas destes sistemas. Estudamos varios campos externos
que permitam a construcao de portas légicas quanticas universais. Estas portas légicas quanticas
representam um elemento essencial no desenvolvimento dos chamados computadores quanticos. A
andlise e a implementacao destes computadores quanticos exige a manipulacao de sistemas de varios
niveis, sujeitos a campos externos dependentes do tempo. Neste trabalho foi apresentada a solucao
para o assim chamado Problema de Rabi, um particular problema de dois niveis. Um exemplo de
solucao para o sistema de quatro niveis, aqui relativo a um problema de dois spins também foi discu-
tido. Foram obtidas solugoes exatas para sistemas de oito niveis cuja possivel aplicagao é a Correcao
Quantica de Erros lancando-se mao de dois diferentes métodos.

1. Os resultados aqui obtidos podem ser aplicados ao estudo de trés pontos quéanticos acoplados.

2. De posse das solucoes exatas obtidas é possivel verificar se elas obedecem condigoes suficientes
e necessdrias para a construcao de portas logicas quanticas. Veja a este respeito [20].

3. A partir das solucoes é também possivel investigar critérios de emaranhamento, que é um
possivel ingrediente para a construcao dos Computadores Quénticos.
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Apéndice A

Exponencial de Matrizes

A.1 Exponencial de uma Soma Matricial

Proposigao. Se as matrizes A e B comutam, entao

Pela definicao da funcao exponencial segue

=1 =1
exp (M; + M;) = Zk:— (M + My) :ZE(Ml"'M?)k’
" !

k=0

onde define-se que (M; + Mg)o = I. Por hipétese M; e M comutam, de modo que vale a regra do

bindémio de Newton i

k
(My + Mp)" =) (Z)M{Mg—l.

=0

Entao,
g 1 k l k—1 g l k— l
exp (M +00) = 350 () aaaf = 33 i
k=0 1=0 k=0 1=0
Logo
_ R 1 l k—1 = 1 k—1
o+ 09 = 33 a3 o (30 g ).
=0 k=l

Fazendo a mudanca de varidvel m = k — [, obtém-se

[e.9]

Z Mﬁn = exp (Ma) .
k=l m!
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Consequentemente,

- Ly
exp (M + M) = Z = My exp (Ms) = exp (Mi) exp (Ma) .
=0

=~

Analogamente se prova, mutatis mutandis, que

exp (My + My) = exp (Mz) exp (M) .

A.2 Foérmula do seno e cosseno

Da defini¢ao de exponencial matricial:

eihT — Z (iAz)" = I—l—(zAx)—i-g (zAx)Q—i-g (zAx)S—Fa (zAx)4+a (zAx)5+a (iAx)°

k!
k=0

Se uma matriz A é tal que A2 = I , entao

Ar =1, se n é par
A"=A, sen éimpar

x? i3 xt izb 20
—[“Aw—af—?“fmA—ﬁf—?“
A e . I T B
:f@‘§+z—a+ )*“@‘5*5‘?* ):

= Jcosxz+iAsinz.
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Apéndice B

O Produto de Kronecker

Define-se o produto de Kronecker A ® B entre as matrizes A € Mat(C,m x n) e B € Mat(C, p X q)
como

allB tee alnB
A®B= ST , (B.1)
amB -+ an,B
onde
aijbin  aibiz -+ aiibig
aijbar  aijbaa -+ a;ib
a;;B = g ! ’, ” g “ (B.2)
ijbp1  ijbpa -+ Qijbpg

O produto A ® B tem, portanto, dimensao mp x nq.
A seguir sao listadas algumas propriedades deste utilissimo objeto matematico.

P1. Seja A um escalar e A, B, C matrizes, entao o produto de Kronecker satisfaz as relacoes de
bilinearidade e associatividade:

(A By C=A® (Ba (), (B.3)
(M)®@B=A® (AB)=\(A® B), (B.4)
A® (B+C)=A® B+ A®C, (B.5)
(A+B)eC=AC+BxC. (B.6)

P2. Propriedade do produto misto (o nome é sugestivo pois de fato trata-se de uma combinagao
entre o produto de Kronecker e o produto simples de matrizes):

(AR B) (C® D)= AC ® BD (B.7)
desde que os produtos simples de matrizes AC' e BD sejam possiveis.

P3. Propriedade da inversibilidade do produto de Kronecker: se as matrizes A e B sao inversiveis,
entao

(A9 B '=Ar@ B (B.8)

Mais que isso, o produto A ® B é inversivel se e somente se A e B sao inversiveis.
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P4. Soma de Kronecker & (nao deve ser confundida com a soma direta) e algumas exponenciais
uteis:

A(nxn)a B(mxm)
AeB=A®1,+1,®B (B.9)
exp (A @ B) = (exp A) ® (exp B) (B.10)
exp(l, ® A) = I, ® (exp A) (B.11)
exp (A® I,) = (exp A) ® I, (B.12)

P6. Vale a regra de Leibniz para o produto de Kronecker:

%(A@ B) = [(%A) ® B] + [A@ (%B)} : (B.13)
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Apéndice C

Comutador para a Hamiltoniana
Constante

H=F [2'+X%*+ %9 + %J [['2 4+ 1% + 1]

- R /

-~

=Hfic1q —Hps
[ 5™ 4B =0
7 = (S, R, 5

[ 57 4 2] = [, S0 4+ 5] = [[™, " + 52 =0

[ﬁ Field b8 inti| =0

3 3 3
FlQZZO'i@O'i@], ]_—‘23:2]@0'7;@0'1‘, F13220i®1®gi
1=1 i=1 i=1

[ﬁfielda ]:Iz’nt} = [F (B +22+ 3%, %J (T2 +T% 4 F13)} _

_ (31 2 . 31 12
_[F (B +3%) +F. 3 oJT ]+

/

10 C’o:nrutador
1
+ {F (2*+%°)+F -5, 5Jrzﬂ +
1
+ {F (' +%°) +F 27 §JF13}
Basta calcular o 1° comutador e o resultado serd andlogo para os outros dois:
1
[F- (Z'+ %) +F- %7 5Jr”] =

1 1
[F- (=1 +%?) ,yr”} + [F 58 5Jru}
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agora

{F- DY %er] _ [F (514 52) 4 FY(Sh 4 52) 1 F* (5] 4 52), %Jl‘u] _

/

- %FU[E}E +32 T2 4 %FyJ[E; +32, TP + %F"dJ[Zi +32, T2 =0

=0 -0 =0

no calculo da espressao acima utilizou-se (C.1).Além disso,

3
Friel®o)+F'(Iel®c,)+FFI0l®0.),Y 0;®0,® ]
=1

1 1
F- -3 —Jr?| ==J
{ D) 2

o = (0-1’02;0-3) - (O-l‘ao-yaa-z)

A partir da propriedade de produto misto (B.7) é possivel inferir a nulidade do comutador
[F -2 1Jr12]:

3
I®I®ax,Zai®ai®I

1 1
[F~23,§JF12} ziFmJ 2 -
J > L
_|_1ij I®I®ay,iai®0i®f —i—lFZJ I®I®az,iai®ai®f =0
2 =1 2 =1
) % ’ ) %

O célculo para os outros dois comutadores é semelhante.
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Apéndice D

Condicao de Comutatividade em Tempos
Diferentes para um Operador
Hamiltoniano

Ht)=(F)e) @Il + 1@ (F)e®) @1 + 121 (F(t)o®) + %J(t) [+ T2 4+ 1]

[ﬁ(t), ﬁ(t’)] =0Vttt

E importante lembrar que neste caso (n = 3),
3 3 3
Flz:Zai@)ai@I, F23:ZI®ai®ai e F13:Z(7i®[®ai
i=1 i=1 i=1

: 1
Ht)y=Ft)(c’@I0] + I®c*®1 + [®I®a3)+§J(t)[F12+I‘23+F13]

A B

A e B sao matrizes constantes de modo que

[ﬁ(t)’g<t/)] = [F(t)A+ %J(t)B , F(thA+ %J(t’)B] _

1 1 1
=FOF()[A, A+ SF@)J(¢)[A, B+ SF)J () [B, A+ J(t)J({t)[B, B] (D.1)
—_— 2 2 4 ——
=0 =0
Como em geral $F(t)J(t') # $F(t')J(t) faz-se necessdrio o célculo explicito do comutador [4, B].
Mas, de fato, este comutador é um caso particular do comutador calculado no item anterior, de
modo que

A Bl=[*0Ie] + I9d*®] + Iold®, I +I%+ 1] =0
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como esperavamos demonstrar.
Aternativamente poderiamos ter feito o calculo explicito

A, Bl=1[0"®I®I + I®c*®1 + I®I®0% ' +T% +T"]

3 3 3
=10*QI®l + I@*RI + I®I®d’, Y dedel +> Ieded +) deled
=1 =1 =1

3
=|*@I®l, ) dedel|l+

=1

3
+*RIl, ) deled

=1

3
FeIel, ) Ieded

=1

N J/

TV
=0

3
I@c*@l, Y dedel

Ioc*®l, Y Ivd®d
=1 =

Ioc*e@l, Y doled

~~
=0

3
I9l®d’, Y doled
=1

3
Ioled’, Y Ivd®d
=1

3
+tI®Ied, Y deodel
=1

. /

~
=0

3

3
Za o' ®O‘®I+ZO‘ o' ®]®O‘+ZO‘®O‘ 0}@]—1—
=1 =1 =1
3

3 3
+ZI® o’ 0 ® o' —i—ZI@a®[a3,al]+201®[®[03,aq:0
=1 =1

=1
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Apéndice E

Matrizes Sigma - Comutadores e
Anti-comutadores

Notagao usada neste trabalho:

n n—1
a2 i 1 i(i 1 n
H = § B,X + 5 § Ty 4 §J1,nrl ,
i=1 =1

vk = 19k o o ® [®(n*k)’ D9 — 3. 3
I =22, Bi=B)

Prova das relagoes de comutagao:
Afim de demonstri-las serao usadas as propriedades das matrizes de Pauli a saber

[O'i, O'j] = 2i€ijk0-k s [O'i, O'j]+ = 25@‘, (E2)

onde €;j; ¢ o sfmbolo de Levi-Civital.2.
Para o comutador em (E.1), o caso r # s é 6bvio, portanto s6 calcularemos o caso contrério:

(XX = [[®(m71) ® o @ [P0 [9m) @ 5. @ [®(n—m)} _
= (I°" D@ g @50 (197 @ g; @ [90m)
_ (]®(m—1) ®0;® [®(n—m)) <[®(m—1) ®0; ® [®(n—m)>
= (]®(m—1)[®(m—1) ® 0,0, ® ]®(n—m)[®(n—m)> — (]®(m—1)[®(m—1) ®0,0;® ]®(n—m)[®(n—m)>
= (I®(m_1) ® 0,05 ® I®(”_m)) — ([®(m_1) ®0o;0; ® I®(”_m))

pOiS I®(m71)l®(m71) — [®(m71) e I®(n7m)]®(nfm) — ]®(nfm).

Assim,

xmoym = (19 Y @ (0,0, — 0,0;) @ I20—™)
7 7 J J
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= (I®(m_1) ® 2Z‘Eijk;O'k ® ]®(n—m)) = 2i5ijk ([®(m—1) X o K [®(n_m)) = 2Z€Uk2?

Anticomutador
(25, 55"+ = 20y

25 = [PV ee eI, 12020 |
- (10D @ 0, @ [0 (180D @ g @ 1801
+ ([®(r—1) ®0;® [®(n—r)) ([®(r—1) ®0; D I®(n—r))
— (I@(r—l)]@(r—l) ® 010, ® I®(n—r)I®(n—r)) + (I®(T—1)]®(r—l) ®0j0;® I®(n—r)]®(n—r))
— (I®(r—1) ® 0,0, ® [®(n—r)) + ([®(r—1) ® 00 ® I®(n—r))

+

= [®(r71) & (O’iO'j + O'jO'i> & [®(H7T)
~——
=2I6;;
= 26 (I°" "V @ I @ 1°"") = 24,
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