Universidade de Sao Paulo

Instituto de Fisica

Estado fundamental e excitacoes coletivas
de condensados de Bose-Einstein espinoriais

Dimas Rodrigues Romano

Orientador: Prof. Dr. Emerson José Veloso de Passos

Tese de doutorado apresentada ao Instituto de Fisica

para a obtencao do titulo de Doutor em Ciéncias.

Comissao Examinadora:

Prof. Dr
Prof. Dr
Prof. Dr
Prof. Dr
Prof. Dr

. Emerson José Veloso de Passos - IFUSP
. Antonio F. R. Toledo Piza - IFUSP

. Mahir S. Hussein - IFUSP

. Frederico F. Souza Cruz - UFSC

. Vanderlei Bagnato - IFSC - USP

Sao Paulo

2007






Resumo
No contexto da teoria de Bogoliubov determinamos as configuracoes de equilibrio e as
excitacoes coletivas de um condensado de Bose-Einstein espinorial homogéneo com spin hi-

perfino S = 1, na presenca e na auséncia de um campo magnético externo. Na tese mapeamos

q

Top] © onde ¢ esta relacionado

as configuracoes de equilibrio em fun¢ao dos parametros
com a intensidade do termo quadratico da energia de Zeeman, c, é a intensidade do termo
da interacao atomo-atomo dependente do spin, p é a densidade do condensado e m é a mag-
netizacao por particula. Pelo exame do comportamento dos ramos de energia das excitagoes
coletivas como funcao do momento determinamos as configuragoes de equilibrio estéaveis e
mostramos que ¢é possivel classifica-las pela miscibilidade das componentes « = 0 e @ = +1,
que é uma consequéncia direta da simetria axial no espago de spin. O exame do diagrama
de fase do sistema indica que ele depende crucialmente do carater antiferromagnético ou
ferromagnético dos atomos. No limite antiferromagnético o estado fundamental é imiscivel e
de fase indeterminada. Por outro lado no limite ferromagnético o estado fundamental pode

ser miscivel e de fase determinada. Em contrapartida verificamos a dominancia do termo

quadratico da energia de Zeeman em ambos os casos, no limite antiferromagnético quando

q

o] > 0 e no limite ferromagnético quando ﬁ > 2. Fendmenos tais como o colpaso do

condensado e transicoes de fase sao também possiveis. Este trabalho se diferencia dos demais
pelo fato de levar em conta explicitamente a conservagao da magnetizacao do sistema, que
nos permitiu fazer um estudo sistematico das configuragoes de equilibrio, o que pode servir
de guia para futuros estudos de efeitos que ocorrem tanto nas regioes estaveis quanto nas

instaveis.






Abstract
In the framework of the Bogoliubov theory, we determined the equilibrium configurations
and the collective excitations of a homogeneous Bose-Einstein S = 1 spinor condensate, in the

presence and absence of an external magnetic field. In this thesis we found the equilibrium

q

Toap] and m, where ¢ is the intensity of the

configurations as function of the parameters
quadratic term of the Zeeman energy, co is the intensity of the spin dependent atom-atom
interaction term, p is the condensate density and m the magnetization per particle. By the
study of the behaviour of the collective excitation energies as function of the moment, we
found the stable equilibrium configurations and we show that they can be classified by the
miscibility of the components & = 0 and « + 1, which is a direct consequence of the axial
symmetry in the spin space. Examining the phase diagram, we see that it depends on the
antiferromagnetic or ferromagnetic character of the atoms. In the antiferromagnetic limit,
the ground state is imiscible and with an undetermined phase. However in the ferromagnetic

limit the ground state can be miscible and with a fixed phase. On the other hand, we see

in both cases the dominance of the quadratic term of the Zeeman energy, when ﬁ’p‘ > (0 in

the antiferromagnetic limit and when ‘L > 2 in the ferromagnetic limit. Phenomena such

cap|
as condensate collapse and phase transition is also possible. This work differs from others
by taking explicitly into account the conservation of the magnetization of the system, which
allowed us to perform a sistematic study of the equilibrium configurations, that can be a

guide to future studies of effects that occur not only at the stable as also in the unstable

regions.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1925, um trabalho de Albert Einstein propos a existéncia de uma transicao de fase na
teoria de um gas quantico ideal, onde as particulas obedecem a uma estatistica, hoje conhe-
cida como estatistica de Bose-Einstein, que ocorre quando o comprimento de onda térmico
caracteristico, A\gp = (2mh?/mkpT)'/?, se torna comparavel & separacio média entre as par-
ticulas, d = p~/3. Quando esta condicdo é atingida o estado de menor energia do sistema
adquire uma populacao macroscopica, mesmo que a temperatura seja suficiente para que
outros estados sejam populados. Esta mudanca abrupta nas propriedades fisicas do sistema
caracteriza a transicao de fase, e este efeito é conhecido como condensacao de Bose-Einstein,
sO observado experimentalmente no ano de 1995, quando grupos experimentais produziram
condensados a partir de gases de dtomos alcalinos extremamente diluidos, aprisionados em
uma armadilha magnética.

O procedimento para se produzir um condensado de Bose-Einstein, que serd chamado
daqui para frente de CBE, exige alcancar temperaturas extremamente baixas da ordem de
centenas de n/. Na maioria dos casos o que vemos sao transicoes de fase familiares como as
que levam a solidos, e devido a este fato, a condensacao de Bose-Einstein em gases atomicos
bosonicos s6 pode ser conseguida em gases extremamente diluidos de modo que o tempo de
formagao de moléculas por colisoes de trés corpos seja aumentado para segundos ou minutos.
Sendo o tempo de termalizacao por colisoes binarias tipicamente de 10ms, o condensado é
conseguido em uma fase gasosa metaestavel [1].

A condensacao de Bose-Einstein foi primeiramente demonstrada pelo grupo de Boulder
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usando 8" Rb (junho de 1995), pelo grupo do MIT usando **Na (setembro de 1995) e pelo
grupo da Rice University usando 7 Li (evidéncia indireta em julho de 1995) [2, 3, 4]. A maioria
dos experimentos alcancam a degenerescéncia quantica em temperaturas entre 500nK e 2u K.
Densidades tipicas p na temperatura de transicao sao da ordem de 10"em=3.

Para se ver o condensado é usado um método de medidas do tempo de voo. Deixa-se
os atomos expandirem desligando a armadilha confinante e sao feitas imagens através de
métodos Opticos. Um pico pronunciado na distribuicao de velocidades é entao observado
quando o sistema estd a uma temperatura abaixo de uma certa temperatura critica, o que
¢ uma assinatura clara da condensacdo. A figura (1.1) mostra uma das primeiras “fotos” de

nuvens atomicas de rubidio, onde vemos o aparecimento do pico pronunciado da distribuicao

de velocidades no grafico quando a temperatura é de 100nK.

~MHnk

" (0.2 mm

Figura 1.1: Distribui¢ao de velocidades em 2-D para atomos de rubidio.

Nestas experiéncias o condensado estd confinado numa armadilha magnética e conse-
quentemente os graus de liberdade de spin estao inertes, isto ¢, todos os atomos estao no
mesmo estado hiperfino, que é chamado de "low-field seeker" e sao estados atraidos para o
ponto de minimo do campo magnético [5]. Por exemplo, nas experiéncias com " Rb e Na
os atomos estao no estado |1, —1). A figura (1.2) mostra as energias de diferentes estados
hiperfinos de Zeeman como fun¢ao do campo magnético.

Novos caminhos no estudo de gases atomicos ultra frios e diluidos se abriram quando em

1998 o grupo do MIT [6] e mais recentemente o grupo do Instituto Tecnologico da Gedrgia
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Figura 1.2: Energias de diferentes estados hiperfinos de Zeeman em funcao do campo mag-
nético para S=1e 5 = 2.

|7] conseguiram aprisionar atomos de **Na e 87 Rb, respectivamente, por meios puramente
Opticos.

Nesse caso, os graus de liberdade de spin estao ativos, os atomos podem se encontrar
em qualquer subnivel de um dado momento angular hiperfino, S, e os condensados devem
ser descritos por um espinor de (2S5 + 1) componentes. O mesmo método de medidas do
tempo de voo, usado na observacao dos CBE escalares é utilizado para os CBE espinoriais,
sO que agora os atomos passam por um dispositivo de Stern-Gerlach para que as diversas
projecoes de spin se separem de modo que as quantidades observadas sao as populacoes em
cada subnivel magnético.

Na grande maioria das experiéncias com 2> Na e 8 Rb, os 4tomos estao no estado hiperfino
S = 1. No limite de baixas energias o termo de interacao atomo-atomo é rotacionalmente
invariante no espaco de spin e depende de dois parametros que sao os comprimentos de
espalhamento de onda s nos canais de spin total /' =0 e F' = 2, denotados por ag e as.

Esse potencial de interacao pode ser escrito como uma combinacao de um termo indepen-

dente do spin de intensidade ¢y = @ e de um termo dependente do spin de intensidade
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Cy = @, onde g; = %i‘”

Como nas armadilhas opticas o grau de liberdade de spin esta liberado varios experi-
mentos [8, 9, 10, 11, 12, 13] investigaram as propriedades dos condensados espinoriais na
presenca de um campo magnético uniforme. Nesse caso precisamos introduzir dois parame-
tros importantes na hamiltoniana do sistema, que sao as intensidades dos termos linear e

quadrético da energia de Zeeman, usualmente denotados por p, e ¢. A dependéncia desses

parametros com a intensidade do campo magnético externo é:

_ luslB _ |y B?
Pz = p) €q= 1FEnrs

onde || € o magneton de Bohr e Fypg é a diferenca de energia entre os estados hiperfinos
S =2 e S =1 na auséncia do campo magnético. Os valores experimentais dos parametros
ag, as, Co, Co ¢ Exps para o 2 Na e 3" Rb sao mostrados na tabela (1.1), encontrados na

referéncia [14].

| | SR | BN g |
ag 5,5 x 107m 2,7 x 1079m
as 5,4 x 1079m 3 x 107%m

co 7,8 x 107 ¥Hzm? | 1,5 x 107 Hz.m?
s | =3, x107PHzm? | 4,8 x 107 Y Hz.m?
EHFS 6, 8GH=z 1, 8GH=z

Tabela 1.1: Valores tipicos de parametros experimentais para os atomos de 8" Rb e 2 Na.

As propriedades dos condensados espinoriais dependem crucialmente das caracteristicas
magnéticas do sistema, ou seja, se o sistema é antiferromagnético, co > 0, ou ferromagnético,
¢ < 0. Pela tabela (1.1) vemos que o 8" Rb ¢ ferromagnético e o 2 Na é antiferromagnético,
para S = 1. Os estados de menor energia em condensados ferromagnéticos tém seus spins
todos alinhados de modo que a magnetizac¢ao total do sistema é méaxima. Ja nos condensados
antiferromagnéticos a configuracao dos spins dos atomos é tal que a magnetizacao total do
sistema ¢ nula.

O avanco experimental que culminou na descoberta de condensados espinoriais abriu a
oportunidade inédita de estudos experimentais e teoricos de condensados de multi-componentes.
Do lado da experiéncia, o mesmo grupo do MIT que primeiramente os criou, demonstrou

a formacao de dominios de spin e o tunelamento quantico através destes dominios [13]. A
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dinamica com trocas de projecoes de spin foi recentemente observada em CBE com S =1
[10]. Comegando com condensados ocupando dois subniveis hiperfinos, um condensado no
terceiro subnivel é criado, num processo coerente e reversivel das colisoes atomicas.

A dinamica com trocas de projecoes de spin foi recentemente observada tanto em CBE
com S = 1 quanto com S = 2 para dtomos de 8" Rb em [9] onde o tempo de equilibrio para
a mistura de spins foi determinado e oscilagoes das populacoes de spin foram observadas.
Durante todo o processo de mistura das componentes do spin S = 1, observa-se que a
magnetizagao permanece constante, igual a zero. Nesta referéncia mediu-se a relaxagao de
ng para o seu valor no estado de equilibrio como func¢ao do campo magnético externo, os
dados sendo compativeis com o comportamento ferromagnético.

O tema relacionado com dominios de spin é investigado nas referéncias [8, 15]. Na
referéncia [8] sdo observados os estados de equilibrio num condensado espinorial com S =1
do 2 Na na presenca de um campo magnético externo. Verifica-se a formacao de dominios de
spin onde as diferentes orientagoes do spin podem ser misciveis ou imisciveis. A referéncia [15|
sugere que modos instaveis de um sistema dinamicamente instavel crescem exponencialmente
e eventualmente isso leva ao aparecimento de dominios espaciais que sobrevivem por um
longo tempo.

Efeitos relacionados com a dominancia do termo quadratico da energia de Zeeman sao
observados na referéncia [11], tais como a supressao da dinamica de spin e "dephasing".

Experimentos em condensados com S = 2 também foram realizados como na referéncia
[12] que investiga a dinamica de condensados de " Rb com S = 2 e observa um comporta-
mento antiferromagnético para seu estado fundamental.

O mecanismo por tras de todos estes fendomenos observados experimentalmente é a intera-
¢ao coerente entre dois &tomos que altera as projecoes dos spins individuais destas particulas
em colisao, preservando a magnetizagao total.

Do lado da teoria varios autores investigaram teoricamente as propriedades dos con-
densados espinoriais. Num condensado de uma componente os 4&tomos ocupam o0 mesmo
estado W(7,t), a funcao de onda do condensado. Numa teoria de campo médio os estados de

equilibrio sao determinados pela equacao de Gross-Pitaevskii e as excitagoes coletivas pela
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linearizacao da equacao de Gross-Pitaevskii dependente do tempo na vizinhanca dos estados
de equilibrio. No limite homogéneo, a equacao de Gross-Pitaevskii para os estados de equi-
librio se reduz as equagoes de Bogoliubov e a linearizacao da equacgao de Gross-Pitaevskii
dependente do tempo a equacao de Bogoliubov-de Gennes.

Num condensado espinorial com S = 1 os atomos podem ocupar qualquer subnivel hi-
perfino. Nesse caso, o estado do sistema é descrito por um espinor de trés componentes, as
fungoes de onda do condensado para cada subnivel hiperfino, W, (7,t) com o = 0,£1. Do
mesmo modo que para uma componente, os estados de equilibrio sao determinados pelas
equacoes de Gross-Pitaevskii, que sao trés equacoes acopladas, e as excitacoes coletivas pela
linearizacao das equacoes de Gross-Pitaevskii dependentes do tempo, na vizinhanca de uma
configuragao de equilibrio. Do mesmo modo que para condensados de uma componente, no
limite homogeéneo, temos as mesmas correspondéncias com a teoria de Bogoliubov.

Os trabalhos pioneiros na analise dos estados de equilibrio e das excitacoes coletivas dos
condensados espinoriais sao os das referéncias [16] e [17]. Os dois trabalhos usam teorias de
campo médio (MFT) e, no limite homogéneo, a teoria de Bogoliubov, para determinar os
estados de equilibrio e as excitacoes coletivas na auséncia de campo magnético no caso de
|16] e na presenga de campo magnético restrito ao termo linear no caso de |17]. Trabalhos
recentes sobre esse tema sao (14, 18, 19, 20].

Teorias puramente quanticas para descrever a dinamica do spin foram desenvolvidas por
Bigelow e colaboradores |21, 22| na chamada “Single Mode Approximation", SMA, onde se
impoe que os atomos em diferentes estados hiperfinos tém a mesma funcao de onda espacial.
Qualitativamente podemos supor que a dindmica espacial e a de spin estao desacopladas se
o "spin healing length", \/ﬁ, ¢ maior que as dimensoes do condensado.

Outro tema de estudos relacionado com condensados espinoriais ¢ o da instabilidade dina-
mica e formacao de dominios em um CBE de spin 1, fundamentado na idéia da conservagao
da projecao do spin do sistema. Em um destes estudos [23] é considerado um CBE ferro-
magnético com spin 1 e inicialmente todos os &tomos sao preparados no subnivel magnético
m = 0. Devido a interacao ferromagnética, espera-se que a magnetizacao cresca esponta-

neamente. Entretanto uma magnetizacao global é proibida ja que a magnetizagao total se
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conserva e deve permanecer nula. O que ocorre entao é que o sistema desenvolve dominios
magnéticos locais de varios tipos, que dependem da geometria do potencial confinante. Eles
mostram que um CBE alongado no subnivel magnético m = 0 é dinamicamente instavel pela
formacao de dominios magnéticos nos quais as dire¢oes do spin em dominios adjacentes sao
opostas, de modo que a magnetizacao total continua zero.

Na tese realizamos um estudo sistematico das propriedades dos estados de equilibrio, sua
estabilidade e energias de excitacao dos condensados espinoriais homogéneos com S = 1, na
presenca de um campo magnético uniforme, no contexto da teoria de Bogoliubov.

Em ambos os limites, ferromagnético e antiferromagnético mapeamos os estados de equi-

q

Teap] X 10 Como funcao dessas duas grandezas determinamos o estado fun-

librio no plano
damental do condensado espinorial e a miscibilidade ou imiscibilidade das componentes do
spin hiperfino dos atomos.

O nosso trabalho se diferencia dos demais [14, 16, 17| pelo fato de nos considerarmos
explicitamente a conservacao da magnetizacao e por isto podemos fazer um estudo detalhado
das propriedades dos estados de equilibrio que incorpora e extende trabalhos anteriores.

Um estudo sisteméatico das propriedades dos estados de equilibrio é muito importante
para entender varios fendmenos presentes em condensados espinoriais que dependem crucial-
mente do carater ferromagnético ou antiferromagnético do sistema. Como exemplo podemos
mencionar o estudo da coeréncia da dinamica dos spins [24] e a formagao de dominios [15, 23],
entre outros. Além disso o exame do diagrama de fases do sistema sugere a ocorréncia de

transicoes de fase e colapso do condensado quando variamos %

op Para uma magnetizagao

fixa.

A tese esta organizada do seguinte modo. No capitulo 2 discutimos a forma da hamil-
toniana para um condensado espinorial homogéneo de spin hiperfino S = 1, na presenca
de um campo magnético uniforme. Dada a hamiltoniana deduzimos as equagoes de Gross-
Pitaevskii que determinam o espinor dos estados de equilibrio cujas componentes sao as
funcoes de onda do condensado para cada projecao do spin hiperfino.

Para cada estado de equilibrio, achamos as equagoes de Bogoliubov-de Gennes para

as excitagoes coletivas. Finalizamos este capitulo mostrando que como consequéncia da
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conservacao de nimero e da simetria axial no espago de spin, sem perda de generalidade,
podemos supor que o espinor dos estados de equilibrio depende apenas de uma fase. No
capitulo 3, resolvemos as equacgoes de Gross-Pitaevskii e achamos os estados de equilibrio
para um dado valor do niimero de atomos e da magnetizagao. Examinamos a dependéncia

dos estados de equilibrio no parametro | L para um dado valor da magnetizacao, m. No

Teapl
capitulo 4 calculamos o espectro das energias de excitagao para cada estado de equilibrio
e analisamos sua estabilidade como funcao dos parametros ﬁ e m. Para um dado valor
desses parametros verificamos que existe apenas um estado de equilibrio que corresponde ao
estado do sistema de menor energia para um valor fixo da magnetizagao e sao classificados
em diferentes fases de acordo com a miscibilidade das componentes a = 0 e a = =1.
Concluimos esse capitulo exibindo o diagrama de fases do sistema no plano ﬁ X m, no

limite antiferromagnético e ferromagnético. As conclusoes do trabalho sao apresentadas no

capitulo 5.
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Capitulo 2

Condensado espinorial na presenca de

um campo magnético externo

2.1 Hamiltoniana na auséncia de um campo magnético
externo

A hamiltoniana de um condensado espinorial com S = 1, homogéneo, na auséncia de um

campo magnético externo é:

3 o t t
H:EEﬂaTﬁaﬂ— a - a . a,ra gz
EZak ak + oV a,k14+q Bka—qG Bka ok
C“J; ElJ;Q
q_‘7a76
c2 3o A f
+n SISl - (BISI8N gl e, 2.)
K1,k
i
[0 b
O operador al z cria um atomo com momento k no estado hiperfino a onde o = —1,0, 1,
a?

h2k2
2m

e ep = . O potencial de interacao dos atomos estd escrito na base de auto-estados do
operador momento e da projecao do spin, S, |E, a) = |E> ® |a), satisfazendo condigoes de
contorno peridédicas num cubo de lado L.

O termo do potencial estd separado em uma parte independente do spin e outra de-
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pendente do spin dos atomos. Para chegar a este ponto partimos da interacao para um

condensado espinorial com S =1 que é:

onde M4 é a massa do atomo, Pr é o operador de projecao que projeta o par 1 e 2 no
estado de spin hiperfino total /' e ar é o comprimento de espalhamento de onda s do canal
de spin total F.

Este termo representa uma interacao efetiva, de contato, que s6 pode ser usada em um
gas frio e diluido, pois nesse limite nao ocorre recombinacao e as colisoes binarias a energias
baixas sao caracterizadas por apenas um parametro, o comprimento de espalhamento de
onda s, independentemente dos detalhes do potencial de dois corpos.

Este potencial pode entao ser escrito como:

V(ry —72) = 0(r1 — 73)(g2P2 + goF)

Os operadores de projecao podem ser escritos em termos dos momentos angulares hiper-
finos dos atomos do par usando as relagoes (2.2) [16], lembrando que S; esta definido em

unidades de h:

2f
S1)-S@) = Y ArPp
A= S[F(F+1) = 2f(f+1) (2.2)

que nos leva a
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mais a relagao de completeza [16]

1 = Ph+P +P

de modo que o potencial é dado por:

—

V(1,2) = 67 —)(co+ 2S(1) - 5(2))

pois o termo que depende de P, nao contribui para o elemento de matriz pois o estado

com [ =1 é antisimétrico. Assim os termos ¢y e ¢p sao:

0 = go + 292
3

cp = 92 — 9o
3

E dessa forma chegamos na hamiltoniana como escrita em (2.1).

2.2 Hamiltoniana na presenca de um campo magnético
externo

Vamos incluir agora um campo externo que vai quebrar a degenerescéncia dos niveis hiper-

finos [8:
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ZE+P+ + E_P_(i) + Eo Py i) (2.3)

Escrevendo os projetores em termos do operador S :

2 _
b 528,
2
Wl
P, = SZ;SZ (2.4)

Deixando o campo externo escrito apenas em funcao dos projetores Py e P_, pois P, +

P_+P0:11

Ue:ct = EO]-_I'Z EO P—‘r( )+(E— _EO) P—(Z) (25)

Finalmente, em funcao do operador S,:

ert = Eol—pZZS +QZS2 (26)
onde [8]:
 E - E
bz = 72
E E_—2F

A hamiltoniana na presenca de um campo magnético fica portanto:
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L

H = Z €r L,Eaaﬁ —pz Z<a|Sz|a>aL’Eaa7,g +q Z(a|5§|a)alﬁaa7

ak o,k a,k
Co t t o
- oy a1+ 8 F— Bk Yok
617132
q7a7
+ 23 (Sl - (51S]8)al - af o (2.8)
2V alola Yo br+d" R0 R Y
ELEQ
§7a7
a/,/@/

2.3 Teoria de Bogoliubov

Na teoria de Bogoliubov, para encontrarmos os estados de equilibrio fazemos um desloca-

mento dos operadores a, - e a' . da seguinte maneira:
a, Cl{,k

a,r = ZQ5E7O+CQ7E (2.9)

al = Z,070+ cl P (2.10)

Neste deslocamento z, representa a funcao de onda do condensado, ou seja, a funcao de
onda dos atomos que estao com momento zero e no estado hiperfino «, e o segundo termo
leva em conta os atomos fora do condensado.

Ao substituirmos estes operadores deslocados na hamiltoniana do sistema podemos escrevé-
la separando-a em um termo independente dos operadores CL ;€ Co > um termo linear nestes
operadores, um termo quadratico, um ciibico e um quartico nestes mesmos operadores.

A aproximacao de Bogoliubov viola a conservagao do nimero de atomos e a conservacao
de S.. Precisamos entdo usar dois parametros de vinculo p e py, para manter fixos o nimero

de particulas e a magnetizagao, respectivamente, magnetizagao esta que é dada pelo valor

médio de S,. A hamiltoniana fica escrita como:

h=H—uN—p.S, = Hy+H,+Hy+ H;+ H,
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onde termos do lado direito da equacao estao escritos em ordem normal e seus indices
representam a dependéncia destes termos no nimero de operadores Coki © CL’E. Na teoria de
Bogoliubov o estado fundamental é o vacuo dos operadores deslocados. Entao, no calculo do
valor médio o tinico termo que contribui é o termo independente dos operadores deslocados,

H,. Nestas configuracgoes de equilibrio o termo linearmente dependente dos operadores CL e

i
¢, r ¢ nulo, e o termo quadratico diagonalizado, nos dara as energias de excitagao do sistema

para cada solucao de equilibrio.

2.4 Configuracoes de Equilibrio

A componente da hamiltoniana, Hy, independente dos operadores cf 7 €C é:
(e )

Hy = =) plza® =D (0]S:]a)|zal” + 0D (alS2]a)|zal
& C — = %
+ =2 Jallasl + o5 ) (alSle) - (81818 22z zar (2.11)
2V £ 2V 4~
’ 8.8
onde p = pr, + pz.

Com isso, escrevendo explicitamente Hy em termos das fungoes de onda do condensado

29, 21 € 2_1, teremos:

Hy = —p (|2 + 2P + [z21?) =0 (|21 = [221]) +a (|21 + |21 ?)
C 2 C 2
+ g (P + Lol + 12 + 2 [ (1 = 1)
+ 2(25)%2o121 + 221275 1 (20)7 + 220|221 ]* 4 2]20]% |21 ] (2.12)

Como S, se conserva, na colisao binaria a projecao do spin total no estado inicial e no
estado final sao iguais. Como consequéncia desta conservacao os inicos termos que misturam
a populacao dos niveis hiperfinos envolvem a colisao de dois 4&tomos com projecoes iguais

am; =0 e my = 0, resultando num par de estados com projegoes m; = 1 e my = —1, e
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vice-versa. Na equagdo (2.12) este mecanismo estd representado pelos termos 2(z)%z_12; e

seu complexo conjugado. A figura (2.1) mostra estas colisoes.

-r A,
@ i Colisdo .l

Projegao de Spin Total 0 Projecdo de Spin Total 0

Colisao .'\, .

Projecao de Spin Total 2 Projecdo de Spin Total 2

Figura 2.1: Interacoes dependentes do spin que ocorrem no condensado. Note que apenas a
da direita mistura a populacao dos niveis hiperfinos.

Os estados de equilibrio sao estados onde Hj é estacionaria. Fazendo as derivadas em

relacao aos z, teremos as seguintes equagcoes que nos darao as configuragoes de equilibrio:

—pzg+ 225 (J21]* + |20)® + |2 ) +

+ B 240+l +5glal?) =0

—pzi 4 (g —p) 2f + 225 (|2 + |20 + |221]?) +

+ # 21 (121 = [z ) + |2o]21 + 2-1(25)] =0

—pzty + (g +p) 2y + 22 (Ja? 4 |20 + |2 ) +

+ 2 [250 (21 = [21) + J20?22, + 21(25)7] =0 (2.13)

e mais as condicoes subsidiarias:
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2> + |z1* + [z? = N (2.14)

|21 = 221> = M (2.15)

onde M é a magnetizagao do condensado.

Escrevendo as funcoes de onda do condensado como:

Za = \/Noe P =\/Nn,e " (2.16)

onde n, ¢ a fracao de atomos no estado hiperfino «, e substituindo estas funcoes de onda

nas equacoes (2.13) que agora serdo escritas, com as partes real e imagiaria separadas, como:

— A/ Mo + CopP/ Mo +
+copy/Mo [2¢/min_1cos(200 — 61 —0_1) +n_1+ny] = 0

\/nonln_lsen(%o — 91 — 9_1) =0 (217)

—iv/m (g = p)v/nr 4 copy/nn +
+Czp [\/n_l(nl —nNn_1+ n()) + 710\/71_1008(290 — 91 — 9_1)] =0

o n_lsen(290 - ‘91 - 9_1) =0 (218)

—iy/n_1 + (q+ p)y/n_1 + copy/n_1 +
—0—02/) [\/n_l(n_l — Ny + n(]) + no\/n71005(290 — 91 — 9_1)] =0

no\/n_lsen(290 - ‘91 - 9_1) =0 (219)
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Nng+ny+n_q, = 1 (220)

ng—n_y = m (2.21)

onde p = % e Ny = % sao respectivamente a densidade do condensado e as fracoes dos

atomos em cada estado hiperfino e m é a magnetizacao por atomo do condensado.
As solucoes destas equacoes determinam as configuracoes de equilibrio para um dado

nimero de 4tomos e magnetizagao.

2.5 Espectro de energias de excitacao

Para encontrarmos os espectros de excitacao das configuragoes de equilibrio é preciso diago-

nalizar o termo Hs que é da seguinte forma:

i, = Z{[ek—mqw@im plol8.[a) + ZW b+ Dzt
a,,B,E
02 — — « = _ .
£ 2D |@ISI8) - (@S2 + (IS - (@1S18) 25 | } ¢ epit
n,n’
b 23 Ly + 23l - (31 td
2 L |y Ty LA 02| €5,k
aBk L nn' i
1 CO * % C2 ~4 na « *-
t 52 st Sl 018185 | s s
aBk L nn’ J

E pode ser escrito como:

Zh(xﬁ k)c! WiCai T 5 ZA"B k)l qc@
7/67k aﬁ?
1 . 7
+ 5 Z Aaﬁ(k)cajC@_E
a,ﬁ,lg

?T‘l
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onde os indices o, 3 = 1,0, —1, referem-se as projecoes do spin hiperfino S = 1.

A matriz h,ps € hermitiana e A,z é simétrica. Seus elementos sao dados por:

C
hll = € —Ut+qg— p—l— (2‘Z1‘2+‘Z0‘2+|2_1| ) ‘/2, (2‘21‘2—|2_1|2+‘Zo‘2)

* C *
th = h01 = VOZO 1 + vV (22 120 + ZlZO)
" " Cop— C
hii=h",, = 2_121¥
C
hoo = e — i+ 2 (2\z0|2+ 21?4+ |2-1]?) + ; (Iz1)* + [2-1]?)
% C
ho—1 = h’—lO = VO,ZOZ 1 —i— v (2z021 + 2z 120)

C
h’—l—l = e —uUt+tqgt+p+ 2|Z_1‘2 + |Zo|2 + |Z+1‘ ) ‘/2, (2|Z_1‘2 — |Zl‘2 + |Zo|2)

V(

e 0s A,p sao dados por:

C C
Ay = (zl)z(o‘t 2)
A =Ap = 202 (CO;@)
A=A = Cvozlz‘l + ;:/2* ((20)* = 212-1)
IV T
C c
Ap1=A_19 = 202 1( 0; 2)
C C
Al = (z1) (0‘4; 2)

As excitagoes do sistema sao determinadas pela diagonalizacao de Hs que faremos através

da seguinte transformacao de Bogoliubov

_ . * 1T
Cok = E uaAb/\’k+va/\b)\7_E
A

Impondo que essa transformagao diagonaliza Hs chegamos as equagoes de Bogoliubov-de

Gennes para as energias e as componentes das excitagoes coletivas
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Z hopupy + Aapvgy = Extan
B8

Z AZBU5)\ + hzﬁvﬁ,\ = —E;ﬂ]a)\ (2.22)
B

que, escritas na forma matricial, sao:

h A U U
= En (2.23)

A*  h* v v

onde os blocos h e A sao 3x3, definidos acima, e a matriz n é:

n = (2.24)
sendo I a matriz identidade 3x3.

2.6 Invariancias das equagoes de Bogoliubov e de Bogoliubov-
de Gennes

A hamiltoniana (2.12) conserva o namero de atomos e é axialmente simétrica no espaco de
spin, por consequéncia as equacoes de Bogoliubov para as excita¢oes (2.22) assim como as
equagdes para os estados de equilibrio (2.13) sdo invariantes por transformagoes de “gauge”,
U(1), e por rotagdes na direcao axial, identificada com a dire¢ao do campo magnético, no
espaco de spin, SO(2). Com isso podemos mostrar que os estados dependem apenas de
uma particular combinacao das fases e assim, sem perda de generalidade, simplificar nosso

problema.
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2.6.1 Invariadncia por uma fase global

A transformacao:

deixa as equagoes (2.13) invariantes. Por sua vez h,z e A,p se transformam simultanea-

mente como :

haﬁ(Z,Z*) = hag(z,z*)

Ays(z,2") = e_2i®Aa5(Z,Z*)

0 que nos mostra que as equagoes (2.22), frente a esta transformagao, também permane-

cem covariantes se os u e v se transformarem como:

— i
Ugy = € Upgx

’(_Jﬁ)\ = e U
Ou seja, as equagoes de Bogoliubov sao invariantes pela seguinte transformacao:
e®l 0
0 eI

Mostramos isto aplicando esta transformacao nas equagoes (2.23) e (2.24) e notando que

U comuta com a matriz 1 encontramos:
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h(z,z*) Az, z%) u u

Uty = EnU
A*(z,z*) h*(z,z") v v
que é igual a:
hz,z*) Az,z* a a
@.7) A7) .
A*(z,z*) h*(z,Zz") v v

2.6.2 Invariancia pela transformacao SO(2) no espago de spin

Fazendo a seguinte transformagao:

Zo = e "Xz,

Vemos que as equagoes (2.13) permanecem invariantes frente a esta transformagao e

através das equagoes (2.22):

hap(z,2") = e OPXn,4(Z,7")

Aop(z,2") = e OTOXA 4(Z,7)

Novamente, as equacoes de Bogoliubov (2.22), permanecem invariantes se u e v se trans-

formamarem como:

ﬂﬁ)\ = 6i6XUﬁ)\

’(_Jﬁ)\ = 6_iﬁX’Uﬁ)\
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Ou seja, as equagoes de Bogoliubov permanecem invariantes pela seguinte transformagcao:

ex 0 0
0 1 0 0
0 0 e %
U =
e 0 0
0 0O 1 0
0 0 ex

Aplicando a transformagao nas equacgoes originais e notando que U comuta com a matriz
7, valem as mesmas relacoes mostradas no item anterior. Com isso podemos eliminar mais

uma fase do problema.

2.7 Estrutura do spinor das fun¢oes de onda do conden-
sado

Levando em consideracao as conservagoes de nimero e da magnetizacao discutidas anterior-
mente podemos mostrar que o spinor das fun¢oes de onda do condensado depende apenas
de uma fase.

O spinor das fungoes de onda do condensado com S =1 é:

2 et R
X(z) = \/—N 20 = 6—i90 /no
Z1 e~ ny

Podemos reescrever o spinor como:
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(01—0_1
21 e"( 2 >\/771
., _ e_i(91+2971) 6_@.[90_(01:0,1)] \/n_o

(")
21 e 2 n_q

01+0_ 01—0_ . . .
Vemos que fazendo © = (%) ex = (%) o spinor pode ser escrito como funcgao

apenas da fase 6, = 6y — w e portanto concluimos que, sem perda de generalidade,

podemos escrever o spinor como:

2.8 Modo de energia zero

Nesta secao vamos mostrar no caso especifico da tese como surge a relagao entre a quebra
de uma simetria continua e a existéncia de um modo de energia zero.

Seja U()\) uma transformacao unitaria que depende de um parametro continuo, A, que

A~

deixa a hamiltoniana grand-canonica, h, invariante,

e tal que
U(N)|2) = G52, ), com 7(Z,0) = 7

onde |Z) é o estado coerente,

17) = eXamalo=Han|g),
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Nesse caso a quebra de simetria continua esta no fato dos estados coerentes, |2) e |77(2), A))
serem estados diferentes.

Dadas as propriedades acima mostra-se facilmente que o funcional €(Z) z*),

pois
(Z1h|2) = (AAUTNAU(N)|2) = (72, N)[AliT(Z,N)

Como consequéncia dessa invariancia, se z; ¢ um ponto estacionario do funcional €(Z, Z*)

entio N1(20,0) 9o(20,0) On—1(20,0) Onf(%0,0) Ong(20,0) In*1(%0,0)
o\ ) o\ ) 92 ) 92 ) 92 ) 92N

)T é um autovetor de (2.22) com
autovalor nulo.

No nosso caso as invariancias quebradas sao a conservacao do numero de atomos e da
projecao do spin total na diregao axial, S, =), S.(4).

No caso da conservacgao do numero de dtomos,

U@) = e
e sua acao no estado coerente resulta na transformacao

Na=e€¢%2,,a=10,—1.

Desse modo (201, 200, 20—1, —21, —2%, —2z&_ )T é um autovetor (2.22) com autovalor nulo.
01, <00, ) 01> 00> 0—-1

Ja no caso da simetria axial, o operador é
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e consequentemente o vetor (2g1,0, —20_1, —25;,0, 25_;)7 & um autovetor com autovalor

nulo.
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Capitulo 3

Configuracoes de equilibrio

As configuragoes de equilibrio para o sistema homogéneo de dtomos com s = 1 serao deter-
minadas pelas solugoes das equagbes (2.17-2.21) deduzidas no capitulo anterior. A notacao
utilizada na apresentacao das configuracoes de equilibrio segue a seguinte convencao. So-
lugoes com magnetizacao diferente de zero sao identificadas pela letra a enquanto que as
solucoes com magnetizacao igual a zero sao identificadas pela letra b. Os indices 1 e 2
denotam as solucoes com fases determinadas cos26, = 1 e cos20; = —1 respectivamente, e
os indices 3 e 4 denotam as solugoes que nao dependem da fase.

Mostraremos agora as solugoes das equagoes (2.13) do capitulo anterior com suas ocupa-

¢oes, parametros de vinculo e regiao de existéncia.

3.1 Configuracoes de equilibrio sem campo magnético ex-

terno, g =0 e py = 0.

3.1.1 Configuracgoes de equilibrio com m = 0.
e Configuracao de equilibrio b1, dependente da fase, cos20, = 1:
Ng=73; ;M =n_1=7;p=Ccp+cap;p,=0
e Configuracio de equilibrio b2, dependente da fase, cos20, = —1:

0<ng<l;m=n =22 pu=cyp;p,=0
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Neste caso temos uma familia de estados de equilibrio degenerados.
e Configuragcao de equilibrio b3, independente da fase:
ng=0;m =n_1=3;p=cop;p,=0

Em especial, para cos20, = —1, esta configuraciao de equilibrio coincide com um dos
membros da familia de estados degenerados da configuragao de equilibrio b2, que é o estado

com ng = 0.
e Configuragcao de equilibrio b4, independente da fase:
ng=1;n,=n_1=0; u=cop; pr indeterminado

Em especial, para cos20, = —1, esta configuracdo de equilibrio coincide com um dos
membros da familia de estados degenerados da configuragao de equilibrio b2, que é o estado
com ng = 1. Na nossa interpretacao py indeterminado significa que o vinculo nao é necessario,
pois o espinor de equilibrio ¢ um auto-estado de S’Z, e desse modo podemos toma-lo igual a

Zero.

3.1.2 Configuracoes de equilibrio com m # 0.
e Configuracio de equilibrio al, dependente da fase, cos20, = 1:

(1+m)*;na=1(1-m)"; p=cop+cop;pL=0

=
=

ng =5 [1—(m)’];n =
e Configuragao de equilibrio a3, independente da fase:

ng=0;n=214m);ny=31-m);pu=cop;pL=copm

3.2 Configuracoes de equilibrio com campo magnético

externo.

3.2.1 Configuracoes de equilibrio com m = 0.

e Configuracao de equilibrio b1, dependente da fase, cos20, = 1, existente para

1< L <1:
_202P_
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no:%(l—qup) ;n1=n—1:i<1+2cqw> s u=coptcp+3ip=0

e Configuragao de equilibrio b3, independente da fase, existente para qualquer

valor de ¢:
no=03m=n=g5;u=q+cp;p=0

e Configuracao de equilibrio b4, independente da fase, existente para qualquer

valor de ¢:
ngo=1;n,=n_1=0; u=cyp ; com p indeterminado.

Novamente, como esta solucao ¢ um auto-estado do operador S, e portanto uma solucao
com projecao de momento angular hiperfino bem definido, o parametro de vinculo se torna
supérfluo e tomamos py, igual a zero. Note que as ocupagoes dos estados de equilibrio b3 e

b4 nao dependem de gq.

3.2.2 Configuracoes de equilibrio com m # 0.

e Configuracio de equilibrio al, dependente da fase, cos20, = 1:

Esta configuracao de equilibrio existe no intervalo —oo < é < 141 —m? e as ocupagoes

dos trés estados hiperfinos sao dadas por:

_ l-no+m . _
ny = g y -1 = 2

0<ny<1-—|m|

onde ng satizfaz a equagao:

V(1 —ng)2 —m?2 (i+(2n0—1))+(1—n0)(2n0—1)+m2 =0

C2p

Os parametros de vinculo p e p para esta configuracao de equilibrio sao:

1= cop + C2p [1—n0+\/(1—n0)2—m2]
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(VIFm=—ng+vI—m—ng)p=(VIT+m—no—vI—m—ng)q
e Configuracao de equilibrio a2, dependente da fase, cos20, = —1:

Esta configuracao de equilibrio existe no intervalo C;;p > 1—+v1—m? e a equacdo que

determina ngy é dada por:

V(1 —ng)2 —m? (i + (2np — 1)) —[(1=no)(2ng — 1) +m*] = 0

C2p0

Os parametros p e p para esta configuragao de equilibrio sao:

p = Cop + C2p [l—no—\/(l—noﬁ—m?}

(VI+m—ng—vVI—m—ng)p=(T+m—ng+vIT—m—ng)q

e Configuracao de equilibrio a3, independente da fase, existente para qualquer

valor de g:

ng=0;m=35(14+m);n1=5(l—m);u=q+cp;p=copm

Um resumo das solucoes de equilibrio pode ser visto na tabela seguinte:

m =0 m # 0
q=20 b1, b2, b3, b4 al, a3
bl, -1 <5 <1 al,—oo<é§1+\/1—m2
g#0| b3, —co<qg< oo aZ,Jqul—m
b4, —0o < ¢ <0 a3, —00 < q < 00

Tabela 3.1: Resumo das solugoes de equilibrio em funcao de q, cop € m.

Na auséncia de campo magnético os estados b2, b3, b4 sao os estados polares e al, bl
os estados ferromagnéticos da referéncia [16]. Por sua vez o estado de equilibrio a3 nao é

identificado nesta referéncia.

As figuras a seguir mostram as configuracoes de equilibrio em um gréafico de ng x —L; para
Y]

m fixo, como discutido na referéncia [25]. Dado ng as equagoes de vinculo determinam n; e
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n_;. Por sua vez ny em funcao de ﬁ e para m fixo (co fixo) nos mostra as configuragoes de

equilfbrio no plano m x . As figuras (3.1) e (3.2) mostram as configuragoes de equilibrio

para magnetizagao nula. As figuras (3.3) e (3.4) mostram as configuragoes de equilibrio para

1

magnetizagao diferente de zero, m = 3.

U]
N b4
N
AN L
bl N 0.8
N b2
N
0.6t
N
N
0.4 N
AN
N
0.2} N
N
N
b3 N q
-3 -2 -1 1 2 3 leap|

Figura 3.1: Configuracoes de equilibrio no limite antiferromagnético, cop > 0, e magnetizagao
nula, m = 0. As linhas horizontais sao os limites dos valores de ng, 0 < ng < 1. As linhas
verticais mostram os limites da configuracao de equilibrio b1l. No limite inferior temos a
configuragao de equilibrio b3 e no limite superior temos a configuracao de equilibrio b4
sendo que ambas existem para qualquer valor de ﬁ. A linha vertical em ﬁ’p‘ =0¢a
configuragao de equilibrio b2. A linha tracejada é a configuracao de equilibrio b1.
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Figura 3.2: Configuragoes de equilibrio no limite ferromagnético, cop < 0, e magnetizagao
nula, m = 0. As linhas horizontais sao os limites dos valores de ng, 0 < ng < 1. As linhas
verticais mostram os limites da configuracao de equilibrio b1l. No limite inferior temos a
configuragao de equilibrio b3 e no limite superior temos a configuracao de equilibrio b4.
A linha vertical em ﬁ = 0 é a configuracao de equilibrio b2. A linha tracejada ¢é a
configuragao de equilibrio b1.

a3

‘ ‘ ‘ R
-2 -1 1 2 le2pl

Figura 3.3: Configuragoes de equilibrio no limite antiferromagnético, cop > 0 e com magneti-
zacao m = % As linhas horizontais sao os limites dos valores de ng, limite inferior em ng = 0
e limite superior ng = 1 — |m| = 1. No limite inferior temos a configuragao de equilibrio a3.
A linha tracejada é a configuragao de equilibrio al, que se aproxima assintoticamente do

limte superior ng = % quando ﬁ — —o0 e que desaparece quando atinge o limite inferior

no ponto —& = 1+ +/1 —m2. A linha cheia é a configuracao de equilibrio a2, que aparece

|c2p]
a partir do limite inferior no ponto ﬁ =1—+1—m? e que se aproxima assintoticamente
_ 1 q
=1 4 o
de ng = 5 quando By o0
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[e2p]

Figura 3.4: Configuracoes de equilibrio no limite ferromagnético, cop < 0 e com magnetizagao
m = % As linhas horizontais sao os limites dos valores de ng, limite inferior em ng = 0 e
limite superior ng = 1 — |m| = 5. No limite inferior temos a configuracio de equilibrio a3.
A linha tracejada é a configuragao de equilibrio al, que aparece a partir do limite inferior
no ponto ﬁ’p‘ = — (1 +V1 - m2) e que se aproxima assintoticamente do limite superior
ng = % quando @ — 00. A linha cheia é a configuracao de equilibrio a2, que se aproxima
assintoticamente do limite superior ng = % quando ﬁ

atinge o limite inferior no ponto @ =—(1-vV1-m?).

— —o0 e que desaparece quando
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Capitulo 4

Estudo da estabilidade para um

condensado espinorial com S = 1.

Neste capitulo vamos investigar a estabilidade das configuracoes de equilibrio. Na teoria de
Bogoliubov a estabilidade destas configuragoes é determinada através das propriedades do
espectro das energias de excitacao. Consideramos dois tipos de estabilidade, estabilidade
dinamica e estabilidade termodinamica [26].

Dizemos que uma configuracao de equilibrio é dinamicamente estavel se as energias de
excitacao associadas a ela sao reais para qualquer valor de ¢, > 0. Em nosso caso temos
trés ramos de energia pois temos trés graus de liberdade intrinsecos, e a configuracao de
equilibrio serda dinamicamente estavel se os trés ramos de energia o forem.

Uma configuracao de equilibrio termodinamicamente instavel nao é um minimo da su-
perficie de energia. Porém pequenas perturbacoes nao afastam o sistema da configuragao de
equilibrio, na auséncia de dissipacao. Por outro lado, na presenca de dissipacao, o sistema
nao mais permanece nas vizinhancas da configuragao de equilibrio e decai para um estado
estavel termodinamicamente.

No contexto da teoria de Bogoliubov uma configuragao de equilibrio termodinamicamente
instavel tem as energias de excitacao reais e é caracterizada pela existéncia de energias
negativas com norma positiva. Isto ocorre quando as energias de um par se anulam para um

€. > 0.
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A estabilidade dinamica nao implica na estabilidade termodinamica, mas o inverso é ver-
dade, a estabilidade termodinamica implica na estabilidade dinamica. Na andlise da estabi-
lidade, se uma configuracao de equilibrio é estavel dinamicamente e termodinamicamente, a
chamaremos simplesmente de estavel.

No capitulo 3 vimos que existem configuragoes de equilibrio com fase determinada,

cos26, = 1 e cos20; = —1. No primeiro caso teremos 6 = 0 ou 7 e no segundo tere-

3m

5 - Podemos mostrar, com base nas invariancias demonstradas no capitulo

mos 0, = Z ou

wol

2, que o espectro de energia é idéntico para qualquer uma das escolhas de 65, em ambos os
casos.
Em todas as analises que seguem assumiremos ¢y > 0 e ¢g + ¢ > 0, de acordo com dados

experimentais.

4.1 Estabilidade das configuragoes de equlibrio sem campo
magnético externo, p; =0 e g = 0.

Examinaremos em primeiro lugar a estabilidade das configuracoes de equilibrio para o sistema,
sem a presenca de campo magnético externo, tanto para m = 0 quanto para m # 0.
Os nossos resultados, sempre que possivel, serao comparados com trabalhos que tratam

deste tipo de sistema.

4.1.1 Configuracoes de equilibrio com magnetizagao nula.

Na auséncia de campo magnético e para m = 0 temos quatro configuracoes de equilibrio,
que chamamos de b1, b2, b3 e b4. Duas delas, bl e b2, sao dependentes da fase e as
outras duas, b3 e b4, sao independentes da fase. A analise da estabilidade destas solucoes

¢ mostrada a seguir.

4.1.1.1 Configuragao de equilibrio b1, dependente da fase, cos20, = 1.

As ocupagoes dos trés estados hiperfinos e os parametros de vinculo p e py, para esta confi-

guracao de equilibrio sao:
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I R 1., o
ng=735; ;N1 =n_1=73;4=Ccop+cep;pr=0

O espectro de energias de excitacao para esta configuracao de equilibrio é:

w? = & (4.1)

w? = C—-VD (4.2)

w? = C+VD (4.3)

Onde C' e D sao:
= &+ (co — co)pex + 2(cap)” (4.4)
D = [ex(co+ 3cop) — 2(02/))2}2 (4.5)

Para que a configuragao de equilibrio seja dinamicamente estavel todos os seus ramos de
energia devem ter valores reais para e, > 0.
Nesta situa¢ao vemos que o ramo (4.1) é estavel. Para que os ramos (4.2) e (4.3) sejam

estaveis as seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas, para ¢, > 0:

S
AV
o

> VD (4.6)

Vemos imediatamente pelas equacoes (4.4) e (4.5) que as condi¢oes C' > 0 e D > 0 sdo

satisfeitas. Olhemos agora para a ultima condicao, ou seja, C' > v/ D, escrevendo:

C—VD = &+ (co—ca)per +2(c2p)? — |ex(co+ 3ca)p — 2(c2p)?|
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Temos que:

i) Se €x(co + 3c2)p — 2(cap)? > 0, teremos:

C—VD = (& —2cp)° (4.7)

ii) Se €x(co + 3c2)p — 2(cap)? < 0, teremos:

C—VD = &+2(co+ ) pex (4.8)

Com isso vemos que C' > v/D e consequentemente os ramos (4.2) e (4.3) sdo dinamica-
mente estaveis.

Se as condicoes de estabilidade sao satisfeitas o sistema permanece dinamicamente es-
tavel mesmo no limite onde as desigualdades (4.6) se tornam igualdades. Em especial, se
C = \/E, para €, > 0 ocorre um cruzamento entre um ramo de energia e seu par e poste-
riormente o ramo fica com energia real e negativa mas com norma positiva. Este tipo de
cruzamento ¢ importante para a estabilidade do sistema, ja que, se ele ocorre, o sistema se
torna termodinamicamente instavel.

Para estudarmos a ocorréncia ou nao deste cruzamento de niveis escreveremos os ramos de
energia (4.2) e (4.3) para esta configuracao de equilibrio considerando o sinal de (cop+ 3cap)

que determina quando a equacao (4.5) pode ser zero.
e Se (cop+3cap) <O

Neste caso vale a desigualdade ii). Entdo D >0 C > v/D.
e Se (cop+3cap) >0

Neste caso as duas desigualdades i) e ii) podem ser satisfeitas e pode ocorrer D = 0 e também
C = v/ D para determinados valores de €, positivo. [sto nos mostra que esta configuragao de

equilibrio pode apresentar instabilidade termodinamica.
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Nesta analise ainda nao especificamos o sinal de cop. Faremos isso em seguida, con-
siderando separadamente sistemas antiferromagnéticos, cop > 0, e ferromagnéticos,

cop < 0.
e Limite antiferromagnético, cop > 0:

Neste limite s6 existe o caso em que (cop + 3czp) > 0. Como C' = VD quando €, = 2cp,

temos um cruzamento entre um ramo e seu par. Os ramos de energia para este caso sao:

wy, = \/ei + 2(co + ¢2) pex (4.9)
wy = € (4.10)
w3y = €, — 2¢op (4.11)

onde impomos a continuidade dos niveis de energia, como critério para relacionar os
niveis antes e ap6s o cruzamento.

O grafico dos ramos de energia em funcao de €, pode ser visto na Figura(4.1).

15+ w1
10 W
3| o

S w3

0 [ —

.5,

0 2 4 e, 6 8 10
|e2p]

Figura 4.1: Ramos de energia da configuracao de equilibrio b1 para c;p > 0. Vemos que
ocorre cruzamento de um ramo com seu par. Este é o sinal da instabilidade termodinamica.

e Limite ferromagnético, cyp < 0:

Neste limite temos duas possibilidades:
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e Se (co+ 3cap) < 0, 0 que restringe |czp| & regidao G < |eap| < cop, vale a desigualdade

ii), e C > v/D pela equagao (4.8).

e Se (co+3czp) > 0, 0 que restringe |cpp| & regidao 0 < [cop| < %P, valem as desigualdades

i) e ii), e C > /D pelas equagdes (4.7) e (4.8).

e O espectro de energias nos dois limites ¢ 0 mesmo, isto é, C' > v/ D para 0 < cap < cop,

e temos:

w; = \/ei+2(co—|02|)pek
Wy = €

wy = €+ 2|ealp

Confrontando as andlises dos trés ramos de energia, a estabilidade desta configuracao de

equilibrio é:

e Limite antiferromagnético: dinamicamente estavel mas termodinamicamente insta-

vel.

A instabilidade termodinamica vem do fato de que a energia do ramo (4.11) e consequente-

mente a de seu par se anulam e o ramo com energia negativa agora tem norma positiva.

e Limite ferromagnético: estavel dinamicamente e termodinamicamente, isto é, esté-

vel.

Comparando o nosso espectro de energias com o da referéncia [16] vemos que eles coincidem

para a configuracao de equilibrio que a referéncia denomina ferromagnética.

4.1.1.2 Configuracao de equilibrio b2, dependente da fase, cos20, = —1.

As ocupagoes dos trés estados hiperfinos e os parametros de vinculo p e py para esta confi-

guragao de equilibrio sao:

1—ng
2

ny=mn_;= ;0<ng<lip=cop;pL=0
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Neste caso temos uma familia de estados de equilibrio degenerados. O espectro de energias

de excitagao para esta configuracao de equilibrio é:

’UJ2 = Ek(€k+200p) (412)

w = Ek(Ek + 202/)) (413)

onde o ramo (4.13) ¢ duplamente degenerado.
O ramo de energia (4.12) é estavel pois cop é sempre positivo. Ja os ramos de energia
(4.13) sao estaveis apenas para cgp > 0.

Resumindo, a estabilidade para esta configuragao de equilibrio é:
e Limite antiferromagnético, cop > 0, seré estavel.
e Limite ferromagnético, cop < 0, serd instavel.

Comparando o nosso espectro de energias com o da referéncia [16] vemos que eles coincidem

para a configuracao de equilibrio que a referéncia denomina polar.

4.1.1.3 Configuracao de equilibrio b3, independente da fase.

As ocupacgoes dos trés estados hiperfinos e os parametros de vinculo 4 e py, para esta confi-

guracao de equilibrio sao:
ng=0;n =n_1=3%;pu=cep;pL=0

Para cos20, = —1, esta configuracio de equilibrio coincide com um dos membros da
familia de estados degenerados b2, localizado na fronteira inferior, ny = 0.
O espectro de energias de excitacao para esta configuracao de equilibrio é o mesmo de

b2 e portanto, a estabilidade desta configuragao de equilibrio é:

e Limite antiferromagnético, cyp > 0, serd estavel.

e Limite ferromagnético, cop < 0, seré instavel.
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4.1.1.4 Configuragao de equilibrio b4, independente da fase.

As ocupagoes dos trés estados hiperfinos e os parametros de vinculo p e py para esta confi-

guragao de equilibrio sao:
ngo=1;n,=n_1=0; u=cop ; pr indeterminado.

Na nossa interpretagao p;, indeterminado significa que nao precisamos impor um vinculo,
pois a configuracao de equilibrio tem simetria axial. Portanto podemos tomar p; = 0.

Para cos20, = —1, esta configuracao de equilibrio coincide com um dos membros da
familia de estados degenerados b2, localizado na fronteira superior, ng = 1.

O espectro de excitagao para esta configuracao de equilibrio é o mesmo de b2 e portanto,

a estabilidade desta configuracao de equilibrio é:

e Limite antiferromagnético, cyp > 0, serd estavel.

e Limite ferromagnético, cop < 0, serd instavel.

4.1.2 Configuragoes de equilibrio com magnetizagao diferente de

Zero.

Sem campo magnético externo, para m # 0, teremos duas configuracoes de equilibrio que
chamaremos de al e a3 sendo que uma delas é dependente da fase, al, e a outra é indepen-

dente da fase, a3. A analise da estabilidade destas solugoes é mostrada a seguir.

4.1.2.1 Configuracao de equilibrio al, dependente da fase, cos20, = 1.

As ocupagoes dos trés estados hiperfinos e os parametros de vinculo 4 e py, para esta confi-

guracao de equilibrio sao:

no=211-m¥;n=21+m?;n1=31-m);p=cop+cepipL=0

=
=

1
2

O espectro de energias de excitacao para esta configuracao de equilibrio é:
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w, = \/ek lex + 2(co + ¢2)p) (4.14)
wy = € (4.15)

w3y = Ek—QCgp (416)

Notemos que mesmo sendo uma configuracao de equilibrio com magnetizacao diferente
de zero, veja que as ocupagoes dependem de m, mas o espectro de energias de excitacao é
independente da magnetizacao e igual ao espectro da configuracao de equilibrio b1.

Resumindo a estabilidade para esta configuragao de equilibrio, temos:

e Limite antiferromagnético, cop > 0, a solugao é dinamicamente estavel mas termo-

dinamicamente instavel.

e Limite ferromagnético, cop < 0, a solucao é estavel.

Comparando o nosso espectro de energias com o da referéncia |16 vemos que eles coincidem

para a configuracao de equilibrio que a referéncia denomina ferromagnética.

4.1.2.2 Configuragao de equilibrio a3, independente da fase.

As ocupagoes dos trés estados hiperfinos e os parametros de vinculo p e py para esta confi-

guragao de equilibrio sao:
nog=03m=35(1+m);ny=3(l—m);pu=cop;pL=copm

O espectro de energias de excitacao para esta configuracao de equilibrio é:

w? = € + 2coper, + (cop)®m? (4.17)

= (ex+2p)" = (cap)® (1= m?) (4.18)
w? = C—VD (4.19)
w? = C+VD (4.20)
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Onde:

= er(ex + cop+ c2p) (4.21)
D = ¢ [(cop— c2p)? + dcopeapm?®] = (4.22)

— 4 [l + s — deoperp (1~ )]

Inicialmente vamos examinar a estabilidade do ramo (4.17). Um modo de determinar o

sinal de w? é calculando as raizes de w? como funcao de €. Neste caso elas sao:

& = —Cop+ |eap|V1—m?
& = —cop—|cap|V1—m?

Se cop > 0 este ramo serd estavel, ja que as raizes serao sempre negativas para qualquer
valor de m. Se cap < 0 0 ramo seré instével pois as raizes acima, €, e €2, se tornam positivas.

Para que os ramos (4.19) e (4.20) sejam estaveis devemos testar novamente as condigoes
(4.6).

Vemos pela equagdo (4.21) e (4.22) que tanto a primeira condi¢ao, C' > 0, quanto a
segunda, D > 0 sao automaticamente satisfeitas.

Para estudarmos a terceira condicao, C' > v/ D, vemos que:

C—VD = ¢ (ek + (cop + c2p) — /(cop + cap)? — dcopeap(l — m2)>

O sinal de C' — v/ D depende do sinal do coeficiente do termo linear em €. Portanto se
cop > 0 esse termo é positivo e C' > /D de modo que o ramo de energia serd estavel. Se
cop < 0 existe uma regiao com ¢, > 0 para a qual C' — v D < 0 e o ramo de energia sera

instavel. O espectro de energias para esta configuracao de equilibrio é:
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€2 + 2copeg + (c2p)?m?

Y
o =y
o

e + cop + c2p + \/(cop + c2p)? — dcopeap(l — mz))

ex (€ + cop + cap — v/ (cop + c2p)? — degpeap(l — m2)>

E a estabilidade desta configuracao de equilibrio é:

e Limite antiferromagnético, cop > 0, estéavel

e Limite ferromagnético, c;p < 0, instavel.

Este estado é considerado no estudo de instabilidades dinamicas e formacao de dominios do
trabalho [15]. Esta configuragao de equilibrio também é mencionada na referéncia [17] .
A tabela (4.1) mostra um resumo da estabilidade das configurages de equilibrio sem

campo magnético externo aplicado.

m =0 m # 0
bl b2 b3, b4 al a3
cos20, =1 | D.E. - T.I. D.E. - T.I.
cop >0 | cos20y = —1 Estéavel
F.I Estéavel Estavel
cos205 = 1 Estavel Estavel
cop < 0| cos26y =—1 Instével
F.I Instavel Instavel

Tabela 4.1: Estabilidade das configuragoes de equilibrio sem campo magnético externo. D.E.
- Dinamicamente estavel. T.I. - Termodinamicamente instavel. F.I. - Fase Indeterminada.
As configuragoes de equilibrio b3 e b4 quando m = 0 e a3 para m # 0 nao dependem da
fase.

As figuras a seguir mostram as configuracoes de equilibrio estaveis como funcao de m, sem
a presenca de um campo magnético externo. Figura(4.2) para o limite antiferromagnético

e Figura(4.3) para o limite ferromagnético.
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Figura 4.2: Configuragoes de equilibrio estaveis como fun¢ao de m, sem a presenca de campo
magnético externo, para o limite antiferromagnético. Neste limite todas as configuragoes
de equilibrio estéveis sao independentes da fase exceto quando m = 0, pois b2 tem fase
definida igual a cos20, = —1. As configuracoes de equilibrio com todos os spins alinhados,
representam os limites de a3 quando m = +1.

(@) ©D (@)

-1 0 1

3

Figura 4.3: Configuragoes de equilibrio estaveis como fun¢ao de m, sem a presenca de campo
magnético externo, para o limite ferromagnético. Neste limite todas as configuracoes de
equilibrio estaveis tém fase definida cos26, = 1. As configuracdes de equilibrio com todos os
spins alinhados, representam os limites de al quando m = +1.

4.2 Estabilidade das configuracoes de equilibrio com campo

magnético externo, ¢ # 0 e py # 0.

4.2.1 Configuracgoes de equilibrio com magnetizacao nula.

Se o sistema é submetido a um campo magnético externo e com m = 0 teremos trés confi-
guragoes de equilibrio que sao bl, b3 e b4. Uma delas é dependente da fase bl, e as outras
duas sao independentes da fase, b3 e b4. A analise da estabilidade destas solugoes serd

mostrada a seguir.

4.2.1.1 Configuracao de equilibrio b1, dependente da fase, cos20, = 1.

q
2c2p

Esta configuracao de equilibrio existe no intervalo —1 < < 1 e as ocupagoes dos trés

estados hiperfinos e os parametros de vinculo sao:

no:%(l—%gp) 5”1:71—1:%(1_'_252;)) ;M:CO'O_I_CQ'O_‘_%;p:O

O espectro de energias de excitacao para esta configuracao de equilibrio é:
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w? = eep +q)
w2 = C—-VD
C++vVD

Onde C e D, escritos como polinémios de €, sao:

1 [(2020)2 - C_I2]

= & +ex(co—ca)p+ 5

q
= 62 (C()p + 302p)2 — 402p(00p + 202p)m
2

(e -

— exlcop + 3cap)((202p)* — ¢%) +

2

q2)2

(4.23)
(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Analisando os ramos de energia vemos que o ramo (4.23) sera estavel para valores de

g > 0. Para os ramos (4.24) e

(4.25) teremos que testar as condicoes (4.6).

A primeira condigao, ou seja, C' > 0 é sempre satisfeita pois (cop — cop) > 0 e ((2cop)? —

q?) > 0.

Vamos examinar a segunda condigao, D > 0, determinando as raizes de D = 0, que sao:

onde:

¢ uma quantidade sempre positiva, pois (cop + 3cap)? > deap(cop + 2¢2p).

A = (cop+3cap)? — 4deap(co + 2¢ap)
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q
(2c2p)?

(2c20)* =] | 2
-_ 3 4 2

24 _(Cop + 3cap) + 4/ 4cap(cop + 2¢2p) (262[))2_
(2c20)* =] [ e
- 3 4 2

94 -(COP + 3cap) cap(cop + 2¢2p) (2c2p)

(4.28)



Das equagoes (4.28) vemos que:
e Se cop(cop + 2cop) < 0, D > 0, pois nao teremos raizes reais.

e Se cop(cop + 2¢9p) > 0, teremos duas raizes reais, e como:

2

q
(2c2p)?

|(cop + 3cap)| > \/402/)(00/) + 2¢9p)

os sinais das raizes depende das seguintes condicoes:

e Se (cop + 3cap) > 0, as raizes serdo reais e positivas, D assume valores negativos para

€x > 0, e o ramo é instavel.

e Se (cop+3cap) < 0, as raizes serao reais e negativas, e D assume valores positivos para

€x > 0, e o ramo é estavel.
Em resumo, D > 0 ocorrerd somente quando:
o cp(cop + 2cap) < 0. Esta restrigao ¢ satisfeita somente se cop < 0 e 0 < [cpp| < S,

o cop(cop+2cap) > 0 e (cop+ 3eap) < 0. Esta restrigao é satisfeita somente se cop < 0 e

B2 < eap| < cop-

Concluindo, D > 0 somente para cyp < 0.
Uma maneira de analisar a condicao C' > /D & através das raizes da equacio C?—D = 0,

onde:

Cop + ¢
C* =D = € +2(cop— cap)ei — {400,002,0 + W [(2¢2p)? = ¢] } € +
2

+ 2(cop + e2p) [(2020)% = ¢*] e (4.29)

que sao:

—copeap £ \/(copeap)? + {cap(cop + c2p) [(2¢2p)? — ¢?]}
C2p

er = 0; € = 2cp; € =
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Separando a raiz nula vemos que se cop > 0 teremos duas raizes positivas e uma negativa
e portanto a configuragao de equilibrio serd instavel. Se cop < 0 teremos trés raizes negativas
e portanto a configuragao de equilibrio sera estavel.

Confrontando a analise da estabilidade para os trés ramos de energia, temos que a esta-

bilidade da configuragao de equilibrio b1 sera:
e No limite antiferromagnético, cop > 0, serd instavel.

e No limite ferromagnético, cop < 0, serd estavel para 0 < ¢ < 2|capl, j4 que esta

configuragao de equilibrio s6 existe para —1 < 2Cq2p < 1.

Este estado é usado no estudo da dinamica coerente de mistura de spins feita no artigo [24].

4.2.1.2 Configuragao de equilibrio b3, independente da fase.

Esta configuracao de equilibrio existe no intervalo —oco < ¢ < 0o e as ocupagoes dos trés

estados hiperfinos e os parametros de vinculo p e p sao:
ng=0;m=n,=35;p=q+cp;p=0

O espectro de energias de excitacao para esta solucao é:

w? = (ex —q)(ex — g+ 2cap) (4.30)
’UJ2 = €k (Ek + 200/)) (431)
’UJ2 = €k (Ek + 202/)) (432)

O ramo 4.30 sera estavel se: ¢ < 0 e g — 2cop < 0. O ramo 4.31 serd sempre estavel pois
cop > 0 e o ramo 4.32 serd estavel se: cop > 0.
Confrontando estas regioes de estabilidade, a estabilidade da configuracao de equilibrio

sera:

e No limite antiferromagnético, cop > 0, serd estavel para g < 0;

e No limite ferromagnético, cop < 0, sera instavel.
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4.2.1.3 Configuragcao de equilibrio b4, independente da fase.

Esta configuracao de equilibrio existe no intervalo —oco < ¢ < 0o e as ocupagoes dos trés

estados hiperfinos e os parametros de vinculo p e p sao:

ng=1;n=n_1=0; u=cyp; com p indeterminado.

Na nossa interpretacao, como a configuracao de equilibrio é um autoestado de S, o
vinculo nao impoe nenhuma restricao e portanto podemos tomar p;, = 0. Temos entao que

b=Dz.

O espectro de energias de excitacao para esta configuracao de equilibrio é:

(w+pz)® = (e+q)(er+q+2c2p) (4.33)
(w—pz)* = (& + @) (e + q+2c2p) (4.34)
w? = e (e + 2cop) (4.35)

Os ramos 4.33 e 4.34 serao estaveis se: ¢ > 0e ¢+ 2cop > 0. Ja o ramo 4.35 serd sempre
estavel pois cop > 0.

Esta configuragao de equilibrio é dinamicamente estavel nas seguintes regioes:
e Limite antiferromagnético, cop > 0, dinamicamente estével para ¢ > 0.
e Limite ferromagnético, cop < 0, dinamicamente estavel para ¢ > 2|cap|.

Examinando as equagoes (4.33) e (4.34) vemos que é possivel w se anular para um ¢ positivo.
Nesse caso o sistema é dinamicamente estavel e termodinamicamente instavel.

Para investigar isto, note que as energias dos ramos (4.33) e (4.34) sao:

wy = —pz +/(ex + q)(ex + g + 2cap)

wy = pz ++/(er + q)(ex + g + 2c2p)
A condicao para que a energia nao fique negativa é:
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V(ex +q)(ex + g+ 2c2p) > |ps]

Se a desigualdade nao é satisfeita temos que o ramo w; tem energia negativa se py > 0
enquanto que o ramo wsy tem energia negativa se pz < 0.
No nosso caso existe uma relagao entre py e ¢, p*> = Enrs - q.

Como g > 0, g+2cop > 0 e e, > 0, a condigao para que exista estabilidade termodinamica

q(q+2c2p) > /Eursq

No caso antiferromagnético essa desigualdade é satisfeita se ¢ > qa, com g4 = Egps—2cop
e no caso ferromagnético se ¢ > qp com qr = Eypg + 2|cap|.

Se estas condicoes sao satisfeitas o sistema é dinamicamente e termodinamicamente
estavel.

Em resumo, a estabilidade desta configuracao de equilibrio é:

e Limite antiferromagnético, cop > 0,

termodinamicamente instavel para 0 < g < qg,

estavel para ¢ > g4 onde g4 = Fyps — 2cop.

e Limite ferromagnético, cop < 0,

termodinamicamente instavel para 2|cop| < ¢ < qp,

estavel para ¢ > qr onde qr = Egps + 2|cap|.

Este estado ¢é considerado em um estudo sobre a formagao de dominios ferromagnéticos

em um condensado fora do equilibrio [23].

4.2.2 Configuracoes de equilibrio com magnetizacao diferente de

zero.

Se o sistema é submetido a um campo magnético externo e para m # 0 teremos trés solucoes

de equilibrio que denominaremos de al, a2 e a3. Duas delas sao dependentes da fase, al e
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a2, enquanto que a3 é independente da fase. A andlise da estabilidade destas solugoes sera
mostrada a seguir.

Para as configuracoes de equilibrio al e a2 nao foi possivel obter expressoes analiticas
para as ocupagoes e energias de excitacao. Nesses casos a andlise foi feita numericamente.
Determinamos as ocupacoes dos estados hiperfinos resolvendo numericamente as equagoes
(4.36) e (4.37). Dadas as ocupagOes resolvemos a equagdo de Bogoliubov no intuito de
analisarmos o comportamento das energias de excitacao como funcao de %ﬁ, m e €.

As regioes de estabilidade dindmica foram encontradas quando todos os autovalores pro-
venientes da andlise numérica se mostraram reais. Regioes onde surgiram autovalores ima-
ginarios sao as regioes onde o sistema ¢é instavel. Para ilustrar as regioes instaveis de cada
configuragao de equilibrio exibimos graficos mostrando as partes imaginarias dos ramos de
energia responsaveis pela instabilidade.

Em nenhuma regiao de parametros apareceram instabilidades termodinamicas ja que nao
encontramos cruzamentos de um nivel com seu par, e variacoes do parametro m dentro de
sua regiao de existéncia nao mostraram mudancas no comportamento do sistema com relagao

a estabilidade.

4.2.2.1 Configuragao de equilibrio al, dependente da fase, cos20, = 1.

Esta configuragao de equilibrio existe no intervalo —oo < qp < 14 +/1—m? e as ocupagoes

C2

dos trés estados hiperfinos sao dadas pelas raizes da equagao:

V(1 —ng)2 —m? (é + (2no — 1)) +(1—=ng)(2ng —1) +m? = 0 (4.36)

onde n; = 1_"%, n_; = 1‘"3"” e0<ng<1-—|m|

Os parametros de vinculo p e p para esta configuracao de equilibrio sao:

1= cop + C2p [1—n0+\/(1—n0)2—m2]

(VI+m—no+vI—m—ng)p=(VT+m—ng—vT—m—ng)q
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As regioes de estabilidade desta configuracao de equilibrio de acordo com nosso procedi-

mento sao:

e Limite antiferromagnético, cop > 0, a solugao é instavel. Graficos mostrando o

comportamento do espectro de energia nesta regidao sao mostrados na Figura (4.4) e

Figura(4.5).

e Limite ferromagnético, cop < 0, a solucao é estavel se ¢ > 0. Graficos mostrando o

comportamento do espectro de energia nesta regiao sao mostrados na Figura (4.6).

[eapl

Figura 4.4: Parte imaginaria de um dos ramos de energia da configuracao de equilibrio al

para cap > 0, Cgp‘ =—lem= % Varrendo m, a natureza da estabilidade dessa configuracao
de equilibrio nao se altera.

0.05

Figura 4.5: Parte imaginaria de um dos trés ramos de energia da configuragao de equilibrio

al para c3p > 0, =& = 0.5 e m = L. Varrendo m, a natureza da estabilidade dessa
le2pl 2

configuragao de equilibrio nao se altera.
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Figura 4.6: Parte imaginaria de um dos trés ramos de energia da configuracao de equilibrio
alparacgp<0,ﬁ:—lem:%.
configuragao de equilibrio nao se altera.

Varrendo m, a natureza da estabilidade dessa

4.2.2.2 Configuragao de equilibrio a2, dependente da fase, cos20, = —1.

Esta configuracao de equilibrio existe no intervalo -Z

= > 1 — 1 —m? e as ocupagoes dos
trés estados hiperfinos sao dadas pelas raizes da equagao:

V(1 —ng)2 —m?2 (é + (2ng — 1)) —[1=no)2no—1)+m?] = 0  (4.37)
onde n; = i=notm

g ,n_lzl_"%meognogl—\nﬂ.

Os parametros p e p para esta configuracao de equilibrio sao:

o= Cop+02p[1—n0—\/(1—n0)2—m2]
V14+m—ng—+v1—m—ngp

= V1+m—ng+vV1—m—ny

A andlise de estabilidade foi feita da mesma maneira que para a solucao anterior e o
resumo da estabilidade é o seguinte:

e Limite antiferromagnético, cop > 0, a solucao instavel. Graficos mostrando o com-

portamento do espectro de energia nesta regiao sao mostrados na Figura (4.7).
e Limite ferromagnético, cop < 0, a solucao ¢ instavel. Grafico mostrando o compor-
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tamento do espectro de energia nesta regido ¢ mostrado na Figura (4.8).

0.01¢

0 0.02 0.04 €, 0.06 0.08 0.1
|c2p]

Figura 4.7: Parte imaginaria do ramo de energia responsavel pela instabilidade da configu-
ragao de equilibrio a2. A regiao de parametros é, 22 = 10, cop > 0 e m = % O grafico foi

? ezp|
feito para L‘ =0.134>1—+v1—m?2

leap

0.5

0.2

e2p]

Figura 4.8: Parte imaginaria do ramo responsavel pel instabilidade da configuracao de

equilibrio a2 na regiao onde IngI =10, cop < 0 e m = % O grafico foi feito para
= 1< — (1-v1—m?).

Estudamos como variagoes de m e também de ﬁ’p‘ poderiam alterar a estabilidade da

solugao. Encontramos que nem m nem a razao ﬁ alteram a estabilidade da configuracao
2

de equilibrio.

4.2.2.3 Configuracao de equilibrio a3, independente da fase.

Esta configuracao de equilibrio existe no intervalo —oco < ¢ < oo e as ocupagoes dos trés

estados hiperfinos e os parametros de vinculo p e p sao:
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non;n1:%(1+m);n_1: (I1—=m);u=q+cop;p=copm

N [—=

Os ramos de energia para esta configuracao de equilibrio sao:

w® = (cop)®m* + 2cap(ex — q) + (ex — q)° (4.38)
w? = C—VD (4.39)
w? = C+VD (4.40)
onde:
= ex(cop+ cap+ €) (4.41)
D = €& [(cop— c2p)? + dcopeopm’] (4.42)

= & [(cop+ c2p)’ — dcopeap (1 = m?)]

Para o ramo (4.38), as raizes de w? = 0 sao:

& = q—cp+|eaplV1—m?
& = q—cp—|eap|V1—m?

Portanto temos dois casos:

Se cop > 0 a estabilidade ocorre para valores de ¢ tais que:

q

— < 1=v1—-—m?
|Czp‘

Se cop < 0 a estabilidade ocorre para valores de ¢ tais que:
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4 < 1+\/1—m2]
|cap)

Analisando agora o que acontece com os ramos (4.39) e (4.40) temos que verificar em que
condigoes as desigualdades (4.6) sao satisfeitas.

Vemos pela equagao (4.41) que a primeira condigao, C' > 0, é sempre satisfeita.

A condicao D > 0 também ¢é satisfeita para qualquer sinal de cyp.

Para testarmos a terceira condicao vamos calcular C' — v/ D:

C—VD = ¢ (ek + cop + c2p — \/(cop + ¢op)” — dcopeap (1 — m2))

Veja que o sinal do termo linear em ¢, determina a direcao da desigualdade. Entao se
cop > 0 esse termo é positivo, C' > v/ D e o ramo serd estavel. Ja para cop < 0 esse termo é
negativo e o ramo serd instavel, pois C' < v D para ¢, > 0.

O espectro de excitacao para esta configuracao de equilibrio é:

w = /(ex — @)%+ 2cop(er, — q) +m2(cap)?

wy = Ek + cop + cap + \/(cop + cap)? — deopeap(l — m2))

ﬁﬁ

Ek + cop + cop — \/(cop + cap)? — deopeap(l — m2))

E a estabilidade desta configuragao de equilibrio é:

e Limite antiferromagnético, cop > 0, é estavel para | P <1-—+v1-—m?2

e Limite ferromagnético, cop < 0, sempre instavel.

A tabela (4.3) mostra um resumo da estabilidade das configuragoes de equilibrio com campo

magnético externo aplicado.
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¢l

m =20 bl b3 b4
-1<5;-<1 —00 < ¢ < 00 —00< ¢ < 00
cos® =1 Instével
cop >0 1] cos® = —1
Estavel D.E./TI D.E./T.E.
F.I 7 <0
~ 0<¢<gqa q>4qa
Estavel
cos® =1 0< q<2lesp]
cop < 0| cos® =—1
D.E./T.I D.E./T.E.
F.L Instével
2|eap| < q < qr q>qr
al a2 a3
m# 0 —00 < L <l+vV1l-m? e>1=V1-m —00 < ¢ < 00
c0s205 = 1 Instavel
cop > 0| cos20, = —1 Instéavel
Estéavel
F.L i
c0s20, = 1 Eqstzavg :
cop <0 | cos20, = —1 Instével
F.L Instavel

Tabela 4.3: Estabilidade das configuracoes de equilibrio com campo magnético externo. F.I.-Fase Indeterminada. D.E.- Dinamicamente
estavel. T.E.- Termodinamicamente estavel. T.I.- Termodinamicamente instavel. ¢4 = Egps — 2c2p € qp = Epps + 2|cap).




As figuras a seguir, figuras (4.9) a (4.12), mostram as configuragoes de equilibrio estaveis

que ocorrem tanto para m = 0 quanto para m # 0, na presenca de um campo magnético

externo.
(b3) . (b4) L ey
0 Ilg:p ‘ T Jeapl
Figura 4.9: Configuragoes de equilibrio estaveis como fungao de ﬁ, na presenca de campo
magnético externo e com magnetizagao nula, no limite antiferromagnético. No ponto -~ = 0

|e2p]
os estados de equilibrio sao a familia de estados degenerados b2, b3 e b4. Os pontos

marcados no grafico indicam onde ocorre mudancga do estado de equilibrio. Quando cruzamos
o ponto A = Eyprg—2cyp 0 estado de equilibrio b4 passa de termodinamicamente instavel,

|capl
b4*, para estavel, b4.

(b1) (b1) bda (b4)

T T T T T m
menos2 0 dois a

Figura 4.10: Configuragoes de equilibrio estaveis como func¢ao de ‘L

cap» COML @ presenca de
campo magnético externo e com magnetizacao nula, no limite ferromagnético. Os pontos
marcados no gréafico indicam onde ocorre mudanca do estado de equilibrio. Quando cruzamos

o ponto £ = Eyps+2|cap| 0 estado de equilibrio b4 passa de termodinamicamente instavel,

|c2pl
b4*, para estavel, b4. No limite ferromagnético nao existe configuracao de equilibrio para
L. <0.
Y]

(3 . (3

0 1 —1—m?

Figura 4.11: Configuracoes de equilibrio estaveis como fungao de ﬁ para um valor fixo de

m # 0, no limite antiferromagnético. Note que so existe estado de equilibrio para —L- <

le2pl
1—+v1—m2

y 4
T eapl

4.3 O estado alinhado

Para as fronteiras m = £1 a configuracao de equilibrio tem todos os atomos no estado de
projecao do spin hiperfino o = +1 respectivamente, que ¢é o estado de magnetizagao maxima.
Se m = 1, resolvendo as equacoes para os estados de equilibrio, achamos que as ocupacgoes

e parametros de vinculo sao:

ng=0;n=1;n1=0;u=qg—p+(co+c2)p
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. (a) y 4
(') T eapl

Figura 4.12: Configuracoes de equilibrio estaveis como fungao de ﬁ para um valor fixo de

m # 0, no limite ferromagnético. Note que s6 existe configuracao de equilibrio estavel para

= > 0.
le2p]

e as energias de excitacao sao:

wi = e [er + 2(co + e2)p]
Wy = € +p—gq

w3 = €+ 2p—2cop

a) Estado alinhado antiferromagnético
Pelo grafico (4.13) vemos que o estado alinhado é o limite m —1 da configuracao de

equilibrio a3. Este limite tem os seguintes parametros de vinculo e energias de excitacao:

=g+ Cop;p=cCap

wy = e [er +2(co + c2)p)]
Wy = €

wy = €+ cap(l — i)
C2p

Como %ﬁ < 1 o estado alinhado ¢é estavel.
b) Estado alinhado ferromagnético
Pelo grafico (4.14) vemos que o estado alinhado é o limite m —1 da configuracao de

equilibrio al. Este limite tem os seguintes parametros de vinculo e energias de excitacao:

q=p;p=_(co+c2)p

74



wi = e ler + 2(co + e2)p]
Wy = €

w3 = €+ 29 — 2cop

Como ¢ > 0 e cop < 0, o estado alinhado ferromagnético é estavel.
A determinacao dos estados na fronteira inferior m = —1 é analogo ao que fizemos para

a fronteira superior.

4.4 Diagrama de fase do sistema

Examinando as configuracoes de equilibrio vemos que ¢é possivel classificd-las pela miscibi-
lidade das componentes & = 0 e @ =1 [8]. Veja que existe uma fase miscivel onde os trés
subniveis do spin hiperfino estao populados e duas fases imisciveis onde o subnivel o = 0
estd vazio ou com populagao méxima.

As configuragoes de equilibrio misciveis sao al, a2, bl e b2. As configuragoes de equili-
brio imisciveis sao, com ng = 0, a3 e b3, e com ny = 1, b4.

Essa classificacao das configuragoes de equilibrio ¢ uma consequéncia direta da conser-
vacao de S,, que impoe a existéncia de um Unico processo que mistura a populacao dos
subniveis hiperfinos (0,0) = (1, —1). Note que as configuracoes de equilibrio misciveis tém a
fase da funcao de onda do condensado determinada, ao passo que a mesma é indeterminada
nas configuracoes de equilibrio imisciveis.

Podemos examinar as propriedades das configuracoes de equilibrio (que correspondem ao
estado fundamental do sistema para um valor fixo de m) com respeito a quebra das simetrias
U(1) e SO(2) associadas respectivamente a conserva¢ao do nimero de atomos e a simetria
axial no espaco de spin [18].

Os estados misciveis e o imiscivel com ny = 0 quebram U(1) e SO(2), ao passo que o
estado imiscivel com nyg = 1 quebra apenas U(1) pois é axialmente simétrica.

Nas figuras (4.13) e (4.14) apresentamos os graficos do estado fundamental do sistema,

75



_q

que corresponde aos estados de equilibrio estaveis, no plano m x BTk

m
a3 05/

. 2
2 ez2pl

a3 08

Figura 4.13: Fases de equilibrio no plano m x ﬁ no caso antiferromagnético. As con-
2

figuragoes de equilibrio estavel no eixo m = 0 podem ser vistas na figura (4.2). Para

ﬁ > 1 —+/1 —m? nao existem configuragoes de equilibrio estaveis (m # 0).

m

al

0.5
q
2 1 1 2 |eczp|

0.5 a].

Figura 4.14: Fases de equilibrio no plano m x |C;QP‘ no caso ferromagnético. As configuracoes
2

de equilibrio estavel no eixo m = 0 podem ser vistas na figura (4.3). Para o < 0 nao
existem configuragoes de equilibrio estaveis (m # 0).

4.5 Caracteristicas dos espectros de energia

Os espectros de energia encontrados para as configuracoes de equilibrio deste trabalho podem

apresentar os ramos sem lacuna do tipo Bogoliubov, com espectro caracteristico de fonons,

w = \/ek(ek + 2M 4v2), onde vy é a velocidade do som e também do tipo particula livre, com
espectro caracteristico de magnons, w = ¢ [18].

De acordo com o teorema de Goldstone, existe um ramo sem lacuna quando uma simetria
continua é quebrada. No nosso caso as simetrias quebradas sao U(1) e SO(2) relacionadas

respectivamente com a conservacao do nimero de atomos e com a simetria axial no espaco
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de spin. Essa conexao serd discutida adiante. A seguir vamos fazer um breve comentario

sobre as caracteristicas dos espectros de energias para as configuragoes de equilibrio estéaveis.

4.5.1 Configuracgoes de equilibrio estaveis sem campo magnético ex-

terno

1) Limite antiferromagnético

Neste limite as configuracoes de equilibrio estaveis sao b2, b3, e b4 para m = 0 e a3
para m # 0. b2, b3 e b4 tém o mesmo espectro, trés ramos sem lacuna sendo um deles

duplamente degenerado, do tipo Bogoliubov com velocidades do som iguais a

[ Cop _ o jcep
Vg = — € Vg = E
esta ultima referente ao ramo duplamente degenerado.
a3 tem dois ramos de energia sem lacuna, ambos do tipo Bogoliubov, com velocidades

do som

o cop + cap £/ (cop + c2p)? — 4dcopeap(l — m?2)
’ 2M 4

e um ramo com lacuna igual a g = |m|cap.
2) Limite ferromagnético

Neste limite as configuracoes de equilibrio estaveis sao b1 para m = 0 e al para m # 0.
O espectro de bl tem dois ramos sem lacuna, um do tipo Bogoliubov com velocidade do

SO

cop — |eapl
My
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e outro do tipo particula livre (magnon)

e um ramo com lacuna igual a g = 2|cap|.
O espectro de al ¢é idéntico ao de bl. Veja que as ocupacgoes dependem de m mas o

espectro de energias é independente de m.

4.6 Configuracoes de equilibrio estavel com campo mag-
nético externo
1) Limite antiferromagnético

Neste limite as configuragoes de equilibrio estaveis sao, se m = 0, b3 para @ < 0e b4

para ‘cgp‘ > |§2Ap‘ e para m # 0 a3 no intervalo |c;1p‘ <1—+1—m?2.

O espectro de b3 tem dois ramos sem lacuna do tipo Bogoliubov com velocidades do som

v. = | o 2P
’ Ma ° My

e um com lacuna igual a g = \/q(q — c2p).
O espectro de b4 tem dois ramos com lacuna iguais a g = 1/q(q + 2c2p) £ pz e um ramo

sem lacuna, do tipo Bogoliubov com velocidade do som

O espectro de a3 tem dois ramos sem lacuna, do tipo Bogoliubov com velocidades do

SOIN
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o (cop + cap) £/ (cop + cap) — 4copeap(l — m?2)
B 2M 4

independente do campo magnético e um ramo com lacuna igual a g = /(cap)?m? — 2cap + 2.

2) Limite ferromagnético

Neste limite as configuragoes de equilibrio estaveis sao bl para 0 < \c3p| < 2 e b4 para

ﬁz%,param:Oealparam#O.

O espectro de bl tem dois ramos sem lacuna, um do tipo Bogoliubov com

q
2M 4

e o outro tem comportamento tipo fonon para k pequeno com

(cop + c2p)
My

e um ramo com lacuna igual a g = \/(2c2p)? — ¢

O espectro de b4 tem dois ramos com lacuna igual a

g = Vaqlqg+2cp) £z

e um ramo sem lacuna, do tipo Bogoliubov, com velocidade do som

Cop
My

Vg =

No caso do espectro de al tivemos que fazer a analise numericamente. Esta analise
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aponta para a existéncia de dois ramos sem lacuna e um com lacuna como mostrado na

figura (4.15).

12.5¢ 1

10 ¢ q

ol
N
»

€k
le2p]

Figura 4.15: Espectro de excitacao para a configuracao de equilibrio al para os parametros

seguintes: |§2£\ = 10, ﬁ =—lem= %

O espectro mantém esta forma também em ¢ = 0. Nao temos expressoes analiticas para
a velocidade do som neste caso.

Pelo teorema de Goldstone existe uma relacao entre os ramos sem lacuna e a quebra de
simetrias continuas. As simetrias quebradas sdo U(1) associada a conservacao do nimero de
atomos e SO(2) associada a invariancia axial no espago de spin.

Na presenca de um campo magnético externo as configuragoes de equilibrio quebram
a simetria axial e a simetria de "gauge" e consequentemente tém dois ramos sem lacuna,
exceto a configuragao b4 que é axialmente simétrica de modo que quebra apenas a simetria
de calibre e consequentemente tem apenas um ramo sem lacuna.

Na auséncia de campo magnético externo essa conexao permanece exceto para os estados
com magnetizacao nula no limite antiferromagnético. Neste caso os trés ramos de energia,

um deles duplamente degenerado, sao sem lacuna.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta tese usamos a teoria de Bogoliubov para determinar as configuracoes de equilibrio e
as excitacoes coletivas de um condensado espinorial homogéneo com S = 1 na presenca e na
auséncia de um campo magnético externo.

Num condensado espinorial com S = 1, o estado fundamental do sistema é caracterizado
por um espinor de trés componentes, uma para cada estado hiperfino. Essas componentes
sao denominadas na literatura de funcoes de onda do condensado e determinam a populagao
e a fase dos atomos em cada subnivel hiperfino.

Na teoria de Bogoliubov a configuracao de equilibrio é dada pelo vacuo das quasi-
particulas que minimiza o valor médio de H com as condigoes de vinculo de que em média o
sistema tenha um valor fixo do nimero de atomos e da magnetizacao. Para cada configuragao
de equilibrio determinamos as excitagoes coletivas resolvendo as equagoes de Bogoliubov-de
Gennes.

Examinando o comportamento dos ramos de energia das excitagoes coletivas determina-
mos as configuragoes de equilibrio estaveis em funcao dos parametros do sistema ﬁ em,
onde ¢ ¢ a intensidade do termo quadratico da energia de Zeeman, cs é a intensidade da
componente da interagao dtomo-atomo que depende do spin, p a densidade do condensado
e m a magnetizagao por particula.

Examinando o diagrama de fases do sistema vemos imediatamente que as propriedades

do estado fundamental dependem crucialmente da natureza antiferromagnética, cop > 0, ou

ferromagnética, cop < 0, dos d&tomos do gas.
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Na discussao que segue vamos supor que o condensado estd na presenca de um campo
magnético uniforme.

No limite antiferromagnético veremos que o estado fundamental é imiscivel e de fase
indeterminada.

Quando m = 0, o estado fundamental é b3 onde ny = 0, para ﬁ <0eébdondeny=1,
se ¢ > qa. Note que no intervalo 0 < ¢ < g4 nao existe uma configuracao de equilibrio
estavel. Nesse intervalo b4 é termodinamicamente instavel. A transicao para um estado
estavel ocorre no ponto ¢ = q4. Na pratica esse ponto nao é acessivel experimentalmente
pois corresponde a B = 2,5KG para o 2*Na.

Para m # 0 o estado fundamental é a3 no intervalo \chpl < 1 — /1 —m2, imiscivel,

com ng = 0 e fase indeterminada. Examinando o diagrama de fases vemos que para um m

fixo e variando ﬁ o sistema pode atingir a curva que delimita as regioes de estabilidade

e instabilidade de a3, |c‘21p‘ =1—+1-—m2 Quando isso acontece, como nao existe uma

configuragao de equilibrio estavel quando ¢ ultrapassa esse valor, fen6menos como o colapso

do condensado podem ocorrer.

Na auséncia de campo, ﬁ =0em =0, temos a coexisténcia de trés fases b2, b3 e b4
onde b2 é um estado miscivel e de fase determinada, cos20, = —1.

No limite ferromagnético, diferentemente do limite antiferromagnético, o estado funda-
mental pode ser miscivel e de fase determinada.

Para m = 0 s6 existe configuragao de equilibrio estével se ﬁ > 0. No intervalo 0 <

c2p
ﬁ < 2, o estado fundamental é b1, miscivel e de fase determinada cos20, = 1. Para ¢ > qp
o estado de equilibrio é b4 imiscivel, de fase indeterminada e com ng = 1. Como no caso
anterior, no intervalo 2|cop| < ¢ < gr b4 é um estado de equilibrio apenas dinamicamente
estavel. A transicao para um estado estavel ocorre no ponto ¢ = gr que corresponde a

B =9,7KG para o 3 Rb.

Quando m # 0 a configuracao de equilibrio estavel é al miscivel e de fase determinada,

cos20; = 1 e que existe apenas para |c;1p‘ > 0.

Para m = 0, o exame dos diagramas de fase mostra que para - > 1 o estado funda-

le2p]

mental é b4, independente da natureza antiferromagnética ou ferromagnética do sistema.
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Essa propriedade é uma consequéncia do dominio do termo quadratico da energia de
Zeeman e é responsavel pelo fenomeno denominado na literatura de supressao da dinamica
de spins [11]. Esse efeito se reflete no diagrama de fase na transicaio b1—b4 que ocorre

q

para o = 2 no limite ferromagnético, com a ressalva que essa transi¢cao ¢ para um estado

termodinamicamente instavel. J& no limite antiferromagnético o reflexo desse efeito esta na

transicao b3—b4 para L‘ = 0. Considerando os dados da referéncia |9] a transi¢ao no 8" Rb

|c2p
ocorre para B = 700mG que deve ser comparado com nossa previsao de B = 600mG. No
limite ferromagnético o dominio do termo quadratico da energia de Zeeman é responsavel
pelo fendomeno conhecido como "dephasing" [11] para a mesma transicdo b1—b4 pois b1l é
uma configuracao de equilibrio com fase fixa cos26, = 1 ao passo que b4 é uma configuracao
de equilibrio com fase indeterminada.

Examinando a natureza das transicoes mencionadas acima vemos que no limite ferromag-
nético e para m = 0 a transicao b1—b4 pode ser vista como uma transicao de uma fase que
quebra a simetria axial, b1, para uma que preserva essa simetria, b4. Do mesmo modo no
limite antiferromagnético a transicao b3—b4 é uma transicao entre uma fase que quebra a
simetria, b3, para uma que preserva a simetria, b4. A diferenca para o limite ferromagnético

é que no ponto de transicao Ic%p

= 0 temos a coexisténcia de trés fases, b2, b3 e b4. Por
outro lado no limite ferromagnético, nao existe coexisténcia de fases, a mudanca é continua
da fase miscivel com simetria quebrada para a fase imiscivel simétrica.

Outra propriedade que segue da nossa descricao ¢ a auséncia de metaestabilidade no
sistema no sentido de que nao existem duas configuracoes de equilibrio estaveis que coexistem
na mesma regiao do espaco de parametros.

A eénfase do nosso trabalho estd na identificacao do estado fundamental do condensado
que corresponde as configuragoes de equilibrio estaveis. Para isto, identificamos nao so as
configuragoes de equilibrio estaveis mas também as instaveis, o pode servir de guia para
estudos sobre a formacao de dominios de spin em condensados espinoriais. De acordo com
|9, 15] a formacao de dominios esta relacionada com a evolugao temporal de configuragoes de

equilibrio instaveis. Um modo de inicializar o sistema em uma configuragao instavel é coloca-

lo em uma configuracao estavel para um dado campo magnético mas que se transforma em
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uma configuracao instavel quando desligamos o campo. Acompanhando a evolucao temporal

do sistema observa-se a formacao de dominios de spin.
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