Universidade de Sao Paulo
Instituto de Fisica

Aspectos das transformacoes conformes na
eletrodinamica: invariancia e leis de conservacao

Vaguiner Rodrigues dos Santos

Orientador: Prof. Dr. Ruy Pepe da Silva

Dissertacdo de mestrado apresentada ao Instituto de
Fisica para a obtenc¢é&o do titulo de Mestre em @iénc

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Ruy Pepe da Silva (IFUSP)
Prof. Dr. André Koch Torres Assis (UNICAMP)
Prof. Dr. Francisco Eugénio Mendonca da SilveireABC)

Sao Paulo
2013



FICHA CATALOGRAFICA
Preparada pelo Servico de Biblioteca e Informacgao
do Instituto de Fisica da Universidade de S&o Paulo

Santos, Vaguiner Rodrigues dos

Aspectos das transformacgfes conformes na eletrodinamica: invariancia e leis de
conservagao — Sao Paulo, 2013.

Dissertacao (Mestrado) — Universidade de Sao Paulo. Instituto de Fisica — Depto.
de Fisica Aplicada

Orientador: Prof. Dr. Ruy Pepe da Silva

Area de Concentracgéo: Fisica
Unitermos: 1.Eletrodinamica; 2. Teoria dos Campos;

3. Transformagdes Conformes; 4. Leis de Conservagao;
5. Invariancia

USP/IF/SBI-084/2013




N&o ha ramo na matematica, por abstrato que segan@o possa um
dia vir a ser aplicado aos fenbmenos do mundo real.
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RESUMO

Neste trabalho, discutem-se aspectos das trangfoeama conformes na
eletrodindmica classica com énfase na invarianaiasleis de conservacao. Inicialmente,
abordaram-se aspectos gerais das transformacofesmes e fez-se um resumo historico da
evolucdo dessas transformacdes. Procurou-se fameapresentacdo didatica, revisando-se a
formulacdo Lagrangiana e o Teorema de Noether pamgos aplicado a eletrodindmica.
Estudaram-se as transformacfes conformes no egpago, onde se mostrou que para
dimensdesn = 3 0 numero de transformacdes é finito. A partir easacdes de Maxwell em
coordenadas curvilineas, chegou-se a condicao (qpaegaessas equacdes mantivessem sua
forma cartesiana. Com essa condi¢do, mostrou-se eletrodinamica classica € invariante
para o grupo de transformacdes conformes. Foramutdias as leis de conservacao
associadas a invariancia conforme da eletrodinaniéssica a partir do teorema de Noether.
Das simetrias por translacbes no espaco-tempoyeoain-se as leis de conservacdo do
momento linear e da energia. Das simetrias assxiad rotacdes, obtiveram-se seis
quantidades conservadas: trés delas ligadas arecag&e do momento angular e, com relacao
as trés restantes, observou-se, a partir de anpalegm a mecénica, que estavam associadas
ao movimento do centro de energia do campo. Parterpretacdo da grandeza conservada
por simetria de escala, verificou-se, também airpdet uma analogia mecéanica, que essa
simetria somente é verificada para particulas nd@issivas ou para particulas massivas a altas
energias. Finalmente, para as transformacdes coafoespeciais, verificou-se que as leis de
conservacao resultantes sdo consequéncias damtersores de conservagao para 0 campo
eletromagnético, e neste caso, essa simetria tarabérante se manifesta para particulas de

massa nula ou para altas energias.






ABSTRACT

In this work, aspects of conformal transformatiamsclassical electrodynamics are
discussed with emphasis on the invariance and oeats@n laws. Initially, a general view of
conformal transformations was shown and a summarne historical evolution of those
transformations was presented. The work was appeabdidactically, and Noether’s theorem
based on the electrodynamics Lagrangian formulatwas revised. The conformal
transformations were studied in plane spaces awddtshown that, for dimensian> 3, the
number of transformations is finite. Starting frollaxwell’'s equations in curvilinear
coordinates, a condition for maintaining those ¢iqua in Cartesian form was established.
With that condition, it was shown that the claslsetactrodynamics laws are invariant for the
group of conformal transformations. The conserval@ws associated with the conformal
invariance of classical electrodynamics were diseds based on Noether’'s theorem. From
the space-time translation symmetry, the laws ofseovation of linear momentum and of
energy were obtained. From rotational symmetry, cgirserved quantities were obtained:
three of them associated with angular momentumtla@ademaining three, observed, starting
from analogies with mechanics, were associated th#ghmovement of the center of energy of
the field. For the interpretation of the quantibnserved by scale symmetry, it was verified,
also from a mechanical analogy, that that symmistonly valid for null mass patrticles or for
high energies. Finally, for the special conform@nsformations, it was verified that the
resultant laws of conservation are consequencethefprevious laws, and in that case,

symmetry is also valid only for particles of nulles or for high energies.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Um fato importante na Fisica é que suas leis otia8ao, em geral, expressas por
equacdes diferenciais ou principios variacionassak leis e principios devem preservar sua
forma em diferentes sistemas de referéncia, oy deyeem ser covariantes por uma mudanca
de coordenadas. O palco onde os fenémenos fistmreem € 0 espaco e o tempo, e a forma
como as coordenadas espaciais e a temporal sigenteé central na questdo da covariancia.
O trabalho sobre a eletrodindmica dos corpos emmamo de Albert Einstein (1879-1955)
de 1905 [Ei-05] foi um dos marcos na histéria dsidai Nesse trabalho, sdo sintetizados
varios fatos que ja apontavam para uma nova forn@athsformacéo de coordenadas entre
sistemas inerciais que viria a substituir as tamnsacdes de Galileu ligadas a Mecéanica
Classica. As novas transformacdes, onde o espactempo estavam interligados, ficaram
conhecidas como transformacdes de Lorentz, poarfgropostas por esse fisico antes de
1905. Essas transformacfes mantém invariantesuags@es da eletrodinamica de Maxwell.

Outro aspecto importante nas teorias fisicas s@@isage conservacao, ou seja, leis
que expressam a conservacao de certas grandezasmmsfermacdes de coordenadas, as
chamadas simetrias. O nome ligado a essas laisedrisis € o0 dEmmy Noether (1882-1935),
com o teorema que leva o seu nome, publicado er@ [Nd-18, Ta-71], onde séo relacionadas
simetrias com leis de conservacao.

O presente trabalho esta ligado a essas questéasformacfes de coordenadas,
covariancias, simetrias e leis de conservacéo ei@odindmica. Nele, serd estudada uma
classe especial de transformacfes de coordenanaari@ncias, as chamadas transformacdes
e invariancias conformes, onde os angulos saoeekes.

Em 1909, Harry Bateman (1882-1946) e Ebenezer @gham (1881-1977)
apresentaram trabalhos [Ba-10, Cu-10] que marcamninicio das aplicacdes das
transformacdes conformes em teorias de camposs Estegjos deram continuagdo aos
resultados obtidos por Lorentz em 1904, que mastraque as equacdes de Maxwell
permaneciam invariantes pelas transformacoes aedtél

Apés as publicacdes dos trabalhos de Bateman eir@imam, seguiram-se as
discussbes sobre as aplicacdes e, principalmenidee ® significado fisico da invariancia
conforme das equacGes de Maxwell. Dentre elas, edtabalho de Erich Bessel-Hagen

(1898-1946) de 1921 [Be-21, Al-06], que examinalas de conservagcdo associadas ao



campo eletromagnético. O interesse por essas dramsfoes se mantém até hoje [Ka-08,
BI-09, Go-13].

Nesta dissertacdo, objetiva-se estudar a invadarmnforme da eletrodinamica de
Maxwell bem como questbes associadas ao signififigdm dessa invariancia no espaco-
tempo de Minkowski. Inicialmente, abordam-se asdi@rmacdes conformes em varios
espacos, desde o plano complexo até sua gened@alipagan dimensbes, com énfase nas
transformacdes no espaco-tempo. A seguir, demessstra invariancia das equacdes de
Maxwell por estas transformacoes, e, finalmentenpeio do teorema de Noether, verificam-
se as leis de conservagéo associadas a essarnciaria

S&0 0s seguintes os tépicos abordados nos capjtugose seguem.

No capitulo 1l, discutem-se os principais asped&s transformacgdes conformes em
espacos de dimensdes e sdo apresentados exemplos dessaertragies. E também feito
um apanhado histoérico do desenvolvimento dessasforanacdes desde os tempos gregos até
o inicio da década de 1970, quando a invariancidoome passou a ser desenvolvida e
aplicada em varios ramos da fisica, como, por ekgngmn fisica de particulas de altas
energias e em Mecanica Estatistica.

No capitulo I, faz-se, inicialmente, uma revisd® eletrodindmica covariante, da
formulacdo Lagrangiana para campos e da aplicagésedformalismo na eletrodinamica.
Segue-se uma apresentacdo do teorema de Noethex sual aplicacdo ao campo
eletromagnético livre.

No capitulo IV, determinam-se as transformacde$ocores em espacos planosrde
dimensdes. Apresentam-se, inicialmente, as corsligdara que uma transformacgao
infinitesimal de coordenadas seja conforme em upeg@s planon-dimensional. Como
exemplo de aplicacdo, mostra-se o caso particidartdhinsformacdes conformes em duas
dimensdes, e a seguir parte-se para a determindg8otransformacdes infinitesimais
conformes em espacos planos para dimensfes iguaisugeriores a trés. Finalmente,
discutem-se aspectos das transformacdes de Ldreirizaré.

No capitulo V, discute-se a invariancia conforme edquacdes da eletrodinamica de
Maxwell. Inicia-se com o0 conceito de derivada c@arge em coordenadas curvilineas e, a
seguir, sdo apresentadas as equacoes de Maxwsdsmasordenadas no espaco-tempo plano.
Finalmente, chega-se ao conjunto de transformad@®esordenadas que mantém as equacdes
de Maxwell na mesma forma que elas se apresentaco@mienadas cartesianas.

No capitulo VI, obtém-se as leis de conservacaocas$as a invariancia conforme

do campo eletromagnético livre. Nesse estudozatde a equacdo de continuidade obtida



com o teorema de Noether e juntamente com as aramsfOes conformes obtidas no
Capitulo IV determinam-se as leis de conservac8oceémlas as simetrias ligadas a essas
transformacdes. Sado também discutidos aspectosdiassociados a essas transformacdes.
No capitulo VII, apresentam-se os resultados ®@aslesdes do trabalho.
Neste trabalho, utiliza-se o sistema de unidaddsrala onde se adota que a

velocidade da luz no vacuo é dada per 1.






CAPITULO I

TRANSFORMACOES CONFORMES: ASPECTOS GERAIS E SINTESE
HISTORICA.

Neste capitulo, apresentam-se conceitos, algumagrigdades e exemplos de
transformacdes conformes. Discutem-se, primeiragenaspectos relevantes das
transformacdes conformes e apresentam exemplos ccarbjetivo de tornar claros os
conceitos utilizados. Parte-se, inicialmente, dandformagbes em duas dimensoes
(mapeamento conforme no plano complexo) para sgacletransformacdes em espacos de
n dimensfes, com especial atencdma4 (espaco-tempo de Minkowski). Em seguida,
apresenta-se um resumo historico do desenvolvimdessas transformacfes, desde sua

utilizacdo na elaboracdo de mapas até aplicacOEwsita.

2.1 Aspectos, definicdes e exemplos associadogassformacdes conformes.

As transformacgdes conformes no plano complexo, @éronfigurarem um campo
a parte da matematica, sdo comumente utilizaddsigina e em Engenharia para a resolucéao
de problemas bidimensionais nas areas de condugdoakbr, movimento de fluidos,
eletromagnetismo, etc. Nesses casos, 0s problendasnpser resolvidos através das técnicas
de mapeamento conforme, que se baseiam em progeedias funcdes analiticas [Ar-85,
Ha-99, Mc-03, Ne-97, Wu-05].

No plano complexo, seja uma transformag¢gao w que transforma o pontg(x, y)

em w(u, V) . Essa transformacao € representada por:

w=f({)=u(x Y+ iUx Y. (2.1)

Se a funcgéof ({) € analitica em certa regido do plano compléxaentaou(x,y)e

v( X,y) satisfazem as condi¢cdes de Cauchy-Riemann:

ou(x,y)_0Vv(x,y) o ou(x,y)_ 0Vv(x,y;

(2.2)
0 X oy oy 0 X



Se f({) é analitica em{, e se f'({,)#0, tem-se que o mapeamento (2.1) é
conforme emd{,, ou seja, possui a propriedade de preservar old@fgumado entre duas
curvas que se interceptam nesse ponto [Ah-79]. -Bedeerificar essa propriedade
considerando-se duas curvgs, e C, (Fig. 2.1), que se interceptam efp no plano{ e
formam um &angulo@ entre si. O mapeamento dado pela funcdo analivcaf({)

transformaC, e C, nas curva<,' e C,' no planow de tal modo que o angu® formado

entreC,' e C,' sejaigual &f.

Fig. 2.1 — Representacao de duas cuas C, e das curvas transformad&s, e C,', no
plano complexo. O angulo formado entre as curvaplianos{ e w nao se altera se a
transformacéo é conforme.

O angulo @ formado entre as curva, e C, é dado pelos versoreg e e,

tangentes a estas curvas no pafifpou seja:

Um pequeno deslocamentbao longo de uma curv@ em ¢ é dado por:

d=(dxAy)=0. +A4Y8,.

Assim, os versores tangentes as cu®@ae C, sdo dados respectivamente por:



d _ Sqe+Aye, e o _dp _ Do+ 4%,
‘dl‘ \/(Ax1)2+(Ay1)2 ‘dz‘ \/sz) +(Ay2)

&=

Deste modo, tem-se que os cossenos dos anguloglaras { e w sédo dados,

respectivamente, por:

- — X A% + Ay, A
cos(@ )= g 6= 5 X1 X22 1 3;2 5 (2.3)
V(@) +(a%)" (a%)° + (ay)
e
cos(@ ,):—é _Eé ,: Auq Au, + Av; AV, (2.4)

V() + (80)? J(aw)? +(av)*

onde:u = u(x,ﬂ ev= v( x,y).
Substituindo-se as relacdes:
ou ou ov ov
Au

=—Ax +—Ay e AN =—AX +—Ay
m ox M o9y m ogx ™M gy "M

param=1,2 e as condi¢des (2.2) nas relacdes (2.3) e (@x¢m-se queglgz =?i E ou
€ =46, mostrando que uma transformacao definida porfumgiio analitica € conforme.

Para se mostrar a relagdo entre as métridéz(dx)z+ (dyf em { e

ds? = (du )2 + (dv)2 em w, considera-se a derivada d€{ ) no ponto{ , ou seja,f'({),

e as condicoes (2.2), de onde se obtém o méduoadrado def ‘(¢ ), dado por:

2 3 2 3 2 3 2
()P {ax j ’{a\)ﬁ] :{a” {a;] . (2.5)

Por outro lado, a transformacao= (¢ )=u(x,y )+ iv(x,y implica em:



_[0u 40U LY
dw= du+ idv= (a d)dray dg {ax dxay d}

de onde se obtém:

(du) +(dv)2—(dx)2[(axj (SM (dyf[{ J+[g;ﬂ+ zam@%& gﬁj

Através das condigbes (2.2), vé-se que o tercairmd do lado direito dessa

igualdade se anula. Assim, utilizando-se a rel§2&), obtém-se:

(du)2+(dv)2=\f'(()2[(dx)2+(dyﬂ ou ds?=|f(7) dd, (26

onde:| f'(¢) #0.

. Y L : . . :
A expressaads 2 :‘ f'(¢ j dsz, como serda visto mais adiante, € um caso particula

de uma relacdo mais geral, valida para as transafgfes conformes em espagos rde

dimensodes.

Também, a partir das condi¢des de Cauchy-Riemagh (&rifica-se queu(x,y) e

v(x,y) sao funcbes harmdnicas, isto é, satisfazem ag@eside Laplace no plaro:

0 u(x y) 0 u( x, y) o 0 v(x y) a v(x y)
ax? ay x> ay

A equacdo de Laplace aparece em muitos problemse®di O mais conhecido

exemplo vem da eletrostética, onde a equ@%@(x,y,z)z C descreve o potencial numa
regido sem cargas. Neste caso, a fuér,y,z) é conhecida numa superficie condutora e

se quer determina-la numa regido interior ou extexiesta superficie. Em muitas situacoes,
as simetrias existentes reduzem o problema ao lidsnensional, em que se determina a

solucéo para o potencigl( x,y). Como@(x,y) é uma funcdo harmoénica, pode-se considerar



que ela é a parte real d&(¢)=@(x,y) + (x,y), onde a funcdd (') é denominada
potencial complexo (;'!/(x,y) € a funcdo harménica conjugadacdéx,y).
Considerando-se 0s vetores normais as curvas dgd Irﬂ\(x,y) =constante e

t//(x,y) =constante, e as condicfes (2.2), tem-se que aforedcalar desses vetores € nulo,

ou seja:

ax_

Doy ,

_000y oooy oo oo +6¢(6¢)
ox dx dy oy O0x\ 0y oy

mostrando que as curvas de nivel no plghodadas pelas fungée@(x,y)zconstante e
t//(x,y):constante, sdo ortogonais entre si. Essa propiéeda Util, por exemplo, em
eletrostéatica, para se obter a visualizacdo daadimo campo elétric¢/(x,y) =constante e
das superficies equipotencia’cs(x,y)=constante em regidbes sem carga. Em problemas
bidimensionais que envolvam conducéo de ca:u(rx,y) =constante representam isotermas e

t//(x,y) =constante, linhas de fluxo térmico.

A técnica de mapeamento conforme é Util para alugdo de problemas

bidimensionais devido a equacao de Laplace seriamta por transformagfes conformes no

plano complexo. Considerando-se a equacao de leaptaa a fungé@(x,y) no planod :

2 2
0°P(x, 0°®@(x,
2o(x,y)= (2 y), (2 y)_

0 X oy

01

tem-se que, através do mapeamento confowef({ ), existe uma fungéqo(u,v) que
também é harmonica no plarfa,Vv). Para se ter esse resultado, considera-se quegaofu

qo(u,v) resulta da transformacéo conforme da funq,'dogy), ou seja:

Auv)=@[x(u,v),y(u,v)]
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Aplicando-se a regra da cadeia na relacdo acimmaséeque as derivadas parciais de

segunda ordem d@(x,y) em relagdo & e y sao dadas, respectivamente, por:

’0 _ ap 62u+6¢ 62v+6u d%pau +02¢ ov |, av Q% 6u+62¢6v
x> du 90X ov 09X ox|ofox odudx| oaxloamvoe x 9V x

3’0 g 62u+6¢) 62\/+6u d%pou +62¢) ov |, av 3 % au+a%pav
o> au ay> v ay ay|afoy oddudy| dyloaavay Ay

Somando-se as expressfes acima e utilizando-sendg;@es de Cauchy-Riemann

(2.2), encontra-se:

020 N 0%0 _
ox2 6y2

]
0u2 0v2

2Ty

O primeiro termo do lado direito da expressao acmgual a‘ f '(Z)‘2 >0, dado

pela relagédo (2.5). Portanto, E@cb(x,y): 0, tem-se quep(u,v) também é harménica, ou

seja,qua(u,v): 0.

Assim, um problema de contorno que é complicadplano ¢ pode ser tratado de
uma forma mais simples no plano, através do mapeamento conforme das varigueiy )
nas variaveigu,v).

Examinam-se, agora, as transformac¢fes conformesspacos de dimensao> 2
[Ka-08].

Sejam " e E", dois espacos geomeétricos, isto €, espacos dothdosn tensor

métrico Jgp Que permite medidas de distancias e angulos. Parto€" e E" tém,

respectivamente, coordenadas dadas>15’0|e xH e tensores métricogaﬂ(x) e QW(}).
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As distancias entre dois pontos infinitesimalmeptéximos em cada espaco sdo dadas,

respectivamente, pelos elementos de linha:

d? (x)= gz (x)d€ i e ds?(x)=Tg,, (x)dX dx. 2.7)

A transformacdo do pont& no pontoX é conforme se os elementos de linha sdo

relacionados por uma fungdo escalar posiina)> 0 (fator de escala), tal que [Be-84,

Fu-62, Lo-77, Wo-89]:

ds? (x)= o (x)d€ (x. P

Mostrou-se, em (2.6), a relacdo entre as métrioazantransformacao conforme no

plano complexo. No caso das transformacfes confomue plano complexon(=2), a

relacdo acima se reduz a expressao (2.6), o1ige :‘ f '(Z)‘2 >0.

Em espacos de dimens&o> 2, a preservacao dos angulos pode ser vista a gartir

extensdo da definicdo do cosseno do angulo forrpadauas curvas que se interceptam no

ponto x do espaco. Portanto, erl' tem-se que:

d_)’(l .d_’Xz : 9uv (x )d)&'u d)év

cose)= ‘d;q‘ ldaxz‘ ) \/gaﬁ(x)d&a d)iﬁ\/ bo (x)d§p df |

ondedx” e dx,” s&o as coordenadas dos elementos de arco dasutvas.

Considerando-se a mesma relacéo pagm E", tem-se que:

= = S )
dx.dx g,5(x)dx” dx
dx |d

cos(@ )= (2.9)

T —

\/§KA(x)d3qK dfo/] \/9,,7 (x)d¥ da

Como a transformacéo entre as curvas € conformacalelo com a relacéo (2.8) o

produto escalad?q .d:xz € dado por:
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d?(l.d:mzigy(;(fx)dfly agaza(x) [} (x)d¥ dk.

Utilizando-se a relacdo acima em (2.9), tem-se a@jygeservacdo dos angulos é
verificada, pois:

J(x)gﬂv(x)dﬁ'u d)g"

cos(@ )=
\/J(x)gaﬁ(x)d)ia d)i’g\/a (x)gg (x)dyf” df

=cos(@ ).

A seqguir, para ilustracdo e melhor clareza, aptass®n um exemplo de
transformacao conforme historicamente importariigaglo a cartografia. Considera-se, aqui,
a projecao estereografica dos ponR(& /7, ), pertencentes a superficie de uma esfera de
raio a, nos pontosl3(x,y) de um plano (Fig. 2.2) [BI-00, C0-98, Ka-08, He-0k-97]. Na
figura, os eixosx e y coincidem respectivamente com os eiXo® /7. Nesta projecao, o
polo norte da esfera (foco da projecdo N) estélikamo no pontoP(0,0,2a’, enquanto o
polo sul (S),P(0,0,0), tangencia o plano e coincide com a origem dasdepadas do plano
(x,y). O mapeamento é feito a partir da reta determipattapolo norte da esfera e o ponto

P(&.7.x ), sendoP(x,y) o ponto projetado no plano.

Fig. 2.2 — A projecéo estereografica em que osgsoée uma superficie esférica sdo
transformados nos pontos de um plano tangenteeafatip da esfera. [Ka-08]
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Um ponto P(&/7,x) do espaco que pertenca a superficie da esfera gede
caracterizado pelas coordenadaqlongitude) e (latitude). As relacdes enti(ef,7,x) e

(¢,04) sao dadas por:
& =acos(@ )cosB , n=asen@ )cosf e xy-a=asen@ .
Para esta projecao, as relacdes entre as coorddiyagd) e ( X,y ) sdo dadas por:

. = 2acos@ )cosf o o 2asend )cosp
1-sen(5 ) 1-senl8 )

Utilizando-se a identidade trigonométrica:

) (8]
1-sen(B ) 2 4

nas relacbes parx e y, obtém-se a seguinte relacdo entre os elementdmiie na
superficie da esfera132 (¢ B)eno planoﬂsz(x,yj:

ds® (X,y )= dé ¢ B ,

[1— sen(s ]2

onde  dl(x,y)= df+ df,  d(p B)= a{co& B ) d 3+ (B ﬂ e

4
o(¢.p)= — € o fator de escala.

[1— sen(s ]

Restringindo-se, agora, a mapeamentos num mesmQesu seja, onde 0s pontos

X e X estdo no mesmo espaco, uma transformacédo de nadedeé definida por funcdes

reais, invertiveis e diferenciaveis(x”), ou seja,x¥ = f”(xl, x2,...,>{‘), onde x¥ sdo as
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coordenadas do ponteo, e x¥, as do pontox. As transformacdes das diferencidi€’ séo

dadas por:

_ H
dX/u:aL d)gl
ax?

que substituidas em (2.7) e levando-se em cor@g {&plicam na relagéo:

_ _ ' oY
(N ———=0(Xg,,(. (2.10)
a axa 9xP p

A expressdo acima e a relacao (2.8) sdo formamaiiteas para se definir uma
transformacgao conforme.

Em alguns textos encontrados na literatura assm@adiransformacdes conformes
depara-se com uma classificacdo dessas transfoesagd dois tipos diferentes, as ativas e as
passivas. As primeiras sao transformagdes entriopaistintos de um mesmpaco e as
tltimas séo transformacdes que envolvem as coaldende um mesmo ponto do espaco
representado em diferentes sistemas de coordefadds.no caso do mapeamento conforme
(plano complexo) quanto no exemplo da projecacesgeafica representada na Fig. 2.2 tem-
se transformagodes ativas.

As transformacdes passivas, isto €, envolvendoetifes sistemas de coordenadas,
sao de grande interesse fisico, pois envolvemcgiagaem que um mesmo processo é descrito

por dois observadores diferentes (dois sistemasfdeencia diferenteS e S').

Para transformacdes entre dois referenctiie S' [Di-98], sejam x* e x'# as

coordenadas de um mesmo ponto em relacdo a edsesnceis. Pode-se definir uma
transformacdo (passiva) entt®8 e S' pelas funcdes reais, invertiveis e diferenciaveis

(equacdes de transformacéao):

x' H= h"u(x1 x2 X M=1,..n.

O Jacobianal' da transformacéo é dado por:
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axt axl ax?t ax't
ol 2 2l 3
axH x? ax? ox? ax'?
J'= de{ " :| = de axl aXZ 6X3 """"" ax" z0. (2.11)
0x
ox™ ax" ax" ox'"
Lot o ax" i
Dasn equacdes de transforma(;éofl =h' 'u(xa ), tém-se
(2.12)

H
dx'”—éz;()(crdf, ua=1,..n.

Sejam gaﬁ(x) e g',y(X') os tensores métricos associados, respectivanestes

S'. Os elementos de linha eBe S' sdo dados por:

ds? (x )= gz (X)dF e ds?(x)= g, (X)dX¥ d¥. (2.13)

Como se tem dois referenciais onde séo representadmesmos pontos, o elemento

de linha é um invariante, de modo que:
ds? (x)= d< (x.

relacbes (2.13) na relacdo wmmada anteriormente e

Substituindo-se as
considerando-se (2.12), tem-se que 0s tensoreix:mnétgaﬂ(x) e g',y (X') se relacionam

por:

g/,w(X)aXa Ny = 95 (X). (2.14)
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Considerando-se o Jacobiano da transformacao (2ligmando-seg e g',

respectivamente, como 0s determinantegéglﬁ(x) e g’y (X’), encontra-se:

. x| _ |9
J'|=|det=—=—| = - 2.15
{c’)xﬂl g (15)
Como foi exposto anteriormente, as transformacaggag) entre pontos diferentes

de um mesmo espaco sdo representadas pelas ref@ee=” (¢ ), onde x* e xH

denotam, respectivamente, um ponto e seu transflormR@ara as transformacgdes entre

sistemas de coordenadas (passivas) usdfse x' #(x? ), onde x? e x'¥ representam as

coordenadas de um mesmo ponto em dois sistema®atdenadas diferentes. Pode-se
verificar que existe uma conexao entre esses gmws te transformacgdes [Be-84, Fu-62,
Lo-77, Wo0-89]. Uma das formas de se verificar if83e-84] pode ser feita igualando-se as

coordenadax de S as coordenadas' de S', ou seja:
X' H=xH (2.16)

Limitando-se ao caso das transformacdes conformesegpacos planos da

dimensdes, tem-se que 0s tensores métrﬁ:/g,s(x) e g,y (x) relativos a um referencial

cartesiano S sao dados por:
Q,W(;(): 9 (X)=11,,, onde:y ,, =+1,seu=v en, =0,seu#y.

Considerando-se a correlagdo (2.16) entre as trama€des ativas e passivas, e
utilizando-se as relagbes (2.10) e (2.14) para gespglanos, tem-se que, para uma

transformacéo conforme das coordenadas cartesigfiapara as coordenadas curvilineas

x' . o tensor métrica "W(x') relativo aS' é dado por:

Nuv
a(x)

9" (X)=
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Substituindo-se esse resultado na relacdo (2.&4);se que as transformacgdes
conformes de coordenadas em um espaco plamoddeensdes sdo determinadas a partir da

relacéo:

ox'H ox"V

n
K ax@ oxB

:U(X)Oa’ﬁ' (217)

A relacdo acima também pode ser dada em termosacbidno J'. Para isso,

considera-se que esta relacdo pode ser escritama:f

dx'# dx, =o(x)df dy.

M ox'
Substituindo-se as relacoel’ ,u:ax_ d)(l e dx', :a—'“d>5o na relagéo acima,

ax’ Xo

obtém-se a expressao:

axH [ OX

/j —_—
o @ d%dxp_a(x)df d . (2.18)

Para se relacionar o fator de escalax ) ao Jacobianal', considera-se a relacéo

(2.15) e 0os modulos dos determinantesgg,%(x) e g’y (X) que, para transformacdes

conformes em espacos planos rdelimensdes, sdo dados, respectivamente,|g;10¥l e

|9'|=0(x)™". Dessa forma, tem-se que:

2

n

o(x)=|J'

Substituindo-se o fator de escala acima na relg:d8), obtém-se, finalmente:
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axla aX' 2

. 2
— " axdx = JI" d¥ dx.
GXA axp XP ‘ Y ﬁ

De acordo com a relacdo acima, as transformacdderotes de coordenadas num

espaco plano dedimensdes satisfazem a equacéo:

ox'? ax'a 2

vl e =[J'|noy. (2.19)
0

A relacdo acima é equivalente a relagdo (2.17)de ser utilizada para a obtencéo
das transformacdes de coordenadas conformes nwagoegfano de dimensdes em termos
do Jacobiano da transformacé&o envolvendo as coanldercovariantes e contravariantes.

Em particular, para o espaco-tempo plano, o temgirico é dado por:
Nuy =1(u=v=123), ny=-1(u=v=4) e ny =0(uzv). (2.20)
Um evento € dado, em coordenadas cartesianasgeoh), pelo ponto:
XE(Xl, X, X, )é‘):( X, ¥,,Z 1.

Como o espaco-tempo é quadridimensiomat @), tem-se que, neste caso, a relacédo
(2.19) é dada por:

ax.a aX'

A\ T sP
. W =3 o%. (2.21)

0x

A equacao acima restringe a relacéo (2.19) parspace-tempo de Minkowski, e
sera util, no capitulo V deste trabalho, para dsut@s utilizados a fim de se mostrar a

invariancia conforme das equac¢des do campo eletnoétiao.
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2.2 Sintese da historia das transformacdes conforse suas aplicacoes.

Historicamente, o estudo das transformacdes coefrteve a sua origem na
cartografia, onde se desenvolveram as técnicasopaagado de mapas da superficie da Terra
[Do-05, Ka-08, Ro-11, Ca-09]. Tais mapas consistbasicamente, na projecdo de uma
superficie esférica em outra superficie, em gdaala cilindrica ou cbnica.

A projecao estereografica [BI-00, Co-98, Ka-08,3e-Ne-97] € um exemplo deste
tipo de mapeamento, onde os pontos de uma supeglitérica sdo projetados nos pontos de
um plano. Conhecida desde os tempos de Hiparcoaa N190-120 a. C.), esta projecéo €
descrita matematicamente na obra PlanisphaeriumCldedio Ptolomeu (90-168 d. C.)
[Be-91, Lo-95]. A Fig. 2.3 representa, a partir pl@lo sul, a projecdo estereografica dos
tropicos e do equador num plano que corta a ligoaterial da Terra.

O estudo da projecdo estereografica foi bastarfligentiado por sua aplicagdo na
construcdo do astrolabio [Ne-49, No-74], um inseato esférico ou em forma de circulo
graduado, dotado de haste mével, cuja invencamtegyem na Grécia antiga. O astrolabio era
utilizado para se determinar a altura do Sol eatielas em relacdo ao horizonte e fazer
medicdes de latitude. A Fig. 2.4 ilustra o astrmgianisférico [Mu-13], composto por discos
onde se representavam as linhas dos tropicos da €eas posi¢cdes das estrelas. Neste
instrumento, a projecdo estereografica era utidizpdra representar a esfera celeste, uma
vasta esfera onde os planetas, a lua e o sol girawa torno da Terra, que era considerada

sem rotacao e fixa no centro da esfera.

N Trépico de
Cancer

Trépico de
Cancer

Equador

——
~ D - -

Trépico de
Capricornio

TrOpicb de
Capricérnio

Equadorr.
Fig. 2.3 — Representacdo da projecao estereog(afiartir do pélo sul) de pontos na
superficie terrestre em um plano que corta a lethetorial. S&o mostradas as linhas dos
tropicos e do equador. [As-13]



20

T\ “ I\ A \Kc\f
S

Fig. 2.4 — O astrolabio planisférico. [Mu-13]

Nos tempos de Ptolomeu, ja se sabia que a progstéreografica tem a propriedade
de transformar circunferéncias na superficie darastm circunferéncias ou retas no plano,
mas esta propriedade foi provada somente na pametade do século IX pelo astrbnomo e
engenheiro Al-Farghani [Se-78], que viveu em Bagd# Cairo. Outra prova € devida ao
matematico europeu Jordanus de Nemore por voléadale 1200 [Th-78].

No ano de 1593, Christopher Clavius (1537-1612)trauseem seu livro Astrolabium
[CI-93] como determinar o angulo formado pela is¢éecdo de dois grandes circulos numa
esfera através da medida do angulo formado pekgeins transformadas no plano. Embora o
método de Clavius nédo tenha sido uma prova de gpeojgecdo estereografica é uma
transformacdo conforme, era uma demonstracdo deogjumgulos eram preservados pela
transformacdo. A prova geométrica de que a projesdiereografica € conforme foi dada
somente em 1696 por Edmond Halley (1656-1742) [$1a-0

Os fundamentos da cartografia estdo registradostrabalhos de Ptolomeu, que

criou um mapa da Terra (Fig. 2.5) a partir da eotlest dados conhecidos em sua época.
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Durante a Idade Média, a Europa passou por umdmede estagnacao cientifica e
os trabalhos de Ptolomeu passaram a ser estudaéssmvolvidos pelos arabes [Si-07].

Somente com o Renascimento, os trabalhos de Ptoldonem reintroduzidos na
Europa pelos arabes e os mapas passaram a sadestyzhra fins militares, comerciais e
para a navegacao. Neste periodo, percebeu-se gu@pa de Ptolomeu mostrava-se
imperfeito, e o desenvolvimento da navegacdo mait a descoberta de novos continentes
trouxeram a necessidade de um aperfeicoamento apasndo globo terrestre. Citamos aqui,
o mapa de Mercator, criado em 1569 por Gerharduscdite (1512-1594) e usado
essencialmente para a navegacdo maritima [Sn-88}. rBapa consiste na projecdo de uma
superficie esférica na superficie de um cilindnogémte ao equador da esfera, conforme
mostrado na Fig. 2.6. O mapa de Mercator transfamaeridianos e paralelos em linhas
retas paralelas entre si, preserva a forma, mae t@&manho das figuras geométricas.

A demonstracao, por meio do calculo diferencialgde a projecao estereogréfica e
a projecao de Mercator séo transformacgdes conforimeita por Johann Heinrich Lambert
(1728-1777) em 1772 [La-72]. Lambert prop6s aindaas mapeamentos conformes, entre
eles a chamada projecado conica conforme de Larf®®@®3], em que a superficie esférica é
mapeada num cone que corta dois paralelos paddusizia esfera. Nesta projecao conica,
cujo centro de projecdo esta no centro da esferpamlelos sdo transformados em arcos de
circunferéncia e os meridianos séo transformadosetas n&o paralelas. A projecao conica
conforme de Lambert possui a vantagem de presasvareas originais de modo mais preciso
que a projecdo estereografica e de Mercator. NaZigtem-se um mapa-mundi obtido a

partir da projecéo de Lambert.
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Fig. 2.5 — O mapa de Ptolomeu. [Bi-13]
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Fig. 2.7 — O mapa-mundi através da projecao c@uooéorme de Lambert. [Ma-13b]

Destacam-se, ainda, neste periodo, os trabalhdsedehard Euler (1707-1783)
[Sp-55] e de Joseph-Louis de Lagrange (1736-1818)%P], que, além dos seus trabalhos
bastante conhecidos em matematica e em mecéanioagita desenvolveram estudos em
cartografia, devido a necessidade pratica de mapas precisos demandada pelos
cartografos. Os trabalhos de Euler, datados de p@ard a Academia de Sao Petersburgo,
abordavam o mapeamento conforme de uma superfigiérica num plano, onde,
aparentemente pela primeira vez, era feita a paraagio das coordenadas do plano pela

notacdo complexa = x+ iy. Euler forneceu as bases para a teoria geral jzfiies e

demonstrou que é impossivel mapear uma regido de superficie esférica numa regiao
plana sem que hajam distor¢bes. Lagrange apressatmutrabalhos sobre a construcdo de
mapas geograficos para a Academia de Ciéncias danBem 1779, generalizando os
trabalhos de Lambert e Euler para todas as prgege mapeiam circulos na esfera em
circulos no plano.

Em 1822, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) apreseatsolucéo geral do problema
envolvendo o mapeamento de partes de uma detemnswguerficie sobre outra [Ga-28,
La-15]. O problema foi proposto pela Sociedade tfiea Real de Copenhagen e foi
publicado posteriormente em 1825. Neste traballaois& demonstrou que o mapeamento de
uma superficie regular qualquer num plano é localeneonforme. O termo “mapeamento
conforme”, no entanto, somente foi introduzido @auss em 1844,

Em 1827, Gauss publicou sua obra sobre a teorial glas superficies curvas
[Mo-02], onde apresentava a demonstracdo de seastataorema Egrégio (teorema notavel).
As ideias basicas para este trabalho foram ob#daartir de um levantamento topografico,
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feito por Gauss entre 1818 e 1825 para o rei dendleen, para a confeccdo de um mapa de
algumas regides da Alemanha.

O teorema Egrégio afirma que a curvatura € um ianggr para uma superficie
bidimensional que for desenvolvida sobre outra etoicamente, ou seja, sem que se alterem
as distancias na superficie. A superficie de umdrid, por exemplo, pode ser desenvolvida
num plano, pois ambas as superficies tém mesmatawav(nula); jA a superficie de uma
esfera ndo pode ser desenvolvida sobre um planogsenhajam deformacdes, pois essas
superficies tém curvaturas diferentes. Pelo teorBgrggio, verifica-se que € impossivel
mapear uma regido da superficie terrestre numaaegiana sem que hajam distor¢coes,
provando que um mapeamento perfeito da Terra passvel.

As ideias de Gauss foram continuadas e desenvslpiolaGeorg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866) em seu trabalho de 1854 [Sg8& espacos-dimensionais. Neste
trabalho, feito a pedido do proprio Gauss para Riemann obtivesse um cargo na
Universidade de Goéttingen, ha a formulacdo dassbdaegeometria Riemanniana, que mais
tarde seria utilizada por Albert Einstein (1879-8PBa elaboracédo da teoria da Relatividade
Geral, publicada em 1916.

A contribuicdo essencial de Riemann para o estaddrdnsformagdes conformes no
plano estd em sua tese de doutorado de 1851 sdiewia geral das funcbes complexas
[La-99, Ri-90]. Nesta tese, ha a formulacdo do eme@r do mapeamento conforme de
Riemann, o qual estabelece que toda regido simplasnconexa do plano complexo pode ser
mapeada por transformacdes conformes no intericfrdalo unitario. Riemann esclareceu as
condi¢des de diferenciabilidade de uma funcdo cexaplaté entdo estudadas por Augustin
Louis Cauchy (1789-1857), estabelecendo as chamamtadicbes de Cauchy-Riemann, e
verificou que uma funcao analitica define uma ti@nsacdo conforme no plano complexo.
Riemann verificou ainda que as condicbes de CaRtbyrann implicam na equacdo de
Laplace em duas dimensdes. Estas propriedadesinigies complexas sao utilizadas para a
resolucao de problemas de contorno por transforesagonformes em duas dimensdes, onde
um problema com uma geometria complicada pode ratdb em uma geometria mais

simples através do mapeamento conforme das vesiéogiplexas.

Riemann estabeleceu também uma relacdo entre o plamplexo e a projecéo
estereografica utilizada em cartografia, definirmlachamada esfera de Riemann [Bu-88,
Ne-97]. Nesta projecdo, uma esfera de diametrcaumitangencia o plano complexo na
origem. Os pontos da superficie esférica sdo wamsidos nos pontos do plano complexo

através de uma reta que intercepta estes pontospeéloo norte da esfera, conforme
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representado na Fig. 2.8. Por meio desta projégdos os pontos da esfera séo representados
no chamado plano complexo estendido, isto é, coptamplexo com a adicdo de um ponto
no infinito, correspondente ao polo norte da esfé@aconceito de ponto no infinito
estabelecido por Riemann esta relacionado diret@mam estudo das singularidades das

fungBes analiticas no plano complexo.

ESFERA DE RIEMANN Polo Norte

—I,L_o-o

Eixo Real

PoloSul=0rigem Compleia ixo Imaginario

Fig. 2.8 — A esfera de Riemann e a projecéo eggatca no plano complexo. [Br-13]

Paralelamente ao desenvolvimento dos estudos sogepmetria diferencial e as
funcBes complexas, outros pesquisadores estudatmanaformacdes geométricas entre uma
superficie esférica e um plano ou entre uma cieméntia e uma reta. No periodo
compreendido entre 1820 e 1850, varios pesquisadpre estudavam essas transformacdes
descobriram de forma independente a transformagémétrica de inversao [Ba-74, Co-67,
Co-69, Co-70, Em-14, Em-15, Em-29, Ne-97, Pa-38}. meio desta transformacdo num
plano, os pontos internos a uma dada circunferé@cisado transformados nos pontos
externos, e vice-versa, de acordo com a Fig. 2@ se considera uma circunferéncia de raio

a e centroO. A inverséo transforma o pontB (interno a circunferéncia) no ponte'

(externo a circunferéncia), e vice-versa, de acoaio a relaci@®P.OP'= £.

Dentre os varios trabalhos sobre a inversdo, céamsale Germinal Pierre Dandelin
(1794-1847), de 1825; de Lambert Adolphe Jacquestdfmi (1796-1874), também de 1825;
Julius Plucker (1801-1868), de 1831; J. L Magnu&®(t1861), de 1832; Giusto Bellavitis
(1803-1880), de 1836; e de August Ferdinand M6KLT90-1868), de 1853. Considera-se
que Jakob Steiner (1796-1863) tenha sido o pringedlescobrir a transformacao de inversao
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por volta do ano de 1824. No entanto, seus trabaHiubre a inversdo somente foram
publicados postumamente, em 1913 [Em-29].

"gn

Fig. 2.9 — A transformacao geométrica de inversaaleas dimensdes: dada uma
circunferéncia C, de raia e centro O, a inversao transforma o ponto P (otér
circunferéncia) no ponto P’ (externo a circunfei@je vice-versa, de acordo com a relacao

OPOP'= &.

No ano de 1845, William Thomson (Lord Kelvin) (1824907) descobriu a
transformacao de inversdao em trés dimensdes quealnihava na resolucdo de problemas
eletrostéaticos envolvendo esferas carregadas [J.hEfitre os anos de 1845 e 1847, Kelvin
enviou algumas cartas a Joseph Liouville (1809-1888de discutia a resolucdo destes
problemas pelo método encontrado [Th-45, Th-4772hKelvin descobrira que as solucbes
dos problemas eletrostaticos em trés dimensfewvaestaelacionadas a invariancia da
equacdao de Laplace pela transformacao de invePsianeio desta descoberta, Kelvin criou
o chamado método das imagens para a resolucdocolkempas eletrostaticos. A Fig. 2.10
representa a aplicacdo do método das imagens parabtema do calculo do potencial
provocado por uma esfera condutora de ejaolocada a um potencial nub=0, e uma

carga puntiformeQ,, localizada numa posicagq, em relacdo ao centro da esfera. Este
problema € equivalente ao calculo do potencial graso pela carg®,, localizada env,, e

uma carga imagef@,, localizada na posicag,, onde as posicdes) e r; sao dadas pela

transformacdo de inversdo em relacéo ao raio asfesae isto €r,.ry =a?. O trabalho de

Kelvin foi apreciado por James Clerk Maxwell (18B8379) e o capitulo Xl de seu tratado
sobre eletricidade e magnetismo [Ma-73] é dedi@ométodos de resolucao de Kelvin pela
transformacao de inverséo.

A descoberta de Kelvin motivou Liouville a formulaim teorema sobre as
transformacdes conformes no espaco de trés dimensée teorema [BI-00, Ku-07, Li-50,

Mo-50, Ph-69] estabelece que as transformacdesomoes, no espaco euclidiano
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tridimensional, s&o restritas a translacoes, rescdlilatacbes, inversbes e composicoes
destas transformacdes, diferentemente do que oawreplano, onde o numero de

transformacdes conformes € infinito. O teoremaidewille desencadeou uma série de outros
trabalhos sobre as transformacgfes conformes enditn&nsdes durante o periodo entre 1850

e 1900, inclusive um artigo Maxwell, datado de 1pva-72].

Fig. 2.10 — O método das imagens envolve a tramsicdio de inversao e é utilizado na
resolucdo de problemas, como por exemplo, o prab@éssico da eletrostética envolvendo
o calculo do potencial no espaco de uma esferautorad(raioa eV = 0) na presenca de
uma carga puntiformé, (emr,). O problema é equivalente ao potencial de umgadgj

(emr,) e uma carga image@, (emr,) comr,.ry =a’,

As transformacdes conformes em espacos planasdgeensdesn > 2) euclidianos
e nao euclidianos foram determinadas por Sophu$li8ié2-1899) [Li-71, Li-72, Li-86], em
1871, que ampliou o resultado de Liouville, provamgie nestes espagos as transformacoes
conformes também s&o restritas.

Enquanto as transformacfes conformes em espacoespladimensionais eram
estabelecidas nos anos de 1870, no campo da Fisitaea fundamental de Maxwell sobre a
teoria eletromagnética era publicada em 1873 [MaN@&sta obra, encontra-se a descri¢cao da
teoria que unifica a eletricidade, 0 magnetismo @&otica, sintetizada na forma das hoje
chamadas equacdes de Maxwell.

Considerando as implicacdes fisicas da teoriaostetgnética de Maxwell, Einstein
formulou, em 1905, a teoria da relatividade restiMesta formulacdo, Einstein postulou que
as equacoes da eletrodinamica mantém a sua formel@gdo a qualquer referencial inercial.
Como as transformacdes de Galileu ndo mantém aafal@s equacdes de Maxwell, elas
tiveram que ser descartadas e em seu lugar foréonadas as transformacfes de Lorentz,
que deixam as equacOes da eletrodinamica invasiariissa teoria teve implicagcoes
importantes em toda a Fisica e foi, como outrasagdmportantes da Fisica, uma teoria
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unificadora, principalmente unificando o espagoteropo, pois antes da relatividade restrita
o tempo era considerado absoluto.

Como consequéncia desta formulacdo, Hermann Mirkioi@864-1909) propds em
1908 que o espaco onde ocorrem 0s eventos fisicms éspaco-tempo quadridimensional
com uma métrica definida, hoje chamado de espagpetede Minkowski [Pe-52]. As
transformacdes de Lorentz passaram entdo a ses \isimo rotacées no espaco-tempo de
Minkowski. Estas rotacdes possuem a propriedadsedem transformacdes conformes no
espaco-tempo.

No mesmo ano de 1908, Harry Bateman (1882-1946ljgoubum artigo sobre as
transformacdes conformes no espaco de quatro dieer8a-09, Wa-92]. O trabalho de
Bateman, no entanto, ndo se relacionava com a §i@me Minkowski e nem citava os
artigos de Einstein, Lorentz e Poincaré sobre ativelade. O artigo era motivado pela
determinacdo das transformacfes conformes quendeixequacdo de onda eletromagnética
invariante, ou seja, foi uma generalizacdo do thabae Kelvin sobre a invariancia da
equacao de Laplace pela transformacdo de inversdespaco tridimensional. Bateman

considerou a equacéo de onda como uma generalidagdguacéo de Laplace, introduzindo

as variaveisw=ict e r =x%+ y2+ 22

+ w2 para deixa-la simétrica. O objetivo de Bateman
era demonstrar que as leis de refracao e reflead@ptica geométrica sao invariantes pela

transformacao de inversdo num espacgo de quatranddes( X,y,z,ict ).

Pouco tempo depois, em 1910, Bateman e seu coleg@ekEer Cunningham (1881-
1977) publicaram dois artigos onde a invariancrd@one das equacdes do eletromagnetismo
era demonstrada [Ba-10, Cu-10, Wa-92].

Cunningham e Bateman tiveram suas formacdes naetsimlade de Cambridge,
onde obtiveram a distinc&enior Wranglera maior distincéo atribuida a mateméaticos nessa
Universidade. Também receberam o pré®imith’s Prizerespectivamente de 1904 e 1905.
Esse prémio era concedido anualmente pela mesmarsidade a estudantes que faziam
pesquisa em fisica teérica ou em matematica aplicAthbos tinham um grande interesse
pela area da fisica-matematica. O interesse em momalas solucbes de equacdes
diferenciais e integrais, e o conhecimento, potepde Cunningham, do artigo de Einstein de
1905, fizeram com que Bateman e Cunningham trabsdima juntos a procura das
transformacdes gerais que deixassem as equaco®saxigell invariantes. Além disso,

Bateman e Cunningham conheciam as transformacddgsrowes e estavam interessados na
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aplicacdo fisica da técnica de inversdo até entdizada por Kelvin em problemas
eletrostaticos.

Os artigos de Bateman e Cunningham de 1910 dermawasirque as equacdes de
Maxwell sdo invariantes ndo somente pelas transtodes de Poincaré, mas também pelo
grupo mais geral de transformacbes conformes nagesempo. Enquanto o artigo de
Bateman aborda, de um modo geral, as transformag@d#srmes no espaco-tempo, o artigo
de Cunningham considera somente a invarianciatpatgformacao conforme de inverséo.
No artigo de Bateman ha uma mencao sobre as trarefoes mais gerais entre referenciais
que deixam as equacOes de Maxwell invariantes e refeaéncia a transformacdo de
coordenadas entre referenciais com aceleracaoacd@stabordada por Einstein em 1907
[Ei-07]. Ja no artigo de Cunningham ha a formulad@gouma extensdo do principio da
relatividade restrita para referenciais com acelwaconstante, baseada na invariancia das
equacgOes do eletromagnetismo pela transformacdoveesao no espaco-tempo. A partir
destas consideracdes, varios pesquisadores ditizauma transformagdo conforme
especifica, formada por uma translacdo, uma ingegséutra translacdo no espaco-tempo,
denominada transformacao conforme especial, constransformacéo entre um referencial
inercial e outro com aceleracdo constante (no ap&mil faz-se uma discusséo sobre esta
associacdo entre as transformacdes conformes aspecio movimento uniformemente
acelerado). Esta interpretacdo para a transformegéforme especial foi considerada em
varios artigos sobre a invariancia conforme enckiaipartir da terceira década do século XX
até o inicio da década de 1960, quando houve unmenmetacdo fisica para esta
transformacgao, considerada como uma transformagadschla dependente das coordenadas
do espaco-tempo [Ka-66].

Embora os artigos de Bateman e de Cunningham d& dl9drdassem a invariancia
conforme das leis do eletromagnetismo, as leisodservacdo associadas a esta invariancia
foram discutidas posteriormente.

Em 1915, Emmy Noether (1882-1935) provou o famosmpmortante teorema que
leva o seu nome, publicado em 1918 [No-18, Ta-§dgundo o qual se pode relacionar uma
lei de conservacdo a uma simetria continua. Em,1®2@atematico Felix Klein (1849-1925)
solicitou a Erich Bessel-Hagen (1898-1946) quecapBe o teorema de Noether para
determinar as leis de conservacdo resultantes \d&idncia conforme das equacdes de
Maxwell [Al-06, Be-21, PI-74, Ro-08].

O artigo de Bessel-Hagen, publicado em 1921, foa dias primeiras aplicacdes do

teorema de Noether. Nele, Bessel-Hagen demonstrazonservacdo da energia, dos
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momentos linear e angular e a lei de conservadatvistica para o centro de energia do
campo eletromagnético. Mostrou também que a imveigdconforme das equagbes do
eletromagnetismo implicava na existéncia de umddetonservacao associada a simetria de
dilatacdo no espaco-tempo, também denominada gndetescala.

O interesse pelas transformacfes de escala em, figiconhecidas e aplicadas, por
exemplo, em mecanica classica, foi renovado arplatdécada de 1960, com a possibilidade
de aplicacdo da invariancia de escala em processo®lvendo o espalhamento
profundamente inelastico elétron-proton a altasgae [Ka-08].

As transformacdes conformes, utilizadas em Fisicdaimente para a resolugdo de
problemas eletrostaticos, ganharam um novo statmsacpublicacdo dos artigos de Bateman
e Cunningham. A descoberta da invariancia confodame equacdes de Maxwell marcou o
inicio das aplicacdes e discussdes sobre o sigduitisico das transformacdes conformes em
teorias de campos. Atualmente, a invariancia coméoé aplicada em varias areas da Fisica,
como mecanica estatistica e teoria das cordagxeonplo [BI-09].

Este relato resumido da historia das transformag@ef®rmes mostra como questdes
praticas, ligadas, por exemplo, ao comeércio e asdgrs navegacoes levaram diretamente a
formulacbes tedricas importantes e envolveram naroe®o Euler, Lagrange, Gauss, entre

outros.
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CAPITULO 1l
A ELETRODINAMICA CLASSICA E O TEOREMA DE NOETHER.

Neste capitulo, faz-se inicialmente uma revisaeldé&rodinamica covariante e do
formalismo Lagrangiano para meios continuos apliGam campo eletromagnético. A seguir,

discute-se o teorema de Noether para campos gbcacdo na eletrodinamica.
3.1 Alguns resultados da eletrodinamica covariante.

Os fendbmenos eletromagnéticos sao descritos pelasogequacdes de Maxwell
[Fr-05, Gr-99, He-95, Ja-99], que relacionam osmasrelétrico E) e magnético B) com
suas fontes g e 3). Em unidades de Heavyside-Lorentz (coml) [Gr-96] essas equagdes

sao dadas por:

OE=p (3.1), 0B=0 (3.2),
= = 0B - = 9E _-
OxE+Z-=0 (3.3), OxB-3r =1 (34).

As relactes (3.2) e (3.3) sdo as equacOes homagérearelacdes (3.1) e (3.4) sao
conhecidas como as equacdes ndo homogéneas de IMawguacédo (3.1) € denominada
lei de Gauss par&, cuja base experimental é a lei de Coulomb; agquéB.2) representa a

mesma lei pard e descreve a auséncia de monopolos magnéticosiaga® (3.3) é a lei de
Faraday e, finalmente, a equacao (3.4) € conhecsgdextos como a Lei de Ampére (com o
termo da corrente de deslocamento de Maxwell). EEdsas Ultimas também nasceram de

bases experimentais.
A equacdo (3.2) implica quB pode ser expresso como o rotacional de um campo

vetorial, o potencial vetoA, na forma:

B=0OxA. (3.5)
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A relacdo acima, substituida em (3.3), permite gummpo elétricoE possa ser
escrito em termos dos potenciais vefoe escala®, ou seja:

E=-0¢- (3.6)

ot -
Deve-se observar, porém, que 0s potenciais elegoéti@os ndo sao determinados
de modo Unico. Tomando-se um novo pat,@"), relacionado com o par origingA,@ ) de

tal forma que:
A=Ay e o=0-%

verifica-se que a substituicdo das relagbes acimgBeb) e (3.6) leva aos mesmos campos

e B fisicamente relevantes. Nestas relac@ess,y,z,t) € uma funcdo escalar arbitraria do

espaco e do tempo. Considerando-se essa liberdaescalha deA e @, pode-se supor que
eles satisfazem a condig&o de Lorentz:

=5, 00 _
0A+S2 =0,

Neste casoA e @ satisfazem equacdes de onda ndo homogéneas epladas,

que sado equivalentes as equagdes de Maxwell, gadas

~ 92A . 0%
DZA—W=—J e chp—?:—p. (3.7)

Essas relagbes constituem um conjunto de equagisscapladas com solugdes
muitas vezes mais simples de serem obtidas quasasgdiacdes (3.1-3.4).

Definindo-se, no espaco-tempo de Minkowski, o qwadir:

AH=(AL, A2 8 K E (AP,
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tem-se que o campo elétrid® e o campo magnéticB sdo dados, respectivamente, pelas

relagoes:

E:_[GA“ oAt aA4]_ O (AR A

ox1'9x29x3) ax*
B=0Ox(AL A A
Usando-seA”, a condicdo de Lorentz pode ser escrita na forma:

OAH

_:O,
axH

que é um invariante por transformacdes de Lorentzeja, tem a mesma forma em qualquer
sistema de referéncia inercial.

Outro quadrivetor importante na eletrodinAmica thdlstica € o quadrivetor
densidade de corrent¢¥ =(j1,j2,j3j%) =(|, p) .

Utilizando-se os quadrivetores? e j#, tem-se que as equacdes de onda (3.7)

podem ser expressas em uma Unica relacdo quadnional:

2.0 0 |aM_/7paH—_ il
[D 6x46x4]A SHAT=T

onde as partes espacial e temporal correspondspgatevamente, as equacdes de onda para
Ae®,e/[d éoperador de d’Alembert.

A e @ sdo componentes de um quadrivetor, mas 0 mesm@eEe com 0S

camposE e B. Verifica-se que as seis componentes dos caripesB s&o elementos de

um tensor de segunda ordem, o tensor eletromagrieff , que é dado por:

=G _0Av  OAH

—aH pv _qVv aAH
_axﬂ 0 Xy 0N A” -0V A7,
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o

onde se utilizou a nota(;e“ﬂf.J =%
Xu

FHY é um tensor anti-simétrico e suas formas contiaviar e covariante sdo dadas,

respectivamente, por:

0 B -B -F 0 B -B E
-B 0 - -B 0
FHY — 3 Bl E2 e F,uv :’7,uaFa /7[31/ — 3 Bl E2 ,
B, -B 0 -F B, -B 0 B
E B B O E B -E O
_ 4 _0A, _0A; _ _ 0
ondenﬂa—(l,l,l, 1, F# PRIV 0 A, avAﬂeaﬂ =3

Deste modo, as componentes dos canfpas B podem ser expressas em relacéo a

dois referenciais inerciais no espaco-tem@®,e S', por meio da transformacao de

coordenadas do tensor eletromagné&idd’ , dada por:

XM axVv
Friv = Fap,
axa axB

Por meio do tensofF #Y , as equacBes de Maxwell homogéneas (3.2) e (88) s

dadas por:

OF,, OF, OF,
+ + =0.

axy  oaxP  oxH

Em termos do tensor de Levi-Civiged'"?? | a equacdo acima fica na forma:

oF
gtvpPo —_ P 3.8
G (3.8)

onde e#YP? é definido por:
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e#P7 =+1, parapu =1y = 2,p= 30 = 4e suas permutages pares;
gHVP? = —1, para permutacdes impares;

g#YPY9 =0, para combinacées em que dois ou mais indicem sgjmis.
As equacdes ndo homogéneas, (3.1) e (3.4), sde dadtermos d&*Y por:

oFHY
Pk i“. (3.9)

A segquir, discute-se sucintamente a obtencdo dacéqude Euler-Lagrange para
meios continuos, que servird de base tedrica pdvaraulacdo Lagrangiana para o campo

eletromagnético e para aplicagdo do Teorema dehBloet
3.2 A formulacdo Lagrangiana para campos.

Considera-se, inicialmente e de forma sucinta, randtacdo Lagrangiana para
sistemas discretos e, a seguir, a passagem destaip@mas com um namero infinito de
graus de liberdade [G0-80, Le-07, J0-98], comaasm do campo eletromagnético.

Na mecanica Lagrangiana de particulas [Th-04], ustermsa € descrito pelas

coordenadas e velocidades generalizadgd,) e ¢;(t), respectivamente. Para um sistema
com um numero finito de graus de liberdaflie=1,2,...N ), as equac¢des de movimento do
sistema podem ser obtidas a partir da fungao Lagraa do sistemal, [q;(t),q (t),t], que
depende dej, , ¢ e, em certas situagdes, pode também dependecitpinte do tempo.

AfuncdoL é dadapolL =T -U, ondeT ¢€ a energia cinética, que pode ser escrita como:

2
-1 OXj o 0%
i sl

e U é aenergia potencidll =U(q;,q ), em geral ndo dependente do tempo.
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Define-se a acadS pela integral:Szjttl2 L[g(t),q (t)t]dt. De acordo com o

principio de Hamilton, o movimento real do sistegrequele em que a acdo é um extremo, ou

seja:
5S=5jtt12 L[qg(t)q (t)t]dt= 0,

Essa condicéo leva as equacdes diferenciais de-Eageange:

oL _dob 4 iz12,.N. (3.10)
dqi dtaq

Sao N equacgfes diferenciais ordinarias de segunda ogilesnjuntamente com as
2N condigdes iniciais, permitem a determinacgao dettraa do sistema, ou sejg,(t).

As equacdes (3.10) sdo validas para sistemas comuiumero finito de graus de
liberdade. Quando se consideram sistemas contilmuwoseja, com um namero infinito de
graus de liberdade, utiliza-se o formalismo Lagramg para sistemas continuos.

Um exemplo simples e muito usado na literatura maratroducdo a abordagem
lagrangiana para meios continuos é o caso de urda eibrante estendida ao longo do eixo

X, com movimento no plangy. Para esse sistema, a Lagrangiana é dada por:

2
;R A
L=]= [ j =Y|—| |dx=]Ldx
onde ¢ = @( x,t) representa a deformacédo da corda no gixem relacdo a sua configuracédo
de equilibrio,z é a densidade linear de massa da cordaéeo modulo de Young, definido

como a razao entre a for¢ga ao longo da corda e a deformacdo da corda poadaide

comprimento. A grandeza:

e-c{3838)-2[ 2 (2
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€ chamada de densidade da Lagrangiana, que nuuoagdsit mais geral pode também
depender de .

A aplicacéo do principio de Hamilton a esse sistauaeja:

of Ldt=5jj£(a¢(§ X1)24(x! )] dxdt= O,

leva a equacédo de Euler-Lagrange pg(a,t):

oL

oL |_d| oc |_q

RN

Inserindo-se £, dada por (3.11), nessa relacdo, tem-se a equigdmnda para

P(x,t):

ondev= [I{ € a velocidade de propagacao de ondas elastiogituidinais na corda.

O formalismo acima, desenvolvido para um sistenmdigoo unidimensional, pode
ser estendido para um sistemaNiecampos¢p(x'u ), (p=1,..N), dependentes do espaco

e do tempo, ou seja, dé, (u=1,..4), com:x'=x, ¥*=y, X’ =zex* =t.

Nessa extensao, parte-se da densidade da Lagramtipandente dos campg)ﬁ e
0¢ P

suas derlvadaé#¢p Em, ou seja, de:
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A acdo S, neste caso, é dada por:
S=L(¢p0ubp) dxdy dzdt [L(d, 0u8,) U
e o principio de Hamilton implica que:
3S=[L(Pp 0upp) d x= C.
A variacao local do campo é definida através daagd®d pela seguinte relacao:
P p(X)=0'p(X)= 5 (X), (3.12)

e representa a mudanca de forma do campo num particular x.

Utilizando-se a variagdo acima paﬁ;,¢p(x), tem-se que a variacédd e o

operador de diferenciacah, comutam entre si, ou seja:

310,841 =01 ¢ hx) ~g4x)] =0 ] dpx)] - (3.13)

A variacao da densidade da Lagrangiana é dada por:

_ oL oL 09,
3L o0, o, + 5,973 5[ ax#J' (3.14)

Deste modo, considerando-se @gue&omuta cond, tem-se que a variacdo da agéo S

é dada por:

5S=| a"éwp%(a%p)(aﬂaqﬁp ) o x= C.

Utilizando-se na relagéo acima a igualdade:



39

oL

00| 3(0,6,) |

oL
0577 0u0) =0,

u 5, ¢ A0 ,46,)%°

obtém-se a seguinte relacdo para a variacdo deésacao
3S= j 5¢ +9,) 9L 30, -39, 9L |ld4x=0
PTEH a(a ¢ )P PR 0(0 8p) '

Utilizando-se o teorema de Gauss para 0 caso gliérnsional, o segundo termo

da integral acima se anula, powp nao varia na superficie que delimita o volume

quadridimensional. Deste modo, obtém-se:

0S= f{a%_a/’[a(aﬂ%)}}w"d‘lx‘

Assim, devido a independéncia de cada variaggg, chega-se as equacdes de

Euler-Lagrange para os campplg:

o
09y

oL

REC N

=0,com(p=1,.N) e (u=1,.4) (3.15)

onde se tem um sistema d¢ equacdOes diferenciais parciais de segunda ordemm qu

juntamente com as condi¢des de contorno, pernub#encédo dodN camposg p( xH).

A seguir, as equagfes acima sdo aplicadas ao caletpamagnético para se obter a

formulacdo Lagrangiana da eletrodinamica.
3.3 A formulacédo Lagrangiana para o campo eletromaggtico.

Na formulacdo Lagrangiana para o campo eletromegn§fr-05, Ja-99, Le-07,

Go-80], os camposp p(x'“ ) sdo representados pelas quatro componentes doivetad
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potencial, ou seja,¢p(xﬂ )= Ap(x” ) (p=1,...4). As equacdes de Euler-Lagrange (3.15)

tomam, entdo, a forma:

oL

9A, A

oL
0(0uAy )

] =0(v,u=1,..4). (3.16)

A densidade da Lagrangiana para o campo eletromiegrédeterminada a partir de

uma analogia ou comparacdo com a Lagrangiana depamtigula carregada num campo

eletromagnético [He-95], que € dada hor L, +L, = -mV 1\ + qv.A @, onde:

L, =-m/E¥ =-my* (3)17

€ a Lagrangiana associada a uma particula livrenagsa de repousm e velocidadev
(c=1)e:

€ a Lagrangiana associada a interacao da partieudargaj com o campo dado.

E facil notar, de (3.17), qu,eL/ € um invariante. Por meio da relacdo acima, tem-se

que yL, = y(qv.A- @) = qu”? A, , também é um invariante, onte” ¢é a quadrivelocidade

da particula.

Passando-se agora para 0 caso continuo, como aeagdelemento de volume
guadridimensional séo invariantes, segue-se quesmm deve ocorrer com a densidade da
Lagrangianacl .

Por analogia com o caso da particula livre, temgtse £ deve ser quadratica nas

velocidades, emaaA,B ou Faﬁ,, e um invariante conhecido [Gr-99], que envolveess

p ale
produtos, éF Faﬁ.
A partir da Lagrangiana de interacdq e considerando-se que o quadrivetor

densidade de correntg” é proporcional ao produto da carga pela quadrigdale, ou seja,
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j9 0quU?, tem-se que o termo de interacdo da densidade agdparigiana deve ser
proporcional ao escalaﬂ,j”. Dessas observagbes, segue que a densidade dangiaga

para o campo eletromagnético € dada por:

__1_g :
L=-ZFPF  +A, 7. (3)18

As constantes em cada um dos termos dependemtelmaide unidades escolhido e
da compatibilidade d€ com as equacgdes de Maxwell.

A eletrodindmica na forma Lagrangiana é dada ol densidade da Lagrangiana
da eletrodinamica classica na forma (3.18), juntdeneom o sistema de equacgdes (3.16), ou,
de forma equivalente, por (3.18) e pelo princippoHhmilton. Ou seja, nesse formalismo,
toda a eletrodinamica se resume as equacdes dellagiange e a densidade da Lagrangiana
da interacdo eletromagnéti¢a

A substituicdo da densidade da Lagrangiana (3.48)equacdes de Euler-Lagrage
(3.16) leva a:

VU N — qV
a[u(F )_'J ’

que séo as equacoes nao homogéneas de Maxwell (3.9)

As equacbes homogéneas, dadas por (3.8), sdoodtreeamente das propriedades
do tensor eletromagnético, como se verificou anterente.

Vé-se, deste modo, que as equacbOes de Maxwell pa#enderivadas de um
principio variacional e uma consequéncia importdigso € que, se a acdo S € invariante sob
algum grupo de transformagfes que atua nas coad@ena nos campos, entdo existem
quantidades conservadas associadas a estas tnaagbess. Essa relacdo entre invariancia
(simetria) e grandezas conservadas é o ponto teoti@orema de Noether que tem grande
importancia em toda a Fisica e em particular ndaaate campos e particulas. Na proxima

sec¢do, aborda-se o teorema de Noether para meitsous.
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3.4 O teorema de Noether para campos.

Sabe-se que as relacbes entre as propriedadesndiasiou invariancias de um
sistema fisico estéo ligadas a leis de consernvaam objeto do teorema de Noether [Go-80,
Gr-96, Le-07, No-18, Ta-71]. Examina-se, a segde&, maneira sucinta, o Teorema de
Noether para campos classicos.

Inicialmente, considera-se uma transformacao iefsimal de coordenadas dada por:

xH L x' H=xH + A

onde Ax¥ é uma variacéo infinitesimal que pode ser uma&anias coordenada .

Essa transformacdo de coordenadas acarreta umangaud® campog,(x),

expressa por:

Bo(X) = B 5(X)=Gp(X)+ D, (X), P=1,....N, (3.19)

onde Ag,(x) € a variacao total do campp,(x), isto €, uma variacdo devida tanto a

alteragcédo da forma funcional ¢e como de seu argumenta

As variacoes local (3.12) e total (3.19) do camgté@relacionadas por:

& 5(X)=D6 5 (x)- [8' p(X) =4 o(X)] .

Considerando-se que¢, Ll¢',, pode-se usar a expansao em série de Taylor de

¢,(x) em primeira ordem para o termo entre colchetesldgao acima, obtendo-se:

3 5(X)= 08 (%) ¢p( NG (3.20)

As transformacdes infinitesimais de coordenadas eeapectivas mudangas nos

campos acarretam uma mudanca na densidade da gegrague é dada por:
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L'(X)=L(x)+AL(X), (B)2

onde L(X)=L[#p(x)0u#p(x)| e assume-se qué(x) mantém sua forma funcional na

transformacao, ou sejd;’ | ¢ p(X)0, 8 p(X)| = L[ p(X) 4 #'p(X)].
Considerando-se que a agdo é um invariante sohrefdrmacgfes de coordenadas e

dos campos, tem-se que:

0S=S-S | & x(xy] 88 (3 , (3.22)
Q' Q

onde 2' e 2 denotam os volumes de integracdo nas coordend@as respectivamente.
A transformacdo dos volumes de integracdo é datiaanto-se o Jacobiano em

primeira ordem, de forma que:

. OAXH | 4
d4x 0| 1+ d” x. 3
[ axﬂj 43)

Utilizando-se a variacdo da densidade da Lagraagf@r?l) na variacdo da acao

(3.22), tem-se que:

dS= [ dxc(xy [ & xac (xy| & £ (xF
Q' o Q

Substituindo-se (3.23) nessa relacdo e desprezmndotermo de segunda ordem,

obtém-se:
a AxH
3S= || L(x——~+AL(x) d x= C
Io) axH

As variagOes totalAL(x) e local 0L(x) para a densidade da Lagrangiana sao

relacionadas pela expressao:
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AE(X)=5£(X)+MAX'U,
axH
de modo qu&S fica na forma:
0 xH

Js:é{ac(xy"[[(x)“x”]} I x C (3.24)

A variacdo local da densidade da Lagrangiagx) é dada pela relacdo (3.14).

. x 0L(X) .
Subtraindo-se e somando-se, nessa relacao, o tg?m , e aplicando-se a
¢ 9 Ea(awp)}% g

relacéo de comutacao (3.13) enfrg e J, obtém-se:

_[OL(X)_ 0 [ aL(x) d [ 0L(x)
OL(x) {aqﬁp axu[a(amp)ﬂ%*axu(a(a/mp)d"’f’J'

Substituindo-se a relacdo acima em (3.24), obtém-se

0 | 0L(X 4. _
p+axﬂ[m(¢—pl)5¢p+[,(xmxﬂ}}d x= C. (3.25)

aL(x)_ a ( ac(x)]
0Pp axﬂL0(6y¢p)

ss= |
Q

Devido a arbitrariedade da regido de integra¢hoo integrando da relacéao (3.25) é

nulo, de forma que:

L9
P oxH

AL(X) _
8(3,pp) PP HEOE =0

aL(x)_ a ( az(x)}
09y axﬂka(a/ﬂp)

O primeiro termo da expressdo acima € a equacdeule-Lagrange (3.15) para

campos, que € identicamente nulo. Portanto tenuse q

0 0L(X) U | =
aX’u{a(a,qup)5¢10+L‘,(X)Ax 0.
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Utilizando-se (3.20) para as variaco@s,(x) e A¢p(x) na relacdo acima, obtém-

Se:

d | aL(x) | aL(x) 909p(X) _ _
axu{a(amp)%(x) Oubp) ox" “XW}M }‘0

Esta expresséo € uma equacado de continuidadema: for

af/’(x)
0 xH

gue define a seguinte densidade de corrente:

oL o) 0
0= 33,90 M0 ) e O (B

Contudo, € mais conveniente expressar-se a equacaontinuidade e a densidade
de correntef ¥ em termos deR parametros infinitesimais, independentes e cotesta

com(r=1,2,...,R’, onde as variacdes nas coordenadas e nos canwplosesdies enx' , nas

formas:
axH=gf (x " (3.26)
A¢p(X)=‘Ppr(X)£r. 43)

com 5;"(x), Wpr(x) e R escolhidos de acordo com a grandeza conservada&xBmplo,

para conservacdo do momento e energia, tem-s& qué.

Deste modo, a condicdo de invariancia da acéo)(8czbna forma:

oS=[¢&

o O0xH {6( 0u8p)

O£ Cof LIl o] 6
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O que implica na equacgéo de continuidade:

_0 ] 9L(x) [ aL(x) 0gp(x)_ vl
axﬂ{f’(amp)"”’”(x) S “XW’]&(X)} 0o (32

Assim, tem-se a densidade de corrente redefinidieesmnos das funcdes e ¢:

0L(X) 0L(x) 09,(X)

H — —
i (x) a(a#¢p)wpr(x) {0(6#%) P

—c(x)@“}f#(x).

Considerando-se a relagdo acima, a integracao dac&o diferencial (3.28) no

espaco implica que:
_ 4
(a3 F 0= g3y 7, (x| BLIT(X)=
v oxH vy v axt
Utilizando-se o teorema de Gauss no primeiro tedesta soma, tem-se que:
a3 E()op v () dsr-9 [ & x # (x¥

A integral de superficie da relacdo acima se amas, 0s campos e suas derivadas
tendem a zero quando o volume considerado é taekpaco tridimensional. Assim, tem-se

que:

30 fF(X)_ d 3y 47y
\j/d'\ax'“ OIX4\j/dxfr(x)—c.

As grandezas conservadas, isto €, que independéemgo, sdo dadas, entdo, por:

Q =[d¥x fH(x), (3.29)
\/



47

e sdo denominadas cargas de Noether.

Este € o principal resultado do teorema de Noethge, associa a uma simetria
continua uma lei de conservacao.

Esse teorema também é aplicavel a sistemas mesahsmretos, onde se tem a troca

da integral quadridimensional da acéo pela integnédimensional ent, dS=0] Ldt. As

variaveis continuas (camposg,,( x), sdo substituidas pelas coordenadas generalizadas

q.(t) eas derivadaé'u¢p por g, (t). Nessas condicdes, tem-se que [Go-80, Le-07]:

df(aL. s oL~ |_
m{(aqqu L]é’t aqkqu}_o. (3.30)

3.5 Aplicacéo do teorema de Noether para o campaetiomagnético.

Nesta secdo, aplicam-se os resultados do teorem&logéher para o campo
eletromagnético [Al-06, Be-21, PI-74]. Neste casmsidera-se a densidade da Lagrangiana

para o campo eletromagnético livre, dada por:

_1lpaop
1FF

L= 5

(3.31)

Substituindo-sa}ﬁp( x) por A,(x) narelacao (3.28), obtém-se:

_0 | _0L(x) _ (| aL(x) A (x) Ao | =
axt |000,A () ¥ 5@, A (x) o “X”ﬂff(x)f} 0. (3.32)

onde a densidade da Lagrangiana € dada pela re(8¢@b) e as variagOes totais das
coordenadas e dos campos séo dadas, respectivapwn({& 26) e (3.27).

Em relacdo as coordenadas X', tem-se que o quadrivetor potenciyl obedece a

seguinte lei de transformagéo:

/J 1 1
% A/J(x).

_0X
A()=5

X
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Substituindo-se as transformacdes de coordenadasfinitesimais

x'H = xH + & (x)E" na expressdo acima, tem-se que:

u r
A ()= A, (x)== A, (PRI

Lembrando-se que a variacao total AA, e dada por
AA,=er(x)£r=A'V(x')—Al>(x] e considerando-se que em primeira ordem

A, (X)0OA, (x), arelagao acima implica que:

g r
b, =4, (" == A, (PLEEL

Substituindo-se a relagdo acima em (3.32) e rgarrdo-se os termos, tem-se que:

e c(x)5ﬂ<xyf—ﬁ§%{%<XM+%fﬂ (x;ﬂ}z ¢ (333)

oxV

Para o campo eletromagnético, obtém-se:

0L(X) _ _p
3(0,A) '

Substituindo-se a relagdo acima em (3.33) e trazgrdo indice mudal por o,

tem-se que:

52 00RO+ (x PLEECOE 4 B0 (x| = ¢ (3.39

O segundo termo da soma entre chaves pode sessgte seguinte modo:

FﬂvAJ(X)O[fF(X)Er v O AG(X)ET (X" ] _ A A X)]

wn X’ X’

& (x "
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Assim, substituindo-se esta expressao em (3.34)nsiderando-se que 0 tensor

eletromagnetico em sua forma covariante € dadd-por=0, A, -0, A, , obtém-se:

0 )0 r _EMV vO[Ag(X)EF(x)e" ]| -
axﬂ{a (X)e"| L(x )/~ FA iy [+ FH o }_o. (3.35)

Sabe-se que o tensor de energia-momento simekTe@s] Ja-99, Le-07] do campo

eletromagnético livre é dado por:

LA _ W _ewve A1 _ulcap v A
o =L(xn" —-FY R/ =-gn" FTF, - FF R,

A _ o
onde:F,~ =F, n"".
Deste modo, o primeiro termo da expresséao (3.3arioma-se com o tensor de
energia momento simétric@”! da seguinte forma:
o* =0, = LK -FR,,, (3.36)
onde as componentes destes tensores satisfazem:

O“J =M% parac=1,2,3 e 9”0 =-0H9 parac=4.

Assim, tem-se que (3.35) fica na forma:

0 o r vO[ Ax(X)éF(X)e" ] -
axlu{@uafr (x)e"+FH v } 0.

Desenvolvendo-se a expressdo acima, obtém-se:

0.

0| 04 P (x)e" | LOF AL AGOET (], g0 AAGOE(0E ] _
0 x4 o xH oxY 0 ox’
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O segundo termo desta soma anula-se, pois, paenpoceletromagnético livre,

OFH#V
tem-se que: =0.
a o xH

Deste modo, a relacdo acima fica na forma:

a{eﬂaEF(X)erFW 0 A[AX)E (x)e] _ g
0 xH o xH aXV .

Devido & anti-simetria deF#Y, o segundo termo desta soma anula-se e,

considerando-se a independéncia d@s parAmetrose’, tem-se que asR correntes

conservadas sdo dadas pela equacéo:

a{@#aaﬂ(x)} ]
=0, (3.37)

com O“J dado por (3.36).

A determinacao das leis de conservacgao associddear@ncia conforme do campo
eletromagnético é feita a partir da substituicdcs dancdes fr“ (x), relativas as

transformacdes conformes no espacgo-tempo, na giadgéncia acima.
Utilizando-se (3.29) para o caso do campo eletrowidgp, tem-se que as cargas de
Noether conservadas sédo dadas por:

Q= \{ d3x0%&7 (). 38)

No préximo capitulo, serdo abordadas as transfdr@sagonformes em espacos
planos den dimensdes e determinadas as respectivas funé@’e{x) associadas as

transformacdes conformes no espago-tempo.
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CAPITULO IV
TRANSFORMACOES CONFORMES EM ESPACOS PLANOS DE N DIMENSOES.

Neste capitulo, determinam-se e discutem-se asforamacfes conformes de
coordenadas em espacos planosnddimensdes. Como foi exposto na parte historica do
Capitulo I, os aspectos aqui abordados foram deateoriginalmente por Liouville para
espacos euclidianos tridimensionais e generalizadod.ie para espacos euclidianos e nao
euclidianosn-dimensionais. Em esséncia, o desenvolvimento alsggue as idéias desses
trabalhos, que mostram que ha restricdes paraasfarmacdes conformes para espacos de
dimensao maior ou igual a trés.

O capitulo inicia-se com a determinacdo das coedigbatematicas para que uma
transformacao infinitesimal de coordenadas sejfocme em espacos planoglimensionais.
Aplicam-se, logo apds, as condicbes obtidas pardeterminacdo das transformacdes
conformes no plano complexa € 2) e em espacos planos com dimens&o3. Finalmente,
discutem-se as transformacdes conformes no espagmtde Minkowski 1=4) e, em
seguida, as transformacdes de Lorentz e de Poicoané sdo expostas em textos sobre a
teoria da relatividade.

4.1 Condicdes para as transformacdes conformes espacos planos de dimensoes.

Sejam as transformacdes infinitesimais de coordenad forma:
x'H=xH+ e H(x)+ O@E? ), pu=1,..n, (4.1)

onden € a dimensdo do espaco e se desprezam os terrsegu@a ordem.
Determinam-se, a seguir, as condi¢cées para queaasfdrmacodes infinitesimais

(4.1) sejam conformes [BI-09, Fr-97], ou seja, guas restricdes que devem ser impostas a
forma das funcdes #(x) para que a relacdo (2.17) seja satisfeita.

Como se verificou anteriormente, se 0 espaco éptam-se quey,,, = 1 (u=v)

€N,y = O(u#v), e asubstituicdo de (4.1) em (2.17) leva a &slac
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0a£,6,+0ﬁ£a :k(x)ryaﬁ, ».2
onde a funcad( x) esta ligada ao fator de escatéix ) pela relacéo:
o(x)=1+ k(x)+ OE? . (4.3)

A funcédo k(x) pode ser determinada multiplicando-se ambos assldd (4.2) por

naﬁ . Igualando-se os tracos das matrizes resultaviésm-se:

a
K(x)= 207 &, .

Utilizando-se a expressao acima na relacéo (€2)se a seguinte restricao para que

a transformacéo (4.1) seja conforme num espac@plan
2

onde se utilizou a notacibe =0%¢,, .

Tomando-se a derivac¥® :6% da equacao (4.4), tem-se que:
B

d,(0.)+0¢, :gaa(a,s),

ondez=0%9,.

Tomando-se agora a derivadg de ambos os lados da igualdade acima, tem-se que:

2
040 5(0.£)+00 g =040 4(0£).
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Comutando-se os indicas e £ na relacdo acima e somando-se o resultado a ela

mesma, obtém-se:
2
(aaaﬁ +aﬁaa )(a.£)+ﬂ(aﬁ£a +aasﬁ):ﬁ(aaaﬁ +6ﬁ6a )0£).

Substituindo-se o0 segundo termo da soma a esqdesda relacdo pela expresséo

(4.4) e considerando-se qagaﬁ, = aﬂaa , tem-se:

[mwgﬂn—zmﬂﬁyaspo.
Contraindo-se a relagdo acima cm‘?fg obtém-se a restricdo na forma:
(n-1)(0&)=0. (4.5)

A seguir, toma-se a deriva@, da equacéo (4.4) e permutam-se os indice®r e

[, obtendo-se as trés relacbes seguintes:

2
_2
e
0 4 +0 g0ty = 21 5,0 48
a%ptut9s a‘s,u—ﬁﬂ'gﬂ a(0£). (4.8)

Uma nova forma da restricdo € obtida subtraind@$g da soma de (4.7) com (4.8):

2
2aaaﬂe# :E(—qaﬁaﬂmwaﬂ +/7,6,ﬂ6a )(0€£). (4.9)
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Nos itens que se seguem, serdo utilizadas as esla@4), (4.5) e (4.9) como
condicbes que devem ser impostas para que a trarsfao (4.1) seja conforme, ou seja,

relagbes que permitem determinar as fungiééx ).

4.2 As transformacgdes conformes para=2.

Nesta secdo, como exemplo e aplicacdo dos ressl@olodos na secao anterior,
apresentam-se as condi¢Oes para transformac¢Oesmesfno plano complexm € 2).
As transformagdes conformes em duas dimensdesbsid@adiretamente da relagéo

(4.4) paran =2, ou seja:
aagﬁ +aﬁ£a = (6.£)r7aﬁ :

O plano complexo € um plano euclidiano e, neste, @agensor métricmyaﬁ e dado
POr: 143 =0, paraa £ 83, ©/ap = 1, paraa=£=1,2.

A condicdo aplicada para a=£=1,2 implica na igualdade

0,6,+04£,=0 £,%0 £ ., OU seja:
0,6, =0,55. (4.10)
A condicdo paray # 8 implica na relagé@aeﬂ +aﬁ£a =0, isto é:
0,6, =05, (4.11)
As relagcbes (4.10) e (4.11) sdo as equacdes deng&iemann, ou seja, Sao as
expressdes (2.2) apresentadas no Capitulo Il, omsde consideram nameros

Z(x1 NG )= X'+ ix? no plano{ . Neste caso, uma transformacdo conforme infimtasde

{ parad +&(¢) no plano complexo esta associada a fungéo:

f(C)=C+e(7)=(xr+eD)+i(x%+£2), onde £ =l +ig?.
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De acordo com as relagfes (4.10) e (4.11), a fue€&g € analitica e sua expansao
em série de Laurent (infinitos coeficientes), iadique o numero de transformacdes
conformes no planon(= 2) € infinito.

4.3 As transformacgdes conformes para = 3.
A seguir, aplicam-se as condicbes obtidas no iteth gara se obter as

transformacdes conformes em espagos planos cornstime > 3. Para isso, parte-se da
andlise da relacdo (4.5). Nessa situacao, temese qu

0(0.£)=090,,0.£=0.

A relacdo acima implica qu@.£)= A+ B'ux”, com A e B, constantes. Assim, tem-

se quee,, € quadratico enx'g, ou seja, tem a forma:
gy(x)=a,+h, X+ gy X X, (4.12)

onde|ay,

byl ‘cﬂm‘ <<1 s&o constantes &,y = C;qy -

A expressdo acima sera utilizada na determinac&otrdasformacdes conformes
infinitesimais de coordenadas em espacos planodidensdaon=> 3. Para tanto, faz-se

necessario a determinacdo e a interpretacéo dataotesa,;, b, € ¢, 4.
A constantea, nado esta restrita a condicao (4.4), pois a suatituigdo nessa

relacéo implica que todas as derivadas parciag;msem. Assima,, descreve as translacoes

infinitesimais:
X' H=xH+ . (4.13)

A constanteb'u,, é determinada quando se insere o termo lineax €nda expressao

(4.12) na relagéo (4.4). Neste caso, obtém-seaade]
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tlx,u + b,uv = % (i t?/,u )7,u|/ - (4.14)

Como, neste casay,,, =0 (paray#v) e, =+1 (parau=v), tem-se que a

relacéo (4.14) implica que:
b, =-h,,, parau#v e by =Any, , parau=v,

ondeA é uma constante.

Assim, a matriz constantg,, € dada por uma parte simeétrica e outra anti-sicaetr
by =Anuy + My, onde:m,, =-my,. (4.15)

A parte anti-simétricar(\ﬂ,/) da relacao acima corresponde a rotacdes infimges:

x H= (g +n*hm,, W, (4.16)

enquanto a parte simétrica de (4.15), ou seja,rmoteMW, descreve transformacoes

infinitesimais de escala:
X" H=(1+ 2 ). (4.17)

Assim, verifica-se que o termb,, define as transformagtes infinitesimais de

rotacao e de escala num espaco planodimensoes.

Para a constante,,,, considera-se, primeiramente, a derivatlada equacao

(4.12), obtendo-se:

0=t +2q,, X .

Dessa relagéo, tem-se que:
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0,(0£)=2ck,.

Substituindo-se (4.12) em (4.9) e considerando-gelacdo acima, obtém-se a

expressao:
_4 ‘
ACyg 0 (e q‘:y s/, (ga 1 ua q'jv -
Assim, tem-se que a constarg,, € dada por:
Cuva =MNuaS M & ~Mva S

1
onde:s, == oy

A transformacao resultante tem a forma:
x'H=xt + (28 ¥ - x ¥n"P )% (4.18)

e € chamada transformacéo conforme especial.
Em sintese, as transformacfes conformes infinitsiohe coordenadas num espaco

plano den dimensdesr = 3) sdo dadas por:

a) Translacdes (4.13): X' H=xH+aH,
b) Rotaces (4.16): X' H= (gt +nH m,, X,
c) Dilatagdes (4.17): X'H=(1+A )" e

d) Transformacdes conformes especiais (4.18)#= x* + (28 ¥ - x, Xnt# )%

com um total de(%mz) constantes.

A partir das transformagbes conformes infinitesspathega-se ao grupo de

transformacdes conformes finitas para 3[Ro-72], que tém a forma:
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a) Translacdes: x'H=xH+aH, (4.19)

b) Rotacdes: x H=MH* X, (4.20)

c) Dilatagdes: X H=x* e (4.21)
xH = (xx)$

d) Transformacdes conformes especiais’ #=

: (4.22)
1-2(s.x )} (s.s)(x.X

Verifica-se que (4.18) pode facilmente ser obtida r@lacdo acima para as
transformacdes conformes especiais, a partir de expansdo em seérie de Taylor para
sH << 1.

E interessante notar que as dilatacbes e as trammfoes conformes especiais
podem ser entendidas em termos de inversoes.

Conforme mencionado no capitulo Il (Fig. 2.9), wensdo de dois pontoB e P’
em relacdo a uma circunferéncia de raice centroO é dada pela relacd®@P.OP'= £.

Considerando-se o centro na orig€ndo plano cartesiano, tem-se que a transformacéo de

(xl,x2 ) para(x'l,x'2 ) € dada por [BI-00]:

aZxH

TR ()

A relagdo acima pode ser generalizada para esgagnses den dimensfes, de

forma que a inversdo de’ parax'* é dada por:

2,1
a°x
x'H =

X.X

onde: x.x=77,, X' X .

As dilatacbes podem ser entendidas como uma sdquéacduas inversfes em

relagao a raios diferentaeb, ou seja:

2 U 2 U b2>(1 2

asx b= x b
x'H = xH == —=Ax', comA==.
X.X X' .X a a

X -
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Para se chegar as transformacées conformes espexidie-se da inversdo o€,

com raio unitario, seguida de uma translacés/te

u
X
2 g

X.X

e, por fim, faz-se uma nova inversao também eowil, ou seja:

ﬁ_sﬂ
XX _ xH - (x.x)¢

X.X X.X

Esse processo € ilustrado na Fig. 4.1.

TH -st '

T x - a

1R

xt

+1

/
A
—
~—_|
Y

\

(x# _Sﬂj (Xﬂ_ g,J T 1-2(sxX)F (SS)(XX

Fig. 4.1 — A transformacao conforme especial é astgppor uma inversao, seguida de uma

translacéo e de outra inversao [BI-09].

4.4 As transformagdes conformes no espago-tempo.

Examinam-se agora as transformacfes conformes pac@sempo [Pl-74], bem

como os parametros que as compdem. Parte-se dafotraacbes (4.13), (4.16), (4.17) e

(4.18) para se chegar ao grupo de transformacaddsrotes no espaco-tempo, formado por

translacbes, rotacdes, dilatacbes e transformag@e®rmes especiais, onde se utiliza o
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tensor metrico de Minkowski, dado poyy,, =1 (x#=v=1223), n, =-1(u=v=4) e

Nuv =0 (u#V).
Considerando-se as transformacgdes infinitesimaisodedenadas (4.1), tem-se que

as funcdess#(x) podem ser dadas em termos Reuncées Er'“(x)(r =1,...,R) e dos

parametross’ <<1, como usado em (3.26), de modo que (4.1) fiquemaa:
X' H=xH + &L (xE" + O(E? ). (4.23)

Os parametross’ e as fungﬁes{r'“(x) relativos a cada transformag&o conforme

infinitesimal no espaco-tempo sdo obtidos comparasda expressao acima com as relacdes
(4.13), (4.16), (4.17) e (4.18).

a) Para as translacbes, comparando-se (4.13) c@B),(tem-se que =1,2,3,4. Os

parametross’ sdo dados porg1 =al, £2 =a2, g=a%e & =a%, enquanto as fungoes

& (x)séo dadas por:
EH(x)=1 (parap=r) e EH(x)=0 (parau#r). (4.24)

b) Para as rotacdes, comparando-se (4.16) com)(4e23-se quer =5,...,10. Os

parametrose” sdo dados pela matriz de rotacédo, ou se?a,z m,, % = m, g’ =Mys,

8 =My, £ =m,, e 10 =my,, enquanto que as fungéé#’(x) sdo dadas pela tabela

abaixo:
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EH(x) E(x) E(x) EH(x)

&S)=ntE | ()= &(x)=0 &5(x)=0

GOO=n3 | &)=0 | 0= &x)=0

&(x)=0 | )= | )= | &(x)=0

&GOO=nx* | &)=0 &()=0 | FU)=1*

&(x)=0 | &o=nxt | &x)=0 | )=

&(x)=0 Ea(x)=0 | &)=t | &hx)=-n*x3

Tabela 4.1 — Fung(”)eS"( X) para as rotacdes no espaco-tempo de Minkowski.

c) Para as dilatagcbes, comparando-se (4.17) co@8)(4tem-se quer =11. O

parametros’ é dado por(s11 =/, enquanto as fung@eﬁf’( X ) séo dadas pela relacao:
L (x)=x. (4.25)

d) Para as transformacdes conformes especiais,arango-se (4.18) com (4.23),
tem-se quer =12,...,15. Os parametros’ sdo dados pon€12=sl, 513232, 514:%,

15 _ ~ x 5.
£ =5, enquanto as fungoe{#’(x)sao dadas pela relacao:

EH(x)=2X8 ¥ - x AP (4.26)

Deste modo, tem-se que as transformagfes confornees espaco-tempo
quadridimensional dependem de quinze parametr@drajassociados a translacdes, seis a
rotacdes, um para a dilatacéo e quatro para asfdraracdes conformes especiais. Como sera
discutido no Capitulo VI, estes parametros estdocisdos a expressdes de divergéncia nula
que representariam quinze leis de conservacacopsampo eletromagnético. Essas leis estao
associadas a invariancia conforme das equacdesade/@l, que sera discutida no proximo

capitulo.
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4.5 As transformac6es de Lorentz e de Poincaré.

Nesta secédo, apresentam-se as transformacdes eletd_er Poincaré seguindo-se o
caminho de textos sobre a teoria da relatividade-P&, Ri-06]. Essas transformacdes
formam um sub-grupo das transformagdes conforme®aelenadas no espacgo-tempo, onde

o fator de escala € unitario, ou sefg,x)=1, e o tensor métrico]ﬂv mantém sua forma.

Neste caso, a relacdo (2.17) reduz-se a:

ax'H ox"

Y oxd oxP ~ap:
Para que as transformacfes de coordenadas quecebrederelacdo acima sejam

determinadas, deve-se diferenciar primeiramenterekicdo com respeitoxd . Deste modo,

tem-se:

32xH gxV . axH 92xV B
Hox@axt 0x®  H o 9x80 %

A seguir, trocam-se os indices e £, e soma-se a equacao resultante a original. O

mesmo é feito com os indicese [. O resultado €, a seguir, subtraido da operag@oi@m

0 que leva a:

%xH axY | 9%xV ax*  9%x* ax¥  a%x” ax*
VI ox¥axE 058 a%gax‘ o X aiaﬁaﬁ a»‘?a?& 0 %

_ d%x'H oxV _ 9°xV axH

=0.
xTaxP 9 09xXaxf axX

ApOs o cancelamento de quatro dos termos da retagga@, tem-se:

a%x'H axV
K ox@axE 9xP
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%
Comoqw e N sdo matrizes ndo singulares, obtém-se finalmente:
0X

2. 1
04X —0.
X7 axt

A solucéo geral para a equacao acima € do tipo:

XW:AgﬁhaA (4.27)

ondea” e /I,éf sdo constantes.

As transformacgdes de coordenadas do tipo (4.27dsiominadas transformacoes
gerais de Lorentz ou transformagdes de Poincaférmeam o grupo ndo homogéneo de
Lorentz ou grupo de Poincaré. Quandf =0, tem-se o chamado grupo homogéneo de
Lorentz.

O grupo de Poincaré é, portanto, um sub-grupo @asformacdes conformes no
espaco-tempo de Minkowski em que fator de escdédé poro(x)=1.

As transformacdes de Poincaré séo relacdes eetreertos de uma classe especial
de referenciais, chamados de referenciais inerchaiéinearidade das transformacdes de
coordenadas para referenciais inerciais deve-senddeneidade e isotropia do espaco-tempo
e a validade da primeira lei de Newton [Ri-06].

Uma maneira alternativa, porém mais restritivasada em textos de relatividade
para se verificar essa linearidade, € se partmoleimento de uma particula livre (auséncia de

forcas) movendo-se num referencial inerci&l Pela segunda lei de Newton, tem-se que
dx /dt é constante, onde' (i=1,2,3) sdo as coordenadas cartesianas da particula no
instantet. Se o tempo proprio da particularé tem-se que, devido a homogeneidade do

tempo, dt / dr também é constante. Essas consideracées implivpandsd / dr também é

constante, de modo que:

d2xH
dr2

=0, u=1,2,3,4
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Do mesmo modo, em relagdo a um referen&al com velocidade constante em

relacéo aS, tem-se que:

2. U
d x2 -0
ar

Desenvolvendo-se a relagédo acima, obtém-se:

0.

= = = + =
dr?  dr | dr dar | oX dr | oX o? aXa¥XY o

d’x# _d [dxﬂJ_ d [axﬂ d%}_})x“ d% a2 ¥ ok _
A relacdo acima é valida para particulas livremy & ndo submetidas a acéao de

forcas (de interagéo) externas. Neste caso, adgdelacima implica que:

9%xH “0
nox?

Ou seja, a homogeneidade do espaco e do tempo remairp lei de Newton
implicam que as transformacdes de coordenadas eefeeenciais inerciais devem ser
lineares.

A partir da linearidade da transformacdo seguenmnsemaioria dos textos de
relatividade restrita, raciocinios analogos aordbalho original de Einstein [Ei-05] para se
determinar as transformacgdes de Lorentz: partesgeodtulado da relatividade na sua forma
restrita (as leis que descrevem os fendbmenos $isido as mesmas em todos os sistemas de
referéncia inerciais) e da constancia da velocidzdieiz (a eletrodinamica de Maxwell € uma
teoria fisica). Tomam-se dois sistemas de refeaéineirciaisS e S', cujas coordenadas de

um evento no espago-tempo séo, respectivamérig,z,t’ e (x',y',z',t'), e considera-se a

relagéo (4.27) coma” =0, por simplicidade. Também, por simplicidade, tsraS e S'
com velocidade relativa constante e no sentido do eixo
Se um sinal luminoso € emitido emm=t' =0, instantes em que as origens dos

sistemasO e O', coincidem, tem-se que:

x2+y2+ 2?=t*emS e x'2+y'2+z'2:t'2emS'.
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Pelo principio da constancia da velocidade dadszcoordenadas da particula e os
tempos emS e S' estéo interligados por:

2

X2+ Y2+ 72

S 2= x% g gL gl

Dessa igualdade e da linearidade das transformagi®ém-se facilmente as

relagcOes da transformacgéo de Lorentz:
X' = p(v)(x—vt), t'=p(v)(t-vx), y'=y e z'= 2. (4.28)

As leis da fisica devem ser invariantes sob essasformacdes e também por
translacBes espaciais e temporais, caso emafug0 em (4.27). Deve-se notar que a
invariancia se mantém para qualquer orientacdoSdem relacdo aS' e, também, da
velocidade relativa entre os referenciais.

E bem conhecido que, devido a essa interligacide espaco e tempo, cenario dos
eventos fisicos, as leis da Mecénica tiveram gérersmodificacdes para que continuassem a
ser leis fisicas. As consequéncias como a deperddacmassa com a velocidade, relacao

massa-energia, e muitas outras decorrem das tranefoes de Lorentz.
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CAPITULO V
A INVARIANCIA CONFORME DAS EQUACOES DA ELETRODINAMI CA.

Neste capitulo, estuda-se a invariancia das eqsatgdeletrodindmica com relacéo a
mudancas de sistemas de referéncia no espaco-tieridmkowski. E bem conhecido que as
equacOes da Eletrodinamica, nesses sistemas, pmyemannvariantes por transformacdes
compostas por translacdes e rotacdes. Como expostapitulo 11, os trabalhos de Bateman
e Cunningham de 1909 indicaram que as equacles lafi@deamica permaneciam
invariantes por um conjunto mais geral de transépdes. Esses trabalhos foram
apresentados cinco anos apés Lorentz mostrar adnea das equacdes de Maxwell pelas
transformacdes que levam o seu nome.

Na primeira parte do capitulo, faz-se uma discussé@bre os sistemas de
coordenadas curvilineas no espaco-tempo planmeralacdo das equacdes de Maxwell em
termos destas coordenadas. Na segunda parte,edggc@t classe de sistemas para 0s quais
essas equacdes permanecem invariantes. Nessaséscuslizam-se resultados apresentados

na primeira parte deste capitulo e também nosutagpill e 1V.

5.1 As equagtes de Maxwell em coordenadas curvilase

Conforme visto no Capitulo I, em termos das ceamtlas cartesianas”, as

equacgOes de Maxwell sdo dadas pelas relacoese(89):

ox? ox¥

onde F¥Y =-F"¥ é o tensor do campo eletromagnétigé, é o quadrivetor densidade de

HYPO & o simbolo de Levi-Civita.

corrente e
No que se segue, serdo considerados sistemas demadas curvilineas [Di-75,
Di-98, Pa-10, Ri-06, We-72] no espaco-tempo plaNam sistema cartesiano, 0 tensor

métrico My nao depende das coordenadas e o elemento de liohand forma
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ds? (x)= M d¥’ d%. Uma transformacao para um sistema curviliredeva o elemento de

linha para a formads'z(x'): g'aﬁ(x')dx'a dx"g, com um tensor métriccg'aﬁ(x'), em
geral, dependente das coordenadas. Se 0 espa@n@ pempre se pode encontrar uma

transformacao de coordenadasxdepara x ondeg'aﬁ( x') fica na formar;w .

Para se verificar sob quais transformacoes as égsata eletrodinamica mantém as
formas (3.8) e (3.9), colocam-se estas equagbesmado que englobem as coordenadas

curvilineas. Para isso, parte-se da equacdo demmatd de uma particula livre em um

sistema de referéncia cartesiano inercial. Nessacsio, tomando-sé” como coordenadas

da particula no espaco-tempo, tem-se:

ondedr? = 1 d&” dé” é o intervalo de tempo préprio da particula.

Considerando-se, agora, a passageré”élqoara coordenadas curvilineas arbitrarias

U

x”, a equacédo acima fica na forma:

d[ag x| _ d*X i 9%cH df df o
drlox@dr | dr? ax" axXo ar o
y) ZH 5 A
Multiplicando-se a relacdo anterior pgfr— e considerando-se qua@éaii = 5; ,
a&" X7 g+

tem-se que, em relacdo ao sistexfia 0 movimento da particula é dado por:

d2x’!
+

dr2

\ of of _

r 0,
ap dr dr

onde o simbolo"{,‘lg € chamado conexéo afim e € dado pela expressao:
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/_/] _ax/l 62?/1
o0& 0x70 x

(5.1)

A conexdo afim também pode ser dada em funcéo mEotemétrico gaﬂ(x)
relativo as coordenadag’. Para isso, toma-se a relacéo ergg%(x) e 0 tensor métrico

Ny NO sistema” , dada por:

_ 5” 65
Diferenciando-se essa expressado em relacédo a oaokak’ , tem-se:
9 2zH ZH 32
Oop _ 028" o0& g 92& (5.3)

o x! axﬂaﬂa%ﬂ‘” 9% 9 Xg B

U
Multiplicando-se, agora, a relacao (5.1) %9% tem-se que:
X

P a;r//_ aZZ&U

r - .
B axr " axa0 ¥

Substituindo-se a relacdo acima na expressao h®m-se:

09ap _ -p 08" 0¢ p 38 0"

= + /5, .
axh ATy 98T T AB 50 o T

Utilizando-se (5.2) na relacao acima, tem-se que:

09ap
o x

= a9+ g 9pa-
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Somando-se essa expressdo com ela mesma, masiodineoa trocado pord, e

subtraindo-se o resultado pela mesma relagdgXtnmcado pord , obtém-se:

09ap 0938 _00a) _ p p p p
o ax@ axB 98 at Boalapt Goplan t Yl ap -

_gp/l/—ga - gpa/_g/l'

,0 ~ . ry = ~ , . ~
Como /43 € gyp 8O simétricos em relagdo aos indices [, essa expressao

toma a forma;

09ap , 095 _0ga)
axt a0

- p
= ngﬁ/_/ia

Multiplicando-se a expressao acima pela matrizrsevg po : ondeg'&j 98 = Jg,

obtém-se/" 7, em fung&o do tensor métrico na forma:

o _1.60|9%p 0018 _0da)
Aa ™2 IXr A 9

/'fa, guando colocado em funcdo do tensor métrico, kamuezes representado

por {/‘J } e chamado de simbolo de Christoffel.
a

Em particular, se o sistema de coordenad4é cartesiano, tem-se awe, =1, €

o simbolo de Christoffel se anula, de modo queuagip de movimento da particula livre
d2x#

5 =0 inicialmente vista.

fica na forma

dr
Verifica-se, a seguir, como a conexao afim (5.1)raesforma quando se passa do

sistema de coordenada¥ para outro sistema de coordenad4$. Neste caso, tem-se que:
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4 _oaxA 92
. acH axaaxh

=>

i _ox1axP| ax? ax 92F* | %@ 9EH
B axP g7 [ax BaxTaxaxT ax79 xBax°

axP a&H

— e utilizando-se a relacéo (5.1) pafa,, na
aEH ax° %o

Considerando-se qué’ =

expressao acima, obtém-se:

4 _oaxt ax ax’ p+6x“1 2%

[ = .
ab axpax"’ax'ﬁ i 6xp6x'a0x’8

(5.4)

A Yo,
Diferenciando-seax— 9 Xﬁ
ax”P ox

= 52, com respeito x'? tem-se:

ox! a%x°  _ ax’ af 9%x!
axP axTax®t  axPoax?oxoxC’

- N . X o .
que, substituida em (5.4), leva a seguinte reldedoansformacao para 7, :

- _axt o o _, X o %X
B axPaxTaxf T axBoaxTaax’

(5.5)

O primeiro termo do lado direito da equacédo (5&pele acordo com a lei de
transformacdo de um tensor de ordem trés, uma geiravariante e duas, covariante.
Entretanto, o segundo termo n&o se transforma eomtensor. Portanto, a conexéo afim néo
€ um tensor.

No entanto, pode-se utilizar a expressdo acima gg@mbter uma grandeza que se

transforme como um tensor. Para isso, parte-sewdsférmacgéo de um vetdt” do sistema

Y

xH parax'”, ou seja:
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ax'?

B
Vil (5.6)
axﬂ

v =

Diferenciando-s&/'? em relacéo ! , Obtém-se:

ova _ox? ax” gvh  a2x@ ax’ 5
= - + s
ax?  axP ax? axP axPa X o x

(5.7)

Verifica-se que o primeiro termo do lado direito equacédo (5.7) transforma a

derivada parcial d&/? em relacéo ax” da mesma forma que um tensor misto, mas o
B

L oV . -
segundo termo indica qu%7 nao € um tensor. Entretanto, pode-se utilizar) (pafa
X

encontrar uma forma da derivada W& gue se transforme como um tensor. Para isso,

inicialmente multiplica-se (5.5) por (5.6):

v = B Ao Al pot T ol o .AV ’
ox" 00X 0xX°0x” 0dX

e, em seguida, deve-se somar esse resultado c@n ESsas operacdes levam a seguinte

relacéo:

1 |a p
ov'e +r 9N = axﬁ ax/] [avjﬂ' r’ggva} (5.8)
ox"” x| dx

B
Esse resultado € importante, pois indica claramguntea grandez%v—p +/ fgav"
X

se transforma como um tensor. Define-se, entderigadla covariante dg¢” pela relacao:

v
VEig=—

v,
ax/]

K
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De (5.8), tem-se que a derivada covariant®& detransforma-se como um tensor, de

modo gue ela mantém sua forma em todos os sistdenamordenadas.
Em particular, num sistema de coordenadas cartesiefh, /7§, =0 e a derivada

covariante se reduz a uma derivada comum.
Usando-se a mesma linha de raciocinio, podem-s& ekpressdes para derivadas

covariantes de tensores de ordem dois ou supeliBeed0, We-72]. Por exemplo, para o

tensor contravariante de segunda ordeflf , a derivada covariante em relagéox’(aé dada

por:

aTH
M. _ H+AV v A
T %= ax +/—K/]T +/_/(/1T ’

e a divergéncia covariante @& é dada por:

aTH
V. _ Av %
TH, = S RS Th S Yo Lol (5.9)

Usando-se, agora, o resultado [We-72]:

em (5.9), tem-se que:

14
THY . 1 a(\[‘g‘T'u )_I_/_,u-l-)\v
Y \/‘g‘ aXV Av '

Em particular, paraT#’ anti-simétrico, o segundo termo do lado direito da

expressado acima se anula, de forma que:
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SRR tirikiad) 510
v \/\9\ ax’

Pode-se também mostrar que, para um tensor cotedansegunda ordeﬁ'}w, a

derivada covariante € dada por:

oT
W _p _rP
T#V,)I— ax/] /_,uATpV /_v/lT,up'

Se TW € anti-simétrico, e devido a simetria d’gf/] em relacédo aos dois indices

inferiores i e A, tem-se que a soma tripla ?IIEV./] com os indices permutados ciclicamente

€ dada por:
T A D YT =T 2 ¥ v Y e (5.11)

pois todos os termos que contém simbolos de Ctielkse cancelam.
Tendo em mente os resultados apresentados atée amplocando as equacdes de
Maxwell numa forma covariante, mas agora incluistsbemas curvilineos, tem-se que essas

equagdes escrevem-se como:

PR ie=0 e B =g A (5.12)

que, para sistemas cartesianos, em virtudE@\e: 0, reproduzem as equacoes (3.8) e (3.9).

Estas equacdes mantém sua forma por transformdedkesrentz-Poincaré, ou seja,
existe uma classe de sistemas de referéncia co@slenadas se relacionam por essas
transformacdes e que preservam a forma dessasOegudtca, entretanto, a questdo de se
saber se existem outras transformacdes para as agiéormas (3.8) e (3.9) se mantém. Para

tentar responder a essa questdo, considera-se-sinagtria do tensor eletromagnético nas
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formas F#’ e F,, e utilizam-se as relacdes (5.10) e (5.11). Nemtaslicdes, as equagdes

(5.12) ficam nas formas:

oF'
e e g 513
X

PIGTER) - e (5.14)

ox'V -

Comparando essas duas ultimas equacgdes, respesivearaom (3.8) e (3.9), vé-se
que a equacao (5.13) preserva sua forma quandassa ple coordenadas cartesianas para
curvilineas gerais. O mesmo ndo acontece com ag;@esl ndo homogéneas de Maxwell, o
que pode ser visto comparando-se (3.9) com (5.14).

Para se examinar essa questdo, deve-se retoméacaoré2.15), que envolve o

modulo do Jacobiano de transformacdes entre sistdeeeferéncix e x':

a
de OL
a xH

Considerando-se, agora, a transformacao de coataemartesianag” no espaco

_ [l
gl

Jl

de Minkowski, ondegw =Ny (\g\ =1), para coordenadas curvilineay”, tem-se que a

relacdo acima fica:

1 _1

J 1

g

que inserida em (5.14) leva a:

A(ILF v ) BTy
ox'Y '
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Deste modo, considerando-se a relagcdo acima pagaagdo ndo homogénea e que
(5.13) nédo depende do Jacobiahb, pode-se, finalmente, colocar as equacdes de Maxwe

em coordenadas curvilineas nas formas:

VPO ZZZ) ~0 (5.13)
e
a‘:(':”’ S (5.15)
onde:
A =g R = J'“{%](‘Z{ZJ FP7, (5.17)
e
d xP

5.2 A invariancia conforme das equacdes de Maxwell.

A partir das formas (5.13) e (5.15) das equacdesvidewell em coordenadas
curvilineas, examina-se agora qual a condicdo que der imposta a uma transformacao no
espaco-tempo para que as formas (3.8) e (3.9) sepservadas.

Primeiramente, como ja foi observado, (5.13) mangm forma em todos os

sistemas curvilineos, ou seja, (5.13) € invaripata a transformacéo tensorial usual (5.16) de

~ ~ ~ A . g
FpJ' Entretanto, 0 mesmo n&o acontece com a equagdeondogénea, pois o0 tensEro

nao se transforma da maneira usual, como podeastermeor (5.17).
A condicdo a ser imposta para a manutencao da foartasiana da equacéo nao

homogénea é dada por [Ro-72]:

’li/l/jV :F.,ul/.
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Utiliza-se, agora, a condicdo acima e o fato dquee F s&do anti-simétricos.
Considerando-se também a transformac&o (5.17) paf4 e a transformac&o para o tensor

eletromagnéticd="° em termos das coordenadas covariau}gsou seja:

FAY Xy Oy £ o0
ox',

6x'ﬂ '

obtém-se:

Jl

-1[ ox'H axV _ox'# ax"’J _| %o Oxg _9% 0%,
axP xC 0 o) (0Xy0xy 0x) 0xy )’

que € a condicdo para que as equacdes de Maxwedrgenham invariantes.

. aX',u aXp A . . P . N
Considerando-se que—— = 5p, a condicdo acima é equivalente a relacgéo:
ox; 0x'y
Apy K Ag kK _ s A5 K As K
0,0, —656, —5p o, —0, 5p : (5.18)

onde:

o= L [®ulfox”
P RE GX/] axp |

Mas a condicao (5.18) requer que:

de onde, finalmente, se chega a condicdo que deveatisfeita pelas possiveis formas de
transformacao de coordenadas que preservem asbeguie Maxwell na forma (3.8) e (3.9).

Essa condicdo é dada por:
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ox' ox'H
THN PR |- '5/‘
(o) o |-

Como se verificou no Capitulo Il, as transformacdesformes no espaco-tempo

satisfazem a equacao (2.21), que é exatamente guaindicdo acima e relaciona as

coordenadas curvilineax'® com as cartesianag’ em termos do Jacobiand' da

transformacgao conforme.
Neste ponto, pode-se voltar ao Capitulo IV, ondpate de (2.17) e chega-se as

transformacdes conformes em espacos planos, quasdjansformacdes (4.19-4.22):

1) Translacées (4.19): x'H=xH+aH,
2) Rotacdes (4.20): x' H=MH# X,
3) Dilatages (4.21): X H=)x* e
xH = (xx)¢

4) Transformacées conformes especiais (4.22x #= .
1-2(s.x )} (s.8)(x.X

Esse conjunto de transformacdes no espaco-tempbnétewski (n=4) preserva as
equagOes de Maxwell nas formas (3.8) e (3.9). V@useas duas primeiras representam as
transformacdes de Lorentz-Poincaré e as duas 8ltg&a as transformacdes de escala e as
transformacdes conformes especiais.

Com esse resultado, passa-se a estudar, no cagiiellee segue e com a ajuda do

Teorema de Noether, as leis de conservacgao que tesssformacdes implicam.
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CAPITULO VI

LEIS DE CONSERVACAO ASSOCIADAS A INVARIANCIA CONFOR ME DO
CAMPO ELETROMAGNETICO.

Neste capitulo sé&o obtidas, via teorema de Noedbdeis de conservacao associadas
a invariancia conforme do campo eletromagnétican€uisto, essas invariancias sao devidas
a simetrias por translacoes, rotacoes, dilatacoaansformacdes conformes especiais no
espaco-tempo. Como exposto na sintese histéric@aghétulo 1, essas leis de conservacéo
foram obtidas pela primeira vez em 1921 por Beldsglen [Be-21] como uma aplicacdo do
teorema de Noether para a invariancia conformeedaacdes de Maxwell. No estudo que se
apresenta neste capitulo [Al-06, PI-74], retomanoseesultados apresentados no Capitulo

IV, item 4.4, onde se chegou as transforma¢fesomels no espaco-tempo, com um total de

n+ 1+n(nT_1)+ n= 15 (paran = 4) parametros.

Inicialmente, serdo discutidas as leis de conséovagsociadas ao momento linear, a
energia e ao momento angular associados ao camponehgnético. Examinam-se, também,
aspectos pouco conhecidos e ligados ao movimentcemdro de energia do campo
eletromagnético. Examinam-se, também, possivaspirgtacdes fisicas para a transformacéao
de dilatacdo e para as transformacdes conformexiasy sob o ponto de vista das leis de

conservagao decorrentes dessas transformagoes.
6.1 Leis de conservacao associadas as translacoe®spaco-tempo.

Nesta secdo, consideram-se as leis de conservagacopcampo eletromagnético

decorrentes das simetrias por translacdes no espapm, que sao dadas pela relacao (4.13):
x'H=xH+aH, u=1,23,4.

As transformacgdes infinitesimais acima sao dadaseemos dos quatro parametros

e <<1(r=1,2,3,4), el=al ¢2=a% 2=ales?=a% edas fung(”)es’r”(x) (4.24):
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Er”(x):l(para,u:r) e fr'u(x):O(para,uir).

Substituindo-se as fungc”)e'trf’(x)acima na equacéao de continuidade (3.37), obtém-

se:

00H,
o xH

=0; u,0=1,2,3,4

Como, pela relacdo (3.36X9”U=@'W (0=1,2,3) e 6”U=—9”U(J=4), a
expressdo acima pode ser escrita em funcdo dortdasenergia-momento na forn@“?

ou seja:

0 OHO
0 xH

=0. (6.1)

Para se verificarem as leis de conservacao assscéadquacao acima, considera-se

o tensor de energia-moment®#’ explicitamente, ou seja, em termos dos campos

eletromagnético€ e B [Fr-05, Gr-96, Gr-99, Ja-99, He-95]:

944:(—)E2;BZ =u

OHT = -1 pHoF P

o~ FF7 =1 oY=0"=(ExB)=8=¢

oi=@ii=— EiEj+BE;—%J’j (B+B =T

onde:i=j =1,2,3.
A componente@44 do tensor de energia-momento € a densidade dgi@ner

armazenada no campo eletromagnético. A compor@ﬁ'taepresenta aésima componente

da densidade do momento Iine@iXdo campo, que, em unidades naturais, é igidisima
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componente do vetor de Poyntin@i §. As componentes restante@,ij e o ji, sdo dadas
pelo valor negativo do tensor das tensdes de Mam\i}eltambém expresso na forria.

Em termos matriciais, o tens@*? é representado na forma:

il p12 _p13 g

o T2 22 g8 _ i g
p31 32 _738 3 g u
ot ¢ ¢ u

Como pode se verificar abaixo, esse tensor teno@aripdade de possuir traco nulo,

ou seja:
O =M1 0249381 9%M= Tl _722_733, 4= ¢ (6.2)

Considerando-s&@#? | tem-se que as componentes espaciais 1,2,3) de (6.1)

implicam na seguinte lei de conservacgao para o oalgiromagnético:

0d o (T
ot 0 x/

A relacdo acima é uma equacdo de continuidade gpene a conservacdo do

momento linear do campo eletromagnético, onde soteAT é a densidade de fluxo de

momento. Na sua forma integral, essa relacéo fica:

d i i
— [ g'dv+ -t da= (

i \I/ gdv+p (T

onde jv g’ dV é ai-ésima componente do momento total armazenado mopaa

eletromagnético @, € a componentg da normal externa a uma dada superficie fect@da
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que limita o volumeV . O termo-T" n da integral de superficie acima representgsima

componente do fluxo do momento através da superibci seja, € a pressao na superfiie
devido ao campo.

Quando o volumeV passa a ser todo o espaco tridimensional, e ss&ampos

eletromagnéticos decaem de forma suficientemeptdaa zero, o term@s(—Tij )n; ds se

anula. Neste caso, tem-se que as cargas de N@@B&r sdo dadas poF’i = jv d3x ¢, para

1=1,2,3, e expressam a conservagdo das trés componentammento linear total do
campo.
Considerando-se, agora, a componente temporal4) de (6.1), a seguinte lei de

conservacgao é obtida:
ou  —=_
-t t [1.S=0.

A relacdo acima expressa o0 teorema de Poynting @atampo livre, ou seja,
exprime a conservacao da energia do campo eletratiag, onde o vetor de Poyntirg é a

densidade do fluxo de energia na direcdo perpeladians campo£ e B. Na sua forma

integral esse teorema se escreve como:
A Gdv+p Snda |
dt’v S ’

ondejv u dV é a energia armazenada no campo eletromagnéficé a normal a superficie

S que engloba o volum¥é .
Quando se considera que os campos caem de forioeesigmente rapida com as

distancias e o volum¥ engloba todo o espaco, a equacéo acima expressesearvacao da

energia total, onde a quantidade conservada (8.88jla porP4 = d3xu.
v

Conclui-se, entdo, que as leis de conservacdo elg@iane do momento linear do

campo eletromagnético sado decorrentes das simptidsanslacdes no espacgo-tempo.
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6.2 Leis de conservacao associadas as rotagdes spaeo-tempo.

Para se determinarem as leis de conservacdo patampo eletromagnético

associadas as rotacdes no espaco-tempo, consedanaiacao (4.16):

X' ”:(df’+/7/“mm/ W, u=1,2,3,4

As transformacdes acima sdo dadas em termos des pseimetrose’ <<1

(r =5,...10) e das fung;(”)es;‘r'u(x). Os parametros sao dados peﬁ:mlz, &8 =m
e=m_, &=m , 2=m_ e P=m . As funcdeséH(x) estdo na Tabela 4.1. A
23’ 14’ 24 34" r 1.

substituicdo destas em (3.37) leva a equacéo:

BolpP _ P olB
I(x~O xXF @ ):O, 5.3
axH

com (B,0)0{(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,B.

Desenvolvendo-se essa equacgao, tem-se que:

17/ HUB
Xﬁa@ _Xpae +

o ot (@"° -0°F )=0.

Os dois primeiros termos da expressdo acima sarandvido a (6.1), obtida para

translacdes. O ultimo termo se anula devido a siandb tensor@? | e sera visto que essa
propriedade estd relacionada com a conservacdo dmento angular do campo
eletromagnético.

A equacdo (6.3) provém diretamente do teorema dghdg e deste modo pode-se

definir um tensor constante e de ordem tMé’,ﬁp, dado por:

M HPP = xBoHP — xPoHB
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. . . . M HPP
Assim, a lei de conservacdo (6.3) fica na fon%aT:O. Tomando-se as
ox

componentes espaciai{ss, o) :{(2,1),(3,1),(3,2}), chega-se a equacdao de continuidade:

Arx9) 5 (¥ xr)=o0,
ot

onder é o vetor posicdo,rfg) é a densidade do momento angulaf e () é o fluxo do

momento angular associado ao campo eletromagnético.

Na forma integral, a relacao acima fica:

d

— [(rxg)dv+p (T xr)nda=
dt S

J

\%

onde | (rx g )dv é o momento angular do campo eletromagnético honeV .
\Y

A relacdo acima expressa a conservacdo do momemfolaa do campo
eletromagnético [Fr-05].
Quando se considera que o volumeengloba todo o espaco e os campos caem de

forma suficientemente rapida, a integral de sugierfiende a zero e as cargas de Noether

(3.38) sdo dadas pdi® = [d3xM*# | para(B8,0)={(2,1),(3,1),(3,2). As componentes

L sgo dadas por:
P=-12=1d %M P =1d J(x® L x& P d k(x L xB?
PBPr=-1B=1d %M B=d K(xD L x& Pejd A(xHL x°
32=-18=1d %M B%=[d k(x® % x& Bejd k(xB2 xT,

e correspondem as componentes do momento angaht tolo campo eletromagnético.
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As cargas de Noether correspondentes as comportemesrais do tensot P :

para as quaiéS,0)={(4,1),(4,2),(4,3)), sdo dadas por:

L = [d3x M = [ a3 x(XO% - % k[ Ex(X § ¥ £ x(% u.
Assim, tem-se que:

L4 =tPP —[d3x(>C u), 6.4)

onde a integra[d3x g° = P° é a component@ =1,2,3 do momento linear total do campo
eletromagnético.

Para se interpretar fisicamente essa quantidadeseo@da, considera-se o
movimento de um sistema relativistico de particul@®-80] e tenta-se verificar as
semelhancas com o resultado acima.

Na mecanica classica, sabe-se que o0 momento arigtéhré conservado em um
sistema isolado de particulas. Nessa demonstraghinite-se a validade da terceira lei de
Newton. Tem-se, ainda, que 0 momento angular épamente do ponto de referéncia
qguando se adota o referencial com origem no celetmassa do sistema [Th-04].

Para o caso de uma particula relativistica, poddedmir, no espaco-tempo de

Minkowski, o tensor de segunda ordem e anti-sim@étni’" , dado por:
w = g - (6.5)

onde p¥ corresponde as componentes do quadrivetor moneeretiayia da particula. Dessa

definicdo, tem-se que o tensor’ (i, =1,2,3) é identificado com as componentes do

momento angular da particula.

Para se manter a covariancia, a equacdo de modmaraw”’ é dada em termos

do tempo propria da particula na forma:
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dwA
dr

=V -V o (E R - XK (6.6)

a
ondeK? =ddi € a componente da forca de Minkowski.
T

Como as componentes do quadrivetor momento-ensdigia? = m , ondev? é a

componenter da quadrivelocidade da particula, tem-se querogird termo do lado direito

de (6.6) se anula. Assim, tem-se que:

dw =(x#KY =¥ KH# )= N, (6.7)

onde N#Y pode ser entendido como uma generalizacdo refitido torque, ja que a
expressao acima se reduz ao torgue no limite rativistico.

Para um sistema departiculas, define-se o quadritensor de momengolantotal

do sistemaw*" , dado por:

WHY =3 WY . (6.8)

Neste caso, uma equacdo de movimento PA& ndo é simples de ser encontrada,

uma vez que cada particula possui seu tempo prdpai@ um sistema isolado em que as

particulas ndo interagem umas com as outras oucammpos externos, tem-se qué’’ é

conservado para cada particula, de acordo conagae(6.7), o que implica na conservacao
de W#Y . Também, no caso de uma interacado por colisdésiam isto &, se a interacdo se da

somente entre pares de particulas, pode-se temsemacdo den*'. Isso ocorre em

decorréncia da questdo relativistica da simultagkd pois, no momento da interacéo,
considera-se que as particulas se movem conjuntaregportanto, possuem o mesmo tempo
proprio. Nessa situacdo, pode-se utilizar a equé8a) para a soma dos seus momentos

angulares. No choque, como as forgas impulsivadtato sdo iguais e opostas, tem-se que
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a soma dos torques impulsivos se anula. Deste medo.se que o momento angular

relativistico também é conservado neste tipo deaml

Tomando-se as componentes temporais do teWgtf, ou seja,W4i = W
(i=1,2,3), e substituindo-se a definicdo (6.5) em (6.8))-&& que:

i e Mo B
w _anwn _Zn:(xnﬂn *nén'

Num dado sistema de referén&a tem-se:xﬁ =t (c=1). A componente temporal

do quadrivetor energia-momento é dada nnérz En. Portanto,W4i pode ser escrita na

forma:

w4 =z(tdn— >&n E ) th-y %]En, (6.9)
n n

ondeP' = > |oin € a i-ésima componente do momento linear totaistema de particulas.
n

O conceito de centro de massa de um sistenmapaeticulas desempenha um papel
importante em mecanica classica. Na mecanicavisita, devido a dependéncia da massa e
do espaco com a velocidade, o centro de massa dkemkn referencial escolhido. Nessa

situacao, utiliza-se o chamado referencial do oedts momentoS,. Neste sistema de

referéncia, a parte espacial do quadrivetor momsatanula e nele muitos problemas ficam

mais faceis de serem resolvidos [Ri-91].

Em S;, tem-se quePi =0 e a equacgéo (6.9) fica:

4i _ _ i
W = %ann.

Para um sistema departiculas em que 0 momento angular relativistotal wHY

se conserva, tem-se qlw‘“ =constante, de modo que, pela relacdo acimax'hEn é
n



88

constante. Como o momento linear total também &eargado, tem-se que a energia total,

E=Y En , também é conservada. Assim, pode-se definir untop,qaii , denominado de centro
n

de energia do sistema [Bo-05, Bo-09], dado pekcés:

ZXE,
i—n
X SE

n
n

No limite ndo relativistico, e para=1, a energia total de cada particula esta

relacionada com sua massa na forﬁ;]a: m, de modo que a relacdo acima fica reduzida ao

centro de massa do sistema:

ondeZmn = M ¢é a massa total do sistema de particulas. Desle,tem-se que o centro de
n

energia do sistema aheparticulas se reduz, na situacao classica, acocg@imassa.

Pode-se, agora, retornar a expressao (6.4) pasmponente temporal do momento
angular total do campo eletromagnétitﬁ,p, e verificar que ela é semelhante a relacéo (6.9),

para a componente temporal do momento angular dsistema de particuIaW4i. Com

isso em mente, pode-se dividir (6.4) pela energital tdo campo eletromagnético,

U= jd3xu, obtendo-se a expressao:

PP [d3x(¥Pu)
jd3xu jd3xu

=constante. (6.10

O segundo termo da relagdo acima € igual as trégpauentes £ =1,2,3) da

posicdo do centro de energia do campo:
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Xp:jd3x(xpu)
jdsxu

Substituindo-sex” na relacéo (6.10), e considerando-se a energihll!otjd3xu

do campo, tem-se que:

p P pP
xP =%+ constante oy WX _P7

Como o momento linear tot&” e a energia totdl do campo eletromagnético sdo

constantes, a relagdo acima implica que o centrerdggia do campo eletromagnético

permanece em movimento uniforme, com velocidfe/ U .
Esse paralelo que se apresentou entre a consemfagidomento angular do campo

eletromagético e a de um sistema de particulasangiie a equacao de continuidade (6.3)
para(,[;’,p):{(4,1),(4,2),(4,3}) expressa a constancia da velocidade do centroalgia

do campo eletromagnético.
Conclui-se, entdo, que as leis de conservacao doemo angular e do centro de
energia para o campo eletromagnético decorremini@srgs por rotacdes no espago-tempo.

6.3 Lei de conservacéo associada as dilatacées spago-tempo.

A lei de conservacdo para o campo eletromagnétssmceada as dilatacbes €

determinada a partir das transformacdes infinitasr®.17):
X'"H=(1+ A ), u=1,2,3,4,

definidas em termos do parametsd® =1 <<1 e das quatro funcdes (4.2551”1(x): X

que, substituidas na equacao de continuidade (3e3tjitam na expressao:
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[ O x7]
g~ =0 (u4,0=1,2,3,4), (6.11)
axH
ou seja:
Rl
x?—2Z+0" =0
oxH H

O primeiro termo dessa expressdo se anula devi@ola para as translagdes. O
segundo termo também se anula, pois o tensor dgi@meomento possui traco nulo, como

mostra (6.2). A lei de conservacao associada atsante escala (ou de dilatacdo) do campo
eletromagnético esta ligada ao trago@i‘éa [PI-74].
De (6.11), tem-se que a corrente de Noether pardilsaacdo € dada por

DH(x)= Q”Jxa, de modo a se obter a seguinte carga conserva$y:(3

D:jd3xD4(x):jd3x94a>?:j & x(r.g- ut.

Procedendo-se, agora, como no item anterior, @ntEbter uma interpretacao fisica
para a constante de movimento acima, examinandoss®etria por dilatacdo na mecanica.
Um exemplo simples envolve a determinacdo da crrée dilatacdo para o movimento de
uma particula livre relativistica [Ka-62] (no apé&md B, encontra-se uma apresentacao
resumida sobre a simetria de dilatacdo na mecacl@ssica). Para esta particula, a

Lagrangiana € dada, em unidades naturais, pelgioe(8.17):

L=-m/1-V? =-ny’?,

de onde se tem que:

= =p'. 18)
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Para a dilatac&o, a variagéo infinitesimal da cemadax” é dada powx“=Ax .

Assim, substituindo-se os momentos (6.12)x& na relac&o (3.30) para a carga de Noether

para sistemas discretos, obtém-se:
dr,—- ~-—7_d - —
— v-L)it-r.p|=— (Et-r.p)=GC,
S (Py=L)t=Tp|=— (Et-Tp)

onde p=(pt,p?,p° & o momento linear €= pv- L= (£ + nf }/2¢é a energia total da
particula livre.

Deste modo, tem-se que a quantidade conservadiaéda
D:x”p#:?.f)— Et. .18)

O movimento da particula livre pode ser descrita psdacédo ¢ =1):

Rt)=%§t+Fo, (6.14)

onde o vetorrg é o vetor posicdo inicial da particula. A subgtéio dessa relacdo em (6.13)

leva a:

m2

D=rg.p——t. (6.15)
E

Esse resultado indica que € uma constante de movimento para a particula livr
somente para os limites em que— 0 ou E - o . Assim a simetria de escala somente é
verificada para particulas ndo massivas ou paaa altergias [Ka-08].

E interessante a comparacdo desse resultado consitutagdo em que a massa de
repouso da particula € nula como é o caso do f@oparticula mediadora da interacao
eletromagnética [Ri-02]. Para examinar esse cadorde mais clara, explicitam-se aqui as

constantesh (constante de Planck)e (velocidade da luz). Para um foton de frequémcia
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energia é dada poE=h/ e o momento porp=*tv /c. Nessa situagdo, para o féton, o

quadrimomento € dado por [Ri-91, Le-07]:
P :(_’ ,Ej :E (h,l:,
c c

onden é o versor ao longo da direcdo de propagacdoeNes®,P é um quadrivetor tipo

luz, ou seja, P2 =0. Considerando-se a frequéncia anguar 27v e o vetor de onda

=W ~ . ,
k =—n, arelagao acima fica na forma:
c

P/z‘(k%’j

onde Z=h/2m. Tem-se, entdo, que a constante de moviméntdefinida pelo teorema de

Noether para o foton [Ri-02] é dada por:
D = x¥ b, =s(rk-wt).
Para o campo eletromagnético, oriele pc, (6.13) é dada por:
D=rp—-Et=p(r--ct),
e para o foton ond& = Zw, p=/k e w=ck, a mesma relacdo toma a forma:
D=rp—-Et=7k(r—ct).

Se, emt =0, uma frente de onda, ou um foton, parte da pos'rgédtem-se que:

r=ry +ct . Deste modo, as duas ultimas rela¢des ficam:

D=p(r-ct)= P ou D:/%k(r—ct):/%kro,
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relacOes estas que estao de acordo com a rela¢&d faram — O.

Finalizando, verificou-se que a interacdo eletraméiga possui uma lei de
conservagao associada a simetria de dilatacaopage@sempo e isso esta diretamente ligado
ao fato da particula mediadora dessa interacaajtan,f ter massa de repouso nula. E
interessante notar que campos Massivos ja naceapaes simetria de escala como é o caso
do campo de Procca [Gr-96, Ja-99], que represensaaxtensao da teoria de Maxwell cujas

particulas mediadoras tém massa néo nula.

6.4 Leis de conservacao associadas as transformag8denformes especiais no espaco-

tempo.

Para se determinar as leis de conservacao panmmooaletromagnético associadas

as transformacdes conformes especiais, considexaetacao (4.18):

x'H= st 4 (258 W - X %ntP )2,, com B,u=1,2,3,4.

Na transformac&o acima, tem-se os parametrostedimaise’ <<1, r =12,...,15,

com 12 = S gl3= S, gl = Sy el® = s,,eas fun(;c")es‘r”( X ), dadas por (4.26):

E;”(x):ZXHx”— X XnHP .

Assim, para a transformagédo conforme especial,uagdp da continuidade (3.37)

fica:

a(zxﬁx"aﬂa— X X oHB

" 0. (6.16)
X

As correntes para esta simetria sdo dadas #x) = 2x% ¥ Oﬂa - X YoM’ ¢ as

guantidades conservadas (3.38) ficam na forma:
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17 = (d3x147 = [d3x[2¥ (gT-ut)»- (F-t2)d ].

Desenvolvendo-se (6.16), verifica-se que:
2xP9 [(x”@” )}— x Xo 0"+ 2x @ -0 % (
H o v ou U

Os trés termos da relacédo acima correspondem asetenequacao de continuidade
ja vistos para dilatacdes, translacdes e rotagéggectivamente, ou seja: o primeiro termo se

anula devido a (6.11) para dilatacbes, o seguneladd a (6.1) para translacdes e o terceiro

termo, devido a simetria do tenset’ ligado as rotacgdes.

Deste modo, verifica-se que a equacédo de contideigmra as transformacoes
conformes especiais € uma consequéncia das orésasquacdes e nado representa nenhuma
nova lei de conservacao para o campo eletromagnétic

Como o primeiro termo da relagdo acima esta diretéerelacionado a equacéo de
continuidade para dilatagées (6.11), tem-se quémetisa por transformacdes conformes
especiais também é valida somente para campos a8sivos, Como € 0 caso do campo
eletromagnético. No apéndice C, como foi feito Ealilatacdes, examina-se a simetria por
transformacdes conformes especiais na mecanicsiaaés relativistica, onde se verifica que,
para estas transformacdes, ha quantidades quessercadas para particulas com massa de
repouso nula ou para altas energias.

Finalizando, verifica-se que, das quinze expresdéativergéncia nula para o campo
eletromagnético, onze expressdes realmente repaesdris de conservagdo e as quatro

restantes se reduzem as anteriores. Em sintese:

a) A equacao (6.1):
aﬂaﬁ’” =0, como =1,2,3,4,

para as translacées no espago-tempo, esti assectadaervacido da energia e do momento
linear.
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b) A equacéo (6.3):
aﬂ(xﬁeﬂp -xPeHP )= 0, com(B,0)0{(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4.B,

para as rotagdes, esta associada a conservacaonuenio angular e ao movimento uniforme

do centro de energia do campo eletromagnético.

c) A equacao (6.11):
3 (6% x?)=0,0=1,2,3,4
7] o

€ a lei de conservacdo para o campo eletromagnétisociada as transformacgfes por

dilatacbes no espaco-tempo.

d) A equacéao (6.16):
aﬂ(zxﬂx”@ﬂa— X YoM y= ¢, com =1,2,3,4,

para as transformacdes conformes especiais, ¢ omsegquéncia das leis anteriores de

conservacgao para o campo eletromagnético.
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CAPITULO VII

RESULTADOS E CONCLUSOES

Apresenta-se, a seguir, um resumo dos principasltaglos e conclusdes deste
trabalho, onde se fez um estudo sobre a invaridcmidorme do campo eletromagnético
classico e as leis de conservacao a ele associadas.

No capitulo Il foi apresentada, inicialmente, unmraducdo as transformacdes
conformes. Primeiramente, discutiram-se transfod@s@em duas dimensodes, entre elas as
associadas ao plano complexo, onde se mostrargmmeutades destas transformacdes, Uteis
na resolucéo de problemas bidimensionais em Fi&ic&guir, passou-se a generalizacéo de
relacdes validas em duas dimensdes para espacososiéien dimensdes e apresentou-se a
projecdo estereogréfica, que mapeia pontos de wupexfgcie esférica para um plano e €
importante em cartografia. Abordaram-se, finalmenéspacos de quatro dimensoes,
importantes para o estudo da invariancia conforaseeduacdoes de Maxwell.

Também no capitulo Il, apresentou-se uma sintestéritia, onde se discutiu como
as transformacgdes conformes foram desenvolvidgdicadas em diversas épocas e areas do
conhecimento, desde os tempos gregos até o imctedada de 1970, quando a invariancia
conforme passou a ser utilizada correntemente enasequanticas de campos. Este apanhado
histérico mostrou como diversas circunstanciasrievaas descobertas, desenvolvimentos e
aplicacdes das transformacfes conformes em geametrtografia e Fisica. Verifica-se
também uma visivel ligacdo entre o aumento do ocdmérms grandes navegacdes, a
cartografia e o estudo das transformacgOes conforideste contexto, podem-se citar: o
mapeamento da esfera celeste e a construcdo dthbmtrpelos gregos; o desenvolvimento
da cartografia durante e apds o Renascimento awropesstudos sobre geometria diferencial
e funcdes complexas durante os séculos XVIII e XB§sa ligacdo entre questdes
econbmicas, cartografia e mapeamento gerou o dasenento de areas como a
instrumentacao, astronomia e matematica, ondensea tearticipacdo de nomes como Euler,
Lagrange, Gauss, Riemann, Liuville, Lie e muitosasi

No capitulo 1ll, revisou-se a formulacdo covariadéeeletrodinamica, o formalismo
Lagrangiano e o teorema de Noether para camposurmentos tedricos utilizados nos
capitulos seguintes para a verificagdo da invaiadranforme na eletrodinamica e das leis de

conservacao associadas ao campo eletromagnéticeseijpou-se o formalismo Lagrangiano
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aplicado a Eletrodinamica. Seguindo-se a apresamtag teorema de Noether para campos,
foi feita a aplicacdo deste para o campo eletrogtagmsem fontes, onde se obteve a equacgao
de continuidade e foram explicitadas as correntzsgas conservadas. O teorema de Noether
€ o instrumento central utilizado no capitulo VI.

No capitulo IV, abordou-se a determinacdo das foamacbes conformes em
espacos planos da dimensdes. Chegou-se a equacOes diferenciais quaitpm a
determinacdo de funcdes que caracterizam as tramfées conformes infinitesimais para
espacos planos. Como aplicacéo simples e esclaracdzem como para teste das equacdes
obtidas, as equacOes foram aplicadas para duamsbe® situacdo em que se tem um
namero infinito de transformacfes e chega-se abewitias relagcbes de Cauchy-Riemann.
Também com base nas equac¢des mostradas no prikeeiralo capitulo, mostrou-se, que,
para dimensdes maiores ou iguais a trés 8), as transformacdes conformes ficam restritas
ao grupo das translacOes, rotacOes, dilatacbeansfarmacdes conformes especiais, bem
como composicoes destas transformacdes. No espapmtde Minkowski § = 4), mostrou-
se que as transformacdes conformes infinitesim@ésyem quinze parametros. Por fim, fez-
se uma discussdo do ponto de vista fisico dasforamscOes de Lorentz-Poincaré (que
relacionam dois referenciais inerciais) e formamauwigrupo das transformacgdes conformes
de coordenadas obtidas. Esse subgrupo relaciom@mefais inerciais e sua linearidade esta
ligada a homogeneidade e isotropia do espaco-teniiecutiram-se, também, as
transformacdes de Lorentz na forma que sdo apeskenem textos classicos da teoria da
relatividade.

No capitulo V foi abordada a invariancia confornas @équacdes da eletrodinamica.
Partiu-se de uma discussao sobre os sistemas o#enadas curvilineas no espago-tempo; e,
partindo-se da equacdo de movimento de uma partéculum sistema cartesiano, chegou-se
a mesma equacgdo em um sistema curvilineo. Chegoatsealmente a ideia de derivada
covariante, com a qual as equacfes de Maxwell fesaritas em uma forma que mantivesse
sua covariancia no grupo mais geral das coorderanadineas. Com essas equacdes escritas
nessa forma mais geral, chegou-se a condicdoimgesta para que as equacdes de Maxwell
mantivessem a mesma forma que as que aparecem @mbercadas cartesianas. Como
conclusao, verificou-se que a condicdo obtida € esmma que gera as transformacdes
conformes obtidas no Capitulo II.

No ultimo capitulo, fez-se uma discusséo sobreeigsde conservacdo associadas a
invariancia conforme das equacdes de Maxwell, &rpda equacdo de continuidade obtida

via teorema de Noether e das equacbes que cazaaterds transformacdes conformes
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infinitesimais. Para o teorema de Noether, o nGéledensor de energia momer®d“ e as
transformacdes envolvem 15 parametnos ,...,15) e as fungées{f’(x) (u=1,...,4).

Primeiramente, consideraram-se as simetrias parslagdbes no espaco-tempo.
Verificou-se que elas estdo associadas as leisrd®o/acdo do momento linear<£1,2,3) e
da energial( =4) do campo eletromagnético.

Verificou-se, em seguida, que as simetrias devatasotacbes no espaco-tempo
implicam nas leis de conservacdo do momento andula5,6,7) para o campo. Para
(r =8,9,10), a interpretagcdo fisica das grandezas consenauaslveu a observacdo do
movimento relativistico de um sistema de particulade se procurou buscar semelhancas
entre as relacdes obtidas para o campo eletromegrettas do sistema mecanico. Dessa
comparacao, observou-se que as trés Ultimas gramdmEmservadas estavam associadas a
velocidade do centro de energia do campo.

Para as dilatacbes no espaco-tempo=11), verificou-se que a quantidade
conservada para o campo eletromagnético ndo apvesem significado fisico que pudesse
ser compreendido de modo direto. Como tentativactkrar esse significado, examinou-se a
simetria de dilatacdo para o movimento de uma quéatirelativistica livre. Nessa situagéo
simples, chegou-se a uma quantidade que somerdeceaservada para os limites de massa
nula, m- 0, ou altas emergiasE - . Assim, verificou-se que a simetria de escala
somente é observada para particulas ndo massivgzarau altas energias. Usando na

quantidade obtida para a particula livre as relgfinticask = Zw e p =7k para fotons,

chega-se a uma constante. O mesmo ocorre quanditizea relacdo energia-momento para

o campo E = pc. Esse resultado indica que campos ndo massivesaam simetria de

escala. Verificou-se que, para fotons, a quantidatservada esta diretamente relacionada a
fase da onda associada, que € um invariante datzorkssim, evidenciou-se a existéncia da
simetria de escala para o campo eletromagnétids,gste campo tem particulas mediadoras
com massa nula.

Para as transformacgfes conformes especiais,caerifie que as leis de conservacao
resultantes s&o consequéncias das leis anterioeescathservacdo para 0 campo
eletromagnético. No entanto, aplicando-se a tramsfgdo conforme especial para uma
particula livre relativistica pode-se verificar gastas transformagfes possuem a mesma
propriedade das transformacfes de escala, outéejese quantidades conservadas somente

para o caso da massa da particula ser nula owalpasaenergias. Ha, portanto, uma conclusao
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analoga ao caso da simetria de escala, ou sejaetria por transformacédo conforme especial
somente existe para campos nao-massivos comoronedggnético ou para particulas de altas
energias.

Assim, conclui-se que, diferentemente das singefiar translacdes ou rotacdes no
espaco-tempo, as simetrias de dilatacao e porforamscoes conformes especiais sdo validas
para campos ndo massivos ou, no caso de partiquddem ser vistas como simetrias

aproximadas da natureza, validas para altas esergia



101

APENDICE A

AS TRANSFORMACOES CONFORMES ESPECIAIS E O MOVIMENTO
UNIFORMEMENTE ACELERADO.

Como se apresentou no Capitulo I, historicamesmp&s a verificacdo de que as
equacOes da eletrodindmica séo invariantes poslagies, rotacdes, dilatacbes e pelas
transformacdes conformes especiais, passou-seeiprigtacdo fisica dessas simetrias. As
transformacdes conformes especiais, menos conBecplassaram a ser foco dessas
interpretacdes. No trabalho de Bateman [Ba-10] i@ mencdo sobre transformacdes de
coordenadas entre referenciais com aceleracaocac@se no artigo de Cunningham [Cu-10]
ha uma tentativa de extensdo do principio da valatie restrita para referenciais com
aceleracdo constante baseada na invariancia dascdesu do eletromagnetismo pela
transformacao de inversdo. A partir da terceiraadécdo século passado até o inicio da
década de 1960, varios trabalhos foram publicadotanndo interpretar a transformacéao
conforme especial como uma transformacao entre eferencial inercial e outro com
aceleracdo constante [En-36, Gu-61, Hi-45, Hi-4¥52, Jo-61, Pa-36]. Segue-se uma
pequena discussao sobre essa questao.

O movimento relativo entre dois referenciais ir@ecino espaco-tempo plano é
tratado pela teoria da relatividade restrita. Cowigto no capitulo IV, secdo 4.5, as
transformacdes de Lorentz-Poincaré fornecem a&elagtre as coordenadas de dois eventos

medidos nesses referenciais. O movimento de umerefial com aceleracdo constantg

também pode ser tratado do ponto de vista dawvielatie restrita [Ca-06, De-87, Se-06].
Considerando-se as transformacdes de Lorentz (ér28) dois referencias inerciais
S e S' que se movem com velocidade relativa constantdem-se que a relacdo de

~ ~ . . dx
transformagao para a aceleragédo de uma particelssgumove com velocidads, :a e

aceleracaod, :% € dada por:

:o|u'X:(1—v2)3’2/q
dt'  (1-wvu P

A'x



102

Uy —V
1-Uy Vv

onde se utilizou no calculo acima a relagéo parsstormacéo de velocidades; =
Para uma particula que possui uma aceleracdo atestg, = 4, em relagdo a um

referencial inercial que instantaneamente a acohgau seja, em qug, =V, tem-se que:

Ax = /qo(l_ u§ )3/2-

Considerando-se que enx 0 a particula esta em repouso na origem, a integ@dga

relagéo acima implica que:

Integrando-se novamente, tem-se que:

X(t):%(1/1+(ﬂ0t)2—1).

Rearranjando-se a expressao acima, obtém-se:

(Agx+1F = (Apt)* = 1. .

A equacgdo acima tem a forma de um ramo de hipémmldiagrama de espaco-
tempo (x,t) e, por este motivo, 0 movimento uniformemente eaeelo de uma particula
relativistica € chamado de movimento hiperbélico-98, Ri-06]. Este tipo de movimento
esta associado a acado de uma forca constanteasplrticula, e ocorre, por exemplo, quando
elétrons séo acelerados a velocidades relativigtioameio de um campo elétrico constante e

uniforme [Go-80]. O estudo do movimento uniformeteescelerado via relatividade restrita
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pode ser considerado como uma primeira aproximdedeoria da relatividade geral, tendo

em vista o principio de equivaléncia [Ei-07], o lgusstabelece que em uma regido

suficientemente pequena do espaco e para uma dueaghém pequena de tempo um campo
gravitacional uniforme é equivalente a um referanmdom aceleracdo constante.

Pode-se considerar, agora, a transformacgao confespeial (4.22):

o X =(xx)d
1-2(sx ) (s.8)(X.X

como a transformacado entre as coordenadas relaoasferencial em que a particula esti

instantaneamente em repouso e o referencial doakdio (inercial) [Ca-11, Co-97, Fu-62a].

Para a particula (instantaneamente em repouso igandr tem-se quex” =(0,0,0,t.
Considerando-se os parametros de transformagatados pos” = (s,0,0,0, tem-se que as

coordenadax'¥ s&o dadas por:

X'= , y'=0, z'=0 e t'=——5—=

Escrevendo-s&' em funcédo dé', tem-se:
(2sx+ 1f— (Zst'f =L

Comparando-se a relagdo acima com (A.1), vé-seesfiaeé a equacdo do movimento

hiperbolico nas coordenadés',t') do laboratério com o parametro de transformacém da

_ "o

por 5—7.
O resultado acima ilustra a interpretacdo paraasmsformacdes conformes especiais
como transformagdes que relacionam as coordenalesfetenciais inerciais e referenciais
uniformemente acelerados ao longo de uma coordeaspacial. Essa interpretacdo foi
adotada a partir da metade dos anos de 1930 atanos de 1960, quando essas
transformacdes passaram a ser interpretadas cangfdrmacdes locais de escala no espaco-

tempo [Ka-08].
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APENDICE B

ALGUNS ASPECTOS DA TRANSFORMACAO DE DILATACAO NA ME CANICA
CLASSICA.

Em mecanica classica, a simetria de escala esiéiada a invariancia das equacoes
de movimento de um sistema pela dilatacdo das enadis do espaco e do tempo [An-71,
Go-08, La-66], ou seja:

r=ar (B.1)

t=nt, (B.2)

ondea e séo constantes reais. Esta simetria € também daaseasimilaridade mecénica.

Para a discussédo que se segue, toma-se o potdacigdo U(r) :br'B (r=fr] e

b =constante). Neste caso, a transformacao (B.1) ¢apjlie:

U'(r) =U'(ar) =afu(r) . (B.3)

Para uma particula de massaujeita a um potenci&l (r) tem-se que:

2
md r :_dU(r).
dt2 dr

Substituindo-se as relacdes (B.1), (B.2) e (B.3)empressao acima, chega-se a

n= a( 1_'3/2). Deste modo, tem-se que a relacao (B2) fica mador

t =o(1BI2) (B.4)

Considerando-se a transformacéo acima e (B.1)gsacaordenadas de espaco, tem-

se que a velocidade da particula toma a forma:
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() =30 =P 2. (B.5)

Assim, se a energia potencial do sistema € umaéuhgmogénea de gra® (B.3),

tem-se como possibilidades de solu¢fes trajetgeametricamente similares, de acordo com
as dilatacbes (B.1), (B.3), (B.4) e (B.5). Desshseovaches, € interessante notar que €
possivel utilizar-se a similaridade mecanica pagaobterem resultados conhecidos da
mecanica classica sem a necessidade de se wsitais de Newton [La-66].

Examinam-se, agora, os efeitos da simetria dea@sealagrangiana e na integral de

acdo. Para a particula de masssujeita ao potencidl (r) :br'g, a Lagrangiana é dada por:
L:%mrz—br'g. B.6)

Utilizando-se (B.1), (B.5) e considerando-ge na forma a =X na Lagrangiana

acima, tem-se que, para o sistema transformade, dada por:

L' =B (B.7)

Como a Lagrangiana (B.6) é multiplicada por umastamte, tem-se que as equagdes
de movimento do sistema permanecem as mesmas.

O efeito da simetria de escala na acdo pode sdiicado considerando-se a
dilatacéo para o tempo (B.4) e a Lagrangiana toamsfda (B.7). Neste caso, tem-se que a

acdao fica invariante, ou sejfl.dt=[ L'dt', somente parg =-2.

Assim, tem-se que 0 Unico potencial na forohg ) :br'B gue exibe a simetria de
escala no nivel classité dado pelo grau de homogeneidatle -2 [Go-05, Ka-68], ou seja,

em queL é dada por:

! Em mecanica classica tem-se que interacéo delrde em duas dimensd&%r) também exibe a simetria de
escala.
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L:imrz—%. (B.8)
2 r

Um sistema fisico que possui este tipo de simétiwade um campo de um dipolo

2

elétrico, cujo potencial varia com “ numa regido afastada do centro do dipolo.

A quantidade conservada para esses sistemas podmbtg#a via 0 teorema de
Noether, através da condigdo (3.30), isto é:

da (a—Lr—Lj&—%& 0.
dt|| or or

Para a Lagrangiana (B.8), tem-se q%llé:mr: p. As variacoes infinitesimais da
f

coordenadar e do tempa sdo dadas, respectivamente, @or=xr e ot = 2xt. Assim,

obtém-se:

d(_Pr)_

onde H = pif—L € a energia total da particula. Deste modo, tem-seguinte quantidade

conservada relativa a simetria de dilatacéo:

D= Ht—%. (B.9)
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APENDICE C

AS TRANSFORMACOES CONFORMES ESPECIAIS NA MECANICA C LASSICA E
RELATIVISTICA.

Apresenta-se, a seguir, uma pequena discussdo ashransformacdes conformes

especiais na mecanica classica e relativisticasdNdscussao, considera-se, inicialmente, o

] . . b
caso de uma particula sujeita ao potendial ) =

> cuja Lagrangiana é dada por:
r

. b
= imrz _—2 .
2 r
Mostrou-se, no apéndice B, que, neste caso, aéagd@riante pelas transformacdes
de dilataciar’ =eXr e t' =e?Xt. Esta invariancia implica na constante de movim¢Bto):

w1
D =Ht P

Neste apéndice, consideram-se as seguintes trarzgfoes conformes para o tenipo
e para a coordenada espacigbo-13],

= (C.1)

r' = , (CZ)

onden é uma constante real.

A transformac&o conforme especial, (C.1), parpode ser entendida como uma

inversao de, seguida de uma translacég e de outra inversao:
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As transformacdes infinitesimais associadas a (€(0).2) sao dadas por:
t' =t +7t2, com dt = t2
r'=r +mt,comor =nrt.

Verifica-se, neste caso, que a integral da &&auase-invariante [Le-07] sob estas

transformacdes infinitesimais, ou seja:

i . 2 . d
OS= | L(r'(t),r'(t),t)dt'- | [L(r(t),r(t),t)ﬂy—g(r,t)}dt:0,
tl tl dt

mr2

onde:g(r,t)=——.
g(r,t) 5

Sabe-se que as equacbOes de movimento de um sistémase alteram para
Lagrangianas que diferem entre si pela derivada &h relacdo ao tempo de uma funcéo
genérica das coordenadas e do tempo. Consideraraleariacdo da acdo acima, tem-se que
o teorema de Noether admite uma generalizacdo efleter esta propriedade das

Lagrangianas equivalentes. Neste caso, a condemether (3.30) fica na forma [Le-07]:
d (oL, , \5_0L -
m{(arr L]d ar.é'r+5g}—0.

Substituindo-se as variacbe® e Jr na relacdo acima, e considerando-se que

% =mi = p e dg =17g, obtém-se a seguinte quantidade conservada [Gi&atB83]:
;

I =2Ht2—2prt+ mr2.

Esta constante de movimento, juntamente a cons@régdeterminada no apéndice

B para a dilatacdo, fornece a solugéo geral p@rp
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Estes aspectos e propriedades bésicas das sinddriescala e por transformacdes

. , b A
conformes especiais para potendif]r) == formam as bases para a chamada mecéanica
r

conforme, desenvolvida a partir de trabalhos noionda década de 1970 [Ja-72, Al-76], e
gue ainda hoje continuam sendo foco de interessel Bk

Considera-se, agora, 0 movimento de uma particiviee Irelativistica, cuja
Lagrangiana € dada pela relacao por (3.17).

Para as transformacdes conformes especiais, ageaui#.18), tem-se que a variacdo

infinitesimal da coordenade” é dada por:
5x'u:(2x'3>(1— e %/7”'8 )%.

Substituindo-se os momentos (6.12) e as variag@iesana relacéo (3.30), obtém-

se:

%[E(ZXBH’ Xn*f )g- p (2R Y x 4P p=

comi=1,2,3; B=1,2,3,4e E= pv- L= (F+ nf V2

Lembrando-se quep4 =E e x* =t, a relagcdo acima pode ser rearranjada para se

obter as quatro quantidades correntes conservasssc{adas a cada constasﬁe) na forma

compacta:
I'B :xVxV p'g— 2)(3 R X, compB=1,2,3,4

Considerando-se a corrente de dilatafi@6.13) para a particula livre, essas quatro

correntes podem ser escritas nas formas:
I =(F2-t2)p-2fD (componentes espaciais) (C.3)

14 =(F2 -t 2)E —-2tD (componente temporal). A)C
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As relagcbes acima mostram que, no caso da partibuia relativistica, a
conservagao das correntes associadas as transf@snzgnformes especiais esta diretamente
ligada a conservacéao da corrente de dilatacéo.

Substituindo-se, agora, a relacao (6.14) nas retagdima, tem-se que:

= F(Z).ﬁ =2(F P, —[’Eﬂﬁ@thﬁo .t}

14 :FSE +[n%2]t2.

Verifica-se que as relagbes acima sdo constantesdenento somente para —» 0
ou E - . Como no caso da transformacdo de dilatacdo nacegpmpo, tem-se que a
simetria associada as transformacdes conformesiagpambéem é valida somente para altas
energias ou para particulas com massa de repouapammo no caso de fotons [Ri-02].
Neste Ultimo caso, as constantes (C.3) e (C.4) miigme da constante de dilatacao
D =4(Tk—wt).

A analise acima para a particula livre serviu pamaa reinterpretacédo fisica das
transformacdes conformes especiais a partir dooirda década de 1960 [Ka-62, Ka-66,
Ka-66a], substituindo a interpretacdo até entd@ntgy que as associava ao movimento
uniformemente acelerado no espago-tempo.

Considerando-se os elementos de linha associaddsaréformacdes conformes

especiais e de escala no espaco-tempo, dadas;trespente, por:
ds™ =u(x)_2 dg, comuy(x)=1-2s.x ¢ 2

ds? = 12ds?,

pode-se interpretar as transformacdes conformesciesp no espaco-tempo como

transformacdes locais de escala [Ka-08, Ku-77]eddpntes da posicao, pois seu elemento

de linha sofre uma dilatacéo proporcional( )_2.



113

REFERENCIAS

[Ah-79] Ahlfors, L.V., Complex analysis: an introduction to the theoryaoblytic functions
of one complex variab)&? ed., McGraw-Hill, New York, 1979.

[AI-06] Albinus, M. and Ibragimov, N. H.On Conservation Laws of Electrodynamics
Archives of ALGA, ALGA Publications - Blekinge Intite of Technology Karlskrona,
Sweden, 3, 33-48, 2006 (Traducdo para o inglés rigoade Bessel-Hagen, referéncia
[Be-21)).

[Al-76] Alfaro, V. de, Fubini, S. and Furlan, GConformal Mechanics in Quantum
MechanicsNuovo Cim., 34a, 569, 1976.

[An-71] Andersen, C. M. and Baeyer, Hans C. V&taling and the Virial Theorem in
Mechanics and Action-at-a-Distance Electrodynamdas, J. Phys., 39, 914, August, 1971.

[Ar-85] Arkfen , G. B.,Mathematical Methods for Physicis&cademic Press, 1985.

[As-13] Disponivel em: http://astrolabeproject.com/downloads/Astrolabe kissing_Ma

nual.pdf, acesso em 01.03.2013.

[Ba-09] Bateman, H.The Conformal Transformations of a Space of Foun@&isions and
their Applications to Geometrical OpticBroc. London Math. Soc. (Ser. 2) 7, 70, 1909.

[Ba-10] Bateman, H.The Transformation of the Electrodynamical EquatjdProc. London
Math. Soc. 8, 223, 1910.

[Ba-74] Bakel'man, I. Y.Jnversions The University Chicago Press, 1974.

[Be-21] Bessel-Hagen, E]ber die Erhaltungssatze der Elektrodynaniathem. Ann. 84,
258-276, 1921.

[Be-84] Beckers, J. and Sinzinkayo, Byariance under conformal and coordinate and point
transformationsPhysica 126A, 371-383, 1984.

[Be-91] Berggren, J.L.Ptolemy's Maps of Earth and the Heavens: A Newrpnéation,
Arch. Hist. Exact Sci. 43, 133-144, 1991.

[Bi-13] Disponivel em: fttp://objdigital.bn.br/acervo_digital/div_cartofjedcart
986513.jpg, Biblioteca Digital do Patrimbnio Ibero-American(BDPI), acesso em
01.03.2013.

[BI-00] Blair, D.E., Inversion Theory and Conformal Mappindmerican Mathematical
Society, 2000.

[BI-09] Blumenhagen, R. and Plauschinn, EBtroduction to Conformal Field Theory: with
Applications to String Theoyy.ect. Notes Phys. 779, Springer, Berlin Heidedh@009.



114

[Bo-05] Boyer, T. H.,lllustrations of the relativistic conservation lafer the center of
energy Am. J. Phys, 73 (10), October, 2005.

[Bo-09] Boyer, T. H. lllustrating some implications of the conservatiaws in relativistic
mechanicsAm. J. Phys, 77 (06), June, 2009.

[Br-13] Disponivel em: #ttp://www.britannica.com/EBchecked/topic/22486/gs@#>,
acesso em 01.03.2013.

[Bu-88] Butkov, E. Fisica MatematicaEditora Guanabara Koogan S/A, 1988.

[Ca-06] Castillo, G. F. T.Uniformly Accelerated Observers in Special RelatjvRevista
Mexicana de Fisica, 52(1), 2006.

[Ca-09] Camargo, V.L.V. délrajetorias sobre o globo terrestre: um estudo dargetria da
esfera nos mapas cartograficddissertacdo de mestrado, Unicamp, 2009.

[Ca-11] Calixto, M., Romero, E. P. and Aldaya, \Cpherent States of Accelerated
Relativistic Quantum Particles, Vacuum Radiatiord dahe Spontaneous Breakdown of the
Conformal SU(2,2) Symmetd.Phys., A45, 2012.

[CI-93] Clavius, C.,Astrolabium,Romae, Impensis Bartholomaei Grassi. Ex Typographia
Gambiana, 1593. Disponivel em: Fondos Digitalizadies la Universidad de Sevilla -
<http://fondosdigitales.us.es/booksAcesso em 01.03.2013.

[Co-67] Coxeter, H.S.M. e Greitzer, S.IGeometry Revised’ he Mathematical Association
of America, 1967.

[Co-69] Coxeter, H. S. MIntroduction to Geometrydohn Wiley & Sons, 1969.

[Co-70] Coxeter, H. S. MlInversive GeometryEducational Studies in Mathematics, 3, 3-4,
1970.

[Co-97] Codirla, C. and Osborn, H.Conformal Invariance and Electrodynamics:
Applications and General FormalisrAnnals of Physics, 260(1), 91, 1997.

[Co-98] Coxeter, H. S. M.Non-Euclidean GeometryThe Mathematical Association of
America, 1998.

[Cu-10] Cunningham, E.The Principle of Relativity in Electrodynamics aad Extension
Thereof Proc. London Math. Soc. 8, 77, 1910.

[De-87] Deslog, E. A. and Philpott, R. Uniformly Accelerated Reference Frames in Special
Relativity, Am. J. Phys., 55(3), 1987.

[Di-75] Dirac, P. A. M.,General Theory of RelativityViley-Interscience Publication, 1975.

[Di-98] D’Inverno, R.,Introducing Einstein’s RelativityClarendon Press-Oxford, 1998.



115

[Do-05] Doyle, K. M., Contributions of the Theory of Conformal Mappingthe Field of
Electrical Engineering Education and PractjcBissertation submitted in partial fulfillment
of the requirements for the degree of Doctor ofd3aiphy, Columbia University, 2005.

[Ei-O5] Einstein, A.,Zur Elektrodynamik bewegter KérpeAnnalen der Physik, 17, 891,
1905.

[Ei-O7] Einstein, A., Uber das Relativtatsprinzip und die aus Demselbezzo@enen
Folgerungen, Jahrb. Radiogk#, 411, 1907 - A traducdo para o portugués pagte s
encontrada na Rev. Bras. de Ens. de Fis., 27,085, 3obre o Principio da Relatividade e
suas Implicacdes

[Em-14] Emch, A.,The Discovery of InversigrBulletin of the American Mathematical
Society, 21, 1914.

[Em-15] Emch, A.Note on the Discovery of InversidBull. Amer. Math. Soc., 21, 4, 1915.

[Em-29] Emch, A.Unpublished Steiner Manuscript§he American Mathematical Monthly,
36, 5, 1929.

[En-36] Engstrom, H.T. and Zorn , MI'’he Transformation of Reference Systems in the Page
Relativity, Phys. Rev. 49, 701 (1936)

[Fr-05] Frenkel, J.Principios de Eletrodindmica ClassicBRDUSP, Sao Paulo, 2005.

[Fr-97] Francesco, P., Mathieu, P. and SénéchalCénformal Field TheorySpringer, New
York, 1997.

[Fu-62] Fulton, T., Rohrlich, F. and Witten, IConformal Invariance in Physic®ev. Mod.
Phys. 34, 442, 1962.

[Fu-62a] Fulton, T., Rohrlich, F. and Witten, [Physical Consequences of a Co-ordinate
Transformation to a Uniformly Accelerating Framé¢uovo Cimento A, 26(4), 652, 1962.

[Ga-28] Gauss, C.FGeneral solution of the problem: to represent treetp of a given
surface on another given surface, so that the ssalparts of the representation shall be
similar to the corresponding parts of the surfaepnesentedThe Philosophical Magazine
and Annals of Philosophy, New Ser., IV, 104-11306-215, 1828. Disponivel em: Internet
Archive - <http://www.archive.orgé. Acesso em 01.03.2013.

[Go-05] Gozzi, E. and Mauro, DScale Symmetry in Classical and Quantum Mechanics
Physics Letters A, 345, 273-278, 2005.

[Go-08] Gozzi, E. and Mauro, DMechanical Similarity as a Generalization of Scale
SymmetryJ. Phys. A: Math and General, 39, 13, 2006.

[Go-13] Gonera, XConformal MechanigsAnnals of Physics, 9, 2013.

[G0-80] Goldstein, H.Classical Mechanics22 ed., Addison-Wesley Publishing Company,
1980.



116

[Gr-96] Greiner, W. and Reinhardt, JField Quantization Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 1996.

[Gr-99] Griffiths, D. J.Introduction to Electrodynami¢c®rentice Hall, 1999.
[Gu-61] Gupta , S. NConformal Transformations and Space TraBdience, 134, 1961.

[Ha-09] Halley, E.,An easy demonstration of the analogy of the logam¢t tangents, to the
meridian line, or sum of the secants: with varionsthods for computing the same to the
utmost exactnesg he Philos. Transact. Royal Soc. London, fromrtkemmencement, in
1665 to the year 1800, Vol. IV (1694-1702), 68-I809. Disponivel em: Internet Archive -
<http://www.archive.orgf. Acesso em 01.03.2013.

[Ha-99] Hassani, S.Mathematical Physics, a Modern Introduction to Esundations
Springer-Verlag New York, 1999.

[He-01] Henle, M.,Modern Geometries, Non-Euclidean, Projective andcBite Prentice
Hall, 2001.

[He-95] Heald, M.A. and Marion, J.BClassical Electromagnetic RadiatiprBaunders
College Pub., 1995.

[Hi-45] Hill, E. L., On Accelerated Coordinate Systems in Classical &wativistic
MechanicsPhys. Rev., 67, 1945.

[Hi-47] Hill, E. L., On the Kinematics of Uniformly Accelerated Moticarsd Classical
Electromagnetic Theoryhysical Review , 72, 1947.

[In-52] Ingraham, R.L.Conformal RelativityProc. Nat. Acad. Sci. USA 38, 921, 1952.
[Ja-72] Jackiw, R.Introducing Scale Symmefriyhysics Today, 25, January, 1972.
[Ja-99] Jackson, J. DClassical Electrodynami¢gdohn Wiley & Sons, 1999.

[Jo-61] Jones, R. TConformal Coordinates Associated with Uniformly é&lecated Motion
Am. J. Phys, 29, 2, 1961.

[J0-98] José, J. V. and Saletan, E. Qlassical Dynamics: a Contemporary Approach
Cambridge University Press, 1998.

[Ka-08] Kastrup, H. A.,On the Advancements of Conformal Transformationd toeir
Associated Symmetries in Geometry and TheoretiogsiPs Ann. Phys. 17, 631, 2008.

[Ka-62] Kastrup, H. A.,Some Experimental Consequences of Conformal Inveiaat
Extremely High Energie$hysics Letters , 3, 2, December, 1962.

[Ka-66] Kastrup, H.A.,Gauge Properties of the Minkowski Spaééys. Rev. 150, 1183-
1193, 1966.



117

[Ka-66a] Kastrup, K.A.Position Operators, Gauge Transformations, and @Gwnformal
Group,Physical Review, 143, 4, 1966.

[Ka-68] Kastrup, H.,Gauge Properties of the Galilei Spadéuclear Physics, B7, 545-558,
North-Holland Publ. Comp., Amsterdam, 1968.

[Ku-07] Kuhnel, W. and Rademacher, H. Bigouville’s Theorem in Conformal Geometi;
Math. Pures Appl., 88, 2007.

[Ku-77] Kurak, V., Conformal Invariant Quantum Field Theory and Comimog-ield
Operators Revista Brasileira de Fisica, Vol. 7, n® 3, 1977.

[La-15] Laugel, L.,Solution générale de ce probleme: representerepdetses d’'une surface
donnée sue une autre surface donnée de telle gadgda représentation soit sembleble a
I'original dan les parties infiniment petites [Re&sentation Conforme] par C.F. Gauss
Hermann & Fils, Paris, 1915. Disponivel em: Galicdhttp://gallica.bnf.fr. Acesso em
01.03.2013.

[La-66] Landau, L.D. and Lifshitz, E.MMechanics (Vol. 1 of Course of Theoretical
Physics), Pergamon Press, Oxfpt®60.

[La-69] Lagrange, J.L. d&ur la Construction des Cartes Geographiq&s,-692, Gauthier-
Villars, Paris, 1869. Disponivel em: Gallicahttp://gallica.bnf.fr. Acesso em 01.03.2013.

[La-72] Lambert, J.H., Anmerkungen und zusatze zur entwerfung der landd un
himmelschartenin: Beytrage zum Gebrauche der Mathematik uneérdé&nwendung durch
J.H. Lambert, Mit Kupfern und Tafeln, Ill. Theil,evlag der Buchhandlung der Realschule,
Berlin, 105-199, 1772. Disponivel em: University Michigan Historical Math Collection,
UMDL - <http://quod.lib.umich.edu/u/umhistmath/Acesso em 01.03.2013.

[La-99] Laugwitz, D.,Riemann's Dissertation and Its Effect on the Evotubf Mathematics
The American Mathematical Monthly, Vol. 106, No.Ngaio, 463-469, 1999.

[Le-07] Lemos, N. A.Mecanica AnaliticaEditora Livraria da Fisica, 22 Edicdo, Sao Paulo,
2007.

[Li-50] Liouville, J., Théoreme sur I'équationJourn. Mathém. Pure et Appliquées 15, 103,
1850. Disponivel em: Gallica http://gallica.bnf.fr. Acesso em 01.03.2013.

[Li-71] Lie, S.,Ueber diejenige theorie eines raumes mit belietenm dimensionen, die der
krimmungs-theorie des gewohnlichen Raumes entspNelehr. Konigl. Gesellsch. Wiss. u.
d. G. - A. - Univ. Goéttingen, 191-209, 1871. Dispml em GDZ - ttp://gdz.sub.uni-
goettingen.de. Acesso em 01.03.2013.

[Li-72] Lie, S.,Ueber complexe, insbesondere linien- und kugel-tamepmit anwendungauf
die theorie partieller differentialgleichungeMathem. Annalen 5, 145-256, 183-186, 1872.
Disponivel em GDZ - kitp://gdz.sub.uni-goettingenxeAcesso em 01.03.2013.

[Li-86] Lie, S.,Untersuchungen Uber transformationsgruppenAfchiv f. Mathematik
og Naturvidenskab 10, 353-413, Kristiania, 1886.



118

[Lo-77] Logan, J.D.,Invariant Variational Principles Mathematics in Science and
Engineering, Cap. 7, Vol 138, pags 131-149, 1977.

[Lo-95] Lorch, R.P.Ptolemy and Maslama on the Transformation of Cgdlgo Circles in
Stereographic Projectigmrch. Hist. Exact Sci. 49, 271-284, 1995.

[Ma-13] Disponivel em: kttp://mathworld.wolfram.com/CylindricalProjectidrim|>, acesso
em 01.03.2013.

[Ma-13a] Disponivel em: kttp://mathworld.wolfram.com/MercatorProjection.ttmacesso
em 01.03.2013.

[Ma-13b] Disponivel em: kttp://mathworld.wolfram.com/LambertConformalCoricfec
tion.htmb, acesso em 01.03.2013.

[Ma-72] Maxwell, J.C.,On the condition that, in the transformation of afAgure by
curvilinear coordinates in three dimensions, evangle in the new figure shall be equal to
the corresponding angle in the original figyuieroc. London Mathem. Soc. 4, 117, 1872.

[Ma-73] Maxwell, J.C. A Treatise on Electricity and Magnetisi@larendon Press, Oxford,
1873.

[Mc-03] McQuarrie, D. A.,Mathematical Methods for Scientists and Engingé&hsiversity
Science Books, 2003.

[Mo-02] Morehead, J.C. and Hiltebeitel, A.MKarl Friedrich Gauss, General Investigations
of Curved Surfaces of 1827 and 182%e Princeton University Library, Princeton, 1902
Disponivel em: Internet Archive itp://www.archive.orgf. Acesso em 01.03.2013.

[Mo-50] Monge, G.,Application de L'analyse a la Géométrie édition, revue, corrigée et
annotée par M. Liouville, Bachelier, Paris, 60%61850. Disponivel em: Google Book
Search (Harvard Library) -hgtp://books.google.de/ Acesso em 01.03.2013.

[Mu-13] Disponivel em: Http://catalogue.museoqgalileo.it/gallery/Planisjtistrolabe.
html>, Museo Galileo - Institute and Museum of thetéfig of Science, Florenca, Italia.
Acesso em 28.02.2013.

[Ne-49] Neugebauer, OThe Early History of the Astrolabésis 40, 240-256, 1949.
[Ne-97] Needham, TVisual Complex Analysi©xford University Press, 1997.
[No-18] Noether, E., Invariante Variationsprobleme (F. Klein zum fUnjalgigen

Doktorjubilaum.) Nachr. Konigl. Gesellsch. Géttingen, Math. Physilkasse 1918, 235-257.
Disponivel em: GDZ - kitp://gdz.sub.uni-goettingen@seAcesso em 01.03.2013.

[No-74] North, J.D.The AstrolabgScient. American, 230, 96-106, Jan., 1974.

[Pa-10] Padmanabhan, TGravitation Foundations and FrontiersCambridge University
Press, 2010.



119

[Pa-33] Patterson, B. CThe Origins of the Geometric Principle of Inversidsis, 19, 1,
1933.

[Pa-36] Page, L. and Jr, N.1.AAn AckowledgmenPhysical Review, 49, 703, 1936.

[Pe-52] Perrett, W. and Jeffery, J.Bhe Principle of RelativityDover Publ., Inc,, New York,
1952.

[Ph-69] Phillips, R.Liouville’s TheoremPacific Journal of Mathematics, 28, 2, 1969.

[PI-74] Plybon, B.F., Observations on the Bessel-Hagen Conservation Ldars
Electromagnetic FieldsAm. J. Phys., 42, 998-1000, 1974.

[Ri-02] Rivas, M., Kinematical Theory of Spinning Particles - Classieamd Quantum
Mechanical Formalism of Elementary Particléduwer Academic Publishers, 2002.

[Ri-06] Rindler, W., Relativity, Especial, General and Cosmologjc@lxford University
Press, 22 ed, 2006.

[Ri-90] Riemann, B.,Grundlagen fur eine allgemeine Theorie der Functioneiner
veranderlichen complexen Gross®ernhard Riemann, Collected Papers, ed. by R.
Narasimhan, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg3$-80, 1990.

[Ri-91] Rindler, W.,Introduction to Special Relativitpxford University Press, 1991.

[R0-08] Rowe, D. E.Einstein Studies, Volume 11: A Retrospective ReBavdies in History
and Philosophy of Modern Physics, 39, 2008.

[Ro-11] Rodrigues, M.L.F., Projeccdes Cartograficas: Estudo Matemético das
Representacdes Planas de uma Esf@igsertacdo de Mestrado em Matematica-Formacéao
Continua de Professores - Universidade do Minhecel de Ciéncias, 2011.

[Ro-72] Rosen, GConformal Invariance of Maxwell Equatigndm. J. Phys., 40, 1972.

[Sa-88] Saldanha, C.A.MSobre as Hipdteses que Servem de Fundamento a Gegme
Trans/Form/Acéo (Unesp), Sao Paulo, 1988, vol.189-99. Traducéo d&ur les hypothéses
gue servent de fondement a la géométdemoire de la Société Royale des Sciences de
Gottingen, 1867. t. Xlll, p. 272. In: Oeuvres Mathatiques de Riemann. Traduit par J.
Houel. 2. ed. Paris, Librairie Scientifique TéchrecAlbert Blanchard, 1968. p. 280 - 299.

[Se-06] Semay, C.QObserver with a Constant Proper Acceleratidtur. J. Phys. 27, 1157
2006.

[Se-78] Sergeyeva, N.D. and Karpova, L.MI;Farghani's Proof of the Basic Theorem of
Stereographic Projectiqr210-217, 1978 (apéndice 3 da referéncia [Th78]).

[Si-07] Sidoli, N. and Berggren, J. LThe Arabic version of Ptolemy’s Planisphere or
Flattening the Surface of the Sphere: Text, Tramsia CommentarySCIAMVS 8, 37-139,
2007.



120

[Sn-93] Snyder, J.P.Flattening the Earth: Two Thousand Years of Map j&tions
University of Chicago Press, Chicago and Londo®319

[Sp-55] Speiser, Al,.. Euler, Opera Omnia, Ser. |, 28rell Fussli, Zurich, 248-297, 1955.

[Ta-71] Tavel, M.A.,Transport Theory and Statistical Physids,183-207, 1971 (traducéo
para o inglés do artigo de Emmy Noether, referérsia-18]).

[Th-04] Thornton, S. and Marion, XJassical Dynamics of Particles and Systebfsedicéo,
Thomson, 2004.

[Th-45] Thomson, M. W.Extrait d'une lettre de M. William Thomson a M. wdle, Journ.
Mathém. Pure et Appliquées 10, 364, 1845. Dispdréne Gallica - qttp://gallica.bnf.fr.
Acesso em 01.03.2013.

[Th-47] Thomson, M. W.Extraits de deux lettres adressées a M. Liouvjhr, M. William
Thomson Journ. Mathém. Pure et Appliquées 12, 256-264,71®isponivel em: Gallica -
<http://gallica.bnf.frb. Acesso em 01.03.2013.

[Th-72] Thomson, W.Reprints of Papers on Electrostatics and Magnetisfacmillan &
Co. London, 1872.

[Th-78] Thomson, R.B. Jordanus de Nemore and the Mathematics of Astrelabe Plana
Spera Studies and Texts 39, Pontifical Institute of NMedal Studies, Toronto, 1978.

[Wa-92] Warwick, A., Cambridge Mathematics and Cavendish Physics: Cugam,
Campbell and Einstein’s Relativity 1905-1911 — Rarfhe uses of theoyrystud. Hist. Phil.
Sci., Vol. 23, No. 4, 625-656, 1992.

[We-72] Weinberg, S.Gravitation and Cosmology: Principles and Applicais of General
Theory of RelativityJohn Wiley & Sons, 1972.

[Wo0-89] Wood, W. R., G. Papini and Y.Q. Cé&pnformal Transformations and Maximal
Acceleration Il Nuovo Cimento, 104(6), 1989.

[Wu-05] Wunsch, A. D. Complex Variables with Application®earson Addison-Wesley,
2005



